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Vorwort. 
Der vorliegende GrundriB der Statistik fuBt auf den gleichen theoretischen 

Gesichtspunkten, wie sie der Verfasser hereits in seinem Biichlein "Statistik"l zur 
DurchfUhrung gehracht hat. Auch hier sollen die beiden in der deutschen Statistik 
hisher auf zwei getrennten Geleisen laufenden Richtungen der "allgemeinen Sta­
tistik" und der "mathematischen Statistik" als zwei einseitige Betrachtungsarten 
des gleichen Gegenstandes dargetan und in einem einzigen System der Theorie der 
Statistik vereinigt werden. Die Berechtigung dieser Vereinigung diirfte aus der vor­
liegenden ausfUhrlicheren Bearbeitung noch klarer hervorgehen als aus der ge­
drangten, auf mathematischen Ausdruck beinahe vollstandig verzichtenden Dar­
stellung des erwahnten Bandchens. Dieses sollte ja einem Kreis von Lesern dienen, 
an deren Vorbildung keine besonderen Anforderungen gestellt werden durften. 
Unser GrundriB dagegen wendet sich, entsprechend dem Zwecke der Enzyklopadie 
der Rechts- und Staatswissenschaft, vor allem an die akademische Jugend, 
darf also billigerweise diejenigen Kenntnisse voraussetzen, die in den mittleren 
Lehranstalten deutscher Sprache vermittelt werden. Freilich ergab sich aus dem 
gleichen Zwecke eine Beschrankung: es muBte auf die Darstellung aller Gedanken­
gange, die hohere Mathematik voraussetzen, so gut wie verzichtet werden. So darf 
die hier dargebotene Stufe fUglich als Mittelstufe der statistischen Theorie (ein­
schlieBlich der unentbehrlichen Unterstufe) bezeichnet werden. Der Leser findet 
aber auf Schritt und Tritt die Wege angegeben, die ihn von da zur Oberstufe fUhren, 
wenn er eine Erweiterung und Vertiefung des durch diesen GrundriB erworbenen 
Wissens anstrebt. 

In unserer Darstellung sollte vermieden werden, in den mathematischen Sport 
mancher statistischer Lehrhiicher zu verfallen, die viele Seiten mit mathematischen 
Formelableitungen anfUllen und dort zu wiinschen iibriglassen, wo es gilt, den Nutzen 
dieser Formeln fiir die Theorie und Praxis der Statistik zu erweisen. Wir haben uns, 
schon aus Raumriicksichten, darauf beschrankt, den logischen Ansatz, die Problem­
stellung, klarzulegen, von der aus eine mathematische Gedankenreihe zu einer fUr 
die Statistik verwendbaren Formel gelangt, und den Wert dieser Formel fUr die 
statistische Theorie und Praxis darzutun. Die Ableitungen der Formeln wie auch 
die von der dargestellten Theorie weiterfiihrenden Wege wurden durch Angaben 
des wichtigsten Schrifttums nachgewiesen. 

Der vorliegenden Darstellung der theoretischen Statistik - oder, scharfer be­
zeicimet, der reinen Theorie der Statistik - soIl in einem zweiten Teile eine Dar­
stellung der angewandten Statistik - oder scharfer der angewandten Theorie der 
Statistik - folgen. In einer Vorlesung iiber das gesamte Gebiet der Statistik mag 
es wohl zweckmaBig sein, diese Zweiteilung nicht streng zu beobachten und die 
theoretische Statistik ganz oder teilweise in den Rahmen der angewandten Statistik 
hineinzustellen, um das Verstandnis der abstrakten Denkformen der theoretischen 
Statistik zu erleichtern. Von einem Lehrbuch dagegen verlangt man mit Recht 

1 Sammlung Wissenschaft und Bildung. Leipzig: QueUe & Meyer 1925. 
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einen streng systematischen Aufbau. Urn aber dem weniger abstrakt veranlagten 
Leser entgegenzukommen, hat der Verfasser Heber an dem Umfang des darzustellen­
den Stoffes gespart als an Beispielen, Aufgaben und Abbildungen. Desgleichen hat 
er eine kurze Darstellung des auBeren Herganges einer statistischen Erhebung und 
Aufarbeitung der Einleitung eingefiigt, urn dem Studierenden das Verstandnis der 
theoretischen Darlegungen zu erleichtern. 

Der Verfasser ist sich der durch die ihm gesteckten Grenzen hedingten Un­
vollkommenheit seines Werkes wohl bewuBt. Er erbittet auch beim Leser hierfiir 
Verstandnis und Nachsicht. Trotzdem hofft er, mit der Schaffung dieses Grundrisses 
einigen Nutzen zu stiften, weil die deutsche Statistik eine knappe, dabei doch auch 
dem mathematisch minder geschulten Leser zugangliche Darstellung der modernen 
statistischen Theorie in dem eingangs gefaBten Sinne derzeit noch nicht besitzt. 

Bei der Auswahl und Durchrechnung der Beispiele nnd Aufgaben war mir in 
dankenswerter Weise Dr. GREGOR SEBBA behilflich. 

Wien, im Juli 1931. 

WILHELM WINKLER. 
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I. Einleitung. 

1. Einiges fiber die Geschichte der Statistikl. 
Das Bediirfnis, zahlenmaBige Angaben iiber die Bevolkerung und ihre person­

lichen und wirtschaftlichen Verhaltnisse zu erhalten, ist beinahe ebenso alt wie die 
organisierte menschliche Gesellschaft. Es beruhte zumeist auf dem Gedanken, fiir 
Steuer- oder Aushebungszwecke Grundlagen zu gewinnen. 

Der Name "Statistik" wurde zuerst von HERMANN CONRING (1606 bis 1681), 
Universitatsprofessor in Hellmstadt in Braunschweig, verwendet. Er ebenso wie der 
ein Jahrhundert spater im gleichen Sinne schaffende Gottinger Professor ACHEN­
WALL (1719 bis 1772) verstanden unter Statistik oder Staatsbeschreibung die Lehre 
von den Staatsmerkwiirdigkeiten, umfassend etwa Land und Leute, Verfassung 
und Verwaltung, Staatszwecke, Land- und Seestreitkrafte eines Staates. 1m Rahmen 
dieser wissenschaftlichen Richtung wuchs die Gepflogenheit heraus, die darzu­
stellenden Tatsachen und Zahlen in Tabellen darzustellen. Der hervorragendste Ver­
treter dieser Sonderheit war CROME (1753 bis 1833). Zwischen den "Statistikern" 
der Gottinger Schule und diesen "Tabellenknechten" entbrannte ein heftiger Streit. 
Die Gottinger war±en ihnen vor, sie konnten in ihren Tabellen keinesfalls auch die 
geistigen Krafte eines Staates, Willenskraft, Begeisterungsfahigkeit, Tiichtigkeit, 
allgemeine und sittliche Kultur, Gottvertrauen, SelbstbewuBtsein u. dgl. aus­
driicken und hielten ihre Lehre fiir die idealere. Die Geschichte und die statistische 
Praxis haben sich zugunsten der "Tabellenknechte" entschieden. Die Lehre von 
den Staatsmerkwiirdigkeiten 16ste sich in der Folge in der Ausgliederung der Wissen­
schaften in ihre verschiedenartigen Bestandteile auf, die Zahlentabellen aber blieben 
das Riickgrat dessen, was man in der weiteren Folge unter "Statistik" verstand und 
auch heute versteht. 

Das mag wohl darin begriindet sein, daB sich diese wissenschaftliche Richtung 
mit Bestrcbungen begegnete, die seit langerem im Gange waren. Von England her­
kommend, durch GRAUNT (1620 bis 1674) und PETTY (1623 bis 1687) begriindet, 
hatte sich unter deJll Namen "Politische Arithmetik" eine Art Bevolkerungs­
statistik eingebiirgert. Man erfaBte im allgemeinen die leichter zuganglichen Be­
volkerungstatsachen wie Geburten und Sterbefalle und begniigte sich damit, aus 
diesen eine Vorstellung von der Bevolkerungszahl, Zusammensetzung der Bevolke­
rung nach Geschlecht und Alter u. dgl. zu erhalten. Unter den Personlichkeiten, 
die diese Richtung trugen, 1st eine der bedeutendsten der preuBische Feldprediger 
J. PETER SU-SSMILCH (1707 bis 1767) mit seinem Hauptwerk "Die gottliche Ord­
nung in den Veranderungen des menschlichen Geschlechtes aus der Geburt, dem 
Tode und der Fortpflanzung desselben erwiesen" (1741). 

Die groBe praktische Wichtigkeit aller dieser Arbeiten fiihrte in der Mitte des 
18. Jahrhunderts zunachst in Schweden zur Einrichtung von Bevolkerungsregistern, 

1 JOHN, V.: Geschichte der Statistik. Stuttgart 1884. GUNTHER, A.: Geschichte der 
deutschen Statistik, in F. ZAHN: Die Statistik in Deutschland nach ihrem heutigen Stand 1, Iff. 
Miinchen u. Berlin 1911. WESTERGAARD-NYROLLE: Grundziige der Theorie der Statistik, 
2. Aun., S. 11ff. Jena 1928. WALKER, H. M.: Studies in the History of Statistical Method. 
Baltimore 1929. 

Winkler, Theoretisehe Statistik. 1 
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in der zweiten Hiilfte des 18. Jahrhunderts oder zur Wende des 18. und 19. Jahr­
hunderts zu den ersten Volkszahlungsversuchen sowie zur Griindung der ersten 
staatlichen statistischen Amter. Die ersten Volkszahlungsversuche fanden statt: 
in Osterreich 1754, in den Vereinigten Staaten 1790, in Frankreich und in GroB­
britannien 1801; statistische Amter wurden gegriindet in Frankreich 1796, in 
PreuBen 1805, in Osterreich 1829. Die amtliche Statistik des Deutschen Reiches setzte 
naturgemaB erst nach der Reichsgriindung ein, hatte aber einen Vorlaufer in der 
seit 1833 betriebenen Statistik des Deutschen Zollvereines. 

Die ersten Tabellen der amtlichen Statistik erschienen zumeist unter AusschluB 
der Offentlichkeit und beruhten auf einer ganz einfachen Aufbereitungstechnik; 
die den Unterbehorden abverlangten Tabellen wurden von den oberen Stellen 
summiert. 1m Laufe der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts gelang es, die amtliche 
Statistik von der Geheimhaltung zu befreien, auch wurden im Rahmen der ange­
gebenen primitiven Aufbereitungsart die Tabellen durch zeitliche und ortliche Ver­
gleiche ausgestaltet. 

Um die Mitte des 19. Jahrhunderts war es eine Anzahl bedeutender Manner, 
z. B. der Belgier ADOLPHE QUETELET, Prasident der belgischen statistischen Zentral­
kommission, ERNST ENGEL, Direktor des preuBischen statistischen Landesamtes, 
KARL VON CZOERNIG, Direktor der osterreichischen statistischen Zentralkommission, 
die auf die weitere Entwicklung der amtlichen Statistik einen giinstigen EinfluB 
nahmen und der Statistik zu Ansehen verhalfen. Besonders war es QUETELET, der 
in der Statistik eine bedeutsame Wendung dadurch herbeifiihrte, daB er aus ihr als 
einer Wissenschaft von den Staatsmerkwiirdigkeiten eine Wissenschaft von der 
menschlichen Gesellschaft machte. Sein Versuch der Aufrichtung einer sozialen 
Physik, d. i. eines Nachweises, daB die menschliche Gesellschaft unter ewigen, 
ehernen Gesetzen stehe ebenso wie die Natur, erregten viel Aufsehen und schaff ten 
ohne Zweifel eine Zeitlang eine fiir die Statistik giinstige Stimmung. Die Lehre war 
aber auf unzulassigen Verallgemeinerungen aufgebaut und brach zusammen. Es 
gab in den 70er Jahren des vorigen Jahrhunderts eine Krisis in der Statistik, die 
sich auch in ihrem auBeren Schicksal nachweisen laBt!. 

Es folgte eine wissenschaftliche Neueinstellung: die Begriindung der wissenschaft­
lichen Statistik als Theorie der Massenerscheinungen. Man zieht sich auf die Be­
griffe und Verfahren der Statistik zuriick, man studiert die typischen Formen, 
in denen statistische Massen auftreten, ihre typischen Zusammenhange und leitet 
daraus die Regeln fiir eine richtige Behandlung des statistischen Zahlenstoffes abo 
DaB bei dieser Darstellung der Formen und Beziehungen von ZahlengroBen die 
Ausdrucksweise der Mathematik eine Rolle zu spielen beginnt, ist selbstverstand­
lich. Studien wahrscheinlichkeitstheoretischer Art, die aus der Untersuchung der 
Gliicksspiele ihren Anfang nahmen, miinden in die statistisehe Betrachtung der 
menschlichen Gesellschaft, das Studium der statistischen Kurvenformen ruft nach 
analytischem Ausdruck, die Fehlertheorie, die Ausgleichsrechnung findet Anwen­
dungsmoglichkeiten usw. Namen wie' LEXIS, V. BORTKIEWICZ, GALTON, EDGE­
WORTH, PEARSON, TSCHUPROW U. a. gewinnen fiir die Entwicklung der Statistik 
Bedeutung. Gebiete, die die Aufmerksamkeit weiter Kreise auf die statistische 
Theorie lenken, sind die Anwendung der Korrelationstheorie zunachst in der Ver­
erbungsforschung, die Anwendung der lndextheorie fiir die Messung der Verande­
rung des Preisspiegels und des Geldwertes, der Reihentheorie fiir die Konjunktur­
forschung. Neben dieser Richtung finden wir in Deutschland, gewissermaBen 
als einen spaten Ausliiufer der Lehre von den Staatsmerkwiirdigkeiten, eine Rich­
tung, die das Ziel der statistischen Wissenschaft in der wissenschaftlichen Durch­
dringung des Zahlenstoffes iiber die menschliche Gesellschaft erblickt. Der 

1 V gl. des Verfassers Die Statistik in Osterreich. Wiener stat. Sprechabende, H. 1. Wien 1930. 
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Hauptvertreter dieser Richtung ist GEORG v. MAYR (1841 bis 1925), der in seinem 
urnfassenden, unvollendet gebliebenen Werke "Statistik und Gesellschaftslehre" 
eine imponierende Ubersicht iiber den Zahlenstoff der Bevolkerungs- und Moral­
statistik seiner Zeit geboten hat. 

An dem Aufbau der statistischen Theorie im erstgenannten Sinne hat Deutsch­
land, abgelenkt durch die groBen auf die Zusammentragung und stoffliche Aus­
beutung der Ergebniszahlen gerichteten Bemiihungen, einen verhaltnismaBig ge­
ringen Anteil genommen und ist daher in manchen Beziehungen hinter dem Aus­
lande zuriickgeblieben, woran sich erst in der neuesten Zeit einiges zu andern be­
ginnt. Dagegen hat sich die neuere deutsche Statistik (besonders F. ZIZEK) um die 
Herausarbeitung der logischen Denkformen der statistischen Theorie verdient 
gemacht. 

Parallel mit der geschilderten wissenschaftlichen Vertiefung der Statistik ist die 
Vertiefung in der Aufbereitungstechnik der amtlichen Statistik gegangen, indem 
an Stelle des oben erwahnten primitiven Verfahrens der Tabellensammlung und 
-aufsummierung der Grundsatz der Individualbearbeitung des Stoffes getreten ist: 
Jede Zahleinheit wird auf ein Individualzahlblatt iibertragen und kann nun nach 
allen Merkmalen und Merkmalsverbindungen ausgezahlt werden. Dieser Um­
schwung ist durch die Einfiihrung der elektrischen Zahlmaschinen gefordert worden. 

Wie sich die amtliche Statistik in der Gegenwart weiterentwickelt hat, solI aus 
dem nachsten Abschnitt iiber die Organisation der Statistik ersichtlich werden. 
Naheres zum Begriff der Statistik solI weiter unten in Abschnitt II, 5d ausgefiihrt 
werden. 

2. Die Organisation der zeitgenossischen Statistikl, 
a) Die amtliche Statistik. Die Statistik hat es durchaus mit groBen Zahlen zu 

tun (vgl. auch weiter unten das "Gesetz der groBen Zahl"). Fiir die auBere Ein­
richtung der Statistik folgt daraus, daB die Durchfiihrung einer Statistik vom ersten 
Anfang bis zur Veroffentlichung der Ergebnisse in der Regel eine kostspielige An­
gelegenheit ist. Es liegt darum nahe, daB die offentliche Gewalt, der Staat, die 
Lander, Bezirke, Stadte, hauptsachlich Trager der Statistik sind. 1m Deutschen 
Reiche ist es vor allem das Statistische Reichsamt, das heute beinahe fiir aIle 
Zweige der Statistik die Zustandigkeit besitzt. Daneben stehen die statistischen 

1 ZAHN, F.: Artikel Statistik im Handworterbuch der Staatswissenschaften 4. Aufl., 7. 
BREISKY, W.: Die Weltlage der Statistik, Wiener Statistische Sprechabende, H.I. Wien 1930. 
BURGDORFER, F.: Die Organisation des amtlichen statistischen Dienstes in Deutschland, in: 
Forschungsinstitute, ihre Geschichte, Organisation und Ziele. Hrsg. von LUDOLPH BRAUER, 
ALBRECHT-MENDELSSOHN -BARTHOLDY undADOLF MEYERI. Hamburg: Hartung 1930. DasArbeits­
gebiet des Statistischen Reichsamtes zu Beginn des Jahres 1931, in: Vierteljahrshefte zur Statistik 
des Deutschen Reiches Jg 40, H. 1 (1931). SCHIFF, WALTHER: Die amtliche Statistik und 
die neuen Erfordernisse der Zeit, in: Statistische Monatsschr. III. F., I, H.5 bis 8, S.I11ff. 
Wien 1919. WEYR, F.: Die Tatigkeit des statistischen Staatsamtes der cechoslovakischen 
Republik seit seiner Errichtung bis Ende 1921, in: Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und 
Statistik 63, III. F., S. 567. Jena 1922. BUZEK, J.: Die Organisation der amtlichen Statistik 
in Polen, in: Allgemeines Statistisches Archiv 16, 592ff. Jena 1927. KOLLAR, R.: Rozhledy 
po literature 0 organisaci statisticke sluzby, in: Ceskoslovensky Statisticky Vestnik 8, 235ff. 
Prag 1927. GIN!, C.: La Statistique en Italie, in Journ. de la Soc. de Stat. de Paris S. 52ff. 
Nancy-Paris-StraBburg 1927. WILHELM, A.: Die Neuordnung des statistischen Verwaltungs­
dienstes in Italien, in: Zeitschrift fiir schweizerische Statistik und Volkswirtschaft, Jg 64, 
S. 414ff. Bern: A. Francke A.G. 1928. DOBROVITS, A.: La rMorme du service statistique 
en Hongrie, in: Journ. de la Soc. Hongroise de Stat. Jg 7, Nr 1 bis 2, S. 222ff. (1929). BREISKY, 
W.: Der statistische Hochschulunterricht bei uns und auswarts, in: Zeitschrift fiir Volkswirt­
schaft und Sozialpolitik, o. N. F., S. 358. Wien u. Leipzig 1927. WihtZBURGER, E.: Rapport 
sur l'Enseignement de la Statistique dans les Ecoles des Hautes Etudes, in: Bull. de l'Institut 
International de Statistique 22, 2. Lief., S. 345ff. Kairo 1928. 

1* 
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Landesamter (PreuBisches, Bayerisches, Sachsisches, Wurttembergisches usw. 
Statistisches Landesamt), die bei den groBen Reichserhebungen unter Fuhrung 
des Statistischen Reichsamtes mitwirken, daneben auch in reinen Landesange­
legenheiten ihre eigene Statistik betreiben, ahnlich wie die stadtischen statistischen 
Amter, von denen beinahe in jeder groBeren deutschen Stadt eines zu finden ist. 
Sowohl die Landesstatistik wie die im Verbande Deutscher Stadtestatistiker ver­
einigte Stadtestatistik treten alljahrlich zu Beratungen zusammen. In Osterreich 
ist das Bundesamt fur Statistik die zur Betreuung der staatlichen Statistik 
berufene Stelle. Aber nicht die gesamte staatliche Statistik liegt in seiner Zustandig­
keit, sondern groBe Teile der amtlichen Statistik, z. B. die Handelsstatistik, die 
Landwirtschaftsstatistik, die Gesundheitsstatistik, werden von den zustandigen 
Fachministerien betrieben. Diesen Zustand nennt man - entgegengesetzt zu der 
im Deutschen Reich nahezu erzielten Vereinigung (Zentralisation) - den der 
Zersplitterung (Dez en tralisa tion) des statistischen Aufbaues. Die vereinigte 
(zentralisierte) Statistik hat den Vorteil eines von allgemeineren Gesichtspunkten 
getragenen, daher verschiedenen Verwaltungszwecken gleichzeitig dienenden, sach­
licheren und billigeren, in der Regel auch fachmannischeren statistischen Betriebes, 
ist daher als die vollkommenere Aufbauform der amtlichen Statistik zu betrachten 
gegenuber der zersplitterten (dezentralisierten) Statistik, die fUr sich in der Regel 
nur die groBere Vertrautheit der verschiedenen Fachstellen mit den bearbeiteten 
Stoffgebieten geltend machen kann. 

Eine weitgehende oder vollstandig durchgefiihrte Vereinigung der staatlichen Statistik 
finden wir in Italien, RuBland, der Tschechoslowakei, Polen, Rumanien; zersplittert ist die 
staatliche Statistik Frankreichs, GroBbritanniens, der Vereinigten Staaten von Amerika. 

Die Vereinigung oder Zersplitterung im Aufbau der Statistik ist nicht zu verwechseln mit 
der ortlichen Vereinigung oder Auseinanderlegung' der Aufarbeitung, von der spater (im 
Abschnitt I 5b) die Rede sein wird. 

GewissermaBen die Kronung der Organisation der amtlichen Statistik bildet das 
"statistische Gesetz", mit dem den statistischen Amtern die allgemeine Er­
hebungsgewalt eingeraumt wird. Fur die einzelne Erhebung ist dann nur noch eine 
Verordnung des statistischen Amtes oder eines Fachministeriums notwendig. In 
den meisten Staaten, darunter auch im Deutschen Reich und Osterreich, fehIt 
noch dieser letzte SchluBstein zum statistischen Aufbau, und es mussen groBe Er­
hebungen, die nicht alljahrlich vorgenommen werden, erst durch ein besonderes 
Gesetz verfugt werden (so z. B. die groBen Volks-, Berufs- und Betriebszahlungen 
im Deutschen Reiche), sofern nicht fUr einen bestimmten Zahlungszweck ein be­
sonderes Dauergesetz vorhanden ist (wie z. B. in Osterreich das Volkszahlungs­
gesetz yom Jahre 1869). 

b) Die nichtamtliche Statistik. Unter der nichtamtlichen Statistik sind vor allem 
zu erwahnen die statistischen Abteilungen der Korperschaften und Institute offent­
lichen Rechts, wie Handels- und Gewerbekammern, Landwirtschaftskammern, 
Kammern fur Angestellte und Arbeiter u. dgl., von denen in neuerer Zeit, besonders 
in Osterreich infolge der unzureichenden Versorgung der staatlichen Statistik mit 
Geldmitteln, die statistische Abteilung der Kammer fur Arbeiter und Angestellte 
und das der Wiener Handelskammer angegliederte osterreichische Konjunktur­
forschungsinstitut Aufgaben der staatlichen Statistik iibernommen haben und in 
weiteren Kreisen bekannt geworden sind. Zu erwahnen sind hier auch die statisti­
schen Abteilungen der Notenbanken, die bemerkenswerte statistische Veroffent­
lichungen herausgeben. 

Weiter betreiben und veroffentlichen Statistik Genossenschaften, Arbeit­
nehmer- und Arbeitgeberverbande, Erwerbsunternehmungen und sonstige. 

Nationale statistische Gesellschaften sind fUr die Forderung der Statistik im 
Bereiche ihres Staates tatig. Hier sind zu nennen: die Deutsche Statistische Gesell-
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schaft, der Verband Deutscher Stadtestatistiker, die Royal Statistical Society 
(England), die American Statistical Association, die Schweizerische Statistische 
Gesellschaft, die Societe Hongroise de Statistique und die Societe de Statistique 
TcMcoslovaque. 

c) Die Universitiitsstatistik. Von Wichtigkeit fiir die Entwicklung der Statistik 
in einem Staate sind auch die statistischen Lehrkanzeln an den Universitaten, 
weil hier die wissenschaftliche Ausbildung der spateren Erzeuger und Verbraucher 
der Statistik erfolgt und weil eine statistische Lehrkanzel bei der iiblichen Ver­
bindung von Lehre und Forschung auch eine Statte fUr wissenschaftliche For­
schungsarbeit auf dem Gebiete der Statistik bedeutet. Bedauerlicherweise besitzen 
wir im Deutschen Reiche derzeit nur 5 statistische Lehrkanzeln (Berlin, Leipzig, 
Frankfurt, Koln, Jena) , und es wird der statistische Unterricht iiberwiegend 
nur nebenbei von Ordinarien eines anderen Faches erteilt, so daB sowohl fiir die 
Lehre als auch fUr die Forschung noch nicht das giinstigst mogliche MaB erreicht ist. 

In Osterreich besteht eine statistische Lehrkanzel an der Wiener Universitat, 
der auch das "Institut fiir Statistik der Minderheitsvolker" zugehort, an dem im 
Studienbetriebe nicht bloB Nationalitatenstatistik, sondern alle Zweige der Stati­
stik gepflegt werden. 

1m Auslande liegen die Verhaltnisse zum Teil viel giinstiger. Wir finden dort 
an den Universitaten nicht nur eine viel groBere Anzahl von statistischen Lehr­
kanzeln (z. B. in Italien an jeder zweiten, in Ungarn an jeder Universitat), sondern 
auch groBe statistische Institute, an denen den Studierenden in einem mehrjahri­
gen Lehrgang eine statistische Sonderausbildung geboten wird mit der Moglich­
keit, hier eine Diplompriifung abzulegen und "Diplomstatistiker" zu werden. 
Solche Institute bestehen in Paris, Rom usw. 

Wie ganz anders als in Deutschland in anderen Staaten, besonders den angel­
sachsischen, Statistik studiert wird, beweist auch die beinahe uniibersehbare Fiille 
von statistischen Lehrbiichern, die der dortige Biichermarkt zu tragen vermag. 
Dazu haben einige bevorzugte darunter auch noch eine hohe Auflagezahl erlebt; 
so halt YULES Introduction to the Theory of Statistics bei der 9. Auflage, 1929, 
BOWLEYS Elements of Statistics bei der 5. Auflage, 1926. 

d) Die internationale Statistik. Die statistischen Ergebnisse der verschiedenen 
Lander sind nur dann untereinander voll vergleichbar, wenn in allen Landern die 
gleichen Fragen gestellt, die gleichen Begriffe und Methoden verwendet werden. 
Um eine solche Gleichheit herbeizufiihren, haben sich schon frUb die Statistiker 
zu internationalen Kongressen zusammengefunden, deren erster im Jahre 
1853 in Briissel unter Leitung des bereits oben erwahnten tatkraftigen Belgiers 
QUETELET zustande kam. Von 1853 bis 1878 folgten acht weitere Kongresse. 1m 
Jahre 1885 wurde, um dieser segensreichen Einrichtung die notwendige Standigkeit 
zu geben, das Internationale Statistische Institut im Haag gegriindet, das 
sowohl in seinen eigenen internationalen Zusammenstellungen, als besonders in 
seinen von zwei zu zwei Jahren stattfindenden Tagungen und den Berichten dar­
iiber (siehe 4., Quellenkunde) auBerordentlich wertvolles Material theoretischer und 
praktischer Art beibringt. 

Eine weitere internationale statistische Organisation ist das Internationale 
Landwirtschaftsinstitut in Rom, dessen Veroffentlichungen sich im allge­
meinen auf die Anbau- und Erntestatistik der Staaten der Welt beziehen. 

Neuerdings hat der Volker bund eine statistische Abteilung eroffnet, die iiber 
BevOlkerungs- und Wirtschaftsstatistik ein Jahrbuch herausgibt. Eine andere 
statistische Stelle des Volkerbundes ist die statistische Abteilung des Internatio­
nalen Arbeitsamtes, das den gesamten Umfang der Arbeitsstatistik (in einem 
weiteren Sinne des Wortes, z. B. auch Wanderungsstatistik, Gesundheitsstatistik) 
bearbeitet. Eine dritte Stelle des Volkerbundes ist das Internationale Institut 



6 Einige Voraussetzungen fiir das erfolgreiche Studium der Statistik. 

fiir geistige Zusammenarbeit in Paris, das um die Aufstellung einer inter­
nationalen Kulturstatistik bemiiht ist. 

Durch diese seine SchOpfungen hat der Volkerbund in die Zustandigkeit des alt­
bewahrten Internationalen Statistischen Institutes eingegriffen und es wird derzeit 
zum Tell Doppelarbeit geleistet. Um die hier einsetzenden Gegensatze zu iiber­
briicken, hat man zu dem Hilfsmittel von "Commissions mixtes" gegriffen, deren 
Mitglieder beiden Organisationen angehoren. Es ist zu wiinschen, daB in der weiteren 
Entwicklung die fiir die Entfaltung von Theorie und Praxis so wichtige Tatigkeit 
des Internationalen Statistischen Institutes nicht irgendwie eingeschrankt werde. 

3. Einige Voraussetzungen fur das erfolgreiehe Studium der 
Statistik. 

Eine Hauptvoraussetzung fiir das· erfolgreiche Studium der Statistik besteht 
darin, daB der Studierende nicht glaube, aus Lehrbiichern allein Statistik erlernen 
und verstehen zu konnen. Ein solches papierenes Wissen konnte nur mit einem iiber­
maBigen Aufwand an FleiB erworben werden und wiirde dem Studierenden doch 
niemals eine ganz richtige Vorstellung von dem Gegenstande vermitteln. W ohl ist 
die theoretische Statistik ein rein abstraktes Wissensgebiet; aber diese Theorie wird 
erst in der statistischen Praxis lebendig. Der Studierende sollte also bestrebt sein, 
in einem statistischen Amt oder mindestens in einem statistischen Universitats­
seminare einen gewissen AnschluB an die statistische Praxis zu gewinnen. Ferner 
sollte er es nicht unterlassen, sich fleiBig in den ihm zuganglichen statistischen 
Quellenwerken der Kulturstaaten umzusehen, well er auch dadurch mit der statisti­
schen Praxis Fiihlung erhalt. 

Eine weitere Voraussetzung des wissenschaftlichen Betriebes der Statistik, ge­
meinsam mit allen anderen Wissenschaften, ist die Kenntnis der Hauptweltsprachen, 
also - auBer der Kenntnis des hier als selbstverstandlich vorausgesetzten Deut­
schen - auch des Franzosischen, Englischen und wenn moglich auch des Italieni­
schen. Aile Menschen, die eine Wissenschaft, also z. B. Statistik betreiben, bllden 
eine geistige Gemeinschaft, und es gehort zu den ungeschriebenen Gesetzen 
eines richtigen wissenschaftlichen Betriebes, von den Leistungen friiherer Ge­
schlechter und denjenigen der Zeitgenossen Kenntnis zu nehmen. Es ist Zeichen 
eines unwissenschaftlichen Geistes, von diesen Leistungen nichts zu wissen und 
gewissermaBen in die Luft zu bauen, statt auf den Grundmauern, die andere be­
reits errichtet haben. Besonders in der Statistik, die im internationalen Vergleiche 
ein wichtiges Ziel findet, ist die Unkenntnis der Hauptsprachen ein schweres 
Bewegungshindernis; fiir den wissenschaftlich tiefer Schiirfenden ist die Kenntnis 
der genannten Sprachen schlechthin unentbehrlich. 

Zu diesen allgemeinen Voraussetzungen des statistischen Studiums kommt noch 
eine besondere hinzu: die Kenntnis der Mathematik. Die Statistik befaBt sich in viel­
faltiger Weise mit den Beziehungen von ZahlengroBen. Es gibt keine Ausdrucks­
form, die diese Beziehungen kiirzer und klarer darstellen konnte als die mathema­
tische. So ist der mathematische Ausdruck die beherrschende Umgangssprache der 
modernen wissenschaftlichen Statistik geworden, und man muB diese Sprache lernen, 
wenn man die wissenschaftlichen Arbeiten auf diesem Gebiete verstehen will. Be­
sonders die auBerdeutsche, vor allem die angelsachsische Statistik hat die mathe­
matische Ausdrucksform allgemein angenommen, und es bleibt dieser groBe und 
wichtige Tell unserer Wissenschaft demjenigen ein Buch mit sieben Siegeln, der 
nicht diese Sprache lesen lernt. In Deutschland sind wir, wohl wegen der sehr ab­
lehnenden Haltung, die der durch lange Zeit tonangebende AItmeister der deutschen 
Statistik, GEORG v. MAYR, gegeniiber der mathematischen Ausdrucksweise in der 
Statistik eingenommen hat, in dieser Beziehung etwas riickstandig geblieben. Hier 
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gilt es, einen Wandel zu schaffen. Freilich kann ein solcher nur ganz ailmahlich 
herbeigefUhrt werden, da weder bei den deutschen Lehrern, noch bei den deutschen 
Studierenden der Staatswissenschaften eine geniigende Ausbildung in der Mathe­
matik vorausgesetzt wird oder vorgesehen ist. Es wird darum auch dieses Lehr­
buch im ailgemeinen von der Verwendung der hoheren Mathematik absehen und 
auch nur dort, wo es unbedingt notwendig ist, Ausdrucksmittel der elementaren 
Algebra verwenden, wie sie der Absolvent einer deutschen mittleren Lehranstalt 
beherrschen muB. 

4. Statistische Quellenkunde1• 

Der Studierende der Statistik muB sich dariiber klar werden, wo und in welcher 
Form die amtliche Statistik ihre Zahlen veroffentlicht; er solI weiter die wichtig­
sten Veroffentlichungen der internationalen statistischen Amter kennen lernen. Er 
wird sich ferner mit den wichtigsten statistischen Zeitschriften, vielleicht auch mit 
diesem oder jenem Grundwerk der zeitgenossischen Statistik und mit diesem oder 
jenem anderen Lehrbuche der Statistik vertraut machen. 

a) Die amtlichen Veroffentlichungen. Will man sich von den fiir einen Staat vor­
liegenden statistischen Ergebnissen einen ersten vorlaufigen Uberblick verschaffen, 
so greift man zu dessen statistischem Jahrbuch (Handbuch, Abstract usw.). In 
diesem findet man in knappen Tabellen, in der Regel ohne Begleittext, die gesamten 
Ergebnisse der amtlichen, aber auch, soweit niitzlich und notwendig, der halb­
amtlichen und der nichtamtlichen Statistik dargestellt. Den einzelnen Tabellen ist 
in der Regel die Angabe der Originaiqueile der Tabelle beigefiigt. AuBerdem 'ent­
halten diese Jahrbiicher (Handbiicher) in ihren Registern, Inhaltsverzeichnissen 
oder sonstigen Literaturverzeichnissen taugliche Ubersichten iiber die amtlichen 
Ergebnisse. Mustergiiltig sind in dieser Hinsicht die Quellennachweise, die den 
statistischen Jahrbiichern £iir das Deutsche Reich vorangestellt werden. 

Die Zahlen eines statistischen Jahrbuches (Handbuches) sollen nur erste Hin­
weise seine Wer sich mit einem statistischen Stoff eingehender beschaftigen will, 
dad bei diesen Angaben nicht stehen bleiben, sondern muB die Quellenveroffent­
lichungen zu Rate ziehen. Diese erscheinen iiber aile wichtigeren Stoffe der Statistik: 
Volkszahlungen, Berufszahlungen, Betriebszahlungen, Bevolkerungsbewegung, aus­
wartiger Handel, Verkehr, Kriminalstatistik u. a. 

• Ein Quellenwerk enthalt in seiner Einleitung immer die Angabe der bei der Er­
hebung und Aufarbeitung verwendeten Begriffe und Methoden, die fiir die kritische 
Beurteilung der Zahlen sehr wichtig sind; dann in dem sogenannten "analytischen 
Teil" die Besprechung der gewonnenen Ergebnisse, durch Verhaltniszahlen, Mittel­
werte und andere statistische MaBzahlen durchsichtiger gemacht und mit zeit­
lichen, ortlichen Vergleichen u. dgl. versehen. Wie weit der Bearbeiter der Zahlen 
in diesem Besprechungsteile geht, hangt sowohl von dem zur Vediigung stehenden 
Raum, als auch von seiner Neigung abo Die grundlegenden AusfUhrungen iiber die 
Begriffe und Methoden der Zahlung sollen dagegen immer vorhanden sein; schon sie 
rechtfertigen die Forderung, daB der fachmannische Behiitzer statistischer Zahlen 
auf die Quellenwerke zuriickgehe. 

1m Deutschen Reich erscheint das groBe Quellenwerk "Statistik des Deutschen 
Reichs", Alte Folge 63 Bande, Neue Folge derzeit bei Band 418, auBerdem 16 Bande 
"Einzelschriften zur Statistik des Deutschen Reichs". Daneben erscheinen die 
"Vierteljahrshefte zur Statistik des Deutschen Reichs", in denen die Bearbeitung 
der weniger umfangreichen Stoffe Aufnahme findet. Das osterreichische Quellen­
werk, im alten Osterreich "Osterreichische Statistik", im neuen Osterreich "Beitrage 

1 V gl. A. L. BOWLEY: Official Statistics. What They Contain and How to Use Them. 2. Aufl. 
Oxford University Press, London 1928. 
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zur Statistik der Republik Osterreich", ist infolge der finanziellen Schwierigkeiten 
zunachst ins Stocken geraten, diirfte aber durch die landwirtschaftliche und ge­
werbliche Betriebszahlung von 1930 und die kommende Volks-, Berufs-, Hauser-, 
Wohnungs- und Viehzahlung wieder zu neuem Leben erweckt werden. 

Eine weitere Veroffentlichungsform stellen die von amtlichen Stellen heraus­
gegebenen wissenschaftlichen Zeitschriften dar, die vor allem den Beamten der 
statistischen Amter Gelegenheit geben sollen, wissenschaftliche Stoffdurcharbei­
tungen oder sonstige wissenschaftliche statistische Arbeiten zu veroffentlichen. Das 
reinste Beispiel einer solchen Zeitschrift war die Statistische Monatsschrift der oster­
reichischen statistischen Zentralkommission, die leider den Umsturz in Osterreich 
nicht lange iiberlebt hat. Ahnliche Zeitschriften sind die Zeitschriften des Preu13i­
schen, des Bayerischen und des Sachsischen Statistischen Landesamtes u. a., in 
gewissem Sinne auch die Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung des deut­
schen Institutes fiir Konjunkturforschung. (Die ganz ahnlichen Monatsberichte 
des osterreichischen Konjunkturforschungsinstitutes sind nichtamtliche Veroffent­
lichungen.) 

Von dieser Art amtlicher Zeitschriften sind diejenigen zu unterscheiden, die 
hauptsachlich dazu bestimmt sind, die jiingst gewonnenen und interessantesten 
Ergebnisse der Statistik an einen weiten Beniitzerkreis heranzubringen und so die 
amtliche Statistik volkstiimlich zu machen. Zeitschriften dieser Art sind die yom 
Statistischen Reichsamte herausgegebene Monatsschrift "Wirtschaft und Statistik" 
und die yom Osterreichischen Bundesamte fiir Statistik herausgegebene Monats­
schrift "Statistische Nachrichten". 

In den anderen Kulturstaaten ist das Veroffentlichungswesen im allgemeinen 
ahnlich geregelt wie im Deutschen Reiche und Osterreich. Der Studierende wird 
sich am besten an die Biicherei des nachsten statistischen Amtes wenden, wenn 
er einen Uberblick iiber die amtlichen statistischen Veroffentlichungen eines Staates 
erhalten will. 

b) Die VeroHentlichnngen der intemationalen statistischen Stellen. Unter den 
Veroffentlichungen internationaler Stellen nehmen diejenigen des Internationalen 
Statistischen Institutes schon vermoge seines Alters und seiner Geschichte den 
ersten Rang ein. Die weitaus groBte Bedeutung haben die Bulletins des Internatio­
nalen Statistischen Institutes, in denen die bei den Tagungen des Institutes einge­
reichten Berichte und Mitteilungen und die dariiber gefiihrten Verhandlungen ab­
gedruckt sind. Sie spiegeln in gewissem Sinne die Entwicklung der statistischen 
Theorie und Praxis in der neueren Zeit wieder und sind eine wertvolle Fundgrube 
auf allen Gebieten der Statistik. Der wissenschaftliche Bearbeiter eines Gebietes der 
Statistik wird daher gut tun, neben anderen Bibliographien auch die Register der 
Bulletins des Internationalen Statistischen Institutes zu befragen. AuBerdem ver­
offentlicht das Internationale Statistische Institut in seinen Annuaires und AperQus 
sowie in seinem Bulletin mensuel wertvolle internationale Ubersichten aus dem Be­
reiche der gesamten Statistik. 

Die statistische Abteilung des Volkerbundes veroffentlicht ein Annuaire Sta­
tistique International iiber die Bevolkerungs- und Wirtschaftsstatistik. (Ahnliche 
internationale statistische Ubersichten sind auch im Anhang mancher statistischer 
J ahrbiicher, z. B. des Deutschen Reiches oder Frankreichs, zu finden.) Die sta tistische 
Abteilung des Internationalen Arbeitsamtes hat auBer der standigen Bearbeitung 
des statistischen Teiles in der Revue Internationale du Travail (auch deutsch als 
Internationale Rundschau der Arbeit) unter seinen zahlreichen Veroffentlichungen 
auch eine Reihe statistisch-methodischer Einzelschriften aus dem Gebiete der So­
zialstatistik herausgegeben. 

Das Internationale Landwirtschaftsinstitut in Rom veroffentlicht vor aHem das 
Annuaire International Agricole. 
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c) Private statistische Zeitschriften. Das folgende Verzeichnis fiihrt die wichtig­
sten privaten statistischen Zeitschriften an: 
Allgemeines Statistisches Archiv, Organ der Deutschen Statistischen Gesellschaft. Jena: Gustav 

Fischer. Die hauptsachlichste deutsche Veroffentlichungsstelle fiir groBere wissenschaft­
liche Arbeiten auf dem Gebiete der Statistik. 

Deutsches Statistisches Zentralblatt, Organ der Deutschen Statistischen Gesellschaft und des 
Verbandes Deutscher Stadtestatistiker. Leipzig: B. G. Teubner; hauptsachlich das Literatur· 
blatt der deutschen Statistik. 

Journal de la Societk de Statistique de Paris, Organ der franzosischenstatistischen Gesellschaft,Paris. 
Journal of the Royal Statistical Society, London. Organ der englischen statistischen Gesellschaft. 
Journal of the American Statistical Association, Concordia, N. H., Organ der amerikanischen 

statistischen Gesellschaft. 
Journal de la Societe Hongroise de Statistique, Budapest. 
Zeitschrift fiir Schweizerische Statistik und Volkswirtschaft, Bern. Organ der schweizerischen 

statistischen Gesellschaft. 
Metron, Rom. Eine in italienischer, franzosischer, englischer und deutscher Sprache erscheinende 

internationale statistische Zeitschrift. 
Nordisk Statistisk Tidskrift, Stockholm, mit einer englischen Nebenausgabe. 
Biometrika, herausgegeben v. Biometric Laboratory, University College, London. Obzwar zu­

nachst fiir biometrische Probleme bestimmt, ist diese Zeitschrift eine Fundgrube fiir die 
moderne englische Entwicklung der statistischen Theorie, besonders der Forschungen 
K. PEARSONS und seiner Schule geworden. 

AuBer in diesen Zeitschriften finden sich noch in zahlreichen anderen, iiber­
wiegend volkswirtschaftlich eingestellten Zeitschriften haufig statistische Artikel, 
z. B. in den Jahrbiichern fiir Nationalokonomie und Statistik, iill Giornale degli 
Economisti e Rivista di Statistica u. a. 

d) Einige andere statistische Lehrbiicher. Das folgende Verzeichnis von emp­
fehlenswerten Lehrbiichern der Statistik strebt natiirlich keine Vollstandigkeit an 
und muB sich mit der Hervorhebung einiger weniger Werke begniigen. 

. Elementarbiichlein fur Anfanger: 
S. SCHOTT: Statistik, Leipzig u. Berlin: Teubner 1913. 
W. WINKLER: Statistik, Sammlung Wissenschaft und Bildung. Leipzig: Quelle & Meyer 1925. 

GroBere Lehrbucher in deutscher Sprache: 
C. V. L. CHARLIER: Vorlesungen iiber die Grundziige der mathematischen Statistik. Lund: 

Verlag Scientia 1920. Neue Ausgabe LUND: GLEERUP, 1931. 
EMANUEL CZUBER: Die statistischen Forschungsmethoden. Wien: L. W. Seidel & Sohn 1921. 
WESTERGARD-NYBOLLE: Grundziige der Theorie der Statistik, 2. Auf I. Jena: G. Fischer 1928. 
H. L. RIETZ: Handbuch der mathematischen Statistik. Deutsche Ausgabe, herausg. v. F. BAUR. 

Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1930. 
G. v. MAYR: Statistik und Gesellschaftslehre, unvollstandig. Tiibingen: J. C. B. Mohr; Bd. 1: 

Theoretische Statistik, 2. Auf I. 1914; Bd. 2: Bevolkerungsstatistik, 2. Aun. 1922ff.; Bd.3: 
Moralstatistik 1917. 

F. ZIZEK: GrundriB der Statistik (Theoretische und praktische Statistik umfassend), 2. Auf I. 
Miinchen u. Leipzig: Duncker & Humblot 1923. 

Die beiden letzteren Werke sind unmathematisch. 

Fremdsprachige Lehrbucher: 
G. UDNY YULE: An Introduction to the Theory of Statistics, 9. Auf I. London: Charles Mifflin 

and Co, Ltd. 1929. 
ARTHUR L. BOWLEY: Elements of Statistics, 5. Auf I. London: P. S. King & Son, Ltd. 1926. 
FREDERICK C. MILLS: Statistical Methods Applied to Economics and Business. New York: 

Henry Holt and Co. 1924. 
RODOLFO BENINI: Principii di statistica metodologica, 2. Auf I. Turin 1926. 
LUCIEN MARCH: Les Principes de la Methode Statistique. Paris: Librairie Felix Alcan 1930. 

Statistische Tafeln: 
FREDERICK C. MILLS und DONALD H. DAVENPORT: A Manual of Problems and Tables in Statio 

sties. New York: Henry Holt & Compo 1925. Eine Sammlung statistischer Aufgaben und 
Tafeln im AnschluB an das erwahnte MILLs'sche Lehrbuch_ 

KARL PEARSON: Tables for Statisticians and Biometricians, issued by the Biometric Laboratory, 
University College, London. 
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Zahlreiche andere bemerkenswerte statistische Werke sind im Texte bei den 
einzelnen Abschnitten angefiihrt, darunter aber in der Regel nicht mehr die 
zutreffenden Abschnitte der hier ausgewiesenen Lehrbiicher, die jeweils gleich­
falls nachzuschlagen sind. 

Zur Einfiihrung in die hOhere Mathematik: 
R. FUETER: Das mathematische Werkzeug des Chemikers, Biologen. und Statistikers. Vor­

lesungen iiber die hOheren mathematischen Begriffe in Verbindung mit ihren Anwendungen. 
Ziirich: Orell FiiBli 1926. 

S. H. THOMPSON: Hahere Mathematik und doch verstandlich, 2. Auf I. Leipzig: Akadem. Ver­
lagsgesellschaft 1927. 

P. LORENZ: Hahere Mathematik fiir Volkswirte und Naturwissenschaftler. Leipzig: Akadem. 
Verlagsgesellschaft 1929. 

Zur Wahrscheinlichkeitsrechnung: 
E. CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung, Statistik 

und Lebensversicherung, 2 Bde. Teubners Sammlung von Lehrbiichern auf dem Gebiete 
der matheml!'tischen Wissenschaften 9, 1, 2. Leipzig u. Berlin: Teubner 1924. 

J. M. KEYNES: Uber Wahrscheinlichkeit. "Obers. v. F. M. URBAN. Leipzig: J. A. Barth 1926. 
I. L. COOLIDGE: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsche Ausgabe von 

F. M. URBAN. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1927. 
J. v. KRIES: Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Eine logische Untersuchung. 

2. Auf!. Tiibingen: I. C. B. Mohr 1927. 
R. v. MISES: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Schriften zur wissenschaftlichen Welt­

auffassung 3. Wien: Julius Springer 1928. 
R. v. MISES: Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Mathematik 1: Wahrschein­

lichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und theoretischen Physik. 
Leipzig und Wien: Deuticke 1931. 

o. Der auDere Hergang der statistischen Erhebung 
und Aufarbeitungl. 

a) Die statistisehe Erhebung. Wenn es feststeht, daB eine statistische Erhebung, 
z. B. eine Volkszahlung, eine Betriebszahlung, stattfinden solI, so ist es zunachst 
notwendig, die Erhebung zu organisieren. Der erste Schritt hierzu ist die Bereit­
stellung der Zahlpapiere. Diese hat immer im Einvernehmen mit den an der Er­
hebung hauptsachlich interesssierten Kreisen, Ministerien, wirtschaftlichen Korper­
schaften u. dgl. zu geschehen Der Fragebogen darf nicht zu umfangreich sein, weil 
zu umfangreiche Zahlpapiere nicht gut und sorgfaltig ausgefiiIlt werden. Die Fragen 
miissen klar und verstandlich gestellt werden, es soIl ihnen iiberdies eine klare und 
kurze Belehrung beigefiigt sein. 

Die Erhebung kann in Form von Individualzahlblattern (Individualfragebogen) 
oder von Listen geschehen. Unter Listen versteht man Sammelfragebogen, in denen 
im Kopf die Fragen vorgesehen sind, in der Vorspalte (Legende) aber Raum fiir die 
Anfiihrung der zutreffenden FaIle, so daB fiir jeden Fall eine Zeile gewidmet ist. 
Durch die weiter unten zu besprechenden elektrischen Zahlmaschinen gewinnen die 
Listen immer weitere Verbreitung, weil sie die fortlaufende Auszeichnung und 
Lochung der Zahlblattchen erleichtern, besonders auch dort, wo die einzelnen FaIle 
Gemeinschaften bilden (wie bei der Bevolkerung Haushaltungen, Wohnungs­
gemeinschaften) , gleichzeitig diese Gemeinschaft darstellen und ihre Aufarbeitung 
erleichtern. Der Nachteil der Listen besteht in der Beschranktheit des Raumes fiir die 

1 v. MAYR, G.: Statistik und Gesellschaftslehre 1,2. Aufl. Freiburg i. B. 1914. WINKLER, W.: 
Statistik, S. 117ff. MULLER, J.: Theorie und Technik der Statistik. Jena: G. Fischer 1927. 
RIESS, F.: Methodik der Volkszahlungen. Jena: G. Fischer 1930. SCHULZ, E., U. B. FELS: Richt­
linien fiir die Aufbereitung einer Volks-, Berufs- und Betriebszahlung. Berlin 1930. RIESS, F.: 
Technik der Statistik unter besonderer Beriicksichtigung der groBen amtlichen Zahlungen. (In 
Vorbereitung.) LENZ, K.: Die Rechenmaschinen und das Maschinenrechnen, 2. Aufl. Leipzig 
u. Berlin: B. G. Teubner 1925. FEINDLER, R.: Das Hollerith-Lochkartenverfahren. Berlin: 
R. Hobbing 1929. 
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FragesteIlung (was aber auch mit Riicksicht am die wiinschenswerte Vermeidung 
eines Zuviel an Fragen einen Vorteil bedeuten kann). 

AuBer den Zahlpapieren ist die Erhebung selbst vorzubereiten. Man muB 
sich zunachst einen Uberblick iiber die zu erfassenden Zahleinheiten verschaffen, 
soweit er nicht schon vorhanden ist. Diesem Zwecke dient die Vornumerierung der 
Hauser bei Volkszahlungen, die Vorerhebung bei Betriebszahlungen u. dgl. Dann 
ist die Art der Durchfiihrung der Zahlung vorzubereiten. Das Zahlgebiet ist 
in Zahlsprengel einzuteilen, und es sind im FaIle einer Zahlung durch Zahler 
(Gegensatz Selbstzahlung, d. h. Ausfiillung der Zahlpapiere durch den Befragten 
selbst) diese Zahler vorher zu besteIlen und vorher zu unterrichten. 

SchlieBlich ist die Zahlung selbst sorgfaltig durchzufiihren, und es haben 
in geniigender Anzahl Priifungsorgane die Arbeit der Zahler (bei Selbstzahlung der 
Befragten) zu priifen. W 0 irgend angangig, sind die gemachten Angaben mit Doku­
menten (Geburts-, Tam-, Trauungs-, Gewerbeschein u. dgl.) zu belegen. 

Es ist auBerordentlich wichtig, daB diese erste Stufe des statistischen 
Verfahrens, die statistische Erhebung, mit aller Sorgfalt und Auf­
nlerksamkeit durchgefiihrt werde. Bei der Massenhaftigkeit des Stoffes und 
der ortlichen Entfernung des bearbeitenden statistischen Amtes sind nachherige 
Berichtigungen nur mit groBer Miihe und groBem Zeitverlust, wenn iiberhaupt, zu 
bewerkstelligen. Und doch ruht die ganze spatere Aufarbeitung auf diesen urspriing­
lichen Angaben, und es niitzt auch ein UbermaB an Geist und Sachkenntnis des Be­
arbeiters nichts, wenn er, vielfach ohne es feststeIlen zu konnen, einen mit groben 
Erhebungsfehlern behafteten Stoff zur weiteren Bearbeitung iibernimmt. 

Bisweilen tritt der Statistiker einem statistischen Stoffe gegeniiber, der nicht 
einer von ihm unmittelbar veranstalteten Erhebung entstammt, sondern einer fiir 
andere (z. B. Verwaltungs-) Zwecke bestimmten Stoffsammlung. Wir sprechen dann 
von einem sekundarstatistischen Stoffe, zum Unterschiede von dem erst ge­
schilderten primarstatistischen. Der Statistiker ist bei einem sekundarstatisti­
schen Stoffe nicht frei, seine Begriffe zu gestalten und seine Massen abzugrenzen, 
wie er es fiir zweckmaBig erachtet, sondern ist hierin durch den gegebenen Stoff ge­
bunden, muB also die vorgefundenen Begriffe und Erhebungsverfahren sich zu 
eigen machen. Bei regelmaBig wiederholten Erhebungen wird es ihm aIlerdings in der 
Mehrzahl der Falle gelingen, auf die FragesteIlung einen EinfluB zu nehmen und so 
den sekundarstatistischen Stoff einem primarstatistischen nahe zu bringen. Ein 
dariiber hinausgehender innerer Unterschied besteht zwischen Primar- und Se­
kundarstatistik nicht. 

b) Die statistisehe Aufarbeitung. Eine doppelte Form der Amarbeitung ist mog­
lich, die ortlich auseinandergelegte (dezentralisierte) und die ortlich ver­
einigte (zentralisierte). Die ortlich auseinandergelegte Amarbeitung besteht 
darin, daB die ortlichen Unterbehorden den Zahlstoff auszahlen - was allerdings 
nur in einer primitiven Weise geschehen kann -, dann bei sich behalten und nur die 
gewonnenen TabeIlen an die nachst hohere Behorde weitergeben. Diese hat nichts 
mehr zu tun, als die eingelaufenen Tabellen am ihre rechnerische Richtigkeit zu 
priifen und aus den einzelnen Orts- und Gemeindetabellen die Bezirks-, Landes­
und Reichssummen zu bilden. Dies war die Aufarbeitungsart unserer Vater. Mit der 
Erkenntnis, daB mit den bloB en Summen und einfachen Ausgliederungen der 
Massen noch weitaus nicht alles getan sei, sondern daB erst doppelte und mehrfache 
Ausgliederungen ("Merkmalsverbindungen", S. 67) die statistischen Moglichkeiten 
voll ausschopfen lassen, ist auch fiir die Amarbeitungstechnik eine Anderung ein­
getreten. Es wurde notwendig, fiir jeden einzelnen Zahlfall ein Zahlblattchen herzu­
steIlen, urn an ihm alle gewiinschten Merkmalsverbindungen auszahlen zu konnen. 
Dies konnte nur durch ein entsprechend ausgeriistetes statistisches Amt geschehen. 
Es tritt also in der zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts ganz allgemein die 
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ortlieh vereinigte Aufarbeitungsart an die Stelle der ortlieh auseinandergelegten. 
Dabei ist es natiirlieh notwendig, daB das bearbeitende Amt den gesamten Zahlstoff 
selbst in die Hand bekomme. 

Mit dem geschilderten Wesen der ortlich vereinigten .t\ufarbeitung steht es nicht im 
Widerspruch, wenn bei einer Erhebung mehrere statistische Amter zusammenwirken und die 
Ergebnisse ihrer Aufarbeitung an eine Zentralstelle zu einer zusammenfassenden Darstellung 
weitergeben, wie im Deutschen Reiche die Statistischen Landesamter an das Statistische 
Reichsamt. 

Die erste Stufe der Bearbeitung im FaIle der ortlieh vereinigten Aufarbeitung, 
von der wir als der heute allein in Frage kommenden hier spreehen wollen, ist die 
Ubernahme des Stoffes. Diese besteht darin, daB sieh das Amt von der VoIl­
standigkeit der Zahlpapiere (dem Vorhandensein der Zahlbogen fiir aIle Bezirke, 
Gemeinden, Hauser) und von der Vollstandigkeit der Ausfiillung iiberzeugt, ge­
gebenenfalls die erforderliehen Erganzungen veranlaBt. Eine Priifung auf die Mog­
liehkeit und Wahrseheinlichkeit der gemachten Angaben findet in der Regel nicht 
auf dieser Stufe des Verfahrens, sondern in Verbindung mit der Auszeichnung statt. 

Der Grundgedanke der modernen Aufarbeitung wird, wie bereits erwahnt, in 
der Regel durch die Ubertragung jedes einzelnen Zahlfalles auf die Zahl­
blattchen verwirklicht. In diese Zahlblattchen wird, um die notige Kleinheit und 
Handlichkeit zu erzielen, der Zahlstoff nur nach einem Schliissel, in Abkiirzungen, 
meist Zahlen, iibertragen. Um aber dem Ubertragenden die geistige Tatigkeit zu 
ersparen, die den Fortgang der mechanischen Ubertragung aufhalten wiirde, wird 
hier eine Arbeitsteilung in der Weise vorgenommen, daB die Zahlpapiere (Listen u. 
dgl.) zuvor dahin bearbeitet ("ausgezeichnet") werden, daB die Angaben auf den 
Zahlpapieren, wo es notig ist, in die Schliisselzeichen iibersetzt werden (z. B. selb­
standiger Gastwirt = 442 s der Berufseinteilung, Osterreich 1923). 

Der so vorbereitete Zahlstoff wird nun auf die Zahlblattchen iibertragen. 
Die Dbertragung kann, wenn eine Legung der Blattehen mit der Hand vorgesehen 
ist, durch Anzeichnen des zutreffenden Feldes vorgenommen werden; in der iiber­
wiegenden Mehrzahl der FaIle, mit Riicksicht auf die immer weiter um sich greifende 
Aufarbeitung mit elektrischen Zahlmaschinen, wird sie durch die Lochung des zu­
treffenden Feldes (der zutreffenden Felder) erfolgen. Zu diesem Zwecke werden die 
Karten in eine Lochungsmaschine gelegt und an der betreffenden Stelle mit einem 
scharfen Eisenstift durchgeschlagen (Abb. 1 auf S. 13). 

Diesem Vorgang der Herrichtung der Zahlblattchen folgt deren Auszahlung 
insgesamt und in den gewiinschten Zergliederungen. Die Aussortierung geschieht 
entweder mit der Hand, indem die Zahlkarten in so viele Zahlpackchen auseinander­
gelegt werden als die angestrebte Tabelle Felder hat, oder mit elektrischen Sortier­
maschinen, die die gewiinschte Sortierung durch HerstelIung eines elektrischen 
Kontaktes in dem jeweils gelochten Felde vornehmen und die sortierten Zahlblatter 
gleichzeitig auszahlen. Solche Sortiermaschinen konnen alIerdings nur die einzelnen 
Zahleinheiten nach Merkmalsgruppen und in der Gesamtmasse auszahlen. Oft 
kommt es aber bei zahlenmaBigen Merkmalen (iiber Begriff und Einteilung der sta­
tistischen Merkmale vgl. Abschnitt II If.) nicht darauf an, die Zahleinheiten in 
Gruppen auszuzahlen, sondern die Summe der bei den einzelnen Fallen vorkommen­
den GroBenangaben zu bilden. Man kann z. B. die Ausfuhrsakte nach der GroBe der 
Gewichte oder Werte der Waren in Gruppen einreihen. Dann miiBte auf der Loch­
karte fiir jede Gruppe eine Schliisselziffer vorgesehen sein, und sie wiirde auf der 
Sortiermaschine aussortiert. SolI aber die gesamte Summe der ausgefiihrten Ge­
wichte oder Wertbetrage festgestellt werden, dann miissen die einzelnen Betrage 
auf die Lochkarte iibertragen werden; das Geschaft des Addierens besorgt daun 
nicht die Sortiermaschine, sondern eine elektrische Zahlmaschine anderer Art, der 
sogenannte Tabulator. 
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leichtert. Beim Markenklebeverfahren mussen so viele Markenblocks (d. s. Blocks 
mit Zettelchen, die die betreffende Gruppenbezeichnung aufweisen und fortlaufend 
numeriert sind) vorhanden sein als Gruppen gebildet werden sollen. Diese Blocks 
werden vor dem Bearbeiter, auf einem Brette befestigt, in Reichweite aufgestellt. 
Bei jedem Zahlfall wird ein Zettelchen von dem zutreffenden Markenblock abge­
rissen und dem Zahlfall beigeklebt, so daB hier von den Markenblocks jederzeit die 
Zahl der bisher in jeder Gruppe ausgezahlten FaIle abgelesen werden kann. Sowohl 
das Strichelverfahren wie das Markenklebeverfahren eignen sich nur fur solche Aus­
zahlungen, bei denen nicht zu viele Zergliederungen vorkommen. Das Strichelver­
fahren hat auch noch den Nachteil, daB es keine Prufung zulaBt, auBer man wieder­
holt den ganzen Zahlvorgang neu - womoglich mit dem Ergebnis, daB man vor 
zwei verschiedenen Zablergebnissen steht und nun erst recht nicht weiB, welches 
das richtige ist. 

Die Ergebnisse der Auszahlung werden in Ta bellen ubertragen. Der statistische 
Bearbeiter priift diese Tabellen nach ihrer rechnungsmaBigen Richtigkeit und nach 
ihrer inneren Wahrscheinlichkeit. Raben sie diese beiden Priifungen bestanden, so 
bemiiht er sich, die darin niedergelegten Tatbestande mit den Mitteln des statisti­
schen Verfahrens (durch Verhaltniszahlen, Mittelwerte, StreuungsmaBe, zeitliche 
und ortliche Vergleiche, Ursachenforschung usw.) noch naher zu durchleuchten. 
Die so aus den Tabellen geschopften Erkenntnisse legt er in dem Begleittexte der 
Tabellen nieder. Nicht zu unterlassen ist in diesem Begleittexte, wie oben erwahnt, 
die genaue Darstellung der Begriffs- und Verfahrensgrundlagen der ganzen Er­
hebung, weil sie fUr das Verstandnis der Zahlen von groBer Wichtigkeit sind. 

II. Theorie und Verfahrenslehre der Statistik. 
1. Die statistische Masse 1. 

a) Der logische Sinn der statistischen Masse. Es ist eine der hervorstechendsten 
Eigenschaften des menschlichen Geistes, Begriffe zu bilden, d. h., das Gemeinsame 
der Gegenstande unserer Anschauung herauszufinden und sie trotz aller sonstigen 
Verschiedenheiten zu Gruppen der betreffenden Gemeinsamkeit zusammenzu­
fassen. Wir schaffen so den Begriff "Mensch" trotz der mannigfaltigen Verschieden­
heiten, die sich aus Rasse, Volkszugehorigkeit, Geschlecht, Alter, Charakter, Bil­
dung, Beruf, Wohlhabenheit usw. ergeben. Wir schaffen ahnlich den Begriff "Haus" 
ohne Rucksicht auf die Verschiedenheiten aus dem Baustoffe, der Bauart, der GroBe, 
dem Alter usw., den Begriff "Betr.ieb" ohne Rucksicht auf die Verschiedenheiten 
aus der Betriebsart, der GroBe, der Einrichtung usw., den Begriff "Schule" ohne 
Rucksicht auf Art, GroBe usw. 

DasWesentliche einer solchen Begriffsbildung ist also, daB hierbei verhaltnis­
maBig gleibhartige Gegenstande zusammengefaBt werden. Dabei kann die Ge­
meinsamkeit weiter oder enger gezogen sein. Ohne Zweifel haben die unter dem Be­
griff "Mensch" vereinigten Personen eine geringere Gemeinsamkeit als die unter 
dem Begriff "Mann" Vereinigten, diese wieder eine geringere als die unter dem Be­
griffe "Deutscher", diese wieder eine geringere als die unter "deutscher o. o. Uni­
versitatsprofessor" Vereinigten. Es wachst also die Gemeinsamkeit der Massen­
einheiten in dem MaBe, als die Bedingungen der Gemeinsamkeit strenger werden. 

1 WINKLER, W.: Von den statistischen Massen und ihrer Einteilung, in: Jb. f. Nationalok. 
u. Statistik 61, 310ff., III. F. (1921). FLASKAMPER. P.: Beitrag zu einer Theorie der statistischen 
Massen, in: Allg. Statist. Archiv 17, 538ff. (1928). ZIZEK, F.: Die statistischen Einheiten, in: 
Jahrbiicher f. Nationalokonomie und Statistik 76, 50ff., III. F. TISCHER, A.: Grundlegung der 
Statistik, Jena: Gustav Fischer 1929, S. 13ff. 
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Umgekehrt wird die Zahl der den strengeren Bedingungen entsprechenden Ein­
heiten immer kleiner. Es laBt sich unschwer nachweisen, daB der Begriff, hinter 
dem, wie gezeigt, eine Masse steht, aufgelOst werden kann dadurch, daB die Be­
dingungen der Gemeinsamkeit immer strenger und strenger gezogen werden; auch 
die hinter dem Begriffe stehende Masse wird dadurch aufgelost, und wir langen 
beim Individuum, bei der Einheit an. Umgekehrt wird die verhaltnismaBige Gleich­
artigkeit der Individuen (Einheiten), die durch den Begriff zusammengehalten 
wird, um so geringer, je weitere Kreise von Individuen (Gegenstanden) wir einzu­
beziehen trachten. 

Mit den vorausgehenden, einfachen Erwagungen ist auch schon das Wichtigste 
iiber den logischen Sinn der statistischen Masse gesagt. Es entspricht dem mensch­
lichen Verstande nicht nur, wie ausgefiihrt, Begriffe zu bilden, sondern auch, sich 
dariiber klar zu werden, welche Massen zahlenmaBig hinter diesen Begriffen stehen. 
Wir wollen wissen, wie viele Menschen, wie viele Manner, wie viele Deutsche, wie 
viele deutsche 0.0. Universitatsprofessoren, wie viele Hauser, wie viele Betriebe, 
wie viele Schulen usw. es gibt. Diese Zahlen, die die wichtigsten Tatsachen des 
menschlichen Lebens in Gesellschaft und Staat, gewissermaBen die Menschen selbst 
und die sie umgebende, ihnen dienstbare Welt, beleuchten, gehoren mit zum Grund­
bestande des menschlichen Wissens. Mit ihnen beschaftigt sich unsere Wissenschaft, 
die Statistik. 

Aus den obigen Betrachtungen ergeben sich einige Folgerungen von grundsatz­
licher Bedeutung fUr die statistischen Massen: 

a) die Einheiten statistischer Massen (statistische Einheiten) sind untereinander 
durch irgendeine Gemeinsamkeit, eine relative Gleichartigkeit, verbunden. Diese 
ist je nach den gestellten Bedingungen weiter oder enger. Es gibt also nicht eine 
starre, sondern eine bewegliche, von Fall zu Fall im Grade wechselnde Gleich­
artigkeit. 

b) Der Grad der Gleichartigkeit steht gewohnlich im umgekehrten Verhaltnis 
zur GroBe der betrachteten Massen. (Sehr wichtig, da die Forderungen der Gleich­
artigkeit und des Gesetzes der groBen Zahl zwei Grundforderungen der 
Statistik sind). 

c) Die Einheiten der Massen haben untereinander keine andere Bindung als 
die der begriffsmaBigen Gemeinsamkeit. Uber diese hinaus sind sie einander, stati­
stisch betrachtet, fremd, voneinander unabhangig. Das schlieBt nicht aus, daB 
wir eine Masse sinnvoll in Teilmassen zerlegen konnen. Die gefUgemaBige Bezie­
hung besteht dann zwischen den Massen (Teilmassen, Gesamtmasse, und ahnlich 
auch bei allen anderen Beziehungen von Massen), aber nicht zwischen den Einheiten. 

b) Die Abgrenzung der statistischen Masse. Ais erste Abgrenzung ergibt sich fUr 
eine statistische Masse die aus dem sie deckenden Begriffe folgende, wir konnen 
sagen, die sachliche. Durch die Begriffe ,,0. 0. Universitatsprofessor", "gewerb­
licher Betrieb", "Handelshochschule" usw. ist der Umfang der FaIle abgegrenzt. 
Eine zweite und dritte Abgrenzung der Masse ist die raumliche und zeitliche. Da die 
Statistik in der Hauptsache von staatlichen Amtern betrieben wird, so ist die na­
tiirliche raumliche Abgrenzung diejenige nach Staaten und ihren politischen Ge­
bietsteilen. Die zeitliche Abgrenzung geschieht entweder durch Bestimmung eines 
Zeitpunktes, an dem eine Anzahl von gleichzeitig nebeneinander vorhandenen 
Gegenstanden gezahlt wird, dem "Stichtag" (z. B. bei einer Zahlung der Bevolke­
rung, der Betriebe), oder durch Bestimmung zeitlicher Grenzen, innerhalb deren ein 
Ereignis gezahlt wird (z. B. der Geburten eines Jahres, eines Monates). 

Die wichtigste dieser drei Abgrenzungen ist die sachliche. Hier ergibt sich aller­
dings die Schwierigkeit, daB die Begriffe, wie sie uns das Leben liefert, nicht immer 
klar und eindeutig, und die Begriffe, wie sie uns die Rechtsordnung oder die Wissen­
schaft liefert, nicht immer allgemein angenommen, sondern haufig umstritten sind. 
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Wo der Statistiker auf die Begriffsbildung keinen EinfluB nehmen kann, wo er z. B. 
statistisches Material auswertet, das urspriinglich fur einen anderen Zweck bestimmt 
war ("Sekundarstatistik", S. 11), da ist er an die vorgefundene Begriffsabgrenzung 
gebunden, und es kann an ihn keine andere Forderung gestellt werden, als daB er 
diese Begriffe auch klar anfUhre, damit der Benutzer seiner Zahlen diese wichtige 
Grundtatsache kennen Ierne und bei der Beurteilung der Zahlen sowie bei etwaigen 
Vergleichen mit anderen Statistiken beachte. So kann z. B. der Begriff "Haus", 
"Betrieb", "Schule" usw. auf verschiedene Weise bestimmt werden, und es wird der 
Kreis der Zahlfalle jeweils verschieden groB sein, je nachdem diese oder jene Be­
griffsfassung verwendet wird. Veranstaltet der Statistiker eine unmittelbare sta­
tistische Erhebung, so hat er wohl die allgemeinen Forderungen des behandelten 
Stoffgebietes zu beachten, hat also z. B. die Begriffe "Haus", "Betrieb", "Schule" 
moglichst so zu definieren, wie es die zustandigen Wissensgebiete, die Technik, Wirt­
schaftslehre, Erziehungslehre usw. verlangen, kann aber auch, wenn es die Zwecke der 
Erhebung erfordern, davon abgehen, also z. B. bei einer Hauser-, Betriebs- oder 
Schulzahlung Gruppen einbeziehen, die von dem zustandigen Wissensgebiete nicht 
einbezogen werden, oder Gruppen ausschlieBen, die sonst einbezogen werden, steht 
also jedenfalls der Begriffsbildung gewissermaBen mit diktatorischen Befug­
nissen gegenuber, ist im ubrigen wieder nur gehalten, die verwendete Begriffs­
bildung bei der Erhebung und Aufarbeitung folgerichtig zu beachten und den Be­
nutzer der Zahlen zwecks richtiger Deutung der Zahlen uber die verwendete Be­
griffsabgrenzung entsprechend aufzuklaren. 

c) Eine weitere Folgerung aus der Abgrenzung. Diese Begriffsdiktatur des Sta­
tistikers hat fiir die Theorie der Statistik eine auBerordentlich groBe Tragweite, 
besonders auch in ihrer negativen Auswirkung. Hat der Statistiker die Begriffs­
abgrenzung diktiert, dann gilt eben diese Begriffsabgrenzung und keine andere fiir 
die Masse. Sie gilt aber nicht nur fiir die Masse als Ganzes, sondern auch fiir aIle 
ihre Teile, soweit nicht im Wege einer Ausgliederung neue Bestimmungsgriinde fiir 
cine Bildung von Teilmassen hereingebracht werden. Wir diirfen also, wenn die 
Masse als ,,0. o. deutsche Universitatsprofessoren" abgegrenzt ist, dort, wo wir fiir 
irgendeinen Zweck nicht die ganze Masse, sondern nur einen Teil etwa als Stellver­
treter fiir die ganze Masse brauchen, nicht etwa die "verheirateten deutschen o. o. 
Universitatsprofessoren" oder die "deutschen o. o. Universitatsprofessoren von 
uber 60 Jahren" heraussuchen, sondern miissen unter allen Umstanden den allge­
meinen Begriff "deutscher o. o. Universitatsprofessor" auch in dem Teile zur Geltung 
bringen. Das Verbot, irgendwelche neuen Gesichtspunkte wie Familienstand oder 
Alter bei der Auswahl zu beriicksichtigen, ist gleichbedeutend mit dem Gebote, die 
Auswahl der Teilmasse nur zufallig, d. h. nach den Regeln der Gliicksspiele, zu 
treffen. Es tritt uns hier der Begriff der zufalligen Auswahl (als Gegenstiick der 
cine bestimmte Richtung aufweisenden Auswahl) zum erstenmal entgegen. Diesem 
Gesichtspunkte kommt fiir die moderne Theorie der Statistik eine groBe Be­
deutung zu. Wir werden im folgenden dartun, daB, so wie jede zwecks Vertretung 
der ganzen Masse ausgewahlte Teilmasse nicht anders als zufallsbestimmt sein darf, 
so die Gesamtmasse selbst wieder als eine zufallsbestimmte Vertretung einer un­
endlich groBen Obermasse aufgefaBt werden muB (siehe Abschnitt II, 3a). Diese 
theoretische Erwagung ist auch fiir die statistische Praxis sehr wichtig, da zufalls­
bestimmte Massen gewisse Schwankungen urn einen festen Wert, die sogenannten 
Zufallsschwankungen, aufweisen, eine jede statistische Masse daher sowohl hinsicht­
lich ihres Umfanges als auch hinsichtlich ihrer Eigenschaften als mit einem zu­
falligen Fehler behaftet aufzufassen ist. Diese Zufallsfehler sind urn so kleiner, je 
groBer die Masse wird (Gesetz der groBen Zahl, siehe Abschnitt II,3). Die Hochst­
grenze der Fehler kann aber auf Grund der Wahrscheinlichkeitstheorie, die sich 
eben mit der Lehre vom Zufall und den zufalligen Abweichungen befaBt, fUr die 
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meisten statistischen MaBzahlen genau bestimmt werden, so daB wir in der Lage 
sind, die GroBe der Sicherheit oder Unsicherheit unserer statistischen Beobachtungen 
zahlenmaBig genau zu bestimmen. 

d) Auswahl der statistischen Massen. Grundsatzlich ist jede Masse im Sinne der 
oben gegebenen Darstellung einer statistischen Betrachtung und Behandlung zu­
ganglich. In Wirklichkeit kann nur eine Auswahl getroffen werden, da die statistische 
Bearbeitung schon einer einzigen Masse zeitraubend und kostspielig ist. Die sta­
tistischen Amter beschranken sich daher auf die statistische Erhebung und Bearbei­
tung solcher Massen, bei denen die Wichtigkeit der Ergebnisse in einem Verhaltnis 
zu den aufgewendeten Kosten steht. Die Bevolkerung nach ihrem Stand und ihren 
Veranderungen, die Grundlagen der Wirtschaft, Erzeugung, Handel, Einkommens­
verteilung und Verbrauch, die wirtschaftliche Organisation; das Schul- und sonstige 
Bildungswesen, die Tatbestande des offentlichen Lebens und der Verwaltung, sind die 
iiblichen Gegenstande der statistischen Betrachtung. Daneben findet sie aber auch 
auf vielen Wissenschaftsgebieten, besonders in den Naturwissenschaften, Anwendung. 

Bei der Kostspieligkeit der statistischen Aufarbeitung besteht kaum die Gefahr, 
daB unerhebliche Tatbestande zum Gegenstande einer statistischen Betrachtung ge­
macht werden. Trotzdem muB hier erwahnt werden, daB unerhebliche Tatbestande 
nicht erhoben werden sollen, schon wegen des Widerstandes, der sich hiergegen hei 
den befragten Personen wegen der als unnotig empfundenen Belastung regt. Mit 
einem solchen Widerstande hat ja haufig auch die ernste statistische Erhebung zu 
kampfen; sie kann ihn aber durch zweckmaBige Aufklarungstatigkeit auf ein 
MindestmaB herabdriicken. Um so weniger sollen Fragen gestellt werden, die mit 
Recht als unnotig, lappisch und lacherlich empfunden werden. Das gleiche gilt von 
allen Fragen, die in das Privat- und Familienleben dcr Personen eindringen wollen 
und die darum, weil der Befragte in der Regel eine Scheu hat, fremden Personen hier 
einen Einblick zu gewahren, nicht auf eine willige und richtige Beantwortung rechnen 
konnen. Ein bedenkliches Grenzgebiet bilden auch die Fragen nach dem wirtschaft­
lichen Erfolg (Ertrag, Einkommen, Vermogen u. dgl.). Auf sie kann wegen ihrer 
groBen Bedeutung fur unsere wirtschaftliche Erkenntnis nicht verzichtet werden; 
zum Teil werden diese Stoffe der Statistik von der Steuerbehorde als sekundar­
statistische Stoffe zur Verfugung gestellt. Der Statistiker darf sich aber nicht im 
Unklaren daruber sein, daB er es hier mit erheblichen Fehlerquellen zu tun hat, 
deren GroBe zu ermitteln er sich bemiihen muB, 

e) Einteilung der statistischen ]}lassen. Die Haupteinteilung der statistischen 
Massen schopft den Einteilungsgrund aus der Dauer der Einheiten. Haben die Ein­
heiten einer statistischen Masse Dauer, so sind sie gleichzeitig nebeneinander vor­
handen und sind der statistischen Betrachtung zu irgendeinem Zeitpunkte, der 
"Stichzeit", zuganglich. Die Bevolkerung, der Viehstand, die Hauser, die Woh­
nungen, die Betriebe, die Schulen usw. sind solche Gegenstande von Dauer. Andere 
Einheiten statistischer Beobachtung, Ereignisse, vollziehen sich dagegen in einem 
Augenblick oder sind doch von so kurzer Dauer, daB sie als in einem Augenblick 
vollzogen angesehen werden konnen. Aus diesem Grunde sind sie in der Regel nicht 
in geniigender Anzahl gleichzeitig vorhanden, so daB sie nicht in einem Zeitpunkt, 
stichzeitmaBig, sondern nur im Rahmen eines langeren Zeitabschnittes, Tag, Mo­
nat, Jahr, erfaBt werden konnen. Solche Ereignisse sind Geburt und Tod der 
Menschen, Zu- und Abwanderung, der Ertrag der Ernte und der sonstigen Erzeugung, 
die Akte des AuBenhandels, die Verurteilung wegen strafbarer Handlungen usw. 

Die ersteren Massen werden in der deutschen Statistik Bestandsmassen, die 
zweiten Ereignismassen (nicht Bewegungsmassen, wie G. v. MAYR vorschlagt!) 
genannt. Ich habe mit Riicksicht auf die iibliche geometrische Darstellung der 
Massen die Ausdriicke Streckenmassen und Punktmassen vorgeschlagen, die 
das Geometrische bildhaft betonen. 

Winkler, Theoretische Statistik. 2 
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In derin derStatistikam haufigsten verwendetenBeckerschen geometrischen 
Darstellung1 von Bestands- und Ereignismassen (Abb.2) denkt man sich die Zeit 
sowohl auf der Y -Achse eines Koordinatensystems - als Geburtszeit - als auch auf 
der X-Achse des Koordinatensystems - als Beobachtungszeit - ablaufend. Die 
in der Bevolkerung vorkommenden Geburten (oder sonstige Eintrittsereignisse an 
einer Masse) konnen bei dieser Darstellung nur als auf einer unter 45° zu beiden 
Achsen geneigt verlaufenden Geraden, der Geburtenachse, gedacht werden. Nehmen 
wir die Zeiteinheit in Jahren an, so werden die im Jahre J 1 (0 bis t1) Geborenen auf 
der Strecke 0 bis Y1 als folgeweise hintereinander gelagerte Punkte auftreten, die 

y 

-----------F=~*==~== 

Geburten des Jahres J 2 

(t1 bis t2) als auf der 
Strecke Y 1 bis Y 2 gelagerte 
Punkte usw. Dabei be­
ginnen gleichzeitig die 
Lebenslinien der in J l' 
J 2 usw. Geborenen (in 
unserer Abbildung die 
von der Geburtenachse 
ausgehenden waagrechten 
Geraden) zu laufen. Die 
aus dem Geburtenjahr­
gang J 1 Stammenden 
werden, wenn sie das 

im Beobachtungszeit­
punkt 7: 1 aufgerichtete 
Lot 7: 1Y1 iiberschreiten, 
Obis 1 jahrig sein, d. h. 
die im Zeitpunkt 0 Ge­
borenen werden gerade 
ein Jahr alt sein, da-

% gegen die im Zeitpunkt t1 
Geborenen gerade neu­
geboren (O-jahrig). Beim 

Uberschreiten der parallel zur Geburtenachse gezogenen Geraden werden sie ge­
rade ein Jahr alt geworden sein, beim Uberschreiten des in 7:2 aufgerichteten 
Lotes 7:2 Y2 1 bis 2 Jahre alt usw. So konnen wir uns symbolisch die zu einem be­
stimmten Zeitpunkt 7: Lebenden, aber auch die wahrend einer Zeitstrecke ein ge­
wisses gleiches Lebensalter n Erreichenden der beobachteten "Streckenmasse" (Be­
standsmasse) vorstellen. 

Abb. 2. Strecken- und Punktmassen in der Beckerschen Darstellung. 

Aber auch die "Punktmassen" (Ereignismassen) finden in dieser Darstellung 
einen Ausdruck. Sie sind dargestellt durch die Punkte zwischen gewissen Zeit- oder 
Altersgrenzen. So stellen z. B. die Endpunkte der Lebenslinien die Todespunkte vor. 
Wir haben in den Grenzen des Dreieckes, OYl7:1 die aus dem Geburtenjahrgang J 1 
bis zumZeitpunkt7:1 O-jahrig Gestorbenen enthalten; dagegen sind in dem Dreiecke 
T1Y1hl die aus dem gleichen Geburtsjahrgange J 1 geborenen, im Jahre J 2 ge­
storbenen Nulljahrigen als Punkte enthalten. Der Inhalt des aus diesen beiden 
Dreiecken zusammengesetzten Parallelogrammes 0 Y1hl7:1 driickt die aus dem 
Jahrgang J 1 nulljahrig Gestorbenen aus. Sie verteilen sich, wie ersichtlich, auf die 
beiden Kalenderjahre J 1 und J 2. 

Diese Bemerkungen mogen hier einstweilen geniigen, um die geometrische Dar­
steHung von statistischen Strecken- und Punktmassen zu verdeutlichen. Bei den 

1 BECKER, K.: Zur Berechnung von Sterbetafeln an die Statistik zu stellende Anforde­
rungen. Berlin 1874. 
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statistischen VerhiHtniszahlen (Abschnitt II, 15 b C) wollen wir auf diese Darstellung 
noch einmal zuriickkommen. 

Die vorliegende Unterscheidung der Massen nach der Dauer der Einheiten 
hat sowohl eine innere (methodische) als auch eine auBere (technische) Bedeutung. 
Es gibt Verfahren, die nur an dauerhaften Einheiten moglich sind (z. B. das "Ver­
fahren der beharrenden FaIle", wo man von Zahlung zu Zahlung die identischen 
FaIle in ihrer Entwicklung besonders betrachtet), es unterscheiden sich aber auch 
beide Arten von Massen wie erwahnt durch eine verschiedene Erhebungsart. 

f) Die statistischen Mcrkmale. Durch die der Massenbildung zugrunde liegende 
Begriffsbestimmung wird ganz allgemein verfugt, welche Einheiten in die Masse ge­
horen sollen und welche nicht. Das Verfahren ist ganz summarisch. Ob und inwie­
weit zwischen den in die Masse einbezogenen Einheiten noch irgendwelche wesent­
liche Unterschiede bestehen, wird dabei nicht gefragt. Bei einer eingehenderen Be­
arbeitung kann die Statistik uber solche Unterschiede natiirlich nicht hinweggehen. 
Wir werden jedoch hier unterscheiden mussen, ob die Unterschiede allgemein sind 
oder nur auf individuellen Eigentumlichkeiten beruhen. Wenn wir eine Masse von 
Menschen nach dem Geschlecht oder nach dem Alter gliedern, so sind das Geschlecht 
und das Alter ohne Zweifel solche allgemeine Merkmale. Wenn dagegen jemand 
in der Bev61kerung "zufallig" einen von einem Verwandten in Amerika gesendeten 
Scheck uber tausend $ in der Tasche tragt, oder wenn sich jemand bei der nacht­
lichen Heimkehr das Gesicht zerschunden hat, so sind das ohne Zweifel keine all­
gemeinen Merkmale, nach denen man die Bevolkerung aufteilen konnte, sondern 
rein individuelle ("zufaIlige") Verhaltnisse. 

Unter statistischen Merkmalen verstehen wir somit solche allgemeine Eigen­
schaften der Masseneinheiten, die Unterschiede zwischen ihnen begriinden. 

Statistische Merkmale sind also immer Gliederungsmerkmale. Sie konnen diese Eigenschaft 
leicht verlieren, wenn die ausgegliederte Teilmasse fortan als selbstandige Masse betrachtet 
und behandelt wird (wenn wir z. B. durch Strengerwerden der Abgrenzung von der Masse "be­
rufstatige Bevolkerung" zur Masse "selbstandige Landwirte" fortschreiten und diese Teilmasse 
zum Ausgangspunkt weiterer statistischer Betrachtungen machen). 1m gleichen Augenblick 
verwandelt sich das friihere Merkmal in einen Mitbestimmungsgrund der Massenabgrenzung. 

Die statistischen Merkmale unterscheiden sich in artmaBige und zahlen­
maBige. Das Geschlecht, die Muttersprache, der Beruf der Bevolkerung, das Be­
stimmungsland der Ausfuhrsendungen, die Gattung der Schulen sind artmaBige Merk­
male; denn die Kennzeichnung nach diesen Merkmalen ist artmaBig (qualitativ). 
Das Alter der Bevolkerung, die Kinderzahl der Familien, der Wert der Ausfuhr­
sendung sind zahlenmaBige Merkmale; denn die Kennzeichnung nach diesen Merk­
malen ist zahlenmaBig (quantitativ). Bei einem zahlenmaBigen Merkmal ist noch zu 
unterscheiden, ob die Kennzeichnung nur nach ganzen Einheiten oder mit einer 
bis auf unendlich kleine Teile gehenden Genauigkeit denkbar ist. Danach sprechen 
wir von unstetigen und von stetigen zahlenmaBigen Merkmalen. Die Kinder­
zahl einer Familie, die Arbeiterzahl eines Betriebes sind unstetige, das Alter oder 
die KorpergroBe der Menschen stetige Merkmale. 

Die Unterscheidung in artmaBige und zahlenmaBige Merkmale hat fur die weitere 
Theorie der Statistik eine groBe Bedeutung; es gabelt sich vielfach die theoretische 
Behandlung der statistischen Massen, je nachdem sie artmaBig oder zahlenmaBig 
gegliedert sind. 

Statistische Massen, die nach einem stetigen zahlenmaBigen Merkmal gegliedert 
sind, werden im Schrifttum auch "Kollektive" genannt. l\-Iit ihnen beschaftigt sich 
die "KollektivmaBlehre"l, dic somit nichts anderes ist, als ein Ausschnitt aus 
der statistischen Theorie. 

1 V gl. TH. FECHNER: KollcktivmaBlehre, herausg. von LIPPS, Leipzig 1897. H. BRUNS: Wahr­
scheinlichkeitsrechnung und KollektivmaBlehre. Leipzig u. Berlin 1906. Ferner auch in CZUBER: 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 1, 4. Auf I., III. Teil: KollektivmaBlehre, S.386ff. 

2* 
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2. Die statistische Streuung. 
a) Allgemeine Vorbemerkungen. Haben wir im vorausgehenden Abschnitt den 

Gegenstand aIler statistischen Betrachtung, die statistische Masse, zunachst vor­
laufig und in ganz groBen Umrissen nach ihrer logischen Herkunft, ihrer auBeren Ab­
grenzung usw. bestimmt, so treten wir in diesem Abschnitt ihrer wichtigsten Eigen­
schaft naher, der statistischen Streuung, einer Eigenschaft, tief einschneidend und 
grundlegend fUr das Wesen der Statistik. Diese Eigenschaft hat denn auch zur Folge, 
daB die statistische Theorie besondere Denkformen bereitstellen muB, die sich 
durchaus vol). den Formen unseres ublichen, auf den EinzelfaIl abgesteIlten Denkens 
unterscheiden. Es erscheint daher als durchaus gerechtfertigt, dieser Eigenschaft der 
statistischen Massen eine ganz eingehende Beachtung zu widmen. 

b) Wesen und Arten der statistischen Streuung. Wenn wir O() gleichartige sta­
tistische Massen, z. B. die Sterbefalle verschiedener Jahre nebeneinanderstellen, 
oder wenn wir 

fJ) eine statistische Masse nach irgendeinem Gesichtspunkt zergliedern, z. B. die 
eingefUhrten Warenmengen nach den Warengattungen, oder wenn wir 

y) verschiedene Massen (oder Teilmassen einer und derselben Masse) nach irgend­
welchen Tatbestanden untersuchen, z. B. die Horerschaft del' verschiedenen deutschen 
Universitaten odeI' der verschiedenen Fakultaten einer und derselben Universitat 
nach ihrem Anteil an weiblichen Horern, oder wenn wir 

0) aus einer und derselben Masse zufallig ausgewahlte Proben uber einen Tat­
bestand nehmen, z. B. eben uber den Anteil an weiblichen Horern Probemassen 
der Studierenden durch Auslosung der von der Universitatsbehorde erteilten fort­
laufenden Nummern, 
so werden wir mit Sicherheit annehmen konnen, daB die Massen (O(), die Teil­
massen (fJ) oder die Zahlenausdrucke fur die zuletzt genannten Tatbestande (y u. 0) 
irgendwie voneinander abweichen. Diese Verschiedenheiten stellen den Tatbestand 
der statistischen Streuung dar. 

Wenn diese Verschiedenheiten durch die Nebeneinanderstellung verschiedener 
Massen CFall 0( undy) aufgedeckt werden, so sprechen wir von auBerer Streuung, 
wenn sie dagegen im Inneren einer Masse auftreten (Fall fJ und 0), von 
innerer Streu ung. Ferner sprechen wir dort, wo eine "wesentliche" Ursache der 
Verschiedcnheit vorliegt, wie Z. B. bei den Anteilen der weiblichen Horer an den 
verschiedenen Fakultaten, von Wesensstreuung, beim Fehlen einer solchen 
Ursache - wie im FaIle del' nach dem Lose ausgewahlten Teilmassen - von Z u­
fallsstreuung. Es wird sich im folgenden ergeben, daB Zufallsstreuung allen 
statistischen Massen anhaftet, daB sie also immer auch dort vorliegt, wo wir Wesens­
streuung feststellen konnen. 1m folgenden wird, wo von ZufaIlsstreuung die Rede ist, 
in der Regel an die n ur mit Zufallsstreuung behafteten Massen gedacht, und es wird 
das Vorhandensein der Zufallsstreuung an den mit Wesensstreuung behafteten 
Massen als selbstverstandlich vorausgesetzt. Zu bemerken ist ferner, daB V\Tesens­
und ZufaIlsstreuung sowohl im FaIle auBerer als auch innerer Streuung vorhanden 
sein konnen, so daB sich die beiden oben gegebenen Einteilungen in weitgehendem 
MaBe uberkreuzen. Um dies an dem oben gegebenen Beispiele zu zeigen: die Sterbe­
falle zweier Jahre werden in del' Regel Wesensverschiedenheiten aufweisen, da 
ein Oleichbleiben aIler sie bestimmenden Ursachen nur selten vorkommen durfte 
(auBere Wesensstreuung); sie werden auBerdem mit jenen zufalligen Verschieden­
heiten behaftet sein, deren Vorhandensein im folgenden erwiesen werden wird und 
die auch auftreten wurden, wenn die bestimmenden Ursachen stetig waren (auBere 
Zufallsstreuung). Oder: die Anteile der verschiedenen Staaten an der Gesamtaus­
fuhr des Deutschen Reiches werden verschieden sein (innere Wesensstreuung). 
Diese Verschiedenheiten sind auBerdem noch mit zufalligen Schwankungen be-
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haftet (innere Zufallsstreuung). Die zufalligen Schwankungen konnen mit dem 
wesentlichen Unterschiede gleichgerichtet (den Unterschied vermehrend) oder ihm 
entgegengerichtet (den Unterschied vermindernd) sein. 

e) Die statistisehe 'Yescnsstreuung. Wir sehen hier zunachst von der eben er­
wahnten Tatsache ab, daB Wesensstreuung immer mit Zufallsstreuung verbunden 
ist und betrachten aus Grunden der Vereinfachung den Fall so, als ob die Ver­
schiedenheiten nur wesentlicher Art waren. Es wurden dann die Verschiedenheiten 
wesentlicher Bestimmungsgrunde in der Hohe der Zahlen zu klarem und ein­
deutigem Ausdruck gelangen. Zeigt es sich z. B., daB in einer Bevolkerung die un­
gelernten Arbeiter neunmal so haufig sind als die gelernten, so wird darin ein Aus­
druck fur aIle dieses Zahlenverhaltnis bestimmenden Umstande, das Bedurfnis del" 
Volkswirtschaft, die gegebenen Ausbildungsmoglichkeiten der Arbeiter usw. zu er­
blicken sein. Es ist in diesem Zahlenverhaltnis sozusagen die im Zeitpunkt der Zah­
lung durch die Lage der Dinge bestimmten Grundforderung der Verteilung zwischen 
gelernten und ungelernten Arbeitern ausgedruckt1 • Dabei darf der Bezeichnung 
"Grundforderung" nicht etwa eine mystische oder deterministische Auslegung ge­
geben werden, sondern sie solI nur ein zusammenfassender Ausdruck fur die im ge­
gebenen Augenblicke das Zahlenverhaltnis der beiden Arten von Arbeitern be­
stimmenden (wesentlichen) Umstande sein. Wahrscheinlichkeitstheoretisch ge­
winnt die "Grundforderung" folgenden Ausdruck: Sollen unter je 10 Arbeitern im 
Durschschnitt 9 ungelernte und 1 gelernter sein, dann ist der Bruch l/ro, der im 
Nenner aIle moglichen, im Zahler die nach der Grundforderung zu erwartenden FaIle 
von gelernten Arbeitern enthalt, die "Wahrscheinlichkeit" der gelernten Arbeiter, 
unter der Gesamtmasse vorzukommen (ebenso umgekehrt 9/10 die Wahrscheinlich­
keit der ungelernten Arbeiter). An den Begriff der Wahrscheinlichkeit wird nun von 
manchen zu Unrecht die Vorstellung der Stetigkeit ihrer Geltung geknupft. Stetig­
keit ist aber keinesfalls ein Begriffserfordernis, sondern gegebenenfalls nur eine fur 
die Praxis sehr sehatzenswerte Eigensehaft der Wahrseheinliehkeit. 

Wesensstreuung wird durch Ausgliederung einer Masse (innere Wesensstreuung) 
oder dureh Aneinanderreihung von Massen (auBere Wesensstreuung) dargetan. Es 
wird daher von der Wesensstreuung an geeigneter Stelle noeh viel zu sagen 
sein. Vorher wollen wir aber der Zufallsstreuung unsere ganze Aufmerksamkeit 
zuwenden. 

d) Die innere Zufallsstreuung. Wir wollen nun das Wirken der Zufalls­
streu ung an einem Beispiel naher betraehten. Es handelt sieh um ein statistisehes 
Experiment, das der Statistiker an jeder statistisehen Masse leieht selbst ausfUhren 
kann. Wohl entziehen sieh die gezahlten Mensehen, Tiere, Betriebe usw. begreif­
lieherweise jedem experimentellen Zugriff; aber die statistische Aufarbeitungs­
teehnik gibt uns Stellvertreter fur die gezahlten Einheiten in Gestalt der fUr jeden 
einzelnen Zahlfall angefertigten Zahlblattehen in die Hand, mit denen wir dann alle 
diejenigen experimentellen Handlungen vornehmen konnen, die uns an dem ur­
sprungliehen Zahlstoff verwehrt sind. 

Es handelt sieh also darum, aus einer uns zuganglichen statistisehen Masse 
Serien unter Aussehaltung jedes irgendwie wesentlichen Gesiehtspunktes, also rein 
zufallig, zu nehmen, an denen wir die Streuung, die dann also eine reine Zufalls­
streuung ist, beobachten konnen. Das erste Material, an dem der Verfasser dieses 
Experiment durehfUhrte, waren die KorpergroBenmessungen von 906 Rekruten 
des niederosterreichisehen Landbezirkes Mistelbaeh im Jahre 19132• 

1 Es wird hier vielfach der Ausdruck "Grundgesetz" gebraucht, den wir lieber vermeiden, 
um nicht irrtiimliche Verweehslungen mit den fUr die Statistik unbedingt abzulehnenden 
"Kausalgesetzen" der Naturwissenschaften hervorzurufen. 

2 Vgl. des Verfassers Artikel: Zahl, Gesetz der groBen, im Handworterbuch der Staats­
wissenschaften, 4. Auf!. 8, 1112ff. 
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Die Auszahlung dieses Materials nach der KorpergroBe hatte folgende Zahlen 
ergeben: 
147 em. 1 160 em. 30 173 em. 31 
148 " . 0 161 35 174 33 
149 0 162 43 175 21 
150 2 163 48 176 24 
151 4 164 47 177 13 
152 3 165 60 178 9 
153 4 166 63 179 9 
154 7 167 74 180 3 
155 6 168 60 181 3 
156 12 169 64 182 4 
157 14 170 47 183 1 
158 25 171 48 Summe .906 
159 22 172 36 

Die Betrachtung dieser Zahlen, besonders auch die Betrachtung ihrer zeichneri­
schen Darstellung in Abb. 3 b, zeigt, daB die Gestalt dieser GroBengliederung im all­
gemeinen einen symmetrischen Aufbau um einen Rohepunkt bei 167 em darstellt. 
Uber die Ursaehen dieser RegelmaBigkeit wie aueh uber diejenige der sie storenden 
UnregelmaBigkeiten folgt Naheres weiter unten. 

Die Auslese von Proben naeh dem bloBen Zufallsprinzip war an diesem Stoffe 
auf die einfaehste Weise dadureh gewahrleistet, daB die Losnummern der Rekruten 
zur Verfugung standen, die sie zweeks Einreihung in das stehende Reer oder in die 
Ersatzreserve hatten ziehen mussen. Es war also niehts anderes zu tun, als je 10 und 
10 oder je 100 und 100 Rekruten in der Reihenfolge der Losnummern zu Teilmassen 
zusammenzufassen. Als wir nun auf diese Weise die Rekruten der 1., 2., 3., ..... . 
und 9. Serie zu je 100 zusammenfaBten, ergab sich, wenn wir uns auf die sieben 
mittleren KorpergroBen besehranken, folgendes Bild: 

1. Hundert 
2 
3 
4 
5 
6 
/. 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

8 
9 
A usgegliehen 

Serie 

naeh dem 
fiinfgliedrigen gleitenden 
(Absehn. II, 13b) 

164 165 

5 10 
6 10 
6 6 
2 7 
7 8 
4 5 
6 5 
4 2 
7 6 

Verfahren der 
Durehsehnitte 

5,8 6,5 

KorpergroBe in em 
166 167 168 169 170 

9 7 4 9 3 
4 8 10 6 3 
7 10 6 9 7 

10 6 5 5 4 
6 11 8 6 6 
4 6 9 13 6 
7 7 9 5 10 
8 9 6 6 5 
8 10 3 5 3 

6,7 7,1 6,8 6,5 5,6 

Welche Reihe der Erfolge immer wir ins Auge fassen mogen, die Zahlen der Re­
kruten, die in den einzelnen Serien 164 em oder eine andere KorpergroBe maBen, 
zeigen immer ein Bild der Streu ung. Die Feststel1ung dieses Untereinander­
Versehiedenseins soIl uns aber nieht genugen. Wir brauehen den ruhenden Punkt, 
von dem aus wir die Riehtung und die GroBe der Sehwankungen, die sich dann 
als Abweiehungen darstellen, beurteilen konnen. Dieser ruhende Punkt ist ohne 
Zweifel die Wesensform der KorpergroBenverteilung (vgl. unten S. 26). Sie ist 
uns aber unmittelbar nieht zuganglieh. Dagegen konnen wir aus spater noeh naher 
auszufiihrenden Griinden (Absehnitt II,3a) die ausgegliehene Verteilungsreihe als 
einen annahernden Ersatz fur die Wesensform ansehen. Die ausgegliehenen Zahlen, 
der Vergleiehsmogliehkeit wegen auf 100 bezogen, sind als unterste Reihe unserer 
Ubersieht beigefiigt. Es wurden also gemaB der Wesensform auf die KorpergroBe 
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von z. B. 164 em im Durehsehnitt 5,8 FaIle unter 100 zu erwarten sein. In Wirk­
liehkeit finden wir die naehstliegende Besetzungszahl6 3mal vertreten, 7 und 4 je 
zweimal, 2 einmal. Ein ahnliehes Bild ergibt sieh aueh aus den anderen Reihen. 

Wir wollen nun zunaehst die Abweiehungen auf ihre GroBe und ihr Vorzeiehen 
hin untersuehen. Da die Grundwerte der Wesensform, von denen sie erfolgten, fiir 
jede GroBenstufe versehieden sind, kann das nur so gesehehen, daB wir die verhaItnis­
maBige Abweiehung, gemessen an der jeweiligen GroBe derWesensform, darsteIlen, 

also z. B. im FaIle des Erfolges 5 bei der KorpergroBe 164 em 5,~8 = - 0,138. 

Wir gelangen bei dieser Reehnung, mit der GroBenstufe 164 beginnend, folgeweise 
zu folgenden Zahlen: 

Abweichungen der beobachteten Besetzungszahlen von der Wesensform. 

Serie 
164 170 

a) Absolute Abweichungen 
1. Hundert. -0,8 +3,5 +2,3 -0,1 -2,8 +2,5 -2,6 
2. +0,2 +3,5 -2,7 +0,9 +3,2 -0,5 -2,6 
3. +0,2 -0,5 +0,3 +2,9 -0,8 +2,5 +1,4 
4. -3,8 +0,5 +3,3 -1,1 -1,8 -1,5 -1,6 
5. +1,2 +1,5 -0,7 +3,9 + 1,2 -0,5 +0,4 
6. -1,8 -1,5 -2,7 -1,1 +2,2 +6,5 +0,4 
7. .. +0,2 -1,5 +0,3 -0,1 +2,2 -1,5 +4,4 
8. 

" 
-1,8 -4,5 +1,3 +1,9 -0,8 -0,5 -0,6 

9. +1,2 -0,5 + 1,3 +2,9 -3,8 -1,5 -2,6 

b) Verhaltnismallige Abweichungen 
1. Hundert. - 0,138 +0,538 +0,343 -0,014 -0,412 +0,385 -0,464 
2. +0,034 + 0,538 - 0,403 + 0,127 +0,471 - 0,077 -0,464 
3. +0,034 - 0,077 +0,045 +0,408 - 0,118 +0,385 +0,250 
4. -0,655 +0,077 +0,493 - 0,155 -0,265 - 0,231 -0,286 
5. +0,207 + 0,231 -0,105 +0,549 +0,176 -0,077 +0,071 
6. -0,310 - 0,231 -0,403 - 0,155 +0,324 + 1,000 +0,071 
7. +0,034 - 0,231 +0,045 -0,014 +0,324 - 0,231 +0,786 
8. -0,310 - 0,692 +0,194 +0,268 - 0,118 -0,077 - 0,107 
9. +0,207 -0,077 +0,194 +0,408 - 0,559 - 0,231 -0,464 

Unter den Abweiehungen sind, wie ersiehtlieh, 31 positiv, 32 negativ. Wenn wir 
die Abweiehungen der besseren Ubersieht halber in GroBengruppen zusammen­
fassen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung: . 

a) Gliederung der absoluten Abweichungen nach der GroBe. 

unter 1,0 
1,0 bis 2,0 
2,0 " 3,0 
3,0" " 4,0 
4,0 " 5,0 
5,0 " 6,0 
6,0 " 7,0 

+ 
9 
8 
7 
5 
1 

° 1 

12 
11 
6 
2 
1 

° ° 

insgesamt 
21 
19 
13 
7 
2 

° 1 

b) Gliederung der verhaltnismalligen Abweichungen nach der GroBe. 

bis 0,150 
iiber 0,150 " 0,300 

" 0,300" 0,450 
" 0,450" 0,600 
" 0,600" 0,750 
" 0,750" 0,900 
" 0,900 " 1,050 

+ 
9 
8 
7 
5 

° 1 
1 

12 
9 
5 
4 
2 

° ° 

insgesamt 
21 
17 
12 
9 
2 
1 
1 
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Es zeigt sich also schon an diesem Beispiel von nur 63 Beobachtungen: 
1. daB die zufalligen Abweichungen die Neigung haben, ebenso oft im negativen 

wie im positiven Sinn vorzukommen, 
2. daB sowohl bei den positiven wie bei den negativen Abweichungen die kleinen 

Abweichungen haufiger, die groBen weniger haufig zu beobachten sind. Alles in 
allem erhalten wir den Eindruck, daB die hier beobachteten zufalligenAbweichungen 
die Neigung haben, sich in einer symmetrischen Weise um die Wesensform anzu­
ordnen. 

3. Das Gesetz der groBen Zahll. 
(Abbildungen 3a-c auf S. 25, 26 u. 27.) 

a) Der empirisehe Nachweis. Wir haben in Abb. 3a die 9 Serien zu je 100, die wir 
aus unserem Rekrutenmaterial gewonnen haben, in der vollen Ausdehnung, also 
nicht mehr beschrankt auf die 7 Mittelstufen der KorpergroBe, zeichnerisch dar­
gestellt, wobei als Abszissen die KorpergroBenstufen, als Ordinaten die Besetzungs­
zahlen der einzelnen KorpergroBen aufgetragen sind. Es bestatigt sich hier das Bild 
der Vielfaltigkeit der Erfolge durch die Zufallsstreuung, das wir schon aus dem 
kleinen Tabellchen fUr die 7 Mittelstufen erhalten haben. Der Eindruck ist aber 
hier insofern anders, als wir dort in den Zahlen die Schwankungen der Erfolge 
im einzelnen besser beobachten konnten, hier jedoch besser die Verschiedenheit der 
Gesamtanordnung der Erfolge. 

In Abb. 3b und 3c gehen wir um einen Schritt weiter. Wir bauen aus unseren 
Teilmassen durch Aufsummierung die Gesamtmasse allmahlich wieder auf, und 
zwar in Abb. 3 b unmittelbar aus den Grundzahlen (weshalb eine Anderung des MaB­
stabes notwendig wird), in Abb. 3c hierauf in den Verhaltniszahlen, d. h. indem wir 
die in dem entsprechenden Bildchen der Abb. 3 b jeweils errechnete Gesamtzahl 
von Fallen = 100 setzen, daher die iibrigen Zahlen in dem entsprechenden MaBe 
vergroBern oder verkleinern. Dies ist. darum not.wendig, weil erst auf diese Weise 
die einzelnen Bildchen unt.ereinander voll vergleichbar werden und die Schwan­
kungsunt.erschiede erst recht ins Licht treten. Es ergibt sich nun, daB dem kleinsten 
Umfang der beobachteten Masse ein wirkliches Chaos der KorpergroBengliederung 
entspricht, das sich beim Wachsen der Zahlen mehr und mehr in eine best.immt.e 
GesetzmaBigkeit ordnet. Dieser Fortschritt der Ordnung von dem kleinen zu dem 
groBeren Massenumfang ist besonders aus Abb. 3c schon zu ent.nehmen. 

Die Erklarung dafUr ist nach dem Vorausgegangenen nicht. schwer. Wir haben 
als eine Eigenschaft der vorliegenden Abweichungen erkannt, daB sie die Neigung 
zeigten, sich gleich haufig nach oben wie nach unt.en zu lagern, und zwar in einer 
symmet.rischen Weise, wobei die kleinen Abweichungen haufiger, die groBen seltener 
auftraten. Es ist darum erklarlich, daB diese Abweichungen in dem MaBe, als die 
Teilmassen aufeinander aufsummiert werden, sich gegenseitig mehr und mehr auf­
heben. 

1 BERNOULLI, J.: Ars conjectandi, Basileae 1713. Deutsch von R. HAUSSNER, in Ostwalds 
Klassikern der exakten Wissenschaften 107 u. 108. Leipzig 1889. LAPLACE: Theorie analytique 
des probabilites. Paris 1820. POISSON, S. D.: Recherches sur la probabilite des jugements. 
Paris 1837. v. BORTKIEWICZ, L.: Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Statistik. 
Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften 1, H.6 (1901). TSCHUPROW, AL. A.: Das 
Gesetz der groBen Zahlen und der stochastisch-statistische Standpunkt in der modernen Wissen­
schaft, in: Nordisk Statistisk Tidskrift 1, 39ff. (1922). SLUTSKY, E.: Uber stochastische Asymp­
toten und Grenzwerte, in: Metron 5, H.3 (1925). WINKLER, W.: Artikel Zahl, Gesetz der 
groBen, im Handworterbuch der Staatswissenschaften 8, 1112ff., 4. Auf!. (Mit reichem Schriften­
verzeichnis.) ZIZEK, F.: Das Gesetz der groBen Zahlen, die zeitliche Konstanz und die typische 
Reihengestaltung, in: Allgemeines Statistisches Archiv 18, 118ff. (1929). V. MISES, R.: Wahr­
scheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. (Schriften zur wissenschaftlichen Weltauffassung 3.) 
Wien 1928, 78f£. 



Der empirische Nachweis. 25 

Sehen wir nun, daB das Wachsen der Zahl der Beobachtungsfalle bis 900 einen 
so deutlichen EinfluB auf die RegelmaBigkeit der dargestellten Form nimmt, so 
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Abb. 3 a bis 3 c. Das Gesetz der groBen Zahl, gezeigt am Zithlstoffe der KilrpergrilBenverteilung Mistelbacher 
Rekruten des Jahres 1913. (Vgl. des Verfassers Artikel "Zahl, Gesetz der grollen" im Handwilrterbuch der 

Staatswissenschaften, 4. Aufl. , 8. Bd., S. 1114ff. Abgedruckt mit freundlicher Zustimmung des Verlages 
G. Fischer, Jena.) 

Abb. 3 a. Die Besetzung der Grililenstufen in den einzelnen Serien zu je 100 Fallen. 

konnen wir keinen verniinftigen Grund finden, warum dieser Vorgang bei 900 auf­
hOren und nicht dariiber hinausgehen sollte. Es konnte ja ebensogut der Bezirk 
Mistelbach statt 900 Rekruten ihrer 9000 hervorgebracht haben. Aber auch wenn 



26 Das Gesetz der groBen ZaW. 

das nicht der Fall ist, miissen wir nach dem Verlauf der GroBenverteilung in Abb. 3c 
annehmen, daB wir bei 9000, 90000, 900000 usw. einer gleichartigen Bevolkerung 
entstammenden Rekruten eine immer glattere Umrahmung der bei 900 Fallen noch 
recht zackigen Figur finden willden, und wenn wir dies in Ermanglung einer groBeren 
Masse von Rekruten in unserem FaIle auch nicht unmittelbar beweisen konnen, so 
konnen wir einen Beweis dafiir aus der glatteren Form anderer groBerer Massen 
von ahnlicher regelmaBiger Gestalt gewinnen (man vgl. z. B. die glatte Umrahmung 
der auf 25878 Fallen beruhenden Abb. 7 auf S. 87 iiber die KorpergroBenverteilung 
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Abb. 3b. Das Ergebnis der Aufsummierung der absoluten Serienzahlen. 

nordamerikanischer Freiwilliger mit der Umrahmung unseres auf 906 Fallen be­
ruhenden Rekrutenpolygons in Abb. 3c}. Wir sehen uns somit auch in unserem FaIle 
der KorpergroBenverteilung der Mistelbacher Rekruten zu einer ganz regelmaBigen 
Endform, der Wesensform, gefiihrt, die bei einer unendlich groBen Anzahl von Fallen 
auftreten miiBte. Diese Wesenform ist uns freilich in der statistischen'Praxis niemals 
vergonnt zu schauen, da wir die Voraussetzung dafiir, eine unendlich groBe Anzahl 
von Fallen, nicht schaffen konnen. Dagegen konnen wir im Experiment, durch Um­
kehrung des statistischen Erkenntnisvorganges, die Wesensform und ihre Beein­
flussungen durch die GroBe der jeweils gegebenen Beobachtungszahl in einem nur 
durch unseren FleiB beschrankten AusmaBe studieren: im Gliicksspielversuch 
(Urnenzug, Miinzwud u. dgl.). 

Aufgabe. 1. Eine Anzahl von gleichen Miinzen ist in Serien von 10 Stiicken 
mehrere hunderte Male zu weden und es sind die Serienerfolge zu verzeichnen. 
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a) Es sind die verhaltnismii.Bigen Abweichungen des Erfolges Wappen von der 
Wesensform (5 unter 10) zu berechnen und nach Vorzeichen und GroBe zu grup­
pieren (ahnlich wie oben auf S. 23) . b) Es ist die Aufsummierung der Serien vorzu-
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nehmen und es ist fur die jeweilige SeriengroBe (10, 20, 30 usw. FaIle) die verhaltnis­
maBige Abweichung von der Wesensform 0,5 (durch Division der absoluten Abwei­
chung yom absoluten Wesenserfolg durch die SeriengroBe) zu bestimmen. (Z. B. bei 

21 mal Wappen unter 30 Wurfen 21 ~ 15 = + 0,2. - Losung im Anhang.) 

Wir haben im vorausgehenden die Eigenschaften der zufalligen Abweichungen, 
wie sie sich aus unserem Experimente ergaben, dargetan und die wichtige Folge­
rung daraus, das Gesetz der groBen Zahl, untersucht. Nun liegt es uns aber daran, 
uber die zufalligen Abweichungen von zustandiger Stelle Naheres zu erfahren. Die 
zustandige Stelle ist die Theorie der Glucksspiele, wie sie die Wahrscheinlichkeits­
theorie herausgearbeitet hat. 

Unser vorausgehendes Experiment laBt sich ohne weiteres auf das Schulbeispiel 
der Glucksspieltheorie, auf den Kugelzug aus der Urne, zuruckfuhren. Wir hatten 
in der Urne nicht Rekruten verschiedener KorpergroBen, sondern Kugeln ver­
schiedener Farben im Mischungsverhaltnis der KorpergroBenstufen in der Wesens­
form, oder wir hatten in einem Nummernbeutel Nummern von 1 bis 906 und teilten 
ideell diesen Nummern KorpergroBen zu in dem Verbaltnis der Verteilung der We­
sensform. Nun bilden wir Serien zu je 100, indem wir die gezogenen Kugeln oder 
Nummern jedesmal wieder zurucklegen und den Urnen- oder Beutelinhalt jedesmal 
neu durchmischen. 

Hatten wir eine unendlich gro13e Urne mit einer unendlich gro13en Zahl von Kugeln, so 
mii13ten wir die Kugeln (oder Nummern) nicht immer zuriicklegen, sondern es wiirde geniigen, 
durch gehoriges Mischen dafiir Sorge zu tragen, da13 nicht die zuriickgelegten Kugeln immer 
wieder gezogen wiirden. Unser Fall der Rekruten ist, da wir von der nur in der unendlichen 
Zahl erreichbaren Wesensform ausgehen, diesem im Experiment nicht nachbildbaren FaIle 
gleich, weshalb zwischen dem geschilderten Urnenversuch und dem Rekrutenexperiment eine 
kleine auBere Verschiedenheit besteht, die aber innerlich ohne Belang ist. (Vgl. auch unten 
Abschn. II, 3 d C.) 

So sehen wir, daB unser statistisehes Experiment innerlich durchaus dem Ex­
periment des Urnenzuges gleicht. Wir wollen nun die Regeln kennenlernen, die die 
Wahrscheinlichkeitstheorie deduktiv fur die an solcben Beispielen zu erwartenden 
zufalligen Abweichungen von der Wesensform aufgestellt und in der praktischen 
Durchfiihrung oft und oft bewahrt hat. 

b) Die Theorie der zufalligen Abweichungen bei den Gliicksspielen. Nochmals 
der empirische Nachweis. Die Glucksspieltheorie geht bei ihren Ableitungen von drei 
Voraussetzungen aus: 

1. DaB das Mischungsverhaltnis der Kugeln in der Urne wahrend der Dauer des 
Zuges unserer Serien unverandert bleibe (Gleichbleiben der Grundwahrschein­
lichkeit) ; 

2. daB fur aIle Kugeln einer Farbe die Aussichten, gezogen zu werden, auch 
wirklich gleich seien, wie das eben die fur sie aufgestellte gemeinsame Wahrschein­
lichkeit vorgibt (gleiche Moglichkeit, Auss:chtsgleichheit der FaIle); 

3. daB unter ihnen nicht eine Verbundenheit in dem Sinne herrsche, daB das 
Ziehen einer Kugel die Wahrscheinlichkeit fur die Kugeln gleicher Farbe vergroBere 
(positive Verbundenheit) oder vermindere (negative Verbundenheit). Der Wahrung 
der Unverbundenheit dient ja auch das Zurucklegen der Kugeln bei beschranktem 
Urneninhalt. 

Wenn diese drei Voraussetzungen erfiillt sind, dann ist die Frage der GroBe der 
Abweichungen eine einfache Frage der Kombinatorik. Wir brauchen nur fur jede 
SeriengroBe die moglichen Verbindungen aufzustellen und auszuzahlen, wie oft 
eine solche Verbindung zustande kommen kann, um ihre Erfolgszahl, damit gleich. 
zeitig auch ihre Wahrscheinlichkeit bei der gegebenen SeriengroBe, zu bestimmen. 
Jeder Erfolg, der nicht dem Mischungsverhaltnis in der Urne entspricht, ist gleich­
zeitig als eine Abweichung davon zu kennzeichnen, und zwar als eine zufallige Ab-
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weichung, weil er dem Zusammenwirken zahlreicher kleiner Ursachen, die wir 
nicht iiberblicken konnen, entspringt, die Ausgangslagerung in der Urne, die Art, 
die Hand an die Kugeln heranzufiihren, die Art, die gezogenen Kugeln zuriickzu­
legen, das Ergebnis der neuen Mischung (selbst wieder ein Zusammenwirken zahl­
reicher kleiner Ursachen) usw. 

Wir wollen uns diese fiir die Gliicksspieltheorie kennzeichnende Aufstellung 
der moglichen Verbindungen und die darauf beruhende Berechnungder Wahrschein­
lichkeiten der verschiedenen moglichen Erfolge an einem Urnenbeispiel klarmachen, 
das wir aber der Durchsichtigkeit halber vereinfachen: Wir nehmen an, es seien 
nur Kugeln zweier verschiedener Farben, weiB und sch~warz, in der Urne (auf diesen 
Fall kann jeder verwickeltere Fall zuruckgefiihrt werden, z. B. KorpergroBe 167 
und KorpergroBe nicht 167). Wir nehmen weiter an, daB das Mischungsverhaltnis 
der weiBen und schwarzen Kugeln 1: 1 sei. Auch diese Annahme ist nur eine An­
nahme aus Griinden der leichteren Verstandlichkeit, durchaus nicht Voraussetzung 
fiir die Gultigkeit der folgenden Erwagungen, und konnte durch jede andere An­
nahme iiber die Mischung des Urneninhalts ersetzt werden. 

Beschranken wir die SeriengroBe 8 auf eine Kugel (8 = 1), so sind unter den ge­
machten Voraussetzungen ohne Zweifel zwei Erfolge moglich: 

weiB (w) oder nicht weiB (8). 

Da diese beiden FaIle voraussetzungsgemaB gleich wahrscheinlich sind, so sind 
als Erfolgswahrscheinlichkeiten ! und ! anzunehmen. 

Bilden wir Serien aus je zwei Kugeln, so sind ohne Zweifel folgende Erfolge 
moglich: 

W W 8 8 

W 8 W 8. 

Unter den vier moglichen Erfolgen sind die zwei mittleren, wenn wir nicht auf 
die Reihenfolge der Kugeln besonderen Wert legen, als gleich zu betrachten, so daB 
wir, praktisch gesehen, nur drei Erfolge haben: 2 w; 1 W, 18; 28. Da wir unter je 
vier Erfolgen die ersten und dritten je einmal, den zweiten zweimal zu erwarten 
haben, so sind die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten 1/4, 2/4, 1/4. 

Bei Serienzugen mit 3 Kugeln ergeben sich folgende acht Moglichkeiten: 
W W W 8 W 8 8 8 

W W 8 W 8 W8 8 

W 8 W W 88 W8 

Diese Aufzahlung zeigt, daB wir, wenn wir wieder von der Reihenfolge der An­
ordnung absehen, vier Erfolge haben: 3 w; 2 W, 18; 28,1 w; 38, mit den zuge­
horigen Wahrscheinlichkeiten l/s , "/s, 3/S und l/S. 

So konnen wir fortfahren, indem wir die FaIle wie hier einfach auszahlen, oder 
indem wir uns der von der Kombinatorik bereitgestellten Formeln dafur bedienen, 
und werden folgende Erfolgsmoglichkeiten und Erfolgszahlen dafur finden: 

Serien­
griiBe 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Erfolgs­
miiglich­

keiten 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

Die Erfolgshiiufigkeiten 
verhalten sich wie 

1 : 1 
1 : 2 : 1 

1 : 3 : 3 : 1 
1:4:6:4:1 

1:5 :10:10: 5: 1 
1: 6 : 15 : 20 : 15 : 6 : 1 

1 : 7 : 21 : 35 : 35 : 21 : 7: 1 
1 : 8 : 28 : 56 : 70 : 56 : 28 : 8 : 1 

usw. 
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Wir erkennen schon aus diesem kleinen Bruchstiick, daB bei der SeriengroBe 8 

eine Zahl von 8 + 1 Erfolgen moglich ist, und daB die Wahrscheinlichkeiten der 
einzelnen Erfolge sich verhalten wie die bekannten Binomialzahlen des Binoms 
(! + !)n; beriicksichtigen wir, daB hier ! und! die Wahrscheinlichkeiten fiir und 
gegen das Eintreten des Erfolges WeiB sind, - man bezeichnet sie mit p und 
mit q, - daB hier ferner n = 8 ist, so konnen wir die Binomialformel fiir unseren Fall 
schreiben (p + q)s. Wenn wir z. B. bei unserer Urne Serien von je 10 Kugeln ziehen 
wollen, so wissen wir zunachst, daB elf Erfolgszahlen fiir den Erfolg: weiBe Kugeln 
moglich sind: von 10 weiBen Kugeln angefangen bis zu 0 weiBen Kugeln. Diesen 
Erfolgen werden Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen sein, die sich aus der Ausrech­
nung der Binomialformel (! + !)10 ergeben. 

Es betragt somit die Wahrscheinlichkeit, daB unter einem Serienzuge 10 weiBe 

Kugeln enthalten seien = (~ yo = 1O~4' Es betragt ferner die Wahrscheinlichkeit, 

daB unter einem Serienzuge 9 weiBe Kugeln enthalten seien = C~) (-} r ( ~ y = 1~~4 
usw. 

Wenn wir diese Berechnung durchfiihren, und neben die bloBen Wahrschein­
lichkeiten der besseren Veranschaulichungen halber die darauf beruhenden Erfolgs­
haufigkeiten bei 10000 Serienziigen von je 10 Kugeln stellen, so erhalten wir fol­
gende Zahlen: 

Abweichung von ErwartungsrnaBige 
Erfolg der Wesensforrn Wahrscheinlichkeit Zahl unter 10000 

Serienziigen 

10rnal weiB +5 0,0009765625 10 
9 

" " +4 0,0097656250 98 
8 " " +3 0,0439453125 439 
7 

" " +2 0,1171875000 1172 
6 

" " +1 0,2050781250 2051 
5 " " 

0 0,2460937500 2460 
4 

" " 
--1· 0,2050781250 2051 

3 
" " 

-2 0,1171875000 1172 
2 

" " 
-3 0,0439453125 439 

1 
" " 

-4 0,0097656250 98 

° " " 
-5 0,0009765625 10 

Insgesarnt -- 1,0000000000 10000 

Es zeigt sich, daB die groBte unter den Wahrscheinlichkeiten, nahezu 0,25, dem 
Erfolge 5 Kugeln weiB, 5 schwarz zukommt, was nicht iiberraschen kann, da dieser 
Erfolg dem Mischungsverhaltnis in der Urne entspricht. Die Wahrscheinlichkeit 
0,25 ist also gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Abweichung von 
diesem Grunderfolge = 0 sei. Die Wahrscheinlichkeit fiir die anderen Erfolge und 
Abweichungen nehmen symmetrisch ab, erst langsam, dann immer schneller, bis 
sie bei den beiden Grenzerfolgen (Abweichung + 5 und - 5), die unter 10000 
Serienzugen von je 10 nur je 10 mal zu erwarten sind, anlangen. 

Die oben angefiihrte Binomialformel gilt in der allgemeinsten Weise, auch wenn 
die Wahrscheinlichkeiten p und q nicht lund l, sondern voneinander verschieden 
sind. Freilich nimmt dann die Reihe der den Erfolgen zugehOrigen Wahrscheinlich­
keiten keinen symmetrischen Verlauf wie hier, sondern gestaltet sich (bei kleinem 8, 

vgl. S. 32) unsymmetrisch, und zwar um so starker, je verschiedener die Teilwahr-
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scheinlichkeiten voneinander sind. G. U. YULE hat in seinem Lehrbuche1 die auf 
10000 Serienziige umgerechneten erwartungsmaBigen Erfolgszahlen fiir Serien von 
je 20 Ziigen fiir die Wahrscheinlichkeiten p = 0,5 bis 0,1 berechnet. Die Ergeb­
nisse sind in dem folgenden Tabellchen niedergelegt. 

Erwartungsmii.JEge Erfolge auf Grund der Binomialreihe 10000 (p + q)20 fiir 
die Werte von p von 0,5 bis 0,1. 

Wahrscheinlichkeit 
-------

I I I 
Erfolge p=0,51 p=0,4 p=0,3 p=0,2 p=O,1 

q = 0,5 q=0,6 q=0,7 q=0,8 q=0,9 

1 2 3 4 5 

0 - - 8 115 1216 
1 - 5 68 576 2702 
2 2 31 278 1369 2852 
3 11 123 716 2054 1901 
4 46 350 1304 2182 898 
5 148 746 1789 1746 319 
6 370 1244 1916 1091 89 
7 739 1659 1643 545 20 
8 1201 1797 1144 222 4 
9 1602 1597 654 74 1 

10 1762 1171 308 20 -
11 1602 710 120 5 -
12 1201 355 39 1 -
13 739 146 10 - -
14 370 49 2 - -
15 148 13 - - -
16 46 3 - - -
17 11 - - - -
18 2 - - - -
19 - - - - -
20 - - - - -

Die Zahlen dieser Tabelle bedeuten, um es noch einmal zu wiederholen, die Er­
folgszahlen, die nach den Regeln der Kombinatorik zu erwarten sind, wenn wir aus 
einer Urne mit weiBen und schwarzen Kugeln unter jedesmaligem Zuriicklegen dei: 
Kugeln und neuem Mischen 10000 Serien von je 20 Kugeln ziehen, wobei das Mi­
schungsverhaltnis der weiBen und schwarzen Kugeln einmal (durch aHe die 10000 
Serien hindurch) 5: 5, dann 4: 6 usw. ist. Nehmen wir also die letzte Reihe, so ist 
sie so zu deuten, daB wir bei einem Mischungsverhaltnis der weiBen und schwarzen 
Kugeln von 1 : 9 unter 10000 Serien von je 20 Kugeln z. B. 4 Serien zu erwarten haben, 
in denen 8 weiBe Kugeln vorkommen, 20 Serien, in denen 7 weiBe Kugeln unter den 
20 vorkommen usw., entsprechend den Gliedern des Binoms 10000 (0,1 + 0,9)20. 

Der EinfluB der Ungleichheit von p und q nimmt mit dem Wachsen des Unter­
schiedes p - q zu, fiihrt aber bei der vorliegenden SeriengroBe von 8 = 20 erst hei 
p = 0,2 zu einer empfindlicher schiefen Anordnung der Erfolgszahlen, die sich 
naturgemaB bei p = 0,1 noch steigert. Es ist indessen sehr bemerkenswert, daB die 
Schiefe der Anordnung bei steigender SeriengroBe 8 abnimmt, wie folgende Tabelle 
(s. S. 32) zeigt. 

Diese Tabelle, die wir selbst fiir den vorliegenden Zweck haben berechnen 
lassen, ist mit der vorausgehenden insofern verkniipft, als beide die Binomialzahlen 
fiir das Binom 10000 (0,1 + 0,9)20 enthalten. Wir erkennen in dieser Verkniipfung 
nicht nUl', wie der Wandel in den Wahrscheinlichkeiten, sondern auch, wie der 

1 Introduction, 8. Aufl., S. 294. - Die Summen der Spalten 2, 3 und 5 weichen infolge 
der Abrundungsfehler um ein Geringes von 10000 abo 
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Die Annaherung an die symmetrische Verteilung bei wachsender SeriengroBe 8. 

Binomialzahlen 10000 (0,1 + 0,9) 20 
--- ------

Erfolge 8=2 I 8 = 10 I 8 = 20 I 8 = 50 I 8 = 100 

1 2 3 4 5 

0 8100 3487 1216 51 -

1 1800 3874 2702 286 3 
2 100 1937 2852 779 16 
3 - 574 1901 1386 59 
4 - 112 898 1809 159 
5 - 14 319 1849 338 
6 -- 2 89 1541 596 
7 - - 20 1076 889 
8 - -- 3 643 1148 
9 - - -- 333 1304 

10 - - - 155 1319 
11 - - - 61 1199 
12 -- - - 22 988 
13 -- - - 7 743 
14 - - - 2 513 
15 - - - - 327 
16 - - - - 193 
17 - - - - 106 
18 - - - - 54 
19 - - - - 26 
20 - - - - 12 
21 - - - - 5 
22 - - - - 2 
23 - - - - I 

10000 I 10000 10000 J 10000 10000 

Wandel in der SeriengroBe die Asymmetrie beeinfluBt. Er zeigt sich, daB die Asym­
metrie der Reihe fUr 8 = 20 noch iibertroffen wird durch diejenige der SeriengroBen 
8 = 10 und 8 = 2, daB aber schon bei bescheidenerer VergroBerung der SeriengroBe 
(auf 50 und 100) eine starke Verwischung der Asymmetrie und Hinneigung zur 
symmetrischen Gestalt erfolgt. (In unserem obigen Experiment [So 32f£.] war trotz 
groBer Ungleichheit der Wahrscheinlichkeiten eine Asymmetrie kaum wahrnehmbar.) 
Wir konnen daher bei groBem 8 mit einer fUr praktische Zwecke durchaus geniigenden 
Annaherung die Reihe der den verschiedenen Erfolgen zukommenden Wahrschein­
lichkeiten (und Erfolgszahlen), abgesehen von ganz extremen Ungleichheiten von 
p und q, immer als symmetrisch annehmen. 

Die mit zunehmender SeriengroBe 8 wachsende Symmetrie der Binomialreihe ist nichts 
Geheimnisvolles, sondern im Aufbau der Binomialreihe begriindet. Die Reihe der Potenzprodukte 
pn, pn-lq, pn-2q2, ... fallt monoton, wenn p > q ist, steigt monoton, wenn p < q ist und bleibt 
unverandert auf der Hohe pn = qn, wenn p = q = t ist. Den zweiten Bestandteil der einzelnen 

Glieder bilden die Binomialzahlen (~), (~), (~), ... G), die sich in symmetrischer Anordnung 

von I tiber einen (eingliedrigen oder zweigliedrigen) Hohepunkt wieder zu I zuriickbewegen, 
deren Mitte sich bei wachsendem 8 bald zu stattlicher Hohe auftiirmt. Es leuchtet ein, daB 
diese starke Bewegung der Binomialzahlen bei wachsendem 8 diejenige der pq-Potenzen mehr 
und mehr iiberwiegt und so den zunehmend symmetrischen Charakter der Reihe bestimmt. 

Es ist oft von Wichtigkeit, die Lage des groBten Gliedes in der Binomialreihe zu bestimmen, 
auch ohne die ganze Binomialreihe durchzurechnen. Eine einfache Erwagung aus dem Auf-

bau der Reihe ps + (~) pS-lq + G) pS-2 q2 + ... fiihrt zur Bestimmung des groBten Gliedes. 

Die Reihe steigt, wenn wir den Quotienten aus dem (m + I)-ten Glied durch das m-te Glied 

8 - m + 1 !L bilden, solange, als dieser Quotient> I, also m < sq + q ist, und sie fallt so 
'In p 

lange, als dieser Quotient < I, also m > sq + q ist. Somit ist die groBte, unter sq + q liegende 
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ganze Zahl der Exponent von q. Ahnlich ergibt sich, daB die kleinste, iiber sp - q liegende 
ganze Zahl der Exponent von p sein muB. Dadurch ist die Lage des griiBten Gliedes in der obigen 
Binomialreihe eindeutig bestimmt. 

Beispiel. Fiir den oben in der Tafel behandelten Fall p = 0,1, q = 0,9, s = 100 ergibt sich 
fiir sq + q = 90,9, sp - q = 9,1; das Potenzenpaar der Wahrscheinlichkeiten heillt also plO qOo. 

Das griiBte Glied (~~O) plO qOO ist das 90. Glied unter der 101 miigliche Erfolge zahlenden Reihe 

- die Erfolge der weill en Kugeln von oben nach unten gereiht - und entspricht dem Erfolge 
10ma! A (z. B. weill), 90mal das Gegenteil (z. B. schwarz). 

Wenn sq + q selbst eine ganze Zahl ist, dann wird es auch sp - q. Dann gibt es zwei gleiche 
Glieder, bis zu denen die Reihe steigt und von denen ab sie falltl. 

Es ist nun von groBer Bedeutung, fiir die Streuung der zufaJIigen Abweichungen 
ein einziges MaB zu finden. Das allgemeine StreuungsmaB, das jede, nicht nur die 
aus zufalligen Abweichungen bestehende Streuung zu messen bestimmt ist, ist die 
mittlere quadratische Abweichung: 

Y:E)·2 
(1= -­

n ' 

worin }; das Summenzeichen bedeutet (an Stelle von Ai + A~ + A~ + ... A.;), A die 
jeweilige Abweichung vom arithmetischen Mittel und n die Zahl der der Streuung 
unterworfenen Beobachtungsfalle. (Vgl. Naheres in Abschnitt II, 9b.) Es laBt sich 
nun leicht nachweisen2, daB (1 fUr den besonderen Fall der Gliicksspielabweichungen 
den Wert 

annimmt, worin s die SeriengroBe, p die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt des 
in Rede stehenden Ereignisses, q die Wahrscheinlichkeit fiir den Nichteintritt 
des Ereignisses (= 1 - p) bezeichnet. (Vgl. zum Begriff der "Wahrscheinlich­
keit" oben S. 21.) Dieses (1 ist somit die mittlere Abweichung von dem wahr­
scheinlichsten Erfolg bei der SeriengroBe s, also im obigen Beispiel bei der Serien­
groBe s = 10 und der Wahrscheinlichkeit = I vom Erfolge 5. Man kann die 
mittlere Abweichung aber auch berechnen von dem auf die Einheit bezogenen 
Erfolg. Dann wird 

(1'IJ=~=1;pq. 
s rs-

Diese verhaltnismaBige Abweichung ist also in unserem Beispiel zu berechnen von 
dem auf die Einheit bezogenen wahrscheinlichsten Erfolg 0,5. 

1. Beispiel: In Spalte 5 des Tabellchens auf S. 32 ist die SeriengroBe s = 100, 
P = 0,1, q = 0,9. Es ist daher unter den tatsachlich beobachteten Erfolgszahlen 

die mittlere Abweichung (1 = yspq = 1'100'0,1'0,9 = 10'0,3 = 3 zu erwarten. 
Berechnen wir (1 nach der allgemeinen (nicht nur fiir die Verteilung der zufalligen 

Abweichungen) giiltigen Formel (1 = V En'):i. , so ergibt sich die folgende Rechnung 

(vgl. dazu auch Abschnitt II,9b). Da die Abweichungen nicht alle verschieden, 
sondern gruppenweise gleich sind, ergibt sich hier die Vereinfachung, daB wir immer 
eine Anzahl Abweichungen gruppenmaBig zusammenfassen konnen, wodurch sich 

F 1 .. d t' 1/:E(z.)..2) unsere orme an er In (1 = r--n- . 
1 Vgl. hierzu CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 4. Aufl., 1, 131H.; Statistische For­

schungsmethoden S.190. 
2 Vgl. z. B. CZUBER: Statistische Forschungsmethoden S. 177ff. - YULE: Introduction 

usw. 8. Aufl. S.256f. 
Winkler, Theoretische Statistik. 3 
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Abweichung Zahl der Falle 
vom arith- Quadrat der Zahl der mal Abwei-

Erfolg metischen Abweichung FaIle chungs-
Mittel 12 z quadrat 

1 z'12 

1 -9 81 3 243 
2 -8 64 16 1024 
3 -7 49 59 2891 
4 -6 36 159 5724 
5 -5 25 338 8450 
6 -4 16 596 9536 
7 -3 9 889 8001 
8 -2 4 1148 4592 
9 -1 1 1304 1304 

10 0 0 1319 0 
11 1 1 1199 1199 
12 2 4 988 3952 
13 3 9 743 6687 
14 4 16 513 8208 
15 5 25 327 8175 
16 6 36 193 6948 
17 7 49 106 5194 
18 8 64 54 3456 
19 9 81 26 2106 
20 10 100 12 1200 
21 11 121 5 605 
22 12 144 2 288 
23 13 169 1 169 

10000 89952 

.E (z· A,2) = 89952, 
E (z· 12) 89952 

n 10000 . 

G = VE (:. 12) = 2,999. 

Es stimmt also tatsaehlieh der naeh der theoretisehen Ableitung bereehnete 
Wert von G = 1/ 8 P q mit dem naeh der allgemein giiltigen Formel bereehneten 
iiberein. (Die kleine Abweiehung um 1 Tausendstel ist auf die Vernaehlassigung von 
DezimalsteIlen zuriiekzufiihren.) 

Wir konnen, statt wie im vorausgehenden die mittlere Abweiehung an den ab-
soluten Erfolgswerten 0, 1,2, ...... 10, 11 ...... 20 usw. zu messen, dies an den 
auf die Einheit bezogenen Erfolgswerten 0,00, 0,01, 0,02 ...... 0,10,0,11 ...... 0,20 

usw. tun. Dies erfolgt vermittels der zweiten Formel Gv = VPs q. Gv nimmt hier, da 

8 das Hundertfaehe von 1 ist, naturgemaB den Wert' eines Hundertstels von G, 

also 0,03 an. Die Ubereinstimmung mit dem naeh der Formel V En12 bereehneten G" 

laBt sieh ganz ahnlieh wie oben aueh an der Reihe der relativen Erfolgswerte zeigen. 
2. Beispiel. In unserem obigen FaIle der Mittelgruppe der KorpergroBen­

verteilung der Mistelbaeher Rekruten (167 em) berechnet sich die erwal'tungsmaBige 
mittlere Abweichung G = 1/100, o,oii ~O,929 = 2,568. Die tatsachliche Streuung, 
nach der erstern Formel berechnet, betrug1 

V (- 0,1)2 + 0,92 + 2,92 + (-1,1)2 +93~21+ (- 1,1)2 + (= 0,1)2 + 1,92 + 2,92 = 2,2048 . 

1 Da hier die Abweichungen der beobachteten Erfolge nicht von ihrem arithmetischen 
Mittel, Bondern von der wirklichen Wesensform gemessen werden Bollen, diese aber nur in 
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Wir konnen zwischen der tatsachlichen und der theoretisch erwartungsmaBigen 
Streuung eine ziemlich nahe Ubereinstimmung feststellen, wobei wir bedenken 
mussen, daB bei einer so kleinen Zahl von Beobachtungsfallen die zufalligen Schwan-

kungen eine groBere Rolle spielen. Fura" ergibt sich der W ert VO,07~~Z,929 = 0,02568. 

Das entsprechende auf die Einheit berechnete allgemeine a" betragt 0,02205. 
Da 8 hier ein dekadisches Vielfaches von 1 ist, haben a und a" den gleichen Be­

trag, wenn auch auf einer verschiedenen dekadischen Ebene. 
Aufgabe 2. Fiir die sechs anderen Reihen der KorpergroBenstufe (164 bis 166 

und 168 bis 170, S. 22) ist die gleiche Rechnung durchzufiihren. Es sind fur die 
beiden a aller 7 Reihen die arithmetischen Durchschnitte zu bilden und miteinander 
zu vergleichen. 

In den Formeln fiir 0' = -Y8pQ und a" ~ V~f kommt das Gesetz der groBen Zahl 

in mathematischer Formulierung klar zum Ausdrucke. Wir sehenzunachst ausa, daB 
die Zufallsstreuung beim Wachsen der SeriengroBe 8 nicht im gleichen AusmaBe, son­
dern nur im AusmaBe von (8 wachst. a muB daher verhaltnismaBig immer kleiner wer­
den. Noch klarer erkennen wir das aus a". Dieses druckt aus, daB die Zufallsstreuung 
von dem auf die Einheit bezogenen Erfolg mit wachsendem 8 kleiner wird, freilich 

nicht im AusmaBe von ~, sondern von ~. Wir erkennen also auch hier, daB bei 
s fs 

unendlich groBem 8 die relative Abweichung (1" gleich Null werden muB. Wir er­
kennen aber auch weiter, daB bei sehr groBem 8 eine wirksame Verkleinerung von a" 
praktisch in keinem Verhaltnis mehr steht zu der dazu erforderten VergroBerung 
der Zahl. 

Wir fugen hier ein Tabellchen ein, das das AusmaB der Zufallsfehlergrenzen 
und ihre fortschreitende verhaltnismaBige Einengung bei wachsender SeriengroBe 8 

veranschaulicht. 
Mittlere Abweichung vom erwartungsmaBigen Erfolg und Abweichungsgrenzen 

der G 1 iicksspiele. 

p = t; q = t 
untere obere -

s u = yspq E=f3u Grenze der ZufiLlls-
schwankungen 

10 I 1,58 5=f 4,74 0,26 bis 9,74 
100 5 50 =f 15 35 " 65 

1000 15,8 500 =f 47,4 453 
" 

547 
10000 

I 
50 5000 =f 150 4850 

" 
5150 

100000 158 50000 =f 474 49526 
" 

50474 
1000000 500 500000 =f 1500 498500 " 501500 

I-

S u,. = Vpsq 0,5 =f 3u. 

10 0,1581 0,5 =f 0,4746 0,0254 bis 0,9746 
100 0,0500 0,5 =f 0,1500 0,3500 " 0,6500 

1000 0,0158 0,5 =f 0,0474 0,4526 " 0,5474 
10000 0,0050 0,5 =f 0,0150 0,4850 " 0,5150 

100000 0,0016 0,5 =f 0,0047 0,4953 " 0,5047 
1000000 0,0005 0,5 =f 0,0015 0,4985 " 0,5015 

Ein anderes, haufig verwendetes MaB der zufalligen Abweichungen ist die "wahrscheinliche 
Abweichung" (das ist die mittlere der nach GraBen geordneten Abweichungen, "mittlerer 

einer Annaherung angenommen werden konnte, muB im Nenner der oben angefiihrten Formel 
eine kleine Korrektur angebracht werden (n - 1 statt n, vgl. CZUBER, Wahrscheinlichkeits­
rechnung 4. Auf I. 1, 320f£.). 

3* 
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[Zentral-]Wert", vgl. Abschn. II,8d). Sie nimmt den theoretischen Wert 0,4769}2Spq fiir die 

absoluten Erfolgswerte und 0,4769 V2 ~ q fiir die auf die Serieneinheit bezogenen Erfolgswerte 

an. Der reziproke Wert des letzteren Wurzelausdruckes spielt ala PrazisionsmaB 11, in LEXIS' 
Streuungsuntersuchungen eine Rolle. 

Der in der wahrscheinlichen Abweichung und im PrazisionsmaB vorkommende Wurzel-
ausdruck y 2 B P q (= a t"2) wird im Schrifttum bisweiIen auch "Modul" genannt. 

Da die Berechnung der Glieder des Binoms (p + q)' bei groBerem B auBerst verwickelt ist, 
wird (unter Benutzung der Stirlingschen Naherungsformel) das groBte Glied der Reihe der 
Wahrscheinlichkeiten annahernd dargestellt durch 

I 
Yo= , 

l2:rJ:Bpq 
die anderen Glieder der Reihe, die um l Einheiten von Yo abweichen, durch 

1 __ l'_ 
Yo ± l = -==.e 2spq 

f2:rJ:Bpq , 

worin :rJ: die Ludolphische Zahl 3,1416, e die Basis der natiirlichen Logarithmen 2,7183 be­
deutetl • Die Werte fiir y nehmen in der Nahe des Hohepunktes zuerst ganz langsam, dann 
immer schneller abo 

Die analytische Auswertung dieses Gedankens fiihrt bei unendlich groB angenommenem 
Serienumfang zu dem bekannten Wahrscheinlichkeitsintegral ,. 

p=~fe-t'dt 1'; , 
o 

worin Y = l_, t = x _ und a den bekannten Ausdruck l' Bpq annimmt~ x ist der Abszissen-
aY2 a1'2 

wert der von der Mitte (x = 0) der symmetrischen ErfolgsverteiIung aus gemessenen Abweichung. 
P bedeutet dann den Wert der Flache vom Nullpunkt bis zu dem Abweichungswert und ist 
gleichbedeutend mit der Wahrscheinlichkeit der Erfolge, die in diesem Abstand zu erwarten sind. 

SolI aber die erwartungsmaBige Zahl der Falle fiir einen Flachenstreifen Xl bis XI berechnet 
werden, so muB die Differenz aus den Wahrscheinlichkeiten fiir die Flachenstiicke 0 bis x2 und 
o bis Xl berechnet werden. 

SolI die absolute Zahl der erwartungsmaBigen Ereignisfalle berechnet werden, so miissen 
die ermittelten Wahrscheinlichkeiten mit n, der Gesamtzahl der Serien, die angestellt wurden, 
multipliziert werden. 

Das obige Integral muB nicht etwa fUr jeden einzelnen Fall berechnet werden, sondern ist 
in bekannten Funktionstafeln ausgewertetl • 

Es ergibt sich schon bei maBig groBem Beine gute Annaherung der nach diesem Integral 
berechneten Wahrscheinlichkeiten an die strengen, dem Binomialgesetz entsprechenden Wahr­
scheinlichkeiten der einzelnen Erfolge. 

Auf das Nahere des Gebrauchs dieser Funktionstafeln solI bier nicht eingegangen werden. 
Das Integral entspricht sehr nahe dem GauBschen Fehlerintegral, von dem es sich nur durch 
das besondere a = f Bpq unterscheidet. Es mag darum bier geniigen, auf die Belehrung iiber 
den Gebrauch des GauBschen Fehlerintegrals in Abschnitt II,lOd hinzuweisen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist es hier festzustellen, daB nach der besonderen 
Anordnung der Wahrscheinlichkeitskurve innerhalb des einfachen (J 68,27 Prozent 
(oder annahernd zwei Drittel), innerhalb des zweifachen 95,45, innerhalb des drei­
fachen 99,73 Prozent aller Falle zu liegen kommen. Daraus schopfen wir nicht 
nur eine vereinfachte Verteilungsnorm, sondern auch eine wichtige Beurteilungs­
regel fiir die Unterscheidung zufalliger und wesentlicher Abweichungen: Alle Ab­
weichungen innerhalb des Spielraumes der dreifachen mittleren Abweichung 
konnen zufallsbedingt sein, d. h. einer und derselben Wesensform zugehoren; Ab­
weichungen dariiber hinaus sind mit einer fiir praktische Zwecke an GewiBheit 
grenzenden Wahrscheinlichkeit (0,9973) als einer anderen Wesensform zugehOrig 
zu erklaren. 

I Vgl. hierzu CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 4. Auf!. 1, 134ff. 
I Vgl. z. B. CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1, 455ff. 
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So weit unsere Betrachtungen uber die Regeln, die fUr die zufalligen Abwei­
chungen von der Wesensform auf Grund der Erfahrung aus der Glucksspieltheorie fest­
zustellen sind. Es handelt sich jetzt nur noch darum, den Zusammenhang zwischen 
der Glucksspieltheorie und der statistischen Beobachtung abschlieBend herzustellen. 

Wir sind von der empirischen Tatsache der Zufallsstreuung ausgegangen. 
Freilich hat man diese in der statistischen Wirklichkeit nicht in der sehr durch­
sichtigen Weise unseres Experimentes am Rekrutenmaterial kennengelernt, sondern 
zuerst an Schwankungen der Grundzahlen. GRAUNT1 beobachtete, daB die Zahlen 
der Sterbefalle in London von Jahr zu Jahr viel geringere Schwankungen aufwiesen 
als diejenigen der umliegenden Landgemeinden. Er glaubte, den Grund dafur in 
dem verschiedenen Klima feststellen zu konnen. In Wirklichkeit war es so, daB die 
groBere Zahl der Sterbefalle in London die relative Bestandigkeit der Wesensform 
der Sterbefalle scharfer zum Ausdrucke brachte als die kleinen Zahlen der Sterbe­
falle in den Landgemeinden. Spatere Verfasser, z. B. HALLEy2, kannten aber schon 
den Grund der Erscheinung. HALLEY sagt, daB die Schwankungen in seinem nach 
dem Alter gegliederten Material der Sterbefalle in Breslau verschwinden wiirden, 
wenn man statt funfjahriger Durchschnitte 20jahrige Durchschnitte verwenden 
konnte. J. BERNOULLI schreibt in seiner Ars conjectandi (erschienen 1713, 7 Jahre 
nach seinem Tode) , es musse schon dem gewohnlichen Menschenverstande ein­
leuchten, daB aus einer groBen Anzahl von Beobachtungsfallen zuverlassigere 
Schlusse gezogen werden konnten als aus einer kleinen. Er erbrachte dann als 
erster in diesem Werke die Theorie der Glucksspielabweichungen. 

AuBer an den schwankenden Grundzahlen wurden die zufalligen Schwankungen 
besonders auch dort beobachtet, wo die Zergliederung des Stoffes eine regelmaBige 
Anordnung ergibt (wie in unserem Beispiel der KorpergroBe). Man konnte da deut­
lich beobachten, wie die groBen Schwankungen um die regelmaBige Form, die sich 
bei wenigen hunderten Beobachtungen ergaben, verschwanden, wenn viele Tau­
sende von Fallen zur Verfugung standen. Man konnte diese Beobachtung sowohl 
beim Vergleiche gleichartiger Gegenstande verschiedenen Umfangs, wie auch ver­
schiedenartiger Gegenstande verschiedenen Umfangs machen. Man siehe zu letzterem 
den oben S.26 angestellten Vergleich zwischen der zackigen Umrandung der Ver­
teilungsfigur von 906 Fallen in Abb. 3b auf S. 26 und der glatteren Umrandung der 
Verteilungsfigur in Abb. 7 auf S. 87 oder Abb. 5 auf S. 70. 

Natiirlich besteht kein Grund, die Annahme zufalliger Schwankungen auf sole he 
regelmaBige Gestaltungen einzuschranken, die nur bei Zergliederungen nach zahlen­
maBigen Merkmalen auftreten konnen. Wir mussen auch fUr Zergliederungen nach 
artmaBigen Merkmalen (z. B. nach dem Geschlecht) das Vorhandensein solcher zu­
falliger Schwankungen annehmen, was sich auch fur solche Stoffe in ahnlicher Weise 
wie in dem oben dargestellten Experiment erweisen laBt. 

Die empirische Geltung des Gesetzes der groBen Zahl in der Statistik, daB kleine 
Zahlen gewissen Schwankungen unterliegen, die in den groBen Zahlen mehr und mehr 
verschwinden, darf daher als erwiesen angenommen werden. Sie ist wohl auch kaum 
jemals bestritten worden. Anders ist es mit der wahrscheinlichkeitstheoretischen 
Begrundung, die die Parallelitat der statistischen Beobachtung mit der Beobach­
tung an den Glucksspielen behauptet. Hier ist vor aHem zweierlei festzustellen: 

1. ob fUr die lebendige Wirklichkeit ein solches Zusammenwirken einer Grund­
ursache und zahlreicher das Ergebnis mitbeeinflussender Nebenursachen ange­
nommen werden kann wie beim Glucksspielversuche, 

2. ob fUr die lebendige Wirklichkeit die drei oben (S.28) genannten Voraus­
setzungen der Glucksspiele als geltend angenommen werden durfen. 

1 Natural and Political Observations usw. 1662. 
2 An Estimate of the Degrees of the Mortality of Mankind usw., Phil. Trans. of the 

Royal Soc. of London, 1693. 
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Das Zutreffen der Parallele zu 1. geht ohne weiteres aus den oben (S. 21) an die 
Besprechung der Wesemstreuung geknupften Bemerkungen hervor. Ohne Zweifel 
besitzt jeder statistische Tatbestand einen wesentlichen Ursachenkomplex, der ihn 
zu bestimmen sucht: im obigen Beispiel der gelernten und ungelernten Arbeiter ist 
es das technische Bedurfnis der Wirtschaft nach dieser oder jener Art Arbeit in 
einem gegebenen Zeitpunkt, bei der Verteilung der Marktpreise einer Ware sind es 
die wirtschaftlichen Bestimmungsgrunde des Preises, bei der Verteilung der Korper­
groBe die Art der Erbmasse und die Art ihrer Vererbung usw. Raben wir nun oben 
(S. 19) zwischen statistischen Merkmalen (d. h. Merkmalen allgemeiner Art) undindi­
viduellen Verhaltnissen unterscheiden mussen, so mussen wir hier erkennen, daB die­
ser Einteilung durchaus entspricht die Einteilung in Ursachen allgemeiner Art (wesent­
liche Ursachen) und individuelle Beeinflussungen. Die Ursachen allgemeiner Art ent­
sprechen dem Mischungsverhaltnis in der Urne; sie bestimmen die Wesensform des 
Tatbestandes. Die individuellen Verh1iJtnisse stellen jene zahlreichen kleinen Ur­
sachen bei, die, bald positiv, bald negativ gerichtet, die Storungen von der Wesensform 
hervorrufen. Es zeigt sich also in diesem einen Punkt, daB wir die Parallele zwischen 
Glucksspielversuch und statistischer Beobachtung als berechtigt annehmen durfen. 

Es bleibt daher noch zu untersuchen, inwieweit die zu 2. genannten Voraus­
setzungen zutreffen. Auf sie soIl im weiteren - und zwar wegen der Umfanglich­
keit des Stoffes in einem besonderen Abschnitt - eingegangen werden. Rier sollen 
zunachst einige Problemstellungen besprochen werden, die sich unmittelbar aus den 
vorausgehenden Betrachtungen ergeben und die fUr die statistische Praxis von 
groBer Wichtigkeit sind. 

c) Einige Folgerungen flir die statistische Praxis. Wir knupfen an die oben auf 
S. 36 gemachte Feststellung an, daB die dreifache mittlere Abweichung, von der 
Wesensform aus gerechnet, uns mit einer fUr die Praxis durchaus genugenden Sicher­
heit die Grenzen angibt, bis zu denen zufallige Abweichungen zu erwarten sind. 
Auf dieser Feststellung beruhte die Beantwortung folgender Probleme: 

1. Wir haben uns uber eine statistische Verteilung eine apriorische Vorstellung 
gemacht, fur die wir nun Zahlenstoff gewinnen. Bestatigen diese Zahlen die apriori­
sche V orstellung ? 

Eine Bestatigung werden wir ohne Zweifel dann gewinnen, wenn sich die Ab­
weichung der Beobachtung von der Erwartung als im Rahmen der Zufallsgrenzen 
=t= 3 a liegend erweist, besonders, wenn dies bei mehreren Wiederholungen immer 
wieder zutrifft. Ubersteigt der Unterschied aber die Zufallsgrenzen, so ist die 
Annahme einer anderen Wesensform als der apriorisch angenommenen berechtigt. 

Beispiel. Wir nehmen eine Munze zur Rand und stellcn unter Berucksichtigung 
der gleichen Pragung auf beiden Seiten die Annahme auf, daB beim Wurf das Oben­
liegen von Schrift und Wappen gleich wahrscheinlich sei. Unter 1000 Wurfen hatten 
wir also 500 mal Wappen zu erwarten. In Wirklichkeit fanden wir bei einem 
1000maligen Wurf 485 mal Wappen. Wurde dadurch un sere Annahme widerlegt? 

Die mittlere Abweichung a betragt hier -V 1000 . i .! = 15· 8, 3 a = 47. Der 
wirklich beobachtete Unterschied von der Erwartung betrug 15. Er nahert sich dem 
einfachen a, betragt weniger als ein Drittel des dreifachen, liegt also zweifellos 
im Rahmen der Zufallsgrenzen. Unsere Annahme wurde durch die Wirklichkeit 
nicht widerlegt. 

Aufgabe 3. Nach der Mendelschen Regel sollen bei Kreuzung weiB- und rot­
bluhender Erbsen die Nachkommen sich im Verhaltnis von % rot- und % weiB­
bluhenden aufspalten. Unter 300 Nachkommen seien 86 weiBbluhende beobachtet 
worden. 1st die Mendelsche Erwartung widerlegt? 

2. Die zweite Problemstellung ist folgende: An zwei verschiedenen Orten oder 
am gleichen Orte zu verschiedenen Zeiten sind statistische Beobachtungen uber 
einen Tatbestand gemacht worden. Sind die Ergebnisse so wenig voneinander unter-
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schieden, da.6 sie als zufii.llige Abweichungen von einer gemeinsamen Wesensform 
betrachtet werden konnen, oder unterscheiden sie sich so stark voneinander, daB 
notwendigerweise das Vorhandensein zweier voneinander verschiedener Wesens­
formen angenommen werden mu.6 1 

Um diese Frage zu beantworten, ist es notwendig, zuerst iiber die vermutete 
gemeinsame Wesens£orm eine Annahme zu machen. Die wahrscheinlichste Annahme 
ist die des arithmetischen Mittels, und zwar, wenn 8 1 und 8 2 verschiedenen Umfang 
haben, des gewogenen arithmetischen Mittels der empirisch gegebenen Wahrschein­
lichkeiten P1 und P2 (vgl. dazu Abschnitt II, 8bOt). Wir erhalten demnach 

81P1 + 82P2 
Po = &;.+,;;-

und qo = 1 - Po. 
Von dieser vermuteten gemeinsamen Wesens£orm aus ware die mittlere Ab-

weichung der ersten Beobachtung av, = l/POqo, die der zweiten Beobachtung r 81 

av• = VPOqO . Nach einem algebraisch leicht zu beweisenden Satze1 ist die mittlere 
82 

Abweichung der Summe oder Differenz zweier Beobachtungen 

a = -ya~ + a~. 
Wir erhalten somit hier als mittlere Abweichung der Differenz der beiden Be­

obachtungen 

av = liPoqo + Poqo . r 81 82 

Es kommt nun darauf an, ob das so errechnete av, dreifach genommen, den Unter­
schied der beiden Beobachtungen P1 und P2 erreicht oder nicht. 1m ersteren FaIle 
ist die Annahme einer gemeinsamen Wesens£orm berechtigt, im zweiten nicht. 

Beispiel 2• 1m Jahre 1928 wurden von 33116 £lugplanma.6ig vorgesehenen 
Reisen 30424 oder 91,87% voIlstandig durchgefiihrt, im Jahre 1929 dagegen von 
26696 flugplanma.6ig vorgesehenen Reisen 24440 oder 91,55%. Kann der Unter­
schied der beiden verhaltnisma.6igen Anteile zufii.llig sein oder liegt ein wirklicher 
Riickgang vor 1 

81 = 33116, P1 = 0,9187. 
8 2 = 26696, PI = 0,9155, 

= 81Pl + 8gpS = 30424 + 24440 = 0 9173 
Po 81 + 82 59812 ,. 

qo = 0,0827, 
Poqo = 0,07586, 

Po qo = 0 000002291 
81' , 

Pogo = 0,000002842, 
82 

,-----

av = liPoqo + Poqo = -Y0,000005133 = 0,00227 = 0,227 %. r 81 82 

3 av = 0,68 %.; P1 - P2 = 0,32 %. 
Der Unterschied der beiden Prozente liegt also im Bereiche der Zufalls£ehler­

grenzen. Es ist somit kein Grund vorhanden, eine wesentliche Anderung des Ver­
haltnisses der durchgefiihrten zu den planma.6ig vorgesehenen Fliigen anzunehmen. 

1 Vgl. CZUBER: Statistische Forschungsmethoden S. 147ff. - YULE: An Introduction usw. 
8. Aufl. S. 277 fi. 

9 Statistisches Jahrbuch f. d. Deutsche Reich, 1930, 155. 
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Aufgabe 4. 1m Jahre 1928 waren unter 16089 gestorbenen 70jahrigen Personen 
im Deutschen Reiche 7822 oder 48,62% mannlichen Geschlechtes, im Jahre 1927 
unter 15492 7483 oder 48,30%1. Konnen die Unterschiede als zufallig gelten oder 
miissen sie als wesentlich angenommen werden 1 

3. Die Beantwortung der vorausgehenden Frage wird in der Regel mit einem 
groBen Grade von Wahrscheinlichkeit erfolgen konnen. Volle Sicherheit gewahrt 
die Antwort allerdings nur dort, wo der beobachtete Unterschied eine starke Uber­
schreitung der Zufallsgrenzen darstellt. Sind diese nur schwach iiberschritten, so 
muB die Moglichkeit offen gehalten werden, daB hier einer der seItenen FaIle (3 unter 
1000) vorliegt, in denen die Grenzen des dreifachen (1 auch von zufalligen Abwei­
chungen iiberschritten werden; sind die ZufaIlsgrenzen dagegen nicht iiberschritten, 
so bleibt immer noch die Moglichkeit einer in geringen Grenzen gehaItenen Ver­
schiedenheit der Wesensform bestehen. Uber diesen oder den vorausgehenden 
ZweifelsfaIl konnen nur wiederhoIte Beobachtungen GewiBheit schaffen. 

Bei einem groBeren Unterschiede der Wesensformen wird eine solche wieder­
holte Beobachtung natiirlich auch ohne aIle wahrscheinlichkeitstheoretischen Hilfs­
mittel nach einer groBeren Reihe von Beobachtungen GewiBheit geben, wenn wir 
immer wieder die eine Wesensform hoher als die andere finden. 

Hier kann aber ein neues, das dritte Problem auftauchen: Sind die Unterschiede 
der beiden bekannt verschiedenen Wesensformen groB genug, daB nicht einmal 
eine solche Lagerung eintrete, die eine gemeinsame Wesensform vortauschen 
konnte 1 Entsprechend dem geanderten logischen Ausgangspunkte ist hier ein etwas 
geandertes Verfahren am Platze. In Frage stehen nicht die Abweichungen von einer 
angenommenen gemeinsamen Wesensform, sondern die Abweichungen von den 
beiden gegebenen Ausgangspunkten, 

(1 = 1/P1Ql 
v. V 81 

und 

Die mittlere Abweichung des Unterschiedes PI - P2 betragt nach dem Obigen (S. 39) 

(1v = liPlQ1 + P2Q2 • 
V 81 82 

Auch hier berechnen wir 3 (1v und vergleichen diese GroBe mit PI - P2' woraus sich 
dann die Antwort ergibt. 

Beispiel. 
Der Knabenanteil von den Lebend- und den Totgeborenen im Deutschen Reiche 

in den Jahren 1920 bis 1928 2 • 

Darunter Knaben 

I 

Darunrer Knaben 
Jahr Lebend- Tot- --

geborene 

I 
Grund. 

I 
geborene Grund- i 

zahlen % 
I zahlen I % 

1920 1599287 827355 51,73 52306 29160 55,75 
1921 1560447 807687 51,76 50973 28282 55,48 
1922 1404215 725687 51,68 46678 26055 55,82 
1923 1297449 670024 51,64 42705 23776 55,67 
1924 1270820 656272 51,64 42805 23664 55,28 
1925 1292499 666667 51,58 43828 24443 55,77 
1926 1227900 632370 51,50 41519 23308 56,14 
1927 1161719 597765 51,46 38310 21454 

I 
56,00 

1928 1182815 609052 51,49 37962 21140 55,69 

1m Durchschnitt 
I I I 1920-1928 1333011 688098 51,62 44121 24587 55,73 

1 Statistisches Jahrbuch f. d. Deutsche Reich, 1930, 36f., 1929, 34f. 
2 Statistisches Jahrbuch f. d. Deutsche Reich 1930, 30f.; 1929, 28f.; 1928, 30f.; 1927, 

26f.; 1926, 23f., 29; 1924/25, 28ff., 41. 
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Es ergibt sich aus dieser Reihe ganz zweifellos, daB der Knabenanteil der 
Lebendgeborenen standig niedriger ist als derjenige der Totgeborenen (was wir aus 
den Beobachtungen nur eines Jahres leicht mit dem unter 2. geschilderten Ver­
fahren hatten dartun konnen.) Es erhebt sich nun die Frage, ob der Unterschied 
groB genug ist, daB nicht doch einmal die beiden Prozentzahlen als zufallige Ab­
weichungen einer gemeinsamen Wesensform erscheinen konnten. Wir gehen von 
dem neunjahrigen Durchschnitt unserer Beobachtungen aus und bestimmen danach 
PI und P2' berechnen dann die mittlere Abweichung des Unterschiedes P2 - PI 

V 0,2497 0,2467 
(1v = 1333011 + 44121 = 0,0024. 

3(1v = 0,0072, dagegen P2 - PI = 0,0411. Der Unterschied iibersteigt 3(1v um das Fiinf­
fache. Es besteht also wegen des groBen Unterschiedes keine Wahrscheinlichkeit 
einer solchen Gestaltung, daB PI und P2 jemals fiir zufallige Abweichungen einer 
gemeinsamen Wesensform gehalten werden konnten. 

4. So wie von der bekannten Wesensform aus die Zufallsgrenzen des dreifachen (1 
berechnet werden, d. h. die Grenzen, innerhalb deren eine in ihrer Abweichung nur 
vom Zufall bestimmte Beobachtung dieser Wesenform noch liegen kann, so be­
rechnet man umgekehrt von dem beobachteten Erfolg zuriick die Grenzen, inner­
halb deren die zugehOrige Wesensform liegend gedacht werden muB. Die fiir 
diese Grenzenberechnung beniitzten Formeln sind die gleichen, wie diejenige der 
Messung der Abweichungen der Wesensform, also ± 3(1 oder die oben (S. 35f.) er­
wahnte "wahrscheinliche Abweichung". Durch die Berechnung dieser Grenzen wird 
die "Sicherheit" einer statistischen Beobachtung hinsichtlich der GroBe mog­
licher zufalliger Abweichungen (allerdings nicht auch hinsichtlich anderer Ab­
weichungen von der Wesensform, z. B. durch Erhebungsfehler) bestimmt. Wenn 
wir z. B. beobachtet haben, daB von 5283 deutschen Facharbeitern der mechani­
schen und elektrischen Werkstatten im Jahre 1928 1270 oder 24,04% einen Brutto­
wochenverdienst von 55 bis 60 RM hatten, so ist diese Aussage wegen der ver­
haltnismaBigen Kleinheit der Zahlen nicht als endgiiltig anzunehmen, sondern es 
ist zweckmaBig, ihr die Zufallsfehlergrenzen in Gestalt von ± 3 (1v' das ist ± 1,76% 
beizusetzen. 

d) Die Wirkung des Fehlens der strengen Gliieksspielvoraussetzungen. IX) Vor­
bemerkungen. Die im Abschnitt b) dargelegte Theorie ist auf dem Boden der 
Gliicksspiele erwachsen, fuBt also ganz auf ihren Voraussetzungen: Gleich­
bleiben des Grundverhaltnisses (der Wesensform) von einer Serie zur andern, 
Aussichtsgleichheit der Beobachtungsfalle gleicher Wahrscheinlichkeit und Un­
abhangigkeit dieser voneinander. Nur wenn diese dreiVoraussetzungen zutreffen, 
gelten die oben aufgestellten Streuungsregeln der Gliicksspiele, die Wahrschein­
lichkeiten der einzelnen Erfolge nach der Binomialreihe oder dem Integralausdruck 

und die mittlere Abweichung dieser Streuung (1 = -V spq oder (1v = ~ 1 

Es ist nun von groBer Wichtigkeit zu untersuchen, welche Wirkung das Fehien 
einer dieser Voraussetzungen nach sich zieht; denn es ist anzunehmen, daB in der 
statistischen Wirklichkeit, fiir die wir diese mathematischen Betrachtungen nutz­
bar machen wollen, die reinen, klaren Voraussetzungen des Experimentes, hier des 
Urnenzuges, nicht in der gieichen Weise vorhanden sein werden. 

/3) Die lirulerung der Grundwahrscheintichkeit von Serie zu Serie. Die Bedingung 
des Gleichbleibens der Grundwahrscheinlichkeit durch den ganzen Versuchsab­
lauf setzen wir dadurch auBer Kraft, daB wir die erste Serie unter Walten der Wahr-

1 Fur die praktische Bewahrung dieser deduktiv gefundenen Regeln ist auch noch die For­
derung einer sehr groBen Zahl von Serien zu stellen. 
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scheinlichkeiten PI und ql' die zweite unter Walten der Wahrscheinlichkeiten P2 
und q2' ...... die n te unter Walten der Wahrscheinlichkeiten p" und q" ziehen, 
daB wir also von Serie zu Serie das Mischungsverhii.ltnis der Kugeln der Urne 
andern. 

Wir konnen dann die gesamten Serien hinsichtlich der in ihnen vorkommenden 
Erfolge als eine Gesamtmasse betrachten und zum Zwecke eines Vergleiches 
untersuchen, welche Streuung der Erfolg voraussichtlich gehabt hatte, wenn allen 
Serienziigen eine einheitliche Grundwahrscheinlichkeit, z. B. das arithmetische 

Mittel aller Serienwahrscheinlichkeiten Po = Pl + P2 + ... P., zugrunde gelegen 
n 

hatte, wenn die in Rede stehende Voraussetzung also nicht gestort gewesen ware. 
Die beistehende Abb. 4 hat keineswegs den Zweck einer streng mathematischen 
Ableitung, sondern solI nur der Veranschaulichung dienen. Wenn Po allein durch 

Up Up 

----+--~---'----+ ----
Po 

Abb. 4. Veranschaulichung der Wirkung des Schwankens von p von Serie zu Serie. 

aIle Serien wirksam ware, so hatten wir inGo (= -V sPoqo), das ist der mittlerenAb­
weichung, den schon bekannten Ausdruck fiir die GroBe der Streuung. Wenn aber 
Po selbst Schwankungen unterworfen ist, die ihren Ausdruck in G1' finden, so zeigt 
schon die zeichnerische Darstellung, daB die Streuung der gesamten Masse, dar­
gestellt durch a, groBer sein muB als ao' weil ja ao nicht von dem ruhigen Punkt Po, 
sondern von einem nach beiden Seiten entsprechend hinausgeschobenen Punkt 
wirksam wird, in der neuen Gesamtstreuung a also nicht nur die schon bei gleich­
bleibendem Po zu erwartende Streuung a 0' sondern noch eine durch die Eigen­
bewegung der Wahrscheinlichkeit hinzukommende Zusatzstreuung wirksam wird. 
Die mittlereAbweichung, die durch dieseHinausschiebung von Po bis an die Grenze der 
Pi erzeugt wird, ist, wie aus dem bereits Gesagten (S. 39) hervorgeht, a = -V ~ + G; . 
Daraus ergibt sich, daB der Wechsel der Grundwahrscheinlichkeit von Serie zu 
Serie die Streuung groBer macht, als wir sie nach den Gliicksspielregeln erwarten 
sollten. 

Der Ausdruck a = l' a~ + a; verdient noch eine nahere Betrachtung. Wenn wir 

ihn ausfiihren, erhalten wir G = 1 !Po qo + E (Po - Pi)2 • In diesem Ausdruck ist, wenn V 8 n 
wir einmal die Zahl der Serien n und die mit ihnen wechselnden Wahrscheinlich­
keiten Pi festgelegt haben, nur noch eine Veranderliche vorhanden, die Serien­
groBe 8. Es zeigt sich, daB bei sehr groBem 8 der erste Summand unter dem Wurzel­
zeichen sich Null nahert, a also iiberwiegen~ durch den zweiten Summanden, die 
Streuung der Pi, bestimmt wird. J e kleiner dagegen die SeriengroBe 8 wird, eine um so 
groBere Bedeutung erlangt der erste Summand fiir die GroBe von G. Bei sehr kleinem 
8 ist er der weitaus bestimmende Teil des Ausdruckes. Wir werden auf diese Fest­
stellung bei Besprechung der Verwendbarkeit von LEXIS' Dispersionskoeffizienten Q 
zuriickkommen. 

LEXIS bezeichnet die beiden Summanden des Wurzelausdrucks als die "un­
wesentliche" und als die" "physische" Schwankungskomponente, "unwesentlich" 
die erstere darum, weil sie auch ohne die zweite, die "physische" auftreten wiirde1 • 

Die Bezeichnung scheint uns im Sinne der oben angestellten Betrachtungen nicht 
ganz gliicklich gewahlt zu sein. 

1 LEXIS: Abhandlungen zur Theorie der Bevolkerungs- und Moralstatistik. S. 177. Jena 1903. 
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y) Die AU88icht8ungleichheit der einzelnen FaUe innerhalb der Serie. Unter Aus­
sichtsgleichheit der FaIle verstehen wir die Voraussetzung unseres Urnenzuges, daJ3 
innerhalb einer und der selben Serie aIle FaIle unter Wirkung der unverandert 
bleibenden Wahrscheinlichkeiten p und q gezogen wurden. 

Um den EinfluB der fehlenden Aussichtsgleichheit, also des Wechsels der Grund­
wahrscheinlichkeit innerhalb einer und derselben Serie, auf die GroBe der Streuung 
zu untersuchen, stellen wir uns zunachst eine sehr groJ3e Urne mit weiBen und 
schwarzen Kugeln in einem bestimmten MischungsverhaItnis Po, qo vor. Wenn 
wir aus dieser Urne eine groBe Anzahl von Serien ziehen, so werden die Er­
folge ohne Zweifel die normale Streuung der Gliicksspiele aufweisen. Wenn wir 
nun den Inhalt dieser groBen Urne in so viele kleinere Urnen fUllen, als die 
Serie Ziige enthalten solI, in der Weise, daB jede ein anderes Mischungsverhalt­
nis hat, und wenn wir nun diese Urnen auf ein laufendes Band stellen und in 
ihrer strengen Reihenfolge ihnen die zu ziehenden Kugeln (mit Zuriicklegen und 
Neumischen) entnehmen, und darin fortfahren, bis wir eine sehr groBe Anzahl von 
Serien auf diese Weise gebildet haben, und wenn wir dann die mittlere Abweichung 
(J aus dieser Serienreihe berechnen, so werden wir finden, daJ3 (J in diesem FaIle 
kleiner ausfallt als (J 0 im vorhergehenden FaIle. Es ist dies auch mathematisch von 
verschiedenen Verfassern gezeigt wordenl . Das Zuriickbleiben der Streuung hinter 
der reinen Zufallsstreuung laBt sich aber auch ohne mathematischen Beweis nicht 
unschwer begreifen, wenn wir die Bedingungen der beiden (J einander gegeniiber­
halten. In dem Normalfall der Gliicksspiele ist dem Zufall durch die gegebenen Be­
dingungen ein gewisser Spielraum fiir sein WaIten zugewiesen. Dieser Spielraum 
wird eingeschrankt, wenn wir den Inhalt der gesamten Urne irgendwie aufteilen, 
und die Ziige nun nach einer strengen Reihenfolge der Teilurnen durchfiihren. Es 
wird darum auch die Streuung in ihrer GroBe eingeschrankt sein. W ollten wir nun 
versuchen, mit den Teilurnen am laufenden Bande etwas dem Normalversuche 
unserer urspriinglich groBen Urne Gleichwertiges zu gestalten, so miiBten wir die 
Auswahl der Urnen, aus denen jeweils die Kugel zu ziehen ist, dem Zufalle iiberlassen, 
sie also entweder durch Losbestimmung oder mit verbundenen Augen oder sonst 
irgendwie willkiirlich wahlen. Dadurch, daB wir die Urnen zufliJlig wahlen, wird 
ideell das Ganze der Teilurnen wieder auf die urspriingliche Gesamturne zuriick­
gefiihrt. (Ebenso, wie wir uns umgekehrt in der Gesamturne ideell die Teilmassen 
vorstellen konnen, aus denen die Auswahl fiir den jeweiligen Kugelzug auch nur 
durch Zufall geschieht.) 

Wenn wir aus dem Vorausgehenden das Ergebnis ziehen, so haben wir zwei 
FaIle der Aussichtsungleichheit zu unterscheiden: den der konstant zusammen­
gesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit (laufendes Band mit strenger 
Reihenfolge) und den der Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent­
lichen Sinnell (laufendes Band mit zufalliger Reihenfolge). Nur im ersteren FaIle 
ergibt sich aus der Aussichtsungleichheit eine Wirkung auf die StreuungsgroJ3e: sie 
wird in diesem FaIle kleiner als die normale Gliicksspielstreuung, also unternormal. 
1m FaIle der gewohnlichen Durchschnittswahrscheinlichkeiten tritt dagegen keine 
Beeinflussung der Streuung ein: sie wird daher ebenso normal, als ob die Masse, 
in der die Streuung vor sich geht, gleichartig zusammengesetzt 
ware. Diese Erkenntnis ist fiir die praktische Statistik sehr wichtig, weil gleich­
artig zusammengesetzte Massen kaum jemals erreichbar sind. 

l)) Die Verbundenheit der FaUe. Wir hatten wieder eine Urne mit weiBen und schwar­
zen Kugeln in einem gewissen Mischungsverhaltnis pound q o. Wir zogen eine weiBe 
Kugel, legten sie aber nicht mehr zuriick. Ohne Zweifel wird dadurch das Mischungs-

1 v. BORTKIEWICZ: Kritische Betrachtungen zur theoretischen Statistik I. Conrads Jahr­
biicher 8, 3. F., S. 641ff. (1894). - YULE: Introduction. 8. Aufl., S.284. 

2 Bezeichnungen von v. BORTKIEWICZ: a. a. 0., S.650 u. 651. 
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verhaItnis der in der Urne verbleibenden Kugeln zu ungunsten der weiBen Kugeln 
verschoben. Die Wahrscheinlichkeit der weiBen Kugeln wird somit durch den Zug 
einer weiBen Kugel vermindert. Waren z. B. 10 Kugeln in der Urne, 4 weiBe und 
6 schwarze, so ware die Ausgangswahrscheinlichkeit fiirden Zug einer weiBenKugeI 4/1O; 
legen wir die Kugel aber nicht mehr zuruck und setzen die Ziehung fort, so ist die 
Wahrscheinlichkeit der weiBen Kugeln auf 3/9 herabgemindert. Es Hige also ein Fall von 
Verbundenheit vor, und zwar von negativer, d. h. durch das Eintreten des Ereignisses 
an einer weiBen Kugel ware die Wahrscheinlichkeit fur die anderen weiBen Kugeln 
herabgemindert. Stellen wir uns dagegen vor, daB in einer Urne sehr viele kleine 
Stahl- und Messingkugeln vorhanden sind, daB aber unter den Stahlkugeln eine 
Anzahl magnetisch sei, so wird es vorkommen, daB bei dem Zug einer Stahlkugel 
gleich noch eine oder mehrere andere Stahlkugeln mitgezogen werden. Ergreift 
somit die Hand eine magnetische Stahlkugel, so steigt fur die ubrigen Stahlkugeln 
die Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden. Wir haben den Fall einer positiven Ver­
bundenheit. 

Es laBt sich nun mathematisch beweisen1, daB positive Verbundenheit die Streu­
ung vergroBert, negative Verbundenheit sie verringert. Wir konnen uns von der 
Richtigkeit dessen auch schon in einer ganz primitiven Weise eine Vorstellung ver­
schaffen. Wir hatten eine Urne mit weiBen und schwarzen Kugeln, die aber infolge 
Verbundenheit sowohl der weiBen als auch der schwarz en Kugeln immer zwei und 
zwei aneinander klebten. Bilden wir Serien von je 100 Kugeln, so werden wir dazu 
offenkundig nur 50 Zuge brauchen; der Fall wird sich also so darstellen, als hatten 
wir eine SeriengroBe nicht von 100, sondern von 50 Fallen. Ohne Zweifel muB daher 
die mittlere Abweichung C1 gegenuber der mittleren Abweichung C1 0 des Normal­
falles groBer sein, und zwar um so groBer, je groBer die Verbundenheit ist. Um­
gekehrt, im FaIle negativer Verbundenheit, muBten wir, um einen der Grundwahr­
scheinlichkeit p gleichwertigen Erfolg zu erzielen, eine entsprechend groBere Anzahl 
von Ziehungen machen, denen wieder ein kleineres C1 entsprache als C10. 

8) Zusammen!assung. Wir haben somit erkannt, 
1. daB ein Schwanken der Grundwahrscheinlichkeit von Serie zu Serie die Streu­

ung vergroBert; 
2. daB die Aussichtsungleichheit innerhalb der Serien von verschiedener Wir­

kung ist, 
a) bei konstant zusammengesetzter Durchschnittswahrscheinlichkeit die Streu­

ung vermindert, 
b) bei der eigentlichen Durchschnittswahrscheinlichkeit sie unberiihrt laBt, 
3. daB die positive Verbundenheit der Beobachtungseinheiten die Streuung 

vergroBert, die negative die Streuung verkleinert. 
Diese Wirkungen konnen entweder vereinzelt auftreten - wenn nur eine Voraus­

setzung der Glucksspiele fehlt - sie konnen aber auch in Haufung auftreten, wenn 
zwei der Glucksspielvoraussetzungen oder alle drei fehlen. 1m FaIle der Haufung 
werden sich die Wirkungen verstarken, wenn sie gleichgerichtet sind, abschwachen, 
wenn sie entgegengesetzt gerichtet sind. In einem solchen Falle steht der Beurteiler 
gewissermaBen einer Gleichung mit mehreren Unbekannten gegenuber und muB 
darauf verzichten, die beobachtete Verschiedenheit des C1 von C10 den in Wirkung 
stehenden Ursachen genau zuzurechnen. Trotzdem ist die Betrachtung auch dann 
nicht wertlos, wei! sie dem Statistiker doch Hinweise fur die Beurteilung seines 
Stoffes gibt, auf die er sonst vielleicht nicht verfiele. 

C) Zutre!!en oder Nicktzutre!fen der Gliicksspielvoraussetzungen in der statisti­
scken Wirklickkeit. Wenn wir mit einer statistischen Masse experimentieren, d. h. 
aus dem Bestande der Zahlkarten zufallsbestimmte Serienzuge unter jedesmaligem 

1 Vgl. z. B. YULE: Introduction. 8. AmI., S.286. 
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Zuriicklegen der Karte veranstalten, so liegt es in unserer Hand, die reinen Gliicks­
spielvoraussetzungen dabei zu schaffen. Wir konnen aus der gut durchmischten 
Masse Serien ziehen, die untereinander die gleiche Grundwahrscheinlichkeit be­
sitzen und besitzen miissen, weil ja an der Masse auf dem Schreibtischregal von Serie zu 
Serie keine Anderung vor sich gehen kann; wir wahren dabei die Aussichtsgleich­
heit, da es immer eine und dieselbe Masse mit der gleichen Mischung ist, aus der die 
einzelnen Ziige erfolgen, die sich zu den Serien zusammensetzen; und es ist jede Ab­
hangigkeit der FaIle untereinander beseitigt - selbst wenn sie in Wirklichkeit be­
stiinde, da die FaIle im erwahnten Experiment als unabhangig behandelt werden. 
Natiirlich ist diese Herstellung der reinen Gliicksspielvoraussetzungen nicht unbe­
dingt notwendig. Wir konnen ebensogut das Mischungsverhaltnis unserer Masse 
von Serie zu Serie andern, konnen die Serien durch Ziige statt aus der Gesamt­
masse aus verschieden gemischten Teilmassen - und zwar wiederum entweder nach 
einer bestimmten Zwangsreihenfolge oder nach zufalliger Wahl- zusammensetzen, 
und schlieBlich den uns bekannten Verbundenheiten in entsprechender Weise Rech­
nung tragen. 

Bei der obigen Serienbildung aus der Masse der Mistelbacher Rekruten haben wir, wie be­
reits erwahnt wurde, nicht Serien in Analogie des Kugelzuges aus der Urne mit nachherigem 
Zuriicklegen der gezogenen Kugel, sondern Serien ohne dieses Zuriicklegen gebildet, so daJ.l 
wir damit die ganze Masse nach und nach ausgeschopft haben. Hatten wir keine Kenntnis der 
Wesensform gehabt, sondern die gegebene Masse als etwas Endgiiltiges hinnehmen und die 
Serienziige auf die Form der Gesamtmasse beziehen miissen, so hatte dieser Vorgang ohne 
Zweifel im Sinne einer negativen Verbundenheit wirken miissen. Nun waren wir aber in der 
Lage, iiber die Wesensform eine wahrscheinliche Annahme aufzustellen und die Serien auf 
diese Wesensform zu beziehen. Dadurch ist dem Experiment der Charakter des reinen Gliicks­
spieles gewahrt geblieben und wir hatten dazu den Vorteil, die gewonnenen Serienziige zum 
Aufbau der uns bekannten Masse verwenden zu konnen, also diese vermeintlich endgiiltige 
"Gesamtmasse" als ein vorlaufiges Durchgangsergebnis dartun zu konnen. 

Anders, als wenn wir mit der statistischen Masse experimentieren, liegen die 
Dinge, wenn sie uns von der Wirklichkeit dargeboten werden. Hier konnen wir 
weder die Voraussetzungen kiinstlich schaffen, sondern miissen die Massen nehmen, 
wie sie sind, noch konnen wir Vorhandensein oder Nichtvorhandensein der Voraus­
setzungen anders als im Ergebnis ihres Zusammenwirkens, also nicht in ihren ein­
zelnen Wirkungen, erkennen, konnen auch iiber das Vorhandensein oder Nichtvor­
handensein dieser Voraussetzungen nur mehr oder minder wahrscheinliche Ver­
mutungen aussprechen. 

Was nun zunachst die Voraussetzung des Gleichbleibens der Grundwahrschein­
lichkeit von Serie zu Serie, also von statistischer Masse zu statistischer Masse, an­
langt, so ist die Erfiillung dieser Bedingung sowohl bei zeitlich als ortlich als sach­
lich unterschiedenen Massen sehr selten anzutreffen. Das Leben ist vielgestaltig 
und in stetem Flusse begriffen, und es wird die zeitliche, ortliche oder sachliche An­
einanderreihung nur selten eine iibereinstimmende Wesensform mit nur zufalligen 
Abweichungen davon erkennen lassen. Auf solche FaIle nachgewiesener Uberein­
stimmung der Wesensform solI weiter unten bei der Darstellung der Lexisschen 
Dispersionslehro eingegangen werden. Von Gegnern der Anwendung wahrschein­
lichkeitstheoretischer Denkformen in der Statistik wird auf den engen Umkreis 
solcher FaIle besonders Nachdruck gelegt, weil daraus vermeintlich die geringe 
Bedeutung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Dankformen fiir die Statistik her­
vorgehe. Diese Aufassung ist durchaus irrtiimlich. Denn es ist unrichtig zu glauben, 
es sei minder wertvoll, die Verschiedenheiten der Wesensform mit einem scharfen 
MaBe festzustellen und zu messen, als ihre Ubereinstimmung zu ermitteln. Dabei 
haben diese Betrachtungen immer nur die auBere Zufallsstreuung im Auge, 
nich t die inn ere , der auch die einmalige statistische Masse unterworfen ist, 
bei der es gar keine Anderung der Grundwahrscheinlichkeit geben kann. Der voraus­
gegangene Abschnitt iiber die innere Zufallsstreuung diirfte dargetan haben, welche 
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groBe Bedeutung dieser fiir die Theorie der Statistik zukommt - und wenn die 
Wahrscheinlichkeitstheorie, ohne dabei irgend etwas an statistischen Massen zu 
messen oder zu berechnen, uns nur dazu verhiilfe, die innere ZufaIlsstreuung und 
das Gesetz der groBen Zahl zu verstehen, so hatte sie uns schon damit einen wert­
voIlen, ja schlechthin unersetzlichen Dienst geleistet. 

Was nun die zweite Voraussetzung der Gilltigkeit der Glucksspiele, die Aus­
sichtsgleichheit der einzelnen FaIle innerhalb der Serien, anlangt, so wird diese ohne 
Zweifel durch die Gleichartigkeit der FaIle begrundet. Zur Forderung der Gleich­
artigkeit aber sind wir schon oben (S. 14f.) auf anderem Wege gelangt, haben aber 
einsehen mussen, daB die Moglichkeit, gleichartige Massen zu bilden, beschrankt 
ist, so daB wir in der Statistik praktisch zumeist mit ungleichartigen Massen zu 
rechnen haben. Darin lage ein noch starkerer AusschlieBungsgrund fur die Gilltig­
keit der Glucksspielregeln als im vorhergehenden FaIle, da dieser AusschlieBungs­
grund auch fiir die innere Zufallsstreuung Geltung haben miiBte, wenn diese 
Gefahr nicht dadurch aufgehoben wiirde, daB die Ungleichartigkeit in der Regel 
uberhaupt keinen EinfluB auf die Massenstreuung nimmt (Fall der "Durch­
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne"), sondern nur dort, wo die un­
gleichartigen Massen in ihrer Beteiligung an der Durchschnittsbildung starr kon­
tingentiert sind. Solche Kontingentierung finden wir bisweilen, aber nicht oft im 
gesellschaftlichen Leben (Heereskontingent, kontingentierte Produktionsmengen, 
Steuerkontingent u. dgl.). 1m FaIle der kontingentierten Zusammensetzung von 
Durchschnitten wird eine Beeinflussung im Sinne unternormaler Streuung zu er­
warten sein, im FaIle der gewohnlichen Durchschnittswahrscheinlichkeit aber uber­
haupt kein EinfluB. 

Diese sehr wichtige Tatsache wird merkwiirdigerweise von einigen deutschen Verfassem 
vollstii.ndig iibersehen, und es wird auch die Unmoglichkeit der Erreichung vollstii.ndiger Gleich­
artigkeit der Massen als ein Grund gegen die .Anwendung der WahrscheinIichkeitstheorie in 
der Statistik zu Felde gefiihrt. 

Was nun die dritte Voraussetzung der Geltung der Glucksspielregeln, die Un­
verbundenheit der einzelnen FaIle untereinander, anlangt, so mussen wir feststeIlen, 
daB wir Verbundenheit bei manchen Ereignissen antreffen. T6tet ein Eisenbahn­
ungluck, eine Explosion, eine Epidemie, ein Hausereinsturz, eine Schlacht eine 
Person, so wird diese in der Regel nicht allein bleiben, sondern es werden in 
positiver Verbundenheit andere Personen mit in den Tod folgen. Ahnliche Schick­
salsgemeinschaften bilden Mehrlinge im Mutterleib oder bei der Geburt, kollektive 
Arbeitsgemeinschaften wie die Schiller einer Schulklasse, die Arbeiter einer Fabrik 
oder eines Betriebszweiges, die Bewerber um in beschrankter Anzahl ausgeschriebene 
Stellen usw. Die letztgenannte Verbundenheit bietet ein Beispiel negativer Ver­
bundenheit; denn jeder Erfolg eines der Bewerber vermindert die Wahrscheinlich­
keit des Erfolges der anderen. In negativer oder positiver Verbundenheit, je nach 
der Eigenart der Priifer, stehen Priifungskandidaten bei gleichzeitiger Priifung: 
Der Millerfolg eines ist bei weichherzigen Priifern geeignet, die Wahrscheinlich­
keit der ihm folgenden Kandidaten, gleichfalls einen MiBerfolg zu erleiden, zu ver­
ringern, bei nervosen Priifern, zu vergroBern. 

Diese Verbundenheiten sind indessen in der Regel nicht haufig und stark genug, 
um auf die Streuung statistischer Massen einen gr6Beren EinfluB zu nehmen. Sie 
miissen dem Statistiker aber trotzdem bekannt sein und von ihm gegebenenfalls 
berucksichtigt werden. 

e) Abschlie.8endes zum Gesetz der groBen Zahl. ex) Die Nichterfullung der 8trengen 
Gluck88pielvoraus8etzungen und da8 Gesetz der grof3en Zahl. Wir haben oben die Frage 
aufgeworfen, ob die Storungen der Voraussetzungen des reinen Glucksspielver­
suches in der statistischen Wirklichkeit auf die Gilltigkeit des Gesetzes der groBen 
Zahl einen solchen EinfluB nehmen k6nnen, daB es als gar nicht oder nur sehr ein-
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geschrankt wirksam zu denken ist. Wir haben zunachst erkannt, daB sich aus der 
Seltenheit der zeitlichen Bestandigkeit statistischer Wahrscheinlichkeiten kein 
Grund gegen die Geltung des Gesetzes der groBen Zahl ableiten laBt. Denn, wie 
schon oben (S. 21) erwahnt, darf die zeitliche Stetigkeit nicht als ein Begriffsmerk­
mal einer Wahrscheinlichkeit gefordert werden. Fassen wir aber den Wahrschein­
lichkeitsbegriff so, daB eine Wahrscheinlichkeit auch als nur einmalig wirksam ge­
dacht werden kann, so fallt damit der von den erwahnten Verfassern vorgebrachte 
Gegengrund weg. Es ist dann gleichgultig, ob eine Wahrscheinlichkeit in der Zeit 
unverandert bleibt oder nicht. Es bleiben dann nur zwei Grunde der Streuungs­
anderung ubrig: eine etwaige Verminderung der Streuung durch Kontingentierung 
der Teilmassen und eine Verminderung oder Vermehrung der Streuung durch negative 
oderpositive Verbundenheitder Masseneinheiten. Beide Ursachen tretenanBedeutung 
weit hinter der erstgenannten, hier auszuschaltenden, zuruck. Wenn sie aber trotzdem 
ins Spiel treten, so konnen sie grundsatzlich dem Walten des Gesetzes der groBen Zahl 
keinen Eintrag tun: ob die Streuung etwas groBer oder kleiner ist als die Normal­
streuung, Hauptsache bleibt, daB sie sich doch auch im Falle einer geanderten Streu­
ung in einer symmetrischen Weise anordnet, so daB die positiven und negativen 
Abweichungen einander mit dem Wachsen der Zahl mehr und mehr aufheben. Also 
nicht das Grundsatzliche im Walten des Gesetzes der groBen Zahl kann aufgehoben 
werden, sondern es wird nur die GroBe der Abweichungen erhoht oder vermindert. 
Das bleibt naturlich nicht ohne EinfluB dort, wo wir uns der dreifachen mittleren 
Abweichung 3 (J zur Ermittlung der Zufallsfehlergrenzen bedienen. 1st die Streuung 
der Wirklichkeit kleiner, so verschlagt das nichts. Wir haben dann in ± 3 (Jo eine 
Hochstgrenze der Zufallsabweichungen. 1st die Streuung der Wirklichkeit dagegen 
groBer, dann werden die durch ± 3 (Jo bestimmten Zufallsgrenzen unzuverlassig, 
da die Wahrscheinlichkeit eines zufalligen Uberschreitens groBer ist als 3 auf 1000. 
Wir mussen daher in einem solchen Falle, der bei Ausschaltung der Streuung der 
Grundwahrscheinlichkeit nur durch positive Verbundenheit erzeugt werden kann, 
wohl aufmerken mussen, gegebenenfalls durch Nachbildung der Wirklichkeit im 
Serienexperiment die GroBe des im besonderen FaIle vorliegenden (J zu ermitteln 
suchen. Keinesfalls ist aber dieser eine Fall geeignet, die allgemeine Giiltigkeit des 
Gesetzes der groBen Zahl zu widerlegen oder das Vertrauen in die Anwendbarkeit 
der Zufallsgrenzen ± 3 (Jo zu erschuttern. 

fJ) Die "zufdlligen" Erhebungs- und Bearbeitungsfehler. Eine weitere Bemerkung 
zum Gesetz der groBen Zahl ist noch in folgender Richtung zu machen. Die bei der 
Bearbeitung vorkommenden Aufnahme-, Rechen-, Schreib- usw. Fehler haben im 
allgemeinen hinsichtlich ihrer Richtung die gleiche Eigenschaft wie die zufalligen 
Abweichungen der Glucksspiele, dagegen naturlich nicht hinsichtlich ihrer GroBe. 
Das Gesetz der groBen Zahl wird in einem erweiterten, uneigentlichen Sinn im 
allgemeinen auch bei solchen Abweichungen, soweit sie nicht vereinzelt und mit 
groBen Abweichungsbetragen auftreten, als wirksam angenommen werden konnen. 

y) Die systematischen Erhebungs- und Bearbeitungsfehler. Nicht das gleiche gilt 
hinsichtlich der systematischen Erhebungs- und Bearbeitungsfehler. Besteht z. B. 
in einem Staate die Neigung, bei der Volkszahlung die Zahl der Minderheiten als 
geringer erscheinen zu lassen, als sie in Wirklichkeit ist, oder besteht - wie 
sehr haufig - bei den Einkommenssteuertragern die Neigung, ihr Einkommen 
geringer anzugeben, als es ist - so tritt zu den wesentlichen Ursachen, die die 
wahre Nationalitatenverteilung, die wahre Einkommensverteilung bestimmen, noch 
eine wesentliche Ursache hinzu, die diese wahre Wesensform entstellt. Diese 
neue Wesensursache geht mit ein in die Wesensform, wie sie sich dem Statistiker 
in der Wirklichkeit darbietet, wenn das Gesetz der groBen Zahl wirksam geworden 
ist. Dafiir, daB der Statistiker nicht die wahre Wesensform, sondern eine ent­
stellte dargereicht erhalt, ist naturlich nicht das Gesetz der groBen Zahl verant-
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wortlich zu machen. Es ist eine spatere Aufgabe, die durch den systematischen 
Fehler entstellte Wesensform auf die wahre Wesensform zuriickzufiihren. Diese 
Aufgabe kann jedoch nicht immer mit den Mitteln der Statistik, sondern oft 
nur mit denjenigen des jeweils behandelten Stoffgebietes gelOst werden. 

<5} Die Streuung der Grundzahlen ("absoluten Zahlen"). Auch die Grundzahlen, 
die unmittelbar den Umfang der betrachteten Masse ausdriicken, z. B. die Zahlen 
der EheschlieBungen, der Spareinlagen, der Verbrechen, unterliegen der Streuung, 
wie wir aus den monatlichen Schwankungen bei ihrer zeitlichen Nebeneinander­
reihung erkennen konnen. Bleibt dabei der den Umfang der Masse bestimmende 
Ursachenkreis unverandert, so werden etwa auftretende Schwankungen ohne 
Zweifel als zufallig anzusehen sein. Andert sich der Ursachenkreis, so ergibt sich 
naturgemaB eine wesentliche Anderung des Massenumfanges, wobei aber das Mit­
vorhandensein einer zufalligen Schwankung nicht ausgeschlossen ist. 

Die Mehrzahl der Erscheinungen der menschlichen Umwelt ist einem Wesens­
wandel unterworfen, weshalb wir nur selten in die Lage kommen, die Zufallsstreuung 
an einer zeitlichen Reihe absoluter Zahlen mit im allgemeinen unveranderter Hohe 
zu beobachten. Wir miissen uns hier in der Regel entweder mit einer Reihe von 
GroBen veranderlicher Wesensform behelfen, in der wir durch Ausgleichung die Wir­
kung der wesentlichen Anderung von derjenigen der zufalligen Schwankungen 
trennen (vgl. unten Abschnitt II, 4a), oder wir miissen uns bemiihen, in einem 
Experiment die gewiinschten Voraussetzungen zu schaffen, obzwar auch hier 
Fehlerquellen sich einschleichen konnen, die nicht leicht vorauszusehen sind. 

So konnte es scheinen, daB man, wenn man 1000 mal eine Handvoll Lotterie­
nummern aus dem Nummernbeutel (mit einem entsprechend groBen Inhalt) mit 
nachherigem Zuriicklegen der Nummern zieht, zu einer Haufigkeitsanordnung der 
gezogenen Erfolge gelangen miiBte, die der symmetrischen Anordnung der zufalligen 
Fehler vollkommen entsprache. Denn das Greifen mit der ausgestreckten Hand 
bietet durch das gleichzeitige Zusammenwirken von fUnf greifenden Fingern die 
Wahrscheinlichkeit des Zusammenwirkens zahlreicher Fehlerquellen mit verhaltnis­
maBig geringen Wirkungen. In Wirklichkeit fiihrte ein vom Verfasser durch­
gefiihrter Versuch von 1000 solchen Ziehungen nicht zu einer ganz symmetrischen, 
sondern zu einer etwas nach rechts verschobenen, also etwas unsymmetrischen 
Haufigkeitskurve. Die Untersuchung der Ziehungserfolge ergab, daB, in den ein­
zelnen Ziehungserfolgen durch die zufalligen Schwankungen iiberdeckt, in den 
Durchschnitten iiber mehrere aufeinanderfolgende Ziehungen aber deutlich hervor­
tretend, ein allmahliches Wachsen der Ziehungserfolge festzustellen war, offenbar 
hervorgerufen durch die mit der Ubung wachsende Geschicklichkeit der Hand, 
immer mehr Nummern zu fassen. Es hatte sich also in dem Kreis der wesentlichen 
Ursachen, zu denen hier auBer der GroBe des Beutels, der Zahl und Art der darin 
enthaltenen Nummern und der GroBe der greifenden Hand auch deren Geschick­
lichkeit gehorte, die letztere Komponente verschoben. Immerhin kann der Erfolg des 
Experimentes als eine Bestatigung der Erwartung angesehen werden, da wir den 
Grund der Abweichung von der symmetrischen Fehlerkurve erkannt haben. Wenn 
das Experiment in anderer Form durchgefiihrt wiirde, indem an Stelle der ver­
schieden greifenden Hand etwa ein GefaB gesetzt wiirde, mit dem aus dem Beutel 
in stets gleichbleibender Weise gescbOpft wiirde, diirfte eine groBere Stetigkeit der 
V oraussetzungen geschaffen werden. Allerdings diirfte man dann nicht Lotterie­
nummern schopfen, sondern etwa Schrotkorner, um die Vielheit der kleinen Ur­
sachen, die zu der Wirkung der wesentlichen Ursachen noch die Zufallswirkung 
hinzufiigen sollen, zu gewahrleisten. 

Desgleichen konnen wir folgende kleine Erhebung, die der Verfasser in der 
Wiener Stadtbahn angestellt hat, trotz der kleinen Zahl und der dadurch bedingten 
Unebenheiten als ganz lehrreich ansehen. Der Verfasser merkte an 29 aufeinander-
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folgenden Werktagen die Zahl der bereits im Wagen befindlichen und die der zu­
steigenden Fahrgaste des Triebwagens eines zu einer bestimmten Morgenstunde in 
der Haitestelle Ober-St. Veit einfahrenden Wiener Stadtbahnzuges vor. Die an der 
Wende von Winter und Fruhling begonnenen Aufzeichnungen muBten leider bald 
abgebrochen werden, da das Langer­
werden der Tage eine andere Tages­
einteilung der Fahrgaste, damit auch 
eine Verschiebung in dem bis dahin 
offenbar stetigen Ursachenkreis be­
furchten lieB. Das Ergebnis dieser 
Aufzeichnungen ist in dem neben­
stehenden kleinen Tabellchen nieder­
gelegt. 

Das Tabellchen ist z. B. in der 
Spalte 1 zu lesen: Die Zahl VOn 5 
Fahrgasten wurde unter den 29 ge­
machten Beobachtungen 3 mal an­
getroffen, die Zahl von 6 auch 3 mal, 
die VOn 7 2mal usw. Trotz der an­

Zahl der 
Fahrgaste 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

Haufigkeit des Vorkommens 
der links ausgewiesenen Zahlen 

im Wagen Be- . u~ e u-
1. fiir die bereits 12 f"" di Z 

findlichen gestlegenen 

3 
3 
2 
6 
5 
2 
4 
1 
2 
1 

4 
3 
2 
4 
9 
5 
1 

1 

scheinenden UngleichmaBigkeit dieser Haufigkeitsreihe wird der Kenner eine Hebung 
der FaIle in der Nahe des arithmetischen Durchschnittes von 8,8 Personen be­
obachten. Dies wird noch deutlicher, wenn 
wir die Haufigkeitszahlen in Obergruppen Zahl der angetroffenen Haufigkeit des 
(vgl. unten Abschnitt II, 13b) zusammen- Fahrgaste Vorkommens 
fassen. (S. nebenstehende Tabelle). 

In dieser Zusammenfassung tritt die 
symmetrische Anordnung der FaIle deut­
licher hervor. Eine ahnliche Zusammen-
fassung der zweiten Reihe der zusteigen-

5 -7 Personen 
8-10 

11-13 
14 

" 
8 

13 
7 
1 

den Personen, bei der wir aber, da der arithmetische Durchschnitt bei 8,2 Personen 
liegt, die Zahl 8 (nicht wie oben die Zahl 9) in die Mitte nehmen mussen, ergibt 
die nebenstehende Anordnung. 

Wenn wir, um auf gri:>Bere Zahlen zu Zahl der zugestiegenen Haufigkeit des 

kommen, die Abweichungen vom arithme-
Fahrgaste Vorkommens 

tischen Mittel beider Beobachtungsreihen 
zusammenfassen, was zwar wegen des 
kleinen Abstandes der beiden arithmeti­
schen Mittel (0,6) nicht ganz korrekt, aber 

5 od. 6 Personen 
7-9 

10-12 
14 

7 
15 
6 
1 

fur eine rohe Betrachtung doch zulassig ist, so gelangen wir zur folgenden Zu­
sammenstellung: 

GroBe der Abweichung vom 
arithmetischen Mittel (ohne 
Hinblick auf das Vorzeichen) 

bis 1 Person . 
uber 1 " 2 Personen . 

" 2 " 3 
3 " 4 
4 " 5 
5 6 " 

Zahl der Abweichungen 

nach unserer 
tatsachlichen 
Beobachtung 

24 
11 
11 
8 
2 
2 

nach der 
theoretischen 

Erwartung 

20,7 
16,0 
11,8 
4,5 
3,9 
0,9 

Wir haben hier neben unsere beobachteten Zahlen diejenigen gestellt, die wir 
nach der Theorie der zufalligen Messungsfehler zu erwarten hatten (vgl. dazu Ab-

Winkler, Theoretische Statlstlk. 4 
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schnitt II, lOb und c). Die Annaherung der wirklich beobachteten an die theoretisch 
erwartungsmaBigen Abweichungen ist so groB, als wir sie bei 58 Beobachtungen 
iiberhaupt erwarten konnen. Jedenfalls geht aus den Zahlen - wie schon aus der 
obigen Bildung von Gruppen - der Typus der Beobachtungsreihe als einer dem 
Fehlerstreuungsgesetz unterliegenden deutlich hervor. 

Es zeigt sich somit, daB eine statistische Masse auch nach ihrem auBeren Um­
fange nichts Endgiiltiges, Feststehendes ist, sondern daB sie, auch wenn der ihren 
auBeren Umfang bestimmende Ursachenkomplex stetig ist, das Gesetz der Streuung 
zufalliger Fehler befolgt. W ollten wir also die wahre, schwankungsbefreite GroBe 
der Erscheinung ermitteln, so miiBte uns immer eine groBere Anzahl von zeitlich 
aufeinanderfolgenden Beobachtungen iiber die gleiche statistische Masse zur Ver­
fiigung stehen, aus denen wir den arithmetischen Durchschnitt als die vermutliche 
wahre GroBe der Erscheinung ermitteln wiirden. Durch den Nachweis des Zufalls­
charakters der Abweichungen ist auch hinsichtlich dieser Abweichungen das Gelten 
des Gesetzes der groBen Zahl erwiesen. Ganz ahnlich, wie in der zeitlichen Langs­
richtung unserer beiden Beispiele die zufalligen Abweichungen einander aufheben 
und, im zeitlichen Durchschnitte, zu einer der Wesensform der GroBe der Masse 
besser angenaherten Zahl fiihren, so miissen wir uns auch das Wirken der Ab­
weichungen der Teilmassen einer Gesamtmasse bei ihrer Aufsummierung zur Ge­
samtmasse vorstellen. Es zeigt sich somit, daB das Experiment der Zerlegung einer 
Masse in zufallsbestimmte Teile auch hinsichtlich des Massenumfanges durchfiihrbar 
ist und daB die Aufsummierung der Teilmassen zu einem ahnlichen Ergebnis in der 
Gesamtmasse fiihren muB wie oben: daB namlich kleine Massen auch hinsichtlich 
ihres Umfanges den zufalligen Schwankungen in starkerem MaBe ausgesetzt sind 
als groBe. Beispiel: Eine Fabrik hiitte eine Anzahl grundsatzlich gleich groBer 
Abteilungen, deren Arbeiterzahl von den gleichen Ursachenkreisen bestimmt 
wiirde. Die zufalligen Schwankungen der Arbeiterzahl der einzelnen Abteilun­
gen werden verhaltnismaBig starker sein als diejenigen der Gesamtarbeiterzahl 
der Fabrik. 

Wir haben also ein ganz allgemeines Gesetz der groBen Zahl, das nicht nur 
fiir die in Wahrscheinlichkeiten und anderen MaBzahlen ausgedriickten Eigen­
schaften, sondern auch fiir den Umfang der statistischen Massen in ganz allgemeiner 
Weise gilt. 

s) Da8 Ge8etz der grofJen Zahl und der freie Wille. Nicht selten in der deutschen 
Literatur begegnen wir dem Einwand, daB die Geltung des Gesetzes der groBen Zahl 
und die Anwendbarkeit wahrscheinlichkeitstheoretischer Denkformen in der Sta-' 
tistik iiberhaupt nur dort zugegeben werden konne, wo es sich um Tatbestande 
handle, die der menschlichen Willkiir entzogen seien. Wo aber die menschliche Will­
kiir auf die Tatbestande einen EinfluB nehme, sei die Anwendbarkeit wahrschein­
lichkeitstheoretischen Denkens ausgeschlossen. 

Diese Auffassung beruht auf einer vollstandigen Verkennung der Rolle, die das 
wahrscheinlichkeitstheoretische Denken in der Statistik spielt. Es liegt darin in 
keiner Weise etwa die Einschmuggelung einer deterministischen Auffassung von der 
menschlichen Willensfreiheit, sondern eine rein formale Art, die Massenerschei­
nungen iiberhaupt, auch diejenigen der menschlichen Gesellschaft, zu verstehen. 
Das Gesetz der groBen Zahl in seiner wahrscheinlichkeitstheoretischen Fassung be­
sagt nur, daB an den statistischen Massen neben allgemeinen ausschlaggebenden 
Ursachen auch individuelle Einfliisse wirksam werden, die die Wirkung der ersteren 
in kleinen Zahlen entstellen. tiber die Art dieser wesentlichen Ursachen maBt sich 
die Statistik selbst kein Urteil an, sondern iiberlaBt das der zustandigen Stoff­
wissenschaft. Natiirlich wird diese, wo ein menschliches Handeln auf die zu er­
fassende Tatsache nach Art der erwahnten allgemeinen, ausschlaggebenden Ur­
aachen einen EinfluB nimmt, dieses menschliche Handeln als zu den wesentlichen 
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Ursachen geh6rig, also die Wesensform del' Erscheinung ganz odeI' mitbestimmend, 
betrachten miissen. Die Frage del' Freiheit odeI' Unfreiheit des menschlichen Willens 
wird dabei iiberhaupt nicht gestellt. 

Das Gesetz del' groBen Zahl ist also zunachst eine Erfahrungstatsache; seine 
wahrscheinlichkeitstheoretische Erklarung ist eine formale Theorie und ein Stiick 
del' statistischen Theorie iiberhaupt; seine praktische Anwendung ein Teil del' sta­
tistischen Verfahrenslehre. 

4. Die Lexissche Dispersionstheoriel. 
a) Das formale Verfahren. Wir haben im vorausgehenden (S. 33) erkannt, daB 

die ZufaIlsstreuung del' Gliicksspiele nur ein Sonderfall del' Streuung iiberhaupt ist, 
und zwar ein an strengere Bedingungen gebundener Sonderfall. Es ist daher nahe­
liegend, diesen in seinen Bedingungen genau umschriebenen Fall als MaB anzusehen 
und von ihm aus jede andere Streuung zu beurteilen. Wir waren schon oben (S. 35) 
in del' Lage, eine gegebene Streuung mit del' Gliicksspielstreuung zu vergleichen. 
Diesel' einfache Gedankengang fiihrt zu dem Lexisschen Dispersionskoeffizienten 

(1 
Q =-~ 

(10 

odeI' auch, in del' Lexisschen Ausdrucksweise, Q = ~~, worin h wie oben (S. 36) er-

wahnt worden ist, 1_ bedeutet. JenachdemQ = 1, > 1 odeI' < l,sprichtLExIsvon 
(1Y2 

normaler, iibernormaler odeI' unternormaler Streuung (Dispersion). Del' Wert solcher 
Berechnungen liegt darin, fiir eine Vielheit von Beobachtungen nicht nul' die Tat­
sache del' Gleichheit odeI' Verschiedenheit del' Wesensform festzustellen, sondern 
auch im FaIle del' Verschiedenheit den zahlenmaBigen Grad zu erfassen. Dabei ist 
allerdings zu beachten, daB Q, soweit es die Anderung del' Wahrscheinlichkeit von 
Serie zu Serie miBt, aus den auf S. 42 angefiihrten Griinden die "physiologische 
Massenkonstante" nur bei groBem Serienumfang 8 zur Geltung bringen kann, 
wahrend bei kleinem 8 die zufallige Komponente iiberwiegt, was dahin wirkt, 
daB wir bei kleinem 8 auch bei sich andernder Serienwahrscheinlichkeit normale 
Dispersion antreffen k6nnen. In dies em FaIle versagt also das MaB Q. 

Annahernd normale Dispersion hat LEXIS an folgenden Verteilungen festgesteIlt2 : 

Geschlechtsverhaltnis der Geborenen, Geschlechtsverhaltnis del' Gestorbenen be­
stimmter Altersklassen, Anteil der Ehelichen unter den Totgeborenen und den Ge­
storbenen im Alter von 0 bis 2 Jahren, Verhaltnis del' Zwillingsgeburten mit Ge­
schlechtsgleichheit zueinander. 

1 LEXIS, W.: Abhandlungen zur Theorie der Bevolkerungs- und Moralstatistik. Jena: 
Gustav Fischer 1903. - Zur Theorie der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesellschaft. 
Freiburg 1877. KNAPP, G. F.: Quetelet als Theoretiker, in: Jahrbiicher fiir NationalOkonomie 
und Statistik 18, I. F. Jena 1872. Auch in KNAPP: Einfiihrung in einige Hauptgebiete der 
Nationalokonomie. Miinchen: Duncker & Humblot 1925. v. BORTKIEWICZ, L.: Die Theorie 
der Bevolkerungs- und Moralstatistik nach LEXIS, in Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und 
Statistik 27, III. F., S.230ff. ZIZEK, F.: Die statistischen Mittelwerte. Eine methodologische 
Untersuchung. Leipzig: Duncker & Humblot 1908. v. BORTKIEWICZ, L.: Homogeneitat und 
Stabilitat in der Statistik, in: Skandinavisk Aktuarie tidskrift, H. 1/2. Uppsala 1918. - Die 
Dispersion der Knabenquote bei Zwillingsgeburten, in: Zeitschrift fiir schweizerische Statistik 
und Volkswirtschaft 56, H.2 (1920). TSCHUPROW, AL. A.: 1st die normale Stabilitat empirisch 
nachweisbar? in: Nordisk Statistisk Tidskrift 1, 369ff. (1922). 

2 LEXIS, W.: Zur Theorie der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesellschaft, S. 46ff. 
66ff. Freiburg i. Br. 1877. - Abhandlungen zur Theorie der Bevolkerungs- und Moralstatistik, 
S. 198ff. Jena 1903. 

4* 
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-

Beispiel: 
Anteil der 166 bis 170 em GroBen unter den arztlieh untersuehten 

Stellungspfliehtigen des Militarterritorialbezirkes Wien in den 
Jahren 1892 bis 19121. 

r~dOC Darunter Antell der 166 bis Abweiehung vom Quadrat der 
Jahr ntersuehten der waren 166bis 170em GroBen an Durehsehnitt Abweiehung 

ersten Alters- 170 emgroB der Gesamtzahl 1882 bis 1912 
klasse der Untersuehten }. }.2 

---
I 2 3 4 5 6 

1892 27259 7871 0,289 - 0,008 0,000064 
1893 27861 8280 0,297 0,000 0,000000 
1894 30337 8842 0,291 - 0,006 0,000036 
1895 31246 9017 0,289 - 0,008 0,000064 
1896 30861 9202 0,298 0,001 0,000001 
1897 31060 9174 0,295 - 0,002 0,000004 
1898 31574 9568 0,303 0,006 0,000036 
1899 32032 9488 0,296 - 0,001 0,000001 
1900 33015 9478 0,287 - 0,010 0,000100 
1901 31798 9652 0,304 0,007 0,000049 
1902 32651 9679 0,296 - 0,001 0,000001 
1903 33881 10011 0,295 - 0,002 0,000004 
1904 34199 10200 0,298 - 0,001 0,000001 
1905 34387 10096 0,294 - 0,003 0,000009 
1906 33906 9419 0,278 - 0,019 0,000361 
1907 34565 9998 0,289 - 0,008 0,000064 
1908 35220 10465 0,297 0,000 0,000000 
1909 34855 10793 0,310 0.013 0,000169 
1910 35397 11052 0,312 0,015 0,000225 
1911 34399 10627 0,309 0,012 0,000144 
1912 37642 11350 0,302 0,005 0,000025 
Summe 688145 204262 - - 0,001358 

Durchschnitt 32769 9727 0,297 - -

p = 0,297, 

q = 0,703, 

8 = 32769 

0'0 = Jfif = V032~~;:1 = -V0,0000063716 = 0,002524. 

E ;'2 = 0,001358, 

n = 21 

1/ E }.2 2 
0' = r n __ 1 = l' 0,00006790 = 0,008240 , 

Q = .!!.- = 0,008240 = 3 26 
Uo 0,002524 ,. 

Die Dispersion ist iibernormal, was wir nicht ohne weiteres unseren ziemlich 
Antell der schwankenden Zahlen entnehmen konnten. Die Er-

Durehsehnitt 166 bis 170 em klarung finden wir, durch diesen Hinweis aufmerk­
der Jahre; 

GroBen sam gemacht, in dem durch die zufalligen Schwan-
-1-8-9-2---1-8-98-+------ kungen iiberdeckten langsamen Wachsen des An-

1899-1905 g:;~: teils der 166 bis 170 cm GroBen, zusammenhangend 
1906-1912 0,300 mit dem auch im Deutschen Reiche beobachteten 

1 Quelle: Militarstatistisehe Jahrbiieher, Jahrgange 1892 bis 1912. Wien. 
2 V gl. FuBnote 1 auf S. 34. 
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Wachsen der Bevolkerung. Befreien wir unsere Zahl durch Zusammenfassung von 
den zufalligen Schwankungen, so tritt diese wesentliche Verschiebung deutlich her­
vor (s. Tab. S. 52 unten). 

Aufgabe 5. Die folgende Reihe der im ersten Lebensjahr ehelich Gestorbenen 
im Deutschen Reich, 1901 bis 19141, ist auf ihre Dispersion hin zu untersuchen. 

Jahr Insgesamt darunter ehelich Jahr I Insgesamt darunter ehelich 

1901 420223 361745 1908 359022 308680 
1902 370799 321055 1909 335430 288202 
1903 404523 351086 1910 311458 267171 
1904 397781 344972 1911 359522 308765 
1905 407997 353342 1912 275571 234544 
1906 374636 324592 1913 277196 235272 
1907 351046 302920 1914 297382 252844 

b) Die statistische Bestandigkeit, Gesetzma8igkeit, Regelma8igkeit 2• Das formale 
Verfahren d~r Streuungsforschung ist von LEXIS nahezu ausschlieBlich in den Dienst 
des Studiums zeitlicher Bestandigkeit statistischer Tatbestande gestellt worden, 
d. h. des Studiums, ob sich die Wesensursachen statistischer Tatbestande im Laufe 
der Jahre als bestandig erwiesen oder nicht. LEXIS und seine Schiiler untersuchten 
so eine Reihe von statistischen Wahrscheinlichkeiten und gelangten dabei zu der 
Erkenntnis, daB zeitliche Bestandigkeit statistischer Wahrscheinlichkeiten die Aus­
nahme, die Anderung dagegen die Regel bildet. DaB die Lexisschen Forschungen 
diese Richtung nahmen, ist geschichtlich vollstandig verstandlich. Kurz vor LEXIS 
war QUETELET mit seinen aufsehenerregenden Behauptungen einer physique sociale, 
der NaturgesetzmaBigkeit der gesellschaftlichen Massenerscheinungen auf den Ge­
bieten korperlicher, geistiger und seelischer Eigenschaften des Menschen, aufgetreten. 
Darin lag die Annahme der Bestandigkeit aller gesellschaftlichen Massenerschei­
nungen. Es ist bekannt, daB QUETELET als einer der ersten wahrscheinlichkeits­
theoretische Erwagungen auf dem Gebiete der Statistik angestellt hat und daB er 
sich, von einigen Anfangserfolgen auf dem Gebiete der Anthropologie bestimmt, zu 
einer phantastischen Verallgemeinerung der dort gewonnenen Erkenntnisse ver­
fiihren lieB. Die Zeit unmittelbar vor LEXIS' ersten Untersuchungen zu diesem 
Gegenstand stand ganz unter dem Einflusse QUETELETS (vgl. A. WAGNER, G. V. MAYR 
u. a.). Es ist das auBerordentliche Verdienst LEXIS', QUETELETS Anschauungen 
griindlich und wissenschaftlich einwandfrei widerlegt und eine der Wirklichkeit ent­
sprechende Theorie des Zeitverhaltnisses der gesellschaftlichen Massenerscheinungen 
aufgestellt zu haben. Die Widerlegung der Annahme einer absoluten Bestandigkeit 
der allermeisten gesellschaftlichen Erscheinungen schlieBt natiirlich nicht aus, daB 
es eine verhaltnismaBige Bestandigkeit in allen biologischen und sozialen Erschei­
nungen des menschlichen Lebens gibt. Der Stamm der Bevolkerung bleibt im we­
sentIichen von Jahr zu Jahr gleich und andert sich nur allmahlich durch Geburten, 
Sterbefalle und Wanderungen. Die Kinder iibernehmen die Rechtsordnung, die 
Sitten und Anschauungen ihrer Vater, so daB gesellschaftliche Anderungen im all­
gemeinen nur ganz allmahlich sich entwickeln (Ausnahme: Kriege, Revolutionen). 

1 QueUe: Monatshefte zur Statistik des Deutschen Reichs 16, I, S.158 (1907); 17 I, 
S.124 (1908); Statistik des Deutschen Reichs 223, 35*; 236, 33*; 275, 75*; 276, LXV. 

2 QUETELET, A.: Sur l'homme et Ie developpement de ses facultes, ou essai de physique 
sociale, 2 Bde. Paris 1835. Deutsch von DORN, 19 U. 20 der Sammlung sozialwissenschaftlicher 
Meister. Jena 1914 u. 1921. WAGNER, A.: Die Gesetzma13igkeit in den scheinbar willkiirlichen 
menschlichen Handlungen. Hamburg 1864. RfrMELIN, G.: Ober den Begriff eines sozialen Ge­
setzes, 1867, in Reden und Aufsatze, 1. Freiburg u. Tiibingen 1875. v. MAYR, G.: Die Gesetz­
ma13igkeit im Gesellschaftsleben. Miinchen 1877. LEXIS, W.: Artikel "Gesetz (im geseUschaft­
lichen und statistischen Sinne)", im Handworterbuch der Staatswissenschaften, 4. Aufl. GUM­
BEL, J.: Vom Sinne statistischer Gesetze, in Dtsch. St. Zentralblatt 1922. 
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Auf diese verhii.ltnismaBige biologische und soziale Bestandigkeit der Bevolkerung 
hat LEXIS mit Nachdruck hingewiesen und sie der von QUETELET angenommenen 
absoluten, naturgesetzmaBigen gegeniibergestellt. Fiir die praktische Statistik ist 
diese Eigenschaft der Bevolkerung besonders wichtig, da durch sie jede statistische 
Zahl, die sich wegen der Dauer der statistischen Aufarbeitung ja immer nur auf 
einen zuriickliegenden Zeitpunkt beziehen kann, auch fiir die Gegenwart und nahe 
Zukunft Sinn und Wert erhalt. 

Mit dieser verhaltnismaBigen zeitlichen Bestandigkeit, die wir im allgemeinen 
an allen statistischen Entwicklungen beobachten, ist nicht zu verwechseln die Regel­
maBigkeit der statistischen Formen, die sich bei der Darstellung sachlicher sta­
tistischer Reihen (siehe dort) vielfach ergibt. Ihrer ist auch hier Erwahnung zu tun, 
einmal, weil solche RegelmaBigkeiten, wie oben auf S.26 gezeigt, erst durch das 
Gesetz der groBen Zahl zum Vorschein kommen, dann, weil der Begriff "Regel­
maBigkeit" in der Statistik vielfach mit demjenigen der Bestandigkeit verwechselt 
wird und dieser wieder, infolge einer Verwechslung der Lexisschen Streuungsunter­
suchungen an zeitlichen Reihen mit dem Tatbestande des Gesetzes der groBen Zahl, 
mit diesem Gesetze in Verbindung gebracht wird. Wir haben zwei Dinge streng zu 
unterscheiden: 

1. den Tatbestand des Gesetzes der groBen Zahl, durch den die Wesensform der 
Erscheinungen klargelegt wird. Diese Wesensform kann bei zahlenmaBigen Merk­
malen eine regelmaBige Gestalt haben (Beispiel der KorpergroBenverteilung, der 
Altersgliederung der Heiratenden, der Einkommensverteilung usw.), muB es aber 
nicht (Beispiel der artmaBigen Merkmale, z. B. Geschlechtsgliederung der Ge­
borenen, Konfessionsgliederung der Bevolkerung, u. dgl.); 

2. durch die Lexisschen Streuungsuntersuchungen an zeitlichen Reihen hat 
sich gezeigt, daB zeitliche Bestandigkeit der Wesensform ein seltener Ausnahme­
fall, Veranderung die Regel ist. Diese Veranderung geht aber meistens nur langsam 
vor sich ("verhaltnismaBige biologische und soziale Bestandigkeit der Bevolkerung".) 

c) Das "Gesetz der kleinen Zahlen". Die Glieder der Binomalverteilung (p + q)B 
nehmen, wenn die SeriengroBe 8 sehr groB, die Ereigniswahrscheinlichkeit p sehr 

klein wird, die Gestalt an Will = m" e,-m, worin Will die Wahrscheinlichkeit des Er-
x. 

folges x, m das Produkt 8p (dem empirisch das arithmetische Mittel der Beobach­
tungen nahekommt) und e die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeuteP. 
v. BORTKIEWICZ hat fiir die verschiedenen m von 0,1 bis 10,0 Tafeln der WID berechnet 
und gezeigt, daB die hier in Betracht kommenden seltenen Ereignisse (Selbstmorde 
von Kindern, Selbstmorde in kleinen Staaten, todliche Unfalle u. dgl.) eine nahe 
Anpassung an die Erwartung nach der genannten Formel zeigen, also eine normale 
Streuung aufweisen2• v. BORTKIEWICZ erklart diese auffallende Erscheinung unter 
Beziehung auf die auf S.42 erwahnte Tatsache damit, daB in den kleinen Ereig­
nissen eine Beschrankung des Beobachtungsfeldtls wirksam geworden sei. Diese Er­
klarung wie auch andere Punkte der v. Bortkiewiczschen Darstellung sind Gegen­
stand weitreichender Auseinandersetzungen gewesen3• Auch uns scheint die Er­
klarung der Erscheinung nicht stichhaltig zu sein; denn die auf S. 42 erwahnte Tat­
sache bezieht sich auf die GroBe des Serienumfang es 8, nicht diejenige der Ereignis-

1 POISSON: Recherches sur la probabilite des jugements, Nr 81, S.205-207. Paris 1837. 
2 Das Gesetz der kleinen Zahlen. Leipzig 1898. 
3 WHITTAKER, LuoY: On the Poisson Law of Small Numbers, Biometrika 10, 36ff. (1914/15). 

v. BORTKIEWIOZ, L.: Realismus und Formalismus in der mathematischen Statistik. Allg. 
stat. Archiv 9, 225ff. (1915). GINI, C.: La legge dei piccoli numeri, Giornale degli Economisti 
31), 758ff. (1907/2). - La Regolacita dei fenomeni raci. ebda. 36, 207ff. (1908). BRESOIAN!, C.: 
A proposito della "legge dei piccoli numeri". ebda. 36,357 (1908). v. BORTKIEWICZ, L.: La legge 
dei piccoli numeri. Chiarimenti. ebda. 37, 415ff. (1908). GINI, C.: Su la legge dei piccoli numeri 
e la regolarita dei fenomeni rari. ebda. 37, 649ff. (1908). 
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zahl E. Wir sind eher der Meinung, daB die Erklarung des Gesetzes der kleinen 
Zahlen mit einer anderen, gleichfalls von v. BORTKIEWICZ aufgezeigten Tatsache1 

zusammenhange: daB in einem ungleichartig zusammengesetzten Ganzen die 
Streuung kleiner ausfalle, als wir sie nach der Formel tiber die Streuung bei 
schwankender Grundwahrscheinlichkeit (0' = Ya~ + 0';, S.42) erwarten sollten, 
daB also die Streuung eines (immer weniger gleichartig geftigten) Ganzen ver­
haltnismaBig kleiner sei als die seiner Teile. Es hat den Anschein, als ob die voraus­
gesetzte sehr groBe Zahl bei sehr weitem Beobachtungsfeld infolge der darin ver­
einigten Ungleichartigkeiten auf die Streuung ausgleichend wirke. Es ware also 
nicht die Enge des Beobachtungsfeldes in den Ereigniszahlen, sondern gerade die 
Weite des Beobachtungsfeldes in den Serienzahlen dasjenige, was die Streuung ver­
kleinerte. Wir hatten dann ein Gegensttick zu der auf S. 42 erwahnten Erscheinung 
und es wiirde sich eine verminderte Zuverlassigkeit wahrscheinlichkeitstheoretischer 
Betrachtung nicht nur bei einer kleinen Beobachtungszahl 8, sondern auch bei einer 
sehr groBen Beobachtungszahl 8 bei gleichzeitig sehr kleiner Ereigniszahl (sehr 
kleinem p) ergeben. 

Auch die Bezeichnung "Gesetz der kleinen Zahlen" ist auf Widerspruch ge­
stoBen. Sie scheint in der Tat nicht ganz glticklich gewahlt zu sein, da sie eine Be­
ziehung zum Gesetz der groBen Zahl nahelegt, die leicht irrefiihrend wirken kann 
(z. B. "Das Gesetz der kleinen Zahlen ist das Gesetz der groBen Zahlen in seiner 
Anwendung auf kleine Zahlen", BLEICHER). In Wirklichkeit betrifft das Gesetz der 
groBen Zahl den Serienumfang 8, das Gesetz der kleinen Zahl die Ereigniszahl E, 
ferner ist das Gesetz der groBen Zahl schon in jeder einzelnen Beobachtungsserie wirk­
sam, wahrend das Gesetz der kleinen Zahlen eine ortliche oder zeitliche Aneinander­
reihung von Beobachtungsserien voraussetzt. Es ist eine Weiterfiihrung der Lexis­
schen Streuungsforschung an zeitlichen Reihen oder ortlichen Zusammenstellungen 
und darf ebenso wie diese nicht mit dem davon klar gesonderten Tatbestande des 
Gesetzes der groBen Zahl verwechselt werden. 

5. Einige weitere Folgerungen aus der Streuung der 
statistischen Masse. 

a) Der Durchschnittscharakter alIer statistischen Anssagen2. 1m SchoBe jeder 
statistischen Masse sehen wir Wesens- und Zufallsstreuung geborgen, mogen sie durch 
die Ausgliederung nach einem Wesensmerkmale oder Serienbildung sichtbar werden 
oder nicht. Aber auch dort, wo sie in der bezeichneten Weise sichtbar werden, tragen 
die Teilmassen oder Serien meistens weitere (latente) Wesensstreuung nach anderen 
nicht durchgefiihrten Gliederungsmerkmalen und immer weitere (latente) Zufalls­
streuung nach kleineren Serien in sich. Daraus folgt, daB jede Aussage tiber den 
inneren Aufbau und andere Eigenschaften einer statistischen Masse Durch s chni t ts­
charakter besitzt. Wenn wir z. B. bei der oben herangezogenen Statistik der weib­
lichen Horer festgestellt hatten, daB unter A Horern einer Universitat a weibliche 

seien, also auf je 100 !lorer iiberhaupt 1O~ a weibliche entfielen, so wird diese Aus­

sage ohne Zweifel einen Durchschnitt nach der Seite der Wesensstreuung feststellen; 
denn wir werden sicherlich, wenn wir die Masse der Horer nach Fakultaten, nach 
der Staatsangehorigkeit, Nationalitat, Konfession, dem Berufe der Vater usw. 
zergliedern, innerhalb dieser Teilmassen zu recht betrachtlichen Abweichungen 

1 Homogenitii.t und Stabilitii.t in der Statistik. Skandinavisk Aktuarietidskrift 1918, H. 1/2. 
2 EpPSTEIN, P., Die Durchschnittsfiktion. Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und Statistik 76, 

m: F. (1929). Vgl. ferner die im nii.chsten Abschnitt iiber den statistischen Vergleich an­
gegebenen Schriften. 
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der Anteile der weiblichen Rorer von demjenigen der Gesamtmasse, also zu einer 
Wesensstreuung kommen, woraus der Durchschnittscharakter des genannten An­
teiles klar ersichtlich ist. Da gleichzeitig im SchoBe der gesamten Masse, wenn wir 
Serienzuge einer bestimmten GroBe, z. B. von je 200, oder 100 oder 50 Horern an­
stellen wollten, nach den vorausgegangenen Feststellungen auch eine Zufallsstreuung 
eintreten muBte, so erkennen wir, daB auch von dieser Seite her der obige Gesamt-

ausdruck 1O~ a nur ein Durchschnitt sein kann. Deshalb ist es notwendig\ und ub­

lich, jeder ahnlichen Anteilsberechnung auf 100, 1000 usw. das Wortlein "durch­
schnittlich" beizufiigen, also z. B. auf je 100 (oder 1000 usw.) Rorer der Universitat, 
der Fakultat, der Staatsangehorigkeit, der Nationalitat, der Konfession usw. ent­
fielen durchschnittlich ... weibliche Rorer. 

Aus diesem Durchschnittscharakter jeder statistischen Aussage folgen nun 
einige wichtige Feststellungen fur das statistische Denken: 1st jede statistische 
Aussage eine Aussage uber den Durchschnitt, dann ergibt sich die Frage, ob eine 
solche Aussage denn uberhaupt einen Wert besitzt, da ja ein Durchschnitt nur etwas 
Gedachtes, nicht etwas Wirkliches sei. Die Beantwortung wird sich der Natur der 
Sache gemaB in zwei Antworten teilen mussen; die Beurteilung des Durchschnitts­
charakters aus der Wesensstreuung und aus der Zufallsstreuung. In der ersten 
Beziehung leuchtet es ohne weiteres ein, daB jede Durchschnittsaussage urn so 
mehr an Wert verliert, je weniger gleichartig die Masse ist. Eine durchschnittliche 
Aussage uber das Frauenstudium einer ganzen Universitat hat schon darum einen 
geminderten Wert, weil hier neben Fakultaten mit weiblichen Rorern solche stehen 
konnen, an denen es uberhaupt keine weiblichen Rorer gibt, die obige MaBzahl 
also, als Wahrscheinlichkeit gedeutet, jeden Sinn verliert, weil diese Wahrschein­
lichkeit fur die Fakultaten, an denen das Frauenstudium nicht zugelassen ist, nicht 
einmal zu einer Unwahrscheinlichkeit, sondern zur negativen GewiBheit wird. Will 
man dem Wesen des Frauenstudiums naher kommen, so muB man es mindestens 
nach Fakultaten betrachten, aber wenn moglich noch in vielen weiteren Ausgliede­
rungen, die dafur von Bedeutung sein konnen. Die Lehre, die wir daraus zu ziehen 
haben, gipfelt in der Forderung, statistische Massen bei Betrachtung ihrer Eigen­
schaften wenn irgend moglich nach allen fur diese Eigenschaften maBgebenden, 
"wesentlichen" Gesichtspunkten in ihre Teile aufzu16sen und dann erst die Be­
trachtung der Eigenschaft durchzufiihren. Konnen wir aber aus irgendwelchen 
praktischen Grunden dieser theoretischen Forderung nicht genugen, so bleibt der 
Durchschnittscharakter aus der unaufgelosten (latenten) Wesensstreuung eine 
Fehlerquelle unserer Erkenntnis, sowohl bei der Betrachtung dieser Masse an sich 
als auch bei ihrem Vergleiche mit anderen Massen (siehe daruber auch Abschnitt b). 

In ganz anderer Weise ist der Durchschnittscharakter der statistischen Aussage 
aus der Zufallsstreuung zu beurteilen. Aus den oben dargestellten Eigenschaften 
dieser Streuung ergibt sich, daB die Wesensform der Masseneigenschaft, die wir er­
kennen wollen, in diesem Durchschnitt reiner auftritt als in irgendeiner der ge­
streuten Teilserien, und zwar urn so reiner, je groBer die Beobachtungszahl ist. Es 
tritt also hier die Massenaussage als etwas durchaus Arteigenes, Neues in einen 
Gegensatz zur Einzelaussage. Die statistische Aussage gewinnt also erst durch diesen 
ihren Durchschnittscharakter Sinn und Wert. 

Aus dem Vorausgegangenen wird es verstandlich, wenn der Verfasser an anderer 
Stelle! die Forderungen nach der Gleichartigkeit und der groBen Zahl als die 
Grundpfeiler der Statistik bezeichnet hat; denn zielt die erste dahin, die Trubung 
statistischer Aussagen durch die Schlacken fremder Beimischungen zu reinigen, so 
zielt die zweite dahin, die so bereinigte Aussage auch dem Wirken der Zufalls-

1 Statistik: a. a. 0., S.4. 
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schwankungen moglichst zu entziehen und in eine ertragliche Nahe zu der hinter 
der statistischen Beobachtung stehenden, uns unbekannt bleibenden Wirklichkeit 
zu bringen. 

Die statistische Praxis kann diese beiden Grundforderungen der Statistik meist 
z:ticht restlos erfiillen. Wenn z. B. bei der Anlage von Sterbetafeln in der Regel nur 
eine Zergliederung nach dem Alter und Geschlecht, nicht aber nach dem Berufe, 
der sozialen Stellung, dem Wohlstande, der Konstitution usw. vorgenommen wird, 
oder wenn in Fruchtbarkeitstafeln nicht die unfruchtbaren Frauen ausgeschieden 
werden, usw., so unterbleibt dies einfach aus dem Grunde, weil allgemeine sta­
tistische Erhebungen auf solche Verfeinerungen des Stoffes meistens nicht ein­
gehen konnen. Desgleichen ist die GroBe der Zahlen durch die GroBe des zur Ver­
fiigung stehenden statistischen Machtbereiches gegeben. Kleine Staaten, wie z. B. 
Liechtenstein oder Monaco, konnen in ihren Statistiken naturgemaB nur kleine 
Zahlen aufweisen. 

In den Rahmen der vorliegenden Betrachtung faUt auch die Priifung des bekannten Vor­
wurfes, den G. RihllELIN an die Adresse der statistischen Wahrscheinlichkeit gerichtet hat1 : 

"Wenn mir die Statistik sagt, daB ich im Laufe des nachsten Jahres mit einer Wahrscheinlich­
keit von 1 zu 49 sterben, mit einer noch groBeren Wahrscheinlichkeit schmerzliche Liicken 
in dem Kreis mir teurer Personen zu beklagen haben werde, so muB ich mich unter den Ernst 
dieser Wahrheit in Demut beugen; wenn sie aber, auf ahnliche Durchschnittszahlen gestiitzt, 
mir sagen wollte, daB mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 zu soundsoviel eine Handlung von 
mir der Gegenstand eines strafgerichtlichen Erkenntnisses sein werde, so diirfte ich ihr un­
bedenklich antworten: ne sutor ultra crepidam!" 

Es ist lehrreich, diesen Ausspruch im Lichte der vorausgehenden Erwagungen etwas naher 
zu betrachten. Der Vorwurf bezieht sich offenbar auf die Durchschnittsbildung aus ungleich­
artigen Massen. Wenn es reine Geister gibt, die ihrer selbst absolut sicher sind, daB sie nicht 
nur als satte Universitatsprofessoren in ihrem wohlgeheizten, behaglichen Arbeitszimmer, 
sondern unter allen denkbaren Schwierigkeiten und Widrigkeiten des menschlichen Lebens 
sich vor Begehung einer strafbaren Handlung sicher glauben, dann ist es natiirlich ein Fehler 
der Statistik, sie mit den iibrigen Sterblichen in eine Masse zusammenzufassen. Der Fehler 
lieBe sich aber nur hinsichtlich der Gewohnheitsverbrecher ausschalten, wahrend allen iibrigen 
Menschen die GroBe ihrer Verbrechensneigung nicht auf der Stirn geschrieben steht, fiir den 
Statistiker daher nicht faBbar ist. RUMELIN hat aber ganz iibersehen, daB der gleiche Fehler 
auch den von ihm riihmlich genannten Sterbewahrscheinlichkeiten innewohnt, wohl nicht in 
dem krassen Sinne wie oben, daB eine Anzahl von Menschen der Sterbegefahr iiberhaupt nicht 
ausgesetzt waren, aber doch darin, daB ihre Sterbeaussichten nicht nur individuell, sondern 
auch gruppenweise verschleden sind; er hatte sonst bemerkt, daB ein Universitatsprofessor 
durchschnittlich zweifellos eine geringere Sterbewahrscheinlichkeit besitzt als der Durchschnitt 
der Altersgenossen, weil die Universitatsprofessoren in der Regel eine giinstige gesundheitliche 
Auslese vorstellen, dazu auch noch giiustigere Einkommenverhaltnisse besitzen als der Durch­
schnitt. Trotz solchen Einwanden wird kein Staat darauf verzichten, Sterbe- oder Verbrechens­
wahrscheinlichkeiten zu berechnen, weil eben auch solche Durchschnitte einen gewissen Er­
kenntniswert besitzen. 

b) Der statistische Vergleich2• Vielfach wird der statistische Vergleich als die 
Seele der Statistik bezeichnet. Das ist wohl iibertrieben; denn auch der einzelnen 
statistischen Zahl kommt nach Umfang und Eigenschaften schon eine selbst­
standige Bedeutung zu. Unzweifelhaft spielt aber der statistische Vergleich in der 

1 Ober den Begriff eines sozialen Gesetzes, Reden und Aufsatze, S.25. Tiibingen IS75. 
2 ZIZEK, F.: Fiinf Hauptprobleme der statistischen Methodenlehre. Miinchen: Duncker 

& Humblot 1922, S. 2Sff. WINKLER, W.: Artikel "Gleichartigkeit, statistische" im H. d. 
Staatswiss., 4. Auf I., 4, 1163ff. FLASKAMPER, P.: Theorie der Indexzahlen. Zugleich ein Bei­
trag zur Logik des statistischen Vergleiches, in: Sozialw. Forsch. I, H. 7, Berlin u. Leipzig 
1925. ZIZEK, F.: Nicht vergleichbare statistische Zahlen, in: Schmollers Jahrbuch 53, 1. H., 
S. 29ff. - Gleichartigkeit, Homogenitat und Gleichwertigkeit in der Statistik, in: Allg. Statist. 
Archlv 18, 393ff. (192S). - Der Begriff der Gleichartigkeit in der Statistik, in: Allg. Stat. 
Archlv 20, Sff. (1930). FLASKAMPER, P.: Das Problem der Gleichartigkeit in der Statistik. 
Zugleich eine Erwiderung (auf ZIZEK), in: AUg. Stat. Archlv 19, 205ff. (1929). SCHENKER, 0.: 
Zur Vergleichbarkeit statistischer Zahlen, in: Zeitschrift fiir schweizerische Volkswirtschaft 
und Statistik Jg 64, S.21ff., 1925. WURZBURGER, E.: Die Verwendung homogener Gruppen 
in der Statistik und ihre Grenze, in: Deutsches Statistisches Zentralblatt Jg 22, 1930, Sp. 129ff. 
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gesamten Statistik eine groBe Rolle. Wir werden in ihm, wenn schon nicht die Seele, 
so doch eine sehr wesentliche Denkform der Statistik erblicken diirfen. 

Der statistische Vergleich ist der Vergleich der statistischen Massen unter­
einander. Wegen der oben dargelegten Eigenart der statistischen Massen ist er von 
einem Vergleich der Individuen untereinander wohl zu unterscheiden. 

Fiir den statistischen Vergleich wird zunachst die Grundvoraussetzung jedes Ver­
gleiches vorhanden sein miissen, eine weitere oder engere Gleichartigkeit der zu 
vergleichenden Gegenstande (je nach Weite oder Enge des zu vergleichenden Eigen­
schaftsbereiches). Wir konnen einen Menschen mit einem anderen in allgemeiner 
Weise, z. B. hinsichtlich der gesamten korperlichen oder geistigen Personlichkeit 
vergleichen, wir konnen ihn auch mit einem anderen Menschen hinsichtlich nur 
einer menschlichen Eigenschaft, z. B. des FleiBes, vergleichen, wir konnen ihn auch 
mit einem Tiere hinsichtlich einer gemeinsamen Eigenschaft, z. B. mit einem Vogel 
hinsichtlich der Sehscharfe, mit einem Wurm hinsichtlich der Bewegungsgeschwin­
digkeit, vergleichen. Wir werden aber schwerlich - wenigstens nicht auf dem Ge­
biete des logischen Denkens - einen Menschen mit dem Pythagoraischen Lehrsatz 
oder einen Schuhabsatz mit einem Giftmord vergleichen konnen. So werden wir 
auch fUr den statistischen Vergleich in erster und allgemeinster Weise eine gewisse 
Gleichartigkeit hinsichtlich des zu vergleichenden Tatbestandes fordern miissen. 
Wir konnen die Geburten eines Landes oder einer Zeit mit den Geburten eines 
anderen Landes oder einer anderen Zeit vergleichen, wir konnen die Geburten mit 
den Sterbefallen, die Ausfuhrwerte mit den Einfuhrwerten, das Wachsen der Spar­
einlagen mit dem Wachsen der Bevolkerung vergleichen; aber wir werden gewiB 
den Boden des logisch Vertretbaren verlassen, wenn wir die Bevolkerungszahl des 
Deutschen Reiches mit der Zahl der Sterne oder die Ausgaben der Stadt Berlin mit 
den Keuchhustenfallen der Stadt Wien vergleichen. 

Neben den Begriff der Gleichartigkeit hat ZIZEK neuerdings den Begriff der 
Gleichwertigkeit der Einheiten gestellt. Die als gleichartig in eine Masse zu­
sammengefaBten Einheiten seien deswegen noch nicht gleichwertig, weil sie sich in 
allen anderen Punkten als den massebildenden Bestimmungsgriinden voneinander 
unterschieden. Um die Ungleichwertigkeit der Einheiten auszuschalten, miiBten oft 
Umrechnungen vorgenommen werden, z. B. auf Kilogramm Lebendgewicht bei 
Schlachtvieh, auf Registertonnen bei Schiffen. 

Der von ZIZEK eingefiihrte Gesichtspunkt ist. sehr beachtenswert. Allerdings 
darf nicht iibersehen werden, daB Ungleichwertigkeit iiberall dort in Ungleichartig­
keit iibergeht, wo Ungleichwertigkeit statistisch bedeutsam wird, wo z. B. die Vieh­
zahl zweier Staaten oder die Schiffszahl zweier Handelsflotten miteinander ver­
glichen wird. Verschiedene Zusammensetzung nach dem Lebendgewicht oder nach 
der Tonnenanzahl begriindet dann eben Ungleichartigkeit der beiden Massen und 
macht den bloBen Vergleich nach der Zahl wertlos. Denn hinter dem Vergleiche 
zweier Massen dem Umfange nach steht die unausgesprochene Voraussetzung der 
qualitativen und quantitativen Gleichartigkeit der Einheiten, oder wenigstens der 
Gefiigegleichheit der Massen, wenn sie nicht gleichartig zusammengesetzt sein 
soUten. Die formale Begriffsabgrenzung hat dann eben nur formal, aber nicht 
materieU Gleichartigkeit geschaffen und der Riickzug auf die angefiihrten Um­
rechnungen ist nichts anderes als der Riickzug von der formalen auf die materielle 
Gleichartigkeit der Massen. 

Neben dieser "Ungleichwertigkeit" der Einheiten gibt es auch eine Ungleich­
wertigkeit der Massen, wenn diesen ein verschiedenes "Gewicht" zukommt. Naheres 
dariiber spater beim "gewogenen arithmetischen Mittel", Abschnitt II, 8boc. 

Beruht also der Vergleich statistischer Massen auf der gleichen logischen Voraus­
setzung wie der Vergleich von Individuen, so ist er in seinem Wesen doch von ihm 
grundverschieden. Das muB wohl so sein, da wir die statistischen Massen als etwas 
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in ihrem Wesen vom Wesen der Individuen Grundverschiedenes erkannt haben. 
1st der Vergleich von Individuum zum Individuum etwas Festes und Eindeutiges, so 
besitzt der Vergleich von statistischen Massen durch den Durchschnittscharakter der 
statistischen Aussagen einen weniger festen Charakter. VerhaltnismiUlig einwandfrei 
ist er nur bei solchen Massen, die durch weitgehende Stoffzergliederung auf die groBte 
praktisch erreichbare G leichartigkei t gebracht sind. Dann bleiben im wesentlichen 
nur noch die moglichen Zufallsschwankungen iibrig, die auch an Bedeutung ver­
lieren, wenn die zu vergleichenden Massen groB genug sind. Vergleichen wir aber 
Eigenschaften verschiedenartig zusammengesetzter Massen, z. B. den AnteiI der 
weiblichen Horer einer vollstandigen Universitat mit demjenigen einer nur aus 
rechtswissenschaftlicher und theologischer Fakultat bestehenden, oder die durch­
schnittlichen Lohne zweier Industrien, die einen verschiedenen Anteil an Frauenarbeit 
besitzen usw., so kommt ohne Zweifel durch diese Gefiigeungleichheit der ver­
glichenen Massen eine Fehierquelle herein und der Vergleich wird als nicht korrekt 
unser Bedenken erregen. Schwere Fehlurteile konnen durch eine solche Nicht­
beachtung einer hinter Durchschnittsaussagen (Verhaltniszahlen, Durchschnitten u. a.) 
stehenden Ungleichartigkeit zweier verglichenen Massen hervorgerufen werden. 

Das Anwendungsgebiet des statistischen Vergleiches ist groB. Wir vergleichen 
verschiedene gleichartige Massen in zeitlicher oder ortlicher Anordnung unter­
einander sowohl nach ihrem absoluten Umfang als auch nach ihren durch gewisse 
MaBzahlen, z. B. Verhaltniszahlen, Durchschnitte, ausgedriickten Eigenschaften. 
Die BiIdung der weiter unten zu behandelnden statistischen Reihen erfolgt 
ausschIieBlich zu Vergleichszwecken. Wir zergliedern statistische Massen einfach 
oder nach Merkmalsverbindungen, vergleichen die Teile untereinander oder mit den 
entsprechenden Teilen gleichartiger anderer Massen, usw. So ist der statistische Ver­
gleich zwar nicht die Seele der Statistik, aber er schafft den Hintergrund, von dem 
sich die zu betrachtenden Tatsachen um so scharfer und plastischer abheben. 

c) Die unvollstiindige Erhebung. Die repriisentative Darstellung1• Wir haben aus 
den obigen Ausfiihrungen (S. 24ff.) erkannt, daB auch der vollstandigsten Statistik 
nicht schon durch diese Vollstandigkeit, sondern erst durch die groBe Zahl der Be­
obachtungen eine gewisse Aussagekraft zukommt. Eine Statistik iiber die Gescheh­
nisse auf Robinsons Eiland wiirde auch bei peinlichster Wahrung der Vollstandig­
keit nicht Endgiiltiges iiber die hinter den Ereignissen stehende Wesensform aus­
sagen konnen, da die zufalligen Schwankungen wegen der Kleinheit der Zahlen zu 
stark sind. Immerhin, wie groB immer die von der Statistik vollstandig erfaBte Zahl 
sein mag, einen Vorteil hat sie immer in sich: die Sicherheit, daB bei dem zutreffen­
den "Serienzug" nur zufallige Abweichungen vorgekommen sind. Anders ist das, 
wenn die Erhebung unvollstandig ist; hier tritt neben die Gefahr der zufalligen 
Schwankungen auch noch die eines wesentIichen Abweichens des dargebotenen 
Teilstiickes von der Form der Gesamtmasse. Hier muB der Bearbeiter immer auf der 
Hut sein, ob nicht der dargebotene Teil eine Auslese nach einer bestimmten Richtung 
hin darstellt. Wenn wir eine allgemeine Erhebung iiber die materiellen Verhaltnisse 
der Studierenden durchfiihren und diese unvollstandig bleibt, werden unter den Be­
fragten, die Auskunft geben, die bediirftigeren Studierenden, die sich von der Er­
hebung eine Besserung ihrer Lage versprechen, wahrscheinIich verhaltnismaBig 
starker vertreten sein als in der Gesamtmasse der Studierenden; wenn wir eine land­
wirtschaftliche Erhebung vornehmen und die Landwirte als Auskunftspersonen auf 
das Gemeindeamt vorladen, werden im FaIle der Unvollstandigkeit in der erzielten 

1 KIAER: A. N.: Observations et Experiences Concernant les Denombrements Represen­
tatifs, in: Bull. de l'Inst. Int. de Stat. 9,1895, XCIIIff., 176ff.-Sur lesMethodes Represen­
tatives UBW., ebda. 13/1, 66ff. GRAEVELL, W.: Die reprasentative Methode, in: Dtsch. St. 
Zentralblatt 1923. ZIZEK, F.: Nichtkorrekte statistische Verfahren, in: Allg. Stat. Archlv 21, 
27ff. (1931). 
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Teilmasse vermutlich die besser gestellten Landwirte, die infolge einer vorhandenen 
Vertretung abkommlich sind, starker vertreten sein als in der Gesamtmasse; des­
gleichen werden offenbar bei einer Erhebung von ganzjahrigen Haushaltungsrech­
nungen, die an den FleiB und die Sorgfalt der Rechnungfiihrenden groBe Anforde­
rungen stellen, unter den gelieferten Rechnungen bessere Haushaltungen starker 
vertreten sein als in der Gesamtmasse. So miissen wir, wenn wir von einer Masse nur 
eine Teilmasse erfassen konnten, immer die auBerste Sorgfalt walten lassen, daB wir 
keinem Irrtum anheimfallen. Wir werden, wenn es moglich ist, versuchen, aus 
anderen statistischen Angaben Einblicke in das Wesen der Teilmasse zu erhalten. 
Wir hatten z. B. eine Berufserhebung nur unvollstandig durchgefiihrt, wiirden aber 
sowohl in der gegebenen Teilmasse als auch in der Gesamtmasse die Verteilung 
nach Stadt und Land, nach Nationalitaten, nach Konfessionen und ahnlichen Merk­
malen kennen, die auf die Berufsverteilung einen EinfluB nehmen; dann werden wir 
die Ubereinstimmung oder Nichtiibereinstimmung der Teilmasse mit der Gesamt­
masse nach diesen Tatbestanden priifen und uns daraus ein annaherndes Bild iiber 
die richtige oder entstellte Darstellung der Gesamtmasse in der Teilmasse hinsicht­
lich des Berufes machen konnen. Fehlt es an solchen Behelfen, dann sind wir allein 
darauf angewiesen, durch bloBe Uberlegung iiber aIle eine zufallige Auslese etwa 
storenden Bedingungen uns ein Urteil dariiber zu bilden, ob in der Teilmasse die Ge­
samtmasse wahrscheinlich richtig abgebildet ist oder nicht. 

Die gleichen Uberlegungen treten dort an den Statistiker heran, wo er, etwa aus 
Griinden der mangelnden Mittel oder der Beschleunigung der Ergebnisse, sich ganz 
oder nur zunachst mit einer Teildarstellung (reprasentativen Darstellung) eines sta­
tistischen Stoffes begniigt. Hier hat er zwecks Wahrung der Gleichartigkeit mit der 
Gesamtmasse streng auf eine zufallige Auswahl der die Teilmasse bildenden Falle 
zu sehen, wie natiirIich auch auf die Wahrung des Gesetzes der groBen Zahl. 

Solche Teildarstellungen haben in neuerer Zeit, besonders nach dem Kriege, da 
die materielle Lage der amtIichen Statistik vielfach ungiinstig war, eine groBere 
Ausbreitung erfahren. Ihr Nutzen ist unleugbar; trotzdem bleibt die Erhebung der 
vollstandigen Masse wegen der Gefahr einer unrichtigen Vertretung der Gesamt­
masse, aber auch wegen der groBeren Zahl der FaIle das anstrebenswerte Ziel. 

In diesem Zusammenhange sind auch die statistischen Schatzungen zu nennen, 
die der Statistiker haufig dort anzustellen in die Lage kommt, wo eine richtige sta­
tistische Erhebung nicht durchgefiihrt wurde oder durchgefiihrt werden konnte. 
Die statistische Schatzung bedarf gewisser Grundlagen und Annahmen - denn aus 
der Luft gegriffen ware sie vollkommen wertlos. In gewissem Sinne kann die Teildar­
stellung in den Bereich der Schatzung einbezogen werden; denn man versucht hier, 
sich auf Grund der gegebenen Teilmasse durch Verallgemeinerung ein Bild der Ge­
samtmasse zu machen. Auf einer ahnlichen Verallgemeinerung beruht es, wenn wir 
z. B. fiir eine beschrankte Anzahl von Hausern die zugehorigen Menschen, Tiere, 
Felder, Obstbaume usw. feststellen (oder nach der Erfahrung annehmen), um dar­
nach und nach der bekannten (oder geschatzten) Hauserzahl die Gesamtzahl der 
Menschen, Tiere usw. eines Gebietes zu schatzen. Schatzungen werden fiir aIle 
diejenigen ortlichen Gebiete vorgenommen, in denen regelrechte statistische Er­
hebungen noch nicht stattfinden, sind aber auch fiir manche Sachgebiete, die 
dem statistischen Zugriff schwer zuganglich sind wie z. B. die wirtschaftliche Er­
zeugung auch in Kulturstaaten mit einer sonst wohlgepflegten Statistik bisweilen 
notwendig. 

Von den Schatzungen zu unterscheiden sind die schatzungsmaBigen Be­
rechnungen, die iiberall dort Platz greifen, wo irgendeine zusammengesetzte 
GroBe, z. B. das Volkseinkommen, das Volksvermogen, ermittelt werden solI. Hier 
treten neben Angaben, iiber die genaue Statistiken vorliegen, Schatzungen in 
weiterem oder engerem AusmaBe, so daB einer solchen Ermittlung ein groBerer oder 
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geringerer Wert zukommen kann, je nachdem die Schatzungen im Rahmen der ge­
samten Berechnung einen kleineren oder groBeren Raum einnehmen. 

d) BegriU der Statistik. Statistik oder Stochastik1 Der kurze geschichtliche Uber­
blick in der Einleitung hat uns gezeigt, daB der Begriff der Statistik im Laufe der 
Zeiten einen Wandel erfahren hat. Urspriinglich als eine Summe der Staats­
merkwiirdigkeiten zunachst auch nicht zahlenmaBiger Art, spater durch 
QUETELET einePhysik der menschlichen Gesellschaft, heute als Theorie 
der Massenerscheinungen weniger und mehr als diese beiden. Die Auswertung 
der Zahlenergebnisse, die "Stoffstatistik", wie sie G. v. MAYR auf dem Gebiete der 
menschlichen Gesellschaft als wissenschaftliche Statistik begriinden wollte, stellt 
einen letzten Auslaufer der einstmaligen "Staatsmerkwiirdigkeiten" vor und diirfte 
mit dem Aussterben der alten Generation deutscher Statistiker, die noch unter 
G. v. MAYRS EinfluB standen, verschwinden. Die soziale Physik ist bereits unter 
den wuchtigen Hieben der spateren Kritik eingegangen. Dafiir ist die statistische 
Theorie innerlich viel reicher geworden, als diese beiden im statistischen Stoffe 
sich auslebenden Lehren. Sie hat mit Hilfe der Mittel der Wahrscheinlichkeitstheorie 
Einblicke in das Innere der statistischen Masse gewonnen, sie hat die Wirkung der 
Zufallsstreuung erkannt, hat die aus der Wahrscheinlichkeitstheorie sich ergebenden 
Parallelen in der Dispersionstheorie weiterverfolgt, sie hat die Erforschung der regel­
maBigen Formen, in denen statistische Reihen auftreten, in Angriff genommen, ist 
somit auf dem Wege, eine statistische Formenlehre 1 aufzubauen. Die statisti­
sche Theorie bedarf nicht mehr eines Stoffraubes an anderen Wissenschaften, urn 
selbst als Wissenschaft mit eigenem Stoffgebiet und eigenem Verfahren dazustehen. 
Ihr Stoff ist die formale Seite der Massenerscheinungen und ihrer Beziehungen unter­
einander, die sie mit den ihr arteigenen Verfahrensmitteln erforscht. Falsch ist 
es daher auch, die Statistik als ein bloBes Verfahren hinzustellen. Sie ist viel mehr 
als das; sie ist auch die formale Theorie der Massenerscheinungen. Zu diesem Irr­
tum konnte es nur kommen, weil aus der Theorie die Verfahrensregeln fiir die Be­
handlung statistischer Zahlen unmittelbar hervorgehen, so daB eine Trennung der 
beiden in der Darstellung unzweckmaBig ist. Wir haben auch in unserer Darstellung 
die Theorie der Massenerscheinungen nicht von der Verfahrenslehre an diesen 
getrennt, weil die Gebiete vielfach eng ineinander greifen, und eine Trennung be­
stehende Zusammenhange zerreiBen und Wiederholungen notwendig machen wiirde. 
Wir miissen aber nachdriicklich betonen, daB diese Verschmelzung nur aus Zweck­
maBigkeitsgriinden erfolgt ist und daB wir an dem grundsatzlichen Unterschiede von 
Theorie und Verfahrenslehre der Statistik festhalten. 

In jiingerer Zeit hat auch die von v. BORTKIEWICZ wieder ins Leben gerufene 
Bezeichnung "Stochastik" Verbreitung gefunden2, nicht ohne einige Verwirrung 
in weniger unterrichteten Kopfen hervorzurufen. v. BORTKIEWICZ fiihrt diese Be­
zeichnung mit folgenden Worten ein: "Die an der Wahrscheinlichkeitstheorie orien­
tierte, somit auf "das Gesetz der groBen Zahlen" sich griindende Betrachtung 
empirischer Vielheiten moge als Stochastik (von O'lOXaC801Jat = zielen, mut­
maBen) bezeichnet werden." 

Es taucht nun die Frage auf, ob es einer solchen Gegeniiberstellung von Statistik 
und Stochastik bedarf, ob nicht vielmehr jede statistische Erwagung auch sto­
chastisch sein miisse. TSCHUPROW stellt hier den praktischen Bedarf, der an einer 
Zahl, so wie sie erhoben wurde, hafte, dem tiefer gehenden Bediirfnis gegeniiber, 

1 Vgl. den Vortrag des Verfassers "Statistik und Mathematik" bei der 5. Tagung der Deut­
schen Statistischen Gesellschaft. Dtsch. St. Zentralblatt 1923, H. 1/2, Sp. 1-6. 

I Die lterationen. Ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 3. Berlin 1917. TSCHU­
PROW, AL. A.: Ziele und Wege der stochastischen Grundlegung der statistischen Theorie, Nordisk 
Statistisk Tidskrift 3, 433ff. (1924). - Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelations­
theorie. Berlin 1925, 12ff., 19f. 
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den wahren Wert der uns nur verschwommen entgegentretenden empirischen GroBe 
zu erfassen. Ein solcher Gegensatz besteht in Wirklichkeit nicht. Wohl wird der 
Statistiker in der Regel an die von ihm erhobene einmalige Zahl (z. B. Volks­
zahlungszahl im ganzen und in ihren ausgegliederten Teilen) gebunden sein, da er 
keine Moglichkeit hat, sich uber die Zufallsstreuung dieser Zahl eine Vorstellung 
zu machen. Konnte er es aber, konnte er also uber einen Gegenstand unter gleich­
bleibenden Bedingungen eine Anzahl von aufeinanderfolgenden Beobachtungen 
anstellen, so durfte er nicht diese oder jene einzelne Beobachtung herausgreifen, 
sondern muBte das arithmetische Mittel der Beobachtungen als den wahrschein­
lichsten Wert des Gegenstandes wahlen (vgl. oben S. 48ff.). Es ist also nicht der grund­
satzliche Unterschied vorhanden, den TSCHUPROW macht, sondern nur ein prak­
tischer. Immer solI der Statistiker und mit ihm der Verwaltungsfachmann oder 
sonstige Praktiker, der die Zahl ubernimmt, bestrebt sein, hinter die Verdunke­
lungen durch die zufalligen Abweichungen zu blicken und die wahre GroBe der sta­
tistischen Erscheinungen seinen theoretischen und praktischen Folgerungen und Ent­
schlieBungen zugrunde zu legen. Vielleicht beruht die Unterscheidung TSCHUPROWS 
darauf, daB ihm noch nicht der weite und allgemeine Umfang der Zufallsstreuung 
und des Gesetzes der groBen Zahl bewuBt war, wie wir ibn oben in Abschnitt IT 3e6 
formuliert haben. Nehmen wir die dortigen Darlegungen als richtig an, so folgt daraus 
zwingend, daB die Zufallsstreuung jede statistische Zahl beherrscht, daB also auch 
hinter jeder statistischen Zahl eine "Wesensform" steht, deren Erkenntnis wir, 
wenigstens theoretisch, in allen Fallen anstreben mussen. Es ist dann jedes richtige 
statistische Denken ein stochastisches Denken, und es fallt fur uns die Notwendig­
keit, den Begriff Stochastik neben dem Begriffe Statistik aufrechtzuerhalten, weg. 

Desgleichen konnen wir die von der einseitig unmathematischen Richtung der 
Statistik aufgestellte Scheidung in "mathematische Statistik" und "gewohnliche 
Statistik" nicht anerkennen. Die mathematischen Denkmittel der Statistik sind 
ebenso vollberechtigt wie die logischen und es heiSt, eine einheitliche Sache ge­
waltsam spalten, wenn man diese Unterscheidung aufstellt. In Wirklichkeit gibt 
es nur eine Theorie der Statistik, wohl aber zweierlei Arten ihrer Vertreter, solche, 
die aIle Denkmittel der modernen statistischen Theorie beherrschen, und solche, 
denen ein Teil davon, der mathematische, ein Buch mit sieben Siegeln ist. 

6. Die statistische Gruppenbildung. Die statistische Tabellel. 
a) Grundsiitzliches. Die Ausgliederung der uns entgegentretenden statistischen 

Massen ist eines der Hauptziele unseres Erkenntnisstrebens, und zwar in ihrer reinen, 
von zufalligen Schwankungen ungetrubten Form, der Wesensform. Freilich ist es 
eine Standpunktsfrage, inwieweit wir die ausgegliederten Teilmassen als Teile des 
Ganzen oder als neue selbstandige Masse betrachten wollen. Wir konnen z. B. die 
Bewohner der verschiedenen Lander des Deutschen Reiches einmal als Teile des 
Ganzen, Glieder der Reichsbevolkerung, betrachten, aber auch etwa die Bevolkerung 
PreuBens fiir sich als eigene Masse; oder die Sterbefalle der einzelnen Monate als 
Teile der gesamten Sterbefalle eines J ahres oder auch als selbstandige Massen; 
oder die selbstandigen Landwirte als ein Glied der ganzen berufstatigen Bevolkerung 
oder als eine Masse fur sich. Diese standpunktmaBige Bedingtheit kann fur uns 

1 ZIZEK, F.: Die statistische Bearbeitung des Erhebungsmateriales durch Gruppenbildung, 
in: Statist. Monatsschrift, 3. F., 1, 175ff. Wien 1919. FLASKAMPER, P.: Die logische Natur 
der quantitativen statistischen Merkmale mit besonderer Beriicksichtigung des Problems der 
Gruppenbildung, in: Jb. f. Nationaliik. u. Statistik, III. F., 76, 50ff. VgI. ferner die in Fu6-
note 1 auf S. 14 (zur statistischen Masse) und Fu6note 2 auf S. 57 (zum statistischen Vergleich) 
angegebenen Schriften. 
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kein Hindernis sein, die fiir die Statistik so auBerordentlich wichtige Erscheinung 
der Ausgliederung (Gruppenbildung) nach Gebiihr zu behandeln. 

Wahrend sich der Vorgang der statistischen Gruppenbildung statistisch-logisch 
als ein Ausgliederungsvorgang der gegebenen statistischen Massen darstellt, be­
deutet er statistisch-technisch einen Aufbauvorgang von der untersten Einheit auf. 
In dem statistischen Rohstoff, der uns aus einer statistischen Erhebung gegeniiber­
tritt, liegen die Einheiten zunachst ungeordnet in der zufalligen Reihenfolge, wie 
sie sich bei der Erhebung dargeboten haben: die Personen einer Volkszahlung nach 
W ohnungen, die gewerblichen Betriebe einer Betriebszahlung nach ihrer ortlichen 
Lage im Erhebungsbezirk, die Ein- und Ausfuhrsakte nach der Reihenfolge des 
Grenziibertrittes der Waren usw. SoIl die Masse nach Merkmalen unterschieden ge­
ordnet werden, so ist der bereits oben in dem technischen Abschnitt (S. 12££.) ge­
schilderte Vorgang der Einreihung in die vorgesehenen Gruppen notwendig. 

Als Beispiel wollen wir hier die verhaltnismaBige Wahlbeteiligung der Ge­
schlechter in 85 sachsischen Gemeinden mit 1000 und mehr Einwohnern im Jahre 
1924 anfiihren. Als statistische Aussage kommt wohl hier nicht eine unmittelbar 
erhobene, sondern eine durch Rechnung abgeleitete Zahl, eine Verhaltniszahl, vor 
(vgl. Abschn. II, 15), doch bietet uns das den Vorteil der Vergleichbarkeit der ver­
schieden groBen Gemeinden untereinander, so daB wir diesen kleinen Schonheits­
fehler gern in Kauf nehmen. Auf den hier vorzufiihrenden Einreihungsvorgang hat 
die Art der Aussage keinen EinfluB. 

Verhaltnisma13ige W ahlbeteiligung der Geschlechter in 85 sachsischen Gemeinden 
mit 1000 und mehr Einwohnern im Jahre 19241. (Stimmen auf 100 Stimmberechtigte.) 

Kreishauptmannschaft 
Bautzen. 

Kamenz ... 
Gro13rohrsdorf 
Gro13schonau . 
Olbersdorf . 
Eibau ... 
Waltersdorf . 
Hornitz .. . 
Jonsdorf .. . 
o berfriedersdorf 
Kemnitz, O.-L .. 
Pethau .... 

m. w. 
80,7 79,0 
81,0 61,5 
80,7 69,5 
79,5 76,1 
88,1 79,1 
71,0 52,1 
87,3 75,5 
98,6 71,3 
85,4 79,2 
80,5 65,0 
74,9 81,5 

o berneuschonberg . 
Deutschneudorf . 
Pesterwitz. . 
Somsdorf .... 
Willschdorf. . . . 

m. w. 
90,8 85,1 
92,3 73,7 
92,5 92,1 
93,9 91,0 
90,5 87,9 

Kreisha uptmannschaft 
Leipzig. 

Leipzig . 80,3 89,2 
Dobeln . 85,7 79,4 
Mittweida 75,2 79,5 
Wurzen . 92,1 88,4 
Burgstiidt . 82,9 76,2 
Engelsdorf . 82,9 77,9 

Kreishauptmannschaft Taucha ..... 90,3 82,2 
Dresden. Bohlitz-Ehrenberg. 89,5 84,2 

Dresden . 72,3 64,6 Pegau. . . . . . 91,5 85,0 
Freital. . 85,6 76,2 Hertmannsdorf bei 
Pirna . . 84,1 75,8 Limbach (Amtsh. 
Radeberg 89,7 83,6 Rochlitz)... 82,5 72,8 
Sebnitz . 84,1 72,5 Zwenkau. . .. 86,9 81,0 
Coswig. . 84,3 84,3 Liebertwolkwitz. 87,5 84,0 
Gittersee. 85,1 81,7 Goppersdorf 81,8 69,5 
Niedersedlitz . 84,6 81,5 Naunhof. 89,5 79,8 
Lausa. . .. 89,7 91,6 Rotha. . . 88,3 88,5 

Holzhausen. 
Ottendorf 
Dolzig .. 
Wiederau 
Molkau 
Crobern . 
Bosdorf . 

m. w. 
91,3 87,5 
88,2 81,6 
90,0 86,8 
94,0 84,0 
95,1 89,0 
94,2 92,8 
95,4 89,0 

Kreisha uptmannschaft 
Chemnitz. 

Olsnitz i. E. 77,4 71,0 
Stollberg. . . . . 85,5 71,7 
Gersdorf. . . . . 84,5 74,5 
Eppendorf. . . . 91,1 77,6 
Plaue-Berndsdorf . 87,4 78,5 
Scheibenberg . 84,9 72,3 
Dittersdorf. 78,9 69,1 
Auerswalde. 91,3 80,8 
St. Egidien . 74,8 62,3 
Wei13bach 85,3 78,0 
Eubau. . . 91,0 77,8 
Gornau . . 88,4 83,1 
Arnsfeld. . 88,4 65,5 
Heinrichsort 76,1 57,0 
Witzschdorf 91,2 80,5 

Bad Schandau 83,1 77,3 Strehla . . 87,8 88,3 
Rabenau. .. 93,9 85,9 Brandis.. 84,6 76,5 Kreishauptmannschaft 
Neuhausen.. 93,9 86,4 Burkersdorf Zwickau. 
Glashutte .. 80,3 70,3 b. Burgstiidt 87,5 77,6 Zwickau. .. 79,2 73,8 
Schmiedeberg. 91,8 87,4 Knautkleeberg 90,6 82,4 Lichtentanne. 90,1 82,0 
Co13mannsdorf 94,7 89,4 Lobstadt. 80,5 81,6 Vielau.. .. 86,3 80,4 
Lohmen . .. 80,8 75,4 Clau13nitz 87,3 74,8 Langenhessen. 91,3 90,9 
Reichenberg. 89,3 81,9 Thekla.... 88,2 86,9 Rebesgrun.. 77,7 59,7 
Hertigswalde . 81,8 66,5 Quasnitz... 89,5 85,9 Langenbach. 80,4 75,5 , 

1 Zeitschrift des Sachsischen Statistischen Landesamtes Jg. 70/71, S.41ff. (1924/25). 
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Wir wollen nun durch Ausstrichelung die Wahlbeteiligung der Manner in die 
nebenstehenden Gruppen einreihen und gelangen somit zu folgendem Ergebnis: 

iiber 70 bis 75% IIII 4 

75 " 80" -#H- II 7 

80 " 85 " -i#t- -I#l- -ttH- -ttH- I r 22 

85 " 90 " -#H- -ttH- -ttH- -Htt- -tttt- I 26 

90 " 95 " -ttH- -tt:t -ttH- -ttH- III 23 

95 " 100" III 3 

Gemeinden zusammen 85 

A ufga be 6. Die gleiche Einreihung ist fiir die verhiiltnismaBige Wahlbeteiligung 
der Frauen zu machen. 

Gruppen: Uber 50 bis 55 % 
55 " 60" 

usw. 

Die vorliegende Form der Ausgliederung des Zahlstoffes nach Gruppen ergibt 
die sogenannte Verteilungsreihe. Neben dieser findet besonders in der modernen 
Reihentheorie hoherer Art auch die Summenreihe eine vielfache Anwendung. Es 
wird darin dargestellt, wie viele Einheiten von 70 bis 75%, von 70 bis 80% usw. 

Mannliche Wahlbeteiligung 

Insgesamt bis 75 % . 
80 " 
85 " 
90 " 
95 " 

" 100" 

Zahl der 
Gemeinden 

4 
11 
33 
59 
82 
85 

gezahlt wurden. Obige Verteilungsreihe 
nimmt als Summenreihe nebenst3hende 
Gestalt an. 

Die Summenreihe hat gegeniiber der 
Verteilungsreihe - au.Ber den erwahn­
ten, auf dieser Stufe nicht zu behandeln­
den Vorteilen - den Vorteil, da.B sie 
durch die Summenbildung von Stufe zu 
Stufe gro.Bere Zahlen erzeugt, weshalb sie 

dem Gesetz der gro.Ben Zahl besser Geniige leistet als die Verteilungsreihe. Dieser 
Vorteil wird besonders dort zum Vorschein kommen, wo die Verteilungsreihe kleine 
Zahlen umfa.Bt. 

Die statistische Ausgliederung setzt ein Merkmal voraus, nach dem sie erfolgen solI; 
dieseskann artmaBig oder zahlenmaBig sein (S.19). Bei beidenArten von Merkmalen 
gabelt sich der Vorgang weiter, je nachdem eine Zergliederung in nur wenige oder 
eine in sehr viele Teile moglich ist. Einfach ist die Zergliederung im ersten FaIle. 
Beispiele hierfiir sind: bei artmaBigen Merkmalen das Geschlecht der Bevolkerung 
(zwei Gruppen), der Familienstand (4 bis 5 Gruppen), die Konfession, die Mutter­
sprache u. dgl. m.; bei zahlenmaBigen Merkmalen: die Familien nach der Zahl der 
Kinder, die Wohnungen nach der Zahl der Wohnraume, die Hauser nach der Zahl 
der Wohnungen usw. In allen diesen Fallen werden die Moglichkeiten, die sich durch 
die Ausgliederung darbieten, auch geltend gemacht werden, werden also die Zahlen 
fiir die beiden Geschlechter, fiir die moglichen Familienstande, die Zahlen fiir die 
Familien mit 0, 1, 2 usw. Kindern ermittelt werden. 

Schwieriger wird die Sache, wo eine gro.Be Zahl von Moglichkeiten uns gegen­
iibertritt. So bringt bei artmaBigen Merkmalen die Gliederung der Sterbefalle nach 
Todesursachen, der Personen nach dem Berufe, der Betriebe nach der Betriebsart, 
der Ein- und Ausfuhrsendungen nach der Warengattung usw. eine viel gro.Bere 
Vielfaltigkeit der Gliederungsmoglichkeiten. Hier sucht man mit Riicksicht darauf, 
da.B eine Ausgliederung, die etwa 200 Gruppen iibersteigt, praktisch an Ubersicht­
lichkeit verliert, Zusammenziige in der Weise zu erzielen, da.B man ein "Todes-
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ursachenverzeichnis (-schema"), "Berufsverzeichnis", Betriebsverzeichnis", "Waren­
gattungsverzeichnis" mit einer beschrankten Anzahl von Stellen verfaBt und diesem 
ein alphabetisches und systematisches Einreihungsverzeichnis beigibt, in dem die 
groBe Fiille der Moglichkeiten enthalten und mit einer Einreihungsanweisung ver­
sehen ist. Ahnlich muB dort, wo viele Zahlenabstufungen moglich sind, z. B. ge­
werbliche Betriebe nach der Zahl der Arbeiter, eine Zusammenfassung in Gruppen 
erfolgen, z. B. Betriebe mit bis 20 Arbeitern usw. Bei den stetigen zahlenmaBigen 
Merkmalen miissen wegen der Vielheit der Moglichkeiten immer zusammenfassende 
Gruppen gebildet werden. Es wird z. B. das Alter nach Altersjahren, die Korper­
groBe nach GroBenzentimetern, es werden die Preise nach RM angegeben. 

Dadurch, daB die einzelnen FaIle nach den einem Merkmal entsprechenden 
Gruppen aufgeteilt werden, wird in gewissem Sinn bessere Ordnung und Ubersicht 
geschaffen, indem wir von der schwer zu handhabenden Gesamtmasse zu kleineren 
Teilmassen fortschreiten. Der Einzelfall, der in der Gesamtmasse untertaucht, taucht 
auch in den Gruppen unter. Bilden wir z. B. eine Gruppe "landwirtschaftlich Be­
rufstatige", so sind darin aIle Ackerbauer, Weinbauer, Viehztichter usw. enthalten, 
ohne daB wir sie nach geschehener Einreihung besonders herauskennen konnten, 
auBer, wenn wir uns zu einer weiteren Zergliederung entschlieBen. Haben wir eine 
Gruppe der Personen mit einem Alter von vollendeten 0 Jahren gebildet, so sind 
sowohl die soeben Geborenen, als auch die bereits 3, 6, 9 oder nahezu 12 Monate 
alten Kinder darin enthalten. Eine etwaige verschiedene Haufigkeit der 0-jahrigen 
Kinder nach Kalendermonaten geht in dieser Gruppe ganz verloren. Wenn wir 
tiber die Verteilung im Inneren der Gruppe nichts Naheres wissen, behelfen wir 
uns in der Regel mit der bequemen, wenn auch oft nicht richtigen Annahme einer 
gleichmaBigen Verteilung tiber die ganze Gruppenbreite, wie das auch in der zeich­
nerischen Darstellung der Haufigkeitsverteilung im Haufigkeitspolygon (vgl. 
Abschn. II, 7c, Abb. 7-11, 14 auf S.87, 95ff. und 103) zum Ausdruck kommt. 
Demzufolge liegt der Schwerpunkt in der Gruppenmitte (beim Haufigkeitspolygon 
die Schwerlinie der Gruppe in deren Mittelordinate) und man hat sich den ganzen 
Gruppeninhalt als auf die Gruppenmitte uniformiert vorzustellen. Der dieser Vor­
stellung innewohnende Fehler ist umso geringer, je enger die Gruppen sind und je 
gleichartiger der Gruppeninhalt ist. 

Wir gelangen durch diese Erwagungen zu den allgemeinen Forderungen, die an 
die Gruppenbildung zu stellen sind. Die Gruppen sollen den Forderungen der Uber­
sichtlichkeit, der Gleichartigkeit und der groBen Zahl entsprechen. Die Ubersicht­
lichkeit verlangt, daB die Zahl der Gruppen nicht zu groB genommen werde; die 
Gleichartigkeit, daB der Umfang der Gruppen nicht zu weit gezogen, die Zahl der 
Gruppen also nicht zu klein genommen werde; dem Gesetz der groBen Zahl zu­
folge solI wieder die auf die einzelnen Gruppen entfallende Besetzungszahl nicht 
zu klein werden, sollen also dort, wo diese Gefahr besteht, nicht zu viele Gruppen 
gebildet werden. Wie ersichtlich, widerstreiten sich diese Forderungen: die Forde­
rungen der Ubersichtlichkeit und des Gesetzes der groBen Zahl zielen auf einen 
groBeren Gruppenumfang, daher eine kleinere Anzahl von Gruppen, die der Gleich­
artigkeit auf einen kleineren Gruppenumfang, daher auf eine groBere Anzahl von 
Gruppen. Ohne Zweifel kann dieser Widerstreit nur dadurch geschlichtet werden, 
daB sich der bearbeitende Statistiker ftir einen mittleren Weg entscheidet, auf dem 
weder die eine noch die andere Forderung der Statistik zu groblich verletzt wird. 
Hierbei kommt es ganz auf den einzelnen Fall an. Es wird eine Gruppenbildung 
tiber ein Merkmal in dem einen Fall, z. B. groBe Gruppen bei einer beschrankten 
Anzahl von Fallen, zu bewilligen, in dem anderen, bei einer geniigenden Anzahl 
von Fallen, abzulehnen sein. 

Zu diesen allgemeinen Grundforderungen der Gruppenbildung kommt noch eine 
weitere fiir die Gruppenbildung bei zahlenmaBigen Merkmalen. Die Gliederungen 

Winkler, Theoretische Statistik. 5 
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nach zahlenmaBigen Merkmalen sind fiir die statistische Theorie darum besonders 
interessant, weil sie einen Entstehungsgrund statistischer Reihen vorstellen, die 
uns weiter unten (Abschn. II 7) noch naher beschliftigen werden. Solche statistische 
Reihen stellen meist Gebilde irgendeiner RegelmaBigkeit vor. Es folgt daraus die 
Forderung fiir die Gruppenbildung, daB diese den Reihencharakter wahre, also die 
Grundlage der Reihenbildung, die natiirliche Zahlenreihe, weder nach der Reihen­
folge der Zahlen, noch im FaIle einer Gruppenbildung nach der Gleichheit der ge­
bildeten Gruppen verlasse. Es ware fehlerhaft, wollten wir die Altersgliederung der 
Gestorbenen nach durcheinandergewiirfelten Altersjahren darstellen, ebenso fehler­
haft, wollten wir einen Teil nach Monaten, einen nach Altersjahren, einen dritten 
nach Altersjahrfiinften usw. ausgliedern. Wenn aber, wie in dem angefiihrten Bei­
spiele, eine eingehendere Ausgliederung nur fiir gewisse Altersabschnitte von Inter­
esse ist, dann mag das Ganze auf eine allgemeine, allen Teilen entsprechende 
GruppengroBe, z. B. Altersjahrfiinfte, gebracht werden, es mogen aber daneben 
etwa die Gestorbenen von vollendeten 0 bis 4 Jahren nach Altersjahren, die Ge­
storbenen des O-ten Jahres nach Altersmonaten und die Gestorbenen des O-ten 
Monates nach Alterstagen ausgegliedert werden. Dadurch ist sowohl der Forderung 
der Gruppengleichheit als auch dem Bediirfnis nach eingehender Ausgliederung 
einzelner Teile Geniige getan. 

Die Forderung nach Gruppengleichheit stoBt in der Praxis iiberall dort auf 
Schwierigkeiten, wo starke Verschiedenheiten in der Besetzung der gleichgehaltenen 
Gruppen vorhanden sind. Wenn wir z. B. die Einkommensverteilung (siehe Ab­
schnitt II, lla) betrachten, so sehen wir die Gruppen niedrigeren Einkommens sehr 
stark, die Gruppen hoheren Einkommens fortschreitend immer schwacher besetzt, bis 
endlich die Gruppen der ganz hohen Einkommen nur noch eine ganz schiittere Be­
setzung aufweisen. Die Gleichheit der Gruppen miiBte hier zu einer kaum iiberseh­
baren Anzahl von Gruppen fiihren; dazu wiirde in den hoheren Gruppen die Besetzung 
so schwach werden, daB dem Gesetze der groBen Zahl nicht mehr entsprochen ware. 
Es wiirden sich bier also die aus der Reihennatur gewonnene Forderung der Gruppen­
gleichheit und die auf Kleinheit der Gruppen abzielende allgemeine Forderung der 
Gleichartigkeit mit den gleichfalls allgemeinen Forderungen der Ubersichtlichkeit 
und der Wahrung des Gesetzes der groBen Zahl bekampfen. Die Praxis gibt in 
solchen Fallen unter Verletzung der beiden ersten Forderungen den beiden letzteren 
recht und bildet ungleiche Gruppen, in unserem Beispiele also Gruppen von wach­
sendem Umfange. Welche Mittel dem Statistiker zur Verfiigung stehen, um aus 
einem Material mit ungleichen Gruppen die reihenmiiBige RegelmaBigkeit zu ent­
nehmen, also den notwendigerweise begangenen Darstellungsfehler annahernd zu 
beseitigen, soll weiter unten (Abschnitt II, 8a) dargestellt werden. 

AlB Auskunftsmittel wurde im FaIle der Einkommensverteilung der Vorschlag gemacht, 
die Gruppengrenzen nicht im arithmetischen, sondern im geometrischen VerhiHtnis zunehmen 
zu lassen. Wird der Vorschlag grundsatzlich angenommen (was nach der Natur der Einkommens­
kurve bestritten werden kann), so ist es richtiger, nicht die Gruppengrenzen, sonderndie Gruppen­
mitten, in denen nach der obigenDarstellung der ganze Gruppeninhalt als vereinigt angenommen 
wird, im geometrischen Verhii.ltnis fortschreiten zu lassen. Der Vorschlag bezweckt also statt 
eines unregelmaBigen GroBerwerdens der Gruppen ein nach einer bestimmten GesetzmaBigkeit 
geregeltes Gri:iBerwerden. Die Verletzung des oben vertretenen Grundsatzes der Gruppengleich­
heit wird natiirlich auch hier begangen. 

Bei der Abgrenzung zahlenmaBiger Merkmale ist auf die Klarheit der Abgrenzung zu achten. 
Man darf z. B. Altersgruppen nicht bilden 0 bis 5, 5 bis 10 usw. Jahre, weil man dann nicht weill, 
ob die 5jahrigen in der unteren oder oberen Gruppe gezahlt sind. Die richtige Abgrenzungs­
weise fiir den Statistiker, der in vollendeten Lebensjahren rechnet, ist 0 bis 4,5 bis 9 Jahre usw.; 
man kann auch abgekiirzt schreiben 0-, 5- Jahre usw. oder -4, -9 Jahre usw. 

Eine wichtige weitere Forderung an die Gruppenbildung, und zwar negativer 
Art, ist die der Vermeidung von "offenen Gruppen", das sind Gruppen, die unten 
ohne Grenze beginnen (z. B. bis 18 Jahre, bis 1500 RM Einkommen u. dgl.) oder die 
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ohne Grenze schlieBen (z. B. 60 Jahre u. dariiber, 100000 RM Einkommen und 
dariiber). Offene Gruppen sind iiberall dort ein schweres Dbel, wo das arithmetische 
Mittel und die mittlere Abweichung berechnet werden sollen, also die GrundmaBe 
der statistischen Reihendarstellung. Der Mangel kann nur in der Weise iiberbriickt 
werden, daB iiber die untere oder obere Gruppengrenze eine Annahme aufgestellt 
wird, oder daB diese Gruppen bei der Berechnung nicht beriicksichtigt werden. 
Der erstere Weg diirfte mehr zu empfehlen sein, da Merbei die Wahrscheinlichkeit 
eines Fehlers kleiner ist. Der zweite Weg ist nur dann gangbar, wenn die AuBen· 
gruppen ganz kleine Zahlen aufweisen, was z. B. bei der Normalkurve oder der 
schiefen Verteilungskurve (Abschn. II, 10 u. ll) zutrifft. 

Die Werte der Zahlenreihe, die ein zahlenmaBiges Merkmal annehmen kann, 
(z. B. I, 2, 3 usw. Kinder, 0-, 1-, 2- usw. Altersjahre), ~erden haufig auch 
"Argumentwerte" genannt. 

b) Die Bildung von Obergruppen. Die Obergruppenlage. Der Statistiker kann, 
wie sich aus der vorausgehenden Darstellung ergeben hat, in die Lage kommen, die 
urspriinglich vorgenommene GruppengroBe erweitern zu miissen, wenn namlich die 
Besetzung der einzelnen Gruppen so schiitter ist, daB die Wesensform der Vertei· 
lung von zufalligen Abweichungen zu stark getriibt wird. LaBt nun schon die mit 
den zu kleinen Gruppen erzielte Ausgliederung eine gewisse RegelmaBigkeit der Ge­
stalt, z. B. Symmetrie, Asymmetrie, einseitigen Abfall oder dergleichen vermuten, 
so darf die Lagerung der Obergruppen nur in der Weise erfolgen, daB die Ober­
gruppenlage diese RegelmaBigkeit nicht verwische. Wollen wir also z. B. im FaIle 
einer symmetrischen Verteilung auch in der Obergruppenverteilung die RegelmaBig­
keit nicht entstellen, so miissen wir den Mittelpunkt der urspriinglichen Verteilung, 
der hier wegen der vermuteten Symmetrie des Ganzen mit dem arithmetischen 
Mittel nahe zusammenfallt, auch zum Mittelpunkt der Mittelgruppe machen, von 
der aus dann die weiteren Gruppen nach beiden Seiten verlaufen. 

Beispiel. Wir teilen in Abschnitt II, lOb die Zahlen £iir 300 Tischkantenmes­
sungen mit und berechnen dort aus den urspriinglichen Gruppen zu je 1 mm 
Obergruppen zu je 2 mm. Dabei beachten wir, daB das arithmetische Mittel 2,1086 m 
betragt, weshalb wir als Mittelgruppe die Gruppe 2,108 bis 2,109 wahlen. 

Aufgabe 7. Zu den Zahlen des Tabellchens auf S.22 iiber die KorpergroBen­
verteilung der Mistelbacher Rekruten sind Obergruppen zu je 3 cm fiir aIle drei 
moglichen Obergruppenlagen, ferner die Zahlen fiir die richtige Obergruppenlage 
von 5 cm zu berechnen und aIle vier Verteilungen zeichnerisch (nach dem Muster 
von Abb. 3b auf S.26) darzustellen. 

c) Die mehrfache Ausgliederung. In manchen Fallen geniigt eine einfache ort­
liche, zeitliche oder sachliche Ausgliederung einer statistischen Masse, um den stoff­
lich gewiinschten Einblick zu vermitteln. Sehr haufig bleibt der Statistiker aber 
nicht dabei stehen, sondern fahrt in der Ausgliederung der Masse fort. Es gibt dann 
doppelte, dreifache und mehrfache Ausgliederungen. Wir konnen z. B. die Bevol­
kerung nach dem Berufe allein, aber auch nach dem Berufe in Verbindung mit dem 
Geschlechte oder mit dem Alter oder mit beiden Merkmalen zugleich ausgliedern. 
Die einfache Berufsausgliederung gibt nicht mehr als das rohe Bild der Berufsver­
teilung der Bevolkerung. Die Berufsausgliederung nach dem Geschlechte zeigt uns, 
welchen Auteil die Manner. und die Frauenarbeit an der Berufsarbeit haben, die 
Ausgliederung nach dem Berufe und dem Alter gibt uns die fiir viele Zwecke, z. B. 
fiir die Sozialversicherung, wichtige Altersgliederung der einzelnen Berufe. Wir er­
kennen an diesem Beispiele, daB die Merkmalsverbindung dazu dient, den Stoff 
tiefer zu durchdringen, als es mit einer einfachen Ausgliederung moglich ist. Die 
Merkmalsverbindung ist auch, wie wir in Abschnitt II, 16b) sehen werden, eines 
der Hauptmittel der statistischen Ursachenforschung. Sie wird erst ermoglicht 
durch die moderne statistische Technik der Individualzahlkarte. 

5* 



68 Die statistische Gruppenbildung. Die statistische Tabelle. 

In der Praxis konnen naturlich nicht alle moglichen Merkmalsverbindungen, 
sondern wegen der Kostspieligkeit des Aufbereitungsverfahrens nur die wichtigsten 
von ihnen ausgezahlt werden. 

A ufga be 8. In dem oben auf S. 63 mitgeteilten Stoffe uber die verhaltnismaBige 
Wahlbeteiligung in 85 sachsischen Gemeinden ist die doppelte Ausgliederung nach 
der mannlichen und weiblichen Wahlbeteiligung zugleich vorzunehmen. 

d) Die statistische Tabelle. Die zutreffende Ausdrucksform fUr jede statistische 
Darstellung, besonders also auch fUr die einfache und mehrfache Ausgliederung, 
ist die statistische Tabelle. Sie gibt mit ihren in ein Fachwerk eingeordneten Zahlen, 
ihren Spalten und Zeilen, das ubersichtlichste Bild der vorzufuhrenden Zahlen­
gruppierungen und spricht eben wegen dieser Ubersichtlichkeit eine deutliche, aller­
dings nur dem geubten Statistiker leicht zugangliche Sprache, die er den ublichen 
Umschreibungen ihres Inhalts in Textform weit vorzieht. (Umgekehrt allerdings 
der Laie.) Der Junger der Statistik muB sich daher vor aHem in dem Lesen und 
Durchdringen statistischer Tabellen uben, da sie es sind, die den Kern der stati­
stischen Darstellung bilden. 

Die wesentlichsten auBeren Bestandteile einer TabeHe sind der Kopf und die 
Vorspalte, in denen die Bezeichnung des Zahleninhaltes enthalten sind. Der Zahlen­
inhalt selbst wird in die Felder der Tabelle eingefiillt, die in lotrechter Richtung 
Spalten, in waagrechter Richtung Zeilen bilden. Jeder Tabelle, auch wenn sie in 
einen Text eingefugt ist, gebuhrt eine Aufschriit, die kurz den Inhalt kennzeichnet; 
ferner ist, wenn die Tabelle nicht in einem Quellenwerk steht, sondern von dort 
entlehnt ist, die genaue Angabe der QueUe der Tabelle unter der Dberschrift oder in 
einer FuBnote beizusetzen. 

Eine weitere beachtenswerte Ubung besteht darin, daB Felder grundsatzlich 
nicht leer gelassen werden; Felder, fur die der ausgewiesene Wert gleich Null ist, 
werden mit einem Querstrich (-), Felder, deren Inhalt unbekannt ist, mit einem 
Punkt (.) ausgefiillt. 

Die Berufsverteilung im Deutschen Reich i. J. 19251• 

Wirtschaftsa bteilungen 

A. Land- u. Forstwirtschaft. . . 
B. Industrie u. Handwerk . 0 • 

C. Handel u. Verkehr . . . . . 
D. Verwaltung, freie Berufe usw. 
E. Gesundheitswesen usw .... 
F. Hausliche Dienste usw. . 0 • 

A bis F zusammen. 0 • • 0 

G. Ohne Beruf u. Berufsangabe 
A bis G, Gesamtbev ..... 

E b t oot· i Nicht er- B f 
rwer s a 1ge I werbstatige eru s-

--------------- - --, Berufs. z~gehOrige 
mannlich I weiblich I insgesamt I zugeh6rige msges. 
-1---2--1---3--1-4---f---5 -

4793147 49692791 9762426 4610830 14373256 
10330343

1 

2908880 I 13239223 12542058 25781281 
3698247 1575255 5273502 5288439 10561941 
1211732 290647 1502379 1654356 3156735 

293308 ' 295480 588788 375917 964705 
204511 1438471 1642982 267275 1910257 

20531288 11478012 32009300 24738875 56748175 
1697153 2147277 3844430 1818014 5662444 

22228441 13625289 35853730 26556889 62410619 

Die beigefugte, dem StatiAtischen Jahrbuche fur das Deutsche Reich, 49. Jahrg., 
1930, S.23 entnommene Tabelle uber die Berufsverteilung im Deutschen Reiche 
enthalt in ihrer Vorspalte die Ausgliederung nach den Wirtschaftsabteilungen, in 
ihrem Kopfe die Ausgliederung nach der Tatsache der Erwerbstatigkeit, teilweise 
in Verbindung mit dem Geschlecht. 

1 Statistisches Jahrbuch fur das Deutsche Reich 49, 23 (1930). 
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7. Die statistische Reihe. 
a) Wesen, Zweck und Voraussetzungen ihrer Bildung. Statistische Reihen kon­

nen in doppelter Weise zustande kommen: a) indem statistische GroBen, Grund­
zahlen oder daraus abgeleitete Werte wie Verhaltniszahlen, Durchschnitte, in der 
zeitlichen Aufeinanderfolge, z. B. nach Kalendermonaten, -jahren, -jahrzehnten an­
einander gereiht werden, oder b) indem statistische GroBen nach den Abstufungen 
eines zahlenmaBigen Merkmals aneinander gereiht werden. Die ersteren Reihen 
nennen wir die zeitlichen Reihen, die zweiten die sachlichen Reihen. 

Ein Beispiel fiir die erstere Art von Reihen ist die Aneinanderreihung der Zahlen 
der Arbeitslosen von Monat zu Monat oder der Ernteertrage auf 1 ha von Jahr 
zu Jahr, Beispiele fiir die zweite Art von Reihen sind die Ausgliederung einer Masse 
von Gleichaltrigen nach der KorpergroBe, die Ausgliederung der Betriebe nach der 
Zahl der verwendeten Arbeiter oder die Aneinanderreihung der Sterbewahrschein­
lichkeiten fiir die verschiedenen Altersstufen. 

Man kann wohl auch andere als die beiden genannten Aneinanderreihungen 
von statistischen GroBen vornehmen; man kann die Zahlen fiir verschiedene ort­
liche Gebiete, z. B. die Bevolkerungszahlen der Staaten Europas oder die Zahlen 
einer Ausgliederung nach einem artmaBigen Merkmal, z.B. dem Berufe, aneinander­
reihen. Es kommt aber hier keine statistische Reihe im eigentlichen Sinne des Wortes 
zustande, weil ein zwingender Reihungsgrund, der in den Fallen a und b in der 
natiirlichen Zahlenreihe gegeben ist, fehlt. Man spricht gleichwohl in diesem un­
eigentlichen Sinne von ortlichen und sachlichen Reihen, sollte aber besser nur von 
ortlichen und sachlichen Aneinanderreihungen sprechen. 

Der von der Reihenbildung verfolgteZweck ist der des Vergleiches und U"berblickes. 
Wir stellen Jahresergebnisse oder die Ergebnisse einer zahlenmaBigen Stufung neben­
einander, weil diese Nebeneinanderreihung uns nicht nur den Vergleich eines Gliedes 
der Reihe mit jedem anderen Gliede, sondern auch einen Uberblick iiber den Gesamt­
verlauf der Reihe ermoglicht. Beides ist fiir die Beurteilung des jeweils vorliegenden 
statistischen Tatbestandes von Wichtigkeit. Den Statistiker geht es sowohl an, wie 
sich das Ergebnis etwa des letzten betrachteten Jahres gegeniiber dem vorletzten, 
drittletzten usw. verandert hat, als auch, welche Gesamtentwicklung (zunehmende, 
abnehmende, gleichbleibende, regelmaBig schwankende) die gesamte Reihe nimmt. 

SolI ein solcher Vergleich moglich sein, so muB als Voraussetzung der Reihen­
bildung Gleichheit der zugrunde gelegten Stufen der Zahlenreihe gelten. Stellen wir 
die Ergebnisse von Zahlungen zu einer statistischen Reihe zusammen, so sollen die 
Zahlungsabstande gleich sein, stellen wir die Ergebnisse von Verzeichnungen {Re­
gistrierungen) in eine Reihe, so sollen die der Verzeichnung zugrunde gelegten Zeit­
abschnitte einander gleich sein; bilden wir eine Reihe auf Grund eines zahlenmaBigen 
Merkmales, so sollen die Merkmalsstufen einander gleich sein (vgl. oben S. 65£.). Wir 
haben gesehen, daB diese Forderung in der Praxis haufig verletzt wird, ja aus Zweck­
maBigkeits- oder anderen Griinden verletzt werden muB. Es taucht somit die Frage 
auf, wie wir diesen unvermeidlichen Fehler, der die Erkenntnis der Reihenform 
behindert, beseitigen konnen. Nehmen wir folgendes Beispiel (s. S. 70). 

Die Reihe zeigt einen ganz regelmaBigen Verlauf (vgl. auch die Abb. 5). Nur 
von dem Augenblicke an, da die Darstellung von einjahrigen zu fiinfjahrigen Alters­
stufen iibergeht, ergibt sich eine scheinbare Unterbrechung des regelmaBigen Ver­
laufes. 

Das Verfahren, diesen Scheinfehler aus der Gruppenungleichheit zu beseitigen, 
besteht darin, daB wir uns den der groBeren Gruppe entsprechenden Wert auf den 
Umfang der vorausgehenden kleineren Gruppen umrechnen. Rier erhalten wir also 
als den fiinfjahrigen Durchschnitt aus 18014 den Wert von 3603. Dieser darf aber 
nicht ohne weiteres -fiir den Wert 18014 eingesetzt werden, da sich dieser auf fiinf 
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Alter der eheschlieBenden Manner im Deutschen Reiche im Jahre 19281• 

Alter Zahl Alter Zahl 
18 bis unter 19 353 32 bis unter 33 14738 
19 20 1912 33 34 11633 
20 

" 
21 6227 34 " 35 9766 

21 22 28935 35 36 8091 
22 23 36563 36 37 7081 
23 

" 
24 47022 37 38 6176 

24 25 55280 38 
" 39 5379 

25 26 58910 39 " 40 4913 
26 

" 27 58915 40 " 45 18014 
27 28 52691 45 50 12281 
28 29 42536 50 55 9555 
29 30 32743 55 

" " 60 6311 
30 

" 
31 25252 60 und darii ber 6484 

31 32 19414 Zusammen 587175 

50 

so 

~w 
~ 

~,r) 
~ 
""28 

i 
10 

Abb. 5. Raufigkeitspolygon nnd Raufigkeitsknrve der Altersgliederung der eheschlie13enden Manner im Dentschen 
Reiche im Jahre 1928. 

Jahre, der Durchschnitt aber nur auf ein Jahr bezieht. Wir konnen die Reihe mit 
dem gewonnenen Durchschnittswert nur in der Weise richtig fortsetzen, daB wir 
ihn uns fiinfmal in die Reihe eingesetzt denken. Natiirlich wird durch ein solches 
Vorgehen der stetige Lauf des vorausgehenden Teiles der Reihe unterbrochen. 
Setzen wir aber dieses Verfahren fort, so gelangen wir doch wenigstens zu einer 
stufenmaBigen Annaherung an den wahren Verlauf, also etwa: .... 6176, 5379, 
4913, 3603, 3603, 3603, 3603, 3603, 2456, 2456, 2456, 2456, 2456, 1911, 1911, 
1911, 1911, 1911 usw. 

Dieses wird noch deutlicher, wenn wir die Korrektur zeichnerisch durchfiihren. 
Hier ergibt sich der oben besonders errechnete Durchschnitt einfach aus der Er­
wagung, daB die als Flache darzustellende GroBe 18014 nicht auf die gleiche 
Grundlinie wie die vorausgehenden Gruppen, sondern auf eine fiinfmal so groBe 
zu beziehen ist, die Rohe des Rechteckes daher nur ein Fiinftel der angegebenen 
GroBe betragen dad. In der zeichnerischen Durchfiihrung wirkt das Gleichbleiben 
auf einer breiteren Stufe weitaus nicht so storend als in einer TabeHe das Gleich­
bleiben der Besetzungszahl durch 5 Stufen hindurch. (Man vergleiche hierzu auch 
die Abb. 5 und Abb. 9 auf S. 96.) 

Uber die Behandlung ungleicher Zeitraume bei zeitlichen Reihen siehe Abschnitt 
II, 12, S. 106. 

b) Uberblick fiber die statistischen Reihenformen. Aus der groBen Zahl der mog­
lichen statistischen Reihenformen heben sich in scharfer Zeichnung eine Anzahl 
von besonders bemerkenswerten Reihenformen heraus. Hier treten uns vor aHem 
diejenigen Reihenformen entgegen, die wir bei der Zergliederung einer Masse nach 

1 Statistisches Jahrbuch fiir das Deutsche Reich 49, 34/35 (1930). 
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einem zahlenmaBigen Merkmal antreffen. Hierher gehoren die einfachen Typen der 
symmetrischen Verteilungsreihe (N ormalkurve), der asymmetrischen Verteilungsreihe, 
der J-formig gebogenen Verteilungsreihe und der U-formig gebogenen Verteilungs­
reihe. Dann finden wir Mischformen; deren bekannteste Erscheinungsarten sind 
die Verteilung des Alters der Gestorbenen (in der rohen Gestalt der Wirklichkeit oder 
in ihrer verfeinerten Gestalt der Sterbetafelberechnung) und die zweigipfeligen 
symmetrischen oder schiefen Verteilungskurven. 

Ahnliche Reihenformen wie die hier genannten finden wir bei Reihen von Ver­
haltniszahlen, die durch die Beziehung der GroBen zweier Reihen aufeinander ge­
wonnen worden sind, z. B. die Reihe der Heiratswahrscheinlichkeiten, der Sterbe­
wahrscheinlichkeiten nach dem Alter. 

Eine zweite Gruppe von regelmaBigen Reihengestaltungen finden wir, wenn 
auch zum Teil in vielloserer Weise, bei den zeitlichen Reihen. Hier ergeben sich zu­
nachst die ganz losen Formen der zunehmenden und der abnehmenden (ganz all­
gemein der "Entwicklungs" -)Reihen. Daneben zeigen zeitliche Reihen haufig Schwan­
kungen: jahreszeitliche Schwankungen und die in neuerer Zeit viel genannten Kon­
junkturschwankungen. Alle drei Arten der Reihenformen konnen in Verbindung 
miteinander auftreten. Hierbei ergibt sich fiir den statistischen Betrachter dann 
oft die Aufgabe, eine von diesen drei ihn interessierenden Bewegungen herauszu­
losen: entweder die Hauptbewegungsrichtung (in der angelsachsischen Literatur 
"secular trend" genannt) oder die jahreszeitlichen Schwankungen oder dieKonjunk­
turschwankungen. Auf aIle diese Moglichkeiten einer Reihengestaltung solI weiter 
unten (Abschnitt II, 10f£.), nachdem wir einige wichtige MaBzahlen fiir die Darstel­
lung der statistischen Reihen (Abschnitt II, 8 und 9) kennengelernt haben, naher 
eingegangen werden. 

c) Hiiufigkeitspolygon und Hiiufigkeitsknrve. Wir haben in der obigen Abb.5 
iiber die Verteilung der Altersgliederung der eheschlieBenden Manner neben die 
Darstellung der Zahlen in Form des bereits aus Abb. 3b bekannten "Haufig­
keitspolygons" die bloBe obere Umrandung in Form einer "Haufigkeitskurve" 
gestellt. Das "Haufigkeitspolygon" ist nichts anderes als der zeichnerische Aus­
druck der zugehOrigen Zahlentabelle. In der seitlich angebrachten Einteilung 
kann die GroBe aller als Ordinaten dargestellten Gruppenbesetzungszahlen, 
die auf die einzelnen Altersjahre entfielen, abgelesen werden. Aber dazu ist die 
zeichnerische Darstellung eigentlich nicht da, das findet man besser in der Tabelle 
selbst. Was uns die zeichnerische Darstellung, das Haufigkeitspolygon, Eigenes 
gibt, das ist der bessere Uberblick iiber die Gesamtanordnung der Verteilung, iiber 
die Verteilungsform des Merkmales. 

Wenn wir die stufenweise abgesetzten Rander des Haufigkeitspolygons betrach­
ten, so fallt sofort der open (S. 65) erwahnte Mangel jeder Gruppenbildung ins Auge. 
Die einzelnen FaIle, die in die Gruppengrenze fallen, konnen nicht nach ihrem in­
dividuellen Wert zur Geltung kommen, sondern sind aIle auf die Gruppenmitte uni­
formiert. Dadurch erklaren sich die Stufen, die das Bild der wirklichen Verteilung 
etwas entstellen, hier wohl weniger, weil die Gruppenbreite klein bemessen worden 
ist, aber dort, wo wir die FaIle in groBere Gruppen zusammenfassen, bedeutend mehr. 

Welche Bedeutung hat dem gegeniiber die rechts danebengestellte Haufigkeits­
kurve 1 Sie solI ein Bild des wahren Verlaufes der FaIle (unbehindert um die Hem­
mungen der Gruppengrenzen) geben. Der Gedankenweg, der vom Haufigkeitspoly­
gon zur Haufigkeitskurve fiihrt, ist folgender: Die aus dem eben erwahnten Ein­
reihungsvorgang hervorgehende Fehlerhaftigkeit des Haufigkeitspolygons wird 
um so kleiner, je enger wir die Gruppen fassen. Wiirden wir also die Gruppenbreite 
stufenweise verengern, etwa folgeweise auf die Halfte, ein Viertel, ein Achtel usw., 
wobei wir, um dem Gesetz der groBen Zahl zu geniigen, die Gruppenbesetzungs­
zahlen verdoppeln, vervierfachen, verachtfachen usw. miiBten, so wiirden wir 
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in der Polygongestalt ohne Zweifel eine immer scharfere Auspragung der Gestalt 
ersehen, da nicht nur theoretisch erwartbar, sondern auch praktisch nachweisbar 
im Rahmen der einzelnen Gruppen eine ahnliche Anordnung Platz greift, wie 
sie sich in der Gesamtgestalt kund gibt. Wir wurden schlieBlich, wenn die Grup­
penbreite unendlich klein und die Beobachtungszahl unendlich groB geworden 
ware, bei der durch die Kurvenform dargestellten Haufigkeitsgestalt anlangen. 
Der Weg yom Haufigkeitspolygon zur Haufigkeitskurve ist also kein anderer 
als der von der unvollkommenen Wirklichkeit zur Idealform. Jedes Haufigkeits­
polygon ist somit als eine Art Obergruppenbildung aus einer der Wesensform naher­
liegenden Haufigkeitsverteilung, somit als eine aus Grunden der Forderung der 
groBen Zahl vergroberte Darstellung der Haufigkeitskurve aufzufassen. 

Beinahe aIle unter b) genannten Reihenformen zeigen eine analytische Regel­
maBigkeit der Form, die zwar massenindividuelle Schwankungen aufweist, im 
Grundtypus aber unverkennbar vorhanden ist. Es ist darum naheliegend, fur die 
Form auch einen analytischen Ausdruck y = f (x) zu suchen!. Es mag nicht nur den 
mathematisch geschulten Verstand reizen, fur ein regelmaBiges geometrisches Gebilde 
den angemessenen analytischen Ausdruck zu finden, sondern es sind damit auch er­
hebliche praktische und theoretische Vorteile verbunden. Die praktischen Vor­
teile der gelungenen analytischen Darstellung einer Kurve bestehen in der durch 
die neue Reihe gegebenen Ausgleichung der zufalligen Schwankungen, in der damit 
verbundenen leichten Interpolation (Errechnung von Zwischenwerten), in der leich­
ten Errechenbarkeit der statistischen Mittelwerte u. dgl. m. Der haupts~chliche 
theoretische Vorteil besteht darin, daB wir aus dem Wesen der in Verwendung 
gelangenden Kurven Hinweise auf das Zustandekommen einer solchen Gruppierung 
in der statistischen Wirklichkeit entnehmen konnen. Dieser Teil der statistischen 
Theorie steht allerdings noch ganz in den Anfangen und ist noch eines reichlichen 
weiteren Ausbaues fahig. 

8. Die statistischen Mittelwerte 2• 

a) Zweck, Wesen und Einteilung. Ein wichtiges Erkenntnisziel der Lehre von 
den statistischen Reihen, besonders soweit sie die Verteilung nach einem Merkmal 
ausdrucken, ist es, einen einfachen, einzigen GroBenausdruck fur die Reihe, also 
meistens fur das Merkmal, zu gewinnen. Diesem Zwecke dienen die statistischen 
Mittelwerte. 

Ihrem Namen nach sind sie ganz allgemein als Werte, die zwischen den End­
werten der statistischen Reihe liegen, zu bestimmen. Es gibt demnach grundsatz­
lich unzahlig viele Mittelwerte. In Wirklichkeit werden aus deren Schar aber nur 
eine kleine Anzahl von Werten hervorgehoben, die ihrer Natur nach etwas besonders 
Kennzeichnendes besitzen. Von den zahlreichen Werten, die dieser Bedingung 
entsprechen, seien hier nur vier behandelt: der arithmetische Durchschnitt, der geo­
metrische Durchschnitt, der mittlere (Zentral-)wert und der haufigst vorkommende 
("dichteste") Wert. 

1 Dann ist die statistische Masse selbst durch die von der Kurve umschlossene Flache dar­
gestellt und ihr analytischer Ausdruck ist das Integral der erwahnten Kurve f f(x) dx. 

2 EDGEWORTH: On Methods of Statistics, in Jubilee Volume of the Royal Statistical So­
ciety 1885, 181f£. VENN: On the Nature and Use of Averages, in J. of the Royal Statist. 
Soc. 1891, 429f£. ZIZEK, F.: Die statistischen Mittelwerte. Eine methodologische Untersuchung. 
Leipzig: Duncker & Humblot 1908. v. BORTKIEWICZ, L.: Kritische Betrachtungen zur theo­
retischen Statistik, in: Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und Statistik 65, 321ff. WINKLER, 
W.: Von statistischen Durchschnitten im allgemeinen, Preisdurchschnitten im besonderen, in: 
Dtsch. St. Zentralblatt 18, 65ff. GINI, C. und L. GALVANI: Di talune estensioni dei concetti 
di media ai caratteri qualitativi, in: Metron 8, H. 1-2, 3ff. (1929). FLASKAMPER, P.: Bei­
trag zur Logik der statistischen Mittelwerte, in: AUg. Stat. Archiv, 21, 379ff. (1931). 
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Wenn wir, wie ublich, auf der Abszissenachse die Stufen des betrachteten zahlen­
maBigen Merkmals auftragen, dann ist es klar, daB aIle vier Werte hier immer Ab­
szissenwerte sein werden: z. R die durchschnittliche, die mittlere, die haufigste 
KorpergroBe werden naturgemaB Werte in der auf der Abszissenachse aufgetragenen 
KorpergroBenskala sein. Dagegen ist es ebenso klar, daB Durchschnitte usw. aus 
GroBen zeitlicher Reihen immer Ordinatenwerte sein mussen. So wird z. R, wenn 
wir die Bevolkerung des Deutschen Reiches von 1871 an als Ordinaten auf einer 
Abszissenachse mit der Zeitskala auftragen (vgl. Abb.15 au(S. 105), die durchschnitt­
liche BevOlkerung etwa des Zeitabschnittes 1871-1880 auch ein Ordinatenwert 
sein muB. 

Neben dem durch die Mittelwerte befriedigten Bediirlnis nach einem einfachen Ausdruck 
fiir die GroBe des Merkmales besteht noch das Bediirlnis nach einem einfachen Ausdruck fiir 
die GroBe der Streuung. Dieses Bediirfnis wird befriedigt durch die im nachsten Abschnitt zu 
behandelnden StreuungsmaBe. 

b) Das arithmetische Mittel (der arithmetische Durchschnitt). IX) Begriff und 
Berechnung. Wenn fiir eine Anzahl von Einheiten, die verschiedene Werte auf­
weisen, der arithmetische Durchschnitt gezogen werden solI, so geschieht dies 
bekanntlich in der Weise, daB die Werte summiert werden, und· die Summe 
durch die Anzahl der Werte dividiert wird. Der so erzielte Durchschnitt gibt 
Antwort auf die Frage, welches AusmaB der betrachtete Tatbestand bei jeder Ein­
heit aufweisen wiirde, wenn er allen Einheiten in der gleichen Weise zugewiesen 
worden ware. Das arithmetische Mittel beruht also logisch auf der Fiktion der 
Gleichheit in der Zuweisung des AusmaBes der in Betracht stehenden zahlenmaBigen 
Eigenschaft. Berechnen wir z. R das durchschnittliche Einkommen, so heiBt das: 
uber dieses eine und einheitliche Einkommen wiirden aIle Personen verfugen, wenn 
der in den Privateinkommen zur Verteilung kommende Teil des Reinertrages der 
Volkswirtschaft auf aIle Personen gleichmaBig verteilt worden ware. 

Die Berechnung des arithmetischen Mittels eines zahlenmaBigen Merkmals ist 
dann auBerst einfach, wenn wir es unmittelbar aus den Angaben fur die einzelnen 
FaIle berechnen konnen. Ebenso einfach ist die Berechnung des arithmetischen 
Mittels einer Zeitreihe, wobei jede einzelne Zahl einen Summanden fur die Durch­
schnittsberechnung abgibt. Etwas 
verwickelter wird die Berechnung, 
wenn bei der Darstellung eines 
zahlenmaBigen Merkmals die FaIle, 
wie in der Statistik zumeist, be­
reits in Gruppen gefaBt, somit ideal 
auf die Gruppenmitte uniformiert 
sind. Sie konnen dann nicht mehr 
als Individualitaten, sondern nur 
nach dem Werte der Gruppen­
mitte in Rechnung gesetzt werden. 
Es werden daher mit dem Werte 
der Gruppenmitte so viele Ein­
heiten in die Rechnung eintreten, 
als die Gruppe Einheiten enthalt. 
Man spricht in diesem FaIle vom 
"gewogenen" arithmetischen Mit­
tel; es ist, wie wir sehen, nur ein 

Gruppen-
mitte in 

RM. 

27,50 
32,50 
37,50 
42,50 
47,50 
52,50 
57,50 
62,50 
67,50 
72,50 
77,50 
82,50 

Summe 

Zahl der 
Falle Produkt der beiden 

13 357,50 
45 1462,50 
98 3675,00 

309 13132,50 
687 32632,50 

1128 59220,00 
1270 73025,00 
1035 64687,50 
432 29160,00 
148 10730,00 
73 5657,50 
45 3712,50 

5283 297452,50 

297452,50: 5283 = 56,3037 
A = 56,30RM. 

Sonderfall des einfachen arithmetischen Mittels. Ein Gegensatz besteht zwischen 
den beiden nicht. 

Wir wollen das Verfahren an einem Stoffe zeigen, auf den wir noch einmal spa­
ter, bei der Korrelationsrechnung (S. 137), zuruckkommen werden, an der Ausglie-
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derung von 5283 iiber 21 Jahre alten Facharbeitern in mechanischen und elektri­
schen Reparaturwerkstatten nach dem Wochenlohn im Jahre 1928 (S. 73). Als Lohn­
gruppen haben wir iiber 25 bis 30 RM, iiber 30 bis 35 RM usw., dementsprechend als 
Gruppenmitten 27,50 RM, 32,50 RM usw. 

Der arithmetische Durchschnitt des W ochenverdienstes unserer Facharbeiter 
betrug somit 56,30 RM. 

Bei groBeren Zahlen ware diese definitionsgemaBe Art der Berechnung beschwer­
lich. Man bedient sich daher eines abgekiirzten Verfahrens, das auf folgendem Grund­
gedanken beruht. Das arithmetische Mittel ist der einzige Wert der Reihe, von dem 
aus die algebraische Summe aller Abweichungen gleich Null ist (siehe unter fJ, Punkt 1). 
Wahlen wir statt des arithmetischen Mittels einen andern Punkt, so werden die 
Abstande von ihm einen Rest nach der positiven oder nach der negativen Seite auf­
weisen. Dieser Rest, auf die Einheit der Beobachtungszahl berechnet, driickt uns 
die Abweichung des gewahlten Hilfspunktes vom arithmetischen Mittel in Gruppen­

Gruppen- Abstand yom 
gewahlten mitte in Hilfspunkt 

RM a 

27,50 -6 
32,50 -5 
37,50 -4 
42,50 -3 
47,50 -2 
52,50 -1 
57,50 0 
62,50 +1 
67,50 +2 
72,50 +3 
77,50 +4 
82,50 +5 

Summe 

Besetzungs-
zahl 

z 

13 
45 
98 

309 
687 

1128 
1270 
1035 
432 
148 
73 
45 

5283 I 

Produkt 

a·z 

- 78 
- 225 
- 392 
- 927 
- 1374 
- 1128 - 4124 

0 
+ 1035 
+ 864 
+ 444 
+ 292 
+ 225 + 2860 

- 1264 

einheiten aus. Wollen wir 
den Abstand in der Gruppen­
benennung ausdriicken, so 
miissen wir die gewonnene 
Zahl noch mit der Gruppen­
breite multiplizieren. Die 
Rechnung nimmt sonach 
nebenstehenden Verlauf. 

Das arithmetische Mittel 
liegt somit bei 56,30 RM wie 
oben. 

- 1264: 5283 = - 0,23926 Gruppeneinheiten 

Es muB hier bemerkt 
werden, daB die Verwen­
dung des gleichen Abstan­
des 0, +1, +2 usw. wie 
hier nur dann zulassig ist, 
wenn die Gruppen einander 
gleich sind. Sind sie un-- 0,23926 X 5 RM = - 1,1963 RM 

57,50 RM - 1,1963 RM = 56,3037 RM 

Abstande fiir die aus der Gleichheit 
geandert werden. 

gleich, so miissen auch die 
heraustretenden Gruppen entsprechend ab-

fJ) Die Eigenschaften des arithmeti8chen Mittel8. Fiir den Statistiker ist es von 
Wichtigkeit, folgende Eigenschaften des arithmetischen Mittels zu kennen: 

1. Die Summe aller Abweichungen der unterhalb des arithmetischen Mittels 
liegenden Werte (also der negativen Abweichungen) und die Summe aller Abwei­
chungen der oberhalb des arithmetischen Mittels liegenden Werte (also der posi­
tiven Abweichungen) muB gleich sein. 

2. Fiir das arithmetische Mittel wird die Summe der Quadrate der Abweichungen 
ein Minimum. Das ist von Wichtigkeit, wei! in der Statistik mehr mit Quadraten 
der Abweichungen als mit den einfachen Abweichungen gerechnet wird (vgl. z. B. 
die mittlere quadratische Abweichung, Abschnitt II, 9 b, dann die Methode der 
kleinsten Quadrate, Abschnitt II, 13d). 

3. Raben wir mehrere statistische Massen der gleichen Art mit den Umfangen 
N I , N2 ••• und den arithmetischen Mitteln AI' A2 • •• und wollen wir das arithme­
tische Mittel A der aus diesen einzelnen Massen gebildeten Gesamtmasse mit dem 
Umfange N kennen, so diirfen wir nicht etwa kurzerhand das einfache arithmetische 

Mittel aus den arithmetischen Mitteln bilden (also nicht A = Al + A2 + ..... 
n 

setzen), sondern miissen hierbei die GroBe der einzelnen Untermassen beriicksich-
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tigen, gerade so, wie das der Fall ware, wenn wir das arithmetisehe Mittel dieser 
Gesamtmasse ohne Kenntnis der bereits gewonnenen arithmetischen Mittel ihrer 
Untermassen bereehnen wurden. Es hat also die Formel zu gelten 

Nl Al + N2 A2 + ... 
A=---~--

Beispiel. In einer Fabrik bezogen 100 Arbeiter einer bestimmten Art durch­
sehnittlich einen Wochenlohn von 50 RM, in einer zweiten 200 Arbeiter durch­
schnittlieh einen Woehenlohn von 60 RM. Es ware nun ein schwerer Fehler, den 
durchschnittlichen W ochenlohn fur samtliehe 300 Arbeiter mit 55 RM anzunehmen. 

D· . ht' B h 'bt 100·50 + 200 . 60 56 67 RM W' h d B d Ie rIC 1ge eree nung ergl 300 =, . Ir se en, a er 

Lohn, den die groBere Zahl Arbeiter (200) hatte, dureh sein groBeres "Gewieht" 
den Durehsehnitt naher zu sieh herangezogen hat. 

4. Kennen wir die arithmetisehen Mittel zweier versehiedenartiger Massen, deren 
Summe oder Differenz sinnvoll eine dritte statistische Masse ergibt (z. B. die Masse 
der Manner und der Frauen, die die Gesamtbev61kerung ergeben, die Masse der 
Geburten und der SterbefaIle, deren Differenz den GeburtenuberschuB darstellt), 
so ist das arithmetische Mittel der Summen- oder Differenzmasse gleich der Summe 
oder Differenz der einzelnen arithmetischen Mittel, 

A=A1 ±A2 • 

Fiir Summen ist dieser Satz nicht auf zwei Glieder besehrankt, sondern gilt aueh 
fur beliebig viele Glieder. 

Beispiel. 1m Deutschen Reich betrugen die Zahlen fur 

die Lebend- die Gestor- den Gebur-
geborenen benen (ohne teniiberschuB Totgeb.) 

1927 . 1161719 757020 404699 
1928. 1182815 739520 443295 
1929. 1146706 805973 340733 

Durchschnitt 1927/29 1163746,6 I 767504,3 396242,3 

Es zeigt sieh, daB aueh im Durehsehnitt wie in den Zahlen fur aIle einzelnen 
Jahre der GeburtenubersehuB die Differenz der Geborenen und Gestorbenen ist, 
daB wir also, wenn wir den Durehsehnitt fur zwei dieser Reihen kennen, ihn nieht 
aueh fUr die dritte Reihe bereehnen mussen, sondern ihn aus den beiden anderen 
Durehsehnitten ableiten konnen. 

5. In der zeiehnerisehen Darstellung bedeutet die im Punkte des arithmetischen 
Mittels erriehtete Ordinate die Sehwerlinie der die statistisehe Masse darstellenden 
Figur (Haufigkeitspolygon, von einer Haufigkeitskurve umrahmte Haufigkeits­
Wiehe). Diese FeststeIlung ist darum von Wiehtigkeit, weil die statistisehe Theorie 
in Naehbildung der Momente der Meehanik statistisehe Momente eingefuhrt hat, 
die in der modernen Kurventheorie eine groBe Rolle spielen (vgl. Abschnitt II, 9f). 

y) Die Bestimmung der Unsicherheit des arithmetischen Mittels. Ware die Reihe 
der Werte, aus denen wir das arithmetische Mittel bilden, nicht beeinfluBt von zu­
falligen Schwankungen, entsprache sie also der Wesensform der Erscheinung, so 
ware fUr uns auch das arithmetische Mittel etwas Endgultiges, namlich das arith­
metische Mittel der Wesensform der Reihe. Da wir die Wesensform aber nur bei 
einer unendlieh groBen Zahl von Fallen erwarten durften, diese aber praktisch nicht 
erreiehbar sind, so k6nnen wir dem wahren arithmetischen Mittel der Wesensform 
entweder in der Weise naher zu kommen versuchen, daB wir aus einer von den zu­
falligen Sehwankungen befreiten, in irgendeiner Weise ausgeglichenen Reihe (vgl. 
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Abschnitt II, 13) das arithmetische Mittel in der soeben unter oc angegebenen Weise 
berechnen, oder wir miissen uns mit dem arithmetischen Mittel aus den mit ZufaIls­
fehlern behafteten Beobachtungszahlen begniigen. 1m letzteren FaIle gibt uns die 
Wahrscheinlichkeitstheorie eine Formel fiir den mittleren Fehler des arithmetischen 
Mittels an die Hand, 

worin (] die mittlere Abweichung unseres Merkmales (vgl. S. 33, ferner Abschnitt II, 
9 b), 8 die Zahl der Beobachtungen bedeutet1. 

Hatten wir also die Moglichkeit, unsere Beobachtung mit der SeriengroBe 8 

sehr oft zu wiederholen, so wiirde aus den zufalligen Abweichungen der aus den 
jeweiligen 81,82,83 usw. gewonnenen arithmetischen Mittel At> A2, As .. . eine mittlere 
Abweichung berechnet werden konnen, die dem hier angegebenen theoretischen 
Werte nahe entsprache. 

(]A hat (ahnlich wie (], vgl. oben S. 36) die Eigenschaft, daB innerhalb seines Be­
reiches mit der Wahrscheinlichkeit 0,6827 ... das Vorhandensein der Wesensform 
zu erwarten ist, innerhalb der dreifachen (]A mit der Wahrscheinlichkeit 0,9973 ... 

Beispiel. Wenn wir die Sicherheit des arithmetischen Mittels an dem uns be­
reits vertrauten Stoffe der Mistelbacher Rekruten (S. 22) priifen, so erhalten wir als 
arithmetisches Mittel A = 166,768 cm, als mittlere (quadratische) Abweichung (] = 
5,888 em, als die Unsicherheit des arithmetischenMittels (]Asomit 5,88~ = 0,1956 cm. 

Y906 
Der Spielraum zufalliger Schwankungen liegt, wenn wir zunachst die Annahme 
machen, daB das arithmetische Mittel von 166,768 die Wesensform darstelle, im 
Rahmen der Grenzen von + 3 (]A = + 0,587 em, also zwischen den Werten 166,181 
und 167,355 cm. Nehmen wir dagegen, wie es der Wirklichkeit besser entspricht, 
das arithmetische Mittel A = 166,768 cm als einen mit einer zufalligen Ab­
weichung behafteten Wert der unbekannten Wesensform des arithmetischen 
Mittels, dann haben wir, zuriickschlieBend, die Wesensform innerhalb der ange­
gebenen Grenzen zu suchen. Unsere Vermutung findet ihre Bestatigung, weun wir 
das arithmetische Mittel von der mit fiinfgliedrigen gleitenden Durchschnitten aus­
geglichenen Form unserer Verteilung berechnen. Dieses arithmetische Mittel, ein 
Naherungswert des arithmetischen Mittels der vermutlichen Wesensform, Iiegt bei 
166,755 cm, also reichlich innerhalb der Grenzen des einfachen (]A. 

Aufgabe 9. Es ist das arithmetischeMittel und seine Sicherheit aus derauf S.87 
mitgeteilten KorpergroBenverteilung von 25878 nordamerikanischen Freiwilligen 
zu berechnen.-

In einer ganz ahnIichen Weise, wie oben auf S. 38f. bei der Priifung zweier Wahr­
scheinlichkeiten auf eine etwaige gemeinsame Wesensform vorgegangen wurde, kann 
dies auch bei del' Priifung zweier Durchschnitte aus gleichartigen Massen getan 
werden. Es wird del' Unterschied del' beiden Durchsch~itte mit der dreifachen mitt-
leren Abweichung y (]L + (]12 verglichen, und je nach dem Ausfalle des Vergleiches 
wird auf die Moglichkeit odeI' Unmoglichkeit einer gemeinflamen Wesensform 
geschlossen. 

Aufgabe 10. Es ist der oben im Text berechnete KorpergroBendurchschnitt del' 
906 Mistelbacher Rekruten mit dem in del' vorhergehenden Aufgabe 9 berechneten 
KorpergroBendurchschnitt der nordamerikanischen Freiwilligen zu vergleichen und 
auf Wesentlichkeit oder mogliche Zufalligkeit des Unterschiedes zu priifen. 

1 VgI. hierzu CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung I, 4. Auf I., S.320ff. - Statistische 
Forschungsmethoden, S.148ff. 
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e) Das geometrisehe Mittel. Wahrend das arithmetrische Mittel der angemessene 
Mittelwert fiir einfache statistische GroBenausdriicke ist, ist der angemessene Mittel­
wert fiir statistische GroBen, die durch Multiplikation oder Division zustande ge­
kommen sind, das geometrische Mittel 

G = Y Zl • Z2 • z~--:-:-: = y7r~, 

worin II das Produktzeichen bedeutet (ahnlich wie E das Summenzeichen). 
Fiir den in Gruppen gefaBten Zahlstoff verwandelt sich die Formel in 

G - ':lmOl. mO' • mZ' -fl 2 3"" 

worin die mi die Gruppenmitten, die Zi die Besetzungszahlen bedeuten. 
Die Berechnung des geometrischen Mittels an der bereits bekannten Lohnreihe 

der Facharbeiter in mechanischen und elektrischen Werkstatten (S.73) mag den 
Rechnungsvorgang veranschau­
lichen. 

Das geometrische Mittelliegt 
also bei 55,61 RM, das ist, wie 
immer, niedriger als das arith­
metische Mittel von 56,30 RM. 

Gruppen-
mitte in 

RM 

mt 

27,50 
32,50 
37,50 
42,50 
47,50 
52,50 
57,50 
62,50 
67,50 
72,50 
77,50 
82,50 

Summe 

Log. der 
Gruppen-

mitte 

logm; 

1,4393327 
1,5118834 
1,5740313 
1,6283889 
1,6766936 
1,7201593 
1,7596678 
1,7958800 
1,8293038 
1,8603380 
1,8893017 
1,9164539 

-

Produkt aus dem 
Zahl der Log. der Grup-

Falle penmitte und der 
Zahl der FaIle 

Zi Z; .logm; 

13 18,7113251 
45 68,0347530 
98 154,2550674 

309 503,1721701 
687 1151,8885032 

1128 1940,3396904 
1270 2234,7781060 
1035 1858,7358000 
432 790,2592416 
148 275,3300240 
73 137,9190241 
45 86,2404255 

5283 9219,6641304 

d) Der mittlere Wert (Zen­
tralwert, Median). Denken wir 
uns alle Falle einer Reihe der 
GroBe nach geordnet, so driickt 
bei ungerader Zahl von Ein­
heiten der Merkmalswert des 
Mittelmannes, bei gerader Zahl 
von Einheiten derjenige der 
Mitte zwischen den beiden Mit­
telmannern den mittleren Wert 
aus. Sind die Falle, wie zumeist, 
inGruppeneingerei~t,sokommt ~2~!~~41~Oi4~~~~~:: ~~~~1~:~ 
es darauf an, zunachst durch g , , 
die Abzahlung der Falle die Gruppe festzustellen, in die der Mittelmann oder die 
Mitte zwischen den beiden Mittelmannern fallt (Einfallsgruppe). Der genauen Be­
stimmung des Wertes in der Einfallsgruppe dient dann die einfache Formel 

Z=J. E + N - V , 
2E 

worin J die Intervallsbreite, E die Besetzungszahl der Einfallsgruppe, V die 
Vorzahl (Zahl der Falle vor der Einfallsgruppe) und N die Nachzahl (Zahl der 
FaIle nach der Einfallsgruppe) bedeutetl. 

Beispiel. Wir wollen die Berechnung des mittleren Wertes wiederum an der 
Lohnreihe unserer Facharbeiter in mechanischen und elektrischen Werkstatten zeigen. 

Ihre Anzahl betragt 5283. Es ist somit der 52832+ 1 te, d. i. der 2642te der Mittel­

mann. Die folgeweise vorgenommene Aufsummierung der Besetzungszahlen bis zur 
Gruppe "iiber 50 bis 55 RM" ergibt 2280 Falle, die Gruppe "iiber 55 bis 60 RM" ent­
halt 1270 Falle; es muB also der Mittelmann in diese Gruppe fallen. Wir haben somit 

E = 1270, N = 1733, V = 2280. Unsere Formel E +2~- V erhii.lt dann den Wert 

1 Naheres iiber die Ableitung dieser Formel siehe bei WINKLER: Statistik, S.64f. 
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2:0 = 0,2846 Teile der Gruppe, somit X 5 RM = 1,423 RM iiber der unteren Gruppen­

grenze. Der mittlere Wert liegt somit bei 55,00 RM + 1,423 RM = 56,42 RM. 
Zu dem gleichen Ergebnis hatten wir durch folgende Erwagung gelangen konnen. 

Der Mittelmann, der der 2642te Mann der ganzen Reihe und der 362te Mann der Ein­
fallsgruppe ist, teilt dadurch, daB die Reihenmitte durch seine Mittelachse geht, die 
Besetzungszahl der Einfallsgruppe im Verhaltnis von 361,5 zu 908,5. Teilen wir die 

Gruppenbreite von 55 bis 60 RM nach diesem Verhaltnis, berechnen wir also ~{ig . 5, 

so gelangen wir gleichfalls auf den Abstand des mittleren Wertes von der unteren 
Grenze im AusmaBe von 1,423 RM, somit zum mittleren Werte von 56,42 RM. 

e) Der hiiufigste ("dichteste") Wert (englisch "mode"). Der haufigste Wert 
wird in der Regel nur fiir sachliche Reihen berechnet. Er ist derjenige Wert eines 
zahlenma.Bigen Merkmales, auf dem sich die groBte Zahl von Fallen vereinigt. Der 
dichteste Wert kann natiirlich fiir jede Kurvengestalt berechnet werden, und es sind 
auch zwei oder mehrere dichteste Werte nebeneinander moglich. Seinen vollen Sinn 
erhalt er aber dort, wo die Kurve typischerweise eine oder mehrere Haufungen 
aufweist, wie im FaIle der Normalkurve, der schiefen Verteilungskurve, der J-Kurve 
und der zusammengesetzten Kurven (wie etwa den Kurven der Altersverteilung 
der Gestorbenen in der Wirklichkeit und in der Berechnung der Sterbetafeln); in 
der Regel ist dann auch die Haufung gegeniiber dem iibrigen Verlaufe so bedeutend, 
daB dadurch der haufigste Wert wirklich zu einem kennzeichnenden Werte des 
Kurvenverlaufes wird. 

Der haufigste Wert wird in der Regel nur vom gruppierten Material berechnet, 
da im Rohmaterial die Haufung bei einem stetig verlaufenden Werte nur bei einer 
sehr groBen Zahl von Fallen beobachtet werden kann. 

Der erste Schritt, den haufigsten Wert zu bestimmen, ist der, die Gruppe des 
haufigsten Wertes festzustellen. 1m Beispiele unserer Facharbeiter (S. 73) ware die 
haufigst besetzte Lohngruppe iiber 55 bis 60 RM, der haufigste Wert also bei 
57,5 RM. Fiir manche Zwecke mag eine solche rohe Bestimmung geniigen. 

SolI der dichteste Wert dagegen feiner bestimmt werden, so sind verschiedene 
Moglichkeiten gegeben. Besitzen wir die analytische Gleichung unserer Kurve, so 
werden wir bei der Bestimmung des dichtesten Wertes, der die Stelle des Kurven­
maximums bedeutet, auf das Maximalproblem der Differenzialrechnung gefiihrt. 
Besitzen wir die Kurvengleichung nicht oder wollen wir den erwahnten Weg nicht 
gehen, so besteht ein einfaches Verfahren darin, durch die Endpunkte der drei mitt­
leren Gruppenordinaten, also die Gruppenordinate der haufigsten Besetzung und 
die der vorausgehenden und der ihr nachfolgenden Gruppe, eine Parabel 2. Grades 
zu legen, und fiir dieses Parabelstiick das Maximum zu bestimmen. Die Durchrech­
nung fiihrt auf eine einfache Formel, die sofort, ohne den Rechnungsgang jedesmal 
zu wiederholen, verwendet werden kann 1. 

Bezeichnen wir mit b die Besetzungszahl der Gruppe der starksten Besetzung, 
mit a die der ihr vorausgehenden, mit c die der ihr folgenden Gruppe, so wird der 
Abstand des dichtesten Wertes von der unteren Grenze der Gruppe b ausgedriickt 
durch 

d _ _ (b -a) 
- (0 - b) - (b - a) • 

d ist ausgedriickt in Gruppeneinheiten. Wollen wir von diesen auf die tatsachlich 
vorliegende Benennung gelangen, so miissen wir noch d mit der Gruppenbreite J 
multiplizieren. Den so erhaltenen Wert miissen wir zur unteren Grenze der Gruppe 
b (Gruppe der starksten Besetzung) hinzu addieren. 

1 Siehe die Ableitung bei CZUBER: Statistische Forschungsmethoden, S. 71£. 
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Beispiel. Auch fur die Veranschaulichung dieses Rechenvorganges mogen 
unsere Facharbeiter in mechanischen und elektrischen Werkstatten (S. 73) herhalten. 

a = 1128 1. b - a = + 142 

b = 1270 2. c - b = - 235 

c = 1035 3. (c - b) - (b - a) = - 377 . 

d (b - a) 142 + 0 3766 G . h . = - (c - b)-- (b - a) = - _ 377 = , ruppenem elten, 

0,3766 X 5 = 1,883 RM, 

D = 55,00 RM + 1,88 RM = 56,88 RM 

Der feiner berechnete haufigste Wert kann auch aus Gruppen unstetiger Merk­
male berechnet werden. Es wird den Statistiker nicht befremden, wenn er den hau­
figsten Wert bei einem Bruchteil der Einheit findet (z. B. die haufigste Kinderzahl 
bei 2,5 Kindern). Die Deutung ist dann ahnlich wie bei einem entsprechenden FaIle 
des Durchschnittes: daB die haufigst vorkommende Kinderzahl nicht 2 und nicht 
3, sondern 2,5 Kinder waren, wenn auch Familien mit Bruchteilen von Kindern 
moglich waren. 

f) Znsammenfassendes iiber die statistischen Mittelwerte. r. FISHER hat in geist­
reicher Weise die drei gangbarsten Mittelwerte des arithmetischen Mittels, des mitt­
leren und des haufigsten Wertes mit drei Uhren verglichen, von denen die eine schon 
bei jeder Sekunde, die zweite erst bei vollendeten Minuten, die dritte bei vollendeten 
Stunden die Zeitanderung durch eine Verruckung der Zeiger anzeige. So ist der 
arithmetische Durchschnitt schon auf die kleinste Anderung, die irgendwo an einem 
beliebigen Reihenglied der Mitte oder AuBenlage vor sich geht, empfindlich, der 
mittlere Wert wohl von allen Beobachtungen abhangig, aber nicht in der gleichen 
empfindlichen Weise, der dichteste Wert dagegen nur von der Gruppierung in den 
entscheidenden Haufungsgruppen. Eine solche Empfindlichkeit oder Unempfind­
lichkeit kann eine Tugend oder ein Mangel sein. Es ist im allgemeinen ein V orteil 
des arithmetischen Mittels, so empfindlich auf jede Anderung in der Reihe zu ant­
worten. Diese Empfindlichkeit kann aber auch ein Mangel werden, wenn bei einer 
verhaltnismaBig geringen Anzahl von Fallen zufallsbestimmte AuBenfalle auf die 
Bestimmung des arithmetischen Mittels einen starken EinfluB nehmen. In solchen 
Fallen greift der Statistiker lieber zu dem weniger empfindlichen mittleren Werte. 

Ein zweiter Unterschied liegt in der leichteren oder schwereren Berechenbar­
keit. Fur das arithmetische Mittel mussen wir, wie wir gesehen haben, eine ziem­
lich umstandliche Berechnung anstellen, fur die Ermittlung des mittleren oder des 
haufigsten Wertes dagegen nicht. 

Noch ein dritter Grund spricht bisweilen gegen die Wahl des arithmetischen 
Mittels und fur die Verwendung des mittleren Wertes: die unvollkommene Durch­
arbeitung der vorliegenden statistischen Reihe, die im unteren oder oberen Ende 
eine "offene Gruppe" besitzt (S. 66). Hier ist, sofern nicht eine annahernde Besei­
tigung des Mangels durch eine plausible Wahl der Gruppenmitte fur die offene 
Gruppe gelingt, die Verwendung des mittleren Wertes ein Ersatz fur das arithme­
tische Mittel, das hinsichtlich der Durcharbeitung der statistischen Reihe anspruchs­
voller ist als der mittlere Wert. 

Diese Grunde, die manchmal das arithmetische Mittel als den weniger ver­
wendbaren Mittelwert erscheinen lassen, werden jedoch weitaus uberwogen durch 
den theoret!schen Wert des arithmetischen Mittels. Das arithmetische Mittel spielt 
in der Wahrscheinlichkeitstheorie als die wahrscheinlichste Annahme des durch 
zufallige Abweichungen entstellten wahren Wertes eine groBe Rolle. Das arith­
metische Mittel ist darum auch der Ausgangspunkt fur die Berechnung der mitt-
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leren Zufallsabweichung G. Von dieser Stellung aus ist das arithmetische Mittel auch 
in der ubrigen statistischen Theorie zu einer wei taus uberragenden Bedeutung 
gelangt. Das arithmetische Mittel und die davon aus berechnete mittlere Abwei­
chung sind gewissermaBen die theoretischen GrundmaBe, die Hauptaussagen uber 
die Lage einer Kurve und ihre Streuung geworden. Dem mittleren und dem 
haufigsten Wert kommt dagegen nur insofern eine Bedeutung zu, als sie gelegent­
lich als Ersatz des arithmetischen Mittels verwendet werden konnen. DaB dies 
moglich ist, wird durch die Lage der drei Mittelwerte zueinander bewirkt. 

Bei der symmetrischen Verteilung fallen aIle drei Werte ohne Zweifel ineinander, 
es kann daher unbedenkIich der eine fur den anderen verwendet werden. Bei der 
schiefen Verteilung fallen sie zwar auseinander, aber in der Regel in einer bestimmten 
Reihenfolge derart, daB der haufigste Wert weiterhin im Punkt der groBten Hau­
fung verbleibt, und ihm nun nach der Seite des flacheren AbfaIles hin zuerst der 
mittlere, dann der durchschnittliche Wert folgt. Diese Lagerung trifft auch beim 

[) HA 
Abb. 6. Die Lageregel der Mittelwerte. 

auBersten Fall der schiefen VerteiIung, 
bei der J-Kurve, zu. Es ist nun theo­
retisch nachgewiesen und empirisch 
haufig bestatigt worden, daB sich die 
Entfernung des haufigsten Wertes vom 
mittleren zu derjenigen des mittleren 
vom durchschnittlichen Werte verhal­
ten wie 2: 1 (Abb. 6). Aus dieser Lage­
regel schopfen im FaIle einer schiefen 
Verteilung auch die beiden leichter zu 
berechnenden Werte, der haufigste und 

der mittlere Wert, eine Beziehung zum arithmetischen Mittel, die es berechtigt, daB 
fur eine bestimmte Verteilung ansteIle des arithmetischen Mittels der haufigste oder 
der mittlere Wert berechnet werde. 

In unserem Beispiel der Lohnreihe der Facharbeiter in mechanischen unrl elek­
trischen Werkstatten nehmen die drei erwahnten Mittelwerte folgende Werte an: 

D= 56,88RM 
M = 56,42 " 
A = 56,30 " 

Die rlrei Mittelwerte haben somit die lagerichtige Stellung zueinander. 
Die Abstande D -M und M -A betragen 0,46 und 0,12, verhaltensich also wie 

3,8 : 1. Hier ist die Regel nicht befolgt. Wir muss en freiJich bedenken, daB die Grup­
pen sehr groB sind, und die bei der Berechnung der beiden letzteren Werte gemachte 
Annahme einer gleichma.Bigen Verteilung der FaIle uber die ganze Gruppenbreite 
eine Fehlerquelle in sich schlieBt. 

Aufgabe 11. Es ist der durchschnittliche, der mittlere und der dichteste Wert aus 
der Summenzeile rler gleichen KorrelationstabeIle (Gliederung rler gleichen Fach­
arbeiter nach Arbeitsstunden S. 137) zu berechnen, und die Lagericht,igkeit der drei 
Werte wie hier zu prufen. 

9. Die statistischen Streuungsma6el, 
a) Zweck, Wesen und Einteilung. Wir kniipfen an das oben in Abschnitt II, 2 

tiber die Streuung (ZufaIls- und Wesensstreuung) Gesagte an. Wir erinnern uns, 
daB die Streuung einen der Grundtatbestande der Statistik darstellt, und daB 
es eine der wesentlichsten Aufgaben der Statistik ist, die Streuung zu untersuchen. 

1 BOWLEY, A. L.: The Measurement of Groups and Series. London 1903. MARCH, L.: 
L'Analyse de la Variabilite, in Metron 6, H.2, S. 3ff. TscHuPRow, AI. A.: Grundbegriffe und 
Grundprobleme der Korrelationstheorie, S.20ff. Leipzig u. Berlin: Teubner 1925. - On the 
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Die statistischen StreuungsmaBe haben nun den Zweck, die Breite einer zahlen­
maBig faBbaren Streuung durch einen kurzen Ausdruck zu kennzeichnen. Handelt 
es sich z. B. um die auf einem Markte er7jelten Preise einer Ware, so wird es einen 
Unterschied machen, ob die bei den als zahlreich vorausgesetzten Verkaufsakten 
erzielten Preise zwischen 4 und 6 RM oder 4,90 RM und 5,10 RM liegen. 1m ersteren 
Falle werden wir eine groBere Streuung feststellen als im zweiten. 

Die einfachste Art, die Streuung darzustellen, scheint auf den ersten Blick darin 
zu liegen, daB man den Abstand der beiden auBersten Faile anfiihrt, wie in dem so­
eben gebrachten Preisbeispiel. Diese einfache Art, die Streuung zu messen, ist aber 
nicht die beste. Der Abstand der Grenzfalle kann bei einer maBig groBen Zahl von 
Fallen durch den Zufall bestimmt sein; auch kann bei gleich groBem Abstand der 
AuBenfalle die Streuung der dazwischen gelagerten Faile verschieden groB sein, je 
nachdem eine groBere oder geringere Haufung der Faile gegen die Mitte zu stattfindet. 
Es kommt also bei der Messung der Streuung nicht nur auf die Grenzfalle an, son­
dern auf die Gesamtheit der FaIle. Es gilt also, VerteilungsmaBe zu finden, die 
der gestellten Bedingung besser entsprechen als die bloBen tatsachlichen Streuungs­
grenzen. 

Wir miissen da zwei Gruppen von StreuungsmaBen unterscheiden: solche, die 
von einem bestimmten Wert ausgehend, irgendeinen kurzen Ausdruck (selbst wie­
der einen Mittelwert) fiir die Gesamtheit der Abweichungen von diesem Wert 
darsteIlen, und solche, die ohne Beziehung auf einen Mittelwert einen Ausdruck fiir 
die Streuung bieten. Zu den ersten StreuungsmaBen gehort die mittlere (quadra­
tische) Abweichung, die Viertelwerts-( Quartil-)abweichung und die durchschnitt­
liche Abweichung. Die mittlere (quadratische) Abweichung geht in der Regel vom 
durchschnittlichen Wert aus, die Viertelwertsabweichung vom mittleren Wert, die 
durchschnittliche Abweichung vom dichtesten Wert. In die zweite Gruppe der 
StreuungsmaBe gehOrt die von C. GINI aufgestellte durchschnittliche Entfernung 
der Einheiten voneinander. 

b) Die mittlere quadratische Abweichung. Dieses StreuungsmaB ist uns nicht mehr 
fremd. Wir haben von ihm schon oben aus AulaB der Streuungs-("Dispersions" -) 
messung der zufalligen Abweichungen Gebrauch gemacht (Abschnitt II, 3 b auf 
S. 33). Wir haben es dort in der Weise gebildet, daB die Abweichungen aIler Beob­
achtungen vom arithmetischen Mittel festgestellt, deren Quadrate gebildet, addiert 
und die Summe durch die Zahl der Beobachtungsfalle dividiert wurde, worauf aus 
dem ganzen die Quadratwurzel gezogen wurde. Wenn wir wie dort diese Abwei­
chungen mit A bezeichnen, so ist die mittlere quadratische Abweichung 

(j = V~2. 
Da wir es in der statistischen Praxis aber in der Regel nicht mit den einzelnen 

Beobachtungen, sondern mit den in Gruppen eingereihten Fallen zu tun haben, 
von denen wir den wahren Wert nicht mehr kennen, sondern die wir nur noch als 
auf die Gruppenmitte uniformiert betrachten konnen (vgl. oben S. 65), so andert 

Mathematical Expectation of the Moments of Frequency Distributions, in Biometrika 12, 
140 if. GUMBEL, E. J.: Ein MaB der Konzentration bei pekuniaren Verteilungen, in Arch. f. Sozial· 
wiss. u. Sozialpol. 68, 113ff. (1927). GUMBEL, E. J.: Das KonzentrationsmaB, in Allgemeines Sta­
tistisches Archiv 18, 279ff. (1929). GINI, C.: Sulla misura della concentrazione e della varia­
bilita dei caratteri, in: Atti del R. Istituto Veneto 76, II (1913/14). DE FINETTI, B., U. U. PACIELLO: 
Calcolo della differenza media, in Metron 8, H.3, S. 89££ (1930). GINI, C.: SuI massimo degli 
indici di variabilita assoluta e sulle sue applicazioni agli indici di variabilita relativa e al 
rapporto di concentrazione, in: Metron 8, H. 3, 3££. (1930). BORTKIEWICZ, L. v.: Die Dispari­
tatsmaBe der Einkommensstatistik (Bull. de l'Inst. Int. de Stat. 26, 3, S. 189ff., La Haye 1931). 
Ferner GINI, SAVORGNAN U. PrnTRA, ebendort, 299ff. 

Winkler, Theoretlsche Statlstlk. 6 
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sich die obige Formel ab in 

worin Zi die jeweiligen Gruppenbesetzungszahlen, Ai die jeweiligen Abweichungen 
der Gruppenmitte vom arithmetischen Mittel und N (= Zt + ~ + za + ... ) die Ge­
samtzahl der FaIle bedeutet. 

Die Durchfiihrung der Berechnung soIl wieder an dem Beispiel unserer Fach­
arbeiter in mechanischen und elektrischen Werkstatten (S.73) dargetan werden. 

Gruppen-
mitte in 

RM 

27,50 
32,50 
37,50 
42,50 
47,50 
52,50 
57,50 
62,50 
67,50 
72,50 
77,50 
82,50 

Summe 

Abstandvom Quadrat des Zahl der arithmetisch. Produkt 
Mittel Abstandes Fane 

Ai .,1.2 , Zi z.A'f 
- 28,8037 829,65313369 13 10785,49073797 
- 23,8037 566,61613369 45 25497,72601605 
- 18,8037 353,57913369 98 34650,75510162 
- 13,8037 190,54213369 309 58877,51931021 
- 8,8037 77,50513369 687 53246,02684503 
- 3,8037 14,46813369 1128 16320,05480232 
+ 1,1963 1,43113369 1270 1817,53978630 
+ 6,1963 38,39413369 1035 39737,92836915 
+ 11,1963 125,35713369 432 54154,28175408 
+ 16,1963 262,32013369 148 38823,37978612 
+ 21,1963 449,28313369 73 32797,66875937 
+ 26,1963 686,24613369 45 30881,07601605 

5283 1397589,44728427 

a2 = 397589,44728427: 5283 = 75,258271 

a = 175,258271 = 8,675 RM. 

Die Durchfiihrung der Berechnung fUhrt, wie ersichtlich, zu sehr unbequemen 
Rechnungen. Daher ist ein Rechnungsvorgang iiblich, der (ahnlich wie bei der Be­
rechnung des arithmetischen Mittels mit Vorteil, S.74) einen bequemen Hilfsur­
sprung in der Nahe des arithmetischen Mitt-els an Stelle des bei der vorausgehenden 
Rechnung beobachteten Ursprungs beim arithmetischen Mittel selbst einfiihrt und 
die Rechnung mit glatten Gr6Ben so durchfiihrt, als ware der Hilfspunkt das arith­
metische Mittel selbst, sich zum SchluB aber vor dem Ziehen der Quadratwurzel 
dieser Abweichung besinnt und das Quadrat des Abstandes des Hilfspunktes vom 
arithmetischen Mittel von dem Bruche unter dem Wurzelzeichen abzieht. Der 
formelmaBige Ausdruck hierfiir ist 

VIzir-;; 
(J = ----sr- - CA , 

worin Zi die Gruppenbesetzungszahlen, Ai die Abstande vom Hilfsursprung, N die 
Zahl der FaIle und C A den Abstand des Hilfsursprungs vom arithmetischen Mittel 
bedeutet. Die Rechnung erfolgt auch hier zunachst in Gruppeneinheiten und muB 
von da durch Multiplikation mit der Gruppenbreite auf die MaBeinheit der Ein­
teilung gebracht werden. Der Vorgang mag durch folgende Rechnung an dem glei­
chen Beispiel veranschaulicht werden (s. Tab. S. 83). 

Auch fUr diese abgekiirzte Berechnung gilt als Voraussetzung Gruppengleich­
heit; Gruppenungleichheit miiBte bei der Wahl der Abstande ahnlich wie oben beim 
arithmetischen Mittel (S. 74) beriicksichtigt werden. 

Will man verschiedene mittlere Abweichungen untereinander vergleichen, so 
bedient man sich nicht des absoluten Betrages (J, sondern bildet den sogenannten 
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Variabilitatskoeffizienten 100··-AG , in unserem obigen Fall = 100. _8,675 
56,30 

= 15,41 % des arithmetischen Mittels. 
Den Sinn dieser Verhaltniszahl werden wir am besten verstehen, wenn wir uns 

die oben auf S. 23 zum Zwecke der Vergleichbarkeit untereinander berechneten 
, ,verhaltnismaBigen Abwei­
chungen" ins Gedachtnis 
zuruckrufen. 

c) Die Viertel werts­
(QuartiI- )abstande. Diese 
schlieBen sich eng an den 
mittleren Wert an. Raben 
wir den mittleren Wert als 
denjenigen Wert erkannt, 
der die Mitte der nach der 
GroBe geordneten Ein­
heiten bezeichnet, so sind 
die Viertelwertsabstande 
diejenigen Werte, die das 
erste und das dritte Viertel 
der geordneten Reihe an­
geben. MuBten wir, um in 

Gruppen-
mitte in 

RM 

27,50 
32,50 
37,50 
42,50 
47,50 
52,50 
57,50 
62,50 
67,50 
72,50 
77,50 
82,50 

Summe 

Abstand der 
Gruppenmitte 

vom Hills-
ursprung 57,50 

A; 

-6 
-5 
-4 
-3 
-2 
-1 

0 
+1 
+2 
+3 
+4 
+5 

Quadrat 
des 

Abstandes 

,1.2 , 
36 
25 
16 
9 
4 
1 
0 
1 
4 
9 

16 
25 

der Reihe den Platz der 1.:3; ).: = 16206: 5283 = 3,0676 
Mitte zu finden, die Zahl N 

Zahl der Produkt Fane 

Z; z;A,' 

13 468 
45 1125 
98 1568 

309 2781 
687 2748 

1128 1128 
1270 0 
1035 1035 
432 1728 
148 1332 
73 1168 
45 1125 

I 5283 I 16206 

der Einheiten um 1 ver- CA = 57,50 - 56,3037 = 1,1963 RM = 0,2393 Gruppen-
mehren, und das Ganze 

durch 2 dividieren (N ~ 1 ), 

so mussen wir, um den 
Platz der Viertelwerte zu 

einheiten. 
c} = 0,0573 Gruppeneinheiten 
G = V 3,0676 -.: 0,0573 = 1,735 

8,675 RM wie oben. 
Gruppeneinheiten, d. i. 

·tt In f·· d t N + 1 f·· d ·t 3 (N + 1) b h D .. d erml e , ur en ers en -4-' ur en ZWel en --4- - erec nen. a wlr In er 

statistischen Praxis diesen Wert kaum jemals aus der Reihe des nach der GroBe 
geordneten Urstoffes, sondern aus den bereits in Gruppen geordneten Zahlen der 
statistischen Masse zu berechnen haben, wird es sich ebenso wie beim mitt­
leren Wert auch bei den Viertelwertsabstanden ergeben, daB die ermittelten 
Reihenplatze mitten in eine Gruppe fallen, daher erst durch Interpolation in 
der Gruppe aufgesucht werden mussen. Dabei geht man in der RegeJ. von der 
bekannten (bei einer steigenden oder fallenden Verteilung nicht ganz richtigen) 
Annahme einer gleichmaBigen Verteilung der FaIle uber die Gruppe aus (vgl. oben 
S.65). Zur Ermittlung der genauen Stelle in der Gruppe bedient man sich der 
folgenden Formeln, die in einer ganz ahnlichen Weise abgeleitet sind, wie die 

Formel fur den mittleren Wert: fur den unteren Viertelwert x2. = J ._E +}i 3_~, 
4 

fur den oberen Viertelwert x~_ = J.!!(E-~~) ~V, worin x.! und x.;! den Abstand 
4 4 4 

von der unteren Grenze der Einfallsgruppe der gesuchten Werte, E die Besetzungs-
zahl der Eillfallsgruppe, V die Vorzahl, N die Nachzahl bedeutet (ahnlich wie 
oben S.77). 

Sind die Viertelwerte ermittelt,. so sind die beiden Viertelwertsabstande vom 
mittleren Werte und der Durchschnitt dieser beiden Viertelwertsabstande zu be­
rechnen. 

In dem Beispiel der Lohnverteilung unserer Facharbeiter (S.73) ergeben sich 
fUr den unteren Viertelwert E = 1128, V = 1152 und N = 3003, fur den oberen 

6* 
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Viertelwert E = 1035, V = 3550 und N = 698. Die Ausrechnung nach den beiden 
Formeln fuhrt zu einem unteren Viertelwert von 50,75 RM und zu einem oberen 
Viertelwert von 61,99 RM. Die Viertelwertsabstande betragen somit: 

unterer Viertelwertsabstand = 5,68 RM 
oberer Viertelwertsabstand = 5,57 " 
durchschnittlicher Viertelwertsabstand = 5,62 " 

Die Betrachtung der beiden Viertelwertsabstande ergibt, daB die Haufung der 
Faile im 3. Viertel der Reihe etwas groBer ist als im zweiten Viertel (weil namlich das 
dritte Viertel sich auf einem kleineren Raum zusammendrangt als das zweite Viertel). 
Waren die beiden Viertelwertsabstande gleich, so lage symmetrische Verteilung vor. 

In einer ahnlichen Weise, wie die Besetzungszahlen einer statistischen Reihe 
durch den mittleren Wert und die beiden Viertelwerte in 4 gleiche Teile zerlegt 
werden, kommt es bisweilen vor, daB sie in 10 gleiche Teile zerlegt werden ("De­
zilen"). Der fUnfte dieser Dezilen ist naturlich der mittlere Wert. 

Diese Art Zerlegung eines Stoffes beruht auf einer Umkehrung des ublichen 
Darstellungsgedankens: nicht die Gruppen des zahlenmaBigen Merkmals gleich ab­
zumessen und die verschiedene Gruppenfullung der Besetzungszahlen zu untersuchen, 
sondern die Gesamtzahl der Falle in gleiche Teile zu teilen und die Gruppenbreiten 
sich andern zu lassen. Diese Art der Betrachtung, die fruher haufiger war, ist mit 
der modernen Verfeinerung der Reihentheorie so gut wie auBer Gebrauch gekommen, 
und es lebt ein karglicher Rest davon in den gleichfalls selten gebrauchten Viertel­
werten weiter. 

d) Die durchschnittliche Abweichung. Die durchschnittliche Abweichung ist 
das einfachste, dem Laienverstande zuganglichste StreuungsmaB. Bei seiner Be­

Gruppen- Abstand Besetzungs- Produkt mitte in d zahl 
d· z RM z 

27,50 -6 13 - 78 
32,50 -5 45 - 225 
37,50 -4 98 - 392 
42,50 -- 3 309 - 927 
47,50 -2 687 - 1374 
52,50 -- 1 1128 -1128 -- 2280 - 4124 
57,50 0 1270 0 

62,50 1 1035 1035 
67,50 2 432 864 
72,50 3 148 444 
77,50 4 73 292 
82,50 5 45 225 -- 1733 +286 

Untere durchschnittliche Abweichung: 
- 4124: 2280 = - 1,8088 Gruppeneinheiten 

d. i. - 9,04 RM 
obere durchschnittliche Abweichung: 

2860 : 1733 = 1,6503 Gruppeneinheiten 
d. i. 8,25 RM 

durchschnittliche Abweichung: 
(4124 + 2860): 5283 = 1,3219 Gruppeneinheiten, 

d. i. 6,61 RM. 

o 

rechnung wird in der Regel vom 
haufigsten (dichtesten) Werte aus­
gegangen. Es werden die negativen 
oder positiven Abweichungen ge­
sondert berechnet, und aus ihnen 
die durchschnittliche untere und 
die durchschnittliche obere Ab­
weichung gebildet. Will man zu 
einem einzigen Gesamtdurchschnitt 
kommen, so werden samtliche Ab­
stande ohne Rucksicht auf ihre 
Vorzeichen summiert und durch 
die Zahl der Falle dividiert. Die 
durchschnittliche Abweichung ist 
somit ausgedrucktdurch die Formel 

{)_L'!A;I 
- N ' 

worin das Symbol II bedeutet, daB 
bei der Summierung von dem Vor­
zeichen abgesehen wird. Das Ver­
fahren soll wieder am Beispiel der 
Lohnverteilung unserer Facharbei­
ter in elektrischen und mechani­
schen Werkstatten (S. 73) gezeigt 

werden. Der Einfachheit halber gehen wir nicht vom fein, sondern vom roh be­
stimmten dichtesten Werte aus. 

Auch hier weist die Verschiedenheit der unteren und der oberen Abweichung 
auf die asymmetrische Gestalt unserer Lohnkurve hin. 



Die statistischen Momente. 85 

Aufgabe 12. Fiir die Verteilung unserer gleichen Facharbeiter nach del' Arbeits­
stundenzahl (Summenzeile in -del' Korrelationstabelle auf S. 137) sind die mittlere, 
die Viertelwerts- und die durchschnittliche Abweichung zu berechnen. 

e) Die mittlere Entfernung del' Einheiten1• Diesem von C. GINI aufgestellten 
MaBe liegt del' Gedanke zugrunde, daB eine Messung del' Entfernung del' Einheiten 
von einem Mittelwerte uber eine Abstraktion fiihre, weshalb als unmittelbarer 
Streuungsausdruck ein Mittelwert del' gegenseitigen [im ganzen t n (n - 1)] Ent­
fernungen del' Masseneinheiten voneinander als StreuungsmaB gewahlt werden solle. 
GINI schlagt als einen solchen Mittelwert das arithmetische Mittel del' Entfernungen 
VOl'. 

Obzwar del' von GINI vertretene Gedanke unbestreitbar richtig ist, fiihrt seine 
praktische Durchfuhrung zu umstandlichen Rechnungen, weshalb sich dieses Streu­
ungsmaB in del' statistischen Praxis bisher nicht durchzusetzen vermochte. 

f) Ein Mall del' Schiefe von Kurven. Nach del' oben (S. 80) mitgeteilten Lage­
regel del' Mittelwerte liegt das arithmetische Mittel A einer schiefen Kurve bei sonst 
gleicher Streuung um so weiter ab yom dichtesten Werte D, je schiefer die Kurve 
ist. Natiirlich kann die gleiche Wirkung auch eine verschieden groBe Streuung bei 
sonst gleicher Kurvenform bewirken. Um diese zweite Wirkung auszuschalten, be-

client man sich zur Messung del' Schiefe einer Kurve del' Formel A - !!.. 
a 

Aufga be 13. Es ist die Schiefe del' Korpergr6Benverteilung del' Mistelbacher 
Rekruten (S. 22), del' Lohnverteilung deutscher Facharbeiter und ihrer Arbeits­
zeitverteilung (S. 137) zu messen und miteinander zu vergleichen. 

g) Die statistischen Momente. K. PEARSON, del' die mathematische Seite del' 
statistischen Theorie in vielfacher Weise bereichert hat, hat in die Statistik auch 
den Begriff del' statistischen Momente eingefiihrt, del' in del' Theorie del' statistischen 
Reihen eine wichtige Rolle spielt. Die statistischen Momente sind eine l.Jbertragung 
del' Momente del' Mechanik auf die Statistik. In del' Mechanik versteht man bekannt­
lich unter dem n-ten Moment eines Punktes, in dem das Gewicht einer Masse ver­
einigt erscheint, in Beziehung auf eine Gerade das Produkt m· sn, wenn unter m 
del' die Masse tragende Punkt (Schwerpunkt), unter 8 die Entfernung des Punktes 
von del' Geraden verstanden wird. n ist eine beliebige Zahl del' natiirlichen Zahlen­
reihe, 0, 1,2,3 usw., je nach del' Wahl des Momentes. Wir k6nnen daher von einem 
Ooten, I-ten, 2-ten ... lO-ten ... n-ten Moment des Schwerpunktes hinsichtlich einer 
Geraden sprechen. 

Die gleiche Formel gilt fiir das note Moment del' Schwerlinie einer Flache hin­
sichtlich einer Geraden. Hier liegt das Verbindungsstiick zur statistischen Theorie. 
Wir haben bereits oben (S. 65) erwahnt, daB wir uns in einem Haufigkeitspolygon 
die durch eine Gruppenflache dargestellte Zahl del' Falle z in del' Mittelordinate 
vereinigt denken konnen. Bezeichnen wir nun die Entfernung zu einem an irgend­
einer Stelle del' Abszissenachse errichteten Lot mit d, so ist das note statistische 
Moment del' Gruppe hinsichtlich jenes Lotes gleich z· dn . Statt del' Momente einer 
einzigen Gruppe kann man auch die Momente del' ganzen Flache hinsichtlich des 
Lotes berechnen. Das note Moment del' ganzen Verteilung hinsichtlich des Lotes 
wird in del' Weise gebildet, daB die Momente del' Gruppen summiert werden. Dabei 
ist es ublich, die Momente auf die Einheit zu berechnen. Es ist daher noch notwendig, 
die erhaltene Summe durch die Zahl del' Masseneinheiten N zu dividieren. Bezeich­
nen wir das note Moment diesel' Art mit 'V~, so erhalten wir 

, 2 z· dn 
'Vn = ---N--· 

1 V gI. hierzu C. GIN!: Variabilita e Mutabilita; in: Studi economico-giuridici della R. Univ. 
di Cagliari, Bologna 1912, S.19ff. Auch BOWLEY: Elements of Statistics, 5. Auf I., S.114ff. 
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Eine besondere Bedeutung kommt den Momenten hinsichtlich der Schwerlinie 
der ganzen Verteilung, das ist der Ordinate des arithmetischen Mittels, zu. Wie leicht 
einzusehen, ist das 0-te Moment hinsich tlich dieser Ordinate die gleich 1 gesetzte Flache 

~-: = 1, das erste Moment als Abweichung der Einheit yom arithmetischen Mittel 

E ~.~ = 0, das zweite Moment E ~ d2 gleich dem "Quadrate der mittleren Ab­

weichung, 0"2. 

Die Momente v hinsichtlich des Lotes im arithmetischen Mittel konnen aus den 
Momenten v' hinsichtlich jedes anderen Lotes leicht abgeleitet werden. Da das 
arithmetische Mittel rechnerisch meistens ein wenig handlicher Wert ist, so werden 
in der Regel die Momente v' hinsichtlich eines benachbarten runden Abszissen­
wertes berechnet und dann in die Momente hinsichtlich des arithmetischen Mittels 
iiberfiihrt. Das Verfahren wird durch die im voramlstehenden gegebene Hilfs­
rechnung zur Berechnung des arithmetischen Mittels (S. 74) und durch die abgekiirzte 
Berechnung des Quadrates der mittleren Abweichung 0"2 (S. 82), deren Quadrat, 
wie erwahnt, ein Sonderfall del' statistischen Momente ist, beleuchtet. 

Mit der Berechnung der .. Flachenmomente aus dem Haufigkeitspolygon v' und v ist jedoch 
die Arbeit nicht beendet. Ublicherweise werden die Flachenmomente nicht fiir Zwecke des 
Haufigkeitspolygons, sondern fiir solche der Haufigkeitskurve berechnet. Es geht dann 
der obige Ausdruck von Vn uber in b 

fin =.r y x" dx, 
a 

worin x die Abszissenwerte in einem Koordinatensystem, dessen Nullpunkt im arithmetischen 
Mittel liegt, also gleichzeitig die Abstande von diesen, y die den jeweiligen x nach der vor­
liegenden Kurvenform zugehorigen Ordinaten bedeutet. 

Diese fi, auf die es eigentlich ankommt, konnen aus den v rechnerisch abgeleitet werden. 

Die statistischen Momente haben fiir die model'lle Reihentheorie eine groBe Be­
deutung gewonnen. Sie spielen in dem System der von K. PEARSON aufgestellten 
Kurven (vgl. unten Abschnitt II b), aber auch dariiber hinaus eine Rolle I. 

10. Die Normalkurve 2, 

a) Die Darstellung der Verteilungsform. Die symmetrische Vert-eilung ist uns 
bereits bekannt. Sie ist die Verteilung der durch zufallige Schwankungen nach den 
Regeln der Gliicksspiele abgelenkten Erfolge. Rier haben wir es aber nicht mehr 
mit der in den vorausgegangenen Abschnitten geniigend behandelten Zufalls­
streuung, sondern mit der Wesensstreuung der Massen zu tun, d. i. einer solchen 
Streuung, die mit der wechselnden SeriengroBe nicht etwa verschwindet, sondel'll 
im Gegenteil immer deutlicher hervortritt. Rier kommen also solche statistische 
Reihen in Betracht, die, einer Ausgliederung oder einem sonstigen reihenbilden­
den AniaB entstammend, eine Wesensverschiedenheit der ausgegliederten (oder an­
einandergereihten) Teilmassen (Massen) in der Art aufweisen, daB sie sich zur sym­
metrisch gebauten Form der Normalkurve zusammenfiigen. Ein Beispiel moge dies 
zeigen (s. Tab. S. 87) 3. 

1 Naheres uber das zur Gewinnung der Momente zu beobachtende Rechenverfahren findet 
man bei K. PEARSON: On the Systematic Fitting of Curves to Observations and Measurements, 
Biom.l, 265; 2, I. E. PAIRMAN U. K. PEARSON: On Corrections for Moment-Coefficients uaw., 
Biom.12, 231. W. F. SHEPPARD: Calculation of the Most Probable Values of Frequency Con­
stants usw. Proc. Lond. Math. Soc. 29, 353. Eine ubersichtliche Darstellung findet sich bei 
W. PALIN ELDERTON: Frequency Curves and Correlation, 2. Auf!. Layton, London 1927. S. 12ff. 

2 ELDERTON, W. P.: Frequency Curves and Correlation. BORTKIEWICZ, L. v.: Die Variations­
l;>reite beim GauBschenFehlergesetz. Nordisk Statistisk Tidskriftl, llff. (1922). CHARLIER, a.V.L.: 
Uber das Fehlergesetz. Arkiv f. mat., astr. och fysik 2, Nr.8. Vergleiche ferner die zu Ab­
schnitt II, 3 und 4 angegebenen Schriften von LEXIS und v. BORTKIEWICZ. 

3 PEARSON, K.: C{mtributions to the Mathematical Theory of Evolution II, S. 385, in: 
Phil. Trans. Roy. Soc. of London, A, 186 (1896). 
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Die symmetrische Anordnung geht sowohl aus dem nachfolgenden Tabellchen, 
als auch aus der zeichnerischen Darstellung dieser Zahlen (Abb.7) hervor. Gegen­
iiber einer ahnlichen Darstellung (KorpergroBenverteilung der 906 Mistelbacher 
Rekruten, S.22) bemerken wir die groBere K6rpergr6Benverteilung von 25878 
Glatte der Umrandung, hervorgerufen durch nordamerikanisehen Freiwilligen. 
die bedeutend groBere Beobachtungszahl. 

b) Der analytische Ausdruck der Nor­
malkurve und seine Bedeutung. Wenn ein 
Schiitze mit dem gleichen Gewehr eine An­
zahl von Schiissen auf eine Scheibe abgibt, 
so werden die Treffer nie streng neben­
einander liegen, sondern auseinanderfallen. 
Diese Streuung wird dadurch bewirkt, daB 
der beste Schiitze kein Prazisionsmechanis­
mus und das beste Gewehr keine restlose 
Erfiillung der Forderungen ist, die die phy­
sikalische Theorie fiir das Gleichbleiben der 
Erfolge untereinander aufstellt. Die Streu­
ung wird je nach der Giite des Schiitzen 
und des verwendeten Gewehres groBer oder 
kleiner sein. Ganz ahnlich ist es mit der 
Messung irgendeiner physikalischen GroBe. 

Gruppen-
mitte in 

em 

130,81 
133,35 
135,89 
138,43 
140,97 
143,51 
146,05 
148,59 
151,13 
153,67 
156,21 
158,75 
161,29 
163,83 

Zahl der 
Falle 

1 
1 
2 
1 
3 
7 
6 

10 
15 
50 

526 
1237 
1947 
3019 

Gruppen- Zahl mitte in der Falle em 

166,37 3475 
168,91 4054 
171,45 3631 
173,99 3133 
176,53 2075 
179,07 1485 
181,61 680 
184,15 343 
186,69 118 
189,23 42 
191,77 9 
194,31 6 
196,85 2 

Insgesamt 25878 

Auch hier werden die unvermeidlichen Fehler, je nach der Geschicklichkeit und 
Aufmerksamkeit des Messenden und nach der Tauglichkeit des verwendeten 

¥fi()IJ -

.'oro ---

Abb. 7. Hilufigkeitspolygon und Haufigkeitskurve der Kiirpergriifienverteilung amerikanlscher Freiwilliger im 
Jahre 1865. 

MaBes, in ihrer Gesamtheit groBer oder kleiner sein. Wenn wir z. B. die Kor­
pergroBe eines Menschen mit einem anthroprometrisch tauglichen Instrument 
wiederholt messen, so werden die Unterschiede der wiederholten Messungen 
wahrscheinlich nur Bruchteile von Millimetern betragen, wahrend sie, wenn wir 
die KorpergroBenverzeichnung mit einem quer iiber den Kopf gelegten Lineal 
am Tiirstock vornehmen, groBere Abweichungen aufweisen werden. Ebenso wird 
die Streuung der wiederholten Messungen verschieden sein, wenn wir die Lange 
eines Gegenstandes mit einem einzigen fiir die ganze Lange ausreichenden MaB­
stab messen, oder etwa mit einem kurzen Lineal, das ein wiederholtes Anlegen 
notwendig macht. Wie immer die Tauglichkeit der Person des Messenden und 
des verwendeten MeBinstrumentes sein mag, sicher ist, daB die Erfolge der Mes­
sung eine Streuung aufweisen werden, und zwar in der Weise, daB sie bei einer 
geniigend groBen Zahl von Messungen eine symmetrische Gestalt annehmen, mit 
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einer groBten Haufigkeit der Erfolge in der Mitte und abnehmenden Haufigkeiten 
nach den Seiten. 

Dies laBt sich sehr leicht durch einen Versuch nachweisen. Die folgenden Zahlen 
entstammen einer 300maligen Messung einer Tischkante mit einem kurzen Lineal, 

Ergebnisse von 
300 Messungen einer 

Tischkante mit einem 
kurzen Lineal. 

Gemessene 
Lange in 

m 

2,104 
2,105 
2,106 
2,107 
2,108 
2,109 
2,1l0 
2,1l1 
2,1l2 
2,113 

Insgesamt 

Zahl der 
Messungen 

Ig} 13 

38} 8~ 47 ;) 

49} 102 
53 

49} 80 
31 

1~} 20 

300 

also einem MeBgeriit, das wegen der Notwendigkeit des 
wiederholten Anlegens nicht als ideal bezeichnet werden 
kann. Die Ergebnisse dieser Messung waren neben­
stehende. 

Da es sich hier um nur 300 Messungen, also eine 
verhiiltnismaBig kleine Anzahl handelt, so tritt die be­
zeichnende symmetrische Lagerung in unseren rohen 
Zahlen nur in groben Umrissen hervor. Die Kurven­
gestalt wird aber deutlicher, wenn wir die Gruppen zu 
2 und 2, symmetrisch um das bei 2,lO86 m liegende 
arithmetische Mittel gelagert, zusammenfassen (2. Reihe 
der Besetzungszahlen in der nebenstehenden Ubersicht). 

Diese Art der Gruppierung der Messungen legt die 
Annahme nahe, daB der wahre Wert des gemessenen 
Gegenstandes in der Mitte dieser Anhaufung, also in der 
nachsten Nahe des arithmetischen Mittels der vorgenom­
menen Messungen, zu suchen sei. Es wird daher iiberall 
dort, wo der wahre Wert einer zu messenden GroBe'nicht 

unmittelbar bekannt ist, und die Messungsfehler nur als zufallig zu beurteilen 
sind, das arithmetische Mittel als die wahrscheinlichste Annahme fiir den wahren 
Wert der GroBe anzusehen sein. 

Wenn wir nun nach den Entstehungsgriinden dieser Streuung fragen, so ergibt 
sich aus der Beobachtung des Messungsvorganges, daB hier mehrere Fehlerursachen 
zusammentreffen, die die Neigung haben, kleine Abweichungen entweder nach der 
einen oder nach der anderen oder nach beiden Seiten zu verursachen. Wenn wir 
z. B. drei Ursachen hatten, die mit gleicher Leichtigkeit (und darum auch mit glei­
cher Wahrscheinlichkeit) folgende Fehler erzeugen1 

1. Ursache - 2, - 1, 0 
2. - 1, 0, 1, 
3. - 1, 0, 1, 2, 3, 

dann sind aus dem Nebeneinanderbestehen und Zusammentreffen dieser 3 Ursachen 
folgende Fehler moglich: 

- 4, - 3, - 2, - 1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, 

und zwar konnen diese Fehler folgeweise auf 

1, 3, 6, 8, 9, 8, 6, 3, 1 

verschiedene Arten entstehen, - 4 allein aus dem Zusammentreffen von - 2, - 1 
und - 1, - 3 dagegen schon aus dem Zusammentreffen von - 1, - 1, - 1, aus 
- 2, - 1, 0 und aus - 2, 0, - 1; usw. Es ist klar, daB die zu beobachtenden Feh­
ler, die ein Aufrechnungsergebnis des Zusammentreffens der Elementadehler vor­
stellen, in dem Verhaltnis haufig oder weniger haufig auftreten werden, als sie 
haufige oder weniger haufige Kombinationen darstellen. 

Das vorliegende Beispiel kann dUTch VergroBerung der Zahl der moglichen Ab­
weichungen bei den einzelnen Ursachen und besonders auch durch die VergroBerung 
der Zahl der in das Spiel tretenden Ursachen erheblich verwickelter gestaltet werden. 

1 Das Beispiel ist entnommen CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 1, 290. 
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In unserem Beispiel bedeutet das achtmalige Anlegen des Lineals acht solche 
Ursachensysteme, das Ablesen des Enderfolges noch eines dazu (wobei von Rechen­
und Schreibfehlern ganz abgesehen ist). 

Denken wir uns eine sehr groBe Anzahl von Messungen gegeben, so daB wir uns 
die Gruppenbreite sehr klein und die Gruppen dabei noch immer mit Beobachtungen 
reichlich besetzt denken konnen, so wird sich eine symmetrische Kurve von einer 
kennzeichnenden Gestalt, die sogenannte Normalkurve (Abb. 7) ergeben. Mit ihrer 
analytischen Untersuchung hat sich unter anderen besonders GAUSS befaBt, weshalb 
sie auch die" GauB sche" Fehlerkurve genannt wird. GAUSS hat fUr die N ormalkurve, 
die Zahl der BeobachtungsfiHle N = 1 gesetzt, den analytischen Ausdruck gefunden 

odeI' im Hinblicke darauf, 

1 -~ 
q;(x) = ~.e 2,,' 

af2n 

daB 1 = h das bekannte GauBsche PrazionsmaB istl, 
a~2 

k h' , q; (x) = -= . e- '" . 
fn 

Darin besagt del' Ausdruck q; (x) = y, daB die als je'Yeilige Ordinate zu denkende 
Haufigkeit des Vorkommens eines Fehlers x eine Funktion der GroBe dieses Feh­
lers ist; hierbei ist der Nullpunkt des Koordinatensystems als durch die Symmetrie­
achse der Verteilung gelegt zu denken, die Abweichungen also als im negativen 
und positiven Sinne davon mit jeweils gleichen Ordinaten verlaufend. (J ist das 
bekannte StreuungsmaB (S. 81), n die bekannte Ludolphsche Zahl 3,14159 ... , 
e die Basis der natiirlichen Logarithmen 2,71828 ... 

Wie wir sehen, stimmt die analytische Gleicbung del' Normalkurve vollstandig 
mit derjenigen der Wahrscheinlichkeitskurve (S.36) iiberein. Ein Unterschied der 
beiden ergibt sich nur daraus, daB die mittlere Abweichung (J bei der Wahrschein­
lichkeitskurve einer strengen Regel folgt, bei del' Normalkurve nicht. Der erstere 
Fall stellt sich also als ein Sonderfall des zweiten dar. (Davon hat LEXIS in seinem 
Dispersionskoeffizienten Gebrauch gemacht, indem er das an die strengeren Bedin­
gungen gebundene (J der Gliickspiele zum MaBe der Streuung iiberhaupt machte.) 

Die erwahnte Funktion stellt, wie erwahnt, die Verteilung der Ordinatenwerte, 
die Flache gleich 1 gesetzt, also die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten der ver­
schiedenen x dar. Die Verteilung der Grundzahlen gewinnen wir, indem wir den 
Ausdruck der rechten Seite mit der Beobachtungszahl N multiplizieren. Es lautet 
dann die Gleichung 

N -~ 
q; (x) = -= . e 2,,' 

aY2 n 

Fiir die praktische Berechnung ist es noch wichtig zu bemerken, daB die Teil­

ausdriicke der rechten Seite ,~ und ,~ den Wert Yo, d.i. den Wert der groB-
O"r2n O"r 2n 

ten Ordinate, derjenigen des Koordinatenursprungs, fUr die relative und fiir die ab­
solute Verteilung darstellen. 

Die Werte fiir q; (x) sind ebenso wie diejenigen des zugehOrigen Integrals in Ta­
feln niedergelegt, so daB es geniigt, fUr eine gegebene Verteilung (J zu berechnen, 
um die den verschiedenen Abweichungen zukomnienden Haufigkeiten zu finden. 
Uber die Verwendung solcher Tafeln fUr die Kurvenanpassung solI aber erst unten 
gesprochen werden. Hier sei zunachst auf die analytische Ausdeutung des vorliegen­
den Ausdruckes eingegangen. 

1 Uber die Ableitung siehe CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 1, 297ff.; Statistische 
Forschungsmethoden: S.201. 
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GAUSS ging bei seiner Ableitung von der zu messenden GroBe aus, fiir die das 
arithmetische Mittel der wiederholten Beobachtungen die wahrscheinlichste An­
nahme sei. Die Fehler seien rein zufallig in dem Sinne, daB jede der Fehlerursachen 
die gleiche Neigung habe, einen Fehler nach oben wie nach unten zu erzeugen. Die­
ser Hypothese kame zwar nicht dem Wesen aber dem Ergebnis nach diejenige gleich, 
daB eine groBere Anzahl von Fehlerursachen vorhanden ware, die immer einen gleich­
gerichteten negativen oder positiven Fehler erzeugen miiBten, daB aber die Zahl der 
Ursachen positiver Wirkung derjenigen negativer Wirkung gleich kame, so daB es 
auch hier zu einer Aufhebung der Abweichungen bei geniigend groBer Zahl kame. 
Es ist aber von spateren Mathematikern gezeigt worden, daB fiir die Normalkurve 
eine Kurvenformel von ganz ahnlichem Aufbau aus der viel allgemeineren Annahme 
abgeleitet werden kann, daB in jeder Abweichung ein System von Elementarab­
weichungen wirksam wird, deren jede positive und negative Werte in einem engen 
Zwischenraum annehmen kann. Dabei wurde von der Voraussetzung der gleichen 
Wahrscheinlichkeit positiver und negativer Elementarabweichungen abgegangen und 
es wurden bei ihnen beliebige Wirkungsgesetze zugelassen; auch wurde die urspriing­
liche Annahme voilstandiger Unabhangigkeit der Abweichungssysteme voneinander 
aufgelassen. Als einzige Bedingung ist eine negative iibriggeblieben, daB unter 
den Elementarabweichungen nicht eine oder einige wenige durch ihre Wirkung 
iiberwiegen diirfenl. Die Fehlersysteme konnen aIle auch grundsatzlich einseitig 
wirksam sein, was dann eben nur zur Folge hat, daB der mittlere Wert der Abwei­
chungen mit der wahren GroBe des gemessenen Gegenstandes nicht iibereinstimmt; 
der Symmetrie der erlangten Beobachtungen wird dadurch aber nicht Abbruch 
getan. (Man vgl. damit die symmetrischen Formen, die bei ungleichen p und q, 
aber bei geniigend groBer Beobachtungszahl auch nach dem Binomialgesetz zustande 
kommen konnen, S.31£.). Diese Erkenntnis ist fiir die stoffliche Ausdeutung des 
Gegenstandes wichtig. Bekanntlich hat QUETELET unter dem Eindrucke der GauB­
schen Hypothese fiir die Ableitung der Normalkurve seine verfehlte Theorie vom 
mittleren Menschen als dem von der Natur angestrebten Normalfall aufgestellt. 
Die Abweichungen von dem aus einer symmetrischen Verteilung gewonnenen mitt­
leren Werte betrachtete er als Fehler der Natur, die in allen Fallen das normale 
AusmaB der Eigenschaft angestrebt, aber nicht immer erreicht hatte. Dieser Irrtum 
QUETELETS wird durch die erweiterte Annahme iiber das Zustandekommen der 
Fehlerkurve widerlegt. 

Wenn wir nun das oben gebrachte Beispiel der KorpergroBenverteilung daraufhin 
priifen, ob die der GauBschen Normalkurve zugrunde liegenden Hypothesen darauf 
anwendbar sind und fiir die Verteilungserscheinung eine geniigende Erklarung 
geben, so ist diese Frage zu bejahen. Wir wissen aus der Vererbungslehre, daB die 
Dimensionen aller Korperteile einzeln vererbt werden, daB sich also die im einzelnen 
Beobachtungsfalle erreichte KorpergroBe aus zahlreichen voneinander nicht ganz 
abhangigen TeilgroBen zusammensetzt, deren jede in einem gewissen Spielraum 
Schwankungen unterworfen ist. Dazu kommen noch alle personlichen Beeinflussungen 
des Wachstums bis zu dem beobachteten Alter, Einfliisse von Luft, Ernahrung usw., 
deren Ergebnis wieder als eine Summe aus den durch die Jugend und das weitere 
Leben hindurch wirkenden Teileinfliissen gedacht werden muB. Es ist klar, daB 
eine rassemaBig gleichartige Masse unter diesen Umstanden eine Wesensstreuung 
zeigen muB, und zwar eine Wesensstreuung, in der das Zusammenwirken dieser Ele­
mente Haufigkeitszahlen hervorruft, die der Wahrscheinlichkeit der im Spiel ge­
standenen Kombinationen entsprechen. Hierbei kommt wegen der groBen Anzahl der 

1 CZUBER: Wahrseheinliehkeit8rechnung 1,4. Aufl., S. 289ff.; tiber zum Teil weitergehende 
Annahmen siehe ebendort, S. 451, und Statistisehe Forsehungsmethoden, S. 205ff. EDGE· 
WORTH, F. Y.: Sur l'applieation du ealeul des probabilites It la statistique. Bull. d. Intern. 
Statist. Inst. 18, 220ff. (englischer Text S.505f£.). Paris 1909. 
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zusammenwirkenden Elementarursaehen die symmetrisehe Verteilung zustande. 
Aus dem vorher Ausgefiihrten geht hervor, daB die durehsehnittliehe (= haufigste) 
KorpergroBe durehaus nieht sieher als die der ganzen Verteilung zugrunde liegende 
"NormalgroBe" anzusehen ist. (Dieses konnte nur bei Zutreffen der GauBsehen 
Annahme iiber die Wirkung der Elementarabweiehungen behauptet werden; es 
ist jedoeh kein Anhaltspunkt dafiir gegeben, daB die GauBsehe Annahme in einer 
statistiseh gegebenen Normalkurve aueh wirklieh zutreffe.) 

Die hier gebraehte Deutung der KorpergroBenverteilung zeigt, daB sieh die 
statistisehe Theorie nur den weitesten Annahmen iiber die Normalkurve ansehlieBen 
kann, wobei eine LoslOsung von der Vorstellung einer zu messenden (oder hier: 
von der Natur angestrebten) GroBe erfolgen muB, und nur die Annahme einer Sum­
menwirkung des vielfaltigen Zusammenspieles der Variationsmogliehkeiten von 
Teilgliedern der gemessenen GroBe iibrigbleibt. Es ist darum aueh irrtiimlieh, in 
Anlehnung an die GauBsehe Hypothese hier von Fehlern und FehlermaBen ("mitt­
lerer Fehler" usw.) zu spreehen. Wir wollen bei unseren allgemeineren Bezeichnungen 
"Streuung und StreuungsmaBe" bleiben, wenn wir aber von Abweiehungen sprechen, 
nur an die Abweiehungen von gewissen statistiseh bemerkenswerten Mittelwerten 
denken, diese aber von jeder mystisehen Deutung ("von der Natur angestrebte 
GroBe" u. dgl.) frei lassen. 

Wir wollen die Gelegenheit nieht verabsaumen, hier auch auf die haufige Ver­
weehslung der Normalkurve als Wesensstreuung mit derjenigen als Zufallsstreuung 
hinzuweisen. Die Normalkurve als Wesensstreuung kommt hier, wie wir gesehen 
haben, dureh das Zusammenwirken anatomiseher und physiologiseher Umstande 
zustande. Aus dieser in der Wesensform, also theoretiseh, vollendeten Gestalt greift 
die statistisehe Wirkliehkeit eine Probe heraus, die mit dem theoretisehen Eben­
bild, der Wesensform der Erseheinung, nieht iibereinstimmen kann, weil ihr die 
Mangel der Zufallsstreuung anhaften. Diese Zufallsstreuung wiirde bei einer un-
endlich groBen Zahl von Proben i;' 

fiir jede Gruppe, hier also fiir Tafel der Funktion C = e -2 . 
jede KorpergroBenstufe, eine 
Gruppierung der zufalligen Feh­
ler ergeben, die selbst wieder eine 
Normalkurve darstellen wiirde. 
Diese Form ist aber von der 
Wesensform des betrachteten 
Gegenstandes unabhangig und 
trifft bei jeder Art der Vertei­
lung, aueh der naeh artmaBigen 
Merkmalen (z. B. in mannlieh 
und weiblieh) zu. 

fiber eine weitere Hypothese, 
die zu einer ahnliehen Gestalt 
fiihrt wie die Fehlerkurve, solI 
weiter unten im Rahmen des von 
K. PEARSON abgeleiteten Formel­
systems gesproehen werden. 

,;=~ 
(j 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 

C 

1,00000 
0,99503 
0,98020 
0,95600 
0,92312 
0,88250 
0,83527 
0,78270 
0,72615 
0,66697 
0,60653 
0,54605 
0,48675 
0,42956 
0,37531 

,; = _x_ C ,;=~ 
I (j (j 

1,5 0,32480 3,0 
1,6 0,27804 3,1 
1,7 0,23575 3,2 
1,8 0,19790 3,3 
1,9 0,16447 3,4 
2,0 0,13534 3,5 
2,1 0,11025 3,6 
2,2 0,08892 3,7 
2,3 0,07100 3,8 
2,4 0,05614 3,9 
2,5 0,04394 4,0 
2,6 0,03405 4,2 
2,7 0,02612 4,4 
2,8 0,01984 4,6 
2,9 0,01492 4,8 

5,0 

C 

o,onn 
0,00819 
0,00598 
0,00431 
0,00309 
0,00237 
0,00153 
0,00106 
0,00073 
0,00050 
0,00034 
0,00015 
0,00006 
0,00003 
0,00001 
0,00000 

c) Die analytische Berechnung der Normalkurve. Um in der oben mitgeteilten 
Funktionsgleiehung der Normalkurve den reehten Ausdruck von dem von Fall zu 
Fall weehselnden (J zu befreien (also parameterfrei zu gestalten), konnen wir, was 

bei einer relativen Verteilung zulassig ist, den Wert der groBten Ordinate }- = 1 
(j , 2 :n: 

setzen und die Hilfsvariable ~ =x_ einfiihren. Dann sehrumpft die obige Gleichung 
(j 
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zu der hochst einfachen Funktionsgleichung zusammen: C = e 2 Diese Funk­
tion ist in bekannten Funktionentafeln ausgewertet, aus denen wir auf S. 91 einen 
Auszug mitteilen 1. 

Nebeneinanderstellung der tatsachlich beobachteten und der durch die GauBsche 
N ormalkurve dargestellten Werte fur die Korpergro13enverteilung 

der Mistelbacher Rekruten. 

Abstand der Quotient aus 
Tatsachlich 

Gruppen- d.Abstandx Der zuge- Berechnete beobachtete AusdemFla-

mitte vom u. d.quadrat. hOrige Ordi- Besetzungs- Besetzungs- chenintegral 

Gruppen- arithmeti- mittlerenAb- natenwert zahl der zahl der berechnete 

mitte in schen Mittel stand a nebenstehen- nebenstehen- Besetzungs-

cm ~=; C 
den Gruppe den Gruppe zahl 

x a 
~- ~ -- -- _. -- ~ -I-- I 

~ - -~ --r 1 2 3 4 5 6 

146 - 20,768 - 3,527 0,00214 I 0,13 ° 0,12 
147 - 19,768 - 3,357 0,00361 0,22 1 0,22 
148 - 18,768 - 3,187 0,00627 0,38 ° 0,39 
149 - 17,768 - 3,018 0,01058 0,64 ° 0,65 
150 - 16,768 - 2,848 0,01748 1,07 2 1,07 
151 - 15,768 - 2,678 0,02786 1,71 4 1,71 
152 - 14,768 - 2,508 0,04315 2,65 3 2,66 
153 - 13,768 - 2,338 0,06535 4,01 4 4,01 
154 - 12,768 - 2,168 0,09575 5,88 7 5,87 
155 - 11,768 - 1,999 0,13563 8,33 6 8,36 
156 - 10,768 - 1,829 0,18821 11,55 12 11,56 
157 - 9,768 - 1,659 0,25309 15,54 14 15,54 
158 - 8,768 - 1,489 0,33036 20,28 25 20,28 
159 - 7,768 - 1,319 0,41925 25,74 22 25,73 
160 - 6,768 - 1,149 0,51699 31,74 30 31,73 
161 - 5,768 - 0,980 0,61862 37,98 35 37,98 
162 - 4,768 - 0,810 0,72023 44,21 43 44,20 
163 - 3,768 - 0,640 0,81424 49,98 48 50,00 
164 - 2,768 - 0,470 0,89469 54,92 47 54,90 
165 - 1,768 - 0,300 0,95600 58,69 60 58,60 
166 - 0,768 - 0,130 0,99058 60,81 63 60,82 
167 + 0,232 + 0,039 0,99806 61,26 74 61,25 
168 + 1,232 + 0,209 0,97802 60,03 60 60,01 
189 + 2,232 + 0,379 0,93002 57,09 64 57,06 
170 + 3,232 + 0,549 0,85936 52,75 47 52,75 
171 + 4,232 + 0,719 0,77196 47,39 48 47,40 
172 + 5,232 + 0,889 0,67348 41,34 36 41,34 
173 + 6,232 + 1,058 0,57145 35,08 31 35,06 
174 + 7,232 + 1,228 0,47074 28,90 33 28,90 
175 + 8,232 + 1,398 0,37639 23,11 21 23,12 
176 + 9,232 + 1,568 0,29300 17,99 24 17,99 
177 + 10,232 + 1,738 0,22137 13,59 13 13,59 
178 + 11,232 + 1,908 0,16214 9,95 9 9,98 
179 + 12,232 + 2,077 0,11602 7,12 9 7,13 
180 + 13,232 + 2,247 0,08050 4,94 3 4,94 
181 + 14,232 + 2,417 0,05407 3,32 3 3,33 
182 + 15,232 + 2,587 0,03534 2,17 4 2,18 
183 + 16,232 + 2,757 0,02254 1,38 1 1,39 
184 + 17,232 + 2,927 0,01389 0,85 ° 0,86 
185 + 18,232 + 3,096 0,00831 0,51 ° 0,51 
186 + 19,232 + 3,266 0,00488 0,30 0 0,30 
187 + 20,232 + 3,436 0,00283 0,17 ° 0,17 

I 905,70 I 906 905,66 

Aus dem Verlaufe der Ordinaten von dem in der Mitte der Kurve gelegenen 
Nullpunkt bis zu ihrem Ende ersehen wir das oben dargestellte Bild der Kurve: 

1 PEARSON, KARL: Tables for Statisticians and Biometricians 1, Second Ed., Cambridge 
University Press. Table II, S.2ff. Siehe auch E. CZUBER: Stat. Forschungsmethoden, S.203. 
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zuerst eine langsame, dann sehnellere, dann wieder langsamere Abnahme der Or­
dinaten. 

Der V organg bei der Beniitzung dieser Tafel solI an dem Beispiel der Korper­
groBenverteilung der Mistelbacher Rekruten veranschaulicht werden. (Vgl. die 
Tafel S. 92.) 

Der Rechnungsgang ist folgender: Den Ausgangspunkt der Bereehnung bil­
den die in Spalte 5 abgedruckten Zahlen der tatsaehliehen Beobaehtung. Ihre An­
ordnung legt die Vermutung nahe, daB hier eine symmetrisehe Verteilung vorliege, 
weshalb wir untersuehen wollen, wie eine Normalkurve, die yom gleiehen arithme­
tisehen Mittel ausgeht und die gleiehe mittlere Abweiehung besitzt, dane ben aus­
sieht. Es handelt sieh daher darum, zuerst das arithmetisehe Mittel A (S. 73) und 
den mittleren quadratisehen Abstand (f (S. 81) zu bereehnen. Wir gelangen dabei 
zu dem Ergebnis 

A = 166,768em, 

(f = 5,888 em . 

Es liegt somit der Nullpunkt der aufzufindenden Normalkurve bei 166,768 em. 
Von diesem Werte berechnen wir in Sp. 2 folgeweise naeh unten in der Zahlenreihe 
die negativen, nach oben die positiven Abstande zu den Gruppenmitten, also naeh 
untenfolgeweise-0,768em, -1,768emusw., nachoben + 0,232 em, + 1,232 em usw. 
Diese Zahlen sind die x. Sie werden nun folgeweise dureh (f = 5,888 em dividiert, 
ergeben also - 0,130, - 0,300 usw., + 0,039, + 0,209 usw. Diese Zahlen sind die g. 
Zu diesen Zahlenwerten fUr g suchen wir nun aus der Funktionstafel die zugehorigen 
Ordinatenwerte, wobei wir, da unsere g-Werte jeweils zwischen den Tafelwerten 
liegen, von der aus dem Gebraueh der Logarithmentafeln bekannten Interpolation 
mit Hille der Tafeldifferenzen Gebraueh maehen. Aus dieser in Verhaltniszahlen 
(und zwar MeBzahlen, Yo = 1, S. 126) ausgedriiekten Ordinatenreihe gelangen wir auf 
die absoluten Werte der Ordinaten, indem wir zunachst den absoluten Wert der 
groBten Ordinate 

N 906 Yo = ----= = - -------- - -c=-

(] f 2 11: 5,888· l2 . 3,14159 ... 

berechnen. Wir erhalten dabei 61,387. Die folgeweise durehgefiihrte Multiplikation 
dieses Wertes mit den C-Werten der Sp.3 fiihrt uns auf die Zahlen der Spalte 4. 
Diese stellen die Ordinatenwerte der Gruppenmitte vor, die naeh der in der Sta­
tistik allgemein herrsehenden Anschauungsweise als Stellvertreter der Gruppenbe­
setzungszahlen genommen werden konnen. Die erreehneten Zahlen zeigen eine 
ziemlich gute Ubereinstimmung mit den beobaehteten. Die theoretisehe Kurve 
geht im allgemeinen mitten dureh die Beobaehtungszahlen hindureh (im Bereiehe 
des gesehlossenen Kernes der Beobaehtungszahlen, Gruppe 150 em bis 183 em 19 
negative und 15 positive Abweichungen). 

Die eben gezeigte Berechnungsweise ist aus dem Grunde, daB die Mittelordinaten der Gruppe 
als Stellvertreter der VerhiUtniszahlen genommen werden, nicht streng richtig. Die Berech­
nung vermittels des Flachenintegrals der Normalkurve ist scharfer. Auch sie erfolgt aus Funk­
tionstafeln, in denen die Flachenwerte der einzelnen Flachenstiicke zwischen der Mittel-

abszisse ';0 = ~ = 0 und den fiir die Gruppengrenzen (hier nicht die Gruppenmitten) geltenden 
a 

Werten fiir ,; dargestellt sind. (Die Kurvenflache selbst als 1 angenommen.) Wir bringen hier 
auszugsweise ein Stiick einer solchen Funktionstafel 1 (s. Tab. S. 94). 

Die Benutzung dieser Tafel soll hier an dem Beispiel der Berechnung der Besetzungszahlen 
zweier Mittelgruppen gezeigt werden. Da das arithmetische Mittel A mitten in die Gruppen­
grenzen der Gruppe 167, d. i. 166,5 bis unter 167,5, fallt, muB in diesem einen Falle die Gruppen­
zahl aus zwei Teilzahlen, derjenigen der Flache unterhalb des arithmetischen Mittels und der-

1 PEARSON, KARL: Tables for Statisticians and Biometricians 1, Table II, S. 2ff. 
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~enigen ?er Flaehe oberhalb des?elben, z.usa.mm~ngefUgt werden. (Fur aIle ubrigen Gruppen 
1St nur eme Bereehnung notwendlg.) - x 1St m diesem FaIle - 0,268 em, + x ist 0,732 cm. Die 
zugehiirigen ~ sind - 0,0455 und + 0,1243. Ihnen entsprechen auf Grund der Tabelle die 
durch. Inte:pola:~ion. er~ttelt~n F~achenwe~te 0,51814?4 und 0,5494605, somit nach Abzug 
der hier mltberuckslChtlgten, Jenselts der l\fittelachse liegenden Halbflaehe von 0,5 die Diffe­
renzwerte als die beiden Anteile der Gruppen 167 von der Flache 1. Von der Flaehe 906 be­

Tafel der Flachenstucke rp der hal ben N ormalkurve 
(Gesamtflache = 1)1. 

~ rp ~ rp ~ rp 

0,00 0,5000000 0,18 0,5714237 0,36 0,6405764 
0,01 0,5039894 0,19 0,5753454 0,37 0,6443088 
0,02 0,5079783 0,20 0,5792597 0,38 0,6480273 
0,03 0,5119665 0,21 0,5831662 0,39 0,6517317 
0,04 0,5159534 0,22 0,5870644 0,40 0,6554217 
0,05 0,5199388 0,23 0,5909541 0,41 0,6590970 
0,06 0,5239222 0,24 0,5948349 0,42 0,6627573 
0,07 0,5279032 0,25 0,5987063 0,43 0,6664022 
0,08 0,5318814 0,26 0,6025681 0,44 0,6700314 
0,09 0,5358564 0,27 0,6064199 0,45 0,6736448 
0,10 0,5398278 0,28 0,6102612 0,46 0,6772419 
0,11 0,5437953 0,29 0,6140919 0,47 0,6808225 
0,12 0,5477584 0,30 0,6179114 0,48 0,6843863 
0,13 0,5517168 0,31 0,6217195 0,49 0,6879331 
0,14 0,5556700 0,32 0,6255158 0,50 0,6914625 
0,15 0,5596177 0,33 0,6293000 usw. 
0,16 0,5635595 I 0,34 0,6330717 
0,17 0,5674949 0,35 0,6368307 

tragen diese Anteile 16,44 
und 44,81, zusammen also 
61.25. Diese Zahl setzen wir 
in' Spalte 6 unserer obigen 
Tabelle ein. Ganz ahnlich 
verlauft die Berechnung der 
Besetzungszahl der Gruppe 
166. Hier betragt x - 1,268, 
daher ~ - 0,2154. Das zu­
gehiirige Flachenstiick, vom 
entgegengesetzten Ende der 
Kurve gerechnet, hat den 
Flaehenwert 0,5852713, von 
der Mitte der Kurve somit 
0,0852713, der durch Sub­
traktion des unter dem arith­
metisehen l\fittel liegenden 
Flachenstreifens der Gruppe 
167 gewonnene Flaehen­
streifen der Gruppe 166 
allein somit 0,0671259. Mul­
tipliziert mit 906, ergibt sich 
die Besetzungszahl von 60,82 
fiir die Gruppe 166 usw. Na­
turgemaB sind bei der Be­

reehnung fiir die gesamte Ausdehnung der Gruppen die Reehenoperationen nieht in der hier 
an den zwei Beispielen eingehaltenen Reihenfolge, sondern in der Weise durchzufiihren, daB 
zuerst fiir aIle Gruppengrenzen die x, die~, dann aIle diesen zugehiirigen Flaehensummen­
werte, dann aIle diesen zugehiirigen Flaehendifferenzwerte, schlieBlich durch Multiplikation mit 
N die absoluten Besetzungszahlen errechnet werden. 

Es zeigt sich, daB die Zahlen der Spalte 6 nur geringfiigige Abweichungen von denen der 
Spalte 4 ergeben. Erst bei griiBerer Gruppenbreite oder griiBeren Gruppenbesetzungszahlen 
kiinnten die Untersehiede einige Bedeutung gewinnen. 

Wenn es sich nicht um die Anpassung einer Normalkurve an eine symmetrische Wesensver­
teilung, sondern um Berechnung der erwartungsmaBigen Erfolge nach den Gliicksspielregeln 
handelt, erfolgt die Benutzung der Tafeln in ganz gleicher Weise, nur daB (J nicht aus dem 
gegebenen Erfahrungsstoffe ermittelt, sondern nach der bekannten, fUr die Gliicksspiele gel­
tenden Formel (S. 33) berechnet wird. 

11. Andere haufige Kurventypen 2. 

a) Die Darstellung der Kurvenformen. AuBer der Normalkurve und noch hau­
figer als diese konnen wir an statistischen Massen oder den aus ihnen abgeleiteten 
MaBzahlen die schiefe Verteilungskurve und die J-Kurve beobachten. Seltener be­
gegnen wir der U-Kurve. 

Die schiefe Verteilungskurve ist eine ins Asymmetrische verschobene Normal­
kurve. Sie kann links steil gebaut sein, dann ist der Hohepunkt nach links verscho­
ben; oder rechtssteil, dann ist der Hohepunkt nach rechts verschoben. 

Das oben (Abb. 5, S.70) angefiihrte Beispiel des Heiratsalters der Manner hat 
bereits die linkssteile schiefe Verteilungskurve veranschaulicht. Wir fiigen hier noch 
ein weiteres Beispiel fur die Linkssteilheit an (S. 95 9ben). 

1 PEARSON, KARL: Tables for Statisticians and Biometricians, S. XVIIff. u. 2ff. 
2 FECHNER, G. TH.: KollektivmaBlehre, herausgegeb. von G. F. LIPPS. Leipzig 1897. 

CARVER, H. C.: The Mathematical Representation of Frequency Distributions, in Quarterly 
Publications of the American Statistical Association 17, 1920121. - Ferner die im weiteren 
Texte angefuhrten Werke. 
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Die nebenstehende Verteilung laBt eine Haufung in der Gruppe "Wohnungen 
mit 3 Raumen" erkeunen, ist also linkssteil. Dagegen lieB die oben (S. 64) beobachtete 
Verteilung der sachsischen Gemeinden nach der mannlichen Wahlbeteiligung, ebenso 
die Verteilung der Facharbeiter in Die i. J. 1930 in den deutschen GroB- und 
mechanischen und elektrischen Werk- Mittelstadten neuerbauten Wohnungen 
statten (S. 73) Rechtssteilheit erkennen nach der WohnungsgroBe1 • 

(vgl. Abb. 8) . I Zahl der 
Eine haufig zu beobachtende Ver- WohnungsgroBe . Wohnungen 

teilungsform ist die J-Kurve, so ge­
naunt, weil sie das Spiegelbild eines J 
oder bisweilen gar ein J selbst. dar­
stellt. Diese Verteilung kann als ein 
Grenzfall der schiefen Verteilung oe­
trachtet werden. Denken wir uns 
narnlich die Asymmetrie soweit ver­
schoben, daB der Gipfel an das linke 
Ende der Kurve gelangt, so ergibt das 

Wohnungen mit 
1 Raum . . 
2 Raumen. 
3 
4 
5 
6" . 
7 und mehr Raumen . 

Insgesamt . . . .. . . 

602 
9910 

66369 
53870 
15708 
6070 
3638 

156167 

eine J-Kurve. DaB diese Grenzentwicklung in der Tat zutrifft, konnen wir daraus 
entnehmen, daB wir vielfach Verteilungen antreffen, in denen wir noch einen ver-

1ZfKI 

TfKl) 

t~ 
~bW 
~'I«I 
~ 

ZIlJ 

O -..,~~ 

/Jrvl/olt'ochenverrftensl ;, ReicI1smot* 

Abb. 8. Hiiuflgkeltspoiygon und Hiiufigkeitskurve der Lohnverteilung deutscher Facharbeiter in mechanischen 
und eiektrischen Werkstlitten. 

kummerten Uberrest des aufsteigenden Astes vorfinden. Es ergibt sich dann eine 
J-Kurve bei Bildung groBerer Gruppen, wahrend bei Bildung kleinerer Gruppen 
der verkummert aufsteigende Ast noch zur Geltung kommt. Sogar beim Schulbeispiel 
der J-Kurve, der Einkommensvertei-

Einkommensgruppen 
lung, konnten wir einen verkummerten 
aufsteigenden Ast beobachten, wenn 
wir uns nicht auf die von der Ein- Bis 
kommensbesteuerung herstammenden tiber 

1500RM . .... 
1500 bis 3000 RM. 
3000" 5000" Zahlen, bei denen die Einkommen un-

ter dem Existenzminimum fehlen, be­
schrankten, sondern die Einkommen 
unterhalb der Einkommensgrenzedurch 
eine besondere Erhebung hinzufugten 2• 

Als Beispiel fur eine J -Kurve mag 
das Ergebnis der Einkommenssteuer­

5000" 8000" 
" 8000" 12000 " 

12000 " 16000 " 
16000 " 25000 
25000 " 50000 " 
50000 ,,100000 " 

" 100000RM 
veranlagung im Deutschen Reiche fur Insgesamt. . .. . . . 

1 WHsl'haft und Statistik, 11 (1931), S. 183. 

Veranlagte 
Pflichtige 

1864087 
1171697 

504018 
241675 
211461 
86078 
72379 
42276 
12335 
4977 

4210883 

2 V gl. des Verfassers Artikel: Einkommen, in Hdwb. d. Staatsw. 4. Aun. 3, S. 387 und die 
dort und im Schriftenverzeichnis angefiihrten Feststellungen E. W URZBURGERS aus der sachsischen 
Einkommensstatistik. 
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das Jahr 1928 nach der Hohe des veranlagten Einkommens angefiihrt werden l 

(s. Tab. S. 95 unten). 
Die Verteilung zeigt, wie auch aus Abb. 9 zu erkennen ist, die Gestalt eines ge­

spiegelten J. Fiir eine richtige J-Gestalt fiihren wir folgende Verteilung an (Abb. 10). 
Sie ist im oberen Teile zwar 
regelwidrig gerade ausge­
fallen, doch diirfte der 
Grund darin zu suchen 

, 
190() I 

1Soo sein, daB unsere Einschat­
zung der offenen Gruppe 
70- als 70 bis 85 Jahre das 
arithmetische Mittel der 
iiber 70 Jahre alten an 

!:. 
1) ltoo 
~ 

~ Krebs Gestorbenen nach 0; 

oben verschiebt (s. Tab. J goo 
unten links). ;lij 

Seltener ist die U-Kurve_ !l> 
,~ 

Das Schul beispiel dafiir ist ~ 500 
die Bewolkungshaufigkeit, !t 
unter Annahme einer zah- ~ 
lenmaBigen Skala fiir die 
Bedeckung des Himmels. 
DaHalbbewolkung seltener 
vorkommt als klarer Him­
mel oder Vollbewolkung, 
ergibt die statistische Aus­
zahlung dieser Erscheinung 

JOO 

je ein Maximum am An-

Il 

~~.II""·l~·S""""""""""~~ 
&I7I,ommen In fOOO Keich.rmork 

Abb. 9a und b. Haufigkeitspolygon und Haufigkeitskurve der 

fang und am Ende der Kurve, also eine U-Gestalt. Ein der Statistik der 
menschlichen Gesellschaft angehoriger Fall wird dargestellt durch die allgemeine 
Kurve der Sterbewahrscheinlichkeiten des Menschen, deren Gestalt die U -Form 
allerdings nur entfernt erkennen laBt. 

Krebssterblichkeit des Auszug aus der allgemeinen deutschen 
mann lichen Geschlechts Sterbetafel f. d. Jahre 1924 bis 19264• 

im Deutschen Reiche 
im Jahre 19282 • Sterbenswahr-

(Vgl. auch Abb.IO.) Alter scheinlichkeit 
(Jahre) des mannlichen 

Gestorbene auf Geschlechtes 
10000 Lebende Altersjahre der gleichen ° 0,11538 
Altersklasse3 1 0,01619 

2 0,00636 
Obis unter 1 0,1 3 0,00404 
1 

" 
5 0,1 4 0,00316 

{) J " 15 0,02 
15 

" 
30 0,2 

30 
" 

60 9,4 10 0,00142 
60 " " 

70 65,0 
-70 u. dariiber 100,9 

20 0,00427 

1 Statistik des Deutschen Reiches 391, 9. 
2 Statistisches Jahrbuch fiir das Deutsche Reich 1930, 47. 
3 In der Altersklasse 0-1 Jahr auf 10000 Lebendgeborene. 
4 Statistik des Deutschen Reiches 401 I, 476; 360, 168. 

Sterbenswahr-
Alter scheinlichkeit 

(Jahre) des mannlichen 
Geschlechts 

40 0,00535 

60 0,02362 

80 0,14196 

90 0,28469 

100 0,43623 
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Eine starkere Auspragung der U-Form ergibt sich, wenn wir die Sterblichkeit 
an bestimmten Krankheiten nach dem Alter darstellen. (V gl. die folgende Tabelle 
und Abb. 11 auf S. 98.) 

b) Die analytische Deutung der Kurvengestalten. Was zunachst die schiefe 
Verteilungskurve anlangt, so wollen wir an das oben auf S. 30f. iiber die schiefen 

Todesfalle an Influenza auf 
10000 Lebende des neben­
stehenden Alters im Deut­
schen Reiche im Durchschni tt 

der Jahre 1924/261• 

(Vgl. auch Abb. 11.) 

Altersjahre 

Obis unter 1 
1 5 
5 " 15 

15 " 30 
30 " 60 
60" ,,70 
70 u. dariiber 

b 

Gestorbene 
auf 10000 
Lebende2 

13,7 
2,3 
0,6 
0,7 
1,5 
7,8 

19,2 

Einkommensverteilung im Deutschen Reiche im Jahre 1928. 

Wahrscheinlichkeitskurven und das 
oben auf S. 90f. iiber das Zustande­
kommen der Normalkurve Gesagte 
ankniipfen. 1st die fiir den letzte­
ren Fall genannte negative Bedin­
gung des Fehlens einer oder meh­
rerer iiberwiegender, einseitig ge­
richteter Elementarursachen nicht er­
fiiUt, so daB diese Einseitigkeit durch 
das sonst bei der N ormalkurve zu be­
obachtende Zusammenwirken der 
vielen kleinen Ursachen nicht iiber­
wogen werden kann, so werden wir 
auf eine schiefe Verteilungsform ge­
langen. In dem Fall der schiefen Ver­
teilung des Heiratsalters der heiraten­
den Manner (ebenso der Frauen) ist 
es der ganz natiirliche Grund, daB 
eine Heirat in jiingeren Jahren eine 
groBere Anziehungskraft hat als eine 
solche in alteren, in dem Beispiel der 
neugebauten Wohnungen sind es die 
aus der W ohnungsnachfrage folgenden 
Riicksichten, daB namlich die W ohnun­

gen unter der durchschnittlichen WohnungsgroBe haufiger verlangt werden als die­
jenigen iiber dem Durchschnitt, in dem Beispiel der Wahlbeteiligung der Grund, daB die 

-00 

SO 

8tJ 

1:;70 

~6"O 
~fO 
~!l7 

iJO 

~20 
10 

01 S 7f JO 5tJ 70 ,if 

Yo//endele lebel1.[JiJlre 

Abb. 10. Haufigkeitspolygon unri Haufigkeitskurve rier Krebssterblichkeit des mannlichen Geschlechts 
im Jahre 1928. 

politische Schulung der 85 Gemeinden, wahrscheinlich im Zusammenhang mit der Ge­
meindegroBe, einem Ausschlag iiber den Durchschnitt die groBere Wahrscheinlichkeit 

1 Statistik des Deutschen Reiches 360, 289. 
2 In der Altersklasse 0-1 Jahr auf 10000 Lebendgeborene. 
Winkler, Theoretlsche Statistik. 7 
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zuteilt, in dem Beispiel der Lohnverteilung die Verteilung der Arbeitszeit, die durch 
die Arbeitslage bestimmt ist, und einem Wochenlohn uber dem Durchschnitt eine 
etwas gr6Bere Wahrscheinlichkeit verleiht als einem unter dem Durchschnitt. 

C. V. L. CHARLIER hat fur diesen Fall der schiefen Verteilung eine Formel ab­
geleitet ("Frequenzkurve Typus A"), in der zu dem analytischen Ausdruck fUr die 

zo 

1$ 3D IiO 70 9J 
iIu/Ienrkle Lehell{jo/l('(} 

Abb. 11. Haufigkeitspolygon und Haufigkeitskurve der Influenzast~rblichkeit im Deutschen Reiche illl 
Durchschnitt der Jahre 1924 bis 1926. 

Normalkurve noch eine Anzahl Glieder hinzugefugt sind, deren wesentlichster Be­
standteil h6here Ableitungen der Normalkurve sind. 

Die Formel lautet: 

f(x) = qJ(x) - ;! ~: qJa(x) + f! (~: - 3) qJ4(X) - ;! (~: - 1~;3) qJs(x) + ... 
qJ(x) bedeutet die Normalkurve, qJ .. (x) ihre n-te Ableitung, die f1 .. bedeuten das 

n-te Flachenmoment der Kurve hinsichtlich der Ordinate des arithmetischen 
Mittels, die an Potenzen der mittleren Abweichung1. Eine abgeanderte Form dieses 
Kurventypus hat F . Y. EDGEWORTH in Vorschlag gebracht2. Einen inneren Zusam­
menhang mit der Charlierschen Reihe weist auch die Brunssche Reihe auf, die in 
der Reihenausgleichung eine gewisse Rolle spielt a. AIle diese Kurventypen gehen von 
der Normalkurve gewissermaBen als dem Grundfall einer Verteilung aus, verleihen 
ihr aber durch die Hinzufugung beliebig vieler aus der Normalkurve abgeleiteter 
Glieder eine Anpassungsfahigkeit auch au die schiefen Verteilungsformen. 

So wie CHARLIERS Typus A von der Normalkurve ausgeht, so geht sein Typus B 
von der oben (S. 54) erwahnten Poissonschen Reihe aus 

e- m . 'mX 
f(x) = _x-_! - , 

der gleichfalls durch Hinzufugung h6herer Ableitungen dieser Funktion eine aIlge­
meinere Bedeutung verliehen wird. D.~r Typus B ist ebenso wie die Grundformel 
f(x) fUr die Darstellung unstetiger zahlenmaBiger Merkmale geeignet, die entweder 
die Form einer J-Kurve oder doch einer sehr linkssteilen Kurve besitzen4 . 

1 Vgl. Naheres hierzu bei C. V. CHARLIER: Vorlesungen iiber die Grundziige der mathema­
tischen Statistik, S.67 und W. PALIN ELDERTON: Frequency Curves and Correlation, S.124ff. 

2 Cambro Phil. Trans. 20/1, 1904 (Law of Error); n. R. Stat. Soc. 1906, 497ff. (Generalised 
Law of Error). Vgl. auch hierzu ELDERTON: a.a.O., ferner BOWLEY: Elements, 5. Aufl., 
S.287ff. 

3 Vgl. hierzu BRUNS: Wahrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaBlehre, S. 240ff. Leipzig 
u. Berlin 1906; auch bei CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 1, 4. Aufl., S.4OOff. 

4 Vgl. hierzu CHARLIER: a.a.O., S.79ff. ELDERTON: a.a.O., S.126ff. 



Die analytische Deutung der Kurvengestalten. 99 

AIle vorausgehenden Kurvenformeln gehen von veraUgemeinerten Annahmen 
iiber die Wirkung eines Systems von Elementarfehlern aus, bei der indessen aUe 
moglichen Fehlersysteme als ins Spiel tretend gedacht werden. Anders geartet ist die 
Annahme, die K. PEAR.'lON einem Kurvensystem zugrunde legt, das eine weitgehende, 
verschiedene Kurvenformen umfassende Losung des Problems darstelltl. 

PEARSON geht von einem Urnenschema aus, in dem np weiBe und nq schwarze 
Kugeln enthalten sind, r Kugeln (nach unserer eigenen Bezeichnungsweise = 8) wiir­
den folgeweise gezogen, ohne die Kugeln wahrend der Dauer dieses Serienzuges 
wieder zuriickzulegen. 1st r > np, so kann die Gesamtzahl der weiBen Kugeln 
jeden Wert von 0 bis np (d. i. der Gesamtzahl der weiBen Kugeln in der Urne) an­
nehmen. 1st r < np, so kann sie von 0 bis r betragen; das aus der haufigen Wieder­
holung dieses Serienzuges zu erwartende Haufigkeitspolygon wiirde also, wegen der 
Beschranktheit der Moglichkeiten von r und wegen der Ungleichheit von p und q 
schlef sein. 

PEARSON berechnet nun auf Grund der Wahrscheinlichkeitstheorie die Wahr­
scheinlichkeiten fiir die verschiedenen Werte von weiBen Kugeln unter den 
r Ziehungen und gelangt im weiteren, bei tJbergang zur Differenzialrechnung, zur 
Gleichung 

dy = _ xdx 
Y PI + P2 X + Pa x2 , 

worin fJI' fJ2' fJa Konstanten sind, die von p, q, r, n und c (d. i. der Abstand der 
Gruppenmitten voneinander) abhangig sind. Die Differenzialgleichung fiihrt auf ver­
schiedene Typen von Kurvengleichungen, je nach dem Vorzeichen der Diskriminante 

LI = fJ2 - 4 fJI fJ3 
des quadratischen Nenners. Die wichtigsten unter den von K. PEARSON hieraus 
abgeleiteten Kurvenformeln sind folgende: 

a) Typus 1. 

(1) 

worin ~ und a2 die Wurzeln des obigen quadratischen Nenners, vein abgekiirzter 
Ausdruck fiir eine gewisse algebraische Beziehung zwischen fJa und den beiden a sind. 
Dieser Typus stellt bei positivem aI' a2 und v eine schlefe Fehlerkurve dar, die in 
den Abstanden - a l und + a2 die Abszissenachse schneidet. Der dichteste Wert 
£aUt in den Nullpunkt des Koordinatensystems. 

b) Typus II. 
Dieser entsteht aus 1 dadurch, daB a l und a2 = a werden. Es ergibt sich dann 

die Gleichung 

Y = Yo ( 1 - ~:ra . (2) 

Diese Kurve ist symmetrisch mit dem dichtesten Wert im NuUpunkt. Sonder­
falle dieser Kurve sind die halbe Ellipse (Yo = 1, va = !), der Halbkreis (Yo = 1, 
a = 1, v =!) und die Parabel (va = 1). 

Bei negativem v ergibt sich 
Yo 

Y = -( ---;2)~a 
1--

a2 

(3) 

als symmetrische U-Kurve. 

I Contributions to the Mathematical Theory of Evolution, in Phil. Trans. Abt. A 186 (1894); 
186 (1895); 187 (1896); 191 (1898); 192 (1898/99); 196 (1900); 197 (1901). Der Hauptartikel 
ist in Bl.186 zu finden. Siehe auch ELDERTON: Frequency Curves usw., S. 36ff. CZUBER: Mathe­
matische Bev6lkerungstheorie, Leipzig und Berlin 11)2J, S. 34ff. Wahrscheinlichkeitsrechnung 2, 
21ff. Wir folgen im Texte auszugsweise dieser Darstellung. 

7* 
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c) Typus III. 
Wachst in (1) a2 ins Unendliche, so ergibt sich 

y = Yo ( 1 + : ya . e -"'" . (4) 

Diese Gleichung entspricht einer schiefen Verteilungskurve, die auf der linken 
Seite endlich begrenzt ist, auf der rechten ins Unendliche verlauft. 

d) Typus IV. 
Schiefe Verteilungskurve, beiderseits unbegrenzt. 

'" ( x2)-m -"arctg-
y = Yo 1 +2·e a a 

(5) 

e) Typus V. 
Lassen wir in 3) a ins Unendliche wachsen und schreiben wir statt va h2 x 2 , so 

gelangen wir auf die Form 
y = Yo e- h''''' , 

die nichts anderes ist, als die bekannte GauBsche Fehlerkurve, die sich demnach 
in dem ganzen Pearsonschen Formelsystem als ein besonderer Fall der allgemeinen 
schiefen Verteilungsform darstellt. 

Die angefiihrten unter den von PEARSON abgeleiteten Formeln sind wohl fur 
die Darstellung statistischer Verteilungen die wichtigsten. Ihre rechnerische Durch­
fiihrung, zu der PEARSON die sinnreiche Methode der Momente (vgl. S. 85 u. 120) er­
sonnen hat, gestaltet sich jedoch fur den einzelnen Fall ziemlich muhevoll und 
zeitraubend, weshalb von der Durchfuhrung eines Beispieles hier abgesehen und der 
Leser auf die oben angefiihrten Quellen verwiesen wird. 

Wenngleich wir nicht behaupten konnen, daB die PearsonscheAnnahme die end­
gultige Losung des Problems darsteIle, so zeigt sie doch eine Losungsmoglichkeit, noch 
dazu eine, die von einer gemeinsamen Annahme aus aIle statistisch interessierenden 
Kurventypen ableitet. Mag auch das Pearsonsche Formelinventar wegen der Be­
schwerlichkeit der Durchrechnung fur die Praxis nicht die Bedeutung haben, die 
sein Entdecker ihm gewiB zugeteilt hat, so bleibt es doch ein Baustein von hoher 
theoretischer Bedeutung fur die analytische Erforschung der statistischen Kurven. 

Von einer ganz anderen Seite her hat V. PARETO! fur die J-Kurve einen ana­
lytischen Ausdruck aufgestellt. Er hatte gefunden, daB die Logarithmen der Zahlen 
der Einkommensbezieher, die ein Einkommen uber einer bestimmten unteren Grenze x 
haben, wenn als Abszissen im ersten Quadranten des Koordinatensystems die 
Logarithmen der Einkommensstufen aufgetragen werden, eine absteigende Gerade 
bildeten. Daraus ergab sich einfach die Gleichung 

logy = 10gA - alogx 

und, entlogarithmiert, die Gleichung 

y=Ars. 

Diese Formel ist von PARETO zunachst nur fUr die Summenreihe (S.64) der 
Besetzungszahlen gedacht. Sie gilt aber auch fiir die einfache Verteilungsreihe der 
Gruppenwerte 2 •• 

1 P.AltETO, V.: La Courbe des Revenues. Cours d'Economie Politique 2. Lausanne 1897. 
WINKLER, W.: Art. "Einkommen", im Handworterbuch der Staatswissenschaften, 4. Auf I., 
3, 387f£., mit reichen Angaben von Schrifttum. VINCI, F.: Nuovi contributi alio studio delia 
distribuzione dei redditi, in Giornale degli Economisti 61, 365f£. (1921). VINCI, F.: Calcolo della 
probabilitA. e distribuzione dei redditi nel pensiero di PARETO. in Giornale degli Economisti 64. 
127ff. (1924). 

2 Denn der Differentialquotient f'{x) ist - Aa. X-(·+l), also von der gleichen Art wie /(x). 



Die analytische Deutung der Kurvengestalten. 101 

Die Paretosche Kurve hatte auch deduktiv gefunden werden konnen. Man kann 
sich namlich die Verteilung dieser Form entstanden denken durch einen Siebungs­
vorgang, bei dem von der Gesamtzahl der an dem Vorgang Beteiligten nur eine 
Anzahl in die hohere Klasse aufsteigt, wobei aber die Bedingungen des Aufsteigens 
fortschreitend milder werden (analytisch ausgedruckt dadurch, daB der Di£feren­
tialquotient mit wachsendem x immer kleiner wird). Die Paretosche Kurve ist nun 
eine Kurveruorm, die dieser Bedingung entspricht, da der Differentialquotient 

seinem absoluten Wert nach lautet X~:l) , das wachsende x also imNenner, das ist 

im Sinn einer fortschreitenden Verkleinerung des Wertes des Bruches, wirksam 
wird. 

Wir wollen die Giiltigkeit der Paretoschen Annahme an unserem auf S.95 an­
gefiihrten Beispiel der Einkommensverteilung im Deutschen Reiche im Jahre 1928 
bewahrheiten. Wir setzen in die Gleichung logy = log A - a log x die Logarithmen 
der Besetzungszahlen (y) und die Logarithmen der Gruppenmitten (x) ein, wobei 
wir die untere oUene Gruppe - 1500 RM nach unten mit 900 RM, der Grenze des 
regelmaBigen Existenzminimums, abschlieBen, die obere offene Gruppe aber nicht 
mehr berucksichtigen. Log A und a sind dann die beiden Unbekannten der Glei­
chung. Wenn wir die Werte fur die neun verwendbaren Gruppen in die obige Glei­
chung einsetzen, so erhalten wir folgende 9 Bestimmungsgleichungen: 

6,2704662 = log A - 3,0791812 a 5,3252303 = log A - 4,0000000 a 
6,0688153 = log A - 3,3521825 a 4,9348922 = log A - 4,1461280 a 
5,7024461 = log A - 3,6020600 a 4,8596126 = log A - 4,3117539 a 
5,3832317 = log A - 3,8129134 a 4,6260939 = log A - 4,5740313 a 

4,0911392 = log A - 4,8750613 a 

Wir haben hier zwei Unbekannte aus 9 Gleichungen zu bestimmen. Die Unbe­
kannten sind also uberbestimmt, und es konnen fur sie nur LOsungen gefunden werden, 
die den Gleichungen annahernd genugen. Das ublichste Ver£ahren hierzu ist die 
Methode der kleinsten Quadrate, das wir erst spater (Abschnitt II, 13d) besprechen 
werden. Wir wollen hier ein eiruaches Ersatzver£ahren verwenden, das zu weniger 
genauen Ergebnissen fiihrt als die Methode der kleinsten Quadrate, dafur aber leich­
ter und schneller durchfuhrbar ist: das Ver£ahren der Zusammeruassung je eines 
Teiles der Gleichungen in je eine Summe. Wir bilden so aus den ersten vier, dann 
aus den nachfolgenden flinf Gleichungen je eine Summengleichung, die wir beide 
als nebeneinander bestehend betrachten und lOsen. So erhalten wir die beiden Glei­
chungen 

23,4249593 = 4 log A - 13,8463371a 

23,8369682 = 5 log A - 21,9069745a. 

Die LOsung ergibt fur log A 9,9539595, fur a - 1,18377. Die Gleichung lautet 
somit 

log y = 9,9539595 - 1, 18377 log x und entlogarithmiert 
8994130000 

y = X 1.18877 

Aus der obigen Gleichung berechnen wir fur die 9 Gruppenmitten folgeweise 
die Werte 2036654, 967713, 489721, 275643, 165531, 111147, 70767,34622, 15240. 
Die Einsetzung der beobachteten wie der berechneten Werte in ein doppelt-Iogarith­
misches Koordinatensystem ergibt die Abb. 12 auf S. 102, aus der wir entnehmen, 
daB die Paretosche Annahme auch fur die Einkommensverteilung im Deutschen 
Reiche im Jahre 1928 ausgezeichnet zutrifft. 

Ein weiteres Beispiel eines Falles, in dem das Ausgehen von einer abstrakten 
Annahme zur Ableitung einer Kurve fiihrte, die sich nachher praktisch als brauch­
bar bewahrte, bietet die Gompertz-Makehamsche Formel fur die Uberlebenden aus 
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einer dem Sterbevorgang unterworfenen Masse (rein dargestellt in den Sterbetafeln) 

la: = k· sa: • ffx , 

worin x das jeweilige Alter, la: die Uberlebenden des Alters x und k, s, g, c Konstanten 
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bedeuten die nach dem jeweiligen Fall zu , 
bestimmen sind. 

Dar Grundge danke, der zur Ahleitung die­
rte, ist die Annahme einer 
nden Todeskraft, die die 

ser Formel fiih 
konstant wirke 
Lebenskraft all 
versagt die Go 

mahlich auflostl. In der Praxis 
mpertz-Makehamsche Formel 
ie jiingsten Altersklassen his 
bensjahr. Fiir die Lehensjahre 
als Ausgleichsformel sehr be-

allerdings fiir d 
etwa zum 15. Le 
dariiber ist sie 
liebt 2 • 

~ 
Eine bemerk enswerte Kurve zusammen­

gesetzter Art ergibt die Al­
tersgliederung der Gestorhe­
nen, wie sie sich entweder in 
der Altersgliederung einer 
wirklichen Sterbemasse oder 
noch hesser in der idealisier­
ten Form der Altersgliede­
rung der Gestorbenen aus 
100000 Geborenen nach der 
Sterhetafel darstellt (Abb. 

~ 
'\ 

1\ 
I 

JJJOO 10000 SOooO 1(}fJJ)(JO 13). LEXIS hat darauf hin-
gewiesen3 , daB in dieser 

Abb: 12. Die Pa!etosche Kurve!n doppelt-Iogarithml~che~ Darstellung, Kurve drei Bestandteile 
geze1gt an der Emkommensvertetlung 1m Deutschen ReIch 1m Jahre 1928. 

deutlich ausscheidbar sind, 

finkfJlTll7lefl in lleiclJ.rmork 

eine J-Kurve bei den im friihesten Alter Gestorbenen, eine Normalkurve im zweiten 
Hohepunkt der Kurve, um das sogenannte Normalalter von (damals) ungefahr 
70 Jahren herum, schlieBlich ein Bereich der dazwischen liegenden Sterhefalle. (In 
der Ahh. sind die drei Bereiche durch die Buchstahen a, b und c gekennzeichnet). Das 
Zutreffen der Normalkurve um das 70. Jahr hat LEXIS an Beispielen aus zahlreichen 
Staaten gezeigt. LEXIS teilt demnach die Lehenden in 3 Gruppen ein: die Normal­
lebigen, die eine Lebensdauer von etwa 60 Lehensjahren und mehr erreichen, die 
Lebensunfahigen, die in den ersten Lebensjahren sterben, und eine Zwischengruppe 
der minderwertigen Leben, die etwa zwischen dem 10. und dem 60. Lehensjahr sterben. 
In der Zergliederung der Lebenstypen ist KARL PEARSON, der sich mit dem gleichen 
Stoffe befaBt hat4, noch weiter gegangen, indem et die Kurve der Gestorhenen in 
fiinf Kurven zerlegte: 1. Gestorhene Sauglinge, 2. gestorbene Kinder, 3. gestorbene 
Jugendliche, 4. gestorhene Angehorige des mittleren Lehensahschnittes und 5. ge­
storhene alte Personen. 

1 Die nahere Ableitung dieser Formel siehe bei CZUBER: WahrscheinIichkeitsrechnung 2, 
171ff. 

2 Man vgl. z. B. die Ausgleichung der osterreichischen Sterbetafel von 1910, Osterr. Stati­
stik N. F., 1, H.4. In der deutschen Sterbetafel 1924/26 wurde die Gompertz-Makehamsche 
Formel zur Ausgleichung der Zahlen fiir die Altersstufen von iiber 90 bis 100 Jahren ver­
wendet. Statistik des Deutschen Reiches 401, I, 467. 

3 Zur Theorie der Massenerscheinungen, S. 42ff. - Abhandlungen zur Theorie der Bevolke­
rungs- und Moralstatistik, S.lllff. 

4 Phil. Trans. London, A 186. S. 406ff. (1895). Vgl. auch CZUBER: Wahrscheinlichkeits­
theorie 2, 3. Aufl., S. 76. 
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Die Kurve der nach dem Alter ausgegliederten Gestorbenen hat auf die zusam­
mengesetzten Kurven gefuhrt. In der Regel wird sich die Hinzufugung einer an­
dersartigen Masse in einer Verzerrung des Kurvenbildes auswirken: so finden wir z. B. 
KorpergroBenverteilungen, die einen ausgesprochen schiefen Verteilungstypus dar­
stellen. Augenfiillig wird die Zusammengesetztheit der Kurven aus ungleichartigen 
Bestandteilen dann, wenn die Unterschiede so groB sind, daB sie sich in einer Zwei­
gipfeligkeit der Kurve auBern. Es gliederten sich z. B. die Volksschulen im Frei­
staat PreuBen im Jahre 1929 nach der Zahl der Stufen1 in 

instufig . 
7.wcistufige 
drcistufige. 
vicrstufigc. 
fiinf tufige 

chs ·tufige . 
siebcnstufioc. 
acht- u. mchrRtufig • chulcn 
Tns~csamt. .... 

13 95 
6649 
4793 
1 5 

4 
1179 
224 
1923 

. 33413 

Bf) 9tJ tD!J 

Abb. 13. Haufigkeltskurve der Altersgliederung der Gestorbenen im Deutschen Reiche nach der Sterbetafel fiir 
1924/25. 

Hier sehen wir deutlich zwei Kurventypen sich mischen (vgl. auch Abb. 14): eine 
J-Kurve und eine schiefe Verteilungskurve. Wir finden zwei Hohepunkte vor: bei 
den einstufigen und bei den sieben- 1waJ - --

stufigen Schulen. Offenbar hat hier 
die Zusammenfassung der beiden 
verschiedenartigen Bereiche der 
Land- und Stadtschulen die Zwei­
gipfeligkeit dieser Kurve verursacht. 

Bei der Feststellung der Zwei­
gipfeligkeit von Kurven ist wohl 
darauf zu achten, daB die Beobach­
tungszahl genugend groB sei, denn 
wie wir in den Abb. 3 b und c auf 
S.26 und 27 feststellen konnten, 
konnen auch zufallige Schwankun­
gen bei kleinen Beobachtungszahlen 
das Bild einer zweigipfeligen Kurve 
hervorrufen. 

Eine sehr allgemeine Fassung 
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Abb. 14. Haufigkeitspolygon der Volkssehulverteilung in 
PreuBen naeh Stufen im Jahre 1926. 

des Kurvenanpassungsproblems bedeutet EDGEWORTHS Translationstheorie2, die 
besagt., daB jede Kurvenform aus der Normalkurve abgeleitet werden konne, 
wenn an Stelle des Exponenten x ganz allgemein eine beliebig zu bildende Funk-

1 Stat. Jahrbuch f. d. Freistaat PreuBen 25, 236f. (1929) • 
. J. roy. Stat. Soc. 1898, 670ff.; 1899, 373ff., 534££. 
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tion von x, f(x), eingefiihrt werde. Es ergibt sich daraus die Funktionsgleichung 
y = e-W(z)]'. Fiir gewisse besondere Formen von f(x) wurde diese Formel naher 
untersucht. Eine praktische Bedeutung hat dieser Gedanke nicht erlangt. Nahe 
verwandt mit der genannten Formel ist eine auf die Annahme beruhende, an 
Stelle der Konstanten k und e (= 1· 0) in der Haufigkeitskurve 

z, 
--+c 

Y = e k' 

bestimmte Funktionen f(x) und F(x) einzufiihren. Dieses Verfahren fiihrt unter be­
stimmten Voraussetzungen zu Formeln einer weiteren Anwendbarkeit. 

Bei Einfiihrung von F(x) = 1A + m1x, f(x) =yx2 gestaltet sich z. B. die obige 
Formel zu 

y = Axmen",P, 

einer "biegsamen" Formel, so genannt, weil sie, je nach der Beschaffenheit der 
Gleichungskonstanten A, m, n und p, die verschiedensten Gestalten annehmen, 
daher den verschiedensten Kurvenformen entsprechen kann 1. 

Eine andere Bildungsart einer allgemeinen Kurve besteht in der Projektion einer 
Normalkurve auf eine zur Kurvenebene schiefe Projektionsebene. Schneidet diese 
die Kurvenebene parallel zur Symmetrieachse der Normalkurve, so ergeben sich in 
dem der ersten Ebene zugewendeten Teil der projizierten Kurve Verkiirzungen, 
in dem ihr abgewandten Teil Verlangerungen der Abszissenachse, wahrend die 
Ordinatenprojektionen unverandert bleiben. Daraus folgt die Umwandlung der 
Normalkurve in eine schiefe Kurve. Dieser Projektionsvorgang bietet wegen der 
Moglichkeit der verschiedensten Annahmen iiber die Gestalt der Projektionsebene 
und der Moglichkeit einer Riickprojizierung auf die erste Ebene den weitesten 
Spielraum. Die analytische Durchfiihrung des Gedankens fiihrt zu der ganz all­
gemeinen Kurvenform 

y = yo·e 
k.(1+-i)ma.(l-itb 

Die beiden letzten Kurvenformen kennen wir zwar nach ihrer analytischen Ent 
stehungsweise, aber sie konnen mit den obigen auf urspriinglichen Annahmen aus 
der Wirklichkeit beruhenden Kurven von GAUSS, PEARSON, GOMPERTZ-MAKEHAM 
und in gewissem Sinn auch PARETO nicht gleichgestellt werden, da wir ihre Ent­
stehungsweise nur rechnerisch formell, nicht reell erfassen konnen. Sie haben da­
her fiir die Erkenntnis der Entstehung solcher Kurvenformen im statistischen 
Material kaum einen gro.6eren Wert als die gleich im folgenden zu behandelnden 
empirischen Kurven, die wir aus rein praktischen, rechnerischen Griinden iiber eine 
statistische Verteilung legen. 

c) Empirische Kurvengleichungen. Man kann in der allgemeinsten Weise jede 
statistische Kurve (die durch mehr als zwei Angaben bestimmt ist) durch eine Pa­
rabel von der Form y = a + bx + ex2 + dx3 + ... darstellen. Hierbei kann man 
entweder so verfahren, da.6 man den Grad der Gleichung (die oben abgebrochene 
Gleichung ist in dieser Form 3. Grades, weil die hochste Potenz von x die dritte ist), 
so gro.6 wahlt, da.6 die Zahl der Angaben gleich ist der Zahl der zu berechnenden 
Konstanten, oder um einen Grad niedriger, wenn man den Nullpunkt des Koordi­
natensystems durch die erste Angabe leitet, wodurch der Ordinatenwert dieser An­
gabe = a wird, das also dann bekannt ist. Die Konstanten werden dann durch Ein­
setzen jedes jeweiligen x und y berechnet. Man kann aber auch so verfahren, daB 
man den Grad der Gleichung nach der Zahl der in der Kurve vorhandenen Wende-

1 Naheres dariiber wie iiber den folgenden Formeltypus bei CZUBER: Mathematische Be­
volkerungstheorie, S. 37 ff. 
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punkte1 bestimmt, in der Weise, daB der einfachen parabolischen Kriimmung eine 
Kurve 2. Grades, der mit einem Wendepunkt versehenen Kriimmung eine Kurve 
3. Grades usw. beigeordnet wird. Da dann in der Regel mehr Angaben vorhandell 
sind, als der Grad der gewahlten algebraischen Gleichung betragt, also -aber­
bestimmullg vorliegt, werden im Wege der Methode der kleinsten Quadrate die 
Konstanten der Kurvengleichung ermittelt (siehe Abschllitt II, 13d). 

Ein Beispiel mag den erstgenannten V or- 71J r---r---,-----,---, 
gang veranschaulichen (vgl. auch Abb. 15) 

Die Bevolkerung des Deutschen Reiches betrug: 

am 1. XII. 1871 
" 1. XII. 1880 
" 1. XII. 1890 
" 1. XII. 1900 
" 1. XII. 1910 

Mill. Personen 
.41,06 
.45,23 
.49,43 
.56,37 
.64,93 

Die Aufgabe ist die, eine Kurve zu finden, ~ 
~ die sich dem durch diese Zahlen gegebenen ~ 

Bevolkerungsverlauf moglichst anpaBt. Legen tl5 
wir dem V organg die Gleichung zugrunde ~ 

~SIJ i---r------#'-Ir----r-----j 
y=a+bx+ex2 +dx3 +e0 ~ 

und nehmen wir das Jahr 1890 als Null­
punkt unseres Koordinatensystems, dann 
ergeben sich fUr die Jahre 1871 usw. folge­
weise die Abszissenwerte - 19, - 10, 0, + 10 
und + 20, wahrend die Bevolkerungszahlen 
41,06 usw. folgeweise Yl' Y2 usw. darstellen. 
Es ergibt sich sonach folgendes System von 
Gleichungen: 

41,06 = a - 19b + 361e - 6859d + 130321e 

45,23 = a - lOb + WOe - WOOd + lOOOOe 

49,43 = a 

I 
m'n~~-~~~w~-~~~w~-~ma~v~-~mm 

56,37 = a + lOb + lOOe + 1000d + l0000e 

64,93 = a + 20b + 400e + 8000d + 160000e. 

Johr 
Abb. 15. Kurve der Bevolkerungszahlen de. 

Deutschen Reiches von 1871 bls 1910. 
-- beobachtete Werte 
-. -. - ausgegllchen nach der Methode der 

kleinsten Quadrate 
- - - ausgeglichen nnch einem Ersatzver­

iahren. 

Die AuflOsung dieser Gleichungen fUhrt zu der Losung: 
a = 49,43 
b = 0,538 
c = 0,0156 
d = 0,000192 
e = - 0,0000189. 

Wir erhalten somit fUr unsere Kurve die Gleichung: 

Y = 49,43 + 0,538x + 0,0156x2 + 0,000193x3 - 0,00001890. 

Setzen wir folgeweise unsere Abszissenwerte - 19, - 10, 0, + 10 und + 20 
in die Gleichung ein, so miissen wir selbstverstandlich auf die obigen Angaben fiir 
die Jahre 1871 usw. gelangen. Wollen wir Zwischenwerte berechnen, so brauchen 
wir nur die diesen entsprechenden Abszissenwerte in die Gleichung einzusetzen 
(vgl. unten S. 122). 

1 Ein Kurvenwendepunkt ist ein solcher Punkt, bei dem die Kurve von einer (zur Abszissen­
achse) konkaven zu einer konvexen Kriimmung (oder umgekehrt) iibergeht. 
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Die Verwendung von empirischen Kurven zur Darstellung irgendeiner stati­
stischen Reihe beschrankt sich aber keinesfalls auf die Verwendung algebraischer 
Gleichungen des n-ten Grades. J e nach der Form der Kurve stehen die verschiedensten 
analytischen Gleichungen in Verwendung. Einen Uberblick iiber solche verwendete 
oder verwendbare Formeln mag man aus CZUBER, Mathematische BevOlkerungs­
lehre (siehe u. a. dort die Zusammenstellungen auf S. 21ff.), HUNTINGTON in Rietz­
Baur, Handbuch der math. Statistik, S. 82 und aus TH. R. RUNNING, Empirical 
Formulas, New York 1917, gewinnen. 

12. Die zeitlichen Reihen 1, 

Wir haben mit dem obigen Beispiel iiber die BevOlkerungskurve des Deutschen 
Reiches von 1871 bis 1910 bereits ein Beispiel aus dem Gebiete der zeitlichen Reihen 
gebracht, iiber die nun in dies em Kapitel naher gehandelt werden solI. Die zeitlichen 
Reihen kommen in der Statistik sehr haufig vor. Denn nichts liegt naher, als sich 
durch die zeitliche Nebeneinanderreihung der Zahlen statistischer Tatbestande, der 
Zahlen fUr die Bevalkerung, die Geburten, Sterbefalle, die Wanderungen, die Er­
zeugung, die Ein- und Ausfuhr usw. ein Bild von der zeitlichen Entwicklung dieser 
Tatbestande zu machen. Ein solches Bild hat nicht nur geschichtliche Bedeutung, 
es erleichtert auch das Verstandnis des gegenwartigen Zustandes und laBt, beim 
Walten gleichbleibender Voraussetzungen, sogar Blicke in die Zukunft zu. 

Zeitliche Reihen sind sowohl fiir Bestands- als auch fiir Ereignismassen maglich. 
Bei Bestandsmassen werden Stichtagsergebnisse aneinander gereiht, bei Ereignis­
massen die Monats- oder Jahresergebnisse des Ereignisses. Dabei gilt die aus der 
Reihenbildung flieBende Forderung der Gleichartigkeit der Glieder auch in zeitlicher 
Hinsicht. In einer streng richtigen statistischen Reihe miiBten die zeitlichen A b­
stande der Zahlungen, sowie die Zeitraume, die die Ereignisse fassen, gleich sein 
(vgl. oben S. 65, 69). In der Praxis ist diese strenge Forderung nicht durchfiihrbar. 
Der Zeitpunkt der Volkszahlungen z. B. wird oft von anderen als rein statistischen 
Erwagungen mitbestimmt. Bei den Ereignismassen tritt die in der Praxis nicht be­
deutsame Ungleichheit der Jahre durch Schaltjahre und die praktisch viel wichti­
gere Ungleichheit der Monate als Starung der zeitlichen Gleichartigkeit auf. Die 
Starung aus ungleichartigen Abstanden beseitigen wir dort, wo die ReihenmaBig­
keit, z. B. bei Betrachtung der Zunahme der Zahlen von einem zum anderen Zeit­
punkt, besonders unterstrichen wird, dadurch, daB wir die Zunahmen auf die gleich­
artigen Abstande, z. B. durch Bildung von Jahresdurchschnitten, beziehen. Die 
Ungleichheit der Monate wird dadurch beseitigt, daB wir aIle Zahlen mit Hilfe von 
Tagesdurchschnitten auf 30tagige Einheitsmonate umrechnen. 

Die Forderung der Gleichartigkeit der Reihenglieder gilt aber nicht nur in Hin­
sicht ihrer zeitlichen Fassung, sondern in allgemeiner Weise. Bilden wir eine zeit­
hche Reihe aus Preisen, so darf in der Zwischenzeit die Qualitat nicht gewechselt 
haben, bilden wir eine Reihe von Bevalkerungszahlen, so darf im Gebietsumfang 
keine Anderung eingetreten sein (oder wenn sie eingetreten ist, so miissen die Zahlen 
auf das gleiche Gebiet zuriickberechnet werden). Sind die Ergebnisse einer der zu 
\'ergleichenden Erhebungen nicht vollstandig (oder wechselt gar, wie bei privaten 

1 PERSONS, W. M.: Indices of General Business Conditions. Cambridge, Harvard Univ. 
Press 1919. - Korrelation von Zeitreihen, in RIETZ-BAUR: Handbuch der math. Statistik, 
S. 197ff. HENNIG, H.: Die Analyse von Wirtschaftskurven. Vierteljahrshefte zur Konjunktur­
forschung, Sonderheft 4, Berlin 1927. DONNER, 0.: Die Saisonschwankungen als Problem der 
Konjunkturforschung. Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung, Sonderheft 6. Berlin 1928. 
LORENZ, P.: Der Trend. Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung, Sonderheft 9, 2. Auf I. 
Berlin 1931. ANDERSON, 0.: Die Korrelationsrechnung in der Konjunkturforschung. Ein Beitrag 
zur Analyse von Zeitreihen. Bonn: Schroder 1929. WAGEMANN, E.: Konjunkturlehre. Berlin: 
Reimar Hobbing 1928. 
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Statistiken haufig, der Berichtsumfang von Jahr zu Jahr) , so darf der Vergleich 
nur in einem allen Erhebungen gemeinsamen Umfang (also mit Beschrankung auf 
diejenigen Teile, die in allen Jahren vollstandig waren) durchgefuhrt werden. Sun­
den gegen diese einfachen Grundregeln sind sehr haufig. Es genugt auch nicht, 
irgendwo, an einer mehr oder minder verborgenen Stelle, auf dies en Mangel hinzu­
weisen. Man unterlasse am besten die Aufstellung solcher Zerrbilder von zeitlichen 
Reihen - auBer wenn nicht die nur 
in einer gleichartigen Reihe zu be­
obachtenden Eigenschaften, sondern 
eben das Ungleichartige beleuchtet 
werden solI: bei Gebietsveranderun­
gen z. B. die Wirkung der Gebiets­
anderung. 

Die hier erwahnten, nicht aus der 
Eigenart der Masse folgenden, sondern 
durch autlere, formale Umstande hinein­
gebrachten Veranderungen oder Verschie­
denheiten gehoren in das Gebiet der for­
malen Ursachenforschung, die weiter unten 
noch eine nahere Behandlung erfahren soll. 

Die zeitlichen Entwicklungen, die 
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wir durch die Bildung zeitlicher Abb. 16. Kurve der Geborcnenzahlcn auf dem Gebiete der 
Republik Osterreich yon 1900 bis 1930. 

Reihen erkennen wollen, konnen der 
verschiedensten Art sein. In sehr seltenen Fallen konnen wir eine annahernde 
Stetigkeit bei Vorhandensein bloBer Zufallsschwankungen beobachten. (Der 
Fall der Lexisschen "normalen Dispersion", vgl. oben S.51.) Meistens bietet 
die Kurve das Bild einer Entwicklungsrichtung nach oben, wie z. B. die Kurve 
der Bevolkerungszahlen des Deutschen Reiches (Abb. 15), ferner, zusammen­
hangend mit der zunehmenden Volkszahl, die Kurve fast aller wirtschaftlichen 
Entwicklungen seit dem Beginn des vorigen Jahrhunderts. Eine rucklaufige Ent­
wicklung zeigen dagegen in beinahe allen Kultflrstaaten seit einigen Jahrzehnten 
die absoluten und die Verhaltniszahlen der Geburten - "Geburtenruckgang" -­
(Abb. 16). Eine besondere Form der zeitlichen Kurve entsteht durch regelmaBige 
(periodische) Auf- und Niederbewegungen, wie wir sie in wirtschaftlichen Zeit­
reihen haufig beobachten konnen. 

Wir fuhren als Beispiel dafur die folgende Tabelle (s. S. 108) uber die Schweine­
preise in Berlin in den Jahren 1894 bis 1913 und die darauf bezugliche Abb. 17 an. 

Aus dem Anblick der Zahlen der Tabelle, aber noch deutlicher aus der zeichne­
rischen Darstellung dieser Zahlen in Abb. 17 (die ausgezogene Linie) erkennen 
wir, daB wir es hier mit einer Reihe zu tun haben, die vier verschiedene Bestandteile 
aufweist: 

1. Deutliche jahreszeitliche Schwankungen mit einem Tiefpunkt in der ersten 
HaUte des Jahres (etwa April, Mai) und einem Hohepunkt in der zweiten Hal£te des 
Jahres (etwa August, September). 

2. Deutliche Konjunkturschwankungen mit einem ungefahr vierjahrigen Rhyth-
runs. 

3. Eine deutliche Aufwartsbewegung als Hauptrichtung des Ganzen. 
4. Die in allen statistischen Zahlen unvermeidlichen zufalligen Schwankungen. 
Das Interesse des Betrachters wendet sich naturgemaB den unter 1 bis 3 genannten 

Komponenten der Kurve zu und es ist ein wichtiges Ziel der Erforschung wirtschaft­
lie her Zeitreihen, diese drei Komponenten auseinanderzulegen. Dabei gibt es grund­
satzlich zwei Arten des Vorgehens. 

A. Man beseitigt durch ein beliebtes, sogleich naher zu erorterndes Ausgleichungs­
verfahren, das Verfahren der gleitenden Durchschnitte, zunachst die in der Regel 



108 Die zeitlichen Reihen. 

Die Schweinepreise in Berlin in Mark fur je 100 kg Lebendgewicht in den 
Jahren 1894 bis 1913~ 

Jahr Jan- Fe-
Marz \ April Mai I Juni I Juli Aug. Sept. Okt. Nov. Dez. ner ber 

1894 85 84 83 78 77 77 81 84 86 83 82 77 
1895 79 77 73 66 66 65 71 76 76 74 72 69 
1896 70 67 64 64 61 57 65 72 77 77 78 76 
1897 79 79 78 74 73 75 86 91 93 95 94 91 
1898 92 92 89 83 83 84 92 94 94 91 89 85 
1899 83 80 76 73 73 72 75 78 77 76 75 73 
1900 73 72 71 69 69 69 77 83 84 83 84 82 
1901 85 86 86 84 83 85 89 93 95 96 98 96 
1902 95 96 95 93 92 89 95 101 99 98 94 92 
1903 90 85 79 79 74 74 79 84 83 79 77 74 
1904 73 73 71 74 74 75 81 85 85 84 83 82 
1905 85 90 97 100 100 100 102 108 108 113 116 III 
1906 115 120 116 107 96 100 104 110 III 109 99 96 
1907 94 89 83 79 77 80 94 103 95 91 87 87 
1908 87 84 83 86 89 90 92 98 101 102 103 103 
1909 105 105 102 98 96 98 108 115 116 115 113 110 
1910 108 105 103 103 101 98 103 104 106 104 101 94 
1911 91 88 85 86 85 84 , 88 92 92 90 89 88 
1912 91 94 103 III lIO 108 115 126 127 125 129 128 
1913 126 121 119 108 106 105 lI8 122 118 116 III 106 
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Abb.17. Die Schweinepreise in Berlin in Mark fiir je 100 kg Lebendgewicht in den Jahren 1894 bis 1913. 

am wenigsten interessierenden Saisonschwankungen, worauf man die Kurve der 
Hauptrichtung, versehen mit den Konjunkturschwankungen, erhiilt. Man schrei­
tet im Ausgleichungsvorgang fort und es bleibt schlieBlich die Hauptrichtung 
ubrig. Durch die zweimalige vielgliedrige Ausgleichung sind gleichzeitig auch die 
zufiilligen Schwankungen beseitigt worden. Mit Hilfe der Hauptrichtung werden 
hernach die Saisonschwankungen berechnet und die Konjunkturschwankungen 
dargestellt. 

1 Vierteljahrshefte fUr Konjunkturforschung, Sonderheft 7, S. 19. Berlin 1928. 
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B. Man ermittelt durch analytische Gleichung die Hauptrichtung, berechnet 
darauf die Saisonschwankungen und erhii.lt als Rest die Konjunkturschwankungen 
(Verfahren der Havardschule). 

Der Unterschied zwischen den beiden Verfahrensweisen scheint auf den ersten 
Blick ziemlich groB zu sein. Es sieht bei oberflachlicher Betrachtung so aus, als ob 
die Ermittlung der Hauptrichtung der Kurve im ersteren Falle das Endglied, im 
zweiten das Anfangsglied der Kette von Rechenvorgangen ware. Dam ist aber nicht 
so. Die Hauptrichtung ist in beiden Fallen das Anfangsglied der Rechnungsreihe, 
wenngleich dieses Anfangsglied im Fall A auf einem viel miihevolleren Wege ge­
wonnen wird als im Falle B. Die Hauptrichtung ist gar nicht das volkswirtschaft.Iich 
Interessante, um dessentwillen wir die ganze verwickelte Berechnung vornehmen. 
Interessant ist die Konjunkturschwankung. Diese steht in beiden Fallen am Ende 
der Berechnung. Die Ermittlung der Saisonschwankungen ist bei der zweiten Be­
rechnungsart ein notwendiges Zwischenglied. Bei der ersten Berechnungsart ist sie 
nicht notwendig, kann aber mitgenommen werden, wenn dafiir ein Interesse besteht. 

Wir fiihren an unserer Tabelle das unter A dargestellte Verfahren durch und 
wollen hernach noch auf einige Besonderheiten des Verfahrens B eingehen. Das 
Hauptverfahrensmittel der ersten Reihendarstellung ist das Ausgleichungsver­
fahren der gleitenden Durchschnitte. Wir wollen daher, einem spateren Abschnitt 
vorgreifend, zunachst iiber dieses einige Bemerkungen machen. Das einfachste Mit­
tel zur Beseitigung periodischer und auch sonstiger Schwankungen bestiinde in 
der Zusammenfassung so vieler Reihenglieder, als die Schwankungsperiode Glieder 
aufweist. Wollten wir also z. B. die jahreszeitlichen Monatsschwankungen ver­
schwinden lassen, so miiBten wir nur die Ergebnisse zu Jahresergebnissen zusammen­
fassen; wollten wir die Konjunkturschwankungen verschwinden lassen, so miiBten 
wir die Zahlen innerhalb der Konjunkturperioden zu mehrjahrigen Summen zu­
sammenfassen. Wie aus diesem letzteren Falle ersichtlich ist, konnte dieses brutal 
einfache Mittel nicht befriedigen, weil dadurch zu viele Einzelheiten der Reihe 
verloren gehen wiirden. Dilr genannte Zweck wird aber in einer verfeinerten Form 
durch das unten bei der Ausgleichung naher zu besprechende "Verfahren der gleiten. 
den Durchschnitte" erreicht, bei dem immer aus einer Zahl benachbarter Glieder der 
arithmetische Durchschnitt gezogen und fiir die urspriingliche Mittelzahl eingesetzt 
wird. Natiirlich muB die Zahl der jeweils zu summierenden Glieder der durchschnitt­
lichen Periodenlange oder einem Vielfachen derselben entsprechen, weil bei einer 
anderen Summierungszahl wieder periodische Schwankungen, wenn auch in einem 
abgeschwachten AusmaBe, eintreten wiirden. Das Verfahren der gleitenden Durch­
schnitte hat den Vorteil, daB es ohne eine Annahme iiber den Hauptverlauf aus­
kommt, wahrend eine solche Annahme bei dem weiter unten zu besprechenden 
Verfahren der Kurvendarstellung durch eine analytische Gleichung gemacht werden 
muB. Ein weiterer Vorteil besteht darin, daB sich im Falle der Anderungen der Haupt­
richtung infolge grundlegender Anderungen in den Voraussetzungen die neue Kurve 
schmiegsam an die urspriingliche anpaBt. Als ein Nachteil muB dem entgegenge­
stellt werden, daB das Verfahren der gleitenden Durchschnitte rein mechanisch 
wirkt, daher unter Umstanden auch die Wesensform der Hauptrichtung angreift 
und entstellt. Auch gehen bei vielgliedriger Ausgleichung zahlreiche Glieder am 
Anfang und am Ende der Reihe verloren (vgl. Abb. 17). 

Wenn wir also als ersten Schritt die Beseitigung der Saisonschwankungen vor­
nehmen wollen, miissen wir das Verfahren der gleitenden Durchschnitte zwolf­
gliedrig durchfiihren. Wiirden wir das ohne weiteres tun, so hatte das den Nachteil, 
daB der gewonnene Durchschnitt sich nicht auf eine Monatsmitte beziehen wiirde, 
wie alle gegebenen Monatsangaben, sondern auf die Grenze zwischen dem sechsten 
und siebenten der zur Durchschnittsbildung herangezogenen Monate. Um dies zu 
vermeiden, miissen wir den jeweilig zu ersetzenden Monat in die Mitte nehmen, was 
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in der Weise geschehen kann, daB 5 Monate oberhalb, 5 Monate unterhalb, dazu 
noch die angrenzenden Halbmonate in Rechnung gesetzt werden. SoIl also z. B. fur 
den Monat Juli 1894 ein ausgeglichener Wert gefunden werden, so werden wir ad­
dieren: den halben Monatswert fUr Janner, den ganzen fUr Februar, Marz usw. bis 
Dezember und noch den halben Wert fur Janner 1895, und diese Summe dann durch 
12 dividieren. Der gefundene Wert ist der ausgeglichene Juliwert. So wird in einer 
etwas langwierigen Rechnung fortgefahren, bis wir alle ursprunglichen Werte der 
Reihe durch ausgeglichene ersetzt haben. Das Ergebnis dieser Arbeit finden wir in 
unserer Abb. 17 in der punktierten Linie ( ... ) dargestellt. Die Saisonschwankungen 
sind verschwunden, es sind nur noch die Konjunkturschwankungen + Hauptrich­
tung ubriggeblieben. 

Die Ausschaltung der Konjunkturschwankungen wird ahnlich durchgefUhrt. 
Zufallig sind alle hier erlangten Perioden gerade 46 Monate lang, so daB wir die 
Gliederzahl des neuen Ausgleichungsverfahrens deutlich gegeben haben. Sind Perio­
den von verschiedener Lange zu beseitigen, so hilft man sich bei kleineren Unter-
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Abb. 18. Die von der Hanptrichtnng der Entwicklung und den Saisonschwankungen bereinigtc KonjunkturkurYc 

der Schweinepreise in Berlin in den Jahren 1896 bis 1911. 

schieden der Periodenzahlen mit dem Durchschnitt der Perioden; sind die Schwan­
kungen aber betrachtlicher, so muB wohl eine allmahlich fortschreitende Anpassung 
der Gliederzahl der Ausgleichung an die verschiedene Periodenlange vorgenommen 
werden. 

Das Ergebnis der zweiten Ausgleichung ist die gestrichelte Kurve in Abb. 17. 
Wir sehen, daB sie zuerst langsam ansteigt, dann im Jahre 1902 annahernd eben 
verlauft, wieder, und zwar etwas starker ansteigt, im Jahre 1907 einen kleinen Ruck­
fall erfahrt, von da an wieder, und zwar noch starker als im zweiten Abschnitt an­
steigt. Die Kurve besitzt also zwei Wendepunkte, konnte also analytisch durch eine 
algebraische Kurve vierten Grades dargestellt werden (vgl. S. 104£.). 

Von hier zur reinen Darstellung der Konjunkturperiode ist nur ein kleiner Schritt. 
Wir konnen die Differenzen der einander zugehorigen Werte der zweiten (sai:oon­
bereinigten, punktierten) und der dritten (konjunkturbereinigten, gestrichelten) 
Reihe bestimmen und sie in Prozenten dieser dritten Reihe ausdrucken oder noch 
kiirzer, wir konnen die Werte der zweiten durch die zugehorigen Werte der dritten 
Reihe dividieren und erhalten dann die Konjunkturschwankung in MeBzahlen 
(S. 126) der dritten Reihe (Abb. 18). 

In einer ganz ahnlichen Weise konnen wir durch Differenzen- und Prozentbe· 
rechnung aus der ersten Reihe der beobachteten Werte und der zweiter. (saiEonbe­
reinigten) oder durch unmittelbare D:vision der beiden die Saisonschwankungen er­
mitteln; nur muss en wir zum SchluB aus den beobachteten 20 Jahren den Durch­
schnitt ziehen, wobei wir von der vorher zu untersuchenden Annahme ausgehen, 
daB dem Rhythmus der Saisonschwankungen eine gleichbleibende Wesensform zu-
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grunde liege, fiir die also der arithmetische Durchschnitt der richtige Ausdruck sei. 
(Vgl. Abb. 19.) 

Der im wesentlichen von WARREN M. PERSONS entwickelte Rechnungsvor­
gang B der Harvard-Schule weicht davon einigermaBen abo Zunachst wird mit 
Hilfe einer analytischen Gleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate (vgl. 
unten S. 117) die Hauptrichtung der Entwicklungsreihe bestimmt. Hierzu ist es not­
wendig, iiber den gesamten Gang der Reihe eine Annahme zu machen. Dabei ist 
aber der Zweck dieser Darstellung wohl zu beachten: nicht diejenige Kurve, die 
die kleinsten Abweichungen ergibt, sondern diejenige, die die Hauptrichtung der 
Kurve am richtigsten darsteIlt, wird hier die brauchbarste sein. Wenn wir weiter 
unten bei der Ausgleichung fiir deren Zwecke die Forderung einer moglichst genauen 
Anpassung stellen miissen, so tritt diese Forderung hier gegeniiber der erstgenannten 
zuriick. Bei den in der Regel zu beobachtenden zeitlichen Aufwarts- oder Abwarts­
entwicklungen wird daher eine durch die schwankenden Kurvenpunkte zu legende 
Gerade oder algebraische Kurve 2. Grades meistens eine entsprechende Darstellung 

no,------,------,------.-------.------,------.-------.-----, 
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Abb. 19. Die typische Periodenfigur der Saisonschwankungen der Berliner Schweinepreise 1894 bis 1913. 
- - - - - - Berechnet nach dem Verfahren der gleitenden Durchschnitte. 
-- Berechnet nach dem Gliedziffernverfahren von PERSONS. 

der Hauptrichtung ergeben. 1m FaIle der Schweinepreise ist in der angefiihrten 
Quelle, wo die Berechnung nach der Harvard-Methode durchgefiihrt ist, die An­
nahme einer Geraden gemacht worden, eine Annahme, die nach unserer voraus­
gehenden Feststellung als der Hauptrichtung nur annahernd entsprechend be­
zeichnet werden kann. 

1st die Gleichung der Hauptrichtung ermittelt und sind neben die beobachteten 
Monatswerte die berechneten gestellt worden, so ist der nachste Schritt der, in einem 
ziemlich verwickelten Verfahren die Saisonschwankungen zu bestimmen. Es werden 
fiir alle in Frage kommenden Monate Verhaltniszahlen in der Weise gebildet, daB 
das erste betrachtete Jannerergebnis durch dasjenige des vorausgegangenen De­
zembers, das Februarergebnis durch dasjenige des vorausgegangenen Janners uSW. 
dividiert wird. So erhalten wir fiir alle Janner, fiir alle Feber uSW. eine Reihe von 
Gliedziffern, aus denen PERSONS den mittleren Wert (Zentralwert) wahlt. Die Reihe 
dieser mittleren Werte wird weiter behandelt, indem der Jannerwert = lOO gesetzt 
wird und die Verhaltniszahlen der anderen Monate in derWeise umgebildet werden, 
daB die jeweilige MonatsmeBzahl der neuen (zweiten) Reihe durch Multiplikation 
der entsprechenden Gliedziffer der ersten Reihe mit dem vorausgehenden Gliede 
der zweiten Reihe gewonnen wird. So wird Z. B. die Februarzahl der zweiten 
R ih d h d · MIt' l'k' Februargliedziffer X 100 d' M" hI e e urc Ie u Ip 1 atlOn 100. gewonnen, Ie arzza 

Marzgliedziffer X neue Februarzahl D' R'h . db' d R 1 noch 100 usw. lese eI e Wlr a er m er ege 

weiter behandelt werden miissen. Denn die Dezemberzahl der zweiten Reihe mul­
tipliziert mit der Jannergliedziffer der ersten Reihe miiBte als neuerliche Janner-
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zahl 100 ergeben. In Wirklichkeit wird sie wegen der Gesamtbewegung der Reihe 
eine andere Zahl, z. B. a geben. Die Differenz a - 100 ist eine Starung, die offenbar 
auf die Hauptrichtung der Reihe zuruckzufuhren ist und die wir in unseren Werten 
ausschalten mussen, entweder indem wir, vom Februar angefangen, je 1/12 der Diffe­
renz folgeweise abziehen, oder durch die zw6lfte Wurzel der Differenz folgeweise 
dividieren. 

Schlie13lich wird noch der Dllrchschnitt dieser korrigierten Reihe = 100 gesetzt 
und es werden danach in einer 4. Reihe von Verhaltniszahlen die Glieder der 3. 
(korrigierten) Reihe abgeandert. Diese letztere Reihe gibt PERSONS Kennziffern 
der Saisonschwankungen an. 

Das Verfahren der Bestimmung der Saisonschwankungen durch die Gliedziffern 
ist, wie ersichtlich, von der Bestimmung der Hauptrichtung unabhangig. (Anders 
als das noch im weiteren zu erwahnende Verfahren.) Es kann daher auch selb­
standig vorgenommen werden, wenn es nicht darauf ankommt, die Konjunktur 
schwankungen darzustellen. 

Wir wollen das Gliedzifferverfahren an dem B3ispiel unserer Berliner Schweine­
preise veranschaulichen. Es handelt sich zuerst darum, die Gliedziffern zu bestim­
men. Dies geschieht, wie erwahnt, durch folgeweise Division des Monatswertes des 
betreffenden Monates durch den Wert des vorausgehenden. Wollen wir z. B. die 
Gliedziffer fUr Janner 1894 bestimmen, so haben wir den Schweinepreis im Janner 
1894 von 85 RM durch den in unserer Tabelle auf S. 108 nicht mehr ausgewiesenen 
Preis im D.'lzember 1893 von 83 RM zu dividieren, was, mit 100 multipliziert, als 
Gliedziffer fur Janner 1894 102,4 ergibt. Die Division des Feberpreises 1894 von 
84 RM durch den Jannerpreis 1894 von 85 RM ergibt die Febergliedziffer 98,8 usw. 
Die folgende Tabelle gibt uns samtliche Gliedziffern der obigen Schweinepreistabelle. 

Gliedziffern der Berliner Schweinepreise 1894 bis 1913. 

Jahr Jan- Fe- Miirz April Mai Juni Juli Aug. Sept. Okt. Nov. Dez. ner ber 

1894 102,4 98,8 98,8 94,0 98,7 100,0 105,2 103,7 102,4 96,5 98,8 93,9 
1895 102,6 97,5 94,8 90,4 100,0 98,5 109,2 107,0 100,0 97,4 97,3 95,8 
1896 101,4 95,7 95,5 100,0 95,3 93,4 114,0 110,8 116,9 100,0 101,3 97,4 
1897 103,9 100,0 98,7 94,9 98,6 102,7 114,7 105,8 102,2 102,2 98,9 96,8 
1898 101,1 100,0 96,7 93,3 100,0 101,2 109,5 102,2 100,0 96,8 97,8 95,4 
1899 97,6 96,4 95,0 96,1 100,0 98,6 104,2 104,0 98,7 98,7 98,7 97,3 
1900 100,0 98,6 98,6 97,2 100,0 100,0 111,6 107,8 101,2 98,9 101,2 97,6 
1901 103,7 101,2 100,0 97,7 98,8 102,4 104,7 104,5 102,2 101,1 102,1 98,0 
1902 99,0 10l,l 99,0 97,9 98,9 96,7 106,7 106,3 98,0 99,0 95,9 97,9 
1903 97,8 94,4 92,9 100,0 93,7 100,0 106,8 106,3 98,8 95,2 97,4 96,1 
1904 98,6 100,0 97,3 104,2 100,0 101,4 108,0 104,9 100,0 98,8 98,8 98,8 
1905 103,7 105,9 107,8 103,1 100,0 100,0 102,0 105,9 100,0 104,6 102,7 95,7 
1906 103,6 104,3 96,7 92,2 89,7 104,2 104,0 105,8 100,9 98,2 90,8 97,0 
1907 97,9 94,7 93,3 95,2 97,4 103,9 117,5 109,6 92,2 95,8 95,6 100,0 
1908 100,0 96,6 98,8 103,6 103,4 101,1 102,2 106,5 103,1 101,0 101,0 100,0 
1909 101,9 100,0 97,1 96,1 98,0 102,1 110,2 106,4 100,9 99,1 98,3 97,3 
1910 98,2 97,2 98,1 100,0 98,1 97,0 105,1 101,0 101,9 98,1 97,1 93,1 
1911 96,8 96,7 96,6 101,2 98,8 98,8 104,8 104,5 100,0 97,8 98,9 98,9 
1912 103,4 103,3 109,6 107,8 99,1 98,2 106,5 109,6 100,8 98,4 103,2 99,2 
1913 98,4 96,0 98,3 90,8 98,1 99,1 112,4 103,4 96,7 98,3 95,7 95,5 

Diese Gliedziffern werden nun durch Strichelung in eine Hilfstabelle eingetragen, 
in deren Kopf die Monate, in deoon Vorspalte die vorkommenden Stufen der Glied­
ziffern verzeichnet sind. Diese Hil£stabelle soIl dazu dienen, zuerst einmal uber das 
Vorhandensein unddie Art der vorkommenden Saisonschwankungen eine vorlaufige 
Auskunft zu geben, dann, einen Hinweis auf den fur die Gliedziffern jedes Monates 
zu wahlenden kennzeichnenden Mittelwert zu liefern. Ais Regel gilt, daB der mittlere 
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Wert oder das arithmetische Mittel aus den zentral gelegenen Fallen zu wahlen ist, 
wahrend der arithmetische Durchschnitt aus allen Fallen wegen der gerade hier 
haufig auftretenden AuBenfalle weniger beliebt ist. PERSONS selbst gibt dem mitt­
leren Wert (Zentralwert) den Vorzug. 

Verteil ungstaf el der G liedziffern ii ber die Soh weinepreise in Ber lin 1894-1913. 

Stu-
fung Sep- No- De-der Jan- Okto-

Glied- Feber Marz April Mai Juni Juli August tem- ber vem- zem-ner ber ber ber zif-
fern l 

90 - - - - I - - - - - - -
91 - - - - - - - - - I -
92 - - - - - - - I - - --
93 - - II - I - - - - - I 
94 - I - I - - - - - - I 
95 - I II I - - - - I - I 
96 - III I - - - - - I III 1111 
97 I III -H* I II - - I III III -H* 
98 -H* I II III I - - I -H* II III 
99 II II -H* - ilttl 1111 - - II -H* iffi III 

100 II 1111 I III ilttl 1111 - - -H* I - II 
101 I II - I - III - I 1111 II III -
102 III - - - - II II I 1111 I I -
103 II I - I I I - I I - II -
104 1111 I - II - II II III - - - -
105 - - - - - - 1111 II - I - --
106 -- I - - - - I ilttl - - - -
107 - - - - - - III II I - - -
108 - - I I - - I I - - - -
109 - - - - - - I - - - - -
110 - - I - - - II II - - - -
III - - - - - - - I - - - -
112 - - - - - - II - - - - -
113 - - - - - - - - - - - -
114 - - - - - - I - - - - -

115 - - - - - - I - - - - -
116 --- - - - - - - - - - - -
117 - - - - - - - - - - - -
118 - - - - - - I - - - - -

Schon der erste Anblick der Verteilungstafel der mittleren Werte der Gliedziffern 
laBt das V orhandensein von Saisonschwankungen erkennen, bietet uns also ein 
ahnliches Hilfsmittel wie die Kurve der beobachteten Zahlen im obigen Schau­
bild 17. Wir erfahren aber auch einiges tiber die Streuung der Gliedziffern. Ein­
zelne Monate, wie Janner und Dezember, weisen eine enge Streuung auf, andere 
wieder, wie Marz, April oder Juli eine weite. Es kommen auch weitab liegende 
AuBenfalle vor, wie im Marz oder Juli. Es zeigt sich nach dieser Betrachtung, <taB 
wir den von PERSONS bevorzugten mittleren Wert auch hier mit Vorteil anwenden 
konnen. 

Die folgende Zusammenstellung (s. Tab. S. 114) zeigt dann in Spalte 1 die 
mittleren Werte der Gliedziffern, in Spalte 2 deren Umrechnung auf den stetig 
bezogenen Ausgangswert Janner, in Spalte 3 die von der Dezember-Janner­
Unstimmigkeit bereinigten Werte, in Spalte 4 schlieBlich die Kennziffern der 
Saisonschwankungen. 

1 Die angegebenen Werte bedeuten jeweils die Gruppenmitte, also 90 statt 89,5 bis unter 
90,5usw. 

Winkler, Theoretische Statistik. 8 
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Berechnung von Saisonziffern der Schweinepreise in Berlin nach der 
G liedziffernmethode. 

ere bezogene Monat Werte der 
Gliedziffern MeBzahlen, 

unberichtigt 

I Mittl Stetig 

1 I 2 

Jiinner. 101,3 100,00 
Feber 98,7 98,70 
Miirz 97,7 96,43 
A pril 97,5 i 94,02 
Mai. 98,8 92,89 
Juni. 100,0 92,89 
JuIi . 106,6 99,02 
August 106,3 105,26 
September. 100,4 105,68 
Oktober . 98,6 104,20 
November 98,8 102,95 
Dezember 97,3 100,17 
Jiinner. 101,3 101,47 

Berichtigte Saison-
MeBzahlen kennziffern 

3 4 

100,00 101,3 
98,58 99,9 
96,18 97,5 
93,65 94,9 
92,40 93,6 
92,28 93,5 
98,28 99,6 

104,40 105,8 
104,70 106,1 
103,10 104,5 
101,72 103,1 
98,82 100,2 

100,00 101,3 

I Saisonkenn­
ziffern nach 
dem Verfah-
ren der glei-
tendenDurch-

schnitte 

5 

101,5 
99,2 
97,2 
96,6 
93,2 
92,5 

100,3 
105,9 
106,2 

! 105,2 

I 103,2 
100,6 
100,5 

Der Rechnungsgang in dieser Tabelle war folgender: zuerst wurden auf die be­
kannte Art (S. 77) die mittleren Werte der Gliedziffern aus der obigen Tabelle S. 112 
gewonnen. Dann wurden stetig bezogene MeBzahlen der Spalte 2 in der oben an­
gegebenen Weise berechnet, also 

Jiinnerwert = 100, 
Feberwert: 100,00 x 98,7 = 98,70, 
Miirzwert: 98,70 X 97,7 = 96,43, 
Aprilwert: 96,43 x 97,5 = 94,02 usw. 

Der letzt errechnete Wert dieser Reihe (der neue Jannerwert) ergab 101,47> 
die Abweichung von dem zu erwartenden Werte = 100 betragt also 1,47. Diese 
haben wir hier in arithmetischem Verfahren beseitigt, also 

98,70 - li~7 = 98,58 

96,43 - 2 ·1~47 = 96,18 usw. 

Die Reihe der berichtigten MeBzahlen (Sp.3) ergab nach der Durchfiihrung 
98,6758 als Durchschnitt. Indem wir den Durchschnitt = 100 setzten, also aIle 

Werte der Reihe 3 mit 98~~~58 multiplizierten, erhielten wir die Werte der Reihe 4, 

die eigentlichen Kennziffern der Saisonschwankungen. Neben diese haben wir zu 
Vergleichszwecken die nach dem Verfahren der gleitenden Durchschnitte berech­
neten Kennziffern gesetzt. Wie ersichtlich, stimmen die Kennziffern der Saison­
schwankungen mit den oben gefundenen ganz nahe uberein. 

Mit den Saisonkennziffern multipliziert W. M. PERSONS die Werte der Haupt­
richtung und erhalt auf diese Weise eine Reihe, in der nur Hauptrichtung und Sai­
sonschwankungen wirksam sind. Die Differenzen der beobachteten Werte von den 
ausgeglichenen und deren VerhaItniszahlen von den ausgeglichenen Werten ergeben 
dann ahnlich wie oben die Gestalt der Konjunkturschwankungsreihe. 

Fiir die Berechnung der Saisonschwankungen sind auch einfachere Verfahren 
ermittelt worden. Das einfachste besteht darin, daB fur eine langere Reihe von Jah-



Aligemeines. 115 

ren arithmetische Durchschnitte fur jeden Monat berechnet werden. Eine solche 
10 oder mehr Jahre umfassende Dllrchschnittsreihe der Jahresmonate konnte als 
die reine Periodengestalt dann betrachtet werden, wenn die Abweichungen in den 
einzelnen Jahren als zufliJlig gelten konnten und wenn der ganzen Entwicklung 
nicht eine Hauptrichtung in irgendeinem Sinne zugrunde lage. Die erste Voraus­
setzung wird wohl zumeist zutreffen. Wenn keine Anhaltspunkte dafUr vorliegen, daB 
in der beobachteten Zeit eine wesentliche Anderung im Rhythmus der Saisonschwan­
kungen vor sich gegangen sein konnte, so darf der Durchschnitt aus vielen Jahren 
recht wohl als diewahrscheinlichsteForm dieser Saisoneinwirkung betrachtet werden. 
Was aber die zweite Voraussetzung, das Fehlen einer Hauptrichtung, anlangt, so 
wird sie in den seltensten Fallen zutreffen. Das macht das Verfahren aber nicht 
wertlos, weil die Verschiebung, die durch die Hauptrichtung in der Reihe der Mo­
natsdurchschnitte hervorgerufen wird, leicht beseitigt werden kann. Liegt z. B. eine 
lineare Hauptrichtung vor und ist der jahrliche Zuwachs z, so ist der Monatszuwachs 

1~' weshalb das Februarergebnis um ~, das Marzergebnis um ~; usw. zu verringern 

ist, um die Periodenform von der Entstellung durch die Wirkung der Hauptrichtung 
zu befreien. Verlauft die Hauptrichtung nicht linear, dann sind diese Zuwachse der 
ausgeglichenen Reihe der Monatswerte zu entnehmen. Zum SchluB wird der Durch­
schnitt der Reihe = 100 gesetzt, und es werden alle Werte entsprechend abgeandert 
(Kennziffern der Saisonschwankungen). 

Es ist auch versucht worden, periodische Reihen durch analytische Funktionen 
auszudrucken. Man hat hierzu eine Sinus-Funktion oder die Fouriersche Reihe 
verwendet. Auf das Nahere kann hier nicht eingegangen werden!. 

13. Die Reihenausgleichung 2• 

a) Allgemeines. Die Betrachtungen uber die zufalligenAbweichungen von der We­
sensform einer Verteilung (S. 22f£.), sowie iiber sonstige Abweichungen von einer vor­
handenen Hauptrichtung (Saisonschwankungen, Konjunkturschwankungen, S.107 ff.) 
legen den Wunsch nahe, die Wesensform einer Verteilung oder die Hauptrichtung 
einer Entwicklung klar und ohne die zufalligen und die sonstigen Schwankungen 
herauszuarbeiten. 1m einzelnen ist allerdings die Zielsetzung eine verschiedene, je 
nachdem es sich nur um die Beseitigung zufalliger Schwankungen oder urn die Dar­
stellung einer Hauptrichtung handelt. Da in der letzteren Beziehung schon im voraus­
gehenden das Wichtigste gesagt worden ist, wollen wir uns hier auf die Bereinigung 
statistischer Reihen von Zufallsschwankungen beschranken. Die Ausgleichung in 
diesem Sinne ist dann nichts anderes als die Beschaffung eines Ersatzes fUr die dem 
Statistiker unzugangliche Wesensform in der unendlich groBen Zahl. Dabei ist 
allerdings zu beachten, daB nicht jede UnregelmaBigkeit an einer sonst in RegelmaBig­
keit beobachteten Form eine zufallige Abweichung sein muB. Wir beobachten 
im Gegenteil sehr haufig solche Entstellungen als massenindividuelle Eigenart. Sie 

1 Vgl. dazu W. L. CRUM: Art. Die Periodogramm-Analyse in RIETZ-BAUR: Handbuch del'" 
mathem. Stat. S. 218f£. und das dort angefiihrte Schrifttum. Ferner CZUBER: Mathern. Bevolke­
rungstheorie, S. 25f£. 

2 BLASCHKE, E: Die Methoden der Ausgleiehung von Massenerscheinungen, Wien 1893._ 
CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung 2, 3. Auf!. 167 ff., 185ff. WESTERGAARD, H. U. H. NYB0LLE:­
Grundziige der Theorie der Statistik. 2. Aun., S. 318f£. Jena 1928. LAGUNOW, B.: Zur Praxis del'" 
Ausgleichung der statistischen Reihen. Metron 6, H. 3/4. WHITTAKER u. ROBINSON: The Calculus; 
of Observations. A Treatise on Numerical Mathematics. London: Blackie and Sons Ltd. 1926_ 
HELMERT, F. R.: Die Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 3. Aun .• 
Leipzig und Berlin. ANDERSON, 0.: tjber die Anwendung der Differenzemnethode bei Reihen­
ausgleichungen, Stabilitatsmessungen und Korrelationsuntersuchungen, 1. In Biometrika 18, 
1926, 293ff. PEARSON, K.: On the X2 Test of Goodness of Fit. Biometrika 14 (1922(23). 

8* 
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unterscheiden sich aber von den zufalligen Schwankungen dadurch, daB sie syste­
matisch gerichtet sind, also Ausbuchtungen oder Aushohlungen einer sonst in regel­
maBiger Form verlaufenden Kurve vorstellen1 , wahrend zufallige Abweichungen 
mit der gleichen Baufigkeit nach oben wie nach unten zu erwarten sind. Die Gefahr, 
Unebenheiten der Wesensform durch ein Ausgleichungsverlahren abzuschneiden, 
liegt besonders dort vor, wo fiir die Ausgleichung eine analytische Formel verwen­
det wird, die eine bestimmte strenge RegelmaBigkeit der Form voraussetzt, also 
z. B. die GauB!Jche Normalkurve, oder einer der Pearsonschen Kurventypen. Stellt 
sich dann nach vollzogener Anpassung der Kurve auf langeren Strecken ein Zuriick­
bleiben oder ein Hinausgehen iiber die angepaBte Kurve ein, so ist es sehr wahrschein­
lich, daB hier systematische Abweichungen vorliegen. Wenn wir z. B. den Mittelteil 

Kor- Be-
per- obach-

grol3e tete 
in em Zahl 

157 14 
158 25 
159 22 
160 30 
161 35 
162 43 
163 48 
164 47 
165 60 
166 63 
167 74 
168 60 
169 64 
170 47 

Aus-
gleiehung 

nach 
GAUSS 

15,5 (-) 
20,3 (+) 
25,7 (-) 
31,7 (-) 
38,0 (-) 
44,2 (--) 
50,0 (-) 
54,9 (-) 
58,7 (+) 
60,8 (+) 
61,3 (+) 
60,0 (-) 
57,0 (+) 
52,7 (-) 

Ausgleiehung 
naeh dem 

Verfahren der 
gleitenden 

Dureh-
sehnitte 

(5 gliedrig) 

15,8 (-) 
20,6 (+) 
25,2 (-) 
31,0 (-) 
35,6 (-) 
40,6 (+) 
46,6 (+) 
52,2 (-) 
58,4 (+) 
60,8 (+) 
64,2 (+) 
61,6 (-) 
58,6 (+) 
51,0 (-) 

und den ihm unmittelbar vorangehenden 
Teil der oben nach der GauBschen Ver­
teilung ausgeglichenen KorpergroBenreihe 
unserer Mistelbacher Rekruten (Korper­
groBenstufen 159 cm bis 167 cm) betrach­
ten, so muB wegen der Aufeinanderlolge 
von 6 negativen und 3 positiven zum Teil 
ziemlich starken Abweichungen die Mog­
lichkeit zugelassen werden, daB hier auf­
einanderlolgend Ausbauchung und Wulst 
in einem allerdings geringen MaBe vor­
liegen, die bei einer mechanischen Aus­
gleichung, etwa vermittels fiinfgliedriger 
gleitender Durchschnitte, nicht in dem 
gleichen MaBe vorhanden sind. 

Die Ausdeutung solcher Abweichungen 
ist nicht mehr Aufgabe des Statistikers. 
Fiir ihn ist genug getan, wenn er die 
Aufmerksamkeit der jeweiligen Stoff­
wissenschaft auf das Vorhandensein und 

das AusmaB solcher systematischer Abweichungen von den sonst als regelmaBig 
beobachteten Form~n hinlenkt. 

b) Die Ausgleichung durch Obergruppen und durch gleitende Durchschnitte. 
Das roheste Ausgleichungsverlahren ist das der Bildung von Obergruppen (vgl. 
obendas Beispiel auf S. 49 oder 88). Es beruhtauf dem Gesetz dergroBenZahl; durch 
die Zusammenfassung jeweils mehrerer Gruppen entstehen groBere Zahlen, in denen 
sich die Zufallswirkungen der urspriinglichen Gruppenzahlen aufheben. Allerdings 
werden dabei die Einzelheiten der friiheren Gruppenverteilung geopfert (vgl. oben 
auf S. 109 den ahnlichen rohen Vorgang zur Beseitigung von periodischen Schwan­
kungen). Als ein verleinertes Verlahren, das sich gleichfalls auf das Gesetz der gro­
Ben Zahl stiitzt, aber die Einzelheiten der Reihe beibehalt, ist das Verfahren der 
gleitenden Durchschnitte zu betrachten. Es besteht, wie bereits oben auf 
S. 109£. erwahnt, darin, daB statt der urspriinglichen Reihenglieder folgeweise die 
arithmetischen Durchschnitte aus einer Zahl von aufeinanderfolgenden Gliedern 
genommen werden, wobei die Durchschnittsberechnungen einander iibergreifen. 
Baben wir also die Gruppenbesetzungszahlen Zl' Z2' Za, Z4 usw., so tritt bei einem 
d . I' d . V J h Z1 + Z2 + Z3 f·· Z2 + Z3 + Z, f·· rmg Ie rlgen ena ren 3 ur Z2' ---3-- ur za usw. 

1 Vgl. z. B. die Ausbuehtungen, die sieh bei der Ausgleiehung der osterreiehisehen Sterbe­
tafel von 1910 naeh GOMl'ERTZ-MAKEHAM ergeben haben und die dureh ein eigenes Verfahren 
besonders ausgegliehen und dem Gesamtverlaufe wieder angeklebt werden mul3ten. Osterr. Sta­
tistik 1, N. F., H.4, Osten. Sterbetafeln, Anhang: BLASCHKE, E.: Die Ausgleiehung von Ab­
sterbeordnungen aus der Bevolkerungsstatistik. 

Heh 
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Bei einer geraden Anzahl von Gliedern wiirde der Durchschnitt fur die Mitte 
zwischen den beiden Mittelgliedern gelten, was in der Regel nicht gewiinscht wird. 
Man wahlt darum dort, wo die Wahl freigestellt ist, eine ungerade Anzahl von Glie­
dern; wo sie aber gegeben ist (wie oben auf S. 110 mit 12 oder 46 Gliedern), nimmt 
man doch das zu ersetzende Reihenglied in die Mitte, in der Weise, daB man vorn 
nnd riickwarts halbe Reihenglieder anhangt. Die erwahnte zwolfgliedrige Aus-

Zl Z12 --- + Z2 + Za' •• +Zll + Z12 + -
gleichung ging also nach der Formel vor sich 2 12 2 

Beginnt oder endet die Reihe bei 0, so kann auch das erste (letzte) Reihenglied 
durch einen Durchschnitt ersetzt werden, indem die fehlenden Reihenglieder nach 
vorn oder nach hinten durch 0 erganzt werden. 

Diese Ausgleichung wirkt um so scharfer, je mehr Glieder mit herangezogen 
werden. Sie kann auch wiederholt an einer gleichen Reihe vorgenommen werden. 
Freilich darf nicht ubersehen werden, daB sie bei scharfer Wirkung auch die Wesens­
form selbst angreift, indem sie bei allen (zur Abszissenachse) konvexen Kurven 
hohere, bei allen konkaven 'Kurven niedrigere Ergebnisse liefert, als der Wirklich­
keit entsprechen wiirde. Das Verfahren muB darum mit Vorsicht angewendet 
werden. 

Aufgabe 14. Die Reihe auf S. 88 ist durch dreigliedrige gleitende Durchschnitte 
auszugle;chen. 

c) Die zeichnerische (graphische) Ausgleichung. Eine weitere leichte Art der 
Ausgleichung, die besonders dort angewendet werden kann, wo es nicht auf eine 
besondere Genauigkeit der ausgeglichenen Werte ankommt, ist die graphische. Es 
werden auf einem rastrierten Papier, sogenanntem "Millimeterpapier", nach einem 
bestimmten MaBstab die Endpunkte der Mittelordinaten der einzelnen Gruppen 
(die Endpunkte der Ordinaten bei zeitlichen Reihen) aufgetragen und es wird dann 
mit freier Hand eine Kurve so durch sie gelegt, daB annahernd die Summe der Ab­
weichungen nach oben gleich ist derjenigen nach unten. Dieses Verfahren ist schmieg­
sam. Die ausgeglichene Kurve paBt sich schon den angegebenen urspriinglichen 
Werten an und beriicksichtigt auch systematische Abweichungen von einer etwa 
vorliegenden, sonst regelmaBigen Form. Die ausgeglichenen Werte werden von 
der an der Seite befindlichen MaBeinteilung abgelesen. 

d) Die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Ein haufig 
verwendetes Ausgleichungsverfahren ist die von GAUSS gefundene "Methode der 
kleinsten Quadrate", richtiger der kleinsten Quadratsummen. Es ist dies ein 
Verfahren, das der Bedingung entspricht, eine frei zu wahlende Kurve einer 
gegebenen statistischen Reihe so anzupassen, daB die Summe der Quadrate 
der Abweichungen fur diese Kurvenform ein Minimum wird. Die anzupassende 
Kurve muB nach der gesamten Form gewahlt werden. In vielen Fallen (vgl. oben 
S. III uber die Bestimmung der Hauptrichtung einer zeitlichen Reihe) genugt 
es, eine Gerade oder eine algebraische Kurve zweiten Grades zu wahlen. Be­
zuglich der Ableitung des Verfahrens sei auf CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrech­
nung, I, 3. Aufl. S.318 verwiesen. Hier solI nur die Anwendung des Verfahrens 
gezeigt werden. 

Wollen wir z. B. eine Reihe von Werten mit einer Geraden y = a + bx aus­
gleichen, so muE der Vorgang in ein Koordinatensystem verlegt gedacht werden, 
in dem die y die jeweiligen Zahlenwerte, die x die darzustellenden Gruppenmitten, 
Zeitpunkte usw. darstellen. Es ist also in Wirklichkeit fur aIle gegebenen auszu­
gleichenden Werte x und y bekannt, dagegen a und b unbekannt. Um sie zu be­
stimmen, brauchen wir zwei Gleichungen. In Wirklichkeit haben wir aber vorlaufig 
so viele Gleichungen, als Angaben vorhanden sind. Wir setzen also aIle laufenden 
Werte in die Gleichung ein und bilden die Summe, was fur uns die erste Gleichung 
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ergibt. In unserem obigen Beispiel der Bevolkerungszahlen des Deutschen Reiches 
erhalten wir 

41,06 = a - 19b 
45,23 = a - lOb 
45,43 = a 
56,37 = a + lOb 
64,93 = a + 20b 

257,02 = 5a + b (1. Normalgleichung). 

Nun wird ein zweites Gleichungssystem gebildet, indem jede Gleichung mit ihrem 
x multipliziert wird. Wir erhalten also das Gleichungssystem 

- 780,14 = - 19a + 361 b 
- 452,30 = - lOa + 100b 

563,70 = lOa + 100b 
1298,60 = 20a + 400b 
629,86 = a + 961 b (2. Normalgleichung). 

Die AuflOsung dieser beiden Normalgleichungen ergibt 

fur a = 51,284 
" b = 0,60206. 

Die ausgeglichene Kurvengleichung lautet daher: 

y = 51,284 + 0,60206 x. 

Die ausgeglichenen Werte sind demnach (vgl. Abb. 15) 

Jahr 
1871 
1880 
1890 
1900 
1910 

ausgeglichen 
39,85 Mill. P. 
45,26 " " 
51,28 " " 
57.31 " " 
63,34 " " 

beobachtet 
41,06 
45,23 
49,43 
56,37 
64,93 

In allgemeiner Form schreiben wir die Normalgleichung also: 

1. N ormalgle:cb ung: }; y = n a + b}; x 

2. Normalgleicbung: };xy = ax + b};x2 • 

Dabei bedeutet n die Zabl der Glieder der Reibe, also auch die Zabl der ursprung­
lich aufzustellenden Gleichungen. Als Bildungsgesetz dieser Normalgleichungen ist 
festzuhalten: jede dieser Normalgleicbungen ist entstanden durch Summierung eines 
Gleicbungssystems, das aus den ursprunglicben Gleicbungen in der Weise gebildet 
wurde, daB diese Gleichungen folgeweise mit den Koeffizienten der a, b, c usw. durch­
multipliziert wurden. Der Koeffizient der a = 1, weshalb das ursprunglicbe Glei­
chungssystem unverandert in die Summierung eingeht. Die Koeffizienten der b 
sind die x-Werte; daher wird das zur zweiten Normalgleichung fuhrende Gleichungs­
system mit den jeweiligen x durcbmultipliziert. Die Koeffizienten der c sind die 
x 2-Werte, mit denen die jeweilige Gleichung durchmultipliziert werden muB, usw. 
Auf diese Weise konnen die n + 1 Normalgleichungen, die fur die Auffindung einer 
Ausgleichungskurve n-ten Grades notig sind, abgeleitet werden. So lauten z. B. die 
drei Normalgleichungen, die bei Ausgleichung mit einer Kurve 2. Grades y = a 
+ b x + C x 2 notwendig sind, folgendermaBen: 

1. Normalgleichung: };y = na + b};x + c};x2 

2. N ormalgleichung : }; x y = a}; x + b}; x2 + c}; x3 

3. Normalgleichung: }; x2 y = a}; a;2 + b}; x3 + c}; X4. 
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In der Praxis werden die Gleichungen nicht, wie wir es oben in unserem Bei­
spiel taten, ausgefiihrt, sondern es werden gleich die Koeffizienten der Normal­
gleichungen berechnet, wozu man sich eines kleinen Tabellchens bedient. Fiir unser 
Beispiel der Ausgleichung mit einer 
Geraden ware also nebenstehendes 
Tabellchen notwendig: 

Damit sind sowohl die linken 
Seiten, als auch die Koeffizienten 
der a und b bestimmt. Das n lesen 
wir unmittelbar ab, es ist 5, die 
Zahl unserer Jahre und die Zahl 
unserer Gleichungen; die Summen 

Jahr 

1871 
1880 
1890 
1900 
1910 

Summe 

x 

-19 
-10 

0 
+10 
+20 

+1 I 

y xy x2 

41,06 -780,14 361 
45,23 - 452,30 100 
49,43 0,00 0 
56,37 563,70 100 
64,93 1298,60 400 

257,02 I + 629,86 961 

der y, x, x y und x 2 entnehmen wir der unteren Summenzeile. So wird Schreib­
arbeit erspart, die besonders bei der Verwendung algebraischer Gleichungen 
htiheren Grades lastig ist. . 

Die Verwendung der Methode der kleinsten Quadrate ist nicht auf algebraische 
Gleichungen beschrankt, sondern es sind diesem Verfahren aIle analytischen Glei­
chungen zuganglich, die sich durch Logarithmierung auf algebraische Gleichungen 
zuruckfiihren lassen. So gewinnt z. B. die Paretosche Gleichung y = Ax-a durch Lo­
garithmieren die Form log y = 10gA - a log x. Es ergeben sich demnach die Normal­
gleichungen 

I. Normalgleichung: l:logy = nlogA - al:logx 

2. Normalgleichung: l:logxlogy = log Al: log x - al:log2 x. 
Die Aufltisung dieser beiden Normalgleichungen ergibt a unmittelbar, wahrend 

A aus dem 10gA durch Entlogarithmieren gefunden werden muB. Diese Werte wer­
den dann in die urspriingliche Paretosche Gleichung eingesetzt. 

Aufgabe 15. Fur das oben auf S.95 mitgeteilte Beispiel der Einkommensver­
teilung ist die nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichene Paretosche 
Kurvengleichung zu berechnen. Hierzu ktinnen die Besetzungszahlen (Zahl der 
Einkommensbezieher) auf Tausender abgerundet und die Barechnungen mit vier­
stelligen Logarithmen durchgefiihrt werden. Es sind hiernach in einem Tabellchen 
neben die beobachteten die ausgeglichenen Werte zu setzen. -

Auf die Berechnung der mittleren Abweichung der ausgeglichenen Geraden 8,// 
gehen wir erst unten auf S. 137 bei der Darstellung der Korrelationsrechnung ein, 
fur die dieses MaB eine groBe Rolle spielt. 

e) Xhnliche, aber weniger strenge Ausgleichungsverfahren. DaB neben der stren­
gen Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate dort, wo es nicht auf 
besondere Genauigkeit ankommt, auch verilinfachte Methoden Anwendung finden 
ktinuen, ist bereits aus der oben (S.101) gegebenen Berechnung der Paretoschen 
Kurve ersichtlich. Dort wurden eine Art Normalgleichungen dadurch gewonnen, 
daB aus den ursprunglichen Gleichungen durch Summierung nicht nur eine, sondern 
durch Teilung zwei Gleichungen gewonnen wurden, die fur das ganze Gleichungs­
system als gleichzeitig geltend angenommen wurden. Ein anderes, abgekurztes Ver­
fahren besteht darin, daB nur so viele Punkte der Reihe zur Berechnung der Kurve 
herangezogen werden, als zur Ltisung der zur Ausgleichung gewahlten algebraischen 
Kurve notwendig sind. An dem obigen Beispiel der Bevtilkerungsentwicklung des 
Deutschen Reiches von 1871 bis 1910 erprobt, wurden wir z. B. bei der Wahl der 
beiden Jahre 1880 und 1900 als Stutzpunkte die beiden Gleichungen finden: 

45,23 = a - lOb, 
56,37 = a + lOb. 

Daraus ergibt sich a = 50,80, b = 0,557. 
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Die Gleichung wiirde demnach lauten: y = 50,80 + 0,557 x und die Werte fur 
die einzelnen Jahre waren folgeweise: 

1871 40,22 Mill. 
1880 45,23 
1890 . 50,80 " 
1900 . 56,37 " 
1910 . 61,93 

Wie ersichtlich, sind die Werte fur 1880 und 1900 die unveranderten Pfeiler der 
Rechnung, wahrend die ubrigen Werte durch die Ausgleichung verschoben sind. 
Das Ergebnis weicht, wie aus der Abb. 15 auf S. 105 hervorgeht, von dem stren­
gen Ergebnis nach der Methode der kleinsten Quadrate besonders im 2. Teile 
der Kurve mehr und mehr abo Fur 1910 ergibt sich fUr die nach den beiden Ver­
fahren ausgeglichenen Werte bereits ein Unterschied von 3,00 Millionen. Es zeigt 
sich somit, daB diese Art Ausgleichung, die sich auf einige wenige von den be­
obachteten, mit zufalligen Fehlern behafteten Zahlen stutzt, auf kurze Strecken 
zulassig ist, wahrend sie auf langere Strecken unverwendbar wird, weil dann an und 
fur sich kleine Fehler zu verstarkter Wirkung gelangen. 

f) Andere Ausgleichungsverfahren. Die bereits oben (S.98) erwahnte Bruns­
sche Reihe beruht auf dem Grundgedanken, daB sich die Glieder einer jeden stati­
stischen Reihe welcher Kurvenform immer durch eine konvergierende Reihe dar­
stellen lassen, die aus einer analytischen Funktion, hier der GauBschen Fehlerfunk­
tion, und deren hoheren Ableitungen gebildet ist, wenn nur eine genugende Zahl von 
Gliedern dieser Funktionenreihe mit herangezogen wird. 1st die Funktionenreihe 
gefunden, so genugt es, eine Anzahl von Reihengliedern zu vernachlassigen, um eine 
ausgeglichene Reihe zu erzielen. Hierbei wird die Anpassung um so geringer, je mehr 
Glieder vernachlassigt werden. Die Reihe verliert also dadurch an Brauchbarkeit z. B. 
fUr Zwecke der Berechnung von Zwischenwerten, gewinnt aber an Brauchbarkeit 
fur Zwecke der Beseitigung von Schwankungen jedweder Art und Darstellung der 
Hauptrichtung. Auf das rechnerische Verfahren, das ziemlich umstandlich ist, kann 
hier nicht naher eingegangen werden. Es sei diesbezuglich auf die Darstellung bei 
BRUNS, CZUBER und BLASCHKE! verwiesen. 

Auf die theoretisch interessanten, aber umstandlichen Ausgleichungsverfahren 
nach der Methode der Flachenmomente (PEARSON) und der Flachen (CANTELLI) 
kann hier nur hingewiesen werden 2. 

g) Die Probe auf die Gute der Anpassung. Die Gute der Anpassung einer aus­
geglichenen Kurve ist ohne Zweifel an den Abweichungen zu messen, die zwischen 
den als richtig angenommenen (ausgeglichenen) Werten y und den beobachteten 
Werten y' entstehen. Es ist somit deren Differenz y' - y der Ausgangspunkt fUr 
jede Messung der Gute der Anpassung. Da diese Differenz aber nur die absoluten 
Werte ergibt, die weder ubersichtlich noch zum Vergleich mit anderen Ausgleichungen , 
tauglich sind, so wird die Messung an den relativen Differenzen y - y vorgenommen, 

y 
aus denen ein Mittelwert als MaB der Abweichungen zu bilden ist. 

Ein ahnliches MaB hat K. PEARSON abgeleitet: 

X2 = 2(Y' - y)2 • 
Y 

1 Vgl. hierzu die auf S.98 angefiihrten Schriften, ferner E. BLASCHKE im .Anhang zu den 
osterreichischen Sterbetafeln von 1910, Osterr. Statistik 1, N. F., H. 4. 

2 Vgl. hierzu die oben auf S.86 zu der Berechnung der Flachenmomente angegebene Li­
teratur, ferner CANTELLI: Sull' adattamento delle curve ad una serie di misure 0 di osservazioni. 
Rom 1905. Hierzu auch CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 2, 3 . .Aufl., S.30. 
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Da X2 je nach der Zahl der auszugleichenden Glieder eine verschiedene Bedeu­
tung besitzt, hat K. PEARSON ein EinheitsmaB P gefunden. Unter der Annahme, 
daB die durch die Ausgleichung beseitigten Abweichungen nur zufallige seien, 
bedeutet P die WahrscheinIichkeit, eine schlechtere als die gegebene Anpassung 
zu finden, ist also, da diese Wahrscheinlichkeiten zwischen 1 und 0 liegen mus­
sen, ein klares und ubersichtliches allgemeines MaB der Gute der Anpassung. Dabei 
bedeutet P = 1 die GewiBheit, eine 
schlechtere Anpassung zu finden, also 
das Zusammenfallen der ausgegliche­
nen Kurve mit der beobachteten 
Kurve, P = 0 die Unmoglichkeit, eine 
schlechtere Anpassung zu finden, also 
den Hohepunkt der schlechten Aus­
gleichung. 

Die den verschiedenen X2 bei einer 
Zahl von n' (= n + 1) Reihengliedern 
entsprechenden P sind in einer Tafel 

X2 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

P X2 

0,962566 11 
0,849146 12 
0,699986 13 
0,549416 14 
0,415880 15 
0,306219 16 
0,220640 17 
0,156236 18 
0,109064 19 
0,075235 20 

P X2 I P 

0,051380 21 0,000810 
0,034787 22 0,000524 
0,023379 23 0,000338 
0,015609 24 0,000217 
0,010363 25 0,000139 
0,006844 26 0,000090 
0,004500 27 0,000057 
0,002947 28 0,000037 
0,001922 29 0,000023 
0,001250 30 0,000015 

niedergelegt worden!. Es solI hier ein Stuck dieser Tafel fur n' = 6 abgedruckt 
werden (s. obenstehende Tabelle). 

Wir wollen das Verfahren an dem Beispiel der Ausgleichung der Bevolkerungs­
zahlen des Deutschen Reiches 1871 bis 1910 nach der Methode der kleinsten Qua­
drate (S. 117ff.) erklaren. 

Jahr Beobachtete Ausgeglichene y'-y Werte y' Werte y 

1871 41,06 39,85 + 1,21 
1880 45,23 45,26 -0,03 
1890 49,43 51,28 -1,85 
1900 56,37 57,31 -0,94 
1910 64,93 63,34 + 1,59 

Aus den Tafeln finden wir fur n' (= n + 1) = 6, 

P = 1,0000, 

P = 0,9626. 

Durch Interpolation ergibt sich fur 

(y' _ y)2 

1,4641 
0,0009 
3,4225 
0,8836 
2,5281 

X2 = 0,1587 der Wert von P = 0,9941. 

(y' - y): 
y 

0,0367 
0,0000 
0,0667 
0,0154 
0,0399 

X8= 0,1587 

Wenn wir, der Grundauffassung des Verfahrens folgend, die ausgeglichene Reihe 
als die Wesensform der Reihe, die Reihe der tatsachlich beobachteten Werte da­
gegen als eine mit zufalligen Schwankungen behaftete einmalige Darstellung der 
Wesensform in der Wirklichkeit denken, dann driickt P die Wahrscheinlichkeit aus, 
daB in einer sehr groBen Zahl von Wiederholungen dieser Darstellung in der Wirk­
lichkeit unter je 100 solchen Darstellungen durchschnittlich 99,4 solche sind, die 
eine minder gute Darstellung der Wesensform vorstellen als die vorliegende. Die vor­
liegende Ausgleichung ist daher als hervorragend gut zu bezeichnen. 

Aufgabe 16. X2 und P ist in der gleichen Weise wie hier fUr das auf S. 119 dar­
gestellte abgekurzte Ausgleichungsverfahren der gleichen Reihe zu berechnen. 

1 PEARSON, K.: Tables for Statisticians and Biometricians, S. XXXIff. u. 26ff. 
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14. Statistische Einschaltung (Interpolation) und 
Weiterfiihrung (Extrapolation) 1. 

Wurde die Ausgleichung einer Reihe vermittels einer analytischen Kurve vor­
genommen, so ist damit auch gleichzeitig fUr die Einschaltung der ausgeglichenen 
Werte Sorge getragen. Es genugt dann, das gegebene, dem gesuchten y-Werte ent­
sprechende x in die Gleichung einzusetzen, um den gesuchten y-Wert zu erhalten. 

Wir wollen z. B. die Bevolkerung des Deutschen Reiches fur 1885 berechnen und 
dazu die auf S. 104ff. berechnete algebraische Kurve 4. Grades benutzen. Wir setzen 
in die Gleichung fUr x den Wert - 5 ein und erhalten daraus fUr y, das ist die Be­
volkerung am 1. Dezember 1885, den Wert von 47,09 Mill. Personen. Vergleichen 
wir diesen Wert mit der bei der Volkszahlung am 1. Dezember 1885 2 tatsachlich 
ermittelten Zahl, so finden wir dafUr den Wert von 46,86 Mill. Personen, also um 
nur 0,23 Mill. Personen weniger. 

Wir konnen an der gleichen Formel gleich auch den Vorgang bei der statistischen 
Weiterfuhrung zeigen, der nur mit Hilfe einer analytischen Funktion auf Grund 
des bisherigen Verlaufes moglich ist. 

WoIlten wir die Reichsbevolkerung fiir den 1. XII. 1919 und 1925 auf Grund der 
Entwicklung von 1871 bis 1910 berechnen, so brauchten wir nur als x nacheinander 
29 und 35 in die obige Gleichung einzusetzen. Die Durchfiihrung der Rechnung fur 
den 8.0ktober 1919 (x = 28,855) ergibt eine Bevolkerungszahl von 68,65 Mill. gegen­
uber der wirklich gezahlten von 59,853 , fiir den 16. Juni 1925 (x = 34,542) eine 
Bevolkerungszahl von 72,08 Mill. gegenuber der wirklich gezahlten von 63,184 • 

Das vorliegende Beispiel zeigt die Schwache jeder statistischen Voraussage fUr 
die Zukunft. Die zeitlichen Entwicklungen in der menschlichen Gesellschaft weisert 
in der Regel eine ziemlich groBe Stetigkeit auf (S. 53£.), weswegen Voraussagen fUr 
kurze Zeit, unter der Voraussetzung des Weiterwirkens der gleichen Krafte, die den 
bisherigen Gang der Entwicklung bewirkt haben, zulassig sind. Wir werden ihrer 
nie entraten konnen, weil der Wert statistischer Zahlen dadurch erst voll aufgeschlos­
sen wird. Schon darin, daB wir in der Regel um einige Jahre zuruckliegende stati­
stische Zahlen fUr die Gegenwart verwenden, liegt eine im groBen und ganzen be­
rechtigte statistische Weiterfiihrung, die noch dadurch an wahrscheinlicher Giiltig­
keit gewinnt, daB wir diese Zahlen nach der vorausgegangenen Entwicklung, so­
weit deren Voraussetzungen nach unserem Wissen auch weiter in Kraft stehen, 
berichtigen. Andern sich aber die Voraussetzungen, was wir fUr die Zukunft nie 
voraus wissen konnen, so verliert auch eine solche Voraussage ihren Wert. In unse­
rem FaIle rechnet die Weiterfiihrung mit einem Gleichbleiben der Voraussetzungen 
der Bevolkerungsentwicklung, wie sie in den Jahren vor dem Kriege herrschten. 
Nun ist aber der Krieg mit seinen Bevolkerungsverlusten und dem den Krieg be­
endenden Staatsvertrag von Versailles mit seinen Gebietsabtrennungen dazwischen 
gekommen. Die Bevolkerungsentwicklung des Deutschen Reiches ist daher wahrend 
des Krieges wie nach dies em ganz andere Wege gegangen als vor dem Kriege. Ais 
Voraussage der weiteren Bevolkerungsentwicklung des Deutschen Reiches im Jahre 

1) WESTERGAARD, H.: Die Anwendung der Interpolation in der Statistik. Jahrbiicher fiir 
Nationalokonomie und Statistik 9(IlL F. BLASCHKE, E.: Vorlesungen uber mathematische Sta­
tistik. Leipzig u. Berlin 1906. BAUSCHINGER, J.: Interpolation, in: Enzyklopadie der Mathema­
tischen Wissenschaften 1, H. 6 (1901). GUMBEL, E. .J.: Die Berechnung des Bevolkernngsstandes 
durch Interpolation. Erg.-H. 2 zu Arch. f. Soziale Hygiene u. Demographie. Leipzig 1916. 
WHITTAKER u. ROBINSON: A Short Course in Interpolation. London: Blackie and Sons 1924. 
STEFFENSEN, J. F.: Interpolation. Baltimore: The William Wilkins Co. 1927. 

2 Statistik des Deutschen Reiches 32, N. F., 17. 
3 Ortsanwesende Bevolkerung. .. 
4 Wohnbevolkerung. Von dem Einflusse des Uberganges von der anwesenden auf die Wohn­

bevolkerung wurde bei dieser Berechnung abgesehen. 
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1911 ware diese Berechnung natiirlich irrtiimlich gewesen. So wie hier angestellt 
und neben die infolge der veranderten Verhaltnisse tatsachlich eingetretene Be­
-volkerungsentwicklung gesetzt, ist sie aber nicht ohne geschichtliches und politisches 
Interesse. 

1st eine analytische Gleichung nicht gegeben oder ist sie von einer solchen Schwie­
rigkeit, daB Zwischenwerte aus ihr nur mit groBer Miihe berechnet werden konnen, 
·so kann der gesuchte Wert nach einer der bekannten Interpolationsformeln be­
rechnet werden. Wir fiihren hier die Interpolationsformel von NEWTON an: 

Ym = Yo + Ao (x - xo) + Al (x - xo) (x - Xl) + A2 (X - xo) (X - Xl) (X - x2) + ... 1. 

Darin ist Ym der einzuschaltende (unbekannte) Wert, X der ihm zugehOrige (be­
kannte) Abszissenwert, xo, Xl' X 2 usw. und Yo, YI' Y2 usw. die gegebenenAbszissen­
und Ordinatenwerte, auf Grund deren die Einschaltung vorgenommen werden soIl; 
Ao, AI> A2 sind gewisse einfache Funktionen dieser Werte. 

Es ist zu beachten, daB die Interpolation mit n Gliedern nach dieser Formel 
zu dem gleichen Ergebnis fiihrt wie die Interpolation mit einer Kurve (n - l)ten 
Grades2 (vgl. die Losungen zu Aufgabe 17 u. 18). Das folgende Schema mag den 
Gang der Rechnung beleuchten. 

x Y Ao, Bo, 0 0 , Do AI' B1, 0 1 Aa, Ba As 

Xo Yo 

A _ Y1- Yo 
0- X1- Xo 

Xl Y1 
A _Bo-Ao 
1----

X2 - Xo 

B _ Y2 - Y1 A2 = B1-AI 
0- X2 - Xl Xa-Xo 

X2 Y2 
B _ 0 0 - Bo A _ B2- Aa 
l- a-

Xa - Xl X, -Xo 

o -- Ys - Y2 B _ 01- B1 
0- 2-

Xa-Xa X, - Xl 

Xa Ya 
o _Do-Oo 
l- X, - X2 

Do = y, - Ya 
X~ - Xa 

x, Y4 , 

Aufgabe 17. In dieses Schema sind die 5 ungekiirzten Volkszahlungswerte der 
genannten Volkszahlungen 41058792 (1871), 45234061 (1880), 49428470 (1890), 
56367178 (1900) und 64925993 (1910) einzusetzen. (Zu beobachten ist dabei, daB 
nach dem verwendeten Schema der Abszissenwert von 1871 gleich Null gesetzt 
wird, die Abszissenwerte der folgenden Volkszahlungen daher 9,19,29 und 39 sind.) 
Es ist nach der angegebenen Formel die Bevolkerungszahl fiir 1885 zu berechnen. -

I Nach GLOVER, J. W.: Artikel "Interpolation, Summenbildung und Glattung"in RIETZ-BAUR : 
Handbuch der mathematischen Statistik, S. 47f., solI diese Formel nur fiir gleichweit abstehende 
x-Werte verwendbar sein; anders z. B. bei SPORER, B: Niedere Analysis, Sammlung Goschen, 
S.77. In der statistischen Theorie und Praxis wird die Formel jedenfalls auch fiir die ungleich 
weit abstehenden x-Werte mit gutem Erfolge verwendet. VgI. z. B. WESTERGAARD-NYBIilLLE: 
Theorie der Statistik, 2. Aufl., S. 336. 

2 GUMBEL, E. J.: Die Berechnung des Bevolkerungsstandes durch Interpolation S. 6Hf ~ 
u. 71ff. GLOVER, J. W., wie oben S. 47ff. 
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Wenn man die immerhin umstandliche Einschaltung mit Hilfe mehrerer Reihen­
glieder vermeiden will oder wenn man nur eine Reihe mit zwei Gliedern zur VerfUgung 
hat, zwischen denen der Wert eingeschaltet werden solI, so ist die einfachste Ein­
schaltung die arithmetische. Sie beruht auf der Annahme gleichbleibenden abso­
luten Zuwachses, also sinkenden relativen Zuwachses von Jahr zu Jahr. SolI also 
z. B. die Bevolkerungszahl am 1. Dezember 1885, das ist die Halfte des Zwischen­
raumes zwischen 1. Dezember 1880 und 1. Dezember 1890, berechnet werden, so 
ist nach der arithmetischen Einschaltung der Bevolkerungszuwachs von 4194409 
Personen in die Halfte zu teilen. Es wiirde demnach die Bevolkerungszahl am 1. De­
zember 1885 47331266 Personen betragen haben. Glaubt man Grund zu· haben, 
daB die Bevolkerungszunahme nicht in arithmetischer, sondern in geometrischer 
Weise, das ist bei gleichbleibenden Zuwachsraten mit naturgemiiB wachsenden 
absoluten Jahreszuwachsen, vor sich gegangen ist, so kann fUr die Einschaltung die 
Zinseszinsformel An = Ao . an verwendet werden, worin An die Endbevolkerung 
(1890), Ao die Anfangsbevolkerung (1880), n die Zahl der Jahre (10) und a den 
Aufzinsungsfaktor, hier die Zuwachsrate, bedeutet. Es ist demnach: 

Vr. a= -
Ao 

und der gesuchte Wert der BevOlkerung fur 1885 = A o·a5 , d. i. hier: 

45234061.1,04533573 = 47284780. 

Da der einzuschaltende Zeitpunkt gerade in die Mitte zwischen die beiden gegebenen 
Zahlungen falIt, kann in den beiden letztgenannten Fallen auch einfach das arith­
metische Mittel und das geometrische Mittel der Bevolkerungszahlen statt der 
angegebenen allgemein gultigen Berechnungsweisen verwendet werden. 

Es zeigt sich aus der vorausgehenden Nebeneinanderstellung der Erfolge ver­
schiedener Einschaltungsverfahren, daB die Werte verhaltnismaBig nicht stark yom 
beobachteten Ergebnis abweichen. Die beste Annaherung an die tatsachlich gezahlte 
BevOlkerungszahl ergab die Verwendung der algebraischen Gleichung 4. Grades, 
dieser gleich war die Einschaltung nach der N ewtonschen Einschaltungsformel. 
Etwas weiter lag diejenige nach der geometrischen, noch etwas weiter die nach 
der arithmetischen Vermehrungsannahme. 

Aufgabe 18. Nach den vier hier angefUhrten Einschaltungsverfahren sind auch 
die Bevolkerungszahlen fUr 1875, 1895 und 1905 zu errechnen. 

15. Die statistischen Verhaltniszahlen 1• 

a) Wesen und Zweck. Neben der Betrachtung der statistischen Masse in ihrem 
ergebenen Umfang besteht fur den Statistiker vielfach das Bedurfnis nach einer 
verhaltnismaBigen Betrachtung der Masse. Wir betrachten einmal die Bevolke­
rung von Gebietsteilen an sich, dann im Verhaltnis zur Gesamtbevolkerung; die 
Sterbefalle an sich, dann im Verhaltnis zur Bevolkerungszahl; die Ernteertrage an 

1 KNAPP, G. F.: Uber die Ermittlung der Sterblichkeit aus den Aufzeichnungen der Be­
volkerungsstatistik. Leipzig 1868. - Theorie des Bevolkerungswechsels. Abhandlungen zur 
angewandten Mathematik. Braunschweig 1874. LEXIS, W.: Abhandlungen zur Theorie der 
Bevolkerungs- u. Moralstatistik, 1 ff., 25ff., 60ff. v. BORTKIEWICZ, L.: Kritische Betrachtungen 
zur theoretischen Statistik, 3. Aufsatz in: JahrbUcher fiir NationalOkonomie und Statistik, 
III. F., 11, 671ff. MORTARA, G.: Nozioni elementari intorno ad alcune categorie di rapporti 
statistici, in: Giornale degli. Economisti 40, 217ff. (1910). ZIZEK, F.: Zur Methode der stati­
stischen VerhiHtniszahlen, in: Allgemeines Statistisches Archiv 12 (1920). WINKLER, W.: Die 
statistischen Verhaltniszahlen. Leipzig u. Wien: Deuticke 1923. (Wiener staatswissenschaftliche 
Studien N. F. 2.) 
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sich, dann im Verhaltnis zur GroBe der Ernteflache; die Spareinlagen an sich, dann 
im Verhaltnis zur Bevolkerungszahl usw. Das Wesen einer Verhaltniszahl besteht also 
darin, daB wir eine statistische Masse in ein Verhaltnis zu einer anderen bringen, 
mit anderen Worten, daB wir eine statistische Masse an einer anderen messen. Da­
bei tritt die zu messende Masse in den Zahler, die als MaB dienende Masse in den 
Nenner, und das Ergebnis der Rechnung ist die Verhaltniszahl, als Ausdruck dafiir, 
wie oft das MaB in der zu messenden Masse enthalten ist. Da das Ergebnis der Be­
rechnung sehr haufig ein echter Dezimalbruch wiirde, und es dem Gefiihle der Men­
schen im allgemeinen widerspricht, von ungeteilten (und unteilbaren) Einheiten 
in Bruchteilen zu denken, so wird in der Regel die Beziehung nicht auf die als 
MaB dienende Masse hergestellt, sondern auf ein dekadisches Vielfaches, z. B. auf 
100 oder 1000 Einheiten der Bevolkerung. So berechnet man beispielsweise den 
verhiiltnismaBigen Anteil der Bevolkerung PreuBens im Jahre 1925 (38175989 Per­
sonen) von 100 der Gesamtbevolkerung des Deutschen Reiches (62410619 Personen) 
mit 61,2%. 

Dar Zweck der Verhaltniszahlen ist mehrfach. Die verhaltnismaBige Betrach­
tung einer GroBe solI zunachst dazu dienen, einen statistischen Tatbestand klarer 
und iibersichtlicher darzustellen. 61,2 % ist deutlicher und iibersichtlicher als 
38175989 von 62410619. Uber diese erhohte D,mtlichkeit hinaus, die nur einen 
formalen Vorteil bedeutet, kann die Verhaltniszahl aber eine selbstandige materielle 
Aussage werden. Wenn wir z. B. feststellen, daB auf einem Gebiete von je 100 Neu­
geborenen 10 im ersten Lebensjahre gestorben sind, so liegt in dieser Verhaltnis­
zahl eine Aussage iiber die Starke des Sterbevorganges der Geborenen. Noch weiter 
iiber diese formale und materielle Bedeutung hinaus besitzt die Verhaltniszahl einen 
Wert fiir den Vergleich, wenn man namlich nicht bei der Bildung einer einzigen 
Verhaltniszahl stehen bleibt, sondern zwei oder mehrere Verhaltniszahlen der glei­
chen Art bildet, um die gleichen Verhaltnisse an verschiedenen Massen der gleichen 
Art, an verschiedenen Orten oder zu verschiedenen Zeiten miteinander zu vergleichen. 
Nur so wird es moglich, richtige Vergleichsvorstellungen z. B. iiber die Sterbehiiufig­
keit an verschieden groBen Bevolkerungen, die Ernteergiebigkeit an verschieden 
groBen Ernte£lachen usw. zu gewinnen. 

Die erwahnten drei Bedeutungen der Verhaltniszahlen treten uns in der Praxis 
nicht sehr scharf abgegrenzt, sondern zumeist gehauft gegeniiber. 

b) Die Einteilung der statistischen Verhaltniszahlen. IX) Vorbemerkungen. 
Statistische Verhaltniszahlen sind das Ergebnis einer rechnungsmaBigen Beziehung 
zweier sinnmaBig einander verbundenen Massen. Da sowohl der Sinn der Beziehung 
als auch die Art der rechnerischen Betrachtung verschieden sein kann, ergibt sich 
eine doppelte Einteilung der statistischen Verhiiltniszahlen. Nach der logischen 
Art der Beziehung unterscheiden wir Gliederungszahlen, MeBzahlen, Verursachungs­
zahlen und Entsprechungszahlen, nach der rechnerischen Art der Beziehung Wahr­
scheinlichkeiten und Ziffern. (Dabei ist allerdings die Gegeniiberstellung von logisch 
und rechnerisch nicht allzu streng zu nehmen, da selbstverstandlich auch der rech­
nerischen Beziehung ein logischer Sinn zugrunde liegt, aber anderer Art als der 
erstgenannte logische Sinn der Massenbeziehung.) 

{J) Die statistischen Gliederungszahlen. Wird eine statistische Masse in 
'Teile zerlegt, so konnen Gliederungszahlen in der Weise gebildet werden, daB die Teile 
auf die gesamte Masse bezogen werden, daB also dargestellt wird, wie viele Einheiten 
der Teile auf die Einheit der Gesamtmasse (oder 100, 1000 usw. Einheiten der Ge­
samtmasse.) entfallen. In del' rechnerischen Durchfiihrung werden die Teile durch 
die Gesamtmasse dividiert, und es wird gegebenenfalls das Ergebnis mit 100, 1000 usw. 
multipliziert. Damentsprechend entstehen Vonhundert-Teile (v. R., Prozente, %), 
Vontausend-Teile (v. T., Promille, %0) usw. Ein einfaches Beispiel mag den Vorgang 
erlautern. 
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Die Gliederung der Erwerbstatigen nach Wirtschaftsabteilungen im Deutschen· 
Reiche im Jahre 19251• 

WirtschaftsabteiIungen 

Land- und Forstwirtschaft, Gartnerei usw. 
Industrie und Handwerk . . . . . . . . . . . 
Handel und Verkehr . . . . . . . . . . . . . 
Verwaltung, Heerwesen, Kirche und freie Berufe 
Gesundheitswesen usw. 
HausIiche Dienste usw. 
Insgesamt ..... . 

Grundzahlen 

9762426 
13239223 
5273502 
1502379 

588788 
1642982 

32009300 

% 

30,5 
41,4 
16,5 
4,7 
1,8 
5,1 

100,0 

Statt die Teile auf das Ganze zu beziehen, wird im FaIle einer Zweiteilung ein 
Teil haufig auf den anderen bezogen. Das haufigste Beispiel ist die DarsteIlung des 
Geschlechterverhaltnisses der Bevolkerung (auf 100 Personen mannlichen Geschlech­
tes entfielen ... Personen weiblichen Geschlechtes), des Geschlechterverhaltnisses 
der Geborenen, der Gestorbenen usw. Die Umrechnung der einen Berechnungsweise 
auf die andere ist, wie sich algebraisch leicht zeigen laBt, einfach2• 

y) Die statistischen MeBzahlen ("Indexziffern "). Bringt man eine 
Anzahl statistischer Massen gleicher Art miteinander in einen Vergleich, so ist es ub­
lich, durch Beziehung auf eine von ihnen oder auf ihren Durchschnitt ein verein­
fachtes Vergleichsbild zu schaffen. In diesem Falle dient die als MaB gewahlte Masse 
als Nenner, aIle einzelnen Massen der Reihe nach als Zahler. Auch hier ist die 
Beziehung auf 100, auf 1000 der Nennermasse ublich und wird wie im voraus­
gehenden Beispiel durch Multiplikation der Ergebnisse mit 100, mit 1000 errechnet. 

Beispiel: 

Die Zahl der Lebendgeborenen auf dem heutigen Gebiete der Republik 
Osterreich von 1900 bis 19303• (VgI . .Abb. 16 auf S. 107.) 

(Durchschnitt 1901/03 = 100.) 

Zahlder Zahl der Zahl der 
Jahr Lebend- MeBzahl Jahr Lebend- MeBzahl Jahr Lebend- MeBzahl 

geborenen geborenen geborenen 

1900 187094 99,22 1911 168916 89,58 1922 150958 80,05 
19m' 189539 100,51 1912 170555 90,45 1923 146885 77,89 
1902 191926 101,78 1913 163354 86,63 1924 142141 75,38 
1903 184244 97,71 1914 161692 85,75 1925 135841 72,04 
1904 187963 99,68 1915 125680 66,65 1926 127254 67,48 
1905 181685 96,35 1916 98895 52,45 1927 118741 62,97 
1906 184477 97,83 1917 92289 48,94 1928 116783 61,93 
1907 181026 96,00 1918 92560 49,09 1929 116729 61,90 
1908 180034 95,47 1919 118518 62,85 1930 112601 4 59,714 

1909 180106 95,51 1920 146644 77,77 
1910 176588 93,65 1921 151138 80,15 

MeBzahlen konnen auch so berechnet werden, daB die Beziehung nicht stetig 
auf einen Ausgangspunkt vorgenommen wird, sondern daB der Ausgangspunkt 
standig wechselt, indem jedes Reihenglied auf das vorausgehende Reihenglied be-

1 Statistisches Jahrbuch fiir das Deutsche Reich 49, 19 ff. (1930). 
2 Bezeichnen wir z. B. den .Anteil der Frauen auf 100 Manner mit w', so ist der Prozentanteil 

WOw' 
der Frauen vom Ganzen w = 100 + w' . 

3 Statistisches Handbuch fiir die RepubIik Osterreich 10, 12 (1929); 11, 32 (1930). Statisti­
Rche Nachrichten 9, Nr.5, S. 136 (1931). 

4 Vorlaufige Ergebnisse. 
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zogen wird ("Gliedziffern". Vgl. oben S. lUff. die "Gliedziffernmethode" bei der 
Darstellung der Saisonschwankungen). 

Wahrend die Anwendung der MeBzahlenrechnung auf dem ganzen Gebiet der 
Statistik verbreitet ist und sowohl fUr zeitliche als ortliche als sachliche Vergleiche 
dient, ist die Berechnung von Hau ptmeBzahlen, das ist der Zusammenfassung 
von zahlreichen MeBzahlen in einer einzigen hauptsachlich auf dem Gebiete der Preis­
statistik iiblich, wo wir PreishauptmeBzahlen bilden. Dariiber soll im II. Teil 
dieses Grundrisses eingehender gehandelt werden. 

b) Die statistischen Verursachungszahlen. Wir gebrauchen hier den Be­
griff "Verursachung" in allgemeinster Bedeutung, wobei wir jedes Hervorgehen einer 
statistischen Masse aus einer anderen, jedes Vorsichgehen einer Ereignismasse an 
einer anderen als Verursachung auffassen. (nber den statistischen Drsachenbegriff 
siehe Naheres in Abschnitt II, 16a). Es fallt unter den Begriff der Verursachungs­
zahlen also z. B. die Beziehung der EheschlieBungen auf die Bevolkerung (Ehe­
schlieBungsziffer), der Geburten auf die Bevolkerung (Geburtenziffer), der Ge­
burten auf die gebarfahigen Frauen (Fruchtbarkeitsziffer), der Sterbefalle auf die 
BevOlkerung (Sterbeziffer), der Auswanderer auf die Bevolkerung (Auswanderungs­
ziffer), der Ernteertrage auf die Ernteflache (Ernteziffer), der erzeugten Mengen 
iiberhaupt auf die Erzeugungsmittel (Erzeugungsziffer), der gemusterten Rekruten 
auf die Erschienenen (Aushebungsziffer) u. dgl. mehr. 

Die statistischen Verursachungszahlen spielen in der Statistik eine groBe Rolle. 
Sie hat man meist im Auge, wenn den "Gliederungszahlen" die "Beziehungszahlen" 
gegeniibergestellt werden. (Die Dnterscheidung ist nicht scharf, da auch die Gliede­
rungszahlen durch eine Beziehung statistischer Massen aufeinander zustande kom­
men, also in gewissem Sinne Beziehungszahlen sind.) Die statistischen Verursachungs­
zahlen bilden auch das Hauptanwendungsgebiet der weiter unten folgenden Ein­
teilung nach dem rechnerischen V organg in Wahrscheinlichkeiten und Ziffern. Wir 
werden uns daher dort nochmals mit ihnen etwas naher zu befassen haben. 

8) Die statistischen Entsprechungszahlen. Dnter dieser Gruppe fassen 
wir aIle iibrigen Verhaltniszahlen zusammen, die nicht MeB- oder Verursachungs­
zahlen sind, die aber doch auf einer sinnmaBigen Beziehung der beiden aufeinander 
bezogenen Massen, einem Sich-entsprechen, Sich-dienen, Aufeinander-angewiesen­
sein und dergleichen beruhen. So]che Entsprechungszahlen sind z. B. die Bevolke­
rungsdichte (Beziehung der Bevolkerung auf die von ihr bewohnte Flache), die 
Dichte des Eisenbahnnetzes (Streckenkilometer, bezogen auf die davon belegte 
Flache), die Sch iilerdichte (die Sch iilerzahl bezogen auf die Schulen -, Klassen -, Lehrer­
zahl), ferner die Beziehung der Geburten auf die EheschlieBungen (nicht auf die 
stehenden Ehen, das ware eine Verursachungszahl), die friiher sehr haufig vorge­
nommene Beziehung der Sterbefalle auf die Geburten, die oben erwahnte Beziehung 
der Frauen auf die Manner, der Knabengeburten auf die Madchengeburten u. dgl. 
mehr. 

C) Die Wahrscheinlichkeiten und Ziffern. Diese Einteilung ist darum von 
groBer Wichtigkeit fUr die Statistik, weil die Verhaltniszahlen, die Wahrscheinlich­
keiten vorstellen, naturgemaB der nachste und verstandlichste Bereich der Anwen­
dung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Denkformen in der Statistik sind. 
W. LEXlS, der sich mit der Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischen Denkens 
in der Statistik viel befaBt hat, unterschied analytische und genetische Wahrschein­
lichkeiten. Die analytischen Wahrscheinlichkeiten sind dargestellt durch die be­
kannten und viel verwendeten Gliederungszahlen. (Wir konnen darum statt ana­
lytische Wahrscheinlichkeiten ebenso gut sagcn "Gliederungswahrscheinlichkeiten".) 
Die Vorstellungsweise ist eine rein statische. In einem gegebenen Augenblick waren 
die die Verteilung bestimmenden Umstande so gestaltet, daB in der Wesensform jedem 
Teile eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zukam, die in der statistischen Darstel-
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lung bei einer unendlich grollen Zahl von Beobachtungen hatte zum Ausdruck kom­
men miissen. Da die Zahl der Beobachtungen aber nur beschrankt war, so konnte 
die Wesensform der Verteilung nur mit zufalligen Fehlern behaftet zum Ausdruck 
kommen. Die statistischen Gliederungszahlen stell en also die empirische, zufalls­
entstellte Form der der Verteilung in der Wesensform zugrunde liegenden Grund­
wahrscheinlichkeiten dar. 

Etwas schwieriger liegt die Sache bei den genetischen Wahrscheinlichkeiten, 
d. i. den Wahrscheinlichkeiten aus einem der erwahnten Verursachungsverhaltnisse, 
weil hier vielfach statistische Massen in Verwendung kommen, die nicht unmittel­
bard urch die Statistik gegeben sind, sondern aus dieser erst berechnet werden 
miissen. Die genetischen Wahrscheinlichkeiten, die wir, den Ausdruck verdeutschend, 
Entwicklungswahrscheinlichkeiten nennen konnen, sollen darstellen, welche Wahr­
scheinlichkeit den Einheiten einer Ausgangsmasse zukommt, in einem bestimmten 

-

Nz 
-

Zeitraum von einem gewissen Ereignis betroffen zu 
'i werden. Wir wollen z. B. die Wahrscheinlichkeit der I II 30jahrigen Manner kennen, bis vor Erreichung des 

I 31. Jahres zu sterben, oder die Wahrscheinlichkeit 
I der 20jahrigen ledigen Frauen, bis vor Erreichung 

I I des 21. Jahres zu heiraten und dgl. mehr. Die 
II Eo II Schwierigkeit liegt darin, dall die Massen der 30jah­
I I rigen Manner, 20jahrigen Frauen, kurz der n-jah-

rigen Personen in der Statistik nicht unmittelbar I I erhoben werden, da hierzu eine miihevolle Registrie-

I I rung das gauze Jahr hindurch notwendig ware. 
I Von den Entwicklungswahrscheinlichkeiten heben 

I I sich streng die Haufigkeitsziffern (,,-koeffizienten") 
H r--- abo Auch sie sollen einen Tatbestand, z. B. die Sterbe-

J r-- faIle, die Heiraten usw. auf ihre Haufigkeit messen; 
aber sie tun es in der grundsatzlich anderen Weise, 
dall sie das Ereignis nicht am Anfangsstand, sondern 
an der Zeit messen, die die unter der Ereignisent-

to t, tz tJ t f i j t. wicklung stehende Masse verlebt hat. Der Sinn dieser 
Abb. 20. Veranschaullchung des Un­
terschiedes von Wahrscheinlichkeit 
und Hauflgkeitsziffer an einem Er-

elgnisablauf. 

zunachst noch wenig einleuchtenden Messungsart soIl 
aus folgendem klarer werden (Abb.20). 

In der Abbildung bedeutet Mo den Anfangsstand 
einer Masse, aus der - wir nehmen das hier der 

Einfachheit halber an - am Ende der Zeitperiode to bis tl El Einheiten infolge 
eines Austrittsereignisses (Tod oder Wanderung aus der Masse der Bevolkerung, 
Eheschliellung aus der Masse der Unverehelichten, endgiiltige Abfertigung aus 
der Masse der zur militarischen Stellung Erschienenen (bei allgemeiner Wehrpflicht), 
Priifung aus der Masse der Studierenden usw.) ausscheiden. Die Masse tritt so­
mit mit M 1 Einheiten in die Zeitperiode tl bis ta ein. Am Ende dieser scheiden 
ahnlich E2 Einheiten aus usw. Am Ende von t4 bis ts wird der gesamte Austritt 
E = El + E2 + Ea + E, + Eo betragen. Die Wahrscheinlichkeit der Masse Mo 

gegeniiber dem ErgebnisE betragt nun fiir die Zeit to bis ts definitionsgemall w = ':0. 
Die Haufigkeitsziffer (der Haufigkeitskoeffizient) dagegen 

E 
q = Mo + Ml + M2 + Ma + M, ' 

das ist die Ereigniszahl, gemessen an der von der Masse verlebten Zeit (die Zeit­
raume to bis t1 , tl bis t2 usw. jeweils als Einheit genommen). 

Es ist nun klar, dall die beiden Malle ein verschiedenes Ergebnis zeigen werden, 
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selbstverstandlich zunachst hinsichtlich der allgemeinen Rohe; denn der Nenner 
von q ist bedeutend groBer als derjenige von w, weshalb die Ziffer immer niedriger 
sein wird als die Wahrscheinlichkeit. Dariiber hinaus sehen wir aber noch eine 
weitere Verschiedenheit: dadurch, daB die Wahrscheinlichkeit immer nur den Aus­
gangsstand der Masse beriicksichtigt, ist sie unabhangig von allen Verschiebungen, 
die im Gang des Ereignisses eintreten Mnnen. Die Ziffer dagegen ist fiir solche Ver­
schiebungen empfindlich. Es kann bei gleichbleibendem E der Gang der Ev E2 usw. 
einmal so beschaffen sein, daB das Ereignis zuerst stark, dann immer schwacher 
wirkt; es ergibt sich dann als obere Umrandung der Meine Konvexkurve wie hier in 
der Zeichnung. Es kann aber auch sein, daB das Ereignis zuerst schwach, dann 
immer starker wirkt. Das Ergebnis wird eine Konkavkurve sein. Die Wahrschein­
lichkeit w wird in beiden Fallen unverandert bleiben, die Ziffer aber wird von 
dieser Verschiedenheit beeinfluBt. Sie wird im ersten FaIle (des konvexen Verlaufes) 
groBer, im zweiten FaIle kleiner sein. 

Desgleichen konnen wir verstehen, daB w und q auf die verschiedene GroBe von E ver­
schieden antworten. Die Wahrscheinlichkeit w wird einer GroBenverschiebung an E proportional 
gehen, q wird auf ein Kleinerwerden .. von E schwacher, auf ein GroBerwerden starker Bezug 
nehmen als w, weil in q nicht nur die Anderung von E, sondern auch deren erhohender oder ver­
mindernder EinfluB auf die verlebte Zeit EM; wirksam wird. 

Es sei hier noch bemerkt, daB das ganze Ereignis in der Regel nicht am Ende einer Zeit­
periode stattfindet (ein Beispiel waren die Abfertigungen bei der militarischen Stellung oder die 
Priifungen), sondern daB es sich iiber einen Zeitraum in irgendeiner Weise verteilt (Sterbefiille, 
Wanderungen). Dieser Umstand nimmt auf die Berechnung der Wahrscheinlichkeit keinen Ein­
fluB, da hier als MaB der Anfangsstand der Masse verwendet wird, wohl aber auf die Berechnung 
der Ziffer, da die verlebte Zeit offenkundig eine andere Gestaltung annimmt, als in dem obigen 
vereinfachten Beispiel. 1st die Annahme einer gleichmaBigen Verteilung des Ereignisses iiber 
eine Zeitstrecke begriindet, so hilft man sich einfach, indem man aus den Anfangsstanden Mo 
und Ml usw. das arithmetische Mittel nimmt. Entfernt sich diese Annahme zu weit von der 
Wirklichkeit (z. B. bei den Sterbefallen im ersten Lebensjahre), so muB die verlebte Zeit genauer 
berechnet werden. 

Aus den oben dargestellten Eigenschaften der beiden MaBe ergibt sich, daB die 
Wahrscheinlichkeit dort das richtigere MaB ist, wo es auf die Lagerung des Ereignis­
ablaufes nicht ankommt; die Ziffer wird dagegen dort zu verwenden sein, wo dies 
der Fall ist. Wenn wir z. B. den Sterbeablauf ins Auge fassen, so ist es eben die 
Frage des Friiher oder Spater dieses Ereignisses, das die groBere oder geringere 
Sterblichkeit ausmacht. Das Sterbeereignis ist somit ein Ereignis wesentlicher 
Verschiebung, und das zutreffende MaB dafiir ist die Sterbeziffer. Bei der Messung 
der Tauglichkeit bei den militarischen Stellungen dagegen kann nicht behauptet 
werden, daB es von einem wesentlichen Belange ware, ob aus militarpolitischen 
Griinden die Rauptmasse der Auszuhebenden schon von den Stellungspflichtigen 
des ersten Stellungsjahres oder erst von denen des dritten (bei dreijahriger Stel­
lungspflicht) genommen wird. Es ist somit die militarische Aushebung ein Ereignis 
unwesentlicher Verschiebung und das zutreffende MaB ist nicht die Aushebungs­
ziffer, sondern die Aushebungswahrscheinlichkeit. 

Die oben erwahnte Sterbeziffer ist gemeint am reinen Sterbeablauf, wie er uns nur in den 
Sterbetafeln (siehe Bd. II) entgegentritt. Diese Sterbeziffer bezeichnen wir als die "reine" Sterbe­
ziffer. Die in der statistischen Praxis durch Messung der Sterbefalle am mittleren Bevolkerungs­
,stande eines Jahres gewonnene Sterbeziffer ist nur eine rohe Sterbeziffer. Ihr innerer Zusammen­
hang mit der reinen Sterbeziffer wird durch folgende Erwagung klar. Fiir die Gestalt des Alters­
aufbaues, der sich in groBerer oder geringerer Annaherung einer Pyramidenform nahert, ist vor 
allem die Sterblichkeit der Bevolkerung maBgebend. Sie ist der Hauptgrund, warum es weniger 
altere Leute und mehr jiingere Leute in der Bevolkerung gibt. Daneben kommen aber gegeniiber 
dem Bilde, das uns eine nur auf Grund des Sterbeablaufes aus den Sterbetafeln berechnete Be­
volkerung bieten wiirde, Verschiebungen hinzu, die teils durch die Anderungen in der Bevolke­
rungsbewegung, teils durch die Wanderungen bewirkt sind. Waren solche Storungen nicht vor­
handen, so miiBte der Altersaufbau der Bevolkerung mit dem idealisierten Altersaufbau der 
Sterbetafeln (auf Grund dessen die "reine" Sterbeziffer berechnet wird), iibereinstimmen. Wegen 
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des Vorhandenseins solcher St6rungen k6nnen wir die zweite Sterbeziffer nur als "rohe" Sterbe­
ziffer bezeichnen i • 

Fur die Ermittlung der Gesamtheiten, die zur Berecbnung von Wahrscbeinlich­
keiten und Haufigkeitsziffern ben6tigt werden, leistet die oben auf S. 18 in Abb. 2 
mitgeteilte Beckerscbe Darstellung des Bev61kerungRublaufes gute Dienste. Wollen 
wir z. B. die Wabrscbeinlicbkeit der Einjahrigen, vor Erreicbung des zweiten Lebens­
jabres zu sterben, bestimmen, so wird diese Wahrscbeinlicbkeit obne Zweifel dar-

gestellt durch G~:, wenn wir unter LI eine Lebendgesamtbeit Gleichaltriger (erste 
LI 

Lebendgesamtbeit) und unter GI die aus dieser Lebendgesamtheit vor Erreicbung 
des nacbsten Lebensjahres Gestorbenen (erste Gestorbenengesamtbeit) verstehen. 
Gf wird statistisch in der Weise ermittelt werden mussen, daB wir von den aus 
dem Geburtsjahrgang J1 Stammenden (Bezeicbnung nacb Abb. 2) die im Kalender­
jabre J einjabrig Gestorbenen erbeben (die im Rahmen des Dreiecks 7:1hl7:2 vor­
kommenden Sterbefalle, auch untere Dreiecksgesamtheit .. Gf der einjabrig Ge­
storbenen genannt) und daB wir zu diesen die aus dem gleicben Geburtsjahrgang J} 
im Kalenderjahre J 11 noch einjabrig Gestorbenen binzufugen (die im Rabmen des 
Dreiecks 7: 2hl il vorkommenden Sterbefalle, auch obere Dreiecksgesamtheit oGY der 
einjahrig Gestorbenen genannt). Die einjahrig Gestorbenen mussen also aus zwei 
Kalenderjahren zusammengefaBt werden, wobei als Bestimmungsstucke das Geburts­
jabr und das Alter notwendig sind. Aucb die Gesamtbeit der gleichaltrig Lebenden LI 
k6nnen wir in der Statistik nicht unmittelbar erheben. Wir k6nnen nur, etwa bei 
einer Volkszahlung, die Gesamtheit der gleichzeitig im Alter von 1 bis 2 Jahren 
Lebenden ermitteln (zweite Gesamtheit der Lebenden LII , in der Abbildung dar­
gest311t durch die Strecke 7:2h1). Zu dieser Gesamtheit mussen wir die untere Drei­
ecksgesamtbeit der Gestorbenen binzufiigen, um auf die erste Lebendgesamtheit Lz 
zu kommen. Die obige Formel wandelt sich daber um in 

uG~J + p~J Tl hI T2 + T2hI il 

WI = L II- + uGV = T2 hI + Tl hI T2 • 

Diese Art, eine Sterbewahrscheinlicbkeit zu berecbnen, ist die allgemein ublicbe. 
Daneben kommt es seltener vor, daB nach der Sterbewabrscheinlichkeit gleichzeitig 
Lebender (WII) gefragt wird. Die Wabrscbeinlicbkeit der 1- bis 2jahrigen, im nach­
sten Kalenderjabr zu sterben, ist in einer ahnlicben Weise 

GI - 2J 
II 

W ------
JI- L~Z-2J -

uG~J +uGV 

Liz-2J 

T2 hI il + T2!1 T3 

T2hl 

Fiir die Wahrscheinlichkeit der aus dem Geburtsjahrgang J 1 stammenden 1- und 
2jiihrigen, im nachsten Kalenderjahr zu sterben, mussen also die Gestorbenen aus 
zwei Lebensjahren zusammengesetzt werden. 

Eine haufigere Fragestellung als die zweite ist die dritte, daB namlich die ein­
jahrig Gestorbenen eines Kalenderjahres an den 1 bis 2jahrigen zu Anfang oder 
zur Mitte dieses Jahres gemessen werden. Wir erkennen in dieser MaBzahl die 
Haufigkeitsziffer q wieder. In unserer DarsteHung finden wir, daB sich die im Jahre 
J 3 einjahrig Gestorbenen, d. i. die durch das Parallelogramm 7: 2h1 h2 i l dargestellte 
Masse (die dritte Gesamtheit der Gestorbenen GIll)' zusammensetzen aus zwei Ge­
burtsjahrgangen J lund J 2' Wir erhalten daher 

T2 hI i l + hI h2 i l Gi/I 
q = --- T2 hl - Li";-2J . 

I Naheres daruber sowie uber den etwas schwierigen Gegenstand "Wahrscheinlichkeit und 
Ziffer" uberhaupt siehe in des Verfassers "Statistischen Verhaltniszahlen", a. a. 0., S. 42££., 
58££. 
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Wahrscheinlichkeiten und Ziffern dienen hauptsaehlieh rlazu, die Ha ufigkei t von 
Ereignissen zu messen. Keinesfalls durfen Gliederungszahlen zu dies em Zwecke 
verwendet werden. Die bloBe Gliederung der Gestorbenen nach dem Alter gibt noch 
keinen Ausdruek fur die Starke der Sterbegefahrdung der versehiedenen Alters­
stufen ab, denn die Zahl del' Gestorbenen wird auch durch die Besetzung der Alters­
stufen bcstimmt. Die Sterbehaufigkeit kann also nur durch die Sterbewahrschein­
liehkeiten oder Sterbeziffern naeh Altersstufen gemessen werden . .Ahnlich gibt die 
Gliederung der Heiratenden nach der Konfession nieht einen Ausdruck fur die 
Ehehaufigkeit der Konfessionen ab, denn die Zahl der Angeh6rigen der Konfession 
ist versehieden groB; einzig und allein die Beziehung der konfessionszugeh6rigen 
Heiratenden auf die Konfessionszugeh6rigen im ehefahigen Alter uberhaupt wird 
uns ein Bild der Heiratshaufigkeit der versehiedenen Konfessionen vermitteln. So 
ist immer, wo wir die Haufigkeit von Ereignissen messen wollen, die an versehieden 
starken Grundmassen vor sieh gehen, die Beziehung auf diese Grundmassen vor­
zunehmen. 

16. Die statistische Ursachenforschung 1. 

a) Vorbemerkungen. Wir haben in den vorausgehendenAbsehnitten gesehen, wie 
eine statistisehe Masse gefaBt und dargestellt, wie sie in Gruppen zerlegt, zu Reihen 
gefugt wird, wie daraus statistisehe Durehschnitte, StreuungsmaBe und Verhaltnis­
zahlen bereehnet werden. Diese Tatigkeit des Statistikers bliebe aber im AuBer­
lichen stehen, wenn nicht an den so bearbeiteten Stoff noch die Frage nach dem 
Warum 1 der beobachteten Gestaltung geknupft wurde. Von diesem "Warum" und 
seiner Beantwortung handelt die statistische Ursachenforschung. 

Wir mussen hier allerdings eine wichtige Einschrankung voranstellen. Die Frage 
nach dem Warum del' statistisch dargestellten Erscheinungen obliegt ohne Zweifel 
nicht der Statistik, sondern dem jeweils behandelten Stoffgebiet: warum die Ge­
burten abnehmen, das muB die Bev6lkerungslehre erkunden, warum die Zahlen des 
AuBenhandels wachsen oder die Preise sinken, wird die Volkswirtschaftslehre zu 
erklaren haben, warum gewisse Verbrechen in der Kriegszeit zu-, andere wieder ab­
nehmen, das zu erforschen, geh6rt in den Bereich der Kriminalistik usw. Die sta­
tistisehe Ursachenforsehung wird sieh auf einige wenige Gebiete zu besehranken 
haben: 

a) auf die Erklarung aller Anderungen und Unterschiede, die auf der Anderung 
(odeI' Verschiedenheit) in den statistischen Grundbegriffen, im statistischen Er­
hebungs- oder Aufbereitungsverfahren beruhen; 

b) auf die Erklarung der an statistischen Massen zu beobachtenden regelmaBigen 
Formen; 

e) auf die Erklarung der an diesen regelmaBigen Formen, sowie an allen stati­
stisehen Beobaehtungen auftretenden St6rungen; 

d) auf die Feststellung des Vorhandenseins eines ursaehlichen Zusammenhanges 

1 MARCH, L.: Comparaison Numerique des Courbes Statistiques, in: Journ. de la Soc. 
Statistique de Paris 46,47, 255ff., 307f., (1905). TSCHUPROW, AL. A.: Die Aufgaben der Theo­
rie der Statistik, in Jahrbiicher f. Gesetzgebung, Verwaltung und Volkswirtschaft 29 (1905)_ 
ZIZEK, F.: Ursachenbegriffe und Ursachenforschung in der Statistik, in Allgemeines Statisti­
sches Archiv 17, 380ff. Wechselrede hierzu in Protokolle der Jahresversammlung der Deutschen 
Statistischen Gesellschaft i. J. 1927 (als Manuskript gedruckt). GINI, C.: Quelques considera­
tions au sujet de la construction des nombres indices des prix et des questions analogues. 
Contribution it l'etude des methodes d'elimination, in Metron 4, 3f£. ZIZEK, F.: Nichtvergleich­
bare statistische Zahlen, in Schmollers Jahrbuch 51/1, 29ff. (1927). - "Scheinbare" Ver­
anderungen statistischer Zahlenergebnisse und scheinbare "Unterschiede" zwischen solchen, in 
Dtsch. St. Zentralblatt 18, 129 (1926). V gl. auch die zu Abschnitt II, 4 b und 5 b u. d (S. 53ff.) 
angegebenen Schriften. 

9* 
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zwischen zwei Erscheinungen und auf die Herausarbeitung der diesen Zusammen­
hang zahlenmaBig beleuchtenden Verfahren. 

Die Punkte a bis c sind bereits an anderer Stelle beriihrt oder behandelt worden. 
Wir haben zu a auf S. 15f. und S. 57f. die Wichtigkeit der Beobachtung einer einheit­
lichen Begriffsabgrenzung bei Vornahme ortlicher oder zeitlicher Vergleiche be­
tonto Aus der Nichtbeachtung dieser Regel konnen sich Fehlerquellen fiir die ur­
sachliche Deutung ergeben. Sind z. B. bei einer landwirtschaftlichen Betriebs­
zahlung die Zwergbetriebe enthalten, bei der anderen nicht, bei einer Berufszahlung 
die Hausfrauen mitgezahlt, bei der anderen nicht, ist bei einer Statistik des Aullen­
handels die Durchfuhr mitgezahlt, bei der anderen nicht, sind bei einer Arbeitslosen­
statistik nur die unterstiitzten Arbeitslosen gezahlt, bei der anderen nicht, so treten 
Verschiedenheiten in den Zahlen auf, wo vielleicht in Wirklichkeit gar keine Unter­
schiede in den Verhaltnissen oder gar Unterschiede im entgegengesetzten Sinne vor­
liegen. Nahe mit den erwahnten Fehlerquellen hangen die Fehlerquellen zusammen, 
die sich fiir die Deutung von Verschiedenheiten oder Veranderungen beim Vergleich 
von Durchschnitts- oder Verhaltniszahlen aus ungleichartig zusammengesetzten 
Massen ergeben. Die verschiedene durchschnittliche KorpergroBe der SchUler der 
gleichen Klasse an zwei verschiedenen Orten mull noch nicht auf eine anthropologische 
Wesensverschiedenheit zuriickgehen, wenn die SchUler der Klasse hinsichtlich der 
Korpergrolle ungleichartig zusammengesetzt sind, wenn z. B. in der einen Klasse 
nur Knaben, in der anderen Klasse Knaben und Madchen vorhanden sind. Die 
verschiedene Analphabetenziffer zweier Staaten mull nicht auf Wesensverschieden­
heit der Bildungsverhaltnisse beruhen, wenn die Massen ungleichartig erfaBt sind, 
in dem einen FaIle vielleicht die Gesamtbevolkerung einschlieBlich der unmiin­
digen Kinder, in dem anderen FaIle die Bevolkerung unter AusschluB dieser, im 
dritten FaIle nur die Bevolkerung von iiber 20 Jahren, oder gar nur die bei der Militar­
musterung erscheinenden Manner. Solche Fehlerquellen werden natiirlich dadurch 
vermieden, daB man die zu vergleichenden Massen gleichartig faBt (vgl. S. 16). Ahn­
liehe Deutungsschwierigkeiten konnen sich aus der verschiedenen ortlichen 
oder zeitlichen Abgrenzung ergeben. Vergleichen wir z. B. die zeitliche Ent­
wicklung der Bevolkerungszahlen und -eigenschaften einer Stadt und ist der Um­
fang der Stadt durch Eingemeindung gewachsen, so haben wir in der V olkszunahme 
diejenige aus Griinden der Bevolkerungsbewegung (der natiirlichen Bevolkerungs­
bewegung und der Wanderbewegung), aber auch diejenige aus Griinden der Ge­
bietsanderung enthalten. Wir diirfen daher, wenn wir die erstere Tatsache beleuchten 
wollen, uns mit den Zahlen in der rohen Form nicht begniigen, sondern miissen sie 
fiir die ganze Zeit auf das Gebiet des letzten Umfanges umrechnen. Eine ahnliche 
Deutungsstorung ergibt sich aus Gebietsanderungen eines Staates (z. B. des Deut­
schen Reiches vor und nach dem Friedensvertrage von Versailles). Ahnlich ist es 
bei Verschiedenheiten der zeitlichen Abgrenzung. Aus der kleineren Geburten-, 
Kohlenforderungs-, Ausfuhrzahl fiir den Monat Februar kann, wenn die Monate 
nicht auf einen einheitlichen Umfang von 30 Tagen umgerechnet wurden, nicht 
ohne weiteres auf eine geringere Intensitat des betrachteten Ereignisses in diesem 
Monate geschlossen werden. 

In engem Zusammenhange damit stehen diejenigen V orspiegelungen von Ver­
schiedenheiten oder Xnderungen, die aus Verfahrensverschiedenhei ten oder 
-anderungen hervorgehen. Gelingt es, von Zahlung zu Zahlung die Erhebungs­
gegenstande, sofern sie schwer erfaBbar sind, z. B. die obdachlose BevOlkerung, 
die wirtschaftliche Erzeugung, das Einkommen, die Tatigkeit der privaten Orga­
nisationen usw. besser und vollstandiger zu erfassen, so diirfen die Zunahmen der 
Zahlen an sich noch nieht als wirkliche Zunahme der Bevolkerung, der Erzeugung 
usw. angesehen werden. So ging die Zunahme der Herzerkrankungen, die bei den 
Militarmusterungen vor dem Kriege festgestellt wurden, gewill wenigstens teilweise 
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auf die fortschreitend bessere Kunst der Militararzte, Herzkrankheiten zu erkennen, 
zuriick, so konnen Zunahmen von Prostituierten, von Verurteilungen, von Arbeits­
losen auf eine Anderung in der Erfassung und Beurteilung zuriickzufUhren 
sein. Auch aus der Verschiedenheit (Anderung) der statistischen Darstellung 
konnen Vorspiegelungen einer tatsachlichen Verschiedenheit (Anderung) hervor­
gehen, wo eine solche gar nicht vorliegt. Wenn in einer Darstellung der zeitlichen 
Entwicklung des Heiratsalters mitten in der Reihe yom haufigsten Heiratsalter ZUlli 

durchschnittlichen iibergegangen wird (vgl. oben S. 80), so liegt schon darin eine 
formale Ursache zur Erhohung, wenn auch die VerhaItnisse vielleicht gleichgeblieben 
sind. 

Auch iiber die Er klarung der regelmaBigen sta tistischen Formen (zu b), 
soweit diese Erklarung auf analytischem Wege versucht wird, haben wir bereits 
oben (S. 86 ff.) gehandelt. Wir haben dort z. B. die aus der Fehlertheorie iibernommene 
Erklarung des Zustandekommens der GauBschen Normalkurve dargestellt. Die Prii­
fung, ob eine solche Erklarung zutrifft, muB freilich der fUr das Stoffgebiet zu­
standigen Fachwissenschaft iiberlassen bleiben (z. B. die Erklarung der Korper­
groBenverteilung der Anthropologie). 

So wie die RegelmaBigkeiten, so erklart auch die statistische Theorie die an ihnen 
bei kleinen Beobachtungszahlen eintretenden UnregelmaBigkeiten (zu c). Uber 
diese UnregelmaBigkeiten, die sich als "zufallige StOrungen" der Wesensform dar­
steIlen, haben wir bereits aus AniaB des Gesetzes der groBen Zahl (S. 21f£') gehandelt. 

Fur die eingehendere Behandlung in diesem Zusammenhange bleibt nur der 
letzte Punkt d, Feststellung des Vorhandenseins ursachlicher Zusammen­
hange zwischen zwei Erscheinungen und Herausarbeitung der diese Zusammen­
hange zahlenmaBig beleuchtenden Verfahren, iibrig. 

Bevor auf diese Dinge naher eingegangen werden kann, mogen hier noch 
einige Bemerkungen zum statistischen Ursachen begriff eingefiigt werden. 
Der allgemein bekannte, hier daher als bekannt vorauszusetzende Begriff der 
"Ursache" gehort dem naturwissenschaftlichen Denken an. Die Ursache stellt 
dort die innere Verbindung her zwischen zwei Vorgangen individueller Art, und 
die Aussage dariiber lautet: "wenn A geschieht, tritt a ein" ("Hypothetisches 
Urteil"). Wenn wir, einer allgemeinen Ubung folgend, die Bezeichnung "Ur­
sache" in der Statistik verwenden, so ist es ohne weiteres klar, daB sie hier infolge 
der besonderen Eigenart der statistischen Massen einen anderen Sinn annehmen 
muB. Hat schon oben der besondere Charakter der statistischen Masse den stati­
stischen Vergleich gegeniiber dem individuellen Vergleich als etwas Besonderes, 
Arteigenes erscheinen lassen, so gilt das gleiche beziiglich der statistischen Ur­
sachenforschung gegeniiber der naturwissenschaftlichen (Individual-) Ursachen­
forschung. Das einfache Schema in der Statistik ist folgendes: wenn A geschieht, 
tritt a, b, c, d ... ein ("disjunktives Urteil"), z. B. wenn die Niederschlagsmenge im 
April und Mai den Grad A erreicht, werden auf m Hektar Wiesen a dz Heu, auf n 
ha Wiesen b dz, auf aha c dz usw. geerntet; oder, wennin den Betrieben eines gewissen 
Betriebszweiges die gegebene Arbeitszeit um A Stunden verkiirzt wird, tritt in m 
Betrieben eine Erhohung der Arbeitsleistung um a %, in n Betrieben eine Minde­
rung um b %, in a Betrieben eine Minderung um c % usw. ein. Die beiden Beispiele 
entsprechen dem angegebenen Schema aber nur dann, wenn die Aufnahmefahigkeit 
der Boden fUr die Niederschlage eine fUr aIle Wiesen, die gegebene Arbeitszeit eine 
fiir aIle Betriebe gleiche GroBe ist. 1st sie es nicht, so wird der Tatbestand noch ver­
wickelter, indem der Streuung im Erfolge noch eine Streuung in der Ursache gegen­
iibertritt, also entsprechend dem Schema, wenn A, B, 0 usw. geschieht, so tritt 
a, b, c usw. ein. Dieses verwickelte Schema wird iiberall dann in Geltung treten, 
wenn an dem erregenden Tatbestande eine statistische Masse beteiligt ist: z. B. 
hier die nach der Aufnahmefahigkeit gegliederte Masse der Wiesen, die nach der 
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Arbeitszeit gegliederte Masse der Betriebe. Ebenso tritt etwa der Wirkungsmasse 
der Sterbefalle die erregende Masse der Bevolkerung, der Wirkungsmasse der Ver­
brechen die erregende Masse der strafmiindigen Bevolkerung, der Wirkungsmasse 
des Verbrauches die erregende Masse der Einkommen usw. gegeniiber. 

Es besteht also durch die Streuungstatsache eine Verwicklungsmoglichkeit nicht 
nur nach der Seite der die Wirkung ausdriickenden, sondern auch der an der Ver­
ursachung beteiligten Masse, und zwar infolge der Zufallsstreuung schon bei den 
verhaltnismaBig gleichartigen Massen, urn so mehr natiirlich dort, wo die Gleich­
artigkeit nicht gewahrt ist, ung die verschiedenartigsten Tatbestande in einer Masse 
zusammengefaBt sind. Solche verschiedenartige Tatbestande werden in der Praxis 
mit Vorliebe gebildet. Man spricht z. B. vom EinfluB des W ohnens auf die Sterb­
lichkeit, der Konjunktur auf die EheschlieBungen, des W ohlstandes auf den 
Verbrauch usw. Gegeniiber solchen weitlaufigen und vieldeutigen Bildungen von 
Ursachenkreisen muB der Statistiker kritisch und vorsichtig sein und sich immer 
bemiihen, verwickelte Tatbestande moglichst in ihre Elemente zu zerlegen und den 
Einflul3 dieser zu bestimmen. 

Als Tatbestande der Statistik, in denen das Verhaltnis statistischer Ursachlich­
keit in Frage kommt, sind folgende zu bezeichnen: alle Zergliederungen einer Masse 
auf Grund eines wesentlichen (d. h. andere als zufallige Unterschiede hervorrufenden) 
Merkmales, z. B. die Zergliederung der Schiilerzahl nach der Klassenzahl; die weitere 
Zergliederung einer ausgegliederten Masse nach einem neuen Merkmal (Merkmals­
verbindung): z. B. Ausgliederung der nach dem Geschlecht gegliederten Univer­
sitatshorer nach Fakultaten, innerhalb dieser etwa nach dem vaterlichen Berufe; 
dann die Beziehung von "Fruchtmasse" und "Stammasse" (0. SPANN), z. B. 
von Ernteertrag und Ernteflache, Geborenen und gebarfahigen Frauen; im weite­
ren Sinne auch die Beziehung von Zuwachsen oder Abgangen auf die Grundmasse, 
z. B. Zuwanderern oder Gestorbenen auf die Bevolkerung. 

Wenn wir den Zusammenhang zweier statistischer Merkmale A und B an del' 
Masse N priifen wollen, so haben wir es, wie erwahnt, auf beiden Seiten mit ge­
streuten Tatbestanden AI' A 2 ... An und BI , B 2 ... Bn zu tun. Es ist also zu unter­
suchen, wie sich jedes einzelne A mit jedem einzelnen B verbindet, welche Werte 
alsodieAIBI,AIB2,AlB3USW., d:e A 2B 1, A 2B 2, A2Ba usw .... annehmen. Es 
ergibt sich aus diesel' Problemstellung ohne weiteres, daB eine Tabelle mit doppel­
tel' (odeI' mehrfacher) Ausgliederung (S.67) die statistische Ausdrucksform fiir die 
vorliegende Untersuchung ist. In der Praxis wird der Hergang zumeist del' sein, daB 
wir den zergliederten Tatbestand B, z. B. mit den Teilmassen B I , B 2 , B3 ••• Bn vor­
finden und uns nun die Frage stellen, ob ein annerer Tat-bestand A in seiner Aus­
gliederung AI' A 2 , A 3 ••• A n auf die Ausgliederung des B einen Einflul3 nimmt, also 
in der Zergliederung verhaltnismaBig andere Werte hervorbringt- als die B 1 , B 2 ... Bn 
(unter Beriicksichtigung del' nach del' GroBe del' vorhandenen Zahlen zulassigen 
zufalligen Abweichungen). Trifft das letztere zu, unterscheiden sich also die Gliede­
rungszahlen der Werte AIBl , A2BI usw. von derjenigen von Bl> die del' Werte 
A I B 2, A2B2 usw. von derjenigen von B2 usw. nur durch Abweichungen, die den 
Rahmen zufalliger Fehler nicht iiberschreiten, so werden wir sagen, daB zwischen 
den Tatbestanden A und B kein ursachlicher Zusammenhang bestehe; anderenfalls 
werden wir ihn als bestehend feststellen. Del' geschilderte Vorgang, die bereits nach 
B zergliederte Masse auch noch nach A zu unterscheiden (zu "differenzieren", das 
Wort nicht etwa im Sinne der hoheren Mathematik genommen), hat dem Verfahren 
zu dem Namen "Verfahren des Unterschiedes" verholfen ("Differenzmethode", 
entsprechend dem gleichnamigen Verfahren der Logik). 
, Dabei ist nachdriicklich zu bemerken, daB die Statistik nur das Vorhandensein 
eines ursachlichen Zusammenhanges, dagegen nicht die Art dieses Zusammenhanges 
feststellen kann (z. B. ob A von B, B von A, oder A und B von C ursachlich be-



Die Messung der Abhangigkeit artmaBiger Merkmale. 135 

einfluBt werden). Die Feststellung der Art des Zusammenhanges obliegt nicht der 
Statistik, sondern der zustandigen Stoffwissenschaft. In vielen Fallen kann die Art 
eines moglichen ursachlichen Zusammenhanges allerdings auch schon von jedem 
denkenden Laien, also auch yom bearbeitenden Statistiker, festgestellt werden. 
Wenn wir z. B. den Zusammenhang zwischen Lebenseigenschaft der Geborenen und 
Konfession der Eltern untersuchen, so kann, wenn ein solcher Zusammenhang auf­
gedeckt wird, schon der Laie feststellen, daB nur ein EinfluB der Konfession der 
Eltern (oder einer mit der Konfession zusammenhangenden anderen Tatsache) auf 
die Gliederung in Lebend- und Totgeborene, aber nicht umgekehrt ein EinfluB der 
Lebenseigenschaft der Geborenen auf die Konfession der Eltern stattfinden kann. 

Der oben erwahnte Ausdruck "Verfahren des Unterschiedes" kennzeichnet aller­
dings nur die erste Halfte des statistischen Verfahrens. Nach ihr gabelt es sich, je 
nachdem es sich urn artmaBige oder zahlenmaBige Merkmale handelt. Das eine Ver­
fahren untersucht also die gegenseitige Abhangigkeit artmaBiger Merkmale (Kon­
tingenz), das zweite die gegenseitige Abhangigkeit zahlenmaBiger Merkmale (Kor­
relation). 

b) Die Messung der Abhangigkeit artmaRiger Merkmale1• Wir wollen zunachst 
den logisch-statistischen VorprozeB, der zu der Bezeichnung "Verfahren des Unter­
schiedes" gefiihrt hat, an einem Beispiele veranschaulichen. 1m Deutschen Reiche 
gliederte sich im Jahre 1925 die Bevolkerung in 32009300 erwerbstatige und 
30401319 nicht erwerbstatige Personen. Wir erheben nun die Frage, ob die Haufig­
keit der Erwerbstatigkeit mit dem Geschlecht in einem Zusammenhang steht. (Auch 
hier ist die Art eines moglichen Zusammenhangs fiir den Laien auf den ersten Blick 
ersichtlich; denn es kann wohl das Geschlecht den Beruf, aber nicht der Beruf das 
Geschlecht beeinflussen). Wir haben, urn die Frage zu beantworten, nichts anderes 
zu tun, als die vorliegende nach dem Gesichtspunkte der Berufstatigkeit in zwei 
Gruppen (bei Verwendung von Zahlblattchen in zwei Packchen) gegliederte Zahl 
masse weiter nach dem Geschlechte unterzuteilen, so daB wir im ganzen also 
2 X 2 = 4 Gruppen (Packchen) bekommen. Das Tabellchen, das sich aus dieser ein­
fachsten Moglichkeit einer Merkmalsverbindung ergibt, sieht folgendermaBen aus: 

Erwerbstatige und nichterwerbstatige Bevolkerung des Deutschen Reiches 
im Jahre 1925 nach dem Geschlecht 2 • Grundzahlen. 

Mannlich 
Weiblich 

Geschlecht (A) 

Insgesamt 

Erwerbstatigkeit (B) -----1 
--~~erbstatig I cich~rw-;~b;tatig I Insgesamt 

30196823 (AI) 
32213796 (A 2 ) 

62410619 (N) 

Die einfachste Form der Ermittlung des Zusammenhanges ist hier die der Er­
mittlung der relativen Verteilung der gesamten Bevolkerung N auf die Berufstatigen, 
ferner die gleiche Ermittlung fUr die Teilmassen der mannlichen und der weiblichen 
Bevolkerung: 

Erwerbstatige und nichterwerbstatige Bevolkerung des Deutschen Reiches 
im Jahre 1925 nach dem Geschlecht. Verhaltniszahlen. 

Erwerbstatigkeit 
Ins-

Geschlecht 
-

Erwerbs- Nicht- gesamt 
tatige erwerbstatige 

Mannlich 0,6799 0,3201 1.0000 
Weiblich 0,3563 0,6437 1.0000 

Insgesamt. 0,5129 I 0,4871 1,0000 

1 YULE, G. U.: Introduction. S. 25ff. CZUBER: Diestatistischen Forschungsmethoden, S.lOff. 
2 Statistik des Deutschen Reiches 408, 11. Berlin 1931. 
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Es taucht hierbei die Frage auf, ob AIBI und A2BI als zufallige Abweichungen 
einer gemeinsamen Wesensform B I , AIB2 und A2B2 als zufallige Abweichungen 
einer gemeinsamen WesensformB2 betrachtet werden konnen (Problem 2 auf S. 38ff.). 
Wenn wir die Rechnung fur das erstgenannte Paar durchfuhren, so ist die mittlere 

Abweichung des Unterschiedes 0,6799 - 0,5129 (J = VPo qo + Po qo, wobei Po 
81 82 

bereits mit 0,5129 gegeben ist. Wir erhalten somit fur 

= 1/~5129 x 0,4871 + 0,5129 x 0,4871 = 000013 
(J V 30196823 32213796 ' . 

3 (J ist somit gleich 0,00039. Der vorliegcnde Unterschied 0,167 ist 428mal so groB 
als die dreifache Zufallsabweichung des vorliegenden Unterschiedes, beruht somit 
keinesfalls auf Zufall, sondern auf einer ausgiebigen wesentlichen Verschiedenheit. 

Ein anderes Verfahren geht von folgendem Gedanken aus. Die (cmpirische) 
Wahrschcinlichkeit, in der gegebenen Bevolkerung mannlichen Geschlechtes zu 

sein, ist i, die Wahrscheinlichkeit, in der gegebenen Bevolkerung berufstatig zu 

sein i . Unabhangigkeit der beiden Tatbestande vorausgesetzt, muBte (nach dem 

multiplikativen Theorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung l ) die Wahrscheinlich­
keit, mannlichen Geschlechtes und berufstatig zu sein, betragen 

Al BI AI' Bl 
].T'.].T=}12' 

Der dieser Wahrscheinlichkeit entsprechende absolute Wert ist 
N AI' BI _ Al . BI 

'}12 -- --y.r , 
d. h. es ist, um die Unabhangigkeitszahl fur jedes Feld zu berechnen, die Spalten­
summe mit der Zeilensumme zu multiplizieren und durch die Gesamtzahl der FaIle 
zu dividicren. Diese einfache Formel gibt uns das Mittel an die Hand, diejenigen Werte 
fiir unser Tabellchen zu berechnen, die wir erwarten muBten, wenn eine Abhiingig­
keit zwischen den beiden Merkmalen nicht bestunde. Die Durchrechnung fuhrt zu 
folgender Nebeneinanderstellung, in der an erster Stelle jeweils die beobachteten 
Zahlen (BZ) in normalem Druck, an zweiter Stelle die berechneten Unabhangig­
keitszahlen (U Z) in Kursivdruck, dazu noch die Abweichungen der beobachteten 
·Werte von den unabhangigen Werten in Prozenten dieser dargestellt sind. 

Beobachtungs- und Unabhangigkeitswerte der Geschlechtsgliedcrung 
der Erwerbstatigen im Deutschen Reiche 1925. 

Geschlecht 
Erwerbstat gkeit Ins-.. _----------

gesamt Erwerbstatige Nichterwerbstatige 

Mannlich. BZ 20531288 (+ 32,56%) BZ 9665535 (- 34,29%) 30196823 
UZ 15487415 UZ 14709408 

Weiblich BZ 11478012 ("- 30,53%) BZ 20735784 (+ 32,14%) 32213796 
UZ 1652]885 UZ 1569]911 

Insgesamt. 32009300 30401319 62410619 

Auch in dieser Darstellung ist die groBe Abweichung der wirklichen Werle von 
den berechneten Unabhangigkeitswerten offensichtlich. [1m FaIle einer einfachen 
Doppelgliederug wie der unseren (mit insgesamt vier Gliederungsfeldern) mussen 
aIle vier BZ - UZ den absoluten Werten nacheinander gleich sein (hier 5043873)]. 

Man kann noch ein Weiteres tun und einen einzigen Ausdruck fur die Starke der 
Abhangigkeit zweier Tatbestande anstreben. Ein naheliegendes MaB ist der ge­
wogene arithmetische Durchschnitt aus den Fehlerprozenten, der, wic man sich 

I Vgl. z. B. CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung 1, 48. 
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leicht iiberzeugen kann, gleich ist I all + 1
02 1 t 1

03 1 + ... x 100, wobei mit dem 

Symbol 1 bider absolute Wert der Abweichung ohne Riicksicht auf das Vorzeichen 
verstanden wird. In unserem FaIle betragt dieser Durchschnitt 32,33 %. 

Aufgabe 19. Die folgende Tabelle ist nach dem zuletzt angegebenen Verfahren 
auf eine etwaige Abhangigkeit der beiden dargestellten Tatbestande (bisheriger Fami­
lienstand der beiden Heira­
tenden) zu priifen. 

c) Die Messung der Ab­
hiingigkeit zahlenmiiBiger 
~Ierkmale 2. (Korrelations­
theorie ).o:)Vor bemer kung. 
Bei der Verbindung art­
maBiger Merkmale war es 
grundsatzlich gleichgiiltig, 
in welcher Reihung wir die 

Bisheriger Familienstand der EheschlieBenden 
des Deutschen Reiches im Jahre 1928 1• 

Bisheriger Bisheriger Familienstand 
Zu-Familienstand der Frau 

des Mannes 
------------ -------- sammen 

ledig verwitwet geschied. 

Ledig 502640 8550 9701 520891 
Verwitwet . 30691 8339 4178 43208 
Geschieden . 16146 2373 4557 23076 
Zusammen. 549477 19262 18436 I 587175 

1. Beispiel. Positive Korrelation. Korrelation der Arbeitszeit und des 
Arbeitslohnes, gezeigt am Beispiele der deutschen Facharbeiter in 

mechanischen und elektrischen Werkstatten im Jahre 1928 3 • 

Zahl der Wochenarbeitsstunden in der Erhebungszeit 
Bru ttowochenverdienst ----------

tib~;-iiber -tib~;Tiibe-;- iiber 
---- _._--

iiber iiber iiber ii ber ii ber ii ber-
28-3232-36 36-40 40-44 44-48 48-52 52-56 56-60 60-64 64-68 haupt 

Uber 25,00-30,00 RM 9 3 - 1 - - - - - - 13 

" 
30,00-35,00 

" 
6 20 15 4 - - - - - - 45 

" 
35,00-40,00 

" 
2 17 27 18 24 6 2 1 1 - 98 

" 
40,00-45,00 

" 
- 1 16 24 100 72 61 31 4 - 309 

" 
45,00-50,00 " 

- - 6 18 74 173 209 170 37 - 687 

" 
50,00-55,00 

" 
- - 1 3 23 171 470 322 135 3 1128 

" 
55,00-60,00 

" 
- - - - 4 108 437 494 218 9 1270 

" 
60,00-65,00 

" 
- - - - - 32 208 377 388 30 1035 

" 
65,00-70,00 

" 
- - - - - 4 48 109 245 26 432 

" 
70,00-75,00 

" 
- - - - - - 11 27 100 10 148 

" 
75,00-80,00 " 

- - - - - - 11 9 44 9 73 

" 
80,00-85,00 

" - - - - - - 7 8 23 7 45 

Uberhaupt. 17 41 1 65 68 1 225 1 566 1464 11548 1195 1 94 152834 

1 Statistisches Jahrbuch fiir das Deutsche Reich 1930, 33. 
2 WALKER, HELEN M.: Studies in the History of Statistical Method 92ff. BRAVAIS, A.: 

Analyse MatMmatique sur les Probabilites des Erreurs de Situation d'un Point, in Mem. 
pres. par divers savants it l'Acad. royale des sciences de l'Inst. de France, 9, 225ff. (1846). 
GALTON, FRANCIS: Correlations and Their Measurements. In: Proceedings of the Royal Soc., 
45, 135ff., (1880). PEARSON, KARL: Regression, Heredity and Panmixia. In: Philos. Trans­
actions of the Royal Soc. of London, A. 187, 253ff., (1896). ELDERTON, E. W. P.: Frequency 
Curves usw., 2. Auf I., 136ff. YULE, G. U.: Introduction, S. 157ff. (Mit reichhaltigen Schriften­
nachweisen.) TSCHUPROW, AL. A.: Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie. 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1925. BAUR, F.: Korrelationsrechnung. Teubners Mathem.-physik. 
BibI. H. 75. Leipzig u. Berlin 1928. ANDERSON, 0.: Die Korrelationsrechnung in der Konjunk­
turforschung. Ein Beitrag zur Analyse von Zeitreihen. Bonn: Schroeder 1929. GULDBERG, A.: 
On Correlation. Norsk. Mat. Foreningssk. Ser. I, Nr 5 (1921). EZEKIEL, M.: Methods of Corre­
lation Analysis. New York: John Wiley & Sons 1930. MILLS, F. C.: Statistical Methods Applied 
to Economics and Business, S. 362ff. New York: Henry Holt & Company 1925. 

3 Quelle: Wirtschaft und Statistik 10, 147 (1930). 
4 AuBerdem 71 Falle, die in der Quelle in .offenen Gruppen ,,- 25 RM" und,,- 28 Wochen­

arbeitsstunden" ausgewiesen warel\. und die wir wegen der Unbestimmtheit der darin gelegenen 
Aussagen hier weglassen muBten. Uber die oHenen Gruppen am Ende der beiden Reihen "tiber 
80 RM" und "iiber 64 Wochenarbeitsstunden" haben wir uns mit der Annahme der fortgesetzten 
Gruppengleichheit (Gruppe tiber 80-85 RM und iiber 64-68 Wochenarbeitsstunden) hinweg­
geholfen. 
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ausgegliederten Teile ein­
ander folgen lieBen; den 
artmaBigen Aneinander­
reihungen fehlte der zwin­
gende Reihungsgrund (vgl. 
oben S. 69). Anders ist es 
dagegen, wenn wir zahlen­
maBige Merkmale mitein­
ander verbinden. Hier gilt 
selbstverstandlich die Rei­
hung nach der natiirlichen 
Zahlenreihe. Dies begriin­
det einen grundlegenden 
Unterschied in der Mes­
sung der Abhangigkeit 
zweier Merkmale vonein­
ander. MuBte es uns bei 
der Messung der Abhan· 
gigkeit artmaBiger Merk­
male geniigen, fiir die ein­
zelnen Felder die Starke 
der Anziehung und Ab­
stoBung zu bestimmen, 
woraus sich dann gegebe­
nenfaHs ein Gesamtaus­
druck fUr die TabeHen­
form ableiten lieB, so tritt 
hier infolge der zwangs­
maBigen Reihung der 
Merkmalsstufen ein neues 
Problem hinzu: ob die 
gesamte Gruppierung in­
nerhalb der kombinierten 
TabeHe eine bestimmte 
Anordnung in der Weise 
zeigt, daB sich niedrige 
Werte des einen Merkmals 
in der Regel mit niedrigen 
Werten des anderen Merk­
mals verbinden, hohe 
Werte des einen mit ho­
hen Werten des anderen; 
oder aber, ob sich nied­
rige Werte des einen 
grundsatzlich mit hohen 
Werten des anderen ver­
binden, hohe Werte des 
einen mit niedrigen des 
anderen; oder schlieBlich, 
ob eine solche Anziehung 
nicht nachweisbar ist, also 
Unabhangigkeit des einen 
Merkmals von dem ande-
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ren besteht. 1m ersteren FaIle sprechen wir von positiver, im zweiten von nega­
tiver Korrelation, im dritten vom Fehien einer Korrelation. (S. Beisp. 1 bis 3, 
S. 137 bis 139.) 
3. Beispiel. FehIen einer Korrelation. Gewicht der Mutterbohnen und deren 

Tochterbohnen in einer reinen Linie. 19021. 

Gewicht 
Gewicht der Tochterbohnen in Zentgr. der Mutter-

Summe bohnen in ,----- --- ~--- --- -

Zentgr. 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 47,5 52,5 57,5 62,5 

27,5 - - 1 5 6 11 4 8 5 - 40 
32,5 - - - 1 3 7 16 13 12 1 53 
37,5 - 1 2 6 27 43 45 27 11 2 164 
42,5 1 - 1 7 25 45 46 22 8 - 155 
47,5 - - 5 9 18 28 19 21 3 - 103 
52,5 - 1 4 3 8 22 23 32 6 3 102 
57,5 - - 1 7 17 16 26 17 8 3 95 

Summe 1 2 I 14 38 104 I 172 179 140 53 9 I 712 

fJ) Die line are Korrelation 2 • IXIX) Betrachtung am ungruppierten Roh­
material. Um das Wesen der Korrelation und ihre statistische Behandlung zu 
verstehen, wollen wir nicht von einer der drei ange£iihrten Tabellen, in denen die 
einzeinen Werte bereits in Gruppen eingereiht sind, den Ausgangspunkt nehmen, 
sondern von einer Rohtabelle, in der wir die einzeinen Beobachtungs£alle noch in 
ihrer urspriinglichen Form vorfinden. Die Tabelle betri££t die Geborenen und Ge­
storbenen in den 35 Regierungsbezirken PreuBens im Jahre 1928 (s. Tab. S. 140). 

@,------------------------------------------------, 
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Abb. 21. Streuungsschaubild fiir die Darstellung der Korrelation zwischen den Zahlen der Geborenen und 
Gestorbenen in 35 preuBischen Regierungsbezirken im Jahre 1928. 

Die uns zunachst angehenden Zahlen sind in den beiden ersten Spalten der £01-
genden Tabelle ausgedriickt. Die Spaiten 3 und 4 der Tabelle enthalten Berech­
nungen, die wir bei der gieich unten vorzunehmenden Berechnung einer nach der 

1 JOHANNSEN. W.: Elemente der exakten Erblichkeitslehre 3. Aufl., S.387, Jena 1926. 
B Wir folgen hierderpadagogischausgezeichnetenDarstellungsweise des Millsschen Lehrbuches. 
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Geborene und Gestorbene im Freistaat PreuBen wahrend des Jahres 1928 
nach Regierungs bezirken1 • 

Zahl der 
Ge- I Ge-

Regierungsbezirke 
borenen storbenen xy x2 y2 

in Tausenden 
(x) I (y) 

1 I 2 3 4 I 5 

1. Konigsberg. 20,8 12,2 253,76 432,64 148,84 
2. Gumbinnen. 12,2 6,8 82,96 148,84 46,24 
3. Allenstein. 14,8 6,9 102,12 219,04 47,61 
4. WestpreuBen 6,4 3,5 22,40 40,96 12,25 
5. Potsdam. 22,2 16,3 361,86 492,84 265,69 
6. Frankfurt. 24,1 16,2 390,42 580,81 262,44 
7. Berlin 45,1 49,6 2236,96 2034,01 2460,16 
8. Stettin. 19,8 11,6 229,68 392,04 134,56 
9. Koslin . 15,3 7,8 119,34 234,09 60,84 

10. Stralsund. 5,8 3,4 19,72 33,64 11,56 
11. SchneidemuhI. 7,7 3,9 30,03 59,29 15,21 
12. Breslau. 40,8 25,7 1048,56 1664,64 660,49 
13. Liegnitz 25,3 15,7 397,21 640,09 246,49 
14. Oppeln. 38,5 19,8 762,30 1482,25 392,04 
15. Magdeburg . 23,8 16,2 385,56 566,44 262,44 
16. Merseburg 31,3 17,0 532,10 979,69 289,00 
17. Erfurt 11,4 6,6 75,24 129,96 43,56 
18. Schleswig. 28,0 16,9 473,20 784,00 285,61 
19. Hannover. 13,1 9,1 119,21 171,61 82,81 
20. Hildesheim . 11,6 7,0 81,20 134,56 49,00 
21. Luneburg. 11,2 6,5 72,80 125,44 42,25 
22. Stade 8,7 4,7 40,89 75,69 22,09 
23. Osnabruck 10,5 4,7 49,35 110,25 22,09 
24. Aurich. 7,2 3,2 23,04 51,84 10,24 
25. MUnster . , 38,0 15,9 604,20 1444,00 252,81 
26. Minden. 16,9 8,7 .147,03 285,61 75,69 
27. Arnsberg . 52,5 25,8 1354,50 2756,25 665,64 
28. Kassel. 21,6 11,7 252,72 466,56 136,89 
29. Wiesbaden 21,6 14,6 315,36 466,56 213,16 
30. Koblenz 16,7 9,3 155,31 278,89 86,49 
31. Dusseldorf 72,8 40,6 2955,68 5299,84 1648,36 
32. Koln. 26,8 16,8 450,24 718,24 282,24 
33. Trier. 11,1 5,8 64,38 123,21 33,64 
34. Aachen. 14,7 8,5 124,95 216,09 72,25 
35. Sigmaringen 1,3 0,9 1,17 1,69 0,81 

Summe 749,6 449,9 14335,45 23641,60 9341,49 

Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichenen Geraden benotigen werden, die 
liinfte Spalte schlieBlich Werte, die uns im weiteren Verlaufe unserer Betrach­
tung von Nutzen sein werden. 

Wir fassen die Werte des einen Tatbestandes, der Geborenen, als Abszissen­
werte x, die Werte des zweiten Tatbestandes, der Gestorbenen, als Ordinatenwerte y 
auf und entwerfen von der Anordnung des Ganzen zuerst eine Zeichnung (Abb. 21). 

Wir ersehen aus der Zeichnung, daB es sich um eine Haufungsverteilung der 
y-Punkte handelt, die recht wohl durch eine Gerade ausgeglichen werden konnte. 
Wir besinnen uns auf deren Formeln nach der Methode der kleinsten Quadrate: 

1. Normalgleichung: }; y = n· a + b·}; x 

2. N ormalgleichung: }; x y = a . }; x + b·}; x2 

1 Statistisches Jahrbuch fiir den Freistaat PreuBen 26, 44, 55. Berlin 1930. 
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und gelangen somit fur unser Beispiel zu den beiden Normalgleichungen: 

1. Normalgleichung: 449,9 = 35a + 749,6b 

2. Normalgleichung: 14335,45 = 749,6 a + 23641,60b. 

Ihre Auflosung fuhrt zu den Werten fUr a = - 0,412328, b = 0,619439, somit 
zu der Gleichung 

Diese Gleichung ist 
die Gleichung einer Ge­
raden, die bei x = 0 den 
Wert a = - 0,412328 
hat und mit einer Nei­
gung 
tg IX = b = 0,619439 

ansteigt. 
Eine solche Rich­

tung der Geraden ent­
spricht positiver Kor­
rela tion(kleiney-Werte 
mit kleinen x-Werten, 
groBe y-W erte mit gro­
Ben x-Werten verbun­
den}. Ware b negativ, 
so wurde das einer ab­
steigenden Geraden 
entsprechen, also ne­
gative Korrelation aus­
drucken (groBe y­
Werte mit kleinen x­
Werten, kleine y-W erte 
mit groBen x-Werten 

verbunden). Ware 
b = 0, die Gleichung 
also von der Form 
y = a, so ware das der 
Ausdruck fur eine zur 
Abszissenachse paral­
lel, also horizontal ver­
laufende Gerade. Sie 
wurde ausdrucken, daB 
die y-Werte von der 
Hohedes xunabhangig 
sind, daB also keine 
Korrelation vorliegt. 

Dernachste Schritt 
un serer Rechnung ist 
cler, daB wir in einem 
Tabellchen neben die 
wirklich beobachteten 

y = - 0,412328 + 0,619439 x . 

Berechnung der mi ttleren Abweichung Sy der beo bachteten 
von den ausgeglichenen Werten. 

Regie-
Beobachtete I Berechnete 

rungs- Zahl der Sterbefalle (y' - y) (y' _ y)2 

bezirk in Tausenden 
y' I y d d2 

~~ 

--~ --~ 

1 I 2 I 3 I 4 

1 12,2 12,472 - 0,272 0,073984 
2 6,8 7,145 - 0,345 0,119025 
3 6,9 8,755 - 1,855 3,441025 
4 3,5 3,552 - 0,052 0,002704 
5 16,3 13,339 + 2,961 8,767521 
6 16,2 14,516 + 1,684 2,835856 
7 49,6 27,524 + 22,076 487,349776 
8 11,6 11,853 - 0,253 0,064009 
9 7,8 9,065 - 1,265 1,600225 

10 3,4 3,180 + 0,220 0,048400 
11 3,9 4,357 - 0,457 0,208849 
12 25,7 24,861 + 0,839 0,703921 
13 15,7 15,260 + 0,440 0,193600 
14 19,8 23,436 - 3,636 13,220496 
15 16,2 14,330 + 1,870 3,496900 
16 17,0 18,976 - 1,976 3,904576 
17 6,6 6,649 - 0,049 0,002401 
18 16,9 16,932 - 0,032 0,001024 
19 9,1 7,702 + 1,398 1,954404 
20 7,0 6,773 + 0,227 0,051529 
21 6,5 6,525 - 0,025 0,000625 
22 4,7 4,977 - 0,277 0,076729 
23 4,7 6,092 - 1,392 1,937664 
24 3,2 4,048 - 0,848 0,719104 
25 15,9 23,126 - 7,226 52,215076 
26 8,7 10,056 - 1,356 1,838736 
27 25,8 32,108 - 6,308 39,790864 
28 11,7 12,968 - 1,268 1,607824 
29 14,6 12,968 + 1,632 2,663424 
30 9,3 9,932 - 0,632 0,399424 
31 40,6 44,683 - 4,083 16,670889 
32 16,8 16,189 + 0,611 0,373321 
33 5,8 6,463 - 0,663 0,439569 
34 8,5 8,693 - 0,193 0,037249 
35 0,9 0,393 + 0,507 0,257049 

1: d2 = 647,067672 

E;2 = 18,487648 

y-Werte die nach der analytischen Gleichung berechneten ausgeglichenen Werte set· 
zen, und daB wir die Differenz d und deren Quadrate d2 fur jeden einzelnen Fall 
berechnen. (Vgl. die obige Tabelle.) 
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Die mittlere Abweichung der beobachteten Werte von den ausgeglichenen ist 
somit 

1/ EdB 

8'1/ = r lr = 4,300. 

1st, wie in der Mehrzahl der FaIle, die Ausgleichungsgerade so gezogen, daB sich 
die beobachteten Werte um sie wie zufallige Abweichungen gruppiereIi, folgen also­
die Abweichungen der Anordnung einer Normalkurve, so ist mit einer Wahrschein­
lichkeit von 0,997 zu erwarten, daB aIle Beobachtungen innerhalb eines Giirtels von 
± 3 8'1/ oberhalb und unterhalb der Geraden liegen werden. Es ist dies bei unserem 
Beispiel 34mal der FaIP. Fiir die praktische Statistik hat die Kenntnis von 8'1/ also­
den Wert, daB wir dann, wenn wir die Gleichung der ausgeglichenen Geraden kennen, 
von ihr aus fiir jedes beliebige x einen Schatzungswert mit seinen Fehlergrenzen 
± 3 8'1/ ermitteln konnen. AuBer 8'1/ konnen wir fur die beobachteten y-Werte natur­
lich auch (/'1/ vom arithmetischen Mittel aus berechnen. Dieses (/'1/ wird in aIler Regel 
groBer sein als 8'1/' da es von einem starren Mittelpunkt berechnet ist, wahrend 8'1/ 
gewissermaBen von einem gleitenden Mittelpunkte berechnet wurde, der der Ande­
rung der y bei wachsendem x Rechnung trug. In unserem FaIle betragt (/ = 10,0832. 
(fiber die Berechnung vergl. S. 81£.) Auch das arithmetische Mittel A'I/ = 12,8543 
wurde, wenn wir von der Korrelation zwischen den y und x keine Kenntnis ge­
nommen hatten, einen Anhaltspunkt fur eine Schatzung bieten. Wir muBten als 
wahrscheinlichsten Wert fur das irgend einem beliebigen x entsprechende y den 
Wert des arithmetischen Mittels annehmen, mit den Fehlergrenzen ± 3 (/ = 30,2496. 
Eine solche Schatzung ware, wie ersichtlich, viel ungenauer. 

Es ist nun naheliegend, das Verhaltnis dieser beiden Streuungen Sv , d. i. der 
a. 

Streuung der y-Werte hinsichtlich der ausgeglichenen Werte und der Streuung der 
y-Werte an sich, zu einem MaB fiir die Starke der Korrelation zu verwenden. 
K. PEARSON hat dies getan, indem er der schon auf anderem rechnerischen Wege (vgL 

weiter unten) gefundenen Korrelationsziffer r die Form gab r = 1/ 1 - S! . In diesem r ay 

MaBe finden wir das erwahnte Verhaltnis in quadratischer Form, und zwar als 
Subtrahenden. Der Wert von r wird zwischen 0 und I zu suchen sein. Den 
Wert 0 wird der Ausdruck annehmen, wenn 8~ und (/~ einander gleich werden_ 
Dies wird offenbar nur dann zutreffen konnen, wenn sich aIle y-Beobachtungen 
als Abweichungen von einer horizontal verlaufenden ausgeglichenen Geraden 
darsteIlen. 

In dem MaBe, als sich die Neigung der Geraden von der Horizontalen entfernt, 

wird 8'1/ hinter (/'1/ zuruckbleiben, der Wert des Bruches S! also abo, derjenige von r 
ay 

daher zunehmen. Wurde 8'1/ = 0, was dann eintreten wiirde, wenn aIle beobachteten 
y genau auf einer ausgeglichenen Geraden lagen, so wiirde r den Wert 1 annehmen. 
Fiir unser obiges Beispiel errechnen wir 

r = -y 1 - 0,18184503 = 0,9045. 

Die hier beobachtete Korrelation ist sehr hoch; sie wird noch hoher, wenn wir, 
wie im folgenden (S. 150) Berlin weglassen. Die hohe Korrelation kommt nicht nur 
davon, daB zwischen den Zahlen der Geborenen und Gestorbenen ein Zusammen­
hang besteht, sondern auch davon, daB die GroBe des Erhebungsbezirkes auf die 
Zahl der Geborenen und Gestorbenen gleichzeitig einen EinfluB nimmt. 

1 Eine Abweichung: Berlin. VgI. dazu unten S.l50. 
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Die geschilderte Bewegung von 0 zu 1 ist sowohl nach der positiven wie nach der 
negativen Seite maglich. Das Vorzeichen von r wird jeweils durch das Vorzeichen 
von b in der Gleichung bestimmt. 

In der praktischen Durchfiihrung ist es nicht notwendig, zwecks Errechnung des 
8'11 jede einzelne Abweichung und ihre Quadrate usw. zu berechnen, sondern man 
kann von der Formel Gebrauch machen1 

8 2 _ ~y2 ~ a:1:y - b:1:xy 
'11.- N . 

In unserem Falle nimmt diese Formel die Gestalt an 

8 2 _ 9341,49 + 185,506367_-=- 8879,936813 
'11- . 35 ' 

daber 8; = 18,487416. 
Durch Einsetzung dieser Formel in die Formel von r ergibt sich auch die Mag­

lichkeit, dieses unter Umgehung der Berechnung von 8= zu bestimmen. Es ergibt 
sich die Formel 

2 a:1: y + b:1: x y - N C~ 
r= '<'2 N2 , 

~y - Cg 

worin C'II der Abstand des gewahlten Einfallspunktes des Koordinatensystems vom 
arithmetischen Mittel der y ist. 1st der Einfallspunkt gleichzeitig der Nullpunkt der 
Reihe der beobachteten (nicht ausgeglichenen) y, so ist c'II gleich A'll' dem arlth­
metischen Mittel der y. 

1m vorliegenden Falle ware c'II somit 12,8543. 

2 _ - 185,506367 + 8879,936813 - 5783,143415 
r - 9341,49 _ 5 x 703,143415 . 

Die Durchfiihrung der Berechnung ergibt fiir r2 = 0,818157 und fiir r = 0,9045, 
ganz wie oben. Fiir diese abgekiirzte Berechnung war es oben auf S. 140 not­
wendig, auch das y2 in Spalte 5 zu berechnen. 

In der Theorie und Praxis der Statistik wird das dargestellte Verfahren, das wir 
wegen seiner Durchsichtigkeit hier vorgefiihrt haben, dadurch vereinfacht und ab­
gekiirzt, daB man den Nullpunkt des Koordinatensystems in den Punkt des arith­
metischen Mittels der y und der x verlegt. Da unter diesen Umstanden};x = 0, 
};y = 0 ist, bleibt von den oben (S. 140) angefiihrten Normalgleichungen nur ein 
Rest der zweiten iibrig, 

:1: xy 
woraus b = :1: x2 folgt. 

Die oben dargestellte Formel fiir r2 verwandelt sich, im Hinblicke darauf, daB 
unter dieser V oraussetzung auch c'II = 0 wird, in 

2 b:1:xy 
r =~y2 

Bei Einsetzung des obigen Ausdruckes fiir b und unter Beriicksichtigung 

dessen, daB }; x 2 = No! und E y2 = No! ist, folgt fiir r = N:1: x y und, wenn 
·a~·av 

:1:;y = P gesetzt wird, erhalten wir schHeBlich 

r=-p-. 
au; • av 

1 Vgl. die Ableitung bei MILLs: a. &. O. S.377f. 



144 Die statistische Ursachenforschung. 

Dies ist die iiblichere, auf BRAVAIS zuriickgehende Fassung der Formel der Kor­
relationsziffer. 

Da die Wahl des wirklichen arithmetischen Mittels als Ausgangspunkt der Be­
trachtung unbequem ist, wahlt man irgendeinen runden, rechnerisch bequemeren 
Wert anstelle des arithmetischen Mittels. Sind x' und y' die Ordinaten von dem 
neuen Hilfsursprung aus, cre und cy die Abstande der arithmetischen Mittel von diesem 

, 2: x' y' , 
Hilfsursprung, dann errechnen sich p = -r und p = p - crecy. 

Desgleichen muB in der bereits genannten Weise (S. 82) auf die Verlegung des 
Ausgangspunktes bei der Berechnung von are und a y Riicksicht genommen werden. 
Es ist darnach 

Wir wollen an unserem obigen Beispiel der Geburten und Sterbefalle in 35 preu­
Bischen Regierungsbezirken den Rechnungsvorgang veranschaulichen. Da dort der 
Nullpunkt der Geburtenreihe auch der Nullpunkt unseres Koordinatensystems war, 
ist jetzt, da wir den Nullpunkt durch das arithmetische Mittel der Geburtenreihe 
legen, der Abstand des Nullpunktes der Geburtenreihe (des Hilfsursprunges unserer 
Rechnung) vom arithmetischen Mittel Cre gleich diesem selbst = 21,4171. Ahn­
lich ist cy = Ay = 12,8543. Die x' sind jetzt die friiheren x, die y' die friiheren 
y. Wir k6nnen daher das oben berechnete Produkt Ex y jetzt als Ex' y' ver­
wenden, eben so die Summe Ex fiir Ex' und die Summe Ey fUr Ey'. So erhalten wir 

p' = 1: ~( = 1~~3~,45 = 409,584286, 

p = 1/ - Cre ' cy = 409,584286 - 275,302081 = 134,282205, 

1/ 2: y'2--- V 934149 ,/-~---
ay = V -----y- - c~ = 3d - 165,232629 = r 101,667045 = 10,0832. 

are = VE;2 - c; = V 23,634;,60 - 458,694014 = 14,7234. 

are' ay = 14,7234· 10,0832 = 148,458987 , 

p 134,282205 . 
r = ax. au = 148,458987 = 0,9045 Wle oben. 

Es ist zu beachten, daB auf diesem Wege, anders als auf dem vorher betrachteten, 
r zuerst gewonnen wird, wahrend die Gleichung der y und By erst aus r abgeleitet 
wird. Die nach den Methoden der kleinsten Quadrate ausgeglichene y-Gleichung 

nimmt hier die Form an y = r· au . x. Es gewinnt die Richtungskonstante b somit den 
ax 

Wert r' a. . By wird aus der oben mitgeteilten Formel zuriickberechnet 
ax 

By = ay -V-r=-~. 

In unserem FaIle ergeben sich folgende Ausrechnungen fiir y und By: 

y = ':. :: . x = 0,9045· ~~:~::! . x = 0,6194 x . 

Die Richtungskonstante b1 = 0,6194 stimmt naturgemaB mit derjenigen der oben 
(S. 141) berechneten Beziehungsgleichung iiberein. 

By = ay -y-r=--;2 = 10,0832. -V 1 - 0,818165 = 4,300 wie oben. 
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Wir haben im vorausgehenden einen ungruppierten Zahlenstoff fiir die Kor­
relationsbetrachtung in der Weise gewonnen, daB wir preuBische Regierungsbezirke 
als statistische Einheiten wahlten und die Aussagen iiber die Zahl der in ihnen vor­
kommenden Geborenen und Gestorbenen des Jahres 1928 als Merkmale dieser Re­
gierungsbezirke einfiihrten. (V gl. den ahnlichen Vorgang an den sachsischen Gemein­
den S. 64 und 68.) In einer ahnlichen Weise hatten wir fiir einen einzigen Regierungs­
bezirk oder fiir den Freistaat PreuBen die Zahlen der Geborenen und Gestorbenen 
(oder andere einen Zusammenhang aufweisende Tatsachen) fiir eine Reihe von Jahren 
nebeneinander stellen k6nnen. Das Vedahren der Korrelationsuntersuchung ware 
dabei das gleiche geblieben wie oben. 

Wirtschaftsstatistische Zeitreihen nehmen wegen der gemeinsamen Grund­
bedingungen wie wachsende Bev6lkerung, Entwicklung der Kamkraft des Geldes 
u. dgl. oft eine sehr iibereinstimmende Hauptrichtung an, zeigen also positive Kor­
relation, ohne daB zwischen ihnen ein naherer Zusammenhang herrschte als der er­
wahnte allgemeine. Man wird dem bei der Beurteilung solcher Gleichlamigkeit 
Rechnung zu tragen haben. 

Fiir die Korrelationsuntersuchung an den auseinandergelegten Elementen wirt­
schaftlicher Zeitreihen (vgl. S.107£f.) sind besondere Verfahren ausgebildet worden, 
am die hier nicht naher eingegangen werden kann 1. 

{J{J) Durchfiihrung der Korrelationsrechnung an einer in Gruppen ge­
faBten Masse. Das Bild positiver Korrelation einer in Gruppen gefaBten Masse 
wird uns durch die Tabelle iiber die Korrelation der ArbeitslOhne und Arbeitszeit 
deutscher Facharbeiter in mechanischen und elektrischen Werkstatten im Jahre 
1928 (S. 137) vermittelt. 

Aus der groBen Fiille der Punkte, die sich bei 5283 Fallen in einer Darstellung 
wie oben S. 139 ergeben miiBte, ist hier eine beschrankte Anzahl von Gruppenfeldern 
geworden, die den Zusammenhang der beiden Merkmale zeigen. Trotzdem wir es 
mit einer ziemlich starken Streuung zu tun haben, also zahlreiche FaIle finden, in 
denen auch niedriger entlohnte Facharbeiter eine langereArbeitszeit und hoch ent­
lohnte eine kiirzere Arbeitszeit hatten, ist die positive Korrelation, Verbindung 
kurzer Arbeitszeit mit niedrigem W ochenverdienst, langerer Arbeitszeit mit h6herem 
Wochenverdienst, offenkundig. Die diagonale Anordnung ist hier entgegengesetzt 
wie im vorausgehenden Fane, weil namlich die y-Werte (Wochenverdienst) nicht 
wie dort von unten nach oben, sondern, wie es in der Statistik iiblich ist, von oben 
nach unten angeordnet sind (vgl. hierzu die FuBnote 1 auf S. 146£.). 

Die rechnerische Behandlung der Masse erfolgt grundsatzlich in gleicher Weise 
wie beim nicht gruppierten Material. Wenn die Grundgedanken, die fiir die Kor­
relationsmessung an dem urspriinglichen Stoffe (ohne Gruppenbildung) entwickelt 
wurden, recht verstanden worden sind, kann die Ubertragung dieser Grundsatze 
auf eine in Gruppen gefaBte Masse nicht schwer sein. Wir k6nnten ja geradezu 
den Fall so behandeln wie bisher, wobei wir nur jedem einzelnen Werte nicht die 
Ordinaten x und y, die ihm individueIl, vor seiner Einreihung in die Gruppe, 
zukamen, sondern die Ordinaten x und y der Gruppenmitte zuteilen, in der aIle 
Fane nach der Einreihung vereinigt gedacht werden (vgl. S. 65). Das folgende Ver­
fahren ist darum nicht etwas von dem vorausgehenden Wesensverschiedenes, 
sondern es baut sich in entsprechender Weise auf den oben entwickelten Grund­
gedanken auf. 

Das Vedahren an einer in Gruppen gefaBten Korrelationstabelle geht folgender­
maBen vor sich. Es werden zunachst fiir die Summenreihen der x und y die arith­
metischen Mittel Ax und Ay berechnet, von diesen aus dann unter Verwertung des 

1 Vgl. hierzu z. B. F. C.l\fiLLS: Statistical Methods, S.4IOff., und das dort angegebene 
Schrifttum. 

Winkler, Theoretische Statistik. 10 
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bekall1lten Vorteils (S. 82) die ax und ay. Nun kommt es weiter darauf an, die E xy 
zu berechnen. Zu diesem Behufe wird das ganze Feld so geteilt, daB aIle Gruppen, 
die das arithmetische Mittel Ax oder Ay enthalten, das Entfernungszeichen 0 be­
kommen (vgl. die TabeIle). Das bedeutet, daB wir durch die Mitten dieser Gruppen 

Herrichtung der Korrelationstabelle fiir die Durchfiihrung 
der Korrela tions berechnung 1 . 

Zahl der Wochenarbeitsstunden 
Brutto-

wochenverdienst iiber tiber iiber tiber tiber tiber tiber tiber tiber I tiber 
28-3232-36 36-40 40-44 44-48 48-52 52-56 56-60 60-6464-68 

Uber 25,00-30,00 RM 9 3 - 1 - - - - - -
36 30 24 18 - - - - - -

" 30,00-35,00 " 
6 20 15 4 - - - - - -

" 
30 25 20 15 - - - - -- -

" 
35,00-40,00 " 

2 17 27 18 24 6 2 1 I -
24 20 16 12 8 4 0 4 8 -

" 
40,00-45,00 " 

- I 16 24 100 72 61 31 4 -
- 15 12 9 6 3 0 3 6 -

" 
45,00-50,00 " 

- - 6 18 74 173 209 170 37 -
- - 8 6 4 2 0 2 4 -

" 50,00-55,00 " 
- - I 3 23 171 470 322 135 3 
- - 4 3 2 1 0 1 2 3 

" 
55,00-60,00 

" - - - -
I 

4 108 437 494 218 9 
- - - - 0 0 0 0 0 0 

" 
60,00-65,00 " - - - - - 32 208 377 388 30 

- - - - - 1 0 1 2 3 

" 
65,0~70,00 

" 
- - - - - 4 48 109 245 26 
- - - - - 2 0 2 4 6 

" 
70,00-75,00 

" 
- - - - - - 11 27 100 10 
- - - - - - 0 3 6 9 

" 
75,00-80,00 " - - - - - - I 9 44 9 

- - - - - - 0 4 8 12 

" 80,00-85,00 " 
- - - - - - 7 8 23 7 
- - - - - - 0 5 10 15 

Uberhaupt 17 41 65 68 225 566 1464 1548 1195\ 94 

tiber-
haupt 

13 

45 

98 

309 

687 

1128 

1270 

1035 

432 

148 

73 

45 

\5283 

die rechtwinkligen Koordinaten unseres Systems gelegt haben. Der NuIlpunkt des 
Systems liegt in der Mitte derjenigen mittleren Gruppe, die Ax und Bx beherbergt. 
Es ist damit also das bequeme System der Hilfskoordinaten aufgerichtet, von dem 
oben die Rede war. Die Abstande Cx und cy geben die Abstande der beiden arith­
metischen Mittel von dem neuen Hilfsursprung an. Nun werden weiter die Abstande 
der Mittel jedes Feldes von den Achsen des Hilfskoordinatensystems x' und y' er­
mittelt und miteinander multipliziert (x' y') ; das ergibt die kursiv gedruckten Zahlen 
in jedem Feld. Dieses Produkt x' y' ist nun fur jedes Feld sovielmal zu nehmen, als 
darin FaIle vorhanden sind. Dabei werden die so erhaltenen Produkte im 1. und 3. 
Quadranten positive, im 2. und 4. Quadranten negative Vorzeichen zu erhalten 
haben2 • 

1 V gl. die Tabelle auf S. 137 und die dort daran gekntipften Anmerkungen. 
2 Die iibliche Quadranteneinteilung eines rechtwinkligen Koordinatensystems ist bekanntlich 

folgende: 
II (-) I (+) 

III (+) IV(-) 

Diese Einteilung gilt allerdings nur ftir den Fall, daB die Gruppen des x von links nach rechts, 
die Gruppen des y dagegen von unten nach oben steigend angeordnet sind. Wird dagegen die 
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Sind alle einzelnen x' y' z gebildet, so wird deren Summe l: x' y' z gewonnen, 
und das Verfahren bewegt sich weiter in den schon bekannten Bahnen. 

Zu beachten ist, daB alle MaBe, die aus den Koordinaten x und y berechnet 
sind, in Gruppeneinheiten ausgedruckt sind. Wir mussen daher bei Berechnung der 
Korrelationsziffer r auch die dabei verwendeten mittleren Abweichungen der x (0"",) 
und der y (0"1/) in Gruppeneinheiten ausgedruckt verwenden. 

Diese Berechnung nach Gruppeneinheiten ist allerdings nur dort ohne weiteres 
zulassig, wo die Gruppen sowohl der Abszissen- als der Ordinateneinteilung gleich sind 
(wie z. B. in der Tabelle in unserer Losung zur Aufgabe 8 auf S. 165 je 5%). Sind die 
Gruppen in einer oder in beiden Richtungen ungleich, so konnen fur die ungleichen 
Gruppen naturlich nicht die gleichen Entfernungszahlen verwendet werden, sondern 
es muB dieser Anderung entsprechend Rechnung getragen werden. Wurde z. B. fur 
die alljahrlich im Statistischen Handbuch des Deutschen Reiches vorkommende 
Korrelationstabelle des gegenseitigen Heiratsalters der EheschlieBenden, die beider­
seits zuerst einjahrige, dann, in den hoheren Altersstufen, 5jahrige Altersgruppen 
aufweist, die Korrelationsziffer berechnet werden, so muBten die Entfernungszahlen 
fur die einzelnen Felder (x' und y') naturgemaB dieser verschiedenen Gruppen­
bildung angepaBt werden, soferne man nicht vorzoge, alle Entfernungen nicht in 
Gruppeneinheiten, sondern gleich in Altersjahren (also in der MaBeinheit) auszu­
drucken. 

Sind die Gruppen der x und y zwar untereinander gleich, aber gegenseitig un­
gleich wie in unserer unten folgenden Tabelle, wo die Gruppen der x von 4 zu 4 
Wochenstunden, die Gruppen der y von 5 zu 5 RM fortschreiten, so ist es fur die 
Berechnung der Korrelationsziffer r gleichgultig, ob wir die Rechnung in Gruppen­
einheiten oder in MaBeinheiten durchfUhren; dagegen durfen bei der Aufstellung der 

Beziehungsgleichung y = r· (1u • X (11/ und 0"", nur in ihren MaBeinheiten ausge-
(1~ 

druckt werden, weil ihr Ausdruck in Gruppeneinheiten hier ein verschobenes Bild 
ergeben wiirde. Das gleiche gilt auch fUr die zweite im nachsten Abschnitt zu be-

sprechende Beziehungsgleichung x = r. (1~ .• y . 
(1g 

Der Rechnungsgang solI an unserer Tabelle veranschaulicht werden. Die beiden 
arithmetischen Mittel Aa: = 55,8421 Arbeitsstunden und A1/ = 56,3037 RM, so­
wie die beiden mittleren Abweichungen O"a: = 1,43035 Gruppeneinheiten = 5,721 
Arbeitsstunden und 0"1/ = 1,73503 Gruppeneinheiten = 8,675 RM sind uns schon 
aus friiheren Beispielen und Aufgaben (S.73, 82 und 85) bekannt. 

Da der Hilfsursprung bei x = 54 und y = 57,5 (d. s. die Mitten der Gruppe 52 
bis 56 Arbeitsstunden und 55 bis 60 RM) gewahlt ist, betragen die Entfernungen des 
Hilfsursprungs von den beiden arithmetischen Mitteln Oa: = Aa: - 54 = 1,8421 Arbeits­
stunden (: 4) = + 0,46053 Gruppeneinheiten, 01/ = A'll - 57,5 = - 1,1963 RM 
= - 0,23926 Gruppeneinheiten. 

Nun gilt es p' = }; x';( . Z zu berechnen. Wir fuhren die Rechnung nach den 

4 Quadranten getrennt durch (vgl. FuBnote 2 auf S.146f.). 

in der Statistik aIlgemein iibIiche Anordnung der y steigend von oben nach unten gewiihlt. 
dann tauschen der I. und IV., sowie der II. und III. Quadrant ihre Pliitze wie folgt: 

III(+) IV(-) 

II (-) I (+) 

Dies muB wegen der richtigen Setzung der Vorzeichen beachtet werden. 1m letzteren Faile wird 
allerdings die Diagonalrichtung der positi:ven ;Korrelation absteigend, diejenige der negativen 
Korrelation ansteigend sein. 

10* 
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I III II IV 
1 X 377 = 377 36x9=324 32 4 
2 X 109 = 218 30 X 6 = 180 8 93 

81 48 - 40 340 
36 90 322 
40 500 8 

776 340 24 
980 15 148 
600 300 270 
352 432 9 
230 192 - 1218 
90 48 

156 4 
90 18 

108 60 
105 216 

+4239 216 
108 

9 
192 
600 
296 
46 
24 

216 
346 
171 

+4991 
I + 4239 11- 40 + 9230 

III + 4991 IV - 1218 - 1258 
+ 9230 - 1258 + 7972 

}; x' y' • z ist somit + 7972, I IX'y"Z 
P = --7!r- = 1,50899, 

p = p' - Cor clI = 1,50899 + 0,11019 = 1,61918, 

P 1,61918 
r = (Jz. (J. = 2,48170 = 0,6524. 

Bis hierher konnten wir die Berechnungin Gruppeneinheiten durchfiihren. Jetzt 
miissen wir uns darauf besinnen, daB die Gruppen der x und y verschieden groB sind. 
Wir miissen daher von hier an die (/11 und (/., in MaBeinheiten ausdriicken (vgl. obell 
8.147): 

y = r· :: • x = 0,6524· ~ x = 0,989 x , 

8 11 = all VI - r2 = 8,675· V 1 - 0,425626 = 6,5748 RM. 

yy) Die Beziehungsgeraden (Regressionsgeraden). Wir haben bis hierher 
bei der Aufstellung der Gleichung zweier Merkmale x und y x als die unabhangige, 
y als die abhangige Veranderliche betrachtet und sind dabei zu der Gleichung gelangt 

(J 

y= r--'!.-·x. 
(Jz 

Nun ist aber in Wirklichkeit der Zusammenhang beiderseitig und wir hatten 
ebensogut y als die unabhangige und x als die abhangige Veranderliche betrachten 
konnen. Wir waren in einer ganz ahnlichen Ableitung zu dem Ergebnis gelangt 

(J~ x=r·-·y. 
ay 
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Die Richtungskonstante dieser Gleichung b2 ist somit ahnlich gebaut wie die 

Richtungskonstante bl der obigen Gleichung; sie betragt hier r' O'x • Die beiden Ge-
l1y 

raden, die diesen zwei Gleichungen entsprechen, decken sich nicht. Taten sie es, 
so ware der in der Wirklichkeit der Statistik gar nicht denkbare (weil der Streuungs­
eigenschaft widersprechende) Fall der vollstandigen Korrelation gegeben. Die beiden 
Geraden werden in der Regel einen Winkel einschlieBen, dessen GroBe den Grad 
der Korrelation ausdruckt. Wir konnen uns nach dem zuletzt betrachteten Bei­
spiele eine Vorstellung 90,-----------------r-------. 
von den beiden Bezie­
hungsgeraden machen 
(Abb. 22). Zu einem ro­
hen Ausdruck der ersten 

Beziehungsgleichung 
(y = usw.) gelangen wir, 
wenn wir fUr jede Gruppe 

80 

70 

der x den Durchschnitt 80 

der y berechnen. Wir 
haben in unserer Zeich- t 
nung diese Punkte mit ~ so 

~ 
kleinen Kreisen (0) ein- ~ 
getragen. In ganz ahn- .!; 

1 1 12 ¥o icher Weise ge angen wir ~ 
zur obigen Form der ~ 
2. Beziehungsgleichung.§ 
(x = usw.), wenn wir fUr J 30 

jede Gruppe der y den ~ 
Durchschnitt der x be- 20 

rechnen. In der Abhil­
dung sind diese Durch­
schnitte durch Punkte. 
ausgedruckt. Die obigen 

10 

Beziehungsgleichungen 
selbst sind nichts anderes o 70 80 

als die lineare Ausglei­
chung dieser Punkte nach 
der Methode der klein­
sten Quadrate. Wir konn-

Abb. 22. Darstellung der BeziehungBgeraden der KorreIation zwischen Wochen­
Iohn und Arbeitsstunden der deutschen Facharbeiter in mechanischen und 

eIektriBchen Werkstatten. 

ten also in einer rohen, 

00000 SpaItendurchschnitte des Lohnes nach der Arbeitszeit, 
..... Zeilendurchschnitte der Arbeitszeit nach dem Lohne. 

aber abgekurzten Weise die Beziehungsgeraden und damit auch ihre Gleichungen 
unmittelbar gewinnen, indem wir in un serer Zeichnung die gewonnenen Punkte 
graphisch durch eine Gerade ausglichen und die Richtungswinkel IXI und IX2 maBen, 
deren tg aus Tafeln oder durch Abmessung in der Zeichnung berechneten, womit 
die Richtungskonstante bl fur die erste Beziehungsgleichung und b2 fur die zweite 
Beziehungsgleichung gewonnen ware. Wir hatten damit also die beiden Beziehungs­
gleichungen y = bl x und x = b2 Y ermittelt. Die Korrelationsziffer ergibt sich dann 
aus den beiden Richtungskonstanten als r = Vb l b2 • Der Sinn der ausgeglichenen 
Beziehungsgeraden ist schon an dem Beispiel der oben auf S. 141 abgeleiteten y­
Geraden dargetan worden. In einer ganz ahnlichen Weise kann aus der gegebenen 
x-Geraden auf die Werte der x irgendwelcher zugehoriger y geschlossen werden. 
Freilich ist nicht zu ubersehen, daB die x und y in dieser vereinfachten Form der 
Gleichung die Abstande von den beiden arithmetischen Mitteln bedeuten, daB 
also die gesuchten Werte erst mittelbar berechnet werden k6nnen. 
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Der Name "Regressionsgerade" stammt von GALTON her, der sich als einer der ersten mit 
den Fragen der Korrelation von Merkmalen der Eltern und Kinder fiir die Zwecke der Ver­
erbungsforschung beschaftigte. Der Name selbst ist von einem Beispiel hergenommen, fiir das 
er paBte, - GALTON hatte gefunden, daB die K6rpergr6Be der S6hne die Neigung hatte, gegen 
den Durchschnitt zuriickzukehren (to regress), auch wenn die K6rpergr6Be der Vater starke 
Abweichungen von diesem Durchschnitte zeigte. Der Name ist aber trotz seiner Sinnlosigkeit 
fiir aIle anderen FaIle geblieben und ins angelsachsische Schrifttum so allgemein iibernommen 
worden, daB an seine Abanderung nicht mehr zu denken ist. 

Wollen wir aus unserer Beziehungsgleichung y = 0,989 x einen Wert ermit­
teln, z. B. den schatzungsweise fUr 50 Wochenarbeitsstunden durchschnittlich zu 
erwartenden W ochenverdienst, so miissen wir uns zunachst erinnern, daB x hier 
die Abstande vom arithmetischen Mittel bedeutet, daB also x = 50 - 55,8421 
= - 5,8421 ist. Dieser Wert, in die Gleichung eingesetzt, ergibt y = - 0,989 ·5,8421 
= - 5,7790. Auch dieser y-Wert ist nur einEntfernungswert vonA1I ; wir haben da­
her noch zu berechnen 56,3037 - 5,7790 und erhalten den gesuchten Wert von 
50,52 RM. Hierzu berechnen wir noch die Fehlergrenzen in Gestalt von 

=f 3811 = 19,72RM. 

Aufgabe 20. Fiir das in der Losung zur Aufgabe 8 gefundene Tabellchen der 
mannlichen und weiblichen Wahlbeteiligung in den sachsischen Gemeinden sind die 
Korrelationsziffer, die Beziehungsgleichungen und die mittleren Abweichungen zu 
berechnen. Es ist ferner das einer mannlichen Wahlbeteiligung von 80 % entspre­
chende durchschnittliche weibliche Wahlbeteiligungsprozent samt Fehlergrenzen zu 
ermitteln. - Bei der Losung dieser Aufgabe ist zu beachten, daB hier die einzelnen 
Gemeinden als gleichwertige FaIle aufgefaBt werden, daB daher das arithmetische 
Mittel sowie die mittlere Abweichung ohne Beriicksichtigung der Einwohnerzahlen 
berechnet werden kann, was sonst geschehen miiBte, wenn es sich etwa darum han­
delte, den arithmetischen Durchschnitt und die unmittelbare mittlere Abweichung 
der Wahlbeteiligung der Bevolkerung dieser Gemeinden zu ermitteln, wenn also 
nicht die Gemeinden, sondern die Personen der Bevolkerung Zahleinheit waren. 

1515) Die Bewertung der Korrelationsziffer. Zum Gebrauch der Korrela­
tionsziffer ist noch folgendes zu bemerken: Ihr Wert hangt von der Giite ab, die der 
zugrunde gelegten linearen Ausgleichung zukommt. Voll berechtigt ist ihr Gebrauch 
dort, wo die ausgleichende Gerade die tatsachlichen Beobachtungen so durchschnei­
det, daB sie sich urn sie wie zufallige Abweichungen 1egen. Dies wird dort nicht zu­
treffen, wo die Beobachtungen sich nicht linear entlang einer Geraden, sondern in 
einer anderen Weise, z. B. nach Art einer algebraischen Kurve zweiten Grades 
(vgl. S. 104£.) lagert. In diesem FaIle ware die Wahl einer linearen Ausgleichung ein 
Grundfehler, der natiirlich auch den Wert der auf der Voraussetzung linearer Ver­
bundenheit beruhenden Korrelationsziffer r mindern wiirde. Uber dies en Fall solI 
noch kurz im weiteren gesprochen werden. Ein anderer in der Praxis haufiger vor­
kommender Fall ist der, daB die Beobachtungen untereinander nicht gleichwertig 
sind, daB ihnen also verschiedene Gewichte zukommen, wobei ein AuBenfall durch 
sein Gewicht die Verhaltnisse recht entstellen kann. Wenn wir im obigen Beispiele 
der Korrelation zwischen Geborenen und Gestorbenen den Regierungsbezirk Berlin 
weglassen, so sinkt die mittlere Abweichung 811 von 4,300 Tausend Gestorbenen auf 
1,753, (111 von 10,083 auf 7,986 und es steigt die Korrelationsziffer r von 0,9045 auf 
0,9756. Dabei wird der EinfluB Berlins dadurch abgeschwacht, daB es nur einer von 
47 Fallen ist. Unter weniger Fallen wiirde ein solcher AuBenfall von groBem Gewicht 
das Ergebnis der Korrelationsrechnung noch starker beeinflussen. 

Aufgabe 21. Die soeben mitgeteilten Ergebnisse von Geborenen und Gestor­
benen ohne Berlin sind rechnerisch zu bestatigen. 

y) Die nichtlineare Korrelation. 0(0() Allgemeines. Unter nichtlinearer Kor­
relation wird derjenige Fall der Korrelation verstanden, in dem die Anordnung der 
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y (oder in gruppierten Tabellen ihrer Spaltendurchschnitte oder umgekehrt der x 
oder ihrer Zeilendurchschnitte) eine andere als eine lineare ist. Der einfachste Fall 
ist der einer einfachen parabolischen Krummung, die mit Hilfe einer algebraischen 
Kurve zweiten Grades ausgeglichen werden kann. Der Grundgedanke der Durch­
fuhrung ist ein ganz ahnlicher wie bei der linearen Korrelation. Es wird durch die 
einzelnen y-Falle (oder ihre Spaltendurchschnitte) nach der Methode der kleinsten 
Quadrate eine algebraische Kurve zweiten Grades gelegt, es werden die Abwei­
chungen der wirklichen Beobachtungen (Gruppendurchschnitte) von den ausge­
glichenen Werten festgestellt und aus ihnen in der bekannten Weise Sy berechnet. 
a y ist gleichfalls leicht zuganglich, so daB das KorrelationsmaB, das wir hier zum 
Unterschiede von dem der linearen Korrelation Korrelationsindex nennen und 
mit (2 bezeichnen wollen, ausgerechnet werden kann wie oben r. 

-vJ-1 s. (2- --. 
a. 

Soweit das Grundsatzliche. In der praktischen Durchfiihrung ergeben sich auch 
Vereinfachungen des rechnerischen Vorganges, auf die jedoch hier nicht naher ein­
gegangen werden kann. 

fJfJ) Das Korrelationsverhaltnis. Ein anderes MaB nichtlinearer Korrelation 
ist das von KARL PEARSON gefundene "Korrelationsverhaltnis". Es beruht auf einem 
ahnlichen Gedanken wie die Korrelationsziffer r und der Korrelationsindex (2, nur 
daB die Ausgleichung viel strenger gefUhrt wird, und zwar so, daB die Ausgleichungs­
kurve durch jeden der Gruppendurchschnitte der y gehend gedacht wird (also ahn­
lich wie bei der Kurvendarstellung oben auf S. 105). Eine Aufstellung der Gleichung 
selbst ist nicht notwendig, da nur die Gruppendurchschnitte der y fUr die Berech­
nung des Sy in Betracht kommen, diese aber bekannt sind. Es wird also auch fur 

diese Rechnung die Formel 'YJ = 1/ 1 - Sy zu verwenden sein, nur mit dem Unter-r a. 
schiede, daB die Abweichungen nicht auf einen durch die Methode der kleinsten 
Quadrate gewonnenen Kurvenpunkt, sondern auf die Spaltendurchschnitte der y 
berechnet werden. In der praktischen Durchfuhrung wird eine noch einfachere Formel 
fur'YJ verwendet, deren Identitat mit der vorausgehenden sich algebraisch leicht nach­
weisen laBt, namlich 

worin aAy die mittlere quadratische Abweichung der Reihendurchschnitte der y 
vom arithmetischen Mittel der y bedeutet. Der Vorgang ist folgender: Es wird 
fur jede Spalte der Spaltendurchschnitt der y berechnet, es werden weiter die Ab­
stande dieser Durchschnitte vom arithmetischen Mittel der y berechnet, quadriert 
und mit den Haufigkeitszahlen der betreffenden Reihe multipliziert, durch die Ge­
samtzahl der Beobachtungen dividiert und es wird daraus die Quadratwurzel ge­
zogen. Der erhaltene Wert ist aAy. a y wird in der bekannten Weise ermittelt, worauf 
'YJ durch Division gewonnen wird. 'YJ nimmt ebenso wie r und (2 im FaIle vollstandiger 
Korrelation den Wert 1 an, wenn a All = ay wird, was nur dann moglich ist, wenn aIle 
Beobachtungen auf der Kurve der Reihendurchschnitte lagern. 1m FaIle des Fehlens 
einer Korrelation nimmt 'YJ den Wert 0 an, wenn namlich a Au = 0 wird; das ist dann 
der Fall, wenn die Reihendurchschnitte mit dem arithmetischen Mittel der y in eine 
horizontale Gerade fallen. 1m FaIle nicht vollstandiger Korrelation nimmt'YJ einen 
Wert zwischen 0 und 1 je nach der Starke der Korrelation an. 'YJ hat immer ein 
positives Vorzeichen. Das Vorhandensein positiver oder negativer Korrelation 
muB der Gruppierung der FaIle in der Korrelationstabelle entnommen werden. 
Ein Nachteil von 'YJ ist es, daB aus ihm nicht die Beziehungsgleichungen abgeleitet 
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werden konnen wie aus r. Will man die Gleichung der y hinsichtlich der x-Achse 
oder diejenige der x hinsichtlich der y-Achse erhalten, so muB diese in einem um­
standlichen Rechnungsgang besonders berechnet werden. 

'fJ wird dort, wo nichtlineare Korrelation vorliegt, infolge der engeren Anschmie­
gung der als zugrunde liegend gedachten beiden Kurven eine groBere Korrelation 
nach weisen als es r im gleichen FaIle infolge seiner minderen Anpassung an den 
nichtlinearen Verlauf tate. Wird aber 'fJ fiir einen linearen Verlauf berechnet, dann 
muB es naheliegenderweise mit r eine nahe Ubereinstimmung zeigen. Weist also 

C='fJ- r 

einen betrachtlichen Wert auf, so ist das ein Kennzeichen dafiir, daB nichtlineare 
Korrelation vorliegt. 

Berechnung des Korrelationsverhii.ltnisses 'TJ fur unsere Korrelationstabelle 
(S.137). 

Wochen- Spalten- Abstand der 
Spaltendurch-

arbeits- durchschnitt schnitte vom Quadrat Gruppen-
stunden desWochen- arithmetischen des besetzungs- Produkt 

(Gruppen- verdienstes Mittel der Woo. Abstandes zahl 
mittel in RM chenverdienste 

Z 
All; Ay- A,,; =d d2 z z·d2 

1 I 2 I 3 4 5 

30 30,44 - 25,86 668,7396 17 11368,5732 
34 34,45 - 21,85 477,4225 41 19574,3225 
38 38,73 - 17,57 308,7049 65 20065,8185 
42 42,13 - 14,17 200,7889 68 13653,6452 
46 44,90 - 11,40 129,9600 225 29241,0000 
50 51,17 - 5,13 26,3169 566 14895,3654 
54 55,24 1,06 1,1236 1461 1641,5796 
58 57,48 + 1,18 1,3924 1548 2155,4352 
62 62,71 + 6,41 41,0881 1195 49100,2795 
66 67,01 + 10,71 114,7041 94 10782,1854 

5283 I 172478,2045 

/Ezd2 
(JAg = V --yr = YI72478,2045: 5283 = Y32,647777 = 5,7138 

= a Av = 5,713~ = 0 6586 
'fJ a. 8,6752 ' . 

Das Korrelationsverhaltnis ist also nur ganz unmerklich groBer als die Kor­
relationsziffer. C = 0,6586 - 0,6524 = 0,0062. Wir haben es hier somit mit einer 
linearen Korrelation zu tun, oder, wenn wir die Lage der Stundendurchschnitte in 
der Abb. 22 betrachten, zwar mit einer etwas nichtlinearen Korrelation, die sich 
aber sehr gut durch lineare Beziehungsgerade darsteIlen laBt, um so mehr, als den 
nichtlinearen Enden der einen Kurve infolge der geringen Besetzungszahlen nur 
ein geringes Gewicht zukommt. 

Aufgabe 22. Fur die folgende Tabelle mit einer nichtlinearen Korrelation ist 
das Korrelationsverhaltnis 'fJ, die Korrelationsziffer r und der Unterschied cler 
beiden C zu berechnen. 

Man beachte die Krummung in der cliagonalen Anordnung der FaIle, die schon 
bei bloBer Betrachtung cler TabeIle besagt, daB eine gesteigerte Zufuhr von Stick­
stoffdiinger von einem gewissen Grade an nicht mehr eine entsprechende Steigerung 
des Ernteertrages bewirkt. 
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Korrelation zwischen derWeizenernte auf einem acre und der aufgewendeten 
Menge Stickstoffdiinger1• 

Stickstoffdiinger in Pfund auf einem acre 
-" 

Bushels Weizen 0 20 40 60 80 

1

100 
120 140 160 

auf einem acre bis bis bis bis bis bis bis bis bis Summe 
19,9 39,9 59,9 79,9 99,9 119,9 139,9 159,9 179,9 

Obis 3,9 8 - - - - - - - - 8 
4 

" 
7,9 10 - - - - - - - - 10 

8 
" 

11,9 3 5 - - - - - - - 8 
12 

" 
15,9 - 8 - - - - - - - 8 

16 
" 

19,9 - 12 - - - - - - - 12 
20 

" 
23,9 - - 13 - - - - - - 13 

24 
" 

27,9 - - 16 19 - - - - - 35 
28 

" 
31,9 - - 1 20 21 8 4 1 - 55 

32 
" 

35,9 - - - 5 16 12 4 5 2 44 
Summe. 21 25 30 I 44 I 37 20 I 8 I 6 2 I 193 

<5) Mehrfache und Teilkorrelation. Bis hierher haben wir nur den Fall behandelt, 
daB zwei veranderliche GroBen in ihrem Zusammenhang untereinander betrachtet 
werden. In der Wirklichkeit, besonders im wirtschaftlichen Leben, sind aber die 
Zusammenhange oft vielfaltiger. Dann ist die bisherige Betrachtung der einfachen 
Korrelation nur insoweit berechtigt, als die als unabhangige Veranderliche gewahlte 
Tatsache unter anderen gleichzeitig wirkenden Tatsachen einen hervortretenden 
Rang einnimmt. 1st dies nicht der Fall, dann ist das Verfahren der mehrfachen Kor­
relation zu verwenden. 

Wir konnen z. B. die Abhangigkeit der GroBe eines Fabrikserzeugnisses von der 
Zahl der Arbeiter und der Starke der verwendeten motorischen Krafte priifen, die 
GroBe des Ernteertrages einer Feldfrucht von der durchschnittlichen Temperatur 
und der Niederschlagsmenge wahrend der kritischen Zeit usw. 

Das Verfahren baut durchaus auf den Grundgedanken der einfachen Korrelation 
auf. Es soll zunachst eine Beziehungsgleichung gefunden werden, die den gesamten 
Zusammenhang in den ausgeglichenen Linien richtig ausdruckt. Diese Gleichung 
hatte, wenn wir z. B. die Erntemenge als abhangige Veranderliche Xl nehmen, die 
durchschnittliche Regenmenge der kritischen Zeit als x2 , diejenige der durchschnitt­
lichen Temperaturen mit X 3 , die Formel 

Xl = a + b12 x2 + b13 X3 , 

worin die Anzeiger 12 und 13 nicht etwa als zwolf und dreizehn gelesen werden durfen, 
sondern als eins, zwei und eins, drei und ausdrucken, daB damit die Richtungskon­
stanten von Xl in Beziehung auf X2, im FaIle 13 auf X3 verstanden sind. Die Aus­
rechnung dieser Gleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate erfordert 
wegen der drei unbekannten Konstanten av b12 und b13 die Aufstellung von drei 
N ormalgleichungen. 

Die Berechnung der mittleren Abweichung dieser Beziehungsgleichung 8 1,23 

ebenso wie schlieBlich der Korrelationskoeffizient der mehrfachen Korrelation 
R I ,23 erfolgt nach Verfahren, die denen der einfachen Korrelation nachgebildet sind, 
auf die aber hier nicht naher eingegangen werden kann. 

Unter Teilkorrelation versteht man die Korrelation zweier Veranderlichen 
unter mehreren gegebenen, wobei - ahnlich wie dies der Physiker in seinem Ex­
periment tut - die anderen Veranderlichen als konstant angenommen werden. Fur 
die rechnerische Bearbeitung der Teilkorrelation hat die statistische Theorie Ver­
fahren aufgestellt, auf die hier gleichfalls nicht naher eingegangen werden kann. 

1 DAVENPORT, E.: Comparative Agriculture, in Boiley's Cyclopedia of American Agri­
culture. Angefiihrt bei FREDERIC C. MILLS: Statistical Methods, S.443. 1 acre = 4046,71 m2 ; 

1 bushel = 35,24 1. 
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17. Das statistische Schaubild 1. 

Hat die statistische Tabelle den Zweck, dem Leser aIle Einzelheiten des darge­
stellten Stoffes zu vermitteln, wobei sich fiir das geiibte Auge unter Umstanden, 
z. B. bei Beurteilung der Kurvengestalt einer zeitlichen oder sachlichen Reihe oder 
der in einer Tabelle hervortretenden Korrelation, auch ein Gesamtiiberblick ergeben 
kann, so hat das statistische Schaubild nahezu ausschlieBlich den Zweck, einen 
solchen Uberblick leicht und schnell zu vermitteln. Das Schaubild soIl etwas zeigen, 
dad somit aIle Mittel verwenden, die den zu zeigenden Tatbestand recht augenfallig 
machen. Das statistische Schaubild darf eine Absicht vedolgen, es dad tendenzios 
sein. Damit verlaBt es aber den Boden der strengen Wissenschaft und bildet ein 
Grenzgebiet der Wissenschaft und Politik (Bevolkerungspolitik, Wirtschaftspolitik, 
Nationalitatenpolitik usw.). Ein Beispiel solI dies veranschaulichen. Wir konnen, 
wie in Abb. 16 auf S. 107, den Geburtenriickgang als Kurve in einem Koordinaten­
system darstellen. Fiir die Wahl der MaBstabe auf der Abszissen- und der Ordinaten­
achse kann eine objektive Regel nicht aufgestellt werden. Wahlen wir nun den 
MaBstab auf der Ordinatenachse klein, die Jahresabstande auf der Abszissenachse 
aber groB, so wird der Riickgang geringfiigig erscheinen. Vertauschen wir dagegen 
das Verhaltnis der MaBstabe, so wird sich ein erschreckender Sturz der Geburten 
ergeben. Es kann also der gleiche Gegenstand, je nachdem er von einem bevolke­
rungspolitischen Optimisten oder Pessimisten dargestellt wird, ein ganz verschie­
denes Bild liefern. Dieses Beispiel macht uns auch das Verhaltnis von Tabelle und 
Schaubild klar. Niemals darf der Statistiker auf die Tabelle verzichten. Sie ist und 
bleibt die Grundlage seiner Arbeit. Das Schaubild kommt als ein willkommener 
Behelf hinzu, indem es manche Zusammenhange klarer als die Tabelle hervortreten 
laBt; es kann aber niemals die Zahlentabelle ersetzen. Darum wird der Statistiker 
in einer ernsten Darstellung manchmal auf ein Schaubild, niemals aber auf die Ta­
belle verzichten konnen. 

Am haufigsten wird das statistische Schaubild fiir die Darstellung zeitlicher 
Reihen verwendet. Die der zeitlichen Reihe entsprechende Darstellungsform ist 
die Kurvenform. Wir tragen auf die Abszissenachse eines rechtwinkligen Koor­
dinatensystems die zeitlichen Abstande (Zeitraume) auf und ordnen diesen die beob­
achteten GroBen als Ordinaten zu. Durch die Verbindung der Endpunkte dieser Or­
dinaten kommt die Kurvezustande (vgl. dieerwahnteAbb.16undAbb.15auf S.105). 
Fiir die Darstellung absoluter GroBen (Grundzahlen) wird der gewohnliche arith­
metische MaBstab verwendet, bei dem gleiche Teilstrecken des MaBstabes zur Dar­
stellung gleich groBer Massen (oder Massenteile) bestimmt sind. Bedeutet z. B. eine 
Einheit des MaBstabes 100 FaIle, so bedeutet die nachste Einheit wieder 100 FaIle 
usw. SolI aber auf die Darstellung der verhaltnismaBigen Anderungen von 
einem Zeitpunkt zum andern Gewicht gelegt werden, so bedient man sich des loga­
rithmischen MaBstabes: gleiche Teile der Ordinatenachse entsprechen dann nicht 
gleichen Massen oder Massenteilen, sondern gleichen Logarithmen dicser. Bedeutet 
z. B. die erste Teilstrecke des MaBstabes 50 bis 100 FaIle, so umfaBt die zweite 
gleiche Teilstrecke nicht 100 bis 150 FaIle wie auf der arithmetischen Skala, sondern 
100 bis 200, die dritte 200 bis 400, die vierte 400 bis 800 Fane usw. Es wird dann 

1 MARCH, L.: Les Representations Graphiques et la Statistique Comparative, in Journ. de 
la Soc. de Stat. de Paris 45 (1904), 407ff. AUERBACH: Die graphische Darstellung, Leipzig 1918. 
KARSTEN, G. u. BREAZUELL: Graphic Representation. New York 1922. BRINTON, WILLARD C.: 
Graphic Methods for presenting facts. New York: The Engineering Magazine Company 1923. 
MILLS, F. C.: Statistical Methods, 11-60. MORTARA, G.: Nozioni elementari sull' impiego 
delle representazione grafiche nella statistica, in Giorn degli Econ., Rom 45, H. 11 (1930), Bei­
lage 1-35. Ein reiches Anschauungsmaterial findet sich auch in den Anhangen zu den Stat. 
Jahrbiichern des Deutschen Reichs, der Monatsschrift Wirtschaft und Statistik, ferner auch 
bei W. WOYTINSKY: Die Welt in Zahlen. 7 Bande. Berlin 1925 bis 28. 
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eine Vermehrung von 400 auf 800 in der gleichen Steigerung, also in dem gleichen 
AusmaB erscheinen wie eine von 50 auf 100 oder von 100 auf 200. Das Gemeinsame 
ist hier die Vermehrung um 100%, die immer durch das gleiche AusmaB an Steige­
rung ausgewiesen wird, auf welcher Ebene immer sie sich ergeben mag. Andererseits 
wird cine Steigerung von 20 auf 30, also um 50 %, doppelt so stark zum Ausdruck 
kommen als eine solche von 200 auf 250, d. i. um 25%. Das Grundsatzliche der 
Darstellung durfte aus der Abb. 12 auf S.102 klar werden, wo der logarithmische 
MaBstab sowohl fur die Abszissen- als auch die Ordinatenachse angewendet wurde 
(doppelte logarithmische Darstellung.) Fur die AusfUhrung solcher logarithmischer 
Darstellungen ist eigenes "Logarithmenpapier" im Handel erhaltlich. 

Das Kurvenschaubild ist aber nicht etwa eingeschrankt auf die Darstellung zeit­
licher Reihen, sondern es kann sehr wohl auch fUr sachliche Zusammenhange ver­
wendet werden, freilich immer nur solcher Art, bei denen ein Fortschreiten auf der 
arithmetischen Zahlenreihe erfolgt (vgl. z. B. Abb. 13 auf S. 103). 

Die zweithaufigst verwendete Form des Schaubildes ist das Stabchenschau­
bild, das dort Anwendung findet, wo nicht in Entwicklung begriffene, sondern 
nebeneinander als ruhend gedachte GroBen dargestellt werden sollen (vgl. die 
zahlreichen "Haufigkeitspolygone" im Text, z. B. S.95). Die Anwendung solcher 
Stabchenbilder ist nicht etwa eingeschrankt auf die Darstellung von Massenaus­
gliederungen wie in den gezeigten Beispielen, sondern auch moglich fur ortliche 
oder sachliche Nebeneinanderstellungen gleichartiger Massen (z. B. fUr einen Ver­
gleich der Geburten-, Sterbe- und GeburtenuberschuBziffern verschiedener Staaten). 

Eine Abart der Stabchendarstellung liegt darin, daB nicht durch die verschiedene 
Lange der Stabchen eine GroBenverschiedenheit, sondern durch die verschiedene 
Einteilung gleichlanger Stab chen eine verschiedene relative Ausgliederung ver­
anschaulicht werden solI. Von da fUhrt ein Schritt zum Flachenbild, in dem 
gleichzeitig der Umfang einer Masse und ihre Ausgliederung durch die GroBe der 
Flache und ihre Einteilung zum Ausdruck gebracht werden kann. Es werden hier 
die verschiedensten Flachenformen, Quadrate, Rechtecke, Kreise als Ausdrucks­
mittel verwendet. Besonders beliebt sind die Kreise. Die ausgegliederten Teile er­
scheinen dann als Sektoren, die Gliederungsprozente als Zentriwinkel. Bei Kreis­
bildern darf nicht ubersehen werden, daB das Auge bei der Beurteilung der 
FlachengroBe zweier Kreise gern die Lange des Halbmessers als Stutze nimmt, 
dieser aber nur im Verhaltnis der Quadratwurzel aus den Flachen sich andert. 

Moglichst zu vermeiden ist die in volkstumlichen Darstellungen so beliebte 
Verwendung von Menschengestalten fUr die BevOlkerung, Sargen fur die Sterbe­
faIle, Erntegarben fur das ErnteausmaB, Bierfassern fur den Bierverbrauch u. dgl. 
Solche Darstellungen verwenden, obzwar yom Leser zwei- oder dreidimensional ge­
sehen und verstanden, als GroBenausdruck in de~ Regel nur eine Dimension, z. B. 
die Rohe des dargestellten Gegenstandes, weshalb sie falsche Vorstellungen in dem 
Betrachter erwecken. Die einfacheren Mittel der statistischen Schaubiiddarstellung 
wirken zwar weniger dekorativ, vermitteln aber in der Regel ein richtigeres Bild. 

Auf die vielfaltige weitere Ausgestaltung der Schaubildertechnik kann hier nicht 
eingegangen werden. Es sei deswegen auf das einschlagige Fachschrifttum verwiesen. 

III. Schlufl. Liigt die Statistik1? 
Wir haben in der vorausgehenden Darstellung das System der theoretischen 

Statistik entwickelt. Es hat sich gezeigt, wie vielgestaltig und verwickelt die Denk­
formen der modernen Statistik sind, und wie Wricht der Glaube vieler Menschen, 

1 VgI. auch des Verfassers Referat bei der 10. Jahresversammlung der deutschen statistischen 
Gesellschaft in Kiiln 1929, abgedruckt im Allgemeinen statistischen Archiv 19, 327ff. (1929), 
dessen Verwertung hier mit freundlicher Genehmigung des Herausgebers, Prasidenten Prof. 
Dr. F. ZAHN und des Verlages G. FISCHER, Jena, erfolgt. 
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es genuge die Kenntnis der vier einfachen Rechnenoperationen, urn ein guter Stati­
stiker zu sein. Die Statistik ist eine, wenn auch junge, so doch bereits reich ent­
wickelte Wissenschaft, die ebenso studiert sein will wie jede andere Wissenschaft. 
Wir glauben, nicht besser eincn zusammenfassenden Uberblick uber das behandelte 
Gebiet geben zu konnen, als indem wir hier eine Antwort auf die viel gestellte 
Frage geben: "Lugt die Statistik?" 

Die folgende Untersuchung uber die Lugenhaftigkeit der Statistik solI in drei 
Teile zerfallen. Sie solI die drei Fragen beantworten: 

1. Trifft ein Vorwurf der Lugenhaftigkeit die statistische Wissenschaft, d. h. 
ist die Statistik der Luge fahig, wenn sie von kundiger Hand, mit lauteren Absichten 
gehandhabt wird? 

2. Kann die Statistik durch unkundige Handhabung zum Lugen gebracht 
werden? 

3. Kann sie durch unehrliche Handhabung zum Lugen gebracht werden? 

1. Trifft ein Vorwurf der Liigenhaftigkeit die statistische 
Wissenschaft? 

Wir mussen hier, da es sich urn eine Wissenschaft und nicht urn eine Person 
handelt, unter Luge jede Aussage verstehen, die objektiv unwahr ist, die also von 
der "Wirklichkeit" eine unrichtige Vorstellung gibt. Hier begegnen wir der ersten 
Schwierigkeit: Was ist "wahr" an den Tatbestanden der Massen des gesellschaft­
lichen Lebens? Bekanntlich faBt die moderne Statistik jede statistische Masse, 
mage sie auch in groBter Vollstandigkeit erfaBt worden sein, als eine Musterprobe 
("sample") aus einer unendlich groBen Masse gleicher Wesensbeschaffenheit ("We­
sensform") auf, eine Probe, die je nach ihrer absoluten GroBe mehr oder weniger 
dem Einflusse der "Zufallsstreuung" unterliegt, also eine von der Grundform ab­
weichende Gestalt annimmt (S. 24ff.). Die Theorie berechnet auch die Grenzen, inner­
halb deren sich das Schwanken abspielt. Fur groBe Gesamtheiten, solche von 100000 
Fallen und mehr, wie sie dem amtlichen Statistiker beinahe immer entgegentreten, 
ist der Schwankungsspielraum so eng, daB die Abweichung des tatsachlichen Bildes 
von dem "wahren" Bilde kaum nennenswert ist. Fur kleine Gesamtheiten, wie sie 
der private Forscher, z. B. der Kliniker, haufig bildet, spielt diese Fehlermoglichkeit 
schon eine betrachtlichere Rolle. Hier ist die Gefahr einer falschen Aussage gegeben, 
allerdings mehr fur den unerfahrenen Laien, als fUr den geschulten Statistiker, der 
die Zufallsfehlergrenzen berechnen und seine Folgerungen aus dem Material da­
nach einrichten kann (S. 35). 

Eine zweite Fehlermoglichkeit liegt im betrachteten Stoffe, meist einer Men­
schenmasse. Menschen sind eigen~utzig und bequem; sie machen falsche Angaben, 
wo sie irgendein eigenes Interesse beruhrt glauben und entziehen sich uberhaupt 
gerne einer nicht fur notwendig gehaltenen Arbeit. So werden Volkszahlungen unvoll­
standig, weil sich ihnen die Verbrecher, die politischen Fluchtlinge und alle sonsti­
gen, die mit der Behorde nicht gern in eine Beriihrung kommen, zu entziehen suchen. 
Die Fragen nach dem Viehstande, nach dem Einkommen und Vermogen, die Fragen 
nach dem Alter, nach dem Familienstande, nach der Nationalitat oder Muttersprache, 
nach dem Nebenberuf sind bekannte Anlasse zu Verheimlichungen oder Entstel­
lungen. Ganz ahnliche Abweichungen ergeben sich, wenn Vertreter entgegenge­
setzter Interessen, z. B. Arbeitgeber und Arbeitnehmer, .uber einen und denselben 
statistischen Tatbestand befragt werden. Auf Fahrlassigkeit geht das Vergessen der 
Sauglinge bei Volkszahlungen und manche andere Lucke in den Angaben zuruck. 

Auch diese Fehler sind bis zu einem gewissen Grade unvermeidlich, wenngleich 
sie durch richtige Handhabung einer Erhebung, Gewahrleistung einer genauen 
Aufnahme und Prufung, aber auch strenge Geheimhaltung der Einzelangaben auf 
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ein geringeres MaB herabgedriickt werden konnen. Der erfahrene Bearbeiter wird 
von dem Vorhandensein des Fehlers wissen; er wird seine Richtung, vielleicht sogar 
sein annaherndes AusmaB feststellen konnen. 

Immer bleibt zu bedenken, daB jede Wissenschaft Grenzen hat, die ihrer Er­
kenntnis gezogen sind, und daB das Gebiet solcher von beriihrten Empfindlichkeiten 
beeinfluBter Ergebnisse doch ziemlich eingeschrankt ist und an Bedeutung weitaus 
zuriicktritt gegeniiber den viel weiteren Gebieten der statistischen Ergebnisse, bei 
denen die gleiche Fehlerquelle nicht vorliegt. 

In eine .nahe Nachbarschaft dieser Fehlerquelle gehort diejenige der Scha t­
zungen. Wie der Name sagt, handelt es sich hier nicht um statistische Ergebnisse, 
die nach allen Regeln der Kunst gewonnen wurden, sondern um einen Ersatz; es 
muB eben das Fehlen richtig gewonnener Zahlen vermittels eines von gewissen An­
haltspunkten ausgehenden, oft etwas gewagten Induktionsschlusses iiberbriickt wer­
den. NaturgemaB konnen zwei Schatzer zu verschiedenen Ergebnissen gelangen, 
sowohl, wenn sie von verschiedenen Schatzungsgrundlagen, als auch, wenn sie von 
der gleichen, aber verschieden bewerteten Schatzungsgrundlage ausgehen. Schat­
zungen sind nicht strenge Statistik, sondern ein Notbehelf dafiir. Fehler in ihnen 
diirfen darum auch nicht der Statistik angerechnet werden. 

Nahe bei den Schatzungen stehen die Berechnungen iiber gewisse Sammel­
begriffe, Volkseinkommen, Volksvermogen, Zahlungsbilanz u. dgl. Da die stati­
stischen Unterlagen hierfiir in der Regel nur liickenhaft sind, muB das Fehlende 
durch Schatzungen erganzt werden. Auch hier konnen die Ergebnisse, zu denen ver­
schiedene Verfasser gelangen, recht weit auseinander gehen. Trotzdem kann man 
solchen Aufstellungen, wie den Schatzungen iiberhaupt, einen Nutzen nicht ab­
sprechen. Es ist gewiB besser, von einem Tatbestande eine Rahmenvorstellung zu 
besitzen, als iiberhaupt keine. 

Ein leidiges Kapitel sind die Zahl-, Rechen-, Schreib- und Druckfehler, die in 
Anbetracht der Massenarbeit, die sich aus dem Wesen der Statistik ergibt, mit 
jeder Statistik verkniipft sind. Indessen laBt sich auch hier Abhilfe schaffen. Die 
Frage dieser Fehler ist eine reine Geldfrage. Wenn wir bei einer Zahlung jede einzelne 
Arbeit griindlich priifen lassen konnen, wenn wir neben jeden Auszeichner oder 
Locher einen Priifer setzen, der die Arbeit im vollen Umfang priift, wenn wir jede 
Rechnung zweimal rechnen, jede Korrektur zweimallesen lassen konnen, Wenn wir 
iiberhaupt so viele Mittel zur Verfiigung haben, daB wir den technischen Vorgang 
moglichst mechanisieren und das notwendige Personal auf Grund einer strengen 
Auslese einstellen konnen, so wird auch die Bedeutung dieser Fehler auf ein Mindest­
maB herabgedriickt sein. 

2. Kann die Statistik durch unkundige Handhabung zum 
Liigen gebracht werden? 

Mit dem Vorausgehenden ist streng genommen der Umkreis der Fehlerquellen, 
die der Statistik berechtigter- oder unberechtigterweise zur Last gelegt werden 
konnen, erschopft. Ihre Wirksamkeit ist bei einiger Fachkenntnis und Aufmerksam­
keit so unbedeutend, daB der Statistik daraus nicht der Vorwurf der Liigenhaftig­
keit gemacht werden kann, um so weniger, als jede andere Wissenschaft auch ihre 
dunkeln Winkel hat, in denen sie Ergebnisse hervorbringt, fiir die sie nicht mit 
voller Strenge eintreten kann. 

Es gibt aber noch eine ganze Reihe von weiteren Umstanden, die infolge von 
Unkenntnis gewisser Feinheiten der statistischen Begriffs- und Verfahrenswelt als 
Fehlerquellen der Statistik aufgefa.Bt werden konnten. Da aus ihnen sehr haufig 
ein Vorwurf gegen die Statistik abgeleitet wird, miissen sie hier mitbehandelt werden. 
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In Frage kommen hier VOl' aHem die verschiedenen Moglichkeiten von Begriffs­
und Stoffassungen. Eine Besitzstatistik ist keine Betriebsstatistik, eine Statistik 
del' Nationalitat keine Statistik del' Muttersprache, die Erfassung del' anwesenden 
BevOlkerung nicht die del' Wohnbevolkerung usw. Solche verschiedene Begriffs­
odeI' Stoffassungen miissen selbstverstandlich zu verschiedenen Ergebnissen fiihren 
(S. 132). Hier liegen keine Widerspriiche VOl', sondern verschiedene Pro blemsteIl ungen. 
Ahnlich erklaren sich die haufigen Widerspriiche del' Einfuhrstatistik des einfiih­
renden und del' Ausfuhrstatistik des ausfiihrenden Staates aus verschiedenen Fas­
sungen del' Begriffe "Herkunfts-" und "Bestimmungsland", aus verschiedenen 
Bewertungsverfahren u. a. 

Neben die Vielheit del' Begriffs- und Stoffassungsmoglichkeiten tritt die Viel­
heit del' methodischen Aufarbeitungsmoglichkeiten. So konnen zwei Bearbeiter 
des gleichen Stoffes sich zu einer verschiedenen Gruppenbildung entschlieBen; sie 
konnen z. B. bei Herstellung des Berufsverzeichnisses je nach del' Auffassung die 
Hausfrauen unter die Berufstatigen rechnen odeI' nicht; sie konnen die erhobenen 
Doppelsprachigen entweder als eigene Gruppe darstellen odeI' irgendwie aufteilen 
odeI' ganz einer del' beiden Sprachen zurechnen. OdeI' es konnen zwei Bearbeiter 
unter den methodischen Wegen, die das Nebeneinanderbestehen von mehreren 
Mittelwerten, VerteilungsmaBen, von verschiedenen technischen odeI' logischen Be­
ziehungsmoglichkeiten ergibt, wahlen. Das durchschnittliche Heiratsalter ist ein 
anderes als das haufigste Heiratsalter, die durchschnittliche Abweichung del' Preis­
verteilung eine andere als die mittlere, Sterbeziffern ergeben ein anderes Bild als 
Sterbewahrscheinlichkeiten, die Gliederungszahlen del' Verurteilten nach dem Alter 
ein anderes Bild als die Beziehungszahlen auf die Lebenden del' verschiedenen Alters­
stufen. Auch hier handelt es sich um verschiedene Problemstellungen, denen ver­
schiedene methodische Mittel und verschiedene Ergebnisse zukommen. Del' bear­
beitende Statistiker hat die Freiheit, zwischen den Methoden und damit den hinter 
ihnen stehenden Problemstellungen zu wahlen. Hat er das getan, so hat er in del' 
technischenAusfiihrung und in dem Sinne, del' den Ergebnissen zukommt, gebundene 
Hande. lch mochte darum auch nicht, wie ZIZEK es in diesem FaIle tut, von Will­
kiir sprechen, nul' von Freiheit in del' Wahl der ProblemsteIlung. 

Allerdings liegen besonders auf methodisch noch weniger geklarten Gebieten 
die Dinge nicht immer einfach und durchsichtig. Die Statistik in ihrer heutigen 
Gestalt ist eben eine junge Wissenschaft, und ist, wie aIlc jungen Wissenschaften, 
iiber manche Probleme noch nicht zur letzten Klarheit vorgedrungen. So ist es denn 
auch nicht zu verdenken, daB auch namhafte Verfasser iiber die wahre Natur von 
Verschiedenheiten statistischer Ergebnisse im Unklaren bleiben. Als Beispiel mochte 
ich den in meinem Artikel "Einkommen" im Handworterbuch del' Staatswissen­
schaften naher dargetanen Streit JULIUS WOLFS mit einer Anzahl von Gegnern iiber 
die beste Methode del' Messung von Einkommensverschiebungen nach del' Einkom­
menshohe erwahnen. Es hatte sich herausgesteIlt, daB JULIUS WOLF mit dem von 
ihm befiirworteten Verfahren del' "Aufstiegsprozente" zu anderen Ergebnissen ge­
langte als die Nebeneinanderstellung del' Einkommensgliederung zu den verglichenen 
Zeitpunkten ergab. Es handelt sich auch hier einfach um zwei verschiedene Problem­
stellungen, und die ihnen zugehorigen Ergebnisse verhalten sich zueinander etwa 
wie zwei Aufnahmen einer und derselben Person von verschiedenen Seiten. Keine 
ist "wahrer" als die andere, noch besteht zwischen ihnen ein Widerspruch. 

Andere schwe're methodische Fehler konnten leichter vermieden werden: bei del' 
Erhebung die Anwendung unklarer odeI' verwickelter Begriffe und Stoffassungen, 
die Stellung von Fragen, die iiber das Fassungsvermogen eines Teiles del' Befragten 
hinausgehen u. dgl. ; bei del' Aufarbeitung das bereits erwahnte Ziehen von Schliissen 
aus zu kleinen Zahlen, unfachmannische Gruppenbildung, die das eigentliche Bild 
einer nach einem zahlenmaBigen Merkmal gegliederten Masse entstellt, sinnwidrige 
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Beziehungen bei Verhiiltniszahlen, das Ubersehen der Gefiigeungleichheit zweier 
durch Mittelwerte oder Verhiiltniszahlen verglichenen Massen, die Verwendung 
von Teilergebnissen, die fiir das zu beurteilende Ganze keine richtige Vertretung 
darstellen u. a. 

Alle diese Fehler, die aus mangelnder Bildung in der Statistik begangen werden, 
werden ihr, wieder aus mangelnder Bildung, als "Liigen" zur Last geschrieben. Eine 
spatere besser unterrichtete Zeit wird hier gerechter urteilen. 

Ein Feld, auf dem ein gegebener statistischer Stoff gleichfalls zu verschiedenen 
Ergebnissen fiihren kann, ist das der Ausdeutung der Zahlen. lch meine hier nicht 
verschiedene Ausdeutungen auf Grund verschiedener Problemstellungen, wie oben 
im Streite um die richtige Messung der Einkommensverschiebungen, sondern die 
verschiedene Ausdeutung eines und desselben gegebenen Tatbestandes. So wird 
z. B. bei dem parallelen Riickgang von Geburtenhaufigkeit und Sterblichkeit von 
der einen Seite der Sterblichkeitsriickgang als Folge des Geburtenriickganges, von 
der anderen Seite der Geburtenriickgang als Folge des Sterblichkeitsriickganges 
hingestellt. Oder es ergeben sich Meinungsverschiedenheiten in der Vorhersage aus 
einem gegebenen Ablaufe, z. B. der Preiskurve, der Konjunkturgestaltung. Man 
vergleiche auch die Folgerungen, die SOMBART auf der Tagung des "Vereins fiir 
Sozialpolitik" in Ziirich 1928 in seinem Berichte "Wandlungen des Kapitalismus" 
aus der laufenden Entwicklung zog, mit den Folgerungen, die HARMS zwei Jahre 
vorher in seinem Berichte "Strukturwandlungen derWeltwirtschaft" gezogen hatte. 

In allen Fallen solcher Deutungsverschiedenheiten ist zuerst die Zustandigkeits­
frage aufzuwerfen. Deutungswiderspriiche konnten der Statistik - oder richtiger 
den Statistikern - nur dann zugerechnet werden, wenn der Beurteiler der Zahlen 
diese Schliisse auch wirklich als Statistiker zoge. Nun hat der Statistiker auf die 
von ihm zustandegebrachten Zahlen ohne Zweifel ein weitgehendes Recht. Sie sind 
sein, wei! er die Begriffswelt, auf der sie fuBen, die methodischen Verfahren, die sie 
hervorgebracht haben, kennt wie kein anderer. Und doch gehoren die Zahlen schlieB­
lich dem Vertreter des Stoffgebietes, dem er sie zur Ausbeutung und Ausdeutung 
darbringt. Zwischen diesen beiden .Strecken unzweideutigen Besitzrechtes liegt ohne 
Zweifel eine Strecke des Mitbesitzes (S. 131). Der Statistiker ist zustandig, allefor­
malen Zahlenbewegungen und -unterschiede, also solche, die auf verschiedenen 
Begriffen oder verschiedenen Verfahren beruhen, aufzuklaren ("formale Ursachen­
forschung"). Er ist auch zustandig, diejenigen Mittel, die die statistische Me­
thodik eigens fiir die Ursachenforschung bereitgestellt hat, zu handhaben, wobei er 
natiirlich auch die Begriffs- und Tatsachenwelt des Stoffgebietes kennen mull. 
Diese Kenntnis kann ihn dann leicht dazu verleiten, auch materielle SchluBfolge­
rungen aus den Zahlen zu ziehen. Er muB sich aber dessen bewuBt bleiben, daB 
er in diesem Falle nicht mehr als Statistiker, sondern schon als Vertreter des je­
weiligen Stoffgebietes, z. B. bei der Wirtschaftsstatistik als Volkswirt, bei der Kri­
minalstatistik als Kriminalist, spricht. lrrtiimer, die ihm in der materiellen Deutung 
der Zahlen unterlaufen, belasten darum auch nicht das Schuldkonto der Statistik, 
sondern dasjenige des behandelten Stoffgebietes. 

3. Der boswillige MiBbranch der Statistik. 
Das statistische Denken geht ahnlich wie das logische nach strengen Regeln 

vor sich. Es bedarf einer ausgiebigen theoretischen und praktischen Schulung, um 
sie zu beherrschen. Darum gibt es auch so viele Fehlerquellen aus der Unkenntnis 
der Handhabung dieses Apparates. Wenn wir nun an die Stelle des versehentlichen 
Fehlers den absichtlichen Fehler setzen, um die Zahlenergebnisse nach einer bestimm­
ten Richtung zu beeinflussen, so haben wir den recht haufigen Tatbestand der bos­
willigen statistischen Entstellung, der Tendenz-Statistik, vor uns. Sie kann sowohl 
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durch absichtlich unklare oder irrefiihrende Begriffsfassung als auch durch die Art 
der Erhebung als auch durch die Art der Aufarbeitung und Darstellung der Zahlen 
bewirkt werden. Die Sprachen- und Nationalitatenstatistik mancher Staaten, die 
Preisindexstatistik, die private Geschaftsstatistik hat allgemein bekannte Beispiele 
dafiir geliefert. DaB Tendenz-Statistik moglich ist, spricht nicht gegen die Statistik. 
Es gibt kaum eine Wissenschaft, die nicht zu irgendeinem Zweck gefalscht und miB­
braucht worden ware. Welche Verbiegungen hat nicht die geschichtliche Wahrheit 
durch "wissenschaftliche" Geschichtsforschung, welche Verdrehungen das Recht 
durch "wissenschaftliche" Rechtskunde erfahren 1 Das mathematische'Denken ist 
gewiB ein exaktes Denken; und doch haben wir uns als kleine Knaben gerne da­
mit befaBt, auf streng mathematischem Wege etwa zu beweisen, daB 1 = 0 ist. 
Der Unkundige fallt darauf herein, wie der logisch Ungeschulte, dem man unter 
(angeblicher) Befolgung der strengsten Denkregeln ein X fiir ein U vormacht. 
Der Kenner merkt den TrugschluB und deckt den Fehler auf. 

Keineswegs berechtigt also der vielfache MiBbrauch der Statistik zu der Aus­
sage: Die Statistik liigt. Sie liigt ebensowenig wie die wissenschaftliche Forschung 
iiberhaupt, die Mathematik, Logik, Geschichts- und Rechtskunde. Die Menschen 
liigen auf allen Gebieten des Lebens, warum denn gerade nicht auf demjenigen der 
Statistik 1 Auch hier konnte allerdings eine bessere allgemeine Durchbildung in 
der Statistik zu einer Einschrankung des MiBbrauches fiihren. 

Die vorangehende Untersuchung hat gezeigt, daB nur ein kleiner Kreis von Feh­
lern aus dem Wesen der Statistik folgt, der aber durch Achtsamkeit auf ein ganz 
geringfiigiges MaB gebracht werden kann. Die groBe Menge der Fehlerquellen, die 
zu dem Vorwurfe der Liigenhaftigkeit der Statistik fiihren, folgt nicht aus dem 
Wesen der Statistik, sondern aus der mangelnden statistischen Bildung der Erzeuger 
und Verbraucher der Statistik und - damit zusammenhangend - aus dem MiB­
brauch der Statistik. Mit der statistischen Bildung sieht es bei uns noch ziemlich 
traurig aus. Nur ganz wenige deutsche Universitaten besitzen statistische Lehr­
stiihle; an anderen wird Statistik zwar gelehrt, aber nur nebenbei von Vertretern 
anderer Facher oder nebenamtlich von beruflich iiberlasteten statistischen Prak­
tikern. Auch mit dem statistischen Priifungswesen ist es unbefriedigend bestellt. 
Weite Kreise, die beruflich viel in Beriihrung mit Statistik kommen, wie z. B. die 
Verwaltungsjuristen, bleiben dem statistischen Unterrichte an den deutschen Uni­
versitaten ganz fern. Hier wird der Hebel anzusetzen sein, wenn wir mit der fehler­
freien Herstellung und Beniitzung der Statistik, damit auch mit der Achtung vor 
der Statistik vorwarts kommen wollen. 



Anhang. 

AnfgabenlOsnngen. 

Aufgabe 1 auf S. 26. 

Die Durehfuhrung des aufgegebenen Miinzwurfes kann, dem Zufallseharakter der einzelnen 
Wiirfe entspreehend, zu den versehiedensten Ergebnissen fuhren. Ein Beispiel der Durehfuh­
rung eines ahnliehen Miinzwurfes findet der Leser in des Verfassers Bandehen "Statistik", 
S. 11ff. 

Aufgabe 2 auf S. 35. 

1/~ 
1. Bereehnung von (J = V n _ 1 • 

KiirpergriiBe 164 em KiirpergriiBe 165 em 

A ,1.2 A AI 

5,S - 5 = + O,S 0,64 6,5 - 10 = - 3,5 12,25 
- 6 = - 0,2 0,04 -10= - 3,5 12,25 
- 6 = - 0,2 0,04 - 6 = + 0,5 0,25 
- 2 = + 3,S 14,44 - 7 = - 0,5 0,25 
-7 = -1,2 1,44 - S = -1,5 2,25 
- 4 = + I,S 3,24 - 5 = + 1,5 2,25 
- 6 = - 0,2 0,04 - 5 = + 1,5 2,25 
- 4 = + I,S 3,24 - 2 = + 4,5 20,25 
-7 = -1,2 1,44 - 6 = + 0,5 0,25 

IA2 = 24,56 I AB = 52,25 

V24,56 --
0"164 = -S- = f 3,0700 = 1,752. 

1/52,25 
0"165 = V-S- = l' 6,5313 = 2,556. 

KiirpergriiBe 166 em KiirpergriiBe 16S em 

A ,1.2 A ,1.2 

6,7 - 9 = - 2,3 5,29 6,S - 4 = + 2,S 7,S4 
- 4 = + 2,7 7,29 -10 = - 3,2 10,24 
- 7 = - 0,3 0,09 - 6 = + 0,8 0,64 
- 10 = - 3,3 IO,S9 - 5 = + 1,8 3,24 
- 6 = + 0,7 0,49 - S = - 1,2 1,44 
- 4 = + 2,7 7,29 - 9 = - 2,2 4,S4 
- 7 = - 0,3 0,09 - 9 = - 2,2 4,84 
- S = - 1,3 1,69 - 6 = + O,S 0,64 
- S = - 1,3 1,69 - 3 = + 3,S 14,44 

IA2 = 34,SI I),2 = 4S,16 

1/34S1 ----
0"166 = ~ + = f 4,3513 = 2,OS6. J/48,16 11- -

(J16S = -S- = , 6,0200 = 2,454. 

Winkler, Theoretlsche Statistlk. 11 
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KorpergroBe 169 em KorpergroBe 170 em 
-~ 

A A2 A A2 

6,5- 9 = - 2,5 6,25 5,6 - 3 = + 2,6 6,76 
- 6 = + 0,5 0,25 - 3 = + 2,6 6,76 
- 9 = - 2,5 6,25 - 7 = - 1,4 1,96 
- 5 = + 1,5 2,25 - 4 = + 1,6 2,56 
- 6 = + 0,5 0,25 - 6 = - 0,4 0,16 
-13 = - 6,5 42,25 - 6 = - 0,4 0,16 
- 5 = + 1,5 2,25 -10 = - 4,4 19,36 
- 6 = + 0,5 0,25 - 5 = + 0,6 0,36 
- 5 = + 1,5 2,25 - 3 = + 2,6 6,76 

EA2 = 62,25 EA2 = 44,84 

1/62,25 --
alBt= V-8- =17,7813=2,790. V44,84 ._-

Gl70 = -8- = 15,6050 = 2,367 

2. Bereehnung von Go=lspq. 

G164 = V 100 . 0,058 . 0,942 = l 5,4636 = 2,337 , 

Gl65 = l100. 0,065·0,935 = l6,0775 = 2,465, 

Gl66 = l' 100 . 0,067 . 0,933 = l 6,2511 = 2,500 , 

G168 = f100. 0,068·0,932 = } 6,3376 = 2,517 , 

Gl6t = f100. 0,065·0,935 = l6,0775 = 2,465, 

G170 = Y 100 . 0,056 . 0,944 = 1 5,2864 = 2,299 . 

3. Vergleieh der G und Go und ihres Durehsehnittes. 

Korper-
G = V];)·2 

I 
G groBenstufe Go = 1spq -

n-l Go em 

164 1,752 2,337 0,750 
165 2,556 2,465 1.037 
166 2,086 2.500 0,834 
167 2,205 2,568 0,859 
168 2,454 2,517 0,975 
169 2,790 2,465 1,132 
170 2,367 2,299 1,030 

Durehsehn. 2,316 2,450 0,945 

Es zeigt sieh, daB die G und Go fiir die einzelnen KorpergroBenstufen ziemlieh groBe Sehwan­
kungen aufweisen, die aber nur dureh das Wirken des Zufalls infolge der kleinen Zahl von Be­
obaehtungen (9) hervorgerufen werden. 1m Durchschnitt verschwinden diese Schwankungen 
und die beiden G zeigen eine erhebliche Annaherung aneinander, was uns zu dem Schlusse 
berechtigen wiirde, daB hier eine reine Zufallsstreuung vorliegt, wenn wir dies nieht schon 
nach dem Verlaufe des Experimentes ohnedies wiiBten. 

Aufgabe 3 auf S. 38. 
Unter 300 Nachkommen miiBten naeh der Mendelschen Regel y. von 300 = 75 weiBbliihende 

Erbsen sein. Tatsachlich beobachtet wurden 86; der Unterschied betragt also 11. 

- --- 1/900 --
G = ls p q = 1300· %.. % = V M = f 56,25 = 7,5 . 

3G = 22,5. 

Die Abweichung von der Erwartung betragt demnach nur etwa die Halfte des drei­
fachen G, liegt also noch innerhalb der Zufallsgrenzen. Die Mendelsche Regel ist somit durch 
die vorliegende Beobachtung nicht widerlegt. 
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Aufgabe 4 auf S. 40. 

81 = 16089, PI = 0,4862, 
82 = 15492, P2 = 0,4830, 

= 16089· 0,4862 + 15492 . 0,4830 = ° 4846 
Po 16 089 + 15 492 " 
go = I - Po = 0,5154, 

Po·go = 0,249763, 

Po • go = 0,249763 = 0 000015524 
81 16089' , 

Po· go = 0,249763 = 0000016122 
~ M4n' , 

u. = VpogO + Pogo = )0,000031646 = 0,00563, 
81 82 

3u. = 0,0169, 
PI - P2 = 0,4862 - 0,4830 = 0,0032. 

Der tatsachlich beobachtete Unterschied PI - P2 betragt somit weniger als ein Fiinftel des 
Hochstunterschiedes, der durch Zufallswirkung zustande kommen konnte; der Unterschied der 
Anteile der mannlichen Personen von den 70jahrigen Gestorbenen der Jahre 1927 und 1928 
darf also als zufallig betrachtet werden. Es darf somit ein Gleichbleiben der wesentlichen Um­
stiinde, die das Geschlechtsverhaltnis der 70jahrigen Gestorbenen im Jahre 1927 bestimmten. 
fiir das Jahr 1928 angenommen werden. 

Aufgabe 5 auf S. 53. 

1m ersten Lebensjahr 
Gestorbene 

Jahr 
insgesamt dar.ehelich P A 1. 2 

1 2 3 4 5 

1901 420223 361745 0,861 0,000 0,000000 
1902 370799 321055 0,866 0,005 0,000025 
1903 404523 351086 0,868 0,007 0,000049 
1904 397781 344972 0,867 0,006 0,000036 
1905 407996 353342 0,866 0,005 0,000025 
1906 374636 324592 0,866 0,005 0,000025 
1907 351046 302920 0,863 0,002 0,000004 
1908 359022 308680 0,860 - 0,001 0,000001 
1909 335430 288202 0,859 - 0,002 0,000004 
1910 311458 267171 0,858 - 0,003 0,000009 
1911 359522 308765 0,859 - 0,002 0,000004 
1912 275571 234544 0,851 - 0,010 0,000100 
1913 277196 235Q72 0,849 - 0,012 0,000144 
1914 297382 252844 0,850 - o,on 0,000121 

Durchschn. I 353042 303942 0,861 I EA2 = 0,000547 

V E 1.2 = 1/0,000547 = 0 0064867 
n -1 V 13 ' , 

= Vp· g = V 0,861 . 0,139 = 0 0005822 
110 8 353042 ' , 

Q = !!.- = ~,0064867 = 11,14. 
110 0,0005822 

Wir haben somit eine betrachtliche iibernormale Dispersion zu verzeichnen. Ihre Ursache 
diirfte zum groBten Teil in der standigen Abnahme des Ehelichenanteils der gestorbenen Saug­
linge liegen, der aus folgenden Zahlen klar wird: 

1901/07. 
1908/14. 

Anteil d. gest. ehel. 
Sauglinge im Durchschnitt 

..... 86,47% 
. .... 85,47% 

11* 
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Dieser Ruekgang ist daraus zu erklaren, daB der allgemeine Riiekgang der Sterbliehkeit 
den eheliehen Kindern in starkerem MaBe zugute gekommen ist als den uneheliehen. 

AuBer dieser einen Ursaehe diirfte, wenn aueh in viel geringerem MaGe, die positive Ver· 
bundenheit dureh Zwillingsgeburten an der iibernormalen Dispersion mitbeteiligt gewesen sein. 

Aufgabe 6 auf S. 64. 
Die Wahlbeteiligung der weibliehen Wahlbereehtigten bei den saehsisehen Gemeinderats­

wahlen 1924 in 85 Gemeinden mit iiber 1000 Einwohnern. 

Von je 100 wahlbereeh­
tigten Frauen wahlten 

iiber 50 bis 55 % 
55 " 60% 
60 " 65% 
65 " 70% 
70 " 75% 
75 " 80% 
80 " 85% 
85 " 90% 
90 " 95% 

Insgesamt 

Anzahl der Gemeinden 

gestriehelt 

I 
II 
III 
ilttl 
fttIoilttl 
iItt iItt iItt iItt I 
fttIoilttilttiitt 
fttIo iItt iItt I 
iItt 

ausgezahlt 

1 
2 
3 
6 

11 
21 
20 
16 
5 

85 

Aufgabe 7 auf S. 67. 

I. Obergruppen zu je 3 em: 

1. Ober- 2.0ber-
gruppenlage Zahl der gruppenlage 

Gruppen- FaIle Gruppen-
mitte mitte 
em em 

146 1 148 
149 2 151 
152 11 154 
155 25 157 
158 61 160 
161 108 163 
164 155 166 
167 197 169 
170 159 172 
173 100 175 
176 58 178 
179 21 181 
182 8 184 

I 906 

II. Obergruppen zu je 5 em, das 
arithmetisehe Mittel in die Mitte 

genommen. 

Gruppen- Zahl der mitte FaIle 
em 

147 1 
152 20 
157 79 
162 203 
167 321 
172 195 
177 76 
182 11 

906 

3.0ber-

Zahl der gruppenlage Zahl der 
FaIle Gruppen- FaIle 

mitte 
em 

1 147 1 
9 150 6 

17 153 14 
51 156 32 
87 159 77 

138 162 126 
197 165 170 
171 168 198 
115 171 131 
78 174 85 
31 177 46 
10 180 15 

1 183 5 
906 906 

Es zeigt sieh, daB bei der Obergruppen­
bildung von 3 em-Gruppen die 1. Obergruppen­
lage, die als Mitte der Mittelgruppe die Gruppe 
des arithmetisehen Mittels (167 em) wahlt, die 
riehtigste Darstellung der symmetrisehen Aus­
gliederung bietet, wahrend die anderen beiden 
Obergruppenbildungen den irrtiimliehen Ein­
druek einer sehiefen Kurve erweeken. 

Ebenso wie die erste Obergruppenlage bei 
der Obergruppenbildung von 3 em-Gruppen. 
gibt aueh die hier gewahlte Obergruppenbil­
dung mit 5 em-Gruppen die Verteilung riehtig 
wieder, wahrend die vier anderen mogliehen 
Obergruppenlagen eine in Wirkliehkeit nieht 
vorhandene Sehiefe der Verteilung vortausehen 
wiirden. 
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Aufgabe 8 auf S 68. 
Die Wahlbeteiligung der mannlichen und weiblichen Wahlberechtigten bei den 
sachsischen Gemeinderatswahlen 1924 in 85 Gemeinden mit iiber 1000Einwohnern. 

Wahlbeteiligung 
der Manner 

je 100 

Uher 70 bis 75% 

" 75 " 80% 

" 80 " 85% 

" 85 " 90% 

" 90 " 95% 

" 
95 ,,100% 

Insgesamt .... 

Ubcr 70 bis 75% 

" 
75 

" 
80% 

" 
80 

" 85% 

" 
85 

" 
90% 

" 
90 

" 95% 

" 
95 " 100% 

Insgesamt. 

Wahlbeteiligung der Frauen 
- -- ------------------------ -

iiber 
50bis 
55% 

I 
I 

I 
I 1 

1 
-
--
-
-
-

I 1 

iiber iiber iiber iiber iiber 
55 bis 60bis 65 bis 70bis 75 bis 
60% 65% 70% 75% 80% 

Zahl der Gemeinden a) gestriehelt. 

II 

2 

-

2 
-
-
-
-
2 

11 
I II 

I 1111 fttI-
I II 

I 
I 

3 6 11 I 

b) ausgezahlt. 
2 - -

-- I 2 
1 4 0 

- 1 2 
- - 1 
- - 1 

I 3 6 11 

Aufgabe 9 auf S. 76. 
A = 169,421 em , 

a = 6,483 em, 

II 
fttI-lII 
fttI-llII 
II 

21 

-
2 
8 
9 
2 

-

21 

6,483 
a A = 0,04030 em , 

125875 

3aA = 0,121 em. 

iiber iiber 
80bis 85 bis 
85% 90% 

I 

III I 
fttI- 1111 1111 
fttI-li fttI-llII 

\I 
20 16 

1 -

- -
3 1 
9 4 
7 9 

- 2 

20 16 

--- --

iiber Ins-
90bis ge-
95% samt 

4 
7 

22 
I 26 
11\1 23 

3 

I 5 I 85 

- 4 
- 7 
- 22 
1 26 
4 23 

- 3 

5 85 

Das wirkliehe arithmetisehe Mittel ist somit im Spielraum von 169,421 em ± 0,121em zu denken. 

Aufgabe 10 auf S. 76. 
Der Untersehied zwischen der durehschnittliehen KiirpergriiBe der amerikanisehen und der 

Mistelbaeher Rekruten betragt 

169,421 em - 166,768 em = 2,653 em. 

Die mittlere Abweichung dieses Untersehiedes ist 

a = -V a~l + a~. = yO,04032 + 0,19562 = 0,1997, 3 a = 0,599 em . 

Der Untersehied betragt also mehr als das 13faehe von a. Es ist somit vollstandig ausge­
sehlossen, daB es sich bei dem Unterschiede der beiden Durehsehnitte urn zufallige Abweiehungen 
von einer gemeinsamen Wesensform handle. 

Aufgabe 11 auf S. 80. 
1. Bereehnung des arithmetisehen Mittels (auf doppelte Weise bereehnet): 

A = 55,8421 Stunden. 

2. Bereehnung des mittleren Wertes:; 

E = 1548 
V = 2446 
N = 1289 

5283 

E+ :E=-~ = 391: 3096 = 0,1263 Klasseneinheiten = 0,505 Stunden. 
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Untere Gruppengrenze der Einfallsgruppe: 56,00 Std. 

M = 50,51 Std. 

Probe: Der mittlere Fall ist der 2642., das ist der 196. der Einfallsgruppe. Er teilt also die 
Gruppe im Verhaltnis von 195,5: 1548. Das gesuchte Stiick betragt 0,1263 Gruppeneinheiten 
= 0,505 Std. wie oben. 

3. Berechnung des dich test en W ertes: 
Mittelstiick der Verteilung: 

Gruppe 

a 52 bis 56 Std. 
b 56"60,, 
c 60"64,, 

Besetzungs­
zahl 
1464 
1548 
1195 

b-a =+ 84, 
c-b =-353, 

(c - b) - (b - a) = - 437 . 

b--a 84 .. 
(c _ b) _ (b _ a) = - _ 437 = + 0,1922 Klassenemhelten = 0,769 Std. 

D = 56,77 Std. 

Die Mittelwerte liegen in der richtigen Lage zueinander: 

A = 55,84 Std. 

M = 56,51 " 

D = 56,77 " 
Die Abstande folgen jedoch nicht der Regel: 

D-M=0,26, 
M- A =0,67. 

Es verhalt sich also D - M zu M - A wie 0,4 : 1. Auch hier diirfte die ZusammenfasBung des 
Rohstoffes in zu weite Gruppen an der Verletzung der Lageregel schuld sein. 

Aufgabe 12 auf S. 86. 

1. Mittlere quadratische Abweichung, ohne Vorteil berechnet: (] = "(32,7345 = 5,721 Std. 

Mittlere quadratische Abweichung mit Vorteil berechnet (die Gruppenmitte 58,00 ala Null­
punkt verwendet): (J = 1,43035 Gruppeneinheiten = 5,721 Std. 

2. Einfacher durchschnittlicher Abstand (von der Gruppenmitte 58 aus berechnet). 

Unterer Abstand: 

- 4233: 2446 = - 1,7306 Gruppeneinheiten = - 6,92 Std. 

Oberer Abstand: 

+ 1384: 1289 = + 1,0737 Gruppeneinheiten = 4,29 Std. 

Durchschnittlicher Abstand: 

5616: 5283 = 1,0630 Gruppeneinheiten = 4,25 Std. 

3. Viertelwerte und Viertelwertabstande: 
Der untere Viertelwert entspricht dem 1320,75., der obere dem 3962,25. Fall. 

Berechnung des unteren Viertelwertes: 

E = 1464, V = 982, N = 2837. 

E + N - 3 V = 1464 + 2837 - 2946 = + 0,2314 Gr. = 0,93 Std. 
4E 5856 

Untere Gruppengrenze = 52,00, unterer Viertelwert = 52,93 Std. 

Berechnung des oberen Viertelwertes: 

E = 1548, V = 2446, N = 1289. 

3 • (E + NL~ ~ = 6065 = 0 9795 Gr = 3 92 Std. 
4E 6192' ., 
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Untere Gruppengrenze = 56,00, oberer Viertelwert = 59,92 Std. 

Unterer Viertelwertsabstand = 56,51 - 52,93 = 3,58 Std. 

Oberer Viertelwertsabstand = 56,51 - 59,92 = 3,41 Std. 

Die beiden Viertelwertabstande sind also nieht sehr versehieden, was auf eine geringe, sich 
beinahe der Symmetrie nahernde Schiefe der Verteilung hinweist. 

Durchschnittlicher Viertelwertsabstand = 6,:9 = 3,50 Std. 

Aufgabe 13 auf S. 85. 
Berechnung der Kurvenschiefe. 

a) Mistelbacher 
Rekruten 
A = 166,768cm 
D= 167,100cm 
(J = 5,888 em 

A -D = - 0,332 em 

A-D 
--= -0,0564 

(J 

b) Lohnverteilung c) Arbeitszeitverteilung 
der Facharbeiter der Facharbeiter 

A = 56,304 RM A = 55,842 Std. 
D = 56,883 RM D = 56,769 Std. 

(J = 8,675 RM (J = 5,721 Std. 

A -D = - 0,579RM A -D = - 0,927 Std. 

A-D 
--=-00667 (J , 

A-D 
--= - 0,1620. 

(J 

Die KorpergroBenverteilung der Mistelbacher Rekruten zeigt eine geringe Schiefe der 
Verteilung, die Lohnverteilung der Facharbeiter eine etwas starkere, die Arbeitszeitverteilung der 
Facharbeiter eine schon betrachtlichere. 

Aufgabe 14 auf S. 117. 

Die ausgegIichenen Zahlen lauten folgeweise: 

1,0, 4,3, 17,0, 31,7, 44,7, 49,7,50,3, 44,3, 31,0, 17,0, 6,7, 2,3. 

Die symmetrisehe Gestalt dieser Fehlerkurve tritt in der ausgeglichenen Form noch deutlicher 
zutage. 

Aufgabe 15 auf S. 119. 

log x log y log x log Y log2 x 

3,0792 6,2705 19,3081 9,4815 
3,3522 6,0688 20,3438 11,2372 
3,6021 5,7024 20,5406 12,9751 
3,8129 5,3833 20,5260 14,5382 
4,0000 5,3253 21,3012 16,0000 
4,1461 4,9350 20,4610 17,1901 
4,3118 4,8597 20,9541 18,5916 
4,5740 4,6263 21,1607 20,9215 
4,8751 4,0899 19,9387 23,7666 

Summe 35,7534 47,2612 184,5342 144,7018 

1. Normalgleichung: 47,2612 = 9 log A - 35,7534 a , 
2. 184,5342 = 35,7534 log A - 144,7018 a, 

a = 1,20534 

log A = 10,03958 

A = 10955000000 

log y = 10,03958 - 1,20534 x 

10 955 000 000 
Y= 
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Jahr 

1871 
1880 
1890 
1900 
1910 

.Aufgabenlosungen. 

Einkommens­
gruppen 

RM. 

Zahl der Einkommensbezieher 
in Tausenden 

a) beobachtet b) ausgeglichen 

900- 1500 
1500-- 3000 
3000-- 5000 
5000-- 8000 
8000-- 12000 

12000-- 16000 
16000- 25000 
25000- 50000 
50000-100000 

1864,1 
1171,7 
504,0 
241,7 
211,5 

86,1 
72,4 
42,3 
12,3 

Aufgabe 16 auf S. 121. 

Beo bachtete .Ausgeglichene 

Werte y'--,-y .... -
41,06 
45,23 
49,43 
56,37 
64,93 

40,22 
45,23 
50,80 
56,37 
61,94 

y' - y 

+ 0,84 
0,00 

-1,37 
0,00 

+ 2,99 

2128,6 
997,8 
498,7 
277,8 
165,3 
110,2 
69,5 
33,6 
14,6 

(y' _ y)2 (y' _ y)2 ___ _ 
Y 

0,7056 0,018 
0,0000 0,000 
1,8769 0,037 
0,0000 0,000 
8,9401--L_O~'.;;;..14;;.;4~ 

X2 = 0,199 

n'=n+l=6, P = 1,0000} Differenz 0,0374. 
P = 0,9626 

Diese Differenz entspricht einem .Argumentsabstande von 1; einem .Abstande von 0,199 ent­
spricht daher 0,0074 

P = 1,0000 - 0,0074 = 0,9926. 

Es zeigt sich, daB diese .Ausgleichung noch immer sehr gut ist, aber etwas weniger gut als die­
jenige nach der Methode der kleinsten Quadrate. 

Der Wert der GroBe des P wird allerdings dadurch beeintrachtigt, daB gemaB dem Ver­
fahren die .Abweichungen fiir zwei Punkte 0 betragen miissen, weshalb die iibrigen drei .Abwei­
chungen urn so groBer sein konnen, um den obigen Durchschnitt zu ergeben. Wir sehen aus 
diesem Beispiel, daB statistische MaBzahlen niemals mechanisch gedeutet werden diirfen, sondern 
daB man bei ihrer Beurteilung auf die besondere Lage des Falles Riicksicht nehmen muB. (Ein 
ahnliches Beispiel vergleiche unten auf Seite 150 bei der Berechnung der Korrelationsziffer 
fiir die Geborenen und Gestorbenen in 35 preuBischen Regierungsbezirken mit und ohne Berlin.) 

Aufgabe 17 auf S. 123. 

x I Y Ao, Bo, 0 0, Do I AI' B l , 0 1 A 2, B2 A3 

(1871) 0 41,058792 Ao = 463918,78 (1880) 9 45,234061 Bo = 419440,90 A 1=-2340,94 All = .663,88 (1890) 19 49,428470 B1 = 13721,50 As = -19,01 
(1900) 29 56,367178 0 0 = 693870,80 0 1= 8100,55 B2 = - 187,37 

(1910) 39 64,925995 Do = 855881,70 

x = 14; x - Xo = 14; x - Xl = 5; x - x2 = - 5; x - X3 = - 15. 

Y~ = Yo + Ao (x - xu) + Al (x - xo) (x - Xl) + A2 (x - xu) (x - Xl) (X - x2) 

+ As (x - xu) (x - Xl) (x - xz) (x - xa) 

Y1885 = 41058792 + 463918,78 X 14 + (- 2340,94) X 14x5 

+ 553,88xI4x5x(- 5) + (-19,01)xI4x5x(- 5)x(-15) =47000129. 
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Aufgabe 18 auf S. 124. 
a) gezahlte Bevolkerung; b) mittels der Ausgleichungskurve 4. Grades, c) arithmetisch, 

d) geometrisch, e) mittels der Newtonschen Formel interpoliert. 

Jahr 

1875 
1885 
1895 
1905 

Bisheriger 
Familien­
stand des 

Mannes 

ledig . 

verwitwet. 

geschieden 

Zusammen 

a) b) c) d) 

42727360 43,27 42,91 42,86 
46855704 47,09 47,33 47,28 
52279901 52,52 52,90 52,79 
60641278 60,69 60,65 60,50 

Aufgabe 19 auf S. 137. 

Bisheriger Familienstand der Frau 

----- ledig-- ---1-- -verwit~~-;----- -- ge~chieden 

BZ 502640 (+ 3,12%) BZ 8550 (+ 49,96%) BZ 9701 (- 40,68%) 
UZ 487449 UZ 17088 UZ 16354-
BZ 30691 (- 24,10%) BZ 8339 (+488,50%) BZ 4178 (+207,89%) 
UZ 40434 UZ 1417 UZ 1357 
BZ 16146 (-25,23%) BZ 2373 (+213,47%) BZ 4557 (+528,55%) 
UZ 21594 UZ 757 UZ 725 

549477 19262 18436 

e) 

43,27 
47,09 
52,52 
60,69 

Zusammen 

520891 

43208 

23076 

587175 

Die beigesetzten Prozentzahlen lassen die bei der Verheiratung vorliegende Anziehung 
und AbstoBung des bisherigen Familienstandes der beiden EheschlieBenden deutlich erkennen. 
Die Gesamtprozentzahl der Abweichungen von den Unabhangigkeitszahlen ergibt 

100· (Iill I-tJ il~ L'~ I ) = 10,35%. 

Aufgabe 20 auf S. 150. 
Gruppen-

einheiten Prozent 
Ax = 78,79 
Au = 86,38 
ex = + 0,2588 = + 1,29 
cy = - 0,2235 = - 1,12 
l1x = 1,6884 = 8,442 
l1y = 1,1720 = 5,860 

Ex'y'.z 
p' = - ],f- = 107 : 85 = 1,2588 Gruppeneinh. 

Cx'C y = 0,2588' - 0,2235 = - 0,0578 Gruppeneinh. 

p = p' - CXCy = 1,2588 + 0,0578 = 1,3166 Gruppeneinh. 

p 1,3166 
r = l1x 'l1.- = 1~68s:r:-1,1720 = + 0,665. 

Die Wahlbeteiligung der Manner und der Frauen weist somit eine ausgesprochene positive 
Korrelation auf. 

Berechnung der Beziehungsgeraden. 

l1y 6 5,860 1 ° 462 Y = r l1x • X = 0, 65· 8,442 • x =, x, 

l1x 8,442 
x = r l1y • Y = 0,665· 5,860 . Y = 0,958 y, 

1 Zur Berechnung der Beziehungsgleichung konnten hier ebensogut l1. und l1x in GruppeD­
einheiten verwendet werden, da die Gruppenbreite beiderseitig gleich ist. 
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Sy = au t T- r2 = 5,860 f 1 - 0,442225 = 4,376 , 

S. = 4,38 %, 
Sx = ax VI-=- r2 = 8,4421 0,557775 = 8,442·0,7468 = 6,304 %. 

Y = 80% 

x=? 
x = 0,958 Y 
x = 0,958,80 = 76,64% 

Die Sicherheit dieser Schatzung wird durch die Grenzen des dreifachen S., das ist ± 18,91 % 
bestimmt. 

Aufgabe 21 auf S. 150. 

Durch Subtraktion der in der "Obersicht auf S. 140 ausgewiesenen Werte fiir Berlin von 
den Endsummen findet man: 

1:x = 704,5 

1:y = 400,3 

1:x2 = 21607,59 

1: y2 = 6881,33 

A~ = e~ = 20,7206, 

A. = ey = 11,7735, 

1: x Y = 12098,49 

1/1:x'2~- . 
ax = V IT - c~: = f206,1746 = 14,3588. 

a. = V 1:l~ - c» = 163,7761 = 7,9860, 

I 1:x'y' 
p = -r = 355.8379 , 

p = p' - eo: e. = 355,8379 - 243,9540 = 111,8739 , 

p 111,8739 
r = ax ay = 114,6694 = 0,9756 , 

Sy = ay }'1 - r2 = 7,9860 },0,048205 = 1,7534, 

a. 9 56 7,9860 0 2 
y = r· G; . x = 0, 7 14,3588 = ,54 6 x, 

a~ 14,3588 
x = r· a; . y = 0,9756 -7,9860 = 1,7541 y. 

Aufgabe 22 auf S. 1521. 

A., = 

Berechnung des r 

Gruppen-
einheiten MaBeinheiten 

69,171 Pfd., 

Au = 25,005 bush., 

ez = - 0,04145 = - 0,829 Pfd., 

ct/ = - 0,24870 = - 0,995 bush., 

ax = 1,84035 = 36,807 Pfd., 

a. = 2,29672 = 9,187 bush., 

1:x' y'z = + 695 Gr., 

E x, Y''Z 
p' = -N- = + 695: 193 = 3,6010 Gr., 
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CXC y = + 0,0103 Gr., 

p = p' - CxC. = 3,5907 Gr. , 

ax·a. = 4,2268 Gr., 

r= ~ =0,850. 
ax ay 

Berechnung des 'Y): 

1/ 15 162,769 
a Ay = ---r93-- = 8,864 bush., 

a. = 9,187 bush., 

8,864 
'Y) = 9,187 = 0,995 . 

Berechnung des ~: 

~ = 0,995 - 0,850 = 0,145 . 

171 

Der erhebliche Betmg des ~ weist auf eine starke Nichtlinearitat der Korrelation hin, die 
auch schon beim bloBen Anblick der Tabelle zu erkennen ist. 
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Binomialzahlen 30. 
Brunssche Reihe 98, 120. 

Chancengleichheit (Aussichtsgleichheit) der 
FaIle 28, 41, 43. 

Charliersche Frequenzkurven 98. 

Deutung der statistischen Ergebnisse 131ff., 
159. 

Dezentralisierung der statistischen Aufarbei-
tung 4, 11. 

Dezentralisation des statistischen Aufbaues 4. 
Dezilen 84. 
Dichtester (haufigster) Wert 78f. 
Differenzmethode 134. 
Diplomstatistiker 5. 
Disjunktives Urteil 133. 
Dispersionstheorie, Dispersionsmessung 42, 45, 

61ff., 107. 
Druck- und Schreibfehler 47, 157. 
Durchschnittliche Abweichung 84. 
Durchschnittscharakter statistischer Aussagen 

55f£. 
Durchschnittswahrscheinlichkeit 43. 

E (Besetzungszahl der Einfallsgruppe) 77, 83. 
e (Basis der natiirlichen Logarithmen) 36, 89. 
EheschlieBungsziffer 127. 
Einfallsgruppe 77, 83. 
Einheit, statistische 15. 
Einheitsmonat 106. 
Einkommensverteilung 66, 95f., 100f., 119, 

158. 
Einschaltung, statistische 72, 105, 122ff. 
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Elektrische Zahlmaschinen 3, 10, 12. 
Elementarabweichungen 89ff. 
Elementarursachen 88ff., 97f. 
Empirische Kurvengleichungen 104ff. 
Entfernung, mittlere, der Einheiten 85. 
Entsprechungszahl, statistische 127. 
Entwicklung, zeitliche 53f., 107, 145. 
Entwicklungsreihe 71, 107, 145. 
Entwicklungswahrscheinlichkeit 128. 
Ereignismasse 17ff., 106, 128 ff. 
Erfolg 29ff. 
Erfolgsmiiglichkeiten 29ff. 
Erfolgswahrscheinlichkeiten 29ff. 
Erfolgszahlen 29ff. 
Erhebung, statistische 2, 10ff., 17, 59f., 156f. 
Erhebungsfehler, systematische, zufallige 47, 

156. 
Erzeugungsziffer 127. 
Experiment, statistisches 21, 26,28,37,41, 44ff. 
Extrapolation 122ff. 

Fehlen der Korrelation (Unverbundenheit) 
28, 43f., 46, 133, 136f., 138f., 142, 151. 

Fehlergrenzen35 f., 38, 40, 47, 75f., 142, 150, 156. 
Fehlerquellen der Statistik 47, 156f. 
Fehlersysteme 89ff., 97ff. 
Fehlerursachen 88 ff., 97 ff. 
Flachenschaubild 155. 
Formale Ursachenforschung 15f., 58ff., 106f., 

131, 159. 
Formenlehre, statistische 61. 
Fouriersche Reihe 115. 
Fragestellung, statistische 10, 17, 156f. 
Frequenzkurve 54, 71£., 86ff., 94ff. 
- (Charliersche), Typus A, B 98. 
Fruchtbarkeitsziffer 127. 
Fruchtmasse 134. 
Funktionstafeln 9, 9If., 94. 

GauBsche }<'ehlerkurve 36, 89f£', 100, 116, 120. 
Geburtenziffer 127. 
Gefalschte Statistik 159 f. 
Gefiigegleichheit 58f., 159. 
Geheirnhaltung der Statistik 2. 
Geornetrische Darstellung des Massenablaufes 

18, 130. 
- Einschaltung 124. 
Geornetrisches Mittel 77, 124. 
Geschichte der Statistik 1 ff. 
Gesellschaften, statistische 4f., 9. 
Gesetz, statistisches (im juristischen Sinn) 4. 
- der groBen Zahl 3, 15, 16, 24ff., 56, 65, 158. 
- der kleinen Zahlen 54f. 
GesetzmaBigkeit, statistische 2, 53£., 61. 
Gestorbenengesamtheit 130. 
"Gewiihnliche" Statistik 62. 
Gewogenes arithmetisches Mittel 39, 58, 73. 
Gleichaltrige 18, 130. 
Gleichartigkeit 14ff., 46, 55ff., 58ff., 65, 69, 

106£., 132, 134. 
- der Reihenglieder 106. 
Gleichbleiben der Grundwahrscheinlichkeit 28, 

4tH. 
Gleichheit der Gruppen 65ff., 69, 74, 82, 147. 
- der zeitlichen Abstande 106. 
GleichrnaBige Verteilung der FaIle (iiber die 

Gruppenbreite) 65, 71, 73, .145. 

Gleichmiiglichkeit der FaIle 28, 41ff. 
Gleichwertigkeit 58. 
Gleichzeitig Lebende 18, 130. 
Gleitende Durchschnitte, Verfahren der 107ff., 

116f. 
Gliederungsmerkmal 19. 
Gliederungswahrscheinlichkei t 127. 
Gliederungszahlen, statistische 125f., 131. 
Gliedziffern 111, 127. 
Gliedziffernverfahren IlIff. 
Gliicksspielregeln 16, 28 ff. 
Gliicksspielversuch 26ff. 
Gompertz-Makehamsche Formel 101 f., 116. 
Graphische (zeichnerische) Ausgleichung 117. 
- Darstellung 24, 70ff., 75, 102, 108, 139, 

154f. 
Grenzen der Abweichungen (Fehlergrenzen) 

35f., 38, 40, 75f., 142, 150, 156. 
GroBe Zahl, Gesetz der 3, 15, 16, 24ff., 56, 

65, 158. 
"Grundgesetz" einer Verteilung 21, 127f 
Grundwahrscheinlichkeit 28, 41ff., 128. 
Grundzahlen, Streuung der 48. 
Gruppenbildung, statistische 62ff., 65f£., 158. 
Gruppeneinheiten, Rechnung in 74,77,79, 82, 

147f. 
Gruppengleichheit 65, 69, 74, 82. 
Gruppenungleichheit, Berichtigung der 69f., 

106. 
Gruppierter Zahlenstoff 33f., 65f., 73, 77 f., 

8Iff., 145ff. 
Giite der Anpassung 120. 

h (GauBsches PrazisionsrnaB) 36, 51, 89. 
Hiiufigkeitskoeffizient 127 ff. 
Haufigkeitskurve 71£., 86ff., 94ff., 154f. 
Haufigkeitspolygon 65, 71f., 86, 155. 
Haufigkeitsziffern 127 f. 
Haufigster (dichtester) Wert 78f. 
Harvardschule, Verfahren der 109, I11ff. 
HauptmeBzahlen 127. 
lfauptrichtung (Trend) einer zeitlichen Reihe 

71, 104 ff. , 107ff., 145. 
Hilfskoordinaten, Hilfsursprung 74, 82, 144, 

146ff. 
Hochschulunterricht, statistischer 5ff., 160. 
Hiichstglied der Binomialreihe 32f., 36. 
Hypothetisches Urteil 133. 

Indextheorie 3. 
Individualzahlblatt (-zahlkarte) 3, 10ff., 21, 67. 
Innere Streuung 20, 45f. 
Institute, statistische 5. 
Internationale Statistik 5f., 8. 
Internationale statistische Kongresse 5. 
Interpolation 72, 105, 122ff. 

J-Kurve 71, 80, 94ff., 100 £. , 102£. 
Jahrbiicher, statistische 7f. 
Jahreszeitliche Schwankungen 71, 107ff., 115. 

Ihusalgesetz 21, 133f. 
Kennziffern der Saisonschwankungen 112f., 

114f. 
Kleine Zahlen, Gesetz der 54£. 
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Kleinste Quadrate, Methode der 101, 105, 111, 
117ff., 140f. 

K6rpergr6Benverteilung 21£., 24ff., 76, 87, 
90f., 116. 

Kollektiv, KollektivmaBlehre 19. 
Kombinatorik 28ff. 
Kongresse, statistische 5. 
Konjunkturforschung 2, 4, 8. 
Konjunkturschwankungen 71, 107ff. 
Konstant zusammengesetzte Durchschnitts-

wahrscheinlichkeit 43. 
Konstanz (Bestandigkeit), statistische 53f., 

107, 122. 
Kontingentierung 46. 
Kontingenz, Messung der 135ff. 
Koordinatensystem 18, 24, 71, 73, 82, 140, 

145ff., 1M. 
Kopf der Tabellen 68. 
Korrelation 2, 137 ff. 
Korrelationsindex 151. 
Korrelationsverhaltnis 151. 
Korrelationsziffer 142ff., 153. 
Kreisdiagramm 155. 
Kugelzug aus der Urne 28ff., 43ff., 99. 
Kurvendarstellung 71f., 154. 
Kurvenformen, analytische3lff., 72,86ff., 94ff. 
-, empirische 104ff. 
Kurvenschiefe, MaB der 85. 

). (Abweichung yom arithmetischen Mittel) 
33, 8lf. 

Lageregel der statistischen Mittelwerte 80. 
Lebendgesamtheiten 130. 
Lebenslinien 18. 
Legung der Zahlblattchen 12. 
Lehrbiicher, statistische 5, 9. 
Lehrkanzeln, statistische 5, 160. 
Lineare Korrelation 139ff. 
Listen 10. 
Lochkarten 12ff. 
Lochung der Zahlblattchen 12. 
Logarithmenpapier 155. 
Logarithmischer MaBstab 100, 102, 1Mf. 
Liige der Statistik 155ff. 

Markenklebeverfahren 13. 
MaBeinheiten, Rechnung in 74, 77, 79, 82, 

147f. 
Masse, statistische 14ff., 59f., 124ff., 132, 156. 
Massenerscheinungen, Theorie der 2, 56, 61. 
Mathematische Kenntnisse 2, 6f., 10. 
- Statistik 6f., 62. 
Median (mittlerer Wert, Zentralwert) 35£., 

77 f., 79, 83, Ill, 113. 
Mehrfache Ausgliederung 11, 67f., 134f. 
- Korrelation 153. 
Merkmal, statistisches 19, 38, 64ff., 69, 135f., 

137ff. 
Merkmalsverbindungen 11, 67, 134. 
Messungen einer Tischkante 67, 88. 
MeBzahl, statistische Ill, 114, 126f. 
Methode der kleinsten Quadrate 101, 105, Ill, 

11 'iff., 140f. 
- der Statistik 61. 
MiBbrauch der Statistik 159. 
Mittelwerte, statistische 72ff. 

Mittlere Entfernung der Einheiten 85. 
- (quadratische) Abweichung 33ff., 39, 76, 

81ff., 89, 91, 136, 141ff., 151. 
Mittlerer Wert (Zentralwert, Median) 35f., 

77 f., 79, 83, Ill, 113. • 
Modul36. 
Momente, statistische 75, 85f., 100, 120. 
Miinzwurf 26, 38. 
Multiplikationstheorem der Wahrscheinlich­

keitsrechnung 136. 

n, N (Zahl der Beobachtungen) 33, 52, 74f., 
81, 84. 

N (Nachzahl) 77, 83. 
Natiirliche Zahlenreihe (als Reihungsgrund) 

66, 69, 138, 155. 
Negative Korrelation (Verbundenheit) 28, 

43ff., 46, 47, 138ff., 151. 
Newtonsche Interpolationsformel 123f. 
Nichta.mtliche Statistik 4f. 
Nichtlineare Korrelation 150f£. 
Normalalter 102. 
Normalgleichungen 101, 118f. 140f., 143. 
Normalgr6Be 91. 
Normalkurve 36, 71, 86ff., 9 Iff. , 100, 102, 133. 

Obergruppen 49, 67, 72, 116. 
Ortliche Abgrenzung der Masse 15, 132. 
Offene Gruppen 66f., 79, 137. 
Organisation der Statistik 3ff. 

p (Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt des Er-
eignisses) 30). 

Paretosche Kurvenformel 100f., 119. 
Periodische Reihen 107 ff. 
Physik der menschlichen Gesellschaft 2, 53, 61. 
Physische Schwankungskomponente 42, 51. 
Poissonsche Reihe 54, 98. 
Politische Arithmetik 1. 
Positive Korrelation (Verbundenheit) 28, 43ff., 

46, 47, 137ff., 151. 
PrazisionsmaB (h) 36, 51, 89. 
Praxis, statistische 6, 16, 38, 68, 143. 
PreismeBzahlen 127. 
Primarstatistik 11, 16. 
Private Statistik 4f. 
Projektion einer Kurve 104. 
Priifung der Angaben 12. 
Punkt (in der Tabelle) 68. 
Punktmassen 17ff., 128ff. 

q (Wahrscheinlichkeit fiir den Nichteintritt 
des Ereignisses) 30. 

Quadranten des Koordinatensystems 146f. 
Quartil, Quartilabstand 83. 
Quellenwerk, statistisches 7ff., 68. 
Querstrich (in der Tabelle) 68. 

Raumliche Abgrenzung der Masse 15, 132. 
Rechenfehler 47, 157. 
RegelmaBigkeit der statistischen Formen 24ff., 

53f., 66, 67, 71, 1I5ff., 131, 133. 
Regressionsgerade 148 ff. 
Reihe, statistische 2, 54, 59, 66, 69ff., 86ff., 

94ff., 106ff., 1I5ff., 122ff., 145. 
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Reihenausgleichung 72, 101, 104£., 115ff., 
139ff., 149. 

Reihenform 70ff., 86ff., 94ff., 106f. 
Reihungsgrund 66, 69, 138, 155. 
Reine Sterbeziffer 129. 
Reprasentative Darstellung 16, 59ff., 159. 
Richtungskonstante 141, 144, 149ff. 
Rohe Sterbeziffer 129. 

s (SeriengroBe) 29, 33, 76. 
a (mittlere quadratische Abweichung) 33, 39. 

81ff., 89. 
av (verhaltnismaBige mittlere Abweichung) 33, 

39f., 136. 
1: (Summenzeichen) 33. 
Sachliche Abgrenzung der Masse 15 158. 
- Reihen 54, 69, 86ff., 94ff. ' 
Saisonschwankungen 71, 107ff., 115. 
sample 156. 
Schatzung (schatzungsmaBige Berechnung) 

60f., 157. 
Schaubild, statistisches 154f. 
Schiefe Verteilungskurve 80, 94ff., 97££. 
- von Kurven, MaB der 85. 
Schwa~ungskomponente, physische, unwe-

senthche 42, 51. 
Schwerlinie der statistischen Flache 65,75, 85f. 
Schwerpunkt einer Flache 65, 85f. 
Sekundarstatistik 11, 16. 
Selbstzahlung 11. 
SeriengroBe 29, 31 ff., 76. 
S~rienziige 21ff., 24ff., 33, 45, 59, 76. 
SlCherheit einer statistischen MaBzahl 41, 75. 
Sinusfunktion 115. 
Sortierung der Zahlblattchen 12. 
Soziale Physik 2, 53, 61. 
Spalten der Tabelle 68. 
Sprachkenntnisse 6. 
Staatsmerkwiirdigkeiten 1, 61. 
Stabilitat (Bestandigkeit), statistische 53f., 

107, 122. 
Stabchenschaubild 155. 
Stadtestatistik 4. 
Stammasse 134. 
Statistik, Begriff der 1ff., 53, 61f. 
-, Name 1. 
Statistische Amter 2, 3££., 7f. 
- Diplompriifung 5. 
- Einheiten 15. 
- Einschaltung 72, 105, 122ff. 
-- Entsprechungszahlen 127. 
- Erhebung 2f., lOff., 17, 59f., 156. 
- Formenlehre 61. 
- Gesellschaften 4f., 9. 
- Gliederungszahlen 125, 131. 
- Gruppenbildung 62ff., 65ff., 158. 
- Kongresse 5. 
- Lehrbiicher 5, 9. 
- Lehrkanzeln 5, 160. 
- Liige 155ff. 
- Masse 14ff., 59f., 124ff., 132, 156. 
- -, Abgrenzung 15ff., 106, 132, 158. 
- -, Auswahl 16, 17, 59f., 156. 
- -, Einteilung 17. 
- MeBzahlen Ill, 114, 126ff. 
- Mittelwerte 72ff. 

Statistische Momente 75, 85f., 100, 120. 
- Praxis 6, 16, 38, 68, 143. 
- Quellen 7 ff., 68. 
- RegelmaBigkeit 24ff., 53f., 66,67, 71, 103, 

115ff., 131, 133. 
- Reihe 2, 54, 59, 66, 69ff., 86ff., 94ff. 

106ff., 122ff., 145. ' 
- Reihen, Formen der 70f., 72, 86f£. 94ff. 

106ff. ' , 
- -, Wesen, Zweck 69ff. 
- Streuung 20££., 45, 48ff., 55££., 80ff., 107, 

lI3, 139ff., 151. 
- StreuungsmaBe 33f£., 80ff., 141ff., 151. 
- Tabelle 1, 11, 14, 68, 134. 154. 
- Ursachenforschung 67,72, 106f., 116,131 ff. 

159. 
- Verhaltniszahlen 24, 55f., 71, 124ff. 
- Verursachungszahlen 127. 
- Voraussage 53f., 122f. 
- Wahrscheinlichkeit 21, 28f£., 57, 127ff, 
- Weiterfiihrung 122ff. 
- Wesensform 22f., 26, 38ff., 47, 51ff., 62, 

75f., 115f., 127f., 136, 156. 
- Wesensstreuung 20ff., 56, 61£., 86ff., 91. 
- Zeitschriften 8f. 
Statistischer Hochschulunterricht 5ff., 160. 
- Ursachenbegriff 133. 
- Vergleich 5, 15, 57ff., 69, 106f., 125, 132f. 
StatistischesExperiment 21,26,28,37,41, 44ff. 
- Gesetz (im juristischen Sinn) 4. 
Sterbetafel 102, 116, 129. 
Sterbeziffer 127. 
-, reine, rohe 129. 
Stetige zahlenmaBige Merkmale 19, 79. 
Stichtag 15, 106. 
Stirlingsche Naherungsformel 36. 
Stochastik 61. 
Stoffassung 15f., 132f., 158. 
Stoffstatistik 2f., 61. 
Streckenmasse 17ff., 106, 128ff. 
Streuung, statistische 20ff., 45, 48ff., 55ff., 

80££., 107, 1I3, 139££., 151. 
StreuungsmaBe, statistische 33ff., 80ff., 141ff., 

151. 
Strichelung (Strichelverfahren) 13, 63f., 112f. 
Studium der Statistik 5, 6f., 160. 
Summenreihe 64. 
Symmetrische Anordnung 30ff., 48ff., 71, 

80, 86ff. 

Tabelle, statistische 1, 11, 14,68, 134, 154. 
"Tabellenknechte" 1. 
Tabellenkopf 68. 
Tabellenspalten 68. 
Tabellenzeilen 68. 
Tabulator 12. 
Teildarstellung 16, 59ff., 159. 
Teilkorrelation 153f. 
Tendenzstatistik 160. 
Theorie der Massenerscheinungen 2, 56, 61. 
Todespunkt 18. 
Translationstheorie 103f. 
"Trend" (secular -, Hauptrichtung) 71, 104ff., 

107ff., 145. 

U-Kurve 71, 96f., 99. 
Ubernahme des Stoffes 12. 
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Ubersichtlichkeit, Forderung der 64ff. 
Unabhangigkeit der FaIle 28, 43 f£. , 46, 133, 

136f., 138f., 142, 151. 
Ungruppierter Zahlenstoff 63, 73, 77f., 81ff., 

139f£. 
Universitatsstatistik 5. 
Unsicherheit einer statistischen MaBzahl41, 75. 
Unstetige zahlenmaBige Merkmale 19, 79. 
Unsymmetrische Anordnung 30ff., 48ff., 70, 

80, 94ff. 
Unterricht, statistischer 5, 6f., 160. 
Unverbundenheit der FaIle (Fehlen der Kor­

relation) 28, 43f., 46, 133, 136f., 139, 142, 
151. 

UnvoIlstandige Erhebung 59f., 15M. 
Unwesentliche Verschiebung 129. 
Urnenzug 28ff., 43ff., 99. 
Ursachen 28f., 38, 88ff., 97f. 
Ursachenbegriff, statistischer 133. 
Ursachenforschung, statistische 67, 72, 106£., 

lI6, 131f£., 159. 

V (Vorzahl) 77, 83. 
Variabilitatskoeffizient 83. 
Variable, unabhangige, abhangige 148f., 153. 
Verbundenheit der FaIle, positive, negative 

28, 41, 43f., 46, 135£., 137f£., 151. 
Vereinigung (Zentralisation) des statistischen 

Aufbaues 4. . 
- (Zentralisierung) der Aufarbeitung 4, 11. 
Verfahren der beharrenden FaIle 19. 
- der gleitenden Durchschnitte lO7£f., 116f. 
- des Unterschiedes 134f. 
Verfahrenslehre der Statistik 61. 
Vergleich, statistischer 5, 15, 57ff., 69, 106f., 

125, 132. 
Verhaltniszahlen, statistische 24, 55f., 71, 

124ff. 
Verlebte Zeit 128. 
Veroffentlichungen, statistische 7 ff. 
Verschiebung, wesentliche, unwesentliche 129. 
Verschiedenheiten des Verfahrens 132, 158. 
- der statistischen Darstellung 133, 158. 
Verteilungstafel 113. 
Verursachungszahlen 127. 
Viertelwert, Viertelwertsabstand 83. 
Volkszahlungen, erste 2. 
VoIlstandigkeit der Ausfiillung der Zahl­

papiere 12. 
Voraussage, statistische 53f., 122f. 

Winkler, Theoretische Ststistik. 

Vorbereitung der Zahlung II. 
Vorspalte (einer Tabelle) 68. 

Wahrscheinliche Abweichung (wahrschein-
licher Fehler) 35£., 41. . 

Wahrscheinlichkeit, statistische 21, 28f£., 57, 
127ff., 136. 

-, analytische, genetische 127 f. 
Wahrscheinlichkeitsintegral 36. 
Wahrscheinlichkeitskurve 36. 
Wahrscheinlichkeitstheorie 2, 10, 16, 28ff., 79, 

127. 
Weiterfiihrung, statistische 122ff. 
Wendepunkt 105, 1I0. 
Wesensform 22f., 26, 38f£., 47, 51ff., 62, 75f., 

1I5£., 127f., 136, 156. 
Wesensstreuung 20ff., 56, 6H., 86ff., 91. 
Wesentliche Verschiebung 129. 
Widerspriiche der Statistik 158. 
Willensfreiheit 50£. 
Willkiir in der Statistik 15f., 158. 

Ziihlblattchen (-karten) 3, 10ff., 21, 44f., 67, 
135. 

Zahlmaschinen 3, 10, 12. 
Zahler (Zahlkommissar) II. 
Zahlerzahlung 11. 
Zahlpapiere 10. 
Zahlsprengel II. 
ZahlenmaBige Merkmale 19, 63ff., 69, 135ff., 

137ff. 
Zeichnerische (graphische) Ausgleichung 1I7. 
- Darstellung 24, 70f£., 75, 102, 108, 139, 

154f. 
Zeit, verlebte 128. 
Zeitliche Begrenzung der Masse 15, 106, 132. 
- Reihen 53f., 69, 71, l06ff., 145. 
Zeitschriften, statistische 8f. 
Zentralisation des statistischen Aufbaues 4. 
Zentralisierung der statistischen Aufarbeitung 

4,11. 
Zentralwert (Mittlerer Wert, Median) 35f., 77 f., 

79, 83, Ill, 1I3. 
Zersplitterung des statistischen Aufbaues 4. 
Ziffer (Haufigkeitsziffer) 127ff. 
Zufiillige Abweichungen, Schwankungen, Zu­

faIlsstreuung 16, 20f£., 23f., 28 ff., 33f., 37, 
39,56,76,79,86,91,107£., 1I5f., 133, 136,156. 

Zusammengesetzte Kurven 103. 
Zweigipfelige Kurven 71, 103. 
Zwischenwerte 105, 122ff. 
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