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Geleitwort.

Wenige Zweige der Geometrie haben sich in neuerer Zeit so rasch
und erfolgreich entwickelt wie die Topologie, und selten hat ein urspriing-
lich unscheinbares Teilgebiet einer Disziplin sich als so grundlegend
erwiesen fiir eine groBe Reihe ganzlich verschiedenartiger Gebiete wie
die Topologie. In der Tat werden heute topologische Methoden und
topologische Fragen in fast allen Zweigen der Analysis und ihrer weit-
verzweigten Anwendungen gebraucht.

Ein so weiter Anwendungsbereich dringt naturgemaf dazu, die
Begriffsbildungen bis zu jener Prazisierung zu treiben, die dann auch
erst den gemeinsamen Kern der duBerlich verschiedenen Fragen erkennen
148t. Esist nicht zu verwundern, daf eine solche Analyse grundlegender
geometrischer Begriffsbildungen diesen viel von ihrer unmittelbaren
Anschaulichkeit rauben mu8 — um so mehr, als die Anwendung auf
andere Gebiete, als auf die Geometrie des uns umgebenden Raumes
eine Ausdehnung auf beliebige Dimensionszahlen erforderlich macht.

Wihrend ich in meiner ,,Anschaulichen Geometrie versucht habe,

. mich an das unmittelbare riumliche Bewuf3tsein zu wenden, so wird
hier gezeigt, wie manche der dort gebrauchten Begriffe sich erweitern
und verschirfen lassen und so die Grundlage fiir eine neue in sich ge-
schlossene Theorie eines sehr erweiterten Raumbegriffes abgeben. Dal}
trotzdem die lebendige Anschauung auch bei allen diesen Theorien immer
wieder die richtunggebende Kraft gewesen ist, bildet ein glédnzendes
Beispiel fiir die Harmonie zwischen Anschauung und Denken.

So ist das vorliegende Buch als eine erfreuliche Erginzung meiner
,,Anschaulichen* nach der Seite der topologischen Systematik sehr zu
begriiBen; moge es der geometrischen Wissenschaft neue Freunde ge-
winnen.

Gottingen, im Juni 1932.
Davip HILBERT.



Vorwort.

Dieses Biichlein ist bestimmt fiir diejenigen, die eine exakte Vor-
stellung wenigstens von cinigen unter den wichtigsten Grundbegriffen
der Topologie erhalten wollen und dabei nicht in der Lage sind, ein
systematisches Studium dieser vielverzweigten und nicht allzu leicht
zuginglichen Wissenschaft zu unternehmen. Es war zuerst als Anhang
zu HIiLBERTs Vorlesungen iiber Anschauliche Geometrie geplant, hat
sich aber nachher etwas ausgedehnt und ist schlieBlich zu der jetzigen
Gestalt gekommen.

Ich habe mich bemiiht, auch bei den abstraktesten Fragestellungen
das Band mit der elementaren Anschauung nicht zu verlieren, habe aber
dabei die volle Strenge der Definitionen nie preisgegeben. Bei den
vielen Beispielen habe ich dagegen fast immer auf die Beweise ver-
zichtet und mich mit einem bloBen Hinweis auf den Sachverhalt begniigt,
zu dessen Illustration das betreffende Beispiel dienen sollte.

Aus dem umfangreichen Stoff der modernen Topologie habe ich
bewuBt letzten Endes nur esnen Fragenkomplex herausgegriffen, nim-
lich denjenigen, der sich um die Begriffe des Komplexes, des Zyklus,
der Homologie konzentriert; dabei habe ich es nicht gescheut, diese und
anschlieBende Begriffe in der vollen Perspektive, die dem heutigen
Stand der Topologie entspricht, zu behandeln.

Was die Griinde fiir die hier getroffene Wahl des Stoffes betrifft,
so habe ich sie am SchiuB dieses Aufsatzes (46) auseinandergesetzt.

Selbstverstindlich kann man aus diesen wenigen Seiten die Topologie
nicht lernen; wenn man aber aus ihnen eine gewisse Orientierung dariiber,
wie die Topologie — wenigstens in einem ihrer wichtigsten und an-
wendungsfahigsten Teile — aussieht, auch einigermafen bekommt und
mit dieser Orientierung die Lust zum weiteren eigentlichen Studium,
dann wiire mein Ziel schon erreicht! Von diesem Standpunkt sei mir
erlaubt, jeden, der die Lust zum Studium der Topologie schon hat,
auf das Buch zu verweisen, das von Herrn HopF und mir in Bilde im
gleichen Verlage erscheinen wird.

Ich mochte es nicht unterlassen, S. COHN-VossEN und O. NEU-
GEBAUER, die diesen Aufsatz sowohl im Manuskript als auch in Korrek-
tur gelesen und mich verschiedentlich durch wertvolle Ratschlige unter-
stiitzt haben, meinen wirmsten Dank auszusprechen.

Auch den Herren EPERAMOWITSCH in Moskau und SINGER in Prince-
ton, die die Zeichnung der Figuren freundlichst tibernommen haben,
gilt mein aufrichtiger Dank.

Kljasma bei Moskau, den 17. Mai 1932.
P. A LEXANDROFF.
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Einleitung.

1. Der besondere Reiz und zum groBen Teil auch die Bedeutung der
Topologie liegt darin, daB ihre wichtigsten Fragestellungen und Sétze
einen unmittelbaren anschaulichen Inhalt haben und uns deshalb in
direkter Weise iiber den Raum, der dabei vor allem als Spielplatz stetiger
Prozesse auftritt, unterrichten. Ich méchte damit beginnen, daB ich
zu den vielen bekannten Beispielen?, die diese Auffassung bestitigen,
einige weitere hinzufiige.

1. Durch eine stetige Deformation eines #-dimensionalen Wiirfels,
bei der der Rand punktweise fest bleibt, kann der Wiirfel unméglich
auf einen echten Teil von sich abgebildet werden.

DaB dieser scheinbar selbstverstindliche Satz in Wirklichkeit tief
liegt, sicht man schon daraus, daBl aus ihm leicht die Invarianz der
Dimensionszahl folgt (d. h. die Unmoglichkeit, zwei Koordinatenrdume
verschiedener Dimensionszahlen eineindeutig und beiderseits stetig auf-
einander abzubilden).

Die Invarianz der Dimensionszah! ist ferner aus dem folgenden
Satz abzuleiten, der auch an sich zu den schénsten und anschaulichsten
topologischen Ergebnissen gehort:

2. Der Pflastersatz. Wenn man den #n-dimensionalen Wiirfel mit end-
lich vielen hinreichend kleinen? (aber sonst ganz beliebigen) abgeschlos-
senen Mengen iiberdeckt, so gibt es notwendig Punkte, die zu mindestens
# + 1 unter diesen Mengen gehoren. (Andererseits gibt es beliebig
feine Uberdeckungen, bei denen diese Zahl # - 1 nicht {iberschritten
wird.)

Fiir » = 2 besagt der Satz, dal, wenn ein Land in hinreichend kleine
Provinzen eingeteilt ist, es notwendig Stellen gibt, an denen mindestens
drei Provinzen zusammenstoBen. Dabei kénnen diese Provinzen ganz
willkiirliche Gestalten haben, sie brauchen insbesondere auch gar nicht
zusammenhingend zu sein, sondern jede darf aus mehreren Stiicken
bestehen.

1 Man denke etwa an die einfachsten Fixpunktsitze oder an die bekannten
topologischen Eigenschaften geschlossener Flichen, so wie sie etwa in HILBERT u.
CoHN-VOSSENS ,,Anschauliche Geometrie, Kap. VI dargestellt sind.

2 Hinreichend klein‘* bedeutet stets: ,,von einem hinreichend kleinen Durch-
messer.‘



2 Einleitung.

Die neueren topologischen Untersuchungen haben gezeigt, daB in
dieser Uberdeckungs- oder Pflastereigenschaft das ganze Wesen des
Dimensionsbegriffes verborgen ist, so dal der Pflastersatz in bedeutender
Weise zur Vertiefung unserer Raumkenntnis beigetragen hat (vgl. 29 u.f.).

3. Als drittes Beispiel eines wichtigen und dennoch selbstverstind-
lich klingenden Satzes mége der JorpaNsche Kurvensatz gewdhlt wer-
den: Eine in der Ebene liegende einfache geschlossene Kurve (d. h. das

Abb. 1.

topologische Bild einer Kreislinie) zerlegt die Ebene in genau zwei
Gebiete und bildet die gemeinsame Begrenzung derselben.

2. Es entsteht nun die natiirliche Frage: Was kann man {iber eine
geschlossene Jordankurve im dreidimensionalen Raume aussagen?

Die Zerlegung der Ebene durch die geschlossene Kurve kommt
darauf hinaus, daBl es Punktepaare gibt, die die Eigenschaft haben,
daB jeder Streckenzug, der sie verbindet (oder durch sie ,,berandet wird*),

<[>

Abb. 2.

notwendig gemeinsame Punkte mit der Kurve hat (Abb.1). Solche
Punktepaare heiBlen durch die Kurve getrennt oder mit der Kurve
Jverschiungen'’.

Im dreidimensionalen Raume gibt es gewiBl keine Punktepaare mehr,
die durch unsere Jordankurve getrennt werden?®, aber es gibt geschlossene
Polygone, die mit ihr verschlungen sind in dem natiirlichen Sinne

3 Auch diese Tatsache bedarf eines Beweises, der keineswegs trivial ist. Wie
kompliziert eine einfache geschlossene Kurve bzw. ein einfacher Jordanbogen im
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(Abb. 2), daB jedes Flichenstiick, welches durch das Polygon berandet
wird, notwendig gemeinsame Punkte mit unserer Kurve hat. Dabei
braucht das in das Polygon eingespannte Flichenstiick durchaus kein
einfach zusammenhingendes zu sein, sondern es kann ganz beliebig
gewdhlt werden (Abb. 3).

Der JorpANsche Satz kann aber auch auf eine andere Weise fiir den
dreidimensionalen Raum verallgemeinert werden: im Raume gibt es
nicht nur geschlossene Kurven, sondern auch geschlossene Flichen, und
jede solche Fliche zerlegt den Raum in zwei Gebiete — genau so, wie es
eine geschlossene Kurve in der Ebene tat.

Durch Analogie gestiitzt, wird der Leser wohl selbst erraten kénnen,
wie die Verhiltnisse im vierdimensionalen Raume aussehen: Zu jeder
geschlossenen Kurve gibt es dort eine mit ihr verschlungene geschlossene

Fliache, zu jeder geschlossenen Fliche eine mit ihr verschlungene ge-
schlossene Kurve, zu jeder geschlossenen dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit ein mit ihr verschlungenes Punktepaar. Das sind Spezialfdlle
des ALEXANDERschen Dualitdtssatzes, auf den wir noch zuriickkommen
werden.

3. Die obigen Beispiele erwecken vielleicht im Leser den Eindruck,
daB in der Topologie iiberhaupt nur Selbstverstindlichkeiten bewiesen
werden; dieser Eindruck wird im Laufe der weiteren Darstellung wohl
ziemlich rasch verblassen. Aber wie dem auch sei: auch diese ,,Selbst-
verstindlichkeiten sind viel ernster zu nehmen; man kann leicht Bei-

R3 gelegen sein kann, sieht man schon daran, daB solche Kurven mit allen Strahlen
eines Strahlenbiindels gemeinsame Punkte haben kénnen : es gentigt, einen einfachen
Jordanbogen in Polarkoordinaten durch die Gleichungen

p=hHh), py=h), r=1+¢

p="rhH{), v=>1{
eine stetige Abbildung der Einheitstrecke 0 = ¢ = 1 auf die Einheitssphare » = 1 ist.

zu definieren, wobei
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spiele von Behauptungen angeben, die ebenso ,selbstverstdndlich*
klingen wie z. B. der Jorpansche Satz, die aber nachweislich falsch
sind: Wer wiirde z. B. glauben, daB es in der Ebene drei (vier, fiinf, ..., ja
sogar unendlich viele!) einfach zusammenhingende beschrinkte Gebiete
gibt, die alle denselben Rand haben; oder daBl man im dreidimensionalen
Raume einen einfachen Jordanbogen (also ein topologisches Bild einer
geradlinigen Strecke) finden kann, so daB es auBerhalb von ihm Kreise
gibt, die — ohne den Bogen zu treffen — unmoglich auf einen Punkt
zusammengezogen werden kénnen? Es gibt auch geschlossene Flichen
vom Geschlecht Null, die eine analoge Eigenschaft besitzen. Mit anderen
Worten: Man kann ein topologisches Bild einer Kugelfliche und in
seinem Innern einen gewdhnlichen Kreis so konstruieren, daB der Kreis
im Innern der Fliche nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden
kann4.

4 Die gemeinsamen Begrenzungen von drei und mehr Gebieten wurden von

BrouweRr entdeckt. Wir schildern hier ihre Konstruktion fiir den Fall dreier

Gebiete; der allgemeine Fall verlauft

ganz analog. Man denke sich eine

Insel im Meer und auf ihr einen kal-

ten und einen warmen See. Folgendes

Arbeitsprogramm soll auf der Insel

durchgefithrt werden. Im Laufe der

ersten Stunde sollen vom Meer, vom

kalten und vom warmen See je ein

Kanal gezogen werden, so daB sal-

ziges und siiles bzw. kaltes und

warmes Wasser nie in Bertihrung

kommen und daB am SchluB der

Stunde die Entfernung von jedem

Punkt der Insel bis zum warmen,

kalten und salzigen Wasser weniger

als einen Kilometer betragt. In der

nachsten halben Stunde soll jeder

der drei Kanile fortgesetzt werden,

ADD. 4. so daB die verschiedenen Wasser-

arten immer getrennt bleiben und

am Arbeitsschlu die Entfernung jedes Punktes von jeder Wassersorte kleiner

als ein halber Kilometer ist. In analoger Weise wird der Arbeitsplan fur die

nichste 1/,-, Yg-, /16 - - - Stunde festgesetzt. Am Ende der zweiten Stunde bildet

das trockene Land nur noch eine abgeschlossene, in der Ebene nirgends dichte

Menge F, und in beliebiger Nahe jedes ihrer Punkte gibt es sowohl Meerwasser als

auch kaltes und warmes siiBes Wasser. Die Menge F ist die gemeinsame Begren-

zung von drei Gebieten: des (durch den entsprechenden Kanal erweiterten) Meeres,

des kalten und des warmen Sees. [Diese Darstellung rithrt im wesentlichen vom

japanischen Mathematiker YoNEvaMa, Tohoku Math. Journ. Bd. 12 (1917) S. 60,
her.] (Abb. 4.)

Die eigenartigen Kurvenbogen und Fliachen im R3, die weiter erwdhnt wurden,
sind von ANTOINE konstruiert worden [J. Math. pures appl. Bd. (8) 4 (1921)
S. 221—325]. Auch ALEXANDER: Proc. Nat. Acad. U.S.A. Bd. 10 (1924) S. 6—12.
Wegen der Invarianz der Dimensionszahl, des Pflastersatzes und anschlieBenden
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4. Alle diese Erscheinungen waren am Anfang des laufenden Jahr-
hunderts ginzlich ungeahnt; erst die Entwicklung der mengentheore-
tischen Methoden der Topologie fiihrte zu ihrer Entdeckung und somit
z2u etner wesentlichen Erweiterung unsever vaumlichen Anschawung. Es
mége aber sogleich nachdriicklich betont werden, dafl die wichtigsten
Probleme der mengentheoretischen Topologie sich keineswegs auf Auf-
stellung von sozusagen ,,pathologischen’ geometrischen Gebilden be-
schrinken; sie beziehen sich im Gegenteil auf etwas durchaus Positives.
Ich wiirde das Grundproblem der mengentheoretischen Topologie wie
folgt formulieren:

Diejenigen mengentheoretischen Gebilde festzulegen, die einen Anschiuf
an das anschaulich gegebene Material der elementaven Polyedertopologie
gestatten und somit verdienen, als — wenn auch allgemeinste — geometrische
Figuren betrachiet zu werden.

Selbstverstandlich impliziert diese Fragestellung auch das Problem
einer systematischen Untersuchung der Gebilde der verlangten Art, ins-
besondere im Lichte derjenigen Eigenschaften derselben, die den. ge-
nannten AnschluB tatsichlich erkennen lassen und somit die Geometri-
sierung der allgemeinsten mengentheoretisch-topologischen Begriffs-
bildungen zustande bringen.

Das so formulierte Programm -mengentheoretisch-topologischer
Untersuchungen ist — wenigstens in seinen Grundlinien — durchaus
als durchfiihrbar zu betrachten: es hat sich schon jetzt gezeigt, daBl die
wichtigsten Teile der mengentheoretischen Topologie den Methoden,
die sich innerhalb der Polyedertopologie ausgebildet haben, durchaus
zugénglich sind3. Es ist also berechtigt, wenn wir uns in unserer weiteren
Darstellung in erster Linie der Topologie der Polyeder zuwenden.

I. Polyeder, Mannigfaltigkeiten, topologische Raume.

5. Wir beginnen mit dem Begriff des Simplex. Ein nulldimensionales
Simplex ist ein Punkt; ein eindimensionales Simplex ist eine Strecke,

Fragen siehe auBer den klassischen BRouwERschen Arbeiten [Math. Ann. Bd. 70,
71, 72 — J.reine angew. Math. Bd. 142 (1913) S. 146—152 — Amsterd. Proc. Bd. 26
(1923) S. 795-—800] SPERNER, Abh. Sem. Hamburg Bd. 6 (1928) S. 265—272. —
ALEXANDROFF, Ann. of Math. Bd. (2) 30 (1928) S. 101—187 sowie ,,Dimensions-
theorie’’ [Math. Ann. Bd. 106 (1932) S. 161—238].

Es erscheint demnichst ein ausfithrliches Werk iiber Topologie von Prof.
H. HoprF und dem Verfasser, in dem allen Richtungen der Topologie Rechnung
getragen werden soll.

5 Wir kommen auf diese Fragen noch in 34 und 41 zuriick. Wegen des hier
vertretenen allgemeinen Standpunktes und seiner Durchfithrung vgl. die in der
vorigen FuBnote genannten Arbeiten des Verfassers. Das grundlegende Werk iber
die allgemeine Punktmengenlehre und zugleich die beste Einfithrung in die
mengentheoretische Topologie ist die ,,Mengenlehre” von HAUSDORFF. Vgl. auch
MEeNGER, Dimensionstheorie.
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ein zwei- bzw. dreidimensionales Simplex ist ein Dreieck bzw. ein Tetra-
eder. Es ist bekannt und leicht beweisbar, dafl man alle Punkte des
Tetraeders bekommt, wenn man alle méglichen (nichtnegativen) Massen
in seinen vier Eckpunkten konzentriert und jedesmal den Schwerpunkt
der jeweiligen Massenverteilung betrachtet. Diese Definition gilt natiir-
lich auch fiir eine beliebige Dimensionszahl. Man setzt dabei voraus, dafl
die 7 + 1 Eckpunkte des r-dimensionalen Simplex in keiner 7 — 1-
dimensionalen Hyperebene (des R”, in dem wir uns befinden) enthalten
sind. Man konnte iibrigens ein Simplex auch als die kleinste konvexe
abgeschlossene Menge definieren, die die gegebenen Eckpunkte enthilt.

Je s + 1 unter den 7 + 1 Eckpunkten des 7-dimensionalen Simplex
(0 == s=7) definieren ein s-dimensionales Simplex — eine s-dimen-
stonale Seite des gegebenen Simplex (die nulldimensionalen Seiten sind
die Eckpunkte). Sodann versteht man unter einem r-dimensionalen
Polyeder eine Punktmenge des R, die sich so in 7-dimensionale Simplexe
zerlegen 1aBt, daBl zwei Simplexe dieser Zerlegung entweder keinen ge-
meinsamen Punkt oder eine gemeinsame Seite (von irgendeiner Dimen-
sionszahl) als ithre Durchschnittsmenge haben. Das System aller Sim-
plexe (und deren Seiten), die zu einer Simplizialzerlegung eines Poly-
eders gehoren, heiBt ein geometrischer Komplex.

Die Dimension des Polyeders ist nicht nur von der Wahl der Simpli-
zialzerlegung unabhidngig, sondern sie driickt dariiber hinaus eine
topologische Invariante des Polyeders aus; damit ist gemeint, daBl zwei
Polyeder, die homdéomorph sind, d. h. eineindeutig und beiderseits stetig
aufeinander abgebildet werden kénnen, die gleiche Dimension haben®.

Angesichts des allgemeinen Standpunktes der Topologie, nach dem
zwei Figuren — d. h. zwei Punktmengen — als dquivalent zu betrachten
sind, wenn sie aufeinander topologisch abgebildet werden kénnen, ver-
stehen wir unter einem allgemein-topologischen oder krummen Polyeder
jede Punktmenge, die einem (im obigen Sinne definierten, d. h. aus ge-
wéhnlichen, ,,geraden’* Simplexen zusammengesetzten) Polyeder homéo-
morph ist. Krumme Polyeder lassen offenbar Zerlegungen in , krumme*
Simplexe (d.h. topologische Bilder gewdhnlicher Simplexe) zu; das
System der Elemente einer solchen Zerlegung heiit wiederum ein geo-
metrischer Komplex.

8. Die wichtigsten unter allen Polyedern, ja sogar die wichtigsten
Gebilde der ganzen Topologie iiberhaupt, sind die sog. geschlossenen
n-dimensionalen Manwigfaltigkeiten M™. Sie sind durch folgende beide
Eigenschaften charakterisiert. Erstens mufl das Polyeder zusammen-

6 Eineindeutige und beiderseits stetige Abbildungen heiBen topologische Ab-
bildungen oder Homdomorphien. Eigenschaften von Punkten, die bei solchen Ab-
bildungen erhalten bleiben, heilen Zopologische Invarianten. Der soeben aus-
gesprochene Satz ist eine andere Form des BRouweRrschen Satzes von der Invarianz
der Dimensionszahl. (Er wird in 29--32 bewiesen.)
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hingend sein (d.h. es darf nicht in mehrere zueinander fremde Teil-
polyeder zerfallen); zweitens mul es in dem Sinne ,,homogen-n-dimensio-
nal*“ sein, daB jeder Punkt p von M" eine Umgebung? besitzt, welche
auf die n-dimensionale Vollkugel eineindeutig und beiderseits stetig
derart abgebildet werden kann, daf3 der Punkt p bei dieser Abbildung
dem Mittelpunkt der Vollkugel entspricht?s,

7. Um die Wichtigkeit des Mannigfaltigkeitsbegriffes zu erkennen,
geniigt schon die Bemerkung, daB die meisten geometrischen Gebilde,
deren Punkte durch #» Parameter definiert werden kénnen, #-dimensio-
nale Mannigfaltigkeiten sind; zu diesen Gebilden gehéren z. B. die
Phasenriaume dynamischer Probleme. Diese Gebilde werden allerdings
nur selten direkt als Polyeder definiert, vielmehr treten sie — wie es
gerade das Beispiel der Phasenridume oder auch die Gebilde der #-dimen-
sionalen Differentialgeometrie lehren — als abstrakte Raumkonstruk-
tionen auf, in denen auf die eine oder andere Weise ein Stetigkeitsbegriff
erklirt ist; es ergibt sich dabei (und kann unter sinngeméBen Voraus-
setzungen streng bewiesen werden), daB im Sinne der genannten Stetig-
keitsdefinition die betreffende ,,abstrakte’ Mannigfaltigkeit topologisch
auf ein Polyeder abgebildet werden kann und somit unter unsere Man-
nigfaltigkeitsdefinition fillt. Auf diese Weise kann z. B. die projektive
Ebene, die zunichst als eine abstrakte zweidimensionale Mannigfaltig-
keit definiert ist, topologisch auf eine Polyederfliche ohne Singulari-
titen und Selbstdurchdringungen des vierdimensionalen Raumes abge-
bildet werdens.

7 Der allgemeine Umgebungsbegriff wird weiter in der Nr. 8 erldutert. Ein
Leser, der diesen Begriff vermeiden méchte, kann unter einer Umgebung eines
Punktes eines Polyeders die Vereinigungsmenge aller Simplexe irgendeiner Sim-
plizialzerlegung des Polyeders verstehen, welche den gegebenen Punkt im Innern
oder auf dem Rande enthalten.

7¢ Sjehe tiber Mannigfaltigkeiten vor allem: VEBLEN, Analysis Situs, 2. Aufl.
1931. — Lerscuetz, Topology. 1931 {beides im Verlage der American Mathematical
Society). — Ferner HopF, Math. Ann. Bd. 100 (1928) S. 579—608; Bd. 102 (1929)
S. 562—623. — LEFscueTrz, Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 28 (1926) S. 1—49. —
Horr, Journ. f. Math. Bd. 163 (1930) S. 71—88; vgl. auch die unter Anm. 49 ange-
gebene Literatur.

8 Am einfachsten geschieht eine topologische Einbettung der projektiven
Ebene in den R4 wohl folgendermagBen : Zunichst iiberzeugt man sich mithelos davon,
dafB durch einen Kegelschnitt die projektive Ebene in ein (der Kreisscheibe homé&o-
morphes) Elementarflichenstiick und einen dem MOBIusschen Bande homéomor-
phen Bereich zerlegt wird: in der Tat ist das Innengebiet eines Kegelschnittes ein
Elementarflachenstiick, wihrend sein AuBeres topologisch mit dem MoBrusschen
Bande aquivalent ist (man sieht dies am leichtesten ein, wenn man — unter Aus-
zeichnung der unendlich-fernen Geraden — sich den Kegelschnitt als eine Hyperbel
denkt).

Sodann betrachte man den vierdimensionalen Raum R4 und in ihm einen R3.
Im letzteren konstruiere man ein MoBrussches Band. Wenn man jetzt auBerhalb
des R3 im R% einen Punkt 0 wihlt und denselben mit allen Punkten der Randkurve
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8. Von unseren letzten Bemerkungen fiihrt nur ein Schritt zu einem
der wichtigsten und gleichzeitig allgemeinsten Begriffe der ganzen
modernen Topologie — zum Begriff des topologischen Raumes. Ein
topologischer Raum ist eben nichts anderes, als eine Menge von irgend-
welchen Elementen (,,Punkte” des Raumes genannt), in denen ein
Stetigkeitsbegriff erklart ist. Nun beruht aber die Stetigkeit auf Vor-
handensein von Beziehungen, die als Nachbarschafts- oder als Um-
gebungsbeziechungen erkldrt werden — es sind gerade diese Beziehungen,
die bei einer stetigen Abbildung einer Figur auf eine andere erhalten
bleiben. In préziser Fassung ist also ein topologischer Raum eine
Menge, in der gewisse Untermengen definiert und den Punkten des
Raumes als deren Umgebungen zugeordnet sind. Je nach den Axiomen,
die diese Umgebungen erfiillen sollen, unterscheidet man verschiedene
Typen topologischer Rdume. Die wichtigsten unter ihnen sind die sog.
Havusporrrschen Riume (in denen die Umgebungen den bekannten vier
HavusporrFschen Axiomen geniigen).

Es sind dies die folgenden Axiome:

a) Jedem Punkt » entspricht mindestens eine Umgebung U (#) ; jede Umgebung
U(x) enthalt den Punkt x.

b) Sind U(#), V(») zwei Umgebungen desselben Punktes », so gibt es eine
Umgebung W (%), die Teilmenge von beiden ist.

c) Liegt der Punkt y in U (x), so gibt es eine Umgebung U (y), die eine Teil-
menge von U (x) ist.

d) Far zwei verschiedene Punkte x, y gibt es zwei Umgebungen U (), U(y)
ohne gemeinsamen Punkt.

Die Umgebungen gestatten ohne weiteres den Stetigkeitsbegriff ein-
zufiihren: Eine Abbildung / eines topologischen Raumes R auf eine
(echte oder unechte) Teilmenge eines topologischen Raumes Y heil3t
stetig im Punkte x, wenn man zu jeder Umgebung U (y) des Punktes
y = f(x) eine Umgebung U (x) von x derart finden kann, daB alle Punkte
von U (x) mittels f in Punkte von U (y) abgebildet werden. Falls f in
allen Punkten von R stetig ist, so heit sie stetig in R.

9. Der Begriff des topologischen Raumes ist nur ein Glied in der
Kette der abstrakten Raumkonstruktionen, die einen unentbehrlichen
Bestandteil des ganzen modernen geometrischen Denkens bilden. Allen
diesen Konstruktionen liegt eine gemeinsame Auffassung eines Raumes
zugrunde, die auf die Betrachtung eines oder mehrerer Systeme von
Gegenstinden — Punkten, Geraden usw. — und ihrer axiomatisch
beschriebenen Beziehungen hinauskommt. Dabei kommt es eben nur
auf diese Beziehungen, nicht auf die Natur der betreffenden Gegenstinde

des MoBiusschen Bandes durch geradlinige Strecken verbindet, entsteht ein
Elementarflachenstiick, welches an das MéBIussche Band langs dessen Randkurve
anschlieBt und mit ihm zusammen eine Fliche bildet, welche der projektiven Ebene
homéomorph ist.
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an. In den HivLBERTschen ,,Grundlagen der Geometrie” fand dieser
allgemeine Standpunkt seine vielleicht prignanteste Fassung; ich méchte
aber besonders betonen, daBl er durchaus nicht fiir die Grundlagen-
forschungen allein, sondern fiir alle Richtungen der heutigen Geometrie
von einer ausschlaggebenden Bedeutung ist — der moderne Aufbau
der projektiven Geometrie ebenso wie der Begriff einer mehrdimen-
sionalen RiemaNNschen Mannigfaltigkeit (und eigentlich noch viel
frither die Gausssche innere Differentialgeometrie der Flichen) mogen
als Beispiele geniigen!

10. Mit Hilfe des topologischen Raumbegriffes findet schlieBlich auch
die allgemeine Mannigfaltigkeitsdefinition einen adiquaten Ausdruck:

Ein topologischer Raum heifst eine geschlossene n-dimensionale Mannig-
faltigkeit, wenn er einem zusammenhingenden Polyeder homdomorph
ist und wenn iiberdies seine Pumkte Umgebungen besitzen, welche dem
n-dimensionalen Kugelinnern homdomorph sind.

11. Wir wollen jetzt einige Beispiele geschlossener Mannigfaltigkeiten
geben.

Die einzige geschlossene eindimensionale Mannigfaltigkeit ist die
Kreislinie.

Die ,,Einzigkeit* wird hier natiirlich im topologischen Sinne verstanden: jede
eindimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit ist der Kreislinie homéomorph.

Die geschlossenen zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten sind die
orientierbaren (oder zweiseitigen) und nicht orientierbaren (oder ein-
seitigen) Flachen. Das Problem der Aufzihlung ihrer topologischen
Typen ist vollstindig geldst?.

Als Beispiele mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten seien — neben
dem #n-dimensionalen sphirischen bzw. projektiven Raum — noch
folgende erwihnt:

1. Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit der auf einer geschlossenen
Flache F liegenden Linienelemente (wenn die Fliche F die Kugel ist,
ist—wie sich beweisen 148t — die entsprechende M3 der projektive Raum).

2. Die vierdimensionale Mannigfaltigkeit der Geraden des drei-
dimensionalen projektiven Raumes.

3. Die dreidimensionale ,, Torusmannigfaltigkeit'*; sie entsteht, wenn
man die gegentiberliegenden Seitenflichen eines Wiirfels paarweise unter-
einander identifiziert. Der Leser bestitigt ohne Milhe, daB dieselbe
Mannigfaltigkeit auch dadurch erzeugt werden kann, daB man den
Zwischenraum zwischen zwei koaxialen Torusflichen betrachtet (von
denen die eine innerhalb der anderen verliuft) und die einander ent-
sprechenden Punkte derselben identifiziert.

% Vgl. z. B. HILBERT u. COHN-VOSSEN § 48 sowie KErEKjARTO, Topologie,
Kap. V.
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Letzteres Beispiel ist zugleich ein Beispiel fiir die sog. topologische Pro-
duktbildung—einVerfahren, mit dessenHilfe man unendlich viele verschie-
dene Mannigfaltigkeiten erzeugen kann und welches iiberdies von gréB-
ter theoretischer Wichtigkeit ist. Das Produktverfahren ist eine direkte
Verallgemeinerung des gewohnlichen Koordinatenbegriffs. Es besteht
darin, dal man zu zwei Mannigfaltigkeiten M? und M? folgendermaBen
die Mannigfaltigkeit M?+¢ = MP? - M konstruiert : Als Punkte von M?+¢
werden Punktepaare z = (x, y) betrachtet, wobei x ein beliebiger Punkt
von M? und y von M?ist. Eine Umgebung U (z,) des Punktes 2, = (%, v)
besteht definitionsgemaB aus allen Punkten z = (x, y), wobei ¥ zu einer
beliebig gewahlten Umgebung von %, und y zu einer Umgebung von y,
gehort. Es ist natiirlich, die beiden Punkte x und y (von M? bzw. von
M?) als die beiden ,,Koordinaten* des Punktes (x, y) von M?*¢ zu be-
trachten.

Offenbar 1iBt sich diese Definition miihelos auf den Fall des Pro-
duktes von drei oder mehr Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Wir
konnen jetzt sagen, daBl die euklidische Ebene das Produkt von zwei
Geraden, die Torusfliche das Produkt von zwei Kreislinien, die drei-
dimensionale Torusmannigfaltigkeit das Produkt einer Torusfliche mit
einer Kreislinie (oder das Produkt dreier Kreislinien) ist. Als weitere
Beispiele von Mannigfaltigkeiten erhdlt man z. B. das Produkt S2- S?
der Kugelfliche mit der Kreislinie oder das Produkt zweier projektiven
Ebenen usw. Was insbesondere die Mannigfaltigkeit S2-S1 betrifft,
so erhdlt man sie auch, wenn man eine zwischen zwei konzentrischen
Kugelflichen S? und s? gelegene Kugelschale betrachtet und die ent-
sprechenden (d. h. auf demselben Radius gelegenen) Punkte von S2
und s? identifiziert. Nur wenig schwieriger ist der Beweis der Tatsache,
daB, wenn man zwei kongruente Vollringe nimmt und die (laut der
genannten Kongruenz) einander entsprechenden Punkte ihrer Ober-
flichen identifiziert, man ebenfalls die Mannigfaltigkeit S2-S1 erhilt.
SchlieBlich erhdlt man das Produkt der projektiven Ebene mit der
Kreislinie, wenn man in einem Vollring jedes Paar von diametralen
Punkten je eines Meridiankreises untereinander identifiziert.

Diese wenigen Beispiele mogen gentigen. Es sei zum Unterschied vom zwei-
dimensionalen Fall nur noch bemerkt, da das Problem der Aufzidhlung der topo-
logischen Typen von Mannigfaltigkeiten von drei und mehr Dimensionen sich heut-
zutage in einem ziemlich hoffnungslosen Zustande befindet. Wir sind einstweilen

nicht nur von der Losung, sondern sogar von jedem Ansatz zu einer Lésung, von
jeder plausibel klingenden Vermutung weit entfernt.

II. Algebraische Komplexe.

12. Die Auffassung der Mannigfaltigkeit als eines Polyeders hat etwas
Kiinstliches: die allgemeine Idee der Mannigfaltigkeit, als eines homo-
genen n-fach ausgedehnten Gebildes, eine Idee, die noch auf RIEMANN
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zuriickgeht, hat eigentlich mit den Simplizialzerlegungen, die uns zur
Einfiihrung der Polyeder diente, nichts zu tun. POINCARE, der als erster
ein systematisches topologisches Studium der Mannigfaltigkeiten unter-
nommen und dadurch die Topologie aus einer Sammlung mathematischer
Kuriosa zu einem selbstdndigen und bedeutungsvollen Zweig der Geo-
metrie gemacht hat, definierte die Mannigfaltigkeiten urspriinglich ana-
lytisch mit Hilfe eines Systems von Gleichungen. Aber schon innerhalb
von vier Jahren nach dem Erscheinen seiner ersten bahnbrechenden
Arbeit10 stellt er sich auf den Standpunkt, der heutzutage als der
kombinatorische bezeichnet wird und im wesentlichen auf die Auffassung
der Mannigfaltigkeiten als Polyeder hinauskommt*. Die Vorteile dieses
Standpunktes bestehen darin, dafl mit seiner Hilfe die schwierigen —
teils rein geometrischen, teils mengentheoretischen — Betrachtungen,
zu denen das Studium der Mannigfaltigkeiten fiihrt, durch die Unter-
suchung eines finiten kombinatorischen Schemas — nimlich des Systems
der Simplexe einer Simplexzerlegung des Polyeders, mit anderen Worten:
des geometrischen Komplexes — ersetzt werden, welche den Weg zur
Anwendung algebraischer Methoden erdffnet.

Auf diese Weise ergibt sich, daf3 die Mannigfaltigkeitsdefinition, der
wir uns hier bedienen, die heufzutage bequemste ist, obzwar sie nichts
anderes als einen bewuBten Kompromill zwischen dem mengentheo-
retischen Begriff des topologischen Raumes und den Methoden der
kombinatorischen Topologie darstellt — einen Kompromif, bei dem von
einer organischen Verschmelzung der beiden Richtungen einstweilen noch
kaum gesprochen werden kann. Die schwierigen prinzipiellen Frage-
stellungen, die mit dem Mannigfaltigkeitsbegriff verbunden sind!?,
werden durch unsere Definition keineswegs erledigt.

13. Wir wollen uns jetzt den bereits erwihnten algebraischen
Methoden in der Topologie der Mannigfaltigkeiten (und der allgemeineren
Polyeder) zuwenden. Die Grundbegriffe, auf denen alles beruht, sind
dabei die Begriffe des orientierten Simplexes, des algebraischen Komplexes
und des Randes eines algebraischen Komplexes.

10 Analysis Situs [J. Ec. Polyt. Bd. (2) 1 (1895) S. 1—123].

1 In der Arbeit: Complement & I’Analysis Situs [Palermo Rend., Bd. 13 (1899)
S.285—343]. Diese Arbeit ist als die erste systematische Darstellung der kombi-
natorischen Topologie zu betrachten.

12 Diese Fragestellungen kommen auf das Problem der mengentheoretischen und
auf das der kombinatorischen Charakterisierung der Mannigfaltigkeiten hinaus. Das
erste Problem besteht in der Aufstellung von mengentheoretischen Bedingungen,
die notwendig und hinreichend sind, damit ein topologischer Raum einem Polyeder
homdomorph ist bzw. damit seine Punkte Umgebungen besitzen, die dem R”"
hom&omorph sind. Das zweite verlangt nach einer Charakterisierung derjenigen
Komplexe, die als Simplexzerlegungen von Polyedern auftreten, die die Mannig-
faltigkeitseigenschaft besitzen (zu deren Punkten es m.a. W. Umgebungen gibt,
welche dem R™ hom¢omorph sind). Beide Probleme bleiben ungeldst und gehdren
zweifellos zu den schwierigsten Fragestellungen, die es in der Topologie gibt.

Alexandroff, Topologie. 2
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Ein orientiertes eindimensionales Simplex ist eine gerichfete Strecke
(@oa,), also eine Strecke, die vom Endpunkt 2, zum Endpunkt 4, durch-
laufen wird. Man kann auch sagen: Ein orientiertes eindimensionales
Simplex ist ein solches mit einer bestimmten Reihenfolge seiner beiden
Eckpunkte. Wenn man die orientierte Strecke (@ya,) mit x! bezeichnet
(der obere Index 1 gibt die Dimensionszahl an), so wird das entgegen-
gesetzt orientierte Simplex (a,4,4) mit —x' bezeichnet. Dieselbe Strecke
ohne Orientierung betrachtet, bezeichnen wir mit |¥1|=|aa,| = |a,a,].

Ein orientiertes zweidimensionales Simplex — ein orientiertes Dreieck
— ist ein Dreieck mit einem bestimmten Umlaufsinn oder mit einer
bestimmten Reihenfolge seiner Eckpunkte; dabei wird zwischen Reihen-
folgen, die auseinander durch gerade Permutation entstehen, nicht
unterschieden, so daB die Reihenfolgen (aqa;a,), (41a5a,), (aga4a,) die
eine, die Reihenfolgen (aqa.a,), (4, 20as) , (@54, a,) die andere Orientierung
des Dreiecks mit den Eckpunkten a,, a,, a, darstellen. Wenn die eine
Orientierung des Dreiecks mit x2 = (aya,a,) bezeichnet wird, so heiB3t
die andere —x2. Das ohne Orientierung betrachtete Dreieck wird wie-
derum mit Ile bezeichnet. Das Wesentliche dabei ist, da3 bei einem
orientierten Drejeck auch der Rand als ein orientiertes (gerichtetes)
Polygon aufzufassen ist: der Rand des orientierten Dreiecks (a,a;a,)
ist die Gesamtheit der orientierten Strecken (aqa,), (a,4,), (254,). Wenn
man den Rand von x2 mit x2 bezeichnet, driickt man unsere letzte Be-
hauptung durch die Formel

(1) %% = (agay) + (a105) + (a9a,),
oder, was dasselbe ist

(1) %2 = (ay4,) — (a0a3) + (a5ay)
auslis,

Wir sagen auch, daB3 im Rande von %2 die Seiten (a,4,) und (2y4,) mit
dem Koeffizienten +1, die Seite (a,a,) mit dem Koeffizienten —1 auftreten.

14. Man betrachte jetzt irgendeine Dreieckzerlegung (oder Triangu-
lation) des zweidimensionalen Polyeders P2. Das System der Dreiecke,
der Kanten und der Eckpunkte derselben bildet das, was wir in 5
einen zweidimensionalen geometrischen Komplex K? genannt haben.
Wir bezeichnen nun mit %, 1 =27 = &,4, srgendeine (ganz beliebig ge-
wihlte) Orientierung eines beliebigen Dreiecks |;| unseres Komplexes,
mit x}, 1 =<7 = &, 14, eine ebenfalls ganz beliebig gewahlte Orientierung

13 Wenn man x2 = (aya, a,) als eine Art symbolisches Produkt der drei,,Varia-
blen* ay, a,, a, auffaBt, kann man schreiben
2 o0x?
2 =Z7(—1)t da, "
=0
14 Mit o,, &, &% bezeichnen wir resp. die Anzahl der zwei-, der ein-, der null-
dimensionalen Elemente eines geometrischen Komplexes.
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der Kante |x}|. Das System aller x4 nennen wir einen orientierten zwei-
dimensionalen Komplex C2, und zwar eine Orientierung des geome-
trischen Komplexes K2. Fir den orientierten Komplex C2 benutzen
wir die Schreibweise "

C2=>x3;

i=1
um anzugeben, daB C? durch Orientierung des Komplexes K2 ent-
standen ist, schreiben wir auch gelegentlich |C2| = K2,
Jetzt kann man den Rand jedes orientierten Dreiecks %7 in der
Gestalt einer Linearform

) i =2t
i=1
darstellen, wobei # gleich +1, —1 oder 0 ist, je nachdem die orientierte

Strecke x; im Rande des orientierten Dreiecks #; mit dem Koeffizienten
+1, —1 oder {iberhaupt nicht auftritt.
Wenn man die Gleichungen (2) fiir alle ¢, 1 =< ¢ << g,, addiert, erhalt

man &g ‘azv o oy oy
L - S L
> =2 Haj = wx), o =>1H.
i=1 i=1i=1 i=1 i=1
oy 1
Der obige Ausdruck > 'u«’x; heit a;

i=1
der Rand des orientierten Komplexes C?
und wird mit C?2 bezeichnet.

Beispiele. 1°. K sei das System der s
vier Seitendreiecke eines Tetraeders; >
jedes sei so orientiert, wie auf Abb.5
die Pfeilrichtungen angeben.

Der Rand des so orientierten Kom- C)
plexes C2 = x) + 23+ x; + x; ist gleich
Null, denn jede Tetraederkante tritt in

U4 -\ a,

beiden an sie anschlieBenden Dreiecken a
mit verschiedenen Vorzeichen auf. In Abb. 5.
Formeln:

x5 = (Ao ay), % = (a140a5), xi; = (ay85a5), % = (agay0,)
und etwa
x} = (ayay), xé = (a9 ay), x; = (apas), %= (a,a5), x; = (aya3), x(13 = (aya3);

sodann:
= H—n + xi

2.
—bo

i=—a +x -

1 1 1
— Xy wy— %

xR
[BAT]

-
LR
|

1
x5 — x + x

=
e b
\

2%
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2°. Man orientiere die zehn Dreiecke der auf der Abb. 6 angegebenen
Triangulation der projektiven Ebene so, wie es die Pfeilrichtungen

10
zeigen, und setze C2?=>"x;; dann ist

iS1
3) C? = 2] + 243 + 2%}
Der Rand des orientierten Komplexes C2? besteht also aus der (in
drei Strecken x}, x}, x} zerlegten) doppelt zu zihlenden projektiven

Abb. 6.

Geraden 4 A4’. Bei anderer Wahl der Orientierungen %2, #2, ..., 4%
der zehn Dreiecke der gewdhlten Triangulation wiirde man andere

orientierte Komplexe lzo‘xf bekommen, und deren Rénder wiren von (3)
i=1

verschieden. Es hat also keinen Sinn von dem ,,Rande der projektiven
Ebene‘ zu sprechen, sondern nur von den Rindern der auf verschiedene
Weisen orientierten Komplexe, die zu verschiedenen Triangulationen
der projektiven Ebene gehéren.

Man kénnte leicht beweisen, daB, wie man die zehn Dreiecke der
Abb. 6 auch orientiert, der Rand des dadurch bestimmten orientierten

Komplexes C? :i’x? niemals Null ist. Es besteht ndmlich folgendes
i=1
allgemeine Ergebnis (welches auch als Definition der Orientierbarkeit
einer geschlossenen Fliche angenommen werden kann):
Eine geschlossene Fliche ist dann und nur dann orientierbar, wenn man
die Dreiecke irgendeiner unter ihren Triangulationen so orientieren kann,
daB der dadurch entstehende orientierte Komplex den Rand Null hat.
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3°. Bei der auf Abb. 7 angegebenen Triangulation und Orientierung
des MOBIUsschen Bandes ist
C2=2x + 5+ ) + x} + 4l

15. Die orientierten Komplexe

a
und ihre Réander dienen uns zu- ¥
gleich als Beispiele sog. algebra- % Ty
ischer Komplexe. Ein (zweidimen-
sionaler) orientierter Komplex,d.h. ¢ Abb. 7. “

ein System von orientierten Sim-

plexen, die einer Simplizialzerlegung eines Polyeders entnommen sind,
wurde von uns in der Gestalt einer Linearform > 'x} geschrieben; als
Rand des orientierten Komplexes C2= > x; trat ferner eine Linear-
form D %} auf, deren Koeffizienten im allgemeinen beliebige ganze
Zahlen sein konnten. Solche Linearformen heien algebraische Kom-
plexe. Das Gleiche gilt auch im #-dimensionalen Fall, wenn wir ganz
allgemein definieren:

Defimition I. Ein orientiertes 7-dimensionales Simplex, 7, ist ein
7-dimensionales Simplex mit einer beliebig gewdhlten Reihenfolge seiner
Eckpunkte,

2= (apay...a,),

wobei Reihenfolgen, die auseinander durch eine gerade Permutation
der Eckpunkte entstehen, dieselbe Orientierung (dasselbe orientierte
Simplex) bestimmen, so daB jedes Simplex |4’| zwei Orientierungen:
2" und —x" besitzt15,

Bemerkung. Es sei a7 ein orientiertes Simplex. Durch die # 4+ 1
Eckpunkte von %" geht eine einzige 7-dimensionale Hyperebene R*
(des R", in dem #" liegt) und zu jedem r-dimensionalen Simplex |y |
von R’ gibt es eine einzige Orientierung " derart, daB man R” auf sich
durch eine affine Abbildung mit positiver Determinante so abbilden
kann, daB dabei das orientierte Simplex x” in das orientierte Simplex y"
iibergeht. Somit ¢nduziert die Orientierung #” von |#"| eine vollkommen
bestimmte Orientierung " eines jeden Simplexes |y"|, welches in der das
Simplex #" tragenden Hyperebene R’ liegt. Unter diesen Umstinden
sagt man, daB die Simplexe %" und y" gleich — oder sibereinstimmend —
orientierte Simplexe des R” sind. Man sagt auch, da8 durch das Simplex
¥" der ganze Koordinatenraum R' orientiert wird und meint dabei gerade
die Tatsache, daBl durch das orientierte Simplex %" alle 7-dimensionalen
Simplexe des R" eine feste Orientierung erhalten. Insbesondere kann
man jedes in |47| liegende 7-dimensionale Simplex dibereinstimmend mit
«" orientieren.

15 Ein nulldimensionales Simplex hat nur eine Orientierung, es hat also keinen
Sinn, zwischen #9 und |#°| zu unterscheiden.
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Definition II. Eine Linearform mit ganzzahligen Koeffizienten,
Cr =ty

deren Unbestimmte ! orientierte r-dimensionale Simplexe sind, heifit
ein r-dimensionaler algebraischer Komplex'.

Anders ausgedriickt: Ein algebraischer Komplex ist ein System von
orientierten Simplexen, von denen jedes mit einer bestimmten Viel-
fachheit gezdhlt (mit einem ganzzahligen Koeffizienten versehen) ist.
Dabei wird im allgemeinen nur vorausgesetzt, dafl diese Simplexe in
einem und demselben Koordinatenraum R” liegen; wir setzen aber
nicht voraus, daf sie simtlich einer bestimmten Simplexzerlegung eines
Polyeders (d. h. einem geometrischen Komplex) entnommen sind; viel-
mehr diirfen sich im allgemeinen die Simplexe eines algebraischen Kom-
plexes beliebig schneiden. Im Falle, daB3 die Simplexe eines algebraischen
Komplexes C” zu einem geometrischen Komplex gehoren (d. h. durch
Orientierung gewisser Elemente einer Simplexzerlegung eines Polyeders
gewonnen sind), heiit C” ein algebraisches Teilkomplex des betreffenden
geomelyischen Komplexes (der gegebenen Simplexzerlegung); hier kénnen
Durchsetzungen von Simplexen natiirlich nicht auftreten. Dieser Fall
ist als der wichtigste zu betrachten.

16. Die algebraischen Komplexe sind als eine mehrdimensionale
Verallgemeinerung der gewdhnlichen gerichteten Streckenziige zu be-
trachten; dabei ist aber der Begriff des Streckenzuges von vornherein
im allgemeinsten Sinne zu nehmen: die einzelnen Strecken diirfen sich
durchkreuzen, und es darf auch mehrfach durchlaufene Strecken geben;
man darf aber dabei nicht vergessen, dafl die ganze Sache algebraisch
aufzufassen ist und eine Strecke, die zweimal, und dabei in entgegen-
gesetzten Richtungen, durchlaufen ist, iiberhaupt nicht mehr zihlt.
Uberdies darf der Streckenzug auch aus mehreren Stiicken bestehen
(also keine Zusammenhangsvorschrift!). Somit stellen die beiden Abb. 8
und 9 Streckenziige dar, die, als algebraische Komplexe betrachtet,
denselben Aufbau haben (d.h. dieselbe Linearform darstellen).

Da die »-dimensionalen algebraischen Komplexe des R" als Linear-
formen nach den gewdhnlichen Regeln-der Buchstabenrechnung addiert
und subtrahiert werden kénnen, bilden sie eine ABELsche Gruppe
L"(R". Man kann auch anstatt des ganzen R” z. B. ein Teilgebiet &
dieses R™ betrachten; die in ihm liegenden 7-dimensionalen algebraischen
Komplexe bilden dann die Gruppe L (G) — eine Untergruppe von L" (R").

Auch die 7-dimensionalen algebraischen Teilkomplexe eines geome-
trischen Komplexes K bilden eine Gruppe — die Gruppe L'(K); sie

16 Diese Definition gilt auch im Falle » = 0: Ein nulldimensionaler algebraischer
Komplex ist ein endliches System von Punkten, denen gewisse (positive, negative
oder verschwindende) ganze Zahlen als Koeffizienten zugeordnet sind.



Algebraische Komplexe. 17

bildet den Ausgangspunkt fast aller weiteren Betrachtungen. Bevor
wir zu diesen iibergehen, méchte ich aber die Aufmerksamkeit des
Lesers darauf lenken, dafl die Begriffe ,,Polyeder, ,,geometrischer
Komplex*, ,,algebraischer Komplex zu ganz verschiedenen logischen
Kategorien gehoéren: Ein Polyeder ist eine Punktmenge, also eine
Menge, deren Elemente gewdhnliche Punkte des R™ sind; ein geo-
metrischer Komplex ist eine (endliche) Menge, deren Elemente Simplexe
sind, und zwar Simplexe

im naiven geometrischen

Sinne also ohne Orientie- / \

rung. Ein algebraischer

Komplex ist iiberhaupt — —

keine Menge: Es wire - -
falsch zu sagen, da8 ein ’\
algebraischer Komplex Abb. 8.

eine Menge von orien-

tierten Simplexen ist,

denn das Wesentliche / \

an einem algebraischen

Komplex ist, daB die

Simplexe, die in ihm p—

auftreten, mit Koeffi- x
.21enten ve‘rsehen', f:llSO Abb. 0. i

im allgemeinen mit einer

gewissen Multiplizitit zu

zihlen sind. In diesem Unterschied zwischen den drei fters gleichzeitig
auftretenden Begriffen spiegeln sich die Eigenarten der mengentheo-
retischen und algebraischen Einstellungen der Topologie.

17. Als Rand " des algebraischen Komplexes C"=>#ix; wird die
algebraische Summe der Rénder der einzelnen orientierten Simplexe
%, also >'#'47, definiert, wobei als Rand des orientierten Simplex
A" = (ayay...a,) der » — 1-dimensionale algebraische Komplex

I

r
(4) X" _ZO(—1)’(a0...ai_]aHl...a,)
=

erklart ist'?, Im Falle, daB der Rand C" Null ist (z. B. im Falle des

17 Ein nulldimensionales Simplex hat den Rand Null; als Rand des eindimen-
sionalen orientierten Simplex, d. h. der gerichteten Strecke (aqa,) tritt nach der
Formel (4) der Ausdruck a, — ao auf: der eine Endpunkt ist also mit dem Koeffi-
zienten -+1, der andere mit dem Koeffizienten —1 versehen.

In der symbolischen Ausdrucksweise der FuBnote * kann man die Formel (4)

in der Gestalt ,
. Ox"
C g— —1)¢
¥ Z( ) da;
1=0

schreiben.
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Beispiels 1° von 11), heiit C” ein Zyklus®. Somit ist in der Gruppe
L"(R*) und analog auch in L"(K) bzw. L"(G) als Untergruppe die
Gruppe aller 7-dimensionalen Zyklen Z"(R") bzw. Z"(K) bzw. Z'(G)
definiert.

Wir kénnen jetzt sagen (vgl. 14): Eine geschlossene Fliche ist dann
und nur dann orientierbar, wenn man durch passend gewihlte Orien-
tierungen irgendeiner Simplex- (d.h. in diesem Falle Dreieck-) Zerlegung
dieser Fliche erreichen kann, dal der durch diese Orientierung gelieferte
orientierte Komplex ein Zyklus ist. Wortlich dieselbe Definition gilt
auch fiir den Fall einer geschlossenen Mannigfaltigkeit beliebiger Dimen-
sion. Es sei sogleich bemerkt: Die Orientierbarkeit, die wir soeben als
Eigenschait einer bestimmten Simplexzerlegung der Mannigfaltigkeit
definiert haben, driickt in Wirklichkeit eine Eigenschaft der Mannig-
faltigkeit selbst aus, denn es 148t sich beweisen, daB, wenn esne Simplex-
zerlegung der Mannigfaltigkeit der Bedingung der Orientierbarkeit
geniigt, dasselbe auch von jeder
Simplexzerlegung dieser Mannig-
faltigkeit gilt.

Bemerkung. Sind x™ und y" zwei
iibereinstimmend orientierte Sim-
plexe des R", die die gemeinsame
Seite |x"~'| haben, so tritt die
(irgendwie orientierte) Seite x"~!
in %" und 9" mit gleichen oder mit
verschiedenen Vorzeichen auf, je
nachdem die Simplexe | x| und |y"|
auf einer und derselben oder auf
verschiedenen Seiten der das Sim-
plex |x"~1| tragenden Hyperebene
R*-! liegen. Den Beweis dieser Behauptung iiberlassen wir dem
Leser als Ubungsaufgabe.

q

Abb. 10.

18. Wie leicht nachzurechnen, ist der Rand eines Simplex ein
Zyklus. Daraus folgt aber, daB auch der Rand eines beliebigen alge-
braischen Komplexes ein Zyklus ist. Es ist andererseits leicht zu zeigen,
daB es zu jedem Zyklus Z7, # > 0, im R" einen in diesem R" gelegenen
algebraischen Komplex gibt, welcher durch Z” berandet ist®: es geniigt
in der Tat, einen von allen Eckpunkten des Zyklus Z7 verschiedenen
Punkt O des Raumes zu wihlen und die iiber den gegebenen Zyklus

18 Insbesondere ist jeder nulldimensionale algebraische Komplex offenbar ein
Zyklus.

19 Dagegen berandet ein nulldimensionaler Zyklus im R” dann und nur dann,
wenn seine Koeffizientensumme gleich Null ist (Beweis durch Induktion nach der
Streckenzahl des berandeten Polygons).



Algebraische Komplexe. 19

errichtete ,, Pyramide™ (mit der Spitze in O) zu betrachten (Abb. 10). Mit
anderen Worten: Wenn
Zr=2'cty]
@)

und . o )

%] = (a}, af, ..., al)
ist, so definiere man das 4+ 1-dimensionale orientierte Simplex 7+ 1 als

¥ 1= (0,d, al, ..., a)

und betrachte den algebraischen Komplex C**! =>"c?47*1: der Rand
von C'+1 ist 27, da sich alles iibrige weghebt. @

Wenn wir aber anstatt des ganzen R™ irgendein Gebiet G desselben
(allgemeiner: eine beliebige offene Menge im R") betrachten, so sind
die Verhiltnisse nicht mehr so einfach: ein in G gelegener Zyklus braucht
dortselbst nicht zu beranden: es geniigt ja schon, einen ebenen Kreisring
als das Gebiet G zu wéhlen, um sich zu tiberzeugen, daB es nichtberan-
dende Zyklen (in diesem
Fall geschlossene Poly-
gone) gibt (Abb. 11).
Ebenso gibt es im all-
gemeinen unter den Zy-
klen eines geometrischen
Komplexes solche, die in
diesem Komplex nicht
beranden: es geniigt, den
geometrischen Komplex

/g
der Abb. 12 zu betrach- ﬁ
ten: der Zyklus ABC

iy i — —
und ebenso der Zyklus fe=—— A= 7/
abc beranden -offenbar 7/’
nicht.
Somit ist in der Gruppe Z E?
Z'(G) bzw. Z'(K) die Z v

Untergruppe H"(G) bzw.

H"(K) aller berandenden

Zyklen ausgezeichnet : die

Elemente von H"(G) bzw. ¥ Abb. 12.

H'(K) sind Zyklen, zu

denen es in G bzw. K algebraische Komplexe gibt, welche durch die
gegebenen Zyklen berandet sind.

Am Beispiel der auf Abb. 6 gegebenen Triangulation der projek-
tiven Ebene sehen wir, daB es vorkommen kann, daB ein Zyklus z in
K nicht berandet, wihrend ein gewisses ganzzahliges Vielfaches desselben
(d.h. ein Zyklus von der Form £z, wobei ¢ eine von Null verschiedene
ganze Zahl ist) als Rand eines algebraischen Teilkomplexes von K auf-



20 Algebraische Komplexe.

tritt: Wir haben in der Tat gesehen, daB der Zyklus 2x} + 24} + 2x}
= 27! (die ,,doppelt gezdhlte projektive Gerade) in der Triangulation
von Abb. 6 berandet, wihrend es in derselben Triangulation keinen
algebraischen Komplex gibt, welcher den Zyklus z! = (%; -+ %, + %3)
als seinen Rand hétte. Es ist also angebracht, als Randteiler alle die-
jenigen Zyklen 2" von K (von G) zu bezeichnen, zu denen es eine von Null
verschiedene ganze Zahl ¢ gibt derart, dal ¢z in K (in G) berandet.
Da ¢ auch den Wert 1 annehmen kann, sind unter den Randteilern auch
die eigentlichen Rénder (d. h. die berandenden Zyklen) enthalten. Die
Randteiler bilden, wie leicht ersichtlich, eine Untergruppe der Gruppe
Z"(K) bzw. Z7(G), die wir mit H%(K) bzw. H(G) bezeichnen; offenbar
ist die Gruppe H”(K) in der Gruppe H}(K) enthalten.

19. Wenn 2" in K (in G) berandet, sagen wir auch, daB 2" dortselbst
stark-homolog Null ist, und schreiben 2"~ 0 (in K bzw. in G); wenn
7" ein Randteiler von K (von G) ist, sagen wir, daB z schwach-homolog
Null ist, und schreiben z~ 0 (in K bzw. in G).

Wenn zwei Zyklen des geometrischen Komplexes K (oder des Ge-
bietes ) die Eigenschaft haben, daB der Zyklus 2} — z} homolog Null
ist, so sagt man, daB die Zyklen 2] und 2 unteresnander homolog sind;
diese Definition gilt sowohl fiir starke als auch fiir schwache Homologie,
so daB man die Relationen 2] o 25 und 2 & 2} hat. Beispiele hierfiir
sind auf Abb. 12 (z; ~ z,) sowie auf den folgenden Abbildungen an-
gegeben.

In den folgenden Abbildungen ist unter dem Gebiet G das Gebiet
des dreidimensionalen Raumes gemeint, welches zu der geschlossenen
Jordankurve S bzw. zur Lemniskate A komplementir ist.

20. Somit zerfillt die Gruppe Z7(K) in sog. Homologieklassen, d. h.
in Klassen von untereinander homologen Zyklen; es gibt im allgemeinen

Abb. 13. zev z+ 2 (in K). Abb. 14, 2z, 0022 (in K).

wiederum schwache und starke Homologieklassen, je nachdem der
schwache oder starke Homologiebegriff gemeint ist. Wenn man, wie
schon ofters, fiir K den geometrischen Komplex der Abb. 6 nimmt,



Algebraische Komplexe. 21

gibt es zwei starke Homologieklassen der Dimensionszahl 1, denn jeder
eindimensionale Zyklus von K ist entweder homolog Null (gehért also
zur Nullklasse) oder homolog der projektiven Geraden (d. h. etwa dem
Zyklus %; + %, + %3). Da jeder eindimensionale Zyklus von K in un-

S

llu\

Zz

Abb. 15. 2z, ~ 2, (in G).

serem Falle ein Randteiler ist, gibt es nur eine schwache Homologieklasse
— die Nullklasse.

Was die eindimensionalen Homologieklassen der auf Abb. 12 und 13
angegebenen Komplexe betrifft, so kénnen sie simtlich aufgezihlt wer-
den, wenn man bemerkt, daB auf Abb.12 jeder eindimensionale Zyklus
einer Homologie z e #z, auf Abb. 13 einer Homologie z o~ uz; 4 v2,
geniigt, wobei ¢, %, v ganze Zahlen sind; {iberdies stimmen fiir beide

Abb. 16. 2z 00 2+ 2 (in G).

Komplexe die starken Homologieklassen mit den schwachen iiberein
(denn es gibt keine Randteiler, die nicht zugleich Rénder sind).

Wenn ¢, und ¢, zwei Homologieklassen und z;, z, willkiirliche Zyklen
sind, die zu ¢, bzw. ¢, gehdren, so bezeichnet man mit ¢; -+ {, die Homo-
logieklasse, zu der der Zyklus z, + 2, gehort. Diese Definition der Summe
zweier Homologieklassen ist korrekt, denn man iiberzeugt sich miihelos,
daB die als ¢; + ¢, erklirte Homologieklasse von der speziellen Wahl
der Zyklen z, und z, in {; und {, nicht abhingt.
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Die r-dimensionalen Homologieklassen von K bilden also etne Gruppe —
die sog. Faktorgruppe von Z"(K) nach H"(K) bzw. nach H}(K); sie
wird die r-dimensionale BETTische Gruppe von K genannt; man unter-
scheidet dabei zwischen der wvollen und der freien (oder reduzierien)
BerTischen Gruppe — die erste entspricht dem starken Homologie-
begriff [ist also die Faktorgruppe B"(K) von Z"(K) nach H" (K)], wahrend
die zweite die Gruppe der schwachen Homologieklassen [die Faktor-
gruppe Bj(K) von Z"(K) nach Hj(K)] ist. Fiir Beispiele vgl. Nr. 44.

Aus der obigen Diskussion folgt, daB die volle eindimensionale
Berrische Gruppe der auf Abb. 6 gegebenen Triangulation der pro-
jektiven Ebene die endliche Gruppe zweiter Ordnung ist; dagegen ist

S

Abb. 17. z 0022 (in G.)

2

die freie (eindimensionale) BETTische Gruppe desselben Komplexes die
Nullgruppe. Die eindimensionale BETTische Gruppe des Komplexes K
(Abb.12) ist die unendliche zyklische Gruppe, wihrend zur Abb. 13
als eindimensionale BeTTische Gruppe die Gruppe aller Linearformen
uly + v, (mit ganzzahligen » und v) gehért. In den beiden letzten
Fillen stimmen die volle und die reduzierte BETTischen Gruppen iiberein.

Aus einfachen gruppentheoretischen Satzen folgt, daB die volle und
die reduzierte BETTische Gruppe (irgendeiner Dimension #) denselben
Rang — d. h. dieselbe Maximalzahl der in der Gruppe wihlbaren linear-
unabhingigen Elemente — haben; dieser gemeinsame Rang heiBt die
r-dimensionale BETTIsche Zahl* des Komplexes K; fiir die projektive
Ebene und die Dimensionszahl 1 ist sie gleich Null, fiir die Komplexe
der Abb. 12 und 13 erhdlt man als eindimensionale BETTische Zahlen die
Zahlen 1 bzw. 2.

21. Dieselben Definitionen gelten auch fiir Gebiete G des R*. Es
ist dabei allerdings zu beachten, daBl, wihrend im Falle geometrischer
20 Der Leser wird miihelos beweisen kénnen, daB die nulldimensionale BeTTische

Zahl eines Komplexes K gleich seiner Komponentenzahl ist (d. h. der Anzahl der
Stiicke, in die das zugehorige Polyeder zerfallt).
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Komplexe alle genannten Gruppen endlich viele Erzeugenden besitzen,
dies fiir Gebiete des R" durchaus nicht der Fall zu sein braucht. Schon
das Komplementirgebiet zu der im R? gelegenen, aus unendlich vielen
gegen einen Punkt konvergierenden Kreislinien bestehenden Figur
(Abb. 18) hat, wie leicht ersichtlich, eine unendliche eindimensionale
BetTische Zahl (folglich

eine BETTIsche Gruppe, die

keinen endlichen Rang, also

keineswegs eine endliche

Anzahl von Erzeugenden ..

besitzt).

22. Der Darstellung der
Grundbegriffe der sog. alge-
braischen Topologie?!, die
wir soeben gegeben haben, liegt der Begriff des orientierten Simplexes
zugrunde. In vielen Fragen braucht man aber die Orientierung eines
Simplexes gar nicht in Betracht zu ziehen — wund kann trotzdem
die algebraische Methode weitgehend benutzen. In solchen Fillen
werden {ibrigens alle Uberlegungen viel einfacher, denn es fallen die Vor-
zeichenbetrachtungen (die 6fters zu recht langweiligen Rechnungen
fithren) grundsitzlich weg. Diese Ausschaltung der Orientierung iiberall,
wo sie sachlich méglich ist, fiihrt zu den sog. Betrachtungen ,,modulo 2°;
letztere bestehen darin, daB in allen Linearformen, die wir bis jetzt
betrachtet haben, simtliche Koeffizienten durch ihre Restklassen
modulo 2 ersetzt werden. Man setzt also anstatt einer geraden Zahl
iiberall die Ziffer 0, anstatt einer ungeraden Zahl die Ziffer 1 und ver-
fihrt mit diesen Ziffern nach den Rechnungsregeln

0+0=0,0+1=14+0=1,141=0,
0—1=1—0=1,
0—0=1—1=0.

Abb. 18.

Insbesondere ist ein algebraischer Komplex modulo 2 eine Linear-
form, deren Unbestimmte ohne Orientierung betrachtete Simplexe mit
den Koeffizienten 0 oder 1 sind22; als Rand eines Simplexes x" tritt in

21 Wir ziehen diesen Ausdruck dem sonst iiblichen Terminus ,,kombinatorische’*
Topologie vor, denn es handelt sich hier um eine viel weitere Anwendung der
algebraischen Methoden und Grundbegriffe, als das Wort ,, Kombinatorik* es
vermuten laft.

22 Man kann die geometrischen Komplexe als einen Spezialfall der algebraischen
Komplexe modulo 2 betrachten, wenn man den Koeffizienten 1 als ein Zeichen
des Auftretens, den Koeffizienten Null als ein Zeichen des Nichtauftretens eines
Simplexes im Komplex auffaBt. Diese Bemerkung erlaubt uns Satze, die fiir
algebraische Komplexe bewiesen werden, auch auf geometrische Komplexe anzu-
wenden.
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der Theorie modulo 2 der Komplex modulo 2, welcher aus allen #» — 1-
dimensionalen Seiten des Simplexes x* besteht. Sodann ist auch der
Rand modulo 2 eines beliebigen Komplexes C* definiert, und zwar als
Summe (immer modulo 2!) der Rénder der einzelnen #-dimensionalen
Simplexe von C". Man kann auch sagen, dafl der Rand modulo 2 von
Cr aus allen und nur denjenigen # — 1-dimensionalen Simplexen von C*
besteht, an die eine ungerade Anzahl von #-dimensionalen Simplexen
anschlieft. Der Leser wird sich selbst miihelos Beispiele konstruieren,
die das Gesagte illustrieren.

Die Begriffe des Zyklus, der Homologie, der BETTischen Gruppe
modulo 2 lassen sich wortlich so einfiihren wie im ,,orientierten‘ Fall.
Es ist allerdings zu beachten, dal} alle unsere Gruppen L"(K), Z"(K),
B”"(K) usw. jetzt zu endlichen Gruppen werden (die wir mit L}(K),
Zy(K), By(K) usw. bezeichnen), denn man hat ja jetzt iiberall Linear-
formen in endlich-vielen Unbestimmten, deren Koeffizienten nur die
beiden Werte 0 und 1 annéhmen. Die auf der Abb. 6 gegebene
Triangulation der projektiven Ebene kann als Beispiel eines zwei-
dimensionalen Zyklus modulo 2 dienen, denn — als algebraischer Kom-
plex modulo 2 betrachtet — hat sie offenbar einen verschwindenden
Rand. Da fiir einen #-dimensionalen Komplex K} die Gruppe Z* (K")
mit B"(K"), ebenso auch Z%(K") mit B}(K") isomorph sind, ist fiir die
projektive Ebene die zweidimensionale BETTIsche Gruppe modulo 2
von Null verschieden (ihre Ordnung ist 2); ebenfalls von der Ordnung 2
ist im Falle der projektiven Ebene auch die eindimensionale BETTische
Gruppe modulo 2.

Man kann schlieflich auch den Begriff der -dimensionalen BETTI-
schen Zahl modulo 2 einfiihren: dafBl ist der Rang modulo 2 der Gruppe
Bj(K), d.h. die groBte Anzahl von FElementen #,, u,, . . ., u, dieser
Gruppe, die keiner Relation von der Form

by by + -0 4 tu, =0
mit nicht simtlich verschwindenden {; geniigen (die #; kénnen nur die
Werte 0 und 1 annehmen).

Die null-, die ein- und die zweidimensionale BETTische Zahl der

projektiven Ebene haben alle drei den Wert 123,

23 Die Theorie modulo 2 rithrt von VEBLEN und ALEXANDER her; sie spielt
in der modernen Topologie eine sehr wichtige Rolle und hat auch die allgemeinste
Fassung des Begriffes ,,algebraischer Komplex vorbereitet: ist J irgendein kom-
mutativer Ring mit Einheitselement (vgl. etwa v. . WAERDEN, Moderne Algebra,
Kap. III), so versteht man unter einem algebraischen Komplex des Koeffizienten-
berveiches ] eine Linearform, deren Unbestimmte orientierte Simplexe, deren
Koeffizienten Elemente des Ringes J sind. Sodann definiert man Rénder, Zyklen,
Homologien usw. genau wie frither, aber in bezug auf den Ring J; insbesondere ist
jetzt der Koeffizient 1 bzw. —1 als eines der betreffenden Elemente des Ringes
(welcher ja nach Voraussetzung ein Einheitselement enthilt) zu deuten. Ist J der
Restklassenring modulo #, so spricht man von algebraischen Komplexen modulo e,
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23. Wir schlieBen unsere algebraisch-kombinatorischen Betrach-
tungen mit dem Begriff der Unterteslung. Zerlegt man jedes Simplex
eines geometrischen Komplexes K in (,kleinere”) Simplexe, so daf3 die
Gesamtheit aller so gewonnenen Simplexe wiederum einen geometrischen
Komplex K; bildet, so heillit K; eine Unterteilung von K. Besteht K
aus einem einzigen Simplex, so bilden die Elemente der Unterteilung,
welche auf dem Rande des Simplexes liegen, eine Unterteilung dieses
Randes. Daraus folgt, daB wenn K ein geometrischer Komplex, K%
seine Unterteilung und K” der aus allen 7-dimensionalen (v << #) Elemen-
ten von K" gebildete Komplex ist, die Gesamtheit derjenigen Elemente
von K,, welche auf Simplexen von K’ liegen, eine Unterteilung von K”
bilden.

Man kann auch von Unterteilungen algebraischer Komplexe sprechen;
wir wollen das fiir den wichtigsten Spezialfall tun, in dem der algebra-
ische Komplex C" = >'#x" ein algebraischer Teilkomplex eines geo-
metrischen Komplexes ist. Sodann bildet auch die Gesamtheit aller
Simplexe von C* (ohne daB man ihre Koeffizienten und ihre Orientie-
rungen beriicksichtigt) einen geometrischen Komplex K*. Es sei K7 eine
Unterteilung von K", |, | irgendein Simplex von K7; es liegt auf einem
bestimmten Simplex |#?| von |C*|; wir orientieren nun das Simplex |y”|
iibereinstimmend mit x* (vgl. 15) und geben ihm den Koeffizienten #;
auf diese Weise erhalten wir einen algebraischen Komplex, der eine
Unterteilung des algebraischen Komplexes C* heilt. Man {iberzeugt
sich ohne Miihe davon, dal der Rand der Unterteilung C} von C” eine
Unterteilung des Randes von C”* ist. (Modulo 2 betrachtet, liefert das
Verfahren nichts auBler der Unterteilung eines geometrischen Kom-
plexes.)

ITI. Simpliziale Abbildungen und Invarianzsitze.

24, Fassen wir das bisher Gesagte zusammen, so sehen wir, dal} es
sich im wesentlichen um zwei grofe Begriffsbildungen handelt: die
topologischen Riume einerseits und die Komplexe andererseits. Die
beiden Begriffe entsprechen den beiden Auffassungen des Grund-
begriffes aller Geometrie — des Begriffes der geometrischen Figur:
nach der ersten Auffassung, die der synthetischen Geometrie von EUKLID
bis zu unseren Tagen innewohnt, ist eine Figur ein endliches System von
im allgemeinen heterogenen Elementen (wie Punkte, Gerade, Ebenen
usw. oder auch Simplexe verschiedener Dimensionszahlen), die nach

diese sind in der Topologie von immer zunehmender Bedeutung. Von grofer Wich-
tigkeit ist auch die Menge R der rationalen Zahlen, als Koeffizientenbereich be-
trachtet; insbesondere sind die Zyklen, die wir in 18 als Randteiler definiert haben,
nichts anderes als Zyklen mit ganzzahligen Koeffizienten, die in bezug auf R
(aber nicht notwendig in bezug auf den Ring der ganzen Zahlen) in K beranden.
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bestimmten Regeln miteinander verkniipft werden, also eine Kon-
figuration im allgemeinsten Sinne dieses Wortes. Nach der zweiten Auf-
fassung ist eine Figur eine Punktmenge, eine im allgemeinen unendliche
Gesamtheit gleichartiger Elemente. Eine solche Gesamtheit muB auf die
eine oder andere Weise zu einem geometrischen Gebilde — einer Figur
oder einem Raume — organisiert werden, was z. B. mittels Einfiithrung
eines Koordinatensystems oder eines Entfernungsbegriffes oder der Ein-
fiihrung von Umgebungen geschieht?24,

Wie schon gesagt, erscheinen in den Arbeiten von POINCARE die
beiden Betrachtungsweisen simultan: das kombinatorische Schema wird
bei POINCARE nie zum Selbstzweck, es bleibt immer ein Hilfsmittel, ein
Apparat zur Untersuchung der ,,Mannigfaltigkeit selbst®, also letzten
Endes einer Punktmenge. Das Mengentheoretische bleibt aber bei
POINCARE in seinen ersten Anfingen stehen, weil eben nur Mannig-
faltigkeiten und kaum allgemeinere geometrische Gebilde untersucht
werden?®, Deswegen, und auch wegen der groBen Schwierigkeiten, die
mit der allgemeinen Fassung des Mannigfaltigkeitsbegriffes verbunden
sind, kann man von einem Ineinandergreifen, von einer Verschmelzung
der beiden Methoden in der PoincarEschen Periode noch kaum sprechen.

Die weitere Entwicklung der Topologie stebt zunichst im Zeichen
einer scharfen Trennung der mengentheoretischen und der kombinatori-
schen Methoden: die kombinatorische Topologie wolite sehr bald von
keiner geometrischen Realitat, auBler der, die sie im kombinatorischen
Schema selbst (und seinen Unterteilungen) zu haben glaubte, etwas
wissen, wahrend die mengentheoretische Richtung derselben Gefahr
der vollen Isolation von der iibrigen Mathematik auf dem Wege der
Auftiirmung von immer spezielleren Fragestellungen und immer kompli-
zierteren Beispielen entgegenlief.

Diesen beiden extremen Fliigeln gegeniiber erhebt sich das monumen-
tale Gebdude der BrRouwERschen Topologie, in der — wenigstens im
Keim — die sich gegenwirtig rasch vollziechende Verschmelzung der
beiden topologischen Grundmethoden gegeben wurde. Es gibt in den
modernen topologischen Untersuchungen kaum Fragestellungen gro-
Beren Stils, von denen keine Fiden zu den BROUWERschen Arbeiten
fiihrten, fiir die im BrouwERschen Vorrat topologischer Methoden und
Begriffsbildungen nicht bereits ein — &fters vollig gebrauchfertiges —
Werkzeug zu finden wire.

24 Auch die mengentheoretische Auffassung einer Figur geht bis in die &ltesten
Zeiten zuriick — man denke etwa an den Begriff des geometrischen Ortes. Zur
herrschenden Auffassung der modernen Geometrie wurde sie erst durch die Ent-
deckung der analytischen Geometrie.

25 Allerdings fithren die Arbeiten PoIiNcARES auf dem Gebiete der Differential-
gleichungen und der Himmelsmechanik bereits sehr nahe an die modernen Frage-
stellungen der mengentheoretischen Topologie heran.
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Mit BRoOUWER beginnt die Periode der stiirmischen Entwicklung der
Topologie, die die letzten zwanzig Jahre anhilt und uns — hauptsichlich
durch die grofien Entdeckungen der amerikanischen Topologen2 —
zu der heutigen ,,Bliitezeit” der Topologie gefiihrt hat, in der die Analysis
Situs — von jeder Gefahr des Abgeschlossenseins noch weit entfernt —
als ein groBes, sich in engster Fihlung mit den verschiedensten Ideen-
und Fragekreisen der gesamten Mathematik harmonisch entwickelndes
Gebiet vor uns liegt.

Im Mittelpunkt des BRouwERschen Schaffens stehen die fopologischen
Invarianzsitze. Unter diesem Namen vereinigen wir in erster Linie
Sitze, welche behaupten, daB eine gewisse Eigenschaft, die sich auf
geometrische Komplexe bezieht, fiir alle Simplexzerlegungen unterein-
ander homdomorpher Polyeder gilt, sobald sie fiir eine unter diesen Zer-
legungen zutrifft. Das klassische Beispiel eines solchen Invarianzsatzes
ist der BROUWERsche Satz von der Invarianz der Dimensionszahl: wenn
als Simplexzerlegung eines Polyeders P ein n-dimensionaler Komplex K*
auftritt, so ist jede Simplexzerlegung von P, sowie auch jede Simplex-
zerlegung etnes mit P homdéomorphen Polyeders P, ebenfalls ein n-dimen-
stonaler Komplex.

Neben dem Satz von der Invarianz der Dimension erwdhnen wir
als zweites Beispiel den von ALEXANDER bewiesenen Safz von der In-
varianz der BETTischen Gruppen: Sind K und K,; Simplexzerlegungen
zweier homdomorpher Polyeder P und P,, so ist jede BETTische Gruppe
von P der entsprechenden BETTIschen Gruppe von K, isomorph?¥.

95. Zum Beweise der Invarianzsitze braucht man ein wesentlich
neues Hilfsmittel — die von BROUWER eingefithrten simplizialen Ab-
bildungen bzw. simplizialen Approximationen der stetigen Abbildungen.
Die simplizialen Abbildungen bilden das mehrdimensionale Analogon
der stiickweise linearen Funktionen, wihrend die simplizialen Approxima-
tionen einer stetigen Abbildung den linearen Interpolationen stetiger
Funktionen analog sind. Bevor wir eine genaue Formulierung dieser
Begriffe geben, bemerken wir, dafl ihre Tragweite weit {iber die topolo-
gischen Invarianzbeweise hinausreicht: sie bilden nimlich die Grundlage

26 ALEXANDER, LEFSCHETZ, VEBLEN in der Topologie selbst, BIRKHOFF und
seine Nachfolger in den topologischen Methoden der Analysis.

27 Die Tragweite dieser beiden Satze wird nicht beeintrachtigt, wenn man
voraussetzt, daB K und K, zwei krumme Simplexzerlegungen eines und desselben
Polyeders sind, denn bei einer topologischen Abbildung geht eine (beliebige, auch
krumme) Simplexzerlegung von P, in eine (im allgemeinen krumme) Simplex-
zerlegung von P iiber. Man koénnte sich andererseits auf geradlinige Simplex-
zerlegungen gewdhnlicher (,,geradliniger’’) Polyeder beschranken, miti3te aber dann
die beiden Polyeder P und P; betrachten: ist in der Tat P ein beliebiges Polyeder
in einer (krummen) Simplexzerlegung K, so gibt es eine topologische Abbildung von
P in einen hinreichend hoch dimensionalen Euklidischen Raum, bei der P in ein
geradliniges Polyeder P’ und K in dessen geradlinige Simplexzerlegung K’ tibergeht.

Alexandroff, Topologie. 3
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der ganzen allgemeinen Theorie der stetigen Abbildungen von Mannig-
faltigkeiten und gehdren — neben dem Begriff des topologischen Raumes
und des Komplexes — zu den allerwichtigsten Begriffen der Topologie.

26. Es sei jedem Eckpunkt a des geometrischen Komplexes K ein
Eckpunkt b = f(a) des geometrischen Komplexes K’ zugeordnet, und
zwar unter der Geltung folgender Bedingung: falls a,, . . ., a4, Eckpunkte
eines und desselben Simplexes von K sind, so gibt es auch in K’ ein
Simplex, das alle (iibrigens nicht notwendig voneinander verschiedenen)
Eckpunkte f(a;),...,[(4;) als seine Eckpunkte besitzt. Aus dieser
Bedingung folgt, daB jedem Simplex von K ein (gleich- oder niedriger-
dimensionales) Simplex von K’ entspricht?®. Es liegt also eine Ab-
bildung des Komplexes K in den Komplex K’ vor®. Eine auf diese Weise
entstehende Abbildung von K in K’ heiBit eine simpliziale Abbildung des
etnen geometrischen Komplexes in den anderen.

27. Ist jetzt %" = (agay...a,) ein orientiertes Simplex von K,
so sind zwei Fille zu unterscheiden: entweder sind die Bildpunkte
bo = f(ag), . .., b, = [(a,) paarweise untereinander verschiedene Eck-
punkte von K’ — in diesem Falle setzen wir f(x”) == (bgb; . . . b,); oder
aber fallen mindestens zwei unter den Bildpunkten &,, b; zusammen,
dann setzen wir definitionsgemaB f(x") = 0. Somut tritt als simpliziales
Bild eines orientierien Simplexes entweder ein gleichdimensionales orientier-
tes Simplex oder die Null auf®.

Es sei jetzt ein algebraischer Teilkomplex C” = > #; des Kom-
plexes K gegeben; nach dem soeben Gesagten ergibt die simpliziale
Abbildung f von K in K’ fiir jedes orientierte Simplex x” ein wohl-
definiertes Bild f(x"), wobei f(x’) entweder ein orientiertes 7-dimen-
sionales Simplex von K’ oder Null ist. Somit ist f(C") = > #f(x]) ein
eindeutig bestimmter (evtl. verschwindender) r-dimensionaler alge-
braischer Teilkomplex von K': das Bild von C’ bei der simplizialen Ab-
bildung von K in K'S%,

28 Faft man K als einen algebraischen Komplex modulo 2 auf, so erweist sich
als zweckmiBig, im Falle, daB ein Simplex |#"| von K auf ein niedrigerdimensio-
nales Simplex von K’ abgebildet wird, zu sagen, daB das Bild von |%"| Null ist
(d. h. als 7-dimensionaler Simplex verschwindet).

20 Wenn jedem Element der Menge M ein Element der Menge N entspricht,
so spricht man von einer Abbildung der Menge M in die Menge N. Die Abbildung
wird zu einer Abbildung von M auf N, wenn jedes Element von N Bild von minde-
stens einem Element von M ist.

30 Der geometrische Sinn des Auftretens der Null ist klar: fallen zwei
Eckpunktbilder zusammen, so artet das Bildsimplex aus, d. h. es verschwindet,
wenn man es als #-dimensionales Simplex betrachten will. Dieselbe Abbildungs-
vorschrift gilt auch im Falle, daB ein nichtorientiertes Simplex als Element eines
algebraischen Komplexes modulo 2 aufgefaBt wird (vgl. Anm. 28).

31 Man kann auch direkt von der simplizialen Abbildung f des algebraischen
Komplexes C” in (den geometrischen Kompléex) K’ sprechen.
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28. Aus diesen Definitionen folgt miihelos der eigentlich selbstver-
stindliche und trotzdem &uBerst wichtige

1. Evhaltungssatz. Wird das orientierte Simplex x in K' simplizial
abgebildet, so ist {(x) = (f(x") .

Daraus durch einfache Addition:

1C) = ey
in Worten: Das Bild des Randes (eines beliebigen algebraischen Kom-
plexes) ¢st (bei jeder simplizialen Abbildung) gleich dem Rande des Bildes.
Aus dem 1. Erhaltungssatz folgt ohne Miihe der auBerordentlich
wichtige
2. Evhaltungssatz32. Wird der algebraische Komplex C* in den aus dem
einzigen Simplex |x"| bestehenden Komplex simplizial abgebildet und ist

dabei f(é‘") = " (wobei %" eine gewisse Orientierung des Simplexes |x" |
ist), so gilt " en
) 508 fem) =,

Denn es ist einerseits notwendig f(C") = £x" (wobei ¢ eine ganze
Zahl ist, die a priori auch Null sein konnte), wihrend andererseits nach

Voraussetzung f (C*) = #* und nach dem 1. Erhaltungssatz f(C") = ¢ ¥
ist; es mul} also ¢ =1 sein, w. z. b. w.

Als unmittelbare Anwendung des 2. Erhaltungssatzes beweisen wir
folgende merkwiirdige Tatsache:

3. Erhaltungssatz. Es seien C" ein beliebiger (algebraischer) Komplex,
Ct etne Unterteslung von C”. Jedem Eckpunkt a von C7 lassen wir einen
ganz beliebigen Eckpunkt f(a) desjenigen Simplexes von C" emisprechen,
welches den Punkt a in seinem Inmern enthilt™®; bei der auf diese Weise
entstehenden simplizialen Abbildung { des Komplexes C7 gilt:

HED) = Cm.
Beweris. Fiir n = 0 ist der Satz trivialerweise richtig. Wir nehmen
an, er sei fiir alle # — 1-dimensionalen Komplexe bewiesen und betrach-

ten einen #-dimensionalen Komplex C". Es sei ! ein Simplex von
Cr = D'tix?, X7 die Unterteilung von «}, welche durch C} gegeben

wird. Die Abbildung / des Randes von X} erfiillt offenbar die Voraus-

setzungen unseres Satzes, so daBl (wegen seiner fiir # — 1 voraus-

gesetzten Richtigkeit) f (X;‘): %7, also nach dem 2. Erhaltungssatz

f(X7) =4} ist. Summiert man das iiber alle Simplexe %7, so wird
F(CY) = {( S't‘X" Zt"x = C»,

w. z. b. w.

32 Vgl. ALEXANDER, Combinatorial Analysis Situs. Trans. Amer. Soc. Bd. 28
(1926) S. 328. — HoprF, Nachr. d. Ges. d. Wiss. Gttg. 1928 S, 134.

3 Ist insbesondere a nicht nur Eckpunkt von C?%, sondern auch Eckpunkt
von C%, so soll unsere Bedingung bedeuten, daBl f(a) = a ist.

3*
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Bemerkung. Alle dvei Evhaltungssdtze und thre vorstehenden Beweise
gelten natiivlich auch modulo 2 und ergeben dann Aussagen, die sich auf geo-
metrische Komplexe beziehen®t. Es wird dem Leser empfohlen, sich Bei-
spiele zurechtzumachen — es geniigt fiir C* ein Dreieck, fiir C} irgend-
eine Unterteilung desselben zu wihlen.

29. Wir wenden den 3. Erhaltungssatz zum Beweis des bereits
in 1 erwihnten Pflastersatzes an, formulieren ihn aber jetzt nicht fiir
einen Wiirfel, sondern fiir ein Simplex:

Jede e-Uberdeckung®® eines n-dimensionalen Simplexes hat bei hin-
veichend kleinem e eine Ovdnung =mn + 1.

Wir wihlen zunichst & so klein, dall es keine Menge von einem
Durchmesser << ¢ gibt, die mit allen # — 1-dimensionalen Seiten von
|#"| Punkte gemeinsam hat. Es folgt daraus insbesondere, daf keine
Menge von einem Durchmesser <C & gleichzeitig einen Eckpunkt a; von
|#"| und einen Punkt der Gegenseite [47~!| des Eckpunktes a; enthalten
kann. Nun sei

(1) Fo,Fy, ..., F
eine ¢-Uberdeckung von |%”|. Wir nehmen an, daB der Eckpunkt a;,
i1=0,1,...,n,in F;liegt®. Falls es mehr als # -+ 1 Mengen F; gibt,

so betrachten wir eine Menge F;, § < # und verfahren folgendermafien:
wir suchen eine Seite |%7~"| von |4 |, zu der F; fremd ist (eine solche gibt
es, wie wir gesehen haben, bestimmt), streichen in (1) die Menge F;
und ersetzen F; durch F; 4 F;, welch letztere Menge wir wiederum durch
F; bezeichnen. Dadurch wird die Anzahl der Mengen (1) um 1 vermindert,
ohne daB3 dabei die Ordnung des Mengensystems (1) erhoht, und die
Bedingung, keine unter den Mengen F; enthalte gleichzeitig einen Eck-
punkt und einen Punkt der diesem Eckpunkt gegeniiberliegenden
Seite, verletzt wird. Durch endliche Wiederholung dieses Verfahrens
erhalten wir schlieBlich ein System von Mengen

(2) Fy,Fy, ... F,,

die der Reihe nach die Eckpunkte a4, a4, ..., 4, von |#"| enthalten
und die Eigenschaft haben, daBl keine von ihnen gleichzeitig einen Eck-
punkt a; und einen Punkt von |47~'| enthdlt. Ferner ist die Ordnung

3% Sie gelten ganz allgemein fiir einen beliebigen Koeffizientenbereich.

85 Unter einer ¢-Uberdeckung einer abgeschlossenen Menge F versteht man ein
endliches System F,, F,, ..., F; von abgeschlossenen Teilmengen von F, welche
als Vereinigungsmenge die Menge F ergeben und ihrem Durchmesser nach <
sind. Die Ordnung einer Uberdeckung (allgemeiner: eines beliebigen endlichen
Systems von Punktmengen) ist die groBte Zahl 2 von der Eigenschaft, daB3 es %
Mengen des Systems gibt, welche mindestens einen gemeinsamen Punkt haben.

36 Zwei verschiedene Eckpunkte konnen nach unserer Voraussetzung nicht
zu derselben Menge F; gehoren, ein Eckpunkt @; kann aber, auBler in F;, auch
noch in anderen Elementen unserer Uberdeckung enthalten sein.
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von (2) hochstens gleich der Ordnung von (1). Es geniigt also zu be-
weisen, daB3 die Ordnung von (2) gleich » 4 1 ist, d. h., dal es einen
Punkt von |x"| gibt, welcher zu allen Mengen (2) gehort. Wie eine ganz
elementare Konvergenzbetrachtung lehrt, wird letzteres Ziel erreicht
sein, wenn wir zeigen, daB es in jeder noch so feinen Unterteilung |X*|
von |#"*| notwendig ein Simplex |y*| gibt, welches mit allen Mengen
F,,F,,..., F, gemeinsame Punkte besitzt.

Es sei b ein beliebiger Eckpunkt von |X"|; er gehért zu mindestens
einer unter den Mengen F;; gehort er zu mehreren, so wahlen wir eine
bestimmte unter ihnen — etwa diejenige, die den kleinsten Index hat.
Es sei dies F;; sodann definieren wir f(b) = a,. Auf diese Weise entsteht
eine simpliziale Abbildung f von | X" |; ich behaupte, daB} sie den Be-
dingungen des 3. Erhaltungssatzes gentigt37; liegt in der Tat b im Innern
der Seite |#”| von [¥"|, so muB f(b) Eckpunkt von |#”| sein, denn sonst
wire das ganze Simplex |x” , also erst recht der Punkt &6, auf der dem
Eckpunkt a; = f(b) gegeniiberliegenden Seite |47~"| von |x"| gelegen,
der Punkt b kénnte also nicht zu F; gehéren. Da nach dem (modulo 2
verstandenen) 3. Erhaltungssatz || = f(|X"|) ist, so muB es unter
den Simplexen von |X”| mindestens eins geben, welches mittels f auf
|#”| (und nicht auf Null)3? abgebildet wird; die Eckpunkte dieses Sim-
plexes miissen der Reihe nach in Fg, Fy, ..., F, liegen, w.z.b. w.%,

30. Ist F eine abgeschlossene Menge, so heift die kleinste Zahl
von der Eigenschaft, daB F zu jedem ¢ > 0 e-Uberdeckungen von der
Ordnung 7 - 1 besitzt, die aligemeine oder BROUWERsche Dimension
der Menge F. Sie wird mit dimF bezeichnet. Ist I’ eine Teilmenge von
F, so ist offenbar dimF’ << dimF. Man iiberzeugt sich ohne Miihe, da
zwei hombomorphe Mengen F,; und F, die gleiche BRouwERsche Dimen-
sion haben.

Um diese Definition der allgemeinen Dimension zu rechtfertigen,
muB man jedenfalls beweisen, daB fiir ein (im elementaren Sinne)
r-dimensionales Polyeder P auch dim P = 7 ist; dadurch wire auch die
Invarianz der Dimensionszahl bewiesen. Nun folgt aus dem Pflastersatz
zunichst, daB fiir ein 7-dimensionales Simplex und folglich auch fiir
jedes 7-dimensionale Polyeder P notwendig dimP =7 ist. Um die
umgekehrte Ungleichung zu beweisen, haben wir nur bei jedem & > 0
fiir P eine e-Uberdeckung von der Ordnung 7 4 1 zu konstruieren. Dies
wird durch die sog. baryzentrischen Uberdeckungen des Polyeders geliefert.

37 Wir betrachten |#"| als einen algebraischen Komplex modulo 2, so daB die
FuBnoten 28 und 30 gelten.

38 Der obige Beweis des Pflastersatzes rithrt im wesentlichen von SPERNER
her; seine hier gegebene Anordnung wurde mir von Herrn Horr mitgeteilt. Wir
haben die Uberlegung modulo 2 gefithrt, weil der Satz an sich keinerlei Orientie-
rungsvorschriften voraussetzt. Woértlich derselbe Beweis gilt auch im Sinne der
orientierten Theorie (iberhaupt in bezug auf jeden Koeffizientenbereich}.
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31. Zunichst fithren wir die baryzentrischen Unterteilungen eines
n-dimensionalen Komplexes K” ein. Ist » = 1, so besteht die bary-
zentrische Unterteilung von K! in der Halbierung sdmtlicher Strecken,
aus denen K! besteht. Ist # = 2, so besteht die baryzentrische
Unterteilung darin, daB man jedes Dreieck von K? in sechs Dreiecke
dadurch zerlegt, dal man seine drei Medianen zieht: Abb. 19.
Man nehme an, daB die baryzentrische Unterteilung fiir alle »-dimen-
sionalen Komplexe bereits de-
finiert ist und definiere sie
fiir einen 7 -+ 1-dimensionalen
Komplex K dadurch, daBl man
den aus allen 7-dimensionalen
Simplexen von K bestehenden
Komplex K’ baryzentrisch
unterteilt und die dadurch
gewonnene Unterteilung des
Randes eines jeden 7 4 1-
dimensionalen Simplexes von
K aus dem Schwerpunkt
dieses Simplexes projiziert.
Man iiberzeugt sich leicht
Abb. 19. durch Induktion, daB

1. jedes #-dimensionale
Simplex baryzentrisch in (# -+ 1)!
Simplexe untergeteilt wird;

2. unter den # 4 1 Eckpunkten
eines #-dimensionalen Simplexes |y" |
der baryzentrischen Unterteilung K,
von K:

ein Eckpunkt zugleich Eck-
punkt von K ist (dieser Eckpunkt
heiBt der ,fithrende” Eckpunkt von |y"*|);

ein Eckpunkt der Schwerpunkt einer Kante [x'| von K ist (welche
den fithrenden Eckpunkt von |y*| als einen Endpunkt besitzt);

ein Eckpunkt der Schwerpunkt eines Dreiecks | " | von K ist (welcher
an die Kante |#'| anschlieBt);

ein Eckpunkt der Schwerpunkt eines #-dimensionalen Simplexes
|#"| von K ist (welches die friiher konstruierten |#1|, [#2],..., 2"
unter seinen Seiten zdhlt). Siehe Abb. 20.

32. Man versteht unter einem baryzentrischen Stern von K die Ver-
einigungsmenge aller Simplexe der baryzentrischen Unterteilung K,
von K, welche einen festen Eckpunkt 4 von K als ihren gemeinsamen
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(fiihrenden) Eckpunkt besitzen (vgl. Abb. 19). Der Eckpunkt g heifit der
Mittelpunkt des Sternes.

Man beweist leicht, daB ein Punkt eines Simplexes |#| von K nur zu
baryzentrischen Sternen gehoren kann, deren Mittelpunkte Eckpunkte
des Simplexes |x| sind. Hieraus folgt:

a) Haben gewisse baryzentrische Sterne B;, B,, ..., B; einen ge-
meinsamen Punkt ¢, so sind ihre Mittelpunkte Eckpunkte eines und
desselben Simplexes von K (ndmlich desjenigen Simplexes, welches den
Punkt $ im Innern enthilt).

b) Es gibt eine positive Zahl ¢ = £ (K) von der Eigenschaft, dal} alle
Punkte des Polyeders P (dessen Simplexzerlegung K ist), welche um we-
niger als ¢ von einem Simplex ¥ von K entfernt sind, nur zu baryzentri-
schen Sternen gehoren konnen, die ihre Mittelpunkte in den Eckpunkten
von % haben. (Das folgt einfach daraus, daB alle anderen Sterne zu x
fremd sind und folglich von diesem Simplex einen positiven Abstand
haben.)

Die letzte dieser beiden Eigenschaften werden wir erst spiter
benutzen; was aber die Eigenschaft a) betrifft, so gilt auch ihre Um-
kehrung: liegen die Mittelpunkte der baryzentrischen Sterne By, B,, ... B;
in den Eckpunkten eines und desselben Simplexes x von K, so haben sie
einen gemeinsamen Punkt (ndmlich den Schwerpunkt des Simplex x).
Wir konnen somit folgenden Satz aussprechen:

Beliebig gewdihlte baryzentrische Sterne des Komplexes K haben dann
und nur dann einen wicht leeven Durchschwitt, wenn thre Mittelpunkie
Eckpunkie eines Simplexes von K sind.

In der letzten Behauptung ist insbesondere enthalten:

Das System aller baryzentrischen Sterne eines n-dimensionalen Kom-
plexes hat die Ordnung n -+ 1.

Wihlt man die Simplexzerlegung K des #n-dimensionalen Polyeders P
hinreichend fein, so kann man erreichen, daB die baryzentrischen Sterne
von K simtlich von Durchmessern <C¢ sind: sie liefern sodann eine
e-Uberdeckung von P von der Ordnung # -+ 1, w. z. b. w. Das Uberein-
stimmen der BROUWERschen allgemeinen Dimension mit der elementar-
geometrischen Dimensionszahl eines Polyeders, sowie die Invarianz der
Dimensionszahl sind hiermit vollstindig bewiesen.

33. Bemerkung I. Wenn ein endliches Mengensystem
(3) F,,F,, ..., F
und das System der Eckpunkte
Ay, gy o - -y O

eines Komplexes K zueinander in der Beziehung stehen, dal die Mengen

F;,F;,...,F; dann und nur dann einen nicht leeren Durchschnitt haben,
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wenn die Eckpunkte a;,, 4;,, . . ., @; zu einem Simplex von K gehoren,
so heifit der Komplex K ein Nerv des Mengensystems (3). Sodann kann
man den Satz der vorigen Nummer auch so formulieren: jeder Komplex K
ist ein Nerv des Systems seiner baryzentrischen Sterne.

34. Bemerkung II. Die vorige Bemerkung fiihrt uns zu dem Punkt,
wo der Begriff eines Komplexes seine letzte logische Schirfe und All-
gemeinheit bekommt: gerade das Beispiel eines Nerven eines Mengen-
systems lehrt, daB3 der begriffliche Inhalt, den wir mit dem Wort ,,Kom-
plex‘“ verbinden, dfters von der ,,geometrischen Materie®, mit der unser
Begriff operiert, im hohen MaBle unabhéngig ist: ein Komplex, als Nerv
eines Mengensystems (z. B. des Systems seiner eigenen baryzentrischen
Sterne) betrachtet, ist vor allem ein abstraktes Schema, welches uns
iiber den kombinatorischen Bau des Mengensystems Auskunft gibt. Wie
dabei seine Simplexe aussehen — sind sie ,,gerade oder , krumm® —,
ist uns vollig gleichgiiltig, ebenso wie die Natur seiner Eckpunkte: das
einzige, worauf es uns ankommt, ist die Struktur des Eckpunktnetzes,
des Komplexes, d.h. die Art, in der das System aller Eckpunkte
des Komplexes in die Eckpunktgeriiste der einzelnen Simplexe
zerfallt 39,

Will man also die Definition des abstrakten geometrischen Komplexes
haben, so beginnt man am zweckmiBigsten mit einer Menge E von
(beliebigen) Gegenstinden, welche Eckpunkte heilen; die Menge E
nennen wir einen Eckpunktbereich. In E sollen ferner gewisse endliche
Teilmengen ausgezeichnet sein, welche Gerdiste heiBlen; dabei sollen
folgende beide Bedingungen erfiillt sein:

1. Jeder einzelne Eckpunkt ist ein Geriist.

2. Jede Teilmenge eines Geriistes ist ein Gertist.

Die um 1 verminderte Anzahl der Eckpunkte eines Geriistes soll seine
Dimensionszahl heilen.

Wir nehmen schlieBlich an, daB jedem Geriist ein neuer Gegenstand
— das vom Geriist aufgespannte Simplex — zugeordnet ist; wir machen
dabei keinerlei Voraussetzungen iiber die Natur dieses Gegenstandes,
es kommt uns nur auf die Gegebenheit des Gesetzes an, durch welches
jedem Geriist ein einziges Simplex zugeordnet ist. Die Dimensions-
zahl des Geriistes heiBt die Dimensionszahl des Simplexes; die von den
Teilgeriisten des gegebenen Simplexes 4* aufgespannten Simplexe heiflen
die Seiten von 4. Ein endliches System von Simplexen heifSt ein abstrakter
geometrischer Komplex des gegebenen Eckpunktbereiches.

30 Dieser allgemeine Standpunkt wurde mit voller Klarheit zum erstenmal
in den Arbeiten des Verfassers: ,,Zur Begriindung der n-dimensionalen Topologie*
[Math. Ann. Bd. 94 (1925) S. 296—308] und ,,Simpliziale Approximationen in der
allgemeinen Topologie [Math. Ann. Bd. 96 (1926) S. 489—511 — vgl. auch die
Berichtigung dazu in Bd. 101 (1929) S. 452—456] formuliert.
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Ferner filhrt man den Begriff der Orientierung genau so ein, wie wir
es frither getan haben. Ist das geschehen, so ergeben sich zwangsmaBig
die Begriffe eines abstrakten algebraischen Komplexes in bezug auf einen
bestimmien Koeffizientenbereich .

Dadurch, daB man den Begriff des Komplexes abstrakt faBt, wird
seine Tragweite ganz wesentlich vergréflert. Solange man bei der
elementargeometrischen Auffassung eines Komplexes als einer Simplex-
zerlegung eines Polyeders bleibt, kann man sich vom Eindruck eines
gewissen Zufalls, der mit der Wahl eben dieses Begriffes, als des Grund-
begriffes der Topologie verbunden ist, nicht befreien: warum miissen
gerade die Simplizialzerlegungen der Polyeder den Mittelpunkt der
ganzen Topologie bilden? Diese Skepsis zu beseitigen, hilft die abstrakte
Auffassung des Komplexes als eines finiten Schemas, welches a priori
zur Beschreibung verschiedener Vorginge (so z. B. der Struktur eines
endlichen Mengensystems) geeignet ist. Dabel spielen gerade die als
Nerven endlicher Mengensysteme definierten abstrakten Komplexe eine
entscheidende Rolle: es zeigt sich ndmlich, dal die topologische Unter-
suchung einer beliebigen abgeschlossenen Menge, also der denkbar all-
gemeinsten geometrischen Figur, sich prinzipiell m vollen Mafe zuriick-
fithren 148t auf die Untersuchung einer Folge von Komplexen
(1) [ €T . €
(n ist die Dimension der Menge), die miteinander durch gewisse simpli-
ziale Abbildungen verkniipft sind. Genauer ausgedriickt: zu jeder ab-
geschlossenen Menge 148t sich eine Folge von Komplexen (1) und von
simplizialen Abbildungen f; von Ki.y in K (A =1, 2, ...,), konstru-
ieren (die noch gewissen Nebenbedingungen geniigen, auf die es im Augen-
blick nicht ankommt). Eine solche Folge von Komplexen und simpli-
zialen Abbildungen heiBt ein Projektionsspektrum. Umgekehrt definiert
auf eine bestimmte Weise, die wir hier nicht auseinandersetzen kénnen,
jedes Projekitonsspekirum eine eindeutig bestimmte Klasse unterein-
ander hom&omorpher abgeschlossener Mengen und es lassen sich genaue
Bedingungen aufstellen, die notwendig und hinreichend sind, damit zwei
verschiedene Projektionsspektra homdomorphe Mengen definieren. Mit
anderen Worten : die Gesamtheit aller Projektionsspektra zerfillt in Klassen,
zu deven Definition nur die Begriffe ,,Komplex-" und ,,simpliziale Abbil-
dung* erforderlich sind und die den Klassen untereinander homoomorpher
abgeschlossener Mengen eineindeutig entsprechen. Es ergibt sich dabei,
daB die Elemente eines Projektionsspektrums nichts anderes als Nerven
immer feiner werdenden Uberdeckungen der gegebenen abgeschlossenen

40 Der allgemeine Begriff des algebvaischen Komplexes entsteht also duvch Zu-
sammenbringen zweier verschiedenavtiger Begriffsbildungen: des Eckpunki- und des
Koeffizienienbereiches. Ein algebraischer Komplex ist schlieBlich nichts anderes
als eine Vorschrift, die jedem Simplex eines gegebenen Eckpunktbereiches ein
bestimmtes Element eines festgewihlten Koeffizientenbereiches zuordnet.
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Menge sind. Diese Nerven diirfen als approximierende Komplexe fiir
die abgeschlossene Menge betrachtet werden .

35. Wir gehen jetzt zu einer kurzen Ubersicht des Beweises der
Invarianz der BETTischen Zahlen eines Komplexes in dem am Schlufl
von 25 prazisierten Sinne iiber. Da wir hier nur das Prinzipielle an diesem
Beweis hervorheben wollen, verzichten wir auf den Beweis der Tatsache,
das ein geometrischer Komplex#! dieselben BeTTischen Zahlen wie eine
beliebige seiner Unterteilungen hat%2. Sodann beginnen wir den Beweis
mit folgendem fundamentalen Hilfssatz:

LEBESGUEsches Lemma. Zu jeder Uberdeckung

(1) S = (Fy,F,, ..., Fy)

der abgeschlossenen Menge F gibt es eine Zahl ¢ = 0(S) — die LEBES-
GUEsche Zahl der Uberdeckung S — von folgender Eigenschaft: Gibt
es einen Punkt a, der von gewissen Elementen der Uberdeckung S —
etwa von F, ,F,,,..., F; — eine Entfernung < ¢ hat, so haben die
Mengen F, , F,,, ..., F, einen nicht leeren Durchschnitt.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Es gibt dann

eine Folge von Punkten

(2) Ay, Aoy v ooy Ay o -
und von Teilsystemen
(3) S1,Sa, - Sms -

des Mengensystems S derart, daB a,, von allen Mengen des Systems S,
eine Entfernung < 1/m hat, wihrend der Durchschnitt der Mengen des
Systems Sy, leer ist. Da es nur endlichviele verschiedene Teilsysteme
des endlichen Mengensystems S gibt, hat man insbesondere auch unter
den S nur endlichviele untereinander verschiedene Mengensysteme,
so daBl mindestens eins unter ihnen — etwa S; — in der Folge (3) unend-
lichoft auftritt. Nachdem wir nétigenfalls (2) durch eine Teilfolge er-
setzen, stehen wir also vor folgendem Sachverhalt: es gibt ein festes
Teilsystem

Sl = (F’iﬂF’iz’ .. "Fik)
von S und eine konvergente Punktfolge
(4) Ay, Bgy o e oy G,y - -

von der Eigenschaft, dafl die Mengen F;,, 2 = 1,2, ..., %, einen leeren
Durchschnitt haben, wihrend andererseits die Entfernung von a,, bis
zu jedem F;, kleiner als 1/m ist; dies ist jedoch unmdglich, denn der

40a Vgl hieritber P. ALEXANDROFF, Gestalt u. Lage abgeschlossener Mengen.
Ann. of Math. Bd. 30 (1928) S. 101—187.

41 Es handelt sich hier bis auf Widerrufung wieder nur um gewohnliche geo-
metrische Komplexe, d. h. um Simplexzerlegungen von (evtl. krummen) Polyedern
eines Koordinatenraumes.

42 Vgl. hierzu etwa ALEXANDER, Combinatorial Analysis Situs. Trans. Amer.
Math. Soc. Bd. 28 (1926) S. 301—329.
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Limespunkt 4, der konvergenten Folge (4) miiBite unter diesen Um-
stinden zu allen Mengen des Systems S, gehéren.

36. Als zweiten Hilfssatz benutzen wir folgende leichte Uberlegung.
P sei ein Polyeder, K eine Simplexzerlegung von P, K, eine Unterteilung
von K. Lassen wir jedem Eckpunkt & von K; den Mittelpunkt eines
baryzentrischen Sternes von K entsprechen, welcher b enthilt, so wird
(nach der am Anfang der Nr. 32 gemachten Bemerkung) der Eckpunkt b
auf einen Eckpunkt des den Punkt b tragenden Simplexes von K ab-
gebildet, so dafl eine simpliziale Abbildung f von K, in K entsteht.
Die Abbildung f — der wir den Namen einer kanonischen Verschiebung
von K, in bezug auf K geben — geniigt somit der Voraussetzung des
3. Erhaltungssatzes und ergibt als Bild des Komplexes K; den ganzen
Komplex K*%.

Derselbe Schluf} bleibt auch bestehen, wenn wir anstatt f die folgende
modifizierte kanonische Verschiebung /' betrachten: sie entsteht dadurch,
dall wir den Eckpunkt b zuerst ein wenig — und zwar weniger als um
¢ = ¢(K) — [vgl. die Behauptung b) in 32] verschieben und den Mittel-
punkt eines baryzentrischen Sternes, in den er infolge seiner Verschie-
bung gelangt ist, als den Bildpunkt /' (b) definieren; aus der schon er-
wihnten Behauptung b) folgt unmittelbar, da3 auch fiir die Abbildung /'
die Voraussetzung des 3. Erhaltungssatzes erfiillt und folglich f'(K;)
= K ist#,

37. Nachdem wir den Begriff der kanonischen Verschiebung (und den
der modifizierten kanonischen Verschiebung) fiir jede Unterteilung des
Komplexes K erklirt haben, fithren wir denselben Begriff fir jede hin-
reichend feime (krumme) Simplexzerlegung Q des Polyeders P ein, wobei
jetzt Q von der Simplexzerlegung K unabhdingig ist bis auf die einzige
Bedingung, daB die Elemente von @ ihrem Durchmesser nach kleiner
als die LEBESGUEsche Zahl der zu K gehdrenden baryzentrischen Uber-
deckung des Polyeders P sein sollen. Es handelt sich um folgende Ab-
bildung des Komplexes Q in den Komplex K: jedem Eckpunkt b von Q
ordnen wir den Mittelpunkt eines derjenigen baryzentrischen Sterne von
K zu, welche den Punkt b enthalten. Die baryzentrischen Sterne, die
die verschiedenen Eckpunkte eines Simplexes y von @ enthalten, sind
alle von einem beliebig gewdhlten Eckpunkt des Simplexes y weniger
als um den Durchmesser von y entfernt; da dieser Durchmesser kleiner
als die LEBESGUEsche Zahl der baryzentrischen Uberdeckung ist, haben
die erwidhnten Sterne einen nicht leeren Durchschnitt, shre Mittelpunkte
sind also Eckpunkie eines Simplexes von K. Unsere Eckpunktzuordnung

43 Die analoge Behauptung gilt auch in bezug auf jeden algebraischen Teil-
komplex von K; bzw. K; ist C ein algebraischer Teilkomplex von K, C; seine
durch K, hervorgerufene Unterteilung, so sind die Bedingungen des 3. Erhaltungs-

satzes wieder erfullt und wir haben f(C,) = C.
# bzw. f'(C;) = C (vgl. die vorige FuBnote).
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definiert also tatsichlich eine simpliziale Abbildung g vonQin K ; diese Ab-
bildung g nennen wir eine kanonische Verschiebung von Q in bezug auf K.

38. Jetzt sind wir im Besitze aller Hilfsmittel, die zu einem ganz
kurzen Beweise des Invarianzsatzes fiir die BETTIschen Zahlen erforder-
lich sind. P und P’ seien zwei homdomorphe Polyeder, K und K’ be-
liebige Simplexzerlegungen derselben. Wir wollen zeigen, daB} die
7-dimensionale BETTische Zahl $ von K der 7-dimensionalen BETTIschen
Zahl ¢’ von K’ gleich ist. Aus Symmetriegriinden geniigt es zu beweisen,
daBl ¢’ = p ist.

Zu diesem Zweck bemerken wir vorerst, da bei einer topologischen
Abbildung ¢ von P’ auf P der Komplex K’ und jede Unterteilung Kj
von K in krumme Simplexzerlegungen des Polyeders P iibergehen.
Bezeichnen wir fiir einen Augenblick mit ¢ eine positive Zahl, die kleiner
als die LEBESGUEsche Zahl der baryzentrischen Uberdeckung von K
und als die in 82 definierte Zahl & (K) ist, so kann man die Unterteilung
K; von K’ so fein wihlen, daB bei der Abbildung ¢ die Simplexe und die
baryzentrischen Sterne von Kj in Punktmengen {ibergehen, die ihrem
Durchmesser nach kleiner als ¢ sind. Diese Punktmengen bilden die
(krummen) Simplexe bzw. die baryzentrischen Sterne der Simplex-
zerlegung Q von P, in die mittels ¢ der Komplex Kj iibergeht. Es sei
jetzt K, eine so feine Unterteilung von K, daB die Simplexe von K,
kleiner als die LEBESGUEsche Zahl der baryzentrischen Uberdeckung
von Q sind. Es gibt sodann (nach 87) eine kanonische Verschiebung g
von K, in bezug auf Q; es sei ferner f eine kanonische Verschiebung
von Q in bezug auf K (eine solche gibt es, denn die Simplexe von @ sind
Kleiner als die LEBESGUEsche Zahl der baryzentrischen Uberdeckung
von K). Da mittels g jeder Eckpunkt von K, in den Mittelpunkt eines
ihn enthaltenden baryzentrischen Sternes von Q, also weniger als um
¢(K), verschoben wird, bildet die simpliziale Abbildung f(g(Ky)) —
wir schreiben kurz fg(K;) — des Komplexes K; in den Komplex K
eine modifizierte kanonische Verschiebung von K; in bezug auf K,
bei der laut 36

fg(Ky) = K
ist. Ist ferner C ein algebraischer Teilkomplex von K und C,; seine Unter-
teilung in K, so gilt (wegen Anm. 44)

fg(Cy) =C.
21,2y, .. 2Ly

$ (im Sinne der Homologie) linear-unabhéngige 7-dimensionale Zyklen
in K,

39. Es seien nun

21,2, -1 %p
ihre Unterteilungen in K,. Die Zyklen
8(21),8(2), - - -, 8(2)
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sind in @ unabhingig, denn ist U ein durch eine Linearkombination
Zc g (z;) berandeter Teilkomplex von @, so wird f(U) durch Zci fg(z

d h. durchZc‘Z berandet, was wegen der vorausgesetzten Unabhang1g—
keit der Z; in K das Verschwinden siamtlicher Koeffizienten ¢! zur
Folge hat.

Bei der topologischen Abbildung # gehen die linear-unabhingigen
Zyklen g(z;) des Komplexes Q in ebensolche Zyklen des Komplexes K7
iiber (beide Komplexe haben ja denselben kombinatorischen Aufbau),
so dafB es in K| mindestens p linear-unabhingige 7-dimensionale Zyklen
gibt. Da wir die Gleichheit der BETTischen Zahlen von K’ und Kj als
bekannt angenommen haben, folgt daraus, daBl ¢’ == ist, w.z. b. w.

Mit Hilfe derselben Methode (und nur ein wenig komplizierterer
Uberlegungen) kénnte man auch die Isomorphie der BETTischen Gruppen
von K und K’ beweisen.

40. Der Beweis des Satzes von der Invarianz der BETTischen Zahlen,
den wir im AnschluB an ALEXANDER und HOPF soeben gegeben haben,
ist eine Anwendung der allgemeinen Methode der Approximation stetiger
Abbildungen von Polyedern durch simpliziale Abbildungen. Wir wollen
iber diese Methode hier noch ein paar Worte sagen. Es sei f eine stetige
Abbildung eines Polyeders P’ in ein Polyeder P"'; die Komplexe K’
und K’ seien Simplexzerlegungen der Polyeder P’ bzw. P”. Wir
denken uns eine so feine Unterteilung K{ von K'', daB die Simplexe
und die baryzentrischen Sterne von KY kleiner als eine vorgeschriebene
Zahl ¢ sind; sodann wihlen wir die Zahl § so klein, da zwei beliebige
Punkte von P’, die voneinander weniger als um ¢ entfernt sind, vermoge f
in Punkte von P’ iibergehen, deren Entfernung kleiner als die LEBES-
GUEsche Zahl der baryzentrischen Uberdeckung von K7 ist. Jetzt
betrachten wir eine Unterteilung K7 von K’, deren Simplexe kleiner
als ¢ sind. Die Bilder der Eckpunktgeriiste von Kj haben einen Durch-
messer < ¢ und ihre Gesamtheit kann als ein abstrakter Komplex Q
betrachtet werden; wegen der Kleinheit der Simplexe von @ kann man
auf diesen Komplex das Verfahren von 37 anwenden, d. h. ihn mittels
einer kanonischen Verschiebung g in den Komplex Kj abbilden. Der
Ubergang von Kj zu Q und der von Q zu g(Q) ergeben zusammen eine
simpliziale Abbildung f; von K7 in K7'; diese Abbildung (als Abbildung
von P’ in P’ betrachtet) unterscheidet sich von f weniger als um e
(d. h. bei jeder Wahl des Punktes a von P’ ist der Abstand zwischen
den Punkten f(a) und f,(a) Kleiner als &). Die Abbildung f, heifit eine
simpliziale Approximation der stetigen Abbildung f (und zwar eine solche
von der Gilte &).

Mittels der Abbildung f, entspricht jedem Zyklus z von K’ (den man
in seiner durch Kj gelieferten Unterteilung zu betrachten hat) ein
Zyklus f,(z) von KY; man uberlegt sich miihelos, daB dabei aus 2z; o 2,
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in K’ die Homologie £, (2,) = f,(25) in K7 folgt, so daB einer Klasse von
untereinander homologen Zyklen von K’ eine Klasse von untereinander
homologen Zyklen von K7 entspricht. Mit anderen Worten: es liegt
eine Abbildung der BETTischen Gruppen von K’ in die entsprechenden
BeTTischen Gruppen von Ki vor; da diese Abbildung die Gruppen-
operation (die Addition) erhélt, ist sie ein sog. Homomorphismus. Nun
besteht aber zwischen den BETTischen Gruppen von K7 und K’ ein
eindeutig bestimmter Isomorphismus?®$, so dall wir eine homomorphe
Abbildung der BETTischen Gruppen von K’ in die entsprechenden
Gruppen von K’ vor uns haben.

Es gilt also folgender (zuerst von Hopr formulierter) fundamentaler
Satz:

Eine stetige Abbildung f eines Polyeders P’ in ein Polyeder P erzeugt
eine eindeutig bestimmte homomorphe Abbildung similicher BETTIschen
Gruppen der Simplexzerlegung K' von P’ in die entsprechenden Gruppen
der Simplexzevlegung K'' von P48,

Ist die stetige Abbildung | eineindeutig (also topologisch), so erzeugt
ste eine 1somorphe Abbildung der BETTIschen Gruppen von P’ auf die ent-
sprechenden BETTIschen Gruppen von P4,

Durch diesen Satz wird ein gutes Stiick der topologischen Theorie
der stetigen Abbildungen von Polyedern (insbesondere von Mannig-
faltigkeiten) auf die Untersuchung des durch die Abbildung erzeugten
Homomorphismus, also auf Betrachtungen rein algebraischer Natur
zuriickgefiihrt. Insbesondere gelangt man dadurch zu weitgehenden
Resultaten beziiglich der Fixpunkte, die bei einer stetigen Abbildung
eines Polyeders auf sich auftreten®s.

41. Die Betrachtungen iiber topologische Invarianzsitze schlieBen
wir mit einigen Bemerkungen iiber den allgemeinen Dimensionsbegriff,
die durchaus zu dem Ideenkreis der obigen Invarianzbeweise gehéren.

45 Welcher durch die kanonischen Verschiebungen von K/’ in bezug auf K”
vermittelt wird.

46 Wegen des Isomorphismus zwischen den gleichdimensionalen BETTIschen
Gruppen verschiedener Simplexzerlegungen eines Polyeders kénnte man {ibrigens
schlechtweg von den BrTTischen Gruppen von P’ bzw. P’ sprechen.

47 Auf den Beweis der letzten Behauptung muB hier verzichtet werden; unsere
bisherigen Uberlegungen enthalten iibrigens alle Elemente des Beweises; seine
Durchfithrung diirfte somit dem Leser iiberlassen werden. Der Leser beachte
jedoch, daB eine beliebig gute simpliziale Approximation einer topologischen
Abbildung durchaus keine eineindeutige Abbildung zu sein braucht!

48 Tch meine dabei vor allem die LEFscHETzZ-HopFsche Fixpunktformel, welche
die sog. algebraische Anzahl der Fixpunkte (bei der jeder Fixpunkt mit einer be-
stimmten Multiplizitat, die sowohl positiv als auch negativ bzw. Null sein kann,
zu zéhlen ist) vollkommen bestimmt (und zwar durch algebraische Invarianten
des obigen Homomorphismus ausdriickt). Vgl. hierzu HopFr, Nachr. Ges. Wiss.
Gottingen (1928) S. 127—136, und Math. Z. Bd. 29 (1929) S. 493— 525.
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Durch unsere bisherigen Uberlegungen ist zunichst folgende Definition
schon lingst vorbereitet.

Eine stetige Abbildung / einer abgeschlossenen Menge F des R”
auf eine in demselben R" liegende Menge F’ heiBt eine e-Uberfiihrung
der Menge F (in die Menge F’), wenn jeder Punkt @ von F von seinem
Bildpunkt f(a) weniger als um ¢ entfernt ist.

Wir wollen jetzt folgenden Satz beweisen, der vom anschaulich-
geometrischen Standpunkt den allgemeinen Dimensionsbegriff im hohen
MaBe rechtfertigt und das Band zwischen mengentheoretischen Begriffs-
bildungen und den Methoden der Polyedertopologie vielleicht leichter
und einfacher erkennen 138t als die zu fliichtigen und fiir manchen Ge-
schmack zu abstrakten Bemerkungen von 34 iiber Projektionsspektra:

Uberfiihrungssatz. Jede r-dimensionale Menge F Lift sich bei jedem ¢
mittels einer e-Uberfithrung auf ein r-dimensionales Polyeder stetig ab-
bilden; dagegen ist bei hinveichend kleinem € eine e-Uberfiihrung von F
i ein hochstens v — 1-dimensionales Polyeder unmoglich.

Der Beweis beruht auf folgender Bemerkung. Ist

(1) Fy,F,, ..., F,

eine e-Uberdeckung von F, so ist der Nerv des Mengensystems (1) zu-
nichst als ein abstrakter Komplex definiert: man lasse jeder Menge F,
(1 =1=3s), einen ,,Eckpunkt” a; entsprechen und betrachte ein Eck-

punktsystem
Aiy Ay« - - A4,

dann und nur dann als das Eckpunktgeriist eines Simplexes [des Nerven
K von (1)], wenn die Mengen F; , F;, . . ., F;, einen nicht leeren Durch-
schnitt haben. Diesen abstrakten Komplex kann man aber geosetrisch
realisieven, indem man fiir a; einen Punkt von F; selbst oder einen
Punkt in einer beliebigen von uns vorzuschreibenden Nihe von IF; wihlt
und sodann auf die Eckpunktgeriiste des Nerven gewohnliche elementar-
geometrische Simplexe aufspannt. Diese Konstruktion ist immer aus-
fithrbar und ergibt als Nerv des Mengensystems (1) einen gewdhnlichen
geometrischen Polyederkomplex, wenn nur der Koordinatenraum R",
in dem F liegt, geniigend hochdimensional ist#; diese Bedingung ld8t
sich aber stets realisieren, denn man kann ja notigenfalls den R”, in dem
die Menge F liegt, in einen hoherdimensionalen Koordinatenraum ein-
betten.

49 Es geniigt in der Tat, daB » = 27 - 1 ist: wahlt man unter dieser Bedingung
die Punkte a; in den Mengen F; oder in beliebiger Nahe dieser Mengen, jedoch so,
daB keine # + 1 unter den Punkten a; in einer » — 1-dimensionalen Hyperebene
des R™ liegen, so zeigt eine ganz elementare Uberlegung, daB unsere Konstruktion
,,singularitatenfrei' vor sich geht, d. h. die Simplexe nicht ausarten und als Durch-
schnitte die durch ihre gemeinsamen Eckpunkte bestimmten gemeinsamen Seiten
haben.
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42. Wir nehmen jetzt an, daB a; von F; jedenfalls weniger als um ¢
entfernt ist und beweisen der Reihe nach folgende Hilfssitze.

Hilfssatz I. Ist K ein geometrisch realisierter Nerv der e-Uber-
deckung (1) von F, so geht jeder Komplex Q, dessen Eckpunkte zu F
gehéren und Simplexe kleiner als die LEBESGUEsche Zahl ¢ der Uber-
deckung (1) sind, mittels einer 2 e-Verschiebung seiner Eckpunkte in
einen Teilkomplex von K iiber.

Man ordne in der Tat jedem Eckpunkt b von Q einen derjenigen Eck-
punkte a; von K als den Punkt f(b) zu, welche den Punkt 4 enthaltenden
Mengen F; entsprechen. Dadurch wird eine simpliziale Abbildung f
von Q in K bestimmt; da die Entfernung zwischen a und f(a) offenbar
kleiner als 2¢ ist, ist unser Hilfssatz bewiesen.

Hilfssatz 1I. Die Behauptung des Hilfssatzes I gilt (mit 3&, an-
statt 2¢) auch dann, wenn die Eckpunkte von @ nicht notwendig zu F
gehoren, sondern wenn man nur weill, daBl sie weniger als um % ¢ von F
entfernt sind und daB die Durchmesser der Simplexe von Q die Zahl o
nicht iibertreffen.

Um diesen Hilfssatz auf den vorigen zuriickzufiihren, geniigt es,
die Eckpunkte von Q zuerst mittels einer §o-Verschiebung in Punkte
von F iiberzufiihren.

Wir zerlegen jetzt den R" in Simplexe, die kleiner als 4 ¢ sind, be-
zeichnen mit @ den Komplex, der aus allen denjenigen unter diesen
Simplexen besteht, welche im Innern oder auf dem Rande Punkte von F
enthalten, und wenden auf diesen Komplex den soeben bewiesenen
Hilfssatz an. Das ergibt:

Eine hinreichend kleine Polyederumgebung ¢ von I geht durch eine
2¢&-Uberfithrung in ein aus Simplexen von K aufgebautes Polyeder P
iber.

Da F 7-dimensional war und die Dimensionszahl des Nerven eines
Mengensystems stets um 1 kleiner als die Ordnung dieses Mengen-
systems ist, diirfen wir annehmen, daB3 P hoéchstens 7-dimensional ist.
Daraus, daB eine gewisse Umgebung von F durch die genannte 2e-Uber-
filhrung auf das Polyeder P abgebildet wird, folgt, daB F selbst auf eine
echte oder unechte Teilmenge von P (d.h. in P) abgebildet wird.

Somit ist bewiesen: Bei jedem & kann F durch eine e-Uberfiihrung
auf eine Teilmenge D eines 7-dimensionalen Polyeders abgebildet werden.

Wir betrachten nun eine Simplexzerlegung K von P, deren Elemente
kleiner als ¢ sind. Da @ abgeschlossen ist, so gibt es — falls nicht
® = P ist — ein 7-dimensionales Simplex x" von K, welches ein von
Punkten von @ freies homothetisches Simplex 7 enthilt. LiBt man
nun das zwischen den Rindern von x" und «j, liegende Gebiet x, — %
sich auf den Rand von x zusammenziehen, so werden alle in %" ent-
haltenen Punkte von @ auf den Rand des Simplexes x” beférdert und das
Innere des Simplexes &7 wird von den Punkten der Menge @ ,,aus-
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gefegt’*. Durch endliche Wiederholung dieses Ausfegeverfahrens werden
allmihlich alle 7-dimensionalen Simplexe, die nicht zu @ gehéren, von
Punkten dieser Menge befreit. Dann geht man zu den » — 1-dimen-
sionalen Simplexen {iber usw. Das Verfahren schliet mit einem Poly-
eder, welches aus Simplexen (verschiedener Dimensionszahlen) von K
aufgebaut ist; auf dieses Polyeder wird @ mittels einer stetigen Defor-
mation abgebildet, bei der kein Punkt von @ dasjenige Simplex von K
verliBt, zu dem er urspriinglich gehérte, folglich jeder Punkt von @
weniger als um & verschoben wird. Der ganze Ubergang von F zu P,
stellt somit eine 2&-Uberfiihrung der Menge F dar, womit die erste
Hilfte unseres Satzes bewiesen ist.

Um die zweite zu beweisen, zeigen wir allgemeiner: es gibt eine feste
Zahl & (F) derart, daB die 7-dimensionale Menge F durch eine ¢ (F)-Uber-
fithrung in keine hochstens » — 1-dimensionale Menge abgebildet werden
kann.

Wir nehmen an, daf3 es ein solches &(F) nicht gibt. Dann existiert
zu jedem & > 0 eine hochstens 7 — 1-dimensionale Menge F,, in die
sich F mittels einer e-Uberfiihrung abbilden 1iBt. Man betrachte eine
e-Uberdeckung der Menge F,

2) F¢ F:, ... F

von einer Ordnung =7 und bezeichne mit F,; die Menge aller Punkte
von F, die durch unsere Uberfithrung in F¢ abgebildet werden. Die
Mengen F; bilden — wie leicht ersichtlich — eine 3&-Uberdeckung von
F von der gleichen Ordnung wie (2), also von einer Ordnung =< 7. Da
dies fiir jedes ¢ gilt, miiBte dim F =7 — 1 sein, was unserer Voraus-
setzung widerspricht. Der Uberfilhrungssatz ist hiermi¢{ vollstindig
bewiesen.

43. Bemerkung. Hat die abgeschlossene Menge F des R* keine
inneren Punkte, so 148t sie sich bei jedem & in ein hochstens # — 1-
dimensionales Polyeder e-iberfithren: es geniigt, den R" in e-Simplexe
zu zerlegen und jedes #-dimensionale Simplex dieser Zerlegung ,,aus-
zufegen. Eine Menge ohne innere Punkte ist also héchstens # — 1-
dimensional. Da andererseits eine abgeschlossene Menge des K", die
innere Punkte besitzt, notwendig s-dimensional ist (sie enthilt ja
n-dimensionale Simplexe!), haben wir bewiesen:

Eine abgeschlossene Menge des R® ist dann und nur dann n-dimensional,
wenn sie innere Punkie enthil.

Hiermit schlieBen wir unsere fliichtigen Bemerkungen iiber die
topologischen Invarianzsitze und den allgemeinen Dimensionsbegriff —
eine ausfithrliche Darstellung der sich mit diesen Begriffsbildungen be-
fassenden Theorie findet der Leser in der unter? angegebenen Literatur
und vor allem in dem schon erwidhnten Buche von Herrn HopF und dem
Verfasser.

Alexandroff, Topologie. 4



44 Simpliziale Abbildungen und Invarianzsitze.

44. Beispiele BETT1scher Gruppen. 1. Die eindimensionale BeTTische
Gruppe der Kreislinie sowie des ebenen Kreisringes ist die unendliche
zyklische Gruppe, die der Lemniskate ist die Gruppe aller Linearformen
uly + v, (mit ganzzahligen # und v).

2. Die eindimensionale BETTIsche Zahl eines p + 1-fach zusammen-
hingenden ebenen Bereiches ist gleich p (vgl. die Abb. 13, p = 2).

3. Eine geschlossene orientierbare Fliche vom Geschlechte $ besitzt
als eindimensionale BerTische Gruppe die Gruppe aller Linearformen

2, . (2
Zlu@ & —I—_Z;v’ 7; (mit ganzzahligen # und v); als Erzeugende &; bzw.
= 1=

7; nimmt man dabei die Homologieklassen der 2p kanonischen Riick-
kehrschnitte 0,

Die nicht orientierbaren geschlossenen Flachen zeichnen sich dadurch
aus, daB3 bei ihnen die sog. eindimensionale Torsionsgruppe von Null

Abb. 21. Abb. 22.

verschieden ist; dabei versteht man unter der Torsionsgruppe (irgend-
einer Dimension) die aus allen Elementen endlicher Ordnung bestehende
Untergruppe der entsprechenden vollen BETTischen Gruppe. Die ein-
dimensionale BETTische Zahl einer nicht orientierbaren Fliche vom
Geschlecht p ist p — 1.

Die zweidimensionale BETTische Zahl einer geschlossenen Flache
ist gleich 1 oder Null, je nachdem die Flache orientierbar ist oder nicht.
Die analoge Behauptung gilt auch fiir #-dimensionale geschlossene Man-
nigfaltigkeiten.

4. P sei eine Kugelschale (Abb. 21), Q der zwischen zwei koaxialen
Ringflichen eingeschlossene Bereich (Abb. 22). Die eindimensionale
BeTTische Zahl von P ist gleich Null, die eindimensionale BETTIsche
Zahl von Q gleich 2, wéhrend die zweidimensionalen BeTTischen Zahlen
von P und von Q den Wert 1 haben.

5. Als Erzeugende der eindimensionalen BETTIschen Gruppe der
dreidimensionalen Torusmannigfaltigkeit (11) kann man die Homologie-

50 Vgl. z. B. HiLBERT-COHN-VOSSEN, S, 264. 265, 284.
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klassen der drei Zyklen z!, 2}, 2 wéhlen, die aus den drei Achsen des
Wiirfels nach Identifikation der gegeniiberliegenden Wiirfelseiten ent-
stehen (Abb. 23). Als Erzeugende der zweidimensionalen BETTIschen
Gruppe dienen die Homologieklassen der drei Ringflichen, in die sich
bei der Identifikation die drei durch den Mittelpunkt gehenden seiten-
parallelen Quadrate verwandeln. Somit sind die beiden Gruppen einander
isomorph: jede hat drei unabhingige Erzeugende, so daB 3 der ge-
meinsame Wert der ein- und der zweidimensionalen BETTischen Zahl
der Mannigfaltigkeit ist.

6. Sowohl die ein- als auch die zweidimensionale BETTIsche Gruppe
der Mannigfaltigkeit S2 - St (vgl. 11) ist die unendliche zyklische Gruppe
(die entsprechenden BETTischen Zahlen
sind also gleich 1). Als z} wéhle man
den Zyklus (Abb. 21), welcher nach |
Identifikation der beiden Kugelfldchen
aus der Strecke a4’ entsteht, als 22
irgendeine Kugelfliche, die zu den bei-
den Kugelflichen S? und s? konzen- %
trisch ist und zwischen ihnen liegt.

Es ist kein Zufall, daB in den bei-

@

%

den letzten Beispielen die einund die |
zweidimensionale BETTIsche Zahl der
betreffenden dreidimensionalen Man- Abb. 23.

nigfaltigkeiten einander gleich sind: es

gilt ganz allgemein der sog. POINCAREsche Dualitiissatz, welcher besagt,
daB in einer #-dimensionalen geschlossenen orientierbaren Mannigfaltig-
keit bei jedem 7, 0 <7 <, die 7- und die # — r-dimensionale BETTIische
Zahl einander gleich sind. Die Grundidee des Beweises 1a8t sich be-
reits in den obigen Beispielen erkennen: sie besteht darin, daBl man zu
jedem Zyklus 2", welcher in M" nicht ~0 ist, einen Zyklus 2* —" wih-
len kann, so daB die sog. ,,Schnittzahl** der beiden Zyklen von Null ver-
schieden ist.

7. Das Produkt der projektiven Ebene mit der Kreislinie (11) ist eine
nicht orientierbare dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Sie 1Bt sich
darstellen als ein Vollring mit Identifikation der diametralen Punkte-
paare auf je einem Meridiankreis. Die eindimensionale BETTIsche Zahl
von M3 ist gleich 1 (jeder eindimensionale Zyklus ist einem Vielfachen
der Seelenachse des Vollringes homolog) ; die zweidimensionale BETTIsche
Gruppe ist endlich und hat die Ordnung 2; sie fallt somit mit der Tor-
sionsgruppe™* zusammen (die Ringflache mit der auf ihr vorgenommenen
Identifikation berandet zwar nicht, stellt aber einen Randteiler von

50a Die y-dimensionale Torsionsgruppe T7(K) ist die endliche Gruppe, die
aus allen Elementen endlicher Ordnung der BETTIschen Gruppe B’(K) besteht.
Die Faktorgruppe B'(K)/T7(K) ist mit Bj(K) isomorph,
4*



46 Simpliziale Abbildungen und Invarianzsitze.

der Ordnung 2 dar). Auch hier gibt es ein allgemeines Gesetz: Die
#n — 1-dimensionale Torsionsgruppe einer geschlossenen nicht orientier-
baren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist stets die endliche Gruppe
von der Ordnung 2, wihrend eine orientierbare M* keine # — 1-dimen-
sionale Torsion besitzt. An unserem Beispiel kann man auch sehen,
daB fiir nicht orientierbare geschlossene Mannigfaltigkeiten der PoIN-
CAREsche Dualitdtssatz im allgemeinen nicht gilt.

45. Wenn wir die in den Beispielen 1., 2., 3. genannten Polyeder als
Polyeder des dreidimensionalenRaumes betrachten, so bemerken wir sofort,
daB die zu ihnen komplementaren Gebiete des R3 die gleichen eindimen-
sionalen BETTischen Zahlen haben wie die entsprechenden Polyeder
selbst (Abb. 24, 25). Man erkennt das am einfachsten dadurch, daBl man

G2

Abb. 24. Abb. 25.

als Erzeugende der Gruppen B"(P) die Homologieklassen der Zyklen
z; und z; bzw. x! und 9!, als Erzeugende der Gruppen Bl(R3 — P)
die Zyklen Z} und Z} bzw. X! und Y?* wihlt. Diese merkwiirdige Tat-
sache ist ein Spezialfall eines der wichtigsten Séitze der ganzen Topo-
logie, des sog. ALEXANDERschen Dualititssatzes. Er lautet: Die r-dimen-
stonale BETTISche Zahl eines beliebigen im R"™ gelegenen Polyeders ist der
n — v — A-dimensionalen BETTIschen Zahl seines Komplementirgebietes
R"® — P gleich. (Dabei ist 0 <<7<<n —1.)

Der Beweis des ALExANDERschen Dualitdtssatzes beruht auf der Tat-
sache, daf} es zu jedem 27, welcher in P nicht ~0 ist, einen mit ihm ver-
schlungenen z* "1 im R® — P gibt — eine Behauptung, deren anschau-
licher Sinn durch die Abb. 24 und 25 hinreichend klargemacht ist5.
Diese Tatsache gilt auch fiir » =# — 1 (als verschlungene nulldimen-
sionale Zyklen treten dabei Punktepaare auf, die durch den betreffenden

5 Uber die Dualititssitze von PoiNcarRE und ALEXANDER und die mit ihnen
eng verkniipfte Schnitt- und Verschlingungstheorie siehe (auBer den Biichern von
VEBLEN und LEFSCHETZ): BROUWER: Amsterd. Proc. Bd. 15 (1912) S. 113—122. —
A1ExaNDER: Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 23 (1922) S. 333—349. — LEFSCHETZ:
Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 28 (1926) S. 1—49. — VaN KaMPEN: Die kombina-
torische Topologie und die Dualititssatze. Diss. Leiden 1929, — PONTRJAGIN : Math,
Ann, Bd. 105 {1931), S. 165—205.
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#n — 1-dimensionalen Zyklus getrennt sind; vgl. hierzu 2, insbesondere
Abb. 1). Aus diesen Betrachtungen folgt leicht der Satz, daB die An-
zahl der Gebiete, in welche ein Polyeder den R* zerlegt, um 1 groBer
ist als die #—1-dimensionale BETTIsche Zahl des Polyeders — ein Satz,
der den #-dimensionalen JorDANschen Satz als Spezialfall enthélt. So-
wohl dieser Zerlegungssatz als auch der ALEXANDERsche Dualitétssatz
gelten fiir krumme Polyeder.

46. Ich habe mit Absicht zum Mittelpunkt der Darstellung
diejenigen topologischen Sitze und Fragestellungen gemacht, welche
auf den Begriffen des algebraischen Komplexes und seines Randes
beruhen: erstens, weil dieser Teil der Topologie — wie kein anderer
— heute vor uns in solcher Klarheit liegt, dal er reif ist, der Auf-
merksamkeit der weitesten mathematischen Kreise wert zu sein; zwei-
tens, weil er innerhalb der Topologie seit den Arbeiten von PoIN-
CARE immer mehr und mehr eine fithrende Stellung bekommt: Es er-
gibt sich namlich, da8 immer grifere Teile der Topologie vom Homo-
logiebegriff beherrscht werden. Das gilt vor allem von der Theorie der
stetigen Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, die in den letzten Jahren
— hauptsichlich durch die Arbeiten von LEFScHETZ und HOPF — einen
bedeutenden Aufschwung zeigt, der im hohen MaBe durch die Zuriick-
filhrung einer Reihe wichtiger Fragestellungen auf die algebraische
Untersuchung des durch die Abbildung hervorgerufenen Homomorphis-
mus der BETTischen Gruppen (vgl.40) bedingt ist 52. Dieselbe Erscheinung
zeigt neuerdings auch die Entwicklung der mengentheoretischen Topo-
logie, insbesondere der sog. Dimensionstheorie; es hat sich ergeben,
daB die Begriffe des Zyklus, der Berandung, der BETTIschen Gruppen
usw. nicht nur fiir Polyeder gelten, sondern auf den Fall beliebiger
abgeschlossener Mengen verallgemeinert werden kénnen. Die Verhalt-
nisse sind dort natiirlich viel komplizierter, aber man ist immerhin
in diesen allgemeinen Untersuchungen heute schon so weit, da man
(im Sinne des in 4 aufgestellten Programms) am Anfang einer syste-
matischen durchaus geometrisch orientierten Theorie der allgemeinsten
Raumgebilde steht, die ihre eigene bedeutende Problematik und ihre
eigenen Schwierigkeiten hat. Auch diese Theorie beruht hauptsichlich
auf dem Homologiebegriff53.

SchlieBlich ist der sich um den Zyklen- und Homologiebegriff konzen-
trierende Teil der Topologie derjenige, von dem fast ausschlieBlich die An-
wendungen der Topologie abhingen; die ersten Anwendungen auf die
Differentialgleichungen, die Mechanik und die algebraische Geometrie
rithren noch von POINCARE selbst her. In den letzten Jahren vermehren

52 Sjehe auBer den schon zitierten Arbeiten von Hopr?® und LEFsCHETZ5! noch
Hopr: J. f. Math. Bd. 165 (1931) S. 225—236.
8 Siehe die am SchluB der FuBnote 4 angegebenen Arbeiten des Verfassers.
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sich diese Anwendungen fast téglich. Es geniigt, hier etwa die Zuriick-
fiilhrung zahlreicher analytischer Existenzbeweise auf topologische
Fixpunktsitze, die vaN DER WAERDENsche Begriindung der abzihlenden
Geometrie, die LerscHETzschen bahnbrechenden Arbeiten auf dem
Gebiete der algebraischen Geometrie, die Untersuchungen von BIRk-
HOFF, MORSE u. a. iiber Variationsrechnung im groBen, zahlreiche diffe-
rentialgeometrische Untersuchungen verschiedener Autoren u. dgl. zu
erwihnen. Man kann dabei ohne Ubertreibung sagen: Jeder, der Topo-
logie im Interesse threy Anwendungen lernen will, muf mit den BETTIschen
Gruppen beginnen, denn heute ebenso wie zu Zeiten von POINCARE geht
durch diesen Punkt die Mehrzahl der Fiden, die von der Topologie
zur ibrigen Mathematik fithren und auch die meisten topologischen
Theorien zu einem einheitlichen Ganzen zusammenbinden.

54 Eine recht vollstindige Bibliographie befindet sich am SchluB des schon
mehrmals erwidhnten Buches von LEFSCHETZ.

Druck der Spamerschen Buchdruckerei in Leipzig.
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