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Geleitwort. 

Von jeher hat man es ganz besonders in der Mathematik als eine 
Verpflichtung empfunden, die Fachbegriffe und die zwischen ihnen 
sich ergebenden Beziehungen maglichst bis zu ihrem Ursprung zuriick
zuverfolgen. Wenn wir heute in der Mathematik die axiomatische Me
thode betonen, so ist diese doch dieselbe, die die Denker des Altertums 
anstrebten, die im Laufe der Zeit verschiittet war und im vorigen Jahr
hundert wieder belebt wurde. Die dadurch hervorgerufene Bewegung 
hatte zunachst die Geometrie zum Gegenstand und iibertrug sich all
mahlich auf die anderen Gebiete der Mathematik. So ist auch der Ver
fasser des vorliegenden Buches bei seinen axiomatischen Untersuchungen 
von der Geometrie ausgegangen, urn alsdann die dort gewonnenen Ein
sichten fiir die Analysis zu verwerten. Durch beharrlichen Ausbau der 
in meiner "Einleitung in die Differential- und Integralrechnung" (1882) 
vorbereiteten Auffassung entstanden die "Grundlagen der Analysis" 
(1909), sowie .die naheren Ausfiihrungen in "Veranderliche und Funk
tion" (1914). 

Zuerst die "Grundlagen der Analysis" (im folgenden mit GA bezeich
net): In diesen habe ich eine erste Lasung der Aufgabe, die Zahlenlehre 
streng axiomatisch aufzubauen, niedergelegt, einer Aufgabe, deren La
sung fiir die Geometrie den Gegenstand meines Buches "V orlesungen 
iiber neuere Geometrie" (1882) 1 gebildet hatte, wahrend ich den strengen 
Aufbau der Zahlenlehre durch die ebenfalls 1882 erschienene Einleitung 
in die Differential- und Integralrechnung vorbereitet hatte. In dieser 
wird die Lehre von den rationalen Zahlen als gegeben vorausgesetzt; 
aus ihr entwickle ich streng den Begriff der Irrationalzahlen und die 
wesentlichsten Begriffe der Infinitesimalrechnung. Bis zum Ursprung 
hatte ich jedoch die Begriffe der Analysis nicht zuriickverfolgt. Dies 
~lUBte ich mir nunmehr zur Aufgabe machen, wenn ich zu einem axioma
tischen Aufbau der gesamten Analysis gelangen wollte. Nach wiederholt 
unterbrochenen Versuchen ergab sich mir der Aufbau, den ich in GA 
dargestellt habe. 

Die Begriffe, auf die das Lehrgebaude der Analysis tatsachlich zu
riickgeht, - ich nenne sie die Kernbegriffe - sind von soeinfacher Art 

1 2. Auflage, Berlin, Julius Springer 1926. 
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und so unentbehrlich fiir aIle Denkgebiete, daB ihre grundlegende Be
deutung gerade fur das Gebiet der Zahlenlehre ubersehen werden konnte. 

Die Rolle der Kernbegriffe spielen in GA: Ding, Angabe eines Dinges, 
Name eines Dinges, fruher und spater, Folge von Angaben. Dinge und 
Namen werden einer kurzen, nicht starr axiomatischen Erorterung unter
zogen. Dagegen werden die weiteren Kernbegriffe durch Kernsiitze (dort 
noch Grundsatze genannt) miteinander verbunden und dadurch der 
axiomatischen Behandlung zuganglich. An dieses hochst unscheinbare 
Material knupfen sich in groBer Anzahl Folgerungen unentbehrlichen, 
aber selbstverstandlich erscheinenden Inhalts, Satze, die hauptsachlich 
die Anordnungslehre (Grundbegriffe der Kombinatorik) betreffen. Aus 
den Satzen uber die Anordnungsbegriffe entspringt der Begriff der 
Zahl in seinem ursprunglichen Umfang (naturliche Zahl) und die deka
dische Zahlenbezeichnung (§§ 1 bis 15). Damit ist die entscheidende 
Arbeit geleistet. Es folgen in GA: Einfuhrung der gebrochenen, der nega
tiven und der irrationalen Zahlen, Rechnen mit diesen Zahlen, Log
arithmen, so daB alles, was in dem Buche von 1882 zur vollstandigen 
Begrundung der Infinitesimalrechnung vorauszusetzen war, in GA zu 
finden ist. 

Um die Arbeit zu einem AbschluB bringen zu konnen, hatte ich mich 
in GA der groBten Gedrangtheit der Darstellung und Kurze des Aus
drucks befleiBigen mussen, wodurch dem Leser erhebliche Schwierig
keiten verursacht werden. lndem ich es unternahm, Erlauterungen und 
nahere Ausfuhrungen zu wesentlichen Punkten auszuarbeiten, entstand 
ein weiteres Buch: Veranderliche und Funktion, 1914 (im folgenden mit 
VF bezeichnet). 1m Eingang dieses Buches werden die Kernbegriffe 
und Kernsatze ausfiihrlicher als in GA begrundet und entwickelt, wobei 
der Begriff der Folge von Angaben deutlicher als Kernbegriff hervor
tritt. 

Wie oben bemerkt, ist in GA die Hauptarbeit in den ersten 15 Para
graphen geleistet: Die Schaffung der natiirlichen Zahlen und ihre deka
dische Benennung. Obwohl dieser Abschnitt besonders groBe Anforde
rungen an das abstrakte Denken stellt, ist gerade er bei der Ausarbei
tung von VF verhaltnismaBig wenig berucksichtigt worden. Durch eine 
ganz neue, sehr eingehende Bearbeitung dieses Stoffes entstand im 
Jahre 1916 die Abhandlung "Der Ursprung des Zahlbegriffs" (im fol
genden mit UZ bezeichnet), die damals nicht als Gauzes verOffentlicht 
werden konnte. Ein erster Teil wurde im Archiv der Mathematik und 
Physik 1919, Bd. 28, Heft 1/2, S. 17 bis 33 abgedruckt. Da das Archiv 
unmittelbar darauf zu erscheinen aufhorte, wurde der Rest in der 
Mathematischen Zeitschrift 1921, Bd. 11, Heft 1/2, S. 124 bis 156 ab-
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gedruckt. Diese Zerstiickelung muBte fiir die Beachtung und das Studium 
der Abhandlung nachteilig sein. Ich empfand daher den Wunsch, die 
Abhandlung von neuem zusammenhangend und leicht zuganglich ge
druckt zu sehen. In dankenswerter Weise erklarte sich die Verlagsbuch
handlung Julius Springer bereit, den Neudruck zu veranstalten. 

In der Neuauflage ist die Arbeit von 1916 unverandert abgedruckt. 
Es besteht also weiter das Verhaltnis zwischen GA §§ 1 bis 15 und UZ. 
Dabei sind 3 Bestandteile von UZ zu unterscheiden. Ein erster, §§ 1 

bis 5 von GA entsprechender, hat durch erheblich groBere Ausfiihrlich
keit und durch Einfiihrung anschaulicher Ausdrucksweisen durchsich
tigere Formen erhalten. Er handelt von den Anordnungsbegriffen und 
enthalt die unentbehrlichen Hilfsmittel aus der Anordnungslehre, die 
eine weit strengere Begriindung verdient als sie gewohnlich findet. Ein 
zweiter Bestandtei1 enthalt - allerdings in geandertem Zusammen
hang - Dinge, die auch in GA zu finden sind, so daB auf die betreffen
den Stellen von GA verwiesen werden durlte. In den beiden letzten 
Abschnitten von UZ endlich, namlich III (Zuordnung zwischen Samm
lungen) und IV (die natiirlichen Zahlen), ist der Inhalt von GA §§ 6 
bis 15 einfach iibernommen und auszugsweise wiedergegeben. 

Man sieht, daB der zum Ursprung des Zahlbegriffs fiihrende Teil 
von GA in verschiedenem MaBe zu Hilfe genommen werden muB. Doch 
kann die Tragweite meiner Methode nicht ohne vollstandiges Studium 
von GA und auch von VF gewiirdigt werden. Bei den Ubergangen 
von diesen Schriften zu UZ oder umgekehrt, diirfte das Sachverzeichnis, 
das hier am SchluB beigegeben ist, von Nutzen sein. 

Wegen der Schwache meines Sehvermogens war ich bei der Vorberei
tung dieses Neudrucks auf Hilfe angewiesen. Diese leistete mir Herr 
BERNHARD TEITLER, der sich mit voUem Verstandnis in den Gegenstand 
eingearbeitet hatte. 

GieBen, im April 1930. 
MORITZ PASCH. 
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Einleitung. 

Dem Lehrgebaude der Mathem~tik wird von jeher ein Vertrauen 
entgegengebracht, das sich nicht auf die bloBe innere Folgerichtigkeit 
beschrankt, sondern sich zum Vertrauen in eine vollkommene Zuver
lassigkeit, zum Glauben an die "mathematische GewiBheit" erhebt. Man 
konnte sich aber nicht damit begniigen, das Bestehen dieses Vertrauens 
festzustellen; man muBte vielmehr fragen, wie es begriindet werden 
kann. Fiir den Teil der Mathematik, der sich mit den Gestalten be
schaftigt, fiir die Geometrie, wurde die Antwort am friihesten angebahnt 
und beharrlich gef5rdert. Man suchte von alters her das ganze Lehr
gebaude der Geometrie auf einen Kern l , d. i. eine Sammlung 2 von 
Kernsatzen zuriickzufiihren. Aus einem Kern von geometrischen Aus
sagen (Kernsatzen) solI alles, was die Geometrie hervorbringt, abgeleitet 
werden k5nnen, und zwar durch Schliisse, bei denen auBer den Kern
satzen nur die Satze der Arithmetik, also die Eigenschaften der Zahlen, 
herangezogen werden diirfen. 

Schliisse aus einem Stamm 3 sind aber nur dann ohne Gefahr, 
wenn die Sicherheit besteht, daB man dabei nicht zu einem Widerspruch 
zwischen zwei Ergebnissen gelangen kann, m. a. W.: wenn der Stamm 
innere Folgerichtigkeit besitzt, oder - wie ich kurz sagen will - wenn 
der Stamm haltbar ist. SolI also ein gewisser Stamm von geometrischen 
Aussagen als "Kern" der Geometrie gelten diirfen, so muB die Halt
barkeit dieses Stammes untersucht werden. Die Mittel dazu entnimmt 
man der "analytischen" Geometrie, die durch geeignete Festsetzungen 
den geometrischen Begriffen Begriffe der Zahlenlehre (Arithmetik, Ana
lysis) zuordnet. Die geometrischen Aussagen verwandeln sich dadurch 

1 1m Archiv der Mathematik und Physik 1916, Bd. 24, S. 276 habe ich vorgeschlagen, 
die "Axiome" in Kernsatze zu verdeutschen und die durch sie verknlipften mathema
tischen Begriffe Kernhegrille zu nennen, weil die Worter "Grundsii.tze" und "Grund
begriffe" hii.ufig noch anders verstanden werden. Die Kernsii.tze ffir ein Gebiet der 
Mathematik bilden dann einen Kern. 

2 VgI. wegen dieser Bezeichnung: Abschnitt I der vorliegenden Schrift, § 16. 
3 Unter einem Stamm verstehe ich, liber den besonderen Fall des Kerns hinaus

gehend, irgendeine Sammlung von Aussagen, an die Folgerungen angereiht werden. 
Die einzelnen Aussagen heiJlen die StamrtUJatze fiir diese Folgerungen; die in den Stamm
satzen vorkommenden Fachbegriffe heiJlen die Stammbegriffe. Siehe: Vorlesungen liber 
neuere Geometrie (erste Ausgabe 1882, zweite 1912), S. 98, auch 2. Auflage 1926, S. 91. 
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in arithmetische, der zu priifende geometrische Kern in einen arith
metischen Stamm. Alles hangt jetzt davon ab, ob die dem Stamm an
gehorigen Satze, die Stammsiitze, richtige arithmetische Satze sind. Sind 
sie dies, so wird dem Stamm und weiter auch dem vorgelegten geo
metrischen Kern die Haltbarkeit zuerkannt. 

Ohne die Berechtigung dieses Verfahrens hier in allen Teilen be
griinden zu konnen, muB ich doch. auf einen Teil naher eingehen. Wie 
ich eben sagte, wird dem aus einem geometrischen Kern hergestellten 
arithmetischen Stamm ohne weiteres die Haltbarkeit zuerkannt, falls 
die einzelnen arithmetischen Stammsatze sich als richtig erweisen. LieBe 
sich namlich aus richtigen Satzen der Zahlenlehre (aus den erwahnten 
Stammsatzen allein, oder aus ihnen unter Zuziehung anderer Satze der 
Zahlenlehre) ein Widerspruch herleiten, so ware dies ein Widerspruch 
innerhalb der Zahlenlehre: ein solcher gilt aber als ausgeschlossen 1. 

Hier zeigt sich die Starke des Glaubens an die Arithmetik, der tiefer 
wurzelt, als der Glaube an die Geometrie, ja diesem als Stiitze dient. 
DaB aber die Arithmetik die Geometrie stiitzt, wird nur dadurch er
moglicht, daB man die Geometrie auf einen Kern zuriickfiihrt. Will man 
sich also auch gegeniiber der Arithmetik nicht mit dem iiberlieferten 
Vertrauen begniigen, sondern eine Begriindung dafiir suchen, so entsteht 
die unumgangliche Forderung, die Arithmetik auf einen Kern zuruck
zufuhren. 

Die Haltbarkeit der Geometrie hat man als bewiesen zu betrachten, 
wenn man die Haltbarkeit ihres Kerns bewiesen hat. Ebenso muB 
man die - in del' Geometl'ie vol'weggenommene - Haltbal'keit der 
Al'ithmetik anerkennen, wenn man die Haltbarkeit ihres Kerns anel'
kannt hat. Wahl'end aber fUr die Untersuchung der Geometrie ein Hilfs
mittel zu Gebote stand, namlich die Arithmetik, so steht ein solches 
Hilfsmittel fiir die Al'ithmetik selbst nicht zu Gebote; hinter die Arith
metik, diese Grundwissenschaft aUer Mathematik, konnen wir eben nicht 
zuriickgehen. Wir sind in der Arithmetik darauf angewiesen, ihren Kern 
aus sich heraus zu beurteilen. 

Daraus ergibt sich die Richtschnur, der man beim Aufdecken der 
Kernsatze der Arithmetik folgen muB. Glaubt man, Begriffe wie den der 
Menge oder den der Zahl, die erst im Lauf einer langen Entwicklung 
ihre urspriingliche Bedeutung zur heutigen erweitert haben, als Kern
begriffe zulassen und einen Kern aus Aussagen zusammensteUen zu 
konnen, in die diese Begriffe schon in ihrer voUen heutigen Bedeutung 

1 Siehe hierzu die akademische Festrede: TIber den Bildungswert der Mathematik. 
GieBen 1894, S. 17; auch: Grundlagen der Analysis, 1909, S.134. 
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eingehen, so wurde doch ein solcher Kern keinen AufschluB geben uber 
die QueUe, aus der die Arithmetik flieBt!. Nur dadurch aber, daB man 
die Arithmetik bis zu ihrer QueUe zuruckverfolgt, kann man Kernsatze 
zu gewinnen hoffen, die mit der Eigenschaft der Unentbehrlichkeit die 
der auBersten Einfachheit verbinden. 

Aber nicht erst dadurch, daB man fur die innere Folgerichtigkeit 
der Geometrie eine Begrundung suchen muB, wird es zur Notwendig
keit, die innere Folgerichtigkeit der Zahlenlehre zu prufen; vielmehr 
ist dies schon um der Zahlenlehre selbst willen geboten. Wenn es fUr 
die Zahlenlehre, wie fur die gesamte mathematische Forschung, als ein 
Gebot gilt, daB sie rein deduktiv vorgehen solI und sich jederzeit nur 
auf ausgesprochene und anerkannte Beweisgrunde stutzen dad, so muB 
dieses Gebot vor aHem in der Zahlenlehre auch fur die darstellende 
Arbeit maBgebend sein. Der Darstellende muB demnach seine Arbeit 
dadurch vorbereiten, daB er in dem Uberlieferten aIle Lucken zu er
spahen sucht. Er staBt dann zum Teil auf Lucken, die aus dem Uber
lieferten selbst erganzt werden konnen. Diese sind fur seine Aufgabe 
nicht die wesentlichen. Wesentlich sind vielmehr die Lucken, die auf 
einen im Uberlieferten nur unbewuBt benutzten Beweisgrund hindeuten. 
Diese Beweisgrunde muss en ohne Ausnahme zutage gefordert und ge
prtift werden. 1st auf solchem Wege ein in sich vollstandiger Stoff ge
schaffen, dann - aber nur dann - kann ein Urteil daruber gewonnen 
werden, aus welchem Kern die Zahlenlehre herauswachst, und weshalb 
wir diesen Kern als einen haltbaren Stamm anerkennen mussen. 

DaB DarsteHungen, die den dargelegten Forderungen nicht restlos 
genugen, sondern - bewuBt oder unbewuBt - vor irgendwelchen 
Schranken stehen bleiben, dennoch zu befriedigen vermogen, ist eine 
lehrreiche Tatsache. 

Wer jedoch, indem er die Arithmetik durchmustert, sich jederzeit 
die obigen Forderungen gegenwartig halt, dem kann nicht entgehen, 
wie mangelhaft in logischer Hinsicht ganz besonders die Kombinatorik 
uberliefert wird, und wie die Unklarheit bezuglich der kombinatorischen 
Begriffe auf die Darstellung der Analysis uberall einwirkt. So ergibt 
sich als eine erste Aufgabe: die Begriffe und Aussagen zu zergliedern, 
die sich auf "Reihenfolge" beziehen, und daraus geeignete Begriffe und 
Aussagen als Kernbegriffe und Kernsiitze herauszuheben. Indem ich zu
nachst fur diese Aufgabe eine Lasung anstrebte, erkannte ich, daB ein 

1 Ein lediglich aus solchen Aussagen zusammengestellter Kern ware uberdies fur 
sich als Kern der Arithmetik nicht ausreichend. Denn aus den alsbald zu erorternden 
Griinden miiEten auch dann die auf die kombinatorischen Begriffe bezuglichen Kern
satze und Lehrsatze aufgedeckt und bearbeitet werden. 



4 Einleitung. 

zur Losung dienender Kern von entscheidender Bedeutung werden muB; 
er wird ein Kern fiir die gesamte Arithmetik, also eine Quelle, aus der 
diese hergeleitet werden kann, ohne daB weitere Begriffe oder Satze 
hinzuzutreten brauchen. 

Dieses Ergebnis habe ich in dem Buche: Grundlagen der Analysis, 
1909 (ausgearbeitet 1904-1907), in vollstandiger Ausfiihrung, aber 
gedrangter Fassung dargelegt, in einem zweiten Buche: Veranderliche 
und Funktion, 1914, eingehend erlautert und weiter ausgebaut. Die 
maBgebende Arbeit ist in den §§ 1-15 des ersten Buches geleistet. 
Dieser Abschnitt beginnt mit den Kernsatzen (dort noch Grundsatze 
genannt) und fiihrt von den Kernbegriffen stufenweise zu den natiir
lichen Zahlen hin, fiir die schlieBlich die dekadischen N amen gewonnen 
werden. Damit ist ein gewisser AbschluB erreicht und fiir alles Weitere 
der Boden geebnet. DaB dabei die natiirlichen Zahlen nicht unvermittelt 
auftreten, sondern erst auf einem langen und nicht miihelosen Wege 
erreicht werden, steht freilich in entschiedenem Gegensatz zu dem Her
kommen, wonach die natiirlichen Zahlen mehr oder weniger unvermit
telt an den Eingang gestellt werden. Wenn die Bearbeiter der Analysis 
noch in der neuesten Zeit diesem Herkommen folgen zu diirfen glau
ben, so bestarkt schon das trotzdem erhebliche Auseinandergehen ihrer 
Ansichten den Zweifel, ob ein solcher Aufbau die Anspriiche der Logik 
befriedigen kann. 

Auch nach den Zusatzen von 1914 hat sich meine Darstellung von 
1909 als zu knapp erwiesen. Ich habe deshalb den ersten Abschnitt, 
den ich vorhin als den maBgebenden bezeichnete, von Grund auf neu 
bearbeitet. Ich hoffe, daB die neue Gestalt, in der ich den Gegenstand 
nunmehr vorlege, ihn einem allgemeinen Verstandnis zuganglich ma
chen wird. 

Die neue, aIle Einzelheiten vor Augen fiihrende Darstellung solI 
iiberdies das Bediirfnis befriedigen, von dem wir hier ausgegangen 
waren: sie solI ein Urteil iiber die innere Folgerichtigkeit der Zahlen
lehre ermoglichen. Ein solches Urteil hat sich nur mit den Kernsatzen 
zu befassen. Was aber die im folgenden aufgestellten Kernsatze aus
sagen, ist unentbehrlich nicht bloB fiir den Aufbau der Arithmetik und 
iiberhaupt fiir die Mathematik, sondern weit iiber deren Grenzen hinaus. 
Denn diese Vorstellungen zeigen sich allerwarts in unseren SchluBketten, 
oder sie schieben sich zwischen die Glieder unserer SchluBketten, jedoch, 
wegen ihrer auBersten Einfachheit, ohne in das BewuBtsein zu dringen 
und beachtet zu werden. Was in jenen Kernsatzen niedergelegt ist, kon
nen wir also nicht ausschalten; den Inhalt der Kernsatze haben wir in 
uns aufgenommen, als wir Erfahrung bildeten und sprachlich festlegten. 
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Bekennen wir uns aber zu diesem Inhalt, so sind aIle Folgerungen, die 
daraus durch noch so verwickelte Schlusse hergeleitet werden, fur uns 
bindend. Damit stellen wir uns auf den Boden, daf3 diese Folgerungen 
miteinander nicht in Widerspruch geraten konnen. 

Dies sind die Erwagungen, aus denen die Berechtigung flieEt, den 
Stamm, den die auf den folgenden Blattern verzeichneten Kernsatze der 
Arithmetik bilden, fur widerspruchsfrei oder "haltbar" zu erklaren, so
mit der ganzen Aritbmetik innere ],olgerichtigkeit zuzuerkennen und 
die Arithmetik fur die Geometrie oder andere Gebiete zum Nachweis 
innerer Folgerichtigkeit zu benutzen. 



I. Vorbereitende Tatsacben. 
§ 1. Dinge und Eigennamen. 

1. Der Gedankengang, der hier vorgefuhrt werden solI, ist von der 
Art, daB er sich in jedem Menschen entwickeln kann, wenn dieser 
Mensch erstens nur die Dinge berucksichtigt, die er selbst wahrnimmt 
und als voneinander gesonderte beobaehtet, und wenn er sich zweitens 
unbegrenztes Leben und unbegrenztes Gedaehtnis zutraut. 

Zu den von dem Menschen beobaehteten Dingen gehoren aueh 
seine eigenen Handlungen. 

Wegen der Wirkung der obigen Voraussetzungen sei auf § 3 Nr.8 
und 10 verwiesen. 

2. leh - dieser Mensch - kann einem beliebigen Ding einen 
Namen als Eigennamen erteilen, d. h. als einen Namen, der jenes Ding 
bedeutet und kein anderes. Als Eigenname eines Dinges dient mir ent
weder ein "Dingwort", das ich als Eigennamen dieses Dinges dem 
Sprachschatz entnehme oder ihm zufuhre, oder eine einem Dingwort 
gleiehzuachtende Wortverbindung, oder endlich ein beliebiges Lautge
bilde, das ich als Eigennamen jenes Dinges wahle und wie ein Ding
wort behandle. 

Der Eigenname eines Dinges ist selbst ein Ding, und zwar ein von 
jenem Ding verschiedenes. Uberhaupt gilt mir alles als ein Ding, was 
ich mit einem Dingwort oder einer einem Dingwort gleichzuaehtenden 
Wortverbindung bezeichnen kann und dad. 

Habe ich einem Ding den Eigennamen (X erteilt, so nenne ich jenes 
Ding die Bedeutung des N amens (x, den Besitzer des N amens (x, das Ding 
mit dem Namen (x, das Ding des Namens (X. 1m gegenwartigen Zu
sammenhang dudte statt "Eigenname" einfaeh "Name" stehen. In der 
Regel sage ich kurz: das Ding (x, oder noeh kiirzer: (X. Wo auch 
der Name selbst als Ding in Betracht kommt, ist diese Kiirze un
zulassig. 

Den Namen, den ich einem Ding erteilt habe, kann ich zu belie
biger Zeit fiir erloschen erklaren. Bis dies geschieht, gilt der Name. 
Siehe hierzu die Anmerkung in § 8 Nr. 28. 

3. Oft wird einem Ding, dem bereits ein Eigenname erteilt ist, aus 
ZweckmaBigkeitsgriinden noch ein anderer Eigenname erteilt. Dies kann 
fUr dasselbe Ding beliebig wiederholt werden. Solche Namen, die das-
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selbe Ding zur Bedeutung haben (Nr. 2), heiBen gleiclWedeutend. Siehe 
hierzu die Anmerkung in § 12 Nr. 48. 

So kann z. B. einem Ding, das bereits den Eigennamen " hat, noch 
der Eigenname A. beigelegt werden; die N amen " und A. sind dann gleich
bedeutend. Wird ebenso dem Ding, das den Eigennamen A. hat, noch der 
Eigenname /-' beigelegt, wodureh aueh die Namen A und /-' gleiehbedeutend 
werden, so ist sowohl " als aueh /-' Eigenname des Dinges A. Also: 

Sind die Eigennamen " und A gleiehbedeutend,'" ebenso die Eigen
namen A und /-', so sind aueh die Eigennamen " und /-' gleiehbedeutend. 

§ 2. Angaben und Sammelnamen. 
4. leh kann ein beliebiges Ding angeben. Dies gesehieht durch 

einen Hinweis oder geradezu mittels eines Eigennamens. Die Angabe 
eines Dinges ist ein Geschehnis. GemaB § 1 Nr. 2 ist die Angabe eines 
Dinges selbst ein Ding, uberhaupt jedes Gesehehnis ein Ding. Die An
gabe eines Dinges ist ein von dem angegebenen Ding und seinen Eigen
namen verschiedenes Ding. 

Jede Angabe bezieht sich nur auf ein einziges Ding. 1st a eine 
Angabe des Dinges ct, so nenne ich ct den Gegenstand der Angabe a, 
das Ding der Angabe a. 

5. Habe ich ein Ding angegeben, so kann ich dasselbe Ding aber
mals angeben. Dies kann fur dasselbe Ding beliebig wiederholt werden. 

Es konnen demnach versehiedene Angaben sich auf denselben 
Gegenstand beziehen. Solche Angaben bleiben aber versehiedene Dinge. 
Jede Angabe fiir sieh ist als ein Geschehnis festgelegt. 

6. Fur Dinge, die ich angegeben habe, kann ich einen Namen als 
Sammelnamen 1 einfuhren, d. h. als einen Namen, der jene Dinge be
deutet und keine andern. Fiir die Wahl des Sammelnamens gilt das
selbe, wie nach § 1 Nr. 2 fur die Wahl des Eigennamens. Der Sammel
name fiir angegebene Dinge ist ein von diesen Dingen, sowie von ihren 
Eigennamen und Angaben verschiedene~ Ding. 

Habe ich fiir irgendwelche Dinge einen Sammelnamen 0 eingefiihrt, 
so nenne ich jedes von ihnen eine Bedeutung des N amens 0, einen Trager 
des Namens 0, ein Ding mit dem Namen 0, ein Ding des Namens O. 
1m gegenwartigen Zusammenhang durfte statt "Sammelname" einfach 

1 In "Grundlagen der Analysis" § 1 habe ich jeden Namen, der verschiedene Dinge 
bezeichnet, einen Gemeinnamen genannt. Danach ist beispielsweise das Wort "Geschehnis" 
ein Gemeinname; dieser umfallt jedoch auller Vergangenem auch atles Zukiinftige, 
also keineswegs nur Dinge, die angegeben sind. Fiir den Fall eines Gemeinnamens, 
dessen Trager samtlich angegeben sind, benutze ich hier die Bezeichnung "Sammel
namen". 



8 Vorbereitende Tatsachen. 

"Name" stehen. In der Regel sage ich kurz: ein Ding 0, oder noch 
kiirzer: ein 6. 

Auch den Sammelnamen kann ich zu beliebiger Zeit fur erloschen 
erklaren. Bis dies geschieht, gilt der Name. Vgl. § 1 Nr. 2. 

7. Habe ich fur irgendwelche Dinge einen Sammelnamen eingefuhrt, 
so kann ich fur dieselben Dinge noch einen andem Sammelnamen ein
fiihren. Dies kann fiir dieselben Dinge beliebig wiederholt werden. V gl. 
§ 1 Nr. 3. 

Sind die Sammelnamen D und E gleichbedeutend, ebenso die Sam
melnamen E und F, so sind auch die Sammelnamen D und F gleich
bedeutend. Vgl. ebenfalls § 1 Nr. 3. 

§ 3. Friiher und spater. 

8. Der Gedankengang, der hier entwickelt wird (siehe § 1 Nr. 1), 
kennt keine gleichzeitigen Geschehnisse. 1st also a ein Geschehnis, b 
ein anderes, so ist das eine dem andern vorangegangen; ich nenne jenes 
das truhere, dieses das spatere. 

Insbesondere sei a eine Angabe eines Dinges, b ebenfalls. Dann 
sind (§ 2 Nr. 5) a und b nicht bloB verschiedene Dinge, wenn der 
Gegenstand der Angabe a ein anderer ist als der der Angabe b, son
dem auch, wenn a und b Angaben eines und desselben Dinges sind. 
Nach Absatz 1 bin ich immer imstande, eine als fruhere zu bezeich
nen, und zwar habe ich die Wahl zwischen den Urteilen: a ist die 
fruhere, b ist die fruhere; oder, nach dem Sprachgebrauch: a ist fruher 
als b, b ist friiher als a. Fiir eines dieser Urteile entscheide ich mich 
und verwerfe damit das andere. 

9. Erkenne ich a als das fruhere der Geschehnisse a und b, so ist b 
gemaB Nr. 8 Absatz 1 das spatere, b spater als a. lch kann also ge
maB Nr. 8 Absatz 2 jetzt auch sagen: lch habe die Wahl zwischen den 
Urteilen: a ist das spatere, b ist das spatere. Fur eines dieser Urteile 
entscheide ich mich und verwerfe damit das andere. 

Erkenne ich b als das spatere der Geschehnisse a und b, so ist a 
das fruhere, a fruher als b. 

Der Sprachgebrauch stellt noch andere Wendungen zur Verfugung: 
a ist var b geschehen, a liegt vor b, a geht b voran; b ist nach a ge
schehen, b liegt nach a, b folgt auf a. 

10. Wie in § 2 Nr. 6 sei 0 ein Sammelname fur irgendwelche 
Dinge. Voraussetzung dafiir war, daB diese Dinge angegeben sind. Die 
Angaben, durch die dies geschehen ist, belege ich mit dem Sammel
namen A. 
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Die Angaben A der Dinge C gehoren zu dem, was ieh erlebt habe, 
zu meinen Geschehnissen. leh habe aber beobaehtet, daB es nach jedem 
Geschehnis mir moglieh war, Neues zu erleben und schon dadurch neue 
Dinge kennenzulernen. Diese Beobaehtung fiihrt mieh zu der Zuver
sieht, daB eine derartige Mogliehkeit auch nach jedem zukunttigen Ge
sehehnis bestehen wird. leh halte es demgemaB fUr sieher, daB ieh nach 
irgendwelehen Angaben A irgendweleher Dinge C imstande sein werde, 
ein Ding anzugeben, das nicht unter den Sammelnamen C fallt. Bei 
dieser Zuversieht macht sich die zweite der in § 1 Nr. 1 gemachten 
Voraussetzungen geltend. 

Der eben gesehilderte Vorgang liegt meiner Betraehtung von An
fang an zugrunde. leh weiB, daB ieh immer den Dingen habe Eigen
namen geben konnen, und ieh behaupte (§ 1 Nr. 2), daB ieh das in aIle 
Zukunft konnen werde. Usw. Immer mache ieh Beobaehtungen und 
entnehme daraus Erwartungen fiir die Zukunft. 

§ 4. Erstes nnd Letztes. 
11. 1st wieder a irgendein Gesehehnis, b ein auf a folgendes, so 

ist b nieht bloB spater als a, sondern auch spater als jedes vor a lie
gende Gesehehnis. 

Tritt also ein auf b folgendes Geschehnis c hinzu, so ist c spater 
als jedes vor b liegende Geschehnis, mithin spater als a, m. a. W.: a ist 
friiher als c. AuBerdem ist a friiher als b. Folglich ist unter den Ge
sehehnissen a, b, c das Gesehehnis a dadurch ausgezeichnet, daB es 
friiher ist als die andern; a heiBt truhestes, erstes. Dagegen ist das Ge
sehehnis c spater als die andern; c heiBt spatestes, letztes. 

Aueh in dem allereinfaehsten Fall, wo nur die Geschehnisse a und 
b betrachtet werden, kann man a friihestes oder erstes der Gescheh
nisse a und b nennen, b spatestes oder letztes. 

12. Die hier an den einfachsten Fallen vorgefiihrte Erscheinung 
beobachte ich allgemein, wenn Geschehnisse A vorliegen, und werde 
dadurch (vgl. § 3 Nr. 10) zu der Behauptung gefiihrt: 1mmer kann ich 
unter den Geschehnissen A eines erkennen, das friiher als jedes andere 
A ist, ebenso eines, das spater als jedes andere A ist. 

Jenes A heiBt friihestes oder erstes, dieses heiBt spatestes oder 
letztes. 

Die Geschehnisse A konnen insbesondere Angaben von Dingen 
oder eines Dinges sein. 

13. Die Einsichten, die hier ausgesprochen werden, spielen eine 
Rolle in allen Gedankengangen, auf welchem Gebiet diese sich auch 
bewegen mogen; iiberall sind sie unentbehrliche Bestandteile. Diese 
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Bestandteile sind die allereinfachsten und treten deshalb fur das ge
wohnliche Denken allzu sehr hinter die anderen zuruck. Sie kommen 
aber zum Vorschein, wenn man sich nicht bei dem gewohnlichen Den
ken beruhigt, sondern in vollbewuBtem Denken fur jede SchluBkette 
auch die verstecktesten Glieder ans Licht zieht. 

Fur solche Einsichten, auf die das gewohnliche Denken sich nur 
stillschweigend oder ganz unbewuBt stutzt, wird die Bezeichnung als 
selbstverstandliche angebracht sein. 

§ 5. Folgerungen. 

14. Nach § 4 Nr. 12 ist, wenn Geschehnisse A vorliegen, immer 
eines als "erstes" zu bezeichnen. Ein solches heiBe m; dann ist m unter 
den A das einzige, das als erstes bezeichnet werden kann. Diese Tat
sache dad man mit gleichem Recht fur "selbstverstandlich" (§ 4 Nr. 13) 
erklaren, wie z. B. den Inhalt von § 4 Nr. 12, zu dem sie eine Ergan
zung bildet. Aber die neue Tatsache ist nicht bloB "selbstverstandlich", 
sondern sie steht noch in einem besonderen Verhaltnis zu den vorher 
ausgesprochenen. Dieses Verhaltnis besteht darin, daB die neue Tat
sache aus vorhergehenden gefolgert (abgeleitet, deduziert) werden kann. 

Namlich: 
Das Geschehnis mist erstes A. Das heiBt nach § 4 Nr. 12: mist 

fruher als jedes andere A. Wird ein von m verschiedenes A etwa mit 
n bezeichnet, so ist folglich m fruher als n, mithin (§ 3 Nr. 8) n nicht 
fruher als m, n nicht fruher als jedes andere A, n nicht (§ 4 Nr. 12) 
erstes A. Folglich ist nur m erstes A. 

15. Nach § 4 Nr. 12 ist eines der Geschehnisse A, etwa p, als 
letzes zu bezeichnen. Wieder erscheint es mir als "selbstverstandlich", 
daB nur ein einziges A so bezeichnet werden kann. Aber auch hier 
kann die neue Tatsache aus fruher anerkannten gefolgert werden. 

Namlich: 
Das Geschehnis p ist letztes A. Das heiBt nach § 4 Nr. 12: p ist 

spater als jedes andere A. Wird ein von p verschiedenes A etwa mit 
q bezeichnet, so ist folglich p spater als q, mithin (§ 3 Nr. 9) q nicht 
spater als p, q nicht spater als jedes andere A, q nicht (§ 4 Nr. 12) 
letztes A. Folglich ist nur p letztes A. 

Dies, in Verbindung mit der vorigen Nummer, besagt: Nur eines 
der A ist fruhestes, nur eines ist spatestes. lch nenne nunmehr jenes 
"das" fruheste oder erste, dieses "das" spateste oder letzte. 

16. An die Begriffe "erstes" und "letztes" knupft sich ferner als 
eine "selbstverstandliche" Vorstellung die, daB das erste unter den Ge-
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schehnissen A nicht zugleich das letzte unter ihnen sein kann. Ich bin 
so wenig geneigt, in dieser Tatsache etwas der Erorterung Bediirftiges 
zu sehen, daB ich es kaum als notig empfinde, sie iiberhaupt in Worte 
zu kleiden. Und doch werden fortwahrend SchluBketten bei genauer 
Priifung nur haltbar, wenn ich zur Ausfiillung bloBgelegter Liicken 
auch jene auBerst unscheinbare Tatsache heranziehe. 

Auch diese Tatsache ist ein AusfluB aus friiheren. Namlich: Wie 
in Nr. 14 sei m das erste A, n ein anderes A, also m friiher als n. 
Dann ist (§ 3 Nr. 9) n spater als m, m nicht spater als n. Foiglich 
ist m nicht spater als jedes andere A, m nicht (§ 4 Nr. 12) letztes A. 

Also: Erstes und letztes der A sind verschieden. 

17. SchlieBlich ist hier noch festzustellen: Folgt auf ein A, etwa l, 
nur ein einziges, etwa l', so ist l' das letzte A; geht einem A, etwa k, 
nur ein einziges voran, etwa k', so ist k' das erste A. Auch dies sind 
Folgerungen. Namlich: 

Sind lund l' die einzigen A, so ist l das friihere, l' das spatere 
A, l' das letzte A (§ 4 Nr. 11 am Ende). Habe ich dagegen ein von 
lund l' verschiedenes A, etwa l1' so folgt l1 nicht auf l, sondern es 
liegt l' nach lund l1 vor l, folglich (§ 4 Nr. 11) l' nach l1; l' ist spater 
als jedes andere A, l' ist auch jetzt das letzte A. - Sind k und k' die 
einzigen A, so ist k' das friihere, k das spatere A, k' das erste A (§ 4 
Nr. 11 am Ende). Habe ich dagegen ein von k und k' verschiedenes A, 
etwa k1' so liegt k1 nicht vor k, sondern es liegt k1 nach k und k' vor 
k, folglich (§ 4 Nr. 11) k1 nach k', k' vor k1; k' ist friiher als jedes 
andere A, k' ist auch jetzt das erste A. 

§ 6. Zwischen. 

18. Wie bei friiherer Gelegenheit, seien a, b, c verschiedene Ge
schehnisse. Dann ist nach § 5 Nr. 14 eines, etwa a, das erste von ihnen; 
nach Nr. 15 und 16 ist ein anderes, etwa c, das letzte; es liegt a vor b, 
b vor c. Demnach liegt b so, daB es dem einen der Geschehnisse a und 
c nachfolgt und dem andern vorangeht. Bei solcher Lage sage ich: das 
Geschehnis b liegt zwischen den Geschehnissen a und c. 

Diese Aussage ist also nur moglich, wenn a, b, c verschiedene Ge
schehnisse sind, und bedeutet, daB entweder a vor b und b vor c liegt, 
oder c vor b und b vor a. 

Der Inhalt dieser Erklarung andert sich nicht, wenn ich darin a 
und c vertausche. Es ist also einerlei, ob ich sage: zwischen a und c, 
oder: zwischen c und a. 

Pasch, Zahlbegriff. 2 
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Nach dem Sprachgebrauch ist es iiberhaupt von vornherein einerlei, 
ob ich z. B. sage: g und h, oder: h und g. Erst im Lauf der Ent
wicklung haben die Mathematiker aus Zweckmii.Bigkeitsgriinden fiir be
stimmte Fane Festsetzungen getroffen, durch die "g und h" einen an
dern Sinn erhalt als "h und g". Mit solchen Fallen haben wir es aber 
hier nicht zu tun. 

19. Es war a friiher als b, b friiher als c. Nach § 4 Nr.11 ist 
schon deshalb a auch friiher als c (wie in Nr. 18 angenommen). Folg
lich besteht weder die Lage "a vor c und c vor b" noch "b vor c und 
c vor a", mithin auch nicht: c zwischen a und b. Ebenso besteht weder 
die Lage "b vor a und a vor c" noch "c vor a und a vor b", mithin 
auch nicht: a zwischen b und c. 

Also: Liegen Geschehnisse a, b, c so, daB a friiher ist als b und 
b friiher als c, so liegt c nicht zwischen a und b, a nicht zwischen b 
und c. Indem ich nur die Bezeichnungen a und c vertausche, schlieBe 
ich: Liegen Geschehnisse a, b, c so, daB c friiher ist als b und b friiher 
als a, so liegt a nicht zwischen b und c, c nicht zwischen a und b. 
ZusammengefaBt: 

Sind a, b, c verschiedene Geschehnisse, so liegt (Nr. 18) eines von 
ihnen zwischen den andern, etwa b zwischen a und c. Dann liegt aber 
weder a zwischen b und c, noch c zwischen a und b. 

20. Es werde festgehalten: a vor b, b vor c. Indem ich fiir die 
Geschehnisse a, b, c einen Sammelnamen E im Sinn von § 2 Nr. 6 
einfiihre, kann ich sagen: Zwischen a und b liegt kein E, ebensowenig 
zwischen b und c; zwischen a und c liegt ein E. 

Unter den auf a folgenden E, namlich b und c, ist hier b das erste; 
ich kann daher b das erste E nach a nennen. Es ist iibhch, b zu nen
nen: das auf a unmittelbar folgende E, das nachstfolgende oder nachst
spatere E nach oder zu a, das nachste E nach a. Zwischen a und dem 
nachstfolgenden E liegt kein E; durch diese Eigenschaft ist unter den 
auf a folgenden E das nachstfolgende ausgezeichnet. 

Wird statt a jetzt b ins Auge gefaBt, so kann nur ein einziges "E 
nach b" angefiihrt werden, namlich c. Indem ich c das auf b "unmittel
bar" folgende E usw. nenne, gilt entsprechend: zwischen b und dem 
nachstfolgenden E liegt kein E. 

Fiir c als das letzte E kann von einem "folgenden E" nicht die 
Rede sein, also auch nicht von einem "unmittelbar folgenden E". 

21. Unter den vor c vorhergehenden E ist b das letzte. Ich nenne 
b: das letzte E vor c, das vor c unmittelbar vorhergehende E, das niichst
vorhergehende oder nachstfriihere E vor oder zu c, das nachste E vor c. 
Zwischen c und dem nachstvorhergehenden E liegt kein E. 
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Weiter nenne ich a: das vor b "unmittelbar" vorhergehende E, so 
daB auch zwischen b und dem nachstvorhergehenden E kein E liegt. 

Von einem "vor a unmittelbar vorhergehenden E" kann nicht die 
Rede sein. 

22. Der Fall von Geschehnissen a, b, c, die voneinander verschie
den sind, ist der einfachste, wo die Begriffe: zwischen, nachstfruher, 
nachstspater, Platz greifen. Will man unter diesen Fall heruntergehen, 
so muB man sich auf die Geschehnisse a, b beschranken und fur diese 
einen Sammelnamen D einfiihren. Um den Begriff "zwischen" nach der 
in Nr. 18 gegebenen Erklarung anzuwenden, bieten die D keinen Stoff. 
Diese Erkenntnis kann ich so in Worte fassen: Zwischen a und b liegt 
kein D; und daraufhin kann ich, indem ich a als das fruhere der Ge
schehnisse a und b festhalte, wieder von b sagen, daB es auf a "un
mittelbar folgt" , und von a, daB es vor b "unmittelbar vorhergeht". 

§ 7. Unmittelbares Folgen. 

23. In § 6 habe ich die einfachsten Faile betrachtet, wo Zwischen
liegen und unmittelbares Folgen oder Vorhergehen behauptet oder ver
neint werden konnen. Diese Moglichkeit besteht aber allgemein, wenn 
Geschehnisse A vorliegen. 

Gehoren zu den Geschehnissen A etwa Geschehnisse a, b, c, so liegt 
(§ 6 Nr. 19) eines und nur eines davon zwischen den andern, etwa b; 
b ist weder das erste noch das letzte A. 

Nun sei e irgendeines der Geschehnisse A, aber nicht das letzte. 
Zum vollstandigen Erleben der A gehort, daB mir dabei ohne weiteres 
bewuBt wird: auf e folgt ein bestimmtes A, etwa t, unmittelbar. Folgt 
auf e nur ein einziges A, so kann nur dieses mir als das auf e un
mittelbar folgende A, also als das Geschehnis t, erscheinen; nach § 5 
Nr. 17 ist dann t das letzte A. 

24. Beim Erleben der Geschehnisse A wird mir auBerdem folgen
des bewuBt: 1st g ein auf e folgendes A, h ein auf g folgendes, also g 
zwischen e und h, so ist h nicht das auf e unmittelbar folgende A. 

Nunmehr schlieBe ich: 1st h ein auf e folgendes A, und liegt ein 
A zwischen e und h, so ist h nicht das auf e unmittelbar folgende A. 

Oder: Zwischen e und dem darauf unmittelbar folgenden A liegt 
kein A. Bei der Bezeichnung in Nr. 23: Zwischen e und t liegt kein A. 

25. Folgt unter den A auf e nicht bloB t, sondern etwa noch h, 
so liegt h nicht zwischen e und t (Nr.24). Lage nun h vor t, so lage 
"e vor h und h vor t", h zwischen e und t. Folglich liegt h nicht vor 

2* 
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j, sondern "e vor j und f vor h", f zwischen e und h. - Uberdies ist 
in dem betrachteten Fall j nicht spater als h, f nicht das letzte A; 
vielmehr kann, wenn f das letzte A ist, auf e kein A auGer f folgen. 
Also: 

1st f das auf e unmittelbar folgende A, h ein anderes auf e folgen
des A, so liegt f vor h, f zwischen e und h. - 1st f das auf e un
mittelbar folgende A und zugleich das letzte A, so folgt auf e kein A 
auBer f. 

Folgt unter den A auf e nicht f allein, so ist f unter den auf e 
folgenden A das erste. 

26. AuBer f folgt hiernach unter den A keines in der Weise auf 
e, daB zwischen ihm und e kein A lage. 

lch schlieGe: Wenn Geschehnisse A vorliegen, darunter etwa e, 
aber nicht als das letzte A, so folgt unter den A eines und nur eines 
in der Weise auf e, daB zwischen ihm und e kein A liegt. Dieses eine 
ist das auf e unmittelbar folgende A. 

Wie in dem einfachen Fall des § 6 Nr. 20 heiGt allgemein das 
auf e unmittelbar folgende A auch: das erste A nach e (Nr. 25 am 
Ende), das nachstfolgende oder nachstspatere A nach oder zu e, das 
nachste A nach e. 

§ 8. Unmittelbares Vorhergehen. 
27. An dem einfachen Fall der Geschehnisse E in § 6 Nr. 20 ist 

wahrzunehmen, wie jedes E auBer a, dem ersten, als ein "nachstfolgen
des" auf tritt, namlich b als solches zu a, c als solches zu b. Geht man 
noch unter diesen Fall herunter zu dem Fall der Geschehnisse D in 
§ 6 Nr. 22, so ist b das einzige D auGer dem ersten; b tritt als "nachst
folgendes" zu a auf. 

Wie in § 7 Nr. 23 kann ich auch hier verallgemeinern. Was an 
den Fallen der Geschehnisse D und E wahrzunehmen war, namlich daB 
jedes Geschehnis auBer dem ersten als ein "nachstfolgendes" auf tritt, 
das erwarte ich zuversichtlich in jedem Fall, wo Geschehnisse A vor
liegen. Es sei t das erste, Z das letzte. Dann wurde a. a. O. fest 
gestellt, daB mir, wahrend ich die A erlebe, zu jedem A auBer zein 
gewisses A (das jedenfalls von t verschieden ist) als nachstfolgendes er
scheint. Hierzu tritt jetzt eine neue, durch Absatz 1 vorbereitete Fest
stellung: 

Jedes A auBer t kommt als ein "nachstfolgendes" vor. 
28. 1st q eines der Geschehnisse A, aber nicht das erste, so kann 

ich hiernach behaupten: Wahrend ich die Geschehnisse A erlebe, be
gegne ich einem A, etwa p, fur das q das nachstfolgende ist. 
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Das Geschehnis p liegt vor q in der Weise, daB kein A zwischen 
p und q liegt. Liegt nun vor q noch ein A, etwa p', so verhalt p' sich 
anders als p, d. h.: zwischen p' und q liegt ein A, namlich p. Denn: 
p' liegt nicht zwischen p und q; lage nun p vor p', so lage p vor p' 
und p' vor q, also p' zwischen p und q; folglich liegt p nicht vor p', 
sondern p' vor p, weiter: p' vor p und p vor q, p zwischen p' und q. 

Hiernach liegt auBer p kein A vor q in der Weise, daB kein A 
zwischen p und q liegt. 

Anmerkung. - Das hier mit p bezeichnete Geschehnis ist nicht 
das letzte A, da ja q ein spateres A ist. In § 5 Nr. 15 war aber "p" 
als Eigenname fur das letzte A eingefuhrt worden, und nach § 1 Nr. 2 
gilt die Bedeutung, bis sie fur erloschen erklart wird. Wenn ich hier 
ohne eine solche Erklarung die fruhere Bedeutung von pals erloschen 
betrachtet habe und diesen Namen jetzt in anderer Bedeutung verwende, 
so beruht dies darauf, daB man vielfach dem Leser uberlaBt, aus dem 
Zusammenhang zu entnehmen, ob die fruhere Bedeutung eines Namens 
noch in Betracht kommt oder nicht. 

29. Liegt vor q nur ein einziges A, so faUt p mit diesem zusam
men und ist (§ 5 Nr. 17) das erste A. 1st p nicht das einzige A vor 
q, liegt also vor q noch ein A, etwa p', so liegt (Nr. 28) p' vor p; p 
ist dann nicht das erste A. Oder: 1st p das erste A, so ist es das 
einzige A vor q. 

Ferner: 1st p nicht das einzige A vor q, so ist p spater als p', 
also spater als jedes vor q gelegene A; p ist dann das letzte der vor 
q gelegenen A. 

Zusammenfassung: Wenn Geschehnisse A vorliegen, darunter etwa 
q, aber nicht als das erste A, so liegt unter den A eines und nur eines, 
etwa p, in der Weise vor q, daB zwischen p und q kein A liegt; q ist 
das nachste A nach p. Liegt vor q nur ein einziges A, so fallt p mit 
diesem zusammen; liegt vor q unter den A nicht p allein, so ist p das 
letzte der vor q gelegenen A. 

30. Das so bestimmte Geschehnis p heiBt: das letzte A vor q, das 
vor q unmittelbar vorhergehende A, das nachstvorhergehende oder nachst
fruhere A vor oder zu q, das nachste A vor q. 

Liegt vor q nur ein einziges A, so ist dieses das "unmittelbar vor 
q vorhergehende A"; zugleich ist es das erste A. 1st das vor q un
mittclbar vorhergehende A zugleich das erste A, so ist es das einzige 
A vor q. 

Liegt vor q unter den A nicht p allein, sondern etwa noch p', so 
liegt p zwischen p' und q (Nr. 28). 
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§ 9. Moglichkeit von Angaben. 
31. Die Betrachtungen der §§ 3-8 bezogen sich auf beliebige 

Geschehnisse; von einer Anwendung auf besondere Geschehnisse - auf 
"Angaben" im Sinn von § 2 - war nur im Anfang jener Betrach
tungen die Rede, namlich in § 3 Nr. 10. Dort handelte es sich urn den 
Fall, daB irgendwelche Dinge angegeben waren; die Angaben, durch 
die dies geschehen war, belegte ich mit dem Sammelnamen A, die Dinge 
selbst mit dem Sammelnamen C. Dann durfte ich behaupten: 

Nach den Angaben A der Dinge C kann ich ein Ding angeben, 
das nicht unter den Sammelnamen C faUt. 

Damit wurde die Moglichkeit eines Geschehnisses besonderer Art 
behauptet, das spater sein solI, als aIle Geschehnisse A, und zwar eines 
Geschehnisses, das ebenso wie die A eine Angabe ist, wobei aber die 
Hauptsache darin besteht, daB der "Gegenstand" (§ 2 Nr. 4) der neuen 
Angabe auch ein neues Ding sein solI, nicht eines der schon angegebe
nen und mit dem Sammelnamen C belegten Dinge. 

32. An diesen Satz kann ich ahnliche Satze anreihen. Zu dem 
Zweck gehe ich auf die Bemerkung in § 2 Nr. 5 zuruck, wonach ich, 
wenn ich ein Ding angegeben habe, dasselbe Ding abermals angeben, 
dies sogar fur dasselbe Ding beliebig wiederholen kann. Hierin liegen 
folgende Behauptungen: 

1st eine Angabe a eines Dinges rx geschehen, so kann auch nach 
dem Geschehnis a das Ding rx von neuem angegeben werden. 1st nach 
a eine Angabe b geschehen, deren Gegenstand ein von rx verschiedenes 
Ding ist, so kann auch nach dem Geschehnis b das Ding rx von neuem 
angegeben werden. 

Den letzten Teil kann man noch anders fassen, namlich: Sind a 
und b Angaben verschiedener Dinge, a £ruher als b, so ist fur das 
durch a angegebene Ding eine weitere Angabe moglich, die spater ist 
als b. 

33. Dem Satz in Nr. 31 kann ich jetzt folgenden zur Seite stellen: 
1st rx eines der Dinge C, so kann ich nach den Geschehnissen A das 
Ding rx abermals angeben. Dieser Satz gehort zu den "selbstverstand
lichen"; er kann aber zugleich als AusfluB fruherer Satze dargestellt 
werden. Namlich: 

Das Ding rx war durch eine der Angaben A angegeben; diese 
heine a. 1st a das letzte A, so genugt es, rx gemaB Nr. 32 nach a 
durch eine Angabe c anzugeben; c ist dann spater als a und mithin 
(§ 4 Nr. 11) auch spater als die vorhergehenden A, d. h. c ist spater 
als aIle A. 1st dagegen nicht a das letzte A, sondern etwa b, so ist b 
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spater als a, b Angabe eines von 0( verschiedenen C; ich kann 0( gem~iB 

Nr. 32 nach b durch eine Angabe c angeben; c ist spater als b und 
folglich, wie vorhin, spater als aIle A. 

34. Endlich eine Erweiterung des in Nr. 31 aufgestellten Satzes: 
Nach den Angaben A der Dinge 0 kann ich Dinge angeben, von denen 
keines unter den Sammelnamen 0 fallt. 

Auch dieser Satz kann aus frtiheren gefolgert werden. Namlich: 
Nach den A ist (Nr. 31) eine Angabe c moglich, deren Gegenstand y 
kein 0 ist. UmfaBt nun der Sammelname A' aUe A und auBerdem nur 
c, der Sammelname 0' alle 0 und auBerdem nur y, so ist (Nr. 31) nach 
den A' eine Angabe c' moglich, deren Gegenstand y' kein 0' ist; c' ist 
spater als aUe A, y' ist kein 0, y' ist von y verschieden. Durch die 
Angaben c, c' sind also nach den A Dinge y, y' angegeben, die keine 
o sind. Dies kann beliebig fortgesetzt werden. 

§ 10. Kette von Geschehnissen. 

35. lch kehre zu dem Fall zurtick, daB es sich im Gegensatz 
zu § 9 - urn Geschehnisse beliebiger Art handelt. lch nehme also an, 
daB ich irgendwelche Geschehnisse erlebt habe und fUhre fUr diese den 
Sammelnamen A ein. Indem ich die A erlebte, entstanden in mir die 
Beobachtungen tiber das Folgen und das unmittelbare Folgen, tiber das 
Vorhergehen und das unmittelbare Vorhergehen. Aber auBerdem er
zeugen die Geschehnisse A in mir noch einen abschlieBenden Begriff, 
der sie zu einem Ganzen zusammenfaBt, zu einem Ding, das ich die 
Kette der Geschehnisse A nennen 1 und auch kurz mit ~ bezeichnen will. 

Die Kette ~ ist ein durch die Geschehnisse A vollkommen fest
gelegtes Ding; es konnte daher nur von "der" Kette der Geschehnisse 
A die Rede sein. 

36. Wenn auch S Sammelname ftir Geschehnisse ist und 58 die 
Kette der S, so entsteht die Frage, ob die Kette 58 mit ~ zusammen
fallen kann. Diese Frage muB ich dahin beantworten: Die Kette ~ ist 
einzig und aUein Kette der unter den Sammelnamen A faIlenden Ge
schehnisse; sie wird eine andere, wenn ich zu einem Sammelnamen 
tibergehe, der nicht wieder genau dieselben Geschehnisse bedeutet. Die 
Kette 58 fallt also mit der Kette ~ nur dann zusammen, wenn die 
Sammelnamen A und S "gleichbedeutend" sind (§ 2 Nr. 7). 

1 Statt des in § 3 De£. 5 der Grundlagen der Analysis gewahlten Wortes "Folge" 
wahle ich hier das Wort "Kette". Es schien ratsam, das Wort "Folge" fiir die mannig
fachen andern Zwecke vorzubehalten. 
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37. lndem ich die A als Bestandteile der Kette ~ bezeichne, bin 
ich hiernach berechtigt, die "die" Bestandteile von ~ zu nennen. Zum 
Namen A gesellt sich der Name "Bestandteil der Kette ~" als ein mit 
A gleichbedeutender Sammelname. 

Der Zusammenhang zwischen ~ und den A fUhrt noch zu andern 
Ausdrucksweisen. lch sage: Die Kette ~ besteht aus den Geschehnissen 
A (und nur diesen); die A (und nur sie) gehoren der Kette ~ an. 

38. Wenn 0(. und {J Geschehnisse A sind, jedoch kein A zwischen 
rx. und {J liegt, so heiBen sie in der Kette ~ benachbart. In der 
Kette ~ folgt dann entweder {J unmittelbar auf rx., oder 0(. unmittel
bar auf {J. 

Zu jedem 0(. kann ich ein benachbartes angeben. Zum ersten und 
letzten A kann ich nur ein benachbartes angeben; zu jedem andern A 
ist sowohl das nachstfruhere als auch das nachstspatere benachbart. 

39. Den Begriff "Kette der Geschehnisse A" erwerbe ich erst, wenn 
ich aIle A erlebt habe. Die Kette ~ ist demnach ein von den Gescheh
nissen A verschiedenes Ding. 

Die Kette I2\: ist uberhaupt kein Geschehnis. Wenn ich trotzdem 
beispielsweise von einem Geschehnis g spreche, das "spater als 12\:" ist, 
so solI das bedeuten, daB g spater ist als aIle A. 

lch kann S2{ zum Gegenstand einer Angabe machen. Einer solchen 
Angabe mussen aber aIle A vorangegangen sein. Also: Jede Angabe 
der Kette ist spater als jedes der Kette angehorige Geschehnis. 

40. 1st II Sammelname fUr ein Geschehnis rx.' und auBerdem nur 
noch fUr ein Geschehnis {J', so nenne ich die Kette ~ der Geschehnisse 
II eine Paarkette. In ~ ist entweder rx.' erster Bestandteil und {J' letz
ter, oder {J' erster und rx.' letzter (§ 4 Nr. 11). Zwischen rx.' und {J' liegt 
kein II (§ 6 Nr. 22); rx.' und {J' sind in ~ benachbart. 

Fallen die Geschehnisse II unter den Sammelnamen A, d. h. sind rx.' 

und {J' Geschehnisse A, so nenne ich die Kette ~ der II eine "Paar
kette aus 12\:". Dies soll auch gelten, wenn ~ mit ~ zusammenfallt, d. h. 
wenn der Name II gleichbedeutend mit dem Namen A ist (Nr. 36); 
dann und nur dann ist ~ die einzige Paarkette aus ~. 

§ 11. Rotten von Dingen. 
41. Wie in § 10 mogen Geschehnisse A vorliegen, jetzt aber nicht 

Geschehnisse beliebiger Art; vielmehr soll jedes A "Angabe eines Dinges" 
sein. Die A sind also jetzt Angaben von Dingen oder eines Dinges. 
Die Kette der A nenne ich wieder 12\:. 
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lch beschaftige mich bis auf weiteres nur mit dem Fall, daB die 
Gegenstande der Angaben A durchweg voneinander verschieden sind. 
Diesen Gegenstantlen erteile ich den Sammelnamen A. Die Kette m der 
Angaben A nenne ich eine Rotte!, und zwar eine Rotte der Dinge A. 

Die Kette m darf ich jetzt auch "die Rotte m der Dinge A" nennen, 
auch kurz: die Rotte m) aber nicht: "die" Rotte der Dinge A, weil -
wie in § 12 Nr. 47 und 48, allgemein in § 13 Nr. 58 dargelegt werden 
wird - ~{ nicht die einzige aus den Dingen A mogliche Rotte ist. 

42. Durch die Rotte m sind die Angaben A bestimmt (§ lO Nr. 36), 
durch diese die Dinge A (§ 2). lndem ich die A als Glieder der Rotte m 
bezeichne, bin ich hiernach berechtigt, sie "die" Glieder von m zu nennen 
(vgl. § 10 Nr. 37). Zum Namen m gesellt sich der Name "Glied der 
Rotte m" als ein mit A gleichbedeutender Sammelname. 

Statt: das Ding a ist ein Glied von m, sage ich auch: die Rotte m 
enthalt das Ding a, a ist in m enthalten, a kommt in m vor. Statt: 
a kommt in m nicht vor, sage ich auch: a fehlt in m. 

43. Sind a und b Glieder der Rotte m, so ist in m entweder die 
Angabe von a die friihere oder die Angabe von b. 1st die Angabe von 
a die friihere, so sage ich: a ist in m vor b angegeben, a geht in m vor 
b voran, a steht in m vor b, u. dgl. 

In derselben Weise iibertrage ich auf die Glieder der Rotte die Be
griffe: erstes, letztes, zwischen, nachstfolgend, nachstvorhergehend, be
nachbart. Das erste Glied heiBt auch Anfangsglied, das letzte Endglied. 
Die Rotte beginnt (fangt an) mit dem ersten, sie endet (schlieBt) mit dem 
letzten Glied. 

Anfangs- und Endglied nenne ich auf3ere Glieder, jedes andere Glied 
ein inneres. 

44. Den Begriff "Rotte m der Dinge A" erwerbe ich erst, wenn 
Angaben aller A erfolgt sind (§ 10 Nr. 39). Die Rotte mist demnach 
ein von den Dingen A verschiedenes Ding, sie enthalt nicht sich selbst. 

Die Rotte mist (§ 10 Nr. 39) kein Geschehnis, insbesondere keine 
Angabe. lch kann m selbst zum Gegenstand einer Angabe machen; einer 
solchen Angabe miissen aber Angaben aller Glieder von m vorangegangen 
Seln. 

45. Wie in § 10 Nr. 40 sei I.l5 eine Paarkette, die aus Geschehnissen 
!x' und f3' besteht; diese Geschehnisse sollen aber jetzt Angaben sein, a' 
der Gegenstand von !X', b' der von f3', a' von b' verschieden. Dann ist 

1 Statt des in § 3 De£. 6 der Grundlagen der Analysis gewahlten Wortes "Reihe" 
wahle ich hier das Wort "Rotte", urn zu den verschiedenen tiblichen Bedeutungen des 
Wortes "Reihe" nicht noch eine neue hinzuzuftigen. 
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$ eine "Rotte"; ich nenne $ eine Paarrotte. In der Paarrotte sind a' 
und b' benachbart, und zwar ist entweder a' erstes Glied und b' letztes, 
oder b' erstes und a' letztes. 

1st die Paarrotte $ eine Paarkette aus 5}{ (§ 10 Nr.40), so nenne 
ich sie eine "Paarrotte aus 51(". Paarrotte aus $ ist nur $ selbst. 

In 5}{ benachbarte Glieder sind die Glieder einer und nur einer Paar
rotte aus 5}{; eine solche Paarrotte nenne ich eine "N achbarrotte aus 5}{". 

Nachbarrotte aus einer Paarrotte ist nur die Paarrotte selbst. 

§ 12. Nachbarrotten. 
46. Es sei IX eine Angabe des Dinges a, fJ eine spatere Angabe des 

von a verschiedenen Dinges b; die aus den Geschehnissen IX und fJ be
stehende Kette heiBe ~. Dann ist ~ eine Paarrotte aus a und b, und 
zwar eine mit a beginnende. 

Nach fJ gebe ich a abermals an (§ 9 Nr. 32), durch eine Angabe IX'; 

nach IX' gebe ich b abermals an durch eine Angabe fJ'. Die Kette aus 
fJ, IX' heiBe ~o, die Kette aus IX', fJ' heiBe ~'. Wie ~ sind ~o und ~' 
Paarrotten aus a und b; aber wahrelld ~' mit a beginnt, wie ~, beginnt 
~o mit b. Das Bilden solcher Paarrotten kann beliebig fortgesetzt werden. 

47. Ich habe hier ffir den allereinfachsten Fall verschiedene Rotten 
erhalten, die genau dieselben Glieder besitzen; vgl. § 11 Nr.41. Dabei 
zeigte sich ein Unterschied, der zur Einfiihrung eines neuen Begriffs ver
anlaBt: Jede Paarrotte, deren Glieder die Glieder der Paarrotte ~ sind, 
und die mit dcm Anfangsglied von ~ beginnt, nenne ich mit ~ konform. 

Jede Paarrotte ist mit sich selbst konform. 1st eine Paarrotte mit 
einer anderen konform, so gilt auch das Umgekehrte. Paarrotten, die 
mit einer Paarrotte konform sind, sind unter sich konform. 

Die Paarrotten ~ und ~o in Nr. 46 sind nicht konform, ebensowenig 
~' und ~o, das Anfangsglied von ~ und ~' ist Endglied von ~o und 
umgekehrt. Eine Paarrotte, die mit dem Endglied einer anderen Paar
rotte beginnt und mit ihrem Anfangsglied endigt, heiBt eine U mkehrung 
der andern; auch dies ist gegenseitig. Die Umkehrungen einer Paarrotte 
sind die mit ihr nicht konformen Paarrotten derselben Dinge. 

48. Nach den Angaben IX und fJ kann ich (§ 9 Nr.31) ein von a 

und b verschiedenes Ding c angeben, durch eine Angabe y. Ich erhalte 
dadurch eine Kette @:, die eine Rotte der Dinge a, b, c ist. Nach y gebe 
ich a abermals an, durch eine Angabe IX"; nach IX" gebe ich b abermals 
an, durch eine Angabe fJ"; nach fJ" gebe ich c abermals an, durch eine 
Angabe y'. Ich nenne @:o die Kette aus fJ, y, IX"; @:1 die aus y, IX", fJ" : 
@:' die aus IX", fJ", y'. 
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Die Ketten (£0' (£1' (£' sind Rotten, die genau diesel ben Glieder haben 
wie (£. Das Bilden solcher Rotten aus a, b, c kann belie big fortgesetzt 
werden. Wie in Nr. 47 habe ich verschiedene Rotten derselben Dinge 
VOl' mil'; ich verweise wieder auf § 11 Nr.41. 

Anmerkung. Die hier mit rx." bezeichnete Angabe von a folgt auf y, 
mithin auch auf {3. Nun habe ich schon in Nr. 46 eine auf {3 folgende 
Angabe rx.' von a eingefuhrt; es ist also sehr wohl moglich, daB das Ge
schehnis rx." gar kein anderes ist, als das schon mit dem Namen rx.' be
legte, daB also rx.' und rx." "gleichbedeutende" Eigennamen sind. Hier 
erweist sich die Zulassung verschiedener Eigennamen fUr dasselbe Ding 
gemaB § 1 Nr.3 als zweckmaBig; sie uberhebt mich in Nr. 48, wo ich 
auf y eine Angabe von a folgen lasse, del' Notwendigkeit, den Fall, wo 
diese Angabe mit rx.' zusammenfallt, vom gegenteiligen Fall durch die 
Bezeichnungsweise zu unterscheiden. Weitere Verwicklung wurde in 
Nr. 48 entstehen, wenn ich in bezug auf {3" wieder eine Unterscheidung 
machen muBte. Dazu kame in Nr. 50 die Moglichkeit, daB ~' mit m 
zusammenfallt. 

49. Die Paarkette m del' Geschehnisse rx., {3 ist eine Paarrotte aus (£, 

deren Glieder a, b in (£ benachbart sind; eine solche Paarrotte mist eine 
Nachbarrotte aus (£ (§ 11 Nr. 45). 

AuBel' m kann ich nul' noch eine Nachbarrotte aus (£ entnehmen: 
die Paarkette 0, del' Geschehnisse {3, y; ihre Glieder sind b, c. AuBerdem 
kann ich aus (£ nul' noch eine Paarrotte entnehmen, die Paarkette del' 
Geschehnisse rx., y; diese ist jedoch keine Nachbarrotte. 

Nachbarrotte einer Paarrotte ist nur sie selbst (§ 11 Nr. 45). 

50. Wie ich aus (£ die Nachbarrotten m und 0, erhielt, so erhalte ich 
Nachbarrotten 0, und 0,0 aus (£0: 0,0 und 0,1 aus (£1; ~' und 0,' aus (£'. 

Abel' nul' aus (£ und (£' kann ich lauter konforme Nachbarrotten ent
nehmen: m und ~', 0, und 0,'. Dagegen ist zwar 0, konform mit sich 
selbst, abel' 0,0 nicht mit m; 0,1 mit m, abel' 0,0 nicht mit o,. 

1st jede Nachbarrotte aus einer Rotte ?Ji del' Dinge a, b, c konform 
mit einer Nachbarrotte aus (£, so nenne ich die Rotte ?Ji konform mit (£. 

Diese Beziehung ist gegenseitig. Jede Rotte del' Dinge a, b, c ist mit 
sich selbst konform. Rotten del' Dinge a, b, c, die mit einer Rotte kon
form sind, sind unter sich konform. 

Hiernach sind die Rotten (£ und (£' konform. Dagegen sind nicht 
konform: (£ und (£0' (£ und (£1' (£0 und (£1; schon deshalb sind nicht 
konform: (£0 und (£', (£1 und (£'. 

51. Nach del' Rotte m konnte ich eine konforme Rotte m' bilden. 
Ebenso wird nach mo eine mit mo konforme Rotte m~ moglich sein; 
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m~ ist dann - wie m' - spater als m, aber nieht mit m konform, weil 
sonst m und mo konform sein miiBten. Also: 

Naeh der Rotte m kann ieh sowohl konforme, als aueh nieht kon
forme Rotten derselben Dinge a, b bilden. 

Naeh der Rotte ~ konnte ieh eine konforme Rotte ~' bilden. Ebenso 
wird z. B. naeh ~o eine mit ~o konforme Rotte ~~ moglieh sein; ~~ ist 
dann - wie ~' - spater als ~, aber nieht mit ~ konform, weil sonst 
~ und ~o konform sein miiBten. Also: 

Naeh der Rotte ~ kann ieh sowohl konforme, als aueh nieht kon
forme Rotten derselben Dinge a, b, c bilden. 

§ 13. Abschreiten einer Rotte. 

52. Die Rotte ~ des § 12 enthielt als Glieder die Dinge a, b, c und 
nur diese; die Rotte beginnt mit a, darauf folgt b, darauf c. Naeh der 
Rotte ~ konnte ieh aus a, b, c eine mit ~ konforme Rotte (f' bilden, 
indem ieh das in ~ erste Glied a noehmals angab, naeh a das in ~ naehst
folgende b, naeh b das in (f naehstfolgende c. Das Angeben von b naeh a 
kann ieh einen "Ubergang von a zu b" nennen. leh kann also sagen: 
leh habe a noehmals angegeben und bin von jedem noehmals an
gegebenen Glied der Rotte ~, das nieht letztes ist, zum naehstfolgenden 
iibergegangen. 

Die Rotte ~ sehloB sieh unmittelbar an die Rotte allereinfaehster 
Art an, namlieh an die Paarrotte m des § 12. Aueh naeh m konnte ieh 
eine konforme Rotte m' bilden, indem ieh a noehmals angab und von a 

zu b "iiberging". 

53. Die Kette von Gesehehnissen, die hierbei das eine Mal naeh der 
Rotte m, das andre Mal naeh der Rotte ~ ablauft, laBt sieh fiir beide 
Rotten dureh dieselben Worte besehreiben: leh gebe das erste Glied der 
Rotte noehmals an und gehe von jedem noehmals angegebenen Glied, das 
nieht letztes ist, zum naehstfolgenden iiber. 

Derartige Ketten von Gesehehnissen kann ieh immer wieder erzeugen. 
leh will das Erzeugen einer derartigen Kette ein Abschreiten der Rotte m 
oder ~ nennen. Fiir die Rotten der einfaehsten Art, wie die hier be
nutzten, ist das Absehreiten allemal moglieh, und zwar fiihrt es zu allen 
Gliedern der urs.priingliehen Rotte, indem es diese Glieder zu einer mit 
der urspriingliehen Rotte konformen Rotte verbindet. 

54. Lasse ieh auf ~ eine Angabe eines von a, b, c versehiedenen 
Dinges d folgen, so erhalte ieh eine Rotte ~ der Dinge a, b, c, d. lndem 
ieh die in § 12 an der Rotte ~ angestellte Betraehtung der Rotte ~ an-
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passe, finde ich, daB auch fUr'Il das :,Abschreiten" moglich ist, und daB 
es wieder den in Nr. 53 geschilderten Erfolg hat. 

1ch kann ein von a, b, c, d verschiedenes Ding e hinzunehmen und 
fur die so erweiterte Rotte zum gleichen Ergebnis gelangen. Aber wenn 
ich auf diesem Wege, von Rotte zu Rotte fortschreitend, die obige Er
scheinung immer wieder bestatigt finde, so kann ich doch auf diesem 
Wege niemals einen AbschluB erreichen; ob das, was ich fUr die durch
gepriiften FaIle beweisen konnte, fur aIle andern FaIle ebenfalls gelten 
muB, bleibt eine offene Frage. 

55. Wenn ich die eben gestellte Frage bejahe, so hat diese Ent
scheidung nur den besonders in § 3 Nr. 10 und § 4 Nr. 12 erorterten 
Sinn. Wie bei gewissen zuruckliegenden Gelegenheiten, halte ich mich 
hier zu einer Verallgemeinerung berechtigt. Diese lautet: 

1st 52{ irgendeine Rotte, so kann ich nach 52{ das erste Glied von 52{ 

nochmals angeben und von jedem nochmals angegebenen Glied, das nicht 
letztes ist, zu dem in 52{ nachstfolgenden iibergehen; ich erhalte dadurch 
eine Rotte 52{', deren Glieder diesel ben sind, wie die der Rotte 52{, und 
deren Nachbarrotten konform sind mit den Nachbarrotten aus 52{. Also, 
wenn ich das Wort "Abschreiten" jetzt allgemein anwende: 

1st 52{ irgendeine Rotte, so ist es nach 52{ moglich, 52{ abzuschreiten. 
Das Abschreiten liefert aIle Glieder von 52{, und zwar als Glieder einer 
neuen Rotte 52{'. Die Nachbarrotten aus 52{' sind konform mit denen 
aus 52{. 

56. Wenn ich ein Wort niederschreibe, das aus lauter verschiedenen 
Buchstaben besteht, so bilde ich eine Rotte, deren Glieder Buchstaben 
sind. Indem ich die Niederschrift lese, schreite ich diese Rotte ab; ich 
gehe an das Lesen in der GewiBheit, daB das Abschreiten moglich ist 
und mir das Wort wieder liefert. Entsprechendes gilt fur den Satz, fUr 
das Buch. Unbedenklich bin ich bereit, diese Zuversicht auf die Bucherei 
auszudehnen, wie groB ihr Umfang auch sein mag. Mit Zeit brauche ich 
als der in § 1 Nr. 1 vorausgesetzte Mensch nicht zu sparen. 

DaB in dieser Zuversicht die Anerkennung eines besonderen Satzes, 
eines Satzes von unabsehbarerTragweite liegt, dringt dem "gewohnlichen" 
Denken kaum ins BewuBtsein. Der Satz der Nr. 55 ist wieder einer der 
"selbstverstandlichen" Satze, deren Wichtigkeit erst zutage tritt, wenn 
man daran geht, die alltaglichen SchluBweisen zu restlos stichhaltigen zu 
erheben. Vgl. § 4 Nr. 13 und § 5 Nr. 16. 

57. Den in § 12 fur die einfachsten FaIle eingefuhrten Begriff "kon
form" dad ich jetzt auf beliebige Rotten ausdehnen. 1st jede Nachbar
rotte aus einer Rotte 6 konform mit einer Nachbarrotte aus der Rotte 52{, 

so nenne ich 6 konform mit 52{. Diese Beziehung ist gegenseitig. Jede 
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Rotte ist sieh selbst konform. Rotten, die mit einer Rotte konform sind, 
sind unter sieh konform. 

Hiernach sind die Rotten 2{ und 2{' in Nr. 55 konform. Also: Nach 
jeder Rotte kann ieh eine konforme Rotte bilden. 

58. In § 12 Nr. 48 hatte ieh auf y irgendein Gesehehnis e folgen 
lassen diirfen, auf e erst eine neue Angabe ct.' von a, und dann wieder 
alles wie a. a. O. Dieses Verfahren kann ieh auf beliebige Rotten aus
dehnen. Also: Folgt auf 2{ ein Gesehehnis e, so ist aueh naeh e eine mit 
2{ konforme Rotte moglieh. 

Aueh die Betraehtung in § 12 Nr. 51 kann ieh auf beliebige Rotten 
ausdehnen: Naeh jeder Rotte kann ieh aus denselben Dingen sowohl kon
forme als aueh nieht konforme Rotten bilden. 

SehlieBlieh: Folgt auf 2{ ein Gesehehnis e, so sind aueh naeh e so
wohl mit 2{ konforme, als aueh mit 2{ nieht konforme Rotten aus den 
Gliedern von 2{ moglieh. 

§ 14. Anwendung auf Sammelnamen. 
59. Wenn ieh auf ein Blatt versehiedene Worter sehreibe, so werden 

diese Worter dadureh "angegebene Dinge", und ieh kann ihnen einen 
Sammelnamen erteilen (§ 2 Nr. 6). Das gesehieht schon, wenn ieh von 
ihnen als den "auf dem Blatt stehenden Wortern" spreehe. Uberdies habe 
ieh dadureh, daB ieh sie auf das Blatt sehrieb, aus ihnen eine "Rotte" 
gebildet. 

Wenn ieh nun irgendeinem Wort begegne, so kann ieh fragen, ob 
das Wort eines von denen ist, die auf dem Blatt stehen. Urn dies zu 
ermitteln, werde ieh die erwahnte Rotte "absehreiten" und bei jedem 
Glied feststellen, ob es das gesuehte Wort ist oder nieht. Ieh tue das 
in der Uberzeugung, daB ieh naeh dem Absehreiten das Urteil dariiber 
besitzen werde, ob das Wort auf dem Blatt vorkommt oder nieht. 

60. Urn diesen Vorgang in seiner allgemeinen Bedeutung darzustellen, 
wende ieh mieh wieder zur Rotte 2{ der Dinge A aus den §§ 11 und 13 
und fiihre auBerdem ein Ding k ein. Dann entsteht die Frage, ob das 
Ding k unter den Sammelnamen A falIt oder nieht; siehe z. B. § 9 Nr. 31. 

Weitergehend: AuBer der Rotte 2{ der Dinge A sei eine Rotte ~ 
der Dinge F eingefiihrt; dann entsteht die Frage, ob unter den Sammel
namen A aueh ein Ding F fallt oder nieht, und im Fall der Bejahung, 
ob nur ein einziges Fund welches, oder mehrere Fund welehe. Siehe 
z. B. § 9 Nr.20. 

Die Behandlung der weitergehenden Frage setzt die der engeren 
voraus. Die der engeren setzt voraus, daB mir immer, wenn Eigennamen 
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k und k' vorliegen, bekannt ist, ob diese Eigennamen dasselbe Ding be
deuten oder nicht; nach § 1 Nr.3 in Verbindung mit Nr. 1 ist diesc 
Voraussetzung erfullt. 

Der "Besitzer" des Namens k (§ 1 Nr. 2) gilt als festgelegt in Ab
satz 1. Vom Namen r dagegen, den ich auBerdem einfUhre, soIl nur fest
gehalten werden, daB r Eigenname eines Dinges ist, ohne daB ich ein 
"Ding des Namens r" schon von vornherein bestimme. 

61. Fur jede besondere Bestimmung kann ich beurteilen, ob der 
Name r gleichbedeutend ist mit dem Namen k; das Urteil hieruber be
zeichne ich mit Ur. Um eine sole he Bezeichnung in einem besonderen 
Fall benutzen zu konnen, muB ich an die Stelle von r den Eigennamen 
des besonderen Dinges eintragen. So komme ich zu bestimmten Urteilen, 
z. B. Ue> Ut , wenn - ahnlich wie in § 7 Nr.23 - e irgendein Glied 
der Rotte ~, nicht das letzte, und t das nachstfolgende bedeutet. 

Ich gebe nun nach ~ das in ~ erste Glied a nochmals an und lasse 
das Urteil Ua folgen, dann das in ~ nachstfolgende Glied zu a; auf jedes 
nochmals angegebene Glied e von ~( lasse ich Ue folgen und gehe dann 
zu fund Ut uber. Dadurch erhalte ich alle Glieder von ~{ und das Ur
teil uber jedes. Am Ende dieses Hergangs oder schon wahrend desselben 
erfahre ich, ob das Ding k zu den Dingen A gehort oder nicht. Die Ent
scheidbarkeit der Frage, ob das Ding k unter den Sammelnamen A fallt 
oder nicht, beruht also auf dem Satz: 

Wenn ich eine Rotte der Dinge A abschreite und fur jedes dabei 
angegebene Glied beurteile, ob es von k verschieden ist oder nicht, so 
erhalte ich die Urteile uber aIle Glieder der Rotte und damit das Urteil 
daruber, ob k zu den Dingen A gehort oder nicht. 

62. Welches Ding Besitzer des Eigennamens r sein soIl, wurde nicht 
von vornherein bestimmt (Nr. 60). Fur jede besondere Bestimmung 
verstehe ich jetzt zu beurteilen, ob das Ding des Namens r zu den 
Dingen A gehort oder nicht (Nr. 61); das Urteil hieruber bezeichne ich 
mit Yr. 

Nunmehr wende ich mich zu der Frage, die in Nr.60 die weiter
gehende war. Der Gedankengang der Nr. 61 laBt sich auf die Rotte ty 
der Dinge Fund das Urteil Vr ubertragen und fuhrt zu dem Satz: 

Wenn ich eine Rotte der Dinge F abschreite und fUr jedes dabei 
angegebene Glied beurteile, ob es zu den Dingen A gehort oder nicht, so 
erhalte ich die Urteile uber aIle Glieder und damit das Urteil daruber, 
ob unter den Sammelnamen A auch ein Ding F fallt oder nicht, und 
im Fall der Bejahung, ob nur ein einziges Fund welches, ob mehrere F 
und welche. 

Mittels dieses Satzes ist auch entscheidbar, ob aIle F Dinge A sind 
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ob aIle A Dinge F sind, ob die Sammelnamen A und F gleichbedeu
tend sind. 

63. Auch die Satze in Nr. 61 und 62 gehoren zu den allerwesent
lichsten Voraussetzungen, auf die sich das Denken zu stiitzen gewohnt ist. 
Gerade deshalb werden sie dem !,gewohnlichen" Denken kaum als beson
dere Satze bewuBt. Sie diidten fiir "selbstverstandliche" ausgegeben und 
als solche ohne weiteres den friiheren angereiht werden. Das braucht 
jedoch nicht zu geschehen. 1m Besitz des in § 13 Nr.55 aufgestellten 
Satzes kann vielmehr der Satz der Nr. 61 und dann auch der der Nr. 62 
als Folgerung dargestellt werden. 

§ 15. Beweis durch Abschreiten. 

64. Wie im vorstehenden bezeichne ich wieder mit & eine Rotte, 
fiir deren Glieder der Sammelname A gilt, mit e irgendein Glied, nicht 
das letzte, mit t das nachstfolgende. Die Rotte ist eine Kette von An
gaben, also von Geschehnissen; ich will jetzt ein der Kette nicht an
gehoriges Geschehnis r einfiihren. Wenn ich noch den Namen r einfiihre, 
wie in § 14, jedoch jetzt mit der MaBgabe, daB der Besitzer des Namens r 
jedenfalls ein Ding A sein solI, so entsteht die Frage, ob die in & auf
tretende Angabe von rein spateres Geschehnis als r ist oder nicht. 1st 
sie ein spateres, so will ich diese Aussage iiber das Ding r mit H r be
zeichnen. 

Auf Grund von § 4 Nr. 11 kann ich nun behaupten: Wenn die An
gabe von e in ~l spater ist als r, so ist die Angabe von t in & ebenfalls 
spater als r. M. a. W.: Gilt die Aussage H., so gilt auch die Aussage H f. 
Wenn ich also die Rotte & abschreite und ein Glied treffe, fiir das die 
Aussage H r gilt, so gilt sie auch fiir das nachstfolgende Glied. 

65. Es sei jetzt Kr irgendeine Aussage der eben geschilderten Art, 
so daB ich behaupten dad: Gilt die Aussage K., so gilt auch die Aus
sage K f • Dann wird - immer fiir den Fall, daB Kr fiir ein Glied von ~, 
das nicht letztes ist, gilt - die Aussage Kr sich in & auf das nachst
folgende Glied iibertragen, von da auf das dann nachstfolgende, und man 
mag geneigt sein, ohne weiteres anzunehmen, daB man so bis zum letzten 
Glied gelangt. Bei naherem Zusehen liegt hierin wieder eine neue Er
scheinung von grundlegender Bedeutung, eine Erscheinung jedoch, die ich 
nicht als selbstandige neue hinzustellen brauche, sondern aus dem 
friiheren ableiten kann. 

Besonders wichtig ist der Fall, wo Kr schon fiir das erste Glied a 
von & gilt. Wahrend des Abschreitens von & dad ich dann bei der An
gabe von a die Giiltigkeit von Kr fiir a aussprechen, die Giiltigkeit dann 
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auf das zu a nachstfolgende Glied iibertragen und dies fortsetzen. Wegen 
dieser Moglichkeit will ich die in Absatz 1 eingefuhrte Aussage K r , mag 
sie fur a gelten oder nicht, eine in der Rotte ~ absckreitbare Aussage 
nennen. 

66. Die Aussage Hr in Nr. 64 ist demnach eine in ~ abschreitbare. 
Fiir sie wiirde das in Nr. 65 Angedeutete sich tatsachlich aus friiheren 
Satzen ergeben, namlich daB die Giiltigkeit von Hn wenn sie bei einem 
gewissen Glied von ~ beginnt, sich von da bis zum letzten Glied aus
dehnen lieBe; denn wenn die Angabe von e in ~ spater ist als r, so sind 
die Angaben aller auf e folgenden Glieder ebemalls spater als r. Und 
wenn die Giiltigkeit von H r schon fur a zutreffen sollte, so wiirde sie 
uberhaupt fiir jedes Glied von ~ zutre££en. 

Was so an der Aussage Hr beobachtet wird, laBt sich zu einer all
gemeinen Erscheinung erheben: 

Gilt eine Aussage Kr fiir das erste Glied a einer Rotte ~, und ist 
die Aussage abschreitbar in ~, so gilt sie fiir jedes Glied der Rotte. 

67. Urn diesen Satz aus friiherem abzuleiten (siehe Nr. 65), verfahre 
ich folgendermaBen: Nach ~ kann ich a angeben und die Aussage Ka als 
eine gultige hinstellen. Von da gehe ich zu dem in ~ auf a unmittelbar 
folgenden Glied b iiber und folgere K b • Nun kann ich jedesmal, wenn 
ich fur ein Glied e die Folgerung K. erlangt habe, zu f iibergehen und 
K, folgern. Hierbei wird aber nach § 13 Nr. 55 die Rotte ~ abgeschritten 
und also jedes Glied von ~ angegeben; hinter jedem erscheint die darauf 
bezugliche Folgerung K r• 

Wird eine Aussage mittels des Satzes der Nr.66 bewiesen, so will 
ich den Beweis einen Beweis durck Absckreiten nennen. Die gebrauch
liche Bezeichnung ist: Beweis durch vollstandige Induktion; doch hat da
bei das Wort "Induktion" nicht die sonst iibliche Bedeutung, die einen 
Gegensatz zur "Deduktion" ausdruckt. 

§ 16. Sammlung von Dingen. 

68. Ich gehe wieder, wie bei friiheren Gelegenheiten, von der An
nahme aus, daB Dinge a, b, c angegeben sind, durch Angaben oc, fJ, y, 
stelle mir aber jetzt zunachst vor, daB es greifbare Dinge sind, die ich 
in einen Behalter bringen kann. Die Dinge a, b, c werden dadurch, daB 
sie - und nur sie - in dem Behalter aufbewahrt werden, zu einer 
"Sammlung"l vereinigt. 

1 In den Grundlagen der Analysis habe ich in den §§ 9 und 33 den Begriff "Menge" 
definiert. Fin' die Menge im Sinn des dortigen § 9, d. i. die Menge von angegebenen 
Dingen benutze ich jetzt das Wort "Sammlung". 

Pasch, Zahlbegriff. 3 
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Die Kette der Angaben ex, f3, y ist eine Rotte ~ der Dinge a, b, c. 
Ich kann aber nach Belieben weitere Rotten dieser Dinge bilden, sowohl 
mit ~ konforme als auch nicht konforme (§ 12 Nr.51). Jede solche 
Rotte fiihrt zu derselben "Sammlung"; die Sammlung ist durch jede ein
zelne dieser Rotten bestimmt. Ich kann ihr einen Eigennamen G erteilen. 

69. Einen Sammelnamen kann ich nur ftir "angegebene" Dinge ein
ftihren (§ 2 Nr. 6). Ebenso wird der Begriff einer "Sammlung" erst ge
wonnen, nachdem Dinge einzeln angegeben, also in eine "Rotte" gebracht 
sind. Zwar kommt es vor, daB mir etwas urspriinglich als ein "Ganzes" 
erscheint und sich erst hinterher in einzelne Dinge zerlegt. Aber erst 
wenn ich diese einzelnen Dinge - hier a, b, c - erkannt habe, erwerbe 
ich den deutlichen Begriff des Dinges G, das die "Sammlung der Dinge 
a, b, c" ist. Vgl. § lO Nr.39, § 11 Nr. 44. ~ 

Das Ding Gist von den Dingen a, b, c verschieden. Dies liegt schon 
darin, daB Gerst angegeben werden kann, wenn Angaben der Dinge a, b, c 
vorliegen. 

70. In Nr. 68 stellte ich mir vor, daB die Dinge a, b, c in einen 
Behalter gelegt waren. Ich kann sie nun einzeln herausnehmen und sie 
dadurch in eine von ij; verschiedene Rotte bringen; indem ich sie einzeln 
wieder zUrUcklege, bringe ich sie abermals in eine neue Rotte. Ging in ~ 
etwa a vor b voran, so kann ich dies in einer neuen Rotte andern; aber 
das Ding G, die Sammlung, wird dadurch kein anderes. 

Wenn ich von den Dingen a, b, c sagte, daB sie (und nur sie) in 
der Rotte ~ enthalten sind, so sage ich jetzt auBerdem: a, b, c (und 
nur sie) sind in der Sammlung G enthalten. Wenn ich aber daraufhin, 
daB a und b in einer gewissen Rotte enthalten sind, sagen durfte: a ist 
in der Rotte frtiher als b, oder: a ist in der Rotte spater als b, so kann 
ich darauf, daB a und b in der Sammlung G enthalten sind, entsprechende 
Aussagen nicht griinden. 

Hierin liegt schon, daB die Sammlung G keine Rotte der a, b, c ist. 
Die Sammlung ist tiberhaupt keine Kette, auch kein Geschehnis. Siehe 
unten § 18 Nr. 77. 

71. Unter den hier betrachteten einfachen Fall kann ich, wie in 
§ 6 Nr. 22, noch hinuntergehen und mich auf Dinge a, b beschranken, 
die zunachst wieder greifbare Dinge sein sollen. Ich kann dann von der 
"Sammlung der Dinge a und b" sprechen. Eine solche Sammlung heiBt 
ein Paar. Die Sammlung der Dinge a und b heiBt: Das Paar aus a und b 
(oder: Das Paar aus b und a; vgl. § 6, Nr. 18 Abs. 4). 

Um von diesen einfachsten Fallen zu beliebigen aufsteigen zu konnen, 
gebe ich vor allem die Voraussetzung greifbarer Dinge auf. Es sei also 
wieder m: irgendeine Rotte, A der Sammelname ftir ihre Glieder. Dann 
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fiihre ich als "Sammlung der Dinge A" ein Ding M durch folgende Be
stimmung ein: 

Von den Dingen A, die in der Rotte 2{ enthalten sind, wird auch 
gesagt, daB sie "in dem Ding M enthalten" sind, und zwar mit der MaB
gabe, daB vom "Ding M" zunachst in keinem andern Zusammenhang 
gesprochen werden darf. 

Hierdurch wird nicht ausgeschlossen, daB das Ding M spaterhin noch 
in andern Zusammenhang gebracht werden darf. Jedoch muB dann vor
her eine besondere Unterlage dafiir geschaffen werden. Siehe unten § 18. 

§ 17. Implizite Definition 1. 

72. Als in § 11 Nr. 41 der Name "die Rotte 2{ der Dinge A" defi
niert wurde, besaB das Ding, dem dieser Name zukommen soUte, bereits 
einen Namen: die Kette 2{ der Geschehnisse A, die Angaben von lauter 
verschiedenen Dingen, den Dingen A, waren. Durch die Definition ist nur 
erreicht worden, daB die Kette der erwiihnten besonderen Art einen be
sonderen Namen besitzt und sich dadurch deutlich von den Ketten 
anderer Art abhebt. 

Anders lag die Sache, als in § 10 Nr. 35 der Name "die Kette der 
Geschehnisse A" eingefiihrt wurde. Fur das Ding, dem dieser Name zu
kommen soUte, war noch kein Name vorhanden; die Einfiihrung des 
Namens war der unmittelbare AbschluB eines inneren Hergangs, der das 
Ding erzeugt. Der Name "Kette" wurde demnach nicht definiert; der 
Begriff der Kette wurde als ein urspriinglicher Begriff, als ein Kernbegriff 
eingefiihrt. 

73. Die "Sammlung M der Dinge A" in § 16 Nr. 71 habe ich nicht 
als Kernbegriff eingefiihrt, sondern durch Vermittlung anderer Begriffe, 
jedoch nicht in der Weise, wie den Begriff der Rotte gemiW Nr. 72. Die 
daruber, wie der Eigenname M angewendet werden soU, getroffene Be
stimmung dient als Definition; sie bezieht sich aber nicht auf ein Ding, 
das ich auch ohne die Definition - obwohl dann weniger zweckmiWig -
benennen kann. Vielmehr sagt die Definition bloB, in welchen Aussagen 
vom "Ding M" gesprochen werden darf, und was solche Aussagen bedeu
ten. Wenn namlich r irgendein Ding ist, so darf ich sagen: Das Ding r ist 
in dem Ding M enthalten oder nicht enthalten, und das bedeutet: Das 
Ding r ist ein Ding A oder nicht ein Ding A. 

Eine Definition, wie hier die eines Eigennamens M, will mir nur die 
Berechtigung schaffen, mich so auszudrucken, als ware M Eigenname 

1 Siehe hierzu und zu § 18: Annalen der Philosophie, 2, Heft 2, 1920, S. 145ff. 

3* 
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eines Dinges, sagt mir aber sonst nichts uber ein "Ding M". Ich habe 
derartige Definitionen implizite Definitionen genannt. 

74. Die Definition von M kommt darauf hinaus, daB die Bezeich
nung "Ding mit dem Sammelnamen A" sich decken soIl mit der Bezeich
nung "in M enthaltenes Ding". In andere Zusammenhange, als die durch 
die Bezeichnung "in M enthaltenes Ding" begrundeten, solI M nicht ein
gehen. Es entsteht daher keine Gefahr fur die Richtigkeit von SchluB
folgerungen. Ich kann jederzeit M wieder abwerfen. Die Benutzung des 
Namens M geschieht allemal nur mittels der Satze: 

1st rein Ding A, so ist r im Ding M enthalten. 1st r im Ding M 
enthalten, so ist rein Ding A. 

1m. Gegensatz zu den impliziten Definitionen nenne ich die von der 
gewohnlichen Art explizite Definitionen. Eine solche ist etwa die folgende : 
Den Dingen, die unter den Sammelnamen D fallen und iiberdies die Eigen
schaft E haben, wird der Sammelname K erteilt; wobei vorausgesetzt 
wird, daB die Definition sinnvoll ist. Auch die explizite Definition wird 
durch Satze vertreten, die vorliegende Definition des Sammelnamens K 
durch folgende Satze: 

Wenn rein Ding D ist und die Eigenschaft E hat, so ist rein Ding K. 
1st rein Ding K, so ist rein Ding D und hat die Eigenschaft E. 

§ 18. Wirkungen del' impliziten Definition. 
75. Die Definition von M in § 16 Nr. 71 berechtigte zuniichst nur 

in gewissem Zusammenhang, vom "Ding M" zu sprechen. Diese Berech
tigung laBt sich aber erweitern. 

Vor allem darf ich gestatten, daB dem "Ding M" noch andere Eigen
namen erteilt werden, z. B. M'. Dies kommt nur darauf hinaus, daB die 
Bezeichnung "in M enthaltenes Ding" sich decken soIl mit der Bezeich
nung "in )W' enthaltenes Ding". 

Ich darf iiberdies einen Eigennamen N dadurch definieren, daB "Ding 
mit dem Sammelnamen A" sich decken solI mit "in N enthaltenes Ding". 
Dann deckt sich "in M enthalten" mit "in N enthalten"; ich darf daher 
die Namen M und N wie Eigennamen eines und desselben Dinges be
handeln. Folglich darf ich sagen, daB durch die Definition in § 16 Nr. 71 
nur "ein einziges Ding" eingefiihrt wird. Ich nenne dieses die Sammlung 
der Dinge A; die Dinge A, die in M enthaltenen Dinge, nenne ich die 
Stucke der Sammlung. 

76. Sodann darf ich, , an § 2 Nr. 4 und 5 ankniipfend, vom "An
geben" auch auf Grund der impliziten Definition sprechen, namlich vom 
Angeben des "Dinges M" mittels eines Eigennamens. Die Angabe ist 
nach wie vor ein Geschehnis. 
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Daran schlieBt sich die Ubertragung dessen, was in § 2 Nr. 6 und 7 

uber Sammelnamen gesagt ist. Die §§ 3 bis 8 handeln nur von Gescheh
nissen und werden daher von der Neuerung nicht betroffen, ausgenommen 
die Behauptung in § 3 Nr. 10, die ich jetzt folgendermaBen fasse: Nach 
irgendwelchen Angaben irgendwelcher Dinge 0 werde ich imstande sein, 
ohne implizite Definition ein Ding anzugeben, das nicht unter den Sammel
namen 0 faUt. Derselbe Zusatz ist in § 9 Nr. 31 Abs. 2, Nr. 34 Abs. 1 
anzubringen. 

77. Eine Aussage, wonach das Ding M fruher oder spater ist als 
ein gewisses Geschehnis, wird durch die Definition von M ausgeschlossen. 
Auch bietet sich keine geeignete Handhabe, eine solche Moglichkeit zu 
schaffen. lch kann die" Sammlung" nicht zu den" Geschehnissen" rechnen. 

Dasselbe gilt von einer etwaigen Aussage, durch die Geschehnisse als 
"im Ding M benachbart" hingesteUt wurden. lch kann die "Sammlung" 
nicht zu den "Ketten" rechnen, mithin auch nicht zu den "Rotten". 

1m iibrigen ist zu den §§ 10 bis 15 nichts zu bemerken. Nur ist in 
§ 14 Nr. 60 Abs. 3 jetzt auch auf Nr. 75 zu verweisen. 

78. 1st M die "Sammlung" der Dinge A, so sind (Nr. 75) die A 
die "Stucke" der Sammlung M, und umgekehrt. Die Moglichkeit einer 
Aussage, wonach das Ding M selbst ein "Stuck des Dinges M", also M 
selbst "in M enthalten" ware, war durch die Definition von M nicht ge
geben. Eine solche Moglichkeit kann auch nicht geschaffen werden. Denn 
die Definition setzt voraus, daB die Dinge A angegeben sind; folglich 
kann ich das Ding M erst angeben, wenn jedes A angegeben ist; das 
Ding Mist demnach von jedem A verschieden (.vgl. § 16 Nr. 69). Die 
Sammlung ist nicht Stuck von sich selbst, Mist nicht in M enthalten. 

§ 19. Anwendungen des Beweises durch Ahschreiten 1. 

79. Auf GA § 3 und 4 gestiitzt, kann ich hier folgende Ausdrucke 
anwenden: Die Glieder der Rotte S2l von a an, die Glieder bis b, die 
Glieder von a bis b; sodann: Der Abschnitt aus III von a an, wenn a 
nicht das letzte Glied ist; der Abschnitt bis b, wenn b nicht das erste 
Glied ist; der Abschnitt von a bis b, wenn a vor b steht. 

Der Abschnitt aus der Rotte S2l bis zum Glied r werde mit Sr be
zeichnet; r ist nicht das erste Glied. Weiter sei e ein inneres Glied von S21, 
f das nachstfolgende. Dann laBt die Aussage Hr aus § 15 Nr. 64 sich 
jetzt als eine Aussage uber den Abschnitt Sr fassen, namlich in der Form: 

1 1m folgenden beziehe ich mich der Kiirze wegen mehrfach auf die naheren 
Ausfiihrungen in dem Buche: Grundlagen der Analysis, 1909, das ich mit GA be
zeichne. 
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Die letzte Angabe 1m Abschnitt S, ist ein spateres Geschehnis als r; 
und von dieser Aussage dad ich jetzt behaupten: wenn sie fur den Ab
schnitt S e gilt, so gilt sie auch fur den Abschnitt Sf. Eine solche Aus
sage nenne ich eine in der Rotte m abschreitbare A ussage uber den Ab
schnitt S, und erhalte den Satz (GA § 4, Lehrs. 26): 

Es sei m irgend eine Rotte, aber nicht Paarrotte, m das nachstfolgende 
Glied nach dem ersten. Gilt dann eine auf den Abschnitt S, bezugliche 
Aussage fur Sm, und ist die Aussage in m abschreitbar, so gilt sie fur ~{ 
selbst. 

80. Es sei We eine mit l beginnende und mit m endende Paarrotte, 
9C eine mit l beginnende, mit n endende und auBerdem nur m enthaltende 
Rotte. Nach ill?: kann ich m nochmals angeben und von m zu l ubergehen. 
Nach 9C kann ich n nochmals angeben, dann von n zu m und von m zu 1 
ubergehen. In beiden Fallen kann ich sagen: Ich gebe das letzte Glied 
der Rotte nochmals an und gehe von jedem nochmals angegebenen Glied, 
das nicht erstes ist, zum nachstvorhergehenden uber. Wo dies geschieht, 
sage ich: die Rotte wird ruckwiirts abgeschritten. 

Fur die Rotten der einfachsten Art ist das ruckwarts Abschreiten 
allemal moglich, und zwar fiihrt es zu allen Gliedern der ursprunglichen 
Rotte, indem es diese Glieder zu einer neuen Rotte verbindet. In der 
neuen Rotte ist jede Nachbarrotte eine Umkehrung einer aus der ur
sprunglichen Rotte entnommenen Nachbarrotte. 

81. Ahnlich wie in § 14 Nr. 60 fuhre ich einen Namen rein, der 
Eigenname einer Rotte sein solI, ohne daB von vornherein bestimmt ist, 
welche Rotte der Besitzer des Namens r sein solI. Durch Antugen eines 
Gliedes an die Rotte r (GA § 4, De£. 13) entstehe die Rotte s. Hat 
sich nun gezeigt, daB die Rotte r ruckwarts abgeschritten werden kann, 
so will ich diese Aussage uber die Rotte r mit T r bezeichnen. Es ergibt 
sich dann der Satz: Gilt die Aussage T r, so gilt auch die Aussage T •. 

Eine Aussage, fur die dieser Satz gilt, heiBe eine abschreitbare Aus
sage uber die Rotte r. Mittels des "Beweises durch Abschreiten" erhalte 
ich den Satz (GA § 4, Lehrs. 27): 

1st eine Aussage uber Rotten, die fur jede Paarrotte gilt, abschreitbar, 
so gilt sie fur jede Rotte. 

82. Mit e werde eine Sammlung bezeichnet, mit r eine Rotte aus 
den Stucken der Sammlung. Durch Hinzutiigen eines Stiickes zur Samm
lung e (GA § 9, Def. 25) entstehe die Sammlung (i. Die Aussage Tr wird 
dann bedeuten: Aus den Stucken von e kann ich eine ruckwarts abschreit
bare Rotte bilden. Dies ist eine Aussage uber e; bezeichne ich sie mit 
Ue, so ergibt sich der Satz: Gilt die Aussage Ue, so gilt auch die Aussage U cr. 
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Eine Aussage, fUr die dieser Satz gilt, heiBe eine abschreitbare Aus
sage uber die Sammlung e. 

Da e die Sammlung der Glieder von r ist, so ist jede Aussage VI! 
tiber e eine Aussage tiber r. 1st die Aussage Ve abschreitbar, zieht sie 
also Va nach sich, so ist sie auch als Aussage tiber r abschreitbar. Der 
Satz am Ende von Nr. 81 liefert mithin den folgenden Satz (GA § 9, 
Lehrs. 72): 

1st eine Aussage iiber Sammlungen, die ftir jedes Paar gilt, abschreit
bar, so gilt sie ftir jede Sammlung. 

§ 20. Abschreiten riickwiirts. 
83. Nach § 19 Nr. 80 kann ich jede Paarrotte rtickwarts abschreiten. 

Die in § 19 Nr. 81 mit Tr bezeichnete Aussage gilt daher fUr jede Paar
rotte und ist tiberdies abschreitbar; nach dem Satz am Ende von § 19 
Nr. 81 gilt sie folglich fUr jede Rotte, d. h. (GA. § 13, Lehrs. 97): 

Jede Rotte kann riickwarts abgeschritten werden; und zwar (siehe 
§ 19 Nr. 80) fiihrt dies zu allen Gliedern der ursprtinglichen Rotte, namlich 
zu einer Rotte, in der jede Nachbarrotte eine Umkehrung aus einer der 
ursprtinglichen Nachbarrotten ist. 

In Erweiterung der in § 12 Nr. 47 getroffenen Bestimmung nenne ich 
die neue und jede mit ihr konforme Rotte eine Umkehrung der vorigen. 

84. Benutzt man die Bezeichnungen des § 15, so besteht der Satz: 
Gilt die Aussage K., so gilt auch die Aussage K I . 1st also K~ das 
Gegenteil der Aussage Kn so besteht der Satz: Gilt die Aussage K;, so 
gilt auch die Aussage K~. Hiernach greift, wenn K~ fUr ein nicht erstes 
Glied von $l{ gilt, die Aussage K~ auf das nachstvorhergehende Glied tiber; 
ich nenne sie eine in der Rotte $l{ ruckwarts abschreitbare A ussage. Mit 
Hilfe von Nr. 83 beweist man nach dem Vorbild von § 15 Nr. 67 den Satz: 

Gilt eine Aussage ftir das letzte Glied einer Rotte $l{, und ist die 
Aussage in $l{ rtickwarts abschreitbar, so gilt sie fUr jedes Glied von $l{. 

II. Obersicht fiber die bisherigen Ergebnisse. 
Zu § 1. 

Kern begriffe. Ding, Eigenname, einen Eigennamen erteilen. 
Kernsatze. Ich kann einem beliebigen Ding einen Eigennamen er

teilen. Einem andern Ding kann ich nicht denselben Eigennamen erteilen. 
Der Eigenname eines Dinges ist selbst einDing, und zwar ein anderesDing. 

Definition. Das Ding, dem ein Eigenname erteilt ist, heiBt die Be
deutung (der Besitzer) des Namens. 
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Kernsatz. Einem Ding, dem ein Eigenname erteilt ist, kann noch 
ein anderer Eigenname erteilt werden. Dies kann fur dasselbe Ding be
liebig wiederholt werden. 

Definition. Eigennamen, die einem und demselben Ding erteilt sind, 
heWen gleichbedeutend. 

Lehrsatz. Sind die Eigennamen u und }, gleiehbedeutend, ebenso 
die Eigennamj:ln A und fl' so sind aueh die Eigennamen u und fl gleich
bedeutend. 

Zu § 2. 

Kernbegriffe. Ein Ding angeben; Geschehnis; Sammelname, einen 
Sammelnamen erteilen. 

Kernsatze. leh kann ein beliebiges Ding angeben. Die Angabe 
kann mittels eines dem Ding erteilten Eigennamens geschehen. Ein 
anderes Ding kann ich nicht durch dieselbe Angabe angeben. Die Angabe 
eines Dinges ist selbst ein Ding, und ",war ein von dem Ding und seinen 
Eigennamen verschiedenes Ding. Die Angabe ist ein Gesehehnis, jede 
Angabe ein Gesehehnis fur sieh. 

Defini tion. Das angegebene Ding heiBt der Gegenstand der Angabe. 
Kernsatze. Habe ieh ein Ding angegeben, so kann ich dasselbe 

Ding abermals angeben. Dies kann fUr dasselbe Ding beliebig wiederholt 
werden. Dingen, die ieh angegeben habe, kann ich einen Sammelnamen 
erteilen. Der Sammelname ist selbst ein Ding, und zwar ein von jenen 
Dingen verschiedenes. 

Definition. Die Dinge, denen ein Sammelname erteilt ist, heiBen 
die Bedeutungen (die Trager) des Namens. 

Kernsatz. Habe ich fUr irgendwelche Dinge einen Sammelnamen 
eingefuhrt, so kann ich fUr dieselben Dinge noch einen anderen Sammel
namen einfuhren. Dies kann fur dieselben Dinge beliebig wiederholt 
werden. 

Definition. Sammelnamen, die denselben Dingen erteilt sind, heiBen 
gleichbedeutend. 

Lehrsatz. Sind die Sammelnamen D und E gleiehbedeutend, ebenso 
die Sammelnamen E und F, so sind aueh die Sammelnamen D und F 
gleieh bedeutend. 

Zu § 3. 

Kern begriffe. Fruher, spater. 
Kernsatze. 1st a ein Gesehehnis, b ein anderes, so ist entweder a 

fruher als b oder b fruher als a. 1st a fruher als b, so ist b nieht fruher 
als a. 1st a fruher als b, so ist b spater als a. 1st b spater als a, so 
ist a fruher als b. 



Ubersicht'uber die bisherigen Ergebnisse. 35 

Definitionen. 1st a friiher als b, so sagt man auch: a ist vor b 
geschehen, a liegt vor b, a geht b voran, b ist nach a geschehen, b liegt 
nach a, b folgt auf a. 

Kernsatze. Nach jedem Geschehnis kann ich ein Ding angeben, das 
noch nicht angegeben war. Nach irgendwelchen Angaben A irgendwelcher 
Dinge kann ich ein Ding angeben, das nicht Gegenstand einer Angabe 
A war. 

Zu § 4. 

Kernsatze. 1st a ein Geschehnis, b ein auf a folgendes, so ist b 
spater als jedes vor a liegende Geschehnis. Wenn Geschehnisse A an
gegeben sind, so kann ich unter den A eines angeben, das friiher als jedes 
andere A ist, ebenso eines, das spater als jedes andere A ist. 

Definitionen. Jenes A heiBt friihestes oder erstes, dieses heiBt 
spatestes oder letztes. 

Zu § 5. 

Lehrsatze. Nur eines der A ist erstes, nur eines ist letztes. Erstes 
und letztes der A sind verschieden. - Folgt auf ein A nur ein einziges 
A, so ist dieses das letzte. Geht einem A nur ein einziges A voran, so 
ist dieses das erste. 

Zu § 6. 

Lehrsatz. Sind a, b, c Geschehnisse, a friiher als b, b friiher als c, 
so ist a friiher als c. 

Definition. Liegt das Geschehnis b so, daB es dem einen der Ge
schehnisse a und c nachfolgt und dem anderen vorangeht, so sagt man: 
b liegt zwischen a und c. 

L e h r sat z. Sind a, b, c verschiedene Geschehnisse, so liegt eines von 
ihnen zwischen den anderen. Liegt etwa b zwischen a und c, so liegt a 
nicht zwischen b und c, c nicht zwischen a und b. 

Zu § 7. 

Lehrsatz. Sind Geschehnisse A angegeben, darunter a, b, c, und 
liegt etwa b zwischen a und c, so ist b weder das erste noch das letzte A. 

Kernbegriff. Unmittelbar folgen. 
Kernsatze. 1st e irgend eines der Geschehnisse A, aber nicht das 

letzte, so kann ich ein und nur ein A angeben, das auf e unter den A 
unmittelbar folgt. 1st g ein auf e folgendes A, h ein auf g folgendes, so 
folgt h nicht unmittelbar auf e. 

Lehrsatze. Folgt auf e nur ein einziges A, so ist dieses das auf e 
unmittelbar folgende und zugleich das letzte A. 1st h ein auf e folgendes 
A, und liegt ein A zwischen e nnd h, so ist h nicht das auf e unmittelbar 
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folgende A; oder: Zwischen e und dE'm darauf unmittelbar folgenden A 
liegt kein A. 

Lehrsatze. 1st f das auf e unmittelbar folgende A, h ein anderes 
auf e folgendes A, so liegt f vor h, f zwischen e und h. 1st f zugleich 
das letzte A, so folgt auf e kein A auBer f. Folgt unter den A auf e 
nicht f allein, so ist f unter den auf e folgenden A das erste. 

Lehrsatz. Unter den A folgt eines und nur eines in der Weise auf 
e, daB zwischen ihm und e kein A liegt; dieses eine ist das auf e un
mittelbar folgende A. 

Definition. Das auf e unmittelbar folgende A heiBt auch: Das 
erste A nach e, das nachstfolgende oder nachstspatere A nach oder zu e. 
das nachste A nach e. 

Zu § 8. 

Kernsatz. Sind Geschehnisse A angegeben, und ist q eines davon, 
aber nicht das erste, so kann ich ein A angeben, zu dem q das nachst
folgende ist. 

Lehrsatze. Unter den A liegt eines und nur eines, etwa p, in der 
Weise vor q, daB zwischen p und q kein A liegt; q ist das nachste A 
nach p. Liegt vor q nur ein einziges A, so falit p mit diesem zusammen. 
Liegt vor q unter den A nicht p allein, so ist p das letzte der vor q ge
legenen A. 

Definition. Das Geschehnis p heiSt: das letzte A vor q, das vor 
q unmittelbar vorhergehende A, das nachstvorhergehende oder nachst
frtihere A vor oder' zu q, das nachste A vor q. 

Lehrsatze. Liegt vor q nur ein einziges A, so ist dieses das vor q 
unmittelbar vorhergehende A; zugleich ist es das erste A. 1st das vor q 
unmittelbar vorhergehende A zugleich das erste A, so ist es das einzige 
A vor q. Liegt vor q unter den A nicht p allein, sondern etwa noch p', 
so liegt p zwischen p' und q. 

Zu § 9. 

Kernsatze. 1st eine Angabe a eines Dinges ex. geschehen, so kann 
nach dem Geschehnis a eine neue Angabe des Dinges ex. geschehen. 1st 
nach a eine Angabe b geschehen, deren Gegenstand von ex. verschieden ist, 
so kann auch nach b eine neue Angabe von ex. geschehen; oder: Sind a 

und b Angaben verschiedener Dinge, a frUher als b, so ist ftir den Gegen
stand der Angabe a eine weitere Angabe moglich, die spater ist als b. 

Lehrsatze. Sind die Dinge 0 die Gegenstande der Angaben A, und 
ist ex. eines der Dinge 0, so kann ich nach den Geschehnissen A das Ding 
ex. abermals angeben. Nach den Angaben A der Dinge 0 kann ich Dinge 
angeben, von denen keines unter den Sammelnamen 0 fallt. 
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Zu § 10. 

K ern beg riff. Kette von Geschehnissen 1. 

Kernsatze. Sind Geschehnisse A angegeben, so kann ein und nur 
ein Ding 12{ angegeben werden, das die Kette der A ist. 12{ ist nicht auch 
Kette anderer Geschehnisse. 

Definitionen. Die A heiBen die Bestandteile der Kette 12{. Ich sage 
auch: 12{ besteht aus den Geschehnissen A, die A gehoren der Kette 12{ an. 

Definition. Wenn rx und {J Geschehnisse A sind, jedoch kein A 
zwischen rx und {J liegt, so heiBen rx und {J in der Kette 12{ benachbart. 

Lehrsatze. In der Kette 12{ folgt dann entweder {J unmittelbar auf 
rx, oder rx unmittelbar auf {J. Zu jedem A kann ich ein benachbartes 
angeben. Zum erst en und letzten A kann ich nur ein benachbartes an
geben; zu jedem anderen A ist sowohl das nachstfriihere als das nachst
spatere benachbart. 

Kernsatz. Die Kette ist kein Geschehnis. 
Lehr"atz. Die Kette m: ist ein von den A verschiedenes Ding. 
Definition. Wenn ich von einem Geschehnis g sage, daB es spater 

als m: ist, so heiBt dies: gist spater als aIle A. 
Lehrsatz. Jede Angabe von 12{ ist spater als 12{. 

Definition. 1st II Sammelname fiir ein Geschehnis rx' und auBerdem 
nur noch fiir ein Geschehnis {J', so nenne ich die Kette ~ der Geschehnisse 
II eine Paarkette. 

Lehrsatze. In ~ ist entweder rx' erster Bestandteil und {J' letzter, 
oder {J' erster und rx' letzter. In ~ sind rx' und {J' benachbart. 

Definition. Fallen die Geschehnisse II unter den Sammelnamen A, 
so nenne ich die Kette ~ der II eine Paarkette aus 12{. Dies soIl auch 
gelten, wenn die II die einzigen A sind. 

Lehrsatz. ~ ist dann und nur dann die einzige Paarkette aus 12{, 

wenn die II die einzigen A sind, wenn also ~ mit 12{ zusammenfallt. 

Zu § II. 

Definition. Sind die Bestandteile A der Kette 12{ Angaben von 
durchweg verschiedenen Dingen, den Dingen A, so nenne ich 12{: eine 
Rotte der Dinge A, oder: die Rotte 12{ der Dinge A; die A nenne ich: 
die Glieder der Rotte 12{. 

Definitionen. Statt: Das Ding a ist ein Glied von 12{, sage ich 
auch: Die Rotte 12{ enthiilt das Ding a, a ist in 12{ enthalten, a kommt 
in m: vor. Statt: a kommt in 12{ nicht vor, sagt man auch: a fehlt in 12{. 

1 Mit diesem Kernbegriff ist die Sammlung der Kernbegriffe fur das Gebiet der 
Arithmetik vollstandig. Aile weiteren Begriffe der Arithmetik werden aus diesen ab
geleitet. 
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Definitionen. Sind a und b Glieder der Rotte ill: , und ist die 
Angabe von a die friiliere, so sage ich: a ist in ill: vor b angegeben, a 
geht in ill: vor b voran, a steht in ill: vor b, u. dgl. In derselben Weise 
ubertrage ich auf die Glieder der Rotte die Begriffe: erstes, letztes, 
zwischen, nachstfolgend, nachstvorhergehend, benachbart. 

Defini tionen. Das erste Glied heiBt auch Anfangsglied, das letzte 
Endglied. Anfangs- und Endglied nenne ich auBere Glieder, jedes andere 
Glied ein inneres. 

Lehrsatze. Jeder Angabe von ill: mussen Angaben aller Glieder von 
ill: vorangegangen sein. Die Rotte ill: ist ein von den Dingen A verschiedenes 
Ding, sie enthalt nicht sich selbst. 

Lehrsatz. 1st ~ eine Paarkette aus Angaben rt.' und f3', und ist a' 
der Gegenstand von rt.', b' der von f3', a' von b' verschieden, so ist ~ 
eine Rotte. 

Definitionen. Ich nenne ~ eine Paarrotte. 1st ~ eine Paarkette 
aus ill: , so nenne ich sie eine Paarrotte aus Sl{. Sind a' und b' in ill: 
benachbart, so nenne ich ~ eine Nachbarrotte aus ill:. 

Lehrsatze. In der Paarrotte sind a' und b' benachbart, und zwar 
ist entweder a' erstes Glied und b' letztes, oder umgekehrt. Paarrotte 
oder Nachbarrotte aus einer Paarrotte ist nur die Paarrotte selbst. 

Zu § 12. 

Definition. Jede Paarrotte, deren Glieder die Glieder der Paar
rotte )8 sind, und die mit dem Anfangsglied von )8 beginnt, nenne ich 
mit )8 konform. 

Lehrsatze. Jede Paarrotte ist mit sich selbst konform. 1st eine 
Paarrotte mit einer andern konform, so gilt auch das Umgekehrte. Paar
rotten, die mit einer Paarrotte konform sind, sind unter sich konform. 

Definition. Eine Paarrotte, die mit dem Endglied einer andern 
Paarrotte beginnt und mit ihrem Anfangsglied endigt, heiBt eine Um
kehrung der andern. 

Lehrsatze. Auch dies ist gegenseitig. Die Umkehrungen einer 
Paarrotte sind die mit ihr nicht konformen Paarrotten derselben Dinge. 

Zu § 13. 

Definitionen. Nach dem Ding a das Ding b angeben, heiBt auch: 
von a zu b ubergehen. Das erste Glied einer Rotte nochmals angeben 
und von jedem nochmals angegebenen Glied der Rotte, das nicht ihr 
letztes ist, zum nachstfolgenden iibergehen, nenne ich: die Rotte ab
schreiten. 
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Kernsatze. 1st m: irgendeine Rotte, so ist es nach m: moglich, 
m: abzuschreiten. Dies ist, wenn auf m: ein Geschehnis 8 folgt, auch nach 
8 moglich. Das Abschreiten ~iefert aIle Glieder von Ill, und zwar als die 
Glieder einer neuen Rotte Ill'. Die Nachbarrotten aus Ill' sind konform 
mit denen aus Ill!. 

Definition. 1st jede Nachbarrotte aus einer Rotte 6 konform mit 
einer Nachbarrotte aus der Rotte Ill, so nenne ich 6 konform mit Ill. 

Lehrsatze. Diese Beziehung ist gegenseitig. Jede Rotte ist sich 
selbst konform. Rotten, die mit einer Rotte konform sind, sind unter 
sich konform. 

Lehrsatze. Nach jeder Rotte III kann ich aus denselben Dingen 
sowohl konforme als auch nicht konforme Rotten bildcn. Folgt auf III ein 
Geschehnis 8, so sind auch nach 8 sowohl mit III konforme, als auch mit 
m: nicht konforme Rotten aus den Gliedern von Il-{ moglich. 

Zu § ]4. 

Lehrsatz. Wenn Eigennamen k und k' vorliegen, so ist mir immer 
bekannt, ob diese Eigennamen dasselbe Ding bedeuten oder nicht. 

Lehrsatz. Wenn ich eine Rotte der Dinge A abschreite und ftir 
jedes dabei angegebene Glied beurteile, ob es vom Ding k verschieden 
ist oder nicht, so erhalte ich die Urteile tiber aIle Glieder der Rotte und 
damit das Urteil dariiber, ob k zu den Dingen A gehort oder nicht. 

Lehrsatz. Wenn ich eine Rotte del' Dinge F abschreite und ftir 
jedes dabei angegebene Glied beurteile, ob es zu den Dingen A gehort 
oder nicht, so erhalte ich die Urteile tiber aIle Glieder und somit das 
Urteil dartiber, ob unter den Sammelnamen A auch ein Ding F fallt 
oder nicht, und im FaIle der Bejahung, ob nur ein einziges Fund welches, 
ob mehrere Fund welche. Hiernach ist auch entscheidbar, ob aIle F 
Dinge A sind, ob aIle A Dinge F sind, ob die Sammelnamen A und F 
gleichbedeutend sind. 

Zu § 15. 

Definition. Kann man von einer Aussage Kr tiber ein Ding r 
behaupten, daB die Aussage, wenn sie fUr ein nicht letztes Glied del' 
Rotte W gilt, sich auf das nachstfolgende Glied tibertragt, so nenne ich 
Kr eine in del' Rotte m: abschreitbare Aussage. 

Lehrsatz. Gilt die Aussage Kr ftir das erste Glied einer Rotte Ill, 
und ist die Aussage abschreitbar in Ill, so gilt sie ftir jedes Glied del' 
Rotte. 

1 Mit diesen Kernsatzen ist der "Kern" fUr das Gebiet der Arithmctik (siehe 
FuBnote S. 37) vollstandig. 
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Definition. Wird die Gultigkeit einer Aussage fur aile Glieder 
einer Rotte mittels des vorstehenden Satzes bewiesen, so nenne ich den 
Beweis einen Beweis durch Absehreiten. 

Zu § 16. 

Definition. Von den Dingen A, die in der Rotte 2r enthalten 
sind, wird auch gesagt, daB sie "in dem Ding M enthalten" sind, und 
zwar mit der MaBgabe, daB vom "Ding M" zunachst in keinem andern 
Zusammenhang gesprochen werden darf. Das Ding M heiBt eine Samm
lung. 

Definition. Fallt unter den Sammelnamen A ein Ding a und 
auBerdem nur noch ein Ding b, so heiBt M ein Paar. 

Zu § 17. 

Die vorstehende Definition von Mist eine implizite Definition. Durch 
implizite Definition entsteht keine Gefahr fUr die Richtigkeit von 
SchluBfolgerungen. 

Zu § 18. 

Der Inhalt der §§ 1-15 kann auch nach Zulassung der impliziten 
Definition aufrechterhalten werden. 

Definitionen. Das Ding M in § 16 heiBt "die" Sammlung der 
Dinge A. Die Dinge A heiBen die Stucke der Sammlung. 

Lehrsatz. Die Sammlung ist nicht Stuck von sich selbst. 

Zu § 19. 

Definitionen. Die Glieder der Rotte 2r von a bis b, bedeutet: 
a, b und die etwa zwischen a und b liegenden Glieder. Man sagt statt 
dessen: Die Glieder von a an, wenn b das letzte Glied der Rotte ist; 
die Glieder bis b, wenn a das erste ist. 

Definitionen. 1st B Sammelname fur die Glieder der Rotte 2r 
von a bis b, a vor b, so heiBt die Kette der Angaben der Dinge B in 
2r ein Abschnitt aus 2r, und zwar: der Abschnitt von a bis b. Man sagt 
statt des sen : Der Abschnitt von a an, wenn b das letzte Glied ist; der 
Abschnitt bis b, wenn a das erste ist. 

Definition. Kann man von einer Aussage uber einen Abschnitt 
der Rotte 2r, der mit dem ersten Glied anfangt, behaupten, daB die 
Aussage, wenn sie fUr einen Abschnitt gilt, sich auch auf den bis zum 
nachstfolgenden Glied reichenden Abschnitt ubertragt, so nenne ich 
die Aussage: eine in der Rotte 2r abschreitbare Aussage uber den Ab
schnitt. 
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Lehrsatz. Es sei m: irgendeine Rotte, aber nicht Paarrotte, m 
das nachstfolgende Glied nach dem ersten. Gilt dann eine auf einen 
Abschnitt von S2{ beziigliche Aussage fiir den Abschnitt bis m, und ist 
die Aussage in S2{ abschreitbar, so gilt sie fiir S2{ selbst. 

Definition. Das letzte Glied einer Rotte nochmals angeben und 
von jedem nochmals angegebenen Glied, das nicht erstes ist, zum nachst
vorhergehenden iibergehen, nenne ich: die Rotte riickwarts abschreiten. 

Definitionen. 1st 5.8 der Abschnitt einer Rotte ~(, der nur das 
letzte Glied z von 91 nicht enthalt, so sagt man statt: eine Rotte S2{ bilden, 
auch: z an 5.8 anfiigen. Kann man von einer Aussage iiber eine Rotte 
behaupten, daB die Aussage, wenn sie fiir eine Rotte gilt, auch nach An
fiigen eines Gliedes giiltig bleibt, so nenne ich die Aussage: eine abschreit
bare Aussage iiber Rotten. 

Lehrsatz. 1st eine Aussage iiber Rotten, die fiir jede Paarrotte 
gilt, abschreitbar, so gilt sie fiir jede Rotte. 

Definitionen. Die Sammlung bilden, die aIle Stiicke der Samm
lung M enthalt und auBerdem nur noch das Ding z, heiBt auch: z zu M 
hinzufiigen. Kann man von einer Aussage iiber eine Sammlung behaupten, 
daB die Aussage, wenn sie fiir eine Sammlung gilt, auch nach Hinzufiigen 
eines Stiickes giiltig bleibt, so nenne ich die Aussage: eine abschreitbare 
Aussage iiber Sammlungen. 

Lehrsatz. 1st eine Aussage iiber Sammlungen, die fiir jedes Paar 
gilt, abschreitbar, so gilt sie fiir jede Sammlung. 

Zu § 20. 

Lehrsatze. 1st m: irgendeine Rotte, so ist es nach S2{ moglich, 
S2{ riickwarts abzuschreiten. Dies ist, wenn auf m: ein Geschehnis 8 folgt, 
auch nach 8 moglich. Das Abschreiten riickwarts liefert aile Glieder von 
m:, und zwar als die Glieder einer neuen Rotte. Jede Nachbarrotte aus 
der neuen Rotte ist eine Umkehrung aus einer der urspriinglichen Nach
barrotten. 

Definition. Sind S2{ und 5.8 Rotten derselben Dinge, und sind die 
Nachbarrotten aus 5.8 Umkehrungen von Nachbarrotten aus S2{, so heiBt 
5.8 eine U mkehrung von S2{. 

Definition. Kann man von einer Aussage iiber ein Ding behaupten, 
daB die Aussage, wenn sie fiir ein nicht erstes Glied der Rotte S2{ gilt, 
sich auf das nachstvorhergehende iibertragt, so nenne ich die Aussage: 
eine in S2{ riickwarts abschreitbare Aussage. 

Lehrsatz. Gilt eine Aussage fiir das letzte Glied einer Rotte S2{, 

und ist die Aussage in m: riickwarts abschreitbar, so gilt sie fiir jedes 
Glied von S2{. 
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III. Zuordnung zwischen Sammlungen. 
Auszug aus GA § 6-9. 

1. Es sei 0 der Sammelname der Dinge a, b, c; r der Sammelname 
anderer Dinge oc, (3, y, ~; Sf der der Paare aoc, b{3, cy. Dann besteht jedes 
Paar aus einem 0 und einem r, und zwar wiederholt sich in den Paaren 
weder ein 0 noch ein r. Beim Bilden der Paare sind die 0 vollstandig 
benutzt worden, von den r ist noch ~ unbenutzt; aber um mit ~ ein 
Paar zu bilden, das aus einem 0 und einem r besteht, muB ich darauf 
verzichten, daB sich kein 0 wiederholt. 

Allgemein gilt der Satz: Sind Dinge A und andere Dinge A ange
geben, so sind Paare S) moglich mit folgenden Eigenschaften: jedes Paar 
besteht aus einem A und einem A; kein A oder A wiederholt sich in 
den Paaren; will ich ein weiteres Paar aus einem A und einem A bilden, 
so muB ich ein A oder ein A wiederholen. 

Aus den A und den A die Paare S) bilden, heiBt: die A und die A 
durch die S) einander zuordnen. 

2. Hiernach kann ich stets, wenn Dinge A und andere Dinge A an
gegeben sind, die A und die A einander zuordnen, etwa durch die Paare Sj, 
aber auch durch andere Paare. Kommen in den S) die A und die A 
vollstandig vor, so sage ich: durch die S) werden die A und die A ein
ander total zugeordnet. Kommen etwa die A vollstandig vor, die A aber 
nicht, so sage ich: durch die S) werden die A den A exzessiv, die A den 
A defektiv zugeordnet. 

Es ist nicht moglich, die A den A durch gewisse Paare total und 
durch andere nicht total, oder durch gewisse Paare exzessiv und durch 
andere defektiv zuzuordnen. 

3. Es sei m: die Sammlung der A, >8 die der B. Zunachst nehme 
ich wieder an, daB die A von den B verschieden sind. 1st dann die 
Zuordnung zwischen den A und den B total, so nenne ich m: und ~ ein
ander ebenburtig; ist die Zuordnung der B zu den A exzessiv, mithin die 
der A zu den B defektiv, so sage ich: >8 ist starker als m:, m: ist schwacher 
als >8. 

In diesen Redewendungen kann an die Stelle von m: eine Rotte der 
A treten, ebenso an die Stelle von >8 eine Rotte der B. 

4. Die Forderung, daB die A von den B verschieden sein sollen, 
lasse ich jetzt fallen. 

Ich kann eine - aber nicht nur eine - Rotte SJC angeben, die kein 
Stiick von m: oder >8 enthalt und starker ist als 2{ und >8; sodann in SJC 
ein und nur ein Glied a so, daB m: dem Abschnitt bis a, ein und nur 
ein Glied b so, daB >8 dem Abschnitt bis b ebenbiirtig ist. Ob dann a 
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mit b zusammenfallt, oder b auf a folgt, oder b vor a vorangeht, hangt 
nur von w: und 5S ab, nicht davon, welche Rotte m zugezogen wird. 
Raben w: und 5S kein Stuck gemein, so sind w: und 58 ebenburtig, wenn 
a mit b zusammenfallt. Unter derselben Annahme ist, wenn a und b 
verschieden sind, 58 starker oder schwacher als ~(, je nachdem b auf a 
folgt odel' VOl' a vol'angeht. 

Rierauf gestutzt, nenne ich, auch wenn w: und 58 ein Stuck oder 
Stucke gemein haben, w: und 5S ebenburtig, 58 starker als W:, 58 schwacher 
als ~{, je nachdem bei Zuziehung einer Rotte in dieser a mit b zusammen
faut, oder b auf a folgt, oder b vor a vorangeht. Auch hier gilt Nr. 3 
Absatz 2. Jede Sammlung oder Rotte ist als sich selbst ebenburtig zu 
bezeichnen. 

5. Sind ~{ und 5S Paare, so sind sie ebenburtig. 1st ~{ ein Paal', 
5S aber nicht, so ist 9{ schwacher als 5S. Sind w: und 5S ebenburtig, und 
ist 9£ ein Paar, so ist auch 5S ein Paar. 

1st 5S mit w: ebenburtig, starker als W:, schwacher als W:, so gilt dies 
auch, wenn w: durch eine mit w: ebenburtige Sammlung oder Rotte er
setzt wird. 1st w: schwacher als 5S, 5S schwacher als [, so ist w: schwacher 
als [. 

Zu jedel' Sammlung w: gibt es (d. h. kann man angeben) ebenburtige 
Sammlungen, auch solche, die mit w: kein Stuck gemein haben. Sind 
Sammlungen angegeben, so gibt es eine Sammlung, die starker ist als aIle 
angegebenen. Zu jeder Sammlung, die kein Paal' ist, gibt es schwachere. 

6. Sind alle Stucke der Sammlung im Stucke der Sammlung m, aber 
nicht umgekehrt, so heiBt im ein Teil von m, m eine Erwei terung 
von sm. im ist nicht Erweiterung von m, s)c nicht Teil von im. im ist 
schwacher als m, m starker als we. im heiBt kleiner als m, m grofJer 
als we. 

Zu jeder Sammlung gibt es groBere. Zu jeder Sammlung, die kein 
Paar ist, gibt es kleinere. 

IV. Die natfirlichen Zahlen. 
Auszug aus GA § 10-15. 

1. Es seien irgendwelche Sammlungen angegeben, und es sei ihnen 
der Sammelname M erteilt. Weiter sei ,8 eine Rotte, die starker ist 
als aIle M (siehe III, Nr. 5), also keine Paarrotte. Den Gliedern von ,8 
el'teile ich den Sammelnamen z, dem ersten den Eigennamen e. 

1st dann N eine der Sammlungen Moder 'uberhaupt eine Samm
lung, die nicht starker als ,8 ist, so kann ich unter den auf e folgenden 
z eines und nul' eines, etwa n, so angeben, daB der bis n reichende Ab-

Pasch, Zahl begriff. 4 



44 Die natiirlichen Zahlen. 

schnitt von 3 der Sammlung N ebenbiirtig ist. Zu diesem Glied der 
Rotte 3 fiihrt auBer N jede mit N ebenbiirtige Sammlung, aber keine 
andere. 

Das Ding n heiBt die der Rotte 3 fur die Sammlung N entnommene 
Zahl. AIle z auBer e sind als "Zahlen" verwendbar. Umgekehrt kann 
ich den Vorrat von Zahlen stets den gegebenen Sammlungen lt1 anpassen. 

2. Sind die Trager des Sammelnamens D' die Stucke der Samm
lung N, so heiBt n auch: die der Rotte 3 entnommene Zahl oder An
zahl der Dinge D'. Fallen die Dinge D' unter einen Sammelnamen D, 
und sind die D' genau diejenigen D, die in einer Sammlung N' vor
kommen, so heiBt hiernach n auch: die Zahl der in der Sammlung N' 
enthaltenen Dinge D. 

Diese Ausdrucksweise hat man auf den Fall einer Sammlung N', 
die von den Dingen D nur eines enthalt, ausgedehnt. Dadurch wird auch 
das Glied e der Rotte 3 als Zahl verwendbar. Ich dad namlich e 
nennen: die der Rotte 3 entnommene Zahl der in N' enthaltenen Dinge 
D. Dabei spricht man von "den in N' enthaltenen Dingen D", obwohl 
es sich nicht um eine Mehrheit solcher Dinge handelt. Man umfaBt also 
mit der Aussage: die Menge N' enthalt Dinge D, alle FaIle, wo in der 
Sammlung N' der Sammelname D vertreten ist. 

Fur die erste Zahl bedient man sich des Namens Eins und des 
Zeichens 1, fur die nachstfolgende des Namens Zwei und des Zeichens 2. 
Die Zahl der Stucke eines jeden Paares ist 2. 

3. Nunmehr sind die Glieder der Rotte 3 ohne Ausnahme Zahlen 
geworden. Als Glieder einer solchen Rotte konnen Einschnitte auf einem 
Stab dienen. Ein Einschnitt muB als erster besonders kenntlich gemacht 
werden; die ubrigen Einschnitte werden auf einer und derselben Seite 
des ersten angebracht, und als nachstfolgendes Glied in der Rotte gilt 
allemal der zunachst gelegene Einschnitt. 

4. War m· die Zahl der in der Sammlung N' enthaltenen Dinge D, 
so sagt man auch: N' enthalt m Dinge D, kurz: N' enthalt m D. Hierin 
wird m als adjektivisches Zahlwort behandelt. 

In diese Ausdrucksweise hat die Sprache den Fall einer Sammlung 
N', in der keinem Stuck der Sammelname D zukommt, einbezogen und 
auch ihn dem Fall, der ursprunglich allein in Betracht kam, angeglichen. 
Von einer solchen Sammlung sagt man namlich: N' enthalt null Dinge D. 
Dadurch wird das Wort null so in Gebrauch genommen, als ware es ein 
adjektivisches Zahlwort. Dieses Wort fuhre ich mittels einer impliziten 
Definition ein, indem ich bloB festsetze, in welchen Aussagen (zunachst) 
das Wort gebraucht werden dad, und was solche Aussagen bedeuten. 
Siehe I, § 17 und 18. 
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leh kann jetzt von der Sammlung N' unter allen Umstanden so 
sprechen, als waren darin Dinge D enthalten. Der letzte Schritt geschieht, 
indem man statt: N' enthalt null Dinge D, aueh sagt: die Zahl der in 
N' enthaltenen Dinge D ist Null. Dadurch wird das Wort "Null" so 
eingefuhrt, als ware es ein substantivisches Zah1wort, d. i. Eigenname einer 
Zahl, also wieder durch implizite Definition. Funf"null" od!3r "Null" 
bedient man sieh des Zeichens O. 

5. Die Zahlen, die man der Rotte 3 entnehmen kann, heiBen natur-
1iche Zah1en. Sind k und 1 naturliehe Zahlen aus 3, 1 spater als k, so 
heiBt 1 hOher als k, k niedriger als 1. Jede naturliehe Zahl heiBt htiher 
als Null. 

Die natiirlichen Zahlen beginnen mit Eins, Zwei. Die folgenden 
Zahlen heiBen "der Reihe naeh": Drei, Vier, Funf, Sechs, Sieben, Acht, 
N eun. Fur diese Zahlen bedient man sieh der Zeiehen: 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Urn solehe Zahlen zu ermoglichen, muB die Rotte 3 in Nr. 1 "stark" 
genug gewahlt sein. Das Entspreehende gilt fur spatere ahnliehe Ge
legenheiten. 

6. Die Zahlzeichen 0, 1, ... , 9 heiBen die Ziffern. Die entsprechen
den Zahlen kann man Zifferzahlen nennen. Die nachste Zahl nach 9 
heiBt Zehn. Die Zahl der Ziffern ist also Zehn. 

Fur die naehsten zehn Zahlen naeh 9 bildet man Zahlzeichen dadurch, 
daB man die Ziffern 0, 1, ... ,9 abermals hinschreibt, jedesmal aber die 
Ziffer 1 voranstellt, also: 10, 11, ... , 19. Nunmehr wird die Ziffer 2 an 
die Spitze gestellt: 20, 21 , ... , 29; dann 3, ... , schlieBlich 9. 

Wir besitzen jetzt Zahlzeiehen fur die 90 nachsten Zahlen nach 9; 
das letzte davon ist 99. Wegen der Moglichkeit solcher Zahlen siehe Nr. 5 
am Ende. 

7. Indem ich vom Sprachgebrauch (siehe Nr. 11, Absatz 2) absehe, 
kann ich die Zahlzeiehen 10, 11, ... , 99 lesen: "Eins Null", "Eins Eins", 
... , "Neun Neun". Da diese Zahlennamen dureh "Angaben" von Ziffer
zahlen zustande kommen, so will ich sie Ziffernketten nennen, indem ieh 
bestimme, daB jede Kette aus Angaben von Zifferzahlen, die nieht mit 
einer Angabe der Null beginnt, eine Ziffernkette heiBen solI, und zwar eine 
n-stellige, wenn sie aus n Angaben besteht. 

Wie in GA § 12 vor der Aufstellung von Def. 38 hegrundet wird, 
kann man nicht bloB von konformen Rotten, sondern aueh von konformen 
Ketten sprechen. Es sei namlieh ~ die Kette der Angaben A, ~' die 
der Angaben A', und es sei die Zahl der A dieselbe wie die der A'. 1st 
dann in ~ der Gegenstand einer jeden Angabe derselbe wie der Gegen
stand der Angabe, die in ~' "an der gleiehen Stelle steht" (GA § 12, 
Def. 35), so heiBt die Kette ~ konform mit der Kette 9('. 

4* 
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Die Verwendung der Ziffernketten als Zahlennamen hat zur Voraus
setzung, daB statt jeder Ziffernkette einekonforme genommen werden kann. 

8. Die nachste Zahl nach 99 heiBt H undert. Die Zahl der Zahlen 
von 0 bis 99 ist also Hundert. 

Urn Zahlzeichen von Hundert an zu schaffen, stelle man den Ziffern 
0, 1, ... ,.9 das Zeichen 10 voran, dann 11, dann 12, ... , schlieBlich 99, 
also: 100, 101, ... ,999. An den Zahlzeichen bis 999 beobachtet man 
nun fur den Ubergang von einer Zahl zur nachsthoheren folgendes Gesetz : 
Wenn das Zahlzeichen nicht aus lauter Neunen besteht, so ersetzt man 
darin, urn das Zeichen der nachsthoheren Zahl zu erhalten, die letzte (oder 
einzige) von 9 verschiedene Ziffer durch die nachsthohere Ziffer, jede etwa 
folgende 9 durch 0; wenn das Zahlzeichen nm aus Neunen bestand, so 
ersetzt man jede 9 durch 0 und stellt 1 an die Spitze. Geht man all
gemein nach diesem Gesetz von Ziffernkette zu Ziffernkette weiter, so 
treten nach GA § 15, Lehrs. 110, keine konformen Ziffernketten auf; man 
kann daher die gewonnenen Ziffernketten zur Bezeichnung von Zahlen be
nutzen, ohne befurchten zu mussen, daB verschiedene Zahlen denselben 
Namen oder dasselbe Zeichen erhalten. 

9. Fur jede Zahl aus ,8 wird hiernach mittels der Ziffern ein Zeichen 
und aus dem Zeichen ein Name gewonnen. Durch die Ziffernketten kann 
man also das Bedurfnis nach Zahlzeichen in jedem vorkommenden Fall 
befriedigen (siehe Nr. 1). Umgekehrt: Jede nach Belieben hergestellte 
Ziffernkette wird als Zahlzeichen verwendbar, wenn ich ,8 "stark" genug 
wahle; siehe Nr. 5 am Ende und GA § 15, Lehrs. 116. 

Die Zahlen von 1 bis 9 heiBen einstellig. Eine Zahl, deren Zeichen 
r-stellig ist (Nr. 7), heiBt eine r-stellige Zahl. Es gibt Zahlen von be
liebiger Stellenzahl (GA § 15, Lehrs. 115). 

Sind zwei Zahlen nicht gleichstellig, so ist die die hohere, deren 
Stellenzahl die hohere ist (GA § 15, Lehrs. 114). Von zwei gleichstelligen 
Zahlen, die nicht mit derselben Ziffer anfangen, ist die die hohere, die 
mit der hoheren Ziffer anfangt. Von zwei gleichstelligen Zahlen, die mit 
derselben Ziffer anfangen, ist die die hohere, die nach Streichung der 
ersten Ziffer in beiden Zahlen sich als die hohere erweist. Siehe GA § 15, 
Lehrs.117. 

10. Das Verfahren, bei dem aus gewissen einfachen Zahlzeichen alle 
hoheren zusammengesetzt werden, heiBt ein Positionssystem; die Zahl der 
einfachen Zahlzeichen heiBt die Grundzahl des Systems. Das oben mit 
Zehn als Grundzahl entwickelte Verfahren, das zur allgemein gebrauch
lichen Zahlenschreibung fiihrt, heiBt das dekadische System (Dezimal
system); die entsprechenden Zahlworter usw. heiBen dekadische Zahl
worter, Zahlzeichen, Zahlennamen, auch wohl geradezu: dekadische Zahlen. 
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11. Bei der hier aus den "Grundlagen der Analysis" (1909), § 15, 
ubernommenen Erklarung des dekadischen Systems habe ich nur den Be
griff der Kette und die mit ihm eng zusammenhangenden Begriffe, also 
nur sog. kombinatorische Begriffe, benutzt. Die ubliche, geschichtlich 
begrundete Erklarung dagegen benutzt auBerdem - wenn nicht ausge
sprochener Weise, so doch tatsachlich - Addition und Multiplikation, 
so daB der Erklarung die Lehre von Summe und Produkt vorausgeschickt 
werden miiBte. Wie man aus der in GA und hier gegebenen Darstellung 
ersieht, ist der auf Addieren und Multiplizieren gegrundete Bestandteil 
der ublichen Erklarung entbehrlich und der kombinatorische Bestandteil 
ausreichend 1. 

Allerdings wird, wenn man sich auf den kombinat oris chen Bestand
teil der Erklarung und mithin auf die in Nr. 7 angedeutete Lesung der 
Zahlen beschrankt, die ubliche Lesung der Zahlen noch nicht verst and
lich. Doch ist diese Lesung fur die Arithmetik ohne Bedeutung; uber
dies ist sie in ihrer Ausfuhrbarkeit begrenzt. Vgl. GA § 24, Lehrs. 188 

und Def. 86. 
12. 1m Laufe der Betrachtung ist die Rotte 3, die doch der Aus

gangspunkt war, ganz in den Hintergrund getreten. Es war nicht mehr 
davon die Rede, welche Dinge ursprunglich als Glieder der Rotte und 
mithin als Zahlen gewahlt waren oder bei der allmahlichen Erweiterung 
der Rotte benutzt werden. Vielmehr wurde nur dafur gesorgt, daB das 
Bedurfnis nach Namen und Zeichen fur Zahlen in jedem Umfang befrie
digt wiirde. 

In der 'fat darf man, wenn die Namensgebung fur die natiirlichen 
Zahlen gesichert ist, ganz davon absehen, welche Dinge dahinter stehen 
mogen; man braucht nur die N amen dieser Dinge festzuhalten, urn das 
zu erreichen, was mit den naturlichen Zahlen bezweckt wird: die Fest
stellung, ob eine Sammlung einer anderen ebenburtig ist, ob sie starker 
ist als die andere, ob schwacher. Zu einer solchen Feststellung war ur
sprunglich (III, Nr. 3) unmittelbares Zuordnen, unter Umstanden (III, 
Nr. 4) ein zusammengesetztes Verfahren erforderlich. Mittels der Zahl
worter wird alles auf das Verfahren des Zdhlens (GA § 14) zuruckgefiihrt. 

1 Auch Herr PRINGSHEIM laBt in seinen "Vorlesungen iiber Zahlenlehre, 1. Ab
teilung" (1916) die dekadische Ziffernschrift aus bloB kombinatorischen Vorstellungen 
hervorgehen; siehe dort S. VII und 4ff. Wie Herr PRINGSHEIM mir mitteilt, hat er 
sein Verfahren schon lange vor der Veriiffentlichung in Vorlesungen benutzt. Meine 
Herleitung der dekadischen Ziffernschrift in den "Grundlagen der Analysis" (1909) 
und hier ist jedoch eine in ihrem Wesen ganz andere. Sie ist nicht, wie bei Herrn 
PRINGSHEIM, gleich an den Eingang der Arithmetik gestellt, vielmehr sind vorher die 
kombinatorischen Begriffe und Slitze aufgedeckt und bearbeitet worden. DaB dies not
wendig war, habe ich hier in der Einleitung ausfiihrlich begriindet. 
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Scblu6betrachtung. 
In den Abschnitten I-IV der vorliegenden Schrift wurde das aus

gefiihrt, was in der Einleitung angekiindigt war: von Kernbegriffen und 
Kernsatzen aus wurden auf dem Wege iiber gewisse Zwischenglieder die 
Zahlen im eigentlichen Sinn - die natiirlichen Zahlen - und schlieBlich 
noch die dekadischen Namen dieser Zahlen erreicht, und zwar so, daB 
jedes Zwischenglied cinzeln zu erkennen war. Ob dcr gewahlte Weg durch 
einen kiirzeren, aber nicht weniger sicheren ersetzt werden kann, lasse ich 
dahingestellt. Wege, deren Kiirze durch Liickenhaftigkeit zustande 
kommt, sind oft genug eingeschlagen worden. 

Die in Abschnitt I aufgetretenen Kernbegriffe und Kernsatze sind in 
Abschnitt II besonders herausgehoben. Die Sammlung der Kernsatze 
bildet den "Kern" der Zahlenlehre; daneben mochte ich mich fiir die 
Sammlung der Kernbegriffe der Bezeichnung "Begriffskern" bedienen. 
Aus Abschnitt II ergibt sich als Begriffskern der Zahlenlehre : Ding, Eigen
name eines Dings; Geschehnis, insbesondere Angabe eines Dings; Sammel
name von angegebenen Dingen; friiheres und spateres oder vorangehendes 
und folgendes Geschehnis; unmittelbares Folgen; Kette von Geschehnissen. 
Wenn dieser Begriffskern mit meiner friiheren Aufstellungl nicht ganz 
genau iibereinstimmt und iiberdies die Sammlung cler Kernsatze in Ab
schnitt II mehrfach iiber die friihere hinausgreift, so wurde dies durch 
Erwagungen bedingt, die sich mir je langer je mehr aufgedrangt haben. 
Wahrend der Ausarbeitung der "Grundlagen der Analysis" trat mir die 
Notwendigkeit solcher Erwagungen schon entgegen; ich muBte mich aber 
damals darauf beschranken, an geeigneten Stellen (§ 1 Nr.4 Abs. 3, 
Bem. zu Def. 104, 123, 125, 126) Hinweise einzufiigen. Bei der Arbeit 
an dem Buch "Veranderliche und Funktion" war ich von Anfang an be
miiht, zu jenen Fragen - sie werden als Entscheidbarkeitsfragen be
zeichnet - SteHung zu nehmen; das Ergebnis dieser Durchpriifung habe 
ich am SchluB des Buchs, in den §§ 74-76, dargelegt 2 • Die so erwor
bene Uberzeugung von der Unabweisbarkeit jener Fragen war bahn
weisend bei der Abfassul,lg der vorliegenden Schrift. 

In der Einleitung habe ich die Frage nach der inneren Folgerichtig
keit der Zahlenlehre erortert. Ich zeigte, daB diese Frage nur erledigt 
werden kann, wenn man die Zahlenlehre auf einen Kern zuriickfiihrt. Die 

1 Grundlagen der Analysis, S.I-7; Veranderliche und Funktion, S.I--4. In 
diesen Schriften sind noch die Bezeichnungen "Grundbegriffe" und "Grundsatze" 
gebraucht. 

2 Siehe auch: Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1918, 27, 
S.228-232. 
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Ermittelung eines solchen Kerns bezeichnete ich als die Hauptaufgabe 
dieser Schrift und behauptete im voraus, daB die in den Kern aufzu
nehmenden Vorstellungen die Eigenschaft der auBersten Einfachheit mit 
der Eigenschaft, nicht bloB fiir die Zahlenlehre und uberhaupt fur die 
Mathematik, sondern weit uber deren Grenzen hinaus unentbehrlich zu 
sein, verbinden wurden. Ob diese vorgreifende Versicherung berechtigt 
war, muB die Durchsicht von Abschnitt I ergeben, da Abschnitt II nur 
eine Ubersicht uber das Vorhergehende bildet und der Inhalt der Ab
schnitte III und IV lediglich daraus abgeleitet ist. Wenn man nun den 
in Abschnitt I zuruckgelegten Weg nochmals durchwandert und die auf 
ihm aneinander gereihten Vorstellungen einzeln ins Auge faBt, so wird 
man in der Tat zugeben mussen, daB keine dieser Vorstellungen aus dem 
wissenschaftlichen oder selbst dem alltaglichen Denken ausgeschaltet 
werden kann. An verschiedenen Stellen habe ich auf die alltaglichen Vor
gange ausdrucklich hingewiesen, so besonders in § 4 Nr. 13, § 13 Nr. 56, 
§ 14 Nr. 59. 

Die Erkenntnisse, die ich fur die Zwecke der Zahlenlehre zu einem 
"Kern" vereinigt habe, darf ich somit als allgemein unentbehrliche, ins
besondere fur die Zahlenlehre notwendige bezeichnen. Diese Erkenntnisse 
si~d fur die Zahlenlehre zugleich hinreichend. Denn sie fUhren, wie ich 
in del' vorliegenden Schrift gezeigt habe, zum Inhalt des ausschlaggeben
den Abschnitts del' "Grundlagen der Analysis", der die ersten 15 Para
graphen umfaBt; daraus aber - und daraus allein - konnte in dem er
wahnten Buch alles weiter Erforderliche abgeleitet werden. In dem als 
notwendig und hinreichend bezeichneten Kern kommt die "Zahl" noch 
nicht vor; sie wird erst aus dem Kern auf dem im Buch vorgezeichneten 
Wege herausgearbeitet. Die herkommliche Ansicht, wonach die Zahl mehr 
odeI' weniger fertig an die Spitze gestellt werden darf, kann nur fort
bestehen, wenn man die Rolle, die die kombinatorischen und damit uber
haupt die hier herausgehobenen Kernbegriffe spielen, nicht wurdigt. Die 
Bedenken gegen diesen Standpunkt habe ich in del' Einleitung ausgespro
chen. Es ist bezeichnend, daB die Bearbeitungen del' Analysis immer von 
neuen abgelost werden, die von Grund aus anders verfahren, als die 
vorhergehenden. 

Das Zuruckgehen auf einen Kern ist nicht bloB deshalb eine not
wendige Arbeit, weil man del' Mathematik nul' dadurch das Geprage 
einer deduktiven Wissenschaft bewahrt, nul' dadurch zu einer Begrundung 
fUr das Vertrauen in ihre innere Folgerichtigkeit, zu einem Urteil uber 
ihre unbedingte Zuverlassigkeit gelangt. Vielmehr wird uberhaupt erst 
durch diese Arbeit fiir die Untersuchungen uber Mathematik, die fur die 
Zwecke einer allgemeinen Denkwissenschaft angestellt werden, del' Boden 



50 Schlullbetrachtung. 

bereitet. Hierher gehort die Frage nach dem Verhaltnis der Mathematik 
zur Erfahrung. Dieses Verhiiltnis ist in der Geometrie in ganz anderem 
MaBe ausgepriigt, als in der Zahlenlehre, wo Anhaltspunkte daftir kaum 
zutage treten, solange man sich nicht zur genauesten Zergliederung des 
Stoffs entschlieBt. Bei der Zergliederung aber ergeben sich die Anhalts
punkte von selbst. Ich muBte ihnen in Abschnitt I begegnen und konnte 
dort in der Tat mehrfach darauf hinweisen, wie unsere Kernsiitze aus Be
obachtungen herauswachsen, so in § 3 Nr. 10, § 4 Nr. 12, § 7 Nr. 23, 
§ 8 Nr.27, § 10 Nr. 35 und 39, § 13 Nr.55 und 56, § 14 Nr.59, § 16 
Nr. 68. Ich glaube danach, die in " Veriinderliche und Funktion" S. 3 
ausgtlsprochene Ansicht tiber den Zusammenhang der Zahlenlehre mit der 
Erfahrung aufrechterhalten zu dtirfen. 
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