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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Biichlein ist im Feld entstanden und aus dem
Feld in Druck gegeben worden; die Anregung zu ihm verdanke ich
Unterhaltungen, in denen ich Kriegskameraden (Nichtmathematikern)
gelegentlich 6de Stunden durch Einfithrung in Gedankenginge der
Mengenlehre verkiirzen konnte.

Wenn auch diese Entstehung in der Anlage der Schrift — nament-
lich im Zuriicktreten der Literaturangaben — noch erkennbar sein
mag, so wird dadurch doch der beabsichtigte Zweck nicht beein-
trachtigt: eine kurze Einfithrung in eine der gewaltigsten Errungen-
schaften des menschlichen Geistes, in die Grundziige der abstrakten
Mengenlehre, zu bieten, verstindlich fiir jedermann, der Inferesse
nimmt an der mathematischen Begriindung des UnendlichgroBen und
daher auch so viel Geduld mitbringt, um sich allmihlich in etwas
abstrakte Gedankenginge hineinzufinden. Vorkenntnisse mathemati-
scher oder philosophischer Art sind hierzu in keiner Weise erforderlich.

Sollte die Schrift hiernach auch auBerhalb mathematischer und
philosophischer Kreise (z. B. auch unter interessierten Primanern) einige
Leser finden, so diirften fiir solche vielleicht ein paar Ratschlige
niitzlich sein: Die ersten Abschnitte sind reichlich breit und wohl fiir
jedermann ohne weiteres verstindlich gehalten; ihre Lektiire mag dem
Leser gleichzeitig eine gewisse Ubung im abstrakten Denken verleihen,
die ihm in den folgenden Teilen zustatten kommen wird. Dennoch
und trotz der Beispiele, die von Anfang an zahlreich in die Uber-
legungen verstreut sind, wird sich der Nichtmathematiker gar manche
Gedankenginge der spiteren Abschnitte erst dadurch so recht zum
geistigen Eigentum machen, dal er die betreffenden Stellen wieder-
holt durchliest und in sich verarbeitet. Will er von seinem Ausflug
in das Reich der unendlichen GréBen nicht nur Nutzen, sondern auch
Genufl haben, so darf er sich diese Mithe nicht verdrieBen lassen
(also sich nicht etwa damit begniigen, Satz fiir Satz festzustellen, daB
die Entwicklung logisch einwandfrei ist und also wohl zutreffen wird).
Zur Erleichterung sind einige verhiltnismiaBig schwierige und zum
Verstindnis des Nachfolgenden nicht unentbehrliche Stellen durch
_kleineren Druck gekennzeichnet; sie werden von dem weniger ge-
iibten Leser mit Vorteil bei der erstmaligen Lektiire iiberschlagen.

Andererseits hoffe ich auch dem Mathematiker — dem Studie-
renden sowohl wie dem Schulmann, der sich an der Universitat nicht
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oder nur flichtig mit Mengenlehre beschaftigt hat — sowie dem an
dem Problem des Aktual-UnendlichgroBen interessierten Philosophen
eine brauchbare Einfiihrung vorzulegen. GemdB dem skizzierten Zweck
ist allerdings in den Vordergrund das Ziel geriickt, die Moglichkeit
der einwandfreien Einfilhrung ,unendlicher GréBen“ und ihrer ver-
niinftigen mathematischen Verwendung in helles Licht zu setzen; die
mathematischen Anwendungen treten demgegeniiber ganz zuriick,
namentlich wird die Theorie der Punktmengen nur fliichtig (im § 10)
gestreift. Wer vom Standpunkt des Mathematikers aus das mengen-
theoretische Gebaude griindlich kennenlernen will, darf sich daher mit
dem vorliegenden Biichlein nicht begniigen, sondern mufl noch zu
einer der am SchluB angefiihrten Schriften (am besten zu Herrn
Hausdorffs ,,Grundziigen®) greifen.

Dem Wunsch, moglichst leichte Verstindlichkeit zu erzielen, durfte
die mathematische Strenge nicht geopfert werden, wenn die Schrift
fiir Mathematiker und Philosophen wirklichen Wert haben sollte. Grund-
sdtzliche Schwierigkeiten werden daher nirgends verschleiert, sondern
entweder aufgelost oder es werden vereinzelt zuriickbleibende Liicken
ausdriicklich und unter weiterer Verweisung als solche bezeichnet. Im
tbrigen habe ich hin und wieder (namentlich an manchen Stellen
der §§ 7 und 11) — und zwar stets unter Kennzeichnung dieses Sach-
verhalts — manche Beweise der Beschrinkung des Umfangs zuliebe
unterdriickt oder mich bei einzelnen Punkten mit Andeutung des
Gedankenganges begniigt. Dem im {ibrigen beibehaltenen Grundsatz
der Strenge entspricht es, wenn den logischen Paradoxien und nament-
lich der Axiomatik eine verhiltnismaBig eingehende Behandlung ge-
widmet wird!). Dabei habe ich eine gewisse Breite der Darstellung,
dem Zweck der Schrift entsprechend, grundsitzlich nicht gescheut;
ich verweise gegeniiber der Forderung nach ,Eleganz“ auf ein jiingst
von Herrn Einstein®) angefiihrtes Wort Boltzmanns: man solle die
Eleganz Sache der Schneider und Schuster sein lassen.

Den Herren A. Ostrowski-Gottingen und G. Wiarda-Marburg danke
ich fiir freundliche Hilfe und Ratschlige bei der Korrektur, ferner
der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir das wahrend der Druck-
legung geiibte Entgegenkommen.

Marburg, im Januar 1919. Adolf Fraenkel.

) Infolge der Eigenart der Entstehung des Biichleins habe ich leider die
unmittelbar vor und wihrend des Kriegs erschienene Literatur, nimlich die
Werke der Herren Hausdorff und Carathéodory und die axiomatisch-philosophisch
gerichteten Schriften von J. Konig, Weyl und Brouwer, erst wihrend der Druck-
legung bzw. nach ihrer Beendigung einsehen konnen.

2) Im Vorwort der Schrift: Uber die spezielle und die allgemeine Rela-
tivititstheorie (Braunschweig 1917; Sammlung Vieweg, Heft 38).
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Vorwort zur zweiten Auflage.

Die freundliche Aufnahme, die das seit Jahresfrist vergriffene
Buch beim Publikum und bei der Kritik gefunden hat, veranlaf3t mich
die Anlage der Schrift im ganzen unverandert beizubehalten. Nament-
lich habe ich wiederum eine gelegentliche Breite, ja selbst vereinzelte
Wiederholungen nicht gescheut; ich halte es im vorliegenden Fall fiir
wichtiger, auch dem mathematisch weniger Geiibten einen Einblick
selbst in grundsitzlich oder sachlich schwierige Partien zu ermdéglichen,
als den Kenner durch duBerste Kiirze und Eleganz zu erfreuen. Nur
nach zwei Richtungen hin ist "das Buch erheblicher erweitert worden.

Zunichst wurde in den §§ 1—11 die Darstellung in zahlreichen
Punkten ausgestaltet, namentlich bei der Einfithrung grundsitzlich
wichtiger Begriffe sowie an Stellen, wo in der ersten Auflage einzelne
schwierigere Beweise unterdriickt oder nur skizziert worden waren,
die nunmehr eine vollstindige Ausfiihrung erhielten. Besonders gilt
das fiir die §§ 8 und 11. Ferner sind die Beispiele und die histori-
schen Notizen und Literaturverweise wesentlich vermehrt worden, wo-
bei die Person Cantors wohl mit Recht stark hervortreten durfte, Fiir
diese Klasse von Ergidnzungen war namentlich die Riicksicht maB-
gebend, daB mit dem Erscheinen des Buches in den ,Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften“ ihm auch der Charakter eines
mathematischen Lehrbuchs zu geben war, was hoffentlich ohne Ver-
wischung der urspriinglichen Eigenart gelungen ist.

Die zweite wesentlichere Ausgestaltung betrifft die Behandlung
der prinzipiellen Fragen, die mit der Grundlegung der Mengenlehre
zusammenhdngen und zum Teil das Grenzgebiet zwischen Mathematik
und Philosophie berithren. Diese schon in der ersten Auflage ver
hiltnismaBig stark betonten Probleme haben inzwischen vermehrtes
Interesse auf mathematischer und philosophischer Seite gefunden,
namentlich unter dem Eindruck der im letzten Jahrzehnt erschienenen
Arbeiten von Brouwer, Hilbert, J. Konig, Weyl und anderen. Die
kritische Durchforschung dieses Gebiets, auf dem heute noch die
Diskussion ohne Endergebnis hin und her wogt, ist den Vertretern
beider Wissenschaften nicht zum mindesten dadurch erschwert, daB
die Originalarbeiten groBenteils sehr schwierig gehalten sind und zu-
sammenhingende Darstellungen fast nicht vorliegen. In Riicksicht hier-
auf gibt nunmehr der § 12 der Neuauflage nach einer Besprechung
der Paradoxien zunichst eine Auseinandersetzung mit zwei charak-
teristischen philosophischen Standpunkten zum Unendlichen, dann aber
einen Uberblick iiber die wichtigsten Versuche, die seit der Erschiit
terung des Cantorschen Aufbaues in den letzten zwei Jahrzehnten zur
Begriindung der Mengenlehre (und der Mathematik iiberhaupt) unter-
nommen worden sind: iiber die revolutioniren Ideen der ,Intuitioni-
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sten“ von Kronecker bis Brouwer einerseits, iiber die mehr oder weniger
konservativen Theorien von Russell-Whitehead, Zermelo und J. Konig
andererseits. Einen Ersafz fiir das Studium der Originalarbeiten will
dieser Uberblick keineswegs bieten, sondern nur die vielleicht als
wenig dankbar, hoffentlich aber als niitzlich erscheinende Aufgabe einer
Einfiihrung in jene Arbeiten vollbringen. FEine unter den genann-
ten Begriindungsarten, namlich die von Zermelo gewiesene axiomatische,
wird dann in § 13 in aller Ausfiihrlichkeit entwickelt. wobei die Dar-
stellung zu den letzten Ergebnissen der Forschung heran und teilweise
iiber sie hinaus fiihrt; den naturgemifBen AbschluB bildet die Be-
sprechung der allgemeinen Fragen der Axiomatik, insbesondere auch
der an die Wurzeln der Wissenschaft iiberhaupt riithrenden jlingsten
Forschungen Hilberts iiber die Widerspruchslosigkeit der Axiome.
Auf reichliche Literaturangaben, fiir die bei den Gegenstinden dieser
Paragraphen ein Verweis auf andere Schriften nur selten moglich war,
ist iiberall Wert gelegt, wenn auch Vollstindigkeit nicht erstrebt wird
und unter den heutigen Verhiltnissen — namentlich beziiglich der
auslindischen Literatur — nicht zu verwirklichen ist!). Die eigene
kritische Stellungnahme des Verfassers ist, dem Zweck des Buches
entsprechend, meist in den Hintergrund geriickt. Ein endgiiltiges Er-
gebnis diirfte heute beziiglich der entscheidenden Grundfragen noch
nicht vorliegen; Mathematiker und Philosophen zur weiteren Beschifti-
gung mit ihnen anzuregen, ist nicht der letzte Zweck des Buches.

Mein Dank gilt zundchst einem fiir die Wissenschaft allzufriith
Dahingeschiedenen: Pawul Stickel. Er sandte mir nach dem ersten
Erscheinen der Schrift eine eigene Aufzeichnung iiber einen Vortrag,
den Cantor in Braunschweig am 24. IX. 1897 (gelegentlich der Natur-
forscherversammlung) vor einem engeren Kreis iiber seine Unter-
suchungen iiber Mengenlehre gehalten hat und der namentich in
historischer Beziehung manches Interessante enthalt; die Aufzeich-
nung, die mir jetzt Frau Stickel freundlicherweise nochmals zur Ver-
fiigung stellte, wird als ,,C.-St.“ zitiert. Weiter danke ich zahlreichen
Fachgenossen — unter ihmen vor allem Herrn Hessenberg — fiir
mancherlei Ratschlige und kritische Hinweise; den Herren Brouwer
und Bernays fiir verschiedene wertvolle Bemerkungen zu den Seiten 164
bis 176 bzw. 179 bis 184 und 284 bis 240; Herrn Courant fiir die
Anregung zur Aufnahme der Schrift in die von ihm herausgegebene
Sammlung; meiner Frau fiir Hilfe bei Herstellung des Namenverzeich-
nisses; endlich der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir vielfaches
freundliches Entgegenkommen.

Marburg, im Frithjahr 1923. Adolf Fraenkel.

1) Vereinzelte Schriften mufiten leider, ohne eingesehen werden zu kon-
nen, nach Zitaten angefiihrt werden.
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§ 1. Einleitung.

4 -+ S0 protestiere ich ... gegen den Gebrauch einer unend-
lichen Grof3e als einer Vollendeten, welcher in der Mathematik niemals
erlaubt ist. Das Unendliche ist nur eine facon de parler, indem man
eigentlich von Grenzen spricht, denen gewisse Verhiltnisse so nahe
kommen als man will, wihrend andern ohne Einschrinkung zu wachsen
verstattet ist.“!) Diese aus dem Jahre 1831 stammende, gegen einen
bestimmten Gedanken Schumachers gerichtete AuBerung des ,,princeps
mathematicorum®, des einzigartigen C. F. Gauf, formuliert einen Horror
infiniti, der in ganz allgemeinem Sinn bis vor wenigen Jahrzehnten
Gemeingut der Mathematiker war und gerade durch die Autoritit von
Gauf3 eine schier unangreifbare Stiitze erhalten hatte. Die Mathematik
sollte es hiernach nur mit endlichen GréBen und Zahlen, die Null
eingeschlossen, zu tun haben; das UnendlichgroBe mochte ebenso wie
das Unendlichkleine, mehr oder weniger unscharf definiert, allenfalls
in der Philosophie eine kiimmerliche Existenz fristen — aus der Mathe-
matik blieb es verwiesen.

Dem erst wihrend des Weltkriegs verstorbenen Hallenser Mathe-
matiker Georg Cantor (3. Méarz 1845 bis 6. Januar 1918; vgl die
von A. Schoenflies mitgeteilten Erinnerungen an ihn: Jahresber. der
Deutschen Mathematikervereinig., 81 [1922], 97—106) blieb es vorbe-
halten, die GauBsche Behauptung in dem Sinn, in dem sie ver-
standen worden war, nicht nur zu bekdmpfen, sondern auch zu
widerlegen und dem Begriff des UnendlichgroBen das Biirgerrecht
im mathematischen Konigreich zu verschaffen, ein Biirgerrecht, das
wohl andersartig, aber nicht weniger rechtmiBig ist als dasjenige
der sonst in der Mathematik anerkannten Zahlen. Es hat auBer der
schopferischen Intuition und kiinstlerischen Zeugungskraft, von der
Cantor bei seinen Entdeckungen geleitet wurde?), auch noch unge-
wohnlicher Energie und Beharrlichkeit- seitens des Entdeckers bedurft,
um seine Anschauungen durchzuhalten und durchzufechten; wurden

1) Briefwechsel Gauf-Schumacher, 11 (1860), S. 269; Gauf’ Werke VIII
(1900), S. 216.
%) Vgl. die charakteristische These seiner Habilitationsschrift von 1869:
»Eodem modo literis atque arte animos delectari posse.
Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. i
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diese doch zu seinem lebhaften Schmerz lange Zeit hindurch von der
iberwiegenden Mehrzahl seiner mathematischen Zeitgenossen (vor allem
von L. Kronecker) als unklar oder falsch oder wenigstens als ,hundert
Jahre zu frilh gekommen“!) bekampft, bis in das letzte Jahrzehnt des
vorigen Jahrhunderts hinein, in dem Cantor seinerseits (1897) seine
schriftstellerische Tatigkeit abschlof. Nicht allein Gauf und andere
hervorragende Mathematiker wurden als Kronzeugen gegen den Begriff
des UnendlichgroBen ins Feld gefihrt; auch gegen die von seinen
philosophischen Gegnern angerufenen Autorititen, gegen Aristoteles,
Locke, Descartes, Spinoza, Letbniz und weitere Logiker aus alter und
neuer Zeit muBte sich Cantor verteidigen; ja seine Lehre sollte nicht
nur gegen die Wahrheiten der Logik und der Mathematik, sondern voll-
ends gar gegen die religiésen Glaubenssitze verstoBen, wogegen er
als tiefreligiése Natur sich ganz besonders wehrte?).

In welcher Weise dennoch, all diesen Zeugen zum Trotz, ganz
bestimmte und untereinander scharf unterscheidbare unendliche Zahlen
in. die Mathematik eingefithrt und wohldefinierte Rechenoperationen
mit ihnen gelehrt werden kénnen, dies im Zusammenhang darzustellen
soll den Hauptzweck der folgenden Uberlegungen bilden. Dabei wird
die fiir die Mathematik iiberhaupt charakteristische, in keiner anderen
Wissenschaft dhnlich ausgeprigte Moglichkeit des freien Neuschaffens
sichtbar hervortreten; der Geburtsstunde der Mengenlehre entstammt
der Satz: ,Das Wesen der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit*®).
Wie klar sich Cantor schon in einer verhidltnismiBig frithen Periode
seines Arbeitens iiber das Ziel und den umstiirzenden Charakter seines
Unternehmens war und wie deutlich er dessen sieghaftes Durchdringen
gegeniiber allen Einwinden voraussah, das erhellt aus folgenden Sitzen,
mit denen seine 1883 erschienenen, von einem rithrend bescheidenen
Vorwort eingeleiteten ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeits-
lehre beginnen (vgl. Math. Annalen, 21 [1883], 545):

»Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannich-
faltigkeitslehre ist an einen Punkt gelangt, wo ihre Fortfiihrung von

1y Mit dieser Begriindung wurde Cantors (spiter im 46. Band der Math.
Annalen 1895 erschienene) zusammenhingende Darstellung in den 80 er Jahren
von einer der angesehensten mathematischen Zeitschriften, die sich ihm
sonst wohlwollend &ffnete, abgelehnt (C.-St.; vgl. hierzu die Vorrede, S. VIII).
Auch seine in den 70er Jahren im Journal f. d. reine u. angew. Mathematik
erschienenen Arbeiten, die mehrere der entscheidendsten Entdeckungen enthalten,
waren nur nach lingerem Widerstand und verspitet aufgenommen worden
(vgl. Schoenflies. a. a. O., S. 99).

2) Vgl. namentlich Cantors am Schluf angefiihrte ,,Grundlagen‘ und Auf-
sitze in der Ztschr. f. Philos. u. phil. Kritik, ferner auch seinen Aufsatz ,Zum
Problem des actualen Unendlichen“ in ,Natur und Offenbarung®, 32 (1886),
sowie C. Gutberlets historische Bemerkungen im Philos. Jahrbuch (der Gorres-
gesellschaft), 32 (1919), 364—370.

%) Cantor, Grundlagen, S.20; man vgl. die dort vorangehenden Absitze.
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einer Erweiterung des realen ganzen Zahlbegriffs liber die bisherigen
Grenzen hinaus abhingig wird, und zwar fillt diese Erweiterung in
eine Richtung, in welcher sie meines Wissens bisher von niemandem
gesucht worden ist.“

,,Die Abhingigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung
des Zahlbegriffs versetzt sehe, ist eine so groBe, daB es mir ohne
letztere kaum mdoglich sein wiirde, zwanglos den Kkleinsten Schritt
weiter vorwarts in der Mengenlehre auszufihren; moge in diesem
Umstande eine Rechtfertigung oder, wenn nétig, eine Entschuldigung
dafiir gefunden werden, daBl ich scheinbar fremdartige Ideen in meine
Betrachtungen einfiihre. Denn es handelt sich um eine Erweiterung
resp. Fortsetzung der realen ganzen Zahlenreihe iiber das Unendliche
hinaus; so gewagt dies auch scheinen mochte, kann ich dennoch nicht
nur die Hoffnung, sondern die feste Uberzeugung aussprechen, daB
diese Erweiterung mit der Zeit als eine durchaus einfache, angemessene,
natiirliche wird angesehen werden missen. Dabei verhehle ich mir
keineswegs, daB ich mit diesem Unternehmen in einen gewissen Gegen-
satz zu weitverbreiteten Anschauungen tiber das mathematische Unend-
liche und zu hiufig vertretenen Ansichten iiber das Wesen der Zahl-
gréfe mich stelle.

Uber die Art und Berechtigung dieser merkwiirdigen Erweiterung
der Zahlenreihe und iiber die Frage, ob die — in der Wissenschaft
sonst ihresgleichen nicht findende — Ungebundenheit des frei und
kiihn schaffenden Mathematikers auch in diesem Fall durch die Forde-
rung logischer Widerspruchslosigkeit und Folgerichtigkeit in den not-
wendigen Grenzen gehalten worden ist, dariiber mége sich der Leser
auf Grund des vorliegenden Buches, das keinerlei besondere Vorkennt-
nisse voraussetzt, selbst sein Urteil bilden; er wird die letzte Frage
hoffentlich im groBen ganzen bejahen konnen,

§ 2. Begriff der Menge. Beispiele von Mengen.
Cantor?) hat den Begriff der Menge folgendermaBen definiert:
Eine Menge ist cine Zusammenfassung bestimmiler wohlunier-
schiedener Objekte unserer Anschanung oder unseres Denkens — welche
die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.
Bevor wir diese Definition im einzelnen zergliedern, wollen wir
einige Beispiele von Mengen?) betrachten, die uns anschauliches Material
zum Verstindnis der Definition liefern sollen.
n 1) Vgl. die auf die Literatur bezliglichen Bemerkungen am Schlufi dieses
Buches; die dort angeflihrten Schriften und Aufsidtze werden nachstehend ab-
gekiirzt zitiert. Hier ist Cantor, Beitrige I, S. 481, zu nennen; vgl. auch schon
Grundlagen, S.43. Cantor verwendet iibrigens in der dlteren Zeit vorzugs-
weise die Bezeichnungen ,Mannichfaltigkeit und ,,Mannichfaltigkeitslehre,
2) Diese Beispiele stellen nicht einen Teil des logischen Gebdudes dar,

das wir uns schrittweise aufrichten wollen, sondern dienen nur der Verdeut-
. 1%



4 § 2. Begriff der Menge. Beispiele von Mengen.

1. Wir denken uns eine bestimmte Anzahl konkreter Gegenstinde,
z. B. aus einem vor uns stehénden Obstteller etwa 5 Apfel, 2 Birnen
und 1 Aprikose; der Inbegriff dieser 8 Dinge stellt eine Menge dar.
Die Elemente der so gebildeten Menge sind die einzelnen Friichte;
durch den bei aller Handgreiflichkeit dieser Elemente doch gedank-
lichen Akt ihrer Zusammenfassung zu einem Ganzen haben wir die
Menge der 8 Friichte gebildet. Die Menge enthdlt 8 untereinander
verschiedene Elemente; denken wir uns diese in eine Reihe angeordnet
(z. B.: ein erster Apfel, ein zweiter Apfel usw., die eine Birne, die
andere Birne, endlich zuletzt die Aprikose) und sehen wir gleichzeitig
von der besonderen Natur der einzelnen Elemente ab, so stellt uns
die Menge nur mehr ein Ordnungsschema dar mit dem Inhalt: erstens,
zweitens, . . ., achtens. Endlich konnen wir auBer von der Natur der
Elemente auch noch von ihrer Anordnung absehen; dann vermittelt
uns die Menge als einzigen Inhalt nur mehr die Anzahl der in ihr
zusammengefaBten Friichte, nimlich die Anzahl 8.

2. Anstatt konkrete Gegenstinde zu einer Menge zusammenzufassen,
konnen wir das nimliche mit abstrakten Begriffen unternehmen, also
z. B. Mengen bilden, die aus gewissen Eigenschaften, gewissen Natur-
gesetzen, gewissen Dreiecken usw. gebildet sind. Wir konnen auch
etwa gewisse Zahlen zu einer Menge zusammenfassen, z. B. die Menge
bilden, deren Elemente die Zahlen 1, 2, 3, ..., 8 sind; vergleichen wir
diese Menge mit der unter 1 gebildeten Menge von Friichten, so
leuchtet ein, daB beide Mengen sich in nichts voneinander unter-
scheiden, sobald von der besonderen Natur ihrer Elemente abge-
sehen wird.

3. Eine unvergleichlich viel umfassendere Menge, die aber gleich
den bisher betrachteten immerhin nur endlich viele Elemente enthalt,
bilden wir auf folgende Weise!): Ein System von 100 Zeichen, das
alle moglichen Konsonanten- und Vokallaute, die Ziffern, die Inter-
punktionszeichen usw. sowie das Spatium (d.i. die Type fiir den im
Buchdruck leerbleibenden Raum zwischen den Worten und Zeilen)
umfaBt, mag als Material fiir die Herstellung eines beliebigen Buches
zugrunde gelegt werden. Fiir den Umfang eines Buchs wurde
festgesetzt, daB es nicht mehr als eine Million solcher Zeichen
umfassen soll?); in diesem Sinn wird nachstehend der Ausdruck

lichung des Mengenbegriffs; daher wird in diesen Beispielen mehr Wert auf
Anschaulichkeit als auf logische Strenge gelegt.

1) Die (freilich auf viel dltere Ideen zuriickgehende) Betrachtung stammt
wohl wesentlich aus E.E, Kummers Vorlesungen und aus Kurd Lafwitz’ ,, Traum-
kristallen®; vgl. dazu z. B. Fiiyst-Moszkowski, Das Buch der 1000 Wunder
(Miinchen), Nr. 150 und Hausdorff, S. 61 f.

2) Der Umfang darf auf genau 1000000 Zeichen festgesetzt werden, da bei
kleinerem Umfang die fehlenden Zeichen als Spatien angenommen werden
koénnen.
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»Buch® gebraucht. Wir fassen nun die Menge aller denkbaren Biicher
ins Auge. Da jedes Buch irgendeine Verteilung von 100 Zeichen auf
1000000 Pliatze darstellt und offenbar nur endlich viele verschiedene
solche Verteilungen oder Kombinationen mdéglich sind (wie eine ein-
fache Uberlegung lehrt, gibt es deren 1001900000) 5o enthilt unsere
Menge nur endlich viele verschiedene Biicher; darunter kommen indes
z. B. alle religiosen und philosophischen Schriften der Vergangenheit
und Zukunft, alle Dramen und Gedichte, alle entdeckten oder kiinftig zu
entdeckenden wie auch die ewig unbekannt bleibenden Wissensschitze
alle denkbaren Kataloge, Logarithmentafeln, Matrikelbiicher, Zeitungs-
artikel, Heiratsannoncen usw., natiirlich auch jede unsinnige Zusammen-
stellung vor. Bei noch so kleinem Druck und noch so diinnem Papier
wiirde der Weltenraum bis zu den fernsten uns sichtbaren Gestirnen
nur einen verschwindend winzigen Teil unserer Biichermenge zu fassen
vermoégen. Wie uniiberbriickbar dennoch die Kluft zwischen einer so
umfassenden Menge und einer Menge mit unendlich vielen Elementen
ist, geht anschaulich aus folgendem hervor: nimmt man die Existenz
unendlich vieler Weltkérper mit sprechenden, druckenden und Mathe-
matik (einschlieBlich Mengenlehre) treibenden Bewohnern an, so muf
auf unendlich vielen jener Weltkorper das namliche Lehrbuch der
Mengenlehre mit gleichnamigem Verfasser und Verleger, gleicher
Jahreszahl, denselben Druckfehlern usw. erscheinen; denn in unserer
Menge kommen ja nur endlich viele Biicher iiberhaupt, um so mehr
nur endlich viele iiber Mengenlehre vor, und wenn auf jedem Welt-
korper auch nur ein einziges solches Lehrbuch erscheint, so miissen
unter diesen unendlich vielen Lehrbiichern unendlich viele gleiche sein.

4. Wir haben bisher Mengen betrachtet, die endlich viele Elemente
enthalten. Bei dem rein gedanklichen Charakter der Bildung einer
Menge konnen wir diese Beschrinkung fallen lassen und Mengen mit
unendlich vielen Elementen, sogenannte ,,unendliche Mengen*, bilden.
Dabei soll auf die Bedeutung der mehrfach verwendeten Begriffe
sendlich und ,unendlich¢, von denen der Leser eine hinreichend
deutliche naive Vorstellung besitzt, vorlaufig nicht naher eingegangen
werden. Z. B. konnen wir, statt in dem zweiten Beispiel bei der Zahl 8
haltzumachen, in der Zahlenreihe weitergehen und uns die Menge
aller Zahlen 1, 2, 3, ... und so weiter fort ohne Ende, die Menge
aller ,natiirlichen Zahlen“'), gebildet denken. Auch diese Menge
stellt uns ein bestimmtes, allerdings unbegrenztes Ordnungsschema
dar, sobald wir die besondere Natur ihrer Elemente auBler acht lassen,
d'h. sobald wir davon absehen, daB die Elemente gewisse Zahlen

1) Die nachstehend gesperrt gedruckten Bezeichnungen werden im Lauf
der spiteren Betrachtungen noch Ofters benutzt. Das am Schluf stehende
Register gibt zu jeder dieser Bezeichnungen die Stelle an, wo sie erkldrt ist.
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sind; dagegen konnen wir bei dieser Menge von der Anzahl ihrer
Elemente im gewohnlichen Sinne nicht sprechen.

Schon an dieser Stelle sei hervorgehoben, von welch ganz anderem
Charakter der hier gebrauchte Begriff ,Unendlich“ (unendlich viele
Elemente, unendliche Menge, unendliches Ordnungsschema) ist als der
sonst vielfach in der Mathematik verwendete. In der niederen und
hoheren Analysis ist vielfach die Rede von veridnderlichen GréB3en, die
unendlich groB oder unendlich klein ,werden® (nicht »sind“), und von
den bei solchen Prozessen auftretenden Eigenschaften anderer GroBen,
die als von jenen abhingig definiert sind; hierbei ist gemeint, daB
jene Grofen iiber jeden noch so groBen endlichen Betrag hinaus-
wachsen oder sich unbegrenzt der Null anndhern kénnen, ohne daB
dieser Zu- oder Abnahme bestimmte Grenzen gesetzt sind; in jeder
Etappe des Prozesses, wie immer und wie weit auch er durchgefiihrt
werde, haben die GroBen jedoch bestimmte endliche von Null ver-
schiedene Werte. Es handelt sich also bei diesem Gebrauch des Be-
griffs ,,Unendlich“ nur, wie sich GaufB ausdriickte (vgl. oben S. 1),
um eine facon de parler, die eine umstindlichere Ausdrucksweise ent-
behrlich macht; so z. B. in dem Satz: Wird die positive Zahl # un-

endlich groB, so strebt der Ausdruck % nach Null (oder wird un-

endlich klein). Man spricht in diesem Sinne vom uneigentlichen oder
potentiellen Unendlich. In scharfem und deutlichem Gegensatz
hierzu ist die soeben betrachtete Menge (wie auch das durch sie be-
stimmte Ordnungsschema) ein fertiges, abgeschlossenes, in sich festes
Unendliches, insofern als sie unendlich viele genau definierte Elemente
(die natiirlichen Zahlen), keines mehr und keines weniger, umfaBt.
Hier liegt also ein eigentliches oder aktuales Unendlich vor, das
als reines, in einem einheitlichen Akt zum BewuBtsein gebrachtes
Gedankending offenbar nichts Widerspruchsvolles in sich birgt. Das
namliche gilt fiir die drei folgenden Beispiele.

5. Wir denken uns (vgl. Fig. 1) eine Strecke etwa von der Linge
10 cm von links nach rechts gezeichnet und durch Markierung ihres

BR B 8 7
Fig. 1.

Halbierungspunktes (Mittelpunktes) in zwei Halften geteilt; der Hal
bierungspunkt werde mit P, bezeichnet. Die linke Hailfte halbieren
wir abermals und bezeichnen ihren Halbierungspunkt mit P,; ebenso
halbieren wir die links von P, liegende Strecke, die 2} cm lang sein
wird (ndmlich den vierten Teil so lang wie die urspriingliche Strecke),
und markieren ihren Halbierungspunkt P,. Dieses Verfahren denken
wir uns unbegrenzt derart fortgesetzt, dafl nach jedem Schritt die
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linke der entstandenen Halften abermals halbiert und der Halbierungs-
punkt markiert wird; beim nte® Schritt, wobei # irgendeine natiirliche
Zahl bedeuten kann, erhalten wir so den Halbierungspunkt P,. Wir
konnen nun diese sdmtlichen Halbierungspunkte P,, P,, P, usw. zu
einer Menge zusammenfassen; es leuchtet ein, daB bei Ordnung der
Halbierungspunkte in dieser Reihenfolge (also von rechts nach links,
nicht etwa von links nach rechts) sich unsere Menge von Punkten
durch nichts von der unter 4 betrachteten Menge aller natiirlichen
Zahlen unterscheidet, auBer durch die Eigenart der Elemente.

Die soeben vorgefiihrte Menge kann man in Zusammenhang
setzen mit dem aus dem griechischen Altertum bekannten (von Zeno
stammenden) Paradoxon des Wettlaufs zwischen Achilles und der
Schildkrote. Man denke sich diesem Wettlauf die Fig. 1 (etwa unter
Vergroflerung des MabBstabs) derart zugrunde gelegt, daB Achilles
vom rechten Endpunkt aus, die Schildkrote vom Punkt P, aus (also
mit gehorigem Vorsprung) den Lauf in der Richtung nach links be-
ginnt und Achilles stets doppelt so rasch liuft wie die Schildkrote.
Bis Achilles den Ausgangspunkt P, der Schildkréte erreicht hat, ist
diese bei P, angelangt; sobald Achilles bei P, eintrifft, steht die
Schildkréte bei P,, usw.; bedeutet # eine beliebige natiirliche Zahl,
so wird, wenn Achilles den Punkt P erreicht, die Schildkréte schon
bei P_, , sein, also immer noch einen Vorsprung haben. Die Gesamt-
heit all der Strecken, die Achilles so durcheilt, um den jeweiligen
Vorsprung der Schildkréte einzuholen, stellt eine Menge von unend-
lich vielen Strecken dar, die bestindig abnehmen und alle in der
Strecke von Fig. 1 enthalten sind. Der Begriff dieser unendlichen
Menge ist also bis zu einem gewissen Grad sogar anschaulich, jeden-
falls durchaus faBbar und logisch einwandfrei.

6. Statt wie in Beispiel 4 nur die ,natiirlichen®, also die posi-
tiven ganzen Zahlen zu einer Menge zusammenzufassen, kénnen wir
auch die unendliche Menge bilden, die aus allen (positiven und nega-
tiven) reellen Zahlen (einschlieBlich Null) besteht; wie in der elemen-
taren Arithmetik gezeigt wird (vgl. auch S. 33), erhilt man die Ge-
samtheit aller verschiedenen reellen Zahlen einfach z. B. dadurch, daB
man alle méglichen unendlichen (d. h. nicht bei einer bestimmten
Stelle abbrechenden) Dezimalbriiche bildet.

Eine mit dieser Menge nahe verwandte, ihr gegeniiber sich
durch Anschaulichkeit auszeichnende Menge entsteht auf folgende

_ - 5 4.
4 -3 -z -1 0 1VZz2 3 4
Fig. 2.

Weise (vgl. Fig. 2): Wir denken uns eine etwa von links nach
rechts verlaufende, nach beiden Seiten hin unbegrenzte gerade
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Linie (Gerade) gezogen und auf ihr einen ganz beliebigen Punkt
als ,Nullpunkt“ P, markiert. In einer beliebigen Entfernung rechis
von P,, etwa in der Entfernung 1 cm, markieren wir auf der
Geraden einen zweiten Punkt, den ,,Einspunkt“ P,. Es entspricht nun?)
der naiven Vorstellung (und der damit im Einklang stehenden {iblichen
geometrischen Forderung) in bezug auf die Art und Weise, wie eine
gerade Linie mit Punkten erfilllt ist, wenn wir annehmen, zu jeder
positiven reellen Zahl ¢ gebe es auf dem rechts von P, gelegenen
Teil unserer Geraden einen einzigen Punkt, der gerade g-mal so weit
von P, entfernt liegt wie der Punkt P, (bei unserer Annahme also
a cm); es gibtso z. B. (a=3, =1, = Ve gesetzt) je einen Punkt rechts
von P, auf unserer Geraden, der 3 cm, icm, 2cm=1,414...cm
von P, entfernt liegt. Der Einfachheit wegen bezeichnen wir einen
Punkt, der g-mal so weit rechts von P, liegt wie der Einspunkt P,,
kurz selber durch die Zahl 4; daher wird der Einspunkt P, auch
durch die Zahl 1 und, wie man leicht als folgerichtig einsieht, der
Nullpunkt P, auch durch die Zahl O bezeichnet. Endlich bezeichnen
wir den Punkt der Geraden, der von P, ebensoweit entfernt ist wie
der Einspunkt P,, aber links von P, liegt, mit —1; ist wieder 4
eine beliebige positive reelle Zahl, so gibt es einen einzigen Punkt
unserer Geraden, der links von P, liegt und dabei 4-mal soweit von
P, entfernt ist wie der Einspunkt P,; dieser Punkt werde mit —a
bezeichnet, so daB bei unserer Annahme z. B. der Punkt — 7 unserer
Geraden links von P, in der Entfernung 7 cm gelegen ist. Mit allen
auf diese Weise erhaltenen Punkten ist die Gesamtheit der Punkte
auf der Geraden erschopit. Durch diese Festsetzungen haben wir eine
anschauliche Zuordnung aller reellen Zahlen zu simtlichen Punkten
einer Geraden erhalten, eine Zuordnung, bei der jeder reellen Zahl
ein einziger Punkt entspricht und umgekehrt; sie ist stets in vollig
bestimmter Weise mdoglich, unabhingig davon, wie groB die Ent-
fernung zwischen den Punkten P, und P, (die ,MaBeinheit*) gewahlt
wird. Die Gerade mit den in der angegebenen Weise bezeichneten
Punkten nennt man die Zahlengerade. Wir werden sie im Laufe
unserer Betrachtungen ihrer Anschaulichkeit wegen noch ofters heran-
ziehen und dabei die GroBe der MaBeinheit immer beliebig lassen,
so dafl man es eigentlich mit unendlich vielen, fiir unsere Zwecke
gleichwertigen Zahlengeraden zu tun hat.

Wir kénnen nun auch die Menge aller Punkie unserer Geraden
betrachten. Ordmen wir diese Punkte von links nach rechts, die
reellen Zahlen aber der zunehmenden GréBe nach (und zwar mit
Riicksicht auf das Vorzeichen, so daBl z. B. — 7 kleiner ist als — 3,

1) Ausfiihrlichere Bemerkungen iiber diese Beziehung zwischen Zahlen
und Punkten findet man zu Beginn des § 10 (S. 105).
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— 3 kleiner als 3), so zeigt die geordnete Menge aller Punkte
unserer Geraden keinerlei Unterschied gegeniiber der geordneten Menge
aller reellen Zahlen, sobald nur in beiden Fillen von der besonderen
Natur der Elemente abgesehen wird.

7. Einem letzten Beispiel einer Menge sei folgende Bemerkung
vorausgeschickt, an die wir auch spiter wieder ankniipfen werden:
Unter einer algebraischen Gleichung wird eine Beziehung der Form

a,x" 4+ a,_ 2" 1+ ...+ a2’ +axFay=0

verstanden, wo @, a,_,, - .., 4y @, @, bestimmte gegebene Zahlen
sind, wihrend die Zahl # unbekannt ist und derart gesucht wird, daB
die Gleichung gerade befriedigt, ihre linke Seite also gleich Null wird.
Dabei bedeutet # irgendeine positive ganze Zahl, die — falls 4, von
Null verschieden ist, wie wir annehmen wollen — der Grad der Glei-
chung genannt wird; auch unter Ay Bpygs - B wollen wir stets nur
(positive oder negative) gamze Zahlen (die Null eingeschlossen) ver-
stehen. Es kann dann, wie in den Elementen der Algebra gezeigt
wird, keine, eine oder mehrere, aber niemals mehr als »# verschiedene
reelle Zahlen 2 geben, die die Gleichung befriedigen und ,,Wurzeln‘
derselben heiBen; eine Wurzel wird im allgemeinen natiirlich nicht
ganzzahlig sein. Z. B. hat die Gleichung z? — 2 =0 die beiden
Wurzeln ¢ = + V2 = 1,414 ... und = — V2, wihrend die Gleichung
x? 4 2 = 0 iberhaupt keine reelle Wurzel besitzt. Eine reelle Zahl,
die Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, nennt man eine (reelle)

algebraische Zahl. Es ist zwar jeder gemeine Bruch ? cine alge-

braische Zahl, da :z::—;l der Gleichung gz — p =0 geniigt; nicht

aber 14Bt sich umgekehrt jede algebraische Zahl als gemeiner Bruch
darstellen, fir V2 z. B. ist eine solche Darstellung unmoglich. Die
Gesamtheit aller gemeinen Briiche bildet somit einen Teil der Ge-
samtheit aller algebraischen Zahlen.

Es lige nun die Vermutung nahe, daB ebenso wie z. B. die Zahl
V2 =1,414 ... sich alle reellen Zahlen oder, was dasselbe besagt, alle un-
endlichen Dezimalbriiche als Wurzeln gewisser algebraischer Gleichungen
auffassen lassen; dies ist, wie wir spiter (S. 41) sehen werden, keines-
wegs der Fall. Eine reelle Zahl q, die nicht als Wurzel einer alge-
braischen Gleichung darstellbar ist, d. h. zu der sich iiberhaupt keine
algebraische Gleichung finden 14Bt, die durch z = a befriedigt wiirde,
bezeichnet man als eine (reelle) transzendente Zahl. Wir kdénnen
uns nun die Menge aller (recllen) transzendenten Zahlen gebildet
denken, deren Elemente jedenfalls nur einen Teil der reellen Zahlen
ausmachen. Die tatsichliche Bildung dieser Menge wiirde zwar beim
heutigen Stande der Forschung unmoéglich sein. Dies ist begreiflich;
denn um eine gegebene Zahl g als transzendent nachzuweisen, muB
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man ja zeigen, daB3 keine aller unendlich vielen denkbaren algebrai-
schen Gleichungen die Zahl a4 zur Wurzel hat, eine allem Anschein
nach (und auch in Wirklichkeit) recht schwierige Aufgabe; gelingt
dieser Nachweis nicht, ohne dafl man doch umgekehrt eine algebrai-
sche Gleichung auffinden kann, die durch g befriedigt wird, so ist
damit nur gesagt, daB vorliaufig die Entscheidung dariiber aussteht,
ob g algebraisch oder transzendent ist. In der Tat ist bis heute nur
von gewissen begrenzten Klassen reeller Zahlen!) bekannt, daB sie
transzendent sind, obwohl man weiB, daB es auBer den als transzendent
nachgewiesenen noch unendlich viele weitere transzendente Zahlen gibt;
wir werden im § 5 sehen, in welcher Weise solch ein Existenzbeweis
allgemein, ohne die Kenntnis all der als existierend nachzuweisenden
transzendenten Zahlen im einzelnen, gefithrt werden kann.

Die ausdriickliche Bildung der Menge aller transzendenten Zahlen
ist also ganz unmdglich. Dennoch ist diese Menge ein wohl denk-
barer, logisch einwandfreier Begriff; jede vorgelegte reelle Zahl kann
ja nach Definition nur enfweder algebraisch oder transzendent sein,
wenn wir auch nicht immer imstande sind, die Entscheidung dariiber
zu treffen; und eben alle transzendenten Zahlen und nur sie stellen
die Elemente unserer Menge dar.

Nachdem wir so einige Beispiele von Mengen wirklich kennen
gelernt haben, ist es leicht, die zu Beginn dieses Paragraphen an-
gegebene Definition der Menge in ihrer Bedeutung und Tragweite zu
wiirdigen. Den Begriff ,Objekte unserer Anschauung oder unseres
Denkens“ niher zu zergliedern, kann philosophischer Betrachtung iiber-
lassen bleiben; fiir unsere Zwecke ist seine Bedeutung hinreichend
klar. Ubrigens werden wir in der Regel nur mathematische Objekte,
wie Zahlen, Punkte usw. (oder auch Mengen von solchen), verwenden.
Ebenso leuchtet nach den vorgefithrten Beispielen geniigend ein, was
unter der ,,Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen“ zu ver-
stehen ist; die Objekte werden als Elemente bezeichnet, das Ganze
als die durch die Elemente bestimmte Menge. Es bleibt also nur mehr
iibrig, die Begriffe ,bestimmt“ und ,,wohlunterschieden*“ zu erkliren.
Der letztere will besagen, daB} fiir je zwei Objekte feststchen muf, ob
ste begrifflich identisch oder verschieden sind, und daf die Elemente
einer Menge samtlich untereinander verschieden sein sollen. Das Attribut

1) Die bekanntesten dieser transzendenten Zahlen sind die bei der Be-
rechnung des Kreisumfangs und -inhalts vorkommende Zahl z = 8,14159...
und die Basis ¢ der natiirlichen Logarithmen. Als Cantor 1874 die Menge
aller transzendenten Zahlen betrachtete und Eigenschaften von grofiter Wichtig-
keit fiir sie bewies (vgl. S. 41), war noch unbekannt, ob & eine transzendente
Zahl ist und somit jener Menge als Element angehdrt, wihrend die entsprechende
Feststellung fiir ¢ aus dem gleichen Jahre datiert.
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»bestimmt“ dagegen fordert: von jedem beliebigen Objekt muf feststehen,
ob es Element der in Frage stehenden Menge ist oder nicht. Dieses
Feststehen bedeutet aber nicht ein wirkliches Feststellen in jedem
einzelnen Fall, sondern es muB nur ,infern bestimmt sein®, d. h. be-
grifflich feststehen, ob ein gegebenes Objekt zu unserer Menge gehort
oder nicht. Dies 14Bt sich z. B. in dem oben vorgefithrten Beispiel 7
fiir eine gegebene reelle Zahl im allgemeinen mit den heutigen Mit-
teln der Wissenschaft nicht rechnerisch feststellen und war Canfor bei
seiner Untersuchung der Menge der transzendenten Zahlen fiir die
Zahlen 7 und e unbekannt, wie wir auch heute die entsprechende
Frage z. B. fiir die Zahl 27 oder #”* nicht 16sen konnen; aber jedenfalls ist
fiir eine bestimmte Zahl stets ,intern®, auf Grund des logischen Satzes
vom ausgeschlossenen Dritten, entschieden, ob sie transzendent ist
oder nicht, und daher stellt die Gesamtheit aller transzendenten Zahlen
wirklich eine Menge dar?).

Eine Menge ist nach unserer Definition vollkommen bestimmt
durch die Gesamtheit ihrer Elemente. Zwei Mengen M und N gelten
demgemil dann, aber auch nur dann, als gleich (in Zeichen: M = N),
wenn sie die niamlichen Elemente enthalten; dabei konnen die beiden
Mengen librigens sehr wohl auf verschiedene Arten definiert sein.
Man bedient sich zur Bezeichnung der Tatsache, dal eine Menge M
die Elemente @, b, ¢ usw. enthilt, der folgenden Schreibweise

M={a, b, c, ...};

hier konnen entweder die in M enthaltenen Elemente simtlich inner-
halb der geschweiften Klammern hingeschrieben, oder es kann durch
Punkte angedeutet werden, dal die weiteren Elemente der Menge als
bekannt anzusehen sind.

Auf die Mingel der angegebenen Cantorschen Definition der
Menge und auf die Frage, in welcher Richtung eine andere Erklirung
des Mengenbegriffs gesucht werden konnte, werden wir erst gegen
Ende unserer Uberlegungen (in den §§ 12 und 13) zuriickkommen;
bis dahin bleiben wir bei der Camforschen Definition, die uns voéllig
hinreichende Dienste leisten wird.

§ 3. Die Begriffe der Aquivalenz, der Teilmenge, der
unendlichen Menge. ‘

Derjenige Begriff, auf dem sich die Einfithrung ,unendlicher
Zahlen“ und das Rechnen mit ihnen in erster Linie aufbaut, ist der
Begriff der Aquivalenz.

1) Von den in diesem Absatz und dem letzten Beispiel angeschnittenen
Prinzipienfragen wird in § 12 noch die Rede sein.



12 § 8. Die Begriffe der Aquivalenz, der Teilmenge, der unendlichen Menge.

In den Beispielen 1 und 2 des vorigen Paragraphen wurde
einmal eine Menge von acht Friichten, dann eine Menge. von
acht Zahlen betrachtet und darauf hingewiesen, daB beide Mengen
sich lediglich durch die Natur ihrer Elemente unterscheiden; ihre
Elemente konnen also (iibrigens auf mannigfache Art) derart auf-
einander bezogen werden, daB3 jeder bestimmten Frucht je eine
einzige Zahl und umgekehrt jeder der acht Zahlen je eine Frucht
entspricht. Das gleiche gilt z. B. von den beiden im Beispiel 5 be-
trachteten Mengen, der Menge aller reellen Zahlen und derjenigen
aller Punkte einer geraden Linie; wie sich aus der dortigen Betrach-
tung ergibt, kénnen die Elemente beider Mengen einander in solcher
Weise zugeordnet werden, daBl zu jeder reellen Zahl ein einziger Punkt
gehort und umgekehrt.

Derartige Zuordnungen gehoren zu den primitivsten und unent-
behrlichsten Funktionen des menschlichen Denkens. Will man auf
einer Kulturstufe, wo Zahl und Zihlen noch fernliegende oder un-
bekannte Dinge sind, einen Haufen Niisse und eine Handvoll Glas-
perlen (z. B. zu Tauschzwecken) miteinander vergleichen, so ist es
einfach und naheliegend, in willkiirlicher Weise nacheinander je eine
NuB3 und eine Perle herauszugreifen und einander gegeniiberzulegen.
Das Resultat ergibt dann, je nachdem schlieBlich Niisse, Perlen oder
keine von beiden ibrig bleiben, dal mehr Niisse, mehr Perlen oder
von beiden gleichviel vorhanden waren; im letzten Fall haben sich
die zwei Mengen als gleichgroB (gleichanzahlig) erwiesen. Auf diese
Weise 1aBt sich, und zwar sowohl psychologisch wie auch logisch-
mathematisch?), der Begriff der Anzahl einfilhren (als das Gemeinsame
von Mengen, deren Elemente einander gegenseitig eindeutig zugeordnet
werden konnen). ’

Wihrend aber der Anzahlbegriff uns zunichst nur fiir Mengen
mit endlich vielen Elementen einen Sinn zu haben scheint, hindert
uns nichts, das Verfahren der Zuordnung, etwa mittels eines Zuord-
nungsgeseizes, auf ganz beliebige Mengen anzuwenden. Wir setzen
demnach fest:

Definition 1. Eine Menge M heiBt einer zweiten Menge N
aquivalent, wenn die Elemente von N den Elementen von M wum-
kehrbar eindeutig zugeordnet werden konnen, also in solcher Weise,
daB vermoge der Zuordnung jedem Element von M ein einziges Ele-
ment von N, aber gleichzeitig auch umgekehrt jedem Element von
N ein einziges von M entspricht.

Damit eine Menge einer anderen idquivalent sei, mufB3 die frag-
liche Zuordnung also wumkehrbar eindeutig sein, nicht nur eindeutig

1) Vgl. z. B. H. Weber - P. Epstein: Arithmetik, Algebra und Analysis

(1. Bd. der Enzyklopiddie der Elementarmathematik von H. Weber und J. Well-
stein), 4. Aufl. (Leipzig u. Berlin 1922), S. 1—15.
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schlechthin. Ist z. B. M eine Menge von fiinf Apfeln, N die Menge der
drei Zahlen 1, 2, 3, so konnte man dem ersten Apfel die Zahl 1,
dem zweiten Apfel die Zahl 2, jedem der drei folgenden Apfel aber
die Zahl 3 zuordnen. Diese Zuordnung ist eindeutig, aber nicht um-
kehrbar eindeutig; denn bei ihr entspricht zwar jedem Apfel eine
einzige, ganz bestimmte Zahl, aber umgekehrt entsprechen der Zahl 3
nicht nur ein einziger, sondern drei Apfel; beide Mengen brauchen
daher nicht dquivalent zu sein (und sind es auch wirklich nicht).
Um zu zeigen, daB eine gegebene Menge einer anderen michi dqui-
valent ist, geniigt es gemaBl Definition 1 natiirlich nicht, eine nicht
eindeutige oder nicht umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen ihren
Elementen herzustellen; dazu ist vielmehr der Nachweis erforderlich,
daB3 iiberhaupt keine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den
Elementen beider Mengen moglich ist?).

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen
zweier Mengen wollen wir auch kurz eine Abbildung der beiden
Mengen aufeinander nennen; eine solche Abbildung (bzw. die Vorschrift
oder das Gesetz, wonach sie hergestellt wird) wird in der Regel mit
einem groBen griechischen Buchstaben (@, ¥ usw.) bezeichnet werden.

Demnach sind von den Beispielen des vorigen Paragraphen einander
dquivalent die Mengen unter 1 und 2, dann die beiden unter 6 be-
trachteten Mengen, endlich auch die Mengen unter 4 und 5. Weitere
Beispiele dquivalenter Mengen werden uns noch in diesem und in den
folgenden Paragraphen beschiftigen.

Schon an dieser Stelle seien drei Eigenschaften der Aquivalenz hervor-
gehoben, die fast selbstverstindlich scheinen, aber dennoch eines Beweises
bediirftig und fahig sind?). Vor allem st jede beliebige Menge sich selbst dqui-
valent; um dies zu erkennen, braucht man nur die Menge auf sich selbst in
der Weise abzubilden, dafi jedes einzelne Element sich selber zugeordnet wird.
Ebenso leicht ist einzusehen, dafi die Beziehung der Aquivalenz zwischen zwei
Mengen eine gegenseitige tst, daB also, falls die Menge M der Menge N #qui-
valent ist, auch umgekehrt die letztere der ersteren dquivalent ist. Da ndmlich
die in Frage stehende Zuordnung nicht nur eindeutig schlechthin, sondern
umkehrbar eindeutig ist, so wird auch jedem Element von N ein Element
von M umkehrbar eindeutig zugeordnet, was ja gem#f der Definition gerade
besagt, dafi die Menge N der Menge M iquivalent ist. Um diese Uberlegung
anschaulicher zu machen, verstehen wir unter M die in Nummer 1 des vorigen
Paragraphen betrachtete Menge von Friichten, unter N die in Nummer 2 vor-

1) Vgl. hierzu die Fufinote 2) auf S. 16.

2) Die ndchsten Betrachtungen konnen von dem weniger geiibten Leser,
namentlich bei der erstmaligen Lektiire, iiberschlagen werden. Allgemein soll
in dieser Schrift — vor allem in den ersten Abschnitten, widhrend deren
Durcharbeitung sich der Leser von selbst eine gewisse Ubung aneignen wird —
durch kleineren Druck gewisser Stellen stets angedeutet werden, dafi die be-
treffenden Betrachtungen etwas abstrakter Natur sind und vom Leser zunichst
beiseite gelassen werden kénnen, ohne dafi dadurch das Verstdndnis der spdteren
Uberlegungen beeintriachtigt wird.
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gefiihrte Menge von Zahlen. Dafi die Menge M der Menge N #quivalent ist,
laBt sich dann anschaulich machen durch das folgende Schema:

M ; Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Aprikose

4 4 4 4 4
L
N:oo1 2 3 4 5 6 7 8,

in dem die doppelte Zuspitzung der Pfeile andeutet, daf die Zuordnung um-
kehrbar eindeutig ist; dasselbe Schema besagt aber offenbar im Sinne unserer
Definition, dafi auch umgekehrt die Menge N der Menge M #Hquivalent ist.
Durch diese der Aquivalenz zukommende Eigenschaft der Gegenseitigkeit ge-
winnen wir erst das — teilweise schon benutzte — Recht, schlechthin von der
Aquivalenz ,zweier Mengen“ oder ,zwischen zwei Mengen“ oder von einer
Abbildung ,zwischen zwei dquivalenten Mengen“ zu sprechen oder zu sagen,
zwei Mengen seien ,einander dquivalent“, — kurz: Ausdrucksweisen fiir die
Aquivalenz und die Abbildung zu gebrauchen, bei denen beide Mengen gleich-
berechtigt erscheinen.

Um die dritte und letzte hier hervorzuhebende Eigenschaft der Aquivalenz
kennen zu lernen, gehen wir aus von drei Mengen M, N und P, von denen
einmal M und N, ferner N und P &quivalent sein sollen; unser Ziel ist der
Nachweis, dafi auch M und P #quivalent sind. Es bezeichne @ eine (wegen
der vorausgesetzten Aquivalenz sicherlich existierende) Abbildung zwischen
den Mengen M und N, ¥ eine ebensolche zwischen N und P. Ist m irgend-
ein Element von M, so ordnet ihm die Abbildung & ein bestimmtes Ele-
ment # von N, diesem wiederum die Abbildung ¥ ein bestimmtes Element p
von P zu; da die Abbildungen @ und ¥ umkehrbar eindeutig sind, entspricht
dem Element p von P vermége ¥ auch nur das einzige Element » von N
und diesem vermoge P das einzige Element m von M. Wir setzen nun fest,
daf dem Element s von M das Element p von P und umgekehrt diesem jenes
zugeordnet werden soll; wird diese Festsetzung fiir alle Elemente m von M
und damit fiir alle Elemente p von P getroffen, so erhalten wir eine umkehr-
bar eindeutige Zuordnung zwischen allen Elementen von M und allen Elementen
von P, Die Moglichkeit der Herstellung einer derartigen Zuordnnng beweist
nun in der Tat, daf die Mengen M und P #Hquivalent sind; sind also zwei
Mengen einer und derselben drvitten Menge dquivalent, so sind sie auch unterein-
ander dguivalent.

Um diesen Beweisgang zu veranschaulichen, fligen wir zu den zwei im
vorletzten Absatz betrachteten Mengen M und N noch cine dritte Menge P
hinzu, die etwa acht verschiedene Niisse enthalten mdge; diese Menge P ist
offenbar dquivalent der aus acht Zahlen bestehenden Menge N. Je eine Ab-
bildung zwischen den Mengen M und N einerseits und zwischen den Mengen N
und P andererseits veranschaulicht uns das folgende Schema:

M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Aprikose

A 4 4 4 4 A A
v v v v v v i v
N: 1 2 3 4 5 6 Z ?

4 A 4 A 4

v v v v v v v
P Nuf Nug Nuf Nus Nuf Nufi Nut Nus.

Eine Abbildung zwischen den Mengen M und P und damit den Nachweis der
Aquivalenz dieser beiden Mengen gewinnt man hieraus, entsprechend dem
eben durchgefiihrten Beweisverfahren, einfach dadurch, daf man die Elemente
der Menge N wegstreicht und dann je zwei untereinanderstehende Elemente
der Mengen M und P einander zuordnet. (Man hat damit ersichtlich die Um-
kehrung des Verfahrens durchgefiihrt, das die Vergleichung zweier Mengen
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von Gegenstinden durch Zwischenschaltung einer Menge von Zahlen, d. h.
darch _Abzdhlung“ der Mengen,; lehrt.)

Die Tatsache, dal zwei Mengen M und N &quivalent sind, be-
zeichnet man durch die Schreibweise: M ~ N (gelesen: M iiqui-
valent N). Unsere letzten Betrachtungen zeigen, dal3 jeder Menge M
die Eigenschaft M ~ M zukommt, daB ferner zugleich mit M ~ N
stets auch N ~ M gilt und daB endlich aus den beiden Beziehungen
M ~ N, N~ P die Beziehung M ~ P folgt.

Es sei eine Menge M gegeben. Wir denken uns einen Teil
ihrer Elemente willkiirlich herausgegriffen und fassen die durch sie
bestimmte Menge M’ ins Auge; eine solche Menge M’ heiBt eine
Untermenge oder Teilmenge der Menge M. Also:

Definition 2. Eine Menge M’ heiBt eine Teilmenge der Menge M,
wenn jedes Element von M’ gleichzeitig auch Element von M ist.

Darunter ist auch der Grenzfall enthalten, daB glle Elemente
von M in der Teilmenge M’ vorkommen, d. h. daB die Mengen M
und M’ gleich sind; in diesem Fall ist gleichzeitig M’ Teilmenge
von M und M Teilmenge von M’; man nennt dann M’ eine unechte
(uneigentliche) Teilmenge von M. Enthilt dagegen M auch Elemente,
die sich it M’ nicht finden, so spricht man der Deutlichkeit wegen
notigenfalls von einer echten Teilmenge (eigentlichen Teilmenge) M’

Z. B. hat die Menge {1, 2, 3} die Teilmengen {1}, {2}, {3},
{1, 2}, {2, 8}, {1, 3} und {1, 2, 3}; alle bis auf die letzte, die eine
unechte Teilmenge ist, sind echte Teilmengen der Menge {1, 2, 3}.
Diese Menge und all ihre Teilmengen sind andererseits echte Teil-
mengen der Menge {1, 2, 3, 4, ...) aller natiirlichen Zahlen; ebenso
ist z. B. die Menge aller geraden Zahlen {2, 4, 6, 8, ...} eine Teil-
menge der Menge aller natiirlichen Zahlen und zwar eine echte Teil-
menge, weil die (in der Menge aller natiirlichen Zahlen vorkommen-
den) ungeraden Zahlen 1, 8, 5, ... in ihr nicht enthalten sind.

Nach der Definition der Teilmenge leuchtet ein, daB3, wenn M
eine Teilmenge dev Menge N und N eine Teilmenge der Menge P ist,
auch M eine Teilmenge von P ist.

Aus rein formalen Griinden, namentlich um gewisse Tatsachen
einfacher und bequemer aussprechen zu konnen, fithren wir an dieser
Stelle noch eine uneigentliche Menge ein, die sogenannte Null-
menge?'). Diese ist dadurch definiert, daB sie iiberhaupt kein Element
enthilt; sie ist also eigentlich gar keine Menge, soll aber als solche
gelten und mit 0 bezeichnet werden. Ihren Wert gewinnt die Ein-
fiihrung der Nullmenge durch die folgende Festsetzung, die sich spiter

1) Die ,Nullklasse“ ist zun#chst von den Vertretern der ,Algebra der
Logik“ verwendet, dann aber als Nullmenge von Zermelo und anderen syste-
matisch in der Mengenlehre benutzt worden.
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als niitzlich erweisen wird: Die Nullmenge 0 soll als Teilmenge jeder
beliebigen Menge — auch von sich selbst — gelten. Dies steht offen
bar im Einklang mit Definition 21).

Wenn wir auch gelegentlich aus formalen Griinden diese Fest-
setzung benutzen wollen, so werden wir doch zunichst der Null
menge wenig Beachtung schenken; im allgemeinen denken wir bei
dem Begriff ,Menge“ immer an solche Mengen, die wirklich Elemente
enthalten.

Es sei M eine endliche Menge, worunter wir im iiblichen naiven
Sinn eine Menge von endlich vielen Elementen verstehen wollen (z. B.
die Menge der hundert natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 oder die Menge
aller Druckzeichen in dem vorliegenden Buch; vgl. auch S.18 unten).
Bedeutet M’ eine echte Teilmenge von M (also eine Menge, die einige,
aber nicht alle unter jenen hundert Zahlen oder unter diesen Zeichen
enthdlt), so sind M und M’ sicher nicht dquivalent. Denn beginnt man
der Reihe nach irgendwie jedem Element von M in umkehrbar eindeutiger
Weise je ein Element von M’ zuzuordnen, so wird schlieBlich — und
zwar nach endlich vielen Schritten — die Menge M’ erschopft sein,
wihrend in M noch Elemente iibrig sind, denen kein Element von M’
zugeordnet ist. Der hierdurch gedanklich véllig bestimmte Beweis
dieser fast trivial erscheinenden (iibrigens spiterhin nicht mehr be-
nutzten) Tatsache soll hier nicht genauer ausgefiihrt werden?).

Ganz anders liegen die Verhidltnisse bei wumnendlichen Mengen,
also bei Mengen, die unendlich viele Elemente enthalten, wie wir
solche Mengen in den Beispielen 4 bis 7 des vorigen Paragraphen
kennen gelernt haben. Hier iiberzeugt man sich leicht, wenn auch
zunichst mit einiger Uberraschung, von der merkwiirdigen Tatsache,
daB zwei unendliche Mengen, von denen die eine eine echte Teil-
menge der anderen ist, dennoch sehr wohl einander dquivalent sein

1) Man kann sich diese Festsetzung so plausibel machen: Fafit man von
den Elementen einer gegebenen Menge M die zusammen, die eine gewisse
Eigenschaft besitzen, so entsteht eine Teilmenge von M; ist die Eigenschaft
speziell von solcher Art, dafi kein Element von M sie besitzt, so wird die
entstehende Teilmenge zur Nullmenge.

%) Fiir ndhere Ausfiihrung dieses und verwandter Punkte vergleiche man z. B.
Weber-Epstzin: a.a. 0., S.11; 0. Hilder: Die Arithmetik in strenger Begriindung
(Leipzig 1914), S. 16; 4. Ldewy: Lehrbuch der Algebra I (Leipzig 1915), S. 384.
In der hier hervorgehobenen Tatsache liegt iibrigens auch der Grund dafiir,
daf — im Gegensatz zum allgemeinen Fall, vgl.-oben S. 13 — bei endlichen
Mengen schon das Mifigliicken eines einzigen, irgendwie durchgefiihrten Ver-
suchs zur umkehrbar eindeutigen Zuordnung zwischen den Elementen zweier
Mengen die Nichtdguivalenz der Mengen dartut, daf also zur Vergleichung
endlicher Mengen nicht etwa das Durchprobieren aller méglichen Zuordnungen
erforderlich ist.
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konnen. Betrachten wir z. B. neben der Menge M aller natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, ... die Menge M’, die aus M durch Streichung der
Zahl 1 hervorgeht, also die Menge M'={2, 3,4,...}! M’ ist offen-
bar eine echte Teilmenge von M. Um anschaulich zu zeigen, daB
diese zwei Mengen M und M’ dquivalent sind, denken wir uns ihre
Elemente der Reihe nach in folgender Weise durch Pfeile aufein-
ander bezogen:

M: 1 2

3 4 5 6 7 8 Sm..
L
M: 2 3 4 5 6 1 8 9..m-4+1...
Es wird also jeder Zahl m der Menge M die in der Zahlenreihe
nichstfolgende m -1 aus M’ oder — anders ausgedriickt — jeder

Zahl m’ der Menge M’ die ihr in der Zahlenreihe vorangehende
m’ — 1 aus M zugeordnet. Diese Zuordnung ist ersichtlich umkehr-
bar eindeutig. Die Mengen sind also wirklich dquivalent, obgleich M’
nur einen echten Teil der Elemente von M enthilt, nimlich sie alle
mit Ausnahme des Elementes 1.

Der Leser mache sich zum besseren Verstindnis alles Folgenden
dieses erste und denkbar einfachste Beispiel der Aquivalenz von zwei
anscheinend ,verschieden groBen“ Mengen recht deutlich; er wird
bemerken, wie das Gelingen einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung
wesentlich darauf beruht, daB die Mengen unendlich viele Elemente
enthalten. Wiren M und M’ endlich und enthielten sie — abgesehen
von der nur in M vorkommenden Zahl 1 — die namlichen Elemente,
so wiirde eine umkehrbar eindeutige Zuordnung nicht herstellbar sein;
denn am Schluf3 bliebe dann in der Menge M ein letztes Element
ibrig, dem kein Element aus M’ gegeniiberstinde. Zahlreiche weitere
Beispiele. der Aquivalenz von Mengen, von denen die eine eine echte
Teilmenge der anderen ist, werden uns in diesem wie in den nichsten
Paragraphen noch entgegentreten; hier sei besonders auf die durch
die Fig. 4 und 5 (S. 37 und 89) in leicht verstindlicher Weise illu-
strierten Beispiele hingewiesen. ‘

Diese Erscheinung, daB eine Menge gewissermalen ,gleichviel Ele-
mente enthalten“ kann wie eine echte Teilmenge von ihr, steht in einem
gewissen Kontrast zu dem bekannten Satz: Das Ganze ist stets groBer
als ein Teil. Das Auffillige dieses Kontrastes hat beim Zugang zum
Begriff des Aktual-Unendlichen eine wesentliche und zunichst hinder-
liche Rolle gespielt, da es die unendlichen Mengen, die eine so iiber-
raschende Eigenschaft besitzen, zu diskreditieren schien. In Wirklich
keit war indes jener Satz vom Ganzen und Teil nur im Gebiet des
Endlichen erprobt und es lag kein Grund vor zu erwarten, daf3 er
bei dem Riesenschritt, der vom Endlichen zum Unendlichen fihrt,

seine Giiltigkeit unverindert bewahre.
Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 2
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Den angefiihrten grundlegenden Unterschied zwischen unendlichen
und endlichen Mengen, namlich das Bestehen oder Nichtbestehen einer
Aquivalenz zwischen einer Menge M und einer echten Teilmenge von M,
hat man nun — vom naiven Begriff der endlichen und der unend-
lichenMengen absehend — geradezu zur Definition der Begriffe ,,unendliche
Menge“ und ,endliche Menge“ benutzt. Im Anschluf an den hervor-
ragenden Braunschweiger Mathematiker R. Dedekind (1831—1916)
bedient man sich namlich der folgenden

Definition 3. Eine Menge M heiBt unendlich oder transfinit
(iberendlich), wenn es eine echte Teilmenge von M gibt, die zu M
aquivalent ist; gibt es dagegen keine zu M &quivalente echte Teil-
menge von M, so wird M als eine endliche Menge bezeichnet.

Wir wollen uns in unseren ferneren Uberlegungen der Einfachheit
halber mit der naiven Auffassung der Begriffe einer ,endlichen* bzw.
,unendlichen“ Menge begniigen, wie wir sie bisher schon mehrfach
benutzt haben. Es bietet aber keine grundsitzlichen Schwierigkeiten,
sich lediglich auf die soeben ausgesprochene Definition zu stiitzen
und mit ihr allein sich die Begriffe ,endlich viele“ und ,unendlich
viele“ erklart zu denken (vgl. indes § 13a). Um dem Leser eine An-
schauung davon zu geben, da wirklich die Definition 3 den nimlichen
Begriffsumfang fiir ,endlich“ und ,,unendlich“ liefert wie der gewdhn-
liche Sprach- und Denkgebrauch, mégen hier noch einige diesbeziig-
liche Bemerkungen angeschlossen werden; auf liickenlose Strenge im
Beweis soll bei dieser eingeschalteten Betrachtung kein Wert gelegt
werden, es kommt nur auf eine Andeutung des Gedankengange an.

Vor allem ist zu zeigen, daff im Sinne unserer Definition eine unendliche
Menge niemals einer endlichen dquivalent sein kann; wire dem nicht so, so kénnten
wir die Definition nicht als brauchbar betrachten. Zum Nachweis jener Tat-
sache gehen wir aus von einer im Sinne der Definition 3 unendlichen Menge
M, d.h. einer solchen, die eine zu M #Hquivalente echte Teilmenge M’ be-
sitzt. Es sei N irgendeine zu M #quivalente Menge; wir haben zu zeigen,
daff auch N im Sinne unserer Definition unendlich ist. Zu diesem Zwecke
werde eine bestimmte Abbildung zwischen den #quivalenten Mengen M und
N mit @ bezeichnet; durch diese Abbildung werden dann den Elementen der
Teilmenge M’ von M wvon selbst die Elemente einer gewissen Teilmenge von
N in umkehrbar eindeutiger Weise zugeordnet, und diese zu M’ dquivalente
Teilmenge von N mdge N’ heifien. Da M’ nicht alle Elemente von M ent-
hélt, wird auch N’ nicht alle Elemente von N enthalten, d. h. N’ ist eine echte
Teilmenge von N. Endlich ist N’ ~0 N, wie aus den Beziehungen N’ ~ M/,
M' A~ M und M~ N gemifi S.15 hervorgeht. N enthdlt also die zu N
dquivalente echte Teilmenge N’, d. h. N ist wirklich, wie wir zeigen wollten,
im Sinne unserer Definition eine unendliche Menge.

Um den Nachweis zu fiihren, dafi unsere Definition der endlichen und
der unendlichen Menge im Einklang ist mit der naiven Vorstellung, die wir
von Mengen mit ,endlich vielen“ oder mit ,unendlich vielen* Elementen
haben, konnen wir folgenden Gedankengang einschlagen. Priifen wir die
naive, anscheinend keiner Erkldrung bedtirftige Vorstellung genauer, so konnen
wir sie so ausdriicken: Wir pflegen von eimer Menge M zu sagen, sie ent-
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halte nur endlich viele Elemente, falls es eine natsirliche Zahl n von der Art
gibt, dap M gevade n Elemente enthdlt, oder dap M dquivalent ist dev Menge
von Zahlen {1, 2,3, ..., n}; gibt es keine derartige natiivliche Zahl n, so
driicken wivr das aus durch die Behauptung, M enthalte wunendlich viele
Elemente. Man kann nun auf dem auf S. 16 oben angedeuteten Wege ein-
sehen, daf eine Menge N von der Form N ={1,2,3,...,n}, wo #» irgend-
eine natlirliche Zahl bedeutet, niemals einer echten Teilmenge von sich selbst
iquivalent ist. Andererseits aber lifit sich zeigen, daf eine Menge M, die zu
keiner Menge der Form {1, 2, 3,...,n} #quivalent ist, stets eine zu sich
selbst #dquivalente echte Teilmenge besitzt. Man kann ndmlich zunichst aus
M ein beliebiges erstes Element m, herausgreifen, dann ein zweites m,, ein
drittes s, usw. und kann dieses Verfahren okne Ende fortsetzen, weil anderen-
falls aus der Erschopfung von M eine Aquivalenz zwischen dieser Menge und
einer Menge der Form {1, 2,..., n} folgen wiirde. Fafit man die Gesamtheit
aller so herauszugreifenden Elemente zu der Menge M, = {m,, m,, m,, ...},
dagegen alle etwa nicht in M, vorkommenden Elemente von M zu einer
Menge M, zusammen, so sind M, und M, Teilmengen von M, deren Elemente
zusammengenommen die Gesamtheit der Elemente von M darstellen. Nun ist
die Menge M, einer echten Teilmenge von sich selbst, z. B. der Teilmenge
N, = {my, my, m,, ...}, ganz ebenso 4quivalent, wie sich auf S.17 die Mengen
{1,2,3,...} und {2, 3, 4,...} als dquivalent erwiesen haben; ferner erkennt
man durch Abbildung der Menge M, auf N, und der Menge M, auf sich selbst,
daf die Gesamtheit der Elemente von N; und M, zusammengenommen eine
zu M #quivalente Menge N darstellt, die eine echte Teilmenge von M ist
ndmlich das Element m, von M nicht enthilt) M ist also im Sinne unserer
Definition eine unendliche Menge.

Demnach ist jede im gewdhnlichen Sinne endliche Menge auch endlich
im Sinne der Definition 3, jede im gewdhnlichen Sinne unendliche Menge auch
unendlich im Sinne dieser Definition, und da sich diese Aussage umkehren
148t, so ist die Ubereinstimmung beider Begriffspaare nachgewiesen?),

Es werde schliefilich noch hervorgehoben, daf bei der gewdhnlichen
Auffassung die endliche Menge als der urspriingliche Begriff auftritt (der letzten
Endes auf den — als bekannt angesehenen — Begriff der natiirlichen Zahl
zuriickgeht) und die unendliche Menge einfach als nicht-endliche erscheint,
wihrend auf Grund der Definition 8 sich das Verhiltnis gerade umkehrt, unter
einer endlichen Menge also eine nicht-unendliche verstanden wird.

§ 4. Abzihlbare Mengen.

Wir wollen uns jetzt zundchst mit den in gewissem Sinne ein-
fachsten unendlichen Mengen, den sogenannten abzihlbaren Mengen,
beschaftigen und verschiedene Beispiele solcher abzihlbarer Mengen
betrachten, die uns schon eine Fiille iiberraschender Tatsachen liefern
werden.

Wir gehen aus von einer denkbar einfachen unendlichen Menge,
von der schon im Beispiel 4 des § 2 betrachteten Menge aller natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, ...; wir bezeichnen diese Menge fiir den Augenblick
mit M. N sei irgendeine ihr Aquivalente Menge und @ eine Ab-

1) Auch die Nullmenge, die liberhaupt keine echte Teilmenge besitzt, gilt
nach Definition 3 als endliche Menge.

Q%
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bildung zwischen M und N. Dann kénnen wir das durch diese Ab-
bildung dem Element 1 von M zugeordnete Element von N mit n,
bezeichnen, das dem Element 2 entsprechende Element von N ebenso
mit »,, das zu 3 zugeordnete mit n,; usw. Hiernach 1iBt sich die

Menge N schreiben in der Form: N = {n,, n,, ng, ...}; mit anderen
Worten: wir haben die Elemente von N abgezdhlf, so da sich ein
erstes, zweites, drittes, ... Element von N angeben 1iBt. Umgekehrt

wird jedes beliebige Element » von N an einer bestimmten, etwa
der kter Stelle, wobei k eine natiirliche Zahl bedeutet, in der ab-
gezihlten Menge N vorkommen; denn durch die Abbildung @ wird
n irgendeiner bestimmten natiirlichen Zahl 2 von M zugeordnet, und
dies besagt ja eben, daB # die ktc Zahl unserer Abzihlung ist. Dem-
nach laBt sich jede Menge, die der Menge aller natiirlichen Zahlen
dquivalent ist, in Form einer abgezihlten Menge {a,, a,, a,,...} dar-
stellen; jede zur Menge der natiirlichen Zahlen &quivalente Menge
wird deshalb eine abzihlbare Menge genannt. Eine abzdhlbare
Menge ist also stets unendlich.

Wie sich im nichsten Paragraphen zeigen wird, ist keineswegs
jede unendliche Menge abzihlbar. Dagegen enthdlt jede unendliche
Menge M eine abzihlbare Teilmenge. Diese Tatsache koénnen wir, aus-
gehend von dem naiven Begriff der unendlichen Menge?'), einfach
mittels der folgenden (schon auf S. 19 angedeuteten) SchluBweise ein-
sehen: Wir greifen aus M zundchst ein beliebiges Element », heraus,
aus der dann noch iibrigen Menge ein beliebiges weiteres Element m,,
ferner aus der um diese zwei Elemente verkleinerten Menge irgendein
drittes Element m, usw.; dieses Verfahren denken wir uns endlos fort-
gesetzt, was deshalb méglich ist, weil M voraussetzungsgemafl nicht
endlich ist, weil wir also auf diese Weise niemals zu dem letzten noch
iibrigen Element von M gelangen konnen. Vereinigen wir dann simt-
liche durch jenes unbegrenzte Verfahren herausgegriffenen Elemente
zu einer Menge M, = {m,, m,, my, ...}, so ist die abzihlbare Menge
M, eine (echte oder unechte) Teilmenge von M, weil ja jedes Ele-
ment von M, auch in M vorkommt; es enthilt also in der Tat jede
unendliche Menge eine abzidhlbare Teilmenge.

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung einiger Beispiele von ab-
zdhlbaren Mengen iiber. Wie wir oben (S. 17) sahen, ist gleich
der Menge {1, 2, 3, 4, ...} auch die Menge {2, 3, 4, 5,...}
abzihlbar., Das Gleiche gilt offenbar fiir jede Menge N, die aus der
Menge der natiirlichen Zahlen durch Weglassung endlich vieler natiir-
licher Zahlen entsteht; denn ordnen wir die (immer noch unendlich
vielen) iibriggeblicbenen Zahlen wieder nach ihrer GréBe, so haben

1) Man kann den Beweis ebensogut auch durchfiihren, indem man von
der auf S, 18 gegebenen Definition der unendlichen Menge ausgeht.
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wir damit schon eine erste, eine zweite, eine dritte Zahl usw. der
Menge N definiert und so jeder Zahl von N eine bestimmte Platz-
nummer zugeordnet, d. h. wir haben durch jene Ordnung die Menge N
bereits abgezdhlt. Wir konnen aber das gleiche Verfahren auch ein-
schlagen, falls N aus der Menge der natiirlichen Zahlen durch Weg-
lassung unendlich vieler Zahlen entstanden ist, falls nur N selbst noch
unendlich viele Zahlen enthilt; ist z. B. N die Menge aller positiven
geraden Zahlen, so 1aBt sich N auf die Menge der natiirlichen Zahlen
in folgender Weise umkehrbar eindeutig abbilden:

24681012

IiIIi

1234 .

d. h. 2 wird die erste, 4 die zweite Zahl von N usw. Es ist also
zunichst jede umendliche Teilmenge der Menge aller natiirlichen Zahlen
abzdhlbar.

GewissermaBen durch eine Umkehrung dieses Verfahrens ist ferner
leicht zu zeigen, daB auch z B. die Menge aller positiven und nega-
tiven ganzen Zahlen, also eine umfassendere Menge als die der mnatiir-
lichen Zahlen, abzdhlbar ist. Ordnen wir die Elemente dieser Menge
der GroBe nach, und zwar unter Beriicksichtigung des Vorzeichens, so
daB die negativen Zahlen vor den positiven zu stehen kommen, so ist
die Menge zunichst nicht abgezihlt; denn es 14Bt sich z. B. die Zahl 1
nicht als die soundsovielte unserer Menge bezeichnen, da ihr ja un-
endlich viele Zahlen (nimlich alle negativen) vorausgehen. Dennoch
kann man unsere Menge mittels eines einfachen Kunstgriffes abzihlen
wir wollen niamlich als erstes Element die Zahl 1, als zweites die
Zahl — 1, als drittes 2, als viertes — 2, als fiinftes 3, als sechstes
-— 3 usw. nehmen; die Abzihlung, d. h. die Zuordnung zur Menge
der natiirlichen Zahlen, wird dann folgende:

1 -1 2 —2 3 —3 4 —4

L

1 2 3 4 5 6 7 8
In der so abgezihlten Menge kommt auch wirklich jedes Element
der Menge, d. h. jede positive oder negative ganze Zahl, an bestimmter
Stelle vor; ist nidmlich = irgendeine positive ganze Zahl, so ist m
offenbar die (2m — 1)%, — m dagegen die (2m)t Zahl unserer Ab-
zahlung.

Dieses Beispiel zeigt deutlich den Unterschied zwischen einer
abgezdhlten und einer nur abzihlbaren Menge. In letzterer mull zu-
nachst keineswegs ein erstes, zweites Element usw. gegeben sein; es
kommt nur darauf an, daB durch entsprechende Anordnung der Ele-
mente eine derartige Numerierung stets ermdglicht werden kann.
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Die Hinzufiigung der Zahl 0 indert ersichtlich nichts an der Ab-
zdhlbarkeit unserer Menge, wie iiberhaupt die Eigenschaft einer Menge,
abzihlbar zu sein, durch Hinzufiigung endlich vieler Elemente zu ihren
urspriinglichen Elemenien wicht verdndert wird; denn man kann ja die
endlich vielen neuen Elemente in der Abzdhlung an den Anfang stellen
und bewirkt dadurch nur, daB jedes der urspriinglichen Elemente in
der neuen Abzihlung eine um eine feste Zahl erhéhte Platznummer
erhalt.

Wir wollen jetzt ein von den bisher behandelten Mengen etwas
verschiedenes Beispiel einer abzdhlbaren Menge betrachten. Be-
kanntlich liegen zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen (z. B.
zwischen den Zahlen 1 und 2) unendlich viele gemeine Briiche oder,
wie man dafiir zu sagen pflegt, rationale Zahlen; wir schreiben

eine rationale Zahl in der Form W wobel wir unter » stets eine na-

tiirliche (also positive ganze) Zahl und unter m eine zu # teilerfremde
positive oder negative ganze Zahl verstehen wollen?). (Weisen m und
n zunichst einen gemeinsamen Teiler auf, wie z. B. in den Briichen §
oder —2% so kann man diesen Mangel durch Wegdividieren des
groBten gemeinsamen Teilers von Zihler und Nenner beseitigen, also
2 oder ausgeschrieben # fiir §, bzw. — § fiir — 12 einsetzen.) Wie
man sich leicht iiberzeugt, liegen sogar zwischen irgend zwei sich
noch so wenig voneinander unterscheidenden rationalen Zahlen immer
noch unendlich viele verschiedene andere. Denn mag der Unterschied

. m m . . . .
zwischen P und ?’ noch so klein sein, man kann ihn immer noch
1

in beliebig viele, z. B. eine Million, gleiche Teile teilen, dann den
Unterschied zwischen je zwei so entstandenen Zwischenzahlen wieder
in beliebig viele ‘gleiche Teile spalten und so endlos fortfahren; man

erhdlt auf diese Weise unendlich viele zwischen % und r»—‘ gelegene
rationale Zahlen. !

Wir betrachten nun die Menge aller denkbaren positiven und
negativen rationalen Zahlen (einschlieBlich Null), eine Menge, die nach
dem Gesagten unendlich mal viel umfassender ist als die Menge der
ganzen Zahlen, da zwischen je zwei Elementen der letztgenannten (in
ersterer ganz enthaltenen) Menge immer noch unendlich viele rationale
Zahlen liegen. Dennoch st auch die Menge aller rvationalen Zahlen
abzihlbar, wie man z. B. folgendermafien einsehen kann: Wir denken uns
auf einem Papierblatt, das man sich grenzenlos ausgedehnt vorstellen

1) Ist im besonderen # =1, so stellt ? die ganze Zahl m dar; auch 0=¢
wird als rationale Zahl betrachtet. — Teilerfremd nennt man zwei ganze

Zahlen m und #, wenn es aufier 1 keine natiirliche Zahl ¢ (,gemeinsamen
Teiler**) gibt, die in beiden Zahlen m und % gleichzeitig enthalten ist.
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moge, ein unendliches System von Horizontalzeilen (kurz: Zeilen), in
gleichen Abstinden verlaufend, und senkrecht dazu ein ebensolches
System von Vertikalzeilen (kurz: Kolonnen) (vgl. Fig. 3). Die Zeilen
und Kolonnen sollen numeriert werden, und zwar je eine beliebige
mit 0, die darauf nach oben

bzw. rechts folgenden mit n=-5-4%-3 -2 -1 0 7 2 3 4 5
1,2, 3 usw.,, die der Zeile ™=
0 nach unten bzw. der Ko-

lonne 0 nach links sich an- 2z
schlieBenden mit — 1, — 2, 7
— 3 usw. Jeder der Schnitt- 0
punkte von Zeilen und Ko- -7

lonnen, die man als die ,,Git-
terpunkte“ des Systems zu -3
bezeichnen pflegt, ist dann T
vollig bestimmt durch An-
gabe der Nummer m der
zugehorigen Zeile und der
Nummer »n der zugehorigen Kolonne; wir wollen den Punkt symbo

Fig. 3.

lisch durch das Zeichen (:L—n> ausdriicken. Dann ist es zunidchst

leicht, die Gesamtheit aller Gitterpunkie abzuzihlen; man verfolge
zu diesem Zwecke den in der Abbildung angedeuteten, von (§)
tber (), (), (§) usw. verlaufenden, sich spiralférmig nach aufien
windenden Weg und lasse die Gitterpunkte in der Reihenfolge auf-
einanderfolgen, wie man sie bei Verfolgung dieses Wegs erreicht.
(Hiermit hat man, in der Sprache der Arithmetik ausgedriickt, eine
Doppelfolge von Punkten zu einer einfachen Folge umgeordnet.) Man
lasse schlieBlich aus der erhaltenen abgezdhlten Menge der Gitter-

punkte all die Punkte <%") fort, fiir die % nicht die oben (S. 22) ver-
langten Eigenschaften besitzt (n positiv, m und » teilerfremd, dazu

noch %: %) ; es bleiben unendlich viele Gitterpunkte (auséchlieBlich

auf der rechten Hilfte der Figur) iibrig, und jeder von ihnen wird auch
jetzt wieder lings unseres Wegs eine gewisse — gegen vorher niedriger
gewordene — Platznummer aufweisen. Die iibrig gebliebenen Gitter-
punkte stimmen aber (bis auf die Klammern) in der Bezeichnung
ersichtlich genau mit sdmitlichen rationalen Zahlen iiberein. Die Ab-
zdhlbarkeit der Menge der iibrig gebliebenen Gitterpunkte erweist also
die nimliche Eigenschaft fiir die Menge aller rationalen Zahlen, und
man kann eine Abzihlung dieser Menge an Hand des Wegs in Fig. 3
sofort angeben. Sie beginnt mit
S N e e e

ordnet alse die rationalen Zahlen in eine ganz und gar andere Reihen-
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folge als deren ibliche Anordnung der GroBe nach, wie sie auf der
Zahlengeraden (S. 7f) im Sinne von links nach rechts anschaulich
hervortritt. Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den na-
tiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... und siamtlichen rationalen Zahlen ist
damit hergestellt.

Um zu zeigen, daf eine Abzdhlung der Menge aller rationalen Zahlen
auch auf rein arithmetischem Weg, unter Ausschaltung jedes anschaulichen
Hilfsmittels, durchgefiihrt werden kann, werde noch folgendes Verfahren an-

gegeben, das eine etwas andere Form der Abzdhlung ergibt: %t sei eine be-

liebige positive rationale Zahl, es sei also nicht nur #, sondern auch m positv.
Die Summe m - »n der ganzen positiven Zahlen m und » werde mit s bezeichnet)

also ¢ =m 4 n. Ist umgekehrt die ganze positive Zahl s an Stelle von ;

gegeben, so gibt es aufier % natiirlich noch andere positive rationale Zahlen
;i:, S:g gsw. von der Eigenschaft, daf die Summe aus Zihler 1;::d I:Tnenner fiir
sie gerade s betrdgt; dabei sollen wie stets nur solche Zahlen —11, n—: usw. in
Betracht kommen, bei denen Zihler und Nenner teilerfremd sind. Bei fest-

. . m m; m,
gegebenem Werte s wollen wir diese rationalen Zahlen —, -1 2 usw., um

n’ ny
eine bestimmte Reihenfolge unter ihnen zu haben, etwa so ordnen, daB zuerst
die Zahl mit dem grofiten Zihler, dann Zahlen mit allméhlich abnehmenden Zih-
lern und dementsprechend zunehmenden Nennern, am Schluf die Zahl mit dem
kleinsten Zihler und dem grofiten Nenner zu stehen kommt. Ist z. B. s=7

gegeben, so sind alle rationalen Zahlen —@, "1 usw. der fraglichen Art in der

n’ ny
angegebenen Reihenfolge die folgenden:

o

58]

6 5 4 3
1 b k) k) ,

Ist s =8, so erhidlt man die nachstehende Folge:

) 1) £ $;
denn §, 4 und % fallen weg, weil hier Zihler und Nenner nicht teilerfremd
sind. Man erkennt leicht, daf zu jedem Werte s, wie grofi er auch immer

A . . . m m .
sei, stets nur endlich viele rationale Zahlen —, — usw. von der gewiinschten
N e
Art gehoren; denn es gibt ja nur endlich viele Paare von natlirlichen Zahlen,
deren Summe gleich der natiirlichen Zahl s ist.
Wir ordnen nun die Gesamtheit aller rationalen Zahlen, unter denen auch
die ganzen Zahlen (Nenner # = 1) vorkommen, in folgender Weise an: Zuerst

kommt die Zahl 0=¢, fiir die s=0+1=1 ist. Dann folgen zunichst die
positiven rationalen Zahlen ;—n, fiir die s=m--n den Wert 2 hat, darauf die-

jenigen, fiir die s =3 ist, alsdann die mit s=4, s=5, s=6 und so endlos
weiter. Innerhalb jedes Systems rationaler Zahlen, fiir die s den nidmlichen
Wert hat, filhren wir die oben erlduterte Anordnung nach abnehmenden Z#hler-
werten ein. Dabei schieben wir aber jetzt auch noch alle negativen rationalen

Zahlen in der Weise ein, dafi jeder positiven Zahl — die mit dem Vorzeichen
n
,,minus“ versehene negative Zahl — — unmittelbar folgt. Wir erhalten demnach
n

eine endlose Folge rationaler Zahlen, die so beginnt:
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0. 1. 2 2 1 — 1 3 —3 1 — 1
Eul ‘1‘! 1 1 1» P2l %7 1 15 3 3
3 2 2 1 .

Af! —%r ’3‘: _%’ 8§y T By i "‘%y %1 —’?’) ‘%’1 _%{y
6 8 — 3 4 _ 3 2 2 1 .
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In dieser Folge sind nun alle iiberhaupt existierenden rationalen Zahlen
enthalten, und jede hat in ihr einen bestimmten angebbaren Platz. [st nim-

lich ? eine beliebige positive Zahl, so bilde man p 4 ¢=1¢; dann kommen in

q m .
unserer Folge sicher nur endlich viele rationale Zahlen P vor, fiir die m++n=s

?

kleiner ist als ¢ und die daher unserer Zahl - vorangehen; da auch nur end-

lichviele rationale Zahlen vorhanden sind, fiir die die Summe aus Zihler und
Nenner gerade ¢ betrigt, so gelangt man in unserer Folge nach einer be-

P

stimmten, endlichen Anzahl von Schritten zu der Zahl —. Sollte ? eine nega-
tive rationale Zahl sein, so findet man sie eine Stelle weiter, ndmlich un-
mittelbar nach der entsprechenden positiven Zahl.

Schliefillich haben wir in der so aufgestellten Folge aller rationalen Zahlen
eine erste Zahl (), eine zweite (1), eine dritte (—3) usw. Wir haben durch
unsere Anordnung also die Menge aller rationalen Zahlen abgez#ihlt und sie
damit auf die Menge der natiirlichen Zahlen abgebildet.

Mittels der in Beispiel 5 von § 2 vorgefilhrten Zahlengeraden
(S. 7; vgl. auch die dortige Fig. 2) konnen wir aus der Menge aller
rationalen Zahlen sofort ein interessantes geometrisches Beispiel einer
abzahlbaren Menge gewinnen. Erinnern wir uns ndmlich jetzt, da wir
im Besitz des Begriffs der umkehrbar eindeutigen Zuordnung und des-
jenigen der Aquivalenz sind, nochmals jenes Beispiels, so bemerken
wir, daf} die Zahlengerade eine Abbildung zwischen Mengen von Zahlen
und Mengen von Punkten liefert. Denn greift man auf der Zahlen-
geraden eine beliebige Menge von Punkten heraus — es muB nicht
gerade die durch sdmiliche Punkte der Geraden gebildete Menge sein —,
so ist diese Punktmenge von selbst (nimlich durch die fiir die Punkte
verwendete Bezeichnung) auf diejenige Zahlenmenge abgebildet, welche
aus all den reellen Zahlen besteht, die die Punkte der betreffenden
Punktmenge auf der Zahlengeraden bezeichnen. Jede solche Punkt-
menge ist demnach der ihr entsprechenden Zahlenmenge édquivalent.

Wir betrachten nun die Menge, die aus all den Punkten der
Zahlengeraden besteht, welche durch rationale Zahlen bezeichnet werden.
Man nennt diese Punkte kurz die rationalen Punkte. Um uns ein Bild
von dieser Menge zu machen, bedenken wir, dab (vgl. S. 22) zwischen
je zwei ganzen Zahlen und sogar zwischen je zwei beliebigen ratio-
nalen Zahlen immer noch unendlich viele verschiedene rationale Zahlen
liegen; auf die Zahlengerade angewandt, besagt dies: zwischen je
zwei noch so nahe beieinander gelegenen rationalen Punkten der Ge-
raden liegen immer noch unendlich viele rationale Punkte. Unsere
Menge von Punkten erfiillt also die Gerade iiberall unendlich dicht,
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sie ist, wie man sagt, eine ,iiberall dichte Menge“. Fast konnte es
scheinen, als werde die ganze gerade Linie nur eben von den Punkten
unserer Menge ausgefiillt; diese Vermutung wird sich jedoch bald
als im hochsten Grade trigerisch erweisen.

Vergleicht man mit der so betrachteten Punktmenge die nur aus
den Punkten 1, 2, 3, ... der Zahlengeraden bestehende Punktmenge,
die offenbar der Menge aller natiirlichen Zahlen entspricht, so miissen
diese beiden Punktmengen einander &Aquivalent sein, weil die beiden
ihnen beziiglich dquivalenten Zahlenmengen, namlich die Menge aller
rationalen Zahlen und die Menge aller natiirlichen Zahlen, sich als
dquivalent erwiesen haben. Wie ungleich diese beiden aquivalenten
Punktmengen sind, wieviel umfassender niamlich die erste ist als die
zweite, lehrt aber schon die fliichtigste Anschauung; und die zunichst
vielleicht naheliegende Meinung, zwei Mengen miiten ,,gleichgroB«
oder wenigstens ,ungefidhr gleichgroB« sein, um sich als &dquivalent
zu erweisen, ist hiernach fiir unendliche Mengen als durchaus unzu-
treffend erkannt, wihrend sie fiir endliche Mengen in der Tat, und
zwar im schirferen Sinne, zutrifft (vgl. S. 16).

Ubrigens ist nicht nur die Menge, die alle rationalen Zahlen in
ihrer .Gesamtheit enthilt, abzdhlbar, sondern das Namliche gilt auch
von jeder unendlichen Teilmenge dieser Menge, d. h. von jeder Menge,
die unendlich viele Elemente enthilt und deren Elemente ausschlieB-
lich rationale Zahlen sind. Ist dies nachgewiesen, so folgt daraus ge-
milB der vorangegangenen Betrachtung von selbst, daf auch jede
Menge von unendlich vielen rationalen Punkten der Zahlengeraden
abzdhlbar ist. Zum Beweis jener Behauptung denken wir uns zu-
niachst die Menge aller rationalen Zahlen abgezdhlt, d. h. ihre Ele-
mente wie oben derart angeordnet, daB jede Zahl eine bestimmte
Platznummer erhilt. Eine beliebige unendliche Teilmenge der so an-
geschriebenen Menge entsteht dadurch, daB beliebig viele (endlich
oder unendlich viele) Zahlen in der Abzihlung gestrichen werden,
aber so, daB jedenfalls noch unendlich viele in ihr stehenbleiben.
Unter diesen iibriggelassenen Zahlen steht wiederum eine an erster
Stelle, eine an zweiter usw. Ordnen wir daher jeder rationalen Zahl
ihre neue Platznummer zu, so ist die iibriggebliebene Teilmenge ab-
gezahlt, der gewiinschte Nachweis also geliefert.

Geht man, statt von der (abzdhlbaren) Menge aller rationalen
Zahlen, von irgendeiner beliebigen abzihlbaren Menge aus, so kann
man fiir jede unendliche Teilmenge derselben genau die niamliche
Betrachtung durchfiihren und erhilt so den Satz:

Jede unendliche Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzihlbar.

Der aufmerksame Leser wird nun vielleicht schon an dieser
Stelle etwas gelangweilt oder mindestens enttiuscht sich fragen: Ist
denn, bei allen interessanten Kunstgriffen im einzelnen, dies alles nicht
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letzten Endes trivial, liegt denn die Sache nicht so, daB, wie beim
gewohnlichen rohen Begriff des UnendlichgroBen, ebenso auch bei
den wunendlichen Mengen sich alle Gr6Benunterschiede verwischen, daB
also bei Aufwendung geniigenden Scharfsinns alle unendlichen Mengen
aufeinander abgebildet werden k6nnen und somit der Satz giit: Alle
unendlichen Mengen sind untereinander &quivalent? Trife dieser Satz
zu, so wiren der Begriff der Aquivalenz und die bisherigen Betrach-
tungen iiber unendliche Mengen ohne wesentliche Bedeutung; es wiirde
sich mit den unendlichen Mengen #hnlich verhalten wie mit dem
naiven Begriff des Unendlichen, dem man Eigenschaften beizulegen
pflegt, wie die folgenden: ,Unendlich plus Unendlich = Unendlich¢,
»Unendlich plus jeder endlichen Gr6Be = Unendlich“ usw., der aber
eine scharfe Umgrenzung nicht zuliBt. Die Zuriickweisung dieser be-
rechtigten Frage werde dem Beginn des nichsten Paragraphen vor-
behalten. Vorher soll hier noch ein letztes Beispiel einer abzihibaren
Menge gegeben werden, das die eben gestellte Frage als noch niher-
liegend, aber dafiir auch den im nichsten Paragraphen dargestellten
ersten groBen Triumph der Mengenlehre als um so bedeutungsvoller
und dramatischer erscheinen l48t.

Dem jetzt zu besprechenden Beispiel einer abzidhlbaren Menge
sei eine Bemerkung vorangeschickt. Wie auf S. 9 definiert, verstehen
wir unter einer (reellen) algebraischen Zahl jede reelle Wurzel einer
algebraischen Gleichung

(1) a,x" +a,_jx* 14 .. a2+ a,x+ay,=0,

wo der Grad s eine gegebene natiirliche Zahl und Ay Ay _qs -
beliebig gegebene ganze Zahlen bedeuten (von denen die erste g, als
von Null verschieden anzunehmen ist; sonst kénnte namlich das Glied
a,x" fortgelassen werden, so daB es sich um eine Gleichung von
niedrigerem als dem #n'® Grad handeln wiirde). Jede reelle Zahl also,
durch deren Eintreten an Stelle der unbekannten GréBe x die linke
Seite der obigen Gleichung gleich Null wird, ist eine algebraische Zahl
Hiernach ist zunichst jede ganze Zahl und allgemeiner jede rationale Zahl

algebraisch; denn die Zahl %ist ja ersichtlich eine Wurzel der Gleichung

- ay, a4

gx — p= 0. Die rationalen Zahlen stellen aber offenbar nur einen
kleinen Teil der Gesamtheit aller algebraischen Zahlen dar, da sie, wie
wir eben sahen, schon mit den Wurzeln der Gleichungen ersten Grades
(n=1) zusammenfallen; in der Tat sind die Wurzeln einer Gleichung
von hoherem als dem ersten Grad (also fiir » =2, 3,4,...) im all-
gemeinen keine rationalen Zahlen,” sondern ,irrational* (so z. B. V2,

8 :
V) usw.). Es moége hier noch ohne Beweis an den schon auf S. 9
erwihnten bekannten Satz aus den Elementen der Algebra?) erinnert

Y Vgl z. B. Weber-Epstein, an dem auf S. 12 ang. Ort, S, 368.
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werden, wonach eine algebraische Gleichung niemals mehr verschie-
dene Wurzeln hat, als ihr Grad angibt; die Gleichung (1) besitzt also
hochstens # Wurzeln.

Wir betrachten nun die Menge aller algebraischen Zahlen und
wollen den Nachweis fiihren, daf auch diese Menge abzihlbar ist.
Zu diesem Zwecke ordnen wir zunichst alle denkbaren algebraischen
Gleichungen in bestimmter Reihenfolge an. Ist ndmlich eine beliebige
algebraische Gleichung n'*® Grades wieder in der Form (1) gegeben:

(1) a,z" +a,_ x" 1+ ...+ a2+ a,x -+ a,=0,
wobei g von Null verschieden ist, und bezeichnen wir, wie iiblich,

mit || den sogenannten absoluten Betrag der reellen Zahl a, d. h. die
positive Zahl, die gleich g oder gleich — ¢ ist?), so wird die ganze Zahl

. .
(@) h=(n—1)+|a,|+|a,_y| + -+ [ay] + |ay| + |ao|

die Hihe der Gleichung (1) genannt. Offenbar gehort dann zu jeder
algebraischen Gleichung eine einzige positive ganze Zahl h als ihre
Hohe; z. B. hat die Gleichung 22? — 3z 1 =0 die Héhe 142
+3+1=7, die Gleichung x®= 0 (oder ausfiihrlicher geschrieben:
2® 4 0-2°+ 0.2+ 0 = 0) die Hohe 2 4+1+0-+0-+0=3. Um-
gekehrt gibt es aber, wie leicht einzusehen ist und wie im nichsten
Absatz ausfiihrlich gezeigt werden soll, zu einer gegebenen positiven
ganzen Zahl 4 zwar mehrere, aber stets nur endlich viele algebraische
Gleichungen, die gerade die Hohe A besitzen.

Denn zunidchst kann der Grad » einer Gleichung von der Hohe % sicher
selbst nicht grofier sein als die Zahl %, wie aus der obigen Beziehung (2)
hervorgeht; die Anzahl der n+2 Zahlen n—1, a,, ..., a,, 4, ist also nicht
grofer als A4 2. Ferner lifit sich die Zahl 5 nur auf endlich viele verschie-
dene Arten als Summe von h&chstens k-2 positiven ganzen Zahlen (die Null
einbegriffen) darstellen, d.h. es gibt nur endlich viele Systeme von hochstens
k42 nichtnegativen ganzen Zahlen:

n—1, 4,, Ay_y, ..., 4, 4,
die zueinander addiert gerade die Zahl A ausmachen und von denen iiberdies
noch A, als von Null verschieden vorausgesetzt werden kann und soll. End-
lich gibt es drittens zu jedem solchen System

n—1,A4,, Ap_y, ..., 4,, 4,
wieder nur endlich viele Gleichungen vom Grade », bei denen in der Schreib-
weise (1) die Zahlen a,= + A4,, ap_y=+ Ap_y, ..., a,=+ A4,, ay= 4+ 4,
(d. h. also die nach Belieben mit positivem oder negativem Vorzeichen ver-
sehenen Zahlen A4,, ..., 4,) nacheinander auftreten.

Dieser etwas abstrakte Nachweis der Tatsache, dafi zu einer bestimmten
positiven ganzen Zahl % stets nur endlich viele algebraische Gleichungen mit
der Hohe % gehdren, wird sogleich verstdndlicher bei seiner Durchfiihrung an
einem konkreten Beispiel, etwa dem Falle 2 =3. Hier kommen zunichst nur
Gleichungen ersten, zweiten oder dritten Grades in Betracht; denn schon fiir.
n =4 ist die Beziehung (2), die dann die Form 3 =3 4 |a,|+...4 |a,| + |4,

1) Es ist also z.B. |5] =5, |—4| =4; ferner 0| =0.

'




§ 4. Abzidhlbare Mengen. 29

annimmt, nicht mehr erfiillbar, wenn a,, wie vorausgesetzt, von Null ver-
schieden ist. Es ergibt sich also im Falle %2 =3 fiir (2) die folgende Form:
8=(n—1)+|an] 4 ... +]a;| +]ao],
wobei fiir » nur die Werte 3, 2 oder 1, fiir n —1 also nur die Werte 2, 1
oder 0 in Betracht kommen und iiberdies |a,| von Null verschieden ist. Diese
Beziehung aber ldfit sich, wie man durch Probieren leicht einsieht, nur auf
folgende sieben Arten erfiillen:
83=24+140+0+0
=142404+0=1+1414+0=14+1+0+1
=04+34+0=0+2+1=0+1+42.
Jeder einzelnen dieser sieben Beziehungen entsprechen nun genau so viele
Gleichungen der Form (1), wie die Anzahl aller moglichen Verteilungen von
Plus- und Minuszeichen in der betreffenden Beziehung betrdgt (wobei nur von
dem niemals negativen ersten Summanden # — 1 abzusehen ist); z. B. lifit sich
die erste der sieben Beziehungen bei Hinzufiigung von Vorzeichen auf folgende
zwei Arten schreiben:
3=2+[1]+]0[+[0{+[0[=2+]—1]+[0[+]0[+]0],
die dritte dagegen auf folgende vier Arten:
B=1+[1]+[1+[0] =L+ [1[+|=1|+]0|
ST =1+ (14 (0] = 14 —1]+ 1] +]0].
Den hier angeschriebenen zwei bzw. vier Beziehungen entsprechen dann die
folgenden zwei bzw. vier algebraischen Gleichungen von der Héhe 3:
z2=0, —23=0 )
bzw. 24+x-=0, 2?2 —2-=0, —224+2x2=0, —22—2z=0.
Man iiberzeugt sich leicht, daf man aus den vorher angeschriebenen sieben
Beziehungen im ganzen 22 solche Gleichungen erhdlt, und das sind sdmtliche
Gleichungen von der Héhe 3.

Wir haben so erkannt, dal es zu jeder Hohe A stets nur endlich
viele Gleichungen gibt, die diese Hohe besitzen, und konnen darauf
gestiitzt die Gesamtheit aller algebraischen Gleichungen abzihlen. In
der fraglichen Abzihlung sollen zuerst die Gleichungen von der Héhe 1
auftreten, dann die Gleichungen von der Hohe 2, darauf die von der
Hohe 3 usw. Unter den endlich vielen Gleichungen, welche jeweils
die nimliche Hohe besitzen, kann eine beliebige Reihenfolge vor-
geschrieben werden; z. B. konnte man diese Gleichungen zunichst nach
ihrem Grad ordnen, diejenigen gleichen Grades »# aber nach der GroBe
der in ihnen vorkommenden Zahlen @,, 4, ,, ... in dieser Reihen-
folge. Auf diese Weise erhilt man eine vollstindige Anordnung aller
algebraischen Gleichungen als erste, zweite, dritte und so endlos weiter.
Ist eine beliebige Gleichung gegeben, so kann zwar im allgemeinen
nur recht umstiandlich, aber doch mit Sicherheit und durch ein end-
liches Verfahren bestimmt werden, die wievielte Gleichung in unserer
Anordnung vorliegt; man kann z. B. die Hohe der gegebenen Gleichung
bestimmen, dann auf dem oben skizzierten Weg die Liste simtlicher
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Gleichungen bis zu denen der fraglichen Hoéhe einschlieBlich aufstellen
und endlich abzihlen, wie viele Gleichungen in dieser Liste vor der
gegebenen Gleichung auftreten.

Hiermit ist aber der gesuchte Beweis der Tatsache, daf3 die Menge
aller algebraischen Zahlen abzidhlbar ist, nahezu vollendet. Wir denken
uns namlich die Wurzeln aller Gleichungen unserer Abzihlung an-
geschrieben und zwar zuerst die Wurzeln der ersten Gleichung, dann
die der zweiten, darauf die der dritten usw. Eine bestimmte Gleichung
besitzt stets nur endlich viele Wurzeln (vgl. S. 28); diese koénnen wir
jeweils ihrer GroBe nach ordnen. Bei der sich so ergebenden Folge
algebraischer Zahlen kann und wird es vorkommen, daB die nimliche
Zahl zu wiederholten Malen auftritt; z. B. kommt die Zahl 2 als Wurzel
der Gleichung o — 2 = 0, also unter den Wurzeln der Gleichungen
von der Hoéhe 3 vor, aber auch als Wurzel der Gleichung 2® — 4 =0
d. h. unter den Wurzeln der Gleichungen von der Héhe 6. Um eine
Wiederholung der ndmlichen Zahl zu verhindern, soll daher festgesetzt
werden, daB jede Zahl nur eimmal, nimlich bei ihrem ersten Auftreten
in unserer Anordnung stehenbleiben, bei jeder Wiederholung aber ge-
strichen werden soll. Wir erhalten so eine Folge algebraischer Zahlen,
in der es eine erste, eine zweite, eine dritte Zahl und so endlos weiter
gibt und in der keine Zahl zweimal vorkommt Wie oben bei der Ab-
zihlung der Menge der rationalen Zahlen (S. 22ff.) wird freilich auch
hier die ,natiirliche Rangordnung® der algebraischen Zahlen, nimlich
die Ordnung der Grofe nach (oder, auf die Zahlengerade bezogen,
von links nach rechts), durch das geschilderte Abzdhlungsverfahren
grindlich zerstért. Z. B. kommen dabei die Zahlen — } (Wurzel der

Gleichung 8 -1 = 0) und V7 == 2,645 . . . (Wurzel der Gleichung
2? — 7=0) nahe beieinander unter den Wurzeln der Gleichungen
von der Hohe 9 vor, wihrend die von — ! nur sehr wenig verschiedene
Zahl —%8—8% sehr weit davon entfernt auftritt, namlich als Wurzel von
8000 % + 1001 = 0 bei den Gleichungen der Hoéhe 9001.

In der so erhaltenen Folge algebraischer Zahlen kommt schlief3-
lich auch jede algebraische Zahl wirklich an bestimmter Stelle vor.
Denn ist eine beliebige algebraische Zahl, d. h. eine bestimmte reelle
Wurzel einer gewissen algebraischen Gleichung gegeben, so kann man
zunichst die Hohe dieser Gleichung bestimmen und so feststellen, den
wievielten Platz in unserer Anordnung aller Gleichungen jene Gleichung
besitzt; darauf kann man sich die Folge der algebraischen Zahlen bis
zu den Wurzeln der fraglichen Gleichung einschlieBlich angeschrieben
denken und schlieBlich abzihlen, die wievielte Zahl in dieser Folge
die gegebene Zahl ist. Es ist also wirklich die Menge aller algebra-
ischen Zahlen, die wir auf diese Weise abzihlen und damit auf die
Menge der natiirlichen Zahlen abbilden. Wir haben somit den Satz
bewiesen:
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Die Menge aller algebraischen Zahlen ist abzihlbar,
eine der beriihmtesten unter den ersten mengentheoretischen Ent-
deckungen Caniors?).

Eine anschaulichere Vorstellung von dem Sinne dieses Satzes
erhalten wir, wenn wir uns an die geometrische Deutung des Satzes von
der Abzihlbarkeit der Menge aller rationalen Zahlen (S. 25 f.) erinnern.
Wir sprachen damals von der iiberall dichten Erfilllung der Zahlen-
geraden mit rationalen Punkten. Es gibt aber (vgl. S. 9 und 109) auch
Punkte auf der Zahlengeraden, die sich nicht durch rationale, sondern

— 83—
durch sogenannte irrationale Zahlen wie V2, Vb, @ = 3,14159 ... usw.

bezeichnen lassen. Nun sind z. B. V2 und \3/3 algebraische Zahlen,
ndamlich Wurzeln der Gleichungen 2? — 2 =0 und z® — 5 =0; und

ebenso wie die Punkte V2 und 13/3 der Zahlengeraden gibt es unend-
lich viele weitere Punkte, die zwar nicht durch rationale Zahlen, wohl aber
durch algebraische Zahlen bezeichnet werden. Der bewiesene Satz be-
sagt, daB die Menge aller derjenigen Punkte der Zahlengeraden, die durch
algebraische Zahlen bezeichnet werden, auch noch abzihlbar ist. Diese
Punktmenge mufl offenbar, wenn es mehr anschaulich als scharf so
ausgedriickt werden darf, die Gerade noch unvergleichlich viel dichter
erfiillen, als dies von der Menge der rationalen Punkte gilt; und noch
weit ndher als bei der frilheren Menge liegt nunmehr der Gedanke,
daB die jetzt betrachtete Punktmenge unsere Zahlengerade liickenlos
erfillle, d. h. dall sie identisch sei mit der Gesamtheit aller Punkte
auf der Geraden. Dies wiirde dann besagen, daB die Menge aller auf
einer geraden Linie gelegenen Punkte abzahlbar wire, wie dies Cantor
in der Tat bei seiner ersten Beschiftigung mit diesem Gegenstand
vermutet und zu beweisen versucht hat (C.-St.).

Dem Nachweis, daB dies nicht der Fall ist und daB sich sogar
die Menge aller Punkte einer beliebig kleinen endlichen Strecke nicht
mehr abzidhlen 14Bt, soll der erste Teil des nichsten Paragraphen ge-
widmet sein.

§ 5. Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Michtig-
keit. Die Kardinalzahlen a, ¢ und j.

Wir betrachten die Gesamtheit aller positiven (reellen) Zahlen,
die kleiner als 1 sind, einschlieBlich der Zahl 1 selber und wollen die
aus all diesen Zahlen bestehende Menge im Laufe der nichsten Be-
trachtungen dieses Paragraphen stets mit M bezeichnen. Um von
dieser Menge von vornherein eine anschauliche Vorstellung zu ge-
winnen, bedienen wir uns wieder der Zahlengeraden; da es sich um

1) Journ. {. d. reine u. angew. Mathematik, 77 (1874), 258ff.
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positive Zahlen handelt, haben wir die rechts vom Nullpunkt liegende
Hailfte der Geraden zu betrachten und erkennen, dall der Menge M
die Menge aller zwischen dem Nullpunkt 0 und dem Einspunkt 1
(letzteren Endpunkt eingeschlossen) gelegenen Punkte der Zahlen-
geraden entspricht(vgl. S. 9f.). Diese Punktmenge ist der Zahlenmenge M
dquivalent; es sind sind also beide Mengen entweder gleichzeitig ab-
zdhlbar oder gleichzeitig nicht abzihlbar.

Wir wollen vorerst iiberlegen, in welcher Form wir die Elemente
der Menge M, d.h. die reellen Zahlen zwischen Null und Eins, ein-
heitlich und einfach darstellen konnen. Hierzu eignet sich am besten
die dem Leser aus den Schulerinnerungen noch wohlbekannte, aller-
dings auf der Schule meist wenig streng behandelte Darstellung einer
beliebigen reellen Zahl als Dezimalbruch. Man unterscheidet bekanntlich
erstens endliche oder abbrechende Dezimalbriiche, d. h. solche, bei
denen von einer gewissen Stelle an lauter Nullen auftreten, die
also unter Fortlassung dieser Nullen vollstindig hingeschrieben werden
kénnen (wie 0,3 oder 0,001), und zweitens unendliche Dezimalbriiche,
fiir die dies nicht der Fall ist und bei denen daher unendlich viele
Ziffern in periodischer oder nicht periodischer Folge auftreten (wie
0,333 ... oder V2 =1,4142 .. .). DaB zwei unendliche Dezimal-
briiche, wenn sie nicht identisch sind, niemals die namliche Zahl dar-
stellen, mag aus der Schularithmetik als Selbstverstandlichkeit voraus-
gesetzt werden (und ist iibrigens bei scharfer Begriindung der Lehre
von den Dezimalbriichen auch wirklich fast selbstverstindlich). Etwas
anders liegen die Verhiltnisse beim Vergleich abbrechender und un-
endlicher Dezimalbriiche. Betrachtet man namlich z. B. den abbrechen-
den Dezimalbruch 1 (d. h. 1,000...) und den unendlichen Dezimal-
bruch 0,999 ..., so besteht zwischen beiden Zahlen nicht die geringste
Differenz, sie sind vielmehr genau gleich. Diese Tatsache, auf deren
Beweis hier nicht eingegangen werden soll, wird dem Leser ohnehin
sofort einleuchten, wenn er sich zunichst erinnert oder durch Rechnen
davon iiberzeugt, da der Bruch } die Dezimalbruchentwicklung 0,333 ...
besitzt; multipliziert man die beiden Seiten der Beziehung } = 0,333 ...
mit 3, so ergibt sich:

1=%=20,999....
Beziehungen dieser Art bestehen, wie zwischen 1 und 0,999 ..., so
allgemein zwischen ‘jedem abbrechenden und je einem gewissen un-
endlichen Dezimalbruch?); wihrend sich im allgemeinen jede reelle

1) Ist ndmlich m eine natiirliche Zahl und bedeuten a,, a,, ..., ay_,, a,
lauter Zahlen auseder Reihe 0, 1, 2, ..., 8, 9, wobei speziell a, als von
Null verschieden angenommen werde. so ist der abbrechende Dezimalbruch
0, a,a,...a,_, a, gleich dem folgenden unendlichen Dezimalbruch:

0,a,a, ...8,_1 4,—1999...;

z. B. ist 0,123 =0,122999 ....
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Zahl nur auf eine einzige Weise als Dezimalbruch darstellen 148t
gibt es fiir jede Zahl, die sich als abbrechender Dezimalbruch schreiben
1aBt, noch eine zweite Darstellung als unendlicher Dezimalbruch mit:
der Periode 9. Will man daher alle reellen Zahlen zwischen O und 1,
aber jede bloB ein einziges Mal, in Dezimalbruchform erhalten, so
braucht man nur unter den mit O, ... beginnenden Dezimalbriichen
alle abbrechenden auszuschlieBen!. FEs gilt also der Satz:

Die Menge aller veellen Zahlen zwischen 0 und 1, letztere Zahl
eingeschlossen, entspricht der Menge aller unendlichen Dezimalbriiche
zwischen 0 und 1, beide Grenzen eimgeschlossen.

Wir kénnen und wollen daher auch letztere Menge mit M be-
zeichnen. Die Festsetzung, daB die Zahl 1, nicht aber die Zahl 0
Element der Menge sein soll, ist erfiillt, da der Dezimalbruch 0,999 ...,
der gleich 1 ist, der Menge angehort, nicht aber der abbrechende
Dezimalbruch 0 (= 0,000 ...). Man beachte noch, daB alle Dezimal-
briiche unserer Menge die folgende Form haben:

0,a,a,a;aqa,...,
WO a,, a5, dg, 4,, ... lauter Ziffern (d. h. Zahlen der Folge 0, 1
2, ..., 8, 9) bedeuten.

Wir wollen nun den Nachweis filhren, daB die Menge M all
dieser unendlichen Dezimalbriiche nicht abzidhlbar ist. Sie ist so un-
vergleichlich viel umfassender als die Menge aller natiirlichen Zahlen
(oder selbst aller algebraischen Zahlen), daB eine Abzihlung der
Elemente der Menge M, also ihre Abbildung auf die Menge der
natiirlichen Zahlen, unmoglich wird: wie immer man namlich eine
solche Abbildung herzustellen versuchen mag, immer werden Dezimal-
briiche von M iibrigbleiben, denen keine natiirliche Zahl gegeniiber-
steht. Um diesen ebenso grundlegenden wie geistvollen, von Cantor
zuerst 1873/4%) gegebenen Beweis zu filhren, brauchen wir nur die
Richtigkeit der folgenden Behauptung zu zeigen:

Die oben im Text angefiihrte Regel, wonach jeder abbrechende Dezi-
malbruch einem gewissen unendlichen Dezimalbruch gleich ist, erleidet einzig
und allein fiir die Zahl (0 eine Ausnahme; die Null ist nicht als unendlicher
Dezimalbruch darstellbar.

1) Fiir die strenge Begriindung des Wesens der Dezimalbriiche und ihrer
in diesem Absatz angefiihrten Eigenschaften vgl. z. B. die Darstellung in den
oben (S. 16, Fufin. 2) angefiihrten Werken von Weber-Epstein (S. 106ff.) und Loewy
(S. 84ff.); man findet in ihnen, ebenso z. B. im ersten Kapitel von K. Knopps
nTheorie und Anwendung der unendlichen Reihen“ (Berlin 1922), auch eine
scharfe Entwicklung des in der vorliegenden Schrift nicht erdrterten Begriffs
der reellen Zahl.

2} In der auf S. 31, Fufinote, angefiihrten Abhandlung.. Die nachfolgende
Darstellung schliefit sich an den zweiten Canforschen Beweis an, der einfacher
ist und den entscheidenden Grundgedanken in einer reineren und bequemer
verallgemeinerungsfihigen Form darbietet: Jahresber. d. Deutschen Mathe-
matikervereinigung, 1 (1892), 75ff.

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 3
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Hilfssatz. Ist trgendeine abgezihlte (oder abzihlbare) Menge M,
von Dezimalbriichen aus der Menge M gegeben, so lassen sich Dezimal-
briiche der Menge M bestimmen, die nicht in M, vorkommen. Oder
auch: Jede abzihlbare Menge M, unendlicher Dezimalbriiche zwischen
0 und 1 bestimmt weitere, nicht zu M, gehorige Dezimalbriiche der
gleichen Art.

Sobald dies nachgewiesen ist, folgt unmittelbar, daBl die Menge M
aller unendlichen Dezimalbriiche zwischen O und 1 selbst #micht ab-
zdhlbar ist, also auf keine Weise auf die Menge aller natiirlichen
Zahlen abgebildet werden kann; denn iiber die Menge gller unend-
lichen Dezimalbriiche zwischen O und 1 hinaus kann es doch sicher-
lich nicht weitere Dezimalbriiche derselben Art geben. DaB es iiber-
haupt abzdhlbare Mengen von Dezimalbriichen aus M gibt, zeigt
z. B. die Menge aller rationalen Zahlen (oder, was auf dasselbe
hinauskommt, aller unendlichen periodischen Dezimalbriiche) zwischen
0 und 1, die jedenfalls unendlich und nach S. 26 abzihlbar ist. Ob
man nun von dieser oder von irgendeiner anderen, noch so umfassen-
den, aber immer noch abzihlbaren Menge von Elementen von M
ausgeht, immer gibt es noch weitere solche Elemente nach dem aufgestell-
ten Hilfssatz; niemals kann also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen allen natiirlichen Zahlen und allen Dezimalbriichen von M
gefunden werden, weil die natiirlichen Zahlen hierzu eben einfach
nicht ausreichen.

Um den Hilfssatz nun wirklich zu -beweisen, denken wir uns
eine ganz beliebige abzihlbare Menge M, von unendlichen De-
zimalbriichen zwischen 0 und 1 gegeben und irgendwie abgezahlt.
Den ersten Dezimalbruch der Abzdhlung bezeichnen wir etwa mit
0, a,a,a; ..., WO a,, a,, a; usw. lauter Ziffern der Folge 0, 1, 2, ...,
8, 9 bedeuten; der zweite Dezimalbruch sei 0, b,b,b,..., wo auch
die Ziffern b,, b,, by, ... dem System 0,1,...,9 entnommen sind,
ebenso werde der dritte Dezimalbruch mit 0, ¢, ¢, ¢, ... bezeichnet
usw. Wir denken uns die Folge all dieser (unendlich vielen) Dezi-
malbriiche in nachstehender Weise angeschrieben:

1) 0,a,a,0a;4a,a,...

2) 0,b,b,b,b,05...

3) 0,c,c,65€,6---

4) 0,d,dydydgdy ...
0

y €1 €q €5 €4 €5 o -t

Sowohl die Menge M, dieser Dezimalbriiche wie auch ihre hier
angedeutete, nachstehend mit @ bezeichnete abgezidhlte Anordnung
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waren ganz beliebig gedacht, sind aber von nun an festzuhalten.
Jedes der Zeichen a,, a,,...; by, b,,...; ... bedeutet also jetzt eine
bestimmte Ziffer zwischen 0 und 9.

Es soll weiter eine unendliche Folge von Zahlen «,, §,, y,, 4,,
&, ... durch folgende zwei Festsetzungen definiert werden: Ewstens
mogen samtliche Zahlen «,, §,, 7;, ... usw. der Folge 1, 2, ..., 8,9
entnommen sein, also lauter einzelne von 0 verschiedene Ziffern dar-
stellen. Zweitens soll ¢, verschieden sein von der ersten Dezimal-
ziffer des ersten Dezimalbruchs der Abzdhlung @, also verschieden
sein von a,; ebenso soll B, verschieden sein von der zweiten Dezi-
malziffer des zweiten Dezimalbruchs von @, d. h. von b4,; in gleicher
Weise soll y, von ¢; verschieden sein, d, von d,, ¢ von ¢, usw.;
ist m eine beliebige natiirliche Zahl, so ist die m' Zahl der Zahlen-
folge «,, B, ¥y, ... verschieden von der mt® Dezimalziffer des mten Dezi-
malbruchs unserer Folge @ von Dezimalbriichen, im iibrigen aber
vollig beliebig unter den Ziffern 1, 2, ..., 8, 9. Dadurch sind die
Zahlen «,, f,, 7;,... noch nicht vollstindig festgelegt; denn ist
z. B. ¢, = 3, so kann unter ¢, noch eine beliebige der acht Zahlen
1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 9 verstanden werden. Die Auswahl unter den
so offenbleibenden Moglichkeiten soll ganz beliebig, aber in jedem
Fall ein fiir allemal bestimmi getroffen werden, so daB uns jetzt jede
der Zahlen ¢, §,, ys usw. je eine feste Ziffer darstellt. Wir kénnen
aus diesen unendlich vielen Zahlen den folgenden ganz bestimmten
unendlichen Dezimalbruch bilden:

0,0, 750,85 -
den wir zur Abkiirzung mit D bezeichnen wollen?).

Wir zeigen nun schlieBlich, daB dieser Dezimalbruch D in der
gegebenen Folge @ von Dezimalbriichen nirgends vorkommt; mit
anderen Worten: nimmt m der Reihe nach den Wert jeder natiirlichen
Zahl an, so ist der Dezimalbruch D stets verschieden von dem mten De-
zimalbruch der Abzihlung @. Dies ist sehr leicht einzusehen: D ist
namlich nicht der erste Dezimalbruch jener Folge, da sich D von diesem
schon in der ersten Dezimalziffer o, unterscheidet, die ja verschieden
von der ersten Dezimalziffer q, jenes ersten Dezimalbruchs gewihlt
war. Ebensowenig kann D der zweite Dezimalbruch jener Folge sein;
denn von diesem weicht D jedenfalls in der zweiten Dezimalziffer g,
ab, die verschieden ist von b,; ebenso unterscheidet sich D von dem
dritten Dezimalbruch mindestens in der dritten Stelle y,, vom vierten
in der vierten Stelle §, usw. Ist endlich m eine ganz beliebige

1) Werden die Ziffern «,, f,, y, usw. irgendwie anders gemi$ der obigen
Vorschrift gewihlt, so erhilt man einen anderen Dezimalbruch D. Man kann
also derartige Dezimalbriiche in mannigfachster Weise bilden; doch geniigt es
zum Beweis des Hilfssatzes, unter ihnen einen bestimmten ins Auge zu fassen.

g%
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natiirliche Zahl, so kann D auch nicht der mt® Dezimalbruch der
Folge @ sein; denn nach der Definition von D ist zum mindesten
die mte Dezimalstelle des Dezimalbruchs D von der mte? Dezimalstelle
jenes mter Dezimalbruchs verschieden.

D kommt also wirklich in der Abzahlung @ aller Dezimalbriiche
der gegebenen Menge M, nicht vor. Der Dezimalbruch D, der mit
0, ... beginnt, ist aber selber eine reelle Zahl zwischen 0 und 1.
Das namliche gilt von allen anderen Dezimalbriichen, die im Sinn
der FuBnote auf der vorigen Seite gebildet werden konnen. Es gibt
also in der Tat auBer den Dezimalbriichen der abzahlbaren Menge
M, noch weitere unendliche Dezimalbriiche zwischen 0 und 1, wie
es der Hilfssatz behauptet. Demnach gilt nach den oben (S. 34) dem
Hilfssatz angefiigten Bemerkungen der Satz:

Die Menge aller veellen Zahlen zwischen 0 und 1 ist nicht ab-
zdhlbar.

Bevor wir die Bedeutung dieses Satzes wiirdigen, seien zwei
Bemerkungen zu dem gefithrten Beweise angefiigt.

Nach Voraussetzung sollten die reellen Zahlen der Mengen M und M,
in der Form wunendlicher Dezimalbriiche dargestellt werden; es ist also aus-
geschlossen, daf in einem der Dezimalbriiche 0, a, a,...; 0,5, b, ... usw. von
einer gewissen Stelle an lauter Nullen auftreten, da dann ein abbrechender
Dezimalbruch vorliegen wiirde. Wire nun etwa der in dem Beweisverfahren
gebildete Dezimalbruch D=0, «, f,7;... abbrechend, so wiirde sich unsere
Schlufifolgerung nicht als bindend erweisen; denn dann kénnte D nach der auf
S. 33 gemachten Bemerkung gleich einem der Dezimalbriiche aus der Folge
& sein, ndamlich gleich einem unendlichen Dezimalbruch mit der Periode 9.
Diese Moglichkeit, da der gebildete Dezimalbruch D etwa abbrechend und nicht
unendlich ist, erweist sich indes als ausgeschlossen, weil bei der Bildung von D
(vgl. erste Festsetzung von S. 35) nur die Ziffern von 1 bis 9 benutzt wurden,
nicht aber die Null. Jene Festsetzung war gerade zu diesem Zwecke gemacht:
als Vorsichtsmafiregel dagegen, dai D etwa ein abbrechender Dezimalbruch
wiirde. (Man erkennt iibrigens leicht, daf zu diesem Zweck auch eine weniger
einschrinkende Festsetzung geniigt hitte.)

Dieser speziellen Bemerkung werde noch die folgende allgemeinere
angeschlossen: Wir erinnern uns der Abzahlung @ von Dezimalbriichen,
deren Beginn auf S. 34 so hingeschrieben wurde, daB ein nach links
und oben abgeschlossenes, nach rechts und unten aber unendliches
,,Quadrat® von Ziffern entstand. Bei der Bildung des Dezimalbruches D
muBte gerade auf diejenigen Ziffern jenes Quadrats geachtet werden,
die in der von links oben (g,) nach rechts unten ziehenden (unbe-
grenzten) Diagonalen gelegen sind, also auf die Ziffern 4, b,, ¢, usw.;
die in dem Dezimalbruch D vorkommenden Ziffern e, 8,, y, usw. waren
namlich wesentlich dadurch definiert, dafl sie von jenen in der Dia-
gonalen auftretenden Ziffern beziiglich verschieden sein sollten. Man
bezeichnet daher dieses Beweisverfahren oder ein ihm im Gedankengang
analoges als Diagonalverfahren. Der Beweis des Diagonalverfahrens
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kommt in der Mengenlehre ofters und (wie hier) an besonders bedeut-
samer Stelle vor. Der Leser lasse es sich daher nicht verdrieBen, den
gefilhrten Nachweis fiir die Nichtabzihlbarkeit der Menge M so lange
durchzudenken, bis er ihm vollig gelaufig ist und als fast selbstver-
standlich erscheint; er wird dann auch deutlich erkennen, wie einfach
im Grund der Beweis unseres — wie wir gleich sehen werden — iiber-
aus weittragenden Satzes ist. Das so an einer elementaren Anwendung
gewonnene Verstindnis des Diagonalverfahrens wird bei manchen
anderen Beweisen, so z. B. bei dem letzten Satze dieses Paragraphen,
die Auffassung komplizierterer Gedankenginge wesentlich erleichtern.

Nun vor allem zur anschaulich-geometrischen Bedeutung des be-
wiesenen Satzes! Er besagt (vgl. S. 32) zunichst, daB die Menge
aller auf der Zahlengeraden zwischen den Punkten 0 und 1 gelegenen
Punkte nicht abzdhlbar ist. Dabei ist es gleichgiiltig, ob man einen
der Endpunkte 0 und 1 oder auch beide zu dieser Menge rechnet
oder nicht; denn da eine abzihlbare Menge auch abzihlbar bleibt,
wenn man noch endlich viele Elemente zu ihren Elementen hinzu-
fiigt oder von ihnen wegnimmt (vgl S. 22 u. 26), so kann umgekehrt
eine nichtabzidhlbare unendliche Menge nicht etwa durch Wegnahme
(oder gar durch Hinzufiigung) endlich vieler Elemente abzihlbar
werden.

Die GroBe der Einheitsstrecke der Zahlengeraden (d. h. der
Strecke von O bis 1) war, im LingenmaB genommen, willkiirlich
(vgl. S. 8), so daB unser Ergebnis fiir eine beliebig lange Strecke giiltig
bleiben muB. Aber auch ohne diese Uberlegung erkennt man leicht
die Allgemeinheit des bewiesenen Resultats. Sind namlich zwei ver-
schieden groBe Strecken AB und CD gegeben und betrachtet man
die beiden Mengen, die aus allen auf der ersten bzw. auf der zweiten
Strecke gelegenen Punkten bestehen, so sind trotz der verschiedenen
Lange beider Strecken die zwei Mengen
aquivalent. Man zeichne zum Beweis die
beiden Strecken 4B und CD (etwa pa-
rallel) untereinander (vgl. Fig.4) und ver-
binde je zwei Endpunkte durch gerade A ¥4
Linien, die sich in einem Punkte P schnei-
den. Zieht man dann von P aus weitere 0
Strahlen ganz beliebig, so wird jeder
solche Strahl entweder beide gegebene Fig. 4.

Strecken oder kesne von beiden schneiden.

Im ersteren Fall, der fiir uns hier allein in Betracht kommt, wollen
wir die beiden Schnittpunkte einander entsprechen lassen, also den
Schnittpunkt des Strahls mit der einen Strecke seinem Schnittpunkt mit
der anderen Strecke zuordnen, und umgekehrt. Denkt man sich alle
moglichen solchen Strahlen durch P gezogen, so erhilt man offenbar

P
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eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen allen Punkten der
einen Strecke und allen Punkten der anderen; um z. B. zu einem ge-
gebenen Punkt von A B den zugeordneten von CD zu finden, verbinde
man den gegebenen Punkt geradlinig mit P und verlingere die Ver-
bindungslinie; deren Schnittpunkt mit C D ist dann der gesuchte Punkt.
Hierbei werden die Endpunkte der Strecken 4B und CD beziiglich
einander zugeordnet. Die beiden betrachteten Punktmengen sind also
dquivalent.

Dieser Beweis gibt wieder eine — im ersten Augenblick iliberraschende oder
sogar unheimliche — Illustration fiir die schon friiher (S. 17) hervorgehobene
Tatsache, wonach der Satz ,Das Ganze ist grofier als ein Teil“ bei den unend-
lichen Mengen nicht mehr wie sonst gilt. Denn tréigt man die Strecke 4 B (etwa
durch Ziehen der Parallele_n zu BD durch A4) auf CD ab, so erhilt man eine
kleinere Teilstrecke von CD; und doch ist nach dem Bewiesenen die Menge
der Punkte dieser Teilstrecke #dquivalent der Menge der Punkte der ganzen
Strecke CD. Oder etwas anders ausgedriickt: statt die Zuordnung durch
Strahlen von P aus durchzufiihren, konnte man sie z. B. durch Parallelen zu
BD herzustellen versuchen; dann bleiben offen_bar auf dt_zr_]_inken Seite von CD
(_“id zwar auf einer Strecke von der Linge CD minus 4 B) lauter Punkte von
CD iibrig, denen kein Punkt von 4 B zugeordnet ist. Allein das Mifigliicken
eines bestimmten Versuchs zur Abbil(iung zweier Mengen besagt, wie friiher
(S. 13) bemerkt, noch nichts tiber die Aquivalenz der Mengen. Im vorliegenden
Beispiel ist es eben nicht das zun#chst naheliegende, sondern ein anderes Ver-
fahren der Zuordnung (némlich das durch Fig. 4 angedeutete), das zum Ziel
fiihrt und die Aquivalenz der beiden so verschieden grofi erscheinenden Mengen
beweist, )

Ist also eine beliebige gerade Strecke gegeben, so ist die Menge
der auf ihr gelegenen Punkte dquivalent der Menge aller Punkte auf
der Einheitsstrecke der Zahlengeraden. Sind a4 und b irgend zwei
reelle Zahlen und daher auch irgend zwei Punkte der Zahlengeraden,
so ist demnach die Menge aller Punkte zwischen g und b Aquivalent
der Menge aller Punkte zwischen O und 1; durch Ubergang von den
Punkten zu den sie bezeichnenden Zahlen schlieBt man hieraus, daB
die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 dquivalent ist der
Menge aller reellen Zahlen zwischen irgend zwei beliebig gegebenen
reellen Zahlen. Im besonderen folgt daraus:

Die Menge aller Punkte, die auf einer beliebigen, wenn auch noch
so kurzen geraden Strecke gelegen sind, ist nicht abzihlbar. Die Menge
aller reellen Zahlen zwischen trgend zwei gegebemen, sich moch so wenig
voneinander unterschetdenden reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Wie merkwiirdig dieses Resultat ist, erkennt man, wenn man es
mit dem Ergebnis von S. 31 vergleicht. Dort erwies sich die Menge
aller durch algebraische Zahlen bezeichneten Punkte der beiderseits
unbegrenzten Zahlengeraden als abzdhlbar. Jedes Stiick der Zahlen-
geraden zeigte sich aber schon unendlich dicht erfiillt mit Punkten,
die durch rationale Zahlen bezeichnet sind, um so mehr also mit
Punkten, denen algebraische Zahlen entsprechen. Demgegeniiber sehen
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wir jetzt, daB die Menge aller Punkte einer noch so winzigen Strecke
nicht mehr abzdhlbar ist. Daraus geht hervor, wie ,unendlich mal
viel dichter“ eine gerade Linie mit Punkten iiberhaupt erfiillt ist als
mit Punkten, die durch algebraische Zahlen bezeichnet werden, obgleich
auch schon die Punkte der letzteren Art iiberall auf der Geraden
unendlich dicht gesit sind. :

Dem Ergebnis, dall die Menge aller auf einer beliebig kleinen
Strecke gelegenen Punkte nicht abzihlbar ist, steht andererseits die
folgende, gleichfalls iiberraschende Tatsache gegeniiber:

Die Menge aller Punkte einer beiderseits wunbegrenzien geraden
Linie ist dquivalent der Menge aller Punkie ciner begrenzien, beliebig
kleinen Strecke. Daher ist auch die Menge alley reellen Zahlen iiber-
haupt dquivalent dey Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder
zwischen irgend zwei anderen veellen Zahlen).

Die Richtigkeit dieses Satzes 14Bt sich wiederum auf geometrischem
Weg sehr leicht und anschaulich einsehen. Wir denken uns (vgl
Fig. 5) einmal eine unbegrenzte Gerade gezeichnet, dann eine begrenzte

7.

7 A C R~

A c 8
Fig. 5.

Strecke A B, deren Mittelpunkt mit C bezeichnet werden moge; endlich
werde die namliche (beispielsweise als diinner Draht zu denkende)
Strecke AB in ihrem Mittelpunkt C geknickt, so daB hier etwa ein
rechter Winkel entsteht, und die geknickte Strecke so an die unbe-
grenzte Gerade angelegt, daB der Punkt C mit einem beliebigen Punkt
der Geraden zusammenfillt, wihrend die beiden Halften CA und CB
nach links oben bzw. rechts oben mit einer Neigung von je 45° gegen
die Gerade emporstreben. SchlieBlich soll die Mitte der (in der Figur
nicht gezeichneten) Verbindungslinie 4 B mit S bezeichnet werden;
S kommt dann senkrecht iiber C zu liegen.

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten
der geknickten Strecke ACB (mit Ausnahme ihrer beiden End-
punkte 4 und B) und allen Punkten der unendlichen Geraden erhilt
man nun einfach auf folgende Weise: ist P ein Punkt der Strecke,
so ziehe man diec Verbindungslinie SP, deren Verlingerung die Ge-
rade in einem Punkte P’ schneidet; ist Q' ein Punkt der Geraden,
so ziehe man die Verbindungslinie S, die die Strecke in einem
Punkte @ schneidet; dann werde festgesetzt, daB die Punkte P und
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P, ebenso die Punkte Q und @ einander entsprechen sollen und
daB der auf der Geraden und der Strecke gleichzeitig gelegene
Punkt C sich selbst entspreche. Hierdurch wird jedem Punkt der
Strecke mit Ausnahme ihrer Endpunkte ein einziger Punkt der Ge-
raden, jedem Punkt der Geraden ein einziger Punkt der Strecke um-
kehrbar eindeutig zugeordnet. Die Menge aller Punkte der Geraden
ist also wirklich dquivalent der Menge aller zwischen 4 und B ge-
legenen Punkte, wie wir nachweisen wollten.

Fiir den mit den Vorstellungen der analytischen Geometrie und dem
Funktionsbegriff vertrauten Leser werde darauf hingewiesen, dai der soeben
im Sinne der Fig. 5 bewiesene Satz noch unmittelbarer einleuchtet, wenn
man von einer zwischen zwei beliebigen Grenzen x =a und x =b eindeutigen
und monotonen (d. h. bestindig wachsenden K oder bestindig abnehmenden)

Funktion y =f (x) ausgeht, die zwischen den angegebenen Grenzen alle reellen
Zahlenwerte annimmt. Eine solche Funktion ist bekanntlich z. B. y = tang «,

wenn a=—£, b=" gesetzt wird (vgl. Fig. 6); ein anderes Beispiel ist
2 2 y = cotg x zwischen =0 und z == #. Ordnet man
filr jeden Punkt der eine solche Funktion dar-
stellenden Kurve die Abszisse # und die Ordi-
nate y einander zu, so gehdrt wegen der Ein-
deutigkeit der Funktion zu jedem Wert  zwischen
a und b eine einzige reelle Zahl y, umgekehrt

x wegen der Monotonie zu jeder reellen Zahl y ein
—Z v einziger zwischen a und b gelegener Wert z. Die
Funktion y =f(x) definiert also eine Abbildung
zwischen der Menge aller reellen Zahlen und der
aller Zahlen zwischen a und b, sie beweist dem-
nach die Aquivalenz der beiden Mengen.

=tang & R

Endlich noch eine iiberaus wichtige arith-
Fig. 6. metische Folgerung aus dem Satz vonder Nicht-
abzihlbarkeit der Menge M, eine Folgerung,
die 1874 den ersten groBen Triumph Cantors und der Mengenlehre
bedeutet hat! *Wie schon auf S.9 erwihnt, bezeichnet man eine
(reelle) Zahl, die nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, als
eine transzendente Zahl. Der Wissenschaft ist bis heute erst fiir ver-
hiltnismiBig spezielle Klassen von Zahlen der Nachweis gelungen,
daB sie transzendent sind, und dieser Nachweis ist keineswegs leicht.
Demgegeniiber folgt aus dem so einfachen Satze von der Nicht-
abzadhlbarkeit unserer Menge M in Verbindung mit fritheren Ergeb-
nissen ohne weiteres, dall es wumendlich viele transzendente Zahlen
gibt, ja noch mehr: daB es sozusagen eine ,regelmiflige“ Eigenschaft
beliebiger reeller Zahlen ist, transzendent zu sein, wihrend eine
algebraische Zahl nur ,,ausnahmsweise* vorliegt.

Wie wir namlich auf S. 30f. sahen, ist die Menge aller algebrai-
schen Zahlen abzihlbar; um so mehr gilt dies von der Menge aller
algebraischen Zahlen zwischen 0 und 1 oder zwischen irgend zwei
beliebigen Zahlen. Andererseits haben wir nunmehr erkannt, daB
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die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 oder zwischen
irgend zwei anderen Zahlen nicht abzdhlbar ist. Nach der Definition
der transzendenten Zahlen ist endlich die Gesamtheit aller reellen
Zahlen nichts Anderes als die Gesamtheit aller algebraischen und aller
transzendenten Zahlen. '

Wire nun die Menge aller transzendenten Zahlen zwischen zwei
gegebenen reellen Zahlen ¢ und b abzdhlbar oder gar endlich, so
konnte man eine Abzdhlung aller reellen Zahlen zwischen a4 und b
leicht auf folgende Weise herstellen: wir gehen aus von einer Ab-
zdhlung der (abzdhlbaren) Menge aller algebraischen Zahlen zwischen
a und b und lassen der ersten Zahl dieser Abzdhlung die erste Zahl
einer bestimmten Abzihlung der franszendenten Zahlen zwischen a
und b folgen, dann die zweite Zahl der algebraischen Abzahlung,
darauf die zweite Zahl der transzendenten, sodann die dritte Zahl
der algebraischen Abzihlung usw. Auf diese Weise wiirde man eine
Abzahlung der Menge aller reellen Zahlen zwischen 4 und b erhalten?).
Da aber diese letztere Menge, wie wir bewiesen haben, nicht ab-
zdhlbar ist, so mull unsere Annahme iiber die Abzihlbarkeit der
Menge aller transzendenten Zahlen zwischen a4 und b falsch gewesen
sein. Wir haben somit den Satz bewiesen:

Die Menge aller transzendenten Zahlen zwischen irgend zwei ge-
gebenen reellen Zahlen ist umendlich und nicht abzdhlbar; um so wmehr
gilt das Ndmliche von der Menge aller transzendenten Zahlen iiberhaupt.

Dieser interessante und bestimmte Satz, der iiber die damals
(1874) von den transzendenten Zahlen bekannten Tatsachen weit hin-
ausgeht, betrifft eine Menge von Zahlen, von denen auch nur eine
einzige wirklich zu bestimmen keineswegs ganz leicht ist. Er stellt
der unendlichen Menge der algebraischen Zahlen, die ,nur“ abzihl-
bar ist, die nicht. mehr abzihlbare Menge der transzendenten Zahlen
gegeniiber; diese ist iibrigens, wie leicht gezeigt werden kann, der
Menge aller reellen Zahlen dquivalent. Diese Entdeckung (oder richtiger:
Anwendung einer Entdeckung) hat denn auch zum erstenmal die
Bedeutung der damals im Beginn ihrer Entwicklung befindlichen
Mengenlehre der mathematischen Mitwelt des forschenden Cantor
vernehmlich gekiindet.

Das Diagonalverfahren, wie es oben verwendet wurde, 1iB6t sich
iibrigens theoretisch auch zur numerischen Bildung transzendenter
Zahlen benutzen. Verstehen wir nimlich in dem Hilfssatz von S. 34

1) Dieser Beweis beruht auf dem ndmlichen Gedanken, den wir bereits
auf S. 21 zum Nachweis der Abzihlbarkeit der Menge aller positiven und
negativen ganzen Zahlen benutzt haben. Wie der Leser unmittelbar erkennt,
zeigt dieses Verfahren allgemein, daBi cine abzihlbare Menge auch dann noch
abzihibar bleibt, wenn zu thren Elementen die Elemente einer weiteven abzihlbaren
Menge hinzugefiigt wevden.
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unter M, die (nach S. 31 abzihlbare) Menge aller algebraischen Zahlen,.
jede als unendlicher Dezimalbruch geschrieben, und bedeutet ¢
irgendeine Abzihlung dieser Menge, die nach der Methode von S. 30
angeschrieben gedacht werden kann, so ist jede nach dem Diagonal-
verfahren konstruierte Zahl D (S. 35) eine reelle und nicht algebrai-
sche, also transzendente Zahl. Die praktische Durchfithrung dieses
theoretisch einfachen Verfahrens zur Konstruktion transzendenter
Zahlen wiirde allerdings, sobald man iiber die ersten Dezimalen von
D hinauszugehen wiinscht, an dem Zeitaufwand scheitern, der er-
forderlich ist, um eine Abzdhlung aller algebraischen Zahlen auch
nur einigermaBen weit wirklich herzustellen. Uberdies ist die Be-
stimmung von nur endlich vielen Dezimalen der Zahl D offenbar
bedeutungslos, von Wert vielmehr erst ein Gesetz, das alle Dezxmalen
von D einheitlich bestimmt.

Aus dem Satz von der Nichtabzdhlbarkeit der Menge der reellen
Zahlen haben wir im Vorangehenden Folgerungen gezogen, die uns
wichtige geometrische und arithmetische Erkenntnisse vermittelten.
Hieraus erhellt schon, daB es sich dabei um ein innerhalb der Ge-
samtmathematik bedeutsames Ergebnis handelt, das — gleich be-
sonders wichtigen Sitzen anderer mathematischer Teilgebiete — weit
iiber die betreffende engere Disziplin (hier iiber die Mengenlehre)
hinaus uns neue Tatsachen lehrt. Wir haben aber bisher, abgesehen
von Andeutungen im vorigen Paragraphen, noch nicht von der Be-
deutung unseres Satzes fiir die Mengenlehre selbst gesprochen.

In dieser Beziehung kann man unser Ergebnis geradezu als die
Grundlage der Mengenlehre betrachten, von der aus die Einfilhrung
unendlich groBer Zahlen erst einen Sinn bekommt; diese Bedeutung
hat der Satz historisch in der Tat gehabt. Der Sachverhalt wird am
deutlichsten werden, wenn wir zunichst von den endlichen Mengen
ausgehen. Wie wir uns im dritten Absatz des § 8 (S. 12) Kklar-
machten, kann man von der Betrachtung zweier oder mehrerer unter-
einander dquivalenter endlicher Mengen naturgemif zum Begriff der
endlichen Amzahl oder Kardinalzahl gelangen; Aquivalente endliche
Mengen haben unter sich etwas gemeinsam, was wir die Anzahl
ihrer Elemente nennen und vermittels einer solchen Betrachtung
logisch und mathematisch einfithren kénnen (vgl. auch die Beispiele 1
und 2 des § 2, S. 4). So gelangt man zu den endlichen Kardinal-
zahlen 1, 2, 3 usw.; auch die Zahl O als Kardinalzahl der Nullmenge
1aBt sich so auffassen. Umgekehrt sind zwei endliche Mengen auch
nur dann aquivalent, wenn sie im gewohnlichen Sinn gleichviel Ele-
mente enthalten (vgl. S. 16 und die FuBnote 2 dazu).

Es liegt danach nahe, den Begriff der Anzahl vom Endlichen
aufs Unendliche derart zu iibertragen, daB man je zwei oder mehre-



§ 5. Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Michtigkeit. 43

ren unendlichen Mengen, die einander dquivalent sind, die nidmliche
,unendliche Kardinalzahl“ beilegt und auf diese Weise die unend:
lichen Kardinalzahlen einfiihrt. Nun bietet es keine besondere
Schwierigkeit, gewisse unendliche Mengen als untereinander aqui-
valent zu erkennen, also etwa die verschiedenen in § 4 betrachteten
abzihlbaren Mengen oder die auf S. 37ff. behandelten Punktmengen
aufeinander abzubilden, wie wir dies taten. Solange aber die Mog-
lichkeit oder sogar die Wahrscheinlichkeit offen bleibt, daB iiberhaupt
alle unendlichen Mengen untereinander dquivalent sind, stellt die da-
mit erméglichte Einfilhrung einer einzigen ,,unendlich groBen Kardinal-
zahl“ keinen wissenschaftlichen Fortschritt dar; denn ein Rechnen
mit dieser einen unendlichen Zahl wird nichts wesentlich Neues er-
geben, sondern auf die naive Vorstellung eines ganz unbestimmten
,Unendlich“ und dessen durchaus triviale Eigenschaften (vgl. S. 27)
hinauslaufen. Von einer wirklichen, sinnvollen Einfilhrung des Un-
endlichgroBen in die Mathematik kann erst dann die Rede sein,
wenn es gelingt, verschiedene, voneinander scharf getrennte unend-
lich groBe Zahlen zu unterscheiden und Regeln fiir ihre Vergleichung
und fiirs Rechnen mit ihnen aufzustellen.

Eben dies ermoglicht aber der bewiesene Satz von der Nicht-
abziahlbarkeit der Menge M. Denn nach ihm gibt es mindestens
zwei nichtiquivalente unendliche Mengen, z. B. die Menge der natiir-
lichen Zahlen und die Menge M; das Diagonalverfahren gestattet so
gar, wie wir spiter sehen werden, den Nachweis der Existenz un-
endlich vieler unendlicher Mengen, unter denen keine einer andern
iquivalent ist. Man kann daher die unendlichen Mengen in ver-
schiedene Klassen derart einteilen, daB3 die Mengen einer und derselben
Klasse untereinander dquivalent sind, niemals aber eine Menge einer
Klasse aquivalent ist einer Menge einer andern Klasse. Weiter fiihrt man
dann, ganz wie bei den endlichen Mengen, fiir das Gemeinsame, was
allen untereinander dquivalenten beliebigen (auch unendlichen) Mengen
jeweils eigentiimlich ist, eine Bezeichnung ein, und zwar spricht man
auch hier von der Kardinalzahl oder auch von der Michtigkeit
unendlicher Mengen; wir werden diese beiden Ausdriicke gleichmiBig
verwenden. Zum Unterschied von den endlichen Kardinalzahlen soll
die Kardinalzahl einer unendlichen Menge noétigenfalls als eine un-
endliche oder transfinite (iiberendliche) Kardinalzahl bezeichnet
werden. Die Ausdrucksweise ,,zwei unendliche Mengen besitzen die
gleiche Kardinalzahl oder Michtigkeit® besagt also nichts anderes
als ,die zwei Mengen sind &dquivalent®; ,die Michtigkeiten zweier
Mengen sind verschieden“ ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir
»die beiden Mengen sind nicht dquivalent*. Die zunichst unbestimmte
Frage nach der Vergleichbarkeit unendlicher Mengen oder nach den
Begriffen ,gleich® und ,ungleich“ im Reich des UnendlichgroBen ist
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so auf den scharfen und eindeutigen Begriff der Aquivalenz, d. h.
der umkehrbar eindeutigen Zuordnung zuriickgefilhrt — eine der
bedeutsamsten Leistungen in Cantors Werk.

Man erkennt, da3 der Begriff der Michtigkeit eine naturgemife,
aber weittragende Verallgemeinerung des Begriffs der (endlichen) An-
zahl ist; die Maichtigkeit einer Menge gibt gewissermaflen an, ,wie
viele“ Elemente die Menge enthilt. Aber in scharfem Gegensatz zu
der naiven Auffassung brauchen wir uns nunmehr nicht mit der
trivialen Aussage zu begniigen, eine gegebene unendliche Menge ent.
halte ,,unendlich viele“ Elemente; sicherlich enthilt z. B. die Menge
aller natiirlichen Zahlen ebenso wie die Menge aller reellen Zahlen
unendlich viele Elemente, aber die Michtigkeit der einen Menge ist,
wie wir gesehen haben, verschieden von der Michtigkeit der ande-.
ren. Andererseits liegen freilich bei den unendlichen Mengen nicht
etwa wie bei den endlichen Mengen die Verhiltnisse so einfach, daB
die Michtigkeit einer Menge schon dann verschieden ist von der einer
anderen, wenn z. B. die erstere Menge , mehr“ Elemente enthilt als
die letztere; wie wir auf S. 21 erkannten, besitzt z. B. die Menge aller
natiirlichen Zahlen die namliche Maichtigkeit wie die Menge aller ge-
raden mnatiirlichen Zahlen. Dies liegt wesentlich daran, dall zwar
nicht im Bereich der endlichen, wohl aber in dem der unendlichen
Mengen eine Menge sehr wohl einer echten Teilmenge von sich selbst
‘dquivalent sein kann — eine Eigentiimlichkeit, die sich, wie wir ge-
sehen haben (S. 18), geradezu zur Definition des Begriffes der un-
endlichen Menge benutzen 1aBt.

Gegen die vorstehend angegebene Art der Einfiihrung der unendlichen-
Kardinalzahlen 146t sich allerdings der Einwand erheben, dafi die Kennzeich-
nung ,,das Gemeinsame aller — oder je zweier — untereinander dquivalenter
unendlicher Mengen‘ keine scharfe Begriffsbildung ist, wie man sie von einer
mathematischen Definition mit Recht verlangen mufi. Das gleiche gilt von
Cantors Definition (Beitrige I, S. 481): ,Michtigkeit oder Kardinalzahl von M
nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit Hilfe unseres aktiven Denk-
vermogens dadurch aus der Menge M hervorgeht, daf von der Beschaffenheit
ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins
abstrahiert wird*; vgl. hierzu die Beispiele des § 2. Andere Definitionen (so
Russell [Zitate im Anfang des § 12]; vgl. ferner Hessenberg, Taschenbuch, S. 70f.)
geben gleichfalls zu gewissen Bedenken Anlafi (vgl. Hausdorff, S. 46). Indes ist
der Umstand, dafi all diese Definitionen unzureichend erscheinen, ohne wesent-
liche Bedeutung fiir die Mengenlehre, und zwar aus folgendem Grund: Die
Aussagen iiber Kardinalzahlen, die in der Mengenlehre vorkommen, lassen sich
samtlich zuriickfiihren auf Aussagen der Form: zwei Kardinalzahlen sind gleich
oder sind verschieden; auch die Aussagen, die sich auf die Definition des § 6
(S. 48) stiitzen, fallen hierunter. Diese Aussagen sind nun nach der Begriffs-
bestimmung der Kardinalzahlen gleichbedeutend mit Aussagen d.(.er Form: zwei
Mengen sind dquivalent oder sind nicht iquivalent. Der Begriff der Aquivalenz von
Mengen ist aber in § 8 in voller Strenge eingefiihrt worden. Man kann sich
daher bei der Benutzung der Kardinalzahlen zur vollen Rechtfertigung darauf
berufen, dafi jeder Satz liber Kardinalzahlen stets, wenn auch mit einiger Um-
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stdndlichkeit, in eine Behauptung iiber die Aquivalenz von Mengen verwandelt
werden kann. — Fiir eine direkte und voéllig strenge Einfilhrung der Kardinal-
zahlen mittels der ,axiomatischen Methode“ werde auf das Zitat in § 12 (S. 212,
Fufinote 3 [Fraenkel]) verwiesen.

Wir wollen im folgenden, wie vielfach iiblich, unendliche Kar-
dinalzahlen regelmiBig mit kleinen deutschen Lettern bezeichnen
(Mengen dagegen, wie schon bisher, meist mit groBen lateinischen
Lettern). Doch sei schon hier erwihnt, daB nach dem Vorgang von
Cantor die unendlichen Kardinalzahlen auch — und grundsitzlich so-
gar in erster Linie — durch hebridische Lettern bezeichnet werden,
namlich durch ein nx (,Alef d.i. der erste Buchstabe des hebriischen
Alphabets) mit kleinen, rechts unten angebrachten Nummern (soge-
nannten Indizes): Ng» Nps Ny (gelesen: Alef-Null, Alef-Eins, Alef-Zwei)
usw.; welche Bewandtnis es mit dieser Bezeichnung hat und wes-
halb wir sie vorerst nicht verwenden, darauf wird im § 11 (S. 134 und
140) zuriickzukommen sein. Im besonderen bezeichnen wir die Machtig-
keit jeder abzdhlbaren Menge stets mit aq, wihrend die Machtigkeit der
Menge aller reellen Zahlen (und jeder zu ihr dquivalenten Menge)
mit ¢ bezeichnet wird. Da demnach die — schlechthin als ,Konti-
nuum‘ bezeichnete — Menge aller Punkte einer ,kontinuierlichen*
Strecke oder einer ,kontinuierlichen® geraden Linie die Miachtigkeit ¢
besitzt, nennt man ¢ kurz die Mdchtigkeit des Kontinuums.

Wir haben bisher nur zwei verschiedene unendliche Kardinal-
zahlen, niamlich ¢ und ¢, kennen gelernt. Zum Abschluf dieses Pa-
ragraphen soll noch eine unendliche Menge betrachtet werden, deren
Michtigkeit sowohl von q wie von ¢ verschieden ist.

Unter einer (eindeutigen) Funmktion y = f(x) versteht man in der
Mathematik ein Abhingigkeitsverhiltnis folgender Art: x sei eine
Verinderliche, die alle Zahlenwerte eines gewissen Zahlenbereichs
annehmen kann; wir wollen der Einfachheit halber als Bereich den-
jenigen aller reellen Zahlen zwischen O und 1 (beide Grenzen ein-
geschlossen) wihlen, so daB also z alle Zahlenwerte zwischen 0 und 1
durchliuft. Zu jedem einzelnen solchen Wert von z soll nun ein je-
weils ganz beliebiger, aber ein fiir allemal bestimmter (und im folgenden
gleichfalls als reell angenommener) Zahlenwert y gegeben sein, etwa
durch eine mathematische Formel, eine willkiirliche Vorschrift oder
sonstwie; wihrend z alle Werte des Bereichs durchlauft, wird daher
auch y innerhalb eines gewissen Bereichs reeller Zahlen verdnderlich
sein, doch brauchen dabei fiir verschiedene Werte von x nicht auch
die zugehorigen Werte von y ihrerseits verschieden zu sein. Um eine
solche Abhingigkeit zwischen zwei verdnderlichen GroBen z und y zu
kennzeichnen, nennt man y eine (reelle) Funktion von z. Das Ab-
hingigkeits- oder Funktionsverhiltnis tritt auch schon in der Schreib-
weise deutlich hervor, wenn wir f(z) statt y schreiben; soll also z. B.
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fir jede reelle Zahl x zwischen 0 und 1 als zugehdriger y-Wert die
reelle Zahl x? | 3 2 gelten, so deutet man dies an durch die Schreib-
weise f(x)=2% - 3x; fir den speziellen Wert x =4 ergibt sich
demnach f(4) = 16 4 12 = 28. Bekannte Beispiele derartiger Funk-
tionen sind z. B, der Gang des Luftdrucks (Barometerstandes) an
einem Orte oder die (eigentlich durch fortwihrende Messungen zu
bestimmende) Fieberkurve eines Kranken; die Veranderliche z ist in
beiden Fillen die Zeit, als Funktion f(x) der Zeit wird im ersten
Beispiel der Luftdruck, im zweiten die Korpertemperatur bestimmt.
Im folgenden werden wir unter # und f(z) nicht benannte GroBen
wie Zeit, Temperatur usw., sondern der Einfachheit halber reine
Zahlen verstehen,

Wir betrachten nun die Menge F aller idiberhaupt denkbaren
Funktionen f(x) von x, wenn x alle Zahlenwerte zwischen 0 und 1
durchlauft. Jedes Element unserer Menge ist eine gewisse Funk-
tion f(z), und zwei Funktionen sind natiirlich verschieden, sobald die
Vorschriften, durch die den Werten z gewisse Werte f(x) zugeordnet
werden, nicht restlos iibereinstimmen; gibt es also auch nur einen
einzigen Zahlenwert x zwischen 0 und 1, zu dem das eine Mal ein
anderer Funktionswert f(x) gehort als das andere Mal, so liegen schon
zwei verschiedene Funktionen vor. Unser Ziel ist, zu zeigen: die
Menge aller Funktionen f(z) ist so umfassend, daB sie auch nicht
die Michtigkeit ¢ besitzt. Zu diesem Zwecke 148t sich wieder, ihn-
lich wie auf S. 34ff,, die Methode des Diagonalverfahrens verwenden.

Es sei ndmlich eine die Mdchtigkeit ¢ besitzende, sonst aber ganz be-
liebige Menge F, von Funktionen f(z) gegeben, so daB eine Ab
bildung zwischen dieser Funktionenmenge F, und der Menge C aller
reellen Zahlen zwischen O und 1 existiert; eine beliebige solche Ab-
bildung werde gewihlt und im folgenden festgehalten. Wir werden
dann ausdriicklich eine Funktion ¢(z) (also ein Element der Menge F
aller Funktionen f(x)) nachweisen, die in der Menge F nicht vorkommt.
Hiernach kann keinesfalls schon F, alle Funktionen f(x) umfassen,
und damit wird der gewiinschte Nachweis dafiir erbracht sein, daf3
die Machtigkeit unserer Menge F jedenfalls von ¢ (und tiibrigens, wie
man leicht einsieht, um so mehr auch von a) verschieden ist.

Um wirklich eine in F, nicht vorkommende Funktion ¢ (z) zu bilden,
empfiehlt es sich vor allem, die gewihlte Abbildung zwischen der Zahlen-
menge C und der Funktionenmenge F, recht deutlich zu kennzeichnen. Zu
diesem Zwecke wollen wir fiir die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 die Be-
zeichnung 2z einfiihren und diejenige Funktion f(x) unserer Menge, die ver-
moge der gewdidhlten Abbildung einer bestimmten Zahl z zugeordnet ist, an-
schaulich durch f, () bezeichnen. Hiernach ist z. B. f, () diejenige Funk-
tion von z, die bei unserer Abbildung der Zahl } entspricht.

Es werde nun eine Funktion w (z) nach folgender Vorschrift gebildet: fiir
jeden bestimmten Zahlenwert z zwischen 0 und 1 soll iy (x) denjenigen Wert
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besitzen, den die Funktion f, (x) fiir den speziellen Wert z =z annimmt. Um
diese etwas abstrakte Festsetzung deutlicher zu machen, betrachten wir ein
Beispiel. Die Funktion w (z) ist vollig bestimmt, wenn ihr Zahlenwert fiir jeden
‘Wert von z zwischen 0 und 1 bekannt ist. Dieser Wert ist nach der obigen
Regel fiir jeden Wert von 2, beispielsweise fiir den Wert z =}, folgender-
mafien zu bestimmen: die der reellen Zahl 1 durch unsere vorausgesetzte Ab-
bildung zugeordnete Funktion der Funktionenmenge F, sei etwa y == 2% also
fi @) =2?; fiir x--} hat diese Funktion den Wert (})2=1%, also f, (})=1;
d‘bl?es soll nach Definition gerade der Wert der Funktion w (z) fiir x2=§< sein,
also y(})=1%. Genau entsprechend bestimmt sich der Wert von v (z) fiir
jeden anderen Zahlenwert von x. [Ganz kurz l#fit sich die gegebene Defini-
tion fiir y (x) offenbar so ausdriicken: fiir jeden Wert x ist y () = f, (2).]

Endlich sei eine Funktion ¢ (z), wiederum fiir alle Werte von z zwischen
0 und 1, durch die einzige Bestimmung definiert, dafi ¢ (xr) fiir jeden Wert
von g stets von dem zugehdrigen Wert von y (z) verschieden sein solle; im
iibrigen kann ¢ (r) beliebig sein. Man kann also derartige Funktionen ¢ (z)
in mannigfachster Weise bilden. Um eine bestimmte und einfache Vorstellung
zu gewinnen, setzen wir beispielsweise ¢ (x) = y (x) + 1.

Wir werden nun sehen: g (¥) kommt unter den Funktionen von F, iiber
haupt nicht vor. Ist dies gezeigt, so ist unser Ziel erreicht; denn ¢ (z) ist ja
fiir jeden Zahlenwert zwischen 0 und 1 definiert, also eine Funktion unserer
Funktionenmenge F. Diese Menge aller Funktionen kann also mit den Funk-
tionen von F, nicht erschdpft sein, wie wir nachweisen wollten,

Um zu zeigen, daf ¢ (x) in der Tat von allen Funktionen der Menge F,
verschieden ist, bezeichnen wir mit & eine beliebige reelle Zahl, also mit fE (@)
eine beliebige Funktion von F,, und weisen nach, daf ¢ (x) nicht etwa die-
selbe Funktion ist wie fE (¥). Dazu geniigt es, nach den Zahlenwerten der
beiden Funktionen ¢ (z) und f,(x) fir den speziellen Wert =& zu fragen.
Es sollte [nach der Definition von ()] v (x) fiir =& den ndmliclien Zahlenwert
haben, wie f, (z} flir z=&. Der Wert von ¢ (z) =y (@) +1 ist aber fiir jeden
Wert von z, also auch flir x =&, um die Zahl 1 grofier als der zugehdrige
Wert von y(z). ¢ (z) ist also fiir =& verschieden von f;(z), d. h. die
Funktionen ¢ (z) und fE (x) sind gewifi nicht identisch. Wir haben somit in
@ (x) eine Funktion gefunden, die in F, nicht vorkommt; eine dem Kontinuum
dquivalente Funktionenmenge F, kann also niemals alle Funktionen von F
umfassen, d. h.:

Die Michtigkeit der Menge aller eindeutigen rveellen Funktionen
f(x) (x verdnderlich zwischen O und 1) ist verschieden von der Mdch-
tigkeit des Kontinuums (und erst recht von der Michtigkeit a). Man
pflegt die Michtigkeit dieser Funktionenmenge mit § zu bezeichnen.

Es sei nochmals hervorgehoben, daB3 wir bei dieser Betrachtung
den Begiff der Funktion in dem ganz allgemeinen, auf S. 45 gekenn-
zeichneten Sinn gefaBt haben. Fir den mit dem Begriff der sietigen
Funktion vertrauten Leser wird demgegeniiber die spiter (S. 87f.) zu
beweisende Tatsache von Interesse sein, daB die Menge aller stetigen
Funktionen einer reellen Verianderlichen ,,blo3“ die Machtigkeit des Kon-
tinuums besitzt; eine stetige Funktion stellt also gewissermaf3en nur einen
speziellen Ausnahmefall gegeniiber einer ganz allgemeinen (eindeutigen
reellen) Funktion einer reellen Verinderlichen dar. Wir haben in
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der Tat bei der Konstruktion der Funktion y (z) (und also auch ¢ (z))
ein AuBerst ,unstetiges® Verfahren eingeschlagen; stehen doch die
Zahlenwerte von () fiir zwei nahe beisammen gelegene Werte von
x in keinerlei besonders enger Beziehung zueinander.

Der Leser, der den Gang des gefiihrten Beweises aufmerksam
verfolgt, wird erkennen, daB er (ndmlich bei der Definition der Funk-
tion 1y (x)) auf dem Diagonalverfahren beruht und dem Gedankengang
des auf S. 34ff. gefiihrten Beweises fiir die Nichtabzihlbarkeit des
Kontinuums vollig analog verlauft.

§ 6. Die GroBenordnung der Kardinalzahlen.

Den endlichen Kardinalzahlen oder Anzahlen 1, 2, 3, ... reihen
sich in der Mengenlehre die unendlichen Kardinalzahlen an, von denen
wir in den zweil vorangehenden Paragraphen drei verschiedene kennen
gelernt haben, namlich a, ¢ und {. Die Entscheidung, welche von
zwel endlichen Kardinalzahlen die kleinere und welche die groBere ist,
ist dem Leser wohlvertraut; man kann sie, wie man leicht einsieht,
folgendermaBen formulieren: Sind M und N zwei endliche Mengen
und ist M Aquivalent einer echien Teilmenge von N, so ist die Kardinal-
zahl von M kleiner als die Kardinalzahl von N.

Unser nachstes Ziel soll sein, auch die wnendlichen Kardinal-
zahlen ihrer GroBe nach anzuordnen. Wir iiberzeugen uns hier so-
gleich, dafl es unmdéglich ist, die eben angefithrte Regel auch zur
Definition der GroéBenordnung unendlicher Kardinalzahlen zu ver-
wenden. Denn ist z. B. M die Menge der natiirlichen Zahlen, N die
Menge aller rationalen Zahlen, so ist M eine echte Teilmenge von N;
da M sich selber dquivalent ist, ist M dquivalent einer echten Teil-
menge von N; dennoch ist die Kardinalzahl von M nicht kleiner als
die von N, da ja beide Mengen abzdhlbar, ihre Kardinalzahlen also
gleich sind. Diese Abweichung von den bei endlichen Mengen ge-
wohnten Verhiltnissen liegt wiederum daran, daf eben eine unend-
liche Menge sehr wohl einer echten Teilmenge von sich dquivalent
sein kann,

Zu einer brauchbaren Anordnung der unendlichen Kardinalzahlen
gelangen wir dagegen, wenn wir die oben fiir die endlichen Kardinal-
zahlen Testgelegte Regel ausbauen zu der folgenden

Definition. Ist die Menge M &quivalent einer Teilmenge der
Menge N, wihrend N keiner Teilmenge von M &aquivalent ist, so
nennt man die Kardinalzahl m von M kleiner als die Kardinalzahl n
von N, also n grober als m. Mit den auch sonst iiblichen Zeichen
schreibt man hierfiir m << n oder gleichbedeutend n > m.

Diese Definition, bei der es einer Unterscheidung zwischen echten und

unechten Teilmengen nicht mehr bedarf, ist offenbar eine verniinftige und
zweckmiBige Festsetzung. Denn sind die in ihr enthaltenen Voraussetzungen
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fir m <n erfiillt, so kann nicht m =un, d.h. nicht M ~ N sein; nach der
zweiten Voraussetzung der Definition gibt es ndmlich im Falle m < n keine Teil-
menge von M, der N dquivalent wire, wihrend im Falle m = n sicherlich N einer
Teilmenge von M dquivalent ist, z. B. der Menge M selbst. Ebenso tiberzeugt sich
der Leser mittels einfacher Uberlegung, dafi nach der obigen Definition nicht
etwa von den Kardinalzahlen zweier nicht-diquivalenter Mengen die eine gleich-
zeitig kleiner und grofier sein kann als die andere, daf also die Beziehungen
m<_n und n < m miteinander nicht vertriglich sind; ferner erkennt man
leicht, daf unter drei Kardinalzahlen m, n und p, von denen m kleiner als n,
n kleiner als p (oder gleich p) ist, m auch kleiner ist als p. Endlich leuchtet
ein, dafi bei der Vergleichung der Kardinalzahlen zweier Mengen jede der
letzteren ohne weiteres durch eine #quivalente Menge ersetzt werden darf,
dafi also aus m<n, m=m', n=1n" stets m’ << n folgt. Die hiermit aus-
gedriickten vier Eigenschaften der Gréfenordnung der Kardinalzahlen, deren
vollstindiger Beweis als leichte und wertvolle Ubung zum Gebrauch des
Aquivalenz- und Abbildungsbegriffs dem Leser empfohlen sei, sind charakte-
ristisch flir jeden in der Mathematik auftretenden Ordnungsbegriff; vgl S. 92
und 129f. Dagegen ist vorliufig noch die Frage offen, ob der Grofienordnung
der Kardinalzahlen eine weitere, ebenso allgemeine und grundsitzliche Eigen-
‘schaft zukommt: ob némlich von zwei verschiedenen Kardinalzahlen stets eine
kleiner ist als die andere oder ob sie vielleicht unvergleichbar sein konnen.
Wir kommen hierauf noch ausfithrlicher zuriick (S. 59 und 149).

Wir benutzen die obige Definition, der auch die gewéhnliche
Anordnung der endlichen Kardinalzahlen entspricht, vor allem zur Fest-
stellung der GréBenordnung ‘der Michtigkeiten a, ¢ und §f. Es sei
also zuniachst M die Menge der natiirlichen Zahlen, N die Menge
aller reellen Zahlen, so da8 q die Maichtigkeit von M, ¢ diejenige
von N ist. Da M eine Teilmenge von N darstellt, ist M sicherlich
aquivalent einer Teilmenge von N. Andererseits ist nach S. 26 jede
Teilmenge von M entweder endlich oder doch abzihlbar, so daB
gewib N keiner Teilmenge von M &4quivalent sein kann (was iibrigens
auch unmittelbar aus dem Beweis der Nichtabzédhlbarkeit des Kon-
tinuums (S. 34ff.) hitte geschlossen werden konnen). Daher ist a<c.

Ebenso ist ¢ <f. Denn verstehen wir jetzt unter C die Menge
aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, unter F die zu Ende des
vorigen Paragraphen betrachtete Menge aller reellen Funktionen f (=)
(x veranderlich zwischen 0 und 1), so ist zunichst C dquivalent einer
Teilmenge F’ von F. Wir konnen némlich F’ wihlen als die Menge
all der ganz speziellen (,konstanten“) Funktionen f(z), die jeweils
fiir alle Werte z einen und den nédmlichen, irgendwie zwischen 0 und 1
gelegenen Zahlenwert besitzen, und ordnen dann jeder bestimmten
Zahl z der Zahlenmenge C die Funktion f(x)==z zu, d.h. diejenige
Funktion, die fiir alle Werte von # den niamlichen festen Wert z besitzt.
Diese Abbildung zwischen C und F’ zeigt, daB C ~ F’, Um andererseits
einzusehen, daBl F keiner Teilmenge von C dquivalent ist, erinnern
wir uns des am SchluB des vorigen Paragraphen gefiihrten Beweises.
Wir gingen dort (S. 46) aus von einer zu C dquivalenten Teilmenge F,

von F und zeigten, daB eine solche Teilmenge F, niemals mit F
Fraenkel, Mengenlehre, 2. Aufl, 4
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zusammenfallen kann, weil sich (auf Grund einer Abbildung zwischen
C und FO) stets Elemente von F nachweisen lassen, die in F, nicht
vorkommen. Solche Elemente miissen aber um so mehr vorhanden
sein, wenn F, als zu einer Teilmenge von C (statt zu C selbst) dqui-
valent vorausgesetzt wird; dies ist von vornherein einleuchtend und
aus der frither durchgefiihrten Uberlegung ohne wesentliche Abianderung
zu entnehmen. Da also auch eine zu einer Teilmenge von C Aqui-
valente Teilmenge von F nicht mit F identisch sein kann, ist F
selbst sicher keiner Teilmenge von C &dquivalent. Hieraus und aus
C ~ F’ folgt schlieBlich nach unserer Definition, daBl die Machtigkeit
von C kleiner ist als die von F, wie gezeigt werden solite.

Der Leser iiberzeugt sich an Hand der Definition ohne weiteres,
daB3 die Kardinalzahl jeder endlichen Menge, d. k. jede endliche An-
zahl, kleiner ist als a. Ferner gilt der folgende wichtige Satz:

Die Kardinalzahl o der abzdhlbaren Mengen ist die kleinste un-
endliche Kardinalzahl.

Denn wie auf S. 20 gezeigt wurde, besitzt jede unendliche Menge
eine abzidhlbare Teilmenge; jede Teilmenge einer abziahlbaren Menge
ist andererseits nach S. "26 entweder endlich oder abzihlbar.
Fine gegebene unendliche Menge, die nicht selbst abzdhlbar ist, be-
sitzt demnach eine der Menge der natiirlichen Zahlen dquivalente Teil-
menge, ohne selbst einer Teilmenge der Menge der natiirlichen Zahlen
aquivalent zu sein. Daher ist nach der Definition der GréBenordnung
die Kardinalzahl einer beliebig gegebenen unendlichen Menge ent-
weder groBer als a oder gleich g, wie gezeigt werden sollte.

Aus den beiden letzten Resultaten erhilt man noch das folgende
Ergebnis: ’

Jede endliche Kardinalzahl ist kleiner als jede umnendliche Kar-
dinalzahl. )

Die sich weiter erhebende Frage, ob ¢ die néchstgréoBere Kardinal-
zahl nach g ist oder ob es eine zwischen q und ¢ gelegene unend-
liche Kardinalzahl gibt, ist trotz erheblicher Bemiihungen der Mathe-
matiker noch ungelést. Man bezeichnet diese Frage als das Kon-
tinuumproblem. Sie fillt offenbar zusammen mit der Frage, ob jede
unendliche Teilmenge des Kontinuums (d. h. der Menge der reellen Zahlen
oder aller Punkte einer Geraden) entweder abzihlbar oder dem Kon-
tinuum &quivalent ist, oder ob es unendliche Teilmengen gibt, die
eine andere (dazwischenliegende) Kardinalzahl besitzen. Cantor war
von Anfang an entschieden der Meinung, daB ¢ die zweitkleinste
Kardinalzahl sei. Es hat nicht an Versuchen hervorragender
Forscher gefehlt, diese Vermutung oder ihr Gegenteil zu beweisen;
so sind zur Zeit des dritten internationalen Mathematikerkongresses
in Heidelberg (1904) gleichzeitig Beweisversuche fiir beide (einander
widersprechende) Annahmen gemacht worden, die sich spiter als
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nicht stichhaltig erwiesen. Ebensowenig ist bekannt, ob zwischen
¢ und | eine weitere Kardinalzahl existiert.

Wohl hat dagegen schon Cantor die weitere Frage entschieden,
ob es noch eine groflere Michtigkeit als § gibt. Es gilt ndmlich
der Satz (zuweilen als Cantors Satz bezeichnet):

Zu jeder beliebigen Menge it sich eine Menge von griferer
Michtigkeit angeben. Es gibt also keine grofite Mdchtigkeit; die mat
a beginnende Rethe der umendlichen Mdchtigkeiten ist nach obenhin
unbegrenzt.

Es sei namlich M eine beliebige endliche oder unendliche Menge.
Dann kénnen wir die Menge aller verschiedenen Teilmengen (Unter-
mengen) von M bilden; wir wollen sie mit UM (Abkiirzung fiir:
Menge aller Untermengen von M) oder auch kurz mit U bezeichnen.
Jedes Element von 1M ist eine Teilmenge von M, und umgekehrt
ist jede Teilmenge von M (M selbst sowie die Nullmenge ein-
geschlossen) ein Element von M. Es kann und soll nun gezeigt
werden, daf die Maichtigkeit von U gréBer ist als die von M,
und zwar wird wieder das Diagonalverfahren (S. 34ff) den Nerv des
Beweises bilden?).

Wir zeigen vor allem, daf die Midchtigkeiten der Mengen M und U iiber-
haupt voneinander verschieden sind; damit wird der entscheidende (und ver-
hiltnismifiig schwierige) Teil des Beweises erledigt sein. Es sei U, eine zu
M dquivalente Teilmenge von U; wir werden auf Grund dieser Annahme ein
nicht in U, vorkommendes Element von U konstruieren; damit wird dargetan
sein, dafi eine zu M H#quivalente Menge von Teilmengen von M nie mit U
zusammenfallen, also nie alle Teilmengen von M umfassen kann. Es sei
iibrigens im voraus bemerkt, dafi die Betrachtung unveridndert und mit dem
gleichen Ergebnis durchgefiihrt werden kann, wenn man U, als zu einer Teil-
menge von M (statt zu M selbst) #quivalent voraussetzt; wir werden spiter
noch von dieser Bemerkung Gebrauch machen (die ohnehin plausibel ist, da
nach der folgenden Betrachtung U weit umfassender ist als M, um so mehr
also weit umfassender als eine Teilmenge von ).

Wir denken uns zunidchst eine beliebige Abbildung zwischen den #Aqui-
valenten Mengen M und U, gewihlt und von nun an festgehalten; sie ordnet jedem
Element » von M ein Element # von U, (d. h. eine Teilmenge » von M) um-
kehrbar eindeutig zu. Auf Grund dieser Abbildung werden wir eine Teilmenge
' von M angeben, die in U, nicht vorkommt. Hierzu bedenken wir vor allem,
daf fiir irgend zwei nach unserer Abbildung einander entsprechende Elemente,
z. B. m, und u,, zwei Fdlle moglich sind: die Teilmenge #, von M enthélt
entweder m, als Element oder sie enthalt m, nicht. Wir konnen daher die
Elemente von M in zwei Klassen einteilen: jedes Element der ersten Klasse
ist in dem ihm vermoge unserer Abbildung entsprechenden Element von U

1} Vgl. Hessenberg, S. 41f.und Zermelo III (s. S. 187, Fufinote 2), S. 276; der
Grundgedanke des Beweisverfahrens findet sich bei Canfor (Jahresb. d. D, Mathe-
matikervereinig., 1 [1892], 75—78). Ubrigens hatte Cantor schon in den ,Grund-
lagen* (1883) die Existenz unendlich vieler verschiedener unendlicher Kardinal-
zahlen bewiesen, aber mit ganz anderen, tieferen Hilfsmitteln (aus der Theorie
der ,Wohlordnung¥).

4%
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(das eine Teilmenge von M ist) selbst als Element enthalten; jedes Element
der zweiten Klasse ist in dem entsprechenden Element von U nicht enthalten.
(Als Beispiel sei bemerkt, dafi, falls z. B, die Nullmenge und M selbst in U,
_auftreten, in der ersten Klasse das Element von M vorkommt, das der Menge
M selbst zugeordnet ist, in der zweiten Klasse aber das Element von M, das
der Nullmenge entspricht.) Wir betrachten sdmtliche Elemente der zweiten Klasse
und bezeichnen die durch ihre Gesamtheit gebildete Menge mit u’; «’ ist eine
— moglicherweise auf die Nullmenge zusammenschrumpfende — Menge gewisser
Elemente von M, also eine Teilmenge von M oder ein Element von U. Es
soll gezeigt werden, dafi das Element #’ von U in der Menge U, fiberhaupt
nicht vorkommt.

In der Tat: kommt «’ in U, vor, so gehort das dem Element »’ von U,
zugeordnete Element m’ von M entweder zur ersten oder zur zweiten der im
vorigen Absatz gekennzeichneten Klassen. Gehort s’ zur ersten Klasse, so
besagt dies: m/ ist ein Element von #'; #' enthilt aber nach Voraussetzung
nur Elemente der zweiten Klasse und keines der ersten, kann also ' nicht
enthalten. Daher kénnte m’ nur zur zweiten Klasse gehdren, so daf das Ele-
ment »’ in der ihm zugeordneten Teilmenge #' nicht enthalten wire, Nach
der Definition enthdlt aber ' alle Elemente der zweiten Klasse, es miifite also
auch »/ in o’ vorkommen; dieser Widerspruch zeigt, dafi ' auch nicht der
zweiten Klasse angehdren kann, d. h. daf es tiberhaupt kein Element m’ in M
gibt, dem das Element #’ von U vermoge unserer Abbildung entsprechen kann.
Die Untermenge «' von M kann also wirklich in U, nicht vorkommen, wie
wir zeigen wollten. — Der Leser lasse sich durch die auf ' beziigliche,
zuniichst paradox anmutende Betrachtung nicht einschtichtern, sondern mache
sie sich griindlich zu eigen; ein gleicher Gedankengang wird uns spiter
(S. 158) nochmals begegnen.

Nachdem so nachgewiesen ist, dafi die Mengen )/ und U nicht #quivalent,
also nicht von gleicher Michtigkeit sein kdnnen, ist es ein leichtes, zu zeigen, dafi
die Miachtigkeit von M kleiner ist als diejenige von U. Zum Nachweis dessen
ist zundchst eine Teilmenge von U anzugeben, der M #quivalent ist; eine
solche erhalten wir einfach durch Zusammenfassung aller derjenigen Elemente
von U — d. h. aller derjenigen Teilmengen von M —, die nur je ein einziges
Element von M enthalten; ist {a} irgendeine derartige Teilmenge von M und
ordnen wir ihr das (begrifflich scharf von der Menge {4} zu trennende) Ele-
ment a von M zu und umgekehrt, so ist damit eine Abbildung zwischen M
und einer Teilmenge von U gegeben. Andererseits geht aus der Bemerkung
am Schlufi des drittletzten Absatzes hervor, dafi U keiner Teilmenge von M
dquivalent sein kann. Damit ist der Beweis unserer Behauptung vollendet
die wir nunmehr schirfer so aussprechen konnen:

Ist M eine beliebige Menge, so besitzt die Menge WM aller Teil-
mengen von M stets eine groflere Kardinalzahl als M.

Liegt also irgendeine Menge M vor, z.B. eine Menge M van der
Kardinalzahl {, so erhalten wir in 1M = U eine Menge von einer Kardinal-
zahlg >, in NU wiederum eine Menge von einer Kardinalzahl § > g und
so endlos weiter. Die hierin hervortretende Tatsache, daB es unendlich
viele verschiedene unendliche Kardinalzahlen gibt, ist namentlich aus
folgender Erwdgung heraus auBerordentlich bedeutsam: Fiir die naive
Vorstellung gibt es nur ein ,,UnendlichgroBes® innerhalb dessen
weitere GroBenunterschiede nicht mehr scharf abgegrenzt werden
konnen. Demgegeniiber hat sich im vorigen Paragraphen zunichst
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erwiesen, daB es verschiedene unendliche Kardinalzahlen gibt. Unser
letztes Ergebnis zeigt aber sogar, daB es umnendlich viele voneinander
scharf umterscheidbare unendliche Kardinalzahlen gibt, daB also in dem
Reich derjenigen ,unendlich groBen Zahlen“, die wir in den unend-
lichen Kardinalzahlen kennen gelernt haben, eine mindestens ebenso
groBe (in Wirklichkeit sogar unvergleichlich grofiere) Mannigfaltigkeit
herrscht als im Bereich der gewdhnlichen endlichen Kardinalzahlen.

. Ubrigens stellt unser Satz nicht etwa ein bloBes , Existenztheorem«
dar, d. h. er besagt nicht nur, daB zu einer gegebenen Kardinalzahl
eine groBere existiert, sondern er gibt auch ein einfaches Verfahren
an, eine solche wirklich zu bilden.

Es werde noch hervorgehoben, dafl der bewiesene Satz natiirlich
auch fiir eine endliche Menge M und ihre Kardinalzahl gilt; ist doch
M nicht als unendlich vorausgesetzt worden. Indes besagt unser Satz
fiir endliche Mengen nur eine in der Kombinatorik elementar be-
wiesene Tatsache (vgl. S. 82/3). DaB und in welcher Weise er insbeson-
dere fiir die kleinsten Mengen zutrifft, namlich fiir solche mit keinem
oder einem einzigen Element, zeigen die Beispiele M = 0, U = {0}
und M = {a}, U=1{0, {a}}, die beim Ubergang zu den Kardinal-
zahlen von M und U nur besagen: 0 <1 und 1 < 2 (S.83). Der
Leser wird sich den Beweis unseres Satzes besonders deutlich an Hand
einer endlichen Menge M als Beispiel klarmachen.

Eine grundsitzliche Frage in bezug auf die GroBenordnung der
Kardinalzahlen ist bisher noch unerledigt geblieben. Sind m und n
irgend zwei Kardinalzahlen, so fragt es sich, ob ebenso wie bei den
endlichen Anzahlen stets einer der drei (sich nach S. 49 ausschlieBenden)
Fille: m =mn, m <n, m > n vorliegt (, Trichotomie), oder ob es noch
weitere Moglichkeiten gibt, d. h. ob es vielleicht vorkommen kann,
daB zwei verschiedene Kardinalzahlen wunvergleichbar sind, so daB keine
von ihnen kleiner ist als die andere.

Um der Beantwortung dieser Frage niherzukommen, wollen wir,
ausgehend von unserer Definition der GroBenordnung, alle méglichen
Vergleichsbeziehungen zwischen zwei gegebenen Mengen M und N nach
einem elementaren Verfahren der allgemeinen Logik durchdenken, einem
Verfahren, dessen Verwendung fiir den vorliegenden Zweck durch
Cantor bedeutungsvoll und beriihmt geworden ist: Es kann zunichst
Teilmengen von M geben, die zu N &quivalent sind, und gleichzeitig
Teilmengen von N, die zu M d&quivalent sind (erster Fall); ferner
kann es Teilmengen von M geben, die zu N &quivalent sind, wih-
rend keine zu M &quivalente Teilmenge von N existiert (zweiter Fall);
weiter kann umgekehrt die Existenz einer zu N &4quivalenten Teil-
menge von M ausgeschlossen sein, wahrend es Teilmengen von N
gibt, die zu M H4quivalent sind (d7itter Fall); endlich kann es sein,
daf3 weder eine zu N &quivalente Teilmenge von M noch eine zu M
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dquivalente Teilmenge von N existiert (vierter Fall). Diese vier Fille
bilden offenbar eine sogenannte logische Disjunktion, d. h. sie er-
schopfen, einander gegenseitig ausschlieBend, alle iiberhaupt denk-
baren Moglichkeiten.

Der bequemen Veranschaulichung diene das folgende Schema,
in dem m und n die Kardinalzahlen der Mengen M und N bezeichnen:

N einer Teilmenge von M
dquivalent

N Kkeiner Teilmenge von M
dquivalent

M einer Teilmenge von N
dquivalent

erster Fall (M~ N, d. h.
m=n)

dritter Fall (m<n)

M keiner Teilmenge von N

zweiter Fall (n < m)
dquivalent

vierter Fall (m und n
unvergleichbar)

Von den aufgezihlten Fillen haben wir uns jetzt nur noch mit
dem ersten und dem vierten niher zu beschiftigen. Denn nach un-
serer Definition der GriBenordnung der Kardinalzahlen vom Beginn
dieses Paragraphen besagt ja der zweite Fall einfach, daB N eine
kleinere Kardinalzahl besitzt als M, wihrend im dritten Fall die Kar-
dinalzahl von M kleiner ist als die von N. Uber den ersten Fall
gibt der von Camtor schon frithzeitig vermutete Aquivalenzsatz
Auskunft; er besagt:

Ist M einer Teilmenge von N und gleichzeitig N einer Teilmenge
von M dquivalent, so sind die Mengen M und N selbst einander
dquivalent, thre Kardinalzahlen also gleich.

Der Aquivalenzsatz ist fiir die tatsichliche Vergleichung von Mengen
von sehr wesentlicher Bedeutung. Es kommt nimlich hiufig vor, dafi
fir zwei Mengen leicht gezeigt werden kann, daB jede einer Teilmenge
der anderen Aquivalent ist, wiahrend ihre Aquivalenz direkt, d. h. durch
Herstellung einer Abbildung, nicht oder nur schwierig nachzuweisen
ist. Ein bezeichnendes und wichtiges Beispiel werden wir spiter
(S. 87f.) behandeln.

Um zu einem Beweis des Aquivalenzsatzes zu gelangen, gehen
wir von den Begriffen der Summe und des Durchschnitts von Mengen
aus; ersterer wird im nichsten Paragraphen noch eine eingehendere
Behandlung erfahren.

Sind zunichst N und P irgend zwei Mengen, so versteht man
unter ihrer Summe oder Vereinigungsmenge die Menge aller Ele-
mente, die mindestens in einer der beiden Mengen enthalten sind,
unter ihrem Durchschnitt die Menge aller Elemente, die in beiden
Mengen gleichzeitig vorkommen. Man bezeichnet die Vereinigungs-
menge mit G(N, P) oder auch, da es sich gewissermaBen um die
Summe der Elemente von N und derjenigen von P handelt, mit
N -+ P, den Durchschnitt dagegen mit ® (N, P). Bedeutet z. B. N
die Menge aller Punkte des liegenden, P die Menge der Punkte des
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aufrechtstehenden Rechtecks in Fig. 7, so umfafit die Summe alle
Punkte der ganzen kreuzartigen Figur, der Durchschnitt aber nur die
Punkte des in der Mitte gelegenen Quadrats.

Sind nicht nur zwei Mengen, sondern ist eine
beliebige (endliche oder unendliche) Menge M =
{N, P, R, ..} gegeben, deren Elemente N, P, R, ...
selbst Mengen sind, so versteht man entsprechend
unter der Summe oder Vereinigungsmenge SM =
&(N, P,R,..)= N+ P+ R . . diejenige Menge, Fig. 7.
welche alle Elemente umfaBt, die mindestens in esner
der Mengen N, P, R, ... vorkommen; der Durchschnitt DM =
SD(N, P, R, ) dagegen ist die Menge aller derjenigen Elemente,
die gleichzeitig in allen Mengen N, P, R, ... enthalten sind. Die
Vereinigungsmenge entspricht dem logischen ,entweder — oder®,
der Durchschnitt dem logischen ,sowohl — als auch® Ist z. B.
M,={1,2,3,...}, M;={2,38,4,..}, My={3,4,5, ...} usw
und bedeutet M:{Ml, M,, M,, } die abzahlbare Menge all
dieser (selbst sdmtlich abzihlbaren) Mengen, so ist die Vereinigungs-
menge SM offenbar gleich {1, 2, 3, ....} (also gleich M,), dagegen
der Durchschnitt M gleich der Nullmenge; denn es gibt keine, wenn
auch noch so groBe, natiirliche Zahl, die gleichzeitig in allen Mengen
M, M, M,,... vorkommt. Ein anderes Beispiel fiir den Durch-
schnitt einer abzdhlbaren Menge von Mengen erhilt man, wenn man
fir M, die Menge aller (etwa auf diesem Papierblatt denkbaren) ge-
schlossenen ebenen Polygone (Vielecke) wahlt, fir M, die Menge
all dieser Polygone mit Ausnahme der gleichseitigen Dreiecke unter
ihnen, fiir M, die Menge aller Polygone auBler den gleichseitigen
Dreiecken und den Quadraten, fiir M, die Menge aller Polygone auBer
den regelmiBigen 3-, 4- und 5-Ecken, usw.; der Durchschnitt DM =
D (M,, M,, ...) enthélt in diesem Fall alle Polygone mit Ausnahme der
regelmiBigen.

Die beiden vorstehenden Beispiele der Durchschnittsbildung sind
zur Veranschaulichung des Folgenden so gewihlt, daB jedesmal eine
abzdhlbare Menge von Mengen M,, M,, ... auftritt und daB von
diesen Mengen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist. Die Bei-
spiele zeigen, dafl der Durchschnitt dieser Mengen sich entweder auf
die Nullmenge reduzieren kann oder auch nicht.

Es geniige hier ohne nihere Ausfithrung, die dem Leser iiber-
lassen bleibe (vgl. S. 65f.), der unmittelbar einleuchtende Hinweis
darauf, daB es bei der Bildung von Summe und Durchschnitt weder
auf die Reihenfolge, in der dabei die Mengen von M herangezogen
werden, noch auf eine Zerlegung der Aufgabe in einzelne Teilschritte
(vermittels Zusammenfassung gewisser Mengen untereinander” durch
Klammern) ankommen kann.
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Nach dieser Vorbereitung gehen wir gemiB dem zu beweisenden
Satze von zwel Mengen M und N aus, von denen M einer echten
Teilmenge N, von N, N einer echten Teilmenge M, von M A&qui-
valent ist!). Der Aquivalenzsatz besagt, dab M und N selbst einander
dquivalent sind. Wir wollen den Satz vor allem auf eine noch ein-
fachere Form bringen. Ist @ eine Abbildung zwischen N und M,, so
wird die echte Teilmenge N, von N durch @ von selbst auf eine echte
Teilmenge M, von M, abgebildet; es ist also N, ~ M,. Da M, eine
echte Teilmenge von M ist, so ist um so mehr M, eine echte Teil-
menge von M. Andererseits folgt aus M ~ N, und N, ~ M, nach
S. 15, dafl die Menge M ihrer echten Teilmenge M, &quiva-
lent ist.

Der Aquivalenzsatz wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daB
M ~ M,; denn wegen M, ~ N folgt dann auch M ~ N. Es kommt
also nur darauf an, die folgende, an sich sehr einleuchtende Tatsache
nachzuweisen: Ist die Menge M dquivalent threr echten Teilmenge
M,, so ist sie auch dquivalent jeder Menge M, ,zwischen M und
M.,“, d.h. jeder echten Teilmenge M, von M, die ihrerseits M, als
echie Tetlmenge enthdlt.

Zwecks einfacherer Schreibweise bezeichnen wir von nun an die Menge
M, mit A, ferner die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente von
M, mit B, endlich die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente von
M mit C. Unter Benutzung des Begriffs der Summe konnen wir dann statt
M, auch 4 4 B, statt M auch 4+ B4 C schreiben. Unser Ziel ist, aus der
nach Voraussetzung geltenden Aquivalenz 4 +B+4C ~ 4 die weitere Be-
ziehung ‘A +B+4+C~ A+ B zu folgern. Wir verfahren zu diesem Zweck,
ohne die einleuchtenden Teile des Gedankenganges bis ins einzelne zu zer-
gliedern, auf die folgénde Weise:
' Es sei ¥ eine Abbildung der Menge A4 4+ B + C auf die ihr dquivalente
Menge A. Wenden wir diese Abbildung auf die drei Teilmengen 4, B, C der
Menge A +B 4 C an, so wird 4 auf eine dquivalente Menge 4,, B auf eine
dquivalente B,, C auf eine &dquivalente C, abgebildet; 4,, B, und C, sind
Teilmengen von 4, die iibrigens kein (auch nur zweien von ihnen) gemein-
sames Element enthalten, und stellen zusammengenommen die Menge A dar,
so daf gilt: 4,4+ B,+C,=A4. Weiter wenden wir eine Abbildung ¥,, die
die Menge A der #quivalenten Menge A, zuordnet?), auf die Teilmengen
4,, B, C, von 4 an; dabei werde 4, auf die dquivalente]Menge 4,, B, auf die
dquivalente B,, C, auf die dquivalente C, abgebildet; dann sind 4,, B, und
C, gewisse Teilmengen von A4,, die paarweise keine gemeinsamen Elemente
aufweisen und zusammen die Menge 4, darstellen; es ist also 4,4 B, +C,

1) Ist N, mit N oder M, mit M identisch, so besagt dies schon, dafi
M ~ N, daf also der Aquivalenzsatz in diesen Fillen zutrifft. Man kann
sich daher auf die Betrachtung echler Teilmengen N, und M, beschrinken,
womit der Fall endlicher Mengen M und N offenbar ausgeschlossen ist; fiir
endliche Mengen ist der Satz in der Tat trivial.

?) Die Zuordnungsvorschrift ¥,, die die Abbildung zwischen 4 und 4,
vermittelt, ist iibrigens offenbar ein Teil der Zuordnungsvorschrift ¥ zwischen
A+ B+ C und 4, ebenso ist die Abbildung ¥, ein Teil von ¥, usw.
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=A,, Wird ebenso eine zwischen A, und A4, bestehende Abbildung ¥, nun-
mehr auf die Teilmengen 4,, B,, C, von A4, angewandt, so moge 4, auf die
dquivalente Menge 4,, B, auf die dquivalente B,, C, auf die dquivalente C,
abgebildet werden; Ay, By
und C, sind Teilmengen von 4 A L c J
A, ohne gemeinsame Ele-

mente, und es ist 4,4 B, A, 8| G
+Cy=4,. Da A~ A —
~ Ay~ Ag -+, s0 werden Az 8| G
diese Mengen bei der Fort-
filhrung des Prozesses nie- ’43 G5 Gy
mals erschopft (ja nicht
einmal kleiner ihrer Kar- Fig. 8.
dinalzahl nach; vgl. die
Mengen M,, M,, M,,... im ersten Beispiel auf S, 55); wir konnen und wollen
uns daher dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt denken und veranschaulichen
uns seine ersten Schritte durch Fig.8. Ferner verzeichnen wir noch die aus der
Definition der Mengen C,, C, usw. folgenden Aquivalenzen:C~ C, ~Cy ~ Gy - - .

Wir fiihren endlich eine letzte Menge ein. Es kann sein, daf sich in
der Menge A Elemente befinden, die gleichzeitig allen Mengen 4, 4,, 4,, ...
angehéren (von denen ja jede eine echte Teilmenge der vorangehenden ist);
gleichviel ob solche Elemente vorhanden sind oder nicht (vgl. die Beispiele auf
S. 55), wollen wir den Durchschnitt all dieser Mengen mit D bezeichnen, so
daf D die Nullmenge ist, falls keine gemeinsamen Elemente existieren. Dann
146t sich offenbar (vgl. Fig. 8)1) die urspriinglich gegebene Menge 4 + B+ C
auffassen als die Summe der Menge D und der unendlich vielen Mengen
C, B, C,, B, Cy, By, ..., unter denen keine (D eingeschlossen) mit einer an-
deren ein Element gemeinsam hat. Ebenso konnen wir die Menge 4 -+ B be-
trachten als die Summe der Menge D und der unendlich vielen Mengen
B, C,, B,, Cy, B,, C;, ... oder — was bis auf die (fiir die Bildung der Summe
gleichgiiltige) Reihenfolge das nimliche ist — als die Summe der unendlich vielen
Mengen D, C,, B, C,, B,, C;, B, usw. Unser Ziel, ndmlich der Nachweis
der Aquivalenz zwischen 4 +B+C und 4+ B, ist erreicht, wenn wir eine
Abbildung zwischen diesen beiden Mengen herstellen kénnen.

Um eine solche Abbildung zu ermdglichen, geniigt es offenbar, zundchst
die Mengen D, C, B, C,, B, ... und D, C,, B, C,, By, ..., als deren Summen
wir A 4 B+ C und 4 + B auffassen gelernt haben, einander paarweise in um-
kehrbar eindeutiger Weise zuzuordnen und dann eine Abbildung zwischen
je zwei solchen einander zugeordneten Mengen herzustellen. Der Inbegriff
all dieser unendlich vielen Abbildungsvorschriften wird eine Abbildung
zwischen den beiden Mengen A + B+ C und 4 -+ B darstellen, wesentlich des-
halb, weil jedes Element von A +B-+C einer und nur einer einzigen der

1) Will man sich in Fig. 8 jeden der beiden Fille (D =0 oder nicht) ver-
anschaulichen, so hat man sich im ersten Fall D als ein auf die linke Be-

grenzungslinie der Rechtecke 4, 4,, ... zusammengeschrumpftes Rechteck zu
denken (analog dem ersten Beispiel auf S. 55). Im zweiten Fall ist D als ein
gleichgrofies Teilrechteck der Rechtecke 4, 4., ... zu denken, an deren linker
Begrenzung beginnend; die Rechtecke A,, 4,, ... nehmen dann in einem ge-

wissen Sinn gegen das Teilrechteck D ab, dhnlich wie die Mengen von Poly-
gonen M,, M,, ... auf S. 55 gegen D M.
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Mengen D, C, B, C,, By, ... angehOrt; daher konnen wir ndmlich immer
die fiir die betreffende eindeutig bestimmte Menge zustindige Abbildung
zweifelsfrei widhlen. Jene paarweise Zuordnung von Mengen wollen wir nun
entsprechend folgendem Schema vornehmen:

A4+B+C: D * C B C, B, ¢, B, ¢, B
D 4 3
¢t ¢y

A+B: D ¢, B G, B, ¢, B, C, B,

Es soll also jede der Mengen D, B, B,, B,, ... sich selbst, von den
Mengen C, C,, C, usw. dagegen der Bestandteil C von 4 + B4 C dem Be-
standteil C; von 4 + B, der Bestandteil C, von 4 4 B+ C dem Bestandteil
C, von A4+ B usw. zugeordnet werden. Die Moglichkeit der Abbildung
zwischen je zwei in dieser Weise einander zugeordneten Mengen ist nun fiir
die Mengen D, B, B,, ... trivial, da hier nur jedes einzelne' Element sich
selbst zugeordnet zu werden braucht; fiir die Mengen C, C,, ... folgt die
Moglichkeit der paarweisen Abbildung aus den oben (S. 57) hergeleiteten
Aquivalenzen C~ C;~C,---. Eine Abbildung zwischen den Mengen 4+ B-+C
und 4 + B, d. h. zwischen M und M,, ist also hergestellt, der Aquivalenz-
satz somit bewiesen.

Der vorgefiihrte Gedankengang folgt dem ersten von F. Bernstein stam-
menden Beweis des Aquivalenzsatzes (zuerst verdffentlicht in E. Borels Legons
sur la théorie des fonctions [Paris 1898], S. 103 ff.). Er macht wesentlich Ge-
brauch von der Folge der natiirlichen Zahlen, wie sie in der abgezihlten
Menge {C, B, C,, By, Cy, B,, ...} verhiillt auftritt. Das Wesentliche des
Beweises liegt offenbar darin, dafi von den gegebenen unendlichen Mengen
M und N, deren Kardinalzahl ganz beliebig ist, sich jedenfalls je abzdhlbar
unendlich viele Mengen derart abspalten lassen, dafi sowohl diese wie auch
die iibrig bleibenden Reste (oben D) paarweise iquivalent sind. — Ein vor
Bernstein von E. Schréder gegebener Beweis (1896) hat sich als irrig
erwiesen (4. Korselt in Math. Ann., 70 [1911], 294). Von E. Zermelo (Zevmelo 111
[vgl. nachstehend S. 187 Fufinote], S. 271f.) und anderen stammen Beweise des
Aquivalenzsatzes, die ein Zuriickgreifen auf die Folge der natiirlichen Zahlen
und ihre Eigenschaften zu vermeiden suchen, dafiir aber zum Teil wesentlich
abstrakteren Charakter besitzen; vgl. die Angaben bei Schoenflies, Mengen-
lehre, S. 34—39.

Wir wollen aus dem Aquivalenzsatz noch eine einfache Folgerung
ziehen, die fiir die Vergleichung von Kardinalzahlen vielfach niitzlich
ist. Sind M und N zwei Mengen und ist M einer Teilmenge von
N d&quivalent, so bestehen (vgl. das Schema auf S. 54) die beiden
einander ausschlieBenden Moglichkeiten: N ist entweder einer ge-
wissen Teilmenge von M d&dquivalent oder keiner Teilmenge von M
dquivalent. Im ersten Fall ist nach dem Aquivalenzsatz die Kardinal-
zahl von M gleich der von N, im zweiten Fall nach der Definition
der GroBenordnung jene kleiner als diese. Es gilt also:

Sind M und N Mengen mit den Kardinalzahlen m und n und
ist M einer Teilmenge von N dquivalent, so ist m gleich oder kleiner
als 1 (in Zeichen: m < n).

Der Leser iiberlege, wie sich durch diesen Satz die Beweise der
Beziehungen a < ¢, ¢.<<f (S.49f) und des Satzes von S. 51 verein-
fachen!
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Es bleibt schlieBlich noch der vierte der auf S, 54 angefiihrten
Falle zu betrachten, der dem Leser schon bei kurzer Uberlegung als
recht paradox erscheinen wird. Denn daB von zwei gegebenen Mengen
keine eine Teilmenge aufweisen sollte, die zur anderen Menge Aqui-
valent ist, wiirde die Unvergleichbarkeit der beiden Mengen und damit
auch ihrer Kardinalzahlen bedeuten und unseren sonstigen Vorstel-
lungen von Zahlen als vergleichbaren , GréBen* scharf widersprechen.
Es hat eines erst in neuerer Zeit bewiesenen Satzes, des auf S. 141 ff,
zu besprechenden Wohlordnungssatzes, bedurft, um den strengen Nach-
weis zu fithren, daB dieser vierte Fall {iberhaupt nicht vorkommen
kann (vgl. S. 149); schon Cantor hatte diese Tatsache behauptet und hatte
auch erkannt, daB sie nur durch tiefliegende Betrachtungen bewiesen
werden kénne, doch ist ithm ein vollstindiger Nachweis nicht gelungen.
Nehmen wir dieses Ergebnis hier vorweg, so gelangen wir zu dem ab-
schlieBenden und einfachen Resultat, von dem wir natiirlich vorliufig
keinen Gebrauch machen:

Sind M und N drgend zwer Mengen, so sind entweder M und
N dquivalent oder M besttzt eine kleinere Kardinalzahl als N oder
eine grofere Kardinalzahl als N. Von zwei verschiedenen Kardinal-
zahlen 1ist also stets eine kleiner als die andere.

§ 7. Die Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen.

Wir haben in den letzten Paragraphen ,unendlichgroBe Zahlen®,
namlich unendliche Kardinalzahlen, wirklich kennen gelernt und sie
ihrer GroBe nach miteinander verglichen. Wir wollen nun unter-
suchen, ob und wie man mit den unendlichen Kardinalzahlen auch
rechnen kann; es wird sich zeigen, daB die aus der gewdhnlichen
Arithmetik bekannten Operationen der Addition, der Multiplikation
und der Potenzierung sich in einer naturgemiBen Verallgemeinerung
auf die unendlichen Kardinalzahlen iibertragen lassen und auch hier
vollig bestimmte Ergebnisse liefern. Dabei bleiben sogar die in der
gewohnlichen Arithmetik fiir diese Rechnungsarten giiltigen Regeln?)
auch fiir die unendlichen Kardinalzahlen bestehen. Die Umkehrung
der genannten Operationen, also die Rechnungsarten der Subtraktion,
der Division, des Wurzelziehens und des Logarithmierens, sind da-
gegen im Bereich der unendlichen Kardinalzahlen nicht ausfithrbar,
insofern als sie hier, wie wir sehen werden, im allgemeinen nicht zu
eindeutigen Ergebnissen fithren.

1) Solche Regeln sind namentlich:
a+b=b+a, a-b=b-a (,kommutative Gesetze!),
at+b+oy=(a}+b+ec, a-(b-c)=(a-b)-c (,assoziative Gesetze®),
a-b+c)=a-b+a-c, (@+b)-c=a-c+tb-c (,distributive Gesetze").
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Diese Tatsache, daB3 eine verniinftige Subtraktion oder Division
fiir unendliche Kardinalzahlen nicht definiert werden kann, ist eben-
sowenig verwunderlich wie beispielsweise der Umstand, daB fiir
gewisse spiter (in den §§ 9 und 11) noch einzufiilhrende Gattungen
sunendlicher Zahlen“ auch manche Gesetze der Addition und der
Multiplikation (z. B. schon der Satz a4+ b=05b- a) nicht giiltig
bleiben. Denn wenn das Reich der in der Mathematik verwen-
deten Zahlen in so grundsitzlicher Weise und in so weitem Um-
fang ausgedehnt wird, wie dies durch die Einfilhrung der Canforschen
unendlichen Zahlen geschieht, so ist keineswegs zu erwarten, daB
die neuen ,Zahlen“ sich genau den nimlichen Gesetzen fiigen wie
die alten; vielmehr ist in der Mathematik (wie auch anderswo)
‘jede Verallgemeinerung eines Begriffs mit der Aufgabe eines Teiles
der Eigenschaften des urspriinglichen engeren Begriffs verbunden.
Es wird also zunidchst bei der Definition der Rechenoperationen
fir die unendlichen Kardinalzahlen freilich darauf zu achten sein,
daB sie ,naturgemiBle“ Verallgemeinerungen der entsprechenden
Operationen zwischen gewdhnlichen Zahlen darstellen; ,naturgemafB«
vor allem in dem Sinn, daB die beim Operieren mit endlichen
Zahlen giiltigen Gesetze nach Moglichkeit auch fiir die neuen
Operationen erhalten bleiben. Sind fiir diese aber einmal ent-
sprechende Definitionen zugrunde gelegt, so ist es nicht mehr Auf
gabe des Mathematikers, die in dem erweiterten Operationsgebiet giil-
tigen Rechengesetze vorzuschreiben (etwa als die der gewdhnlichen
Arithmetik), sondern umgekehrt auf Grund der getroffenen Defini-
tionen zu wumiersuchen, inwieweit die alten Gesetze erhalten bleiben
und was im iibrigen an deren Stelle zu treten hat!). So ist es
nur eine erfreuliche, von vornherein nicht zu erwartende Tatsache,
daB fiir die im folgenden definierten Operationen der Addition
und Multiplikation unendlicher Kardinalzahlen sich die gew6hn-
lichen Regeln der Addition und Multiplikation als unveridndert giiltig
erweisen.

In diesem Zusammenhang werde hervorgehoben, daB es in be-
sonderem MaBl die Verkennung des vorstehend angefithrten Sach-
verhalts war, wodurch von Anfang an die Durchsetzung der Ideen
Cantors, namentlich die Anerkennung der unendlichen Zahlen iiber-
haupt, erschwert wurde. Als charakteristisch sowohl fir den Stand-
punkt Cantors wie fiir den vieler unter seinen Gegnern mag etwa
die folgende Bemerkung Platz finden, die einem Briefe Cantors

1) Diesen Gedanken hatte Cantor im Auge, als er der abschliefienden
Darstellung seiner Entdeckungen u. a. das Motto voranstellte: ,Neque enim
leges intellectui aut rebus damus ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae

fideles ab ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus et describimus.
(Beitrige, S. 481))
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an G. Enestrom aus dem Jahre 1885') entnommen ist: ,Alle soge-
nannten Beweise wider die Moglichkeit aktual-unendlicher Zahlen
sind dadurch fehlerhaft, und darin liegt ihr me@zov wetdos, dab sie
von vornherein den in Frage stehenden Zahlen samtliche Eigen-
schaften der endlichen Zahlen zumuten oder vielmehr aufdringen,
wahrend die aktual-unendlichen Zahlen doch andererseits, wenn sie
tiberhaupt auf irgendeine Weise denkbar sein sollen, durch ihren
Gegensatz zu den endlichen Zahlen ein ganz neues Zahlengeschlecht
konstituieren miissen, dessen Beschaffenheit von der Natur der Dinge
durchaus abhingig und Gegenstand der Forschung, nicht aber unserer
Willkiir oder unserer Vorurteile ist.*

Als Vorbereitung zur Definition der Addition und Multiplikation
von Kardinalzahlen erkliren wir die Addition und Multiplikation von
Mengen (erstere wurde schon auf S. 54/55 kurz eingefiihrt). Wir be-
ginnen mit folgender

Definition 1. Unter der Summe zweier Mengen M und N ver-
steht man die Menge S, welche alle Elemente enthilt, die in M
oder in N (d. h. mindestens in einer der beiden Mengen) vorkommen.
Man nennt S die Summe oder Vereinigungsmenge der Mengen
M und N und schreibt wie in der gewohnlichen Arithmetik:
S =M 4- N oder auch S =& {M, N}.

Zu dieser Definition ist folgendes zu bemerken: Es kann vor
kommen, daB ein und dasselbe Element in beiden Mengen M und
N gleichzeitig enthalten ist. Auch in diesem Fall wird das be-
treffende Element in der Vereinigungsmenge natiirlich nur einmal,
nicht etwa zweimal, auftreten.

Die angefilhrte Definition der Vereinigungsmenge wiirde ge-
niigen, wenn wir uns im Bereich des Endlichen befinden; denn
mittels ihrer 1iBt sich der Reihe nach die Vereinigungsmenge von
drei, vier, ..., allgemein von endlich vielen Mengen bilden. Da wir
aber jetzt im Reich des Unendlichen operieren wollen, werden wir
uns hiermit nicht begniigen konnen, sondern auch unendlich viele
Mengen zu addieren versuchen. Wir denken uns zu diesem Zweck
die zu addierenden Mengen M,, M,, M,, ... als Elemente einer
Menge M gegeben. Dabei soll die Schreibweise M,, M, usw. nur
der bequemen Bezeichnung dienen, nicht aber etwa fordern, daBl M
abzdhlbar sei; die Menge M, deren Elemente lauter Mengen sind,
kann vielmehr eine beliebige Kardinalzahl besitzen, Wir setzen dann fest:

Definition 2. Es sei eine Menge von Mengen gegeben:
M ={M,, M,, M, ..}, wobei sowohl die Kardinalzahl von M wie

1) Vgl. Ztschr. f. Philosophie u. philos. Kritik, N. F., 88 (1886), 226;
»Natur und Offenbarung*, 32 (1886), 47.
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die Kardinalzahlen der einzelnen Mengen M,, M, usw. beliebig sein
konnen. Dann versteht man unter der Summe oder Vereinigungs-
menge der Mengen M,, M,, ... die Menge S aller der Elemente,
die mindestens einer der Mengen M,, M,, ... angehéren. Man schreibt:
S=6M=6{M, M, M,,..} =M, +M,+-M; + ...

Auch hier ist ein Element, das in mehreren derMengen(Summanden)
M,, M, usw. gleichzeitig vorkommt, in die Vereinigungsmenge na-
tiirlich nur eimmal aufzunehmen.

Beispiele: Wir betrachten auf der Zahlengeraden die Strecken
von O bis 1, von 1 bis 2, von 2 bis 3 usw., ferner die Strecken von
— 1 bis 0, von — 2 bis — 1, von — 3 bis — 2 usw. Die Mengen
der Punkte einer jeden dieser Strecken (unter EinschluB des jeweils
linken, d. h. durch die kleinere Zahl bezeichneten Endpunkts, oder
auch jeweils beider Endpunkte) sollen mit M,, M,, M, usw., ferner
mit M_,, M_,, M_, usw. bezeichnet werden. Diese unendlich vielen
Punktmengen seien die FElemente von M. Dann wird die Ver-
einigungsmenge GM durch die Menge aller Punkte der (beiderseits
unbegrenzten) Zahlengeraden dargestellt. — Die nimliche Ver-
einigungsmenge erhdlt man, wenn man unter M, die Menge der
Punkte zwischen O und 2, unter M, die der Punkte zwischen 1 und 3
usw. versteht.

Um ein anderes anschauliches Beispiel zu bilden, denke man an
den auf S. 7 erwdhnten Wettlauf zwischen Achilles und der Schildkréte
(vgl. die dortige Fig. 1) und bezeichne der Reihe nach mit S, S,, ...
die Strecken, die Achilles durchlauft, um den jeweiligen Vorsprung der
Schildkréte einzuholen; die Strecke S, hat demnach als linken End-
punkt den Punkt P, der Fig.1 (n beliebige natiirliche Zahl). Be-
zeichnet man ferner die Menge aller auf der Strecke S, gelegenen
Punkte (einschlieBlich der Endpunkte) mit M,, so stellt die Vereinigungs-
menge M, + M, + M, - - - - offenbar die Menge aller auf der Strecke
von Fig. 1 gelegenen Punkte dar einschlieBlich ihres rechten, aber aus-
schlieBlich ihres linken Endpunkts.

Der Definition der Addition von Kardinalzahlen ist jetzt noch
eine Bemerkung vorauszuschicken: Es seien M und N zwei ver-
schiedene, aber dquivalente Mengen von Mengen, etwa

M={M,, M,, M;,..} und N={N,,N,, N, ...};

wiederum soll durch die Bezeichnung nicht etwa Abzdhlbarkeit zum
Ausdruck gebracht, wohl aber angedeutet werden, welche Elemente
der idquivalenten Mengen M und N nach Wahl einer bestimmten
Abbildung einander zugeordnet sind, nimlich beziiglich die Mengen M,
und N,, M, und N, usw. Wir wollen ferner annehmen, daB je zwei
hiernach einander entsprechende Elemente von M und N dquivalente
Mengen seien, daB also die Beziehungen gelten: M, ~ N,, M, ~ N,,
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M, ~ N, usw. Es entsteht die Frage, ob unter diesen Bedingungen
auch die Vereinigungsmengen @M und N einander adquivalent sind.

Dies ist sicher nicht allgemein der Fall, wie ein Beispiel sofort
zeigt. Ist 2. B. M, ={1, 2, 3}, M,={4, 5}, N,={6, 7, 8},
N, = {8, 9}, so sind M, und N, als Mengen von je drei Elementen
einander 4quivalent, und das Nimliche gilt von den Mengen M,
und N,, die je zwei Elemente enthalten. Ebenso ist {M,, M,} ~
{N,, N,}. Dennoch sind die Vereinigungsmengen

M,+M,={1, 2, 8,4, 5p und N,4+ N, ={6, 7, 8, 9}
einander nicht aquivalent, da erstere fiinf Elemente, letztere aber nur
vier umfaBt.

Dies hat indes im vorliegenden Fall, wie der aufmerksame Leser
schon erkannt haben wird, seinen Grund darin, da die Mengen N,
und N, ein gemeinsames Element (8) aufweisen, die Mengen M, und
M, aber nicht. Die im vorletzten Absatz aufgeworfene Frage, ob die
Vereinigungsmengen &M und @N &dquivalent sind, 1406t sich also nicht
allgemein, wohl aber unter der Bedingung bejahen, daB erstens die
in M auftretenden Mengen M,, M,, ... paarweise elementefremd
sind, d. h. daB kein Element in zweien dieser Mengen gleichzeitig
vorkommt (oder, in der Ausdrucksweise von S. 54, dal der Durch-
schnitt je zweier der Mengen M,, M,, ... die Nullmenge ist), und dab
zweitens das Namliche fiir alle in N auftretenden Mengen N,, N,,...
gilt. Ist namlich unter dieser Bedingung @&, eine bestimmte Ab-
bildung zwischen den #quivalenten Mengen M, und N,, P, eine
Abbildung zwischen M, und N,, @, eine Abbildung zwischen M,
und N, usw., so koénnen wir eine Abbildung @ zwischen den Ver-
einigungsmengen @M und SN folgendermalen herstellen: @ ordnet
jedes zu M, gehorige Element von @M dem ihm auf Grund der
Abbildung @, entsprechenden Element von N, zu, das ja gleich-
zeitig auch in @N vorkommt, und umgekehrt; ebenso ordnet @ die
zu M, gehorigen Elemente von &M den ihnen vermoége &, ent-
sprechenden Elementen von N, (und & N) zu; entsprechend wird die
Abbildung @ fiir alle Elemente von @M und GN definiert. Da
jedes Element von @M wnur einer einzigen der Mengen M,, M,
usw. angehort (infolge der vorausgesetzten Eigenschaft dieser Mengen,
paarweise elementefremd zu sein), und da das Entsprechende fiir
jedes Element von &N gilt, so wird man nie iiber die gerade zu
wihlende unter den Abbildungen &,, @,, ... in Unsicherheit sein
konnen, wie man dies im Beispiel des vorigen Absatzes bei
dem Element 8 wire. Durch die angegebene Vorschrift wird also
in véllig bestimmter Weise zwischen den Elementen der Mengen &M
und @N eine umkehrbar eindeutige Zuordnung ¢ hergestellt, die
gewissermaBen der Inbegriff der einzelnen Abbildungen @,, @,, ...
ist. Die beiden Vereinigungsmengen sind also wirklich dquivalent.
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Hiermit ist die Moglichkeit geschaffen, die Addition von Kardinal-
zahlen zu erkliren. Um namlich zunichst zwei Kardinalzahlen, etwa
m, und m,, zu addieren, denken wir uns eine beliebige Menge M,
von der Kardinalzahl m, und eine beliebige zu M, elementefremde
Menge M, von der Kardinalzahl m,. Als die Summe der Kardinal-
zahlen m, und m, wird dann folgerichtig die Kardinalzahl der Ver-
einigungsmenge M, -+ M, zu erkliren sein. Diese Festsetzung hat
freilich nur dann iiberhaupt einen verniinftigen Sinn, wenn hiernach
das Ergebnis der Addition davon unabhingig ist, welche Mengen M,
und M, als Vertreterinnen der Kardinalzahlen m, und m, im beson-
deren Fall gerade gewihlt wurden. Die Betrachtung des letzten Ab-
satzes zeigt, daB diese Unabhingigkeit wirklich vorhanden ist. Denn
werden an die Stelle von M, und M, zwei andere, gleichfalls elemente.
fremde Mengen N, und N, von den niamlichen Kardinalzahlen m,
und m, gesetzt, so ist nach dem Ergebnis des vorigen Absatzes die
Vereinigungsmenge N, | N, &dquivalent der Menge M, -+ M,, ihre
Kardinalzahlen sind also gleich, d. h. die Addition der Kardinalzahlen
m, und mt, ergibt bei der zweiten Ausfihrung das gleiche Ergebnis
wie das erste Mal.

Ohne diese Erklarung der Addition zweter Kardinalzahlen be-
sonders zu formulieren, wollen wir die Addition von Kardinalzahlen
gleich fiir den aligemeinsten (in Def. 2 auf S. 61{. fir Mengen ins Auge
gefaBten) Fall definieren, in dem die zu addierenden Kardinalzahlen
in beliebiger endlicher oder unendlicher Zahl vorliegen. Es werde
also erklart:

Definition 3. Es sei eine beliebige endliche oder unendliche
Menge von Kardinalzahlen M = {m,, m,, my, ...} gegeben?), die nicht
etwa abzihlbar zu sein braucht. Um die Summe aller Kardinalzahlen
der Menge M zu bilden, ist folgendermaBen zu verfahren: Man wihle

1) Fiir den Fall, dafi unter diesen Kardinalzahlen gleiche vorkommen
sollten, kénnen wir sie uns formal in der Schreibweise voneinander unter-
schieden denken. Will man sich mit einer so formalen Beseitigung der an-
gedeuteten Schwierigkeit nicht begniigen, so mufi man hier statt des Begriffs
der Menge, in der ein Element nur entweder vorkommen oder nicht vorkom-
wen kann, einen anderen Begriff, den des Komplexes, einfithren, fiir den es
auch darauf ankommt, wie oft ein Element im Komplex auftritt. Wie man
durch Vermittlung des Begriffs der Funktion (mit einer Menge als ,Argument¥)
den Begriff des Komplexes einfiihren kann, ist bei Hausdorff, S. 32—36, ganz
allgemein auseinandergesetzt. Vgl. auch die spezielleren diesbeziiglichen Aus-
flihrungen im folgenden, S. 69.

Vom rein grundsétzlichen Standpunkt aus gesehen, kann man der er-
wihnten Schwierigkeit ganz entgehen durch véllige Vermeidung der Kardinal-
zahlen und ausschliefiliche Benutzung von Mengen (vgl. oben S. 44); statt mit
gleichen Kardinalzahlen operiert man dann mit (dquivalenten, aber) verschie-
denen Mengen.
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eine beliebige Menge M, von der Kardinalzahl m,, eine beliebige zu
M, elementefremde Menge M, von der Kardinalzahl m, usw., allge-
mein zu jeder in M enthaltenen Kardinalzahl eine Menge von eben
dieser Kardinalzahl, und zwar derart, daB die gewihlten Mengen
simtlich paarweise elementefremd sind. Man bilde die Vereinigungs-
menge S=M, + M, + M, + .--; ihre Kardinalzahl sei {. Dann
wird | als die Summe aller Kardinalzahlen der Menge M be-
zeichnet; man schreibt:

:ml-.}_mg._}_ms_*_...‘

Man erkennt auf Grund des Resultats von S. 63 genau wie bei
der Addition zweter Kardinalzahlen, daB auch das Ergebnis der all-
gemeinen Addition unabhingig davon ist, welche Mengen M,, M, usw.
als Vertreterinnen der Kardinalzahlen m,, m, usw. im besonderen Fall
gewihlt wurden.

Beispiel: Es sei die Menge M = {1, 2, 3, 4, ...} gegeben, also
die Menge aller endlichen Kardinalzahlen (ausschl. 0). Wdéhlen wir
M, ={a}, My ={a,, a;}, My={a,, a,, a;} usw., wobei die Ele-
mente a,, a,, @, usw. simtlich untereinander verschieden sein mogen,
im ibrigen aber vollig beliebig sein kénnen, so besitzt M, die Kar-
dinalzahl 1, M, die Kardinalzahl 2, M, die Kardinalzahl 3 usw. Es
ergibt sich als Summe der Mengen M,, M, usw.:

S=M,+ M+ My+ - ={a,, a,, a3, a,, a5, a,, -- -},
d. h. S ist eine abzihlbare unendliche Menge. Daher ist:

14243444 =a.

Der Leser beachte, daB auf diese Weise die Addition unendlich vieler
natiirlicher Zahlen méglich ist, die in der gewdhnlichen Arithmetik
keinerlei Sinn hat.

Bevor wir jetzt weitere Beispiele fiir die Addition von Kardinal-
zahlen anfithren, sei noch darauf hingewiesen, daB die zwei Grund-
regeln der gewohnlichen Addition, namlich

at+b=b+a und a+bt+c=a+t+0b+c)=@@+0b+c,

entsprechend auch fiir die Addition endlich oder unendlich vieler
(Mengen oder) Kardinalzahlen gelten; man bezeichnet diese Regeln
als kommutatives und assoziatives Gesetz der Addition. Das Bestehen
der ersten Regel — also der beliebigen Vertauschbarkeit der Reihen-
folge der Summanden in einer Summe von endlich oder unendlich
vielen Gliedern — liegt daran, daB es bei der Bildung der Vereini-
gungsmenge auf die Reihentolge ja iiberhaupt nicht ankommt. Auch
das assoziative Gesetz, das die Gleichgiiltigkeit irgendwelcher Zu-

sammenfassungen der Summanden bei der Addition ausdriickt, ist
Fraenkel, Mengenlehre, 2. Aufl, 5
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aus der Definition der Addition ohne Schwierigkeit herzuleiten. Ist
namlich die Menge von Mengen

M={N,,Ng...; P, Py, ... Q1,Qp, -5 - .-}
gegeben, wobei wiederum die Indizes wie iiberhaupt die ganze Be-
zeichnungsweise nur der Bequemlichkeit dienen, so setzen wir:
{N,N,,...}=N, {P,P,,..}=P, {0,,0,,...}=0Q, usw,
so daB N, P, O, ... Teilmengen von M darstellen, die paarweise ele-
mentefremd sind und zusammengenommen alle Elemente von M um-
fassen. Dann ist:

EM=6N+4+&P+6Q+ ---;

denn die links und die rechts stehende Vereinigungsmenge enthalten
die namlichen Elemente (die Elemente simtlicher Elemente von M),
wie eine leichte Uberlegung zeigt. Die soeben angeschriebene Gleichung
driickt aber offenbar das assoziative Gesetz der Addition fiir Mengen
aus, und nach Definition 3 folgt aus ihm unmittelbar das nidmliche
Gesetz fiir Kardinalzahlen.

Wir wenden nunmehr die Definition der Addition von Kardinal-
zahlen auf einige Beispiele an.

Zuniachst fillt die so eingefilhrte Addition der Kardinalzahlen,
wenn man endliche Kardinalzahlen ins Auge faBt und deren zwei
oder endlich viele addiert, mit der gewohnlichen Addition natiirlicher
Zahlen zusammen; der Leser wird im AnschluB an das Beispiel der
vorigen Seite sich leicht Beispiele hierfiir bilden und den allgemeinen
Beweis erbringen kénnen.

Nach S. 22 wird die Eigenschaft einer unendlichen Menge, ab-
zahlbar zu sein, nicht dadurch geidndert, daB zu ihren Elementen noch
endlich viele weitere Elemente hinzugefiigt werden. Dies besagt:

n-t+a=a-t+n=aq,
falls » irgendeine endliche Kardinalzahl bedeutet.

Man kann dieses Ergebnis auch folgendermaben herleiten. Aus
M={1}, N={2,3,4,5,...} folgt M+N={1, 2, 3, 4,...}
oder, da M die Kardinalzahl 1, N aber ebenso wie M - N die Kar-
dinalzahl g besitzt:

' 1lag=a+1=a.

Dabher ist nach dem assoziativen Gesetz und wegen 2 =1--1:
a+2=a4+Q1+1)=@+1)+1=a+1=nq,

ahnlich a+3=(a+2)+1=a-1=aqa usw.,

also fiir jede endliche Zahl #: a 4 # = a.

Da fir M={1,3,5,7,...}, N={2,4,6,8,...} sich ergibt:
M-+ N={1,2,3,4,...}, und da alle drei Mengen M, N, M +N
abzdhlbar sind, so folgt:

a+a=na.
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Ebenso ist daher auch a+a---+ 4 a==a, wo a endlich oft als
Summand gesetzt gedacht ist.

Nach S. 38 besitzt sowohl die Menge aller Punkte zwischen den
Punkten O und 1 der Zahlengeraden wie auch die Menge aller Punkte
zwischen den Punkten 1 und 2 die Kardinalzahl ¢, und das nimliche
gilt auch von der Menge aller Punkte zwischen O und 2. Es besteht
also die Beziehung

c+e=c
und daher fiir endlich viele Summanden: ¢4 ¢ --- - ¢=c¢.

Wir betrachten weiter die Menge M, die aus allen reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 und noch dazu allen natiirlichen Zahlen besteht;
die Kardinalzahl von M ist offenbar ¢ + a. Wir konnen diese Kar-
dinalzahl auch auf anderem Wege bestimmen, indem wir namlich M
mit der Menge N vergleichen, die alle reellen Zahlen umfaf3t und
also nach S, 39 die Kardinalzahl ¢ besitzt. M ist eine Teilmenge
von N, also gewif dquivalent einer Teilmenge von N; da anderer-
seits N dquivalent ist der Menge aller reellen Zahlen zwischen O und 1,
ist auch umgekehrt N 4quivalent einer Teilmenge von M. Nach
dem Aquivalenzsatz (S. 54) sind daher M und N 4quivalent, d. h. auch
M besitzt die Kardinalzahl ¢; es ist also:

ct+a=c.
Man kann diese Beziehung z. B. auch dahin deuten, daBl die Menge
aller transzendenten Zahlen, vereinigt mit der Menge aller algebraischen
Zahlen, als Summe die Menge aller reellen Zahlen ergibt.
Als Beleg dafiir, wie auch ohne ,inhaltliche Uberlegungen schon
jetzt durch rein formale Rechnung neue Regeln gefolgert werden
konnen, diene die folgende Herleitung von

¢+#n=c (n beliebige endliche Kardinalzahl),

die sich auf das assoziative Gesetz und die schon bewiesenen Regeln
c=1c-~a und q- n=q stiitzt:

c+n=(+a+n=ct+(a+n)=cta=c.

Wir wollen jetzt zur Multiplikation von Mengen und Kardinal-
zahlen iibergehen und beginnen mit folgender Definition, die uns durch
eine alsbald anzufilhrende Erwidgung nahegelegt wird:

Definition 4. Zwei beliebige Mengen M und N seien gegeben.
Um das Produkt von M und N herzustellen, bilden wir alle verschie-
denen Elementepaare (m, n), deren einer Bestandteil # alle Elemente
von M durchlauft, wihrend fiir den anderen Bestandteil # alle Ele-
mente von N eingesetzt werden sollen. Die Menge P, deren Elemente
alle verschiedenen derartigen Elementepaare sind, wird das Produkt
oder die Verbindungsmenge der Mengen M und N genannt; man
schreibt P = M-N.

5*
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Uber die Natur der hier eingefiihrten Paare ist folgendes zu bemerken:
Zwei Paare (m, n) und (m,, n,) gelten nur dann als gleich, wenn sie erstens
in den einzelnen Bestandteilen tiibereinstimmen (also m =m,, n =, ist) und
zweitens die gleichen Bestandteile beidemal der ndmlichen Menge (M bzw. N)
entnommen sind, also nicht etwa m ein Element von M und m, ein Element
von N darstellt. Diese zweite Bedingung ist iiberfliissig, wenn die Mengen M
und N elementefremd sind, erfordert dagegen genaue Beachtung, falls M und
N gemeinsame Elemente enthalten. Ist z. B. M={1, 2,3}, N={1, 2}, so
ist das Paar (1, 2), in dem 1 ein Element von M und 2 ein Element von N
ist, verschieden von dem Paar (2, 1), in dem 2 aus M, 1 aus N entnommen
ist. Man kann in solchen Fillen, um Verwechselungen ein fiir allemal aus-
zuschlieien, die Zugehorigkeit eines Elements zu einer bestimmten Menge durch
die Reihenfolge der Elemente innerhalb des Paars andeuten, also z. B. verab-
reden, daf in dem Paar (m, n) stets das erste Element m aus M, das zweite
Element #» aus N stammt. Dann hat man natiirlich auf die Reihenfolge der
Elemente innerhalb eines Paars scharf zu achten und die Paare (m, ) und
(n, m) als voneinander verschieden zu betrachten. Diese Verabredung ist aber
nicht notwendig. Man kann statt dessen z. B. unterhalb jedes Elements in
jedem Elementepaar (gewissermafien als Index) die Menge notieren oder sich
notiert denken, der das Element entnommen ist; dann braucht man auf die
Reihenfolge der Elemente im Paar in keiner Weise mehr zu achten, sondern
hat zwei Elementepaare dann und nur dann als gleich zu betrachten, wenn
sie die nimlichen Elemente aus den nimlichen Mengen in irgendwelcher Reihen-
folge enthalten. Fiir gewdohnlich ist allerdings die Schreibweise unter Beach-
tung der Reihenfolge, also die Benutzung geordneter Paare, bequemer und daher
auch iiblich. Da es dann fiir die Paare, und ebenso fiir die durch Definition 5
einzufiihrenden Komplexe, auf die Anordnung der Elemente wesentlich ankommt,
wihrend in einer Menge die Anordnung der Elemente gar keine Rolle spielt,
werden zur Unterscheidung die Paare und Komplexe durch runde Klammern
und nicht wie die Mengen durch geschweifte gekennzeichnet. — Sind die
Mengen M und N elementefremd, so fallen diese Erwigungen und jede Be-
achtung der Reihenfolge im Elementepaar ohnehin fort,

Weshalb man das Produkt zweier Mengen auf die oben ange-

filhrte Weise definiert, wird an einem Beispiel sofort anschaulich. Es
sei etwa M = {m,, m,, my}, N = {n,, n,}; dann wird

P=M-N =
{(my, ny), (my, my), (my, n,), (my, my), (my, my), (mg, m,)}.

Man erkennt, daB allgemein fiir den Fall endlicher Mengen M und
N die Anzahl der Elemente der Verbindungsmenge gerade das Pro-
dukt ist, das sich durch Multiplikation der Anzahl der Elemente von
M mit der Anzahl der Elemente von N ergibt. Da wir (wie bei
der Addition) das Produkt von Mengen als Vorstufe zur Erklirung
des Produktes von Kardinalzahlen einfithren, so stellt unsere Definition
eine naturgemifle Verallgemeinerung der fiir endliche Mengen pas-
senden Definition auf beliebige unendliche Mengen dar.

Entsprechend wie bei der Addition gehen wir jetzt von der
Multiplikation zweier Mengen zur Multiplikation beliebig vieler (endlich
oder unendlich vieler) Mengen iber. Es werde also erkldrt:
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Definition 8. Es sei eine beliebige Menge M von Mengen ge-
geben: M = {M,, M,, M,,...}; M braucht nicht etwa abzihlbar zu
sein. Man bilde alle Elementekomplexe
m= (my, my, my, ...),

wobei m, alle Elemente von M,, m, alle Elemente von M,, m, alle
Elemente von M, durchliuft usw., so daB von jeder der in M ent-
haltenen Mengen je ein einziges Element in m vorkommt; dann nennt
man die Menge P, deren Elemente alle moglichen verschiedenen Kom-
plexe m sind, das Produkt oder die Verbindungsmenge der
Mengen M,, M,, M,, ..., die auch als Faktoren des Produkts be-
zeichnet werden. Man schreibt:

P=§BM=§B{M1, M,, Ma""}=M1'M2‘M3""

Ganz entsprechend wie bei der Multiplikation zweier Mengen ist zu Defi-
nition 5 zu bemerken, dafi es zwar an sich auf die Reihenfolge der einzelnen
Elemente im Komplex nicht ankommt, daf aber zwei Komplexe nur dann als
gleich zu betrachten sind, wenn sie die ndmlichen Elemente aus den ndamlichen
Mengen enthalten. Sind also die Mengen M,, M, usw. nicht paarweise ele-
mentefremd, so kann der Fall vorkommen, daf zwei Komplexe die nimlichen
Elemente enthalten, ohne doch als gleich angesehen werden zu konnen. In
diesem Fall kann man zur Vermeidung von Verwechslungen sich zu jedem
Element die zugehidrige Menge als Index vermerkt denken oder auch, was
bequemer und iiblicher ist, in der Schreibweise eine bestimmte Reihenfolge
der Elemente im Komplex innehalten. Wie immer nach dieser Richtung ver-
fahren wird, so ist doch klar, daf die Reihenfolge der Faktoren in dem Pro-
dukt M,-M,-M, - .. keineswegs wesentlich ist, sondern dai die Verbindungs-
menge begrifflich unabhidngig ist von der Reihenfolge, in der die Faktoren
auftreten.

Beispiel: Die Menge M sei abzihlbar, also M ={M,, M,, M,,
M,, M,..}. Die Mengen M,, M, usw. seien folgende:

M, ={m,, n}, M,={m,, n,}, My={my}, M,={m},
M, = {m,} usw.,

wobei die Elemente m,,n,, m,, #,, mg, m,, M, ... beliebig sein kénnen;
M, und M, enthalten also je zwei Elemente, wihrend alle weiteren
Mengen nur aus je einem einzigen Element bestehen. Dann lassen
sich aus den Elementen dieser unendlich vielen Mengen nur die
folgenden vier verschiedenen Komplexe bilden:

(my, my, mg, my, m,, ..
(my, ng, my, my, mg, ..
(ny, my, mg, m,, mg, ..
(ny, My my, my, mg, ...);

Y
3
)

’

die Menge dieser vier Elemente ist also die Verbindungsmenge § M. —
Wird unter einem der Elemente von M, z. B. unter M,, die Null-
menge verstanden (die uberhaupt kein Element enthilt), so gibt es
keinen einzigen Komplex, der aus jeder der Mengen M,, M,, M, usw.
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je ein Element enthilt. Die Menge aller Komplexe schrumpft dann
selbst auf die Nullmenge zusammen, und so offenbar immer, wenn
unter den Faktoren des Produkts die Nullmenge vorkommt.

Umgekehrt kann sich offenbar auch nur dann die Verbindungs-
menge auf die Nullmenge reduzieren, wenn unter den Mengen, deren
Verbindungsmenge gebildet werden soll, die Nullmenge auftritt. Denn
anderenfalls enthilt ja jeder der Faktoren mindestens ein Element,
es gibt also auch mindestens einen Komplex, in dem je ein Element
aus jedem Faktor auftritt. Wir koénnen also das einem bekannten
Satz der Arithmetik (vgl. nachstehend S. 73) analoge Ergebnis fest-
stellen:

Ein Produkt von Mengen ist stets dann und nur dawn gleich der
Nullmenge, wenn unter den Faktoren die Nullmenge vorkommt.

Um von der Multiplikation von Mengen zu der von Kardinal-
zahlen iibergehen zu kénnen, haben wir wieder die entsprechende
Hilfsbetrachtung wie bei der Addition (S. 63) anzustellen. Es seien
namlich zwei verschiedene, aber &4quivalente Mengen von Mengen
gegeben:

M={M, M, M,,..}, N={N,, Ny, N, ..};
wiederum soll (wie auf S. 62) die gewihlte Bezeichnungsweise nicht
etwa die Abzihlbarkeit von M und N fordern, wohl aber eine be-
stimmte Abbildung zwischen den beiden 4quivalenten Mengen M und
N andeuten, nach der M, und N,, M, und N, usw. jeweils einander
entsprechen. Ferner sollen je zwei hiernach einander zugeordnete
Mengen selber 4quivalent sein, also M, ~ N,, M,~ N, usw. Dann
erkennt man in #hnlicher Weise wie bei der Addition (S. 63), daB
auch die Verbindungsmengen $ M und f N &dquivalent sind; der Leser
wird leicht eine Abbildung zwischen ihnen angeben kénnen.

Auf Grund dieser Tatsache 1aBt sich nunmehr die Muliiplikation
von Kardinalzahlen folgendermaBen erkliren:

Definition 6. Es sei eine beliebige endliche oder unendliche
Menge von Kardinalzahlen M = {m,, m,, my, . . .} gegeben?), die nicht
etwa abzdhlbar zu sein braucht. Um das Produkt aller Kardinalzahlen
der Menge M zu bilden, ist folgendermaBen zu verfahren: Man wahle
eine beliebige Menge M, von der Kardinalzahl m,, eine beliebige
Menge M, von der Kardinalzahl m, usw., also zu jeder in M ent
haltenen Kardinalzahl eine Menge von eben dieser Kardinalzahl. Man
bilde die Verbindungsmenge P =M, -M,-M,---; ihre Kardinalzahl
sei p. Dann wird p als das Produkt aller Kardinalzahlen der
Menge M bezeichnet; man schreibt:

- p:ml.mg.ms..._
1) Auch hierfiir gilt die (auf das Auftreten gleicher Summanden — hier:
Faktoren — beziigliche) Fufinote von S. 64.
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Werden bei Anwendung dieser Definition an Stelle der Mengen
M,, M, usw. irgendwelche andere, beziiglich dquivalente Mengen als
Vertreterinnen der Kardinalzahlen m,, m, usw. gewihlt, so wird
die neue Verbindungsmenge der urspriinglichen Aquivalent sein, wie
die der Definition 6 vorangeschickte Uberlegung zeigt. Man gelangt
also, unabhingig von der besonderen Wahl der Mengen M,, M, usw,,
stets zur nimlichen Kardinalzahl p als Ergebnis der Multiplikation.
Dies muB offenbar der Fall sein, damit unsere Definition wirklich
einen eindeutigen Sinn habe.

Der Anfithrung von Beispielen (S. 74) werde noch die wichtige
Bemerkung vorangeschickt, daB die Grundregeln der Multiplikation
und der Verkniipfung der Addition mit der Multiplikation, wie sie in
der gewohnlichen Arithmetik gelten, auch fiir das Rechnen mit be-
liebigen Kardinalzahlen bestehen bleiben. Es sind dies die Rechenregeln

a-b="b-a, abc=a-(b-c)=(ab)c,

a-b+c)=ab+ac, (a+b-c=ac+b-c.
Diese Regeln gelten in unserem jetzigen Gebiet nicht nur fiir zwei
oder drei bzw. endlich viele, sondern auch fiir unendlich viele Kardinal-
zahlen. Wie man sich nimlich durch Anwendung der Definition der
Verbindungsmenge und (bei der zweiten Beziehung) durch Wahl ge-
eigneter Abbildungen ohne Schwierigkeit {liberzeugen kann, gelten zu-
nichst fiir drei beliebige Mengen A, B, C stets die Beziehungen:

A-B=B-4, A-B-C~A—(B-C)~(A-B)-Cl),

AB+C=A4-B4+4-C, (A+B)-C=A4-C+B-C.
Geht man von den Mengen selbst zu ihren Kardinalzahlen iiber (und
nimmt man in den beiden letzten Beziehungen B und C bzw. 4 und B
als elementefremd an), so ergeben sich daraus die obigen Rechen-
regeln fir Kardinalzahlen. Auf entsprechendem Weg 1iBt sich weiter
die Giiltigkeit jener Regeln nicht nur fiir zwei oder drei Kardinal-
zahlen, sondern fiir beliebige Mengen von Kardinalzahlen feststellen,
was ibrigens wesentlich nur fiir die beiden ersten Regeln, das kommu-
tative und das assoziative Gesetz der Multiplikation, in Betracht kommt.

1) In dieser Beziehung sind die drei miteinander verglichenen Verbin-
dungsmengen nicht miteinander identisch, sondern nur einander #quivalent.
In der Tat ist z. B. das Element (a, (b, ¢)) der Menge 4 .(B-C) verschieden von
dem Element ((a, b), ¢) der Menge (4 -B)-C, und beide sind verschieden von dem
Element (a, b, ¢) der Menge A-B-C. Ordnen wir aber diese drei Elemente
und ebenso je drei im gleichen Sinne zusammengehdrige andere Elemente der
drei Mengen einander zu, so entstehen dadurch Abbildungen zwischen den
Mengen A-B-C, A-(B-C) und (4-B)-C, die die Aquivalenz der drei Mengen
erweisen. — Genau Entsprechendes gilt iibrigens von den Mengen 4-B und
B.A, falls man im Sinn der Bemerkung von S. 68 bei der Bildung der
Verbindungsmenge die Reihenfolge der einzelnen Elemente im Komplex als
wesentlich betrachtet; dann sind 4.B und B.A4 nicht mehr gleich, sondern nur
noch #quivalent (was sich fiirs Folgende als gleichgiiltig erweist).
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Das assoziative Gesetz fiir Mengen wollen wir fiir den Fall unendlich
vieler Faktoren noch besonders in einer speziellen Form aussprechen, wobei
wir die Bezeichnungsweise von S. 66 benutzen. Ist wie dort

M={N{, Ny, ...; P, Pyy .0 Q,, Qgyovj + -}

N={N,, N, ...}, P={P,, Py, ...}, Q=1{0Qy, Qg, .-},
so dafi die paarweise elementefremden Mengen N, P, Q, ... mit M durch die
Beziehung

M=N+P+Q+---
verkniipft sind, so besagt das assoziative Gesetz der Multiplikation:
BN-BP-PQ - ~BM =B (N +P+Q+-- ).

Diese Form des assoziativen Gesetzes erweist sich als besonders geeignet
fir den Beweis der ersten der auf S. 84 anzufiihrenden Potenzregeln.

Ganz wie bei den endlichen Zahlen bestehen fiir eine beliebige
Kardinalzahl m die Beziehungen:

m=1m, m4+-m=2m, 2-m4+m=3-m usw.
oder allgemein, wenn # eine beliebige endliche Kardinalzahl bedeutet:
m4-m-+---+m=mn-m.
b # Summanden

Dabei sind unter 1, 2, 3 usw. die so bezeichneten endlichen Kardinal-
zahlen zu verstehen, deren Multiplikation mit anderen endlichen oder
unendlichen Kardinalzahlen ja durch Definition 6 vollig erklart ist.

Die Richtigkeit dieser Beziehungen erkennt man dadurch, daB
man jeweils die linke Seite nach der Definition der Addition, die
rechte Seite nach der Definition der Multiplikation berechnet; die da-
bei schlieBlich linkerseits auftretende Vereinigungsmenge erweist sich
dann als dquivalent der rechterseits entstehenden Verbindungsmenge,
d. h. die angeschriebenen Beziehungen treffen wirklich zu. Um uns
z. B. von der Gleichheit zwischen m 4+ m und 2.m zu iberzeugen,
bilden wir eine Menge von der Michtigkeit m: M ={a, b, ¢, ...},
eine zweite ebensolche (also zu M &quivalente) und zu M elemente-
fremde: M'={d’, ¥/, ¢, ...}, endlich eine Menge von 2 Elementen:

K ={n, p}. Dann entspricht der Michtigkeit m 4 m die Vereini-
gungsmenge

M-—I—M':{a, b,c,...d, 0, c, },
dagegen der Michtigkeit 2.m die Verbindungsmenge
K-M = {(n, a), (n,b), (n,¢c), ... (p,a), ($,b), (p,¢), ---};

ordnen wir die Elemente ¢ und (u, a), b und (n, b) usw., ferner 4
und (p, a), b’ und (p, b) usw. beziiglich einander zu, so ist die Aqui-
valenz zwischen M - M’ und K. M augenfillig gemacht. Entsprechend
ist der Beweis allgemein fiir n-m (n beliebige endliche oder unend-
liche Kardinalzahl) leicht zu fithren. Wir konnen das Ergebnis folgen-
dermaflen aussprechen:
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Das Produkt zweier endlicher oder wunendlicher Kardinalzahlen
men ldft sich auch durch wiederholie Addition gewinnen, nimlich durch
n-malige Addition des Summanden m oder durch m-malige Addition
des Summanden n.

Setzt man speziell einen der Faktoren gleich 1, so ergibt sich:

m=1+41-+4+1+4 ... (m Summanden),

d. h. eine unendliche Kardinalzahl 146t sich, ganz wie eine natiirliche
Zahl, als eine Summe von lauter Einsen darstellen, und zwar als
Summe von ,so vielen“ Einsen, als die darzustellende Kardinalzahl
selbst angibt.

Wir wollen ferner, wie auf S. 42, die Zahl 0 als Kardinalzahl der
Nullmenge auffassen; dann erhalten wir aus dem Ergebnis von S. 70
durch Ubergang von den Mengen zu ihren Kardinalzahlen:

Ein Produkt von Kardinalzahlen ist dann und nur dann Null,
wenn unter den Faktoren die Null vorkommit.

Dieser Satz ist aus der Lehre von den gewdhnlichen Zahlen be
kannt und bildet dort gleich den auf S. 59, FuBnote, angefiihrten Ge-
setzen eine der wesentlichsten Grundlagen der Arithmetik.

Die beiden soeben bewiesenen Sitze, die wichtige Eigenschaften
des Rechnens mit endlichen Zahlen auf beliebige Kardinalzahlen iiber-
tragen, zeigen aufs neue, daB die fiir die Addition und Multiplikation
von Kardinalzahlen aufgestellten Definitionen naturgemiB und zweck-
maBig gewaihlt sind.

Im Gegensatz zu den bisher angefiihrten, in Form von Gleichungen
ausdriickbaren Rechenregeln, die fiir die Addition und Multiplikation
(und ebenso fir die im nichsten Paragraphen zu erklirende Poten-
zierung) der unendlichen Kardinalzahlen ebenso gelten wie fiir das
Rechnen mit gewodhnlichen Zahlen, lassen sich die in der gewdhn-
lichen Arithmetik giiltigen Ungleichungen im allgemeinen nicht auf
das Rechnen mit unendlichen Kardinalzahlen iibertragen. Sind nim-
lich a, b, ¢ irgend drei natiirliche Zahlen, von denen etwa a kleiner
ist als b, so ist bekanntlich auch a - ¢ kleiner als b -}- ¢ und ebenso
a-c¢ kleiner als b-c. Demgegeniiber gelten z. B. fiir die uns bekannten
unendlichen Kardinalzahlen a und ¢ die Beziehungen (vgl. S. 67):

at+c=¢, cf+c=c, also afc=c-+|c,

obgleich a << ¢ ist; wir werden ebenso sehen, daB auch g-c=c-¢
und nicht < ¢-¢ ist. Auf gewisse Ungleichungen, die auch im Bereich
der unendlichen Kardinalzahlen gelten und teilweise nicht ganz ein-
fach zu beweisen sind, soll hier nicht eingegangen werden (vgl. Haus-
dorff, S. 54 u. S. H7ff.). Nur eine einzige unter ihnen soll in Riicksicht
auf spater (S. 83f) hervorgehoben werden, namlich der fast selbstver-
standliche Satz:
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Ist M ={m,n,...} eine Menge von Kardinalzahlen, die zu jeder
in thr vorkommenden Kardinalzahl eine noch grifere enthdlt, so ist die
Summe m +n -+ --- grofer als jede der Kardinalzahlen von M.

In der Tat ist, wenn q irgendeine Kardinalzahl von M bedeutet,
die Summe gréBer als q; denn nach Voraussetzung kommt in M,
also auch unter den Gliedern der Summe, eine Kardinalzahl t > q vor,
und die Summe ist nach dem Satz von S. 58 jedenfalls gleich oder
groBer als jeder Summand; also > 1 > g.

In der gewohnlichen Arithmetik ergibt sich aus den Grunddefini-
tionen des Rechnens als nichste Folgerung das Einmaleins. Ganz
entsprechend werden wir jetzt durch Anwendung unserer Definitionen
der Addition und Multiplikation auf die uns bekannten Kardinalzahlen
einige einfache, aber merkwiirdige und inhaltsreiche Beziechungen
erhalten.

DaB zunichst die iibliche Multiplikation endlicher Zahlen im Ein-
klang steht mit unserer Definition 6, ist klar nach der Bemerkung
von S. 68; auf dieses Ziel sind wir ja gerade bei der Definition der
Multiplikation von Mengen und Kardinalzahlen losgesteuert.

Nach S. 66 ist a 4+ a = 2.a = a; daher ist auch
3a=2+1).a=2-a+1la=a+a=nq,
4-a=3-a+a=af+a=a usw,

also allgemein

(1) n-a = a fiir jede endliche Zahl #.
Es ist aber auch
(2) a-a=aq,

wie man z. B. mittels eines der Verfahren schlieBen konnte, die auf S. 22ff.
zur Abzihlung der Menge der rationalen Zahlen verwandt wurden. Meist
pflegt man zum Beweis der Beziehung (2) den folgenden (iibrigens
zur Abzihlung der rationalen Zahlen gleichfalls benutzbaren) Weg ein-
zuschlagen: Die zwei gemiB der Definition der Multiplikation zu
wihlenden abzdhlbaren Mengen seien etwa
M={1,8,5,7,..} und N={2,4,6,8,...}.

Wir ordnen die in der Verbindungsmenge vorkommenden Zahlenpaare
in der folgenden Form eines links oben beginnenden, nach rechts
und unten unbegrenzten , Quadrats® an:

g (7, 8)
9, 6) (9,8 (9,10)---




§ 7. Die Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen. 75

Alle in diesem zweifach unendlichen Schema vorkommenden Zahlen-
paare sollen der Reihe nach so durchlaufen werden, wie es unsere
mit Pfeilen versehene Zickzacklinie in leicht verstindlicher Weise an-
deutet; auf (1, 2) folgen also (1, 4), (8, 2), (5, 2), (8, 4) usw. In der
Abzédhlung, die alle von der Zickzacklinie getroffenen Zahlenpaare der
Reihe nach aneinander anreiht, kommen ersichtlich alle Zahlenpaare
des Schemas vor; die Verbindungsmenge M .N ist also wirklich ab-
zdhlbar, wie wir beweisen wollten.

Weiter ist
(3) n-c = ¢ fiir jede endliche Zahl #,
4) a-c=c. ‘
Die erste dieser Beziehungen folgt einfach daraus, daB ebenso wie
die Menge aller Punkte einer bestimmten geraden Strecke auch die
Menge aller Punkte einer doppelt, dreimal, viermal, ..., n-mal so
groBen Strecke die Machtigkeit ¢ besitzt (vgl. auch S. 37f.). Gehen wir
ferner aus von der durch die Punkte 0 und 1 (letzteren eingeschlossen)
begrenzten Strecke der Zahlengeraden und bezeichnen wir die Punkte
dieser Strecke mit (0, c), wo ¢ alle unendlichen Dezimalbriiche zwischen
0 und 1 (d. h. also alle reellen Zahlen zwischen diesen Grenzen)
durchliuft, so kénnen wir analog die Punkte der Strecke von 1 bis 2
(letzteren Punkt eingeschlossen) mit (1, ¢) bezeichnen, ebenso die
Punkte der Strecke von 2 bis 3 mit (2, ¢) usw.,, wobei immer ¢ alle
unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 durchliuft; in gleicher
Weise mogen die Punkte zwischen — 1 und 0 mit (— 1, ¢), die zwischen
— 2 und —1 gelegenen mit (— 2, ¢) bezeichnet werden usw. Die Menge
aller Punkte der beiderseits unbegrenzten Zahlengeraden stellt in dieser
Bezeichnungsweise offenbar die Verbindungsmenge 4 -C der Menge A
aller ganzen Zahlen und der Menge C aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1 dar, von denen erstere abzihlbar ist, letztere die Machtigkeit ¢
besitzt. Da die Menge aller Punkte einer geraden Linie ebenfalls von
der Michtigkeit ¢ ist (S. 39), so ist hiermit die Beziehung a-c=¢
bewiesen. — Der Beweis 14Bt sich dhnlich auch auf Grund der Bei-
spiele von S. 62 bei Auffassung der Multiplikation als wiederholter
(a-facher) Addition von ¢ fiihren. (Ebenso kann man auch den Beweis
fiir a-a = a erbringen, da a sowohl die Kardinalzahl der Menge aller ratio-
nalen Punkte zwischen O und 1 wie der aller rationalen Punkte ist.)

Endlich soll noch gezeigt werden, da auch folgende Beziehung gilt:

(5) cec==¢,

und zwar wollen wir diesen Satz in geometrischer Einkleidung be-
weisen, um gleich eine weitere Folgerung daraus ziehen zu kénnen.
Es sei ein Quadrat von der Seitenlinge 1 (etwa 1 cm) gegeben; wir
wollen die Menge aller innerhalb dieses Quadrats gelegenen Punkte
betrachten und zu dieser Menge auch noch die Punkte zweier Quadrat-
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seiten (etwa der oberen und der rechten) rechnen, nicht aber die auf
den zwei anderen Seiten (der unteren und der linken) gelegenen
Punkte. Ist P ein beliebiger Punkt unserer Menge, so wollen wir
(vgl. Fig. 9) von P aus eine Linie senkrecht zur linken Quadratseite
und eine zweite Linie senkrecht zur unteren Quadratseite ziehen;
denken wir uns diese beiden Seiten als Mafsiibe (d. h. mit einer
von O bis 1 reichenden LingenmaBeinteilung versehen), deren Skalen

an der (ihnen gemeinsamen) linken unteren Qua-
y P dratecke beginnen, so treffen die beiden senk-
rechten Linien unsere Quadratseiten in Punkten,
deren MaBzahlen z (auf der unteren Quadratseite)
und y (auf der linken) seien. Dann ist jede der
Zahlen z und y zwar grofer als 0, aber hochstens
gleich 1; gemiB der Uberlegung von S. 32 f. kén-

z nen wir daher eindeutig z als einen unendlichen

Fig. 9. Dezimalbruch 0, z, x, «y . . . schreiben und ebenso y

als einen unendlichen Dezimalbruch 0, y, ¥, ;. - -,

WO &y, Ly, Ly, - - - Yy» Yas Vs - - - lauter Ziffern aus der Reihe 0, 1,
2,...,9 bedeuten. Zu jedem bestimmten Punkt P unserer Menge

gehort demnach ein Paar von véllig bestimmten unendlichen Dezimal-
briichen z und y; umgekehrt gehort zu je zwei zwischen Ound 1
gelegenen unendlichen Dezimalbriichen ein einziger Punkt unseres
Quadratinhalts, den man leicht finden kann als Schnittpunkt der Senk
rechten, die in den Punkten x und y unserer beiden Quadratseiten
errichtet werden. Wir konnen auf Grund dieser umkehrbar ein
deutigen Zuordnung statt P auch (z, y) schreiben.

AuBer unserem Quadrat betrachten wir jetzt noch die Strecke
von 0 bis 1 auf der Zahlengeraden, deren Punkte wiederum durch
die unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 bezeichnet werden
kénnen. Wir werden eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen
den Punkten dieser Einheitsstrecke und sdmtlichen Punkten unseres
Quadratinhalts herstellen. Ist nimlich P ein beliebiger, aber von nun
an bestimmter Punkt des Quadratinhalts, so seien wie oben

=0, x, xyx; ... und ;{=O, Vi Va Vg - -
die zwei ihn bestimmenden unendlichen Dezimalbriiche; dann bilden
wir aus diesen beiden Zahlen den durch sie eindeutig bestimmten
Dezimalbruch
2=0, X, 9, Ty VaXg V5 - - -5

da z wiederum zwischen O und 1 liegt, k6nnen und wollen wir dem
Punkt P den durch z bezeichneten Punkt unserer Einheitsstrecke auf
der Zahlengeraden zuordnen. Ist umgekehrt ein beliebiger Punkt auf
dieser Strecke gegeben, der durch den Dezimalbruch

2=0, 2,2,2,2,3, % .-
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bezeichnet ist, so ordnen wir diesem Punkt der Einheitsstrecke den-
jenigen Punkt P unseres Quadratinhalts zu, der durch folgende Werte
x und y festgelegt ist:

x=0,2 2 2... ud y=0,2 2, Z-..;

da auch diese Werte z und y Dezimalbriiche!) zwischen 0 und 1
sind, ist der Punkt P eindeutig bestimmt. Wir haben so eine Ab-
bildung zwischen den Mengen aller Punkte des Quadratinhalts und
aller Punkte einer Strecke hergestellt; da die Menge aller Punkte der
Strecke die Kardinalzahl ¢ besitzt, gilt das Néamliche von der Menge
samtlicher Punkte des Quadrats. Die Elemente dieser letzteren Menge
kénnen aber durch die Zahlenpaare (x, y) bezeichnet werden, wo
sowohl x wie y je eine Zahlenmenge von der Kardinalzahl ¢ durch-
lauft; die Kardinalzahl der Menge aller Punkte P ist daher nach der
Definition der Multiplikation von Kardinalzahlen gleich ¢.¢, und da
sich diese Menge als dquivalent einer Menge von der Kardinalzahl ¢
erwiesen hat, so ist der gewiinschte Beweis der Beziehung c¢.c=¢
wirklich geliefert.

Geometrisch betrachtet, enthidlt der Satz ¢.¢ = ¢ zunidchst die
soeben nachgewiesene Tatsache, daB sich die Menge aller Punkte in
dem von uns betrachteten Quadrat auf die Menge der Punkte der
Einheitsstrecke abbilden 1l4Bt. Ein noch merkwiirdiger aussehendes

1) Allerdings sind # und y nicht potwendig wunendliche Dezimalbriiche,
wie es zur Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung erforderlich
wire, sondern einer der beiden Dezimalbriiche kann ein abbrechender sein,
also schliefilich lauter Nullen aufweisen; ist z. B. z=0,1210101010..., so ist
y=0,200...=0,2. Dieser formale Mangel des obigen Beweises erfordert ent-
weder den Nachweis, daf das Auftreten der abbrechenden Dezimalbriiche,
deren es nur eine abzihlbare Menge gibt, auf das zu beweisende Resultat
ohne EinfluB ist (wegen ¢+ a=¢, vgl. S. 67), oder eine Abinderung folgender
Art: Man betrachte nicht, wie im Text angegeben, lauter einzelne Ziffern x,,
Zyy oo Y1y Ya,--+2yy Zg,..., sondern, falls eine dieser Ziffern (z. B. ;) Null ist,
statt dessen diejenige Ziffernfolge x, =z, ... zx, die entsteht, wenn man von z,
bis zur ndchsten von Null verschiedenen Ziffer z; fortschreitet; ist weiter die
nichste Ziffer z, . , von Null verschieden, so wird sie fiir sich als Ziffernfolge
betrachtet, anderenfalls wieder die bis zur ndchsten von Null verschiedenen
Ziffer reichende Folge ins Auge gefafit usw. So erhidlt man z. B. fiir den
Dezimalbruch 0,12103400507 . .. die folgende (dureh Vertikalstriche angedeutete)
Einteilung in Ziffernfolgen: 0,1/2|1/03|4/005/07|... Wird nun das obige Ver-
fahren zur Gewinnung einer Zahl z aus einem Zahlenpaar (z, ¥) und umgekehrt,
statt wie oben mittels der einzelnen Ziffern, vielmehr mittels der Ziffernfolgen
durchgefiihrt, so behilt das Verfahren, wie man leicht einsieht, seinen umkehr-
bar eindeutigen Charakter bei, liefert dann aber niemals abbrechende
Dezimalbriiche; z. B. ergibt sich aus dem vorher angefiihrten Wert 2z
= 0,1/2]1/01/01]01...

z=0,110101 ..., y=0,20101...

Durch diesen von J. Konig stammenden Kunstgriff wird also der obige Beweis
liickenlos.
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Ergebnis erhilt man durch folgende Uberlegung: Durch zwei be-
liebige (positive oder negative) reelle Zahlen z und y 4Bt sich er-
sichtlich jeder Punkt der umbegrenzien Ebene in genau der niamlichen
Weise umkehrbar eindeutig festlegen, wie dies fiir die Punkte in
unserem Quadrat unter der Bedingung geschah, daBl die Zahlen z
und y auf die Werte zwischen O und 1 beschriankt blieben (vgl. Bei-
spiel 5 des § 9, S. 97f). Da auch die Menge aller reellen Zahlen die
Kardinalzahl ¢ besitzt, ist demnach ¢-¢ gleichzeitig die Kardinalzahl
der Menge aller Punkte einer unbegrenzten Ebene. Beriicksichtigt man
endlich noch, dafl die Menge aller auf einer beliebigen Strecke ge-
legenen Punkte gleichfalls von der Kardinalzahl ¢ ist (S. 89), so kann
man die Beziehung c¢-¢=c¢ in der folgenden iiberraschenden Form
aussprechen:

Sdmiliche Punkle einer allseits unbegrenzien Ebene lassen sich in
umkehrbar eindeutiger Weise den Punkien einer unbegrenzien gevaden
Linie oder auch den Punkten einer noch so kurzen Sirecke zuordmen.

Als Cantor 1877 dieses Ergebnis sowie das allgemeinere, auf
S. 87 anzufilhrende im 84. Band des Journals fiir die reine und an-
gewandte Mathematik verdffentlichte, in dem er die Aufnahme der
Abhandlung nur mithsam (auf Verwendung von Weierstraf} [C.-St.))
erreicht hatte, da wirkte die Entdeckung &uBerst iiberraschend und
aufsehenerregend und fand beim mathematischen Publikum wenig
Vertrauen. Hatte man doch fest an das Charakteristische der
Dimensionenzahl in dem Sinne geglaubt, daB z. B. ein Gebilde von
»Zwei Dimensionen%, wie die Menge aller Punkte eines Quadrates
oder einer Ebene oder einer beliebigen Fliche, unméglich auf ein
»eindimensionales Gebilde (Menge aller Punkte einer Strecke oder
einer Geraden oder irgendeiner Linie) abgebildet werden konne. Das
gegenteilige Ergebnis Camtors schien das Wesen der Dimension
von Grund auf zu zerstéren, da es die Kardinalzahl des , Kontinuums**
als charakteristisch fiir jedes solche aufwies, gleichgiiltig ob es ein-
dimensional oder zweidimensional sei.

Dennoch hat der Begriff der Dimension hiermit seine Bedeutung
nicht verloren; im Gegenteil, gerade die Methoden der Mengenlehre
haben uns erst die volle Einsicht in sein wahres Wesen vermittelt.
Die vorhin benutzte Abbildung zwischen einer zweidimensionalen
(Quadrat) und einer eindimensionalen (Strecke) Punktmenge ist nim-
lich (zwar umkehrbar eindeutig, aber) ganz und gar nicht ,stetig®
(im mathematischen Sinne), also nicht so beschaffen, daB benach-
barten Punkten des Quadrates etwa auch stets benachbarte Punkte
der Strecke entsprichen und umgekehrt. Die Abbildung ist vielmehr,
wie der Leser leicht erkennen wird, so unstetig wie nur moéglich, sie
zerstort alles, was dem ebenen bzw. dem linearen Kontinuum als
solchen charakteristisch ist; es ist so (wie F. Klein sich ausdriickt),
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als schiitte man alle Punkte des Quadrates in einen Sack, um sie
zum Zwecke der Abbildung erst grindlich durcheinander zu riitteln.
Dagegen haben tiefergehende Forschungen gezeigt, daB bei Hin-
zunahme der Forderung der gegemseitigen Stetigkeit der Zuordnung
eine Abbildung nicht moglich ist, weder zwischen dem linearen und
dem ebenen Kontinuum?!) noch iiberhaupt zwischen ,Kontinuen ver-
schiedener Dimensionen® (nach schwierigen Forschungen L. E. J. Brou-
wers; vgl. namentlich Math. Annalen, 70—72 [1911—12]). Erst dieses
Ergebnis im Zusammenhang mit dem Canforschen 148t erkennen, in
welchem Sinn die Dimensionenzahl eines geometrischen Gebildes etwas
Unveranderliches, fiir es Charakteristisches darstellt.

Wihrend wir in diesem Paragraphen die Operationen der Ad-
dition und Multiplikation vom Bereich der gewdhnlichen natiirlichen
Zahlen auf denjenigen der endlichen und unendlichen Kardinalzahlen
ausdehnen konnten, ist es nicht moglich, die gleiche Verallgemeine-
rung auch fiir die Subtraktion und Division zu bewirken. Denn wire
z. B. die Aufgabe gestellt, die Differenz ¢ — a zu berechnen, so
miiBten wir uns der drei auf S. 66 angefiihrten Beziehungen erinnern:
a+1=4qa, a-Fn=a, a-+a==aqa; aus ihnen folgt, daB fiir a — a
entweder die Zahl 1 oder jede andere natiirliche Zahl # oder die
unendliche Kardinalzahl @ genommen werden kann. Angesichts der
entstehenden Unbestimmtheit muB von der allgemeinen Ausfiihrung
der Subtraktion abgesehen werden. Ebenso folgt z. B. aus den Be-
ziehungen #n.¢=q-c=c¢-¢=¢, dal die Division nicht allgemein aus-

fithrbar ist; denn der Quotient% konnte hiernach gleich einer belie-

bigen endlichen Zahl », gleich a oder gleich ¢ gesetzt werden.

§ 8. Die Potenzierung der Kardinalzahlen.

Wir wollen die Potenzierung der Kardinalzahlen auf dieselbe
Weise erkldren, wie es in der gewdhnlichen Arithmetik {iblich ist,
nimlich als eine wiederholte Multiplikation des namlichen Faktors
mit sich selbst. Doch sei schon hier bemerkt, daB urspriinglich
von Cantor eine andere Definition der Potenzierung gegeben worden
ist, die freilich auf das gleiche Ergebnis hinauslduft; wir werden
auf diese andere Definition nachher zuriickkommen.

1) Zuerst bewiesen von J. Lsroth 1878 (vgl. Math. Ann. 63 [1907], 222).
Eine einfache Darstellung findet man in dem kurzen temperamentvollen, zur
ersten Einfiihrung iiberhaupt sehr empfehlenswerten Abschnitt iiber Mengen-
lehre in F. Kleins Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, Teil I
(Autographierte Vorles., ausgearb. von E, Hellinger, 2. Aufl,, Leipzig 1911),
S. 580ff.
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Um zu einer beliebigen Kardinalzahl m die Potenz m®>=m-m
zu bilden, haben wir nach der Definition der Multiplikation zunichst
zwei Mengen M, und M, von der nimlichen Kardinalzahl m zu
wahlen; anders ausgedriickt: wir haben eine Menge N der Kardinal-
zahl 2 von Mengen der Kardinalzahl m zu nehmen (d. h. eine Menge N,
die nur zwei Mengen M, und M, [von der Kardinalzahl m] enthilt).
Hierauf sind alle Elementepaare (m,, m,) zu bilden, wobei m, alle
Elemente von M,, m, alle Elemente von M, durchliuft; die Menge
aller moglichen derartigen Paare (d. i. die Verbindungsmenge M, - M,)
besitzt dann die Kardinalzahl m-m oder m?2

Die sinngemidBe Ausdehnung dieser Erklarung auf den all-
gemeineren Fall, wo die Menge N von Mengen nicht die Kardinal-
zahl 2, sondern eine beliebige endliche oder unendliche Kardinalzahl
besitzt, fithrt zu der folgenden

Definition. Es seien zwei beliebige Kardinalzahlen m und n
gegeben. Um die Potenz m" zu bilden, wihlen wir eine Menge N
von Mengen: N ={M,, M,, M,, ..}, die folgende zwei Eigen-
schaften besitzt: 1. die Menge N soll die Kardinalzahl n besitzen
(sie ist also im allgemeinen keineswegs abzahlbar), 2. jede der in N
enthaltenen Mengen M,, M,, M,, ... soll die Kardinalzahl m be-
sitzen. Wir bilden dann die Verbindungsmenge RN = M,-M,-M,- ...;
gemiaB der Definition der Multiplikation von Mengen sind zu diesem
Zweck alle Elementekomplexe der Form (m,, m,, m,, ...) aufzustellen,
wobei m, alle Elemente von M,, m, alle Elemente von M, durch-
lauft usw., und die Menge aller derartigen Komplexe stellt dann die
Verbindungsmenge RN dar. Ist q die Kardinalzahl der Menge N,
so wird q die n' Potenz von m genannt; man schreibt ¢ = m"
und bezeichnet wie in der Arithmetik m als die Basis, n als den Ex-
ponenten der Potenz.

DaB nach dieser Erklirung das Ergebnis der Potenzierung da-
von unabhingig ist, wie die Elemente von N, d.h. die Mengen M,,
M, usw. gewihlt werden, braucht nicht mehr besonders nachgewiesen
zu werden; denn das liegt einfach daran, daB nach S. 70f. das Er-
gebnis der Multiplikation von Kardinalzahlen stets das ndmliche ist,
welche Mengen auch immer man als Vertreterinnen der einzelnen
Kardinalzahlen heranziehen mag?).

Vor Erorterung der Rechengesetze fiir die Potenz und vor Anfiihrung
einiger, diesmal sich besonders interessant gestaltender Beispiele fiir die Po-
tenzierung werde noch der Ausgangspunkt gestreift, von dem aus Cantor die
die Lehre von der Potenz entwickelt hat. Diese Betrachtung wird zeigen, in
wie innigem Zusammenhang die Potenzierung mit anderen mathematischen

Begriffen steht, insbesondere mit dem der Funktion und mit der auf S.51f.
betrachteten Menge aller Teilmengen einer Menge.

1) Ausnahmsweise wird der Inhalt des folgenden kleingedruckten Ab-
schnittes auch an manchen spidteren Stellen dieses Paragraphen benutzt.
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Wir kniipfen an den auf S. 45 kurz entwickelten Begriff einer Funktion
y=f(x) an, der ja in Mathematik und Naturwissenschaft eine geradezu be-
herrschende Rolle spielt. Es seien zwei beliebige Mengen M und N gegeben
und es werde verabredet, dafi fiir die unabhingige Ver#nderliche (die wir
daher mit % statt mit 2 bezeichnen wollen) jedes Element der Menge N ge-
nommen werden kann, wihrend als abhingige Verinderliche (,Funktions-
werte) alle und nur die Elemente m der Menge M in Betracht kommen sollen;
es ist also m =f(n), wobei m auf die Elemente von M und n auf die von
N beschrinkt ist. Soll z. B. mit einem Satz von 4 Wiirfeln gleichzeitig ge-
wiirfelt werden und 148t man »# die Numerierungen der einzelnen Wiirfel als
erster, zweiter usw., also die Zahlen 1, 2, 3, 4 durchlaufen, wihrend m die
gewiirfelte Augenanzahl (eine der Zahlen 1 bis 6) bedeutet, so gibt m = f(n)
die Anzahl m der Augen an, die mit dem nten Wiirfel erzielt ist; N ist die
Menge {1, 2, 3, 4}, M die Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Kombiniert man auf jede
mogliche Weise mit jeder der vier Wiirfelnummern jede Augenanzahl, so erhilt
man alle moglichen Resultate eines Wurfs; betrachtet man zwei Wiirfe der
vier Wiirfel schon dann als verschieden, wenn mit einem und demselben Wiirfel
verschiedene Augenzahlen erzielt werden, so gibt es offenbar 64 = 1296 ver-
schiedene Moglichkeiten des Wiirfelns, von denen jede als eine — nur Werte
aus der Menge M annehmende — Funktion der Menge N = {1, 2, 8, 4} betrach-
tet werden kann?). Als ein zweites Beispiel diene eine beliebige Dezimalbruch-
entwicklung, z. B. die der Zahl x =38,14159... Als Menge N der unabh#n-
gigen Verénderlichen nehmen wir die Menge {0, 1, 2, 3, 4, ...} der Stellen-
nummern der einzelnen Dezimalstellen, wobei O die Stelle vor dem Komma
und % die kte Stelle hinter dem Komma bedeute. Die Funktion soll die an
jeder einzelnen Stelle vorkommende Ziffer angeben; fiir die abhingige Ver-
dnderliche kommen also die Zahlen 0, 1,2, ..., 8,9 in Betracht, d. h. es ist
M={0,1,...,8,9}. Ein bestimmter zwischen 0 und 10 gelegener Dezimal-
bruch (z. B. der fiir n) wird also gegeben sein durch eine — samtliche Werte #
von N durchlaufende — Funktion f(n), die nur die Werte m von M annehmen
kann, also zu jeder Stelle # eine Ziffer angibt. Eine solche Funktion be-
stimmt die Dezimalbruchentwicklung von z; die Gesamtheit aller mioglichen
derartigen Funktionen entspricht offenbar der Menge aller Dezimalbriiche
zwischen 0 und 10. Statt von einer Funktion spricht man in diesem Zusammen-
hang hiufiger und anschaulicher von einer (Besetzung oder) Belegung der
Menge N mit der Menge M, im letzten Beispiel also von einer gewissen
Belegung der Menge -aller (unendlich vielen) Stellennummern mit der Menge
aller (zehn) Ziffern., Fragt man nach der Anzahl aller moglichen derartigen
Funktionen oder Belegungen, so wird man in diesem Fall offenbar auf das
,Produkt 10-10-10.... gefiihrt; denn fiir die Besetzung der Stelle vor dem
Komma hat man 10 Moglichkeiten, nach Besetzung dieser Stelle weitere
10 Moglichkeiten fiir die Besetzung der ersten Stelle nach dem Komma usw.

1) Ein #hnliches, vielleicht noch anschaulicheres Beispiel erhdlt man,
wenn man unter N eine Programmfolge von Klaviervortrigen filr je einen
einzelnen Spieler versteht und unter. M eine Gruppe von Musikern, deren jeder
zur Ubernahme jeder der Programmnummern geeignet ist. Eine beliebige
Funktion m = f(n), wo = die Programmnummern, s die Musiker durchliuft,
entspricht dann einer gewissen Rollenbesetzung der Programmfolge, und die
Menge aller Funktionen demnach der Gesamtheit aller moglichen Rollen-
besetzungen, d. h. aller denkbaren Verteilungen der Musiker auf die Pro-
grammnummern, wobei der nidmliche Musiker sehr wohl mehrere Nummern
{ibernehmen kann,

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 6
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Wir konnen jede Funktion oder Belegung als einen , Komplex“ schreiben,
nimlich im ersten Beispiel (Wiirtel) als einen Komplex (a, b, ¢, d), wo a,
b, ¢, d samtlich der Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6} zu entnehmen sind; im zweiten
Fall hat der Komplex abzdhlbar unendlich viele Stellen und kann in der Form
{ay, @y, @y, ag, ...} geschrieben werden, wobei fiir a; nur Ziffern, d. h. nur
Elemente der Menge {0, 1, ..., 8, 9} eintreten konnen. (Schreibt man die
. Funktion oder Belegung in dieser Form, so hat man offenbar die Reikenfolge
im Komplex zu beachten, obgleich es an sich beim Funktionsbegriff auf eine
Reihenfolge nicht ankommt.)

Wir betrachten nun, zum allgemeinen Fall beliebiger Mengen N (fiir die
unabhingige Veridnderliche) und M (fiir die abhdngige) zuriickkehrend, die
Menge aller méglichen Belegungen dev Menge N mit der Menge M, d. h. die
Menge aller moglichen Funktionen m = f(n), wobei » die Elemente von N
durchlduft und die Funktionswerte m auf die Elemente von M beschrinkt
sind. Zwei Belegungen oder Funktionen gelten hierbei dann (aber auch
nur dann) als verschieden, wenn irgendein Element von N beidemal ver-
schieden belegt ist, d. h. wenn zu irgendeinem % beidemal verschiedene
Funktionswerte m gehoren. Diese Menge aller Belegungen nennt man mit
Cantor die Belegungsmenge von N mit M, in Zeichen (N|M); zaweilen
wird auch von der Potenz MN gesprochen. Jedes Element der Belegungs-
menge lifit sich als ein Komplex ([m, n], [#, #'], ...) oder kurz (unter Be-
achtung der Reihenfolge) als (m, m’, ...) schreiben; dabei durchlaufen die
Stellen des Komplexes (in den obigen Beispielen die Wiirfelnummern 1 bis 4
bzw. die abgezidhlt unendlich vielen Stellen 0, 1, 2, ... eines Dezimalbruches)
alle Elemente n, »’, ... der Menge N, die Menge aller Stellen ist also dqui-
valent N; dagegen sind die Werte m, m’ usw. der einzelnen Stellen Elemente
von M, und zwar in jeder moglichen Besetzung. Es gehort also bei jeder
Belegung zu jedem Element von N nur ein bestimmtes Element von M, das
aber gleichzeitig auch zu anderen Elementen von N gehéren kann (eindeutige,
aber nicht umkehrbar eindeutige Funktion).

Vergleichen wir schlieflich diese Begriffshildung mit der der Verbin-
dungsmenge oder des Produkts (Definition § auf S. 69), so erkennen wir, dafi
die Belegungsmenge (N/M) #quivalent ist der Verbindungsmenge M.-M’'.....,
falls die Mengen M, M’ usw. simtlich dquivalent M sind und die Menge N
={M, M, ...}, deren Elemente die Faktoren M, M’ usw. sind, die Kardinal-
zahl 1 von N besitzt. In der Tat ist (nach der Definition der Verbindungs-
menge) BN =M.M'.... die Menge aller mdglichen Komplexe (m, m/, ...),
deren Stellenzahl der Kardinalzahl von N entspricht, wihrend die einzelnen

Stellen die Elemente von M, M’, ..., d.h. von lauter Mengen mit der gleichen
Kardinalzahl m wie M, zu durchlaufen haben. Nach der Definition der Po-
tenzierung von Kardinalzahlen (S. 80) ist also PN =M.M’'-... gerade eine

Menge der Art, wie sie zur Bildung der Potenz m" zu konstruieren ist; daher
hat auch die zu PN #Hquivalente Belegungsmenge (N/M) die Kardinalzahl mu.
Auf diese Weise, ndmlich als Kardinalzahi der Belegungsmenge, hat Cantor
den Begriff der Potenz mn eingefiihrt; die vorstehenden Betrachtungen zeigen,
daff unsere obige, mehr an den Potenzbegriff der gewdihnlichen Arithmetik
ankniipfende Definition mit der Cantorschen iibereinstimmt. Der Vorzug der
letzteren liegt in ihrer alsbald zu illustrierenden unmittelbaren Anwendungs-
fihigkeit, die aus dem Begriff der Belegungsmenge quillt.

Der Leser veranschauliche sich diese Einfithrung des Potenzbegriffes an
den obigen Beispielen und vergleiche sie mit der fritheren Definition! Er wird
im Anschluff an das erste Beispiel leicht erkennen, daf fiir den Fall endlichey
Mengen M und N mit den Kardinalzahlen m und » die Belegungsmenge (N/M)
im wesentlichen die Menge aller ,Variationen nter Klasse von m Elementen
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mit Wiederholung‘ darstellt, deren Anzahl nach einem elementaren Satz der
Kombinatorik in der Tat gleich mn ist (vgl. z. B. Weber-Epstein [Zitat von
S. 12], S. 207.

Als wichtigste Anwendung des Begriffes der Belegungsmenge folge hier
der Hinweis auf den Zusammenhang des Potenzbegriffes mit dev Menge aller Teil-
mengen ¢iner Menge N, die wir schon auf S. 51 betrachtet und mit UN be-
zeichet haben. Eine beliebige Teilmenge N’ von N (die Nullmenge und N selbst
eingeschlossen) entsteht dadurch, daf gewisse der Elemente #, %/, ... von N in
die Teilmenge N’ aufgenommen, die anderen aber nicht aufgenommen werden;
wir wollen uns den Elementen der ersten Art eine Eins, denen der zweiten
Art eine Null zugeordnet denken. So kann man fede Teilmenge von N als eine
gewisse Belegung der Menge N mit der Menge {0, 1} auffassen, d. h. als eine
Funktion der Elemente von N, die nur die beiden Werte f(n)=1 oder
f(n)=0 annehmen kann, je nachdem das beireffende Element % in der (die
Funktion bestimmenden) Teilmenge N’ vorkommt oder nicht; umgekehrt wird
offenbar durch jede Belegung (Funktion) dieser Art eine gewisse Teilmenge
von N eindeutig definiert. (So entspricht z. B. der Menge N selbst die Belegung,
bei der fiir alle » stets f(n) =1 ist.) Die Menge UN aller Teilmengen von N
fallt daher im wesentlichen zusammen mit der Menge aller Belegungen der
Menge N mit der Menge {0, 1}, d. h. in der obigen Schreibweise mit der
Belegungsmenge (N/{0, 1}). Da die Menge {0, 1} die Kardinalzahl 2 besitzt,
so ist (nach der im vorletzten Absatz entwickelten Canforschen Definition der
Potenz) die Kardinalzahl jener Belegungsmenge, also auch die Kardinalzahl
von IN, gleich 2n, wobei n die Kardinalzahl der Menge N bedeutet. Es gilt
somit der folgende wichtige Satz, der dazu gefiihrt hat, die Menge aller Teil-
mengen einer Menge N auch schlechthin als die , Potenzmenge von N“ zu be-
zeichnen:

Ist N eine beliebige Menge von der Kardinalzahl w, so besitzt die
Menge UN, d. 1. die Menge aller Teilmengen von N, die Kardinal-
zahl 2%. Die Menge UN kann als die Belegungsmenge von N mit einer
Menge von zwei Elementen (z. B. mit {0,1}) aufgefaft werden.

Ist also n eine beliebige Kardinalzahl, so ist (nach S. 52) die
Kardinalzahl 2% stets grofler als n.

Dieser Satz gilt natiirlich auch fiir endliche Mengen. Fir solche
driickt er, wie oben bemerkt, ein aus der Kombinatorik bekanntes
elementares Resultat aus. Ist z. B. N die Menge der drei Zahlen
1, 2, 3, so enthidlt UN als Elemente die folgenden Mengen:
{1,2,3}=N, {1,2}, {2,3}, {3,1}. {1}, {2}, {3}, O (Nullmenge),
also wirklich 8 = 23 Elemente. (Fiir den Fall der Nullmenge N =0
besagt unser Satz, daB 10 ein Element enthdlt (2°=1); in der Tat.
ist ja die Nullmenge Teilmenge von sich selbst, wihrend sie keine
andere Teilmenge besitzt, d. h. es ist U0 = {0} die Menge mit dem
einzigen Element 0.)

Aus dem zweiten Teil des Satzes ersieht man, wenn man noch
das auf S. 74 ausgesprochene Ergebnis hinzunimmt, daB der Prozef des
Fortschreitens zu immer grofleven und gréferen unendlichen Kardinal-
zahlen ohne Schranke durchgefiihrt werden kamn. Denn ist m, die
Kardinalzahl einer beliebigen endlichen oder unendlichen Menge (z. B.

6*
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der Menge aller natiirlichen Zahlen) und wird 2% = m,, 2™ =m,

gesetzt usw., so ist zunichst nach dem soeben bewiesenen Satz:
my<<my <my <...,

dann aber nach S. 74 die Summe all dieser Kardinalzahlen

ng +my, +wmy -
groBer als jede unter ihnen; wird diese Summe mit { bezeichnet,
so ist wiederum 2f>>{ usw. Auf diese Art lassen sich nicht nur zu
jeder einzelnen Kardinalzahl, sondern auch zu jeder Menge von
Kardinalzahlen immer grofBere Kardinalzahlen bilden.

Fir endliche Zahlen m, #, p werden in der Arithmetik die Be-

ziehungen bewiesen:

mremb = mrre, e pt = (m-p), (m*)P = m"P.

Genau die nimlichen Beziehungen gelten fiir beliebige (endliche oder
unendliche) Kardinalzahlen nt, n, », und zwar (bei den ersten zwel
Gleichungen) auch fiir beliebig viele Faktoren. Der Beweis 1aBt sich
ohne besondere Schwierigkeit in der Weise filhren, daB nach den
Definitionen der Addition, Multiplikation und Potenzierung die linke
wie die rechte Seite jeder Beziehung filir sich in passender Weise
berechnet und dann, vornehmlich unter Anwendung der auf S. 71f.
angegebenen Rechenregeln fiir die Multiplikation, gezeigt wird, dal
die erhaltenen Ergebnisse paarweise iibereinstimmen.

Man versuche zur Ubung etwa den Beweis der dritten Beziehung
auf Grund der Camforschen Definition der Potenz (mittels der Be-
legungsmenge) zu erbringen!

Gehen wir jetzt zu Beispielen iiber, so soll vor allem die Potenz 10
berechnet werden. Wir bilden zu diesem Zweck, von der Cantorschen
Potenzdefinition ausgehend, eine Menge von der Kardinalzahl q (d. h.
eine abzihlbare Menge), etwa die Menge N ={1, 2, 3,...} aller
natiirlichen Zahlen, und belegen sie mit einer Menge von der Kar-
dinalzahl 10, wofiir wir die Menge M ={0,1,2,..., 8, 9} wihlen.
Wenn wir, wie im zweiten Beispiel auf S. 81, die Elemente von N
als die Stellenzeiger eines Dezimalbruchs (rechts vom Komma) autfassen
und wenn wir links vom Komma stets eine Null anschreiben, so stellt,
ahnlich wie dort, die Belegungsmenge (N/M) ersichtlich die Menge aller
(endlichen und unendlichen) mit O, ... beginnenden Dezimalbriiche dar.
Diese Menge besitzt also die Kardinalzahl 10% — Diese Tatsache
macht sich der Leser, der etwa die Camforsche Definition zunichst
iiberschlagen hat, auch leicht auf Grund der Potenzdefinition von S. 80
klar; er bilde zur Konstruktion von 10% das Produkt M, -M,-M,- ...
von abzdhlbar unendlich vielen Mengen, deren jede 10 Elemente um-
faBt, und iberzeuge sich, dafl die Elemente der Verbindungsmenge
bis auf die Schreibweise mit den oben bezeichneten Dezimalbriichen
zusammenfallen.
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Die Kardinalzahl dieser Menge von Dezimalbriichen kénnen wir
andererseits auch auf folgende Art bestimmen: Nach S. 39 besitzt
die Menge aller unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 die
Michtigkeit ¢. Die Menge aller endlichen (abbrechenden) Dezimal-
briiche zwischen O und 1 ist eine unendliche Teilmenge der Menge
aller rationalen Zahlen zwischen 0 und 1, da sich jeder abbrechende
Dezimalbruch auch als gemeiner Bruch (mit einer Potenz von 10 als
Nenner) schreiben 1aBt; die Menge aller endlichen Dezimalbriiche
ist also abzdhlbar (S. 26). Die Menge aller endlichen und unend-
lichen Dezimalbriiche zwischen O und 1 hat demnach die Michtig-
keit ¢4 a, die nach S. 67 gleich ¢ ist. Wir haben also das folgende
Ergebnis gewonnen:

100 =¢.

DaBl in dieser Beziehung gerade die Kardinalzahl 10 auftritt,
beruht allein darauf, daB unser Ziffernsystem, das auch der Bildung
der Dezimalbriiche zugrunde liegt, entsprechend der Anzahl unserer
Finger auf die Zahl 10 gegriindet ist. Von der Tatsache, daB der
Mensch zehn Finger besitzt, kénnen aber die Wahrheiten der Mathe-
matik nicht abhingig sein. Wirklich kann man alle reellen Zahlen
ebensogut unter Zugrundelegung einer beliebigen anderen natiirlichen
Zahl n, die nur nicht die Eins sein darf (weil deren Potenzen alle
wieder gleich Eins sind), in Form unendlicher und abbrechender
»Systematischer n-albriiche“ darstellen, wobei statt der Potenzen von

10 und 11—0 die Potenzen von # und % die Rolle der Einheiten spielen.

Wihlt man z. B. # =2, so werden alle reellen Zahlen zwischen 0
und 1 durch alle unendlichen ,Dualbriiche der Form 0, bbby ...
dargestellt, wobei fiir b,, b, usw. nur die zwei Werte 0 und 1 zu-
lassig sind. Setzt man auf Grund dieser elementaren Tatsache der
Arithmetik in der zuletzt angestellten Betrachtung # an die Stelle
von 10, so ergibt sich:

n® = ¢ (n beliebige von 1 verschiedene endliche Kardinalzahl).
Da also im besonderen auch 2%=¢ ist, so folgt nach S. 83 der Satz:

Die Menge aller Teilmengen einer abzihlbaren Menge (2. B. der
Menge der natiirlichen Zahlen) besitzt die Michtigkeit ¢ des Kontinuums.

Dafi die Menge aller n-albriiche zwischen 0 und 1 #quivalent ist der
Menge aller Dezimalbriiche zwischen diesen Grenzen, lifit sich auch leicht
direkt beweisen, ohne Berufung auf arithmetische Tatsachen Wir benutzen
zu diesem Zwecke (nach J. Kénig [Zitat von S. 152], S. 219f.) den Aquivalenz-
satz und wéhlen fiir » der Anschaulichkeit halber einen bestimmten Zahlenwert,
etwa n = 2 (Dualbriiche). Dann ist einerseits die Menge der Dualbriiche einer
Teilmenge der Dezimalbruchmenge #quivalent, nimlich der Menge all der
Dezimalbriiche, in denen nur die Ziffern 0 und 1 vorkommen; jeder Dezimal-
bruch dieser Art lifit sich ja als Dualbruch lesen und umgekehrt. Andererseits
kann man der Menge aller Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 leicht eine #qui-
valente Teilmenge der Dualbruchmenge auf folgende Art zuordnen: ist ein
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Dezimalbruch 0, a,4,4, ... vorgelegt, dessen Ziffern a,, a, usw. (allgemein ay)
also sdmtlich zwischen 0 und 9 liegen, so soll an Stelle von a; eine Eins mit
Voranstellung von gj Nullen treten, also eine Gruppe von ay-- 1 Ziffern; z. B.
ist so der Dezimalbruch 0,41021 ... zu ersetzen durch

0,0000101100101 ...

Hiernach wird jedem Dezimalbruch eindeutig ein gewisser Dualbruch zu-
geordnet, und zwar umkehrbar eindeutig, da nach dieser Vorschrift niemals
zwel verschieden geschriebenen Dezimalbriichen der ndmliche Dualbruch ent-
sprechen kann. Es ist also die Menge der Dualbriiche dquivalent einer Teil-
menge der Menge der Dezimalbriiche, diese umgekehrt dquivalent einer Teil-
menge der Menge der Dualbriiche; nach dem Aquivalenzsatz sind somit beide
Mengen einander dquivalent, ihre Kardinalzahlen 2% und 10° also gleich.

Unter Benutzung der Cantorschen Potenzdefinition sieht man sofort, daf
¢ gleich der auf S. 47 eingefiihrten Kardinalzahl § ist; denn die dort unter-
suchte Menge aller zwischen 0 und 1 eindeutigen reellen Funktionen l4dfit sich
als die Belegungsmenge des Kontinuums mit sich selbst (genauer: der Menge
der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 mit der Menge aller reellen Zahlen) auf-
fassen. Man erkennt an diesem Beispiel deutlich die Fruchtbarkeit des Be-
griffs der Belegungsmenge. — Es ist iibrigens nach den Potenzregeln
‘=29 =2%¢=2° [nach (4) auf S.75], d.h. schon die Menge der reellen
Funktionen, die nur zwei (oder endlich viele) verschiedene Werte (z. B. nur die
Werte 0 und 1) annehmen konnen, besitzt die Kardinalzahl §; diese ist danach
gleichzeitig die Kardinalzahl der Menge aller Teilmengen des Kontinuums.

Wir stellen noch einige weitere Beispiele fiir das Potenzieren von
Kardinalzahlen zusammen. Es ist: a®>=a-a=a (Gleich. (2) auf S. 74),
a®=q%a=a-a=a, allgemein

a" = q fiir jede endliche Kardinalzahl #.

Weiter ergibt sich bei Benutzung der Potenzregeln (S. 84):
a® = (n-a)® (Gleich. (1) auf S. 74)=n".q"

= n9°0. 0% (Gleich. (2) auf S. 74) = (n?)2-a® = (n°-a)®

= (c-a)" (sieche S.85) = ¢® (Gleich. (4) auf S. 75)

= (n%) = n%% = n® =, also

a®=c.

Dieses Beispiel zeigt deutlich die Mdglichkeit eines fruchtbaren Rechnens
mit unendlichen Kardinalzahlen auf Grund der fiir sie giiltigen Rechen-
regeln.

Ferner ist nach Gleichung (5) auf S. 75 ¢* =c¢-c =, also auch
¢ =c%.¢c=c.c =c¢ usw, allgemein ¢" = ¢ fiir jede endliche Kardinal-
zahl n. Dies folgt iibrigens nunmehr weit einfacher aus

"= (29" = 20 = 2% = .
Weiter gilt:
€8 = (ga)a = 200 — 20 __
Mit berechtigter Genugtuung konnte Cantor 1895 auf diese kurze

und gewissermaBen mechanische Ableitung der Beziehungen ¢* = ¢
und ¢® = ¢ hinweisen, die ihn 18 Jahre vorher eine lingere und in
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thren Methoden Erfindergeist erfordernde Abhandlung gekostet hatte
(vgl. die Ableitung von ¢-¢ = cauf S. 75ff.). Das Rechnen mit den un-
endlichen Kardinalzahlen auf Grund der eingefiihrten Definitionen und
der aus ihnen folgenden Rechenregeln erweist sich so als ein wert-
voller Mechanismus zur Ersparnis gedanklicher Arbeit; gerade die Er-
findung derartiger Mechanismen gehort zu den bevorzugten Aufgaben
der Mathematik und spielt vielfach fiir den Fortschritt der Wissen-
schaft eine entscheidende Rolle (vgl. die Erfindung der Differential-
und Integralrechnung).

Genau entsprechend, wie wir auf S. 76 sahen, daB die Menge
aller Punkte eines Quadrats oder auch einer unbegrenzten Ebene die
Kardinalzahl ¢? besitzt, erkennt man, daBl die Menge aller Punkte eines
Wiirfels oder des unbegrenzten dreidimensionalen Raumes die Kardinal-
zahl ¢® hat (entsprechend der Dimensionenzahl 3). Wir erhalten also
das merkwiirdige Ergebnis:

Die Menge aller Punkte des unendlichen dreidimensionalen Raumes
besitzt die Kardinalzahl ¢ des Kontinuums. Man kann also die Menge
aller Punkte des Raumes auf die Menge aller Punkte einer noch so
kleinen linearem Strecke so abbilden, daf3 jedem Punkt des Raumes ein
einziger Punkt der Strecke zugeordmet ist und umgekehrt.

Spricht man, wie es der Mathematiker vielfach tut, auch von Rdumen
mit mebr als drei Dimensionen, so wird konsequenterweise jeder Punkt des
Raumes durch so viele unabhingige reelle Zahlen (,Koordinaten*) definiert,
als die Anzahl der Dimensionen betridgt. Die Menge aller Punkte eines Raumes

von # bzw. a Dimensionen hat also die Kardinalzahl ¢» bzw. ¢o; denn jeder
Punkt ist umkehrbar eindeutig durch einen Komplex von Koordinaten

(1) Zgy « o5 Tn) bzw. (2, 2,5, Ty - - +)

bestimmt, wobei die einzelnen Koordinaten alle reellen Zahlen durchlaufen,
Da, wie wir sahen, ¢#=¢0:=¢ ist, so gilt:

Auch die Menge aller Punhkte cines Raumes von beliebig (endlich) vielen
Dimensionen oder von abzdhibar unendlich vielen Dimensionen hat nur die gleiche
Kardinalzahl ¢ wie die Menge aller Punkte des eindimensionalen (lineaven) Kon-
tinuums.

Zum Schlufi werde von den Begriffen und Ergebnissen des Potenzierens
noch eine Anwendung gemacht, die auch auBerhalb der Mengenlehre von
Interesse ist und die gleichzeitig die Bedeutung des Aquivalenzsatzes ins
richtige Licht riickt. Wir betrachten die Menge S aller stetigen veellen Funktionen
v = f(x) einer veellen Vevinderlichen x. Dabei setzen wir, ohne den Begriff der
Stetigkeit scharf zu zergliedern, iiber ihn nur das Eine als bekannt oder
plausibel voraus: der Wert einer stetigen Funktion fiir einen bestimmten Wert
(Stelle) » ist vollig bestimmt durch die Funktionswerte in der ,Nachbarschaft¥,
d. h. an den Stellen, die sich von der urspriinglichen Stelle um geniigend wenig
unterscheiden. Daher ist eine stetige Funktion schon vollsténdig (auch fiir die
irrationalen ) gegeben, sobald nur ihre Werte an den rationalen Stellen z
bekannt sind; denn den irrationalen Stellen kommen immer rationale beliebig
nahe (vgl. S, 110). Wenn wir nun die Menge aller rationalen Zahlen z mit der
Menge aller reellen Zahlen y belegt denken, so entsteht eine Belegungsmenge
von der Kardinalzahl ¢0 = ¢ (siehe oben), als deren Teilmenge wir die Menge S
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der stetigen Funktionen auffassen konnen; jede stetige Funktion stellt nimlich
nach dem Gesagten eine Belegung der rationalen Zahlen x mit reellen Zahlen y
dar (was sich iibrigens nicht umkehren ldfit, da auch die Werte y an den
rationalen Stellen x nicht ganz beliebig vorgeschrieben werden diirfen, weil
wegen der Stetigkeit der Wert an einer rationalen Stelle durch die Werte an
den benachbarten rationalen Stellen mitbestimmt sind; auf diesen recht ver-
wickelten Sachverhalt braucht gliicklicherweise gar nicht eingegangen zu
werden). Umgekehrt ist aber eine Teilmenge der Funktionenmenge S dquivalent
dem Kontinuum, z. B. schon die Menge aller konstanten (und daher von selbst
stetigen) Funktionen (S. 49). Die Kardinalzahl von S ist also nach dem Aqui-
valenzsatz (vgl. S. 58) zugleich <c¢ und >¢, also gleich ¢. Der Aquivalenz-
satz, der daher hier nicht entbehrlich ist, erlaubt uns, von dem oben an-
gedeuteten komplizierten Verhdltnis der Menge S zu der betrachteten Be-
legungsmenge ganz abzusehen. Wir erhalten so das Ergebnis, das zu dem
Satz von S. 47 iiber die Kardinalzahl der Menge aller reellen Funktionen in
scharfem Gegensatz steht: Die Menge aller veellen stetigen Funkiionen einer
reellen Veranderlichen hat die Mdchtigkeit des Kontinuums.

§ 9. Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus.

All unsere bisherigen Uberlegungen haben an den Begriff der
unendlichen Menge nur in der einen Richtung angekniipft, daff wir
uns mit den Kardinalzahlen der Mengen beschiftigt haben, d. h. mit
dem, was je allen untereinander Aquivalenten Mengen gemeinsam ist.
Da der Hauptzweck des vorliegenden Buches nicht sowohl der ist,
einen gleichmiBigen Uberblick iiber das Gesamtgebiet der Mengen-
lehre zu geben, als vielmehr der, dem Leser die Méglichkeit der Ein-
fihrung ,,unendlich groBer Zahlen“ und ihrer verniinftigen und frucht-
baren Verwendung vor Augen zu filhren, so erscheint diese Hervor-
hebung des Aquivalenzbegriffs als berechtigt; denn in den unendlichen
Kardinalzahlen, ihrer Vergleichung und dem Rechnen mit ihnen haben
wir eine besonders einfache und wichtige Klasse solcher Zahlen und
ihre Eigenschaften kennen gelernt.

Zwei dquivalente Mengen werden aber im allgemeinen, auch
wenn man von der besonderen Natur ihrer Elemente absieht, neben
der ihnen gemeinsamen Kardinalzahl noch Verschiedenheiten auf
weisen, deren Gesamtheit man als die verschiedene Anordnung threr
Elemente bezeichnen kann. Ist z. B. M die Menge der natiirlichen
Zahlen in der gewdhnlichen Reihenfolge: M ={1,2,3,...}, N die
Menge aller positiven Briiche, die ihrer Gréfle nach (also nicht etwa
so wie auf S. 23) geordnet sind, so sind zwar M und N &quivalent,
aber in bezug auf die Ordnung ihrer Elemente ganz verschieden:
M hat ein erstes Element 1 und zu jedem anderen Element von M
gibt es ein unmittelbar vorangehendes und ein unmittelbar nach-
folgendes; N besitzt dagegen kein erstes Element, da es keinen
kleinsten positiven Bruch gibt, und zwischen je zwei positiven Briichen
liegen immer noch positive Briiche (z. B. ihr Mittel), so daB ein be-
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liebiges Element von N weder einen unmittelbaren Vorginger noch
einen unmittelbaren Nachfolger besitzt. Ja auch eine und die nam-
liche Menge zeigt ein sehr verschiedenes Aussehen je nach der Art
der Anordnung ihrer Elemente. Z. B. besitzt die Menge aller ganzen
Zahlen in der ,natiirlichen“ Reihenfolge

{.,—3 —2,-1,0,1,2,3,...}
kein erstes Element, wohl aber in der Anordnung
{09 1: _1} 29 —'23 3) ""39'})

andere, wesentlich verschiedene Anordnungen fiir diese namliche
Menge sind z. B. die folgenden:

{0,2,—-2,4,—4,6,—6,...1, — 1,3, — 3,5, — 5, ...},
{0, —8,—4,0,4,8,...... ,—17,—3,1,5,9,...
e, —6,—2,2,6,10,... ... , —5,—1,8,7,11,...}.

Bevor wir in die systematische Entwicklung eintreten, sollen einige
Bemerkungen iiber die Bedeutung der Theorie der Ordnung und der
geordneten Mengen vorangeschickt werden. Vor allem sei der (freilich
iiber die Grenzen der rein mathematischen Betrachtung hinausfiihrende)
Hinweis gestattet, daB in gewisser Hinsicht die geordmete Menge den
primidren Begriff darstellt, aus dem der Begriff der Menge schlechthin
erst durch einen Abstraktionsakt hervorgeht, gewissermaBen mittels
Durcheinanderschiitteln der (urspriinglich in bestimmter Reihenfolge
befindlichen) Elemente (vgl. Cantors auf S. 44 erwihnte Einfiihrung
des Begriffs der Kardinalzahl); denn sowohl unsere Sinne (Gesicht,
Gehor usw.) wie auch unser Denken vermitteln uns Einzeldinge und
-begriffe in der Regel in einer gewissen raumlichen oder zeitlichen
Ordnung, und wenn wir die Elemente einer nichtgeordneten Menge
(z. B. der aller Buchstaben dieses Buchs) uns gedanklich oder in
schriftlicher bzw. gedruckter Wiedergabe einzeln vor Augen fiihren
wollen, kann dies nicht anders als in gewisser Reihenfolge geschehen.
Von dieser Erwigung aus konnte man sogar daran denken, die Theorie
der Ordnung (geordnete Mengen) vor der Theorie der Aquivalenz (Kar-
dinalzahlen, ungeordnete Mengen) zu entwickeln; dies wire jedoch
schon deshalb unpraktisch, weil die letztere, auf eine weitergehende
Abstraktion sich stiitzende Theorie unvergleichlich viel einfacher ist —
ganz abgesehen davon, daB die systematische Entwicklung in der
Mathematik meist vom Allgemeinen zum Besonderen fortschreitet, was
der hier verwendeten Reihenfolge entspricht.

Neben diesen mehr psychologischen Erwigungen ist es aber
namentlich die Riicksicht auf die Bediirfnisse der Mathematik selbst, die
die Theorie der Ordnung und der geordneten Mengen zu einem be-
sonders wichtigen, ja geradezu dem anwendungsfihigsten Teilgebiet
der Mengenlehre stempelt. Zundchst haben wir mit der Einfithrung
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der unendlichen Kardinalzahlen nur eine einseitige Verallgemeinerung
des Begriffs der natiirlichen Zahl iiber das Endliche hinaus vor-
genommen. Denn die endlichen Zahlen dienen ja im Leben und in
der Wissenschaft nicht allein der Bezeichnung der Anzahl (der Be-
antwortung der Frage: wieviele Elemente kommen 1n einer vorgelegten
endlichen Menge vor?), sondern gleichzeitig auch der Bezeichnung der
Ordnungszahl, also dem Zweck des sukzessiven Aufzdhlens der ein-
zelnen Elemente in der Reihenfolge erstens, zweitens, drittens usw.,
was psychologisch (Zahlen des Kindes) wie mathematisch (vgl. z. B.
die auf S. 16, FuBnote 2, erwihnten Schriften von Hélder und Loewy)
sogar die einfachere Seite des Zahlbegriffs darstellt, Bei den end-
lichen Zahlen braucht man allerdings in der weiteren mathematischen
Behandlung nicht mehr zwischen Kardinalzahlen und Ordnungszahlen
zu unterscheiden; das liegt an der uns zwar durch die GewGhnung
als selbstverstindlich erscheinenden, in Wirklichkeit aber keineswegs
trivialen und dbrigens mathematisch streng beweisbaren Tatsache,
wonach man bei jeder wie immer vorgenommenen Numerierung der
Elemente einer gegebenen endlichen Menge stets mit der nidmlichen
Nummer (Ordnungszahl) zum Abschlu kommt?!); diese Ordnungszahl
kann man daher, als Kardinalzahl aufgefaBt, unzweideutig zur Angabe
der Anzahl der Elemente der Menge verwenden, und ebenso um-
gekehrt. In scharfem Gegensatz hierzu lassen sich, wie das letzte
Beispiel des vorletzten Absatzes und weitere nachfolgende Beispiele
zeigen, die Elemente einer gegebenen unendlichen Menge M auf (sogar
unendlich viele) wesentlich verschiedene Arten ordnen, so dafl zur
Kardinalzahl von M nicht mehr bloB eine, sondern verschiedene Typen
der Anordnung gehdren. Will man also den ZihlprozeB iiber die
endlichen Ordnungszahlen hinaus aufs Unendliche verallgemeinern, so
kommt man mit den unendlichen Kardinalzahlen, in denen allzuviel
Abstraktion steckt, nicht aus; man mul3 neue ,Zahlen«“ schaffen, also
Zeichen, die wir den einzelnen Elementen einer geordneten Menge in
Riicksicht auf die Plitze, die sie innerhalb der Menge einnehmen,
zuordnen konnen, Zu solchen Zeichen, die man als ,,Ordnungstypen
bzw. ,,Ordnungszahlen bezeichnet und die eine neue Art ,,unendlicher
Zahlen* darstellen, ist Canfor bereits sehr frithzeitig gelangt, und zwar
von den geordneten Mengen ausgehend auf dem entsprechenden Weg,
der von den Mengen schlechthin zu den Kardinalzahlen fihrt.

AuBer dieser wesentlich prinzipiellen Bedeutung ist schlieBlich
die Theorie der geordneten Mengen von entscheidender Wichtigkeit
fiir die Anwendungen der Mengenlehre auf andere mathematische Diszi-

1) Vgl. das Beispiel 1 auf S. 94. Beweise fiir diese Tatsache, auf deren
Bedeutung zuerst wohl E. Schréder hingewiesen hat, findet man z. B. in den
zitierten Schriften von Hélder und Loewy.
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plinen, namentlich auf Funktionentheorie und Geometrie. Innerhalb
der Theorie der Aquivalenz werden nimlich, gerade vermoge der
auBerordentlicben Allgemeinheit des Aquivalenzbegriffs, die spezielleren
mathematischen Eigenschaften, wie Zusammenhang, Stetigkeit, Nach-
barschaft usw., systematisch ausgeschaltet und geradezu von Grund
auf zerstort; man denke beispielshalber an die Abzédhlung der ratio-
nalen Zahlen bzw. rationalen Punkte (S. 22ff.) oder an die Zuordnung
der Punkte einer Strecke zu denen eines Quadrats (S.76ff). Bei
der Untersuchung der Funktionen und der geometrischen Gebilde
sind indes eben jene hier ausgeschalteten Eigenschaften von groBter
Bedeutung; diese Eigenschaften ihrem Wesen nach zu kliren und
systematisch zu erfassen, ist eine Hauptaufgabe der Mengenlehre, die
von der Theorie der geordneten Mengen geleistet wird.

Wir beginnen mit der Einfilhrung des Begriffs der ,,geordneten
Menge“. In Anlehnung an den gewdhnlichen Sprachgebrauch versteht
man darunter eine Menge, fiir die eine Regel (Gesetz) gegeben ist,
wodurch fir irgend je zwei Elemente devr Menge stels bestimmi wird,
dap eines vorangeht (friiher kommt, kleiner ist) und das andere nach-
folgt (spdter kommt, gréfer ist). Da die betreffende Regel innerhalb
gewisser sogleich zu erwidhnender Grenzen willkiirlich bleibt und an
sich nichts mit GréBe oder rdumlichen bzw. zeitlichen Verhiltnissen
zu schaffen hat, ist eine moglichst allgemeine Bezeichnung der frag-
lichen Ordnungsbeziehung (wie ,vorangehen* und ,nachfolgen<) jeder
spezielleren (wie ,kleiner« und ,,gréBer®) vorzuziehen; die Regel konnte
ja z. B. auch festsetzen, daB das groBere Element vorangeht, das
kleinere nachfolgt. Wie immer eine derartige Anordnungsregel be-
schaffen ist, verniinftigerweise wird sie stets folgende drei Eigen-
schaften besitzen: Erstens wird kein Element sich selber vorangehen;
zweitens wird kein Element einem und demselben anderen Element
gleichzeitig vorangehen und nachfolgen?); drittens wird ein Element,
das einem zweiten vorangeht, wihrend dieses zweite seinerseits einem
dritten vorangeht, um so mehr selber dem dritten Element vorangehen.

Diese drei Eigenschaften, aber nichts Weiteres, wollen wir iiber
die Anordnungsbeziehung fiir Mengen voraussetzen; im iibrigen kann
diese also vollig willkiirlich sein. Der bequemen Bezeichnung wegen
benutzt man fiir die Anordnungsbeziehung ein Zeichen, etwa < (nicht
zu verwechseln mit dem fiir die Gréfenordnung der Kardinalzahlen
verwendeten Zeichen <); wir schreiben also 4 <b (gelesen etwa:
»a vor b“), wenn von den zwei Elementen ¢ und b einer Menge auf
Grund der Anordnungsregel a vorangeht und b nachfolgt. Vollig

1) Diese zweite Eigenschaft ist iibrigens von selbst erfiillt, wenn das
ndmliche von der ersten und der dritten gilt (vgl. S. 130).
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gleichbedeutend mit ¢ b soll die Schreibweise b& a (,,b nach )
sein. Die drei angefiihrten Eigenschaften lassen sich dann so aus-
driicken:

1. Es ist nie e Sa; 2. es ist nie gleichzeitig ¢ S b und b S a;
3. aus ¢ 3b, b3c folgt aSc.

Ist zu einer Menge M eine Regel gegeben, die zu jedem Paar
(a, b) verschiedener Elemente aus M eine der Beziehungen a<b
und b S ¢ festlegt und dabei den drei angefiihrten Eigenschaften Ge-
niige leistet, so sprechen wir von der einfach geordneten Menge M
oder kurz von der geordneten Menge M. Die Regel kann, wenn
M eine endliche Menge ist, durch Aufzdhlung aller Paare von Ele-
menten und Angabe der jeweils giiltigen Ordnungsbeziehung aus-
gedriickt werden (etwa tabellarisch). Ein derartiges Verfahren ist
natiirlich bei einer wumendlichen Menge M unmoglich. Hier muB
an die Stelle einer Aufzihlung oder Tabelle das Hilfsmittel treten,
dessen sich die Mathematik allgemein bedient, um unendlich viele
Einzelsachverhalte in einen endlichen Ausdruck zu kleiden: das Gesetz,
zu dessen Aussprache man meist Formeln benutzt. Es verhilt sich
damit ebenso wie mit der Abbildung zweier Aquivalenter Mengen
(d. h. der umkehrbar eindeutigen Zuordnung ihrer Elemente), die zwar
bei endlichen Mengen-durch eine Summe von Einzelvorschriften, bei
unendlichen aber nur durch Angabe eines Zuordnungsgesetzes zu voll-
ziehen ist. Bei den vier auf S. 89 angedeuteten Anordnungen der
Menge aller ganzen Zahlen z. B. sind die Anordnungsgesetze vollstin-
dig so auszusprechen: 1. von zwel ganzen Zahlen geht die kleinere
voran; 2. von zwei ganzen Zahlen geht die mit dem Kkleineren ab-
soluten Betrag (S. 28) voran, von zwei Zahlen mit dem niamlichen ab-
soluten Betrag die positive; 3. von zwei ganzen Zahlen geht stets
die gerade der ungeraden voran; sind beide gerade oder beide un-
gerade, so geht die Zahl mit dem kleineren absoluten Betrag voran,
schlieBlich von zwei Zahlen mit dem nadmlichen absoluten Betrag die
positive; 4. von zwei ganzen Zahlen geht diejenige voran, die bei
der Division durch 4 den kleineren der Reste 0,1, 2,3 gibt; geben
beide Zahlen denselben Rest, so geht die kleinere voran.

Aus den Eigenschaften der Ordnungsbeziehung folgt, daB zwischen
irgend zwei Elementen g und b einer wie immer geordneten Menge
(den Fall der Identitit von a und b eingeschlossen) stets eine einzige
der folgenden drei Beziehungen besteht: a =b, a 3 b, a & b. Durch die
Regel, die eine Menge M ordnet, werden natiirlich gleichzeitig alle Teil-
mengen von M geordnet; wir konnen daher jede Teilmenge einer ge-
ordneten Menge ohne weiteres selbst als geordnete Menge betrachten,
Zwel geordnete Mengen werden nur dann als gleich bezeichnet, wenn
sie die ndmlichen Elemente enthalten und iiberdies die Anordnungs-
beziehung fiir jedes Paar gleicher Elemente beidemal die namliche ist.
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Aus der namlichen Menge kann man also sehr wohl verschiedene
geordnete Mengen bilden (vgl. S. 89). Weitere Beispiele geordneter
Mengen werden wir unmittelbar nach der nichsten Definition (S. 94ff.)
kennen lernen,

Eine beliebig gegebene Menge braucht nicht geordnet zu sein
(wenn wir auch beim Aufschreiben oder Aussprechen gewisser ihrer
Elemente uns unwillkiirlich gezwungen sehen, dies in einer bestimmten
Reihenfolge zu tun). Die Frage, ob es mdglich ist, eine gegebene
Menge stets zu ordnen -— d.h. eine Ordnungsbeziehung von den an-
gefithrten Eigenschaften in ihr durch eine Regel festzulegen oder
tiberhaupt festgelegt zu denken — wird uns spéter (S.140ff; vgl.
auch S. 214) beschiftigen. Auch auf das Problem, ob und wie man
den Begriff der Ordnung und der geovdneten Menge auf die Be-
griffe der Funktion oder der Aquivalenz wund schlieflich auf den der
Menge schlechthin zuriickfiihren kann, kommen wir noch kurz zuriick
(S. 213).

Erwahnt seien die folgenden kurzen und anschaulichen Be:
zeichnungen: Stehen drei Elemente g, b, ¢ einer Menge zueinander
in den Beziehungen ¢ b und b 3¢, so sagt man, b liege ,zwischen“
den Elementen g und ¢. Geht ein Element g einer Menge im Sinne
der Ordnungsbeziehung allen ibrigen Elementen der Menge voran,
so nennt man es das ,erste“ Element der Menge; folgt 4 allen
iibrigen Elementen der Menge nach, so heiit 4 das ,letzte« Element
der Menge.

Die nidmliche Bedeutung, die bei Mengen schlechthin der
Aquivalenzbegriff besitzt, hat bei geordneten Mengen der Begriff der
»Ahnlichkeit*. Man setzt nimlich fest:

Definition. Eine geordnete Menge M heiBt einer geordneten
Menge N dhnlich, wenn die Elemente von N denjenigen von M auf
solche Art zugeordnet werden konnen, daB erstens jedem Element m
von M in umkehrbar eindeutiger Weise ein einziges Element # von
N entspricht und daBl zweitens bei dieser Zuordnung auch die An-
ordnung entsprechender Elemente die ndmliche ist (d. h. daB, falls
m und n sowie s und »' zwei Paare entsprechender Elemente sind,
aus der in M geltenden Beziehung: m < m’ stets die Beziehung in
N: n3n' folgt und umgekehrt). Eine Zuordnung zwischen den Ele-
menten der geordneten Mengen M und N, welche die beiden an-
getiihrten Eigenschaften besitzt, nennt man eine dhnliche Ab-
bildung zwischen den beiden Mengen. Man bezeichnet die Tat-
sache, daB die geordnete Menge M der geordneten Menge N ihn-
lich ist, durch die Schreibweise: M ~ N (gelesen: M ahnlich N).

Nach dieser Definition kann Ahnlichkeit nur zwischen &qui-
valenten Mengen bestehen (wegen der ersten Eigenschaft der dhn-
lichen Abbildung). Ahnliche Mengen sind also stets dquivalent, wihrend
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aquivalentc geordnete Mengen keineswegs einander dhnlich zu sein
brauchen. Z.B. konnen die geordneten Mengen?)

M=1{1,2,38,4,..}und N={.., 4, 3, 2, 1},

die sogar die namlichen Elemente enthalten, also sicherlich dquivalent
sind, nicht dhnlich sein. Denn eine auf Grund einer dhnlichen Abbildung
zwischen M und N dem Element 1 von N zugeordnete Zahl von M
miiite allen anderen Zahlen von M nachfolgen, wie dies die Zahl 1
in N tut; offenbar geht aber jede Zahl von M gewissen anderen vor-
aus, niamlich allen im gewohnlichen Sinn groBeren Zahlen.

Aus der Definition der Ahnlichkeit flieBen (vgl. S.13ff.) unmittel-
bar die beiden Tatsachen, daB jede Menge?) sich selbst dhnlich ist und
daB (wie zum Teil in der Ausdrucksweise schon stillschweigend benutzt)
die Eigenschaft der Ahnlichkeit zweier Mengen M und N eine gegen-
seitige ist, d. h. daB zugleich mit M ~ N auch N~ M gilt. Ferner
erkennt man ohne weiteres, -daB3, falls M der Menge N und diese
wiederum der Menge P adhnlich ist, auch die Menge M ihrerseits
der Menge P ahnlich ist; man hat zum Nachweis dieser Tatsache
je eine adhnliche Abbildung zwischen M und N und zwischen N und
P in der namlichen Weise miteinander zu verkniipfen, wie dies fiir
dquivalente ungeordnete Mengen auf S. 14 geschah.

Beispiele. 1. Die geordneten Mengen {1, 2, 3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2},
{1, 3, 2}, {3,2,1}, {2, 1, 3} sind alle einander ahnlich. Es leuchtet
ein, daB} eine endliche Menge stets iiberhaupt geordnet werden kann;
wird niamlich ein beliebiges Element als erstes, ein beliebiges anderes
als zweites bezeichnet usw., so kommt dieses Verfahren stets zum
AbschluB (vgl. S.16). Ferner sind offenbar (vgl. oben S. 90) zwei
endliche Mengen, die dquivalent sind (d. h. gleichviel Elemente auf-
weisen), stets auch &dhnlich, wie immer ihre Elemente angeordnet
werden mogen; denn es kénnen ja die ersten Elemente, die zweiten,
die dritten usw. beziiglich einander zugeordnet werden. Fiir den
vollstindigen Beweis dieser Tatsachen sei auf die oben gemachten
Angaben verwiesen.

2. Wird die Menge aller natiirlichen Zahlen wie auch die Menge
aller rationalen Zahlen jeweils der GroBe nach geordnet, d. h. so,
daB stets die kleinere Zahl der groBeren vorangeht, so sind diese
beiden Mengen sicher nicht #hnlich, obgleich sie Z#quivalent sind.
Denn es kann z. B. der Zahl 1 der ersten Menge keine Zahl
der zweiten entsprechen, weil der Zahl '1 in der ersten Menge

1) Die in den Mengen geltenden Ordnungsbeziehungen sind hier und nach-
stehend durch die Reihenfolge angedeutet, in der die Elemente angeschrieben
werden.

2} Der Zusatz ,geordnet bleibt nachstehend, wo ohne Mifiverstindnis
moglich, 6fters fort.
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kein anderes Element vorangeht, wihrend in der zweiten Menge
jeder rationalen Zahl andere Zahlen vorangehen, da es ja keine
kleinste rationale Zahl gibt. Ordnet man dagegen die Menge aller
rationalen Zahlen so, wie es auf S. 23 geschehen ist, also in der
Reihenfolge {},9, —1,2 1, ..}, so ist diese geordnete Menge dhn-
lich der Menge der ihrer GroBe nach geordneten natiirlichen Zahlen;
denn 1Bt man die Zahlen } und 1, ¢ und 2, — ! und 3 usw. ein-
ander entsprechen, so ist ersichtlich die Reihenfolge fiir jedes Paar
von Elementen der einen Menge dieselbe wie fiir das Paar der ent-
sprechenden Elemente der anderen Menge.

3. M sei die Menge aller rationalen Zahlen; N sei die Menge
aller rationalen Zahlen, ausgenommen die Zahlen zwischen 0 und 10,
und zwar soll auch noch Q, nicht aber 10 zu N gehoren; die Ele-
mente beider Mengen sollen ihrer GroBe nach angeordnet sein. Dann
ordnen wir von den negativen rationalen Zahlen einschlieBlich 0, die

in beiden Mengen vorkommen, jede sich selber zu; ist dagegen%

irgendeine positive rationale Zahl aus M, so ordnen wir ihr die

rationale Zahl 10 -} %n: 10'7:!——@ aus N zu und umgekehrt (also der

Zahl%aus N die Zahl% — 10 aus M) Auf diese Weise erhalten

wir offenbar eine Zdhnliche Abbildung zwischen den geordneten
Mengen M und N.

Eine ahnliche Abbildung zwischen beiden Mengen wird aber un-
moglich, sobald wir in die Menge N auch noch die Zahl 10 auf
nehmen und die so entstehende geordnete Menge mit N’ bezeichnen.
Denn dann ist in N’ zwar 0310, aber keine Zahl von N’ liegt
zwischen 0 und 10, d.h. O ist unmittelbarer Vorganger von 10. In
M dagegen liegen zwischen je zwei verschiedenen Zahlen stets noch
weitere Zahlen von M (z. B. ihr Mittel). Ist nun @ irgendeine Ab-

bildung zwischen den Mengen M und N’, so seien ’:—: bzw. %die ra-

tionalen Zahlen aus M, die den Zahlen O bzw. 10 aus N’ entsprechen.
m 14

. . . . ..om s . r-n .
Das (arlthmetlsche) Mittel zwischen 2 und Z ist - s 5 WIr
n s 2 2.m-s

wollen diese Zahl zur Abkiirzung mit ? bezeichnen. Dann liegt be-

kanntlich, wie tubrigens sehr leicht nachzuweisen 1st,%zw150hen;

und%. Die vermége der Abbildung & der Zahl Pvon M entspre-
chende Zahl von N’ sei endlich mit % bezeichnet. Wenn nun @ eine

dhnliche Abbildung zwischen M undi N’ darstellen soll, so muB, da

0 310 ist, auch —Zf S % sein; daher ist% 32 ; < % Dagegen kann un-
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moglich 0 %%% 10 sein, wie es der Fall sein miiBte, wenn die Ab.

bildung @ dhnlich wire; denn zwischen 0 und 10 liegt ja iiberhaupt keine
Zahl von N’. Eine &dhnliche Abbildung zwischen den Mengen M
und N’ kann also nicht existieren.

Die Hinzufligung eines Elementes zu einer von zwei dquivalenten
unendlichen Mengen kann das Bestehen der Aguivalenz sicher nicht
storen (vgl. S.19). Unser Beispiel Zeigt dagegen, daB dies bei dhn-
lichen Mengen in bezug auf die Ahnlichkeit sehr wohl der Fall sein
kann.

4. Wir betrachten einmal eine von links nach rechts ziehende
beiderseits unbegrenzte gerade Linie und ferner eine zu ihr parallele

gerade Strecke AB von der Linge 1 (vgl. Fig. 10); M sei die Menge
aller Punkte der geraden Linie, N die Menge aller Punkte der
Strecke ausschlieflich ihrer beiden Endpunkte. Wir wollen beide
Mengen ordnen durch die Vorschrift, fir zwei Punkte P und Q
der geraden Linie oder der Strecke solle P <3 (Q gelten, wenn P
links von Q liegt, dagegen P& (, wenn P rechts von Q gelegen
ist. Um die Ahnlichkeit dieser zwei geordneten Mengen nach-
zuweisen, denken wir uns die (etwa durch einen diinnen Draht dar-
gestellte) Strecke in der Mitte rechtwinklig geknickt und die geknickte
Strecke ohne Umlegung so an die gerade Linie angelegt, wie es
auf S. 39 (Fig. 5) geschah und in Fig. 10 wieder ausgefiihrt ist. Wie

A P T Q8

y. J B
><>Q\
/Pl U Q:
Fig. 10.

dort ziehen wir weiter von dem Punkte S aus alle moglichen Strahlen,
die die geknickte Strecke wie auch die gerade Linie in je einem
Punkt schneiden. Eine Abbildung zwischen den Mengen M und N
werde nun wie auf S. 39 hergestellt durch die Vorschrift, daB je ein
Punkt der Strecke und der geraden Linie, die auf dem nimlichen
von S ausgehenden Strahle liegen, einander zugeordnet werden sollen.
Diese Abbildung ist dhnlich, wie schon der Augenschein lehrt. Denn
sind P und Q zwei Punkte der Strecke, von denen (in der urspriing-
lichen Lage der Strecke) P links von Q gelegen ist, so liegt der zu P zu-
geordnete Punkt P’ der geraden Linie links von dem zu Q zugeord-
neten Punkt Q' der Geraden. M ist also nicht nur &dquivalent N,
sondern auch dhnlich N.
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Diese Zuordnung wird dagegen unméglich, wenn wir zur

Menge N noch einen der Endpunkte der Strecke AB, etwa den
linken 4, rechnen. Bei unserer Zuordnung entspricht jedenfalls diesem
Punkt kein Punkt der geraden Linie, weil die Verbindungslinie
zwischen S und 4, die der Geraden parallel ist, diese iiberhaupt nicht
schneidet. Es kann aber nach der Hinzufiigung von 4 auch keine
andere dhnliche Abbildung zwischen den beiden Mengen geben; denn
dem Punkte 4 geht kein Punkt der Strecke voran, wihrend es zu
jedem Punkt der Geraden noch links von ihm gelegene Punkte der
Geraden (sogar unendlich viele) gibt.

Ubertragen wir die Verhiltnisse dieses Beispiels aus dem Reich
der raumlichen Anschauung in das der Zahlen, indem wir die gerade
Linie als Zahlengerade, die Strecke als ein beliebiges Stiick derselben
(etwa von O bis 1) mit AusschluB der Endpunkte betrachten, so er-
halten wir das folgende Ergebnis: Ist M die Menge aller der GroBe
nach geordneten reellen Zahlen, N die Menge der (ebenfalls der
GroBe nach geordneten) reellen Zahlen zwischen O und 1 (oder
zwischen irgend zwei reellen Zahlen) unter Ausschluf der Grenzen,
so sind beide Mengen &hnlich. Dies ist dagegen nicht ‘mehr der

Fall, wenn man zu der zweiten Menge ihre Grenzen oder eine von
ihnen hinzurechnet.

5. M sei die Menge aller Punkte einer unbegrenzten Ebene, z. B. einer
allseitig ins Unendliche fortgesetzt gedachten Seite dieses Buches. In dieser
Ebene sei ein Quadrat von beliebiger Griofie gezeichnet (vgl. Fig. 11 auf S. 98),
etwa so, dafi zwei Quadratseiten von links nach rechts, die anderen zwei also
von unten nach oben verlaufen; N sei die Menge aller innerhalb dieses Qua-
drats gelegenen Punkte, wihrend die auf den Seiten des Quadrats liegenden
Punkte nicht zu N gehéren sollen. Beide Mengen mdgen durch die nidmliche
Bestimmung geordnet sein: von zwei Punkten soll derjenige als vorangehend
bezeichnet werden, der weiter /snks als der andere gelegen ist; liegt von zwei
Punkten der Menge M oder N keiner links vom anderen, d. h. liegen beide
Punkte genau untereinander (also auf einer Parallelen zu den von unten nach
oben verlaufenden Quadratseiten), so soll derjenige Punkt dem anderen voran-
gehen, der wunter dem anderen gelegen ist. Man iiberzeugt sich, dafi unsere
Vorschrift die drei Eigenschaften, die flir jede Ordnungsbeziehung erfiillt sein
miissen (S. 92), wirklich besitzt; M und N sind also geordnete Mengen.

Um eine #Zhnliche Abbildung zwischen den beiden Mengen herzustellen,
denken wir uns die untere der beiden von links nach rechts verlaufenden und
die linke der beiden von unten nach oben verlaufenden Quadratseiten jeweils
unbegrenzt nach beiden Seiten verlingert; wir wollen diese zwei geraden
Linien, deren Schnittpunkt die linke untere Quadratecke O ist, als Achsen
unserer Ebene bezeichnen und zwar in der angefiihrten Reihenfolge als wage-
rechte und senkrechte Achse. Dann kann jeder Punkt P der Ebene, im be-
sonderen also auch jeder Punkt des Quadrats, genau wie auf S. 76 vollstandig
bestimmt werden durch -Angabe der Fufipunkte P, (auf der wagerechten Achse)
und P, (auf der senkrechten Achse) der Linien (Lote), die von P aus senkrecht
zu den Achsen auf diese gefidllt werden.

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 7



98 § 9. Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus.

Es sei nun P ein ganz beliebiger Punkt der Ebene, P, und P, die zu
ihm gehorigen Fufipunkte auf der wagerechten und der senkrechten Achse;
ebenso moge Q@ einen beliebigen Punkt innerhalb des Quadrats, 9, und Q, die

zu ihm gehorigen FuBpunkte
p auf den Achsen bezeichnen.
7 Dann liegt Q, auf der wage-

| rechten Achse speziell inner-
{ halb der unteren Quadrat-
| seite, 0, auf der senkrechten
! Achse speziell innerhalb der
! linken Quadratseite (jeweils
{ die Quadratecken ausge-
l
|
|
{
4

Bl e

Qz - __'_-\Q

schlossen); P, und P, da-
gegen kénnen auf den Achsen
innerhalb oder aufierhalb der
Quadratseiten liegen, auch
mit Quadratecken zusammen-
fallen. In Beispiel 4 haben
wir eine bestimmte dhnliche
Abbildung zwischen der
Fig. 11. Menge aller Punkte einer un-
begrenzten Geraden und der
Menge aller Punkte einer Strecke kennengelernt; diese Abbildung benutzen wir
jetzt, um in umkehrbar eindeutiger und #hnlicher Weise alle Punkte der wage-
rechten Achse den Punkten der unteren Quadratseite, alle Punkte der senk-
rechten Achse den Punkten der linken Quadratseite zuzuordnen. Endlich
setzen wir fest: Der Punkt P der Ebene, d. h. der Menge M, soll dem Punkt Q
des Quadratinnern, d. h. der Menge N, dann und nur dann zugeordnet sein,
wenn gemiB der soeben angegebenen Zuordnungsvorschrift der Punkt P, dem
Punkte Q, und gleichzeitig der Punkt P, dem Punkte (, entspricht.

Die sich so ergebende Abbildung zwischen den Mengen M und N ist
dhnlich. Am einfachsten erkennt dies der Leser dadurch, dafi er zwei be-
liebige Punkte der einen Menge annimmt, die ihnen entsprechenden Punkte
der anderen Menge zeichnerisch aufsucht und dann tiberlegt, daf und aus
welchem Grunde die Reihenfolge der Punkte beidemal die ndmliche ist. Hierbei
ist besondere Aufmerksamkeit dem Falle zuzuwenden, wo die beiden Punkte
der eien (und daher auch der anderen) Menge gerade untereinandey liegen.

wagerechte
Achse

|
I
|
|
|
[
%
!
]
&

YOy
apyoasquas |Q

Genau wie wir vom Begriff der Aquivalenz zu dem der Kardinal-
zahl oder Michtigkeit kamen (S. 43), gelangen wir jetzt vom Begriff
der Ahnlichkeit zu dem des ,,Ordnungstypus®. Wir wollen nimlich
das Gemeinsame, was jeweils allen untereinander &hnlichen geord-
neten Mengen eigentiimlich ist, ihren Ordnungstypus nennen. Die
Aussage ,zwei geordnete Mengen besitzen den nidmlichen Ordnungs-
typus“ ist also nur eine andere Ausdrucksweise fiir die Tatsache, daf3
die beiden Mengen &hnlich sind. Liegt eine bestimmte geordnete
Menge vor, so erhalten wir, wenn wir von der speziellen Natur ihrer
Elemente absehen, den Ordnungstypus; lassen wir auch noch die An-
ordnung der Elemente auBer acht, so gelangen wir zur Kardinalzahl
(vgl. die Beispiele des § 2, S. 4ff.). Zur Kritik und Rechtfertigung der
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neuen Begriffsbildung gilt genau Entsprechendes, wie auf S. 44 zum
Begriff der Kardinalzahl bemerkt wurde.

Da zwei 4quivalente endliche Mengen stets ahnlich sind (vgl.
S. 94), so entsprechen die endlichen Kardinalzahlen umkehrbar ein-
deutig den Ordnungstypen der endlichen Mengen; wir kénnen daher
auch diese ,endlichen Ordnungstypen“ mit 1, 2, 3 usw. bezeichnen
und so die Doppelbedeutung der natiirlichen Zahlen, als Anzahlen
(Kardinalzahlen) und Ordnungszahlen zu dienen, rechtfertigen. Z. B. ist
3 der Ordnungstypus der Menge {1, 2, 3} oder der Menge {a, b, c},
wo a, b, ¢ beliebig sind. Die Ordnungstypen unendlicher Mengen
pflegt man mit kleinen griechischen Buchstaben zu bezeichnen. So ist w
der Ordnungstypus der (offenbar untereinander dhnlichen) abgezdhiten
unendlichen Mengen, z. B. der Menge der natiirlichen Zahlen in der
gewohnlichen Reihenfolge; der umgekehrte Ordnungstypus, also der
der Menge (..., 4, 3, 2, 1) wird mit *ew bezeichnet, wie {iberhaupt
fir den Ordnungstypus der geordneten Menge, die aus einer Menge
vom Ordnungstypus u durch Umkehrung der Anordnung entsteht, die
Schreibweise *u iiblich ist.

In den Ordnungstypen unendlicher Mengen kénnen wir ebenso
wie in ihren Kardinalzahlen ,junendliche Zahlen* erblicken. Eine sinn-
gemifBe Anordnung dieser ,,Zahlen® nach ihrer ,,GroBe“, wie sie fiir
die Kardinalzahlen in § 6 festgesetzt wurde, laBt sich freilich nicht
ermoglichen; geht man nimlich an diese Aufgabe in einem dem
dortigen Gedankengang entsprechenden, zweckmiBig verdnderten Sinn
heran, so zeigt sich, dal man im allgemeinen von zwei gegebenen
Ordnungstypen weder einen als den kleineren noch (auf Grund der
Definition der Ahnlichkeit) beide als gleich ansehen kann. Zwei
Ordnungstypen sind also in der Regel unvergleichbar; man legt den
Ordnungstypen deshalb nicht die Bezeichnung ,Zahlen® bei, mit der
die Vorstellung einer Ordnungsfihigkeit ,der GréBe nach“ verbunden
zu, werden pflegt. Eine besondere Klasse von Ordnungstypen werden
wir in § 11 als durchwegs vergleichbar kennenlernen und daher als
, Ordnungszahlen“ bezeichnen.

Dagegen kann das Rechnen mit Ordnungstypen ganz allgemein
und ebenso bestimmt erklirt und ausgefilhrt werden wie das Rechnen
mit Kardinalzahlen. Hierbei bleiben freilich die Rechenregeln, die
fir das Rechnen mit gewdhnlichen Zahlen gelten und die sich auch
beim Rechnen mit Kardinalzahlen als giiltig erwiesen haben, nicht
mehr vollstindig, sondern nur zum Teil bestehen. Wir wollen uns
iibrigens im wesentlichen auf die Addition der Ordnungstypen be-
schrianken, deren Kenntnis auch fiir den nichsten Paragraphen von
Nutzen sein wird.

M sei eine geordnete Menge vom Ordnungstypus u, ferner N
eine geordnete Menge vom Ordnungstypus v, die zu M elemente

i
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fremd ist, also kein Element von M enthdlt!). Wir bilden dann die
Vereinigungsmenge der beiden Mengen (S. 61) und ordnen sie durch
folgende Vorschrift: sind m, und m, Elemente aus M und besteht in
M die Beziehung m, S m,, so soll auch in der Vereinigungsmenge
m, 3 m, gelten; sind #, und n, Elemente aus N und ist in N n, S n,,
so soll die namliche Beziehung in der Vereinigungsmenge bestehen;
ist endlich m irgendein Element von M, »n irgendein Element von
N, so soll in der Vereinigungsmenge stets m <# gelten. Mit an-
deren Worten: Die Ordnung der Elemente von M und von N soll
in der Vereinigungsmenge beibehalten werden, dagegen sollen alle
Elemente von M allen Elementen von N in der Vereinigungsmenge
vorangehen. Die durch diese Vorschrift geordnete Vereinigungsmenge
S wird als die Summe der geordneten Mengen M und N (in
dieser Reihenfolge), der Ordnungstypus o der geordneten Menge S
als die Summe der Ordnungstypen x und » (in dieser Reihen-
folge) bezeichnet; man schreibt:

S=M-+N, o=u-+v».

Ein MiBverstindnis wegen der Ubereinstimmung dieser Schreib-
weisen mit denen, die fiir die Addition von ungeordneten Mengen und
Kardinalzahlen benutzt werden, ist micht zu befiirchten; denn ob das
Zeichen -} im einen oder im anderen Sinn gemeint ist, geht daraus
hervor, ob M und N ungeordnete oder geordnete Mengen bzw. ob
u und ¥ Kardinalzahlen oder Ordnungstypen sind. Fiir den Fall lauter
endlicher Zahlen, wo die Bezeichnung doppelsinnig ist, wird die Auf-
fassung offenbar gleichgiiltig (vgl. das nachstehende Beispiel 1).

Sind M,, M,, N,, N, lauter geordnete Mengen, von denen M,
und N,, ferner M, und N, gegenseitig elementefremd sind, und ist
M,~M,, N,~N,, so istauch M, + N,~ M, + N,, wie man sich
durch Zusammenfassung je einer zwischen M, und M, einerseits,
zwischen N, und N, andererseits bestehenden &hnlichen Abbildung
iiberzeugt (vgl. S. 63). Dies muB3 auch der Fall sein, wenn die obige
Definition der Addition zweier Ordnungstypen u und » einen be-
stimmten Sinn haben soll, unabhingig von der besonderen Wahl
der geordneten Mengen M und N (vgl. dieselbe Uberlegung bei der
Addition von Kardinalzahlen, S. 64 f.).

Beispiele zur Addition zweier Ordnungstypen. 1. Es ist {1, 2, 3}
56,7,8y=1{1,23,4,56,7, 8} und {4, 5, 6, 7,8} 4 {1, 2, 3}
5,

+
— 6,78 1,2 3}. Gehen wir von den Mengen zu ihren Ord-

14,
{4

1) Diese Beschrinkung ist deshalb notig, weil sonst moglicherweise die
Reihenfolge zweier in beiden Mengen vorkommender Elemente in der einen
Menge umgekehrt ist wie in der anderen, so daf es unmoglich wird, die Reihen-
folge in der Summe beizubehalten.
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nungstypen iiber, so ergeben sich also zwischen den endlichen
Ordnungstypen 3, 5, 8 die folgenden Beziehungen: 3 - 5 =8 und
54 3=8. .

Man sieht leicht ein, daB entsprechende Beziehungen fiir be-
liebige endliche Ordnungstypen bestehen und da demnach ebenso
wie fiir endliche Kardinalzahlen der Satz gilt: Die Summe zweier
endlicher Ordnungstypen ist wieder ein endlicher Ordnungstypus, und
zwar ist diese Summe unabhingig von der Reihenfolge der Sum-
manden. Weiter erkennt man, daB die Rechenregeln fiir die Addition
endlicher Ordnungstypen mit den fiir die Addition endlicher Kardinal-
zahlen giiltigen genau iibereinstimmen.

2. M sei die geordnete unendliche Menge {2, 3, 4,...}, N die
Menge {1}; der Ordnungstypus von M ist w (S.99), der von N ist 1.
Der Ordnungstypus der Summe {2, 3, 4, ...1}, in der auf eine abge-
zahlte unendliche Menge ein weiteres Element folgt, ist gemiB der
Definition der Addition w -4 1. Dieser Ordnungstypus, bei dem ein
letztes Element auftritt, ist sicherlich verschieden vom Ordnungstypus w,
bei dem kein letztes Element vorkommt. Wird dagegen bei der
Addition die Menge N vorangestellt, so erhilt man als Summe die
geordnete Menge {1, 2, 3,4, ...}, d. h. wiederum eine abgezihlte un-
endliche Menge; daher ist 1 - w = w. Esistalso w -4 1 verschieden
von 1 -} w.

Man schlieBt entsprechend weiter, daB w + 1, w + 2, w -+ 3 usw.
lauter verschiedene Ordnungstypen sind, daB dagegen fiir jeden end-
lichen Ordnungstypus # stets gilt: # + @ = w. Ebenso sind 1 - *w,
2 + *w, 3 4+ *w usw. lauter verschiedene Ordnungstypen, wihrend
fir jeden endlichen Ordnungstypus n offenbar *w + 5 = *w ist.

3. Durch Addition der geordneten Mengen {1,3,5, ...} und
{2, 4,6, ..} erhilt man die geordnete Menge {1,38,5,...2,4,6,...},
deren Ordnungstypus also mit w 4 w zu bezeichnen ist. Fiigt man
noch eine endliche Menge, etwa {3> %, 1} hinzu, so erhilt man je
nach der Stelle, an der diese Menge als Summand eingesetzt wird,
die Beziehungen

St+o+t+w=0+w, o+3+w=w+w;

dagegen ldBt sich der Ordnungstypus w - w -+ 3 nicht mehr ein-
facher darstellen. Ebenso ist offenbar fiir jeden endlichen Ordnungs-
typus »

nt+rowt+o=wt+owo=0t+nr+o,

wihrend w +w, o +w+1, o + o+ 2, w-+ w4 3 usw. lauter
verschiedene Ordnungstypen sind.

4. Durch Addition einer Menge vom Ordnungstypus * und
einer Menge vom Ordnungstypus @, z. B. der Mengen {.., =3,
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—2, —1, 0} und {1, 2, 3,...}, erhilt man eine Menge vom Ord-
nungstypus *w - w; das ist also der Ordnungstypus der Menge aller
ganzen Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge:

{..,—3 —2,—-1,01,2,3,..).

Dieser Ordnungstypus andert sich offenbar nicht, wenn zwischen der
ersten und der zweiten Menge eine beliebige endliche Menge als
Summand eingeschoben wird, deren Elemente man sich nach Belieben
mit denen der ersten Menge (am Ende) oder mit denen der zweiten
(am Anfang) vereinigt denken kann; es ist also fiir jeden endlichen
Ordnungstypus # stets *w +# + o = *w 4+ w. Dagegen erkennt
man genau wie bei den zwei letzten Beispielen, daB # 4-*w + w
und *w 4 w 4 # fiir alle endlichen Ordnungstypen # lauter unter-
einander (und natiirlich auch von *w -}- ) verschiedene Ordnungstypen
darstellen.

Weitere Beispiele fiir die Addition von Ordnungstypen werden
uns im nichsten Paragraphen entgegentreten.

Wir haben bei den Beispielen 3, und 4, schon stillschweigend
die Rechenregel

(@+pB+r=ct+(B+v)

benutzt, die besagt, daB es bei der Addition von drei Ordnungstypen
o, B, y gleichgiiltig ist, in welcher Weise je zwei Summanden zu-
sammengefaBt werden. Diese Tatsache geht aus der Definition der
Addition von Ordnungstypen ohne Schwierigkeit hervor, wie sich der
Leser leicht klarmacht!); sie berechtigt uns, fiir jene Summe auch
(unter Weglassung der Klammern) e« 4 f - y zu schreiben, was wir
oben bereits getan haben. Diese Schreibweise ist gleichzeitig im Ein-
klang mit der untenstehenden Definition der Addition von mehr als
zwei Ordnungstypen. Dagegen gilt die fiir gewohnliche Zahlen m
und # (wie auch fir beliebige ungeordnete Mengen oder Kardinal-
zahlen) bestehende Regel m —+ n = n - m nicht mehr allgemein fiir
die Addition von geordneten unendlichen Mengen und von Ordnungs-
typen unendlicher Mengen, wie unsere Beispiele zeigen; bei der Ad-
dition solcher Ordnungstypen darf also die Reihenfolge der Sum-
manden nicht miteinander vertauscht werden.

Ganz analog wie bei der Addition der Kardinalzahlen lift sich
nun die Definition der Addition von zwei Ordnungstypen auf eine
beliebige Menge von Ordnungstypen iibertragen?). Man wird also
festsetzen:

1) Man hat dazu nachzuweisen, dafi in den entsprechenden geordneten
Vereinigungsmengen die Anordnung je zweier gleicher Elemente beidemal die
nédmliche ist,

2) Hierfiir gilt sinngemiifi die Fufinote von S. 64.
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Definition. = Gegeben sei eine beliebige geordnete Menge
M={..a...8...y...}, deren Elemente «, 8, y,... lauter Ord-
nungstypen seien (die geordnete Menge M braucht natiirlich, wie
auch durch die Schreibweise angedeutet ist, keineswegs etwa ein erstes
Element oder zu jedem ihrer Elemente einen unmittelbaren Nach-
folger zu enthalten) Um die Summe der Ordnungstypen der Menge
M zu bilden, wahle man zu jedem Ordnungstypus ¢, 8, 7, ... aus M
je eine beliebige geordnete Menge 4 vom Ordnungstypus ¢, B vom
Ordnungstypus §, C vom Ordnungstypus y usw., und zwar derart, daf
die gewiahlten Mengen paarweise elementefremd sind, also kein Ele-
ment in mehreren von ihnen gleichzeitig vorkommt. Wir bilden dann
die Vereinigungsmenge S=-.-+4+..-+B+4+...-C-... und
ordnen sie durch die Festsetzung, daB fiir die Ordnungsbeziehung je
zweier Elemente aus wverschiedenen der Mengen A, B, C, ... stets
die Ordnung der zugehérigen Ordnungstypen in M maBgebend sein
moge, daB also die Elemente von 4 denen von B, die Elemente
von B denen von C vorangehen sollen usw.; die Ordnung der Ele-
mente jeder einzelnen der geordneten Mengen A4, B, C, ... unter-
einander soll dagegen unverdndert in die Vereinigungsmenge S iiber-
nommen werden. Dann wird der Ordnungstypus ¢ der geordneten
Menge S als die Summe der Ordnungstypen der Menge M be-
zeichnet; man schreibt: '

o=rridadf Byt

Wiederum ist das Ergebnis der Addition davon unabhingig,
welche besonderen geordneten Mengen A4, B, C, ... als Vertreterinnen
der Ordnungstypen «, 8, y, ... gewidhlt werden; bei anderer Auswahl
erhidlt man nidmlich eine geordnete Vereinigungsmenge S’, die der
geordneten Menge S &hnlich ist.

Ohne naher auf die Multiplikation der Ordnungstypen eingehen
zu wollen, bemerken wir nur, daB eine Spezialisierung der Verhilt-
nisse, wie sie bei der soeben angegebenen Definition auftraten, natur-
gemidl zum Produkt zweier Ordnungstypen fiihrt. Besitzt namlich
die in der Definition vorangestellte geordnete Menge M den Ordnungs-
typus u und sind die in M enthaltenen Ordnungstypen «, f, 7, ...
alle gleich «'), so erhalten wir in ¢ eine Summe von lauter gleichen
Summanden ¢, die in der Kardinalzahl und Anordnung der geord-
neten Menge M auftreten. Entsprechend der Erklirung der Multi-
plikation in der Arithmetik als einer wiederholten Addition bezeichnet
man dann ¢ als das Produkt der Ordnungstypen a und g (in
dieser Reihenfolge) und schreibt:

o=0au- - u.

1) Vgl. die vorangehende Fufinote.
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Ist z. B. ¢« = w, p=2, so erhilt man 6 =w + 0w = w-2 etwa
als den Ordnungstypus der Menge

{1,38,5,...2,4,6,..).

Ist dagegen ¢ = 2, u = w, so ergibtsich 6=2+242+...=2.0
etwa als der Ordnungstypus der Menge :

{a, b, ay, by, ag by, ..},

d. h. einer abgezihlten unendlichen Menge. Da w den Ordnungs-
typus einer abgezihlten Menge bezeichnet, so haben wir damit er-
kannt, daB 2. = e ist. Entsprechend schlieBt man fiir jeden end-
lichen Ordnungstypus #: # - w = w, wahrend die Ordnungstypen w - 1=w,
-2, w-3, ... alle untereinander verschieden sind. Bei der Multi-
plikation zweier Ordnungstypen darf also die Reihenfolge der Fak-
toren nicht vertauscht werden; vielmehr ist daran festzuhalten, daB
der erste Faktor den Ordnungstypus angibt, der wiederholt zu addieren
ist (,,Multiplikand“), wihrend der zweite Faktor ausdriickt, ,wie oft«
und in welcher Anordnung diese wiederholte Addition ausgefiihrt
werden soll (,Multiplikator«)?),
Im besonderen gilt fiir jeden Ordnungstypus u:

p=1p=-dldedlfd1+4..",

d. h. ein beliebiger Ordnungstypus liBt sich als eine Summe dar-
stellen, deren Summanden simtlich gleich (der endlichen Ordnungs-
zahl) 1 sind und in der durch u bestimmten Reihenfolge und Haufig-
keit in der Summe auftreten. Man vergleiche dazu das entsprechende
Ergebnis fiir Kardinalzahlen (S. 73).

Weitere Beispiele fiir die Multiplikation von Ordnungstypen
werden wir im Laufe der folgenden Betrachtungen (S.118ff., 126
und 132) kennen lernen.

Es ist leicht, die obige Erklirung des Produkts auf den Fall
endlich vieler miteinander zu multiplizierender beliebiger (endlicher
oder unendlicher) Ordnungstypen auszudehnen und demgemil Po-
tenzen von Ordnungstypen mit endlichen Exponenten zu definieren,
Die Verallgemeinerung auf den Fall unendlich vieler Faktoren begegnet
dagegen sehr wesentlichen Schwierigkeiten; es ist nimlich fiir ge-
wohnlich unméglich, die (zunichst ungeordnete) Verbindungsmenge
einer unendlichen Menge geordneter Mengen in der Art zu ordnen,
wie es die sinngemiBe Ausdehnung der obigen Produktdefinition
erfordern wiirde. Eine schwierige und scharfsinnige Theorie, die
Hausdorff seit 1908 begriindet hat, rettet diese Situation durch Ein-
fiihrung einer Art Ersatzmultiplikation (und einer aus ihr naturgemal

1) Ubrigens ist diese Festsetzung der Reihenfolge in der Literatur nicht
vollig einheitlich.



§ 10. Lineare Punktmengen. 105

folgenden Ersatzpotenzierung), die sich auch zur Konstruktion von Ord-
nungstypen mannigfachster Art als niitzlich erwiesen hat; diese Multi-
plikation und Potenzierung von Ordnungstypen ist aber grundverschieden
von den entsprechenden Operationen fiir Kardinalzahlen. Hier geniige
der Verweis auf Hausdorff, 5. und 6. Kapitel, besonders S. 147ff.

§ 10. Lineare Punktmengen?).

Wir wollen uns jetzt des Begriffs der geordneten Menge zu einigen
Uberlegungen bedienen, die nicht unmittelbar auf die Definition ,,unend-
licher Zahlen“ gerichtet sind. Sie filhren uns statt dessen auf an-
schauliches Gebiet und zeigen, wie die Methoden der Mengenlehre gleich
einem Mikroskop von unendlicher VergroBerung noch Feinheiten
unterscheiden lassen, die sich dem Auge des ohne Mengenlehre
arbeitenden Geometers vollkommen entziehen.

Wir gehen aus von einer beiderseits unbegrenzten geraden Linie,
die der Einfachheit halber von links nach rechts verlaufen mége. Um
die Punkte der Geraden kurz bezeichnen zu konnen, denken wir sie
uns als Zahlengerade; jede reelle Zahl stellt dann auch einen gleich-
bezeichneten Punkt der Geraden dar?). Wir betrachten die Menge M
aller Punkte der Geraden und ordnen sie durch die Festsetzung, daBl <
als ,,links von* erklirt werden soll; zwischen zwei verschiedenen Punkten
P und Q unserer Menge besteht also die Beziehung P 3 Q oder P & Q,
je nachdem P links von Q oder rechts von Q liegt. Alle folgenden
Uberlegungen betreffen Teilmengen der geordneten Punktmenge M, die
samtlich geordnet sind durch die in M giiltige Anordnung. Jede
gewonnene Erkenntnis {iber unsere Menge oder iber Teilmengen von
ihr liefert uns gleichzeitig ein Ergebnis iiber geordnete Mengen recller
Zahlen; wir brauchen dazu nur von den Punkten zu den sie bezeich-
nenden Zahlen uberzugehen und diese, wie es stets geschehen soll,
ihrer GréBe nach angeordnet zu denken.

1) Diesev Pavagrvaph kann ohne Beeintrdchtigung des Verstindnisses alles
spater Folgenden diberschlagen werden. Auch die in den Definitionen dieses
Paragraphen eingefithvien Begriffe und Bezeichnungen werden spdter wicht mehy
benutat.

?) Um diese mehrfach benutzte umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen
allen reellen Zahlen und allen Punkten einer Geraden in aller Strenge zu be-
griinden, muffi man, abgesehen von einer vollstindigen Theorie der reellen
Zahlen (vgl. nachfolgende Fufinote), auch eine geometrische Forderung zu-
grunde legen, die einer geraden Linie eine geniigend starke Besetzung mit
Punkten garantiert. Neben Dedekind (vgl. nachfolgende FufBinote) hat auch
Cantor sich mit dieser Frage friihzeitig beschiftigt: Math. Ann. § (1872), 128.
Man vergleiche etwa die’ Darstellung bei Loewy (Zitat von S. 16), S.188—191,
wo man auch weitere Literaturangaben findet, zu denen noch Hélders Aufsatz
in den Berichten der math.-phys. Klasse d. Sichs. Ges. d. Wiss. 1901, bes. S. 30,
hinzugefiigt sei.
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Wir beginnen mit einigen Definitionen, in denen , Punktmenge«
(genauere Bezeichnung: ,lineare Punktmenge®) stets eine beliebige,
aber mindestens drei Punkte enthaltende (geordnete) Teilmenge unserer
geordneten Menge M bedeuten soll. Beispiele folgen alsbald.

Definition 1. Eine Punktmenge N heil3t diberall dicht oder auch
schlechthin dicht#, wenn zwischen je zwei Punkten von N stets ein
weiterer Punkt von N liegt.

Sind P, und P, zwei beliebige Punkte einer iiberall dichten
Punktmenge N und ist etwa P, 3 P,, so gibt es demnach in N
einen Punkt P; von der Eigenschaft P, 3 P, S P,, ebenso Punkte
P,und P,, fiir die die Bezichungen P, S P, 3 P, und P, 3P, 3P,
gelten, und so unbegrenzt weiter. Zwischen je zwei Punkten einer
iiberall dichten Punktmenge liegen also stets unendlich viele Punkte
der Menge; um so mehr ist jede iiberall dichte Punktmenge eine
unendliche Menge.

Definition 2. Wird eine Punktmenge N derart in zwei Teil-
mengen N, und N, eingeteilt, dall erstens jeder Punkt von N einer, aber
auch nur einer einzigen der Mengen N, und N, angehért, daB3 zweitens
jede der Mengen N, und N, mindestens einen Punkt enthilt (also
keine von ihnen die Nullmenge ist) und daB drittens alle Punkte der
Menge N, links von allen Punkten der Menge N, gelegen sind, so
nennt man diese Einteilung einen Schnitt N,|N, in der Menge N1).
Besitzt die Menge N, einen letzten Punkt (rechtsseitigen Endpunkt)
P, oder die Menge N, einen ersten Punkt (linksseitigen Endpunkt) P,,
so sagt man von dem Punkte P, bzw. P, bzw. von jedem von beiden,
er erzeuge den Schnitt N1lNg- Diese Ausdrucksweise beruht darauf,
daB man in diesen Fillen den Schnitt N, | N, einfach folgendermafen
erkliren kann: zu N, gehoren alle Punkte von N, die rechts von P,
liegen, zu N, alle ibrigen Punkte von N — bzw.: zu N, gehéren
alle Punkte von N, die links von P, liegen, alle anderen zu N,.

1) Der fiir die Grundlegung der Arithmetik (Theorie der irrationalen
— d. h. der [reellen] nicht rationalen — Zahlen) wie auch der Geometrie iiber-
aus wichtige Begriff des ,,Schnittes® ist von Dedekind in seiner Schrift ,Stetig-
keit und irrationale Zahlen“ (Braunschweig 1872, 4. Aufl. 1912) eingefiihrt
worden, Unabhidngig von Dedekinds Schnitttheorie hat im namlichen Jahre
(Math. Ann 5, 1231f.) Cantor seine Ideen iiber den Begriff der Fundamental-
rethe entwickelt, auf den er die Theorie der irrationalen Zahlen griindet
und der ihm — wie oben im Text der Begriff des Schnittes — als metho-
disches Werkzeug zur Untersuchung der Punktmengen dient. Trotz der be-
quemeren Anwendbarkeit der Canforschen Methode ist hier der Auffassung
Dedekinds um ihrer begrifflichen Einfachheit willen der Vorzug gegeben.
Fiir eine vergleichende Betrachtung der beiden Theorien (sowie einer dritten,
von Weierstraff herrithrenden) in ihrer Verwendung zur Definition der
Irrationalzahlen vergleiche man Canfor, Grundlagen, S.21—27, sowie die S. 16,
Fufinote, angefiihrte Literatur.
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Ist N,|N, ein beliebiger Schnitt in N, so besteht offenbar
im Sinn der Addition geordneter Mengen (S. 100) die Beziehung:
N=N,+N,.

Fiir einen beliebigen Schnitt N, [N, in N sind nur folgende vier
einander ausschlieBende Fille moglich: 1. N, besitzt einen letzten
und N, einen ersten Punkt; 2. N, besitzt einen letzten, aber N, keinen
ersten Punkt; 3. N, besitzt keinen letzten, wohl aber N, einen ersten
Punkt; oder endlich 4. weder besitzt N, einen letzten noch N, einen
ersten Punkt. Aus Griinden, die bei den alsbald anzufilhrenden Bei-
spielen einleuchten werden, nennt man den Schnitt N, | N, im ersten
Fall einen Sprung in der Menge N, im vierten Fall eine Liicke in
der Menge N; im zweiten und dritten Fall dagegen spricht man von
einem stetigen Schmitt. Im ersten und zweiten Fall wird der Schnitt
N, |N, durch den letzten Punkt von N,, im ersten und dritten Fall
durch den ersten Punkt von N, erzeugt, wihrend es im vierten Fall
keinen Punkt von N gibt, der den Schnitt erzeugt.

Der Aufstellung weiterer Definitionen seien einige Beispiele voran-
geschickt, die den Sinn der bisherigen Erklarungen veranschaulichen
sollen. !

1. Sind P, und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden,
d. h. irgend zwei Punkte der Punktmenge M, so sei N die Menge
aller Punkte zwischen P, und P,. Sie ist {iberall dicht, und zwar
gleichviel, ob man die Punkte P, und P, odér einen von ihnen zur
Menge N rechnet oder nicht; denn in jedem dieser Falle liegt zwischen
je zwei Punkten von N stets ein weiterer Punkt von N. Auch die
Menge aller Punkte der Geraden, d. h, die Menge M selbst, ist
iiberall dicht.

2. Sind P, und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden, so
sei N die Menge aller rationalen Punkte zwischen P, und P,, also
der Punkte, die durch rationale Zahlen bezeichnet werden. Auch diese
Menge ist iiberall dicht, und zwar ebenfalls unabhingig davon, ob P,
oder P, oder beide Punkte zu N gerechnet werden oder nicht; denn
zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen (und auch, wie sich
auf S.110f. zeigen wird, zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen)
liegt stets eine weitere rationale Zahl (z. B. das arithmetische Mittel
der gegebenen rationalen Zahlen). Im besonderen ist aus demselben
Grund auch die Menge aller rationalen Punkte auf unserer Geraden
iiberall dicht. Man vergleiche hierzu die fritheren ausfithrlichen Be-
merkungen auf S. 25f.!

3. P sei ein beliebiger Punkt der Menge M aller Punkte der
Geraden. Teilen wir M in zwei Teilmengen M, und M, durch die
Festsetzung, dal zu M, alle links von P gelegenen Punkte, zu M,
dagegen alle rechts von P gelegenen Punkte einschlieBlich des
Punktes P selbst gehéren sollen, so erhalten wir einen Schnitt M, | erlg3
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in der Menge M; der Schnitt wird durch den Punkt P erzeugt. Genau
das namliche ist der Fall, wenn wir den Punkt P zu M, statt zu M,
rechnen. In beiden Fillen ist der entstandene Schnitt stetig.

Rechnen wir dagegen P weder zu M, noch zu M,, so ist M, | M,
ein Schnitt in derjenigen Teilmenge N von M, die aus M durch
Fortlassung des einzigen Punktes P entsteht. Dieser Schnitt M, | M,
in N ist eine Liicke. Denn ist P, irgendein Punkt von M,, d. h. ein
links von P gelegener Punkt der Menge M, so gehort jeder zwischen
P, und P liegende Punkt von M — da links von P gelegen —
sicherlich zu M, ; andererseits liegt jeder solche Punkt rechts von P,,
so daB P, jedenfalls nicht der letzte Punkt von M, ist. Ist ferner
P, irgendein Punkt von M,, d.h. ein rechts von P gelegener Punkt
von M, so ist genau ebenso einzusehen, dal P, nicht der erste Punkt
von M, ist. Kurz gesagt: zu jedem Punkt von M, gibt es nach
weiter rechts gelegene Punkte von M,, zu jedem Punkt von M, aber
auch noch weiter links gelegene Punkte von M,. Nach S. 107 ist
daher M, |M, eine Liicke in N. Diese Ausdrucksweise besagt an-
schaulich, daB in der Menge N sozusagen noch ein Punkt (in
unserem Fall der Punkt P) ,fehlt¥, der bei seiner Aufnahme in die
Menge N den Schnitt M, |M, erzeugen wiirde.

4. P, und P, seien zwei beliebige Punkte auf unserer Geraden,
es liege etwa P, links von P, (vgl. Fig.12). N sei die Menge, die
aus allen Punkten links von P, und allen Punkten rechts von P,

7 2
Fig. 12.

besteht, die Punkte P, und P, eingeschlossen. Erklirt man N, als
die Menge aller links von P, gelegenen Punkte von N unter Ein-
schlul von P, N, als die Menge aller rechts von P, gelegenen
Punkte von N unter EinschluB von P,, so ist N, | N, ein Schnitt in
der geordneten Menge N. Dann liegt kein Punkt von N, rechts von
P,, kein Punkt von N, links von P,; P, ist also der letzte Punkt
von N,, P, der erste Punkt von N,. Daher ist N,|N, ein Sprung
in N. Die Bezeichnung erklirt sich daraus, daB zwischen P, und P,
iiberhaupt kein Punkt von N liegt, diese Menge also einen ,,Sprung*
von P, nach P, macht.

Rechnet man dagegen den Punkt P, nicht zur Menge N (also
auch nicht zu N,), so ist der Schnitt N, | N, in N weder ein Sprung
noch eine Liicke, sondern stetig; N, hat dann ein letztes Element P,,
N, aber kein erstes Element. Die so erklirte Teilmenge N von M
ist der geordneten Menge M aller Punkte der Geraden &hnlich; man
iiberzeugt sich davon, indem man genau entsprechend wie in Bei-
spiel 3 auf S. 95 die in N, enthaltenen Punkte von N den rechts
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von P, liegenden Punkten von M &hnlich zuordnet, wihrend P, und
alle links von P, gelegenen Punkte sich selber zugeordnet werden.
Ist z. B. P, der Punkt O, P, der Punkt 10, so entspricht O und jeder
durch eine negative Zahl bezeichnete Punkt von M und N sich
selber; ist dagegen a eine positive Zahl, so ist der Punkt @ von M
dem Punkte g - 10 von N zugeordnet und umgekehrt. Obgleich
also in der Menge N alle Punkte von M zwischen O und 10 (letzteren
eingeschlossen) gewissermaBen ausgelassen sind, ist doch im Sinn
der Ahnlichkeit kein Unterschied zwischen M und N feststellbar; vom
Standpunkt der bloBen Anordnung aus, der ein Lingenmal} (GroBen-
maB) und daher den gewohnlichen Begriff der Entfernung nicht kennt,
ist die Punktmenge N ebenso stetig wie die Menge M aller Punkte .
der Geraden. Das namliche gilt, wenn der Punkt P, (10) zur Menge N
hinzugefiigt, aber dafiir der Punkt P, (0) weggelassen wird.

5. N set die Menge aller rationalen Punkte auf unserer Geraden.
Der Schnitt N, |N, werde folgendermaBen erklirt: Zu N, soll jeder
Punkt gerechnet werden, der durch eine positive rationale Zahl S
m? N
i
anderen Punkte von N sollen zu N, gehoren, also zunichst diejenigen

2

durch positive rationale Zahlen % bezeichneten Punkte, flir die 132-

bezeichnet ist, deren Quadrat groBer ist als die Zahl 2; alle

kleiner ist als 2, dann der Punkt O und schlieBlich alle durch nega-
tive rationale Zahlen bezeichneten Punkte. Wir werden sehen: N, hat
kein letztes und N, kein erstes Element; es gibt also keinen Punkt
von N, der den Schnitt N,|N, in N erzeugt, dieser Schnitt ist somit
eine Liicke.

Zunichst kann sicherlich weder der Punkt 0 noch ein durch eine
negative rationale Zahl bezeichneter Punkt den Schnitt erzeugen, weil
ja z. B. der zu N, gehdrige Punkt 1 rechts von all diesen Punkten
liegt. Es kann fiir die Erzeugung des Schnittes also nur ein Punkt

in Betracht kommen, der durch eine positive rationale Zahl f;L'L be-

zeichnet wird. Da es bekanntlich keine rationale Zahl gibt, deren
Quadrat die Zahl 2 wire?), so konnen wir die zwei “Pille unterscheiden,

') Diese Tatsache 14fit sich (so z. B. bei Euclid, @hnlich wohl schon in
der Schule des Pythagoras) folgendermafien einsehen: Eine belicbige gerade
natlirliche Zahl kann man offenbar in der Form 2p schreiben, eine beliebige
ungerade Zahl in der Form 2¢+41, wo p und ¢ natiirliche Zahlen bedeuten.

. m .
Wir wollen annehmen, das Quadrat des Bruches — wire 2, und setzen dabei
n
voraus, dafi die ganzen Zahlen m und »n keinen gemeinsamen Teiler besitzen,
. . m?
durch den man ja sonst Zdhler und Nenner kiirzen kionnte. Aus el 2 folgt

m?=2n2, d.h, m?® ist eine gerade Zahl; daher ist auch m gerade, weil das
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2 2

daB erstens %— kleiner als 2 oder zweitens ﬁz— groBer als 2 ist. Im
n

ersten Fall gibt es nun Punkte von N,, die rechts von —:Zi liegen,

im zweiten Fall Punkte von N,, die links von % liegen, wie man
auf folgende Weise zeigen kann:

Ist 1;; kleiner als 2, so liegt in der Punktmenge M, d. h. auf

unserer Geraden, der Punkt - links von dem (in N nicht vorkommen-

den) Punkt V2 von M; dabei bedeutet V2 die (zwar nicht als ge-
meiner Bruch, wohl aber als unendlicher Dezimalbruch in der Form
1,4142 . .. darstellbare) positive reelle Zahl, deren Quadrat die Zahl 2
ist. Nun liegt zwischen irgend zwei verschiedenen reellen Zahlen stets
eine rationale Zahl®) (sogar unendlich viele rationale Zahlen); ist

Quadrat einer ungeraden Zahl wieder ungerade ist. Da also m durch 2 teilbar
ist, etwa m = 2p¢, so kann » nicht gleichfalls durch 2 teilbar sein; % ist somit
ungerade. Andererseits folgt aus 4 p? = 2#?, daf »? =292, also n gerade ist.
Das so erhaltene widerspruchsvolle Ergebnis, wonach # gleichzeitig ungerade

. . . m? -
und gerade sein miifite, zeigt, dafi die Annahme —-=2, von der wir aus-
n

gingen, falsch sein mufi; die Quadratwurzel aus 2 ist keine rationale, sondern
eine irrationale Zahl. )

1) Diese spiter (S, 119) nochmals benutzte Tatsache lifit sich unter Ver-
wendung der einfachsten Eigenschaften der Dezimalbriiche folgendermafien
beweisen: Es sei A die kleinere, B die grifiere der zwei gegebenen, der
Eintachheit halber als positiv angenommenen reellen Zahlen. Liegt zwischen A4
und B eine ganze Zahl, so ist diese eine zwischen 4 und B gelegene ratio-
nale Zahl. Ist das nicht der Fall, so schreiben wir 4, wenn mdoglich, als ab-
brechenden, sonst als unendlichen Dezimalbruch, dagegen B jedenfalls als un-
endlichen Dezimalbruch (vgl.S.32); 4 und B treten also auf in der Form

A=m, a,a,a;a, ..., B=m, b bybyb, ...,
wobei m eine beliebige (aber beidemal die ndmliche) positive ganze Zahl (oder
Null) bedeutet und a,, b,, a,, b, usw. lauter Ziffern der Reihe 0, 1, 2, ..., 9 sind;
im besonderen werden bei 4 nicht etwa schliefilich lauter Neunen, bei B nicht
schliefilich lauter Nullen auftreten. Dann kann eine gewisse Folge gleich-
numerierter Ziffernpaare: a4, und b,, a, und b,, a, und b, usw. moglicherweise
aus paarweise gleichen Ziffern bestehen, also a4, =b,, a,=b, usw.; jedenfalls
gibt es aber eine natiirliche Zahl » (die auch schon 1 sein kann) von der
Eigenschaft, daff @, und b, die beiden ersten an entsprechender Stelle
stehenden Ziffern sind, die sich voneinander unterscheiden (a, verschieden
von b,); ist schon a, verschieden von b,, So ist x =1. Wir wollen etwa an-
nehmen, es sei # =4, ohne dafi dadurch die Allgemeingiiltigkeit der folgenden
Uberlegung beeintrichtigt wiirde; dann ist @, =b,, a, =b,, a; =b,, aber a,
verschieden von b, und zwar, da 4 kleiner als B sein sollte, a, kleiner als b,;
dies ist beispielsweise der Fall fiir 4 = 27,2534, B =27,2537272 ... . Dann
liegt z. B. die Zahl
C=m, b, b,b,b, (in unserem Beispiel die Zahl C = 27, 2537)

zwischen 4 und B; denn C ist zunidchst grofier als 4, weil b, grofier ist
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— 2
g eine zwischen —:1:— und V2 gelegene rationale Zahl, so ist % kleiner

als 2, weil —% kleiner ist als \/5 Da also der Punkt —Zi, der rechts

von % liegt, noch zu N, gehort, ist o sicher nicht der letzte Punkt

2
von N,. Genau entsprechend ergibt sich, falls ::i_, groBer ist als 2,

ein zu N, gehoriger Punkt —2’—, der links von dem Punkte —7:— liegt;

% kann also auch nicht der erste Punkt von N, sein. Es enthilt

also weder N, einen letzten noch N, einen ersten Punkt, d. h. der
Schnitt N, [N, in N ist wirklich eine Liicke.

Dies andert sich jedoch sogleich, falls wir auch noch den Punkt
V2 von M in die Menge N aufnehmen. Gleichviel ob wir dann diesen

Punkt zu N, oder zu N, rechnen, jedenfalls wird der Punkt V2 den
Schnitt N, | N, in N erzeugen. Denn in beiden Fillen besteht z. B.

N, aus allen rechts von V2 gelegenen Punkten von N und nur aus
ihnen (evtl. unter EinschluB des Punktes V2 selbst); liegt namlich der

Punkt Zn’f (;:— positive rationale Zahl> rechts vom Punkte V2, so be-

—_ 2
sagt dies, daB die Zahl “* gréBer ist als die Zahl V2, d. h. daB 2
n n2

groBer ist als 2, wie dies das Kennzeichen der Punkte von N, sein

sollte. Durch Hinzufiigung des Punktes }/2 ist also jene Liicke in der
Menge N (nicht aber etwa ihre iibrigen Liicken) beseitigt.
Alles in diesem Beispiel Gesagte gilt, wie leicht einzusehen ist,

véllig entsprechend, wenn V2 durch irgendeine andere nicht rationale
reelle Zahl ersetzt wird.

Es mogen nun einige weitere Bezeichnungen, die Punktmengen
betreffen, angegeben werden.

Definition 8. Eine Punktmenge N heillt sn sich dicht, wenn fiir
jeden ihrer Punkte P folgende Bedingung erfiillt ist: Liegt P zwischen
irgend zwei Punkten P, und P, von N, so liegt auch noch ein
weiterer Punkt 0 von N zwischen P, und P,.

als @, und auf a, nicht lauter Neunen folgen; andererseits aber ist C kleiner
als B, da der Dezimalbruch B unendlich sein sollte, also die auf b,
folgenden Ziffern b, b; usw. keinesfalls lauter Nullen sind. Da endlich

 1000-5, 41006, + 10-b, +,

C=m- 10000 eine rationale Zahl ist, so haben wir in
der Tat zwischen den zwei beliebig gegebenen reellen Zahlen 4 und B eine
rationale Zahl C nachgewiesen. — Fiir das Wesen und die Eigenschaften der

Dezimalbriiche sowie fiir die keineswegs selbstverstandliche Tatsache, daf jede
reelle Zahl als Dezimalbruch darstellbar ist, sei nochmals auf die S. 33 an-
gefithrten Werke verwiesen.
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Eine in sich dichte Punktmenge ist also dadurch charakterisiert,
daB zwischen je zwei Punkten, zwischen denen iiberhaupt ein Punkt
der Menge liegt, stets noch ein weiterer Punkt der Menge liegt.
Anders ausgedriickt: in jeder noch so unmittelbaren Nidhe eines
jeden Punktes der in sich dichten Menge -— namlich unmittelbar vor
ihm oder unmittelbar nach ihm — gibt es immer noch einen weiteren
Punkt der Menge. Da demnach die ,unmittelbare Nihe“, wie immer
sie auch in einem gegebenen Fall festgesetzt sei, stets noch enger
erklart werden kann, so liegen in unmittelbarer Nihe jedes Punktes
einer in sich dichten Menge sogar uneundlich viele Punkte der Menge
(vgl- S. 106). Der Leser hiite sich aber, die Ausdrucksweise ,unmittel-
bare Nihe“ anschaulicher als im Sinn der obenstehenden Definition
verstehen zu wollen, etwa im Sinne einer mit dem Lingenmaf zu
bestimmenden kleinen Entfernung. Erklirt man z. B. N ebenso wie
im zweiten Absatz des oben angefiihrten Beispiels 4 (S. 108), so liegen
in unmittelbarer Nihe des Punktes 0, und zwar rechts von ihm, un-
endlich viele Punkte mit Zahlenwerten, die ein wenig groBer sind als
10; mit dem MetermaB auf der Zahlengeraden gemessen, sind also
,,unmittelbar benachbarte® Punkte hier mehr als 10 cm voneinander
entfernt. '

Eine iiberall dichte Menge ist sicherlich in sich dicht; denn ist
N iberall dicht und liegt P zwischen den Punkten P, und P, von
N, so liegen zwischen P, und P, um so mehr also zwischen P,
und P, noch weitere Punkte von N. Dagegen ist eine in sich dichte
Menge nicht notwendigerweise iiberall dicht, wie Beispiel 9 (S. 114ff)
zeigen wird.

Definition 4, Eine Punktmenge N heilBt abgeschlossen, wenn kein
Schnitt in N eine Liicke ist!); sie heit stetig, wenn jeder Schnitt
in N stetig ist, wenn die Menge also weder Spriinge noch Liicken
aufweist.

Die Bezeichnung ,abgeschlossen® bezieht sich darauf, daB jede
einzelne Liicke in einer Punktmenge durch Hinzufiigung eines Punktes
zur Menge beseitigt werden kann, wie dies in den Beispielen 3 (S.107/8)
und 5 (S. 109 ff.) gezeigt wurde; eine Menge mit Liicken ist also ge-
wissermaBBen noch nicht abgeschlossen.

Definition 5. FEine Punktmenge, die gleichzeitig in sich dicht
und abgeschlossen ist, wird als perfekt bezeichnet.

Beispiele zu den Definitionen 3 bis 5:

6. N sei die Menge aller Punkte zwischen zwei festen Punkten
P, und P, unserer Geraden. Gleichviel ob P, und P, oder einer
dieser Punkte zu N gerechnet werden oder nicht?), jedenfalls ist N

1) Zu dieser Definition vgl. die folgende Fufinote.
%) Ublicher ist eine etwas veridnderte Erklirung der abgeschlossenen
Menge, nach der die Zugehorigheit der Endpunkte zur Menge evforderlich ist;
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eine in sich dichte und abgeschlossene, also perfekte und ferner
stetige Menge. Nach Beispiel 1 (S. 107) ist nimlich N iiberall dicht,
um so mehr also in sich dicht. Ist ferner N,|N, irgendein Schnitt
in N, so daf§ alle Punkte von N, links von.allen Punkten von N,
liegen, so gibt es, wie die Anschauung nahezulegen scheint!), auf der
Geraden einen einzigen Grenzpunkt Q zwischen den Teilmengen N,
und N,, der also zur Menge N, und zwar entweder zu N, oder zu
N, gehort; Q erzeugt den Schnitt N, |N,, da jeder links von Q ge-
legene Punkt zu N, jeder rechts von Q0 gelegene Punkt zu N, gehort.
Der Schnitt N, | N, ist also weder ein Sprung noch eine Liicke, d. h.
die Menge N ist wirklich abgeschlossen und stetig. Da die nim-
liche Uberlegung auf die Menge M aller Punkte unserer Geraden
anwendbar ist, so ist auch diese Punktmenge perfekt und stetig.

7. Ist N wie in Beispiel 2 (S. 107) die Menge aller rationalen
Punkte zwischen P, und P,, wo P, und P, zwel beliebige Punkte
der Geraden bedeuten, so ist auch diese Menge {iiberall dicht und
also in sich dicht. Dagegen ist sie nicht abgeschlossen. Denn wie

Beispiel 5 (S. 109 ff.) zeigt, liegt bei dem Punkte V2 der Menge M eine
Liicke in der Menge N; ebenso liegen Liicken in der Menge N bei
allen zwischen P, und P, gelegenen nicht rationalen Punkten der
Menge M. Da es iibrigens Punkte dieser Art, wie man entsprechend
der Uberlegung von S. 41 aus der Nichtabzihlbarkeit der eine Strecke
erfilllenden Punktmenge schlieBen kann, in unendlicher Anzahl gibt
(sie liegen sogar in iiberall dichter und nicht abzidhlbarer Menge auf
der Geraden), so weist unsere Menge N unendlich viele Liicken auf.
Diese Tatsache wird dem Leser iiberraschend erscheinen, wenn er
nur davon ausgeht, daB zwischen zwei noch so benachbarten Punkten
unserer Menge immer noch unendlich viele Punkte derselben liegen,
und wenn er auf den ersten Blick daraus schlieBen mochte, daB diese

sie geht aus der Definition 4 dadurch hervor, daffi man auch solche Schnitte
N,|N, zuldfit, fiir die N, oder N, iiberhaupt kein Element von N enthilt.
Im Interesse der Einfachheit wurde die obige etwas weitere Definition ge-
wihlt, nach der (entgegen der iiblichen Auffassung) auch die Menge aller
Punkte einer Geraden perfekt ist.

1) Diese Tatsache ist geometrisch nicht beweisbar; vielmehr pflegt man
sie, da sie unserer Anschauupg vom Wesen einer ,kontinuierlichen‘ geraden
Linie zu entsprechen scheint, postulatorisch in den Begriff der eine gerade
Linie erfiillenden Punktmenge aufzunehmen (vgl. S.105, Fufinote 2). Dagegen
wird die entsprechende Tatsache fiir die Menge der reellen Zahlen beweisbar,
falls man durch Definition den Begriff der reellen Zahl entsprechend weit fafit,
so weit ndmlich, daf sich die obige Tatsache fiir die Menge aller reellen Zahlen
(evtl. zwischen zwei festen Zahlen) nachweisen 146t (vgl. die Darstellung in den
auf S. 33 genannten Schriften Loewys und Knopps). Betrachtet man also die
gerade Linie nicht eigentlich als geometrisches Gebilde, sondern als Abbild
der Gesamtheit der reellen Zahlen (Zahlengerade), so wird die obige Tat-
sache in dem angegebenen Sinne beweisbar,

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 8
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iiberall dichte Punktmenge unsere Gerade auch ,stetig und restlos
erfiille (vgl. S. 251f). Gegeniiber den Unvollkommenheiten der An-
schauung zeigt unsere jetzige Betrachtung, daB die iiberall dichte Punkt-
menge N dennoch Liicken (sogar unendlich viele Liicken) aufweist
und dab sie demnach keine perfekte und keine stetige Menge (wie
die Punktmenge M) darstellt; hierdurch wird gleichzeitig das Ergebnis
von S. 38f. anschaulich erginzt. Dabei ist wiederum die Betrachtung
davon unabhingig, ob der Punkt P, oder P, oder beide zu N ge-
rechnet werden oder nicht, und sie bleibt auch noch giiltig, wenn N
als die Menge aller rationalen Punkte der Geraden iiberhaupt er-
klart wird.

8. N sei eine unendliche Menge von Punkten auf unserer Ge-
raden, von denen jeder von dem nichsten gleich weit — etwa 1 cm —
entfernt sei; N kann also z. B. als die Menge der Punkte ...,
—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ... betrachtet werden. Die Menge ist
nicht in sich dicht; denn es ist z. B. der Punkt 1, aber kein weiterer
Punkt zwischen den Punkten 0 und 2 gelegen, und Entsprechendes
gilt von irgend je drei aufeinander folgenden Punkten, Um so weniger
ist N iiberall dicht. Dagegen ist N eine abgeschlossene Menge. Denn
ist N, |N, irgendein Schnitt in N, so enthilt die Teilmenge N, einen
letzten Punkt P, und die Teilmenge N, einen ersten Punkt P,, nim-
lich den unmittelbar auf P, folgenden Punkt von N. Kein Schnitt
in N ist also eine Li'jcke, vielmehr jeder ein Sprung; die Menge ist
abgeschlossen, aber nicht stetig.

9. Endlich soll noch ein Beispiel einer Punktmenge N vorgefiihrt werden,
die zwar in sich dicht und abgeschlossen, also perfekt, nicht aber iiberall
dicht oder stetig ist; diese Menge ist sogar ,nirgends dicht'*, d. h. es gibt in
ihr kein Paar von Punkten P, und P, von der Art, dafi wenigstens die Teil-

menge der zwischen P, und P, (diese selbst eingeschlossen) gelegenen Punkte
von N tiberall dicht wire.

Diese nicht so recht anschauliche Punktmenge N wollen wir, um eine
bestimmte Vorstellung zu gewinnen, folgendermafien in einer sehr speziellen,
aber leicht verallgemeinerungsfihigen Art erkliren (vgl. Fig. 18): Wir fassen
zunichst die Strecke vom Punkte 0 bis zum Punkte 9 unserer geraden Linie
ins Auge. Das mittlere Drittel dieser Strecke, also die Strecke von 38 bis 6,
moge auf irgendeine Weise (etwa durch starkes Ausziehen) markiert werden;
es bleiben also die Strecke von 0 bis 3 und diejenige von 6 bis 9 unmarkiert.

04§71 22§43 66§6f7 88149
Fig. 13.

Auf diesen beiden unmarkierten Strecken soll wiederum je das mittlere Drittel
markiert werden, also die Strecken von 1 bis 2 und von 7 bis 8; unmarkiert
bleiben dann vier Strecken zuriick, ndmlich von 0 bis 1, von 2 bis 3, von 6
bis 7 und von 8 bis 9. Abermals mége auf diesen vier unmarkierten Strecken
je das mittlere Drittel markiert werden, d. h. die Strecken von } bis §, von
2% bis 2%, von 6} bis 6} und von 8} bis 8%, so dafi acht unmarkierte Strecken
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iibrigbleiben. Dieses Verfahren wollen wir unbegrenzt fortgesetzt denken; bei
jedem folgenden Schritt soll also auf jeder Strecke, die beim vorhergehenden
Schritt noch unmarkiert geblieben ist, das mittlere Drittel markiert werden.
Unter N wollen wiv dann die geordnete Punktmenge verstehen, die evstens aus den
beiderseitigen Endpunkien aller wmarkievten Strecken und zweilens aus allen wicht
auf mavkievten Strvecken gelegenen Punkten zwischen den Punkien 0 und 9
unsever Gevaden (diese beiden Punkie eingeschlossen) besteht.

Diese Menge ist zundchst #irgends tiberall dicht. Es seien niamlich P, und P,
irgend zwei Punkte unserer Punktmenge N; P, liege links von P,. Es kann
der Fall sein, daf P, und P, die beiden Endpunkte einer und derselben mar-
kierten Strecke sind; dann liegt zwischen P, und P, kein weiterer Punkt von
N. In jedem anderen Fall dagegen liegen zwischen beiden Punkten sicher
mehrere (sogar unendlich viele) markierte Strecken. Denn das Teilungsver-
fahren, das wir zur Herstellung der Menge N anwandten, erstreckt sich auf
jedes Stiick unserer Geraden zwischen 0 und 9, das nicht v6llig durch eine
markierte Strecke ausgefiillt ist, und die Linge der jeweils entstehenden mar-
kierten Strecken nimmt mit der Fortsetzung des Teilungsverfahrens unbegrenzt
ab. Denken wir uns daher genfigend viele Schritte des Verfahrens gemacht,:
so werden zwischen P, und P, mehrere markierte Strecken zu liegen kommen
(deren Zahl iibrigens durch die weitere Fortsetzung des Teilungsverfahrens
noch unbegrenzt vermehrt wird). Sind Q und R die beiden (zu N gehorigen)
Endpunkte irgendeiner zwischen P, und P, gelegenen markierten Strecke
(wobei auch Q mit P, oder R mit P, zusammenfallen kann), so liegt zwischen
Q und R kein Punkt von N (nach der Definition von N); die Punktmenge N
ist also zwischen den (ganz beliebig angenommenen) Punkten P, und P, nicht
iiberall dicht, wie wir zeigen wollten.

Dagegen ist die Menge N in sich dicht. Ist ndmlich Q ein beliebiger
Punkt von N, der zwischen zwei Punkten P, und P, von N liegt, so kénnen
P, und P, mcht die beiden Endpunkte einer und der ndmlichen markierten
Strecke sein; denn zwischen zwei solchen Endpunkten liegt gem#ifi der Defi-
nition von N berhaupt kein Punkt von N. P, und P, sind also Punkte von
der nimlichen Art, wie im zweiten Teil des vorigen Absatzes betrachtet.
Nach diesem liegen zwischen P, und P, mehrere markierte Strecken, deren
Endpunkte lauter Punkte der Menge N sind; sicher liegen also zwischen P,
und P, aufier Q auch noch weitere Punkte von N. Die Punktmenge N ist
also w1rkllch in sich dicht.

Dafi N nicht tiberall dicht und dennoch in sich dlcht ist, liegt daran,
dafi zwar wohl in unmittelbarer Ndhe eines jeden Punktes von N ein weiterer
Punkt von N liegt (und daher sogar unendlich viele weitere Punkte von N),
dafi dies aber unter Umstinden nur nach der einen Richtung hin gilt. Ist ndm-
lich P der linksseitige Endpunkt einer markierten Strecke, so ist die Menge
in der Richtung von P aus nach rechts hin nicht dicht, sondern P besitzt
einen unmittelbar nachfolgenden Punkt, den rechtsseitigen Endpunkt der
betreffenden markierten Strecke; das Umgekehrte gilt fiir die rechtsseitigen
Endpunkte markierter Strecken. Fir die Eigenschaft einer Menge, in sich
dicht zu sein, ist solche einseitige Dichtigkeit hinreichend; nicht aber fiir
die Eigenschaft, iiberall dicht zu sein.

Um endlich zu zeigen, dafi unsere Punktmenge N abgeschlossen ist, be-
trachten wir die Art der moglichen Schnitte in N. Ist N, | N, ein beliebiger
Schnitt in N, so geht dieser Schnitt, wie leicht einzusehen ist, in einen Schnitt
M, | M, in der Menge M aller Punkte unserer Geraden iiber, falls wir z. B,
folgende Festsetzung treffen: Zu M, sollen aufier allen Punkten von N, noch
diejenigen Punkte von M gehbren, die links von irgendeinem Punkt von N,
liegen; alle anderen Punkte von M (darunter auch alle Punkte von N,) ge-

8*
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horen zu M,. Dieser Schnitt M, | M, hat die Eigenschaft, dafi alle in M,
enthaltenen Punkte von N zu N, alle in M, enthaltenen Punkte von N zu N,
gehoren. Es sei nun Q der Punkt von M, der den Schnitt M, | M, erzeugt;
ein einziger solcher Punkt Q existiert stets, da die Punktmenge M weder
Spriinge noch Liicken, sondern nur stetige Schnitte aufweist (Beispiel 6, S. 112f.).
Dann sind drei Fidlle moglich: entweder liegt Q auf einer markierten Strecke,
die zwei Punkte P, und P, von N verbindet!), oder Q ist einer der beiden
Endpunkte einer solchen Strecke, oder endlich Q ist ein Punkt von N, der
iiberhaupt keiner markierten Strecke angehort. Im ersten dieser drei Fille
gehoren offenbar P, und die links von P; gelegenen Punkte von N zu N,,
dagegen P, und die rechts von P, gelegenen Punkte von N zu N,, d. h. jeder
der beiden Punkte P, und P, erzeugt den Schnitt N, | N, in N; dieser ist also
ein Sprung. Im zweiten Fall kann entweder das nidmliche der Fall sein, so
daff der Schnitt N, | N, wiederum einen Sprung in N darstellt, oder aber es
kann noch P, zu N, bzw. schon P, zu N, gehOren; dann wird der stetige
Schnitt N, | N, durch Q =P, bezw. durch Q = P, erzeugt. Ist endlich Q ein
Punkt von N, der zu-keiner markierten Strecke gehort, so ist Q entweder der
letzte Punkt von N, oder .der erste von N,, d.h. Q erzeugt nicht nur den
stetigen Schnitt M, | M, in M, sondern auch den stetigen Schnitt N, | N, in N.
In allen drei Fillen ist demnach der Schnitt N, | N, in N keine Liicke; N ist
also wirklich eine abgeschlossene Punktmenge. Die Menge N ist perfekt, aber
nirgends dicht und, da sie (unendlich viele) Spriinge aufweist, auch nicht stetig.

Es sei noch ohne Beweis vermerkt, dafi diese merkwiirdige Punktmenge
N — wie ibrigens jede perfekte Punktmenge — die Michtigkeit des Kon-
tinuums besitzt. Die Menge aller markierten Strecken zwischen den Punkten
0 und 9 ist zwar gleichfalls unendlich, aber nur abzihlbar?).

Cantor hat eine Reihe von Sitzen iiber in sich dichte, abge-
schlossene und perfekte Punktmengen aufgestellt und bewiesen, Sitze,
die fiir gewisse mathematische Gebiete von groBer Bedeutung sind
und erst durch die unendliche Scharfsichtigkeit, zu der uns das Werk-
zeug der Mengenlehre befihigt, ermoglicht werden. Auch andere, fiir
die methodische Untersuchung der Punktmengen wesentliche Begriffs-
bildungen stammen von Cantor. Weitere daran ankniipfende Methoden
und Ergebnisse, die nicht nur fiir die Geometrie, sondern vor allem
fiir die Analysis grundlegend geworden sind, verdankt man zahlreichen
anderen Forschern, unter denen hier nur-H. Lebesgue genannt sei;
der Leser findet eingehende Literaturnachweise und ausfithrliche Dar-
stellungen aus diesem Gebiet in den am Schlusse des vorliegenden
Buches genannten Schriften; man vergleiche auch die Bemerkungen in
§ 14 (S. 242ff). Hier wollen wir uns damit begniigen, noch anzudeuten,
‘auf welche Weise Canfor zum erstenmal zwei ganz besonders wichtige
Punktmengen mittels der im Vorangegangenen enthaltenen Methoden
ihrer Anordnung nach vollstindig charakterisieren konnte. Voraus-

1) Dieser erste Fall kann librigens, wie man unschwer einsieht, iiber-
haupt nicht eintreten; wir werden aber von dieser Tatsache keinen Gebrauch
machen.

2) Punktmengen dieser Art sind zuerst von H. J. St. Smuth (Proc. of the
London Math. Soc,, (1) 6 [1875], 147f.) und seitdem vielfach behandelt worden,
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geschickt werde dabei die fast selbstverstandliche Bemerkung, daB die
Eigenschaft einer geordneten Punktmenge N, {iberall dicht bzw. in
sich dicht bzw. abgeschlossen zu sein, gleichzeitig eine Eigenschaft
jeder zu N &hnlichen Menge N’ ist; denn hat man eine bestimmte
ahnliche Abbildung zwischen den Mengen N und N’ gewahlt, so be-
weist man die namlichen Anordnungstatsachen wie fiir die Elemente
der Menge N auch fiir die ihnen zugeordneten Elemente von N’.

a und b seien nun zwei beliebige reelle Zahlen, etwa g kleiner
als 5. Dann hat die Menge N aller rationalen Zahlen zwischen a
und b, beide Grenzen ausgeschlossen — oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, die Menge aller zwischen den Punkten ¢ und b gelegenen
rationalen Punkte auf der Zahlengeraden ausschlieBlich der Endpunkte —
folgende drei Eigenschaften, falls man die Zahlen ihrer GroBe nach,
d. h. die Punkte in der Richtung von links nach rechts anordnet:

1. Die geordnete Menge N ist abzihlbar (S. 26);
2. sie enthdlt weder ein erstes noch ein letztes Element;
3. sie ist uberall dicht (Beisp. 2 auf S.107).

Die ndmlichen drei Eigenschaften hat offenbar auch die geord-
nete Menge aller rationalen Zahlen bzw. aller rationalen Punkte der
(beiderseits unbegrenzten) Zahlengeraden, wenn man die gleiche An-
ordnung festsetzt,

Man kann nun umgekehrt zeigen, daB durch die angefiihrten
drei Eigenschaften ein gewisser Ordnungstypus vollstindig bestimmt
ist, d. h. daB irgendwelche geordnete Mengen, die jene drei Eigen-
schaften besitzen, stets einander dhnlich sind; der Beweis dieser Tat-
sache, von dessen Darstellung hier abgesehen werde?), 146t sich mit
den bisherigen Mitteln erbringen. Man bezeichnet den Ordnungstypus
jeder derartigen (geordneten) Menge mit 7. Im besonderen folgt
hieraus, daB alle geordneten Mengen, die unter Verwendung irgend-
welcher Zahlen g und b im angefiilhrten Sinn definiert sind, unter-
einander (wie auch mit der entsprechend geordneten Menge ailer
rationalen Zahlen) &dhnlich sind. # ist darnach auch z. B. der Ord-
nungstypus einer geordneten Menge N’, die folgendermafen erklirt
ist: ¢ und d seien zwei beliebige reelle Zahlen, etwa ¢ kleiner als d,
und N' enthalte alle rationalen Zahlen, die kleiner als ¢ oder groBer
als d sind, unter Anordnung der GroBe nach. Dabei darf zu N’ auch
eine der Zahlen ¢ und d gerechnet werden, nicht aber beide, da sonst
zwischen den Zahlen ¢ und 4 der Menge keine weitere Zahl der Menge
lage, diese also nicht {berall dicht wire.

Aus der Tatsache, daffi der Ordnungstypus # durch die ange-
fiilhrten drei Eigenschaften vollig festgelegt ist, kann man ohne

1) Vgl. Cantor, Beitrige I, S. 504—5086.
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weiteres folgende Beziehungen fiir das Rechnen mit diesem Ordnungs-
typus herleiten:

n-n=mn, n-n =g fir jeden endlichen Ordnungstypus n, 5.-w = 7.
Zum Beweis bilde man geordnete Mengen mit den links stehenden
Ordnungstypen?); die angeschriebenen Beziehungen besagen dann nur,
daB die so gebildeten geordneten Mengen wiederum unsere drei Eigen-
schaften besitzen.

Endlich wollen wir uns noch mit einem zweiten wichtigen Ord-
nungstypus etwas genauer beschiftigen. a und b seien wieder zwei
beliebige reelle Zahlen (a kleiner als b) bzw. zwei beliebige Punkte
der Zahlengeraden (@ links von b). Dann soll im folgenden N die
Menge aller reellen Zahlen zwischen ¢ und b, beide Grenzen ein-
geschlossen, in der Anordnung nach der GroBe bedeuten bzw. die ihr
ahnliche Menge aller Punkte zwischen 4 und b einschlieBlich der
Grenzen in der Anordnung von links nach rechts. Wir haben es bei
der Menge N mit dem zu tun, was man auch auBerhalb der Mathe-
matik als das Kontinuum (genauer: Linearkontinuum oder eindimen-
sionales Kontinuum) bezeichnet: mit der ,liickenlosen“ oder ,stetigen«
Gesamtheit aller Punkte einer Strecke, also mit der nichstliegenden
(geordneten) Punktmenge, die wir uns denken konnen. Innerhalb
der Mathematik spielt diese Menge nicht nur in der Geometrie, son-
dern auch in der Analysis (man denke nur an den Begriff der Funk-
tion, vgl. S.45) eine hervorragende Rolle. Dennoch war es bis
Cantor nicht gelungen, die Menge N ohne Verwendung des Wort-
chens ,alle“ (,alle reellen Zahlen zwischen 4 und 5% ,alle Punkte
einer Strecke‘’) rein geometrisch zu charakterisieren, d. h. sie ihrer
Anordnung nach vollstdndig zu beschreiben. Vielfach war man vielmehr
dazu gelangt, eine solche Beschreibung fiir unmoéglich zu betrachten
und den Begriff des Kontinuums als einen urspriinglichen anzusehen
oder ihn auf den jenseits der Grenzen der Mathematik stehenden Zeit-
begriff zuriickzufithren, ja sogar ihn ins theologisch-mystische Gebiet
zu verweisen?). Der naive Betrachter ist zunichst wohl geneigt,

1) Zur Bildung einer Menge vom Ordnungstypus #-w kann man z. B. von
der Tatsache ausgehen, dafi die Menge aller rationalen Zahlen zwischen 0
und 1, zwischen 1 und 2, zwischen 2 und 8 usw. jeweils den Ordnungs-
typus 7 besitzt, wenn die Zahlen der Groéfie nach geordnet und dabei 0, 1, 2
usw. nicht zu den betreffenden Mengen gerechnet werden. Daher besitzt die
Menge aller positiven rationalen Zahlen, ausgenommen die Zahlen 1, 2, 3
usw., den Ordnungstypus #-w; dies dndert sich, wie man leicht einsieht, auch
dann nicht, wenn die Zahlen 1, 2, 8 usw. zur Menge hinzugerechnet werden.

?2) Fiir die historischen und grundsitzlichen Gesichtspunkte vergleiche
man Cantor, Grundlagen, § 10. Die folgende Stelle daraus, die sich an eine
Skizze der Geschichte unseres Problems im Altertum und Mittelalter anschliefit, -
sei hier angefiihrt:

.- - - Hier sehen wir den wmittelalterlich-scholastischen Ursprung einer An-
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die charakteristische Eigenschaft der geordneten Menge aller Punkte
auf einer Strecke darin zu erblicken, daB die Punkte iiberall dicht
(»unendlich dicht“) auf der Strecke gesit sind. Dies ist zweifellos
eine Eigenschaft unserer Menge, geniigt aber nicht im mindesten zu
ihrer Beschreibung. Bedenken wir nur, daB die Menge aller ent-
sprechend angeordneten rationalen Punkte zwischen a und b eben-
falls iiberall dicht ist! Diese Menge ist im Gegensatz zu N ab-
zahlbar, ihre Elemente miissen also zwischen ¢ und b unvergleichlich
viel diinner gesit sein als die Elemente von N.

Nun konnen wir die geordnete Menge N ihrer Anordnung nach
in der folgenden Weise etwas genauer beschreiben: Eine Teilmenge
von N ist die Menge R aller ihrer GroBe nach angeordneten ratio-
nalen Zahlen (bzw. rationalen Punkte) zwischen ¢ und b; wir wollen
dabei 4 und b selbst nicht zur Teilmenge R rechnen, wodurch wir er-
reichen, daB # der Ordnungstypus von R wird. Diese Teilmenge,
die zwar unendlich, aber abzdhlbar ist, hat die Eigenschaft, daB
zwischen irgend zwei Elementen der Menge N stets Elemente der
Teilmenge R gelegen sind; in der Tat liegt ja, wie in FuBnote 1
auf S.110 gezeigt wurde, zwischen irgend zwei reellen Zahlen stets eine
rationale Zahl. Ferner ist N, wie wir in Beispiel 6 (S. 112f.) sahen,
abgeschlossen und in sich dicht, also perfekt, und enthilt ein
erstes Element 2 und ein letztes b. Die geordnete Menge N 1iBt
sich also beschreiben durch Feststellung der folgenden drei Eigen-
schaften:

1. Die geordnete Menge N ist perfekt?);

sicht, die wir noch heutigentages vertreten tinden, wonach das Kontinuum
ein unzerlegbarer Begriff oder auch, wie andere sich ausdriicken, eine reine
aprioristische Anschauung sei, die kaum einer Bestimmung durch Begriffe
zugénglich wire; jeder arithmetische Determinationsversuch dieses Mysteriums
wird als ein unerlaubter Eingriff angesehen und mit gehérigem Nachdruck
zuriickgewiesen; schiichterne Naturen empfangen dabei den Eindruck, als ob
es sich bei dem ,Kontinuum® nicht um einen mathematisch-logischen Begriff,
sondern viel eher um ein religiéses Dogma handle.

Mir liegt es sehr fern, diese Streitfragen wieder heraufzubeschwiren,
auch wiirde mir zu einer genaueren Besprechung derselben in diesem engen
Rahmen der Raum fehlen; ich sehe mich nur verpflichtet, den Begriff des
Kontinuums, so logisch niichtern wie ich ihn auffassen muf und in der
Mannichfaltigkeitslehre ihn brauche, hier mdoglichst kurz und auch nur mit
Riicksicht auf die mathematische Mengenlehre zu entwickeln. Diese Bearbeitung
ist mir aus dem Grunde nicht leicht geworden, weil unter den Mathematikerr,
auf deren Autoritit ich mich gern berufe, kein einziger sich mit dem Kon-
tinuum in dem Sinne genauer beschiftigt hat, wie ich es hier nétig habe.©

) Man kann an Stelle von ,perfekt* auch ,stetig® setzen, ohne dafi
sich dadurch etwas an den im n#chsten Absatz angefiihrten Tatsachen dndert.
Cantor hat mit , perfekt'‘ operiert.
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2. sie enthilt sowohl ein erstes Element g als auch ein letztes
Element b%);

3. sie enthilt eine abzdhlbare Teilmenge R derart, daB zwischen
je zwei Elementen von N stets mindestens ein Element der
Teilmenge R liegt; oder kurz: in ihr ist eine abzihlbare Teil-
menge dicht gelegen (demnach ist im besonderen N auch
iiberall dicht).

Durch diese drei Eigenschaften, die den auf S. 117 angefiihrten
Eigenschaften des Ordnungstypus # in gewisser Weise analog sind,
ist die Menge N in bezug auf ihren Ordnungstypus nun auch woll-
sténdig beschrieben. Mit anderen Worten: jede geordnete Menge,
die diese drei Eigenschaften besitzt, ist unserer Menge N &hnlich.
Diese Eigenschaften enthalten also eine in bezug auf die Anordnung
erschopfende Charakterisierung des Linearkontinuums. Der Ordnungs-
typus der Zahlen- oder Punktmenge N, den man kurz den Ordnungs-
typus des beiderseits begremzten Linearkontinuums nennen kann, wird
mit @ bezeichnet; der Ordnungstypus @ ist also restlos bestimmt
durch die drei angefiihrten Eigenschaften, von denen andererseits
keine entbehrt werden kann. Wenn der Beweis dieser Tatsachen hier
auch nicht vollstindig ausgefiihrt werden soll, so moége doch bei der
Bedeutung, die dieser Gegenstand besitzt, wenigstens der Gedanken-
gang des Cantorschen Beweises?) entwickelt werden.

Ist N’ eine beliebige geordnete Menge, die im Verein mit einer abzihl-
baren Teilmenge R’ unsere drei Eigenschaften besitzt und deren erstes Ele-
ment o/, deren letztes b’ ist, so wollen wir vor allem aus der Teilmenge R’
das Element &’ bzw. b’ bzw. beide entfernt denken, falls sie etwa von vorn-
herein in R’ enthalten sein sollten; die so verdnderte Menge R hat dann
weder ein erstes noch ein letztes Element. Uberdies ist R’ wegen Eigen-
schaft 3 iiberall dicht; R’ besitzt also die drei auf S. 117 aufgezihlten Eigen-
schaften und hat demnach den Ordnungstypus 7, den auch die Teilmenge R
von N besitzt. & sei eine beliebige, aber von nun an bestimmte #dhnliche
Abbildung zwischen den Mengen R und R’; durch & wird dann jedes in R’
vorkommende Element von N’ einer gewissen (gleichzeitig zu N gehorigen)
Zahl von R, d.h. einer rationalen Zahl zwischen & und b zugeordnet und
umgekehrt. Ist dagegen #’ ein nicht zu R’ gehoriges Element von N’, so
betrachten wir den Schnitt in R’ (nicht etwa in N’), dessen erste Hilfte alle
und nur diejenigen Elemente von R’ enthilt, die in N’ dem Element #’ voran-
gehen; diesem Schnitt entspricht vermdge der Abbildung & ein Schnitt in
der Menge R und damit auch ein eindeutig zugehoriger Schnitt in der Menge
N (vgl. S. 115 unten), der jedenfalls von einer gewissen reellen Zahl # aus
N erzeugt wird; eben diese reelle Zahl ordnen wir dem Element #” von N’
zu. Dafi diese Zuordnung wmhkehrbar eindeutig ist, erkennen wir leicht, in-
dem wir die Umkehrung in folgender Weise direkt angeben: ist eine reelle

1) Bei der gewdhnlichen Definition der abgeschlossenen Menge (vgl.
Fufinote 2 auf S. 112) ist diese zweite Eigenschaft von selbst in der ersten
eingeschlossen.

2) Cantor, Beitrige I, S. 510—512.
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Zahl n aus N vorgelegt, so betrachten wir den zu n gehorigen Schnitt in
der Menge R, dessen erste Hilfte also von denjenigen rationalen Zahlen von
R gebildet wird, welche kleiner sind als »; diesem Schnitt entspricht ver-
moge der Abbildung & ein gewisser Schnitt in der Menge R’ und ein zu-
gehoriger Schnitt in der Menge N’, der — da N’ eine perfekte und iiberall
dichte Menge ist — durch ein einziges bestimmtes Element #’ von N’ erzeugt
wird; das so festgelegte Element »’ ordnen wir der reellen Zahl » zu. Die
hierdurch hergestellte Abbildung zwischen den geordneten Mengen N und N’
ist schliefilich #hnlich; davon ilberzeugt man sich, wenn zwei beliebige reelle
Zahlen », und n, von N (%, kleiner als #,) gegeben sind und ihnen die Elemente
#4 und »5 von N’ entsprechen, durch den Nachweis, dafi ganz ebenso, wie
n, zu der ersten Hilfte des durch %, erzeugten Schnittes in N gehort, auch
7, in der ersten Hilfte des durch #} erzeugten Schnittes in N’ vorkommt, so
dafi wirklich in N’ gilt: #/ S ).

Man erkennt an Hand der Definition des Ordnungstypus &, daB
die Ordnungstypen ©, € + 0= 0-2, 6-3, ... O.-w usw. alle von-
einander verschieden sind. Denn da jede Menge vom Ordnungs-
typus @ ein erstes und ein letztes Element besitzt, weist z. B. jede
Menge vom Ordnungstypus 6 -+ 6 ,in der Mitte* einen Sprung auf,
wihrend im Kontinuum keine Spriinge vorkommen. Ebenso erhilt
man, wenn man in einer Menge vom Ordnungstypus © ein Element
fortlaBt, eine Menge von einem anderen Ordnungstypus; es entsteht
dann niamlich wie in Beispiel 3 auf S. 108 eine ,Liicke*, die die
Menge zu einer nicht mehr abgeschlossenen macht. Dagegen ver-
liert eine Menge vom Ordnungstypus # durch Weglassung eines
einzelnen Elements keine der drei auf S.117 angefiihrten Eigen-
schaften, behilt also ihren Ordnungstypus bei.

§ 11. Wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen.
Die Wohlordnung und ihre Bedeutung.

In der Gesamtheit der geordneten Mengen, mit denen wir uns
in den letzten beiden Paragraphen beschiftigt haben, gibt es spe-
zielle Mengen, die durch die besondere — wenn man will, besonders
einfache — Art der Anordnung ihrer Elemente bemerkenswert sind
und die man als ,wohlgeordnet bezeichnet. Im Reiche der wohl-
geordneten Mengen herrschen besonders einfache Verhiltnisse, die
in vielen Beziehungen an die uns wohlvertrauten Eigenschaften der
gewohnlichen Zahlenreihe erinnern. Dementsprechend werden wir in
den Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen eine Klasse ,unend-
licher Zahlen“ kennenlernen, die viele Eigenschaften der endlichen
Zahlen aufweisen und uns daher einen weniger fremden Eindruck
machen, als ihn die unendlichen Kardinalzahlen und namentlich die
Ordnungstypen unendlicher geordneter Mengen zunichst erwecken
mochten. Ist schon hiermit ein besonderes Eingehen auf die Theorie
der wohlgeordneten Mengen hinreichend gerechtfertigt, so werden
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gewisse Eigenschaften dieser Mengen doppelt bedeutungsvoll dadurch,
daB sie sich auf ganz beliebige Mengen {iibertragen lassen. Neuer-
dings niamlich ist der strenge Nachweis der schon von Cantor mit
Sicherheit vermuteten Tatsache gelungen, dafl die Elemente jeder
beliebigen (geordneten oder iiberhaupt nicht geordneten) Menge sich
zu einer wohlgeordneten Menge umordnen bzw. anordnen lassen, und
dieser Nachweis gestattet uns, wichtige Vereinfachungen fiir die
Theorie der unendlichen Kardinalzahlen herzuleiten.

Wir sind zu Beginn des § 9 davon ausgegangen, daB die Kar-
dinalzahlen der Mengenlehre zwar eine Verallgemeinerung des Be-
griffs der endlichen Zahl als Anzahl darstellen, dal man aber, um der
Bedeutung der endlichen Zahlen fiir den Zdhlprozef3, d. h. der Ver-
wendung der Zahl als Ordnungszahl gerecht zu werden, auch die
Reihenfolge der Elemente in einer geordneten Menge beachten
muB; das hat uns zu den Ordnungstypen als Verallgemeinerungen
der endlichen Ordnungszahlen gefithrt. Der ZidhlprozeB ist jedoch
von weit speziellerer Art, als es dem Ordnungstypus einer beliebigen
geordneten unendlichen Menge. entspricht. So beginnt das Ziahlen
namentlich stets mit einem ersten, d. h. zuerst gezihlten Ding; ferner
folgt beim ZihlprozeB jedem gezdhlten Ding, das nicht etwa iiber-
haupt das letzte ist, ein weiteres Ding als unmittelbarer Nachfolger,
d. h. auf n-tens folgt sofort (n 4 1)-tens. Von beiden Eigenschaften
ist bei beliebigen Ordnungstypen keine Rede. Z.B. gibt es in einer
nach dem Typus *w oder nach dem Typus 5 geordneten Menge
kein erstes Element; und in einer ,iiberall dichten* Menge (S. 106),
z. B. in der Menge aller rationalen bzw. aller reellen Zahlen
in der gewohnlichen Reihénfolge, besitzt kein Element einen un-
mittelbaren Nachfolger, sondern ,zwischen®“ irgend zwei Elementen
liegen noch unendlich viele andere. Um den gewohnlichen Zahl-
prozel in das Gebiet des Unendlichen hinein fortzufilhren, bedarf
man demnach einer Spezialisierung des Begriffs des Ordnungstypus,
also einer Beschrinkung auf geordnete Mengen von besonderen An-
ordnungseigenschaften. Die FErkenntnis von der Bedeutung einer
derartigen speziellen Klasse von Ordnungstypen und geordneten
Mengen hat zu den frithesten und folgenreichsten Errungenschaften
Cantors gehort, der zu diesem Zweck von ,wohlgeordneten“ Mengen
und von ,,Ordnungszahlen spricht (vgl. Grundlagen, S.4f.) Ent
sprechend seiner Begriffsbildung (a. a. O. sowie Beitridge II, S. 2081.)
setzen wir fest:

Definition 1. Eine geordnete Menge M heilit wohlgeordnet,
wenn jede von der Nullmenge verschiedene Teilmenge von M (im
besonderen also auch M selbst) ein ersfes Element enthalt.

Ist ¢ ein beliebiges Element der wohlgeordneten Menge M, so
sei N die Teilmenge aller auf 4 folgenden Elemente »n von M (d. h.
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die Teilmenge derjenigen Elemente #, fir die a 3# gilt); voraus-
gesetzt ist dabei, daB a nicht etwa das letzte Element von M ist.
Nach der Definition der wohlgeordneten Menge besitzt die Teil-
menge N ein erstes Element b; fiir dieses gilt natiirlich auch a 3 5.
Dann gibt es kein Element ¢ in M, das zwischen ¢ und b lige, also
die Beziehungen a ¢ b erfilllte; denn ¢ miiite, weil auf 4 folgend,
zur Teilmenge N gehoren, kann aber dann doch deren erstem Ele-
ment § nicht vorangehen. Es gilt daher:

In einer wohlgeordneten Menge gibt es zu jedem Element (aufer
dem etwaigen letzten) ein einziges unmittelbar nachfolgendes Element.

Beispiele wohlgeordneter Mengen sind zunichst alle endlichen
(geordneten)') Mengen, ferner die Menge aller natiirlichen Zahlen
in der gewdhnlichen Reihenfolge; denn in jeder Menge von natiir-
lichen Zahlen gibt es ja eine kleinste Zahl. Auch die Menge aller
rationalen Zahlen in der auf S. 23 gegebenen Anordnung ist wohl-
geordnet, -wie iberhaupt jede abgezihlte Menge (d. h. jede Menge,
die der Menge der ihrer GroBe nach angeordneten natiirlichen
Zahlen ihnlich ist) wohlgeordnet ist; dies gilt aber keineswegs
von jeder abzdhlbaren Menge, eine solche braucht ja iiberhaupt nicht
geordnet zu sein. Auch eine nicht abgezihlte unendliche Menge kann
natiirlich wohlgeordnet sein; so ist die Menge aller ganzen Zahlen nicht
nur in der abgezihlten Anordnung {0, 1, —1, 2, — 2, ...} wohl
geordnet, sondern auch z. B. in der nicht abgezdhlten Anordnung:

{0,1,2,3, ... —1, —2, —3, ...}.

Ebenso ist die Menge aller positiven rationalen Zahlen z. B. auch in
der folgenden, nicht abgezihlten Anordnung wohlgeordnet:

1 3 5 1 2 4 5 1 3 5
{1, 2, 3, cre 95 9 By ot Ty §r By By v 4y 43 og4r e }

Nicht wohlgeordnet ist dagegen beispielsweise die Menge aller
ganzen Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge

{- —8 —2 —1,01,23 ..},

da diese Menge selbst ebensowenig wie z. B. die Teilmenge der
negativen Zahlen ein erstes Element besitzt. Auch die Menge aller
rationalen oder reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen
irgendwelchen anderen Grenzen oder ohne Grenzen) ist nicht wohl-
geordnet, wenn man die Zahlen der GroBe nach ordnet; z. B. enthilt
ja die Teilmenge aller rationalen bzw. reellen Zahlen, die groBer
sind als 3, kein erstes (kleinstes) Element, weil zwischen 1 und jeder
(um noch so wenig) groBeren Zahl immer poch rationale bzw. reelle

Zahlen liegen.

1) Vgl. die Bemerkung in Beispiel 1 von § 9, S. 94.
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Unmittelbar aus der Erklirung der wohlgeordneten Mengen
flieBt noch der Satz:

Jede Teilmenge ciner wohlgeordneten Menge ist selbst wohlgeordnet.

Um diesem Satz allgemeinste Giiltigkeit (auch fiir die Nullmenge, die
ja als Teilmenge jeder Menge gilt) zu sichern, bezeichnet man formal
auch die Nullmenge als wohlgeordnet, eine Festsetzung, die mit Defini-
tion 1 im Einklang steht und sich weiterhin als niitzlich erweisen
wird. Ferner folgt in Verbindung mit dem Begriff der Ahnlichkeit
der weitere Satz:

Jede geovdnete Menge, die ciner wohlgeordneten Menge dhnlich ist,
ist selbst wohlgeordnet.

Wir haben zu Ende des § 9 (Definition auf S. 103) eine Methode
kennengelernt, um aus einer geordneten Menge M, deren Elemente
selbst lauter geordnete und paarweise elementefremde Mengen 4, B,
C usw. sind, durch eine naturgemidfBe Ordnung der Vereinigungsmenge
eine Art ,geordnete Summe“ der Mengen A, B, C usw. zu
bilden. Die Vermutung liegt nahe und soll jetzt bewiesen werden,
daB diese geordnete Summe S von selbst wohklgeordnet ist, falls das
namliche nicht nur von den einzelnen Summanden 4, B, C usw,
sondern auch von der sie alle umfassenden geordneten Menge M
gilt. Der einfachste Spezialfall hiervon, an dem sich der Leser den
nachstehenden Beweis zuniachst einmal verdeutliche, liegt vor, wenn
die Menge M nur zwei Elemente A und B (oder. allgemeiner nur end-
lich viele Elemente) enthalt. »

Um zu zeigen, dai die geordnete Summe S wohlgeordnet ist, hat man
nach Definition 1 nachzuweisen, daf in jeder beliebigen Teilmenge S, von S
ein erstes Element vorkommt. Hierbei werde nochmals daran erinnert, daf
fir die Anordnung zweier Elemente a und b von M, die zu verschiedenen
Summanden, etwa zu A und B, als Elemente gehoren, die Reihenfolge von A4
und B in der Menge M mafBigebend sein sollte (S. 103). In der beliebigen Teil-
menge S, von S konnen nun Elemente aus verschiedenen, wenn auch nicht
notwendig aus allen Summanden 4, B, C usw. vorkommen; die Menge derjenigen
Summanden, die iiberhaupt einen Beitrag von Elementen zu S, liefern, ist
jedenfalls eine Teilmenge der wohlgeordneten Menge M aller Summanden und
enthilt als solche ein erstes Element, das E heifie. In S, tritt also mindestens
ein Element von E auf, aber kein Element aus einem der Summanden, die in
M vor E stehen. Ebenso mufi es unter den in S, vorkommenden Elementen
von E wiederum ein erstes ¢, geben, weil diese Elemente eine Teilmenge der
wohlgeordneten Menge E ausmachen. Dann ist aber, wie aus der Anordnungs-
regel fiir die Summe S hervorgeht, ¢, das erste Element der Teilmenge S,
von S. S ist hiermit als wohlgeordnet erwiesen, d. h. es gilt:

Satz 1. Ist M eine wohlgeordnete Menge von paarweise elemente-
fremden wohlgeordneten Mengen, und wird deren Vereinigungsmenge im
Stnne der Definition von S. 103 geordnet, so ist diese geovdnete Ver-
einigungsmenge tiberdies wohlgeordnet. Insbesondere ist also die geord-
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nete Vereinigungsmenge von zwei oder endlich vielen wohlgeordneten
Mengen wiederum eine wohlgeordnete Menge.

Um die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen gegeniiber-
anderen Ordnungstypen hervorzuheben, bezeichnet man sie als Ordinal-
zahlen oder Ordnungszahlen, im besonderen die Ordnungstypen
unendlicher wohlgeordneter Mengen als transfinite oder unend-
liche Ordnungszahlen. Jede wohlgeordnete Menge M besitzt also
eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl u, die gleichzeitig die Ordnungs-
zahl jeder zu M &ahnlichen Menge ist, wihrend die Ordnungszahl jeder
nicht zu M ahnlichen Menge von u verschieden ist. Wie die anderen
Ordnungstypen werden auch die Ordnungszahlen in der Regel durch
kleine griechische Buchstaben bezeichnet. Die Ordnungszahlen stellen,
wie gewiinscht, eine naturgemifle Verallgemeinerung der endlichen
Zahlen in Riicksicht auf den Zdhlprozef dar, wie aus S. 122f her-
vorgeht.

Bei einer endlichen Menge entsprechen Kardinalzahl, Ordnungs-
typus und Ordnungszahl einander umkehrbar eindeutig; sie werden
daher einheitlich, nidmlich durch die natiirlichen Zahlen, bezeichnet.
In der Tat koénnen ja die Elemente einer endlichen Menge ohne
weiteres angeordnet, die Menge also in eine geordnete Menge ver-
wandelt werden; und wie immer diese Ordnung vorgenommen wird,
stets entsteht eine Menge vom nimlichen Ordnungstypus, der daher
durch die Kardinalzahl (d. i. in diesem Fall die Anzahl der Elemente
der Menge im gewdhnlichen Sinn) bezeichnet werden kann (S.90). Da
weiter jede geordnete endliche Menge wohlgeordnet ist, so ist der
Ordnungstypus gleichzeitig eine (endliche) Ordnungszahl. (DaB natiir-
lich dennoch Kardinalzahl und Ordnungszahl auch bei endlichen Mengen
begrifflich verschieden sind, braucht wohl kaum betont zu werden; die
Aussage ,,die Menge {1, 2, 3} enthilt drei Elemente“ ist sicher logisch
verschieden von der Aussage , die Menge enthilt ein erstes, ein zweites
und ein drittes Element®.)

Ganz anders ist die Sachlage bei wunendlichen Mengen. Da es
fir die Aquivalenzeigenschaften einer Menge auf eine etwaige Anord-
nung ihrer Elemente nicht ankommt und jede Menge sich selbst
dquivalent ist, gehort zu jeder (unendlichen wie endlichen) Menge eine
einzige Kardinalzahl. Die Elemente jeder unendlichen Menge lassen
sich aber auf mannigfache Weise anordnen, d. h. man kann aus der
nimlichen Menge eine Fiille verschiedener geordneter Mengen bilden;
im allgemeinen werden verschiedene dieser aus der nimlichen Menge
hervorgehenden geordneten Mengen auch verschiedene Ordnungstypen
besitzen. Endlich kann es sein — das ist sogar, wie sich zeigen wird
(S.141), stets der Fall—, daB sich unter diesen geordneten Mengen auch
wohlgeordnete befinden; deren Ordnungstypen sind dann gleichzeitig
Ordnungszahlen. Ist z. B. die Menge aller natiirlichen Zahlen gegeben,
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so ist g ihre Kardinalzahl. Von den verschiedenen geordneten Mengen,

die sich aus dieser Menge bilden lassen, seien hier nur einige wenige

angegeben:

{1,2,8,4,5,6, ...}, {...,6,54,3 2,1}, {1,3,5,...2,4,6,...}

{...,6,4,2...,5,8,1}, {1,3,5,...... ,6,4,2), {...,5,3,1,2,4,6,...
{1,5,9,...2,6,10,...3, 7. 11,...4,8,12,...};

’
>

endlich die (aus dem nachstehenden Anordnungsschema der natiir-
lichen Zahlen von leicht erkennbarer Bildungsart:

1 2 4 71116
3 5 81217
6 9 13 18
10 14 19

15 20

21

hervorgehende) geordnete Menge:
{1,2,4,7,...;3,5,8,12,...;6,9,13,18,...;10, 14, 19, 25, ...; ... .}.
Die Ordnungstypen dieser acht geordneten Mengen sind der Reihe
nach (vgl. S. 101f):

w, *ow, -2, *0-2, o+ *w, *o+ 0, 04, v-0.

Unter den acht geordneten Mengen sind endlich die erste, dritte,
siebente und achte wohlgeordnet, d.h. die Ordnungstypen w, w-2,
w -4, w-w sind unendliche Ordnungszahlen, die iibrigen dagegen nicht;
z. B. ist die fiinfte der angeschriebenen Mengen nicht wohlgeordnet,
weil in ihr die Teilmenge der geraden Zahlen (im Gegensatz zur ent-
sprechenden Teilmenge der dritten Menge) kein erstes Element besitzt.

Die hier und im folgenden benutzte Addition und Multiplikation
der Ordnungszahlen bedarf keiner besonderen Erklirung, da diese
Operationen in dem in § 9 (S.103) definierten Rechnen mit Ordnungs-
typen von selbst mitenthalten sind. Fiir dieses Rechnen ziehen wir
aus Satz 1 (durch Ubergang von den wohlgeordneten Mengen zu
ihren Ordnungszahlen) die Folgerung:

Satz 2. Eine Summe von lauter Ordnungszahlen ist, falls die
Summanden in wohlgeordneter Amnordnung auftreten, wiederum eine
Ordnungszahl. Daher stellt namentlich jede Summe von endlich vielen
Ordnungszahlen und jedes Produkt zweier Ordnungszahlen eine Ordnungs-
zahl dar.

Die letzte Aussage des Satzes 2 erhilt man, wenn man wie auf
S. 103 eine Summe von lauter gleichen (in wohlgeordneter Folge auf-
tretenden) Ordnungszahlen ins Auge faBt. Bezeichnet man weiter,
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unter u eine beliebige Ordnungszahl verstehend, die Ordnungszahl
u-pu mit w? dann p?.u mit u® usw, allgemein p®.p mit p*+i
so steht man beim einfachsten Fall der Potenzierung von Ordnungs-
zahlen (vgl. oben S. 104), namlich dem, wo der Exponent eine endliche
Ordnungszahl ist; von der Ausdehnung auf den Fall gewisser un-
endlicher Exponenten wird auf S. 132 die Rede sein. — Daf} die Ad-
dition und die Multiplikation von Ordnungszahlen (wie von Ordnungs-
typen iiberhaupt) nicht kommutativ ist, sondern im allgemeinen wesent-
lich von der Reihenfolge der Summanden bzw. ‘Faktoren abhingt,
wurde schon in § 9 (S. 101f. und 104) an Beispielen illustriert, die der
Leser nun nochmals nachschlage.

Wie wir sahen, ist w eine unendliche Ordnungszahl. Dariiber
hinaus erkennen wir sofort, daB jede wunmendliche wohlgeordnete Menge
Teilmengen wvon der Ordnungszahl o besitzi. Denn ist z. B. m, das
(nach Definition vorhandene) erste Element der wohlgeordnetenMenge M,
so enthilt M nach S. 123 ein einziges auf m, unmittelbar folgendes
Element sm,, ebenso ein auf m, folgendes m,, dann ein nichstes
mg usw.; dieses Verfahren, bei dem zu jedem Element sein Nach.
folger herausgegriffen wird, kann ohne Ende fortgesetzt werden, da
M unendlich sein sollte (vgl. das — weit willkiirlichere — Verfahren
von S.20). Die Menge der so herausgegriffenen Elemente {m,, m,,
m,, M, ...} ist aber eine Teilmenge von M und besitzt die Ordnungs-
zahl w, womit unsere Behauptung als richtig erwiesen ist.

Ist M eine unendliche wohlgeordnete Menge und 4 die im vorigen
Absatz hergestellte, mit dem Anfangselement von M beginnende un-
endliche Teilmenge {m,, m,, ...} vom Ordnungstypus w, so ist ent-
weder M mit 4 identisch oder M 1dBt sich im Sinn der Addition
geordneter Mengen in der Form M= A + B schreiben, wobei B
ersichtlich die nach Entfernung der Elemente von A iibrigbleibende
Teilmenge von M bedeutet und die Elemente von B denen von A4
nachfolgen. Nun 148t sich die wohlgeordnete Menge 4 auf eine echte
Teilmenge A4’ dhnlich abbilden durch die Vorschrift, daB jedem Ele-
ment von 4 das ihm nachfolgende zugeordnet werden soll; A4’ enthalt
dann alle Elemente von A4 mit Ausnahme des ersten m, (das gleich-
zeitig auch das erste Element der urspriinglichen Menge M ist).
Ordnet man noch jedes Element von B sich selber zu und bezeichnet
A’ 4+ B mit M’, so erhdlt man eine dhnliche Abbildung der beliebigen
unendlichen wohlgeordneten Menge M auf die echte Teilmenge M'-von M,
bei der gewisse (sogar unendlich * viele) Elemente von M je ihrem
Nachfolger entsprechen. Solche Abbildungen sind also fiir unendliche
wohlgeordnete Mengen stets moglich. Ist z. B. M die wohlgeordnete Menge
{1,8,5,...2,4,6,...}, so wird A=1{1,8,5,...}, B={2,4,6,...}
A'={8,517...} und M'={3,57...2,4,6,...}; die in Frage,
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stehende ahnliche Abbildung zwischen M und M' 1aBt sich dann
folgendermaflen andeuten:

M:1 3 5...2 4 6
R
Voy oy v v

M:3 5 7..2 4 6

Demgegeniiber gilt der folgende von Zermelo stammende?) Satz,
der fiir die wohlgeordneten Mengen bezeichnend ist:

Satz 3. Niemals kann ber irgendeiner dhnlichen Abbildung einer
wohlgeordneten Menge M auf eine Teilmenge N (M selbst nicht awus-
geschlossen) der Fall vorkommen, daf3 ein Element m von M etnem
Element n von N zugeordmet ist, das thm tn der Menge M vorangeht.

Denn kdme dieser Fall vor, so miiite es unter allen derartigen
Elementen m ein erstes geben, wegen der Grundeigenschaft der wahl-
geordneten Menge M. Es sei also g das erste Element von M, dem
ein ihm vorangehendes b zugeordnet ist?); b gehort sowohl zu N wie
zu M. Entspricht dann weiter dem Element b von M das (in N wie
auch in M enthaltene) Element ¢, so wird die in M geltende Be-
ziehung b < g wegen der Ahnlichkeit der Abbildung zwischen M und N
die Beziehung ¢<b in N nach sich ziehen; da N eine Teilmenge
von M ist, gilt ¢<$b auch in M. Es wiirde also b durch unsere
Abbildung dem ihm in M vorangehenden Element ¢ von N zugeordnet
sein, entgegen unserer Voraussetzung, wonach das (auf b nachfolgende)
Element a von M das erste Element mit solcher Eigenschaft sein sollte ;
der erhaltene Widerspruch zeigt, daB unsere Annahme falsch, der
behauptete Satz also richtig ist. Man beachte, wie wesentlich sich
dieser Beweis darauf stiitzt, daB jede wie immer geartete Teilmenge
von M ein erstes Element aufweist; Satz 3 ist also eine unmittelbare
und charakteristische Folgerung aus der Definition der wohlgeordneten
Mengen.

Dem niheren Eingehen auf die Eigenschaften der wohlgeordneten
Mengen werde noch die folgende Erklirung vorangeschickt:

1 Vgl. Hessenberg, S. V.

2) Hier tritt eine charakteristische (indirekte) Beweismethode der Theorie
der wohlgeordneten Mengen auf, die uns nachstehend noch Ofters begegnet.
Sie besteht darin, dafi zwecks Nachweises der Unmdoglichkeit einer gewissen
Eigenschaft der Elemente einer wohlgeordneten Menge zuniichst angenommen
wird, es gebe Elemente von der fraglichen Eigenschaft; dann mufi nach
Definition 1 in der Teilmenge aller derartigen Elemente ein erstes existieren,
d. h. ein erstes Element von der fraglichen Eigenschaft; fiir dieses erste ist
meist die Unmoglichkeit der Eigenschaft leicht nachzuweisen auf Grund der
Tatsache, dafi alle vorangehenden Elemente sie wicht besitzen. Daher kann
die Menge iiberhaupt kein Element von der fraglichen Eigenschaft enthalten.
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Definition 2. Ist m ein beliebiges Element der wohlgeordneten
Menge M, so wird die Teilmenge aller dem Element m vorangehen-
den Elemente von M ein Abschnitt von M genannt, genauer: der
durch das Element m bestimmte Abschnitt von M?*). Die
Ordnungszahl von M (und damit jeder zu M 4hnlichen Menge) nennt
man gr6Ber (>) als die Ordnungszahl jedes Abschnittes von M, die
Ordnungszahl jedes Abschnittes von M kleiner (<) als die Ordnungs-
zahl von M selbst?).

Aus dieser Definition gewinnen wir eine GroéBenordnung der
Ordnungszahlen, ganz wie wir im § 6 eine Anordnung der Kardinal-
zahlen nach ihrer GroBe durchgefithrt haben; nur ist die GroBen-
ordnung der Ordnungszahlen, wie wir bald sehen werden, sehr viel
durchsichtiger, als die der Kardinalzahlen bisher erschien. Wir haben
uns vor allem davon zu iiberzeugen, dafl die gegebene Erkliarung der
GroBenordnung der Ordnungszahlen die drei (auf S. 91f. angefiihrten)
Eigenschaften besitzt, die man von jeder Anordnungsbeziehung voraus-
zusetzen pflegt. Dazu bendtigen wir den folgenden Satz, der einen
speziellen Fall des Satzes 3 darstellt:

Satz 4. Eine wohlgeordnete Menge ist keinem ihrer Abschnitte dhnlich.

Wire namlich entgegen dieser Behauptung der Abschnitt 4 der
wohlgeordneten Menge M dhnlich zu M, so sei a das Element von M,
durch das der Abschnitt 4 (im Sinn der Definition 2) bestimmt ist
und das daher allen Elementen des Abschnittes nachfolgt. Das Ele-
ment ¢ von M wird durch eine (nach der gemachten Annahme existie-
rende) dhnliche Abbildung zwischen M und A jedenfalls einem Element
von A, d. h. einem ihm in M vorangehenden Element, zugeordnet.
Dies ist aber nach Satz 3 unmdglich, d. h. die Annahme M~ A war
falsch. — Es sei hervorgehoben, daB hiernach eine beliebige Ordnungs-
zahl p stets verschieden ist von der Ordnungszahl p -+ 1, und genauer,
dal w1 die ndchstgréfere Ordnungszahl zu p ist; denn eine Menge
von der Ordnungszahl u -+ 1 besitzt offenbar stets ein letztes Element,
und der durch dieses bestimmte Abschnitt ist von der Ordnungszahl u.

Sind M und N zwei dhnliche wohlgeordnete Mengen, so ist nach
Satz 4 keinesfalls die eine (etwa N) einem Abschnitt der andern
ahnlich; also kann die Ordnungszahl von N, die gleich derjenigen
von M ist, nicht gleichzeitig kleiner sein als letztere (1. Eigenschaft
von S, 92). Ist ferner A4 einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge
B und B einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge C #hnlich, so
ist offenbar auch A4 einem Abschnitt von C dhnlich; auf die Ordnungs-

1) Ist m das erste Element von M, so ist demnach die Nullmenge der
durch m bestimmte Abschnitt von M.

2) Diese Bezeichnungen und Zeichen fiir die Gréfenordnung der Ordnungs-
zahlen sind also dieselben wie die in § 6 fiir die Gréfienordnung der Kardinal-
zahlen eingefiihrten. Verwechselungen sind hieraus nicht zu befiirchten (aufier
etwa bei endlichen Kardinal- und Ordnungszahlen, wo es nichts ausmacht).

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 9
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zahlen iibertragen, besagt dies: ist die Ordnungszahl von A4 kleiner
als diejenige von B und diese selbst kleiner als die von C, so ist
auch die Ordnungszahl von A kleiner als diejenige von C (3. Eigen-
schaft). Die namliche Uberlegung zeigt endlich, wenn wir C mit 4
zusammenfallen lassen, daB eine Ordnungszahl nicht gleichzeitig kleiner
und groBer als die namliche andere Ordnungszahl sein kann (2. Eigen-
schaft); denn das wiirde besagen, dall A einem Abschnitt von B und
B einem Abschnitt von A4, also A4 einem Abschnitt von sich selbst
ahnlich ware. Unsere Definition besitzt also jene erforderlichen drei
Eigenschaften.

Dagegen ist vorlaufig noch nicht entschieden, ob nach unserer
Definition iiberhaupt von je zwei verschiedenen Ordnungszahlen stets
eine die kleinere ist; die Bejahung dieser Frage fillt offenbar mit
der Behauptung zusammen, daB von zwei wohlgeordneten Mengen,
die einander nicht dhnlich sind, stets eine einem Abschnitt der anderen
dhnlich ist. Auf diese im Mittelpunkt der Lehre von den wohlgeord-.
neten Mengen stehende Frage werden wir spiter (S. 135ff) noch ein-
gehend zuriickkommen. In den zunichst folgenden Uberlegungen soll
vorher ein anderer Gedankengang kurz skizziert werden, der sich eben-
sosehr durch seine Kiihnheit wie durch seine konstruktive Anschaulich-
keit auszeichnet.

Der Leser iiberzeugt sich zunichst leicht, daB die aus Definition 2
folgende Anordnung der endlichen Ordnungszahlen mit der gewohn-
lichen GroBenordnung der natiirlichen Zahlen (und also auch der-
jenigen der endlichen Kardinalzahlen) iibereinstimmt; z. B. besitzt der
Abschnitt {1} der wohlgeordneten Menge {1, 2} die Ordnungszahl 1,
der Abschnitt {1, 2} der Menge {1, 2, 3} die Ordnungszahl 2, d. h.
die Ordnungszahl 1 ist kleiner als 2, 2 kleiner als 3 usw. Die Ord-
nungszahl O endlich entspricht dem durch das erste Element einer
beliebigen wohlgeordneten Menge bestimmten Abschnitt, d. h. der
Nullmenge.

Weiter folgt aus Definition 2, daB w die Rleinste unendliche
Ordnungszahl ist. Denn ist M irgendeine unendliche wohlgeordnete
Menge und A = {m,, m,, m,, ...} die auf S.127 hergestelite, mit
dem ersten Element m, von M beginnende Teilmenge von der Ord-
nungszahl w, so ist A entweder mit M identisch oder ein Abschnitt
von M. Ist namlich A4 nicht mit } identisch, so enthalt M noch
Elemente m, die auf alle Elemente von A folgen; bedeutet a das
erste unter allen derartigen Elementen m von M, so ist offenbar A4
der durch a bestimmte Abschnitt von M. Demnach ist @ entweder
selbst die Ordnungszahl von M oder kleiner als sie; da sich anderer-
seits jeder Abschnitt von A4 als endlich erweist, so trifft unsere Be-
hauptung zu.

Die Tatsache, daB jeder Abschnitt einer wohlgeordneten Menge
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von der Ordnungszahl o endlich ist, besagt in Verbindung mit dem
Ergebnis des vorigen Absatzes, daB im Sinn unserer Definition jede
endliche Ordnungszahl kleiner ist als jede unendliche Ordnungszahl.

Weiter sei hier noch der folgende Satz vermerkt, den sich der
Leser an Hand von Beispielen (z. B. fir u=2,3, 0, w +1, -2,
w-3) leicht veranschaulicht; auf seinen Beweis wollen wir, um diesen
kurzen Ausblick in das Reich der Ordnungszahlen nicht zu unter-
brechen, erst spiter (S. 136) zuriickkommen (natiirlich ohne dann
von den nachfolgenden Uberlegungen Gebrauch zu machen).

Satz 8. Ist u eine beliebige Ordnungszahl, und wird die Menge
aller Ovdnungszahlen, die Rleiner als u sind, nach dev GrofBe der Ord-
nungszahlen geordnet, so daff sie mit 0, 1, 2, ... beginnt, so ist diese
Menge W(u) wohlgeordnet und von der Ordnungszahl .

Wiinscht man — wie es fiir viele Anwendungen niitzlich ist —
Satz 5 so auszusprechen, dafl im Vordersatz bei der Erklirung der
Menge W (u) zunichst p gar nicht vorkommt, so kann man sich
offenbar so ausdriicken: Ist W eine Menge von Ordnungszahlen mit der
Eigenschaft, daB gleichzeitig mit irgendeiner Ordnungszahl ¢ aus W
auch jede kleinere Ordnungszahl als ¢ in W vorkommt, so ist die
nach der Gréf3e der Ordnungszahlen geordnete Menge W wohlgeordnet,
und die Ordnungszahl g der Menge W stellt die ndchstgréfBere Ord-
nungszahl zu den Ordnungszahlen aus W dar, d. h. die Eleinste Ord-
nungszahl, die groBer ist als jede in W als Element vorkommende
Ordnungszahl &. W = W (u) ist also die Menge aller Ordnungszahlen
bis u ausschlieBlich. — DaB allgemein zu jeder Menge W von Ord-
nungszahlen, zu der es noch gréBere Ordnungszahlen gibt (vgl. hierzu
S. 154), eine ndchstgréfere Ordnungszahl existiert, ist eine Folge der
Grundeigenschaft der Wohlordnung (Definition 1); ist namlich g eine
Ordnungszahl, die groBer ist als alle Elemente von W, und ist 8 nicht
schon selbst die nichstgroBere Ordnungszahl, so bilde man zu der
wohlgeordneten Menge W (f) aller Ordnungszahlen bis § ausschlieBlich
die Teilmenge W, aller der Ordnungszahlen aus W(f), die groBer
sind als jede Ordnungszahl von W; nach Definition 1 besitzt W, ein
erstes Element, das ersichtlich die gewiinschte nichstgréBere Ordnungs-
zahl darstelit.

Sind also alle Ordnungszahlen bis ,zu einer gewissen Stelle®
bekannt, so hat man, um die niichstgréBere Ordnungszahl u zu ge-
winnen, nur die geordnete Gesamtheit jener Ordnungszahlen als Menge
zu betrachten; u ist dann die Ordnungszahl dieser Menge. Fahrt man,
mit 0,1, 2 usw. beginnend, nach dieser Vorschrift unbegrenzt fort,
so erhdlt man die folgende volistindig bestimmte Reihe, die gewisser-
maflien eine Fortsetzung der gewdhnlichen Zahlenveihe diber das Unend-
liche hinaus bedeutet (vgl. das Zitat auf S. 3) und eine der kiihnsten
Schépfungen Cantors darstellt:

9*
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0,1,2,3, ..w, w+1, o+2, ...0-2, -2+1, ... 03, ...
w4, .., o-m+n, .. 0(=0w0), 0*+1, ... 0*+ow,...
0?+w-2 ...02 ...t mto-nt+p, ... 0% 01, ...
o 0" om0 om0y Fmy,

Hierbei bedeuten die Summanden und Faktoren m, n, $, m,; usw.
ebenso wie die Exponenten n, # — 1 usw. endliche Ordnungszahlen.
Die Einfiihrung der Potenzen w?, w3, ..., »" ist auf Grund des Satzes 5
im Einklang mit der oben (S. 127) gegebenen Definition der Potenzen
von Ordnungszahlen mit endlichen Exponenten, wie der Leser unschwer
iiberlegen wird; so hat z. B. die Menge aller der Ordnungszahl ?
vorangehenden Ordnungszahlen (die simtlich von der Form w.m 4 n
sind) die Ordnungszahl w-w, weil lauter Abzdhlungen (festes m, ver-
dnderliches #) in abgezdhlter Reihenfolge (veridnderliches m) aufeinander
folgen. In einer sinngeméifen, hier nicht nidher zu erdrternden Ver-
allgemeinerung?) dieses Potenzbegriffs (auf den Fall unendlicher Ord-
nungszahlen als Exponenten) legt man der wohlgeordneten Menge aller
Ordnungszahlen von der oben angeschriebenen Form die Ordnungs-
zahl @w® bei und fithrt das Schema der Ordnungszahlen folgendermafBen
unbegrenzt fort:

n
w? o*+1, ... o+, . ... 0°n, ... O, el L1 ..

. 2 n (0] «
we” ... 0w . 0Y, .. w®, .. 0% =g e+1, ....

Die hier mit ¢ bezeichnete Ordnungszahl hat offenbar die Eigen-
schaft wf*=¢ und ist die erste Ordnungszahl, die man, ausgehend
von @ und den endlichen Ordnungszahlen, mittels Addition, Multipli-
kation und Potenzierung in endlicher Schreibweise nicht mehr dar-
stellen kann; sie erfordert dabei eine neue Bezeichnung (¢). Cantor hat

1 Vgl. z. B. Hausdorff, S. 117ff. Es sei nochmals (vgl. S. 105) hervor-
gehoben, daf die Potenzierung von Ordnungszahlen etwas ganz und gar anderes
bedeutet und bezweckt, als die in § 8 behandelte Potenzierung der Kardinal-
zahlen. So ist z. B. eine Menge von der Ordnungszahl w® abzdhlbar und
nicht etwa von der Kardinalzahl a® = ¢ des Kontinuums. Um etwa die Menge
der natiirlichen Zahlen nach der Ordnungszahl w® anzuordnen, kann man mit
Hessenberg jede Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren darstellen und diese Produkte
in erster Linie nach der wachsenden Anzahkl der Faktoren anordnen; bei
gleicher Anzahl der ihrer Griofie nach anzuschreibenden Faktoren soll, unter
Aufierachtlassung etwa beiderseits gleicher Faktoren, die Gréfe der Faktoren
fiir die Anordnung der Produkte mafigebend sein. Hiernach ergibt sich folgende
Anordnung der (abzéhlbaren) Menge der natiirlichen Zahlen:

1,2, 8,5, 7 11, . .. (alle Primzahlen); 4, 6, 10, 14, .. .; 9,15,21,33, .. .; ...
8, 12, 20, 28, ...; 18, 80, 42, 66, ...; ... 27, 45,68, 99, ...; ...
16, 24, 40, 56, . . .; .. ..

Man mache sich dieses Bildungsgesetz klar und iiberzeuge sich hierzu nament-
lich, da z. B. die Menge aller hierbei der Zahl 2" vorangehenden Zahlen die
Ordnungszahl "1 aufweist!
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allgemein die Ordnungszahlen &, die der Beziehung w? = £ geniigen,
als - Epsilonzahlen bezeichnet; hiernach ist ¢ die kleinste Epsilonzahl.

Im Sinn unseres bisherigen Mengenbegriffs (S. 3) wiirden wir
die Gesamtheit aller Ordnungszahlen des obigen endlos fortgesetzt ge-
dachten Schemas (bei der getroffenen Anordnung nach der GréBe der
Ordnungszahlen) als eine wohlgeordnete Menge aufzufassen haben; aus
welchen Griinden diese Auffassung als unzuldssig betrachtet werden
muB und wie demgemifl der in § 2 eingefilhrte Begriff der Menge
abzuindern ist, das wird uns im nichsten Paragraphen beschiftigen.

Fir die Leser, denen aus der Arithmetik der natiirlichen Zahlen das
Verfahren der ,vollstindigen Induktion® (Schlufi von % auf % -+ 1) geldufig ist,
sei bemerkt, dafi die einfache Natur und Aufeinanderfolge der Ordnungszahlen
eine Verallgemeinerung jenes Verfahrens auf beliebige Ordnungszahlen ge-
stattet. Dieses — hier als transfinite Indukiion bezeichnete — Verfahren besagt,
daB eine Behauptung 9B iiber Ordnungszahlen fiir alle Ordnungszahlen zutrifft,
falls sie erstens fiir die (kleinste) Ordnungszahl 0 richtig ist und zweitens all-
gemein aus ihrer Giiltigkeit ftir alle Ordnungszahlen bis zu einer beliebigen «
(ausschlieflich) auch noch ihre Giiltigkeit fiir die Ordnungszahl « selbst folgt.
Wire ndmlich unter diesen Bedingungen $ fiir eine Ordnungszahl f unzu-
treffend, so sei f§, die erste unter den Ordnungszahlen bis g einschliefilich
[d. h. nach Satz 5: die erste Ordnungszahl der Menge W (8- 1)], fiir die B
nicht gilt; da dann B fiir alle Ordnungszahlen bis g, ausschliefilich zutrife,
miifite ¥ nach der zweiten Bedingung auch noch fiir §, gelten, womit die An-
nahme iliber § ad absurdum geftihrt ist. — Wie in der Arithmetik der natlir-
lichen Zahlen liegt auch hier die Bedeutung des Induktionsschlusses nicht nur
in seiner Brauchbarkeit zur Durchfithrung von Beweisen, sondern ebensosehr
in seiner Verwendung zur Einfiilhrung von Definitionen: kann man eine ge-
wisse Eigenschaft § einer jeden Ordnungszahl ¢ mittels Zuriickflihrung auf alle
Ordnungszahlen, die kleiner als « sind, formulieren und § iiberdies z. B. fiir
die Zahl 0 aussprechen, so ist damit die Definition von § fiir alle Ordnungs-
zahlen getroffen.

Zu jeder Ordnungszahl y gehort eine eindeutig bestimmte Kardinal-
zahl, namlich die Kardinalzahl einer wohlgeordneten Menge von der
Ordnungszahl u. Welche wohlgeordnete Menge hierbei genommen
wird, ist gleichgiiltig, da wohlgeordnete Mengen von der namlichen
Ordnungszahl &hnlich, also um so mehr dquivalent sind. (Z. B. ge-
hoért zu der kleinsten unendlichen Ordnungszahl w die Kardinalzahl o
der abgezdhlten Mengen) Man bezeichnet die Kardinalzahlen unend-
licher wohlgeordneter Mengen als Alefs (vgl. S. 45). Umgekehrt gehort
zwar zu jeder emdlichen Kardinalzahl gleichfalls eine eindeutig bestimmic
(gleichbezeichnete) Ordnungszahl (S. 90); zu jedem Alef dagegen ge-
horen wunendlich viele verschiedene Ordnungszahlen. Ist nimlich M eine
unendliche wohlgeordnete Menge von der Ordnungszahl u und der
Kardinalzahl m und wird zu M ein einziges Element als lefzfes hinzu-
gefiigt, so besitzt die dadurch neu entstehende wohlgeordnete Menge
die von u verschiedene Ordnungszahl u -} 1; die Kardinalzahl m
dagegen bleibt bei einer solchen Hinzufiigung unverindert (vgl S. 96).
Entsprechend gehéren zu der Kardinalzahl m z. B. auch noch die
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Ordnungszahlen u + 2, -+ 3, w4 usw, ibrigens auch u -+ w,
@+ o1 usw. (vgl. S.19 und FuBnote auf S. 41). Man bezeichnet
die (nach der GroBe der Ordnungszahlen geordnete) Menge aller zu
einem Alef gehorigen Ordnungszahlen als die Zahlenklasse dieses
Alefs. FEine wichtige Rolle spielt die kleinste zum betreffenden
Alef gehérige Ordnungszahl, die Anfangszahl der Zahlenklasse.

Geht man in dem Schema aller Ordnungszahlen von der kleinsten
unendlichen Ordnungszahl w aus und bildet man, im Sinne wachsender
Ordnungszahlen fortschreitend, zu jeder Ordnungszahl die zugehorige
Kardinalzahl, so erhidlt man zwar immer zu unendlich vielen verschie-
denen Ordnungszahlen je eine und dieselbe Kardinalzahl; dennoch gibt
es schlieBlich zu jeder auftretenden Kardinalzahl eine groBere, und
zwar eine ndchstgréfere). Man bezeichnet die sich derart ergebenden
Kardinalzahlen der Reihe nach mit Np, N;5 Mgy« -+ Nes N1, - - - (VEL
S. 45); die so geordnete Gesamtheit aller Alefs wire im Sinn unseres
bisherigen Mengenbegriffs wiederum als eine wohlgeordnete Menge
anzusprechen, was indes gleichartigen Bedenken, wie auf S. 133 oben er-
wihnt, begegnet. Im besonderen fillt hiernach N, als zu der kleinsten un-
endlichen Ordnungszahl w (und zu w + 1, w + 2 usw.) gehorig, mit der
uns wohlbekannten Kardinalzahl a der abzdhlbaren Mengen zusammen.
Geht in der Reihe der Alefs die Kardinalzahl y, der Kardinalzahl x,
voran, d.h. ist die Ordnungszahl u kleiner als die Ordnungszahl »,
so ist die Kardinalzahl x, auch im Sinne der GroBenordnung der
Kardinalzahlen (S. 48) kleiner als die Kardinalzahl y,, wie folgende
Uberlegung zeigt: Ist 4 eine wohlgeordnete Menge von der Ordnungs-
zahl o und der Kardinalzahl yn,, B eine wohlgeordnete Menge von
der Ordnungszahl 8 und der Kardinalzahl y,, so wird, wenn ,

) Zum Beweis bilde man, wenn N, ein beliebiges Alef ist, die (wohl-
geordnete) Menge M aller Ordnungszahlen, deren zugehdrige Kardinalzahlen
gleich oder kleiner als n, sind. Die Ordnungszahl y von M ist nach Satz 5
grofier als jede in M vorkommende Ordnungszahl, und zwar ist sie genauer
die ndchstgropere. Nach der Definition der Menge M gehdrt daher zu g nicht
mehr x, oder ein kleineres Alef als Kardinalzahl, sondern — wie man aus
dem Aquivalenzsatz (vgl. S. 58) leicht folgert — ein grofieres Alef. Dieses muff
schliefilich das auf x, unmittelbar folgende »,; sein, weil zu jeder kleineren
Ordnungszahl als p hochstens die Kardinalzahl x, gehoren sollte; u ist die
kleinste zu »,y gehorige Ordnungszahl, also die Anfangszahl der Zahlen-
klasse von xq1-

Hiernach ist z. B. die (wohlgeordnete) Menge aller verschiedenen Ord-
nungszahlen von endlichen und abzidhlbaren Mengen (Kardinalzahl < &) nicht
mehr abzihlbar, sondern sie besitzt als Kardinalzahl das zweitkleinste Alef x,,
als Ordnungszahl die Anfangszahl der Zahlenklasse von &,. Weiter lifit sich
auf Grund der skizzierten Uberlegung z. B. das oben im Text angefiihrte
Alef »,, erkliren als die Kardinalzahl der wohlgeordneten Menge aller Ord-
nungszahlen, deren zugehdrige Kardinalzahl ein x, oder eine kleinere Kardinal-
zahl ist; # darf hierbei jeden endlichen Wert annehmen.
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in der Reihe der Alefs vor n, steht, auch ¢ in der Reihe der Ord-
nungszahlen vor g stehen, also « kleiner sein als . Das besagt,
daB A einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge B &hnlich, um so
mehr also einer Teilmenge von B &quivalent ist. Daher kann nach
S. 58 A nur entweder eine kleinere oder die nidmliche Kardinalzahl
besitzen wie B, und da §, von y, verschieden sein sollte, ist in der
Tat §, kleiner als N,.

Niaher auf die interessante Theorie der Ordnungszahlen und der
Alefs einzugehen, wiirde fiir den Rahmen dieser Darstellung zu weit
fiilhren; auch die vorangehenden, das Schema der Ordnungszahlen und
das der Alefs betreffenden Ausfiihrungen sollten nur eine andeutende
Ubersicht iiber die Verhiltnisse und nicht eine systematische oder
vollstindige Entwicklung geben. Der Leser findet ausfiihrliche Dar-
stellungen dieser schon von Canior eingehend erérterten Fragen (vgl
namentlich Grundlagen und Beitrdge II) in den am SchluB genannten
Schriften von Hessenberg und Hausdorff sowie — hier mit besonderer
Riicksicht auf die historische Entwicklung — von Schoenflies.

Wir kehren nun wieder zu der auf S. 130 aufgeworfenen Frage
nach der Vergleichbarkeit zweier Ordnungszahlen oder zweier wohl-
geordneter Mengen zuriick, um sie nach einer wesentlich von Haus-
dorff') stammenden Umformung der urspriinglichen Methode Cantors
zu behandeln. Zunichst sollen zwei auch an' sich beachtenswerte
Sitze (6 und 7) hervorgehoben werden:

Satz 6. Eine wohlgeordnete Menge kann nur auf eine einzige
Weise auf sich selbst oder auf eine dhnliche Menge dhnlich abgebildet
werden.

Bei einer dhnlichen Abbildung der wohlgeordneten Menge M auf
sich selbst muB namlich entweder jedes Element sich selbst zugeordnet
sein oder es muf} Elemente geben, die vorangehenden Elementen
entsprechen; der letztere Fall wiirde dem Satze 3 widersprechen und
ist somit ausgeschlossen. Daher kann eine wohlgeordnete Menge M-
auch nicht auf zwei verschiedene Arten auf eine andere Menge N
dhnlich abgebildet werden; denn durch Kombination der beiden Ab-
bildungen (Zuordnung je zweier dem niamlichen Element von N ent-
sprechender Elemente von M zueinander) konnte man eine dhnliche
Abbildung von M auf sich selbst herstellen, bei der nicht jedes Element
von M sich selbst entspricht,

Satz 7. Zwei Abschnitie der ndmlichen wohlgeordneten Menge sind
entweder mitetnander identisch oder einer von thmen ist ein Abschwitt
des anderen.

1) S. 104 f. Von den ilteren Methoden sei neben der Canforschen nament-
lich die von Hessenberg (S. 58—60) genannt.



136 § 11. Wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen.

In der Tat: ist die Menge M wohlgeordnet und wird der durch
das Element ¢ von M bestimmte Abschnitt von M mit A, der durch
das Element » von M bestimmte Abschnitt mit B bezeichnet, so ist
entweder ¢ mit b identisch oder in der Anordnnng der Elemente von
M steht g4 vor b oder b vor a. Im ersten Fall sind die Abschnitte
4 und B identisch; im zweiten gehért ¢ und um so mehr jedes ¢ voran-
gehende Element von M dem Abschnitt B an, d.h. 4 ist ein Ab-
schnitt von B; im dritten Fall ist ebenso B ein Abschnitt von A.

Satz 7 besagt, daB die Abschnitte einer und derselben wohl-
geordneten Menge M stets vergleichbar sind, daB namlich die Ordnungs-
zahlen zweier Abschnitte von M entweder gleich sind oder die eine
kleiner ist als die andere; denn nach der Definition 2 (S. 129) ist ja
die Ordnungszahl eines Abschnitts einer wohlgeordneten Menge kleiner
als die Ordnungszahl der Menge selbst. Dariiber hinaus gehen wir
jetzt zu dem Nachweis iiber, daBl die Eigenschaft der Vergleichbarkeit
nicht auf Abschuitte der nimlichen wohlgeordneten Menge beschréankt
ist, sondern jedem belichbigen Paar wohlgeordneter Mengen zukommt.

Zu diesem Zwecke holen wir vor allem den bisher zuriickgestellten
Beweis des Satzes 5 (S. 131) nach. Es sei also M eine beliebige wohl-
geordnete Menge von der Ordnungszahl u, wahrend W (u) die Menge
aller Ordnungszahlen, die kleiner als u sind, bezeichne, geordnet nach
der GroBe der Ordnungszahlen; sind ¢ und g irgend zwei Ordnungs-
zahlen von W(u), so ist hiernach die in W(u) etwa geltende Ordnungs-
beziehung ¢ 3§ gleichwertig mit der im Sinn der Definition 2 ge-
machten Aussage ¢ < . Wir weisen die durch Satz 5 behauptete
Ahnlichkeit zwischen den (jedenfalls geordneten) Mengen M und W (u)
dadurch nach, dafl wir direkt eine dhnliche Abbildung zwischen ihnen
herstellen.

Hierzu sei im voraus der besseren Veranschaulichung halber be
merkt: Fiir ,kleines® y trifft die Behauptung ganz gewil zu. Istz. B.
eine Menge {a, b, c} von der Ordnungszahl 3 gegeben, so ist sie dhnlich
der Menge W (3)= {0, 1, 2}; ebenso fiir beliebige endliche Mengen?).
Aber auch fiir yu = z B.ist Satz 5 selbstverstindlich; denn da
nach S.130 die kleinste unendliche Ordnungszahl ist, stellt W (w)
die Menge aller endlichen Ordnungszahlen in der gewdhnlichen
Reihenfolge {0, 1, 2, 38, ...} dar; die Ordnungszahl dieser Menge ist
aber in der Tat w. Ahnlich fiir w 41 usw. Fiir beliebig groBe Ord-
nungszahlen u bedarf es jedoch eines allgemeinen Beweises.

Um also eine #hnliche Abbildung zwischen M und W (u) herzustellen,
definieren wir zunichst iiberhaupt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung

1) Man erkennt so gleichzeitig, dafi die formale Zuerkennung des Pra-
dikates ,,Ordnungszahl“ an die Null eine gebieterische Notwendigkeit auch fiir
die allgemeine Geltung des Satzes 5 ist, wie sie sich schon im Hinblick auf
Definition 2 als erforderlich herausstellte.
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zwischen den Elementen beider Mengen, von der wir dann nachweisen werden,
daf sie #hnlich ist. a4 sei ein beliebiges Element von M. Um die ihm zu-
zuordnende Ordnungszahl von W (u) anzugeben, bezeichnen wir den durch a
bestimmten Abschnitt von M mit A, seine Ordnungszahl mit «; nach Defini-
tion 2 ist dann « kleiner als g, also ein Element von W(u). Diese Orvdnungs-
zahi o von W (u) soll dem Element a von M zugeovdnet werden. Dann entspricht
gemidf dieser Festsetzung auch umgekehrt jeder Ordnungszahl « von W (u),
d. h. jeder Ordnungszahl ¢ <~ u, eindeutig ein Element ¢ der Menge M, die die
Ordnungszahl y besitzen sollte. Denn nach Definition 2 besagt o < u, daf «
die Ordnungszahl einer einem Abschnitt von M #hnlichen Menge — oder ein-
facher: die Ordnungszahl eines Abschnitts 4 von M — darstellt. Ist ein solcher
Abschnitt 4 durch das Element a bestimmt, so ist 4 nach der obigen Fest-
setzung ein der Ordnungszahl « von W(x) zuzuordnendes Element von M;
ein zweites, von @ verschiedenes derartiges Element kann in M nicht vor-
kommen, weil ein solches nach Satz 7 einen zu A #nicht Zhnlichen Abschnitt
von M bestimmen wiirde. Schliefilich ist die so hergestellte Abbildung
zwischen M und W(u) dhnlich. Denn sind a und b zwei Elemente von M,
A und B die durch sie bestimmten Abschnitte und « und g deren Ordnungs-
zahlen, so folgt aus @ <b nach Satz 7 und dem Beweis dazu, dafi 4 ein Ab-
schnitt von B, also nach Definition 2 « < f ist, und diese Betrachtung lifit
sich offenbar umkehren. W (u) ist also in der Tat wohlgeordnet und von der
Ordnungszahl u, wie Satz 5 es behauptet.

Wir koénnen hiernach die Elemente einer beliebigen wohlgeord-
neten Menge M samtlich durch ,Indizes“ bezeichnen, also in der
Form m, schreiben, wobei der Index « nicht nur wie sonst in der
Mathematik die natiirlichen Zahlen, sondern alle endlichen und un-
endlichen Ordnungszahlen bis zur Ordnungszahl von M ausschlieBlich
durchlduft. Man hat zu diesem Zweck als Index jedes Elements von
M die Ordnungszahl zu wihlen, die ihm bei der soeben hergestellten
Abbildung zugeordnet wurde. Damit ist eine Art ,Normaldarstellung*

jeder wohlgeordneten Menge:
{mo: ml’ My o oo Moy Mg 415+« - M2, Mey.2 + 1, }

ermoglicht, die sich fiir mancherlei Zwecke als niitzlich und anschau-
lich erweist, so z. B. auch fiir den uns gegenwirtig beschiftigenden
Nachweis, daB zwei beliebige wohlgeordnete Mengen stets ihren
Ordnungszahlen nach vergleichbar sind, d. h. daB entweder eine einem
Abschnitt der anderen dhnlich ist, oder beide einander dhnlich sind.

Wir koénnen uns aber fiir diesen Zweck die Sache auf Grund des
Satzes 5 noch um ein Weiteres bequemer machen: statt zwei Mengen
von den Ordnungszahlen u und » zu betrachten, die mit m,, m, usw.
bzw. n,, #n, usw. beginnen, also mit zwar verschiedenen, aber durch
die gleichen Indizes bezeichneten Elementen, diirfen wir nach Satz 5
die Mengen der Indizes selbst, nidmlich die jenen Mengen &4hn-
lichen Mengen von Ordnungszahlen W (u) und W (v) ins Auge fassen.
Diese Mengen fangen mit genau den namlichen Elementen an, nim-
lich beide mit 0, 1, ... und, wenn u und » groB genug sind, sogar
beide mit 0,1, 2,...w, w -+ 1,.... Begniigt man sich mit der Index-



138 § 11. Wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen.

schreibweise, so wird man das vermutliche Zutreffen der Vergleich-
barkeit sich so plausibel machen, daB man sagt: jede wohlgeordnete
Menge besitzt mindestens ,im Anfang* dasselbe Bildungsgesetz, das
sich ausdriickt in der gegenseitigen Ahnlichkeit der ,anfinglichen*
entsprechenden Abschnitte beider Mengen, d. h. in der Gleichheit der
Indizes entsprechender Elemente; diese Einzigkeit des Bildungsgesetzes
wird sich nicht auf den Anfang beschrinken, sondern so weit reichen,
bis eine der Mengen erschépft ist. Auf die Mengen W(u) und W (»)
selbst iibertragen, die sogar den wmdmlichen , Anfang“ aufweisen,
erscheint die Vergleichbarkeit noch einen Grad niherliegend und 1af3t
sich in der Tat hochst einfach nachweisen.

Es seien also u und » zwei beliebige Ordnungszahlen, W (u) und
W (v) die wohlgeordneten Mengen aller Ordnungszahlen, die kleiner
als u bzw.» sind. Dann stimmen W(u) und W (») jedenfalls in den
ersten Elementen 0, 1, 2, ... liberein. D bezeichne die (wohlgeordnete)
Menge M der Ordnungszahlen, die gleichzeitig in W(u) und W(v)
vorkommen, also den geordneten Durchschnitt beider Mengen; dann
enthilt D mit irgendeiner Zahl y von W(u) und W (») auch alle ihr
(in beiden Mengen) vorangehenden Zahlen, weil W (y) eine Teilmenge
— genauer: der durch y bestimmte Abschnitt — beider Mengen ist.
Der Durchschnitt D ist also z. B. mit W (u) entweder identisch oder
ein Abschnitt von W(,u), bestimmt durch das erste, allen Elementen
von D nachfolgende Element von W (u); Entprechendes gilt fiir D und
W(v). Wenn wir die Ordnungszahl von D mit § bezeichnen, so ist
D =W(9) (vgl Satz 5). Wir gelangen also, ahnlich wie bei der Ver-
gleichung ungeordneter Mengen hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen
(S. 54), zu folgendem Schema, das alle Moglichkeiten im Sinn ,,voll-
stindiger Disjunktionen verzeichnet:

D= W{u), d. h. D Abschnitt von W(u),
d=u d. h. 0 < pu
D=W(), d.h. W (») Abschnitt von W (u),
0) 41 W) =Wo), dbg=—y |70 AP e )
D Abschnitt von W (»), W(u) Abschnitt von W (»), .
dh v d. h. p<w )

Wie bei den Kardinalzahlen erledigen sich die drei ersten Fille im
Sinn der Vergleichbarkeit (u =», v < u, u < ), nur viel einfacher als
dort, wo zur Erledigung des ersten Falles der Aquivalenzsatz heran-
gezogen werden muBte. Es bleibt also nur noch der vierte, durch
ein Sternchen bezeichnete Fall zu betrachten.

Dieser vierte Fall kann nun dberhaupt nicht eintreten. Denn ist
D ein Abschnitt beider Mengen W (u) und W (»), so gehort das diesen
Abschnitt in beiden Mengen bestimmende Element ¢ gleichfalls beiden
Mengen an; die Ordnungszahl 6 muB dann also im Durchschnitt D
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selbst vorkommen. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung, wo-
nach D von der Form W(d) ist, also nur die Ordnungszahlen bis &
ausschlieflich umfaBt. D muB daher mit mindestens einer der
Mengen W(u) und W (») zusammenfallen. (Anschaulicher ausgedriickt:
Die Annahme, daB der Durchschnitt D fiir beide Mengen nur ein
Abschnitt sei, bei keiner also bis zum Ende reiche, widerspricht der
Grundeigenschaft eines Durchschnitts, der so weit reichen muB, wie
es die beiden Mengen gestatten; hier konnte man jedenfalls D um
ein Element ,verlingern“, namlich um die Ordnungszahl §, die in
jeder der beiden Mengen den Abschnitt D = W(#) bestimmt.) Wir
haben somit die ausnahmslose Vergleichbarkeit der wohlgeordneten
Mengen bewiesen und konnen sie, wenn wir gemiB Satz 5 statt von
W(u) und W(») von beliebigen (ihnen Zahnlichen) wohlgeordneten
Mengen der Ordnungszahlen p und » ausgehen, so aussprechen:

Hauptsatz 1 der Theorie der wohlgeordneten Mengen. Zwet wohl-
geordnete Mengen sind entweder einander dhnlich oder eime von thnen
st einem Abschnitt der anderen dhmlich. Von zwei ungleichen Ordnungs-
zahlen ist also stets eime die Rleinere und die andere die grofere.

Hiermit erst ist dem -— im Vorstehenden nirgends als Beweis-
hilfsmittel benutzten — Schema der Ordnungszahlen, wie wir es auf
S. 132 kennen lernten, seine Einzigkeit und volle Bedeutung gesichert,
insofern als es wirklich gllen Ordnungszahlen Raum gibt. Es ist also
ausgeschlossen, dall der unbegrenzt ausgedehnte Stamm, an dem sich
die Ordnungszahlen wohlgeordnet aneinanderreihen, sich etwa irgendwo
nach verschiedenen Asten gabelt, deren Ordnungszahlen miteinander
unvergleichbar wiren, oder daB ganz losgelost vom Hauptstamm sich
noch Systeme von Ordnungszahlen vorfinden. Der geniale Gedanke
aus einer frithen Schaffensperiode Cantors (vgl. seine ,,Grundlagen*),
den ZahlprozeB iiber die Folge der endlichen Zahlen hinaus fortzu-
setzen, ist so klar und rein von ihm bis zu Ende durchgefiihrt. Ohne
daB fiir Mehrdeutigkeiten und unbestimmte Unendlichkeitsbegriffe Platz
oder gar Bediirfnis bliebe, folgt die Fortfilhrung des Zahlprozesses an
jeder Stelle dem nédmlichen, in Satz 5 ausgedriickten Gesetz, wonach
die gerade fillige Zahl durch die Gesamtheit der ihr vorangegangenen
eindeutig bestimmt ist. Weiterhin erlaubt dieser endlose ZihlprozeB,
die Elemente jeder noch so umfassenden wohlgeordneten Menge,
weit {iber den Typus w und selbst iiber die Kardinalzahl a hinaus,
gewissermaBen ,,abzuzihlen®, sie namlich einheitlich mit Indizes zu
versehen, die dann freilich nicht nur endliche Zahlen, sondern be-
liebige Ordnungszahlen sind.

SchlieBlich aber greift die Bedeutung des Hauptsatzes 1 sogar
iber die Fragen der Ordnung iiberhaupt hinaus und auf die Theorie
der Aquivalenz iiber: die ausnahmslose Vergleichbarkeit der wohl-
geordneten Mengen gilt nicht nur fiir ihre Ordnungszahlen, sondern
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ebenso fiir ihre Kardinalzahlen. Es seien namlich M und N zwei
beliebige wohlgeordnete Mengen. Sind M und N idhnlich, so sind sie
um so mehr Adquivalent, jhre Kardinalzahlen also gleich. Im anderen
Fall ist nach Hauptsatz 1 die eine der beiden Mengen — etwa M —
einem Abschnitt der anderen — N — dhnlich, d. h. die Ordnungszahl
von M Kkleiner als die von N. DaBl M einem Abschnitt von N dhnlich
ist, besagt im besonderen, daB M einer Teilmenge von N Aquivalent
ist; von den vier auf S. 54 aufgezihlten Moglichkeiten kommen also
in diesem Fall nur die erste und die dritte in Betracht, d. h. die
Kardinalzahl von M ist entweder gleich derjenigen von N oder kleiner
als sie. Wir erhalten so den

Hauptsatz 2 der Theorie der wohlgeordneten Mengen. Wohlgeordnete
Mengen sind nicht nur in bezug auf thre Ordnungszahlen, sondern auch
in beaug auf thre Kardinalzahlen stets vergleichbar: die Kardinalzahlen
zweier wohlgeordneter Mengen sind entweder gleich oder eine von ithnen
ist kleiner als die andere. Sind nimlich M und N wohlgeordnete Mengen
und ist die Orvdnungszahl von M kleiner als die Ordnungszahl von N,
so ist die Kardinalzahl von M gleich oder kleiner als die Kardinal-
zahl von N.

Die Umkehrung dieses Satzes ergibt offenbar: sind M und N
wohlgeordnete Mengen und ist die Kardinalzahl von M kleiner (groBer)
als die von N, so ist (um so mehr) die Ordnungszahl von M kleiner
(groBer) als die von N. Dagegen kann bei gleicher Kardinalzahl von

M und N — ja sogar bei vélliger Ubereinstimmung dieser beiden
wohlgeordneten Mengen in bezug auf ihre Elemente, abgesehen von
der Ordnung — die Ordnungszahl von M immer noch gleich, kleiner

oder groBer sein als die von N (vgl. S. 126).

Der nunmehr fiir wohlgeordnete Mengen ausgeschlossene vierte
Fall in bezug auf das Verhiltnis zweier beliebiger Mengen hinsichtlich
ihrer Kardinalzahlen, d. i. der Fall der Unvergleichbarkeit zweier Mengen
oder zweier Kardinalzahlen, beunruhigt uns indes nach wie vor fiir
ungeordnete oder fiir geordnete, aber nicht gerade wohlgeordnete
Mengen. Das ist der Grund, weshalb Canfor und seine Nachfolger die
Bezeichnung ,Michtigkeit“ der ndherliegenden ,Kardinalzahl“ vorzogen;
man trug Bedenken, mathematischen Objekten, die sich beziiglich ihrer
Grofe nicht einer ausnahmslosen Rangordnung fiigen zu wollen schienen,
den Ehrennamen einer ,,Zahl“ zuzuerkennen. Nur die Alefs, die Michtig-
keiten der wohlgeordneten Mengen, fiir die der Hauptsatz 2 jedes Be-
denken beseitigt, sollten als Kardinalzahlen bezeichnet werden.

Hier klaffte also im Gebaude der Mengenlehre noch eine tiefe
Liicke zwischen den wohlgeordneten Mengen, deren Gesetze mit aller
wiinschenswerten Einfachheit und Einheitlichkeit geregelt waren, und
allen anderen (geordneten oder ungeordneten) Mengen, fiir die eine so
grundlegende Frage wie die nach der Vergleichbarkeit ihrer Michtig-
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keiten offen blieb. Es lag nahe, die Uberbriickung der Kluft sich in
der Weise zu denken, dal man versuchte, entweder zu beliebigen
Mengen dquivalente wohlgeordnete Mengen zu bilden oder, was wesent-
lich dasselbe bedeutet, beliebige Mengen durch geeignete Anordnung
bzw. Umordnung ihrer Elemente selbst zu wohlgeordneten zu gestalten,
kurz sie ,wohlzuordnen®. Dann hitte man mit einem Schlag den
Ertrag der Theorie der wohlgeordneten Mengen, vor allem den Haupt-
satz 2, flir alle Mengen nutzbar gemacht. Dieser Weg hatte denn in
der Tat Cantor seit seiner ersten Beschiftigung mit diesen Fragen
vorgeschwebt; eroffnet wurde er aber erst 1904 durch Zermelos Be-
weis des entscheidenden Schrittes, den wir aussprechen als

Wohlordnungssatz. Jede Menge kann in die Form einer wohl-
geordneten Menge gebrachi. werden.

Am nichstliegenden scheint es, zum Beweise dieses Satzes fol-
genden Gedankengang anzufithren: Man greife aus der beliebig ge-
gebenen Menge ein beliebiges Element heraus, aus der iibrigbleibenden
Teilmenge ein zweites, aus der restlichen Teilmenge ein drittes usw. und
setze dieses Verfahren so lange fort, bis die gegebene Menge erschopft
ist. Ordnet man dann die Elemente der gegebenen Menge in der Reihen-
folge an, in der sie bei jenem Verfahren herausgegriffen wurden, so
erhdlt man eine wohlgeordnete Menge.

In Riicksicht auf einen derartigen Gedankengang hat Canfor den
Wohlordnungssatz als ein ,,grundlegendes.und folgenreiches, durch seine
Allgemeingiiltigkeit besonders merkwiirdiges Denkgesetz® bezeichnet;
er hat an der festen Uberzeugung von der Wohlordnungsféhigkeit jeder
Menge selbst dann festgehalten, als (1904) die entgegengesetzte Be-
hauptung vor der breitesten mathematischen Offentlichkeit, dem inter-
nationalen MathematikerkongreB, erwiesen schien (auf Grund eines sich
spiterhin als irrig erweisenden Hilfssatzes)?!). Einen Beweis des Wohl-
ordnungssatzes hat er dagegen nicht gegeben. Der obige Gedanken-
gang ist nicht als ein eigentlicher — auch nur halbwegs strenger -—
Beweis anzusehen, vor allem deshalb, weil in keiner Weise gezeigt
wird, daB durch das angegebene Verfahren mit seinem omindsen, be-
grifflich keineswegs einwandfreien Wortchen ,,usw.« (das natiirlich nicht
etwa eine Beschriankung auf abgezihlt unendlich viele Schritte bedeuten
darf) die gegebene Menge wirklich erschipft werden kann. Die Unzu-
lassigkeit des angegebenen Gedankengangs als Beweisverfahren erhellt
besonders deutlich aus folgendem: er scheint nicht nur die Mdglichkeit
der Wohlordnung zu erweisen, sondern dariiber hinaus zu jeder be-
liebigen Menge ein wirkliches Verfahren zur Ausfiihrung der Wohl-
ordnung anzugeben; dem steht die noch spiter (S. 208) hervorzuhebende
Tatsache gegeniiber, daB die wirkliche Awusfiihrung der Wohlordnung

) Vgl. Schoenflies im Jahresber. d. D. Mathem.-Verein., 31 (1922), 100f.
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bis heute noch nicht einmal bei gewissen einfachsten nichtabzdhlbaren
Mengen gelungen ist.

Im Jahre 1904 hat Zermelo in einer kurzen, aber von bewun-
derungswiirdigem Scharfsinn erfiillten Note im 59. Band der Mathe-
matischen Annalen einen wirklichen Beweis des Wohlordnungssatzes
geliefert; vier Jahre spiter lieB er im 65. Band der namlichen Zeit-
schrift einen weiteren Beweis folgen, der sich einer andersartigen Me-
thode bedient und (im Gegensatz zum ersten Beweis) die Theorie der
wohlgeordneten Mengen nicht voraussetzt, aber letzten Endes auf dem
gleichen Grundgedanken wie der erste Beweis beruht. Das griindliche
Durchdenken aller Schliisse der Zermeloschen Beweise, vor allem des
zweiten, stellt an den Leser ziemlich erhebliche Anforderungen, nament-
lich wegen der sehr abstrakten Natur der Gedankenfolge. Dennoch
soll der historischen und grundsitzlichen Bedeutung halber (vgl. die
beiden nichsten Paragraphen) wenigstens der erste dieser Beweise nach-
stehend dargestellt werden. Es wird jedoch das Verstindnis des Be-
weises erleichtern, wenn wir vorher, ohne uns hierbei logische Liicken-
losigkeit zum Ziel zu setzen, die Begriindung des Wohlordnungssatzes
mittels eines konkreteren und durchsichtigeren Gedankengangs ver-
suchen, der an eine von Schoenflies (im AnschluBl an Zermelo) gegebene
Darstellung (Mengenlehre, S. 172f) ankniipft.

Es sei M eine beliebig gegebene Menge, die nicht geordnet zu
sein braucht. In jeder Teilmenge von M, abgesehen von der hier nicht
in Betracht zu ziehenden Nullmenge, denken wir uns je ein einziges
vollig beliebiges, aber von nun an festes Element ausgewihlt und als
das awusgezeichnete Element der betreffenden Teilmenge bezeichnet;
dabei werden zu verschiedenen Teilmengen natiirlich keineswegs stets
verschiedene ausgezeichnete Elemente geh6ren, im Gegenteil kénnen
wir, wenn m ein beliebiges Element von M ist, die Auswahl z. B. mit
"der Festsetzung beginnen, daBl s das ausgezeichnete Element aller der-
jenigen Teilmengen von M sein soll, in denen s tiberhaupt vorkommt.
Ubrigens erfordert unser Beweis keineswegs, daB die Auswahl der
ausgezeichneten Elemente fiir alle Teilmengen von M durch bestimmte
Regeln wirklich getroffen ist; es geniigt vielmehr, wenn wir uns die
Auswahl als moglich und irgendwie vollzogen vorstellen konnen (vgl.
hierzu S. 200ff.).

Der Vorteil dieses Ausgangspunkts einer ,gleichzeitigen® Auswahl
ausgezeichneter Elemente aus allen Teilmengen von M gegeniiber der
»sukzessiven® Auswahl von Elementen aus gewissen Teilmengen, wie
sie oben (S.141, Absatz nach dem Wohlordnungssatz) verwendet
wurde, liegt vor allem in dem folgenden, mehr psychologisch als
mathematisch zu wertenden Umstand: Oben setzte jeder einzelne Aus-
wahlakt die Gesamtheit aller vorangegangenen Auswahlakte schon vor-
aus, da von ihnen die dem gegenwirtigen Akt zugrunde liegende
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Teilmenge von M abhingt; es gewinnt so den Anschein, als sei ein
sukzessiv wachsender Zeitaufwand fiir die Auswahlakte erforderlich, wo-
mit freilich dem zeitlos zu denkenden Charakter aller mathematischen
SchluBfolgen und Operationen nicht Rechnung getragen wird. Die Zu-
grundelegung einer gleichzeitigen Auswahl aus allen Teilmengen von
M ist jenem Verfahren zwar nicht in der praktischen Durchfiihrbarkeit
iiberlegen, wohl aber psychologisch faBbarer und:anschaulicher.

Nun sei ¢ das ausgezeichnete Element der Menge M selbst; wir
bezeichnen die durch Entfernung von a aus M entstehende Teilmenge
mit A. Weiter sei b das ausgezeichnete Element von A4, und B die
Menge, die aus 4 durch Weglassung des Elementes b entsteht; dann
ist B eine Teilmenge von 4 wie auch von M selbst; wir kénnen M
als Vereinigungsmenge der (offenbar wohlgeordneten) Menge B’ = {a, b}
und der Menge B auffassen. Ferner soll N die Bezeichnung einer
vorlaufig noch nicht bestimmten geordneten Menge sein, von der wir
zunichst nur festsetzen, dafl sie ¢ zum ersten Element und b zum
zweiten Element besitzen soll. In gleicher Weise fortfahrend bezeichnen
wir das ausgezeichnete Element von B mit ¢, die durch Entfernung
von ¢ aus B entstehende Menge — eine Teilmenge von M — mit C
und bestimmen die geordnete Menge N einen Schritt weiter durch:
Nz{a, b, c,.. .}; dann ist M die Vereinigungsmenge der Mengen
C’'={a, b, ¢} und C, von denen C’ iibrigens wohlgeordnet ist. Dieses
Verfahren denken wir uns beliebig fortgesetzt, etwa bis wir zu einer
gewissen Teilmenge R von M gelangt sind, deren ausgezeichnetes
Element s ist. Wir bezeichnen dann die Teilmenge von R, die durch
Entfernung von s aus R hervorgeht und die gleichzeitig eine Teil-
menge der urspriinglichen Menge M ist, mit S (und ihr ausgezeichnetes
Element mit {§). Von der geordneten Menge N kennen wir in diesem
Augenblick die ,ersten Elemente®“ bis s einschlieBlich, d. h. das Ele-
ment s und alle ihm vorangehenden Elemente; bezeichnen wir die
Teilmenge von N, die s und alle vorangehenden Elemente enthilt
und die uns daher véllig bekannt ist, mit S’, so erkennen wir, daB
S"={a, b, ¢, ... s} nicht nur eine geordnete, sondern sogar eine wohl-
geordnete Menge ist. Zudem iiberzeugen wir uns durch nochmaliges
Uberdenken der Vorschrift unseres Verfahrens, daB die urspriinglich
gegebene Menge M sich als die Vereinigungsmenge der wohlgeordneten
Menge S’ und der (nicht notwendig geordneten) Menge S betrachten
1aBt, in Formel: M= S’-}S; jedes Element von M gehért namlich
entweder — wenn es ausgezeichnetes Element irgendeiner der bisher
aufgetretenen Teilmengen 4, B, C, ... Rist — zu S’ oder (im anderen
Fall) zu S. Jedem einzelnen Schritt unseres Verfahrens entspricht ein-
deutig eine Ordnungszahl, nidmlich die Ordnungszahl der gerade er-
mittelten wohlgeordneten Teilmenge von N (im gegenwirtigen Moment
die Ordnungszahl von S’). Umgekehrt entsprechen auch den ,ersten
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Ordnungszahlen je eindeutig bestimmte Schritte unseres Verfahrens;
so entsprechen z. B. den Ordnungszahlen 1 bzw. 2 (als den Ordnungs-
zahlen der wohlgeordneten Mengen {a} bzw. {a, b}) der erste und
zweite Schritt. Genau ebenso, wie wir die Reihe der Ordnungszahlen
unbegrenzt fortsetzen konnten, wird dies bis zu einer gewissen Grenze
auch fiir unser Verfahren und fiir die mit ihm verkniipfte Bestimmung
einer wohlgeordneten Teilmenge von N gelten?).

Diese Grenze aber, von der an wir den Ordnungszahlen keine
Fortsetzung unseres Verfahrens mehr zuordnen kénnen, kann nur da-
durch erreicht werden, daB die gegebene Menge M infolge der suk-
zessiven Entnahme ausgezeichneter Elemente erschopft wird. Schirfer
ausgedriickt: stellt sich bei einem bestimmten Schritt die gegebene
Menge M als Vereinigungsmenge einer wohlgeordneten und einer be-
liebigen Menge (entsprechend der obigen Beziehung M= S’ S) in
folgender Form dar: M = V'V (V' wohlgeordnet, V beliebig), so
kann die Nichtfortsetzbarkeit des Verfahrens nur daran liegen, daBl V¥
die Nullmenge ist, also iiberhaupt kein Element enthilt. In der Tat:
enthidlt ¥ noch Elemente, und bezeichnen wir das ausgezeichnete
Element von V mit w, die durch Entfernung von w aus V entstehende
Teilmenge mit W und die wohlgeordnete Menge, die aus ¥’ durch
Hinzufigung von w wnach allen Elementen von V'’ hervorgeht, mit W',
so ist M als Vereinigungsmenge von W’ und W darstellbar; wir haben
also entgegen der Annahme unser Verfahren um einen Schritt fort-
setzen kénnen und mit der Ordnungszahl von W’ eine gréBere Ord-
nungszahl als die bisherigen erreicht. (Diese beliebige Fortsetzbarkeit
des Verfahrens entspricht dem nidmlichen eindeutigen Bildungsgesetz,
auf Grund dessen wir gemiB Satz 5 die Reihe der Ordnungszahlen
schrittweise bilden und unbegrenzt fortsetzen konnten.) Die Behauptung,
dal die an der Grenze unseres Verfahrens auftretende Menge V iiber-
haupt kein Element enthilt, war also richtig, die Beziechung M=V’'+V
lautet M = V’. Da endlich V'’ eine wohlgeordnete Menge ist (mit der
wir jetzt' die bisher nicht vollig bestimmte Menge N identifizieren kénnen
und wollen), so haben wir die beliebig gegebene Menge M als eine
wohlgeordnete Menge N dargestellt, d. h. der Wohlordnungssatz ist
bewiesen.

Nach dieser Betrachtung wird es auch dem weniger geiibten Leser nicht
mehr allzu schwer fallen, das volle Verstindnis fiir den ersten Zermeloschen
Beweis des Wohlordnungssatzes (Math. Annalen, 59 [1904], 514—516) zu
finden, der jetzt in aller Ausfiihrlichkeit dargestellt werden soll. Wir be-
ginnen mit einigen Vorbereitungen. Zunichst zwei in der Mengenlehre viel-
fach {ibliche Bezeichnungen, die wir bisher ohne Umstindlichkeit ver-
meiden konnten, die sich aber fiir den folgenden Beweis als sehr niitzlich er-

) Gegen diesen Schluf, der bei Zermelo vermieden wird, sind gewisse
Einwidnde moglich; vgl. S. 133.



§ 11. Wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen. 145

weisen: Ist N eine Teilmenge der Menge M, so bezeichnen wir die Menge
aller nicht in N vorkommenden Elemente von M durch

M—N,

in naturgemifier Analogie zur Bedeutung des Minuszeichens in der Arithmetik.
Es ist also z.B.stets M — 0 = M; ist m Element von M, so bedeutet M — {m}
offenbar die Menge aller von m verschiedenen Elemente von M. Die friiher
(S. 79) beriihrte Tatsache, daf eine verniinftige Subtraktion zwischen den
Kardinalzahlen sich nicht allgemein erkliren lifit, wird offenbar durch diese
(auf den Fall einer Teilmenge N beschrinkte) Schreibweise nicht beriihrt. —
Ferner kennzeichnen wir die Tatsache, dafi A ein Abschnitt einer wohlgeord-
neten Menge M ist, durch
43 M.

Wir verwenden also das sonst fiir die Anordnungsbeziehung in geordneten
Mengen gtiltige Zeichen <; ein Mifiverstindnis wird sich nicht ergeben, um
so mehr als die hier eingeftihrte Bezeichnung ja nur flir (wohlgeordnete)
Mengen M und A4 in Betracht kommt (und iibrigens, wenn man an die Ord-
nungszahlen von 4 und M denkt, ganz naheliegend erscheinen wird).
Nachstehend bezeichnet M die durch den folgenden Beweis als wohl-
ordnungsfihig zu erweisende Menge. Wir wollen, wie in der vorangegangenen
Beweisskizze, fiir alle von 0 verschiedenen Teilmengen von M (M selbst ein-
geschlossen) eine Auswahl je eines ausgezeichneten Elements jedev Teilmenge ge-
troffen denken. Der mit dem allgemeinen Funktionsbegriff der Mathematik
(vgl. S. 81) vertraute Leser wird die Gesamtheit dieser Auswahlakte als eine
Funktion auffassen, die jeder Teilmenge von M (d. h. jedem Elemente von
UM) aufer 0 ein in ihr enthaltenes Element als Funktionswert eindeutig
— librigens keineswegs umkehrbar eindeutig — zuordnet; die unabhingige
Veridnderliche durchlduft die Teilmengen, die abhingige deren ausgezeichnete
Elemente. Dieser Sachverhalt fiihrt uns dazu, den Fall, daf » das ausgezeich-

nete Element der Teilmenge N von M ist, zu bezeichnen durch die Schreib-
weise

n=[f(N);

mit f wird hier die Funktion oder Regel angedeutel, die jeder Teilmenge N
ein ausgezeichnetes Element # von N zuweist.

Als letzte Vorbereitung stellen wir dem zu fithrenden Beweis die folgende
Zermelosche Definition voran:

Definition. Ist M eine beliebige, geordnete oder nicht geordnéte Menge,
so heifit eine Teilmenge I' von M eine Gammafolge>von M, wenn
erstens [' geordnet und zwar wohlgeordnet ist (ohne Riicksicht auf die
Nichtordnung oder eine etwaige Ordnung von M), und
zweitens flir jeden Abschnitt 4 S I', der durch das FElement a aus I’
bestimmt sei, gilt:

f(M—4)=a.

Die erste dieser Bedingungen bedarf keiner Erlduterung. In der zweiten
stellt der Abschnitt 4 der wohlgeordneten Menge I', die selbst eine Teilmenge
von M ist, um so mehr eine Teilmenge von M dar. Wihrend I” eventuell
samtliche Elemente von M umfassen kann, ist dies fiir A natlirlich unmdglich,
der Natur eines Abschnitts wegen; z. B. kommt das den Abschnitt 4 bestim-
mende Element ¢ von I" (und von M) in 4 nicht vor. M — A4 ist daher eine
von ( verschiedene Teilmenge von M; daB ihr ausgezeichnetes Element ge-
rade das den Abschnitt 4 bestimmende Element von I sei, ist die charakte-

Fraenkel, Mengenlehre, 2. Aufl. 10
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ristische Bedingung, die die Gammafolgen unter allen wohlgeordneten Teil-
mengen von M auszeichnet?).

Als Beispiel seien die einfachsten Gammafolgen angefiihrt. Setzen wir
A =0, d. h, betrachten wir den durch das erste Element m, einer Gamma-
folge I' bestimmten Abschnitt (vgl. Fufinote 1 zu Definition 2 auf S. 129), so
folgt m, =f (M — 0) = f(M); wir erhalten so das Ergebnis: Das erste Element
jeder Gammafolge von M ist das ausgezeichnete Element der Menge M selbst. Daher
ist z. B. die Menge {m,}, die nur dieses ausgezeichnete Element von M
enthilt, eine Gammafolge; ebenso die Menge {m,, m,}, die nach m, noch
m, = (M — {m,}) enthilt. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens (gemidf der
zweiten Definitionseigenschaft der Gammafolgen) erhilt man, vorausgesetzt daf
M eine unendliche Menge ist, unendlich viele endliche Gammafolgen {m,,
My, .., My}; hierbei bedeutet fiir jeden Index % stets my das ausgezeichnete
Element der Menge M — {m,, m,, ..., my_;}. Man schliefit aus der Definition
unmittelbar, daf jede Gammafolge mit diesen Elementen m,, m, usw. der Reihe
nach beginnen mufi, und erkennt danach leicht den Zusammenhang des Be-
griffs der Gammafolge mit der vorher gegebenen Begriindung des Wohlord-
nungssatzes. -

Wir gehen nun zum Beweis der Behauptung iiber, wonach die beliebig
gegebene Menge M sich wohlordnen l4fit, und zerlegen ihn in vier Teile 1. bis 4.,
deren jeder dem Nachweis einer an die Spitze des Teils gestellten Be-
hauptung gewidmet ist,

1. Von zwel verschiedenen Gammafolgen Iy und Iy von M ist eine ein Ab-
schnitt der andeven. )

Beweis: Da jede Gammafolge eine wohlgeordnete Menge ist, muf nach
Hauptsatz 1 (S. 139) jedenfalls eine der Mengen I, und I, einem Abschnitt der

1
anderen dhnlich sein, wenn nicht gar beide einander #hnlich sind. Es sei also

etwa

I~IY ST,

Fassen wir den zu I dhnlichen Abschnitt I,/ von I, (allenfalls mit I}, zu-
sammenfallend) niher ins Auge, so erkennen wir, dafi er ,im Anfang“ sogar
vollig mit I libereinstimmt; denn beide Mengen haben, wie jede Gamma.
fdlge (siehe oben), m, = f(M) zum ersten Element, ebenso m, = f(M — {m,})
zum zweiten usw. Wenn bei der (nach Satz 6 von S. 185 tibrigens eindeutig
bestimmten) dhnlichen Abbildung zwischen I', und I}’ tiberhaupt einmal zwei
verschiedene Elemente einander zugeordnet sind, d. h. wenn beide Mengen
nicht ganz und gar miteinander zusammenfallen, so mufi es unter den Ele-
menten von I (als einer wohlgeordneten Menge) ein erstes a, geben, das bei
jener #hnlichen Abbildung .einem anderen Element a, von I, zugeordnet ist.
Da dann alle einander entsprechenden, vor a, bzw. a, in I} bzw. I}’ stehenden
Elemente paarweise iibereinstimmen, ist der durch a, bestimmte Abschnitt
A, S I, identisch mit dem durch a4, bestimmten Abschnitt 4, QI 3 T,.
Aus A, = A, folgt aber (nach der zweiten Eigenschaft der Gammafolgen) fiir
die Gammafolgen I und I5:

ay=f(M—A)=F(M—4,)=a,;

1) Der Ausdruck ,Folge“ soll, wie dies vielfach geschieht, eine kurze
Bezeichnung fiir ,wohlgeordnete Menge“ darstellen. Trotz der Bequemlichkeit
dieses Ausdrucks wurde hier sonst von seiner Verwendung abgesehen, und
zwar in Riicksicht auf seinen spezielleren Gebrauch auferhalb der Mengen-
lehre (im Sinn von ,abgezihlte Menge¥, nur ohne die Bedingung, daf die ein-
zelnen Elemente alle verschieden sein sollen).
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das widerspricht der Voraussetzung, wonach a4, und a4, voneinander ver-
schieden sein sollten. Die Annahme, dafi tiberhaupt Paare verschiedener ein-
ander zugeordneter Elemente aus I, und I’ existieren (und daher ein erstes
solches Paar), muf also fallen gelassen werden; die wohlgeordneten Mengen
I, und I’ sind somit nicht nur &hnlich, sondern miteinander identisch, d. h.
I, ist wirklich, falls iiberhaupt von I, verschieden, ein Abschnitt von Ij.

Das Prinzip des vorstehenden Beweises ist offenbar folgendes: Gleich
nach der Definition der Gammafolgen wurde oben unter Anfiihrung von Bei-
spielen gezeigt, dafi alle Gammafolgen von M mit den ndmlichen Elementen
My, My, ..., M, beginnen; dieser ,im Anfang® vorhandene einheitliche Bau
der Gammafolgen erweist sich auf Grund der seit S. 128 (vgl. Fufinote 2)
wiederholt angewandten Beweismethode als nicht nur im Anfang, sondern
durchgehends zutreffend, d. h. so weit, wie die betrachtete Gammafolge iiber-
haupt reicht.

2. Die Gesamtheit der Elemente aller Gammafolgen dev Menge M kann so
geordnet wevden, daf erstens die dadurch entstehende geovdnete Menge 2 wohl-
geordnet ist und daf zweitens diese Menge X je zwei thver Elemente a, und ag
stets in der ndmlichen Reihenfolge enthdlt, in der diese Elemente in ivgendeiner
Gammafolge von M, die a, und a, umfapPt, auftveten. Etwas anders ausgedriickt:
Bildet man, ohne Riicksicht auf die in den Gammafolgen herrschende Ordnung,
die Vereinigungsmenge aller Gammafolgen (gem#f Definition 2 des § 7, S. 611.),
so kann diese Vereinigungsmenge so wohlgeordnet werden, dafi die Ordnungs-
beziehungen, wie sie in jeder beliebigen Gammafolge gelten, unverindert erhal-
ten bleiben.

Durchfithrung und Beweis: Wir bilden zunidchst die (ungeordnete) Ver-
einigungsmenge S aller Gammafolgen. Um ihr eine Ordnung aufzuprigen,
bedenken wir, daf von irgend zwei Elementen @, und @, von S nach der
Definition dieser Menge jedes (mindestens) einer Gammafolge angehdren mus$,
etwa g, der Gammafolge I und 4, der Gammafolge I,. Nach 1. sind diese
beiden Gammafolgen entweder identisch, oder eine (etwa I}) ist ein Abschnitt
der anderen (I,). Da I, auch alle Elemente jedes Abschnitts von sich enthilt,
gehoren in jedem Falle g, und a, einer und derselben Gammafolge I, an.
Wir setzen nun fest: Fiir die Elemente a4, und 4, von S soll in dieser Menge
a, S a, oder a, < a, gelten, je nachdem in der Gammafolge I, a, < a, oder
ay S a, gilt. Die so aus S entstehende geordnete Menge werde mit X be-
zeichnet.

Diese Festsetzung erscheint zundchst weitgehend willkiirlich und viel-
deutig, insofern als die Gammafolge [, die fiir die Ordnung von @, und g,
in 3 mafigebend sein soll, in sehr willkiirlicher Weise gewi#hlt war. Wir haben
uns also vor allem davon zu liberzeugen, dafi diese Willkiir bedeutungslos ist,
d. h. daf in jeder anderen Gammafolge I';, in der @, und @, iiberhaupt vor-
kommen, beide Elemente in derselben Anordnung stehen wie in Iy. In der
Tat ist nun nach 1. von den beiden Gammafolgen I, und I'; wiederum eine
ein Abschnitt der andern, und in einem Abschnitt (wie iberhaupt in einer
Teilmenge) einer wohlgeordneten Menge gelten ja fiir Elemente des Abschnitts
stets die gleichen Ordnungsbeziehungen, wie in der Menge selbst. Bei der
getroffenen Festsetzung werden also die Ordnungsbeziehungen jeder Gamma-
folge in 3 unverindert aufrecht erhalten. — Hieraus ergibt sich: gilt fiir drei
Elemente a, b, ¢ aus 3 nach unserer Festsetzung etwa a b, b ¢, so folgt
stets a ¢, wie es (vgl. S. 92) fiir jede Ordnungsbeziehung erfiillt sein mu§;
denn ¢ 3¢ gilt ja in jeder Gammafolge, die a, b, ¢ gleichzeitig enthilt.
Ferner koénnen wir aus der Art der Ordnung in 3 folgern, daf die Menge aller
Elemente von X, die einem belicbigen Element a von X vovangeht, zusammenfdlls

10*
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mit dev Menge aller vor a ‘stehenden Elemente einer beliebigen a enthaltenden
Gammafolge I'" (d. h. mit dem durch a bestimmten Abschnitt von I'); denn alle
a vorangehenden Elemente von 2 miissen nach der Definition von S in irgend-
welchen Gammafolgen vorkommen, und zwar (wegen 1. und der festgesetzten
Ordnung in X) in jeder a enthaltenden Gammafolge, Das letzte Ergebnis zeigt,
daf die Menge X wenigstens ,im Anfang“ wohlgeordnet ist, gleich jeder
Gammafolge.

Schliefilich bleibt noch zu zeigen, daf die getroffene Festsetzung X zu
einer durchwegs wohlgeordneten Menge stempelt. Zu diesem Zwecke weisen wir
gemidfi der Definition der Wohlordnung nach, daf eine beliebige (geordnete)
Teilmenge T von I ein erstes Element besitzt. Ist ¢ ein beliebiges Element
von T, so gehort ¢ (nach der Definition von X) mindestens einer Gammafolge
I'" an; dann ist nach dem Ende des vorigen Absatzes die Menge aller vor ¢
stehenden Elemente von X ein Abschnitt von I, also die Menge T, aller vor
¢t stehenden Elemente der Teilmenge T von 3 gewifi eine Teilmenge von I'.
T, hat daher als Teilmenge der (wohlgeordneten) Gammafolge I" ein erstes
Element #,. Schlieilich ist #, gleichzeitig das erste Element von T, wie aus
der Definition von T, (als eines ,Anfangsstiickes“ von T) hervorgeht; die
(beliebig gewiihlte) Teilmenge T von I hat somit ein erstes Element, d. h. X
ist wohlgeordnet. — Damit ist der schwierigste Teil des gesamten Beweises
iiberwunden.

8. Die durch 2. definierte (wohlgeordnete) Menge 2 ist selbst eine Gamma-
folge und daher die gréfte Gammafolge von M.

Beweis: Die erste Eigenschaft der Gammafolgen, wohlgeordnet zu sein,
ist fiir 3 bereits als erfiillt nachgewiesen. Zur Priifung hinsichtlich der
zweiten Eigenschaft bezeichnen wir einen beliebigen Abschnitt von X mit 4;
wird 4 durch das Element ¢ von 3 bestimmt, so gehdrt @ nach der Definition
von X einer Gammafolge I' an und bestimmt (vgl. 2.) auch in I" den nim-
lichen Abschnitt A. Da I' eine Gammafolge ist, gilt nach der zweiten Eigen-
schaft jeder solchen: a=f (M —A4). Diese fiir den beliebig gewihlten Ab-
schnitt 4 von I giiltige Beziehung zeigt, daf 3 in der Tat eine Gammafolge
ist, und zwar die grofite tiberhaupt vorkommende, da 3 alle Elemente simt-
licher Gammafolgeu umfassen sollte.

Der Beweis von 8. wie auch des letzten Teiles von 2. beruht ersichtlich
darauf, dafi 3 ,soweit als man will“ mit einer geeigneten Gammafolge identi-
fiziert werden kann und von dieser dann ihre beiden Eigenschaften iibernimmt.

4. Die wohlgeordnete Menge X umfaPt alle Elemente von M und stellt daher
eine Wohlordnung von M dav.

Beweis: Wir gehen genau wie am Ende des zuerst skizzierten Beweises
des Wohlordnungssatzes vor, liberzeugen uns ndmlich davon, dafi der im Re-
sultat 8. zum Ausdruck kommende Abschlufi der Bildung von Gammafolgen
seinen Grund nur in der Erschopfung der Menge M durch X haben kann;
anderenfalls liefie sich eine noch umfassendere Gammafolge als 3 herstellen.
In der Tat: I sei eine beliebige Gammafolge von M, die M wnicht erschopft,
d. h. nicht alle Elemente von M umfafit. Dann ist die Menge M —1I" eine
sich nicht auf die Nullmenge reduzierende Teilmenge von M, deren aus-
gezeichnetes Element wir mit z=f(M — I'") bezeichnen. Bilden wir nun im
Sinne der Addition geordneter Mengen die geordnete Summe I'+ {z}, d. h.
filgen wir den simtlichen Elementen von I'" ohne Anderung ihrer Reihenfolge
noch z als letztes Element hinzu, so ist auch die Menge I'4 {2} eine Gamma-
folge, und zwar eine umfassendere als I". Denn I'+ {z} ist als Summe zweier
wohlgeordneter Mengen nach Satz 1 (S. 124f) selbst wohlgeordnet, und die
zweite Eigenschaft der Gammafolgen, die fiir alle zu I" gehdrigen Elemente a
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von I'+4 {z} schon wegen des Gammafolgencharakters von I erfiillt ist, trifft
auch fiir das letzte Element z zu; der durch z bestimmte Abschnitt von
I' 4 {2z} ist ndmlich I', und wirklich ist ja f(M —TI)=z, wie es die zweite
Eigenschaft erfordert. Zu jeder die Menge M wnicht evschipfenden Gammafolge
gibt es also noch umfassendere Gammafolgen; da 2 nach 3. die umfassendste
Gammafolge ist, mufi sie alle Elemente von M enthalten, also (als Teilmenge
von M nach Definition der Gammafolgen) eine Wohlordnung der gegebenen:
Menge M darstellen.

Den hiermit zu Ende gefiihrten Beweis des Wohlordnungssatzes veran-
schauliche man sich an einem Beispiel: man setze etwa M gleich der Menge
aller natiirlichen Zahlen und bestimme fiir jede Menge M, von natiirlichen
Zahlen als ausgezeichnetes Element die Zahl mit der kleinsten Anzahl von
Primfaktoren (jeden Primfaktor so oft gezihlt, als er in der Zahl vorkommt)
bzw., falls hiernach noch mehrere Zahlen als gleichberechtigt erscheinen,
unter ihnen diejenige, die — bei Anordnung der Primfaktoren der Griofie nach
und bei Aufierachtlassung der etwa iibereinstimmenden Anféinge der Produkt-
darstellungen je zweier Zahlen — mit dem kleinsten Faktor beginnt. Man
iiberzeugt sich leicht, dafi die im vorstehenden Beweis durchgefiihrte Wohl-
ordnung von M hiernach die in der Fufinote von S. 132 gegebene Anordnung
der natiirlichen Zahlen (nach der Ordnungszahl w®) darstellt.

Es sei noch hervorgehoben, dafi in diesem Beweis nur Mengen benutzt
werden, deren ,,Umfang® mit dem Umfang der zu ordnenden Menge zusammen-
hiangt (Teilmengen von M, wie z. B. Gammafolgen, und Mengen von Teil-
mengen von M, d. h. Teilmengen der Potenzmenge 11}/). Unbestimmt weite
Mengen wie die Gesamtheit aller Ordnungszahlen kommen dagegen nicht vor.

Unter den Folgen des Wohlordnungssatzes ist die wichtigste die-
jenige, die sich auf die Vergleichbarkeit beliebiger Mengen hinsicht-
lich ihrer Kardinalzahlen bezieht. Sind namlich irgend zwei (nicht not-
wendig geordnete) Mengen gegeben, so kénnen wir sie uns auf Grund
des Wohlordnungssatzes in wohlgeordnete Mengen verwandelt denken.
Nach Hauptsatz 2 sind dann beide Mengen nicht nur beziiglich ihrer
Ordnungszahlen, sondern auch beziiglich ihrer Kardinalzahlen vergleich-
bar. Der vierte unter den vier Fillen, die wir auf S. 54 hinsichtlich
des gegenseitigen Verhaltens zweier Mengen in bezug auf ihre Kardinal-
zahlen unterscheiden mufiten, wird demnach durch den Wohlordnungs-
satz ausgeschlossen; vielmehr Dbesteht der folgende einfachere Sach-
verhalt, der von vornherein zu vermuten war, aber chne Heranziehung
der Wohlordnung nicht bewiesen werden konnte (vgl. S. 59):

Satz von der Vergleichbarkeit beliebiger Mengen. Zwei beliebige
Mengen sind entweder dquivalent oder eine von thnen besitzt eine kleinere
Kardinalzahl als die andere. Von irgend zwei ungleichen Kardinalzahlen
st also (ganz ebenso wie von zwei verschiedenen gewlhmlichen Zahlen)
stets eine kleiner als die andere.

Hiermit wird das Bedenken hinféllig, aus dem heraus man sich
scheute, die Michtigkeiten als ,Zahlen“, nimlich als Kardinalzahlen,
zu bezeichnen (vgl. S. 140). Jede Machtigkeit ist ein Alef, und es besteht
kein Grund mehr, zwischen den Ausdriicken Michtigkeit, Kardinal-
zahl und Alef zu unterscheiden. Namentlich muf auch das Kontinuum
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einer Wohlordnung fihig sein und die Michtigkeit ¢ des Kontinuums

unter den Alefs y,, 8;, ... irgendwo vorkommen; wo unter ihnen,
ist freilich noch véllig unbekannt (Kontinuumproblem; vgl. S. 50
und 2071.).

Auf die Einwendungen, die gegen den Wohlordnungssatz erhoben
‘worden sind, soll im {ibernédchsten Paragraphen (S.209f.) eingegangen wer-
den; dabei wird auch der Unterschied zwischen der wirklichen Herstellung
einer Wohlordnung einer gegebenen Menge und der blofen Mdglichkeit
der Wohlordnung, wie sie der Wohlordnungssatz behauptet, deutlich
hervortreten. Hier sei in bezug auf die Bedeutung der Wohlordnung
nur noch bemerkt, daB der Wohlordnungssatz keineswegs allein fiir
das Gebiet der Mengenlehre von Wichtigkeit ist; in verschiedenen
(arithmetischen wie analytischen) Gebieten der Mathematik gibt es
wichtige und interessante Fragen, deren Beantwortung sich nur unter
Benutzung des Wohlordnungssatzes ermoglichen 14Bt. Dieser Satz
muB daher, auch abgesehen von dem besonderen Interesse und Reiz
der Mengenlehre, in eine Reihe mit den wichtigsten und beriihmtesten
mathematischen Lehrsitzen gestellt werden,

Zum AbschluB dieses Uberblicks iiber die Theorie der wohl-
geordneten Mengen werde darauf hingewiesen, daB vom Boden dieser
Theorie aus der Weg zu einer strengen Begriindung der Theorie der
endlichen Mengen und der gewGhnlichen endlichen (natiirlichen) Zahlen
einzuschlagen ist, sofern man iiberhaupt die Zuriickfiihrung dieser
(uns als anschaulich einfach erscheinenden) Fragen auf die so viel
abstrakteren der allgemeinen Mengenlehre als sachlich gerechtfertigt
ansieht und ohne ZirkelschluB3 fiir moglich hilt. In letzterer Richtung
diirfte das letzte Wort noch nicht gesprochen sein; es ist da namentlich
auch noch zu unterscheiden, ob man beim Aufbau der Mengenlehre
nur die Benutzung der allgemeinen Theorie der natiirlichen Zahlen zu
vermeiden wiinscht, um sie umgekehrt aus der Theorie der wohl-
geordneten Mengen zu erhalten, oder ob man auch auf die Benutzung
von Eigenschaften spezieller natiirlicher Zahlen (namentlich der kleinsten:
1, 2, 3) zunidchst verzichten zu kénnen und zu miissen glaubt und
solche Zahlen etwa nach Bedarf unabhingig zu definieren versucht.
Fiir eine skeptische, vielfach aber in der Kritik wohl iiber das Ziel
hinausschieBende Beurteilung dieser und verwandter Fragen sei ver-
wiesen auf das 2. und 3. Kapitel des zweiten Buchs von H. Poincarés
,Wissenschaft und Methode“ (deutsch von F. und L. Lindemann;
»Wissenschaft und Hypothese« XVII, Leipzig und Berlin 1914)%).

1) Fiir eine philosophische Stellungnahme zu diesen Fragen (und auch
schon zur Begriindung der endlichen Zahlen mittels der endlichen Mengen)
vergleiche man z. B, E. Cassirer, Substanzbegriff und Funktionsbegriff (Berlin
1910), S. 57ff., oder auch A/ Miiller, Der Gegenstand der Mathematik usw.
(Braunschweig 1922), S. 47ff. und 92, sowie die dort angefiihrte Literatur.
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Fiir die in Frage stehende Begriindung der Lehre von den end-
lichen Mengen bezeichnet man als doppelt wohlgeordnet eine geordnete
Menge, deren Teilmengen simtlich sowohl ein erstes wie ein lefztes
Element besitzen. Mittels des Wohlordnungssatzes zeigt man dann,
daB jede im Dedekindschen Sinn (S. 18) endliche, d. h. keiner echten
Teilmenge von sich selbst dquivalente Menge zu einer doppelt wohl-
geordneten Menge angeordnet werden kann und daB umgekehrt jede
doppelt wohlgeordnete Menge im angegebenen Sinn endlich ist. Auf
Grund dessen 14Bt sich die Arithmetik der natiirlichen Zahlen ohne
Schwierigkeit ableiten, so namentlich die grundlegenden Sitze von
der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen endlichen Kardinal-
zahlen und endlichen Ordnungszahlen und von der wvollstindigen In-
duktion (wonach eine Menge, die die kleinste endliche Zahl [1 bzw. 0]
enthalt und der gleichzeitig mit irgendeiner Zahl auch die nichst-
groBere angehort, alle endlichen Zahlen umfaBt). Man vergleiche fiir
diese Theorie namentlich E. Zermelos Aufsatz in den Acta Mathe-
matica, 832 (1909), 185—193*), und K. Grellings Inauguraldissertation,
Gottingen 1910 (Die Axiome der Arithmetik mit besonderer Beriick-
sichtigung der Beziehungen zur Mengenlehre).

§ 12. Einwinde gegen die Mengenlehre. Notwendigkeit
einer verdnderten Grundlegung und Wege hierzu.

a) Die Paradoxien der Mengenlehre.

Als im drittletzten Absatz des vorigen Paragraphen von Ein-
wianden die Rede war, die gegen den Wohlordnungssatz erhoben
worden sind, mag mancher Leser den Kopf geschiittelt und sich
gefragt haben: sind denn Einwinde gegen mathematisch bewiesene
Sitze moglich, handelt es sich denn in der Mengenlehre, die doch eine
mathematische Disziplin ist, um Glaubenssachen und nicht vielmehr
um ein durch logisch zwingende Schliisse errichtetes Gebiude? In
dieser Beziehung muB sich der Leser allerdings zunichst mit einer
Enttduschung abfinden: das Gebiude der Mengenlehre, wie wir es in
seinen Umrissen bisher kennengelernt haben, ist in der Tat nicht
vollstindig sicher und unangreifbar zusammengefiigt. Wir werden
nimlich sehen, daBl aus unserem bisherigen Mengenbegriff und seiner
Verwendung logische Unstimmigkeiten, die sogenannten Paradoxien
oder Antinomien der Mengenlehre, hergeleitet werden kénnen, deren Vor-
handensein an sich unsere Uberlegungen als unsicher erscheinen 148t. Zwar
war der Widerspruch der Mathematiker, der sich in den ersten Jahren
(und selbst Jahrzehnten) des Canforschen Schaffens aus — historisch

1) Vgl. auch Zermelos Vortrag auf d. intern. Math.-Kongref in Rom 1908
(Atti del IV Congr. Int. dei Matematici, II [Roma 1909], 8—11). Eine andere
Methode benutzt C. Kuratowski in den Fundamenta Mathematicae 1 und 2 (1920).
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verstandlichem — MiBtrauen gegeniiber dem Unendlichen erhoben hatte,
angesichts der unbestreitbar groBen Erfolge der jungen Mengenlehre
und angesichts ihrer sich mehr und mehr systematisch gestaltenden Be-
griindung allmahlich beinahe verstummt. Inzwischen haben aber die logi-
schen Paradoxien wie auch andere Erwidgungen aufs neue einzelne, dar-
unter auch ganz hervorragende Mathematiker veranlaBt, mehr oder min-
der groBe Teile der Mengenlehre abzulehnen; und auch wo ein prinzipiell
abweisender Standpunkt nicht eingenommen wurde, hat begreiflicher-
weise das Vorhandenseih einer mathematischen Disziplin, die sich
logische BloBen gab und in der es vielmehr auf subjektive Uberzeugung
als auf zwingend begriindete Erkenntnis anzukommen schien, groBes
Unbehagen hervorgerufen. Die wichtigsten der Versuche, die zur
Rettung der Mengenlehre mit teils radikal-operativen, teils behutsam-
konservativen Methoden angestellt worden sind, sollen nachstehend
erwahnt und z. T. ndher erdrtert werden; dabei werden einige der
besonderen Steine des AnstoBes, die den einzelnen Kritikern oder
Kritikrichtungen eine Reinigung als nétig erscheinen lassen, noch
hervorzuheben sein. Zunichst sei von den ,logischen Paradoxien“ die
Rede, die fiir jeden mathematischen oder auch philosophischen Stand-
punkt einer Klirung oder Beseitigung bediirfen?).

1) Fiir die Paradoxien, die urspriinglich vereinzelt und zufillig aufgetreten
waren, dann aber namentlich von Russell aus solcher Isolierung geldost und
mit einer gewissen Vollstindigkeit behandelt wurden, vgl. man etwa die fol-
genden, auch sonst noch zu nennenden Schriften, die in diesem Paragraphen mit
den beigefiigten Stichworten abgekiirzt zitiert werden (vgl. auch S. 155, Fufinote):
B. Russell: The principles ot mathematics, I (bleibt ohne Fortsetzung), Cam-

bridge 1908. (Russell.)

G. Hessenbergs auf S. 246 genanntes Buch.

K. Grelling und A. Nelson: Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell und
Burali-Forti (Abhandl. d. Friesschen Schule, Neue Folge, 2. Bd. [Géttingen
1908], 3. Heft, S. 301—334). (Grelling-Nelson.)

. Russell: Mathematical logic as based on the theory of types (American

Journal of Mathematics, 30 [1908], 222—262). (Russeill, Types.)

Borel: Sur les principes de la théorie des ensembles (Atti del IV Congr,

Intern. dei Matem., II [Roma 1909], 15—17).

. N. Whitehead and B. Russell: Principia Mathematica, I—III, Cambridge
1910—1913. (Russell-W hitehead.)

. Poincarés oben S. 150 genannte Schrift. (Poincaré, Methode.)

. Poincaré: Derniéres pensées (Paris 1913); in (nicht vollkommener) deutscher
Ubersetzung u. d. T. ,,Letzte Gedanken*, Leipzig 1913. (Poincaré, Gedanken.)

. Konig: Neue Grundlage der Logik, Arithmetik und Mengenlehre, Leipzig
1914 (posthum erschienen).

. Mivimanoff: Les antinomies le Russell et de Burali-Forti ... (L’Enseigne-
ment Mathématique, 19 [1917], 37—52).

L. Chwisteks auf S. 178, Fufinote, genannter Aufsatz.

H. Lipps: Die Paradoxien der Mengenlehre (Jahrbuch f. Philosophie u. phéno-

menol. Forschung, 6 [1923], 561—571). (Lipps.)

sowie die in diesen Schriften angefiihrte weitere Literatur.

Mo
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Bei der historisch und sachlich wichtigsten Klasse handelt es
sich um Widerspriiche, die daraus entstehen, daB ,alle¢ Dinge von
einer gewissen Eigenschaft zu einer Menge vereinigt werden. Para-
doxien dieser Art koénnen unter Verwendung spezieller oder auch
ganz allgemeiner Begriffe der Mengenlehre gebildet werden. Wir
wollen mit einer Paradoxie allgemeiner Natur beginnen, mit dem
Russellschen Paradoxon (1903).

Eine gegebene Menge enthilt entweder sich selbst als Element
oder sie enthdlt sich nicht als Element. Dieses logische (disjunktive)
Urteil wird den meisten als unzweifelhaft richtig gelten (vgl. jedoch
S.169ff.), unabhingig von der Frage, ob es wirklich Mengen beider
Art gibt; iibrigens kann man sich z. B. die ,,Menge aller abstrakten
Begriffe« als Beispiel einer Menge der ersten Art, die Nullmenge als
Beispiel fiir die zweite Art denken. Wir wollen mit M diejenige
Menge bezeichnen, welche all die Mengen umfaBt, die sich selbst
nicht als Element enthalten. Ist also m irgendeine Menge, die sich
selbst nicht als Element enthilt, so soll die Menge m ein Element
von M stin, und umgekehrt soll die Menge M zwar jede derartige
Menge m als Element enthalten, aber keine anderen Elemente. Wir
wollen untersuchen, ob die Menge M sich selbst als Element enthalt
oder nicht.

Es werde zunichst angenommen, M enthalte sich "selbst als
Element; da dann M ein Element der Menge M ist und diese nach
Voraussetzung nur solche Mengen enthilt, die sich selbst nicht als
Element enthalten, so muf3 M eine Menge der letzteren Art sein;
unsere Annahme, daB M sich selbst enthalte, trifft also nicht zu,
vielmehr ist aus dem erzielten Widerspruch gegeniiber der Annahme
zu schlieBen, daB M sich selbst nicht als Element enthilt. Aber
auch dieses (anscheinend durch die vorangehende Uberlegung streng
bewiesene) Ergebnis fithrt uns zu einem Widerspruch; denn da M
eine Menge ist, die sich nicht als Element enthilt, gehort M zu der
Klasse von Mengen, die nach der Definition von M die Elemente
von M bilden, d. h. M ist ein Element von M. Unser voriges Ergebnis
hat also die ihm widersprechende Folge nach sich gezogen, daB M sich
selbst als Element enthalte. Wir sind so wirklich zu einem logischen
Widerspruch gelangt?). Die Menge M — d. i. die Menge aller Mengen,
die sich micht enthalten — weist demnach die Paradoxie auf, daB
sowohl die Annahme, M enthalte sich als Element, wie auch die
kontradiktorisch entgegengesetzte Annahme, M enthalte sich nicht

1) Diese abstrakte und zundchst vielleicht undurchsichtig erscheinende
Schlufweise wird dem Leser sogleich verstindlich werden, wenn er versucht,
sie einmal selbstandig durchzudenken; er braucht nur einen der Fille zu
setzen, dafi die Menge M entweder sich selbst als Element enthalte oder
nicht, und wird daraus von selbst auf einen Widerspruch schliefien.
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als Element, auf einen Widerspruch fithrt. Die Menge M ist dem-
nach ein in sich widerspruchsvoller Begriff und daher logisch unzu-
lassig, um so mehr mathematisch unzulissig. Da aber in die Defi-
nition von M im wesentlichen nur der Begriff der Menge einging,
so muB dieser Begriff, auf den sich ja unsere gesamten Uberlegungen
aufgebaut haben, mindestens in seiner bisherigen Abgrenzung einen
Widerspruch in sich bergen.

Eine mit dieser Russellschen Antinomie nahe verwandte, nur
sehr viel trivialere Paradoxie erhalten wir, wenn wir die Menge L
aller iiberhaupt denkbaren Mengen betrachten. Diese Menge scheint
die umfassendste liberhaupt denkbare Menge darzustellen. Dennoch
koénnen wir im Widerspruch zu diesem Wesen von L leicht eine
noch umfassendere Menge bilden, z. B. dadurch, dafl wir die Menge
aller Teilmengen von L bilden, die nach S. 52 sogar eine groBere
Michtigkeit besitzt als L; wir bilden so paradoxerweise zu der
»denkbar umfassendsten“ Menge eine ,noch umfassendere“. Die
Menge aller Mengen — und ebenso das ,All¢, d.i. die Menge
»aller Dinge — 1ist also gleichfalls ein in sich widerspruchsvoller
Begriff.

Wesentlicheren Gebrauch von den Begriffen und Ergebnissen
der Mengenlehre als die bisher angefithrten Paradoxien macht die
historisch alteste Antinomie, auf die in der Literatur zuerst C. Burali-
Forti im Jahre 1897 hingewiesen hat. Es handelt sich dabei um das
im vorigen Paragraphen (S.132) betrachtete Schema der Ordnungs-
zahlen (d. h. der Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen), die
wir ihrer GroBe nach angeordnet haben. Wir denken uns die Menge
gebildet, die aus allen Ordnungszahlen besteht; ordnen wir die Ord-
nungszahlen ihrer GréBe nach, so erhalten wir (vgl. S. 133) eine nicht
nur geordnete, sondern sogar wohlgeordnete Menge, die mit W be-
zeichnet werde. Die Ordnungszahl der Menge W sei ¢; aus Satz 5
von S.131 schlieBt man dann, daB jede in W vorkommende Ord-
nungszahl kleiner ist als ¢. Die Ordnungszahl ¢ ist demnach in
der Menge W nicht enthalten; dies widerspricht aber unserer An-
nahme, wonach W alle Ordnungszahlen ‘enthalten sollte. Auch die
Menge W, die wohlgeordnete Menge aller Ordnungszahlen, ist also
ein in sich widerspruchsvoller Begriff.

Das namliche gilt von der Menge K aller Kardinalzahlen; dieses
Beispiel ist insofern einfacher, als man dabei vom Wohlordnungssatz
und von der Theorie der wohlgeordneten Mengen keinen Gebrauch
zu machen hat. Nach dem Satz von S. 51 gibt es namlich keine
groBte Kardinalzahl, sondern zu jeder beliebigen eine noch grofere;
die Menge aller Kardinalzahlen erfiillt also die Voraussetzung des
Satzes von S. 74, nach dem daher die Summe aller Kardinalzahlen
von K groBer ist als jede Kardinalzahl von K. Diese Summe wire
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also groBer als jede Kardinalzahl und doch gleichzeitig selbst eine
Kardinalzahl! :

Offenbar besteht eine nahe Verwandtschaft zwischen diesen Para-
doxien und den Antinomien, die Kant in der ,Kritik der reinen Ver-
nunft“ aufgestelit hat (z. B. denjenigen, die entstehen, wenn wir die
Natur als ein abgeschlossenes Ganzes betrachten). Es lassen sich iibri-
gens direkt aus Paradoxien der angefiihrten Art, z. B. aus der Russell-
schen, dhnliche ableiten, in denen der Mengenbegriff {iberhaupt nicht
mehr vorkommt und die mit Mathematik gar nichts zu tun haben.
Erwihnt sei z. B. die folgende (ebenfalls von Russell angegebene):
Ein Begriff moge ,pridikabel heilen, wenn er von sich selbst aus-
gesagt werden kann; so ist der Begriff ,abstrakt sicherlich abstrakt,
»abstrakt“ ist also ein pradikabler Begriff. Im anderen Fall dagegen,
wo ein Begriff nicht von sich selbst ausgesagt werden kann, soll der
Begriff als ,impradikabel“ bezeichnet werden; so ist z. B. der Begriff
»konkret“ impridikabel, denn er ist wie jeder Begriff abstrakt, also
nicht konkret. ,Pridikabel” und ,impradikabel® sind demnach (kontra-
diktorische) Gegensitze; jeder Begriff ist entweder priddikabel oder
impradikabel. Wir wollen nun untersuchen, ob der Begriff ,impradi-
kabel“ pradikabel oder impréddikabel ist. Angenommen, er sei ein
pradikabler Begriff, d.h. es gelte das Urteil: ,impradikabel® ist im-
pradikabel; dann ist damit gleichzeitig das Gegenteil der Annahme,
wonach der Begriff priddikabel sein sollte, ausgesagt; diese Annahme
mull also falsch sein. Damit ist anscheinend bewiesen, dall ,,im-
pradikabel“ ein impridikabler Begriff ist. Aber auch dieses Urteil
enthilt einen Widerspruch; denn es besagt ja gerade, daB der Be-
griff ,impridikabel“ von sich selbst ausgesagt werden kann, also
pradikabel ist. Der Begriff ,impradikabel® ist also in ganz &hnlicher
Weise in sich widerspruchsvoll wie der Begriff der Menge aller
Mengen, die sich nicht enthalten.

Es ist leicht, ahnliche in sich widerspruchsvolle Begriffe wie
»impradikabel“ zu bilden (vgl. Grelling-Nelson) und damit den An-
stoB, den die Menge aller sich nicht selbst enthaltenden Mengen gibt,
gewissermafBen vom mathematischen aufs logische Geleise zu ver-
schieben. Letzten Endes ist iibrigens diese Sorte von Paradoxien schon
einige Jahrtausende alt und ganz gewiB nicht der Mengenlehre zur
Last zu legen; hingen sie doch offenbar aufs engste zusammen ‘mit
der Paradoxie des Kreters Epimenides, der erklart: ,,Alle Kreter liigen*
und der damit diese seine Behauptung einem endlosen Hin und Her
zwischen Falsch und Nichtfalsch preisgibt?). Auf die bisher zum mindesten

1) Vgl. (namentlich fiir historische Nachweise) 4. Ristows Erlanger Disser-
tation: Der Ltigner (Leipzig 1910); man findet dort (S. 180ff.) auch ein aus-
flihrliches Verzeichnis der ilteren Literatur zu den Paradoxien der Mengen-
lehre.
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nicht endgiiltig geloste Frage, wie die Logik zur Ausmerzung solcher
Antinomien und zum AusschluB3 etwa kiinftig sich ergebender vorgehen
kann und muB, ist hier nicht der Ort einzugehen; es geniige hierzu auf
Grelling-Nelson und auf Lipps hinzuweisen.

SchlieBlich werde noch eine andere Art von Antmomlen erwahnt,
die an den Namen J. Richards gekniipft werden (vgl. namentlich Revue
Généraledes Sciencesvom 30.Marz 1905 oder Acta Mathematica,30 [1906],
S. 295f. sowie ebenda, 832[1909],177—184 und 195—198). Eine beson-
ders einfache Form dieser Antinomien ist die folgende: Fiir jede vorge-
legte natiirliche Zahl % gibt es ,,Schriftnamen® in deutscher Sprache, d. h.
schriftlich mit einer endlichen Anzahl von Zeichen (Buchstaben usw.)
ausdriickbare Definitionen. Unter den Schriftnamen von # sind solche,
die eine moéglichst geringe Anzahl von Zeichen umfassen; wir nennen
jeden solchen Schriftnamen einen ,kiirzesten® Schriftnamen von #.
Denken wir uns zu jeder natiirlichen Zahl einen ihrer kiirzesten Schrift-
namen notiert, so konnen wir die Zahlen in eine besondere Liste
eintragen, deren kiirzeste Schriftnamen hoéchstens tausend Zeichen um-
fassen; es gibt natiirlich nur endlich viele solche Zahlen, da ja iiber-
haupt nur endlich viele verschiedene Komplexe von 1000 Zeichen
existieren. Unendlich viele natiirliche Zahlen bleiben also auBerhalb
jener Liste, und unter ihnen gibt es (wie in jeder Menge von natiir-
lichen Zahlen) eine kleinste N. N ist hiernach eindeutig bestimmt
als die Rleinste natiivliche Zahl, in devem simtlichen Schriftnamen je-
weils mehr als tausend Zeichen vorkommen. Mit den soeben durch
Kursivdruck hervorgehobenen Worten ist aber fir N ein Schriftname
angegeben, der weniger als tausend Zeichen umfaBt, also ein Wider-
spruch flir N hergeleitet.

Eine andere Ausprigung des Gedankens, aus dem Begriff der ,end-
lichen Bezeichnung oder Definition* Antinomien herzuleiten, steht in engem Zu-
sammenhang mit der Anwendnng des Diagonalverfahrens zur Untersuchung der
Michtigkeit des Kontinuums (S. 34{f). Die Menge aller mit je endlich vielen
Zeichen in deutscher Sprache definierbaren Dezimalbriiche ist sicherlich ab-
zdhlbar ; zum Beweis bedenke man, dafi mit einer festen Anzahl von Zeichen
immer nur endlich viele Dezimalbriiche definiert werden kdnnen, und denke
sich der Reihe nach alle mit 1,2,8, ... Zeichen definierbaren Dezimalbriiche
hintereinander in einer Abzdhlung angeschrieben (vgl. die Abzdhlung der Menge
der algebraischen Zahlen, S. 28ff.). Auf Grund dieser Abzihlung l4fit sich nach
dem Diagonalverfahren gemidfi dem Hilfssatz von S. 34 leicht ein in der Ab-
zéhlung nicht vorkommender Dezimalbruch D angeben, der also nicht endlich
definierbar ist. Wir haben aber soeben eine Definition fiir D angegeben, die
sich nur endlich vieler Zeichen bedient!

Auch mit der Klirung derartiger Paradoxien hat man sich viel-
fach beschiftigt und hat dabei verschiedenartige Losungen vorge-
schlagen (so z. B. Richard, Poitncaré, Hessenberg, Kionig). Ein wesent-
licher und bei der Aufstellung solcher Paradoxien meist nicht geniigend
beachteter Umstand liegt jedenfalls darin, daB der Begriff ,endlich
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definierbar“ oder ,,mit hochstens x Zeichen definierbar“ nicht absolut,
sondern wesentlich abhidngig ist von den dabei erlaubten Bezeichnungs-
weisen, und daB die Unterscheidung erlaubter und unerlaubter Bezeich-
nungsweisen (wie iiberhaupt jede Klassifikation) bei umendlichen Ge-
samtheiten viel wesentlicheren Schwierigkeiten begegnet als bei end-
lichen. Im iibrigen sei auf die angegebene Literatur verwiesen.

Gleichviel ob die Logik zu einer eindeutigen und unbestrittenen
Losung derartiger Schwierigkeiten gelangen mag oder nicht, der
Mathematiker wird jedenfalls mit Recht fordern, daBl innerhalb der
Mathematik nur solche Hilfsmittel aus der Logik benutzt und nur
solche Begriffsbildungen aufgestellt werden, die eine Gefihrdung
nach Art der Paradoxien nicht zu befiirchten brauchen. Dieser For-
derung wird durch den bisher dargestellten, auf Cantor zuriickgehen-
den Aufbau der Mengenlehre nicht geniigt, wie die der Mengenlehre
angehorigen Paradoxien beweisen. Insbesondere zeigt die Russellsche
Antinomie der Menge M aller sich nicht enthaltenden Mengen, bei
der keine methodischen Hilfsmittel der Mengenlehre herangezogen
werden, daB die (oder mindestens eine) schwache Stelle schon ganz
im Beginn des Aufbaus der Mengenlehre liegen muf: nimlich in der
Definition des Mengenbegriffs (S. 3), die allein bei der Bildung der
Menge M benutzt wird. Obgleich es nicht endgiiltig gelungen ist,
Cantors Definition der Menge durch eine bessere, die Paradoxien
ausschlieBende zu ersetzen, sind doch mit Erfolg einige Wege be-
schritten worden, die eine einwandfreie Begriindung der Mengenlehre
ermoglichen. Von ihnen wird spiter ausfiihrlich die Rede sein. Einst-
weilen sei nur hervorgehoben, daB in der vorangehenden Darstellung
der Mengenlehre paradoxe Begriffsbildungen durchwegs vermieden wur-
den und namentlich der Mengenbegriff ‘in praxi nicht so allgemein,
wie es die Definition auf S. 3 gestattete, sondern erheblich vorsich-
tiger (eingeschrinkter) zur Verwendung kam (vgl namentlich in § 11).

Vor einer Erérterung methodischer Grundsitze nach dieser Rich-
tung sollen neben den auf den Paradoxien beruhenden allgemeinen
Bedenken gegen die Canforsche Mengenlehre noch einige besondere
von mathematischer oder philosophischer Seite vorgebrachte Einwinde
vermerkt und in ihrer Bedeutung kurz gewiirdigt werden.

b) Einige philosophische Standpunkte zur Mengenlehre?).

Seitens mancher Philosophen werden heute noch in bezug auf das
Aktual-Unendliche und seine Begriindung durch die Mengenlehre ge-
wisse Auffassungen oder Bedenken geltend gemacht, die auf mathe-

Y) Die ndchsten, der Auseinandersetzung mit philosophischen Standpunkten
gewidmeten Ausfiihrungen (bis S. 168) konnen tiberschlagen werden. ohne daf das
Verstandnis des Nachfolgenden dadurch berihrt wiyd.



158 § 12. Einwinde gegen die Mengenlehre.

matischer. Seite nie geteilt oder im wesentlichen iiberwunden worden
sind. Sie beruhen in erster Linie auf MiBverstindnissen gegeniiber
dem Sinn der Cantorschen Begriffsbildungen und Methoden. Um dem
Leser eine selbstindige Beurteilung derartiger Einwendungen auf Grund
der vorliegenden Schrift zu ermdglichen, wird es geniigen, zu einer
neuerdings von philosophischer Seite verédffentlichten Monographie
Stellung zu nehmen, die in ausfiihrlicher Betrachtung eine vorwiegend
skeptische Stellung gegeniiber dem Aktual-Unendlichen einnimmt, und
daran einige Bemerkungen zu der gerade entgegengesetzten philo-
sophischen Tendenz zu kniipfen, die dem Unendlichen einen allzu
freien Spielraum lassen will, der der Beschrinkung im Sinne des sorg-
samen Aufbaus Cantors entbehrt. ‘
Zunichst wenden wir uns zu Th. Ziehens Schrift: Das Verhiltnis
der Logik zur Mengenlehre (Philosophische Vortrige, verdffentlicht von
der Kantgesellschaft, Nr. 16; Berlin 1917). Von den zahlreichen, so-
wohl die Grundlagen und Grundbegriffe der Mengenlehre wie auch
viele Einzelheiten betreffenden MiBverstindnissen und Irrtlimern, wie
sie sich in dieser Schrift und auch in der (neueren) Logik?) desselben
Verfassers finden, soll hier nicht die Rede sein; der aufmerksame
Leser des vorliegenden Buches wird sie leicht erkennen und berichtigen
konnen. Es geniige auf die Hauptthesen einzugehen, mit denen dar-
getan werden soll, daB die ,auf das aktuell Unendliche beziiglichen
Lehrsitze der Mengenlehre keineswegs als bewiesen zu betrachten
sind, sondern noch einigen sehr erheblichen Einwinden ausgesetzt sind*;
eine Kritik der (anscheinend unwidersprochen gebliebenen) Behaup-
tungen Zichens wird, so naheliegend sie ist, auch deshalb von Nutzen
sein, weil sie nochmals scharf das Wesen der transfiniten Zahlen inner-
halb der Mengenlehre kennzeichnet?®). Die fraglichen Thesen Ziehens
wenden sich gegen folgende Behauptungen der Mengenlehre:
1. Ny 7= Ny-n =Nj =N,, Wwobei n eine beliebige endliche
Kardinalzahl, x, diejenige der abzihlbaren Mengen bedeutet.

2. Jede unendliche Menge hat Teilmengen, die ihr &quivalent
sind, und eine solche dquivalente Teilmenge hat dieselbe Mdchtig-
keit wie die zugehorige ganze Menge.

Wihrend der Behauptung 2 in ihrem (von Ziehen) hervorgehobenen
Teil dessen Gegenteil als richtig gegeniibergestellt wird, tritt an Stelle
von 1 z. B. die Behauptung, ein Ansatz wie x, 4 »# bedeute — je nach der
Gleichartigkeit oder Ungleichartigkeit der gezahlten Dinge — entweder
einen Widerspruch oder eine neue Zahl, die von n, (wie auch von jedem

1) Th. Zieken, Lehrbuch der Logik (Bonn 1920), S. 414—416.

?) Auf die z. T. dhnlich lautenden, aber véllig anders begriindeten (und
auch anders gemeinten) Anschauungen Brouwers und seiner Anhinger wird
spiter (S. 166ff.) eingegangen,
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8o -+ 7 mit anderem #) verschieden ist. Zur Begrindung wird auf
gewisse, hochst spezielle bzw. unscharfe Arten, den Begriff der unend-
lichen Menge zu ,definieren”, Bezug genommen (wihrend Dedekinds
Definition im Zusammenhang mit Ziehens Stellung zu 2 a limine ab-
gelehnt wird); auf Grund dieser Definitionen und eines nicht klar
prazisierten, offenbar z. T. gefiihlsmaBigen Zahlbegriffs sollen zu den
Elementen einer ,exemtionsfreien® abzihlbaren Menge ,gleichartige
Elemente iiberhaupt nicht hinzugefiigt werden kénnen, wihrend die
Hinzufiigung von Elementen einer anderen , Art“ eine ,neue Unend-
lichkeitsrichtung‘ und demgemaf3 ,,mehrfache Unendlichkeiten‘“involviere.
Mit diesen Feststellungen sollen die héheren Alefs (iiber n, hinaus)
fallen; ,der Begriff des Unendlichen behilt dann den negativen und
unbestimmten Charakter, welchen ihm die Philosophie und speziell
die Logik und frither auch die Mathematik zugesprochen haben. Nicht-
Vermehrbarkeit und Unbestimmtheit des Unendlichen gehen Hand in
Hand. Die Argumente, welche die Mengenforscher zugunsten eines
bestimmten, vermehrbaren Unendlichen anfiihren, sind samtlich nicht
einwandfrei. Im besonderen wird danach schon die Ordnungszahl w
abgelehnt und namentlich die ,,in vielen Beziehungen entscheidende*
Relation 2% = 10" = ¢ (vgl. oben S. 85) unter volliger Verkennung der
zum Beweis verwendeten Methoden als ,unbeweisbar“ hingestellt.
Der Leser wird bereits die gemeinsame wesentliche Wurzel der
Irrtimer Zichens zu 1 und 2 erkannt haben; sie liegt in der miB-
verstindlichen und unklaren Auffassung des Begriffs der transfiniten
Zahl (Kardinalzahl oder Ordnungszahl). Es geniigt dazu auf die Fest-
setzungen zu verweisen (siehe oben S. 43f. und 98), wonach definito-
risch die Behauptung, ,,Die Kardinalzahl (Ordnungszahl) der Menge (wohl-
geordneten Menge) M ist gleich [bzw. verschieden von] der Kardinalzahl
(Ordnungszahl) der Menge (wohlgeordneten Menge) N« nichts anderes
besagt als der Satz ,,M und N sind einander aquivalent (dhnlich) [bzw.
nicht dquivalent (nicht dhnlich)]«; hierbei sind die Begriffe ,,dquivalent«
und ,dhnlich“ im Sinne unserer Definitionen (S. 12 und 93) zu ver-
stehen, wonach z. B. die Aquivalenz zweier Mengen besagt, daB ihre
Elemente einander umkehrbar eindeutig zugeordnet werden kénnen.
Freilich kann bei unendlichen Mengen eine solche Zuordnung nicht
durch endlich viele willkiirliche Vorschriften hergestellt werden, son-
dern eben nur durch ein Zuordnungsgesefz, das trotz seiner endlichen
auBeren Form unendlich viele Einzelaussagen umfafit. Gemafl dieser
Zuriickfilhrung des Begriffs der Kardinalzahl auf den der Zuordnung
ist zum Beweise oder zur Kritik eines Satzes wie n, -+ # =, das
»Wesen“ der unendlichen Zahl {iberhaupt ohne Bedeutung, und die
Heranziehung ,neuer Unendlichkeitsrichtungen“ (wie auch die Unter-
scheidung zwischen ,exemtionsfreien® und ,eingeschrinkten® unend-
lichen Mengen) wird gegenstandslos. An einer Stelle allerdings (S. 64f.)
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erwiahnt Ziehen selbst in Beziehung auf 2 einen derartigen Standpunkt,
doch nur um ihn sogleich zu verwerfen: ,es frigt sich eben, ob die
so definierten neuen Dinge ... mit den uns wohlbekannten Kardinal-
zahlen (im tiblichen Sinn) identisch sind, wie sie sich durch Abstrak-
tion von allem Qualitativen und von der Anordnung der Elemente
(auch nach Cantors eigener Definition) ergeben“. Hierbei wird iiber-
sehen, daB Canfors ,Definition nur eine (psychologische oder auch
logische) Verdeutlichung der obigen abstrakten mathematischen Fest-
setzung sein will und bei den Mengentheoretikern ausnahmslos in diesem
Sinn verstanden wird; die Kardinalzahlen (mindestens die transfiniten),
die nach Zjehen ,,wohlbekannt sind und doch gleichzeitig abgelehnt
werden, halten sich in der Mengenlehre von jenem Anspruch des Ge-
gebenseins bescheidentlich fern und begniigen sich mit der stilleren,
aber auch legitimeren Existenz auf Grund der oben angefiihrten Fest-
setzung.

Als ein charakteristisches Gegenstiick zu dieser skeptischen Stel-
lungnahme gegeniiber dem Unendlichen sei der (weit sorgfiltiger be-
grﬁndete) Standpunkt erwihnt, der namentlich seitens der Neukanti-
schen Philosophenschule vielfach eingenommen wird und eine bequem
zugangliche Darstellung etwa in P. Naforps Logischen Grundlagen der
exakten Wissenschaften (,, Wissenschaft und Hypothese® XII; Leipzig u.
Berlin 1910, zweite unveranderte Auflage 1922) findet!). Natorp, der
mit den einschligigen mathematischen Auffassungen im wesentlichen
wohlvertraut ist, bejaht den Bestand des Camforschen Gebiudes riick-
haltlos und unbedenklich, erkennt also namentlich auch den trans-
finiten Kardinalzahlen und Ordnungszahlen die volle mathematische
und philosophische Berechtigung zu. Dagegen wird hier AnstoB
genommen an der in der Mathematik schon seit dem 18. Jahrhundert
herrschend gewordenen, von Canfor (gegeniiber naheliegenden MiB-
verstindnissen) besonders betonten Anschauung, wonach im Bereich
des Unendlichkletnen nur von einem potentiellen Unendlich (vgl. S. 6)
gesprochen werden kann, namlich von verdnderlichen, unbegrenzt der
Null sich annihernden Zahlen oder GroBen, die also unter jeden von
Null verschiedenen positiven Betrag hinabsinken sollen; eine feste, von
Null verschiedene und doch unterhalb jeder noch so kleinen positiven
Schranke gelegene Zahl hingegen soll nach dieser Anschauung nicht
oder doch nur in einem rein formalen, mit dem Aktual-Unendlich-
groBen nicht vergleichbaren Sinn moglich sein. Demgegeniiber ver-
treten Natorp und seine Gesinnungsgenossen von der ,,Marburger Schule*,

1) Vgl. auch die dort angefiihrte Literatur. Die einschligigen Schriften
H. Cohens, die fiir die oben besprochene Auffassung richtunggebend waren,
sind schwerer verstidndlich und z.T. unklar, unterliegen aber denselben Be-
denken in mindestens gleichem Ma$.
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in mathematischer Beziehung sich namentlich auf Veronese') berufend,
die Ansicht, da3 die Unterscheidung des Endlichen und Unendlichen ,,sich
relativieren miisse: die zunichst als Ausgangspunkt dienende Einheit
(etwa die Ordnungszahl 1) konne gegeniiber einer hoheren (z. B. w) als
unendlich klein angesehen und so eine endliche Zahl als durch ,,unend-
lich vielmalige Setzung“ (etwa Addition} einer aktual unendlich kleinen
Zahl entstehend gedacht werden: es sci also ,,eine strenge Korrespondenz
sogar unendlicher Ovdnungen des Unendlichkleinen und UnendlichgrofBen
aufzurichten. ,,Cantor blieb eben, wie es genialen Entdeckern sehr oft
ergangen ist, noch mit einem FuB in der alten Auffassung stecken,
indem er sich einen absoluten Abschlufl wenigstens nach unten denken
zu missen glaubte, fiir den doch ein logischer Grund, nachdem einmal
das Recht des Hinausschritts ins Unendliche iiberhaupt anerkannt ist,
keineswegs besteht.“ Durch solche , Ausdehnung der Relativierung*
und die damit verbundene prinzipielle Berichtigung der Aufstellungen
Cantors soll nach dieser Auffassung schlieBlich, neben der damit fiir die
Mathematik errungenen ,,durchsichtigen Klarheit und inneren Folge-
richtigkeit®, vor allem eine gesicherte Grundlage fiir die Infinitesimal-
analysis wn threm ganzen Umfang gewonnen werden,

Zur (mindestens vorldufigen) Ablehnung dieser Auffassung, die
iibrigens fiir einen erheblichen Teil der Neukantischen Erkenntnistheorie
wesentlich ist, wird es genligen, den mathematischen Standpunkt?) kurz
darzulegen; dabei wird mit der Abweisung des Unendlichkleinen
gleichzeitig auf das Wesen der Begriindung des Unendlichgroen, wie
sie die Mengenlehre bietet, neues Licht fallen. Bei der Einfiihrung
der transfiniten Zahlen (Kardinalzahlen, Ordnungstypen, Ordnungs-
zahlen) geht die Mengenlehre nicht etwa rein formal derart vor, daB
sie neue Symbole einfithrt als ,Zahlen*, die gegeniiber den gewoéhnlichen
Zahlen als unendlich grof3 erklirt werden, und mehr oder weniger
willkiirlich das Rechnen mit solchen Zahlen widerspruchsfrei festsetzt;
ein derartiges Vorgehen wiirde verhiltnismiBig einfach sein und keines
eigenen wissenschaftlichen Gebdudes bediirfen, aber mangels einer na-
tirlichen Grundlage, die gleichzeitig eine entsprechende Anwendungs-
fahigkeit bedingt, wenig Interesse oder Nutzen bringen. In Wirklich-
keit geht die Mengenlehre vielmehr von dem gewissermaBen anschau-
lichen Begriff der Menge aus und gelangt von da aus in konsequenter.
durch das wissenschaftliche Bediirfnis geleiteter Begriffsbildung (vgl.
die auf S.2f angefiihrte Stelle aus Canfors Grundlagen) zu den ver-
schiedenen Arten ,unendlicher Zahlen*; deren GroBenanordnung und
Rechengesetze werden dementsprechend nicht durch willkiirliche De-

Y) G. Veronese, Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen usw.,
deutsch von A. Schepp, Leipzig 1894.
%) Hier (wie schon zuweilen im Vorangehenden) bleibt natiirlich die
tuitionistische“ Auffassung (vgl. den nichsten Abschnitt) aufier acht.
Fracukel, Mengenlehre, 9. Aufl. 11

»in-
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finitionsakte vorgeschrieben (erfunden), sondern gewissermaBen der
Natur abgelauscht, d. h. (auf Grund anschaulich naheliegender Grund-
definitionen) in ihrer zwangslaufig gegebenen Struktur, wie sie jeweils
der Sonderart der betreffenden Zahlengattung entspricht, fesigestelll
(entdeckt). So ergeben sich (vgl. die §§ 7—9 und 11) die unter-
einander sehr verschiedenartigen Gesetze der Rechenoperationen fiir
die einzelnen Zahlenarten, die a priori so festzusetzen keinerlei Grund
bestanden hitte und auf deren Festsetzung in dieser Art man von
philosophischer, rein auf den Begriff des Unendlichgrofien gerichteter Be-
trachtung her ganz gewil nicht verfallen wire!). Ein derartiger , natiir-
licher“ Zugang, wie ihn zum UnendlichgroBen die Mengenlehre gibt, exi-
stiert nun zum Unendlichkleinen bisher tiberhaupt nicht; der Begrift der
Menge, die entweder mindestens etn Element umfaBt (d. h. eine Kar-
dinalzahl oder Ordnungszahl >1 besitzt) oder iiberhaupt ohne Ele-
mente ist (auf die Nullmenge zusammenschrumpft), ist in dieser Be-
ziehung nutzlos, und ein anderer brauchbarer Weg ist mindestens bis
heute nicht aufgefunden worden, trotz mehrfacher Bemiihungen auch
von mathematischer Seite. Freilich besteht kein Hindernis, in mehr
oder weniger ,formaler Weise neue Symbole einzufithren, die als
,,Zahlen“ bezeichnet und fiirdie dann GroBenanordnung und Rechengesetze
so erklirt werden, dal die neuen Symbole gegeniiber den endlichen
Zahlen als unendlichklein erscheinen und mit diesen ein widerspruchs-
los denkbares System von Zahlen darstellen; es ist auch durchaus mog-
lich, dies auf eine vollkommen strenge Methode durchzufithren, ohne sich
etwa auf die fiir den Mathematiker durchaus nicht beweiskraftige
Korrelationsbetrachtung der Form ,,UnendlichgroBes: Endlichem = End-
liches:z, also x = Unendlichkleines“ zu berufen, bei der die Haupt-
sache, niamlich die Frage der (logischen) Existenz eines solchen z,
vernachlassigt oder mit einer petitio principii vorausgesetzt wird. Allein
eine derart formal eingefithrte Zahlenart trigt, wie wenigstens bis zum

1) Man kann natiirlichnunmehr,nachder Schépfung der Mengenlehre, diedurch
sie eingefiihrten Systeme unendlicher Zahlen auch losgelost vom Mengenbegriff
betrachten und beim Aufbau der Theorien die Rechenregeln, Anordnungsgesetze
usw. scheinbar willkiirlich (axiomatisch oder definitorisch) zugrunde legten. Eine
solche, a posteriori mogliche Behandlung ist sogar nach verschiedenen Rich-
tungen hin wertvoll: einmal weil so die Schwierigkeit der begrifflichen Ein-
fiihrung der Kardinalzahlen und Ordnungstypen von den Mengen her (S. 44
und 98) vermieden wird, ferner um so die gegenseitigen Abhingigkeitsver-
hiltnisse zwischen den einzelnen Gesetzen des Rechnens usw. leichter unter-
suchen zu kdnnen. Fiir eine derartige Begriindung der Theorie der Kardinal-
zahlen ist auf das Zitat von S. 212 (Fracenkel) zu verweisen; vgl. auch (fiir Ord-
nungszahlen) die Untersuchungen E. Jacobsthals in den Math. Ann., 66 (1909),
145—194 und 67 (1909), 130—144. DaB es iibrigens unmdoglich ist, hierbei
aktual unendlichkleine Zahlen in den Rahmen der Rechengesetze der unendlich-
grofien (Kardinalzahlen) mit hineinzuspannen, zeigen die einschligigen Unter-
suchungen in der genannten Arbeit Fraenkels (besonders S. 171, 180, 182f.).
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Beweis des Gegenteils zu vermuten ist, von vornherein die Gefahr
einer gewissen Unfruchtbarkeit in sich; dall neue mathematische Be-
griffe sich innerhalb der Mathematik als niitzlich und anwendungs-
fahig erweisen, wird man nur bei einigermalen natirlicher Be-
griindung der Begriffe erwarten diirfen. Mit Recht stellt die Neu-
kantische Schule daher mit in den Vordergrund den Wert der unend-
lichkleinen Zahlen, der sie nachtraglich erst voll legimitieren soll,
und mit Recht weist sie hierbei speziell auf die Infinitesimalrechnung
(Differential- und Integralrechnung) als auf das Rhodus hin, auf dem das
Unendlichkleine seine Leistungsfihigkeit zu erproben habe; scheinen
doch die Methoden dieses grundlegenden Zweiges der Mathematik die
Verwendung des Unendlichkleinen geradezu zu fordern, wie das schon
der Name andeutet. Bei dieser Probe hat aber das Unendlichkleine
restlos versagt. Die bisher in Betracht gezogenen und teilweise sorg-
faltig mathematisch begriindeten Arten unendlichkleiner GréBen haben
sich zur Bewiltigung auch nur der einfachsten und grundlegendsten Pro-
bleme der Infinitesimalrechnung (etwa zum Beweis des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung oder zur Definition des bestimmten Integrals) als
vollig unbrauchbar erwiesen. Sie muflten der bisherigen (verhiltnismiBig
umstandlichen) Begriindungsmethode mittels des Grenzwertbegriffs das
Feld ungeschmilert belassen; es besteht auch kein Grund zu der Erwar-
tung, daB sich hierin kiinftig etwas andert. Gewill wire es durchaus denk-
bar (wenn auch beim heutigen Stand der Wissenschaft in ungreifbarer
Ferne liegend), dall ein zweiter Cantor dereinst eine einwandfreie (und
wohl mehr oder weniger ,,natiirliche) arithmetische Begriindung neuer
unendlichkleiner Zahlen gibe, die sich als mathematisch brauchbar er-
wiesen und ihrerseits vielleicht einen einfachen Zugang zur Infinitesi-
malrechnung eroffneten. Solange das aber nicht der Fall ist, wird man
weder die (in vieler Hinsicht interessanten) Veromeseschen noch andere
unendlichkleine Zahlen in Parallele zu den Camntorschen setzen diirfen,
sondern sich auf den Standpunkt stellen miissen, dal zwar das Un-
endlichgrofe in vollem Umfang fiir das Reich der Mathematik und
damit auch der Logik erobert ist, dafl aber von der mathematischen
Existenz des Unendlichkleinen in einem gleichen oder &dhnlichen Sinn
vorliufig in keiner Weise gesprochen werden kann?).

1) Fur die in diesem Absatz gemachte Unterscheidung zwischen ,formaler*
und ,,natiirlicher oder ,anschaulicher* Begriindung neuer mathematischer
Begriffe, auf die in scharfer Weise einzugehen nicht in der Absicht der obigen
Zeilen lag, vergleiche man auch die etwas verwandte, von Cantor hervorgehobene
Unterscheidung zwischen ¢mmanenter und transienter Realitit von Begriffen
(Grundlagen, § 8). Der z. B. mit der Theorie der héheren komplexen Zahlen ver-
traute Leser denke etwa einerseits an ein durch willkiirliche (nur mitein-
ander vertridgliche) Additions- und Multiplikationsregeln definiertes System
solcher Zahlen mit im allgemeinen fiir die iibrige Mathematik bedeutungslosen
Eigenschaften, anderseits an die durch das Bediirfnis der Algebra nahege-

11*
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c) Die Intuitionisten, namentlich Brouwer?),

Nach diesem Exkurs auf philosophisches Gebiet soll zu einer
anderen, rein mathematisch zusammengesetzten Gruppe von gefihr-
licheren Revolutiondren . iibergegangen werden: gefahrlicher zunichst
deshalb, weil der Angriff mit viel scharferen, z. T. mathematisch fein
geschliffenen Waffen vor sich geht, dann aber auch insofern, als
es sich hier nicht bloB um eine kleine, auf die exponierte Provinz
der Mengenlehre beschrankte Grenzberichtigung zuungunsten des
mathematischen Reiches handelt, sondern der Angriff in die blithend-
sten und vor jeder Gefihrdung sich sicher fithlenden Gefilde dieses
Reichs getragen wird. *Wenn er endgiiltig gliickt, so bleibt, ab-
gesehen von engumgrenzten unangreifbaren Gebieten (namentlich der
Arithmetik im engeren Sinn), von der gegenwirtigen Mathematik nur
ein ungeheurer Triimmerhaufen iibrig, aus dem wohl erst durch die
Arbeit von Generationen neue einigermafen wohnliche (und den alten
jedenfalls an Bequemlichkeit nicht gleichkommende) Behausungen auf-
gebaut werden konnen. Die Zusammensetzung dieser Gruppe, die
vielfach sich selbst als sntuitionistisch?) und die Gegenanschauung als
formalistisch bezeichnet, wie auch die Geschichte ihrer Angriffe wihrend
des letzten halben Jahrhunderts ist reichlich wechselvoll. Von be-
sonderem Interesse ist es, dall jeweils nur eine maBige oder geringe
Anzahl schopferischer Mathematiker daran beteiligt war, aber darunter
in vorderster Linie stets einige der hervorragendsten Forscher der
Zeit aus sehr verschiedenen Lindern, wie z.B. die Namen Kronecker,
H. Poincaré, Borel, Brouwer, Weyl zeigen; Beachtung verdient auch,
dalb diese Forscher zumeist wunabhdingig voneinander zu ihren Ideen
gelangten und dall sie ungeachtet ihrer verhiltnismiBigen wissen-
schaftlichen Isolierung des schlieBlichen Durchdringens ihrer Anschau-
ungen sich iiberraschend sicher fiihlen®). Bald rein intuitiv und dog-
matisch, bald mit vorwiegend philosophisch fundierter Betrachtung
arbeitend, bald scharfer mathematischer Hilfsmittel sich bedienend,
demgemafB auch untereinander nur lose, durch eine gewisse Verwandt-
schaft der Grundgedanken verbunden und in deren Verfolgung weit
auseinanderstrebend, erscheint diese Gruppe in der ncueren Mathematik

legte, durch die Theorie der ebenen Vektoren (Gaufsche Zahlenebene) ,trans-
ient begriindete Theorie der gemeinen komplexen Zahlen oder auch z. B.
an die der Hawmiltonschen Quaternionen.

Y) Auch die folgenden Evorterungen (bis S. 178) bilden cin besondeves Ganzes
und kénnen allenfalls — abey nuy bei dev evstmaligen Lektiive! — zundchst iibey-
schlagen werden.

%) So Brouwer, Poincaré gebraucht den Ausdruck ,Pragmatiste¥.

3) Das gilt schon von Kronecker; vgl. z. B. A. Gutzmers Bemerkung in der
Naturwiss. Wochenschrift, 8 (1893), 592,
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zum erstenmal etwa in den 70er Jahren des vorigen Jahrhunderts in
Berlin mit Kronecker und einigen seiner Schiller auf dem Plan. Sie
fiilhrt da einen trotz der Autoritit dieses groBen Arithmetikers im
groBen ganzen erfolglosen Kampf gegen die vor allem unter Weier-
straf’ Einflul sich michtig entwickelnden modernen Methoden in der
Zahlen- und Funktionenlehre; immerhin spielt die damalige Bewegung
eine nicht geringe Rolle bei der anfinglichen Bekiampfung der Ideen
Cantors. Nach dem Sieg nicht nur der Funktionentheorie, sondern
auch der Mengenlehre entsteht um die Jahrhundertwende aufs 'neue
Beunruhigung durch die Paradoxien der Mengenlehre. Diese kann
zunachst, gestiitzt auf ihre groBen soeben der mathematischen Welt
zum BewufBtsein gekommenen Erfolge, die neu beginnenden Angriffe
auf ihre eigenen Grenzprovinzen beschrinken; mit dem vielfach Anstof3
erregenden Beweis des Wohlordnungssatzes durch Zermelo (1904)wachsen
dann die Angriffe an Zahl und Heftigkeit (vgl. S. 209); aber erst Poincaré
geht seit 1905 so weit, an das Gebaude der allgemeinen Mengenlehre
als solches Hand anzulegen und dariiber hinaus auch andere mathe-
matische Gebiete zu bedrohen. Die Wirkung der (iibrigens in spiterer
Zeit weniger radikal werdenden) Stellungnahme auch dieses iiber-
ragenden Forschers nimmt unter dem Eindruck der (bald eingehend
zu erdrternden) fiir die bedrohte Mengenlehre aufgefithrten Sicherungs-
bauten wiederum ab; die auch von anderer Seite gegen spezielle
mengentheoretische Fragen (wie das Auswahlprinzip) sich vielfach er-
hebenden Bedenken stehen mit der hier besprochenen Gruppe in keinem
unmittelbaren Zusammenhang, auf sie werden wir im nichsten Para-
graphen noch zuriickkommen. Da beginnt, allmiahlich schon seit 1907
zur entscheidenden Attacke in den Jahren 1918—1921 ausholend,
der neue, ungestiimste und gefihrlichste Angriff dieser Gruppe unter
der Fahne Brouwers, zeitweise fast die ganze mathematische Welt be-
unruhigend und erst in allerjingster Zeit gréBeren Gegenangriffen vor
allem von seiten Hilberts ausgesetzt. Einen vollstindigen Uberblick
iber diese Gruppe und ihre Argumente zu geben wiirde ein beson-
deres Buch fiillen; wir wollen uns hier damit begniigen, wenigstens
die Ausgangspunkte Brouwers!) und einzelne der Nutzanwendungen

) Fiir die Arbeiten und Anschauungen von L. E. J. Brouwer und H, Weyl
sei verwiesen auf die Literaturangaben in Brouwers Note ,Intuitionistische
Mengenlehre (fahresber. d. D. Math.-Verein., 28 [1920], 203—208; zitiert als
wBrouwer') und in Weyls eingehend orientierenden Vortrigen ,Uber die neue
Grundlagenkrise der Mathematik (Math. Zeitschrift, 10 [1921], 89—79; zitiert
als ,\Weyl"), ferner auf die beziiglichen Stellen in O. Beckers Habilitations-
schrift ,,Beitréige zur phiinomenologischen Begriindung der Geometrie und ihrer
physikalischen Anwendungen® (Jahrbuch f. Philosophie u. phinomenol. Forsch.,
6 [1923], 385—560, besonders S. 403—419; zitiert als »Becker'). Wihrend Weyls
Schrift ,,Das Kontinuum¢ (gleich' Becker auf dem Boden der Husserischen Phino-
menologie stehend) stark philosophisch gehalten und deshalb, namentlich in ihrem
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fir die Mengenlehre kennen zu lernen und danach noch eine spezielle,
namentlich von Potncaré hervorgehobene Bemerkung zu wiirdigen.

Von der Mengenlehre zunichst absehend, wihlen wir einen
moglichst einfachen Ausgangspunkt zur Verdeutlichung der Anschauung
Brouwers. Wir verstehen etwa unter § irgendeine Eigenschaft, die
natiirlichen Zahlen zukommen kann. Beispielsweise kann die Behauptung
»die natiirliche Zahl % besitzt die Eigenschaft G eine der folgenden
Bedeutungen haben:

die Zahl 2" -1 1 ist eine Primzahl (d. h. ohne Teiler, abgesehen

von sich selbst und der Eins)
oder:

zu der Zahl # - 2 existiert mindestens ein ,,Fermatsches Zahlen-
tripel“ (z, y, z), d. h. ein System von drei natiirlichen Zahlen z, y, z
von der Art, daB

xn+2 + yn 2 __ zn+2 iSt
oder:

in der Dezimalbruchentwicklung der Kreiszahl = (S. 10) steht an

der nten Stelle rechts vom Komma eine Drei?).

Wir stellen nun die Frage: Gibt es Zahlen von der Etgenschaft €7,
und beschiftigen uns mit den iiberhaupt mdglichen Antworten auf diese
Frage. Da ist vor allem die ausdriickliche Angabe einer bestimmten
Zahl n denkbar, der die Eigenschaft  zukommt, womit unsere Frage
bejahend beantwortet ist (erster Fall). Weiter kann es vorkommen,
daB ein Beweis gelingt, wonach aus dem Wesen der natiirlichen Zahl

ersten Teil, nicht fiir jeden mathematischen Leser leichtverdaulich ist, schreibt
Brouwer vielfach, namentlich in seinem Hauptwerk ,,Begriindung der Mengenlehre
unabhingig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten*, leider sehr
schwer verstindlich; zur niheren Information tiber seine kritischen wie auch neu
aufbauenden Anschauungen ist daher, aufier auf einige seiner ilteren Aufsitze
(besonders die Antrittsrede ,Intuitionism and Formalism*), vor allem zu ver-
weisen auf die Darstellungen des Brouwerschen Standpunkts im zweiten Teil
der genannten Vortrige Weyls (die im weiteren Verlauf aber, namentlich in
ihrem Verhdltnis zu Brouwer, mit Vorsicht aufzunehmen sind) sowie in Becker.
Ubrigens kann die etwas dogmatisch gefiirbte, in manchem an Kants Kate-
gorienlehre erinnernde Weylsche Theorie heute als erledigt gelten, nachdem
ihr Urheber selbst sie zugunsten der Brouwerschen zuriickgezogen hat.

1) Zwischen diesen Beispielen besteht der folgende hier nicht ausschlag-
gebende, aber doch erwihnenswerte Unterschied: Im ersten und dritten Beispiel
ist prinzipiell fir jede einzelne natiirliche Zahl » durch eine endliche (nur vonn
abhiingige) Anzahl von Versuchen (numerisches Rechnen!) zu entscheiden, ob »
die Eigenschaft & besitzt oder nicht; praktisch ist eine derartige Entscheidung
bei einigermafien grofien Zahlen # freilich undurchfithrbar, weil die fiir die
notwendigen Rechnungen erforderliche Zeit bald nach Jahrtausenden und noch
grofieren Zeitriumen zu bemessen wire. Im zweiten Beispiel dagegen ist schon
fiir eine einzelne Zahl » die Losung auf dem Weg des Probierens nicht prin-
zipiell moglich, weil man alle natiirlichen Zahlen z,y,z durchprobiert haben
miifite, um die Unmoglichkeit einer Beziehung der Form xr+2-4 yn+2=—zn+2
behaupten zu konnen.
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an sich folgt, daB keine Zahl » die Eigenschaft § besitzen kann,
d. h. daB fiir jede Zahl das (kontradiktorische) Gegenteil von € zu-
trifft; damit wire unsere Frage verneint (zweiter Fall). Liegt keiner
dieser beiden Fille vor — dies gilt derzeit z. B. fiir das oben an
zweiter Stelle angefiihrte Beispiel!) — so stellt sich doch die ,forma-
listische Mathematik auf den Standpunkt: entweder gibt es irgend-
eine natiirliche Zahl » von der Eigenschaft § oder es gibt iiberhaupt
keine solche Zahl #; damit wird unsere Frage unter allen Umstinden
auf einen der angefiihrten Fille zuriickgefithrt, nur dal im ersten Fall
-eventuell die ausdriickliche Angabe einer speziellen Zahl von der
Eigenschaft € mit den derzeitigen Mitteln der Wissenschaft nicht
durchfiihrbar sein mag. Der Intuitionist entgegnet jedoch hierauf:
nein, es ist noch ein dritter Fall denkbar, in dem (mindestens zur
Zeit) aus dem Wesen der Zahl nichts iiber die Existenz oder Nicht-
existenz von Zahlen mit der Eigenschaft ¢ gefolgert werden kann und
in dem, solange keine spezielle Zahl von der Eigenschaft ¢ nach-
weisbar ist, unsere Frage offen bleibt. Erst nach beendigter Durch-
laufung und Priffung der Gesamtheit agller natiirlichen Zahlen konnte
auf unsere Frage eine endgiiltige Antwort in einer der oben angefiihrten
Richtungen gegeben werden. Eine solche Durchlaufung ist aber nur
in der Weise moglich, daB mittels eines Gesetzes das unendliche
Verfahren auf einen endlichen (ndmlich mittels endlichvieler Schliisse
sich vollziechenden) ProzeB zuriickgefihrt wird (so im zweiten Fall):
die Durchlaufung aller Zahlen als ein eigentlich unendlicher Proze$ ist
hingegen weder praktisch durchfiihrbar noch iiberhaupt als abgeschlossen
denkbar, und es ist deshalb unsinnig, von einem FErgebnis dieses
Prozesses zu reden. Ein reiner Existenzsatz der Art ,es gibt eine
Zahl von der Eigenschaft €« ist, ganz abgesehen von der Frage der
Moglichkeit seines Zustandekommens, iiberhaupt kein echtes Urteil,
solange nicht mindestens eine bestimmte derartige Zahl (oder doch
ein Verfahren zur Konstruktion einer solchen) angegeben wird. Der
logische Satz vom ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur) versagt
also hierbei, oder genauer: die stillschweigende Ubertragung dieses
Satzes aus der Logik, wo fiir gewohnlich nur endliche Bereiche in
Frage kommen und daher eine Argumentation der kritisierten Art

1) Die Verneinung der Frage, ob es Zahlen der Eigenschaft § gibt, stellt
fiir dieses Beispiel den Inhalt des ,grofien Fermatschen Satzes'* dar, dessen
Beweis (oder Widerlegung durch Angabe einer Zahl » bzw. aller Zahlen
von der Eigenschaft ) das Ziel der vergeblichen Bemithungen vieler der
hervorragendsten Mathematiker seit mehr als zwei Jahrhunderten darstellt.
Namentlich infolge des letzten auf seinen Beweis oder seine vollstindige
Widerlegung ausgesetzien Preises, der inzwischen freilich durch die Markent-
wertung illusorisch geworden sein diirfte, hat dieser Satz neuerdings auch das
Interesse vieler Nichtmathematiker auf sich gezogen.
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zuldassig ist, auf das allgemeine mathematische Gebiet mit seinen
unendlichen Mengen (z. B. in unserem FKall der Menge aller natiir-
lichen Zahlen) ist unstatthaft und nur zur heuristischen Verwendung zu-
lassig!); zwischen der Behauptung ,,es existieren, wie das Beispiel der
speziellen Zahl n beweist, natiirliche Zahlen von der Eigenschaft g«
und der anderen ,eine natiirliche Zahl kann, wie aus dem Wesen einer
solchen zu folgern ist, niemals die Eigenschaft & besitzen“ gibt es ein
Drittes, weil die Menge aller natiirlichen Zahlen etwas nie Vollendetes,
sondern stets Werdendes und fortgesetzter Priifung Unterliegendes
ist. Man kann freilich ebensogut, statt von der Ungiiltigkeit des
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten zu sprechen, den Sachverhalt
dahin deuten, daB die oben in Anfilhrungszeichen hingesetzten Be-
hauptungen sich gar nicht wie ein Urteil und sein kontradiktorisches
Gegentell verhalten, daB mithin der Satz vom ausgeschlossenen Dritten
iiberhaupt nicht in Frage kommt.

Zur Verallgemeinerung dieser (in ihrer Beziehung auf Eigenschaften
natiirlicher Zahlen sehr speziellen) Betrachtung wollen wir zunichst
einen Schritt weitergehen. Es gilt namlich das, was vorstehend in
bezug auf die Frage ,gibt es eine natiirliche Zahl von der Eigen-
schaft ?* bemerkt wurde. um so mehr dann, wenn statt wnatirlicher
Zahlen vielmehr Folgen natiirlicher Zahlen, wie z. B. die Ziffernfolge
eines unendlichen Dezimalbruchs, betrachtet werden und demgemaB
¢ eine Eigenschaft einer Zahlenfolge bedeutet (z. B. die, periodisch
zu sein, oder die, unendlich viele Paare zweier aufeinanderfolgender
Einsen aufzuweisen). Die sich so ergebende Frage: ,gibt es Zahlen-
folgen von der Eigenschaft 05?“ mufl sogar noch schirfer als die
vorige unter die Lupe genommen werden. Der Intuitionist wiederholt
namlich hierbei nicht nur die obige, auf den Satz vom ausgeschlossenen
Dritten beziigliche Bemerkung, sondern er kritisiert iiberhaupt die Le-
gitimitiit des Begriffs einer beliebigen Zahlenfolge, d.h. ctwa eines be-
liebigen Dezimalbruchs, dessen Ziffernfolge nicht durch ein angebbares
Gesetz vorgeschrieben ist und der andererseits doch als etwas Fertiges,
Abgeschlossenes gedacht werden soll; der Begriff einer derartigen will-
kiirlichen Zahlenfolge existiert fur den Intuitionisten nur als etwas
(durch willkiirliche Wahl der einzelnen Ziffern) stindig Werdendes.
nicht aber als ein fertiger Begriff, von dem das Bestehen oder
Nichtbestehen der Eigenschaft ¢ endgiiltig ausgesagt werden konnte.
Die Schwierigkeit, die vorhin in der Regel erst beim Uberblick
der Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen in bezug auf das Erfiillt-
sein einer FEigenschaft in die Erscheinung trat, stellt sich uns
jetzt schon im Hinblick auf eine einzelne Zahlenfolge entgegen.

1) Man bemerke hierzu, daf nach Brouwer ydie Logik auf der Mathe-
matik beruht und nicht umgekehrt“ (Brouwer, S. 204).
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Uberdies verindert diese intuitionistische Auffassung von Grund auf
unsere bisherige Anschauung vom Konltnuum, z. B. von der Gesamt-
heit aller unendlichen Dezimalbriiche (d. h. dem Linearkontinuum der
Zahlengeraden, vgl. S.105 und 118). Der konsequente Intuitionist
lehnt mit Brouwer und Weyl die ,,Zusammensetzung* des Kontinuums
aus einzelnen willkiirlichen und abgeschlossen gedachten Zahlfolgen
(d. h. Dezimalbriichen oder Punkten), die in begrifflich faBbarer Ordnung
zueinander stehen, grundsitzlich ab und setzt an die Stelle dieser,
mit einem wenig passenden Namen als afomistisch bezeichneten Auf-
fassung vielmehr ein Kontinuum als ,Medium freien Werdens®, in das
die gesetzmiBig bestimmten wie auch die endlos werdenden Dezimal-
briiche hineinfallen und das in seinem stets unvollendeten, in ewigem
FluB begriffenen Wesen den historisch &lteren und anschaulich néher-
liegenden Vorstellungen vom Kontinuierlichen (der zeitlichen Verdnderung,
der rdumlichen Bewegung) sich enger anzupassen scheint. Die nament-
lich in der zweiten Hiilfte des 19. Jahrhunderts ausgebaute und syste-
matisch begriindete Betrachtungsweise, nach der das Kontinuum sich
geradezu in eine Menge fertig vorhandener Zahlen oder Punkte auflost,
wird von den Intuitionisten als eine ,,in Chaos und Leersinn miindende«
Verirrung abgelennt?).

Die beiden soeben hervorgehobenen Bedenken, die den Satz vom
ausgeschlossenen Dritten, angewandt auf die Frage der Existenz von
Zahlen mit einer vorgeschriebenen Eigenschaft, und das Kontinuum als
Menge aller willkiirlichen Folgen natiirlicher Zahlen betrafen, erlauben
nun sehr wesentliche Ausdehnung. Vor allem wird allgemein das Axiom
von der Ldsbarkeit (Entscheidbarkeit) jedes mathematischen Problems
abgelehnt, Bis vor kurzem schien dieses Axiom Gemeingut aller Mathe-
matiker in dem Sinn, daB jedes mathematische Problem entweder mit
den gegenwirtigen oder doch mit den kiinftigen Mitteln der Wissen-
schaft, die zu diesem Zweck notigenfalls ithre Grundlage nach Bedarf
zu verbreitern habe, durch eine endliche Kette von Schliissen?) seiner

') Fiir einen allgémeinen Uberblick und eine philosophische Betrachtung
der Brouwerschen Lehre von Kontinuum vgl. Becker, S. 416 —419, 424 —427,
431 -—435; hierbei erscheint allerdings Brouwers Theorie vielfach nicht un-
wesentlich modifiziert. In Verbindung mit der Entwicklung der Anschauungen
vom Kontinuum verdient auch die Stellung der modernen Physik zum Prinzip
yhatura non facit saltus“ vermerkt zu werden; ein Zusammenhang zwischen
beiden Fragen — abgesehen vom historischen Moment freilich heute iiberholt
— wird z, B, von M. Simon hervorgehoben (Atti del IV Congr. Internat. dei
Mat., III [Roma 1909], 386).

2) Mit Recht hebt Hessenberg (S. 123) hervor, daf die Ewndlichkeit des zur
Entscheidung fithrenden Verfahrens eigentlich selbstverstdndlich ist. Dazu ist
freilich zu bemerken, dafi in den axiomatischen Voraussetzungen (vgl. S. 193 und
209) unter Umstinden unendliche Prozesse enthalten sein konnen, die, wenn
nicht unter Benutzung eines ,,Gesetzes* auf endliche Prozesse zuriickfiihrbar, von
dem Intuitionisten abgelehnt werden.
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positiven oder negativen Entscheidung zugefithrt werden kénne; in der
Tat ist mindestens bis heute fiir kein mathematisches Problem der
Beweis gefiihrt, daB es unentscheidbar wire, und die Auffindung eines
derartigen Problems wiirde zweifellos ein ungeheuerliches Novum fiir
die Mathematik darstellen!). Nach der Anschauung des Intuitionisten
ist jene Uberzeugung von der allgemeinen Entscheidbarkeit, die sichschlief.
lich, soweit iiberhaupt logisch fundiert, auf den Satz vom ausgeschlossenen
Dritten griindet, durch nichts gerechtfertigt, sondern es bleibt, wie oben
an speziellen Beispielen angefiihrt, neben der positiven Entscheidung
einer Frage durch Angabe einer bestimmten Konstruktion (Rechen-
methode usw.) und neben ihrer negativen Entscheidung durch einen
legitimen, positiv gewendeten Unméoglichkeitsbeweis immer noch ein
Drittes tbrig, namlich die Unlosbarkeit des Problems. Als leicht
verstindliche Beispiele von Fragen, die nach dem gegenwartigen Stand
der Wissenschaft in diesem Sinne bis auf weiteres zu den unldsbaren
Problemen zu zdhlen waren, seien neben den in der letzten FuBnote
angefiihrten Fragen noch die zwei folgenden genannt: gibt es endlich
viele oder unendlich viele (bzw. nur fiinf?) oder mehr als fiinf) Prim-
zahlen der Form 2" -1, wo » die natiirlichen Zahlen durchlauft?
ferner: gibt es in der Dezimalbruchentwicklung der Zahl  eine unend-
liche oder nur eine endliche Anzahl von Dezimalziffern, die an einem
Platz mit geradzahliger Stellenentfernung vom Komma stehen und mit
der folgenden, in ungradzahliger Entfernung befindlichen Ziffer iiber-
einstimmen?®) Infolge dieser negativen Stellung des Intuitionisten zur
Losbarkeitsfrage verlieren fiir thn viele mathematische Probleme und

1) Man denke etwa, um sich die Frage an einem Beispiel klar zu machen,
an das Problem, ob 2% eine algebraische oder eine transzendente Zahl ist, oder
an das oben beriihrte, ob es zu irgendeinem % >2 ein Fermatsches Zahlen-
tripel gibt oder nicht. — Uber diese Frage der Losbarkeit hinaus geht die
Frage, ob nicht, soweit etwa mathematisch iiberhaupt nicht entscheidbar, doch
»an sich¢ fiir jedes mathematische Problem eine bestimmte Antwort feststeht
(etwa fiir die Transzendenz von 27); diese Frage geht, insoferne man ihr iiber-
haupt einen klaren Sinn beilegt, jedenfalls iiber die Grenzen der Mathematik
hinaus.

2) Fiinf solche Primzahlen gibt es jedenfalls, ndmlich 3, 5, 17, 257, 65537
(fiir n=1, 2, 4, 8, 16); weitere sind nicht bekannt.

3) Allgemein braucht im Sinne des Intuitionisten die Frage, ob eine ,ge-
gebene* Menge M endlich (im naiven Sinn) oder mindestens abzidhlbar unend-
lich (d. h. eine abzidhlbare Teilmenge umfassend) ist, nicht stets eine Losung
zu haben; denn wenn M nicht auf eine Menge der Form {I1,2,8,..., n} ab-
bildbar ist, so folgt daraus noch keineswegs die Angebbarkeit eines konkreten,
durch ein Gesetz sich ausdriickenden Verfahrens, das eine Teilmenge von M
auf die Menge aller natiirlichen Zahlen abbildete. — Ubrigens kann solch ein
einzelnes Beispiel eines unléosbaren Problems jederzeit mit der wissenschaft-
lichen Entwicklung fortfallen, nimlich entscheidbar werden; dann kann es
aber stets durch andere Beispiele erseizt werden (vgl. Brouwer in Math. Anna-
len, 83 {1921], 210).
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Satze, deren Beweise unldslich mit dem Satz vom ausgeschlossenen
Dritten verkniipft sind, tiberhaupt jeden Sinn; zu solchen Sitzen ge-
hort aus dem Gebiet der Mengenlehre z. B. schon der Aquivalenzsatz?).
Von vornherein mehr auf die Mengenlehre und die an sie an-
grenzenden Gebiete beschrinkt ist eine zweite intuitionistische These,
die die oben erwihnte Ablehnung der Menge aller mdglichen willkiir-
lichen Dezimalbriiche (Zahlenfolgen) als speziellen Fall in sich ent-
halt und iibrigens mit der Stellungnahme zum Entscheidbarkeitsproblem
in engem Zusammenhang steht?). Es handelt sich dabei um die Define-
tion der Menge (vgl. S. 3 und 157): der Standpunkt, wonach alle die-
jenigen ,,Dinge“ — oder auch nur (vgl. Zermelos Aussonderungsaxiom,
S.195) all diejenigen Elemente einer bereits als rechtmifig zugelassenen
Menge —, die eine bestimmte Eigenschaft besitzen?®), zu einer Menge
vereinigt werden koénnen, wird als unzuldssig bzw. unbrauchbar ab-
gelehnt, ebenso auch die Auffassung, wonach eine Menge bestimmt ist,
wenn fiir jedes beliebige Ding ,feststeht®, ob es zur Menge gehdrt oder
nicht. Statt dessen wird eine rein konstrukitve Mengendefinition ge-
geben, bei der die Menge aller natiirlichen Zahlen und der Begriff
des Gesetzes (Funktion im Sinn der alteren Mathematik) als intuitiv
gegeben zugrunde gelegt werden. Fiir die fragliche Definition, deren
etwas langer Wortlaut ohne ausfiihrliche Erorterung nicht verstindlich
sein wiirde, sei auf Brouwers Veroffentlichungen von 1918 und 1920
und deren Deutung durch Weyl und Becker verwiesen. Es geniige
zu bemerken, daB hiernach Mengen wie die all der natiirlichen Zahlen #,
zu denen es Fermatsche Zahlentripel gibt, nicht zugelassen werden.
Die vorangehenden Bemerkungen wollten lediglich einen orientie-
renden Einblick in die Grundlagen des Brouwerschen Standpunkts
geben. Auf ihre systematische Entwicklung und ihre revolutiondren

1y Uber das Entscheidbarkeitsproblem, dem schon Kronecker die grobte
Aufmerksamkeit zuwandte, hat sich namentlich seit 1900 eine umfangreiche
Literatur entwickelt; es geniige hier auf Hilbert (Vortrag auf dem internation.
Math.-Kongress 1900, abgedruckt z. B. im Archiv der Math. und Physik, (3) 1
[1902], 52; vgl. jedoch Math. Annalen, 78 [1318], 412 ff.), Hessenberg (S. 122—134),
Brouwer (S. 203 f.) und Becker (S. 409 ff.) zu verweisen (neben der von Becher
zitierten Aufierung Paschs ist noch dessen neuerer Aufsatz im Jahresber.d. D.
Math.-Verein, 27 [1918], 228—232, zu nennen, wo auch weitere Literaturangaben).

2) Wegen dieses Zusammenhangs vergleiche man namentlich die tiiber-
sichtliche Darstellung bei Becker, S.403—414, wo man auch iiber die Entwick-
lung des Mengenbegriffs von Canior bis Brouwer einen (die Dinge wohl etwas
zu einheitlich sehenden) Uberblick findet.

%) Auch fiir den ,formalistischen® Standpunkt (zumal im Sinne der Zermelo-
schen Prizision, die eine scharf begrenzte und mdoglichst rein mathematische
Grundlegung anstrebt) ist allerdings die obige Kennzeichnung ,die eine be-
stimmte Eigenschaft besitzen“ unbefriedigend. Sie bedarf einer schirferen,
mathematisch eindeutigen Bestimmung, die durchaus méglich ist; vgl hierfiir
S. 1971
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Konsequenzen fur die meisten Gebiete der Mathematik kann hier
nicht eingegangen werden?). Nur beziiglich der sich speziell fiir die
Mengenlehre ergebenden Folgerungen sollen noch einige kurze, keines-
wegs Vollstindigkeit anstrebende Bemerkungen gemacht werden; sie
werden hinreichen, um eine Vorstellung von dem durchaus anders-
artigen Aussehen zu geben, das die Mengenlehre hiernach gewinnt.
Vor allem wird der Begriff der Aquivalenz und der der Michtigkeit
(Kardinalzahl) von Grund auf gedndert, derart, dall sich z. B. die her-
kémmlichen abzihlbar unendlichen Mengen (wie auch andere Klassen
dquivalenter Mengen im alten Sinn) in mehrere Unterarten von Mengen,
die nicht mehr als ,dquivalent“ gelten, zerteilen, daB ferner der Canior-
sche Satz von S.51f und damit die Kardinalzahl § (S. 47) wie iber-
haupt die iiber die Michtigkeit des Kontinuums hinausgehenden Kar-
dinalzahlen fortfallen; auch die Charakterisierung von x, als der klein-
sten nicht endlichen Kardinalzahl (d. h. der Satz von S. 20) wird
aufgegeben usw. Vom Aquivalenzsatz war bereits oben (S.171) die
Rede. Innerhalb der Theorie der geordneten Mengen erleidet neben
den allgemeinen Teilen und ihrer Anwendung auf die Lehre von den
Punktmengen namentlich die Theorie der Wohlordnung einen durch-
greifenden Umsturz; in dem auch hier rein konstruktiv zu vollziehen-
den Aufbau hat schon die alte Definition der wohlgeordneten Menge
(Definition 1 von S.122) keinen Raum mehr, und alle wesentlichen

1) Um nur wenigstens eine Vorstellung vom Radikalismus dieser Kon-
sequenzen zu geben, sei erwihnt, dafi dabei z. B. Dedekinds Schnitttheorie
(vgl. oben S. 106, Fufinote) wie auch der allgemeine Begriff der willkiirlichen,
unstetigen Funktion (und um so mehr die auf S. 46 betrachtete Menge F) als
bedeutungslos abgelehnt werden und daff der fiir die moderne Analysis grund-
legende Satz, wonach jede beschrinkte Menge reeller Zahlen (Punktmenge)
eine obere und eine untere Grenze (kleinste obere und gréfite untere Schranke)
besitzt, verworfen wird. Eine selbstindige, von der Ubertragung der Analysis
durch den Koordinatenbegriff unabhingige Geometrie wird (von Weyl) iiber-
haupt verneint, ebenso eine allgemeine Funktionenlehre.

Hiernach werden die folgenden kennzeichnenden Sitze Weyls (Weyl, S. 70)
nicht mehr iiberraschen: | Die neue Auffassung, sicht man, bringt sehr weit-
gehende Einschrinkungen mit sich gegeniiber der ins Vage hinausschwirmenden
Allgemeinheit, an welche uns die bisherige Analysis in den letzten Jahrzehnten
gewdhnt hat. Wir miissen von neuem Bescheidenheit lernen. Den Himmel
wollten wir stiirmen und haben nur Nebel auf Nebel getiirmt, die niemanden
tragen, der ernsthaft auf ihnen zu stehen versucht. Was haltbar bleibt, konnte
auf den ersten Blick so geringfiigig erscheinen, daf die Moglichkeit der Ana-
lysis iiberhaupt in Frage gestellt ist; dieser Pessimismus ist jedoch unbegriindet.

.. Aber daran mufi man mit aller Energie festhalten: die Mathematik ist
ganz und gav, sogav den logischen Formen nach, in demen sic sich bewegt, ab-
hdngig vom Wesen der matiirlichen Zahl.“

Man vergleiche mit dem letzten Satz das bekannte Wort des ersten
modernen Intuitionisten, Kroncckers: Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott
gemacht, alles anderc ist Menschenwerk.
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Folgerungen, insbesondere auch der Hauptsatz 1 von der Vergleich-
barkeit (S.139) mit seinen Konsequenzen fiir die Theorie der Aqui-
valenz, miissen als bedeutungslos oder unrichtig abdanken.

Wenn schlieBlich eine Stellungnahme zu der vorstehend fliichtig
umrissenen Theorie erwartet werden sollte, so ist demgegeniiber zu
bemerken, dafl die beriihrten Fragen heute noch im FluB sind und
ein endgiiltiges Urteil der Wissenschaft bisher nicht vorliegt. Fiir die
Gegenargumente des bedeutendsten Kidmpfers im Streite gegen jene
Anschauungen, D. Hilberts, sei auf die S. 235, FuBnote 3, genannten
Aufsitze verwiesen; sie gipfeln vor allem in der Behauptung, daf
die von Brouwer und Weyl hervorgehobenen Schwierigkeiten und
Bedenken innerhalb der bisherigen Mathematik groBenteils einer will-
kiirlichen und unzweckmaBigen Wahl der Ausgangspunkie, nicht aber
der Natur der von diesen Ausgangspunkten her beanstandeten mathe-
matischen Begriffe und Methoden selbst zur Last zu legen seien; anderer-
seits konne eine vollig sichere Stiitzung der Grundlagen der bisherigen
Mathematik (einschlieBlich der Mengenlehre), soweit nicht schon frither
geleistet, durch neue Methoden bewirkt werden, mit deren Verfolgung
Hilbert bereits begonnen hat. (Es handelt sich vor allem um den
Beweis der Widerspruchslosigkeit der mathematischen Axiome, wovon
nachstehend in § 13b) noch ausfiihrlich die Rede sein wird.) Die weit-
aus iliberwiegende Mehrheit der heutigen Mathematiker lehnt denn
auch bisher den intuitionistischen Standpunkt ab, der praktisch iiber-
haupt kaum je innegehalten worden ist, auBer (und auch dies nur
teilweise) von seinen genannten Verfechtern?).

Der Verfasser dieses Buches mochte seine derzeitige Meinung
dahin ausdriicken, daB er allerdings gefiihlsmidBig und in Riicksicht
auf die tatsichlichen Erfolge der Wissenschaft von der Soliditat der
alten Analysis und Mengenlehre und von der Unnétigkeit der weit
gehenden intuitionistischen Amputationen iiberzeugt ist, dal3 er ferner
den simultanen, einfachen Akt der Zusammenfassung unendlich vieler
Einzeldinge zu einem neuen Begriff als einen durchaus moglichen und
endlichen logischen Prozel bejaht; gleichzeitig erkennt er aber die
derzeitige Bevechttgung eines Teiles der intuitionistischen Bedenken an
und erblickt angesichts der noch in mancher Richtung unbefriedigen-
den Grundlegung der bisherigen Mathematik in der weiteren Arbeit
an der Grundlagenforschung eine unabweisbare Forderung. Die Aus-

1) Vgl. auch F. Bernsteins Aufsatz ,Die Mengenlehre Georg Cantors und
der Finitismus“ (Jahresb. d. D. Mathem.-Verein., 28 [1919], 63—78). Hier wird
auch namentlich der (dltere) extreme Finitismus kritisiert, der den Begriff
einer Gesamtheit von unendlich vielen Elementen iiberhaupt ablehnt. Dem
Standpunkt derer, die (etwa mit dem Argument der nichtpridikativen Defi-
nition, vgl. S, 174ff.) nur die wnichtabzdhlbaren unendlichen Mengen ablehnen,
diirfte Bernstein nicht ganz gerecht werden.
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fillung der vorhandenen Liicken, auf die besonders eindringlich hin-
gewiesen zu haben ein wesentliches Verdienst der Intuitionisten
darstellt, darf vielleicht zu einem erheblichen Teil in der von
Hilbert eingeschlagenen Richtung gesucht werden; ob diese Unter-
suchungen entscheidend sein werden, muBl die Zukunft lehren (vgl
S. 2391f). Freilich erscheint es unsicher, ob zwischen den hier ein-
ander entgegenstehenden Auffassungen eine endgiiltige Klarung und
Entscheidung in naher Zukunft oder iiberhaupt in absehbarer Zeit
herbeizufithren sein wird; hier (wie vielfach im Grenzgebiet zwischen
Mathematik und Philosophie) gilt Poincarés Wort, wonach sich die
Menschen nicht verstehen, weil sie nicht die namliche Sprache sprechen
und weil es Sprachen gibt, die sich nicht erlernen lassen?).

Die Erorterung der intuitionistischen Anschauungen werde ab-
geschlossen durch den Hinweis auf einen namentlich von Poincaré
betonten und u. a. von Russell aufgenommenen speziellen Gedanken,
der heute nicht mehr im Vordergrund des Interesses steht, aber noch
einige Aufmerksamkeit verdienen diirfte. In vielen der Fille, wo in
der Mengenlehre und der Logik Widerspriiche auftreten, wird ein
spezieller Vertreter m eines gewissen Allgemeinbegriffs unter Zuhilfe-
nahme der Gesamtheit M aller mdglichen Vertreter jenes Allgemein-
begriffs definiert; man spricht dann von einer nichi-pradikativen Defini-
tion. Einige Beispiele werden diese Erscheinung leicht veranschaulichen.

1. f(x) sei fir 0 <o <1 eine stetige reelle Funktion einer
reellen Veridnderlithen z, M die Gesamtheit aller zugehorigen Funk-
tionswerte f(x), m der kleinste unter all diesen Funktionswerten, d. h.
die kleinste Zahl der Zahlenmenge M. (Dall in M eine kleinste
Zahl existiert, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dal M eine ab-
geschlossene Menge ist [vgl. S. 112, FuBnote 2], ist nicht selbstver-
stindlich, sondern bedarf eines Beweises.)

2. In Zermelos erstem Beweis des Wohlordnungssatzes wurde der
Begriff einer Gammafolge einer beliebig gegebenen Menge N eingefiihrt
und dann eine besondere, niamlich die umfassendste aller Gamma-
folgen (ihre geordnete Vereinigungsmenge), betrachtet (S. 145ff.). Be-
zeichnen wir diese besondere (damals 2 genannte) Gammafolge mit
m und die Menge aller Gammafolgen von N mit M, so geht M
in die Definition von m ersichtlich ein.

3. N sei eine beliebige Menge (z. B. die Menge aller natiirlichen
Zahlen); IN = M bedeute die Menge aller Teilmengen von N (Potenz-
menge von N, etwa ,,das Kontinuum®), und zu den Teilmengen von M sei
eine beliebige, aber feste Auswahl je eines ausgezeichneten Elements

1) Fiir die psychologischen Verschiedenheiten der Auffassung, die den
fraglichen Diskussionen zugrunde liegen, vergleiche man die anschauliche und
anregende Betrachtung bei Poincaré, Gedanken, V. Kapitel.
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aus jeder Teilmenge gegeben, womit nach Zermelos Beweis des Wohl-
ordnungssatzes eine Wohlordnung von M eindeutig bestimmt ist
(S. 145ff). Das erste Element der erhaltenen Wohlordnung von M
werde mit m bezeichnet. Dann ist m (als Element *von M) eine
spezielle Teilmenge von N, in deren Definition die Gesamtheit M
aller Teilmengen von N eingeht.

4. In der Burali-Fortischen Antinomie (S. 154) wurde die Ge-
samtheit M aller Ordnungszahlen, geordnet nach der GroBe der ein-
zelnen Ordnungszahlen, betrachtet. Da sich M als wohlgeordnet er-
weist, schien es moglich, eine besondere Ordnungszahl s als Ordnungs-
zahl der Menge M aller Ordnungszahlen zu definieren.

5. (Vgl. Weyl, S.41f.) Wir denken uns auf eine bestimmte, nicht iiberfliissig
enge Weise den Begriff ,Eigenschaft einer natiirlichen Zahl“ (vgl. S. 166) logisch
umgrenzt und bezeichnen die ,,Gesamtheit aller Eigenschaften natiirlicher Zahlen
mit M. Ferner sei £ eine Eigenschaft von Eigenschaften natlirlicher Zahlen
(z. B. die Eigenschaft E, daf die Zahl 100 die Eigenschaft § besitzt, wobei ¢
eine Eigenschaft aus M bedeutet; weniger triviale Beispiele fiir £ wird man hier-
nach leicht bilden). Wir definieren nun eine Eigenschaft » natiirlicher Zahlen
folgendermafien: die Eigenschaft m kommt der natlirlichen Zahl ¢ dann und
nur dann zu, wenn a mindestens eine Eigenschaft § aus M besitzt, die ihrer-
seits von der Eigenschaft E ist (d. h. in unserem Beispiel: & hat die Eigen-
schaft m, wenn a =100 ist oder wenn ¢ mindestens eine Eigenschaft aus M
mit der Zahl 100 gemeinsam hat). Danach ist die spezielle Eigenschaft m
auf Grund der Gesamtheit M aller Eigenschaften natiirlicher Zahlen definiert.
(Man iiberzeugt sich tibrigens leicht, daf die Eigenschaft m nicht in der Ge-
samtheit M vorkommen kann, dafi also die Voraussetzung, wonach M alle
einwandfrei festlegbaren Eigenschaften umfassen soll, einen Widerspruch her-
vorruft.)

Der mit mathematischen Uberlegungen vertraute Leser wird den
Wert dieser Definitionen unzweifelhaft wverschieden einschitzen. So
ist etwa die Definition des ersten Beispiels stets benutzt und (der
Sache nach) niemals in Frage gezogen worden, und auch heute wird
dies kaum ernsthaft der Fall sein kénnen. Dagegen haben sich gegen
Definitionen wie in den Beispielen 2 und 3 die Intuitionisten unter
Poincarés Fiihrung heftig gewandt; ihre Angriffe werden beziiglich
des zweiten Beispiels auf gegnerischer ,formalistischer® Seite zweifel-
los nach wie vor entschiedenen Widerspruch finden, im allgemeinen
vermutlich auch beziiglich des (in der Literatur bisher wohl nicht
erorterten) dritten. Die Definitionen der beiden letzten Beispiele
schlieBlich bergen, fiir jedermann offensichtlich, unmittelbare Wider-
spriche bzw. Unklarheiten in sich.

Wenn es auch danach den Anschein hat, als ob nicht gerade
die allen fiinf Beispielen gemeinsame nicht-pradikative Natur der Defini-
tionen fiir etwaige logisch verhingnisvolle Folgen verantwortlich zu
machen ist, so hat man doch vielfach derartige Definitionen grund-
satzlich verwerfen zu sollen geglaubt, weil man ihnen einen circulus
vitiosus zuschrieb. Dieser sehr radikal und temperamentvoll von
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Poincaré eingenommene Standpunkt ist von Russell und Whitehead
in behutsamerer Form wieder aufgenommen und zu einem Prinzip
(,vicious circle principle®) folgender Art verdichtet worden: Keine
Gesamtheit kann Glieder enthalten, die nur mittels jener Gesamtheit
definierbar sind; oder: Was alle Elemente einer Menge in sich
schlieBt, darf nicht selbst Element der Menge sein?!). Freilich muBte
dieses Prinzip seinen Schopfern im Verlauf des weiteren Aufbaus
ihres wissenschaftlichen Gebdudes schlieBlich unertrigliche Fesseln
anlegen, die von ihnen dann zwar nicht geldst, wohl aber durchhauen
wurden (Reduzibilititsaxiom, vgl. unten S.181). Der ernsteste und
zum grofien Teil wohl unwiderlegliche Angriff gegen dieses Prinzip (in
seiner radikalen Form bei Poincaré) ist von Zermelo gefilhrt worden
(Math. Annalen 65 [1908], 116—118; vgl. indes Poincaré in den
Acta Mathematica, 82 [1909], 198ff.); Zermelo hebt namentlich her-
vor, daB verschiedene Bestimmungen zwar nicht ,identische*, wohl
aber ,,umfangsgleiche Begriffe und somit dieselben ,,Gegenstinde“
liefern konnen, und folgert daraus (wie man a. a. O. nachlese), daB
mit einer nichtpradikativen Definition durchaus kein ZirkelschluB3 ver-
bunden zu sein braucht. Dennoch sind die Akten iiber diese Frage
wohl noch keineswegs geschlossen; in Fillen, wo ein konstruktiv
sich vollziehendes mathematisches Verfahren benétigt wird, diirfte die
Verwendung von Begriffen wie z. B. des unter 3. definierten noch zu
mancherlei kritischen Uberlegungen AnlaB bicten.

d) Andere Methoden zur Uberwindung der Paradoxien.

Wir sind zu Anfang dieses Paragraphen von den Paradoxien
ausgegangen, die den Bestand der Mengenlehre oder sogar den der
Mathematik (und Logik) liberhaupt zu gefihrden schienen, und haben
in dem letzten Abschnitt Einblick gewonnen in eine Anschauung, die
— mindestens in jiingerer Zeit wesentlich durch jene Paradoxien mit-
veranlaf3t — einen groBen Teil der modernen Mathematik fiir erschiittert
hilt und das mathematische Gebidude in sehr beschrankten AusmaBen
und mit ebenso komplizierten wie vorsichtigen Aufbaumethoden wieder
leidlich herzustellen sucht. Demgegeniiber liegt die Frage nahe, ob man
dabei nicht das Kind mit dem Bade auszuschiitten sich angeschickt hat;
ob es nicht moglich ist und auch genigt, die Teile in den Grenzmauern
und an den Fundamenten, wo sich Risse gezeigt haben, durch solidere
Konstruktionen zu ersetzen, aber den wesentlichen Bestand des Gebaudes
unversehrt zu erhalten. In der Tat liegt ja vor allem die folgende Er-
wigung nahe. Wo sonst in einem Wissenszweig, etwa in der Philo-

1) Russell, Types, S. 2251.; Russell-Whitehead 1, 40. Die Formulierung des
Originals lautet: ,,Whatever involves all of a collection must not be one of
the collection.«
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sophie oder in der Nationalokonomie, die Grundlagen unsicher und
umstritten sind, da macht sich die Wirkung alsbald aufs deutlichste
geltend: auf dem schwankenden Fundament werden die verschiedensten,
teilweise einander widersprechenden Theorien aufgebaut und bei den
Versuchen zur Losung eines und desselben Problems (etwa des Er-
kenntnisproblems oder der Frage der Willensfreiheit) reden vielfach
die wissenschaftlichen Schulen und Einzelforscher geradezu aneinander
vorbei. In scharfem Gegensatz hierzu haben an vielen der mathe-
matischen Aufgaben und Theorien, deren Losbarkeit oder sogar deren
Sinn iiberhaupt von den Intuitionisten bestritten wird, die verschieden-
sten Forscher mit ganz und gar abweichenden Methoden gearbeitet,
um schlieBlich in den einzelnen Fragen zu durchwegs iibereinstimmen-
den Ergebnissen zu gelangen. Man wird -daher geneigt sein, auf
Grund der Paradoxien zwar anzuerkennen, daB die Grundlegung der
klassischen (Cantorschen) Mengenlehre unbefriedigend ist und eine
Umgestaltung erfordert, aber gleichzeitig die diesbeziiglichen Bestre-
bungen der Intuitionisten fiir eine allzu radikale Kur zu halten?); sie
erreichen allerdings das gewiinschte Ziel, die aufgetauchten Schwierig-
keiten auszuschlieBen, sind aber in der Art, wie sie dieses Ziel durch-
setzen, vielleicht nicht undhnlich der Polizeibehérde, die den Gefahren
eines aussichtsreichen Klettersteiges durch ein Verbot des Begehens
vorbeugen will. Soweit namentlich die intuitionistischen Einwinde
das Feld der Mathematik selbst (und nicht der Logik) einengen, wie
das vorwiegend der Fall ist, wird derjenige, der die Logik als von
der Mathematik unabhingig ansieht, darauf verweisen kénnen, daB
die Paradoxien einer vielmehr logischen als mathematischen Quelle
zu entspringen scheinen; zu dieser Meinung bringt uns nicht nur die
sehr allgemeine Natur einiger Paradoxien der Mengenlehre, sondern
auch die Art der verwandten logischen Antinomien, in denen weder
der Begriff der Menge noch der des Unendlichen vorkommt.

Es bleiben so zwei einigermaBen verschiedene, miteinander aller-
dings eng verwachsene Aufgaben zu erledigen. Die eine, vorwiegend
mathematische, fordert, das Operationsgebiet der Mengenlehre so weit
— aber auch nur so weit — zu beschrianken, daBl aus ihm die bisher
aufgetauchten Schwierigkeiten herausfallen und daB neue Widerspriiche
ausgeschlossen bleiben; was vor einer Gefihrdung sicher erscheint,
vor allem also was sich als mathematisch wertvoll erwiesen hat, soll
im mengentheoretischen Gebiet belassen werden. FaB3t man etwa das
Russellsche Paradoxon (vgl. S.153 und 157) ins Auge, so liegt der Schlufy
nahe, dall die erforderliche Berichtigung vorzugsweise oder sogar aus-
schlieBlich den Begriff der Menge betreffen, nimlich seine bisherige

!) Von den andersartigen Beweggriinden der Intunitionisten ist hier nicht
die Rede; auf sie wurde im vorangehenden Abschnitt teils eingegangen, teils
wenigstens verwiesen.

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 12
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Allgemeinheit einschrinken muBl. Die andere, in erster Linie aqll-
gemein-logische Aufgabe, die, obgleich mit der Grundlagenforschung
der Mathematik aufs engste verknlipft, fiir unsere Betrachtung natur-
gemalB zuriicktritt, 146t sich etwa dahin kennzeichnen, daB sie die
innere Begriindung fiir die Notwendigkeit und das Ausmal} der der
Mengenlehre aufzuerlegenden Gebietseinschrankung liefern und allenfalls
dariiber hinaus die Fragen kliaren soll, die der allgemeinen Logik aus
den erwiahnten logischen Antinomien erwachsen. Soweit diese zweite
Aufgabe fiir uns im folgenden in Betracht kommt, wird sie nicht ge-
sondert, sondern im Zusammenhang mit der ersten erortert werden.

Ein vollstindiges und endgiiltiges Gelingen der in diesem Sinn
notwendigen Einschrinkung des Gebiets der Mengenlehre wird man
nun freilich nicht erwarten diirfen, sondern sich mit einer in mancherlei
Richtung wvorldufigen Losung begniigen miissen. Insbesondere ist das
der Fall — und auch verhiltnismaBig ertriglich — in dem Sinn, daB
die zu ziehende Grenzlinie zwar keinesfalls zu west verlaufen darf, so
daB fiir gewisse Schwierigkeiten noch Raum verbliebe, aber allenfalls
unndtig eng sein mag, namlich enger, als das Ziel der Vermeidung
von Widerspriichen an sich erfordern wiirde; eine solche Grenzlinie
liefert eine vielleicht iibermafBig eingeengte, aber jedenfalls einwand-
freie Wissenschaft, und sie mu} hingenommen werden, so lange die
scharfe Grenze zwischen Zuldssigem und Unzulidssigem unauffindbar
erscheint. In solchem Sinne und mit einigen wesentlichen, noch hervor-
zuhebenden Einschrinkungen ist es nun tatsdchlich gelungem, die er-
wahnte Aufgabe zu losen. Bei dem Mangel an Bestimmtheit, der unserer
Aufgabe im Sinne der soeben gemachten Bemerkung anhaftet, kann
es nicht wunder nehmen, daB verschiedene Bearbeitungen hierbei nicht,
wie sonst in der Mathematik, das nadmliche Ergebnis hatten, sondern
je nach der eingeschlagenen Methode zu verschiedenartigen und wohl
auch verschiedenwertigen Losungen fithrten. Von den drei wichtigsten
dieser Lijsungenl) soll eine, an die Namen Zermelo und Hilbert sich
knilipfende, im nichsten Paragraphen in ihren Grundziigen ausfiihrlich
erortert werden. Uber die beiden anderen, von Russell und Whitehead
bzw. von Julius Kontg stammenden werde nachstehend, unter Verzicht auf

1) Erwidhnt sei noch der Losungsversuch L. Chwisteks, dessen (bisher un-
gedrucktes) Werk ,,The theory of constructive types“ in den Abhandlungen
der Krakauer Mathematischen Gesellschaft erscheinen soll (briefliche Mitteilung
des Verfassers); es stellt eine wesentliche Modifikation der Russel/schen Losung
(ohne Reduzibilititsaxiom, s. u.) dar. Vgl. Chwisteks Aufsatz ,Uber die Anti-
nomien der Prinzipien der Mathematik®, Math. Zeitschr., 14 (1922), 236—243,
und die dortigen Literaturangaben. — Einen anderen (nicht weiter ausgefiihr-
ten) Ansatz fiir eine in bestimmter Weise auf geeignete Axiomensysteme sich
stiitzende Fassung des Mengenbegriffs hat J. Mollerup angegeben (Math. An-
nalen, 64 [1907], 231—238); die Durchfiihrung dieses Ansatzes diirfte wesent-
lichen Schwierigkeiten begegnen.
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eine vollstindige Charakterisierung, nur so viel gesagt, dal3 die Ten-
denzen dieser Bearbeitungen im Verhiltnis zur erstgenannten und zu-
einander erkennbar werden; fiir nidhere Orientierung, die dem an die-
sen Fragen Interessierten warm empfohlen sei, ist auf die Original
arbeiten zu verweisen?).

Zermelo verfahrt (1908) nach der sogenannten axiomatischen Me-
thode, die vom historischen Bestand einer Wissenschaft (hier der
Mengenlehre) ausgeht, um die zu ihrer Begriindung erforderlichen
Prinzipien — die Axiome —- aufzusuchen und aus ihnen die Wissen-
schaft deduktiv herzuleiten?). GemiB der Art dieser Methode sieht
Zermelo ganz davon ab, den Mengenbegriff zu definieren oder niher
zu zergliedern, geht vielmehr lediglich von gewissen Axiomen aus, in denen
der Mengenbegriff wie auch die Relation ,als Element enthaltensein“
auftritt und die Existenz gewisser Mengen gefordert wird; durch die
Gesamtheit der Axiome wird so der Begriff der Menge gewissermaf3en
unausgesprochen festgelegt. Es ist dann zu zeigen, dall aus den
Axiomen durch deduktives SchlieBen der Bestand der Cantorschen
Mengenlehre folgt, daB dagegen fiir die Paradoxien in diesem System
kein Raum bleibt. Diese Aufgabe ist im wesentlichen gelost. Dem-
gegeniiber ist bisher zuriickgetreten die weitere Frage, wie etwa die
(mehr oder weniger einleuchtend erscheinenden) Axiome zu begriinden
sind oder wenigstens ihre logische Widerspruchslosigkeit nachzuweisen
ist; nach dieser Richtung ergeben sich gewisse Ausblicke auf Grund
der neuesten Arbeiten Hilberts. Die nahere Ausfithrung dieser kurzen
Bemerkungen bildet den Gegenstand des folgenden Paragraphen.

Gegeniiber dieser zunidchst rein mathematisch vorgehenden Me-
thode ist das (ebenfalls auf 1908 zuriickgehende) Verfahren Russells®)

Y) Der Rest dieses Pavagraphen kann, da spdterhin nicht mehr benutzt, wiedey-
um tiberschlagen werden.

?) Eine andere axiomatische Behandlung der Mengenlehre, die ein sehr
umfangreiches Axiomensystem benutzt und vorerst sich auf eine Teilaufgabe
beschridnkt, stammt von A. Schoenflies: Kon. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam,
Proceedings 22 (1920), 784—810 (mit einigen Zusitzen auch Math. Ann., 83
[1921], 178—200; vgl. dazu Math. Ann., 85 [1922], 60—64).

3) Diese Theorie ist ihrer wesentlichen Tendenz nach charakterisiert in
dem auf S. 152, Fufinote, genannten, nachstehend vornehmlich zugrunde ge-
legten Aufsatz: Russell, Types, spiter zu einem weit ausholenden, umfassenden
System ausgestaltet in dem ebenda angefithrten Werke Russell-Whitehead ; dessen
vorliegende drei Bidnde behandeln wesentlich Logik, Mengenlehre und Arith-
metik, wihrend (nach dem Plane von 1913) die Geometrie einem weiteren Schlufi-
band vorbehalten ist. Das Werk war urspriinglich als die Fortsetzung des a. 4. O.
angefilhrten Buches Russell geplant, ist jedoch von diesem ganz unabhidngig
geworden, vor allem auf Grund der Entwicklung, die sich in den Anschauungen
der Verfasser in den Jahren 1903 bis 1908 vollzogen hat. Russell ist iibrigens
der in der Kriegs- und Nachkriegszeit auch weiteren Kreisen als mutiger Pazifist
und Politiker bekannt gewordene englische Forscher.

12%
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mehr auf philosophischer Grundlage aufgebaut. Fiir die Richtung dieses
Verfahrens ist ausschlaggebend Russells Systematisierung und Typisie-
rung der Paradoxien und die aus ihr folgende Bemerkung, daf in die
Definition der die Paradoxien hervorrufenden Begriffe ausdriicklich
oder stillschweigend je die Gesamtheit aller Elemente einer gewissen
Art eingeht, eine Gesamtheit, der wiederum der neu eingefithrte Be-
griff seinerseits angehdren soll. Es liegt in diesen Fillen also stets
eine Art nichtpradikativer Begriffsbildung vor (S. 174). Solche Be-
griffe wie lberhaupt Aussagen, die sich auf glle Dinge von gewisser
Art schlechthin beziehen, werden verworfen (vgl. S.176). Zwecks einer
reinlichen Zergliederung des Begriffs ,alle¢ in diesem Sinn entwickeln
Russell und Whitehead (nach mehreren wihrend der Jahre 1903 bis
1908 vorangegangenen, nicht recht gegliickten Versuchen) die ,,theory of
types® (Russell, Types, S. 227—241; Russell-Whitehead 1, S. 39—58
und 168—173), die den Bereich der Gegenstinde, auf die sich eine
Aussage beziehen kann, methodisch beschrinkt. Bedeutet namlich «
eine die Individuen einer gewissen Gesamtheit durchlaufende Verinder-
liche, so spricht Russell, falls die Verbindung ,fiir alle xz“ oder ,fir
irgendwelche x“ in einer Aussage (Satz) oder einem Pridikat (logischen
Funktion, d. h. Aussage mit einer vorkommenden Veridnderlichen x)
auftritt, vom Vorkommen einer ,scheinbaren Verinderlichen 2 (apparent
variable); jeder mittels der scheinbaren Verianderlichen x gebildete Satz
(Pradikat) gilt dann als von ,hoherem Typus“ als die moglichen
Werte, die x in dem Satz (Pradikat) annehmen kann (und die ihrer-
seits Satze bzw. Pridikate sein konnen). Verstehen wir z. B. unter
»odtzen des ersten Typus“ solche Sitze, in die iiberhaupt keine schein-
baren Veranderlichen eingehen oder doch blof derartige, die nur ,,indivi-
dueller Werte fihig sind, so wird man einen Satz, in dem auch
Satze des ersten Typus als scheinbare Veranderliche auftreten konnen,
als einen Satz des zweiten Typus bezeichnen usw. So entsteht eine
»Hierarchie von Typen® beginnend mit einem niedrigsten Typus, bei
dem keine scheinbaren Verinderlichen oder nur solche mit Individual-
werten benutzt werden, und dann von Stufe zu Stufe aufsteigend;
auf gewisse feinere Unterscheidungen fiir diese Hierarchie kann
hier nicht eingegangen werden. Statt von allen Satzen ge-
wisser Art darf dann nur von allen solchen Sitzen eines gewissen
Typus (oder bis zu einem gewissen Typus) gesprochen werden. Die
paradoxen Begriffsbildungen sind hiernach alle von hoherem Typus
als die in ihre Definition eingehenden Begriffe, womit die Wider-
spriiche wegfallen. Allerdings wiirde die konsequente Durchfiihrung
dieses Standpunkts einen groBen Teil der Mathematik (schon mit der
Lehre von den natiirlichen Zahlen beginnend), ganz besonders aber die
Mengenlehre, aufs schwerste beeintrachtigen und beschneiden. Durch
diese Erwigung sieht sich Russell veranlaft, ein neues, keineswegs
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selbstverstindlich oder auch nur sehr plausibel erscheinendes Axiom
einzufiihren, das Axiom der Reduzibilitit (axiom' of reducibility). Man
kann es unscharf, aber zur Veranschaulichung seines Zweckes wohl
hinreichend deutlich etwa so ausdriicken: Eine beliebige Aussage ist
stets gleichwertig einer in unserer Hierarchie an niedrigerer Stelle
stehenden Aussage, schlieflich also einer Aussage, in der als schein-
bare Veranderliche hochstens solche des niedrigsten Typus eingehen.
(Fir schirfere Formulierung des Axioms vergleiche man Russell,
Types, S. 241—244, oder Russell-Whitehead 1, S. 58—62 und 173
bis 175.) Wo sich also in der Mathematik die Verschiedenheit der
Typen storend bemerkbar macht, kann sie immer ausgeschaltet und
so der Begriff ,alle in einem fiir die wissenschaftlichen Zwecke
geniigenden MaB wiederum legitimiert werden. Andererseits hebt
Russell hervor, daB bei den paradoxen Begriffsbildungen durch das
Axiom der Reduzibilitit die vorher erwiahnte Losung nicht mehr be-
eintrachtigt wird.

Diese in wenigen Worten nur roh anzudeutende, an den an-
gefithrten Stellen ausfiihrlich entwickelte Typentheorie ist kennzeich-
nend fir Russells und Whiteheads groB angelegte Systematik, die
Logik und Mathematik (insbesondere auch die Mengenlehre) in enger
Verbindung aufzubauen unternimmt?). Sie bedient sich hierbei — vor-
nehmlich um den aus den Mingeln der Sprache quellenden Irrtiimern
und MiBverstindnissen auszuweichen — der logischen Begriffsschrift
(Pasigraphie), die durch Formalisierung und symbolische Bezeichnung
der logischen Grundbegriffe und Grundbeziehungen es gestattet, die
Definitionen, Lehrsitze und Beweise in bloBer Formelsprache auszu-
driicken. Diese Methode, bei der vor allem die einschligigen Arbeiten
von G. Peano, E. Schréder und G. Frege®) benutzt werden, gestaltet

1) Einen ganz allgemeinen Uberblick ftiber seine Auffassung von der
mathematischen Logik (,Logistik®) gibt Russell in dem Aufsatz: ,,L'Importance
philosophique de la logistique* in der Revue de Métaphysique et de Morale,
19 (1911), 281—291 (in englischer Ubersetzung in The Monist, 23 [1913], 481
bis 493). Vgl. dazu ferner Ph. E. B. Jourdain, The philosophy of Mr. B. Rus-
sell ... (London 1918) und B. Russell, Introduction to mathematical philosophy
(London and New York 1919). — Vgl. auch Russells Werk von 1903 (Zitat
von S. 152), in dessen Anschauungen L. Couturats Schrift ,Les principes des
mathématiques* (Paris 1905; deutsch v. C. Siegel, Leipzig 1908) bequem ein-
fiihrt.

?) Vgl z. B. Peano, Formulaire de mathématiques (seit 1891 in mehreren
Ausgaben erschienen); Schrider, Vorlesungen iiber die Algebra der Logik, I—11I,
Leipzig 1890—1895; Frege, Grundgesetze der Arithmetik, Jena 1893 und 1903.
Auch im materiellen Teil ihrer Entwicklung machen Whitehead und Russell
z. T. wesentlichen Gebrauch von Freges wichtigen Vorarbeiten. Fiir weitere
logistische Literatur vgl. z. B. R. Carnap, Der Raum (Kant-Studien, Ergin-
zungshefte, Nr. 56), Berlin 1922; auf die dortigen reichhaltigen literarischen
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freilich die vollstandige Durcharbeitung des Hauptwerks zu einem
iiberaus miihsamen Unternehmen; doch ermdéglichen die ausfiihrliche
Einleitung und die den einzelnen Paragraphen vorangehenden Inhalts-
tbersichten auch dem Leser, der sich durch die Begriffsschrift ab-
geschreckt fithlt, ein weitgehendes Eindringen in das Werk. Was
speziell die beiden fiir die Mengenlehre besonders wichtigen Axiome
»der ‘Auswahl®“ und ,des Unendlichen* betrifft, die im nichsten Para-
graphen hervorzuheben sein werden, so stellen sich Russell und White-
head auf den Standpunkt, daB diese Axiome nicht logisch beweisbar
sind und (letzten Endes nach subjektivem Ermessen) angenommen
oder abgelehnt werden koénnen. Je nachdem man sich fiir das eine
oder das andere entscheidet, gestaltet sich der Bereich der Mathematik
enger oder weiter in einem MaB, das vermége der Anlage des Werks
iiberall sichtbar wird. Man wird so in den Stand gesetzt, den Wert
und die Notwendigkeit der Voraussetzungen auf Grund der aus ihnen
herleitbaren Folgerungen zu beurteilen, ein bei der Grundlegung der
Mathematik vielfach durchaus angemessenes und fast unentbehrliches
Verfahren. ’

Den schwachen Punkt des vorstehend angedeuteten Aufbaus wird
man in der Willkiirlichkeit der Typentheorie und vor allem in dem dog-
matischen Charakter des Reduzibilititsaxioms erblicken diirfen. Auch
wenn man aus solchen Erwigungen diesem Aufbau die (von den Verfassern
iibrigens gar nicht beanspruchte) absolute Giiltigkeit und vielleicht
iiberhaupt eine ,natiirliche“ Grundlage absprechen will, bleibt der
Wert eines in sich geschlossenen und allem Anschein nach wider-
spruchsfreien Systems groB genug. Seine Wirkung auf die gegenwar-
tige Beurteilung der einschligigen Iragen ist denn auch unverkennbar.

Im Gegensatz zu diesem System ist der Aufbau der Logik und
Mathematik, wie er von Julius Kinitg in seinem auf S. 152, FuBnote,
genannten Werke (1914) entwickelt ist, bisher verhaltnismaBig wenig
beachtet worden; so ist es zu erkldren, daB eine positive oder kritische
Stellungnahme der an der Grundlagenforschung interessierten Mathe-
matiker gegeniiber Kionigs Werk kaum vorliegt, von wenigen Aus-
nahmen abgesehen®). Dazu hat u. a. wohl auch der Umstand bei-
getragen, daB Kontg seinem Buch, an dem er (nach Aufgabe friiherer
andersartiger Anschauungen) wihrend der letzten acht Jahre seines
Lebens gearbeitet hatte?), nicht mehr die letzte Abrundung geben
konnte (und auch den SchluB unvollstindig lassen mufite, was freilich
unwesentlich ist).

Fiir Konigs Ideen zur Begriindung der Mathematik (genauer nur

Nachweise ist auch sonst fiir diesen Paragraphen und den Schlufi des folgen-
den aufmerksam zu machen.

) Vgl. F. Bernstein, an dem S. 173, FuBnote, angefiihrten Ort, S. 74f.

%) Vgl. schon Math. Annalen, 63 (1907), 217.
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der Arithmetik und der Mengenlehre) und zu ihrer Befreiung von den
Paradoxien sind namentlich zwei Momente charakteristisch: der Nach-
weis der Widerspruchslosigkeit von Logik und Mathematik und die
Modifikation der Cantorschen Mengendefinition. Was zunichst den
letztgenannten, spezielleren Punkt betrifft, so glaubt Kignig auf eine
Beschrinkung des Mengenbegriffs, wie sie durch die Paradoxien mnahe-
gelegt erscheint, verzichten zu konnen, gleichwohl aber in der Lage
zu sein, iberhaupt eine Definition jenes Begriffs (im Gegensatz zu
Zermelos axiomatischem Verfahren) auf Grund seiner logischen Vor-
bereitungen zu geben. Es handelt sich um eine ,,Prizisierung und damit
verbundene Verallgemeinerung* des Mengenbegriffs; deren wesentlicher
Zug liegt darin, daB eine Menge nicht schon allein durch die Gesamt-
heit ihrer Elemente bestimmt wird, wie es nach Cantor (S.11) und
nach Zermelo (S. 190) der Fall ist, sondern daB auch ein gewisses
,»Wie“ des Enthaltenseins der Elemente in der Menge, m. a. W. die
Art der Zusammenfassung der Elemente, von Bedeutung ist. Die
Unterscheidung zwischen den Mengen, die sich selbst als Element
enthalten, und den anderen Mengen spielt hierbei eine gewisse Rolle.
Zu einer wenn auch rohen Veranschaulichung der Idee, dall eine Menge
durch die Gesamtheit ihrer Elemente nicht vollig bestimmt zu sein
braucht, diene etwa das von Kinig angegebene Beispiel einer Urne,
in der sich rote Kugeln und schwarze Wiirfel befinden; die Sammel-
begriffe der in der Urne liegenden roten Korper und der in der Urne
liegenden kugelférmigen Korper gelten dann als voneinander verschieden,
weil sie durch verschiedene Eigenschaften charakterisiert sind, ob-
gleich doch beide Gesamtheiten die namlichen Korper umfassen.
Kontg baut mit seinem Mengenbegriff die Cantorsche Mengenlehre in
ihrem ganzen Umfange auf, wiahrend er die Paradoxien teils als iiber-
haupt miBverstiandlich, teils als mit dem neuen Mengenbegriff weg-
fallend darzutun sucht.

Die umfassendere, in enger Verknipfung von Logik und Mathe-
matik zu l6sende Aufgabe geht dahin, die Widerspruchslosigkeit dieser
beiden Wissenschaften (und dabei vornehmlich auch der Mengenlehre)
zu zeigen; sie greift Kinig in eigenartiger Weise an, dabei wohl
mehr oder weniger von Hilbert beeinflut!). Der Beweis der Wider-
spruchslosigkeit, der an sich (vgl. S. 234) einen unendlichen Regrel
erfordert, wird durch die ,Berufung auf unmittelbare Anschauung
zu einem l6sbaren Problem umgestaltet. Mittels einer ausfiihrlichen
logischen Grundlegung, bei der eine Beschreibung der Denkvorginge
einen wesentlichen Platz einnimmt, strebt Kénig eine Formalisierung

1) Vgl. Hilberts nachstehend S. 235, Fufinote 2, angefiihrten Vortrag von
1904 und die Darstellung auf S. 234ff., aus der die weitgehende Ubereinstim-
mung der neuen Arbeiten Hilberts mit Konig nach Problemstellung und me-
thodischem Ansatz hervorgeht.



184 § 13. Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre.

der logischen Grundbegriffe an. Speziell wird hierbei ein Gebiet
logischer Sidtze umgrenzt und beschrieben, in dem unmittelbare,
intuitive GewiBheit herrsche; es wird geniigen, als Beispiel den Satz
anzufiihren: Zwei ,Dinge* koénnen nicht zugleich als identisch und
als verschieden gedacht werden. Der Umgrenzung dieses Gebiets,
dem auch gewisse SchluBmethoden') angehéren, wird man natur
gemaB mehr oder minder skeptisch gegeniiberstehen konnen, und
zwar nach zweierlei Richtungen: einmal in dem Sinn, daB man auf
den subjektiven Charakter des Begriffs ,unmittelbare GewiBheit“ hin-
weist, mit dem in der Geschichte der Wissenschaft schon manches
Mal nur vermeintliche Wahrheiten gestiitzt wurden, und daB man daher
die Sitze des ausgezeichneten Gebietes bezweifelt oder doch als eines
Beweises bediirftig erkliart; zweitens, indem man, zwar die Richtig-
keit der fraglichen Sitze zugebend, doch die Notwendigkeitder gerade
getroffenen Gebietsumgrenzung bestreitet und ein anderes Gebiet logi-
scher Sidtze als mindestens ebensogut brauchbar in Vorschlag bringt.

Gestiitzt auf dieses Gebiet der unmittelbaren GewiBheit unter-
nimmt es nun Kdnig, auf ihm und mittels seiner das Gesamtgebiet
der Logik (soweit erforderlich), der Arithmetik und der Mengenlehre
deduktiv aufzubauen: derart also, daB jeder denkbare Widerspruch
innerhalb der Arithmetik oder Mengenlehre notwendig einen Wider-
spruch in dem ausgezeichneten logischen Gebiet zur Ursache haben
muB. So wird die Frage der Widerspruchslosigkeit des mathemati-
schen Systems auf die entsprechende Frage fir gewisse unmittelbar
anschauliche und demnach widerspruchsfreie logische Satze zuriick-
geflihrt, und in diesem Sinn erweisen sich Arithmetik und Mengen-
lehre als widerspruchsfrei. Ohne im {brigen auf Einzelheiten ein-
zugehen; werde nur noch hervorgehoben, daB Kgnig auch die Zermelo-
schen Axiome der Auswahl?) (S. 196) und des Unendlichen (S. 216)
mittels seiner Methoden begriindet und so der Mengenlehre einen
auBerordentlich weiten Spielraum 1iBt, der nicht nur den von White-
head und Russell, sondern in gewisser Beziehung sogar den von
Zermelo noch iibertrifft.

§ 13. Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre.
Die axiomatische Methode.

Wir gehen nun zur ausfithrlichen Darstellung einer der modernen
Begriindungen der Mengenlehre iiber, namlich der, die von E. Zermelo

1) Als die unter ihnen wohl am weitesten gehende sei die ,vollstindige
Induktion® innerhalb endlicher Mengen genannt (vgl. S. 288).

%) Auf einen- nicht wesentlichen etwaigen Unterschied in der Fassung
dieses Axioms braucht hier nicht eingegangen zu werden. Ubrigens diirfte
Konig (S. 1691ff.) die - Auffassung Zermelos wesentlich mifiverstanden haben
(vgl. S. 200ff.).
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stammt. Sie hat neben manchem anderen auch den wesentlichen
Vorzug gegeniiber den beiden soeben erwihnten Systemen, daB bei
ihr der rein mathematische Teil, nimlich die Zuriickfithrung der Mengen-
lehre auf einige wenige scharf ausdriickbare Voraussetzungen (Grund-
satze, Axiome), reinlich geschieden ist von der anderen (erst neuer-
dings ernstlich von Hilbert in Angriff genommenen) Aufgabe, diese
Voraussetzungen ihrerseits zu begriinden bzw. als widerspruchsfrei zu
erweisen.

Die axitomatische Methode?), deren sich die jetzt zu behandelnde
Begriindung bedient, wird eingehender erst spiter besprochen werden,
wenn im Geriist des Zermeloschen Aufbaues eine Illustration fiir diese
sehr abstrakten Gedankenginge vorliegen wird. An dieser Stelle ge-
niigen einige Vorbemerkungen. - Von einer Definition des Begriffs
»Menge“ und der Beziehung ,m ist ein Element der Menge M wird
iberhaupt abgesehen; die durch die Paradoxien als unhaltbar erwie-
sene Definition Cantors (S. 3 und 10f.) — d. h. letzten Endes das
Verfahren, einem beliebigen logischen Begriff eine Menge, die den
,Umfang des Begriffs¢ bezeichnet, zuzuordnen — wird also aufgegeben
und keine andere Mengendefinition an ihre Stelle gesetzt. Statt dessen
erhalten der Begriff der Menge und der der angefiihrten Beziehung,
die (ebenso wie die Identitdt) als Grundbeziehung der Axiomatik be-
zeichnet wird, ihren Sinn?) ausschlieBlich durch die Grundsitze oder
Axiome der Axiomatik. In den Axiomen ist nimlich von Mengen
und vom Enthaltensein gewisser Elemente in einer Menge die Rede;
die Axiome sind Aussagen, die entweder gewisse Beziehungen zwischen
einer , Menge“ und den ,in ihr enthaltenen Elementen“ ausdriicken
oder die Existenz bestimmter ,Mengen* fordern oder endlich gestatten,
aus der Existenz gewisser Mengen allgemein auf die Existenz gewisser
anderer Mengen zu schlieBen. Danach dirfen der Grundbeziehung
,m ist Element der Menge M keine anderen Eigenschaften zuge-
schrieben werden als die, die in den Axiomen ausgedriickt sind oder
sich aus den Axiomen deduktiv ergeben. Ebenso ist unter ,Menge®
nicht etwa jede ,,Zusammenfassung von Elementen® zu verstehen, son-
dern es kommen nur diejenigen Mengen in Betracht, die auf Grund
der Axiome existieren.  Diese ganz formale, jedes sachlichen Inhalts
entkleidete Auffassung, die auf eine erschopfende Charakterisierung
der Begriffe durch Definition bewuBt verzichtet und sich mit einer
Festlegung der Beziehungen zwischen den uns interessierenden Be-
griffen begniigt, wird - vielleicht deutlicher durch den Hinweis, daB

1) Fiir Literatur zur axiomatischen Methode im allgemeinen vgl. die
Fufinote auf S. 222; dem Anfinger sei vor allem die dort genannte Schrift
K. Boehms empfohlen.

2) Dai ,,Sinn“ hier nur ganz formal zu verstehen ist, wird spiter zur
Sprache kommen.
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jede mit den Axiomen wvertrigliche Interpretation von ,Menge* und
»als Element enthalten sein“ zuldssig und mit jeder anderen solchen
Interpretation gleichberechtigt ist. Wairen beispielsweise die Axiome
50 beschaffen, daBl neben unserer gewohnlichen Auffassung von jenen
Begriffen etwa auch die Interpretation von ,Menge“ als ,,Vorfahre«
von ,Element einer Menge sein“ als ,Nachkomme eines Vorfahren
sein“ mit den Axiomen im Einklang steht, so wiirden alle Folgerungen
aus den Axiomen (d. h. etwa die ganze Mengenlehre) fiir die Theorie
der Vorfahren einer gewissen Gesamtheit von Nachkommen geltent).
Andererseits kann man hiernach naturgemidll niemals entscheiden,
was eine Menge .an sich“ ist, oder ob z B, ein Pferd eine Menge
darstellt; eine ausdriickliche, explizite Definition der Grundbegriffe ent-
spricht eben gar nicht dem Wesen der axiomatischen Methode. Viel-
mehr handelt es sich sozusagen um eine implizite, unausgesprochene
(und gar nicht in explizite Form iibertragbare) Definition der Begriffe
,»Menge*“ und ,Enthaltensein“; fiir die Definitionen dieser beiden Be-
griffe tritt die Gesamtheit der in den Axiomen vorkommenden Aus-
sagen ein. Der Sachverhalt kann bis zu einem gewissen Grad auch
durch Vergleich mit anderen Wissenschaften, z. B. der Physik, ver-
deutlicht werden. Der Begriff der Wirme oder der Elektrizitat, auch
etwa der des Athers, sind in der Naturbetrachtung zunichst implizit
gegeben, durch ihre Wirkungen und Verkniipfungen bei den experi-
mentell feststellbaren Tatsachen; das Wesen dieser physikalischen
Begriffe wird anschaulicher (und auch unabhingiger von dem
Wechsel der wissenschaftlichen Theorien) durch die Beschreibung
der Wirkungen gekennzeichnet als etwa durch eine rein begriffliche
Definition dessen, was beim augenblicklichen Stand der Forschung
unter dem ,Wesen“ der Wirme, der Elektrizitit, des Athers ver-
standen wird. Einer der Haupterfolge dieser axiomatischen Methode
wird - sich im Falle der Mengenlehre in folgendem Umstand zeigen:
fa3t man die Grundbeziehung ,als Element enthaltensein® im iib-
lichen Sinn und versteht man unter einer ,Menge* die Gesamtheit
der Dinge, die jeweils in einem Ding ,als Elemente enthalten sind“,
so wird durch die nachstehende Axiomatik ganz von selbst eine er-
hebliche Beschrinkung des Mengenbegriffs erzielt; eine Beschrinkung,
die radikal genug ist, um die Paradoxien zu beseitigen, aber doch
nicht so weit geht, um etwa brauchbare Mengen der Cantorschen
Mengenlehre auszuschliefen.

Wie schon erwiahnt, bedarf der nachfolgende Aufbau (wie jede

1) In diesem Sinn dient die axiomatische Methode in hervorragendem
Mag der Okonomie des Denkens, wie sie E. Mach als Ziel aller Wissenschaft
betrachtet hat. Freilich ist von der Moglichkeit, verschiedene Wissensgebiete
der ndmlichen Axiomatik unterzuordnen, bisher nur beschrinkter Gebrauch
gemacht worden (der wichtigste wohl im Fall der Gruppe).
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mathematische Theorie) auch des Begriffs der Idemtitds, d. h. der Be-
ziechungen der Form ,a ist mit ¢ identisch®, was ausdriicken soll,
daBl die Zeichen @ und b ,dasselbe Ding®“ bezeichnen. Statt etwa
diese Beziehung aus der Logik vorauszusetzen, wollen wir auch sie
als eine ,,Grundbeziehung der Axiomatik®“ einfiihren. Um aber das
System der Axiome nicht umstindlicher als nétig zu gestalten, sollen
die uns als selbstverstindlich geldufigen Eigenschaften der Identitit
nicht in die Axiome eingefiigt, sondern im voraus fiir sich in Erinne-
rung gebracht werden?).

Nach diesen Vorbemerkungen, die fiir den mit der axiomatischen
Methode noch nicht vertrauten Leser ihren vollen Sinn erst durch das
nachfolgende System und die daran zu kniipfenden allgemeinen Be-
merkungen gewinnen werden, gehen wir zur Konstruktion der Axio-
matik iiber?).

1) Das Wesen unserer ,ldentitdt* wird durch Axiom I niher bestimmt.
Auf die mehr philosophische Frage, ob an Stelle von ,,identisch® besser ,,gleich“
zu setzen wire, ist hier nicht der Ort einzugehen.

?) Die nachfolgende Darstellung stiitzt sich auf folgende Arbeiten, von
denen Zermelo I1I die wesentliche Grundlage darstellt, wihrend die .danach
genannten Aufsitze Fortbildungen und Modifikationen dieser Grundlage oder
Besprechungen einzelner Teile (so Sierpiriski) enthalten:

Zermelo, E.: Beweis, dafi jede Menge wohlgeordnet werden kann; Math.
Annalen, 59 (1904), 514. — (4ls Zermelo I zitiert.)

Zermelo, E.: Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung, Math.
Annalen, 65 (1908), 107—128. (Zermelo I1.)

Zermelo, E.: Untersuchungen ilber die Grundlagen der Mengenlehre. I (ohne
Fortsetzung geblieben); ebenda, S. 261—281. (Zermelo I11.)

Hartogs, F.: Uber das Problem der Wohlordnung (mit einem z. T. auf
G. Hessenberg zurlickgehenden Anhang); Math. Annalen, 76 (1915), 438—443.
(Hartogs.)

Sierpiniski, W.: L’axiome de M. Zermelo et son role dans la théorie des
ensembles et l'analyse; Bull. de I'Académie des Sc. de Cracovie, Cl. des Sc.
Math. et Natur., Série A, 1918 (Cracovie 1919), S. 97—152. (Sierpiniski.)

Fraenkel, A.: Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre
(wesentlich Wiedergabe eines Vortrags a. d. deutschen Mathematikertag, Jena

921, vgl. Jahresb, d. D. Math.-Ver., 30 [1921], g7 f.); Math. Annalen, 86 (1922),
230—237. (Fraenkel I.)

Fraenkel, A.: Uber den Begriff ,definit® und die Unabhéngigkeit des
Auswahlaxioms; Sitzungsber. d. Preufi. Akademie d. Wissensch. Berlin, Physik.-
Math. Klasse, 1922, S. 258—257. (Fraenkel II.)

Skolem, Th.: Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begriindung der
Mengenlehre; Matematikerkongressen i Helsingfors 1922 (Helsingfors 1923),
S. 217—232.

Die folgende Darstellung weicht in gewissen Punkten von Zermelo III
ab, z. T. noch iiber die angefiihrten Fortbildungen hinaus; die Abweichungen
werden aber nachstehend (vgl.namentlich S.219f.) vermerkt und, soweit nicht schon
hier geschehend, in einer demnichst erscheinenden Arbeit begriindet werden.

Der inhaltsreiche Vortrag Skolems wurde dem Verfasser erst wihrend des
Druckes zugénglich. Die Punkte 4, 6 und 8 dieses Vortrags stimmen im
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a) Die Axiome und ihre Tragweite.

Den Gegenstand unserer axiomatischen Betrachtung (kurz: Axio-
matik) bilden gewisse ,Dinge“, die wir Mengen nennen und mit
(in der Regel kleinen) lateinischen Buchstaben wie @, b, m, n usw.
bezeichnen. Es ist fiir die Ausdrucksweise zuweilen bequem, von
den in unserer Betrachtung vorkommenden Mengen zu sagen, dal
sie ,existieren®; die Behauptung ,m existiert” will also nichts anderes
ausdriicken, als dall m eine der fiir uns in Betracht kommenden
Mengen bezeichnet. Welche Mengen existieren, ist lediglich aus den
Axiomen zu erschlieBen (vgl. die vorangehenden Bemerkungen iiber
die axiomatische Methode). Andere ,Dinge“ als Mengen existieren
fir uns iiberhaupt nicht. Es kann vorkommen, daf dieselbe Menge
unter zwei verschiedenen Bezeichnungen, etwa m und #, erscheint;
dann sagen wir, die Menge m sei mit der Menge » identisch, in
Zeichen: m =#n. Wie es auch sonst fiir die Identitat der Fall ist,
gilt stets m = m und folgt aus m = n stets n = m, ferner aus m = n
und # = p stets m == p, wobei m, n, p Mengen bedeuten (reflexiver,
symmetrischer und transitiver Charakter der Identitat; vgl. S. 15). Sind
m und # nicht identisch, so nennen wir sie kurz verschieden und
schreiben m == n. Die Identitit stellt ebenso wie die Verschieden-
heit eine Beziehung zwischen Mengen dar; beide Beziehungen werden
Grundbeziehungen der Axiomatik genannt.

wesenthchen mit den betreffenden Bemerkungen in Fraenkel 1 tiberein und
kommen nachstehend mehr oder weniger zur Besprechung; Punkt 1 diirfte
durch die folgende Darstellung erschiittert werden; gegeniiber Punkt 2 (Axiom
der Aussonderung) wird man der nachstehend gegebenen, an Fraenkel II sich
anschliefenden Lisung zum mindesten den Vorzug der scharfen, rein mathe-
matischen Definition ohne Heranziehung des Logikkalkiils zuerkennen; bezlig-
lich Punkt 7, worin der Verfasser derzeit in der Hauptsache mit Skolem tiber-
einstimmt, hat man noch den Fortgang der Hilberfschen Untersuchungen ab-
zuwarten (vgl. die Bemerkungen iiber die Frage der Widerspruchslosigkeit auf
S.2871f.). Die eng miteinander zusammenhidngenden Punkte 3 und 5 beriihren
eine bisher wohl nicht iiberwundene Schwierigkeit, die dem Begriff des nicht-
abzéhlbar Unendlichen (namentlich schon dem Diagonalverfahren) tiberhaupt
anzuhaften scheint und von der im vorigen Paragraphen bei Besprechung der
Intuitionisten und Russelis (S. 174 und 180) kurz die Rede war; die merkwiirdige
Tatsache, dafi innerhalb eines abziihlbar scheinenden Bereiches durch den Pro-
zeff der Bildung der Potenzmenge vom Abzihlbaren zum Uberabzihlbaren
geschritten werden kann, hat ihren Grund in dem nichtprédikativen Charakter
jenes Prozesses; dieser Charakter kann wohl nur entweder anerkannt oder
unter Annahwme des intuitionistischen Standpunkies abgelehnt werden. — Im
ganzen diirfte die skeptische Haltung Skolems gegeniiber Zermelos Axiomatik
nicht gerechtfertigt sein, woriiber sich der Leser auf Grund der nachfolgen-
den Darstellung selbst ein Urteil bilden mag.

-Die Kritik der Axiomatik Zermelos bei Poincaré, Gedanken IV, § 5) ist
— abgesehen von den Bemerkungen zum Axiom der Aussonderung — wnicht
berechtigt, da sie das Wesen der axiomatischen Methode teilweise mifiversteht
(vgl. nachstehend unter b).
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Aufler Identitit und Verschiedenheit kommen in unserer Axio-
matik noch andere nicht definierte Beziehungen zwischen Mengen
vor, fiir die wir, wie vorhin =, ein neues Zeichen einfithren, nimlich ¢
(als Anfangsbuchstabe von &o¢7). Steht die Menge m zur Menge n
in dieser Beziehung, gilt also me¢n, so sagen wir: m ist ein Element
von #n, n enthilt oder besitzt das Element m, m kommt in 2
(als Element) vor usw. Besteht diese Beziehung zwischen m und #
nicht, ist also m nicht Element von #, so schreiben wir entsprechend wie
vorhin m ¢n. Auch die Beziehungen men und m¢n gelten als Grund-
beziehungen der Axiomatik. Zu den Eigenschaften der Identitit, die
von anderen Gebieten her gelaufig sind, gehért auch die, daB in einer
giiltigen Beziehung stets ,ein beliebiges Ding durch ein identisches
ersetzt werden darf“; auf unsere Mengen und auf die Grundbeziehung &
bezogen heiflt das: in einer Beziehung der Form men konnen die
Mengen m und # durch beziiglich identische ersetzt werden, m. a. W.
es folgt aus men, m =a, n=>b stets aeh.

Es wird die Ausdrucksweise vereinfachen, wenn wir noch die
folgenden zwei Bezeichnungen einfiihren, die uns an die frither be-
nutzten gleichlautenden erinnern:

Definition 1. Sind m und # Mengen von der Art, daB jedes
Element der Menge m auch in # als Element vorkommt (daB also
aus aem stets folgt aen), so wird m eine Teillnenge der Menge n
genannt.

Hiernach ist im besonderen jede Menge eine Teilmenge von sich
selbst. Weiter folgt aus dieser Definition, daB jede Teilmenge einer
Tetlmenge von n wiederum eine Teilmenge von n ist. Denn sind m,
P, » Mengen, von denen m eine Teilmenge von p, p eine Teilmenge
von n ist, so folgt aus aem stets aep, hieraus stets gen, also aus
aem stets aen.

Der Unterschied zwischen dieser Definition und der entsprechenden in
der Cantorschen Mengenlehre (Def. 2 auf S.15) liegt darin, daf hier von
wesentlicher Bedeutung die Voraussetzung ist, wonach nicht nur », sondern auch
m eine Menge sein mufi. Die Menge m muf also von vorneherein als exi-
stierend vorliegen, um Teilmenge von % sein zu kdnnen; sie kann nicht wie
a.a. 0, einfach als ,Zusammenfassung gewisser Elemente von =% gebildet
werden und auf Grund dessen den Charakter als Teilmenge von # erhalten.
Das entspricht unserem Grundsatz, keine Mengen aufier den durch die Axiome
geforderten zuzulassen.

Definition 2. Sind m und # Mengen ohne gemeinsame Ele-
mente, d. h. kommt kein Element von m auch in # als Element vor,
so werden m und # elementefremd genannt. Sind allgemeiner je
zwei beliebige Elemente einer Menge M stets elementefremde Mengen,
so heiBen die Elemente von M paarweise elementefremd.

Diesen Vorbereitungen sollen jetzt die Axiome folgen, durch die
ja der Begriff ,Menge® und die Grundbeziehung men erst bestimmt
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werden. Es sind im ganzen acht Axiome, von denen die sechs zu-
nichst anzufiihrenden die wesentlichen sind, wahrend die zwei letzten
zusitzliche Bestimmungen enthalten. Die den Axiomen jeweils vor-
angeschickten oder angefiigten Bemerkungen sollen namentlich darauf
hinweisen, weshald das betreffende Axiom erforderlich ist oder wes-
halb noch weitere Axiome bendtigt werden. Diese Uberlegungen wie
iiberhaupt den Inhalt der Axiome wird man sich naturgemiB immer
an der gewohnlichen Mengenlehre, d. h. am Cantorschen Begriff von
,Menge“ und an der iiblichen Bedeutung der Beziehung ,Element
sein® zu veranschaulichen suchen.

Axiom I. Eine Menge ist durch ihre Elemente vollig bestimmt,
d. h. ist jedes Element der Menge m gleichzeitig Element der Menge n
und umgekehrt, so ist m = n. Anders ausgedriickt: Ist m Teilmenge
von # und auch n Teilmenge von m, so sind die Mengen m und #
identisch. (Axiom der Bestimmtheit.)

Dieses Axiom besagt, dal eine Menge m als vollstindig fest-
gelegt gilt, sobald bestimmt ist, welche Elemente in ihr enthalten sind,
d. h. fiir welche Mengen x die Grundbeziehung zem gilt. Andere
Eigenschaften der Menge, etwa eine bestimmte Ay¢ des Enthalten-
seins der Elemente oder eine gewisse ,Anordnung® der in ihr vor-
kommenden Elemente, sind hiernach fiir den Begriff der Menge be-
deutungslos. Das A. d! Bestimmtheit prizisiert also in einem gewissen
MaBe den Begriff der Menge und der Beziehung ¢, iibrigens auch
den der Identitit (d. h. der Beziehung =); es besagt nidmlich, daB
auch zwei verschiedenartig definierte Mengen als identisch gelten konnen,
dann nimlich, wenn jede von beiden die ndmlichen Elemente enthilt.

Da eine Menge durch ihre Elemente bestimmt ist, kann die
Menge m auler durch Angabe ihres Namens s auch durch Angabe
samtlicher in ihr vorkommenden Elemente eindeutig bezeichnet
werden. Will oder kann man diese Elemente nicht alle aussprechen
bzw. anschreiben, so wird man sich oft unmiBverstindlich mit ,usw.“
oder mit Punkten behelfen koénnen. Man gelangt so wiederum zu
unserer schon auf S. 11 eingefilhrten Schreibweise M = {a, b, ¢, .. },
wo a, b, c,... die simtlichen Elemente der Menge M bezeichnen;
im Gegensatz zu dort stellen hier die Elemente selbst Mengen dar,
da in unserer Axiomatik ja iiberhaupt nur Mengen auftreten.

Wihrend Axiom I nur liber die A7t des Mengenbegriffs und der
Grundbeziehungen ¢ und =, nicht aber tber die Existenz von Mengen
etwas aussagt, sind die Axiome II bis VI Existenzaxiome der folgen-
den logischen Form: Wenn eine gewisse Menge existiert, so existiert
auch eine gewisse andere Menge, die durch jene in einem anzugeben-
den Sinn bestimmt ist.

Axiom II. Sind a und b verschiedene Mengen, so existiers eine
Menge, die die Elemente a und b, aber kein von thmen verschiedenes
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Element enthdlt. Diese Menge wird nach dem Vorangehenden mit
{a, b} bezeichnet und die Paarmenge von a und b genannt. (Axiom
der Paarung.) '

Dieses Axiom erlaubt, aus zwei verschiedenen gegebenen Mengen
aund b eine neue {a, b} ,zu bilden“, was hier und nachstehend nichts.
anderes bedeuten soll, als ,aus der vorausgesetzten Existenz der
Mengen ¢ und b auf die Existenz der neuen Menge {4, b} zu
schlieBen“. Wenn man sich des (vom abstrakt axiomatischen Stand-
punkte aus allzu gegenstindlichen) Ausdrucks der ,Zusammen-
fassung“ bedienen will, so kann man sagen: das Axiom der Paa-
rung gestattet, je zwei verschiedene Mengen zu einer neuen Menge
zusammenzufassen. Es sei noch bemerkt, dafl nur eine einzige Paar-
menge von a und b existieren kann; denn zwei solche Paarmengen
miissen, da sie die namlichen Elemente enthalten, nach dem Axiom
der Bestimmtheit miteinander identisch sein. Die namliche Bemerkung
iber die eindeutige Bestimmtheit der durch das Axiom geforderten
neuen Menge gilt auch fiir die folgenden Axiome III, IV und V, und
zwar aus demselben Grunde (wegen des Axioms der Bestimmutheit).

Das Axiom der Paarung erlaubt die denkbar einfachste Art der
Verkniipfung von Mengen, nidmlich die Zusammenfassung zweier
Mengen zu einer neuen Menge. Die nichsteinfache Verkniipfung
von Mengen, die uns in der Mengenlehre entgegengetreten ist, war
die Bildung der Summe oder Vereinigungsmenge von Mengen (S. 54f.
und 611£), d. h. die Zusammenfassung der Elemente gewisser Mengen m,.
#n,p,... zu einer neuen Menge. Die Existenz einer solchen Ver-
einigungsmenge muf3 auch durch unsere Axiome gesichert werden.
Sie kann aber, entsprechend unserem Standpunkt, natiirlich nicht fir
jede beliebige , Gesamtheit von Mengen m, n, p, ... in Betracht
kommen, sondern nur dann, wenn diese Mengen m, n, p, ... simt-
lich in legitimer Form gegeben sind: ndmlich als die Elemente einer
und derselben schon als existierend vorausgesetzten Menge M*). Also:

Axiom III. Ist M eine Menge, die mindestens ein Element eni-
hdlt, so existiert eine Menge, die die Elemente der Elemente von M
als Elemente enthdlt, aber keine andeven Elemente besttzt. Oder aus-
fithrlicher: Ist M eine Menge mit den Elementen m, s, p, ..., so
existiert eine Menge, deren Elemente die samtlichen Elemente der
Mengen m, n, p, . .. sind, wihrend keine anderen Elemente in ihr
vorkommen. Die neue Menge wird die Vereinigungsmenge der
Menge M genannt und mit ©M bezeichnet. (Axiom der Ver-
einigung.)

Hiernach existiert z. B.,, wenn ¢ und b zwei verschiedene Mengen
sind, stets die Menge, die wir frither mit ¢ + & bezeichnet und die.

1) So sind wir formal schon friiher (a. a. 0.) verfahren,
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»Vereinigungsmenge von g und b“ genannt haben; denn nach dem
Axiom der Paarung existiert die (nur die Elemente a und b enthaltende)
Paarmenge N = {a, b}, und deren Vereinigungsmenge @N ist die
gewiinschte Menge. Wir werden nachstehend zuweilen wie frither
das Zeichen |- verwenden. Die Elemente m, n, p, ... der in Axiom III
vorkommenden Menge M sollen gelegentlich die Summanden der
Vereinigungsmenge &M genannt werden.

DaBl die Vereinigungsmenge unabhingig ist von einer etwaigen
Reihenfolge der Summanden, folgt unmittelbar aus den Axiomen der
Bestimmtheit und der Vereinigung.

Die Axiome der Paarung und der Vereinigung lassen zu-
sammengenommen schon eine gewisse Freiheit in der ,Bildung von
Mengen“, d. h. sie gestatten auf Grund gewisser Voraussetzungen
schon auf die Existenz zahlreicher Mengen zu schlieBen. Sind z. B.
drei verschiedene Mengen g, b, ¢ gegeben, so ermoglicht das Axiom
der Paarung zunichst die Bildung der Mengen {a, b} —m und
{b, ¢} =n, dann auch die der Mengen?) {m, c} = {{a, b}, c} und
{a, n} = {a, {b, c}}. Nach dem Axiom der Vereinigung existieren
weiter z. B. die Mengen @m =a -+ b und &n =5+ ¢, nach dem
Axiom der Paarung ferner die Mengen {&m, ¢} = C und {a,&n}=A4,
schlieBlich nach dem Axiom der Vereinigung die Mengen

GC=6m-+c=(a+d+c, GA=a+6Gn=a+ b+ c)?).
Man erkennt leicht, wie man so allmahlich zu umfassenderen Mengen
gelangen kann; €4 und G C enthalten ja schon samtliche Elemente
der drei Mengen a, b, ¢ zusammen, und auf dem gleichen oder einem
sdhnlichen Weg kann man weiterschreiten.

Dennoch gewihren die bisherigen Axiome uns sicher nicht die-
jenige Freiheit in der Mengenbildung, die erforderlich ist, um Mengen-
lehre in einem ‘mit Canfors Werk irgendwie vergleichbaren Umfang
zu treiben. Um dies einzusehen, braucht man sich nur an die Tat-
sache zu erinnern, daB in der Canmforschen Mengenlehre die Vereini-
gung endlichvieler endlicher Mengen stets eine endliche, die Vereini-
gung abzdhlbar vieler endlicher oder abzahlbarer Mengen stets eine
héchstens abzdhlbar unendliche Menge liefert. Selbst wenn also unsere
Axiomatik iiber endliche und abzdhlbare Mengen ausreichend verfiigte,

1) Hier und im nichstfolgenden wire eigentlich (im Sinn des Axioms
der Paarung) noch die Bedingung zu stellen, daB die zu paarenden Mengen
voneinander verschieden sind; von dieser Bedingung werden wir uns jedoch
bald losmachen (S. 199 und 211).

?) Ganz wie in § 7 (S. 66) ist (auf Grund des Axioms der Bestimmtheit)
leicht zu sehen, dafi die Vereinigungsmengen &4 und ©C identisch sind. Es
gilt also fiir die Vereinigung (zunédchst dreier Summanden, aber auch im all-
gemeinen Fall des Axioms III) das assoziative Gesetz. Die Giiltigkeit des kom-
mutativen Gesetzes ist schon im vorigen Absatz festgestellt worden.
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wiren die Mittel der Paarung und der Vereinigung nicht kraftig genug,
um noch umfassenderen, also nicht abzihlbaren unendlichen Mengen die
Existenz zu sichern.

Auf das zu diesem Zweck erforderliche Hilfsmittel werden wir
gefithrt, wenn wir auf die Methode zuriickblicken, die uns in der
Cantorschen Mengenlehre erlaubte, zu jeder Menge M eine Menge
von hoherer Michtigkeit nachzuweisen. Es war das die Bildung der
Potenzmenge von M, also der Menge, deren Elemente die sdmtlichen
Teilmengen von M sind (S. 52). Obgleich fir unseren jetzigen Stand-
punkt der Begriff der Teilmenge weit enger gefaBt ist als damals (vgl.
Definition 1 und Axiom V), erweist sich doch auch hier die ent
sprechende Methode als ausreichend, um von einer beliebigen Menge
auf eine Menge von hoherer Michtigkeit zu schlieBen. Das diesem
Zweck dienende nachfolgende Axiom enthdlt demgemifl eine sehr
weitgehende Forderung, was von den Kritikern der Zermeloschen Auf-
fassung nicht immer beachtet worden ist; wer die Forderungen unseres
Axiomensystems fiir zu weitgehend hilt, wird Axiom IV mindestens
ebenso scharf mustern miissen') wie das (freilich neuartigere) Axiom VI,
das viel weniger fordert und viel mehr umstritten worden ist.

Axiom IV. Ist m eine Menge, so existiert eine Menge, die sami-
liche Teilmengen von m als Elemente enthdlt, aber keine anderen Ele-
mente besitzt. Die neue Menge wird die Menge aller Teilmengen von
m oder kiirzer (wie auf S. 83) die Potenzmenge der Menge m
genannt und mit Um bezeichnet. (Axiom der Potenzmenge.)

Es werde hier nochmals hzrvorgehoben, daBl die Elemente von
Um von vornherein als Mengen existieren miissen, daB also nicht
einfach jede ,Zusammenfassung“ gewisser Elemente von m schon
eine Teilmenge von m und daher ein Element von U definiert.

Die nichsten beiden Axiome haben einen wesentlich anderen
Charakter als die drei vorangehenden. Diese bezweckten vor allem,
dem Begriff der Menge eine gewisse Expansion zu geben, derart, daB
aus der Existenz gegebener Mengen auf das Vorhandensein anderer,
in gewissem Sinne umfassenderer Mengen geschlossen werden kénne;
das wurde erreicht durch Paarung, durch Vereinigung, durch Potenz-
mengenbildung. Dagegen fehlt uns in der Hauptsache noch ein ent-
gegengesetztes Verfahren: eine Methode der Mengenbildung durch Ein-
schrinkung oder, schirfer ausgedriickt, eine Forderung, wonach die
Existenz einer gewissen Menge die Existenz gewisser Teilmengen
von ihr zur Folge hat. Dieser Mangel bewirkt, daB der Begriff der
Teilmenge und daher auch der der Potenzmenge vorerst fast trivial
erscheint. Denn ist eine Menge m gegeben, so kénnen wir mit den
bisherigen Mitteln iiber die Teilmengen von m zunichst nur das eine

1) Vgl. den Schluf der Fufinote auf S. 188.
Fraenkel, Mengenlchre. 2. Aufl. 13
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aussagen: sind ¢ und b irgend zwei verschiedene Elemente von m,
so existiert nach dem Axiom der Paarung die Paarmenge {a, b}, die
nach Definition 1 eine Teilmenge von m ist; daher ist jede solche
Paarmenge {a, b} ein Element der Potenzmenge Im. Wir bekommen
so alle méglichen Teilmengen mit zwei Elementen, aber auch nur
solche Teilmengen. Durch wiederholte Anwendung des Axioms der
Paarung und gleichzeitig auch des Axioms der Vereinigung kann man
noch zu allgemeineren Teilmengen von m gelangen?), aber nur zu
Teilmengen, die (im naiven Sinn) endlichviele Elemente umfassen.
Dagegen ist es nicht méglich, aus der Existenz einer im gewdhnlichen
Sinn unendlichen Menge m allgemeinhin das Vorhandensein irgend-
einer unendlichen Teilmenge von m (auller m selbst) zu folgern, also
etwa aus der Existenz der Menge aller natiirlichen Zahlen auf die
Existenz der Menge aller geraden Zahlen oder auch nur auf die Exi-
stenz der Menge aller natiirlichen Zahlen auBler 1 zu schlieBen. (Wie
eine solche negative Behauptung sich beweisen 1iBt, davon wird
S. 224f. die Rede sein.)

Andererseits zeigt uns schon ein fliichtiger Riickblick auf Cantors
Aufbau der Mengenlehre, daB die Bildung von Teilmengen — und
keineswegs etwa nur endlicher — eine der wichtigsten Methoden
unserer Wissenschaft ist. Es geniigt, z. B. an die Menge der tran-
szendenten Zahlen (Teilmenge der Menge der reellen Zahlen, vgl.
S. 9f. und 40f) oder an die Menge ' zu erinnern, die in dem Beweis
des grundlegenden Cantorschen Satzes liber die Machtigkeit der Potenz-
menge (S. 51f.) die entscheidende Rolle spielt.

Demgemif verfolgen die Axiome V und VI den Zweck, die
Existenz von Teilmengen einer gegebenen Menge in ausreichendem
MaBe zu sichern. Axiom V liB8t Teilmengen sehr allgemeiner Art zu.
Dagegen bezieht sich Axiom VI nur auf die Existenz von Teilmengen
einer ganz speziellen Beschaffenheit, und zwar werden diese Teil-
mengen (im Gegensatz zu den durch die Axiome II—V bezeichneten
Mengen) durch Axiom VI #uicht eindeutig bestimmt; es wird hier nicht
eine Menge gefordert, die gewisse Elemente enthalten soll und daher
nach dem Axiom der Bestimmtheit eindeutig festgelegt ist, sondern
irgendeine Vertreterin eines Mengentyps, der durch weniger weit-
gehende Eigenschaften charakterisiert ist. DaB die speziellere Forde-
rung VI nicht etwa in der allgemeinen V miteingeschlossen ist, daB
es also wirklich der Aufstellung der beiden Axiome bedarf, wird auf
S. 225f. zur Sprache kommen.

!) Sind z.B. a, b, ¢ drei verschiedene Elemente von m, so existieren nach
dem A. d. Paarung die Paarmengen {a, b} =# und {a,c}=p, also auch die
Paarmenge M = {n, p} = {{a,’ b}, {a, c}}; deren Vereinigungsmenge ist @ M
={a, b, ¢}, d.i. (nach Def. 1) eine Teilmenge von m. Entsprechend kann man
umfassendere Teilmengen bilden.
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Axiom V. Ist m eine Menge und € eine Eigenschaft, die jedem
etnzelnen Element von m entweder zukommt oder nicht zukommt, so
existiert eine Menge, die alle diejenigen Elemente von m, denen die
Eigenschaft € zukommt, als Elemente enthilt, aber keine anderen
Elemente besitzt. Diese Menge ist demnach eine Teilmenge von m,
die aus m durch , Aussonderung® der Elemente von der Eigenschaft
& entsteht und mit mg bezeichnet wird. (Axiom der Aussonderung
oder der Teilmengen.) ’

Beispielsweise sei m die Menge aller reellen Zahlen, € die Eigen-
schaft ,transzendent zu sein“, die nach S. 9f. einer gegebenen reellen
Zahl entweder zukommt oder (wenn die Zahl niamlich algebraisch ist)
nicht zukommt. Dann ist m, die Menge aller reellen transzendenten
Zahlen. Diese Menge existiert also auf Grund des A. d. Aussonderung,
falls die Menge aller reellen Zahlen existiert.

Um zu Axiom VI zu gelangen, stellen wir die folgende, auch nach
anderer Richtung bemerkenswerte Betrachtung an, die zum Verstandnis
des Nachfolgenden niitzlich, wenn auch nicht unbedingt erforderlich ist.

Es sei eine Menge M gegeben, deren Elemente m, n, p, ... paarweise
elementefremd seien; ferner wollen wir voraussetzen, daB jede dieser
Mengen m, n, p, ... auch ihrerseits dberhaupt Elemente enthilt, was

nicht selbstverstindlich ist (vgl. die Nullmenge, 5.198und 211),m.a. W.daB
es zu jedem Element m von M mindestens eine Menge x gibt, so
daB zem. Dann existiert nach dem A. d. Vereinigung die Vereini-
gungsmenge &M, die alle Elemente der Mengen m, #, $, ... enthilt,
Jede Teilmenge von &M enthilt also gewisse Elemente der Mengen
m,n, p,... Moglicherweise gibt es insbesondere Teilmengen S der
Menge &M von der Eigenschaft, daB S aus jeder der Mengen
m,n,p,... gerade ein Element enthilt (m. a. W.: daB S mit jedem
Element von M gerade ein Element gemein hat). Hierin liegt eine
Eigenschaft &, die einer jeden Teilmenge S von &M entweder zu-
kommt oder nicht zukommt?'). Das Axiom VI soll nun fordern, daB3
derartige Mengen S itiberhaupt existieren, daBl es also mindestens eine
Teilmenge S von jener Eigenschaft € gibt. Wir konnen dies um-
stindlicher, aber systematischer auch so ausdriicken: die Potenzmenge
der Menge G M existiert nach dem A. d. Potenzmenge und enthilt

1) Man kann diese Eigenschaft noch schirfer folgendermafien zergliedern:
Ist S irgendeine Teilmenge von &M, so kommt einem beliebigen Element von M
(d. h. einer der Mengen m,n,p,...) die Eigenschaft §,, gerade ein einziges
Element von S zu enthalten, entweder zu oder nicht zu. Die Teilmenge der
diese Eigenschaft besitzenden Elemente von M ist demnach mit M(E1 zu be-

zeichnen (A. d. Aussonderung). Ist Mg, = M, d. h. besitzt jede der Mengen m ,

n,p,... die Eigenschaft €, so heifit das im Sinn der obigen Bezeichnung:
Die Menge S besitzt die Eigenschaft € (ndmlich mit jedem Element von M
ein einziges Element gemein zu haben).

13*
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als Elemente glle Teilmengen von & M; auBer mit Il &M bezeichnen
wir diese Potenzmenge auch kiirzer mit U. Die gewiinschten Mengen S
sind dann diejenigen Elemente von U (d. h. diejenigen Teilmengen
von GM), denen die Eigenschaft € zukommt. Nach dem A. d. Aus-
sonderung existiert die Teilmenge Ug von U, deren Elemente die
Mengen S sind. Unsere Forderung liBt sich demnach auch so aus-
sprechen: Die Menge Ug, d. i. die Teilmenge der die angefiihrte Eigen-
schaft § besitzenden Elemente S von U, soll {iberbaupt mindestens
ein Element S enthalten. Also:

Axiom VI, M sei eine Menge, deven Elemente simitlich mindestens
je ein Element enthalten wund diberdies paarweise elementefremd sind.
Dann existiert mindestens eine Menge S — ndmlich eine Tetlmenge
der Vereinigungsmenge @M —, die mit jedem Element von M gerade
ein einziges Element gemein hat, aber keine anderen Elemente besttzt.
Jede derartige Menge S wird eine Auswahlmenge von M genannt.
(Axiom der Auswahl.)

Man kann (mit Zermelo) anschaulich, wenn auch weniger scharf,
die Aussage dieses Axioms so formulieren: Ist M ={m,n,p,...} eine
Menge von den angefilhrten Eigenschaften, so 1ift sich aus jeder
der Mengen m, n, p, ... je ein einziges Element mg, n,, p,, ... yaus-
wihlen“ und eine Menge S bilden, die all die ausgewihlten Elemente
und nur sie enthilt. Die ausgewaihlten Elemente sind untereinander
verschieden, da die Mengen m, n, $, ... paarweise elementefremd sein
sollten. Natiirlich ist die , Auswahl“ im allgemeinen auf mehrere
Arten moglich, und so entstehen verschiedene Auswahlmengen von M.
Hiermit ist auch die Bezeichnung ,Axiom der Auswahl® erklirt; sie
ist freilich nicht sehr gliicklich und hat, ebenso wie die angegebene
Verdeutlichung des Axioms, mancherlei MiBverstindnissen Raum ge-
geben, die bei der urspriinglichen Fassung Zermelos und bei der (mit
jener sachlich {iibereinstimmenden) Formulierung im vorigen Absatz
nicht méglich sind (vgl. S. 200).

Die beiden noch iibrigen Axiome VII und VIII, die grundsitzlich
weniger bedeutsam sind als die sechs vorstehenden, sollen erst spiter
angefiihrt werden (S. 215ff.). Zuvor wollen wir von der Tragweite der bis-
herigen Axiome eine Vorstellung zu gewinnen suchen und namentlich
die nach mancher Richtung besonders interessanten Axiome der Aus-
sonderung und der Auswahl ndher erortern.

Wihrend Zermelos Axiomatik sonst die allgemeinen logischen
Begriffe sorgfiltig zu vermeiden sucht (und so verfahren muf, dem
allgemeinen Charakter der axiomatischen Methode entsprechend und
im besonderen zur Vermeidung der in den Paradoxien liegenden Ge-
fahren), tritt im A. d. Aussonderung ein Begriff auf, der mathematisch
nicht scharf umgrenzt ist und eine neue Quelle der Beunruhigung
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werden konnte: der Begriff einer Eigenschaft, die jedem einzelnen Ele-
ment einer Menge m entweder zukommt oder nicht zukommt. So
einfach und unzweideutig dieser Begriff, der iibrigens noch von der
Menge m abhingen kann, zunichst auch scheint, so bedarf er doch,
wie der aufmerksame Leser des vorigen Paragraphen erkennt, einer
schiarferen Bestimmung, um derentwillen auch eine abstrakte Sonder-
betrachtung nicht gescheut werden darf. Mit dieser Forderung gréBerer
Schirfe ist ibrigens nicht etwa an die intuitionistische Anschauung
gedacht, die den Satz vom ausgeschlossenen Dritten allgemein ablehnt;
auch fiir den gewodhnlichen, gegenteiligen Standpunkt ist der Begriff
einer solchen Eigenschaft schlechthin bedenklich; man erinnere sich
etwa an die Eigenschaft ,impridikabel“ (S.155) oder , mit endlich vielen
Zeichen definierbar® (S.156)! Eine scharfe Umgrenzung jenes Eigenschajts-
begriffs muf3 als ein entscheidender Punkt der Axiomatik angesehen
werden'). (Immerhin empfiehlt es sich, bei der erstmaligen Lektiire die
folgenden kleingedruckten Absitze zu lberschlagen.)

Zermelo hat den in Frage stehenden Begriff folgendermafien gekenn-
zeichnet (Zermelo I11, S.263): Eine Frage oder Aussage € heifit defindt fiir die
Elemente der Menge m, wenn fiir jedes einzelne Element z von m die Grund-
beziehungen der Axiomatik vermége der Axiome und der allgemeingiiltigen
logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden, ob § fiir # gilt oder nicht. Er
fiigt hinzu: ,So ist die Frage, ob aeb ist oder nicht, immer definit, ebenso
die Frage, ob m Teilmenge von # ist oder nicht.¥ Das Axiom der Aussonderung
fordert hiernach, wenn § eine fiir alle Elemente der Menge m definite Aussage
ist, die Existenz einer Teilmenge mg von m, die alle Elemente von m enthilt,
fiir die § zutrifft.

Diese Umgrenzung, ebenso wie auch die nachstehend anzufiihrende, stellt
sich zunidchst der intuitionistischen Auffassung entgegen. Das entspricht dem
Ziel der Zermeloschen Axiomatik, die ja Cantors Gebdude in seinen wesent-
lichen Teilen erhalten und nur fester begriinden will. Dagegen wird man die
Art, wie die Entscheidung iiber die Giiltigkeit einer Aussage den Grund-
beziehungen ,vermdge der Axiome und der allgemeingiiltigen logischen Gesetze“
iiberantwortet wird, noch nicht als hinreichend scharf und von den Unsicher-
heiten der Logik unabhiéngig ansehen konnen. Canfors Kriterium des ,internen
Bestimmtseins“ (S. 11) ist hier merklich verschirft, bedarf aber doch einer
weiteren, rein mathematischen Bestimmung, um unseren Anspriichen auf Strenge
und Sicherheit voll zu geniigen.

Eine solche Bestimmung scheint in jlingster Zeit gegeben zu sein?). Sie
stiitzt sich auf einen durch Definition (also nicht etwa als neuer Grundbegriff
der Axiomatik) eingefiihrten ,Funktionsbegriff. Es wird ndmlich folgende
Erklarung gegeben, in der die ,Verinderliche* z oder y die Elemente einer
beliebig gegebenen Menge durchlduft (d. h. mit jedem dieser Elemente zu-
sammenfallen kann):

1 Das Unbefriedigende der Zermeloschen Umgrenzung jenes Eigenschafts-
begriffs hat z. B. auch fiir Wey! den AnstoB zu seiner (im vorigen Paragraphen
besprochenen) Revolutionierung der Mathematik gegeben (vgl. Wey!, Das Kon-
tinuum, S. 36).

2) Fraenkel II, S. 253f.
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a) bedeutet @ (x) die Vereinigungsmenge von z oder die Potenzmenge
von z oder die Menge x selbst oder eine konstante (d. h. gegebene, von z
nicht abhingige) Menge, so heifit p () eine Funkiion von z;

b) bedeuten ¢ () und  (x) Funktionen von z, so heifit die Paarmenge
{® (@), v (x)} eine Funktion von x1);

c) bedeutet ¢ (z) eine Funktion von z, so heifit auch jede Funktion von
@ (%) eine Funktion von z;

d) siehe nachstehend.

Hiernach wird das Axiom der Aussonderung folgendermafien formuliert:

Axiom V. Gegeben sei eine Menge m, zwei Funkiionen @ (y) und 1w (y)
einey die Elemente von m durvchlaufenden Vervinderlichen y, endlich eine der vier
Grundbeziehungen unsevey Axiomatik: e, ¢, =, +, z. B. &€, dann existiert eine
Teilmenge mg von m, die alle und nur diejenigen Elementey von m als Elemente
enthdlt, fir die @ () ey (y) ist, d. h. féir die die Menge @ (y) Element der Menge
w (¥) ist. Die Menge m wird gemiifi ihrer Definition auch als Mo bezeichnet.
(Ist eine andeve Grundbeziehung als & gewdhit, so ist diese stets an Stelle von
esnzusetzen.)

Erst jetzt werde, um eine umstdndliche Wiederholung zu vermeiden, die
Erklarung des Funktionsbegriffs vervollstindigt:

d) ist bei der eben gegebenen Fassung des Axioms V die Menge m = z ver-
inderlichodergeht in die Funktionen ¢ (y) undy (y)eine (die Elemente einer Menge »
durchlaufende) Verdnderliche  ein (an Stelle einer konstanten Menge) — so daf
auch die Teilmenge mg von x abhéngen kann —, so heifit die Teilmenge m
eine Funktion von z.

Diese abstrakte Erorterung wird durch einige einfache Beispiele ver-
stdndlicher werden:

Beispiel 1. m und n seien gegebene Mengen. Dann existiert nach A. V
die Menge der Elemente, die sowohl in m wie in # vorkommen. Das ist nim-
lich die Menge derjenigen Elemente y von m, fiir die y ¢ — oder ausfiihrlicher,
wenn ¢ (y) =9, y(y)=n gesetzt wird: derjenigen Elemente y von m, fiir die
® (y) ey (v) ist. Man nennt diese Menge, die nach Axiom V mit m, , zu bezeichnen
ist, bekanntlich den Durchschniit ® (e, n) der Mengen m und n (vgl. S. 54 f.).

Beispiel 2. m sei eine gegebene Menge, deren Elemente die Verinder-
liche y durchlduft. Setzen wir @ (y)=1v, ()= m und wihlen wir von unseren
vier Grundbeziehungen jetzt ¢ statt ¢, so erhalten wir nach A. V die Teil-
menge ., d. h. die Menge derjenigen Elemente ¥ von m, die nicht Ele-
mente von m sind. Da kein solches Element y von m existieren kann, so
enthdlt die Menge m, ,,, {iberhaupt kein Element. Hierdurch ist die Menge
nach dem A. d. Bestimmtheit v6llig festgelegt; sie wird wie gewdohnlich die
Nullmenge genannt und mit O bezeichnet. Nach Def.1 ist (wie frither S. 16)
die Nullmenge Teilmengs jeder Menge. — Man erhélt librigens die Nullmenge
auch auf dem Weg des vorigen Beispiels, falls die dortigen Mengen m und =
elementefremd sind.

Wir sprechen das Hauptergebnis dieses Beispiels so aus:

Satz: Wenn diberhaupt eine Menge existiert, so existiert sicher eine Menge
ohne Elemente, die Nullmenge 0.

Beispiel 3. a und b seien gegebene verschiedene Mengen. Nach dem
A. d. Paarung existiert die Paarmenge m = la, b}; setzen wir @ (y)=
 (¥) = a und wihlen wir die Grundbeziehung = (statt &), so existiert nach A.V

1) Genau genommen ist noch die Verschiedenheit von ¢ (x) und ()
vorauszusetzen, von der aber alsbald (auf Grund des nachfolgenden Beispiels 3)
abgesehen werden kann.
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die Menge der Elemente y von m, fiir die ¢ (¥) = (y), d. h. fiir die y =a ist.
Diese Menge m, =, enthilt nur das Element ¢ und ist daher mit {a} zu bezeichnen.

Es existiert also zu jeder gegebenen Menge a die Menge {a}, voraus-
gesetzt, dafi es {iberhaupt eine von a verschiedene Menge b gibt. (Sonst ist
ja die Bildung der Paarmenge unmdoglich.) Die letzte Bedingung lifit sich
noch beseitigen. Ist ndmlich die gegebene Menge a von der Nullmenge ver-
schieden, so gibt es jedenfalls noch eine von a verschiedene Menge, nédmlich 0
(nach dem letzten Satz). Ist aber a =0, soist die nach dem A. d. Potenzmenge
existierende Menge 110 von 0 verschieden, weil nach Definition der Potenz-
menge 0c110Q gilt, wihrend 0 iiberhaupt kein Element (auch nicht O selbst)
enthidlt. Wir finden also: ‘

Satz: Zu jeder Menge a existiert eine Menge {a}, die a und hkein anderes
Element enthdlt.

Es sei zur besseren Beleuchtung des A, V noch bemerkt, dafi abgesehen
von dem vorstehenden Beispiel die Grundbeziehungen = und =+ in Axiom V
niemals benétigt werden (die Beziehung = also iiberhaupt nicht), sondern nur
die Grundbeziehungen ¢ und ¢. Denn nach dem letzten Satz kann statt
@ () =y (y) geschrieben werden o (y)¢ {y (¥)}, statt @(y)-Ey(y) ebenso
¢ (¢ {w()}, und wenn y (y) eine Funktion von y ist, so gilt dasselbe ja von
{w(y)}. Hiermit sind die Grundbeziehungen = und = aligemein auf die beiden
anderen ¢ und ¢ zuriickgefiihrt.

Beispiel 4. Es werde auch noch die Bildung und Benutzung von Funk-
tionen der Art d) (S. 198) durch ein mdglichst einfaches Beispiel illustriert, das
freilich schirfere Aufmerksamkeit erfordert. Gegeben sei eine Menge
M={m,n,p,...}; es soll gezeigt werden, dafi der Durchschnitt M existiert,
d. h. die Menge, die die allen Elementen von M gemeinsamen Elemente umfafit
(vgl. S. 54f.). Die Verdnderliche # durchlaufe die Elemente eines beliebigen
Elements von M, etwa die von m. Wir bilden gem#df A, V und d) die Teil-
menge X von M, die diejenigen Elemente y von M (d. h. diejenigen der
Mengen m, #, p,...) umfaft, in denen 2 vorkommt; es ist also X=M“y.
X ist, sobald fiir z ein bestimmtes Element von m gewi#hlt wird, eine feste
Menge; solange x verdnderlich bleibt, hingt X von z ab und ist eine Funktion
von z. Wir betrachten weiter die Teilmenge mg von m, die diejenigen Ele-
mente z von s enthilt, fiir die X = M ist, d. h. die Menge my_,,, wWo x die
die Menge m durchlanfende Verdnderliche bezeichnet. Diese Menge lafit sich
ausfithrlicher so charakterisieren: sie umfafit die Elemente x von m, fiir die
die Menge X der das Element x enthaltenden Mengen unter den Mengen m,

#n, p, ... zusammenfillt mit der Menge M aller Mengen m, n, p, . . .; oder
kiirzer: sie umfafit die Elemente x von m, die gleichzeitig in allen Elementen
m,n, p,...von M vorkommen, Das ist aber gerade der Durchschnitt D M.

Wir gehen nunmehr zur Besprechung des Axioms der Auswahl
(5.196), auch kurz Auswahlprinzip genannt, in sachlicher und historischer
Beziehung iiber (bis S. 211). Vor allem seibemerkt, daB wir fiir den Fall
einer endlichen Menge M des Axioms gar nicht bediirfen, um die
Existenz einer Auswahlmenge von M zu sichern. Enthdlt M z. B.
nur zwei Elemente ¢ und b, die nach der Voraussetzung des Axioms
je mindestens ein Element, aber kein gemeinsames Element ent-
halten, und ist g, irgendein Element von g, b, irgendein Element-
von b, so existiert (wegen g, = b,) nach dem A. d. Paarung die Paar-
menge {a,, by}, die schon eine Auswahlmenge von M darstellt. Ent-
sprechend kann im Fall irgendeiner gegebenen endlichen Menge M
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geschlossen werden. Die Bedeutung des Axioms liegt also in der
Forderung, die es fiir den Fall einer unendlichen Menge M aufstellt.

Was die Voraussetzungen des Axioms betriflt, so ist die erste — daf in
jedem Element von M wirklich Elemente vorkommen sollen — von Natur aus
notwendig. Denn ist die Nullmenge (Beispiel 2 auf S. 198) ein Element von M,
so kann es unmdglich eine Auswahlmenge S von M geben, da S mit der Null-
menge, die doch tiberhaupt kein Element enthilt, ein Element gemein haben
miifite. Dagegen ist die zweite Voraussetzung des Auswahlaxioms, wonach
die Elemente von M paarweise elementefremd (Def. 2 auf S. 189) sein sollen,
keineswegs erforderlich. L#fit man diese Voraussetzung weg, so fordert das
Axiom wesentlich mehr, nédmlich die Existenz einer Auswahlmenge auch in
den Fillen, wo M der zweiten Voraussetzung nickt geniigt. In einer so weiten
Fassung wiirde das Axiom weniger anschaulich sein. Denn so wie wir es
ausgesprochen haben, verlangt es offenbar: wenn eine Menge (in unserem
Fall @ M) in paarweise elementefremde Teilmengen m, =, p,... ,zerlegt
ist¥, so daB EM =m+n+p-+.--, so gibt es eine Menge, die aus jedem
Summanden je ein einziges Element enthilt, die also ,durch Zusammenfassung
je eines beliebigen Elements aus jedem Summanden entsteht”. Das ist eine
wohl anschaulich ndherliegende und jedenfalls engere Behauptung, als wenn
man dasselbe auch noch fordern wollte fiir den Fall, wo manche Summanden
miteinander gewisse Elemente gemeinsam haben. Dagegen kann die letztere,
allgemeinere Tatsache aus der engeren Aussage des Axioms (unter Benutzung
der tibrigen Axiome) nachtriglich gefolgert werden (Zermelo I111).

Von besonderer Wichtigkeit ist es, sich den Charakter des Aus-
wahlaxioms als eines reinen FExistenzaxioms klarzumachen?), da in
dieser Richtung mancherlei Miflverstindnisse vorgekommen sind (vgl.
z.B. Kjnig, Zitatvon S.152, S. 170f.). Das Axiom behauptet nimlich keines-
wegs, es sei stets moglich, mit den (derzeitigen oder auch kiinftigen)
Mitteln der Wissenschaft eine Auswahlmenge von M herzustellen,
d. h. etwa eine Vorschrift anzugeben, vermittels deren aus jedem der
Elemente von M ein bestimmies Element ausgewihlt wird, und dann
die ausgewahlten Elemente zu einer Menge zu vereinigen, Das
Axiom behauptet nichts iiber die Konstrukiion einer Auswahlmenge,
sondern lediglich die Existenz einer solchen; es besagt somit nur,
daB die auf S. 196 definierte, jedenfalls vorhandene Teilmenge Ug
der Menge U = W& M mindestens ein Element enthdlt, also nicht
gerade auf die Nullmenge zusammenschrumpft; oder ausfiihrlicher:
daP unter den verschiedemen Teilmengen von &S M sich auch solche be-
finden, die mit jedem Elemente von M je ein einziges Element gemein
haben, gleichviel, ob man dervartige Teilmengen durch irgendwelche
Methoden auffinden kann oder nicht. Der grundlegende Unterschied
zwischen diesen beiden Auffassungen, dessen ungeniigende Beachtung
manche neuere Diskussionen unfruchtbar gestaltet hat, wird am deut-

1) Vgl. Sierpinski (Zitat vom Beginn dieses Paragraphen). Die nach-
folgende Interpretation ist im Einklang mit Zermelos eigener Auffassung. —
Fiir den Intuitionisten sind solche blofie Existenzaussagen nattirlich bedeutungslos.
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lichsten an Hand einiger Beispiele hervortreten, die der Einfachheit
halber nicht auf das Gebiet unseres Axiomensystems beschrankt werden.

Beispiel 1. M = {m} enthalte nur ein einziges Element m. In
diesem Fall bedarf es nach S. 199 des Auswahlaxioms iiberhaupt nicht.
Man mag es vielleicht in diesem Fall fiir selbstverstindlich halten,
daBl eine Menge, die ein einziges Element von s und kein weiteres
Element enthalt, nicht nur existiert, sondern auch in jedem Fall an-
gebbar ist. Nehmen wir, um uns den Sachverhalt anschaulicher zu
machen, fiir m die Menge aller transzendenten Zahlen (die nicht
nur in der Cantorschen Mengenlehre, sondern auch in unserer
Axiomatik existiert)l Wir kennen heute gewisse transzendente Zahlen
und koénnen also eine Menge bilden, die eine einzige transzendente
Zahl enthilt. Lebten wir aber um ein Jahrhundert frither und be-
fanden wir uns im Besitz der Elemente der Mengenlehre, so konnten
wir mittels der Betrachtung von S. 40f. die Menge der transzendenten
Zahlen als existierend und sogar als unendlich (und zwar die Méachtig-
keit ¢ besitzend) nachweisen, ohne auch nur eine einzige transzendente
Zahl angeben zu kénnen'). Die tatsichliche Bildung einer Auswahl-
menge wire also unmoglich gewesen, Dennoch hitten wir (und
zwar ohne Auswahlaxiom) so schlieBen kénnen: m ist von 0 verschieden,
enthilt also mindestens ein Element; ist m, ein beliebiges (wenn auch
unbekanntes) Element von m, so existiert (vgl. Beispiel 3 auf S.199)
die Menge {m,}, und sie ist offenbar eine Auswahlmenge von
M = {m}. Die Existenz einer Auswahlmenge ist in diesem Fall (und
ebenso iiberhaupt fiir eine endliche Menge M) ohne das Auswahlaxiom
beweisbar; die Leugnung ihrer Existenz wiirde besagen: es gibt keine
Teilmenge von s, die mit m ein einziges Element gemein hat —
und das wire, da m jedenfalls Elemente enthalten sollte, offenbar im
Widerspruch mit dem Satz von S. 199.

Beispiel 2. Die Menge M in Axiom VI sei eine abzdhlbare
Menge von Mengen natiirlicher Zahlen, d.h. jedes ihrer abzihlbar
unendlich vielen Elemente m,, m,, mg, ... enthalte (endlich viele oder
unendlich viele) natiirliche Zahlen, und zwar der Voraussetzung ge-
maf derart, daB niemals die gleiche Zahl in mehreren der Mengen
m,, My, ... vorkommt. (Es mag z. B. m, alle Primzahlen umfassen,
m, alle als Produkte zweier, m, alle als Produkte dreier Primzahlen
darstellbaren Zahlen usw.) Dann 1aBt sich wiederum ohne das Aus-
wahlaxiom eine Auswahlmenge von M nicht nur als existierend

1) Hier ist allerdings von. der Bestimmbarkeit transzendenter Zahlen
gerade mittels des Diagonalverfahrens selbst (S. 41f.) abgesehen. Dennoch
wird der Zweck einer gewissen Kldrung der Sachlage erreicht sein. Auf die
grundsitzliche Frage, ob sich ohne das Auswahlaxiom Mengen bilden lassen,
die nachweislich von 0 verschieden sind und in denen es dennoch unméglich
ist, ein einzelnes Element anzugeben, kann hier nicht eingegangen werden.
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nachweisen, sondern sogar ausdriicklich angeben. Es geniige einen
Weg hierzu zu skizzieren, ohne den ProzeB mittels der Axiome I—V
im einzelnen durchzufiihren: Zunichst 14Bt sich in jeder der Mengen
my, M,,... je ein Element eindeutig auszeichnen; z. B. gibt es ja in
jeder Menge von natiirlichen Zahlen eine kleinste natiirliche Zahl, die
als das ausgezeichnete Element definiert werden kann. Hat man so
abzihlbar unendlich viele natiirliche Zahlen ausgezeichnet, so ist —
wesentlich unter Verwendung des A. d. Aussonderung -— leicht zu
sehen, daB unter den Teilmengen von @M eine Menge vorkommt,
die all die ausgezeichneten natiirlichen Zahlen und nur sie zu Ele-
menten besitzt. Diese Menge ist eine der gesuchten Auswahlmengen
von M.

Beispiel 3. Ganz anders gestaltet sich die Sachlage, wenn wir
unter M eine unendliche Menge von Mengen reeller Zahlen verstehen,
wenn also in den Elementen von M beliebige reelle Zahlen auftreten
konnen. Dann wird die Angabe eine Regel, die jedem Element von
M eine darin vorkommende reelle Zahl zuordnet, im allgemeinen mit
den derzeitigen Mitteln der Wissenschaft unmoglich sein; ,im allge-
meinen%, das heilt ndmlich, wenn nicht zufillig die Menge M und
ihre Elemente so gebaut sind, daB ausnahmsweise eine derartige
Regel angebbar ist. Das steht in scharfem Gegensatz zum vorigen
Beispiel, wo eine solche Regel fiir die Elemente von M leicht auf-
zustellen war, die Regel nidmlich: jedem Element von M — d. i. stets
eine Menge von natiirlichen Zahlen — wird die kleinste der in ihm
vorkommenden natiirlichen Zahlen zugeordnet. Der Leser wird sich
die ungeheure, bisher nicht iiberwundene Schwierigkeit der Angabe
einer solchen Regel in unserem Fall einigermaBen anschaulich machen
kénnen, wenn von der (nicht wesentlichen, vgl. S. 200) Bedingung der
Elementefremdheit der Elemente von M abgesehen wird, wenn also
die Elemente von M beliebige Mengen reeller Zahlen sein diirfen.
Dann kann und soll fir M die Menge aller Mengen von reellen Zahlen
genommen werden, d. h. die Potenzmenge 11N, wo N die Menge aller
reellen Zahlen (oder aller Punkte einer gegebenen Geraden) bedeutet.
Um dann wie im vorigen Beispiel ein Gesetz fiir die Auswahl je
eines Elementes aus den Elementen von M angeben zu konnen, hitte
man eine Regel aufzustellen, durch die in jeder Menge von recllen
Zahlen eine dieser Zahlen eindeuttg hervorgehoben wird. Das scheint
vielleicht auf den ersten Blick gar nicht so schwierlg, um so mehr aber
bei niherem Zusehen. In jeder solchen Menge etwa wieder die
kleinste Zahl hervorzuheben, geht nicht an; denn in einer Menge
reeller Zahlen braucht eine kleinste Zahl gar nicht vorzukommen,
wie etwa die Menge aller reellen Zahlen zeigt oder auch die Menge
aller positiven reellen Zahlen, in der doch gleichzeitig mit jeder in
ihr enthaltenen Zahl z. B. auch die halb so grofle Zahl auftritt. Es
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niitzt auch nichts, wenn man etwa mit einer gewissen reellen Zahl a
beginnt und festsetzt: in jeder Menge, in der a vorkommt, soll g das
ausgezeichnete Element sein. Von diesem Gedanken aus fortschrei-
tend, konnte man etwa zu folgender Idee kommen: Man legt die
auf S. 28ff. angegebene Abzihlung aller algebraischen Zahlen zugrunde.
In jeder Menge m reeller Zahlen, in der iiberhaupt algebraische Zahlen
vorkommen, zeichnet man dann unter allen in  auftretenden algebrai-
schen Zahlen diejenige aus, die in der erwihnten Abzihlung am
friihesten vorkommt; damit ist in jeder solchen Menge m ein be-
stimmtes Element eindeutig ausgewihlt. Aber fiir die Mengen, die
ausschlieflich transzendente Zahlen enthalten, ist mit einer solchen
Festsetzung gar nichts geniitzt, und fir sie kommt man auch auf einem
derartigen Weg nicht weiter. Es sei bemerkt, daff fiir unsere Menge
M = UN und dhnliche Mengen sich ,gesetzméibige“ Regeln (im Sinn
der Funktionen der ,normalen“ Mathematik) fiir die Auswahl aus-
gezeichneter Elemente iiberhaupt nicht angeben lassen; fiir die
ndhere Kennzeichnung und den Beweis dieser von H. Lebesgue
bemerkten Tatsache werde der mit der Theorie der Punktmengen
vertraute Leser auf Hausdorff, S. 4291. (Literaturangabe S. 473) verwiesen.
In diesem Fall ist es also auf dem Wege des vorigen Beispiels
sicher nicht moglich, die Existenz einer Teilmenge von &M, die den
Charakter einer Auswahlmenge von M besifle, auf Grund des A.d.
Aussonderung nachzuweisen. Ein anderer Weg zu diesem Ziel ist
bis jetzt jedenfalls nicht gefunden und allgemeinhin in einem ganz
bestimmten Sinn sogar ausgeschlossen (vgl.S. 225£.). Nur das Axiom der
Auswahl gestattet uns also, zwar mnicht eine solche Auswahlmenge zu
konstruieren, wohl aber die Existenz einer solchen zu behaupten. Der
Charakter des Auswahlaxioms als eines - reinen Existenzaxioms wird
besonders deutlich in negativer Fassung, wenn man es etwa so aus-
spricht: Die Annahme, daf unter den Teilmengen von &M gerade
solche Teilmengen fehlen, die mit jedem Element von M ein einziges
Element gemeinsam haben, wird ausgeschlossen — auch dann, wenn
dieser AusschluB3 nicht schon so moglich ist, daB derartige Teilmengen
von &M direkt nach dem A. d. Aussonderung gebildet werden.
Vielleicht dient der Klirung auch noch die folgende handgreif-
lichere Bemerkung, die wesentlich auf Posncaré, Methode (S. 177) zuriick-
geht: Es sei eine Menge von abzihlbar unendlich vielen verschieden
gearbeiteten Stiefelpaaren gegeben, so dafl deren Unterscheidung durch
,definite* Eigenschaften méglich ist. Ist auch in jedem Paar der linke
Stiefel verschieden vom rechten angefertigt, so existiert die Menge
aller linken Stiefel als Teilmenge der Menge aller Stiefel nach dem
A. d. Aussonderung, da diese Stiefel charakterisiert sind durch die
Eigenschaft ¢, als linke Stiefel gearbeitet zu sein. Sind dagegen die
beiden Stiefel jedes Paares untereinander gleich, d. h. nicht durch
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eine definite Eigenschaft unterscheidbar, so bedarf man des Axioms
der Auswahl, um die Existenz einer Menge von Stiefeln zu sichern,
die von jedem Paar nur einen einzigen Stiefel enthdlt. Man kann
dann ohne das Auswahlprinzip auch z. B. nicht beweisen, daB die
Menge aller Stiefel der Menge aller Paare von Stiefeln Adquivalent ist.

Der Leser, der diesen etwas langen und der Natur der Sache
nach einigermaBen blutleeren Ausfithrungen iiber das Auswahlaxiom
geduldig gefolgt ist, wird nun je nach Veranlagung eine der folgen-
den Fragen zu stellen geneigt sein: Ist denn die Behauptung des Aus-
wahlaxioms nicht allzu selbstverstindlich, um so eingehender Er-
orterung zu bediirfen, ist nicht die Annahme des Nichiexistenz einer
Teilmenge vom Charakter einer Auswahlmenge absurd? Oder aber:
Ist das Auswahlaxiom wirklich wichtig genug, um so breiten Raum
zu beanspruchen; enthdlt es nicht eine nur sehr spezielle Aussage,
deren wir in unseren Betrachtungen iiber Mengenlehre (mindestens
in den ersten 11 Paragraphen) gar nicht bedurften und deren Dis-
kussion bloB eine Detailfrage der Axiomatik der Mengenlehre ist, die
in eine wissenschaftliche Forschungszeitschrift und nicht in ein Lehr:
buch gehért? Die Antworten auf diese Fragen sollen den Abschluf
der Besprechung unseres Axioms bilden und uns bis S.211 beschiftigen.

Zunichst zur zweiten Frage, die anscheinend noch mehr Berech-
tigung erhilt durch die Tatsache, daB die wesentliche Behauptung
des Auswahlaxioms zum erstenmal zu Beginn dieses Jahrhunderts aus-
gesprochen wurde (vgl. S. 208), zu einer Zeit also, da die Mengenlehre
als eine umfangreiche und anerkannte Disziplin ldngst existierte! Die
Antwort lautet: Lange vor seiner Formulierung ist das Auswahlaxiom
stillschweigend vorausgesetzt worden, als eine selbstverstindliche Tat-
sache, von deren Benutzung man sich gar keine Rechenschaft gab;
an vielen Stellen auch schon der einfachsten und grundlegenden Ge-
dankenginge der Mengenlehre, iibrigens auch in anderen Zweigen
der Mathematik?), ist das Auswahlaxiom ein, wie es scheint, unent-
behrliches Beweishilfsmittel. Es ist also, wenn es nicht mittels anderer
Axiome beweisbar ist (vgl. S. 225), und wenn man nicht die Mengen-
lehre durch Amputation vieler wichtigster Teile radikal einengen will,
den Prinzipien der Mathematik hinzuzurechnen, die die Grundlage fiir
die aus ihnen deduktiv herzuleitenden mathematischen Wissensgebiete
bilden, und es beruht nach Hilbert?) auf ,einem allgemein logischen
Prinzip, das schon fiir die ersten Anfangsgriinde des mathematischen
SchlieBens notwendig und unentbehrlich ist«.

1) Vgl. als charakteristisch etwa G. Hamel in d. Math. Annalen, 60 (1905),
459—462; E. Steinitz im Journ, f. Math., 137 (1909), 170 und 286f.; W. Sierpisiski
in den Comptes Rendus ... de I'’Acad. des Sc. Paris, 163 (1916), 688; W. Kruil
in den Math. Annalen, 88 (1923), 118—121.

?) Im letzten der auf S. 235 angeflihrten Aufsitze, S. 152.
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Um die Sachlage selbstindig iibersehen zu konnen, wollen wir
uns fragen, wo im Verlauf unserer friiheren Uberlegungen wir das
Auswahlaxiom stillschweigend oder ausdriicklich verwendet haben.
Es mag geniigen, auf drei charakteristische Stellen hierfiir hinzuweisen?®).

Zunichst sei an das Rechnen mit Kardinalzahlen erinnert, z. B.
an ihre Addition (S. 64f). Um die Summe aller Kardinalzahlen einer
gegebenen Menge M von Kardinalzahlen zu bilden, dachten wir uns
zu jeder Kardinalzahl m von M je eine Menge m von dieser Kardinal-
zahl (und zwar so, daB die Mengen paarweise elementefremd waren)
und bildeten die Vereinigungsmenge all dieser Mengen; die Kardinalzahl
der Vereinigungsmenge wurde als die Summe der Kardinalzahlen von
M definiert. Diese Summe ist aber von der Wahl der einzelnen
Mengen s (als Vertreterinnen der Kardinalzahlen) nur deshalb unab-
hingig, weil nach S. 63 bei verschiedenen Arten der Wahl jener
Mengen stets die Vereinigungsmengen dquivalent, also von gleicher
Kardinalzahl sind; dieser Satz macht also die Addition von Kardinal-
zahlen erst moglich (und Entsprechendes gilt fiir ihre Multiplikation).
Beim Beweis dieses Satzes schlieBlich war wesentlich der Inbegriff
von (im allgemeinen Fall unendlich vielen) einzelnen Abbildungen,
nidmlich je einer beliebigen Abbildung @,, @, usw. zwischen je zwei
aquivalenten Mengen M, und N,, M, und N, usw. Wir haben also gleich-
zeitig jeweils aus der Menge?) aller moglichen Abbildungen zwischen
Je zwei dquivalenten Mengen M, und N,, M, und N, usw. je eine
einzige Abbildung ,auszuwihlen“ und den Inbegriff der gewihiten
Abbildungen zu bilden; dieser Inbegiff ist, genauer gesagt, eine Aus-
wahlmenge der Menge, deren Elemente die Mengen aller Abbildungen
zwischen den Paaren gegebener dquivalenter Mengen sind. Existierte
keine solche Auswahlmenge, so wire schon die Addition von Kardinal-
zahlen im allgemeinen unmoglich; das Rechnen mit Kardinalzahlen
stiitzt sich also auf das Auswahlaxiom als wesentliche Grundlage.

Ein zweites Beispiel betrifft einen Satz tiber die Multiplikation
von Mengen. Wie in dem vor dem Auswahlaxiom stehenden Absatz
(5.195) sei M eine Menge, deren Elemente m, n, p, ... alle auch ihrer-
seits Elemente enthalten und paarweise elementefremd sind. Um das

1y Fiir eine umfassende Ubersicht iiber solche Stellen innerhalb und aufier-
halb der Mengenlehre sowie {fiir eine Besprechung der Frage, ob das Aus-
wahlaxiom an diesen Stellen unvermeidlich ist, vergleiche man Sierpisiski (Zi-
tat von S. 187); ferner auch die in der vorigen Fufinote erwdhnten (dort nur
zum Teil genannten) Aufsitze. Hervorgehoben sei aufier den oben im Text
anzufilhrenden Stellen noch der Beweis der Gleichwertigkeit der naiven und
der Dedekindschen Definitionen fiir endliche und unendliche Mengen (vgl.
S. 18f1.).

?) Die Menge aller moglichen Abbildungen zwischen zwei gegebenen
dquivalenten Mengen erweist sich auf Grund unseres Axiomensystems als exi-
stierend; vgl. S. 218.
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Produkt der Mengen m, n, p, ... zu bilden, haben wir nach S. 69 alle
Komplexe (oder, was in diesem Fall dasselbe besagt, alle Mengen)
aufzusuchen, - die aus jeder der Mengen m, n, p, ... je ein einziges
Element enthalten, ohne aber sonstige Elemente zu umfassen. Die Menge
all dieser Komplexe existiert nach der auf S. 195f. angesteliten Betrachtung;
sie ist eine Teilmenge von U = U & M und stellt nach Def. 5 auf S. 69
die Verbindungsmenge der Mengen m, n, p, ... dar. Damit ist aber
noch nichts dartiber entschieden, ob diese Verbindungsmeénge iiber-
haupt Elemente enthalt oder sich etwa auf die Nullmenge reduziert,
m. a. W. ob es diberhaupt Komplexe der angegebenen Art gibt. Wir
haben zwar auf S. 70 den Satz ausgesprochen, daB3 die Verbindungs-
menge von der Nullmenge verschieden ist, sobald von jedem der
Faktoren m, n, p, ... das ndmliche gilt; zur Begriindung diente aber
lediglich der SchluB3: wenn in jeder der Mengen m, n, p, ... Elemente
vorkommen, so muB ein Komplex (eine Menge) existieren, die aus
jeder dieser Mengen je ein einziges Element enthilt. Das ist nun
gerade das (uns damals selbstverstindlich erscheinende) Auswahlaxiom.
Dessen Ablehnung wiirde also besagen: Das Produkt von Mengen,
die samtlich Elemente enthalten, kann unter Umstanden die Nullmenge
sein, wenn namlich kein Komplex existiert, der aus jedem Faktor je
ein einziges Element enthalt. Umgekehrt lif¢ sich hiernach das Aus-
wahlaxiom geradezu aussprechen als der Satz vom S.70: Das Produkt
etner Menge von Mengen reduziert sich wnuy dann auf die Nullmenge,
wenn unter den Faktoren die Nullmenge vorkommd.

Das letzte Beispiel behandle den Platz, wo das A. d. Auswahl
am deutlichsten in Erscheinung trat und auch historisch zum erstenmal
ausdriicklich formuliert wurde: den Beweis des Wohlordnungssatzes (vgl.
Zermelo I und II). Der Nerv des Beweises fiir die Wohlordnungs-
fahigkeit einer beliebigen Menge M ist in beiden Beweisen (vgl.
S. 142—149) die Zugrundelegung einer Auswahl ausgezeichneter Ele-
mente in simtlichen (von 0 verschiedenen) Teilmengen von M; d. h. die
Zugrundelegung einer Auswahlmenge von UM, wenn dieser Ausdruck
wie im Auswahlaxiom, nur ohne die beschrinkende Annahme der
Elementefremdheit der Elemente verstanden wird. Ohne diese Grund-
lage erscheint ein Beweis des Wohlordnungssatzes gar nicht denkbar,
und auch der Satz von der Vergleichbarkeit beliebiger Mengen oder
Kardinalzahlen (S. 149) ruht demnach ganz und gar auf dem Funda-
ment des Auswahlaxioms. Ja, noch mehr: Auswahlaxiom und Wohl-
ordnungssatz sind geradezu gleichwertig in dem Sinn, daB nicht nur
dieser aus jenem, sondern auch umgekehrt jenes aus diesem folgt.!)
In der Tat: soll — um einen einfachen Fall zu betrachten — eine

1) Andere mit dem Auswahlaxiom gleichwertige Aussagen bei A. Tajtel-
baum-Tarski, Fundamenta Mathematicae, & (1923), 147—154.
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Auswahlmenge fir die Potenzmenge UM einer beliebigen Menge M
angegeben werden und wird eine beliebige Wohlordnung von M
zugrunde gelegt und festgehalten, so kann man (wie in Beispiel 2
auf S. 2011.) eine einfache Regel angeben, durch die in jedem Element
von 1M, d. h. in jeder Teilmenge von M, ein bestimmtes Element
eindeutig ausgezeichnet wird. Durch die zugrunde gelegte Wohl-
ordnung wird niamlich gleichzeitig mit M auch jede Teilmenge von M
wohlgeordnet, so daBl jede Teilmenge ein erstes Element besitzt.
Man kann daher festsetzen: in jeder (wohlgeordneten) Teilmenge
von M soll das erste Element als ausgezeichnetes ausgewahlt
werden. Die Menge aller derjenigen Elemente von M, die in
irgendeiner Teilmenge von M als erstes Element auftreten, ist da-
her durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert und existiert
nach dem A. d. Aussonderung. Das Auswahlprinzip ist also auf
Grund des Wohlordnungssatzes in diesem Fall — und &hnlich in
jedem anderen — bewetsbar, wie wir das nimliche auf S. 149 fiir
die Vergleichbarkeit der Mengen feststellten. SchlieBlich ist, wenn
man die Vergleichbarkeit der Mengen, d. h. den Satz von S. 149
voraussetzt, auch auf dieser Grundlage sowohl das Auswahlprinzip
wie der Wohlordnungssatz beweisbar, wie Harfogs gezeigt hat
(Zitat von S. 187, FuBnote 2). Auswahlaxiom, Wohlordnungssatz und
Vergleichbarkeit der Mengen (oder Kardinalzahlen) sind also gleich-
wertige Prinzipien, insofern als aus jedem von ihnen die beiden
anderen (mittels der iibrigen Axiome) deduktiv gefolgert werden
konnen; es ist gleichgiiltig, welches von ihnen zu den Axiomen ge-
rechnet wird, die beiden anderen erscheinen dann als beweisbare
Satze. Man wird naturgemif unter jenen drei Prinzipien das Aus-
wahlaxiom bevorzugen als das allgemeinste und einleuchtendste von
jenen Prinzipien, das iberdies nicht bloB der Mengenlehre, sondern
der Mathematik bzw. Logik iiberhaupt angehort.

Bei der Anwendung des Auswahlaxioms zur Begriindung von
Wohlordnungssatz und Mengenvergleichbarkeit zeigt sich freilich auch
besonders scharf und unbequem der rein existentiale, nicht konstruk-
tive Charakter des Axioms. Es wird geniigen, dies an dem wichtigsten
und am meisten besprochenen Beispiel auseinanderzusetzen, an der Frage
der Wohlordnung des Kontinuums und dem Kontinuumproblem. Nimmt
man namlich fiir die im vorigen Absatz genannte Menge M das Kon-
tinuum, also etwa die Menge aller reellen Zahlen, so folgt auf der
Grundlage des Auswahlaxioms, daB das Kontinuum wohlgeordnet
werden kann und seine Maichtigkeit ¢ unter den Alefs, den Kardinal-
zahlen wohlgeordneter Mengen, vorkommt (vgl. S.150); es ist also
¢ ==N,, wo n eine (endliche oder unendliche) Ordnungszahl bezeichnet.
Die Frage, welche Ordnungszahl hier fiir # zu setzen ist, wo unter den
Alefs also die Michtigkeit des Kontinuums vorkommt, stellt das schon



208 § 13. Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre,

auf S. 50 erwdhnte Kontinuumproblem dar. Canfor hat vermutet,
daB n =1, d. h. ¢ =y, sei, daB also ¢ die zweitkleinste unendliche
Kardinalzahl darstelle und somit unmittelbar auf die Kardinalzahl q = No
der abzihlbaren Mengen nachfolge. Versuche, diese Behauptung zu
beweisen oder zu widerlegen, sind indes gescheitert, und auch heute
haben wir noch gar keine begriindete Vermutung selbst nur iiber die
Richtung, in der ein gangbarer Weg zur Losung des Kontinuum-
problems gefunden werden konnte. Das liegt daran, daB zwar die
Existenz einer Wohlordnung des Kontinuums aus dem A. d. Auswahl
folgt, aber nicht das geringste iiber die Moglichkeit einer wirklichen
Herstellung einer bestimmten Wohlordnung. Eine solche wiirde, wenn
man dem Beweis des Wohlordnungssatzes folgen will, eine bestimmte
Auswahl ausgezeichneter Elemente aus allen Teilmengen des Konti-
nuums voraussetzen; eine derartige Auswahl herzustellen, ist aber, wie
in Beispiel 8 auf S. 202f. betont wurde, bisher nicht gelungen und mit
den iiblichen gesetzmaBigen Funktioneh iiberhaupt nicht méglich, ob-
gleich die Existenz einer solchen Auswahl durch das Auswahlaxiom
gefordert wird und gewiB auch dem Leser plausibel erscheint. Unsere
Axiomatik sichert also die Wohlordnungsfahigkeit des Kontinuums und
das Vorkommen seiner Kardinalzahl unter den Alefs, ohne jedoch zu-
nichst eine nidhere Bestimmung iiber beides zu gestatten.

Es ist endlich noch die erste der auf S. 204 aufgeworfenen Fragen
zu beantworten, ob nicht das Auswahlaxiom ein sehr naheliegendes
Prinzip von durchaus einleuchtendem und logisch zwingendem Cha-
rakter sei. Dieser Eindruck wird sich vielleicht sogar verstirkt haben
angesichts der vorstehend aufgewiesenen Unentbehrlichkeit des Axioms
fir viele einfache Betrachtungen. Der Leser wird zu dieser Frage
selbstandig Stellung nehmen kénnen, wenn er von der Geschichte des
Auswahlprinzips und von den frilher und heute gegen es erhobenen
Einwianden Kenntnis nimmt. Hierbei koénnen Auswahlprinzip und
Wohlordnungssatz auf Grund ihrer soeben nachgewiesenen Gleich-
wertigkeit offenbar gleichzeitig und wechselweise behandelt werden.

Wie das erste und zweite der vorangehenden Beispiele zeigen,
ist das Auswahlprinzip stillschweigend seit dem Anfangsstadium der
Mengenlehre benutzt worden, iibrigens auBer von Cantor auch von
vielen anderen Forschern. An der Verwendung des Prinzips, wie es
etwa bei Canfor in den angefilhrten (und anderen) Fillen auftrat,
hat niemand speziellen AnstoB genommen. Dall in derartigen Be-
weisen iiberhaupt ein besonderes Prinzip zur Verwendung kommt,
dirfte zuerst Beppo Levi 1902 ausgesprochen haben?!). Aber erst
durch den weittragenden Gebrauch, den Zermelo (z. T. auf Anregung
von Erhard Schmidf) bei seinem ersten Beweis des Wohlordnungs-

1) R. Istituto Lombardo di Scienze e Lett., Rendiconti, (2) 85, 863.
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satzes 1904 vom Auswahlprinzip gemacht hat (Zermelo I), ist die
Aufmerksamkeit weiterer Kreise auf es gezogen worden, und die
Folge war in den nichsten Jahren eine wahre Flut kritischer Noten
zu jenem Beweis, von denen einige eine mehr oder weniger ab-
lehnende Haltung zum Auswahlprinzip einnahmen?). Die skeptische
Haltung vieler Mathematiker gegeniiber unserem Prinzip hat auch
nach dem zweiten Zermeloschen Beweis und nach der vielfachen An-
wendung des Wohlordnungssatzes innerhalb und auBerhalb der Mengen-
lehre zwar abgenommen, aber keineswegs aufgehort. Soweit diese
Bedenken sich auf einen mehr oder weniger intuitionistischen Stand-
punkt stiitzen, sind sie nur folgerichtig; namentlich hat fiir den Intui-
tionisten die Behauptung der Ewxistenz einer Auswahlmenge ohne die
Angabe eines Verfahrens zu ihrer Konstruktion keinen Sinn, und er
wird demgemafl alle vom A. d. Auswahl abhidngigen Teile der Mathe-
matik grundsitzlich ablehnen, so insbesondere das allgemeine Rechnen
mit Machtigkeiten, Fur die nicht intuitionistisch gesinnten, groBenteils
selbst mengentheoretisch (im Sinne Cantors) arbeitenden Gegner des Aus.
wahlprinzips hingegen ist es im Grunde weniger dieses Prinzip selbst als
seine Konsequenzen, was sie zum MiBtrauen oder zur Ablehnung des
Prinzips veranlaBte und veranlaBt. Die groBen, heute noch unabseh-
bar scheinenden Schwierigkeiten, die sich der Wohlordnung des
Kontinuums und der Lésung des Kontinuumproblems entgegenstellen,
haben es ndmlich vielen Mathematikern wahrscheinlich gemacht, daB
das Kontinuum und um so mehr allgemeinere Mengen iiberhaupt
nicht wohlordnungsfahig, die Machtigkeiten ¢, f usw. also keine Alefs
seien; Cantors entgegengesetzte Uberzeugung, die auch durch das
Ausbleiben eines Beweises nicht erschiittert worden war, hat bei
manchen mengentheoretisch arbeitenden Forschern und noch mehr
bei vielen der Mengenlehre nur aus der Ferne gegeniiberstehenden
Mathematikern keineswegs suggestiv gewirkt. Als nun dennoch
Zermelo in seinen scharfsinnigen, aber kurzen Noten die Wohlordnungs-
fahigkeit jeder Menge, also auch des Kontinuums, beweisen konnte,
ohne jedoch ein Verfahren zur Durchfihrung der Wohlordnung und
damit zur Bestimmung der zugehédrigen Kardinalzahl anzugeben, da
glaubte man vielfach, jene Beweise lieferten zu viel und miiBten einen
FehlschluB enthalten. Da aber die Deduktion der Beweise minde-
stens fur den nicht intuitionistischen Mathematiker unangreifbar ist,
blieb nichts iibrig, als die Grundlage der Beweise, ndmlich das Auswahl-

1) Die anderen Argumente gegen den Wohlordnungssatz griinden sich
z. T., in ihrer Art folgerichtig, auf die intuitionistische oder eine ihr nahe-
stehende Anschauung, z. T. aber auf ungerechtfertigte, namentlich mit der
Antinomie Burali- Fortts zusammenhédngende Bedenken. Vgl. die scharfe und
witzige Zuriickweisung in Zeymelo II, worauf auch wegen der Literaturangaben
verwiesen werde.
Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 14
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prinzip, seiner allzu weittragenden Konsequenzen halber mifirauisch zu
betrachten,; dazu schien man um so eher berechtigt zu sein, als ja das
Auswahlprinzip unter den bekannten und ausdriicklich formulierten
Prinzipien der klassischen Mathematik nicht vorkam.

Demgegeniiber ist zu betonen, daB die angefiihrten Bedenken bei
klarer Betonung des Unterschieds zwischen Existenz (einer Auswahl-
menge) und Angabe eines konstruktiven Verfahrens (zur Bestimmung der
auszuwihlenden Elemente) nicht haltbar sein diirften. Konkreter ge-
sprochen: dafl ein Produkt von Mengen, die samtlich wirklich Ele-
mente enthalten, mindestens einen Komplex aufweist und sich nicht
auf die Nullmenge reduziert, diirfte logisch und anschauungsmiaBig
unzweifelhaft auch dann erscheinen, wenn die Angabe eines solchen
Komplexes unauflosbare Schwierigkeiten bereiten sollte. Dieses lo-
gische Prinzip hat wohl mindestens die gleiche Evidenz und Denk-
notwendigkeit, wie man sie manchen anderen, fir die Grundlegung
der Arithmetik, Mengenlehre oder Geometrie unentbehrlichen Axi-
omen zuzuerkennen pflegt. Mit dem gleichen Recht also, mit dem
man das Auswahlaxiom wegen der aus ihm ableitbaren Folgerungen
verwirft, kénnte man willkiirlich andere wesentliche Grundsitze ab-
lehnen und so wichtige Teile der Mathematik kiinftig aus ihr ver-
bannen; schlieBlich ist jedes andere, noch so fruchtbare und unent-
behrliche mathematische Prinzip auch irgendwann zum erstenmal formu-
liert worden, und zwar in der Regel nach seiner stillschweigenden
Verwendung. Man ist denn auch zum Auswahlprinzip in der gleichen
Weise wie zu den anderen mathematischen Axiomen gelangt: indem
man die Begriffe, Methoden und Beweise, die in der Mathematik sich
vorfanden und deren urspriingliche Entstehung auf vielfach intuitivem
Weg nur psychologisch oder historisch, aber nicht logisch zu werten ist,
nachtriglich logisch analysierte und dabei eben jene Axiome und
Prinzipien herausschilte. Ein Hinweis auf die anschauliche oder logische
Evidenz der Prinzipien mochte dann hinzutreten, war aber nicht ent-
scheidend, um so mehr, als gar manche Axiome so recht erst durch
die Evidenz der von ihnen abhingigen Folgerungen ihr Gewicht be-
kommen?). Wie man neben dieser nachtriglichen und relativen Recht-
fertigung mathematischer Prinzipien neuerdings auch den Weg de-
duktiver Begriindung und absoluter Entscheidung iiber ihre Zulissigkeit
oder Unzuldssigkeit zu beschreiten versucht und was in dieser Richtung
zum Auswahlprinzip zu bemerken ist, wird spater (S. 235ff.) noch kurz
gestreift werden.

Wenn man hiernach, soferne man nicht den intuitionistischen
Standpunkt einnehmen will, dem Auswahlaxiom die Gleichberechti-

1) Z. B. werden die meisten Geometer die Existenz ungleicher #hnlicher
Figuren als. weit einleuchtender betrachten als das Parallelenaxiom, auf das
sich die Moglichkeit dhnlicher Figuren im iiblichen Sinn griindet.
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gung mit anderen Prinzipien zuerkennen wird, so ist es doch von
Interesse, seine Verwendung einzuschrianken, d. h. méglichst viele Tat-
sachen ohne Benutzung des Axioms zu beweisen. Man lernt so unter-
scheiden, welche Teile der Mengenlehre und der Mathematik iiberhaupt
von den reinen Existenzprinzipien des Auswahlaxioms und des Wohl-
ordnungssatzes abhingig sind und welche nicht.

Hiermit schlieBen wir die Besprechung der Axiome der Aussonde-
rung und der Auswahl ab. Bevor wir die noch iibrigen Axiome VII und
VIII kennen lernen, werde jetzt ein kurzer Uberblick iiber die Tragweite
der Axiome I bis VI gegeben, der lehren soll, wieviel von der Canfor-
schen Mengenlehre mit ihnen beherrscht werden kann und wieviel nicht.
Es wird sich zeigen, dafy im wesentlichen die rechtmiBigen und wertvollen
Teile der Mengenlehre, nicht aber die Paradoxien in unserer Axiomatik
Platz finden; damit werden unsere Axiome als weder zu eng noch zu
weit gefaBt erwiesen sein. Ubrigens werden wir im folgenden einst-
weilen die Existenz sygendeiner Menge, und zwar auch einer unend-
lichen, stets voraussetzen, um erst spater (S. 215) naher hierauf zuriick-
zukommen.

Zunachst kann man aus den Axiomen die Existenz der Nullmenge
und, wenn eine Menge m gegeben ist, die Existenz der Menge {m}
mit dem einzigen Element s folgern. Wie das bel einer scharfen
Fassung des A. d. Aussonderung zu geschehen hat, wurde auf S. 198f.
angegeben. Bei der urspriinglichen Fassung jenes Axioms gestalten
sich die Schliisse noch einfacher: ist € eine Eigenschaft, die keinem
Element von m zukommt, so ist m die Nullmenge; ist # eine Menge
von zwel verschiedenen Elementen ¢ und b (vgl. A. d. Paarung) und
ist € die Eigenschaft, mit ¢ identisch (oder von b verschieden) zu sein,
so ist mg die Menge {a}. Die Nullmenge ist nach dem A. d. Be-
stimmtheit eindeutig bestimmt und nach Def. 1 Teilmenge jeder Menge.
Weiter gestattet das A. d. Aussonderung die Bildung des Durchschuitts
(vgl. die Beispiele 1 und 4, S. 198f.), das A. d. Vereinigung die Bildung
der Summe oder Vereinigungsmenge von Mengen. Die Definition der
Vereinigungsmenge (Def. 2 des § 7, S. 61f.; ebenso iibrigens Def. 5,
S. 69) war von vorneherein im Einklang mit dem A. d. Vereinigung
formuliert, namlich so, daB die zu vereinigenden Mengen als Elemente
einer und derselben Menge vorliegen muften.

Auch die Existenz des Produkts oder der Verbindungsmenge einer be-
liebigen Menge M von Mengen (Def. 5 des § 7, S. 69) wird durch unsere
Axiome gesichert, zundchst wenigstens fiir den Fall, daf die Elemente m, n,
p,... von M paarweise elementefremd sind. Wie in der dem A. d. Auswahl
vorangeschickten Betrachtung (S. 195; vgl. auch S. 206) gezeigt wurde, enthilt
die Potenzmenge U=UGM von ©M eine Teilmenge Uy, deren Elemente
mit jeder der Mengen m, n, p, ... je ein einziges Element gemeinsam haben ;
umgekehrt kommen alle derartigen Teilmengen von &M in Uy als Elemente

14*
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vor. Die Elemente von Uy sind also die in Def. 5 von § 7 eingefiihrten Kom-
plexe?), und U stellt somit das Produkt oder die Verbindungsmenge P M der
Mengen m, %, p, ... dar. Auch die Belegungsmenge einer Menge mit einer
anderen existiert daher, wie die Betrachtungen des § 8 tiber die Gleichwertig-
keit der zwei dort gegebenen Definitionen der Potenzierung unschwer er-
kennen lassen (S. 82); damit — oder auch direkt durch Ausnutzen des A. d.
Potenzmenge — 148t sich der Cawntorsche Satz von S. 51 nachweisen, also die
Existenz umfassenderer Mengen als jede vorgelegte sichern (vgl. Zermelo III).

Sind hiermit die Rechenoperationen mit Mengen ermdglicht, so
bleibt vor allem noch iibrig, die Theorie der Aquivalenz und die der
Ordnung und Wohlordnung aus unserer Axiomatik heraus zu begriinden.
Dabei sollen nicht etwa neue undefinierte logische oder mathematische
Grundbegriffe (wie die einer Funktion, einer umkehrbar eindeutigen
Zuordnung, einer Ordnungsbeziehung von den auf S. 92 angefiihrten
Eigenschaften) eingefiihrt, sondern die notwendigen Begriffe aus unserer
Axiomatik heraus mit deren Grundbegriffen (¢ und =) entwickelt werden.
Die erste Aufgabe ist vollstandig (in Zermelo III), die zweite wenigstens
in den Grundziigen?) geldst; die Richtungen, in denen sich diese
Uberlegungen vollziehen, sollen noch angedeutet werden. Die Ein-
fiihrung der Kardinalzahlen, Ordnungstypen und Ordnungszahlen wird
hierbei wegen der damit verbundenen grundsitzlichen Schwierigkeiten
vollstindig vermieden (vgl. S. 44 und 98f). Ubrigens liegt auch eine
eigene, von der allgemeinen Begriindung der Mengenlehre unabhingige
Axiomattk  der endlichen und unendlichen Kardinalzahlen neuer-
dings vor?®).

Zu einer Definition der Aquivalenz gelangt man durch folgende Uber-
legung: Sind M und N zwei dquivalente elementefremde?) Mengen, so lafit
sich eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen ihren Elementen offenbar
deuten als die Bildung einer Menge von Elementepaaren {m, n}, deren einer
Bestandteil s je ein Element von M darstellt, widhrend der andere Bestand-
teil » stets zur Menge N gehort; dabei ist es ausgeschlossen, daf in zwei
verschiedenen Elementepaaren das ndmliche Element m oder das n#dmliche

‘1) Die Existenz der einzelnen Komplexe, die wir jetzt einfach als Mengen
auffassen, mufi freilich unserem jetzigen Standpunkt gemifi erst festgestellt
werden. So bedurften wir noch des A. d. Auswahl, um die Existenz min-
destens eines Komplexes {iiberhaupt zu sichern fiir den Fall, daf die Null-
menge kein Element von M ist.

?) Von E. Zermelo und G. Hessenberg; vgl. Hessenberg, Kap. 28, Zermelo I,
Hessenberg, Taschenbuch, S. 74, und namentlich Hariogs (Zitat vom Beginn
dieses Paragraphen), S. 443. Eine andere, gleichwertige Einfithrung der
Ordnung auf derselben axiomatischen Grundlage hat C. Kwuratowsk: in den
Fundamenta Mathematicae, 2 (1920), gegeben.

3) Fraenkel, A.: Axiomatische Begriindung der transfiniten Kardinalzahlen.I;
Math. Zeitschr., 13 (1922), 153—188. Die Fortsetzung dieses Aufsatzes wird
einige darin noch offen gebliebene Fragen von geringerer Bedeutung be-
handeln.

4) Die Beschrinkung auf elementefremde Mengen (hier wie auch bei der
Bildung der Verbindungsmenge, siehe oben) lifit sich nachtriglich beseitigen;
bei Hausdorff, S. 32f., wird sie von vorneherein vermieden.
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Element » vorkommt, ein Umstand, in dem sich der umkehrbar eindeutige Cha-
rakter der Zuordnung ausdriickt. Man kann nun diesen Gedankengang um-
kehren und, wenn zwei elementefremde Mengen M und N gegeben sind, die
Aufgabe stellen, eine Menge von Elementepaaren {m, n} von folgenden Eigen-
schaften zu bilden: 1. m durchlduft alle Elemente von M, n alle Elemente
von N; 2. in zwei verschiedenen Elementepaaren kommt niemals das nédmliche
Element aus M oder aus N vor. Ist diese Aufgabe l6sbar, so liefert uns jede
Losung eine Abbildung zwischen M und N, diese beiden Mengen sind dann
jedenfalls Aquivalent; gibt es dagegen keine solche Menge von Elementepaaren,
so existiert keine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen
von M und N, diese Mengen sind also nicht dquivalent. Die Bildung einer
derartigen Menge von Elementepaaren gestaltet sich auf Grund unserer Axiome
folgendermafien: Zuniichst existiert nach dem vorletzten Absatz die Ver-
bindungsmenge P = M-N, die alle Paare {m, n} von der ersten Eigenschaft
enthdlt. Es handelt sich also um die Bestimmung einer Teilmenge von P, die
noch die zweite der angefiihrten Eigenschaften besitzt; die Menge aller der-
artigen Teilmengen von P — d. h. aller derartigen Elemente von 1P — ist
eine durch jene Eigenschaft vollig charakterisierte Teilmenge U, von U P, sie
existiert also nach dem A. d. Aussonderung. Es sind nun zwei Falle denk-
bar. Entweder ist U, =0; dann gibt es keine Teilmenge von P mit der ge-
wiinschten Eigenschaft, eine Abbildung zwischen M und N ist also nicht her-
stellbar, und diese Mengen sind nicht #quivalent. Oder U, enthilt gewisse
Elemente, ndmlich lauter Mengen von Paaren mit den beiden oben hervor-
gehobenen Eigenschaften; dann stellt jedes Element von U, eine bestimmte
Abbildung zwischen M und N her, wie auch umgekehrt U, alle mdglichen
Abbildungen zwischen M und N umfafit. In diesem Fall nennt man die
Mengen M und N Hquivalent und jedes Element von U, eine Abbildungsmenge
zwischen den #dquivalenten Mengen.

Zum Begriff der geordneten Menge kann man durch eine Erwigung fol-
gender Art gelangen: Ist M eine geordnete Menge und m irgendein Element
von M, so mag die (nicht geordnet gedachte) Menge aller auf m nachfolgen-
den Elemente von M als ein Rest von M bezeichnet werden, genauer: als
der zu m gehorige Rest von M. Jeder Rest von M ist also eine Teilmenge
von M, und die Menge R aller Reste von M ist demnach eine Teilmenge der
Menge 1 M, die nach dem A. d. Potenzmenge existiert. Die Menge R besitzt
nun nachstehende, fiir sie charakteristische Eigenschaften:

1. sind m, und m, zwei verschiedene Elemente von M, R, und R, die
zu ihnen gehdrigen Reste von M, so ist entweder R, Teilmenge von R, oder
R, Teilmenge von R, (je nachdem ndmlich m, vor m, oder m, vor m, in M
vorkommt);

2. sind m; und m, zwei verschiedene Elemente von M, so kommt in R
mindestens ein Rest R, vor, der ein einziges der beiden Elemente m, und
m, enthdlt (nimlich das Element, das in M an spiterer Stelle auftritt; steht
m, vor m,, so enthdlt z. B. der zu m,; gehirige Rest R, zwar m,, nicht
aber m,);

3. die Vereinigungsmenge jeder Menge von Resten von M (d. h. jeder
Teilmenge von R) ist wiederum ein Rest von M, also ein Element von R.

Umgekehrt 146t sich zeigen, dag fiir eine gegebene, nicht geordnete Menge
M jede Teilmenge R von Il M, die diese drei Eigenschaften besitzt, eine Ordnung
von M definiert; zu diesem Zweck hat man fiir zwei gegebene Elemente m,
und m, von M die Ordnungsbeziehung m, < m, festzusetzen, falls es in R
ein Element gibt, in dem m,, aber nicht m, vorkommt. Wiederum existiert
nach dem A. d. Aussonderung die Menge aller Teilmengen R von UM mit
jenen drei Eigenschaften; jede solche Teilmenge R definiert eine Ordnung der
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gegebenen Menge M. Man wird dann festsetzen: eine Menge M heifit ord-
nungsfdhig, wenn es iiberhaupt zu ihr eine Menge R der fraglichen Art gibt,
und zwar wird M durch jede solche Menge R in bestimmter Weise ge-
ordnet; existiert iiberhaupt keine derartige Menge R, reduziert sich also die
Menge aller Mengen R auf die Nullmenge, so heifit die Menge M wnicht ord-
nungsfihig. Auf Grund dieser Definition der Ordnung, die von der Benutzung
einer undefinierten Ordnungsbeziehung absieht und sich lediglich der Grund-
beziehungen unserer Axiomatik bedient, 14fit sich dann leicht auch der Begriff
der Wohlordnung einfiihren. Ubrigens ist jede Menge M ordnungsfihig; denn
jede Menge ldfit sich nach dem Wohlordnungssatz sogar wohlordnen, um so
mehr also iiberhaupt ordnen.

Ein anderer Weg zur Einfithrung des Ordnungsbegriffs (vgl. Hausdorff,
S. 701.) ist der, vom Begriff des geordneten Paares (vgl. S. 671.) auszugehen, auf ihn
definitorisch den der eindeutigen Funktion zu griinden und mit dessen Hilfe
dann die Ordnungsbeziehung einzufithren. Letzten Endes tritt librigens der
Begriff des geordneten Paares schon in der (nicht symmetrischen) Grund-
beziehung aeb auf.

Die Tragweite unserer Axiome und der Weg von ihnen zur
Cantorschen Mengenlehre wird mit den vorangehenden Bemerkungen
hinldanglich angedeutet sein. Es bleibt noch tiibrig darauf hinzuweisen,
daB andererseits die paradoxen Mengen, von demen im vorigen Para-
graphen die Rede war, durch unser Axiomensystem nicht gestattet werden.
Die Anfiihrung zweier charakteristischer Beispiele nach dieser Richtung
mag geniigen.

Vor allem ist die Bildung der wichtigsten Klasse paradoxer
Mengen, namlich der allzu umfassenden Mengen (Antinomien von
Burali-Forti, Russell usw.), durch unsere Axiome ausgeschlossen.
Denn diese gestatten, eine oder mehrere gegebene Mengen als Aus-
gangspunkt nehmend, nur entweder die Bildung beschrinkterer Mengen
durch Aussonderung bzw. Auswahl, oder die Bildung von Mengen, die in
eng umschriebenem MaB sozusagen umfassender sind, durch Paarung,
Vereinigung, Potenzierung usw. Sind also Mengen wie die aller Mengen,
aller Ordnungszahlen, aller Dinge gewisser Art nicht von vorneherein
gegeben, so kann auch nicht vermége der Axiome auf ihre Existenz
geschlossen werden. Umgekehrt lassen sich daher die bei gewissen
Paradoxien auftretenden Gedankenginge benutzen, um positiv die
Nichtexistenz der betreffenden paradoxen Mengen nachzuweisen. So
kann man z. B. zu jeder Menge m auf dhnlichem Weg wie auf S. 52
eine Teilmenge s, nachweisen, die nicht Element von m ist (z. B.die
Menge my, aller der Elemente von m, die sich selbst nicht als Ele-
ment enthalten); eine Menge, die alle existierenden Mengen als Ele-
mente enthilt, kann es also nicht geben.

Aus einem anderen Grund sind paradoxe Mengen von der an
den Namen Richards sich kniipfenden Art in unserer Axiomatik aus-
geschlossen, also z. B. die Menge aller mit hochstens tausend Zeichen
definierbaren natiirlichen Zahlen. Hier ist die Menge aller natiirlichen
Zahlen (oder eine ihr gleichwertige Menge) jedenfalls rechtmiBig, die
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fragliche paradoxe Menge aber eine Teilmenge von jener, also anschei-
nend durch das A. d. Aussonderung gesichert. In Wirklichkeit ist indes
die unsere Teilmenge charakterisierende Eigenschaft, nimlich die
Definierbarkeit durch héchstens tausend Zeichen, nicht von der prizisen
Art, wie sie fiir das A. d. Aussonderung erforderlich ist (vgl. S. 197ff.):
die Eigenschaft natiirlicher Zahlen, durch eine bestimmte Anzahl
von Zeichen sich definieren zu lassen, ist nicht ,definit“, und da-
mit entfallt die Moglichkeit, mittels des A. d. Aussonderung der be-
trachteten paradoxen Menge oder einer ahnlichen die Existenz zu
sichern. Unsere Axiomatik erreicht also wirklich ihr Ziel: alle recht-
maiBigen, nicht aber die anstoBigen Mengen der Cantorschen Mengen-
lehre zuzulassen.

SchlieBlich haben wir noch zwei weitere, grundsitzlich minder
wichtige Axiome den bisherigen anzufiigen. Vor allem wissen wir
bisher noch gar micht, ob iiberhaupt Mengen existieren. Alle Axiome
(mit Ausnahme des A. d. Bestimmtheit, das bloB den Begriff der
Menge niher umreiBen sollte) stellten namlich nur bedingte Existenz-
forderungen dar von der Form: falls gewisse Mengen existieren, so
existieren auch gewisse andere Mengen. Wenn es iiberhaupt keine
Mengen gibt, so bleiben formal alle Axiome befriedigt. Es wird also
in erster Linie noch durch ein weiteres Axiom zu fordern sein, daB
tberhaupt mindestens eine Menge existiert. Daraus liBt sich dann
gemiB den Sitzen von S. 198{. die Existenz der Nullmenge 0, ferner
der Mengen {0}, {{0}} usw.?) folgern; durch die Axiome der Paarung,
der Vereinigung und der Potenzmenge gelangt man weiterhin zu
Mengen von beliebig vielen, aber immer nur endlich vielen Elementen,
da namentlich auch die Potenzmenge einer endlichen Menge stets
endlich ist.

Dagegen geben diese Axiome offenbar keine Handhabe, um von
einer gegebenen endlichen Menge aus auf das Vorhandensein von
Mengen mit unendlich vielen Elementen zu schlieBen. Daran wird
auch nichts geindert durch Hinzunahme der Axiome der Aussonderung
und der Auswahl, die zu gegebenen Mengen blof in gewissem Sinn be-
schrinktere sichern. Auch der Weg, auf dem Dedekind die Existenz
einer unendlichen Menge zu sichern versucht hat?), ist von unserem
Standpunkt aus nicht brauchbar. Dedekind betrachtet die Menge S
aller Gegenstinde unseres Denkens und beweist, dal sie unendlich

1 Ubrigens sind diese Mengen nach dem A. d. Bestimmtheit untereinan-
der verschieden; denn es enthiilt z. B. 0 tiberhaupt kein Element, {0} dagegen
das Element 0; usw.

?) Dedekind, R.: Was sind und was sollen die Zahlen? (urspriinglich
1887 erschienen; 4. Aufl,, Braunschweig 1918), § 5. Vgl. auch schon B. Bol-
zanos Paradoxien des Unendlichen (Zitat von S. 241/2), § 13.
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ist (im Sinne der Definition 3 von S. 18), auf folgende Weise: Ist s
ein Element von S, so ist der Gedanke ,s kann gedacht werden“
ebenfalls ein (von s verschiedenes) Element von S. Alle Gedanken
der Form ,s kann gedacht werden®, wobei s ein beliebiges Element
von S bedeutet, bilden daher eine Teilmenge S, von S, und zwar
eine echte Teilmenge; denn nicht jedes Element von S ist gerade
ein Gedanke der besonderen Art: ein gewisser Gedanke kann ge-
dacht werden. Endlich ist die echte Teilmenge S, aquivalent der
Menge S selbst, wie durch Abbildung beider Mengen aufeinander
leicht zu sehen ist; man braucht hierzu nur jedem Element s von S
den Gedanken ,s kann gedacht werden®, der ein Element von S,
ist, zuzuordnen und umgekehrt. S ist also einer echten Teilmenge
von sich selbst dquivalent und somit nach der erwihnten Definition
eine unendliche Menge. Es gibt demnach unendliche Mengen.

Dieser Beweis kann uns deshalb nicht befriedigen, weil die Menge S
aller Gegenstinde unseres Denkens auf Grund unserer Axiome gar
nicht existiert (vgl. S. 214); ja noch mehr: die Menge S stellt offenbar
ein paradoxe Menge von der auf S. 153f. betrachteten Art dar. Dedekind
selbst hat diesen Mangel nach dem Aufkommen der Paradoxien der
Mengenlehre anerkannt. Die Existenz unendlicher Mengen muf} also,
da ein Beweis fiir sie mittels unserer Axiome nicht méglich ist, durch
ein (nicht mehr bedingtes, sondern absolutes) Existenzaxiom gefordert
werden. Darin ist dann auch von selbst die Forderung eingeschlossen,
daB3 iiberhaupt mindestens eine Menge existiert (vgl. den vorletzten
Absatz). Zermelo hat (im AnschluB an die genannte Schrift Dedekinds)
das Axiom etwa folgendermafien formuliert:

Axiom VII. Es gibt mindestens eine Menge Z wvon folgenden
beiden Eigenschaften:

1. falls die Nullmenge (d. h. eine Menge ohne Elemenie) existiert,
so ist die Nullmenge Element von Z;

2. ist m irgendein Element von Z, so ist auch {m} (d. h. die
Menge, die m und kein anderes Element enthdlt) ein Element von Z.
(Axiom des Unendlichen.)

Jede Menge Z von diesen Eigenschaften ist eine unendliche Menge
(im naiven wie im Dedekindschen Sinn). Denn sie enthilt als Elemente
zunichst die Nullmenge O, dann (wegen der zweiten Eigenschaft) die
davon verschiedene Menge {0}, weiter die Menge {(0}}, deren einziges
Element die Menge {0} ist, usw. Es 1dBt sich zeigen (Zermelo 111,
S. 267), daB jede solche Menge Z eine kleinste Teilmenge Z, mit den
namlichen beiden Eigenschaften enthilt, namlich die Menge

2, = {0, {0}, {103}, {0}, - }-

Das ist bis auf die Bezeichnungsweise die Menge aller natiirlichen
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Zahlen; denn man kann ja die Nullmenge durch das Zeichen 1 be-
zeichnen, die Menge {0} durch 2, {{0}} durch 3 usw., und da hierbei
nie wieder dieselbe Menge auftritt, werden immer neue Zeichen er-
forderlich. Das obige Axiom kommt also im wesentlichen hinaus auf
die Forderung, daB eine abzidhlbar unendliche Menge existieren soll;
seine im ersten Moment iiberraschende Formulierung ist dadurch be-
dingt, daB die Begriffe ,,endlich*“ und ,unendlich“ in den Axiomen
nicht vorausgesetzt, sondern erst mit ihrer Hilfe definiert werden sollen
(im Sinne der Def. 3 von S. 18).

Ausgehend von einer hiermit gesicherten, zum mindesten abzahl-
bar unendlichen Menge kann man nunmehr auch unendliche Mengen
von hoherer Michtigkeit bilden, wesentlich auf Grund des A. d. Potenz-
menge; dieses Axiom erlaubt die Benutzung des Diagonalverfahrens
und liBt also Mengen von der Michtigkeit des Kontinuums und von
groBeren Michtigkeiten zu. Indes reicht Zermelos Axiom des Un-
endlichen in Verbindung mit den iibrigen sechs Axiomen noch nicht
aus, um alle unendlichen Mengen der rechtmifigen Mengenlehre zu
sichern (vgl. Fraenkel I, S. 2301.); zur Bildung sehr umfassender Mengen
sind A. d. Potenzmenge und Diagonalverfahren noch nicht geniigende
Hilfsmittel. Bezeichnet man etwa die Potenzmenge U Z, der eben
eingefiihrten Menge Z, mit Z,, ebenso U1 Z, mit Z,, U Z, mit Z, usw,
so laBt sich mittels unserer sieben Axiome z. B. die Existenz der ab-
zdhlbaren Menge

M={Z,,Z2,,2,, Z,, ...}
nicht beweisen, also auch nicht die Existenz der Vereinigungsmenge
&M usw, Damit bleiben, wie man leicht erkennt, Mengen von sehr
groBer Kardinalzall aus unserer Axiomatik ausgeschlossen, niamlich
Mengen, deren Kardinalzahl ein Alef mit transfinitem Index, also > x,,
ist (wenn man wenigstens das Kontinuumproblem dahin beantwortet
annimmt, daB 2% = ¢ ein Alef mit endlichem Index darstellt).

Um den Bereich der Mengenlehre nicht unnétig einzuengen, wird
man also das Axiom des Unendlichen weiter auszudehnen haben.
Hierauf soll nicht ndher eingegangen werden. Es werde nur bemerkt,
daB man zweckmiBigerweise in der ersten Eigenschaft von Axiom VII
statt der Nullmenge eine beliebige existierende Menge zulassen und in
der zweiten Eigenschaft an Stelle der speziellen Operation, die in der
Bildung von {m} aus m besteht, eine beliebige Funktion von m setzen
wird; dabei ist der Funktionsbegriff im Sinne von S. 198 zu nehmen,
nur noch erweitert durch entsprechende Hinzunahme des Axioms VII
selbst zu den Axiomen II bis V. So wird z. B. die obige Menge M
gesichert, wenn man in Axiom VII statt O die Menge Z, statt {m}
die Menge Um einsetzt.

Es werde noch hervorgehoben, daB bei Beschrinkung auf nur
endliche Mengen die Mehrzahl unserer Axiome iberhaupt iberfliissig
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wire. Das Axiom der Potenzmenge z. B. bekommt seine Bedeutung
erst, wenn die Ausgangsmenge wumnendlich ist, wihrend man sonst
wesentlich mit dem A. d. Paarung auskommt.

Bei Zermelo ist mit diesen sieben Axiomen die Grundlegung der
Mengenlehre abgeschlossen. Es empfiehlt sich aber, noch ein letztes
Axiom hinzuzufiigen, das den Begriff der Menge nicht wie die Axiome II
bis VII erweitert, sondern im Gegenteil ithnen gegeniiber einschrinkt.
Unsere Axiome enthalten niamlich keine Verfiigung iiber die urspriing-
lichen Bausteine unserer Mengen, d. h. iiber die Natur (oder, was dasselbe
bedeutet, iiber die Elemente) der Mengen, die nicht schon durch die
Axiome vollig bestimmt sind. Unsere Axiome gewihrleisten ja nur,
daBl gewisse Mengen jedenfalls existieren, schlieBen aber nicht von
vorneherein die Existenz anderer Mengen aus, wenn sich auch solche
unter Umstdnden nachtriglich als unméglich erweisen kénnen (wie
die paradoxen Mengen). Am einfachsten wire es, wenn neben den
durch das A. d. Unendlichen geforderten Mengen nur noch die ohne-
hin existierende Nullmenge als urspriinglicher Baustein von Mengen
auftrite, wenn also auBer diesen Mengen lediglich die aus ihnen nach
den Axiomen II bis VI herleitbaren Mengen existierten. Das ist aber
durch unsere Axiome keineswegs verfiigt. Z. B. konnte, um ein be-
stimmtes und verhiltismaBig einfaches Beispiel zu wihlen, eine Menge m,
existieren, die ein einziges Element s, enthilt, in dem wiederum ein
einziges Element m, vorkommt und so endlos weiter; es wire also

.omyemgemuem emy, d. h. allgemein m,,, em,
(k=0,1,2,...).

Man kann diesen Sachverhalt etwa so bezeichnen, dafl in m, kein
innerster Kern (letzter Baustein) vorkommt?).

Solche und weitere Moglichkeiten beziiglich der iiberhaupt exi-
stierenden Mengen zu beseitigen und den innersten Kern aller vor:
kommenden Mengen auf die Nullmenge zu beschranken, ist aus meh-
reren Griinden wiinschenswert. Vor allem bedeutet eine solche Be-
schrinkung eine Vereinfachung des mengentheoretischen Gebaudes,
ohne daB dieses dadurch an Bedeutung und Anwendbarkeit verliert;
denn alle mathematisch bedeutsamen Mengen konnen, nétigenfalls
unter Anderung der Bezeichnung, mit einer so eingeschriankten Axio-
matik gesichert werden. Weiter ist ohne eine solche Einschrankung nicht
zu erreichen, dafl unser Axiomensystem die Gesamtheit der durch es
gestatteten Mengen eindentig bestimmt, wie dies beim Aufbau jeder
Axiomatik wiinschenswert ist (vgl. S. 227); auf Grund der bisherigen
Axiome konnen z. B. Mengen von der Art, wie zu Ende des vorigen
Absatzes angegeben, entweder existieren oder nicht existieren. Endlich

1) Solche und allgemeinere Mengen sind von D. Mirimanoff (Zitat von
S. 152, S. 42) betrachtet und als ,ensembles extraordinaires“ bezeichnet worden.
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stehen Mengen der geschilderten Art, die nach den bisherigen Axiomen
zulassig sind, mit gewissen paradoxen Mengen in zu engem Zu-
sammenhang (vgl. Mirimanoff a.a. O.), als daB die Zulassung solcher
Mengen gleichgiiltig erscheinen konnte. Es empfiehlt sich daher, den
Mengenbegriff gegeniiber den bisherigen Axiomen einzuschrinken durch
ein letztes Axiom, das unscharf, aber anschaulich etwa so ausgesprochen
werden kann: '

Axiom VIII. Aufer den durch die Axiome II bis VII geforderien
Mengen existieren keine weiteren Mengen. (Beschrinktheitsaxiom.)

Man kann das Axiom auch dahin ausdriicken, dal der Begriff
der Menge so eng sein soll, als es mit den bisherigen Axiomen iiber-
haupt vereinbar ist. Fiir eine schiarfere Fassung des Axioms vergleiche
man Fraenkel I, S. 233f, sowie den auf S. 212, Fulinote 3, angefiihrten
Aufsatz (S. 163). Gewisse hiermit und mit dem A. d. Unendlichen
zusammenhidngende Fragen, die sich auf die Existenz sehr umfassen-
der Mengen (in der Canforschen Mengenlehre wie innerhalb der Axio-
matik) beziehen, harren allerdings noch ihrer endgiiltigen Erledigung?);
vorher wird man das angefilhrte Axiom VIH nicht als endgiiltig an-
sehen diirfen.

Nach dem Abschlufi dieser axiomatischen Grundlegung der Mengenlehre
mag vergleichshalber noch kurz auf die Punkte hingewiesen werden, in denen
sie von der (bisher allein in zusammenhiéngender Darstellung vorliegenden)
Fassung Zeymelos (Zermelo I11I) abweicht Was zundchst den allgemeinen Auf-
bau der Axiomatik betrifft, so hat sich der ,Bereich 8%, dem die Mengen
angehdren sollen und dem selbst keine Menge entspricht, als entbehrlich er-
wiesen %); daher wurde von ihm angesichts der vielen Bedenken und Mifiverstind-
nisse, die er erregt hat, villig abgesehen. Ferner wurde zu der einen Zermelo-
schen Grundbeziehung ¢ aus allgemein logischen wie besonderen Griinden noch
die weitere Grundbeziehung der Identitéit (=) hinzugenommen?); von ihr braucht
tibrigens nur ein einziges Mal (Beispiel 3 auf S. 198f) Gebrauch gemacht zu
werden, wihrend man sie im librigen auf die Beziehung ¢ zuriickfithren kann.
‘Wesentlicher als diese beiden nur formalen Abweichungen ist die Beschrin-
kung der Betrachtung auf Mengen, d. h. der Ausschluf von ,Dingen*, in denen
keine Elemente enthalten sind (bis auf die Nullmenge); Nicht-Mengen kénnen
also auch als Elemente von Mengen nicht auftreten, eine Einschrédnkung, die
eine dhnliche Vereinfachung der Betrachtung bezweckt, wie sie oben bei der
Einfithrung des Beschrinktheitsaxioms als wiinschenswert dargelegt wurde.

Von den einzelnen Axiomen gewinnt das (dufierlich unverindert erschei-
nende) A. d. Bestimmtheit einen wesentlich verinderten Sinn durch die soeben
hervorgehobene Einschrinkung der Betrachtung auf Mengen. Es besagt nim-

1) So ist, wie ich einem Hinweis C. Kuratowskis verdanke, in diesem Zu-
sammenhang von Bedeutung das noch ungeldste Problem, ob es ,regulire An-
fangszahlen mit Limesindex* gibt (vgl. Hausdorff, S. 131).

2) Vgl. A.Schoenflies im Jahresber. d. D. Mathematikerverein., 20 (1911), 242f.

8) So verfiahrt schon G. Hessenberg im Journ. f. Math., 135 (1909), 83, wo
dann allerdings auch ein (vorstehend vermiedener) Funktionsbegriff als urspriing-
licher Grundbegriff eingefiihrt wird.
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lich im besonderen, dafi alle ,Dinge“ die keine Elemente umfassen, mitein-
ander (d. h. mit der Nullmenge) identisch sind, wihrend nach Zermelo III bereits
die Gesamtheit aller Nicht-Mengen ohne scharfe Grenzen und von paradoxem
Charakter sein kann. Das A. d. Paarung beschrinkt sich auf die Forderung
der Paarmengen im Gegensatz zu dem entsprechenden Zermeloschen A.d. Ele-
mentarmengen, das aufierdem noch die Existenz der Nullmenge und der Menge
{m} bei gegebenem m verlangt; diese Forderungen werden vermoge der Be-
weise der Beispiele 2 und 3 auf S. 198f. entbehrlich. Wéhrend die Axiome der
Vereinigung, der Potenzmenge und der Auswahl mit den nédmlichen Axiomen in
Zeymelo 111 tibereinstimmen, stellt die verinderte Auffassung des A. d. Aussonde-
rung wohl die wichtigste Abweichung dar, da hier noch ein wesentlicher Rest
aus der intuitiv-philosophischen, durch die Paradoxien erschiitterten Auffassung
Cantors zuriickgeblieben war; von dieser Abweichung war bereits oben (S. 197f.)
die Rede. Endlich ist auch die Notwendigkeit, das A. d. Unendlichen zu er-
weitern, und das Bedtirfnis nach der Hinzufiigung des Beschridnktheitsaxioms
schon hinreichend erdrtert worden.

b) Uber Unabhingigkeit, Vollstindigkeit und Widerspruchslosig-
keit des Axiomensystems.

Nach vorstehender Entwicklung einer axiomatischen Begriindung
der Mengenlehre bleibt es noch iibrig, einige allgemeine Bemerkungen
iiber die axiomatische Methode iiberhaupt anzufiigen; sie sollen- uns ein
tieferes Verstindnis dieser Methode im allgemeinen und damit auch
threr Verwendung zur Grundlegung der Mengenlehre vermitteln und
iiberdies einige an jede Axiomatik sich ankniipfende grundsitzliche
Fragen hervorheben. Deren Klidrung ist gerade im Fall der Mengenlehre
von entscheidender Bedeutung dafiir, ob wir die vorangehenden Uber-
legungen als eine stichhaltige und woméglich endgiiltige Losung des
durch die Paradoxien verschlungenen Knotens ansehen diirfen oder nicht.

Die Entstehung und erste Entwicklung der axiomatischen Methode
liegt auf dem Gebiet der Geometrie. Letzten Endes auf Euclids
»Elemente®, dann auf die Erfindung und Begriindung der Nichteukli-
dischen Geometrie durch Gauf und seine Zeitgenossen N. J. Lobai-
schefskij und Johann Bolyai (Anfang des 19. Jahrhunderts) zuriick-
gehend, hat die allgemeinere axiomatische Betrachtung mit M. Paschs
»Vorlesungen iiber neuere Geometrie“ (1882), dann in einem wesent-
lich weiteren und abstrakteren Sinn mit verschiedenen Arbeiten
italienischer Forscher (namentlich G. Veroneses und G. Peanos) so-
wie mit D. Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie“!) begonnen. Seitdem
hat die Axiomatik geradezu einen Siegeslauf durch die Mathematik
und auch in manche benachbarte Wissenschaften (Physik, Logik) an-
getreten und ist zur Begriindung sowohl der groBen Teilgebiete der
Mathematik wie vieler allgemeiner oder auch spezieller Einzelbegriffe
(vom Begriff der Gruppe bis zu dem des arithmetischen Mittels)
verwendet worden. Wihrend die wichtigsten Leistungen etwa durch

1) Urspriinglich 1899 erschienen; 5. Auflage, Leipzig und Berlin 1922.
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die Namen G. Peano (natiirliche Zahlen), D. Hilbert (reelle Zahlen),
E. Zermelo (Mengenlehre) bezeichnet werden konnen, ist die intensivste
Pflege dieser Methode zahlreichen amerikanischen Forschern unter der
Fihrung E. H. Moores zu verdanken.

Fir die Einschitzung des Wertes der axiomatischen Methode hat
man zwei Falle zu unterscheiden. Zunichst kann sie eine nur mdégliche
Begriindungsmethode darstellen, die zur Beurteilung des Aufbaues einer
Theorie und zur Wertung ihrer einzelnen Bestandteile und Voraus-
setzungen besonders geeignet ist; neben ihr bleibt grundsatzlich gleich-
berechtigt die (frijher allein iibliche) genetische Methode bestehen, die
die Begriffe der zu entwickelnden Theorie durch Definition, d. h. durch
Zuriickfiihrung auf schon bekannte Begriffe festlegt und aus den
neuen Begriffen deduktiv die Sidtze der Theorie (darunter auch die
,Axiome®) ableitet. Diese nur gleichberechtigte Rolle spielt die Axio-
matik meist bei der Begriindung spezieller Begriffe und Sonderfragen
innerhalb groBerer, wohlfundierter Disziplinen; aber auch fiir allge-
meine Wissenschaftsgebiete kann in diesem Sinn die axiomatische
Methode neben der genetischen stehen, so beispielsweise bei der
Begriindung der Theorie der reellen Zahlen, zu der man vom Be-
griff der ganzen und weiterhin der rationalen Zahl durch definitori-
sches Fortschreiten und Verallgemeinerung des Zahlbegriffs gelangen
kann (vgl. S.106, FuBnote), oder bei der Begriindung der analytischen
Geometrie, die sich auf der Zahlenlehre mittels der die geometrischen
Gebilde definierenden , Koordinaten® aufbauen liBt. Fiir gewisse grund-
legende Theorien dagegen ist die axiomatische Methode nicht nur
eine wertvolle gleichberechtigte, sondern letzten Endes die allein mégliche
Art der Begriindung: wenn namlich die genetische Methode insofern ver-
sagt, als es sich um die (wirklich oder anscheinend) einfachsten Grund-
begriffe der Wissenschaft iiberhaupt handelt, die nicht durch Defini-
tion auf noch einfachere zuriickgefithrt werden konnen, oder wenn
die genetische, definitorische Entwicklung unvermeidlich zu logischen
Widerspriichen zu fithren scheint. Jenes gilt z. B. fiir die Lehre von
den ganzen Zahlen oder fiir die Begriindung der Geometrie ,nach
rein geometrischer Methode¥, dieses zum mindesten fiir die Mengen-
lehre. Als charakteristisch fiir eine heute vielfach verbreitete Auffassung
mogen folgende Sitze Hilberts angefiihrt werden: ,Die axiomatische
Methode ist tatsichlich und bleibt das unserem Geiste angemessene
unentbehrliche Hilfsmittel einer jeden exakten Forschung, auf welchem
Gebiete es auch sei: sie istlogisch unanfechtbar und zugleich frucht-
bar; sie gewihrleistet dabei der Forschung die vollste Bewegungs-
freiheit. Axiomatisch verfahren heif3t in diesem Sinne nichts anderes,
als mit Bewubtsein denken: wihrend es frither ohne die axiomatische
Methode naiv geschah, daB man an gewisse Zusammenhinge wie an
Dogmen glaubte, so hebt die Axiomenlehre diese Naivitit auf, 1aBt
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uns jedoch die Vorteile des Glaubens.“') Und an anderer Stelle (zu
Ende seines in der nichsten FuBnote angefithrten Aufsatzes): ,JIch
glaube: Alles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens iiber-
haupt sein kann, verfillt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif
ist, der axiomatischen Methode und damit mittelbar der Mathematik.
In dem Zeichen der axiomatischen Methode erscheint die Mathematik
berufen zu einer fithrenden Rolle in der Wissenschaft iiberhaupt.«?)

Die wichtigsten der allgemeinen Fragen, die bei der axiomati-
schen Begriindung irgendeiner Wissenschaft oder eines Einzelbegriffs
untersucht werden miissen, sind die Frage der Unabhingigkeit der
Axiome, die der Vollstindigkeit des Axiomensystems und schlieBlich
die der Waiderspruchslostgkeit des Systems, mit der das Problem des
Ursprungs und der Begriindung der Axtome eng verkniipft ist. Diese
Fragen sollen mit besonderer Riicksicht auf unsere vorstehende Axio-
matik der Mengenlehre kurz berithrt werden, wobei das Problem der
Widerspruchslosigkeit, das wichtigste und schwierigste unter ihnen,
als letztes an die Reihe komme.

1) In dem ersten der auf S. 235, Fufinote 3, genannten Aufsiitze, S. 161.

?) Zur niheren Orientierung iiber das Wesen der axiomatischen Methode
im allgemeinen werde verwiesen auf:

Hessenberg, G.: Uber die kritische Mathematik; Sitzungsber. d. Berliner
Math. Gesellschaft 3 (1904), 21—28.

Enriques, Fr.: Probleme der Wissenschaft, 1. Teil (iibers. v. K. Grelling,
Leipzig und Berlin 1910), Kapitel III.

Pervon, O.: Jahresber. d. D. Mathematikerver., 20 (1911), 208—211.

Zaremba, S.: Théorie de la démonstration dans les sciences mathématiques;
L’Enseignement Mathématique, 18 (1916), 4—44.

Hilbert, D.: Axiomatisches Denken; Math. Annalen, 78 (1918), 405—419.

Pasch, M.: Mathematik und Logik (Leipzig 1919).

Bernays, P.: Die Bedeutung Hilberts f. d. Philosophie der Mathematik;
yDie Naturwissenschaften“, 10 (1922), 93—99.

Boehm, K. : Begriffsbildung (, Wissen und Wirken*, Bd. 2; Karlsruhe 1922).
Fiir eine Wiirdigung der axiomatischen Methode vom philosophischen Stand-
punkt aus vergleiche man (neben Enriques) z. B. E. Husserl : Logische Unter-
suchungen, Bd. 1 (2. Aufl., Halle 1913), 2481f.; E. Cassirer: Substanzbegriff und
Funktionsbegriff (Berlin 1910), 122ff.; M. Schlick: Allgemeine Erkenntnislehre
(Berlin 1918), 30ff.; A Héfler: Logik (2. Aufl, Wien 1922); vor allem aber
das 2. und 3. Kapitel von Fr. Londons Aufsatz ,Uber die Bedingungen der
Moglichkeit einer deduktiven Theorie“, Jahrb. f. Philos. und phinomen. For-
schung, 6 (1923), 835—384; siche auch die dort (S. 883) angefiihrten Aufsitze
von A. Padoa und G. Peano. Ablehnend gegeniiber der Axiomatik (oder
vielmehr vorzugsweise gegeniiber ihrer Uberschidtzung und Ubertreibung)
verhilt sich E. Study im SchluBabschnitt seiner Schrift ,Die realistische Welt-
ansicht und die Lehre vom Raum® (,Die Wissenschaft“ 54; Braunschweig 1914,
z. Zt. in Neuauflage [1. Teil 1923] erscheinend); die dortige Polemik diirfte je-
doch gegen die Axiomatik gerade der Mengenlchve um so weniger gemeint
sein, als ja die Mengenlehre weder auf die Arithmetik noch auf Erfahrung
gegriindet werden kann und ihr intuitiv-genetischer Aufbau durch Canfor sich
als unzureichend erwiesen hat.
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Wir beginnen mit der Forderung und Untersuchung der Unab-
hidngigkeit der Axiome. Der eine oder andere Leser hat vielleicht
schon zu Beginn dieses Paragraphen Anstol genommen an der Un-
bestimmheit der Aufgabe, geeignete Voraussetzungen oder Axiome
fiir ein Wissenschaftsgebiet (hier fiir die Mengenlehre) auszuwihlen,
um aus ihnen dann deduktiv alle {ibrigen Sitze des Gebiets abzuleiten.
Willkiirlich bleibt dabei zunichst nicht nur, welche Sitze wir als Axiome
wahlen (und welche Begriffe als Grundbegriffe), sondern auch wie
vielen wir den Charakter als Axiom geben. Man konnte darauf ver-
fallen, alle Sitze der Mengenlehre oder wenigstens z. B. alle in diesem
Buch vorkommenden als Axiome zu charakterisieren und sich so die
schwierige Arbeit zu ersparen, die in der Ableitung tieferliegender
Satze und Begriffe aus den Axiomen besteht. Wenn man freilich ein
solches Unternehmen nicht ernsthaft als axiomatische Begriindung
vorschlagen wird, so bleibt doch auch ohne solche Ubertreibung die
Frage bestehen: Welche Einschrinkung ist iiber Anzahl und Umfang
der Axiome erforderlich oder wiinschenswert und wie kann das offen-
bar erstrebenswerte Ziel, ,moglichst wenig Aussagen® in die Axiome
aufzunehmen, schirfer umrissen werden? Dal es nicht auf die An-
zahl der Axiome allein ankommen kann, ist schon deshalb klar, weil
ja stets durch Zusammenschmelzen zweier Axiome (oder selbst durch
ihr bloBes Aneinanderreihen mit ,und“ an Stelle des SchluSpunktes)
aus zwel Axiomen ein einziges hergestellt werden kann; das uns vor-
schwebende Einfachheitsprinzip fiir ein Axiomensystem kann aber
doch sicherlich nicht von der Interpunktion abhingen!

Das gesuchte Prinzip soll nun kurz in der Forderung bestehen,, daB
keines dev Axiome entbehrlich sein darf, d. h. daB es nicht moglich sein
soll, unter Zugrundelegung aller Axiome bis auf ein einziges dieses eine
Axiom zu beweisen und so in seinem Charakter als Axiom iber-
flissig zu machen. Wird fiir jedes einzelne Axiom des Axiomen-
systems gezeigt, daB3 es nicht aus den ibrigen Axiomen abgeleitet
werden kann, sodall es unmoglich ist, mittels eines Teiles der Axi-
ome die in Frage stehende Theorie zu begriinden, dann ist das
Axiomensystem in einem ganz bestimmten Sinn als nicht mehr redu-
zierbar, als moglichst einfach erkannt. Zunidchst scheint es wohl, daf3
der Nachweis einer solchen Unmdéglichkeit eine ganz besonders
schwierige Aufgabe darstellt; gilt es doch zu zeigen, daBl unter allen
denkbaren Versuchen, ein Axiom aus der Gesamtheit der iibrigen zu
folgern, keiner zum Ziel fithren kann, also einen Unmdglichkeitsbeweis
von der auf S. 9/10 geschilderten Art zu filhren. Man iiberwindet
indes diese Schwierigkeit verhiltnismaBig einfach auf einem Weg,
der jenen negativen Nachweis positiv wendet und den grundsitzlich
schon die Erfinder der Nichteuklidischen Geometrie eingeschlagen
haben; seit seiner systematischen Beschreitung durch die italienische
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Schule und Hilbert ist er zu einem klassischen Verfahren geworden.
Die durch zwei Jahrtausende fortgesetzten Versuche, das Euklidische
Parallelenaxiom (d. h. die Aussage, daB durch einen gegebenen Punkt
zu einer gegebenen Geraden hochstens eine eimzige Parallele gezogen
werden kann) zu beweisen, waren niamlich naturgemiaB vor allem auf
indirektem Weg unternommen worden; man entwickelte aus der An.
nahme des Gegenteils eine Reihe von Folgerungen in der Hoffnung,
diese als unsinnig (d. h. als mit den iibrigen Axiomen der Geometrie
im Widerspruch stehend) nachweisen zu koénnen. Da zeigte sich zur
Uberraschung der mathematischen Welt, daB die Folgerungen in ihrer
Gesamtheit ein keineswegs widerspruchsvolles, sondern im Gegenteil
ein widerspruchsloses System darstellen von gleicher Legitimitit wie
die gewohnliche Geometrie, auf die das neue System {ibrigens in
gewissem Sinn zuriickgefiihrt werden kann. Das Gegenteil des Paral-
lelenaxioms erwies sich also als vereinbar mit den iibrigen geometri-
schen Axiomen; es konnte somit unmoglich ein Versuch gelingen,
aus diesen das Parallelenaxiom herzuleiten. Der Beweis der Unab-
hiangigkeit des Parallelenaxioms von den iibrigen Axiomen der Geo-
metrie war damit erbracht. Genau ebenso verlauft nun allgemein der
Beweis der Unabhingigkeit der Axiome eines Systems, d. h. der Nach-
weis der Unmoglichkeit, irgendein Axiom aus der Gesamtheit der
iibrigen zu folgern. Man konstruiert zu jedem einzelnen Axiom ein
(als widerspruchsfrei geltendes oder beweisbares) Pseudosystem
(Pseudowissenschaft), in dem das Gegenteil des zu untersuchenden
Axioms gilt, wihrend gleichzeitig alle ibrigen Axiome erfiillt sind;
das Pseudosystem zeigt dann die logische Unabhingigkeit des be.
treffenden Axioms von der Gesamtheit der iibrigen Axiome.

Im Fall der Mengenlehre wird der Pseudocharakter der fiir den
Unabhingigkeitsbeweis  erforderlichen ,Quasi-Mengenlehren® darin
liegen, daBl der Mengenbegriff anders, in der Regel enger, gefaBt
wird als in der aus unserer Axiomatik sich ergebenden ,echten
Mengenlehre?); diese Quasi-Mengenlehren werden also nicht umfassend
oder nicht allgemein genug sein, um allen Tatsachen der rechtmiBigen
Mengenlehre Raum zu geben, miissen aber andererseits in sich ge-
schlossen und widerspruchslos sein, wenn sie fiir die jeweilige Unab-
hiangigkeitsbehauptung beweiskriftig sein sollen. In welcher Weise fiir
jedes Axiom eine speziellere Bedeutung des Mengenbegriffs zu wihlen
ist, wird der Leser in den meisten Fillen selbst zu finden in der
Lage sein auf Grund der Bemerkungen, die bei den einzelnen Axiomen
oben gemacht wurden, um die Notwendigkeit der Einfithrung der

1) Auch eine von der iiblichen Auffassung abweichende Deutung der Grund-
beziehung a ¢ b konnte dem nimlichen Zwecke dienen, wiirde aber schwierigere
{Uberlegungen erforderlich machen.
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Axiome plausibel zu machen: wenn dort das eine oder andere Axiom
als erforderlich hingestellt wurde, um gewisse durch die anderen
Axiome nicht ermoéglichte Betrachtungen der Mengenlehre zu ge-
statten, so zeigt eben das bei Ausschluf3 dieser Betrachtungen iibrig-
bleibende Torso der Mengenlehre — vorausgesetzt, dal es in sich ge-
schlossen ist — die Unabhangigkeit des betrachteten Axioms. So kann
man z. B, um fiir das A, d. Bestimmtheit den Unabhingigkeitsbeweis
zu fithren, unter ,Menge* etwa ,,geordnete Menge“ verstehen, also eine
Menge nicht schon allein durch die Gesamtheit ihrer Elemente, son-
dern erst noch durch deren Reihenfolge sich festgelegt denken?); zum Be-
weis der Unabhingigkeit des A. d. Potenzmenge lasse man nur end-
liche und abzahlbare Mengen zu, zum Unabhingigkeitsbeweis fiir das
A. d. Unendlichen iiberhaupt nur endliche Mengen, innerhalb deren
Gesamtheit die iibrigen Axiome simtlich erfiillt sind; die Unabhingig-
keit des A. d. Aussonderung kann man derart zeigen, daB man den
Begriff der Teilmenge gegeniiber dem iiblichen sehr einschrinkt, daB
man z. B. fiir die Menge der natiirlichen Zahlen (d. h. fiir die Menge Z,,,
S. 216) nur endliche Teilmengen, aber keine unendlichen zuldBt?) usw.

Besondere Schwierigkeit und besonderes Interesse hat sich von
Anfang an mit der Frage der Unabhdngigkeit des Auswahlaxioms
verkniipft; es blieb offen, ob dieses viel umstrittene Axiom nicht viel-
leicht iiberhaupt entbehrlich, d. h. auf Grund der iibrigen Axiome be-
weisbar sei. Die Schwierigkeit dieser Untersuchung lag besonders
an folgendem Umstand: Es muB nachgewiesen werden, daB Teil-
mengen der Vereinigungsmenge &M von solchen Eigenschaften, wie
sie fiir die Auswahlmengen einer vorgelegten Menge M charak-
teristisch sind, nicht schon auf Grund des A. d. Aussonderung ge-
bildet werden konnen; soweit namlich dieses Axiom die Existenz der-
artiger Teilmengen gewihrleistet, soweit also die Charakterisierung der
Elemente einer Auswahlmenge hinreichend ,,definit« (vgl. S. 197) mog-
lich ist, um sich dem A. d. Aussonderung unterzuordnen, bedarf man
ja des A. d. Auswahl iiberhaupt nicht, kommt vielmehr mit der Bil-
dung von Teilmengen in dem Umfang aus, wie er schon durch das
A. d. Aussonderung gesichert wird. Man hat daher zum Beweis der
Unabhangigkeit des Auswahlaxioms den Mengenbegriff so einzu-
schrinken, daB fiir eine gewisse Menge M keine Auswahlmenge exi-
stieren kamn, wihrend u. a. das A. d. Aussonderung bestehen bleibt;
dann liegt die Unmoglichkeit zutage, eine Auswahlmenge von M auf

1) Wie danach die iibrigen Axiome aufzufassen sind, kann hier nicht
cinzeln erdrtert werden,

2) Eine ndhere Ausfiihrung, die gleichzeitig ein Beispiel einer mit licken-
losen Beweisen durchgefiihrten Unabhingigkeitsuntersuchung darstellt, findet
man in Fraenkel I. Auf das A. d. Beschriinktheit ist in den vorangehenden
Bemerkungen keine Riicksicht genommen worden.

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 15
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Grund des A. d. Aussonderung zu bilden. Es wird begreiflich er-
scheinen, daB die urspriingliche Fassung des A. d. Aussonderung
(mit Einfihrung des Begriffes ,definit¥, S. 197) nicht scharf genug
war, um einen derartigen Unmoglichkeitsbeweis zu fiihren; erst mittels
der auf S. 198 erwahnten Verschirfung jenes Axioms ist kiirzlich der
Unabhingigkeitsbeweis fiir das Auswahlaxiom gelungen (Fraenkel II).
Dieser Beweis bezieht sich ibrigens auf das urspriingliche Axiomen-
system Zermelos, in dem neben Mengen auch noch andere , Dinge«
(als Elemente von Mengen) zugelassen sind (vgl S. 219); ein (wohl
nur in beschrinktem MaBe entsprechend zu fithrender) Unabhingig-
keitsbeweis in bezug auf das vorstehend angegebene Axiomensystem,

in dem nur Mengen betrachtet werden, steht zur Zeit noch aus.

Auf feinere Arten der Unabhidngigkeitsbetrachtung ist hier nicht der
Ort einzugehen. Es genlige die Bemerkung, dafi man eine liber das vorstehend
Angefiihrte hinausgehende Art der Unabhingigkeit von Axiomen untersucht
und als volistdndige Unabhdngighkeit bezeichnet hat?), daf man ferner auch Unter-
suchungen iiber die Unabhdngigkeit dev undefinierten Grundbegriffe (Grundbe-
ziehungen) eines Axiomensystems (in bezug auf dieses System) angestellt hat,
um zu zeigen, dafi von den eingefiihrten Grundbegriffen keiner entbehrt werden
kann?). Fiir unser Axiomensystem mit den beiden Grundbegriffen — und ¢ samt
ihren Negationen geniigen in dieser Richtung die Bemerkungen von S. 219.
Ubrigens ist offenbar der Wert eines Unabhéngigkeitsbeweises fiir ein Axiomen-
system um so gréBer, je einfachere Aussagen die einzelnen Axiome enthalten;
die Spaltung eines Axioms in mehrere einfachere Axiome bedeutet also trotz
der damit wachsenden Anzahl der Axiome eine Verbesserung des Axiomen-
systems. In unserem Axiomensystem ldfit, wie leicht ersichtlich, die Einfachheit
der einzelnen Aussagen nichts zu wiinschen iibrig.

Neben der Unabhingigkeit ist eine zweite, noch wichtigere Eigen-
schaft, die man von einem Axiomensystem wenigstens nach Moglich-
keit zu erwarten pflegt, die Vollstindigkeit des Systems. Diese Eigen-
schaft ist bisher viel weniger behandelt und, soweit dies geschah, nicht
immer im gleichen Sinn verstanden worden. Am nichsten liegt wohl
die Auffassung, wonach die Vollstindigkeit eines Axiomensystems er-
fordert, daB dieses die gesamte durch das System zu begriindende Theorie
umfasse und beherrsche, derart, daB jede in die Theorie einschligige
Frage durch Schliisse aus den Axiomen im einen oder anderen Sinn
zu beantworten sein miisse. Offenbar steht die Beurteilung der Voll-
standigkeit in diesem Sinn im engsten Zusammenhang mit dem im
vorigen Paragraphen (S. 169f) erorterten Problem der Entscheidbarkeit
mathematischer Fragen; seitdem die altere Uberzeugung, dal jede
mathematische Aufgabe positiv oder negativ entschieden werden konne,

1) Moore, E. H.: Introduction to a form of general analysis (New Haven
1910), S. 82; vgl. auch z. B. R. D. Beetle: Math. Annalen, 76 (1915), 444.
?) Vgl. A. Padoa: C. R. du 2°¢ congrés internat. des mathématiciens 1900

(Paris 1902), S. 250.
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ins Wanken geraten ist oder zum mindesten nicht mehr allseits als
selbstverstandlich betrachtet wird, stehen der Priffung der so verstan-
denen Vollstindigkeit eines Axiomensystems sehr erhebliche Schwierig-
keiten im Wege. Die Vieldeutigkeit der hier moglichen Auffassungen
wird am besten ein einfaches Beispiel verdeutlichen. Die Frage, ob
es zu einer oberhalb 2 gelegenen Zahl ein Fermatsches Zahlentripel
gibt oder nicht, wird gefiihlsmaBig von der iiberwaltigenden Mehrzahl der
Mathematiker sicher zu den entscheidbaren Fragen gerechnet. Sollte
aber jemals nachzuweisen sein, daf diese Frage mit den Mitteln der
Zahlentheorie nicht entschieden werden kann, so diirften grundsitzlich
immer noch zwei Wege zur Erkliarung dieser Tatsache offenstehen:
entweder kann man der Ansicht sein, daB eine Entscheidung jener
Frage ihrer Natur nach tiber die Mdoglichkeiten der menschlichen Ver-
nunft hinausgehe, oder die Meinung vertreten, daB3 unser Begriff von
der natiirlichen Zahl nicht hinreiche, d. h. dafl das Axiomensystem der
Theorie der natiirlichen Zahlen nicht vollstindig genug sei, um die
Entscheidung jeder auf natiirliche Zahlen beziiglichen Frage zu er-
méglichen; in diesem Falle wire die Hinzufiigung weiterer (uns frei-
lich heute kaum vorstellbarer) Axiome erforderlich?). Am Beispiel des
Kontinuumproblems und anderer Fragen leuchtet ein, daff fir die
Mengenlehre eine Priffung der Vollstindigkeit unseres Axiomensystems
in diesem Sinn noch weit grofleren Schwierigkeiten begegnen wiirde.

Scharfer umrissen und einfacher zu priifen ist ein anderer Sinn
der Vollstandigkeit eines Axiomensystems, wie er in aller Ausfiihrlich-
keit wohl zuerst von O. Veblen gekennzeichnet worden ist?). Danach
hei3t ein Axiomensystem vollstindig, wenn es die ihm unterworfenen
mathematischen Objekte samt den Grundbeziehungen in eindeutiger
Weise festlegt, derart namlich, daB zwischen zwei verschiedenen Deu-
tungen der Grundbegriffe und Grundbeziehungen der Ubergang durch
eine umkehrbar cindeutige und isomorphe®) Zuordnung hergestellt
werden kann. Schirfer ausgedriickt und auf unseren Fall der Mengen-
lehre bezogen: Ist das Axiomensystem vollstindig und hat man auf
zwel verschiedene Arten, jeweils im Einklang mit den Axiomen, eine
Deutung des Begriffs Menge — insbesondere auch seinem Umfange
nach — und der Grundbeziehung aeb gewidhlt, so mub es moglich
sein, zwischen den Mengen der einen Deutung und denen der anderen

1) Zum Entscheidbarkeitsproblem vgl. noch H. Behmann, Math. Annalen,
86 (1922), 163—229,

2) Transact. of the American Math. Society, 5 (1904), 346; vgl. auch
E. V. Huntington, ebenda 3 (1902), 264 und A. Fraenkel, Journ f. d. r. u.
angew. Math,, 141 (1911), 76. Veblen nennt ein derartiges Axiomensystem ,,cate-
govical.

%) Der Ausdruck ,isomorph® hat hier einen erheblich allgemeineren Sinn,
als sonst (in der Gruppen- und Korpertheorie) iiblich; niher darauf einzugehen
ist hier iiberfliissig.

15%*
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eine Zuordnung derart herzustellen, daB erstens jeder Menge der einen
Deutung eine und (bis auf die identischen Mengen) nur eine einzige
Menge der anderen Deutung entspricht und umgekehrt, und daB
zweitens, wenn aeb eine richtige Beziehung der einen Deutung ist
(d- h. wenn fiir sie g Element der Menge b ist), auch fiir die zu a
bzw. b in der anderen Deutung zugeordneten Mengen ¢’ bzw. b’ die
Beziehung a’¢d’ zutrifft und umgekehrt. Es wurde oben (S. 218) darauf
hingewiesen, dafl die sieben Axiome Zermelos nicht ein in diesem Sinn
vollstindiges Axiomensystem formen; ‘es bleibt namlich bei diesem
System noch die Wahl, gewisse (mit den Axiomen vertragliche, aber
durch sie nicht geradezu geforderte) Mengen mannigfacher Art entweder
als existierend oder als nicht existierend zu betrachten, Das Bestreben,
jenes System zu einem im angefiihrten Sinn vollstindigen zu erginzen,
leitete uns dort zu dem A. d. Beschrinktheit (S. 219).

An Bedeutung, aber auch an grundsitzlicher Schwierigkeit treten
die behandelten Fragen der Unabhingigkeit und der Vollstindigkeit
weit zuriick hinter dem letzten Problem, das uns hier hinsichtlich
der axiomatischen Methode beschiftigen soll, dem des Ursprungs
und der Begriindung der Axiome und der Widerspruchslosigkeit des
Axiomensystems. Als die griechische Mathematik, wie sie uns in
Euclids Elementen entgegentritt, die Geometrie auf Axiome zu grinden
versuchte, da mochte das Problem der Widerspruchslosigkeit als be-
deutungslos erscheinen; die Grundbegriffe, iiber die die Axiome Aus-
sagen machten, waren in einer mehr oder weniger befriedigenden
Weise definiert, also ¢nhaltlich gekennzeichnet, und die Aussagen der
Axiome wurden, mindestens in threr grofen Mehrzahl, teils als ana-
Iytische Urteile, teils als unmittelbare Tatsachen der Erfahrung oder
der inneren Anschauung betrachtet; so angesehen bedurften sie keiner
Begriindung und konnten, da evident, keinesfalls zu Widerspriichen
AnlaBl geben. Ein derartiger Gedankengang erscheint uns heute nicht
nur deshalb als unbefriedigend, weil unser Vertrauen auf die Zuver-
lassigkeit der Erfahrung oder Anschauung durch mancherlei unbe-
zweifelbare mathematische Tatsachen?) erschiittert ist; vieimehr kénnen
wir uns von vornherein mit viel weniger Recht auf unmittelbare An-
schauung berufen angesichts der Entwicklung, die sich — iibrigens
schon lange vor FEuclid beginnend — beziiglich der Auswahl der
Axiome vollzogen hat, und auf die hinzuweisen nicht iiberfliissig sein
wird.

Wenn man unter den Sitzen eines mathematischen Gebietes,
z. B. der Geometrie oder der Algebra oder der Mengenlehre, eine

1) Z. B. die Existenz der Nichteuklidischen Geometrien, der stetigen nicht
differentiierbaren Funktionen, der ein Quadrat vollkommen erfiillenden Kurven usw.,
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Anzahl auswéhlen und als Axiome hervorheben will, so hat man nach
dem Vorangehenden darauf zu achten, dafl das Axiomensystem mog-
lichst unabhidngig und vollstindig ist, also keine {iberfliissigen Axiome
aufweist und kein zur Begriindung des Gebietes erforderliches Axiom
vermissen laBt. Damit ist natlirlich der Entscheidung dariiber, welche
Sitze des Gebietes als Axiome. bezeichnet und welche aus diesen
deduktiv erschlossen werden sollen, noch ein freier, allzufreier Spiel-
raum gelassen?). In Wirklichkeit verfihrt man bei der Auswahl der
Axiome etwa so: man untersucht die einfacheren Sitze des Gebietes,
aus denen man-erwarten darf, die librigen herleiten zu konnen, auf
ihnen zugrunde liegende wesentliche Voraussetzungen von moglichst
allgemeiner und einfacher Natur und méglichst geringer Gesamtanzahl,
schlieBlich auch von méglichst einleuchtendem, mit Erfahrung oder
Anschauung iibereinstimmendem Charakter; falls die aufgefundenen
Voraussetzungen geniigen, um aus ihnen die als Ausgangspunkt be-
nutzten Sitze herleiten zu lassen, so bezeichnet man die Voraussetzungen
als Axiome. Die so bei der Auswahl der Axiome herangezogenen
Kriterien der ,,Allgemeinheit«, der ,Einfachheit“ und der ,,wesentlichen*
Bedeutung sind offenbar von durchaus relativer Art; es kann also nicht
wundernehmen, wenn die Zurlickfithrung einer Wissenschaft auf Axiome,
ihre ,Axiomatisierung®, eine relative und wohl nie endgiiltig und ideal
vollendbare Aufgabe darstellt. Wer etwa die Sitze der elementaren Plani-
metrie oder der Algebra (d. h. der Lehre von den Gleichungen) im
angegebenen Sinn durchmustert, wird in jener Disziplin vielleicht den
Pythagoreischen Lehrsatz, in dieser den ,,Fundamentalsatz der Algebra«?)
als eine wesentliche, allgemeine und verhiltnismiBig einfache gemein-
same Voraussetzung vieler planimetrischer bzw. algebraischer Sitze
erkennen; er wird daher mit Recht diese Sitze als Axiome der be-
treffenden Disziplin zugrunde legen. Nihere Betrachtung und der Ver-
gleich mit benachbarten geometrischen bzw. arithmetischen Gebieten
haben indes gezeigt, daB man jeden der beiden Satze auf noch all-
gemeinere Voraussetzungen zuriickfilhren kann; allgemeiner vor allem
in dem Sinn, daB die neuen Voraussetzungen es gestatten, gleichzeitig
mit dem Pythagoreischen Lehrsatz bzw. dem Fundamentalsatz der
Algebra auch zahlreiche andere, #hnlich allgemeine Sitze aus den
Nachbargebieten herzuleiten. In diesem Sinn wird man es als einen
— wiederum nicht etwa endgiiltigen — Fortschritt ansehen diirfen,
wenn man die newen Voraussetzungen als Axiome kennzeichnet und

Y Ob neuere Untersuchungen von P. Heriz (Math, Annalen, 87 [1922],
246—269 und 89 [1923], 76—102) eine Einengung dieses Spielraums durch ob-
jektive Kriterien auch fiir nicht ganz einfache Fille anbahnen, 14fit sich heute
noch kaum entscheiden.

2) D. i. der Satz, dafi jede algebraische Gleichung mindestens eine (reelle

oder komplexe) Wurzel besitzt,
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die alten Axiome, mindestens teilweise, dieses Charakters entkleidet
und zu beweisbaren Sitzen stempelt. Fiir dieses fortschreitende Ver-
fahren hat Hilbert den bezeichnenden Ausdruck von der Tieferlegung
der Fundamente der einzelnen Wissensgebiete gepragt; die Tieferlegung
hat seit den Anfingen der mathematischen Forschung begonnen, lange
bevor an Axiomatisierung gedacht wurde, und hat von jeher eine der
wichtigsten Aufgaben jener Forschung dargestellt. Was im besonderen
die Mengenlehre betrifft, so mag es geniligen, auf das Beispiel des
Auswahlaxioms zu verweisen; auf S. 204ff. wurde geschildert, wie
dieses nicht etwa eines schonen Tages erfunden wurde und dann
dazu diente, neue Sitze zu beweisen, sondern wie es umgekehrt auf
dem Wege des Riickwirtsschreitens, namlich durch Analyse bekannter
oder vermuteter Sitze in bezug auf die thnen zugrunde liegenden Vor-
aussetzungen, als Axiom ,entdeckt“ wurde.

Bei dieser Sachlage wird die Frage brennend, ob denn die Axiome
einzeln widerspruchsfrei und in ihrer Gesamtheit miteinander vertrig-
lich sind. Man kann nach dem Gesagten offenbar nicht mehr auf die
unmittelbare Anschaulichkeit der einzelnen Axiome oder gar auf ihren
Ursprung aus der Erfahrung pochen, sofern man iiberhaupt eine solche
Begriindung als logisch und erkenntniskritisch zureichend betrachten
wollte; denn die Axiome sind ja nicht aus der Erfahrung, sondern
aus den Sitzen unseres Wissensgebietes entnommen und nur allen-
falls im Sinn eines moglichst engen Awnschlusses an Erfahrung
oder Anschauung ausgewihlt; iiberdies sind oft gar manche Sitze
des Wissensgebietes, also Folgerungen aus den Axiomen, weit an-
schaulicher und unmittelbarer einleuchtend als die Axiome selbst, die
sich also ihrerseits zu ihrer Rechtfertigung auf jene Folgerungen be-
rufen miiBten (vgl. S. 210). Selbst wenn aber ein Verfahren vorlige,
um ein einzelnes Axiom, wennschon nicht als zwingend, so doch als
in sich widerspruchsfrei und deshalb fiir mathematische Benutzung
brauchbar zu erweisen, so wiren wir immer noch nicht am Ziel
Denn wir gebrauchen ja ein ganzes System von Axiomen, deren Ge-
samtheit durch gegenseitige Verkoppelung der undefinierten Grund-
begriffe und Grundbeziehungen diesen erst ihren Sinn beilegt; in
einem solchen System kann sehr wohl jedes einzelne Axiom in sich
widerspruchsfrei sein, wahrend die Axiome mifetnander nicht vertrag-
lich sind und daher in ihrer Gesamtheit zu Widerspriichen fiihren.
Das wird am deutlichsten an Hand einiger Beispiele erkennbar
werden.

Zwei einfache geometrische Sitze, von denen jeder als fiir sich
widerspruchslos, d. h. in gewissem Sinn als ,richtig® nachgewiesen
werden kann, besagen: ,Ein AuBenwinkel eines ebenen Dreiecks ist
grofer als jeder der zwei ihm nicht anliegenden Innenwinkel“ und
,,Je zwel in der nidmlichen Ebene verlaufende Gerade haben mindestens
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einen Schnittpunkt®. Wollte man diese beiden Satze') als Axiome
einem Axiomensystem der Geometrie einfiigen, das im iibrigen den
Begriffen ,,Punkt®, , Gerade“ usw. einen Sinn der {iblichen Art bei-
legen mag, so wirde man bald auf Widerspriiche stofen; diese be-
ruhen darauf, daB man auf Grund des erstgenannten Satzes leicht
zwei Gerade angeben kann, die keinen gemeinsamen Punkt aufweisen?).
So lange ein solcher Widerspruch zwischen den Axiomen nicht be-
merkt ist, konnte man, auf die Widerspruchslosigkeit der einzelnen
Axiome gestiitzt, Schliisse aus ihnen zu ziehen versucht sein; die sich
dabei ergebenden geometrischen Satze wiirden z. T. falsch, sogar un-
sinnig sein, weil sich aus untereinander widerspruchsvollen Primissen
stets Folgerungen ziehen lassen, die mit dem Satz des Widerspruchs
in Konflikt stehen.

In dem vorstehenden Beispiel ist uns der Widerspruch bekannt,
und dieses Wissen behiitet uns davor, zwei derartige Axiome gleich-
zeitig der Geometrie zugrunde zu legen. Wie steht es aber mit einer
grundsatzlichen Sicherung gegen solche Widerspriiche in einem Axi-
omensystem, das uns mangels Kenntnis derartiger Mangel einstweilen
als widerspruchsfrei gilt und auf dem wir daher unbedenklich mancherlei
SchluBfolgerungen, ja ganze Wissenschaften aufbanen? Welche Uber-
legungen behiiten uns vor solchen Fallstricken selbst bei den schein-
bar einfachsten logischen und mathematischen Gegenstinden, etwa
bei der Lehre von den natiirlichen Zahlen? Peano hat ein einfaches
Axiomensystem fiir diese Lehre angegeben?®), an dessen Widerspruchs-
losigkeit kein Mensch ernstlich zweifelt, so wenig wie an der Giiltig-
keit der aus ihm sich ergebenden Folgerungen (also etwa daran, daB
sich durch fortgesetztes Addieren und Subtrahieren natiirlicher Zahlen
niemals die Gleichung 4 = 5 ergibt). Wenn aber diese Uberzeugung
bewiesen werden soll, so ist dazu offenbar ein Nachweis der Wider-
spruchslosigkeit jenes Axiomensystems (oder eine gleichwertige Uber-
legung) erforderlich. Stellen wir uns etwa vor, es bestehe ein uns
bisher unbekanntes logisches Gesetz des Inhalts: Wie immer mehr
als eine Billion verschiedener Begriffe miteinander logisch verkniipft
werden, immer wird sich dabei notwendig schlieBlich ein Widerspruch

1) Wenn der erste Satz noch als zu kompliziert erscheint, um als Axiom
zu dienen, konnen an seine Stelle einfachere Axiome gesetzt werden, deren
Folge er ist.

2) In Wirklichkeit bestimmen beide Sitze, wenn man jeden mit anderen
Axiomen der iiblichen Art verbindet, zwei durchaus verschiedene Geometrien,
so dafi z. B. der Begriff ,,Gerade* in der ersten einen wesentlich anderen Sinn
hat als in der zweiten. Jede dieser Geometrien ist fiir sich widerspruchslos,
sie sind logisch gleichmdglich.

8) Siehe z.B. 4. Loewy (Zitat von S.16), S. 1ff. und die dort angefiihrte
Literatur; vgl dazu J. 4. Gmeiner und H. Hahn im Jahresber. d. D. Mathe-
matikerver., 30 (1921), 82—91 und 170—179.
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ergeben. Dann ist der uns vertraute Begriff der natiirlichen Zahl un-
zulassig; es kann hochstens eine Billion verschiedener Zahlen geben,
iiber eine Billion hinaus darf man nicht zdhlen; tut man es dennoch,
so muB sich im Verlauf des Rechnens frither oder spiter ein Wider-
spruch ergeben, z. B. eine Gleichung der Art 4 =5. Das wiirde zur
Voraussetzung haben, daB die Axiome Peanos, die eine Gesamtheit
von wumnendlich vielen verschiedenen Zahlen sichern, entweder einzeln
oder in ihrer Gesamtheit einen Widerspruch enthalten. Umgekehrt
schlosse der Nachweis, daB Peanos Axiomensystem widerspruchsfrei
ist, jedes logische Gesetz solch fataler Art aus. Nun kann man ja
hierzu allgemein den Standpunkt einnehmen, dafl eben alle Wissen-
schaft sich auf ein subjektives, nicht weiter begriindbares Vertrauen
zur Giiltigkeit bestimmter Wahrheiten griinde, auf gewisse Glaubens-
oder Erfahrungssitze zuriickgehe. Wer sich aber mit dieser allgemeinen
Formel nicht beruhigen will oder die Lehre von den ganzen Zahlen
(erst recht etwa die Grundlagen der Mengenlehre) nicht einfach zu
jenen letzten Wahrheiten rechnen will, fiir den wird die Frage brennend
und geradezu zum Grundproblem der axiomatischen Methode: Wie
ist es moglich, die Widerspruchslosigkeit eines gegebenen Axiomen-
systems, d.h. die Widerspruchsfreiheit der einzelnen Axiome und deren
Vertraglichkeit miteinander, positiv nachzuweisen?

Doppelt ernst tritt diese Frage im Fall der Mengenlehre an uns
heran, wo wir als gebrannte Kinder das Feuer um so mehr scheuen
werden. Hier sind es ja nicht hypothetische und durchaus unplausibel
erscheinende logische Gesetze, wovor wir uns zu fiirchten haben, sondern
die Paradoxien haben bereits gezeigt, daB in den Grundlagen der Cantor-
schen Mengenlehre ein schwacher Punkt verborgen ist — so sehr ver-
borgen, daB seit zwei Jahrzehnten in einer der Mathematik sonst gliick-
licherweise ganz fremden Art der Kampf dariiber hin und her wogt, wo
jener Punkt zu suchen sei. Der sorglich abgegrenzte Zaun der Axio-
matik Zermelos hat dem Ubel freilich insoweit Abhilfe geschaffen, als
innerhalb dieses Zaunes, wie sich beweisen laBt (vgl. S. 214f), die be-
kannten Widerspriiche nicht vorkommen koénnen?). Aber wird man
nicht vielleicht kiinftig #neue Paradoxien entdecken, die auch durch
Zeymelos Axiome nicht ausgeschlossen werden und also in gewissen,
uns unsichtbaren Widerspriichen zwischen diesen Axiomen ihren letzten
Grund haben miilten? Hat Zermelo, um eine Ausdrucksweise Poin-
carés in anderem Sinn wieder aufzunehmen, beim Bau seines festen
Zaunes zum Schutze der Schafe der legitimen Mengenlehre vor den
paradoxen Wolfen nicht méglicherweise innerhalb des Zaunes ein paar
Wélfe zuriickgelassen, die unbeschadet des Zaunes Schaden stiften
konnen?

1) Von Bedenken im Sinn der Ir.tuitionisten wird hier natiirlich abgesehen.
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Es ist schlieBlich nicht etwa moglich — auch nicht im Fall ein-
facherer Verhiltnisse, wie z. B. bei der Lehre von den ganzen Zahlen —
sich zur Losung unserer Frage auf die Art zu berufen, wie wir zu den
Axiomen gelangt sind, und zu schlieBen: da wir die Axiome als Vor-
aussetzungen sicherer, wissenschaftlich anerkannter Lehrsitze erkannt
haben, so konnen wir durch ein geeignetes Umkehrverfahren jenen
die niamliche Sicherheit und Widerspruchslosigkeit garantieren wie
diesen. Eine solche Uberlegung kime auf einen ZirkelschluB hinaus.
Einer der Hauptzwecke, zu denen man eine Disziplin mittels der
axiomatischen Methode begriindet, ist ja gerade der Wunsch, die Satze
der Disziplin als widerspruchsfrei nachzuweisen, und dieser Nachweis
setzt, wie wir gesehen haben, die Widerspruchslosigkeit der Axiome
schon voraus?).

Wenn durch die bisherige Erorterung die hervorragende Be-
deutung des Problems der Widerspruchslosigkeit betont wurde, so
14Bt sich beziiglich seiner Bewiltigung zunichst sagen, daB3 in vielen,
sogar den meisten Fillen eine befriedigende Losung gelungen ist,
die wiederum Hilbert in den ,,Grundlagen der Geometrie® vorgezeichnet
hat. Sie besteht darin, daB man die Begriffe und Beziehungen der
in Frage stehenden Disziplin (etwa der Geometrie) den Begriffen und
Beziehungen einer vor Widerspriichen gesicherten Disziplin (z. B. der
Arithmetik) in umkehrbar eindeutiger Weise zuordnet, derart also,
daB jeder Satz der Geometrie durch die Zuordnung in einen be-
stimmten Satz der Arithmetik iibergeht und umgekehrt; die Zuord-
nung spielt hierbei die gleiche Rolle wie ein ideales Woérterbuch bei
der Ubersetzung von Sitzen einer Sprache in eine andere. Enthielten
nun die Axiome der Geometrie einen Widerspruch, giben sie also
AnlaB zur Herleitung eines widerspruchsvollen geometrischen Satzes,
so lieferte die Ubersetzung in die Sprache der Arithmetik einen wider-
spruchsvollen arithmetischen Satz, was wir als ausgeschlossen an-
genommen haben. Die Geometrie oder ein geeignetes geometrisches
Axiomensystem ist also ebenso widerspruchsfrei und sicher wie die
Arithmetik. Die Herstellung der erforderlichen umkehrbar eindeutigen
Zuordnung wird mittels der Koordinaten, d. h. der analytischen Geo-
metrie bewerkstelligt, die sich so in einem neuen Sinn als wertvoll
erweist. Ahnliche Methoden, die Widerspruchslosigkeit einer Disziplin
auf die einer anderen zuriickzufiihren, lassen sich fiir weitere Fille
angeben; es geniige die Bemerkung, daB3 z. B. die Theorie der ratio-
nalen Zahlen sich durch Einfithrung von Paaren ganzer Zahlen auf

1) Als charakteristische Beispiele anderer Auffassung des Problems der
Widerspruchslosigkeit seien z. B. die (einander selbst scharf entgegengesetzten)
Standtpunkte Couturats und Poincgrés genannt; vgl. Poincaré, Methode (Zitat
von S. 152), S. 164ff. und 276.
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die Theorie der ganzen Zahlen, die Theorie der geordneten Mengen
durch die auf S. 213f angedeutete Betrachtung auf die Theorie der
ungeordneten Mengen (d. h. auf Zermelos Axiomensystem) zuriick-
fihren 1aBt.

Fir zweil Gebiete der Mathematik aber versagt diese Methode
des Widerspruchslosigkeitsbeweises sicherlich; fiir die Lehre von den
natiirlichen Zahlen') und fiir die Mengenlehre. Beide Gebiete konnen
nicht auf noch ,einfachere®, schon als widerspruchslos erkannte mathe-
matische Disziplinen zuriickgefithrt werden, weil umgekehrt alle diese
sich auf Zahlenlehre und Mengenlehre stiitzen?). Die Widerspruchs-
losigkeit der Axiomensysteme, auf die diese beiden Disziplinen auf-
gebaut werden konnen, 1aBt sich also auf die angegebene Art nicht
erweisen und bleibt offen. Damit ist aber nicht allein die Sicherheit
von Zahlen- und Mengenlehre, sondern die der ganzen Mathematik,
dieser anscheinend sichersten aller Wissenschaften, in Frage gestellt;
denn unsere Methode, den Bestand der iibrigen mathematischen Diszi-
plinen zu gewihrleisten, bestand ja gerade darin, sie als ,,ebenso sicher«
nachzuweisen wie Zahlen- und Mengenlehre. Umgekehrt wird mit dem
Gelingen eines endgiiltigen Nachweises fiir die Widerspruchslosigkeit
der Axiome jener beiden Grunddisziplinen die Feststellung erreicht
sein, daB die Siatze der Mathematik unanfechtbare, in sich geschlossene
Wahrheiten darstellen.

Man wird zunachst daran denken, zur Sicherung der beiden mathe-
matischen Grunddisziplinen sich im entsprechenden Sinn auf die Logik
zu berufen; also die Konstruktion eines Axiomensystems fiir die Logik
und den Nachweis von dessen Widerspruchslosigkeit zu fordern und
dann Zahlen- und Mengenlehre durch ein geeignetes Zuordnungsver-
fahren auf die Logik zurlickzufithren. Es kann dahingestellt bleiben,
ob die Philosophen sich des ehrenvollen Auftrags zu entledigen in
der Lage wiren, den ihnen so die Mathematiker zuschében durch
Uberweisung einer Aufgabe, dic ihre eigenen Krifte iibersteigt: namlich
der Aufgabe, ein Verfahren zu einem absoluten Widerspruchslosig-
keitsbeweis aufzufinden. Dieser Ausweg ist schon an sich deshalb un-
gangbar, weil auch die Logik bereits in thren Anfingen nicht ohne
Zahl- und Mengenbegriff auskommt, das Verfahren sich also zirkel-
haft gestalten miiite. Logik, Zahlenlehre und Mengenlehre erweisen
sich gegenseitig aufs engste miteinander verkniipft und nicht etwa in

) Die Methoden, die einerseits von G. Frege (Zitat von S. 181), anderer-
seits von R. Dedekind (Zitat von S. 215) zu einer selbstindigen Begriindung der
Lehre von den ganzen Zahlen herangezogen wurden, sind namentlich Ein-
winden ausgesetzt, die mit den Paradoxien der Mengenlehre zusammenhingen.

2) Ob eine vollige Zuriickfiilhrung der Zahlenlehre auf die Mengenlehre
mbglich ist, kann man mindestens bezweifeln; das Umgekehrte ist (fiir die
nicht-intutionistische Mengenlehre) sicher unmdglich.
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dem Verhiltnis des Allgemeinen (Logik) zum Besonderen (Zahlen-
und Mengenlehre) stehend; ihre endgiiltige Begriindung durch Nach-
wels der Widerspruchslosigkeit eines oder einiger geeigneter Axiomen-
systeme, die alle drei Gebiete umfassen, mufl als eine einheitliche
Aufgabe angepackt werden.

Nachdem Hzilbert schon 1900 die Frage der Widerspruchslosig-
keit der arithmetischen Axiome als im Vordergrund der mathemati-
schen Probleme stehend hervorgehoben hatte!), entwickelte er 1904
einen ersten, sein Ziel nicht endgiiltig erreichenden Versuch zum gleich-
zeitigen Aufbau der Logik und der Arithmetik?). Die weiteren Unter-
suchungen, die Hilbert mit wesentlicher Unterstiitzung von P. Bernays zur
Losung der nimlichen Aufgabe angestellt hat®), stammen aus jingster
Zeit und sind bisher nicht abgeschlossen; indes glaubt Hilbert mit diesen
(groBtenteils noch unverdffentlichten) Forschungen so weit vorgedrungen
zu sein, daf ,durch sie die einwandfreie Begriindung der Analysis
und Mengenlehre gelingt“ und dafl man nunmehr ,auch an die groBen
klassischen Probleme der Mengenlehre von der Art des Kontinuum-
problems und an die nicht minder wichtigen noch offenen Probleme
der mathematischen Logik erfolgreich wird herantreten konnen. Bei
der auBerordentlichen grundsitzlichen Bedeutung, die diesen funda-
mentalsten Problemen der Mathematik — insofern sie iiberhaupt 16s-
bar sind — zukommt, werde die Richtung jener jlingsten Arbeiten
trotz ithres nicht abgeschlossenen Charakters in aller Kiirze angedeutet

Der Mathematik, die von den Axiomen und ihren nichtdefinierten
Grundbegriffen und Grundbeziehungen ausgeht und auf dieser rein
formalen, jeder ,,Bedeutung“ entkleideten Grundlage mittels deduktiver
Schliisse ein ebenso formales Gebaude von Lehrsatzen errichtet, stellt
Hilbert die ,Metamathematik“ gegeniiber, die nicht formale, sondern
gewisse inhaltliche Uberlegungen anzustellen hat. Den Gegenstand der
inhaltlichen Uberlegungen bilden die Axiome, Lehrsitze und Beweise
der formalen Mathematik; mit diesen Urteilen und Schliissen der ge-
wohnlichen Mathematik operiert die Metamathematik in dhnlicher Weise,
wie die Arithmetik mit den Zahlen, die Geometrie mit den Punkten,

1) In einem (mehrfach abgedruckten) Vortrag , Mathematische Probleme*
vom 2. internat. MathematikerkongreB zu Paris 1900, zweites Problem; siehe
z. B. Archiv d. Math. u. Physik, (3) 1 (1901), 54—56.

®) In einem Vortrag ,Uber die Grundlagen der Logik und Arithmetik¢
vom 3. internat. Mathematikerkongref zu Heidelberg 1904; abgedruckt z. B.
in den neueren Auflagen von Hulberis ,,Grundlagen der Geometrie® als An-
hang VII. — Man vergleiche andererseits auch die Bemerkungen Perrons (Zitat
von S. 222), S. 210 Fufinote.

%) Hilbert, D.: Neubegriindung der Mathematik (1. Mitteilung). Abh. a. d.
Math, Seminar d. Hamburgischen Universitit, 1 (1922), 157-—177. — Bernays, P.:
Uber Hilberts Gedanken zur Grundlegung der Arithmetik. Jahresb. d. D.
Mathematikerver., 31 (1922), 10—19. — Hilbert, D.: Die logischen Grundlagen
der Mathematik. Math. Annalen, 88 (1923), 151—165.
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Geraden usw. Der Zahlenlehre entspricht so eine Beweistheorie. Die
naturgemifle Forderung, daB bei aller Bedeutung des Formalisierens
in der Mathematik die Wissenschaft doch letzten Endes gewisse in-
haltliche Erkenntnisse zutage zu fordern habe und nicht in ein bloBes
Spiel mit willkiirlichen Spielregeln ausarten diirfe, wird also in dem
Sinne befriedigt, daB die inhaltlichen Uberlegungen auf ein ,,héheres«
Niveau verlegt werden, nimlich von der Mathematik in die Meta-
mathematik. ,,Wie der Physiker seinen Apparat, der Astronom seinen
Standort untersucht, wie der Philosoph Vernunftkritik iibt, so hat ...
der Mathematiker seine Sitze [eigentlich gemeint: seine Beweisprin-
zipien] erst durch eine Beweiskritik sicherzustellen .. .«

DaB hierbei die Metamathematik nicht etwa mit der Logik iden-
tifiziert werden darf, wurde schon oben sachlich begriindet und findet
praktisch seine Bestitigung in dem mangelnden Erfolg der Logistiker,
vor allem Russells. Vielmehr sollen die Wurzeln des neuen Ver-
fahrens ausschlieBlich in primitiven, unmittelbar anschaulichen Erkennt-
nissen liegen, ohne daB tieferliegende Hilfsmittel der Logik benutzt werden
(vgl. S. 1831£.). Diese Beschrankung stellt freilich kein scharfes Programm
dar, kann aber durch Aufzihlung der zuldssigen anschaulichen Be-
trachtungen bis zu einem gewissen Grad ndher bestimmt werden;
jedenfalls soll die ,reine Anschauung® im feineren Sinn ausgeschlossen
sein, so etwa die von Poincaré an die Spitze der Mathematik ge-
stellte Anschauung der Gesamtheit der natiirlichen Zahlen wie iiber-
haupt jede Anschauung unendlicher Mengen.

Der zunichst vorhandene Widerstreit zwischen der Mannigfaltig-
keit des Untersuchungsmaterials, wie es in den mathematischen Axiomen,
Satzen und Schliissen vorliegt, und der Forderung der unmittelbaren
Anschaulichkeit der inhaltlichen Untersuchung zwingt vor allem dazu,
das Formalisieren soweit als moglich durchzufiihren. Es gilt, nicht
nur die Sitze, sondern auch die Beweise und deren Urzellen, die ein-
zelnen Schliisse, auf eine formale und zwar typische Form zu bringen.
Die nach dieser Richtung geleisteten Vorarbeiten auf dem Gebiet des
Logikkalkiils (vgl. S. 181), namentlich der italienischen Schule, werden
benutzt und ausgebaut. Es gelingt so, jeden Satz als eine Formel,
jeden SchluB als eine auf typische Form gebrachte Aufeinander-
folge von Formeln und jeden Beweis als eine typische Aufeinander-
folge von Schliissen darzustellen, also die ganze Mathematik zu einem
bloBen Bestand von Formeln zu gestalten. Zu den iiblichen Indi-
vidualzeichen, Verdnderlichen, Beziehungszeichen und Verkniipfungs-
zeichen der Mathematik treten demgemiaf noch weitere Zeichen, wie
etwa das der logischen Folge (—), das ,Allzeichen® und (in der
letzten Arbeit Hilberts) auch das Zeichen der logischen Negation.
Z. B. wird unter einem SchluB eine anschauliche Figur des folgenden
Schemas verstanden, in dem U und B Formeln bedeuten:
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A
A—B
B
Aus Figuren dieser Art setzen sich die formalisierten Beweise zu-
sammen; das mathematische SchlieBen und Beweisen wird also er-
setzt durch ein rein formales Operieren nach bestimmten Regeln, un-
abhingig von jedem inhaltlichen Denken.

Der wesentliche Zweck der Metamathematik, die durch diese
Formalisierung ermoglicht werden soll, besteht nun in dem Nachweis
der Widerspruchslosigkeit der Axiome der gewdhnlichen Mathematik;
insofern sich fiir die Mathematik ,, Wahrheit“ und ,,Existenz¢ auf die
Widerspruchsfreiheit reduzieren, hat also die Metamathematik die letzte
Begriindung aller mathematischen Aussagen zu liefern (vgl. jedoch
nachstehend S. 239, FuBnote). Hierbei ist iibrigens die Mathematik
keineswegs als ein abgeschlossenes Gebiude zu denken; wie sich
vielmehr der ,gewohnliche“ mathematische Fortschritt durch Ablei-
tung neuer Formeln aus den Axiomen auf dem Weg formaler
Schliisse vollzieht, so erfolgt unabhédngig hiervon eine andersartige
Entwicklung der Wissenschaft durch Aufstellung neuer Axiome (man
denke an das Auswahlaxiom!) und den Nachweis ihrer Widerspruchs-
freiheit und Vertraglichkeit mittels snhaltlicher Schliisse. Die fiir den
Nachweis der Widerspruchslosigkeit hiermit gestellte Aufgabe zerfallt
in zwei grundsatzlich gleich bedeutsame Teile: erstens ist fiir die Be-
hauptung von der Widerspruchslosigkeit eines Axiomensystems eine
geeignete Fassung zu finden und zweitens sind Methoden zu entwickeln,
die jene Behauptung zuriickfilhren auf die unmittelbar anschaulichen
Uberlegungen, die die Wurzeln unserer Betrachtung bilden sollen.

Der erste Teil wird erledigt durch eine Formalisierung-auch der
Begriffe des Widerspruchs und der Widerspruchslosigkeit. Falls nam-
lich 9 eine beliebige Formel (Aussage) bezeichnen kann und 9 ihre
formale Negation, so soll die Widerspruchslosigkeit eines Axiomen-
systems besagen, daB aus ihm nicht zwei Formeln 9 und 9 gleich
zeitig gefolgert werden konnen. Fiihrt man neben dem Zeichen der
Gleichheit (=) zur Bezeichnung ihrer Negation das Ungleichheits-
zeichen (3=) ein, so kann maun gleichbedeutend die Widerspruchslosig-
keit eines Axiomensystems in der Behauptung ausdriicken: durch Be-
weise, deren einzelne Formeln aus dem Axiomensystem hervorgehen,
kann nicht sowohl die Formel ¢ = b wie die Formel a = b erhalten
werden. (Seine urspriingliche Art, das Zeichen =& zu diesem Zweck
als zunichst von der Gleichheitsbeziehung ganz unabhdngig einzufithren,
hat Hilbert neuerdings aufgegeben.) Der erste groBe Schritt der Meta-
mathematik wird namentlich darin bestehen miissen, den Nachweis
jener Behauptung der Widerspruchslosigkeit zu fithren fiir ein Axiomen-
system, das die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen begriindet.
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Der Beweis einer solchen Behauptung soll sich nun derart voll-
ziehen, dall alle aus dem Axiomensystem flieBenden Schliisse und
Satze auf einfache typische Normalformen gebracht und dann ihrer
Struktur noch nidher untersucht werden. Das Ziel ist zu zeigen, daB
nicht beide Formeln ¢ =5 und @ == b gleichzeitig eine mit dem
Axiomensystem vertrigliche Struktur besitzen kénnen; man kann es
auch so ausdriicken: die Formel a == 4 soll nach dem Axiomensystem
nicht zuldssig sein. Das entscheidende Moment hierbei wird in der
Wahl der logischen und mathematischen Hilfsmittel liegen, die bei
der Durchfilhrung dieser Untersuchung gebraucht werden diirfen; sie
sollen sich, wie bemerkt, auf den Bereich des unmittelbar Anschau-
lichen beschrinken wund insbesondere natiirlich nicht von der
Schwierigkeitsordnung der zu beweisenden Tatsache sein. So wird
z. B. bei der Untersuchung der Axiome der Zahlenlehre das Ziahlen
bis zu einer gegebenen Zahl und die Induktion bzw. Rekursion in
dem engsten Sinn zugelassen: in dem Sinn, daB in einer anschau-
lich vorliegenden endlichen Gesamtheit von Zeichen ein bestimmtes
Zeichen, wenn iiberhaupt, so an einer angebbaren Stelle zum ersten-
mal auftritt und daB gewisse Prozesse von endlich vielen Schritten
dann vollig durchgefiihrt werden konnen, wenn sich je ein einzelner
Schritt des Prozesses stets vornehmen ldBt. Auf diese Weise wird
von Hilbert in der ersten Arbeit ein wesentlicher Ausschnitt aus
der axiomatischen Theorie der natiirlichen Zahlen als widerspruchsfrei
nachgewiesen. In dem zweiten Aufsatz wird nach Einfithrung eines
allgemeinen ,transfiniten Axioms“!) wenigstens andeutungsweise und
unter Vornahme gewisser Vereinfachungen angegeben, wie sich dieses
Axiom als mit den ibrigen Axiomen vertriglich erweist und wie sich
damit die Anwendbarkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
auch innerhalb unendlicher Gesamtheiten sichern laBt; auf Grund
dessen wird die Bildung von Zahlenfolgen (z. B. reellen Zahlen) der
den Intuitionisten unzulidssig erscheinenden Art und ferner die Moglich-
keit reiner Existenzbeweise von ,transfinitem®, nicht konstruktivem
Charakter ermoglicht und gerechtfertigt. Der Aufsatz schlieBt mit einer
Anwendung dieser Erkenntnisse zur Begriindung des Auswahlprinzips
in dem Fall, wo es sich um eine Menge von Mengen reeller Zahlen
handelt (vgl. Beispiel 3 auf S.202f). Zu der dem Betrachter nahe-
liegenden Frage, wie sich denn solche, unendliche Gesamtheiten be-

1) Dieses Axiom, das einerseits eine Art verschirfte Form des Satzes
vom ausgeschlossenen Dritten darbieten will, wihrend es andererseits das Aus-
wahlprinzip der Mengenlehre als spezielle Anwendung in sich schliefit, 148t
sich in Hilberts Terminologie etwa so ausdriicken: Es gibt eine universelle
Funktion, die jedem Pridikat (Aussage) P ein Ding sp derart zuordnet, da$,
falls ein gegebenes Prédikat P iiberhaupt fiir irgend ein Ding zutrifft, es jeden-
falls fiir sp zutrifft. (Beispiel: P = unbestechlich sein, ¢p = Aristides.)



§ 13. Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre. 239

treffende inhaltliche Erkenntnisse auf eine unmittelbar anschauliche,
also um so mehr iiberhaupt endische Grundlage zuriickfilhren lassen,
mogen Hilberts eigene Worte angefiihrt werden: ,Unser Denken ist
finit; indem wir denken, geschieht ein finiter ProzeB. Diese sich von
selbst betitigende Wahrheit wird in meiner Beweistheorie gewisser-
maBen mit benutzt in der Weise, daB, wenn irgendwo sich ein Wider-
spruch herausstellen wiirde, mit der Erkenntnis dieses Widerspruchs
auch zugleich die betreffende Auswahl aus den unendlich vielen Dingen
verwirklicht sein miiite. In meiner Beweistheorie wird demnach nicht
behauptet, daB die Auffindung eines Gegenstandes unter den unend-
lich vielen Gegenstinden stets bewirkt werden kann, wohl aber, daB
man ohne Risiko eines Irrtums stets so tun kann, als wire die Aus-
wahl getroffen. Wir konnen Wey! wohl das Vorhandensein eines
circulus zugeben, aber dieser circulus ist nicht vitiosus. Vielmehr ist
die Anwendung des tertium non datur stets ohne Gefahr.“ [Math.
Annalen, a. a. O,, S. 160.]%)

Eine kritische Beurteilung dieser Theorie, die bisher sowohl ihrem
Umfange wie der Einzelausfiihrung nach nur bruchstiicksweise und skiz-
zenhaft vorliegt, wiare naturgemaB heute noch verfritht. Es geniige,
auf die allem Anschein nach am meisten zur Priifung herausfordernden
Punkte hinzuweisen. Das ist einmal die sachliche Umgrenzung und
tatsiachliche Beschreibung des Gebiets des unmittelbar Anschaulichen,
das als Ausgangspunkt und letzte Rechtfertigung der Metamathematik
dient. Daf iiberhaupt ein solcher Ausgangspunkt als gegeben zugrunde
gelegt werden muB, liegt in der Natur des menschlichen Denkens, da
die Begriindung nicht zu endlos neuen Wurzeln zuriickschreiten kann;
die Wahl des Ausgangspunktes kann indes sehr wohl Meinungsver-
schiedenheiten unterliegen. Ein zweites, ernsteres Bedenken, das erst
bei einer endgiiltigen Darstellung von Grund auf behoben werden kann,
bezieht sich darauf, ob iiberall bei den inhaltlichen Schliissen die Be-
nutzung solcher logischer Prinzipien streng vermieden wird und sich
vermeiden 14Bt, deren Begriindung eben das Ziel jener Schliisse ist;
also ob z B. in bezug auf das logische SchlieBen, das sich in zwar

1) Der Kern dieser Bemerkungen beriihrt sich mit dem letzten Teil eines
dlteren Aufsatzes Brouwers (De onbetrouwbaarheid der logische principes;
Tijdschrift voor Wijsbegeerte, 2 [1908)). Fiir den Intuitionisten ist indes
»Widerspruchslosigkeit” keineswegs gleichbedeutend mit ,Existenz‘, so wenig
ywie ein mit vorgegebenen Untersuchungsmitteln unentdeckbares Verbrechen
aufhdrt ein Verbrechen zu sein“ (Brouwer). Er erkennt sogar an, dafi die An-
wendung des Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten nie zu einem Widerspruch
fiihren kann; das bedeutet fiir ihn aber keine Ehrenrettung jenes Prinzips und
keine Befreiung von der Pflicht, die wirkliche Berechtigung des Prinzips zu
prifen (und innerhalb unendlicher Mengen im allgemeinen zu verneinen). Fiir
den konsequenten Intuitionisten sind daher Hilberts Untersuchungen im ent-
scheidenden Punkte bedeutungslos.
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endlichen, aber nicht beschrankten Prozessen vollzieht, Gesetze wie
die von der vollstandigen Induktion oder vom ausgeschlossenen Dritten
niemals verwendet zu werden brauchen, bevor sie durch die neue
Methode endgiiltig gerechtfertigt sind. Es werden demgemafl An-
schauungen wie die von Poincaré, daB jede Begriindung der voll-
stindigen Induktion selbst schon eine vollstindige Induktion voraus-
setze, oder die von Brouwer, dall die Giiltigkeit des Satzes vom aus-
geschlossenen Dritten zwar in einzeln zu bewiltigenden Fallen, nicht
aber allgemein ohne einen Zirkelschlul zu begriinden sei, bis zum
vollstindigen Vorliegen der neuen Theorie noch nicht als endgiiltig
widerlegt angesehen werden konnen. SchlieBlich wird das Bedenken
der nicht-pridikativen Definition (vgl. S. 174ff. und 188), das letzten
Endes das Scheitern der Theorien Russells verursacht hat, in seinem
Verhiltnis zu den Erkenntnissen Hilberts noch einer gewissen Kliarung
bediirfen (so namentlich beziiglich der Begriffe der Potenzmenge einer
unendlichen Menge [vgl. S. 193] und der damit eng verkniipften De-
finition der allgemeinsten Teilmengen). Immerhin wird fiir jeden nicht
grundsitzlich intuitionistisch gerichteten Standpunkt schon jetzt kein
Zweifel dariiber bestehen, daB in Hilberts Untersuchungen einer der
kithnsten, neuartigsten und grundsétzlich wichtigsten Schritte vorliegt,
von denen die Geschichte der Mathematik und des Erkenntnisproblems
iiberhaupt zu berichten weil.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen seien schlieflich kurz zu-
sammengefaBt. Wir haben eine Begriindung der Mengenlehre nach
der axiomatischen Methode kennen gelernt, bei der der Begriff der
Menge nicht definiert, sondern als Grundbegriff eingefiihrt wird und
seine Umgrenzung dem Umfange nach durch die Axiome erhilt,
wiahrend von einer inhaltlichen Begriffsbestimmung iiberhaupt nicht
die Rede ist. Die Ausdehnung dieses Mengenbegriffs erweist sich von
solcher Art, daBl die rechtmiBigen Mengen der Canforschen Mengen-
lehre, soweit dies zu iibersehen ist, unter den neuen Begriff gebracht
werden konnen; dagegen werden die Mengen, die bisher zu Para-
doxien AnlaB gegeben haben, ausgeschlossen, und zwar in so allge-
meinem Sinn, daB auch das Auftreten weiterer Widerspriiche innerhalb
des neuen Aufbaus unserer 'Wissenschaft schwerlich zu befiirchten ist.
Da weiter die Unabhingigkeit und wohl auch die*Vollstindigkeit des
Axiomensystems gesichert ist, darf diese wesentlich Zermelo zu ver-
dankende Neubegriindung der Mengenlehre als eine im groBen ganzen
durchgreifende Uberwindung der Krise betrachtet werden, die von den
Paradoxien ausging. Zur endgiiltigen Sicherung des neuen Aufbaus
ist noch der Nachweis erforderlich, daB widerspruchsvolle Mengen
niemals auf Grund der Axiome gewonnen werden konnen; dazu be-
darf es eines Beweises der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems,
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der seinerseits nicht zu trennen ist von einem Nachweis fiir die Wider-
spruchslosigkeit der modernen Mathematik {iiberhaupt. Einem der-
artigen Nachweis steuern die neuen Forschungen Hilberts zu, die frei-
lich heute noch nicht als abgeschlossen und vollig geklart betrachtet
werden konnen.

§ 14. Schlus.

Wir haben das von Canfor in kithner Intuition errichtete, von
Zermelo und anderen mit bedachtsamem Scharfsinn ausgebaute und
befestigte Gebaude der Mengenlehre nunmehr in seinen Grundlinien
kennengelernt. Gewisse Aufgaben und Fragen wurden hierbei genauer
erortert, unter Bevorzugung namentlich der grundsdtzlich bedeutsamen
Punkte, wahrend entsprechend dem Umfang und Ziel dieser Schrift
andere ausgedehnte und wichtige Teile der heute schon sehr um-
fassenden und weitverzweigten mengentheoretischen Wissenschaft —
darunter vor allem die Theorie der Punktmengen — entweder nur
flichtig gestreift oder {iberhaupt nicht beriihrt werden konnten. Der
Leser, der tiefer in den Gegenstand eindringen will, sei auf die am
Ende aufgefithrten und kurz charakterisierten Schriften verwiesen.

Nach der Natur der Fragen, mit denen wir uns vornehmlich be-
schiftigt haben und die in der Tat den Kern unserer Disziplin dar-
stellen, konnte es den Anschein haben, als wire die Mengenlehre
vornehmlich aus philosophischem Interesse erwachsen, insbesondere aus
der Frage nach der logischen Berechtigung des Begriffs des Unendlich-
groBen und nach seiner arithmetischen Verwendbarkeit. Gewi haben
Gedankenginge dieser Art ihren Anteil an dem Lebenswerk Canfors
gehabt.  Sie hatten sogar schon lange vor ihm den Ausgangspunkt
B. Bolzanos gebildet, des auf mathematischem wie philosophischem
Gebiete seiner Zeit so weit vorausgeeilten und erst in neuerer Zeit
allmahlich voll gewiirdigten bohmischen Geistlichen?). Bolzano hat in
seinen letzten beiden Lebensjahren (1847—1848) die ,Paradoxien

Y In philosophischer Beziehung ist an erster Stelle seine , Wissenschafts-
lehre® (1837) zu nennen. In der Mathematik ist es namentlich die Lehre von
den reellen Zahlen und Funktionen, die Bolzano bedeutsame Fortschritte ver-
dankt in Punkten, wo nicht nur seine Lésung, sondern schon die Pyoblemstellung
seiner Zeit — den iiberragenden Gauf@ nicht ausgenommen — weit voraus-
eilte; erst die Wiederentdeckung mancher von seinen Erkenntnissen durch
Weierstraff hat sie wirklich bekannt werden lassen, und noch die allerjiingste
Zeit hat das Ergebnis zutage gefordert, daf eine der merkwiirdigsten Kon-
struktionen von Weierstraf — die einer stetigen, nirgends differentiierbaren
Funktion — im Grunde schon im Besitz von Bolzano war. (Vgl. M. Jaseks
Vortrag anf der Leipziger Mathematikertagung 1922 [Jahresb. d. D. Mathe-
matikerver., 31 (1922), 109 f.] und die dort angeftihrten Arbeiten von K. Rychlik
und G. Kowalewsks.)

Fraenkel, Mengenlehre. 2. Aufl. 16
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des Unendlichen“!) geschrieben und damit — bewundernswert selb-
standig — den ersten und einzigen ernstlichen VorstoB vor Cantor in
der Richtung gemacht, die spiter zur Mengenlehre fithrte. Die das
UnendlichgroBe auszeichnenden ,,paradoxen* Eigenschaften, unter denen
die Aquivalenz einer Menge mit einer echten Teilmenge (vgl. S. 17)
an erster Stelle steht, hat Bolzano zwar klar erkannt, aber sie vorzugs-
weise als auffallende und interessante Sondererscheinungen gewiirdigt,
die der iiblichen mathematischen Behandlung mehr oder weniger im
Wege zu stehen schienen; insbesondere drang er noch nicht zur
Pragung der Begriffe der unendlichen Kardinalzahl und Ordnungszahl
durch. Erst Cantor stellte konsequent den Gesichtspunkt voran, das
UnendlichgroBe aus seinen eigenen Eigenschaften und Gesetzen heraus
systematisch zu ergriinden und zu begriinden, und baute so Bolzanos
Paradoxiensammlung, die er kannte und wiirdigte (vgl. Cantor, Grund-
lagen, S. 17), zu einer Wissenschaft aus.

Indes hat fiir Canfor neben und selbst vor diesen an die Logik
anstoBenden Fragen namentlich ein anderes, rein mathematisches Inter-
esse den AnstoB zu den Untersuchungen gegeben, die die Anfinge
der Mengenlehre darstellen. In vielen Teilen der Anualysis (z. B. in
der Theorie der trigonometrischen Reihen, bei der Integration un-
stetiger Funktionen) war man zu Fragestellungen gekommen, die eine
Heraushebung gewisser unendlicher Mengen von reellen Zahlen (oder
Punkten) aus der Gesamtheit aller reellen Zahlen zwischen zwei festen
Zahlen (oder aller Punkte einer Strecke) erforderlich machten, also zu
Fragen, die wir heute zur Theorie der linearen Punktmengen rechnen.
Schon vor Cantor hatten sich namentlich H. Hankel und Pawul du Bois-
Reymond mit derartigen Fragen beschiftigt, sie konnten aber mangels
eines methodischen Werkzeugs keine wesentlichen Erfolge erzielen;
der letztgenannte ist auch mit seinem Versuch, unendliche Mengen zur
Erreichung des Zieles heranzuziehen (in seiner Allgemeinen Funktionen-
theorie I, Tiibingen 1882), im wesentlichen gescheitert. Canfor nahm
(C.-St.; vgl. auch Journ. f. Math., 72 [1870], 130) auf Anregung von
E. Heine seit 1869 derartige Untersuchungen auf, speziell iiber trigono-
metrische Reihen und ihre Ausnahmestellen, wobei ihm 1871 der
wichtige Beweis der FEindeutigkeit der Entwicklung in eine trigono-
metrische Reihe gelang. Aus diesen Arbeiten erwuchs ihm zunichst

1) Aus dem Nachlaf herausgegeben von Fr. Prihonsky 1850 und seither
mehrfach erschienen; neu herausgegeben durch A. Héfler, mit Anmerkungen
von H. Hahn, Leipzig 1921 (Philos. Bibliothek, Bd. 99). Auch der Ausdruck
,Menge wird schon von Bolzano benutzt. Neuerdings stellt sich heraus (vgl. den
Verweis der vorstehenden Fufinote), daff der erste Herausgeber die ,,Paradoxien“
stellenweise auf eigene Faust verschlimmbessert hat und somit manche darin
enthaltene Irrtiimer wohl gar nicht auf Bolzanos Rechnung zu setzen sind;
Untersuchungen hieriiber sind im Gange.
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der Begriff des Grenzpunktes, der in engem Zusammenhang mit den
zu Beginn von § 10 eingefiihrten Begriffsbildungen steht; bei der Fort-
fuhrung und Verallgemeinerung seiner Untersuchungen erkannte er —
nicht mit einem Mal, sondern mit allmahlich immer kithner und kiihner
werdendem Schwung —, daB neuartige Hilfsmittel zur Bewiltigung
jener Aufgaben erforderlich seien, und schuf wesentlich zu diesem
Zweck seine Mengenlehre, die er freilich dann mehr und mehr um
ihrer selbst willen ausbaute und durch systematische Darstellung zum
Rang einer selbstindigen mathematischen Disziplin erhob.

Der Bereich derartiger Fragen der Analysis muB nicht nur be-
ziiglich der Ewntsiehung der Mengenlehre, sondern noch mehr beziiglich
ithrer Anwendungen auf andere mathematische Gebiete an erster Stelle
genannt werden. Die Verkniipfung zwischen Mengenlehre und Funk-
tionentheorie ist so eng geworden, daf3 diese ohne jene kaum mehr
zu denken ist und daB die meisten Lehrbiicher der Funktionentheorie
Eingangsabschnitte mengentheoretischen Inhalts aufweisen; ja es wird
beziiglich vieler Uberlegungen aus der Theorie der Punktmengen und
der der reellen Funktionen vom subjektiven Geschmack abhidngen, ob
man sie zur einen oder anderen Disziplin rechnen will. Unter den
vielen glanzenden Erfolgen, zu denen die Mengenlehre der Funktionen-
theorie verholfen hat und iiber die die nachstehend angefiihrten Biicher
ausfiihrlich berichten, sei hier nur einer erwihnt, dessen Bedeutung
dem mit der Infinitesimalrechnung vertrauten Leser sofort einleuchten
wird. Der seit mehr als zwei Jahrhunderten in der Analysis (und
ihren Anwendungen auf Naturwissenschaft und Technik) unentbehr-
liche, durch A. L. Cauchy (1823) und namentlich B. Riemann (1851)
streng und allgemein begriindete Begriff des bestimmien Integrals einer
Funktion versagt in gewissen Fillen; dann ndmlich, wenn die zu
integrierende Funktion so stark unstetig ist, dal der als Integral
definierte Grenzwert nicht existiert. Mittels mengentheoretischer Be-
trachtungen, niamlich durch geeignete Definition und Begriindung des
Inhalts von Punktmengen, ist es indes seit 1902 H. Lebesgue gelungen,
auch fiir ausgedehnte Klassen von im obigen Sinn nicht integrier-
baren Funktionen einen naturgemilBen Integralbegriff einzufithren; der
neue Begriff ist iibrigens von solcher Art, daB das Riemannsche und
das Lebesguesche Integral, soweit beide existieren, miteinander iiberein-
stimmen. So haben die Methoden der Mengenlehre fiir einen der
wichtigsten Begriffe der Analysis eine wesentliche Erweiterung er-
moglicht.

Die Fragestellungen der Funktionenlehre, die Cantor zu seinen
Entdeckungen fiihrten, sind gleichzeitig enge mit der Geometrie ver-
kniipft; es geniigt, an die Theorie der Punktmengen zu erinnern, wo
die mengentheoretischen Methoden Unterscheidungen und Zergliede-
rungen gestatten, die vorher der Geometrie unméglich waren, und z. B.

16*
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zum erstenmal eine scharfe Definition des Kontinuums ermdoglichten.
Cantor betrachtete in diesem Sinn seine Ideen als das Mittel, um die
»wahre Fusion von Arithmetik und Geometrie“ zu erreichen?). Jene Me-
thoden gewannen weiterhin u.a. Anwendung auf die Untersuchung stetiger
Abbildungen zwischen geometrischen Mannigfaltigkeiten (Dimensions-
begriff, vgl. S. 78f.) und iiberhaupt auf die modernen Fragen der Ana-
lysis Sttus, die sich ganz allgemein mit der Anordnung raumlicher
Gebilde beschiftigt. Auch die Fragen der synthetischen Geometrie, in
der die Gerade als ,,Triager“ aller auf ihr gelegenen Punkte, der Punkt
als Trager aller durch ihn gehenden Geraden betrachtet wird, haben
zur Zeit der Entstehung der Mengenlehre anregend gewirkt; auf dem
Boden der synthetischen Geometrie ist wohl zuerst der Ausdruck
»Machtigkeit« erwachsen.

SchlieBlich ist unter den Fragen, die fiir die Entwicklung der
Mengenlehre von Bedeutung gewesen sind, noch die Lehre von den
natitrlichen Zahlen zu nennen, um die sich R. Dedekind mit seiner
1887 erschienenen Schrift ,,Was sind und was sollen die Zahlen?
(vgl. S. 215) die groBten Verdienste erworben hat. Aus dieser
Schrift stammt u. a. eine ausgedehnte Verwendung des Begriffs der
Abbildung, namentlich die (in der vorliegenden Schrift nicht behan-
delte) Theorie der Ketfen, die seit ihrer Verwendung und Ausdeh-
nung durch Zermelo (Zermelo II, Zitat von S. 187) und Hessenberg
(Journ. f. Math., 185 [1909], 81—133) zu allgemeiner und grund-
satzlicher Bedeutung in der Mengenlehre gelangt ist. Ob es iiber-
haupt ohne Zirkel moglich ist, die Lehre von den ganzen Zahlen
oder auch von den endlichen Mengen auf die allgemeine Mengenlehre
zu griinden, ob diese also ohne Voraussetzung der endlichen Zahlen
aufzubauen ist, wurde schon zu Ende des § 11 als eine noch nicht ab-
schlieBend geklirte Frage bezeichnet. In der vorstehenden Darstellung
der Mengenlehre sind der Begriff und die Grundeigenschaften der
natlirlichen Zahl durchgehends vorausgesetzt worden, wenigstens in
den §§ 2—11, die auf intuitivem und in gewissem MaB naivem Weg,
unbekiimmert um methodische Forderungen nach der formal-logischen
Seite, Cantors Gebiude aufrichten sollten.

Abgesehen von den besonderen Anwendungen auf Analysis,
Geometrie und Zahlenlehre, iibrigens sogar auch auf Gebiete der an-
gewandten Mathematik, fallt schlieBlich der Mengenlehre als dem all-
gemeinsten Zweig der Mathematik noch die bedeutsame Aufgabe zu,
eine Reihe der wichtigsten Grundbegriffe der Mathematik — so z. B.
die Begriffe der Anzahl (S. 42ff.), der Anordnung (S. 88ff. und 2131.), der
Funktion (vgl. S. 45 und 198) — methodisch zu untersuchen und zu einem
moglichst reinen und gesicherten Aufbau der Grundlagen aller mathe-

Y Vgl. F. Klesn (Zitat von S. 79), S. 585.
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matischen Wissenschaften wertvolle Hilfsmittel beizutragen. Die Mengen-
lehre stellt hiernach nicht nur einen wesentlichen Teil, sondern geradezu
das Fundament der mathematischen Wissenschaft dar, ein Anspruch,
der ihr nur vom Standpunkt der Intuitionisten (§ 12) begreiflicherweise
bestritten wird.

Die groBien Erfolge, die die Mengenlehre in all den genannten
Beziehungen schon gegenwirtig aufzuweisen hat, haben bewirkt, dal
diese Disziplin trotz ihrer Jugend heute einen wichtigen, ja einen
bevorzugten Platz innerhalb des Gebietes der Mathematik einnimmt;
ein innerhalb der Gesamtwissenschaft so filhrender Forscher wie Hilbert
bezeichnet sie als ,einen der fruchtreichsten und kriftigsten Wissens-
zweige der Mathematik iiberhaupt“!). Wenn bis in das letzte Jahr-
zehnt des vorigen Jahrhunderts hinein Canfor und seine Ideen nur
bei einem beschrinkten Kreise seiner mathematischen Zeitgenossen
Anerkennung und Wiirdigung gefunden haben, so hat sich dies seit-
her ziemlich rasch vollig verdndert; die Mengenlehre wird nunmehr
innerhalb der Mathematik allgemein benutzt und weit iiber die Grenzen
der Fachmathematiker hinaus studiert. Diese ihre heutige Wertschatzung
aber liegt zu einem wesentlichen Teil an dem nidmlichen Umstand,
der ihr zunichst die allgemeine Anerkennung vorenthielt: sie stellt
einen der groften und kithnsten Schritte dar, die die mathematische
Entwicklung jemals getan hat, einen Schritt, der eine wissenschaftliche
Revolution von nicht geringerer Tragweite bedeutet als das Koperni-
kanische Weltsystem in der Astronomie, als die Einsteinsche Relativi-
tatstheorie oder die Plancksche Quantenlehre in der Physik.

Literatur.

Es sollen hier (in historischer Reihenfolge) nur einige wenige,
vollstindig der Mengenlehre gewidmete Schriften angefiihrt werden.
Die meisten ausfiihrlicheren modernen Lehrbiicher der Funktionen-
theorie, unter denen aus historischen Griinden E. Borels auf S. 58 an-
gefiihrte Schrift hervorzuheben ist, enthalten iibrigens eine mehr oder
minder weitgehende Einfilhrung in die Mengenlehre.

1. G. Cantor hat seine zahlreichen, die allmihliche Entwicklung der
Ideen deutlich zeigenden einschliagigen Aufsitze von 1874 bis 1897
in verschiedenen Binden des Journ. f. d. reine u. angew. Math. (77
und 84), der Math. Annalen, der Acta Mathematica (2, 4, 7), der
Ztschr. f. Philosophie u. philos. Kritik (Neue Folge, 88, 91, 92) und
in anderen Zeitschriften veroffentlicht; viele davon sind in fremde
Sprachen iibertragen worden (vgl. namentlich die franzésischen Uber-
setzungen im 2. Band der Acta Mathematica). Besonders hervor-

L)y Hilbert (Zitat von S. 222), S. 411.
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zuheben sind die Abhandlungen ,Uber unendliche, lineare Punkt-
mannichfaltigkeiten®, I-—VI in den Math. Ann. 15, 17, 20, 21, 23
(1879—1884), von denen die fiinfte (vorletzte) und wichtigste auch als
selbstandige Schrift u.d. T. ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannich-
faltigkeitslehre (Leipiig 1883) erschienen ist, sowie die beiden Cantors
Lebenswerk abschlieBenden ,Beitrige zur Begriindung der trans-
finiten Mengenlehre*, I und II, im 46. u. 49. Bd. der Math. Annalen
(1895 u. 1897); die drei letztgenannten Arbeiten werden in diesem
Buch angefiihrt als ,,Canfor, Grundlagen* bzw. ,,Cantor, Beitrage 1
bzw. II“. Die Aufsitze aus der Z. f. Phil. u. phil. Kritik sind gleich-
falls als selbstindige Schrift erschienen: Zur Lehre vom Trans-
finiten, 1. Abt., Halle 1890. Neben einer (von A. Wangerin stammen-
den) Biographie Cantors in der Zeitschrift ,Leopoldina® (der Leop.
Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher in Halle), Jahrg. 1918,
S.10—13, ist vor allem auf die auf S. 1 angefithrten Cantor-Erinne-
rungen von A. Schoenflies zu verweisen; an beiden Stellen auch Ver-
zeichnisse seiner Schriften.

Fast alle in den §§ 2—11 des vorliegenden Buches entwickelten
Ergebnisse und Beweise, soweit nichts anderes bei ihnen vermerkt
ist, gehen auf die genannten Arbeiten Cantors zuriick. Da diese
auch leicht verstandlich sind, kann ihre Lektlire warm empfohlen
werden.

2. Schoenflies, A.: Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannig-
faltigkeiten. 1: Teil (Leipzig 1900), 2. Teil (Leipzig 1908); Jahresber.
d. Deutsch, Mathematiker-Vereinigung, 8. Bd. und 2. Erginzungs-
band. Eine moderne Umarbeitung der ersten Hilfte des 1. Teils
ist erschienen u.d.T.: Entwickelung der Mengenlehre und ihrer
Anwendungen, 1. Hilfte (Leipzig u. Berlin 1918); in diesem Buch
angefiihrt als ,,Schoenflies, Mengenlehre«.

Dieses urspriinglich auf Veranlassung der Deutschen Mathematiker-
vereinigung entstandene Werk ist weniger zur Einfithrung in die
Mengenlehre bestimmt, als es vielmehr den vorliegenden Stoff in
seiner gewaltigen Fiille zu sammeln und seinem historischen und
sachlichen Zusammenhang nach darzustellen versucht. Demgemaf3
sind die Beweise nicht immer vollstindig ausgefiihrt, so daB das
Werk nicht eigentlich als Lehrbuch in Betracht kommt, vielmehr
als — erstaunlich inhaltsreiches — Nachschlagewerk und als Aus-
gangspunkt fiir den Forscher.

3. Hessenberg, G.: Grundbegriffe der Mengenlehre (Goéttingen 1906).
(,,Hessenberg”) Diese als Sonderdruck aus der Neuen Folge der
»Abhandlungen der Friesschen Schule (I. Bd, 4. Heft) erschienene
Schrift sei namentlich demjenigen empfohlen, dem es weniger um
eine Fille mathematischer Ergebnisse zu tun ist als um eine leicht
lesbare und zusammenhingende Darstellung der Gedankenginge,
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die fir den Begriff des UnendlichgroBen, seine Begriindung und
seine Kritik mathematisch wie logisch entscheidend sind. Vom
gleichen Verfasser ist iibrigens eine besonders moderne, aber sehr
gedrangte und nur dem mathematisch geiibten Leser zu empfehlende
Darstellung der Grundziige der Mengenlehre erschienen im ,,Taschen-
buch f. Mathematiker u. Physiker, 3. Jahrgang (Leipzig 1913).
(,,Hessenberg, Taschenbuch®)

4. Hausdorff, F.: Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914). (,,Haus-
dorff*) Dieses Buch stellt das erste und bisher einzige eigentliche
Lehrbuch der Mengenlehre in deutscher Sprache dar. Es behandelt
unter Innehaltung bestimmter weiter Grenzen einen auBerordentlich
reichen Stoff, darunter auch vieles von den eigenen ausgedehnten
Forschungen des Verfassers, und enthilt zu allen vorkommenden
Sitzen die vollstindig ausgefithrten Beweise; immerhin erfordert
die Lektiire, namentlich des 1. Kapitels, Geiibtheit im mathemati-
schen Denken.

Kiirzere Ubersichten iiber die Mengenlehre und ihre Entwicklung
nebst Literaturangaben findet man z. B. in der Encyklopidie der
math. Wissenschaften, 1. Bd, 1 A5 (4. Schoenflies); in der franzdsi-
schen Bearbeitung dieses Artikels in der Encyclopédie des Sciences
Math., T. L, 7 (R. Baire), ferner in (Pascal) Repertorium d. hoheren
Mathematik, 2. Aufl,, L. Bd. (Leipzig u. Berlin 1910), S. 17—30 (H. Hahn).

. In bezug auf die wichtigste mathematische Anwendung der ab-
strakten Mengenlehre, nimlich die Theorie der Punktmengen (und die
an sie anschlieBende Lehre von den Funktionen und ihren Integralen),
seien neben Schoenflies und Hausdorff noch etwa die folgenden Werke
erwahnt, von denen namentlich die zwei letztgenannten als besonders
reichhaltig hervorzuheben sind:

Lebesgue, H.: Lecons sur lintégration et la recherche des fonc-
tions primitives (Paris 1904).

Baitre, R.: Lecons sur les fonctions discontinues (Paris 1905).

Young, W. H. and Grace Chisholm Young: The theory of sets of
points (Cambridge 1906).

Prerpont, J.: Lectures on the theory of functions of real variables,
Vol. 1 (Boston 1903), 2 (1912).

de la Vallée Poussin, Ch.-J.: Intégrales de Lebesgue, fonctions
d’ensemble, classes de Baire (Paris 1916).

Carathéodory, C.: Vorlesungen iiber reelle Funktionen (Leipzig und
Berlin 1918).

Hahn, H.: Theorie der reellen Funktionen, 1. Bd. (Berlin 1921);
2. Band in Vorbereitung. Dieses Werk stellt gleichzeitig die Ergan-
zung von Schoenflies, Mengenlehre, dar.
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In der Regel ist nur die Stelle aufgefiihrt, wo der betreffende Begriff zum
erstenmal (vielfach gesperrt) vorkommt und erklart wird.
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