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VORWORT

Die erste Auflage des Bandchens,Wo steckt der Fehler?*
enthielt eine Sammlung von 36 Trugschliissen. In den zehn
Jahren, die seit jener ersten Zusammenstellung verflossen
sind, ist die Zahl der mir bekannt gewordenen Trugschliisse,
nicht zum geringsten Teil dank der regen Mitarbeit meiner
Leser, so groBl geworden, dal ich es wagen kann, ihnen ein
eigenes Bindchen unserer Bibliothek zu widmen, das nun
101 ausgewihlte Exemplare der Sammlung enthalt. Ich habe
dabei die Grenzen etwas weiter gesteckt, als es zuerst ge-
schah, glaube aber, daB trotzdem der Bereich der Schul-
mathematik nicht tiberschritten ist.

Ich werde mich freuen, wenn auch in Zukunft wieder so viele
Leser wie bisher mich mit Einsendungen weitererPrachtstticke
fir meine Sammlung erfreuen, und wenn ich dann, solite
das Buchlein noch einmal eine weitere Auflage erleben, eben-
so meinen herzlichen Dank allen freundlichen Gebern ab-
statten kann, wie ich es diesmal tue.

Gottingen, Januar 1923.
W. Lietzmann.
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ZUR EINLEITUNG

Gegenstand dieses Biichleins sind Trugschlusse. Ihnenpilegt
man die Fehlschltisse gegeniiberstellen?), indem man beiden
Trugschliissen oder Sophismen die Absicht zu tauschen als
wesentlich ansieht, wahrend bei den Fehlschltssen derjenige,
der sie begeht, in gutem Glauben handelt. Nattrlich ist diese
Unterscheidung nicht scharf. Manchen Fehlschlufl, der mir
heute begegnet, kann ich morgen in der Gestalt eines Trug-
schlusses weitergeben, und ebenso kommen ganz bekannte
Trugschliisse immer und immer wieder als unabsichtlich be-
gangene Fehler vor.

Man hat wohl versucht, die ,Fallacien”, unter welchem
Namen man Trugschliisse und Fehlschliisse manchmal ver-
einigt, hinsichtlich der Art ihrer Fehler zu gruppieren?), doch
ist im allgemeinen wenig damit anzufangen aus einem be-
greiflichen Grunde. Man pilegt ndmlich bei Beweisen und
Uberlegungen vielfach nicht alle Zwischenglieder der logi-
schen Entwicklung anzugeben. Sehr oft nun wird die Stinde
des Fehlers an diesen nicht naher ausgefithrten Stellen be-
gangen, So gehoren sehr viele Fehlschliisse und Trugschliisse
in die groBe Klasse derjenigen, bei denen irgendein nicht
niher bezeichneter Punkt als selbstverstiandlich angesehen
wird, :

Es ist gerade die Kunst bei der Aufstellung und noch mehr
beim Vortrag eines Trugschlusses, den absichtlich begange-

1) Mit den Fehlschlissen befafit sich das Béndchen W, Lietz-
mann und V. Trier, Wo steckt der Fehler? (Mathematisch-physi-
kalische Bibliothek 10) 3. Aufl. Leipzig 1923, Teubner.

2) Ich nenne z. B. J. Stuart-Mill, System der deduktiven
und induktiven Logik, deutsch von J. Schiel, 4. Aufl. 2, Teil
S. 3191f.,, Braunschweig 1877, Vieweg.




2 Zur Einleitung

nen Fehler so zu verdecken, dafl er zundchst unbemerkt bleibt,
dafl Leser oder Horer erst am absurden Ergebnis merken:
irgendwie hast du dich irrefithren lassen. Die Absicht wird
nicht bei jedermann, auch nicht bei jedem Problem in gleich
guter Weise erreicht werden. Es gibt sehr bedéchtige Leute,
und ihnen ist schwer beizukommen, zumal wenn die merk-
wiirdige Behauptung sie doppelt vorsichtig macht. Es kommt
auch darauf an, in welchem Mafle der Leser mit den Rechen-
und Beweismitteln bekannt ist. Die Trugschliisse, die sich
der Ungleichungen bedienen, glaubte ich z. B. nur deshalb
der Reihe der tibrigen einftigen zu darfen, weil in Deutsch-
land die Lehre der Ungleichungen im Unterricht nur stief-
mitterlich bedacht ist. Fur einen, der mit Ungleichungen
viel gearbeitet hat, handelt es sich um ganz ,hagebtichene®
Fehler. Ahnlich steht es mit den Beispielen aus der Reihen-
lehre und den einfachsten Beispielen aus der Analysis,
Trugschliisse miissen also maskiert sein, wenn sie wirken
sollen, wenn der Leser oder Horer {iberrascht sein soll. Ge-
schieht das nicht, so ist die Sache trivial und reizlos. Ich
gebe drei Beispiele, die uns in verhiillter Form in den ersten
beiden Abschnitten mehrfach wieder begegnen werden:

1. Aus 0:7=0-8
folgt durch Wegheben des links und rechts gemeinsamen
Faktors 0 7=8.
2. Es ist (—a)° = (+ 2.
Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so ergibt sich
—a=+a.

3. Es werden zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei
Unbekannten vorgelegt:

X + y= l,
x+y=2
Daraus schlieft man 1=2.

Allerdings kann ein Trugschluf3 unter Umstianden in Sexta
am Platze sein, der dem grofieren Schiler nur noch einLicheln
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entlockt. Ich erinnere etwa an die bekannte Scherzirage:
Wie kann man zeigen, dafl 45 — 45 =45 ist??)
4. Es ist

9+8+7+6+5+4+3+2+1=45
1+2+4+3+4+5+6+7+8+9=45

Ich will nun die zweite Zeile von der ersten subtrahieren und
beginne nach den bekannten Subtraktionsregeln von rechts:
9 von 1 geht nicht, borge ich mir eins, 9 von 11 ist 2; 8
von 1 geht nicht, borge ich mir eins, 8 von 11 ist 3; so
fahre ich fort: 7 von 12 ist 5; 6 von 13 ist 7; 5 von 14 ist
9;4 von 5 ist 1; 3 von 7 ist 4; 2 von 8 ist 6; 1 von 9 ist
8. Ich erhalte also

8+6+4+14+9+7+5+3+2=45
und habe gezeigt, dafl in der Tat 45 — 45 = 45 ist.

Freilich, gelegentlich sind auch derartige Trugschlusse, bei
denen der Fehler sofort auf der Hand liegt, nicht ohne Reiz. —
Einige Beispiele dieser Art.

5. Zun#chst eine sehr bekannte Geschichte. Jemand geht
in ein Geschaft und kauft sich ein Bild fiar 15 4. Anderen
Tages kommt er ins Geschift zuriick: Er wolle das Bild
umtauschen. Er sucht sich ein anderes aus, das 30 / kostet.
Ohne zu zahlen geht er hinaus. Der Geschéftsinhaber halt
ihn zurtick. Da sagt der Schlauberger: Ich habe lhnen ja das
Bild im Werte von 15 £ hiergelassen, und gestern habe
ich Ihnen 15 A bar bezahlt. Das macht zusammen 30 /.
Wir sind also quitt!

6. Nicht minder interessant, aber weniger bekannt ist die
folgende Uberlegung: Man hort oft, daB die Zahl der Men-
schen in friheren Zeiten weit geringer gewesen sei als in
der Gegenwart. Eine einfache Uberlegung lehrt, wie falsch
diese Ansicht ist. Es sei die Anzahl der gegenwartig lebenden
Menschen n. Jeder dieser n Menschen hat einen Vater und
eine Mutter gehabt, also 2 Eltern; die Zahl seiner Grofieltern
betragt insgesamt 4. Geht man bis zur pten Generation zu-

1) Dieses Beispiel und einige andere der Einleitung sind
meinem Bfichlein: W.Lietzmann, Lustiges und Merkwf{irdiges von
Zahlen und Formen, Leipzig 1922, Hirt, entnommen.
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riick, so ist die Zahl aller seiner Urahnen in dieser Gene-
ration 2P. Wir nehmen jefzt an, daBl die Zahl der Jahre, die
einer Generation entspreche, 30 sei; das ist eher zu viel
als zu wenig gerechnet., Dann hat also der einzelne Mensch,
wenn man 30 - p Jahre zuriickgeht, 2P Urahnen, die zu dieser
Zeit lebten. Fur n Menschen macht das n- 2?7 Urahnen. Da
2% ungefahr 1000 ist, so lebten also bereits vor 300 Jahren
etwa 1000 mal so viel Menschen als in der Gegenwart, vor
600 Jahren sogar 1000000 mal so viel und so fort.

7. SchlieBllich noch ein etwas entlegeneres Beispiel. Der
folgende Satz ist zu beweisen: An einer Geraden sind die
Punkte A, O, M, B, N in der angegebenen Reihenfolge so

angeschrieben, da8 A0 = OB und g = o ist. Es soll

bewiesen werden, dafl

AM AN

MB~— BN
ist. Die Losung, die einmal ein Schiiler tatsichlich gegeben
hat, geht so: Man karzt die letztgenannten Briiche, den einen
durch M, den andern durch N, und erhélt dadurch

A _A
B B’
Das ist sicher richtig, mithin auch der zu beweisende Satz.

Man kann an die Stelle ausgeftihrter Trugschliisse auch
eine Frage setzen; man gibt also nicht die falsche Losung an
und fordert dann die Aufdeckung des Trugschlusses. Hiufig
wird dann der Antwortende den TrugschluB begehen, der
ihm durch die Fassung der Aufgabe nahe gelegt wird, zu-
mal bei einiger Geschicklichkeit des Fragenden.

8. Die Frage, wieviel ein Buch und sein Einband kosten,
wenn das gebundene 110 £ kostet und das Buch 100 £
teurer als sein Einband ist, wird der in Mathematik wenig
gelibte Antwortende fast regelmaflig dahin — falsch — be-
antworten, daf 100 £ das ungebundene Buch, 10 £ der
Einband kostet.

9. Jemand kauft beim Kaufmann eine Tafel Schokolade zu
6,— . Er bezahlt mit einem Zehnmarkschein. Der Kaui-
mann kann nicht herausgeben, er wechselt beim Nachbar
den Schein und gibt nun dem Kéaufer 4,—/ heraus. Tags
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darauf bringt der Nachbar den Schein zuriick, er ist gefalscht,
Der Kaufmann muf, nachdem er schon dem Kaufer 4,—
in richtigem Gelde gegeben, wohl oder tibel auch noch dem
Nachbar 10 £ in richtigem Gelde geben. Wieviel hat er
verloren? Der vorschnelle Schtler wird erst 14,— ./ raten,
dann vielleicht noch den Verlust der Tafel Schokolade hin-
zufigen — ohne im Augenblick daran zu denken, daf der
Kaufmann ja auch die 10,—. richtigen Geldes vom Nach-
bar vereinnahmt hat.

10. Ein D-Zug, der von Koln nach Berlin fahrt, und ein
Personenzug, der von Berlin nach Koln fahrt, treffen sich.
Der D-Zug hat eine Stundengeschwindigkeit von 80 km, der
Personenzug nur eine solche von 40 km. Welcher von den
beiden Ztigen ist weiter von Berlin entfernt, ‘der D-Zug oder
der Personenzug?

Man mache den Versuch und wird tiberrascht sein, wie
viele Leute man mit dieser Frage hineinlegen kann.

Eine eigene Klasse von Trugschliissen bilden diejenigen,
beidenen ganzlich falsche Rechnungen zum richtigen Ergebnis
fiihren. Die Uberraschung liegt hier eben darin, daf an Stelle
des erwarteten falschen Resultats das richtige erscheint. Fir
diese Gattung nur zwei Beispiele:

11. In 262 oder :,)4 kann man ungestraft die 6 , kiirzen,

man erhilt doch das richtige Ergebnis.
12. In V5% kann man die 5 einfach vor das Wurzel-

zeichen ziehen oder in ]/IQI% die 12. In der Tat ist

1/_ 5V24’ V12143 ]/'

Allgemein !) ist namlich
— e
Vn + n*—1 =n]/n"—l :

1) Ober eine Verallgemeinerung dieser Formel vgl. z. B. die
S. 3 Anm. 1 genannte Schrift.




6 Zur Einleitung

Ich habe bei den verbreiteteren und in der Literatur?)
mehrfach angegebenen Trugschltissen von Quellenangaben
abgesehen. Bei solchen Trugschliissen jedoch, die mir auf
brieflichem Wege zugegangen sind, und bei denen ich an-
nehme, daB sie neu sind, gebe ich den Autornamen an. Uber
die Geschichte der Trugschliisse ist, von einigen ganz be-
sonderen Beispielen wie etwa dem Paradoxon des Zeno?)
abgesehen, sehr wenig bekannt. Vielfach werden solche
Scherze von Mund zu Mund weitererzahlt, erst spater hat sie
vielleicht jemand (meist ohne Namenangabe) irgendwo ver-
offentlicht, ohne dafl man weil, ob das nun auch wirklich
die erste Wiedergabe ist, ob nicht in irgendeinem Familien-
blatt oder in einer Jugendschriit der Fall schon vorher er-
wéhnt ist.

Und nun noch ein Wort darttber, wie ich mir die Lektiire
dieser Trugschliisse denke. Mit dem Erstaunen tber das
falsche Ergebnis und dem daraus abgeleiteten Trugschlufi,
dafi die tiber alle Tauschung erhabene Mathematik auch ein-
mal versagt, ist es nicht genug.. Der Fehler will nattirlich
entdeckt und erkannt sein. Ich habe das ganz und gar dem
Leser tiberlassen und es sogar vermieden, auch nur Andeu-
tungen in dieser Richtung zu machen. Aber auch das Auf-
decken der Fehler durch den Leser scheint mir noch nicht
das rechte Endziel. Man lasse sich nicht damit gentigen, den
Finger auf die Stelle zu legen, wo der Fehler steckt. Man
versuche ihn auf eine knappe Form zu bringen, den Fehler
gleichsam aus der mehr oder weniger verbergenden Ein-
kleidung herauszuschélen. Vielleichtist es auch ratsam, selbst
eine andere Einkleidung zu ersinnen. — Der Kern nicht we-

1) Von den grofieren Schriften tber Unterhaltungsmathematik,
die auch Trugschliisse beriicksichtigen, manchmal allerdings nur
eine verschwindend geringe Zahl, nenne ich: W. Ahrens, Mathe-
matische Spiele (Aus Natur und Geisteswelt, Bd. 170) 4. Aufl.
Leipzig 1919, Teubner. W.W.Rouse Ball, Mathematical Recre-
ations and Essays, 5. Aufl,, London 1919, Macmillan. J. Ghersi,
Mathematique dilettevole -e curiosa, Milano 1913, Hoepli. E.Lucas,
Récréations mathématiques, 4 Bd., z. T. in 2. Aufl, Paris 1883
bis 1894, Gautier-Villars, H.Schubert, Mathematische Mufie-
stunden, 3 Bd., 2. Aufl. Leipzig 1900, Goschen.

2) Vgl. F. Cajori, The History of Zeno’s Arguments on Mo-
tion. The American Mathematical Monthly 22 (1915) S. 1if.
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niger dieser Trugschliisse hat in der Geschichte der Mathe-
matik eine Rolle gespielt; einige Trugschlisse kénnen gera-
dezu als Ausgangspunkte far neue Wege mathematischer
Forschung angesehen werden.

I. ARITHMETIK
1. Es ist 2 kg =2000g,
3 kg = 3000 g.
Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches, also ist
6 kg = 6000000 g.

2. V2500 F =V50 50 F =)/ A

=V h=V5H =52,

1

g M

oder?): Es ist —;—‘//l =25%,
folglich V%ﬂ=Vﬁ@,
folglich S =5

3. Wendet man auf die folgenden zwei Salze:
1 Katze hat 4 Beine,
0 Katze hat 3 Beine

(den letzten Satz lies: Keine Katze hat 3 Beine) den Grund-
satz an: ,,Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches®, so er-
hilt man das merkwiirdige Ergebnis: 1 Katze hat 7 Beine.

4. Ein Vater hinterlieB bei seinem Tode 3 S8hne und
17 Kamele. Er hatte bestimmt, diese Kamele so zu verteilen,
daBl der ilteste Sohn die Hélfte, der zweite ein Drittel, der
jungste ein Neuntel der Kamelherde erben solle. Als sich

1) Die erste Fassung hat ein Schiiler einer Hamburger Real-
schule in Befolgung des oben gegebenen Rates nach dem in Nr, |
gegebenen Trugschlufl erdacht.
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die drei genug herumgestritten hatten, ohne sich zu einigen,
kam ein alter Mann daher mit einem alten abgetriebenen
Kamel. Er erklarte sich sofort bereit, die Teilung vorzuneh-
men und sein eigenes Tier zur Verfiigung zu stellen. So er-
hielt denn der 4lteste Sohn von den jetzt vorhandenen 18 Ka-
melen 9, der zweite 6, der dritte 2, Eines blieb tibrig — es
war nicht gerade jenes abgeiriebene des Alten, sondern eines
aus der wohlgenihrten Herde des Verstorbenen. Mit ihm
zog der hilfreiche Alte beiriedigt von dannen.
5. Jede Zahl ist gleich ihrem Doppelten. Es ist

a*—at=a® - ad
Zieht man links a vor die Klammer und wendet man rechts
die Formel x+ 2 (x % p=x'—y
an, so folgt a-(a—a)=(a+a)-(a—a).

Dividiert man jetzt beide Seiten durch den Faktor (a — a),
so erhdlt man das Ergebnis

a=2a.

Der Trugschlufl 1488t sich auch in eine andere Form Kklei-
den. Es sei x =1, dann ist x* =1 oder x* — 1 =0, also
nach der Division durch x — 1 auch x + 1 =20, d. h. auch
X =— 1, Daraus folgt 1 =—1 oder auch 2a=20, d. h.
jede beliebige Zahl ist Null. — Es ist also nicht schwer,
das Sprichwort ,,Einmal ist keinmal® mathematisch zu be-
weisen!

6. Alle Zahlen sind einander gleich. Es seien a und b
zwei Zahlen, und zwar sei etwa a>b. Dann fiihrt man eine
positive Zahl ¢ so ein, daf§

a=b+c
ist. Multipliziert man diese Gleichung mit a—b, so erhalt man:
a-a—ab=a'b+a-c—b-b->b-¢,
a-a—a-b—a-c=a-b—b-b—">-c.
a-{a—b—c)=b-(a—b—2c),
und wenn man durch den gemeinsamen Faktor beiderseits

dividiert: a=b.
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7. 4 = 5. In einer Badezelle in Weimar wurde, wie mir
berichtet wurde, im Jahre 1892 der folgende Beweis an-
geschrieben gefunden. Wir legen vor

a=b+ec,
multiplizieren mit _5 5a=5b+ B¢
und addieren 4b 4+ 4c=4a

und subtrahieren noch 9a = 9aq,

dann folgt 4b+ 4c—4a=5b+ 5c— 5a
oder 4b+c—a)=5(b+c— a).
Daraus folgt sofort die behauptete Tatsache.

8. Beweis, daf-2><2 =5 ist. Es gibt ein Theaterstiick:
2> 2=0>5. Wenn die Gute eines Theaterstiickes der An-
zahl der Auffthrungen proportional ist, mufl es sehr schén
sein, Ich weifl leider nicht, ob in diesem Theaterstiick die
Richtigkeit der Titelgleichung bewiesen wird. Jedenfalls

konnte es aufler nach dem Vorbilde von Nr.7 auch noch
in folgender Weise geschehen. Es ist:

16 — 36 = 25 — 45;
81 81
16_36+?=25_45+T;

9. Eine Zahl dndert ihren Wert nicht, wenn man 1 zu ihr
addiert. Es ist?)

n—n@n+D)=@m+1)P}—mn+1) 2n+1),

wovon man sich leicht durch Ausmultiplizieren aberzeugt.
Daraus folgt:

nt—n @n+ 1)+ (225
_ : 2n 412
=+ 1 —@+) i+ 1)+ (FF)

v 2
I) Nr. 8 ist ein Sonderfall von Nr. 9.



10 1. Arithmetik

(n =2 = (0 + 0 = 22,

2 1
n__?ﬁzi'_!=n+l_ n2+ ,

n=n-+4+1.
10. 2 = — 2, Es ist
V=1-V—4=V(1D (-4 =Vi=2

Andererseits ist aber

V=1-V—4=i-2i=—2.

Daraus folgt die Behauptung.

In &dhnlicher Weise kann man zeigen: Jede positive Zahl
ist gleich der negativen Zahl, die denselben absoluten Wert
hat. Nach den Gesetzen tiber die Wurzelrechnung ist

V=a-V=a=VCa - Ca=V@=aq;
V=a-V=a=/=af=—a
folglich ist a=—ada.
1. #=1. Bsist Vx—g=iVy—x,

wo i bekanntlich far J/— 1 steht.
Diese Gleichung gilt, welche Werte auch die GroéBien x und
y annehmen. Es ist also

Va—b=i-Vb—a
und ebenso Vb —a=i- 1/?1_———b.
Multipliziert man beide Gleichungen, so folgt:
Va—b-Vo—a=1-YVb—a-Va—b.

Nach Division durch die gemeinsamen Faktoren erhilt man

=1,
Diese Tatsache 148t sich noch auf anderem Wege ,be-
weisen®. Es ist 1 —1
e T
Vi _V-1 oder L =1.

folglich 'VT_T = *_V"_l—_ 7

Es ist also it=1.
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12. Der Logarithmus einer negativen Zahl ist gleich dem
Logarithmus der entsprechenden positiven Zahl. Es ist

2 log a = log (a®) =log ([— a]®) = 2 log (— a),
also der Behauptung entsprechend
log a = log (— a).

Ein Sonderfall davon: Der Logarithmus von — 1 ist Null,
Wenn man die Gleichung

(-1 =
logarithmiert, so erhalt man:
2log(— 1) =log 1=0.

Aus diesem Ergebnis log (— 1) = 0 kann man noch andere
iiberraschende Schliisse ziehen. Es folgt daraus z. B.

10°=—1,
und da die linke Seite dieser Gleichung den Wert 1 hat,
1=—1.

13. 4+ 1 = — 1. Es sei b eine positive, von 1 verschiedene
Zahl, Wir bestimmen a so, dafi

pr=—1
ist. Dann ist pla=+41,
woraus, da b = 1 ist, folgt

2a=0.

Also ist a = 0 und =41,

woraus im Zusammenhang mit der Ausgangsgleichung unsere
Behauptung folgt.
14, 2x =0.%) Es ist fuir alle @

cos @ = cos (2m + @)
sin @ = sin 21 + @), folglich
cos@ + isin @ =cos 2w + @) +isin 27 + ).

1) Von Herrn Teege, Kiel-Wik, mitgeteilt.
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Durch Potenzierung mit i und Anwendung des Moivreschen
Satzes ergibt sich

cos i@ +isinip=cosi(2m+ @) +isini(2m 4 ).
Verwendet man nun aber die Formel
cos x + 1 sin x = e'%

indem man x einmal i@, das andere Mal /(2T 4 @) setzt,
dann erhilt man die Gleichung

e P = e_2”_‘l”
woraus A7=1, 2n=0 folgt.

15. Wenn a> b ist, dann ist auch a> 2b (a und b sind
positive Zahlen). Aus

1 a>b
folgt durch Multiplikation mit b:
a-b> b

und ferner, wenn man beiderseits a® subtrahiert:
a-b—a*>b—a’,
oder nach Division durch b — a:
a>b+a

Addiert man zu dieser schon recht merkwiirdigen Ungleichung
jetzt die obige Ungleichung (1), so erhilt man:

2a>2b + a.
Folglich ist a>2b.

16; Jede positive Zahl ist kleiner als Null. Es sei % eine
ganze positive Zahl. Dann ist

2n—1<2n

Multipliziert man diese Ungleichung mit — @, wo a irgend-
eine positive Zahl ist, so erhalt man:

—2an+ a < — 2an.
Folglich ist, wenn man beiderseits 2 an addiert,
a<o.
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1
17. 5 ist grofer als - Es ist

log % = log %
3>2.
Durch Multiplikation erhalt man:

3log 5 > 2log
log (%)s > log (%)2
(2) > (z)
und das ist die Behauptung.’)

18. —1> 4 1. Wenn in der Proportion

a_<
b d

der links stehende Bruch grofier als 1 ist, so mufl es auch
der rechts stehende sein, mit anderen Worten: aus

a>b folgt c¢c>d.
Nun ist die Produktengleichung der Proportion
a-d=b-c
oftenbar erfallt, wenn man
a=1,b=—1,¢c=—1,d=+1 setzt.

Hier ist a>b,
also mufl auch c>d
sein, d. h. —-1>4+1

II. ALGEBRA
1. Vorgelegt sind die Gleichungen
2x+y=8 und x=2—~g--

1) Diesen Trugschlufl teilte mir Herr Distley-Niimberg mit.
M.-ph. Bibl. 53: Lietzmann: Trugschlisse 2
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Man setzt, um die Gleichungen zu l6sen, den Wert von x
aus der zweiten Gleichung in die erste ein und erhilt:

4—y+y=8.
Daraus folgt: 4 =28,
2. Die Gleichung
6x+425=10x+ 15
behandelt jemand folgendermaBien: Es ist
3(2x—5)=15(2x — 5);

folglich ist 3 =25,
3. Die Gleichung
x+5 _ 4x—40
x—7 Y7 13—=x

st jemand folgendermafien:
x+5—5(x—7) 4x—40

x—17 T 13—x?
4x—40 4x—40
T Tx—7  1B8—x'
4x—40  4x—40
7—x = 13—x
und folgert daraus, dafl 7 = 13 ist.
4. Zwei beliebige Zahlen sind einander gleich. Vorgelegt
ist die Gleichung (x — @)? = (x — b)?

Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so erhalt man:
x—a=x—>b; folglichist a=0».
5. Die Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten
(1) 22 —3Bxy+ 2 =4
(1) ¥+ 2xy—3y'=9

sind vorgelegt. Man multipliziert die beiden Gleichungen
»ibers Kreuz“;

9(2x"—3xy+y°) =4+ 2xy — 39,
ordnet 14x" — 35xy + 2152 =0
und dividiert durch 7:



Widerspruchsvolle Gleichungen 15
2x* —5xy+ 3y° =0.

Nach Division durch y? erh#lt man fur (%) die quadratische
. x\? x
Gleichung 2 (5) —5 ¥ +3=0.

Die zwei Losungen liefern:
x 1 x
(=17 (7=t
Setzt man x = lé-y etwa in die erste Gleichung (1) ein, so
erhdlt man die Wurzeln

N==%2; x,==43

Setzt man aber, die zweite Losung ausnutzend, x=y, dann
erhilt man aus der ersten Gleichung 0= 4, aus der zweiten
0 =9. Beides recht merkwiirdige Ergebnisse!

[Il. WAHRSCHEINLICHKEITSLEHRE

1. Esist —g- = %‘ Bei einer Minze unterscheidet man Kopf-

seite (K) und Wappenseite (W). Wie grofi ist die Wahr-
scheinlichkeit, daf bei zweimaligem Wurf wenigstens einmal
Wappen fallt? Es macht fur die Beantwortung der Frage
nichts aus, ob wir zweimal nacheinander mit einer oder gleich-
zeitig mit zwei Mtnzen werfen. Betrachten wir den ersten
Fall: Beim ersten Wurf haben wir entweder Wappen, also
einen glnstigen Fall, oder wir werfen Kopf. Dann werfen
wir noch das zweite Mal und bekommen entweder Wappen
oder Kopf. Zwei gtinstigen Fillen steht ein ungtnstiger Fall

gegentiber. Die Wahrscheinlichkeit ist alsoTz3 .

Betrachten wir andererseits den zweiten Fall, den gleich-
zeitigen Wuri zweier Minzen: Wir haben diesmal vier mdg-
liche Fille zu unterscheiden, die kurz mit WW, WK, KW
und KK bezeichnet werden konnen. Glinstig sind drei Fille.

Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, Wappen zu werfen, %-‘)

1) Eine der beiden Uberlegungen ist ein Fehlschlu, der von
d’Alembert (1754) in einem Artikel der Encyclopédie begangen
worden ist.

2*
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2. -2,’- = -;:—- Ich werfe drei Mtinzen gleichzeitig und frage,

wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, daf§ alle drei die gleiche
Seite, sei es Kopf oder sei es Wappen, zeigen. Die Wahr-
schemhchkelt daftir, da8 alle drei Munzen Kopf zeigen, ist

(%) , die Wahrscheinlichkeit dafﬁr, daf alle drei Miin-

3
zen Wappen zeigen, ist ebenfalls (%) = §~ Die Wahrschein-

1
lichkeit also, das eins oder das andere eintritt, ist 4 + 5 =7 -

Die Wahrscheinlichkeit 148t sich aber auch auf Grund der
folgenden Uberlegung finden. Wie auch der Wurf erfolgt,
immer sind notwendigerweise unter den drei Bildern zwei
gleiche, seien es nun Kdpfe oder Wappen. Die Wahrschein-
lichkeit, daBl auch noch die dritte Mtinze das gleiche Bild

zeigt, ist -;—; so ergibt sich hier als Wahrscheinlichkeit

3. Die Anzahl der geraden Primzahlen ist 1, die der un-
geraden unendlich. Alsoistdie Wahrscheinlichkeit,daB8irgend-

eine vorgelegte Primzahl gerade ist, oio = 0. Es ist also un-

moglich, dafl mir jemand die Primzahl 2 vorlegt!

Es gibt eine grofite, bisher als Primzahl erkannte Zahl,
sie heifit') 2305843009213693951; daraus folgt, dafl die
Anzahl aller Primzahlen, die die Mathematnker kennen, end-
lich ist; sagen wir, es sind n Primzahlen bekannt. Die An-
zahl aller Primzahlen, die es tiberhaupt gibt, ist aber unend-
lich. Also ist die Wahrscheinlichkeit, daf irgendeine mir vor-

gelegte beliebige Primzahl bereits bekannt ist, — = 0. Mit

andern Worten, jede Primzahl, die mir vorgelegt wird, muf§
unbekannt sein.

4 =75 = %- Bertrand hat das folgende Problem

geldst und drei verschiedene Antworten erhalten: In einem
Kreise wird eine Sehne beliebig gezogen. Welches ist die

1) Es ist das die Zah! 2°' — 1.
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Wahrscheinlichkeit, dafl sie grofier ist als die Seite des dem
Kreise eingeschriebenen Dreiecks.

1. Man nimmt einen Endpunkt der Sehne fest und macht
diesen Punkt zu einem Eckpunkt des eingeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecks. Dann ist die Sehne grofier als die Drei-
ecksseite, wenn sie in den Dreieckswinkel fallt. Die Gesamt-
zahl der moglichen Richtungen steht zu den so gegebenen
giinstigen Richtungen im Verhiltnis von 180° zu 60° es ist

also die gesuchte Wahrscheinlichkeit w, =§1-

2. Wir wihlen einen beliebigen Durchmesser 2r und be-
trachten die dazu senkrechte Schar paralleler Sehnen. Nur
diejenigen Sehnen sind dann grofier als die Dreiecksseite,
die durch Punkte des Durchmessers gehen, deren Abstiande

vom Kreismittelpunkt kleiner als —;— sind. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit wird also w, = %

3. Wir wahlen den Mittelpunkt der Sehne beliebig. Denn
so wird die durch einenPunkt des Kreises gezogene kiirzeste
Sehne dann und nur dann gro8er als die Dreiecksseite, wenn

der Punkt innerhalb des um den Kreismittelpunkt mit %ge-
schlagenen Kreises liegt. Dessen Flache ist —;—der Flache

. 1
des gegebenen Kreises; also ist w; = -

5. Zwei Methoden, in Monte Carlo sicher Geld zu ge-
winnen.') 1. Man wahlt ein Spiel, bei dem die Wahrschein-

S . 1. .
lichkeit, zu gewinnen, - ist, also etwa rouge et noir. Man

setzt am 1. Tag 10 fr. Gewinnt man, setzt man noch einmal,
und zwar wieder nur 10 fr. Gewinnt man, setzt man wieder
10 fr. usi. Beim ersten Verlieren hért man an diesem Tage
auf. So tut man an einer langen Folge von Tagen. Der mog-
liche Verlust eines Tages ist dann 10 fr,, der mogliche Ge-
winn aber 10 fr,, 20 fr. usf., je nachdem nach zwei-, drei-
maligem usf. Spiel aufgehort wird. Da sich einmaliger Ge-
winn und einmaliger Verlust in der Wahrscheinlichkeit gleich-

1) Die zweite Methode ist als Petersburger Paradoxon bekannt,
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kommen, steht sich der Spieler mit allen Fillen, in denen
er zweimal und mehr am Tage zum Spiel kommt, im Vorteil
gegeniiber der Bank.

2. Man wihlt wieder ein Spiel mit der Wahrscheinlichkeit

%- Man setzt 10 fr. Gewinnt man, so wiederholt man das

Spiel. Verliert man, so setzt man 20 fr, Gewinnt man dann,
so hat man, da man 40 {r. ausbezahlt erhilt und 30 fr. in
die Bank gegeben hat, einen Gesamtgewinn von 10 fr. Man
beginnt von neuem wie eben mit 10 fr. Verliert man aber,
so setzt man 40 fr. Gewinnt man jetzt, so ist die Auszahlung
80 fr., die gesamte Einzahlung 10 fr. 4 20 fr. 4 40 fr.= 70 ir.
Wieder ist ein Gewinn von 10 fr. zu verzeichnen. Verliert
man aber wieder, so setzt man jetzt 80 fr. Im Falle des Ge-
winnes stehen der Auszahlung von 160 fr. insgesamt 150 fr.
Einzahlungen gegenilber. So fahrt man fort. Da schlieBlich,
wenn man nur immer auf die gleiche Farbe setzt, doch ein-
mal die gtinstige Farbe kommt, so mufl man schliellich auch
einmal gewinnen und hat dann den zwar kleinen, aber siche-
ren Uberschufl von 10 fr.

Bei beiden Methoden ist der Gewinn sicher, obwohl die

Wahrscheinlichkeit des Gewinnes nur —;— ist.

IV. LOGIK UND MENGENLEHRE

1. Das Krokodil. Einer Agypterin wurde das Kind von
einem Krokodil geraubt, sie forderte es zurtick, und das Kro-
kodil sagte das zu, wenn die Frau richtig angeben wirde,
was das Krokodil {un werde. Die Mutter sagte: ,Du wirst
mir mein Kind nicht wiedergeben.” Darauf sagte das Krokodil :
»wenn du wirklich recht hast, bekommst du, wie du selbst
sagst, dein Kind nicht zurtick, hast du aber mit deinem Aus-
spruch unrecht, so erhéltst du das Kind nach unserer Verab-
redung nicht zurick. In jedem Falle: ich brauche das Kind
nicht zurtickzugeben.” Die Mutter hingegen sagte: ,Im Gegen-
teil! Wenn ich mit meinem Ausspruch recht habe, bekomme
ich das Kind auf Grund unserer Verabredung zuroick, habe
ich mit meinem Ausspruch unrecht, nun so gibst du ja selbst
zu, dafd ich das Kind zurfickerhalte. In jedem Falle: ich be-
komme mein Kind zurtick. Wer hat recht?
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2. Der Prozef. Euathlus hat bei Protagoras Unterricht
in der Sophistik genommen. Das Honorar, so wird ausbe-
dungen, soll erst ausgezahlt werden, wenn Euathlos seinen
ersten Prozefl gewonnen hat. Euathlus ftihrte keinen Pro-
zef}, bezahlte aber auch natirlich sein Honorar nicht. Da
verklagte ihn Protagoras. Er sagte: ,,Gewinne ich den ProzeS,
so mufit du mir das Geld nach dem Urteilsspruch auszahlen,
verliere ich ihn, so hast du deinen ersten Prozefl gewonnen
und muflt mir nach unserer Verabredung das Honorar gleich-
falls auszahlen. ,Nein“,sagte Euathlus, ,gewinne ich den Pro-
zefl, so brauche ich dir nach dem Urteilsspruch das Geld
nicht auszuzahlen; verliere ich aber diesen meinen ersten
Prozef}, dann brauche ich wegen unserer Abmachung gleich-
falls nicht zu zahlen. Wer hat recht?

3. Der Liigner. Epimenides, der Kreter, sagt, alle Kreter
sind Lutgner; nun ist Epimenides selbst ein Kreter, also lugt
er, also ist auch sein Satz von oben falsch, also sind die
Kreter nicht Liigner —so etwa lautet der bekannte aus dem
Altertum tberlieferte Trugschluff. Scharfer und zwingender
148t sich der Trugschlul so fassen. Ein Mann sagt: ,Alles,
was ich sage, ist falsch. Also ist auch dieser Satz falsch,
es folgt also aus der Voraussetzung, dafl nicht alles, was
der Mann sagt, falsch ist — und das steht im Gegensatz zu
der Voraussetzung.

4. Wer hat Schuld? Jemand kauft sich eine Miutize, sie
paBt ihm aber nicht, sie ist zu groff. An wem liegt das, an
der Matze oder am Kopf? Die Mitze ist jedenfalls nicht
schuld, denn wenn nur der Kopf kleiner wire, mifite sie
passen. Also liegt es am Kopf! Aber auch das ist falsch.
Denn wenn nur die Mutze grofier ware, wiirde sie passen.
Also liegt es an keinem von beiden — weder an der Mtitze
noch am Kopf.

5. Falsche Anwendung der Induktion. Der Mathematiker
Kummer soll das folgende Beispiel gebracht haben. 60 ist
durch 2 teilbar; die Zahl ist auch durch 3 teilbar, ebenso durch
4, durch 5, durch 6; sie wird also durch alle Zahlen teilbar
sein. Probieren wir es der Vorsicht halber mit einer gro-
Beren Zahl, etwa mit 12; es geht auch. Also wird es wohl
stimmen. — Ein anderes Beispiel sind die bei der Lehre von
der Kreisteilung auftretenden Zahlen p=2*" + 1. Fir n=0
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erhilt man 3, ftir n =1 erhilt man 5, fiir n=2 die Zahl 17,
fir n==3 die Zahl 257. Das sind alles Primzahlen, und auch
ftir den Fall n = 4 fand man eine Primzahl, nimlich 65 537.
Fermats Behauptung aber, die Zahlen 2¥" 41 seien simt-
lich Primzahlen, hat sich nicht bewahrheitet. Fir n= 5 er-
halt man 2% + 1, und diese Zahl ist, wie Euler gefunden
hat, durch 641 teilbar. Seitdem sind weitere Falle bekannt ge-
worden, in denen der Fermatsche Ausdruck nicht auf Prim-
zahlen fuhrt.

Ich erinnere in diesem Zusammenhange daran, dafl man
auch bei dem grofien Fermatschen Problem bisher nur auf
Induktion angewiesen ist. Man ist zwar in weiten Kreisen da-
von itberzeugt, daB8 die Gleichung

X" 4yt = 2"

flir n > 2 in ganzen Zahlen x, y, z und n nicht ldsbar ist.
Aber diese Ansicht statzt sich nur-auf die Tatsache, dafl man
fir eine — allerdings recht betrachtliche — Anzahl von n
den Beweis der Unmdglichkeit gebracht hat.

6. Autologische und heterologische Worte.*) Manche
Worte bezeichnen Eigenschaften, die sie selbst besitzen. So
ist das Wort ,,dreisilbig" selbst dreisilbig, das Wort ,fran-
gais“ ist franzdsisch, das Wort ,,deutsch® ist deutsch usf.
Solche Worte sollen autologisch heiflen. Worte, die nicht
autologisch sind, sollen heterologisch heiflenn. So sind vier-
silbig, franzdsisch, spitz heterologisch. Natrlich ist die tiber-
wiegende Mehrzahl der Worte heterologisch. Ich will nun
untersuchen, ob das Wort ,heterologisch” heterologisch oder
autologisch ist. Angenommen ,heterologisch” sei hetero-
logisch, dann ist es nach der Definition unserer beiden Be-
griffe autologisch, ich komme also auf einen Widerspruch.
Nehme ich andrerseits an, das Wort ,,heterologisch” ist auto-
logisch, so ist es nach der Begriffsdefinition heterologisch,
ich komme also wieder auf einen Widerspruch. Was ist
denn nun eigentlich mit dem Wort ,heterologisch” los?

1) Dieses Beispiel stammt von K.Grelling und L. Nelson,
die es in einer Arbeit im ersten Bande der Abhandlungen der
Friesschen Schule bringen.
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7. Das Russelsche Paradoxon.') Wir unterscheiden zwei
Arten von Mengen. Zur ersten Artgehdren die Mengen, die sich
selbst als Element enthalten. Ein Beispiel einer solchen Menge
ist diejenige aller abstrakten Begriffe. Zur zweiten Art ge-
horen die Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
Ein Beispiel fiir diese Art, die tibrigens die weitaus am héu-
figsten benutzten Mengen umiafit, ist etwa die Menge der
Zahlen1, 2 und 3. Irgendeine Menge gehort entweder dereinen
oder der andern Artan. Wir betrachten nun diejenige Menge,
welche alle Mengen der zweiten Art und nur diese umfafit, wir
nennen sie M. GehortM zur ersten oder zur zweiten Art? Wir
nehmen zuerst an, M gehére der ersten Art an, dann ist also
M ein Element von M. Nun sollte aber M nur solche Mengen
umfassen, die sich selbstnichtals Elemententhalten. Wirstofien
also bei unserer Annahme auf einen Widerspruch und miissen
sie fallen lassen. So bleibt nur die andere Annahme tbrig;
M sei eine Menge zweiter Art, enthalt sich selbst also nicht
als Element. Auch das ist aber unmdglich, denn dann hatten
wir entgegen unserer Erklarung von M eine Menge zweiter
Art gefunden, die ihr nicht angehort. So fihrt auch die
zweite Annahme zu.einem Widerspruch.

8. Die Geschichte von Tristram Shandy. Dieser Tristram
Shandy begann seine Lebensgeschichte zu schreiben, und
er tat'es so griindlich, daB8 er fiir die Geschichte der beiden
ersten Tage seines Lebens zwei Jahre brauchte. Wir neh-
men an, er fahrt in dieser Weise fort. Es ist klar, auf diese
Weise wird er niemals mit seiner Lebensgeschichte fertig,
er stirbt tiber seiner allzu griindlichen Arbeit. Je ilter er
wird, desto weiter entfernt er sich von dem Stoff seiner Be-
schreibung.

Wenn er aber unendlich lange leben wiirde, dann hétte
er seine ganze Lebensgeschichte schreiben kénnen, trotzdem
sich iener Abstand zwischen der Zeit, iiber die er schreibt,
und der Zeit, zu der er schreibt, stindig bis ins Unendliche
vergroflert. In der Tat, handelt es sich auch um Tage aus

1) Das Russelsche Paradoxon ist vielfach behandelt worden-
Ich nenne z. B., zugleich als eine allgemeinverstindliche Dar-
stellung der Mengenlehre: A. Fraenkel, Einleitung in die Mengen.
lehre. Berlin 1919.
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noch so spater Lebenszeit, immer kommt er in seiner
Historie einmal auch an diese Zeit, da sein Alfer ja beliebig
viele Jahre erreicht.!)

—_ c

£

V. PLANIMETRIE

1. Zwei Geraden schneiden sich nicht, selbst wenn sie
nicht parallel sind.*) Man schneidet die gegebenen Geraden

Fig. 1.

a und b durch eine dritte
Gerade ¢ so, dal ¢ mit
aund b nach einer Seite
gleiche spitze Winkel ein-
schlieBt (Fig. 1). DaB
dann auf der Seite der
stumpfen Winkel kein
Schnittpunkt von a und
b liegt, ist ohne weiteres
zu zeigen, wir beschif-
tigen uns lediglich mit
demFallaufder Seite der

spitzen Winkel. Seien A und B die Schnittpunkte von ¢ mit

AB
a und b. Dann trigt man

auf a und b von A und B aus

bis C und D ab. Es ist nicht méglich, daf} C auf D fallt,
da im Dreieck die Summe zweier Seiten grofier als die dritte
ist. Noch weniger kdénnen die Strecken AC und BD
einen Schnittpunkt S gemein haben, denn in ASAB wire
erst recht die Summe zweier Seiten kleiner als die dritte. Ver-
bindet man jetzt C und D, so entsteht ein gleichschenkliges
Trapez ABDC. Die Gerade CD gestattet jetzt in gleicher
Weise die Konstruktion einer Geraden EF. Die Konstruktion
1a8t sich beliebig oft wiederholen, immer schreite ich um
einen Schritt vorwirts und kann doch, nach unserer Uber-
legung, nie auf einen Schnittpunkt von a und b kommen.

Diese schneiden sich also nicht.

2. Zwei Dreieche, die in zwei Seiten und einem, ent-
sprechenden Seiten gegeniiberliegenden Winkel iibereinstim-
men, sind kongruent.

1) In der Mengenlehre sagt man: Die Zahl seiner Lebenstage
wirde dquivalent werden der Zahl seiner Lebensjahre.
2) Nach Proclus.
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Die beiden Dreiecke seien ABC und A’B’C’, und zwar
sei BC= B'C, AB=A'B  und a=0". Man legt AA'B'C’
so an ABC, daB B’ auf B, C auf C {4llt. A wird mit A" ver-
bunden. Dann ist A BAA" gleichschenklig, weil BA= BA’
ist, mithin ist 3C BAA'=<CBA'A. Nun ist « = a’. Durch

A

e — = S

Fig. 2. A Fig. 3. '

ES

Addition oder Subtraktion erhilt man je nach der Gestalt der
Dreiecke (Fig. 2 und 3), daB CAA'= CA'A ist. Mithin ist
A CAA gleichschenklig. Folglich CA = CA’; die beiden Drei-
ecke sind also nach dem dritten Kongruenzsatz kongruent. —
Die einschrénkende Bedingung im 4. Kongruenzsatz, dafl der
Winkel der groBleren Seite gegentiberliegen muf, ist also
nicht notig, wie insbesondere Fig. 3 zeigt.)

3. Jedes Dreieck ist gleichschenklig. Es sei ABC irgend-
ein Dreieck, dann konstruiere man die Winkelhalbierende
des Winkels bei 4 und die A
Mittelsenkrechte der Seite BC,
die Mitte von BC sei D (Fig. 4).

Beide Geraden werden sich F

schneiden, es sei denn, daf§ £
sie parallel sind; dann wire

dasDreieck aber bereits gleich-

schenklig, und wir konnten uns ‘M
den weiteren Beweis ersparen. g D ¢
Der Schnittpunkt der Geraden Fig. 4.

sei M. Wir betrachten zunichst den Fall, daf M innerhalb
des Dreiecks liegt. Wir fillen von M auf AB und AC die
Senkrechten MF und ME. Dann ist

1) Verodffentlicht von R. M. Matthews in School Science and
Mathematics (1916) 16, S. 248. — Wohl schon fraher bekannt.
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(1) AAFM= A AEM,

(2) AMDB = A MDC.

Aus (1) folgt MF = ME, aus (2) MB = MC, folglich ist auch

3) A MBF = A MCE.

Aus (1) und (3) folgt

(4) AF=AE, FB=EC. (5)

Addiert man die Gleichungen (4) und (5), so ergibt sich

4 AB=AC.

Das ist unsere Behaup-
tung.

Sollten sich die Win-
kelhalbierende und die
Mittelsenkrechte  nicht

g innerhalb des Dreiecks
schneiden, sondern

aufierhalb, so lassen sich
an der Hand der Figur 5
die gleichen Schltisse
durchfthren wie eben,
Fig. 5. nur dafl am Schluf} von
M den beiden Gleichungen

(4) und (5) die eine zu-subtrahieren ist.
Eine naheliegende Folgerung aus diesem Satze ist, daf§

alle Dreiecke gleichseitig sind.

S 4. Ein rechter Winkel ist gleich einem
stumpfen. Es sei das Viereck ABCD
in Figur 6 bei A rechtwinklig, die Sei-
ten AD und BC seien gleich lang,
¥ ABC schlieBlich sei ein stumpier

4 Winkel. Man errichtet aut AB und auf
B DC Mittelsenkrechten, die sich in S
schneiden. § wird mit den Ecken des
Vierecks verbunden. Nun ist SA—= SB
und SD = SC, folglich ist

D Fig. 6. c ASAD=ASBC.

B D 4
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Daraus folgt: X SAD=< SBC.
Zieht man von dieser Gleichung die folgende ab:
X SAB=<SBA,

so folgt, dafl der urspriinglich stumpf vorausgesetzte Winkel
ABC dem rechten Winkel BAD gleich ist.

5. Wenn in einem Viereck zwei Gegenseiten gleich sind,
so sind die beiden anderen Seiten parallel. Bs sei ABCD
ein Viereck, in dem die zwei einander E D
gegeniiberliegenden Seiten AB und
DC gleiche Langen haben (Fig.7). Im
Mittelpunkt E von A D errichte ich die
Senkrechte und ebenso im Mittelpunkt
F von BC. Beide schneiden sich in # Fi "“7 ¢
dem Punkte S. Wenn sie nimlich et
parallel waren, so wiren auch AD und BC parallel, und ich
konnte mir den Beweis meiner Behauptung ersparen. Ich
will nun nachweisen, da ESF eine Gerade ist; daraus
folgt dann sofort, da dem zu beweisenden Satze ent-
sprechend AD und BC parallel sind. Ich verbinde S mit den
Ecken des Vierecks. Dann sind die Dreiecke SAE und SDE,
ebenso die Dreiecke S BF und S CF kongruent, mithin auch,
da AB und DC gleich sind, die Dreiecke SAB und SDC.
Aus diesen Kongruenzen folgen die folgenden Gleichungen
von Winkeln:

(M XESA=<XESD
() X ASB=<DSC
)] X BSF=<CSF.

Durch Addition der drei Gleichungen folgt, dal der Winkel
ESF ein gestreckter sein muf. Damit ist die Behauptung
bewiesen. s

- Freilich bedarf noch ein Punkt der

Erdrterung. Ich habe angenommen,

daBl der Schnittpunkt S der beiden 4 4
Mittelsenkrechten innerhalb des Vier-

ecks liegt. Erkonnteaberauchaufler-

halb des Vierecks liegen. Die Fig. 8

deutet den ganz entsprechenden Be- 1z ¢
weisgang for diesen Fall an. Nur Fig. 8.
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sind hier am SchluBl die drei Winkelgleichungen nicht zu
addieren, vielmehr zeigt man das Zusammenfallen von SE
und SF etwa dadurch, da man die Gleichungen (2) und (3)
addiert und nun sowohl SE wie SF als Winkelhalbierende
von ASD findet; beide missen also zusammenfallen.
A 6. Die Winkel an der Hypotenuse eines
rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks
sind 60°% Uber einer Ge-
raden BCwerden ein gleich-
seitiges Dreieck ABC und
ein gleichschenklig- recht-
winkliges Dreieck D BC,
beide nach ein und der-
selben Seite der Geraden,
errichtet(Fig.9). Die Strecke
D C werde auf der Geraden
AC von C bis Habgetragen.
H werde mit dem Mittel-
punkte K der Seite BD ver-
bunden und tber K hinaus
verlangert bis zum Schnitt
L mit der Verldngerung von
BC. Lwerde verbunden mit
o D. Im Mittelpunkte M von
LD werde die Senkrechte
errichtet, die die Mittelsenkrechte von L H mit dem Fufipunkt
N in O schneidet.’) Dieser Punkt O werde mit C, D, H und
L verbunden. Nun sind zunichst OD und OL und ebenso
OL und OH gleich. Also ist OD=O0H., Mithin sind die
Dreiecke OCH und OCD kongruent, denn es war ja auch
CD = CH. Daraus folgt aber, dal der Winkel DCB an
der Hypotenuse des gleichschenklig - rechtwinkligen Drei-
ecks und der Winkel im gleichseitigen Dreieck gleich sind.
1. Ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln 148t sich in fol-
gender Weise konstruieren (Fig. 10): die Kreise um 4 und
B schneiden sich in C. Die Durchmesser CAD und CBE
werden gezogen, D wird mit E verbunden. Die Verbindungs-
gerade schneidet den einen Kreis in F, den anderen in G.

1) In der Figur liegen N und K sehr nahe beieinander.
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E

Dann sind nach dem Satz von Thales (Winkel im Halbkreis)
X CFE und << CGD rechte, A CFG hat also zwei rechte
Winkel.

8. Geometrischer Beweis dafiir, dafi 64 = 65 ist. Man
schneidet aus Millimeterpapier oder irgendwie anders ka-
riertem Papier zwei Dreiecke mit den Katheten 3 und 8
aus und zwei Trapeze, die je zwei rechte Winkel haben und
in denen die parallelen Seiten die Langen 3 und 5 haben,
wahrend der Abstand dieser Seiten 5 ist (Fig.ll). Setzt man
nun die vier Figuren so zusammen, wie es Fig. 12 zeigt, so

\
o S T
N / L
™~ - / =
~ /

Fig. 13. Fig. 12,
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ist der Flacheninhalt 64, setzt man sie aber so zusammen,
wie es Fig. 13 zeigt, oifenbar 65. Man kann aus den vier
Flachenstticken auch eine Figur erhalten, deren Inhalt 63 ist.
Wer kann’s??Y)

9. Der Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks ist
Null.®) Das gleichseitige Dreieck ABC (Fig. 14) soll in ein

£ A Quadrat verwandelt werden. Man
zieht die Hohe AD, zeichnet das
M A ABC inhaltsgleiche Rechteck
J ADCE. Man verliangert AD tber
D hinaus um CD bis F und be-
schreibt {iber AF als Durchmesser

¥/ denHalbkreis, der die Verlédngerung
von CD, tiber C hinaus in G 'schnei-
/8 7 4 det. Da GD*= AD - DF ist, ist

das Quadrat GDJ H auch flachen-

gleich dem Dreieck ABC, ebenso

wie es Rechteck ADCE war. Denkt

F man sich A CE A lings AC so weit

Fig. 14. verschoben, da C auf K, E auf H, A

auf L fallt, so erkennt man, daBl das Quadrat GHJD ausdem

Stack CLJ D und den ihm kongruenten Sttick BMJ D besteht,

also gleich dem TrapezCBML ist. Da das Quadrat gleichzeitig

A ABC ilachengleich ist, so bleibtitir das gleichseitige Dreieck
ALM der Flacheninhalt 0. Das war die Behauptung.

1) Eine mathematische Erdrterung dieses Trugschlusses bringt
M. Busch, Ober einen geometrischen Trugschluf, Mathematisch-
Naturwissenschaftliche Blatter 13 (1916), S. 89ff. Sind nicht wie
hier 8.8 und 513, sondern allgemein &-c¢ und a-d die Seiten
der beiden in verschiedener Weise zu zerlegenden Rechtecke,
dann gelten die Gleichungen d =a 4 b und b.c=a-d+1. Eine
Losung liefern z. B. aufeinanderfolgende Naherungsbriiche der
Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes. Die Naherungs-

. . 1 3 5 8 13 21 5 8 .
briche sind 23581132033 " §und—l§hefern
unsern Fall 5-13 und 8.8; —1% und;—? liefern 8.21 =168 und

13.13=169. Das ist aber nicht die einzige Losung; so ist z. B.
das Paar 11-5=55 und 9-6=>54, das AniaB zu einem Trug-
schlul unserer Art gibt, nicht aus den Naherungsbriichen unseres
Kettenbruches herauszufinden.

2) Nach einer Mitteilung von Herrn Mallendorff- Berlin-
Schoneberg.
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10. Zieht man durch ein Dreieck eine Parallele zu einer
Seite, so ist das zwischen den beiden anderen Seiten liegende
Stiick gleich der ersten Seite.”) In A
Fig. 15 ist nach dem Strahlensatz

BC:DE=AB:AD
oder BC-AD = DE - AB.

Multipliziert man die Gleichung
mit BC — DE, dann folgt

D, £
BCt-AD — BC- AD - DE / \
= BC-DE-AB~—DE-AB / Y

oder Fig. 15.
BC®-AD—BC-DE-AB=BC-AD-DE—DE*-AB
BC(BC:-AD—DE-AB)=DE(BC+-AD — DE - AB)

mithin BC=DE.

Folgerung: Es ist auch AD = A B, d. h. jede Strecke ist
gleich einem ihrer Teile.

11. Ein Teil einer Strecke ist gleich der ganzen Strecke.
In dem unglelchseltlgen Dreieck ABC sei << o der grofite
Winkel; 9B ist also spitz (Fig.16).
Wir tragen den Winkel Y an AB
in Aan;derfreie Schenkelschneide
BC in D. Von A werde aufler-
dem auf BC, die Senkrechte AE
gefallt, Jetzt ist

! {
B D E c(l) AABC~ADBA,

und da die Fliacheninhalte dhnlicher Dreiecke sich verhalten
wie Quadrate homologer Seiten, so ist

) AABC:ADBA=AC:AD*

Nun haben die beiden Dreiecke aber, wenn man die Seiten
BD und BC als Grundlinien ansieht, gleiche Héhen, ihre

1) Als Verfasser dieses ,,vor etwa 10 Jahren in der Preufischen
Lehrerzeitung verdffentlichten* Trugschiusses ist B. Wiese an-
gegeben.

M.-ph. Bibl. 53: Lietzmann: Trugschlisse 3
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Flacheninhalte verhalten sich also auch wie die Grundlinien
BC und BD. So erhilt man die Proportion

Act _ AD?
®) BC = BD

Die den Seiten AC im A ABC und AD im A ABD gegen-
iberliegenden Winkel sind spitz. Ich wende nun den Satz
an: Im Dreieck ist das Quadrat tiber einer Seite, die einem
spitzen Winkel gegentiberliegt, gleich der Summe der Qua-
drate tiber den beiden anderen Seiten, vermindert um das
doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion
der anderen auf sie. Es ist hiernach:

AB* 4 BC*—2BC-BE _ AB*4 BD*—2BD-BE
(@) BC - BD )

Wenn man die Summen in den Z#hlern gliederweise durch
die Nenner durchdividiert, so hebt sich 2 BE beiderseits weg,
und es bleibt

AB*® AB®
(5) 3¢ + BC=%p + BD.

Vertauschen hierin BC und B D ihre Stellung, so ergibt sich,
wenn man nachtriglich noch jede der beiden Seiten auf

einen Nenner bringt:
AB*—BC.-BD _ AB*—BC-BD
BC = BD )

Da die Zahler beider Briiche gleich sind, folgt aus dieser
Gleichung: BC = BD

Das war die Behauptung des Satzes.
12. Jede Gerade durch den Scheitel eines Winkels hal-
biert ihn.') Das Dreieck ABC wird durch eine Gerade in

B’, A" und C’ geschnitten (Rig. 17). Dann ist nach dem Lehr-
satz von Menelaus
AB-BC'-CA’= AC-BA'-CB’
AB CA A’'B
oder auch B AC=BC"'

1) Nach einer mir 1917 aus dem Felde von Herrn A. Fischer
zugegangenen Darstellung.
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Wenn man jetzt die A
beliebige Gerade B'C’
so parallel zu sich ver-
schiebt, daf3 siedurch
B geht, so wird A'B
=BC'=0 und CA’
=CBund AC'=AB.
Die Gleichung geht
also {iber in

AB CB 0
I = N ~
) cpa8~70 4 Fig. 17. d

Den unbestimmten Wert % missen wir jetzt durch genauere

Untersuchung eines speziellen Falles bestimmen. Die Ge-
rade B'C’ sei so gelegt, daB BA'= BC’. Dann ist

AB CA

cB ac =i
da wir jetzt wieder durch Parallelverschiebung die Gerade
durch B legen konnen, ohne dafBl sich die rechte Seite &n-

0
dert, haben wir jetzt den unbestimmten Wert o 1 be-

stimmt. Wir kehren zu unserer Gleichung (1) zurtick.

AB CB _ |

CB 4B
schreiben wir in die Proportion

AB:CB=AB:CB

um. Nach der Umkehrung des Satzes, daB die Winkelhal-
bierende die anliegende Seite im Verhiltnis der anliegenden
Seiten teilt, ist danach B’B Winkelhalbierende des Winkels

A ABC. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

13. Va + Vb = V2 (a + b).

b Ein Dreieck (Fig.18) hat die Hohen-

h* abschnitte p und ¢. Eine Parallele

z y zur Hohe h, die ich A’ nenne, teilt

¢das Dreieck in zwei flachengleiche

P g9 Teile. Der B anliegende Abschnitt,

Fig. 18. den k' auf BC erzeugt, sei x.

3!‘
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Dann ist 2xh'=(p +q)-h
Nun ist KH:h=x:p.
Setze ich K= h-;
oben ein, so erhalte ich

2xh

h fallt also heraus, es wird

N Ve

Da der Punkt B mit C gleichberechtigt ist, erhalte ich, wenn
y den C anliegenden Abschnitt von k" auf BC bezeichnet,
durch die gleichen Uberlegungen

e
y =V9_@_2t_> .
Nun ist x + y = p + ¢, man erhdit also, wenn man noch
durch Vp + ¢ dividiert B B
X a=1/P g,
Unsere Behauptung ergibt sich daraus, wenn man p = 2a,
q = 2b setzt.

14. Die Summe der zwei zueinander parallelen Seiten
eines Trapezes ist gleich Null. Man verlingert die parallelen
Seiten des Trapezes A BCD in entgegengesetzten Richtungen,
und zwar a itber B hinaus um b bis E, b tiber D hinaus um
a bis F. Man zieht die beiden Diagonalen des Trapezes,

4 B E AC und BD, und die Verbin-
dungsgerade der Endpunkte der
abgetragenen Strecken, EF. Die
drei Abschnitte, in die die Strecke
BD durch die andern Strecken
A AC und EF geteilt wird, seien

z, y und x. (Fig. 19.) Aus zwei

D Fig. 19. Y Paaren von ahnlichen Dreiecken
erhilt man dann nach dem Strahlensatz

a _ X _ zZ

P gtz x+uy
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Wendet man auf den letzten Teil dieser Proportion den Satz
von der korrespondierenden Addition und Subtraktion an,

so ergibt sich: ;- = :-:-; =—1.

Es ist also a=—>b oder a+b=0.

15. Ein jeder Punkt des Durchmessers eines Kreises liegt
auf dem Kreisumfang.') Es sei (Fig. 20) C ein beliebiger
Punkt des Durchmessers AB.
Man konstruiere zu 4, B, C
den vierten harmonischen D
und halbiere CD durch H.
Dann ist, wenn noch M den {g
Mittelpunkt des Kreises be- |
zeichnet, nach einem bekann- A M c E/B D
- ten Satze: MC-MD=MA®

Nun hat man aber:
MC = MH— CH, \—/
MD=MH + CH, also ist -
(1) MH?—CH®=MA® Fig. 20.

Andererseits ist, wenn das in H auf A B errichtete Lot den
Kreisumfang in E schneidet,

ME? = MH* 4+ HE?
CE®*= CH® + HE?, also ist
) MH? — CH®* = ME® — CE* = MA®* — CE%
Aus (1) und (2) zusammen folgt, daf}
3) MA* = MA®* — CE?
ist, also mufl CE = 0 sein, d. h. der Punkt C liegt auf dem

Umfang des Kreises, und da C ganz beliebig gewahlt wer-
den durfte, gilt dies fiir jeden Punkt des Durchmessers A B.

16. Alle Kreise haben gleichen Umfang. Die beiden ge-
gebenen Kreise mogen konzentrisch aufeinandergelegt und

N

1) Der Trugschlufl ist von P. Stackel verdifentlicht worden
im Archiv der Math. und Phys. IlI, 12 (1907) S. 370.
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fest miteinander verbunden werden (Fig. 21). Der grofiere
Kreis rolle langs der Geraden AD seine Peripherie ab. Dann
beschreibt der mit C bezeichnete Punkt auf der Peripherie
des kleineren Kreises den Weg CB. Die Strecken AD und
CB sind gleich, sie sind ja Gegenseiten in einem Rechteck.

4 B

4 Fig. 21. b

Da auflerdem die beiden Kreise fest miteinander verbunden
sind, so hat sich der kleine Kreis wihrend der einmaligen
Umdrehung des gréfieren auch nur einmal gedreht, CB ist
also die Abwicklung der Peripherie des kleineren Kreises.
Es ergibt sich also, daff die Umfinge beider Kreise gleich
lang sind.

VI. TRIGONOMETRIE, STEREOMETRIE UND
- ANALYTISCHE GEOMETRIE
1. Jedes Dreieck ist gleichseitig. Man verliangert die Seiten
b und c des Dreiecks ABC (Fig. 22) tiber A hinaus, und
zwar ¢ um b bis D und b um c bis E. Aus

p dem Sinussatz, angewandt auf die Dreiecke
BCE und BCD, folgt dann:

sm(B+ ) b+c sin

7
. b4c . 1
c sm(T +7a)= i— sin 5 @

a.

Fig. 22.
Hieraus ergibt sich:

sin (B +%a) ==sin (*f-i—%a),
also: B=r.

In #hnlicher Weise erhilt man ¥ = a, und wenn alle drei
Winkel des Dreiecks gleich sind, ist das Dreieck gleichseitig.
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2. Die Summe der Winkel eines Kugeldreiecks ist 180°.
Ein bekannter Beweis des Satzes von der Winkelsumme
im ebenen Dreieck ist der folgende (Fig. 23): Man zeichnet
das Dreieck ABC etwa auf den Boden, geht dann von A
aus zun#ichst nach B, wendet sich
dann nach C, wobei man sich um N C
den AuBenwinkel B’ gedreht hat, geht 4
jetzt nach C, dreht sich um den Win-
kel ¥’ in die Richtung A. Wenn man

/4
sich dann schlieBlich in A nochwieder 4 S
in die Richtung nach B umden Aufien- /U 5
winkel o dreht, so hat man dieselbe “ .
Richtung, die man beim Antritt des Fig. 23.
Rundmarsches gehabt hatte, wiedererlangt, nur hat man sich
in der Zwischenzeit einmal um sich selbst, also um einen
Winkel von 360° gedreht. Die Summe der AuBenwinkel ist
also 30°% Da ein Innenwinkel und sein zugehodriger Aufen-
winkel zusammen 180° betragen, so ist die Summe aller
Innen- und AuBenwinkel 5400 ftir die Innenwinkel allein
vleiben also nur 180° tibrig.

Es ist bei dieser SchluBfolge nirgends davon Gebrauch
gemacht, da man sich auf der Ebene bewegt. Sie 148t sich
in genau der gleichen Weise auch auf einer irgendwie ge-
bogenen Flache anstellen. Wenn man z. B. als Punkte 4,B,C
nicht drei nahe beieinander liegende Punkte auf dem Fuf3-
boden des Zimmers, sondern drei weit voneinander ent-
fernte Orte etwa des Deutschen Reiches oder irgendwo auf
der Erde gewahlt hitte, so bliebe in der Schlufiform alles
beim alten. Daraus erhellt die Richtigkeit der Behauptung
auch fur Dreiecke auf Kugelfliichen, ja sie ist nicht nur far
diese, sondern auch flr irgendwie anders gekriimmte Fl4-
chen nachgewiesen.

3. Die Summe der Winkel eine Kugeldreiecks ist 180°.
Es sei ABC ein Kugeldreieck. Angenommen, die Winkel-
summe sei, gemessen in Rechten, x. Dann nehme ich im
Innern des Dreiecks einen Punkt P an und lege durch P
und A, durch P und B, durch P und C griite Kugelkreise.
Dann ist die Winkelsumme von allen diesen Dreiecken ie
xR, insgesamt also 3xR. Vergleiche ich die Gesamtheit
der neun Winkel dieser Dreiecke mit denen des Ausgangs-
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dreiecks, so ist lediglich die Summe der Winkel um P herum
hinzugekommen, d. h. 4R. Es ist also

3x — 4 =x,
2x =4,
x =2,

d. h. die Winkelsumme ist zwei Rechte.

4. Der Umfang eines Kreises ist ebenso grofi wie sein
Mittelpunkt.®) Ich erinnere an die zur Ableitung der Formel
fur den Kugelinhalt abliche Fig. 24. Das Quadrat ABCD

A p rotiert um AB; dabei beschreibt der

M

Kreisquadrant AC eine Halbkugel, die
Diagonale BD den Mantel eines ge-
raden Kreiskegels mit der Spitze B,

&

P &8 die Quadratseite DC einen Zylinder-
mantel. Aus der Schnittgeraden MR
wird ein ebener Schnitt durch alle
diese Korper. Es wird nun, um nach-
¢  her den Cavalierischen Grundsatz an-

zuwenden, bewiesen, dafi die Kreis-
fliche mit dem Radius MQ flachengleich ist dem Kreisring,
dessen Breite durch PR gegeben ist, mit anderen Worten,

dafy mMQ?=nMR® — - MP?

ist. Diese Beziehung gilt for jede Lage der schneidenden zur
gemeinsamen Grundfliche der Korper parallelen Ebene.
Nimmt die Ebene die durch AD gekennzeichnete Lage an,
so wird die Kreisfliche zum Punkt A, die Ringfliche zum
Kreis mit dem Radius AD. Beide haben hiernach gleiche
GroBe.

S. Das Ganze ist gleich einem Teil.’) Der Inhalt eines
Dreiecks, dessen Ecken die Koordinaten (x,, u,), (x, Us)
und (xs, y;) haben, ist

f= % x (g, — 33) + x2(!l3 —y) + x50y, — ys)]-

Fig. 24.

1) In Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 1851, wird ge-
sagt, dal schon Galilei in den Discorsi e dimostrazioni mate-
matiche diesen Satz bringt,

2) Von Herrn Busekist-Berlin-Pankow mitgeteilt,
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Es soll das Viereck berechnet
werden, das von den Punkten
(1, 4), 3, 5), (5, 3) und dem
Koordinatenanfangspunkt gebil-
det wird. Wir ziehen die Diago-
nale, die durch den Nullpunkt
geht, und berechnen die beiden
Teildreiecke nach unserer Formel
(Fig. 25). Es wird

f=3104—5 +16—0)

;s

+30—4+08—5 (G0
+ 5(5 — 0) + 3(0 — 3)]
— (G—12425—0) =7 =4}

Der Inhalt der Vierecksfliche ist also ebenso groffi wie
die eingezeichneten 4% schraffierten Einheitsquadrate.

6. Ein Kreis wird von einem Durchmesser nur in einem
Punkte geschnitten- Die Gleichung eines Kreises mit dem
Radius 1 und dem Koordinatenanfangspunkt als Mitte ist

X=cos @, y=sin@
oder, wenn man tg %=t einfihrt,

1=t =2t .
x—l+t2’ y_1+t2

Die Schnittpunkte des Kreises mit der x-Achse erhilt man,
wenn man y = 0 setzt, also fiir ¢ = 0. Das liefert den Wert
x=1. Mithin schneidet die x-Achse den Kreis nur in einem
Punkte. Ist ein beliebiger Durchmesser gegeben, so kann
ich ihn immer zur x-Achse machen.

VII. ANALYSIS DES UNENDLICHEN

a) Aligemeines vom Grenzbegriff. 1. Die Diagonale
eines Quadrates ist gleich der Summe zweier Seifen. Wir
wollen den Weg von A bis C in dem umstehenden Quadrat
Fig. 26), dessen Seite der Einfachheit halber gleich 1 sei,
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in der Weise zurticklegen, dafl wir erst nach B, dann nach
C gehen; der zuriickgelegte Weg ist dann gleich 2. Die
B, B, ¢ Weglange bleibt unverandert, wenn

wir statt dieses Weges den Stufen-
weg AB, B, B;C wihlen. Auch wenn
wir jetzt die Zahl der Stufen ver-
, doppeln, ihre Hohe also auf die
By Halite herabsetzen, bleibt die ge-
By samte Weglinge 2. Das konnen
/ wir fortsetzen; die Figur deutet es
Ba fur die doppelte Stufenzahl noch
an, Lassen wir die Stufenzahl
Pig. 2. p durch immer weiteres Verdoppeln

ins Unendliche wachsen, so bleibt

die gesamte Weglinge doch immer gleich 2, der Weg selbst
aber nahert sich immer mehr der Diagonale AC und stimmt
in der Grenze mit ihr ttberein. lhre Lange ist demnach gleich 2.

Die Beweisftihrung ist nicht an die Wahl des Quadrates
gebunden; man kann z. B. ebensogut von einem Parallelo-
gramm ausgehen und dannbeweisen, dafi die DiagonaleimPar-
allelogramm gleich der Summe zweier anliegenden Seiten ist
oder eine Seite eines Dreiecks gleich der Summe der beiden
andern.

2. @ =2. Man zeichne einen Kreis und einen seiner
Durchmesser. Ist d die Linge des Durchmessers, so ist der
Umfang des Kreises md. Jetzt
zeichne man in den Kreis zwei
neue Kreise, deren Mittelpunkte
auf dem Durchmesserliegen und
die den halben Durchmesser
haben wie der erste Kreis. Sie
mogen so liegen, wie es die
Fig. 27 anzeigt. Die Umfinge
dieser beiden Kreise betragen
dann zusammengenommen
gleichfalls md.

Schreibt manjedemder Kreise
in gleicher Weise wieder je zwei
Kreise ein, so ist der gesamte Umfang aller vier Kreise immer
noch wd. Das bleibt auch so, wenn man damit nach Be-

Fig.217.
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liecben fortfahrt. Was gibt das nun in der Grenze ftir un-
endlich viele Kreise? Die entstehende Figur wird sich nicht
merklich unterscheiden von dem Durchmesser selbst, der
aber freilich gleichsam doppelt zu denken ist: einmal als
Grenze, der die rechten Seiten der Kreise zustreben, und
andererseits als Grenze der linken Seiten. So finden wir
nd = 2d; also ist w = 2.

3. = 2—;—- Der Inhalt der von der kleinen Achse be-

grenzten Halbellipse ist —%ﬂab, wo a und b die halben Haupt-

achsen sind. Der Inhalt eines Flachenstfickes, das von einem
Parabelbogen und von einer im Abstande a parallel zur
Scheiteltangente gezogenen Sehne von der Liange 2b begrenzt

wird, ist>-a - 2b. Lafit man nun in der Ellipse a groBSer

und grofler werden, so geht die Ellipse in eine Parabel tiber.
Man erhalt also in der Grenze die Gleichung

—;—nab=—§—a-2b.

Folglich ist n=S=22.

4. ¢ = 1 und e=o0. Die Basis e = 2,71828... der natfir-
lichen Logarithmen wird zumeist durch den Grenzwert defi-
niert, dem der Ausdruék (1 + —71;)" zustrebt, wenn n unend-
lich wird. Geht man in dem Klammerausdruck zur Grenze
iber, so wird der Bruch % gleich Null, die Klammer nimmt

also den Wert 1 an, und das unendliche Produkt aus lauter
Faktoren 1 wird selbst gleich 1. So ergibt sich fiir e der
Wert 1.

Man kann aber noch anders vorgehen. Macht man den
Ausdruck in der Klammer gleichnamig, so erhilt man einen

positiven Bruch n—jl:-l - Wie grof8 auch n sei, der Bruch ist

stets ein unechter, denn der Zahler ist ja immer um 1 grofler
als der Nenner. Nun ist, wie man sich leicht tiberzeugen
kann, das unendliche Produkt aus lauter gleichen Faktoren
gleich 0, wenn der Faktor ein echter Bruch ist, gleich 1,
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wenn der Faktor 1 ist (wie schon oben benttzt), gleich oo,
wenn der Faktor > 1 ist. Hier trifit das letzte zu, wir erhalten
also als Grenzwert und damit als Wert fiir e den Wert oo,

5. Esist 2=23.) Dax?—1=(x+1) (x —1) ist, hat
man X1

=1 x Tl
und da x®* —1 = (x —1) (x® + x + 1) ist, hat man
$__
x 1~ =x4x+1.

x_
Ftir x =1 nehmen die linken Seiten in beiden Gleichungen
den gleichen Wert 2 an, es sind also auch die rechten

Seiten gleich, d. h. aber, es ist 2=3.

b) Von den unendlichen Reihen. 6. Achzlles und die
Schildkrite.  Achilles und eine Schildkrdte liefen um die
Wette. Die Schildkrote hatte einen Vorsprung von, sagen
wir, 100 m. Unsere Uberlegung wird zeigen, daB8 Achilles
nicht imstande ist, die Schildkrote einzuholen, wenn er auch,
nehmen wir einmal an, 10 mal so schnell laufen kann wie
seine Gegnerin. Hat nimlich Achilles die 100 m zurtick-
gelegt, so hat die Schildkréte noch einen Vorsprung von
10 m. Hat er auch diese durchmessen, so ist ihm die Schild-
krote noch 1 m voraus. Wenn Achilles diesen einen Meter
nachgeholt hat, ist ihm seine Konkurrentin immer noch 10cm
voraus. Nach Zurticklegung dieses Abstandes ist die Schild-
kréte immer noch im Vorsprung. Fahrt man in dieser Uber-
legung fort, so ergibt sich, daBl der Abstand zwar immer ge-
ringer wird, aber nie ganz verschwindet; Achilles wird also
die Schildkrote tatsichlich nie einholen.

7. Jede Zahl a ist =0.%) Es ist einerseits

a—at+a—a+t+—-=(@a—a)+@—a +@—a)+---
=0,
andererseits aber auch.

1) Nach B. Branford, Betrachtungen ber mathematische Er-
ziehung, deutsch von R. Schimmack und H. Weinreich,
Leipzig. B. G. Teubner, 1913,

2) Nach Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 1851.
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a—at+a—a+—=a—(@—a—(@—a)—--
=a.
Sind zwei GroBen einer driften gleich, so sind sie unter-
einander gleich, folglich a=0.

Ubrigens liefert eine andere Uberlegung?) noch einen
weiteren Wert. Es ist

a—a+a—a+—---=a—(a—at+a—a+—--)

Bezeichne ich den Wert der Reihe fiir den Augenblick mit
x, so erhalte ich also ftr x die Gleichung

x=a-x,
woraus folgt: x=5-
8. Die Summe
x=1—24+4—-8+16—32+—--
ist zu bestimmen.?) Es ist
x=1—2(1—-2+4—8+16—4--)

Aus x=1—2x
folgt x=5-

Wir kdnnen auch so zu dem Ergebnis kommen:

x=1—24+4(1—-24+4—+--)
=—1+ 4x,

woraus Y = _:15_

folgt. Auch aus
=1—24+4—-8(1—2+4+4—~+4--)
=3 —8x

folgt das gleiche Ergebnis.

1) Vgl auch Gergonnes, Annales de Mathématique 20 (1830)
Nr. 12.
2) Nach Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 1851.
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9. Die Summe der unendlichen Reihe 1 —1+1—1 +1
—14—---ist —;—, aber auch % oder % Die Summe

einer unendlichen geometrischenReihe mit dem Anfangsglied
a und dem Quotienten ¢ ist

_ a
S=1_g

Die vorgelegte Reihe ist eine geometrische mit dem Anfangs-
glied 1 und dem Quotienten — 1. Setfzt man diese Werte in
die Summenformel ein, so erhélt man als gesuchten Wert -
= 1 1
T1—(—=1) Z
Wer die Reihenlehre kennt, wird leicht die folgenden Reihen
ableiten:

1

m =1 —x+x3—x4+x6—x7+—----

rrpege= l—r s -t

s

von deren Richtigkeit mah sich auch durch einfache Division
iberzeugen kann. Setzt man darin x =1, so erh#lt man fur
die Summe unserer Rethel — 1+ 1 — 4+ auch die Werte

1
3 und % Was ist nun richtig?

10. Alle echten Briiche sind einander gleich. Es sein<<m.
Man findet dann durch einfaches Dividieren

1—x" 9
Togr =1 — "+ x™ — My —

Setze igh hierin x =1, so erhalte ich links die unbestimmte
Form T, die ich aber in bekannter Weise auswerten kanmn,
indem ich Zahler und Nenner differenziere. Man erhilt also

n o
Z=1=1+1—=14—-5

die rechte Seite ist von der Wahl von n und m vollkommen

unabhangig. Also haben alle echten Briiche % den gleichen
Wert.
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1. Nachweis, daff 1 = —;— ist.) Es ist

datstsipte = (b2 G- HE- D)
=1, und andererseits

1.3+3-5+'5_1-7+"'=%G_%)+%(%_%) +%(%"‘%) to
1

12. Der mnatiirliche Logarithmus der Zahl 2 ist Null,
Die Reihenentwickelung liefert fur log nat 2 den Wert

1,1 1 1
lognat2=1—s+g—g+g5—+--

Diese Reihe ist konvergent. Wenn man die positiven und
negativen Glieder zusammenfafit, so erhilt man:

lognat2=(1+%+%+...)_(%+%.+%+...).

Wenn man hierin den Wert der zweiten Klammer zur ersten
addiert und entsprechend von der zweiten subtrahiert, so
ergibt sich:

lgnat2 =[(1+5 +5 +)+ (3 +5+5+]
i)

Zieht man die beiden runden Klammern zu einer zusammen
und multipliziert die letzte Klammer mit 2 durch, so folgt:

lognat2=(1+;+5+g+g+)
OSSN D
log nat 2 = 0.

13.- Der Wert des natiirlichen Logarithmus von 2 dndert
sich nicht, wenn man thn mit 2 multipliziert. -Wenn man
die Reihe

1) Der Trugschiuff wurde mir von Herrn R. Rothe-Berlin
mitgeteilt,
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1 1 1 1
) lognat2=l-—5+§-—z+g—+"'
mit 2 multipliziert, so erhilt man:
2 1 2 1 2
210gnat2=2—1+§—E+g—§+7—+---.

Wenn man jetzt die Glieder mit gemeinsamem Nenner zu-
sammennimmt und nach steigendem Nenner ordnet, so er-
halt man:

1 1

1 1
(2) 2]ognat2=1—§+§-—;+g-—+"'

Das ist aber dasselbe, was oben bei (1) stand. Es ist also
log nat 2 = 2 log nat 2,

ein Ergebnis, das man freilich aus Nr. 12 auch unmittelbar
erhalten konnte,

14. Jede unendliche Reihe kann jeden beliebig vorschreib-
baren Wert ¢ annehmen. Es sei die Reihe

at+ata+t---
vorgelegt. Man setzt in die Reihe ein:
a,=c+(aq —o)
a;=—(a, —c)+ (a; + a; — ¢),
Gg=—(@+a—c+(a+a+t+a—o0),
Dann wird
aqtata+---=ct+(@—c—(a -0
+@t+a—-c—-(@a+a—c)+—:--
=,

15. Der Sinus eines jeden Winkels ist gleich 0. Der Sinus
ist eine ungerade Funktion, also kann die Potenzreihe fur
sin x nur ungerade Potenzen von x enthalten. Nun ist

sinx =1 —cos® x,
also nach dem binomischen Satz

. _ 1 3 1 " 1 6
smx—-l—gcos X— g CoOsTx — (e COS X — -,
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Wir denken uns auf der rechten Seite die Reihe ftir cos x
eingesetzt, die nur gerade Potenzen enthalten kann, da der
Cosinus eine gerade Funktion ist. Da auf der rechten Seite
jetzt nur gerade Potenzen von x auftreten, missen alle
Koeifizienten der linken Seite verschwinden, d. h. es ist
sin x = 0.

16. 1:- = 0.!) Nach einer bei der elementaren Entwicke-

lung unendlicher Reihen oft benutzten Formel ist

1 i—x
arc tang x = 3= log nat Fx
Daraus folgt

1 i—1 1 i— 1\2
1‘;— = arc tang 1 = 7 log nati-}-—l = z; log nat (m)
= 4%. log nat (— 1).

Nun ist log nat (— 1) = —;— log nat (—1)! = % log nat 1==0,
folglich T
g 7=0.

¢) Aus der Differentialrechnung. 17. Eine einfache Me-
thode zur Losung quadratischer Gleichungen. Die vorge-
legte Gleichung x® + 2ax + b = 0 differenziert ‘man und
erhalt 2x 4 2a = 0; folglich ist x = — a.

18. Beweis dafiir, daf3 zwei beliebige Gréfen a und b
immer einander gleich sind.®) Wir setzen a— b=x und er-
halten einmal durch Quadrieren, zum anderen durch Multi-
plikation mit x die Ausdriicke

x*=ax—bx und x*=a®—2ab+ 0’

woraus ax—bx=a®— 2ab + b*

und ax+ ab—a*=bx + b?—ab

oder a(x+b—a)=b(x+b—a)

Wir dividieren beiderseits durch x + b — a und erhalten
a=b),

1) Vgl L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie,
Bd. I; Leipzig, B. G. Teubner, 1921,

2) Diese Abéinderung eines bekannten Trugschlusses (vgl.
1. Abschnitt Nr.6) wurde mir von Herrn G. Daue- Mayen eingesandt.

M.-ph. Bibl, 53: Lietzmann: Trugschifisse 4
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Allerdings werden in
ax+b—a _b(x+b—a)

x4+b—a x4+b—a o
beide Seiten der Gleichung von der Form o wenn man

aber in bekannter Weise den wahren Wert durch Differen-
tiation des Zahlers und Nenners bestimmt, erhilt man in der
Tat das obige Ergebnis.

19. Jeder Punkt im Innern eines Kreises ist Mittelpunkt
des Kreises. Wir 10sen die Aufgabe: Der kleinste und der
grofite Abstand eines im Innern eines Kreises gelegenen
Punktes von der Kreislinie ist zu finden. Der Punkt im In-
nern des Kreises sei P, M sei der Mittelpunkt des Kreises,
MP = e. Wir legen die x-Achse durch MP, die y-Achse
durch M. Q sei ein beliebiger Punkt des Kreises um M, Dann
sind die Extremwerte der Grofile PQ = u zu untersuchen.
Q habe die Koordinaten x und p, dann ist

(1) X+ yi=ri

Far u erhalt man die Gleichung:

2 w=(x—e+y

oder wegen (1): 1= (x—e®+r*—x%
Mithin ist u=Ve + 1’ —2xe.

Um die Extremwerte zu erhalten, haben wir den Differential-
quotienten von u nach x gleich 0 zu setzen:

du e e

dx~  Yefr—zxe 1
Mithin ist e=0.

20. Welcher von allen inhaltsgleichen Kugelabschnitten
hat die kleinste Oberfldche?') — Es ist klar, dal die Aui-
gabe eine und nur eine Losung besitzt. Um das zu veran-
schaulichen, braucht man der Aufgabe nur folgende Fassung
zu geben: Aus Zinkblech von vorgeschriebener Dicke eine
Literdose fiir Konserven anzufertigen, die die Form eines
Kugelabschnitts haben soll und zu deren Herstellung mog-
lichst wenig Blech verwandt werden soll.

1) Verfasser dieses Trugschlusses ist Herr Dorrie-Wiesbaden.
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Um die Aufgabe zu l8sen, bezeichnen wir den Kugelhalb-
messer mit x, die Abschnittshdhe mit y und den Grundkreis-
radius des Abschnitts mit z. x und y sind dann durch die

Beziehung
FHBx—y=1I (1)

verkniipft, in der I den konstanten Inhalt des Abschnitts be-
deutet.

Man hat nun x und y durch geschickie Wahl so zu be-
stimmen, daf} der Ausdruck fiir die Abschnitisoberfliche

O=rmnz"+ 2nxy
moglichst klein wird. Da
22=2xy — y*
ist, 148t sich die Ver#dnderliche z entfernen, und man erhilt
0 =rmn(dxy — y’. (2)
Wir bezeichnen die Ableitungen der Funktionen y und O
nach x mit ¥’ und O’

Die Losung unserer Auigabe wird nun erhalten, wenn man
die Ableitung O gleich Null setzt:

O'=0 oder 4y + 4xy —2yy’' =0
oder 2y + 2xy —yy' = 0. 3)

Um aus dieser Gleichung y’ wegzuschaifen, differentiieren
wir (1) nach x und erhalten

3+ 6xyy — 35y’ =0
oder y+2xy - gy'=0. (4)
(Die hier volizogene Division durch 3y ist erlaubt, da die
gesuchte Abschnittshdhe y sicher von Null verschieden ist.)

Setzt man nun die linken Seiten von (3) und (4) einander
gleich, so entsteht die Gleichung

2y =y oder, da y = 0 ist, 2=1.

21. Auigabe: Die Grundlinie eines gleichschenkligen Drei-
ecks betragt 12 cm, seine Hohe 3 cm. Aui der Hohe oder
ihrer Verlangerung soll ein Punkt so bestimmt werden, daB§

4*
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die Summe der Entfernungen von den drei Ecken moglichst
gering wird.?)

Losung: Der gesuchte Punkt liege x cm oberhalb der
Grundlinie. Dann lautet die zu untersuchende Funktion

y=0@B - x)+2Vx*+ 36.

: dy _ _ __éx
Es wird dx 1+ Vs
2x
und V% — 1=
hat die Losung x=+2)3.

Nun ist 2)/3 > 3, der Punkt liegt also, wenn ich zunichst
das positive Zeichen in Betracht ziehe, aulerhalb des Drei-
ecks oberhalb der Spitze; man tberzeugt sich leicht, daf§ dies
kein Minimum sein kann, da man sofort einen Punkt inner-
halb des Dreiecks angeben kann, ftir den die Summe der
drei Entfernungen kleiner gemacht werden kann. Der Wert
mit dem negativen Zeichen, wobei also x auf der Verlinge-
rung der Hohe jenseits der Grundlinie zu liegen kame, kommt
erst recht nicht in Betracht.

22. Aufgabe. Zwei Geraden stehen zueinander senkrecht.
Eine dritte schneidet von ihnen Stticke von a und b cm ab.
Man betrachtet die Rechtecke, deren eine Ecke von den bei-
den Senkrechten gebildet wird, wihrend die gegentiber-
liegende Ecke beliebig auf der Schnittgeraden liegt. Wann
erreicht der Inhalt des Rechtecks seinen grofiten oder klein-
sten Wert? — Sind x und y die Seiten des Rechtecks, dann
verhilt sich, wo auch der auf der Schnittgeraden wandernde
Punkt liegt,

x:a=(b—y):b,

also y=>b— % x.
Der Inhalt des Rechtecks ist also

— — b 2
I—x-y—bx—zx.

1) Nach einer Mitteilung von Herrn Daue-Mayen,
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Um den Extremwert zu finden, setzt man

dI 2b
E;==l7—-7;x-—-0,

woraus x =
folgt und I=

Man sieht aber sofort, daB dieses Rechteck nicht einen
Minimalwert des Flachenwertes hat, denn wenn man den
wandernden Punkt sich dem einen oder anderen Schnitt-
punkt der Geraden mit den beiden Senkrechten nahern 1a8t,
wird der Inhalt kieiner und kleiner, um schlieflich Null zu
werden. Und wenn andererseits der Punkt tiber diese Schnitt-
punkte noch hinaus wandert, dann nimmt der Flacheninhalt
des Rechtecks Werte an, die jedes vorgeschriebene Maf tiber-
schreiten. Der errechnete Wert kann also weder ein Mini-
mum noch ein Maximum sein.

d) Aus der Integralrechnung. 23. Die graphische Dar-
stelling der Funktion y = sin x ist die x-Achse.') Es ist
sin 0 =0 und sin2nw=0, wo n eine ganze Zahl ist.
Das zwischen x = 0 und x=2n- 7 liegende von der Funk-
tion y =sin x und der x-Achse umschlossene Gebiet ist

2n=n 2nn

fsin'xdx=i——cosx1=—1+l=0.
0 0

SchlieBen aber x-Achse und Kurve y = sin x keine Flache
miteinander ein, so miissen sie zusammenfallen.
24. log nat(— a) = log nat a, also z. B. log nat (—1)=0.%)

In der Integralformel(f%’—c = log nat x + ¢ ersetze man x

durch — x, dann hebt sich im Integranden das negative
Zeichen im Zahler und im Nenner weg und man erhalt

dx
f7=lognat (—x) +e

1) Von Herrn E. Busekist-Berlin-Pankow eingesandt.
2) Auf diesen von Joh. Bernoulli herrithrenden TrugschluBl
machte E. Jahnke in einer Besprechung der 2. Auflage dieses

Béandchens im Archiv f. Math. u. Phys. 11I, 27 (1918) S. 157 auf-
merksam.
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Daraus folgt log nat x = log nat (— x),
wie oben behauptet wurde.

25. Ein Korper, der ebenso grof3 ist wie sein Doppeltes.
Man lasse die gleichseitige Hyperbel x® — z® =1 um die x-
Achse rotieren, dann entstehf ein zweischaliges Rotations-
hyperboloid, dessen Scheitel beiderseits vom Nullpunkt im
Abstand 1 auf der x-Achse liegen. Durch Ebenen x=+4-2
schneide ich von beiden Schalen des Hyperboloids Stuicke
ab, deren Rauminhalt ich berechnen will. Aus Symmetrie-
griinden ergibt sich unmittelbar, dafl die beiden Hyperboloid-
abschnitte inhaltsgleich sind.

Ich berechne zunichst eine der Schalen, etwa die rechts
vom Nullpunkt gelegene; ich integriere von x = 1 bis x = 2,
Nach bekannter Formel ist

2 2

3 |
V1=Trfy2dx=1'f (xg-—l)dx=11"%—x"-
f 1

2 . 2

4
Vl =Tl'(—§ + ’5‘) ‘—=“§Tl'.
Sodann berechne ich beide Schalen, wobei ich von x = —2
bis x = 4 2 integriere. Also
+2 +2 +2
| x? l
V,= fy2dx—1'r (x? — 1)dx=n‘§—x~
22 =2 -2
2 2 4
V2=T1'(? + ‘é—) =—3“1T.

Beide Schalen sind also ebensogrofi wie eine allein.
26. a) Der Tangens eines jeden Winkels ist gleich der ima-

1 .
gindren Einheit i.") Es ist fsin x cos xdx = sin® x,
1 .
aber gleichzeitig auch = — & cos?x, wovon man sich ohne
weiteres durch Differentiieren aberzeugen kann. Hieraus folgt

1) Nach Mitteilungen von Herrn A. Hochmuth-Meerane-Sa.
und Herrn M. Winkelmann-Jena.
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sin? x = — cos? x
oder tg?x=—1,
also tgx=+1.

b) Ebenso 148t sich beweisen, daB der Sinus eines jeden
Winkels 4- 1 ist, mit anderen Worten, daBl jeder Winkel ein
Rechter oder ein ungerades Vielfache davon ist. Es ist

sin x tg®x 1
,fcosaf dx% = =5 = 5 costx?

was man wiederum durch Differentiieren sofort bestitigt.
Daraus folgt

tg” x = cos? x
oder sin x =1,
d. h. sin x =4 1.

c) SchlieBlich beweisen wir noch, daBl auch der Cosinus
eines jeden Winkels + 1 ist. Wir integrieren

cosxdx _ [dsinx _ d— 1 1
sin®x ~ ,J sin®x sinfx 2 sinfax

und andererseits

/cs?ii Slﬁ—fx = — | cotg xd cotg x = — % cotg? x.
Aus cotg?x = Sintx
folgt cos2x=1, cos x = -4 1.

VIII. EINIGE BEISPIELE AUS DER PHYSIK

1. Grundlagen zur Konstruktion einer Zeitmaschine. Es
ist eine aus der Erdkunde bekannte Tatsache, dafl Schiffe,
die um die Erde fahren, an einer bestimmten Stelle, der
Datumscheide, die ungefihr dem 180. Meridian folgt, das
Datum gegentiber der richtigen Folge um einen Tag zurfick-
riicken missen, wenn sie von Westen nach Osten fahren;
ebenso missen sie das Datum um einen Tag vorausricken,
wenn sie die Datumgrenze von Ost nach West kreuzen.
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Man denke sich jetzt den Fall, es gelinge, ein schnelles Flug-
zeug zu konstruieren, das in 23 Stunden einmal um die Erde
fliegen konnte. Der Flieger kime dann, wenn er nach der
eben gegebenen Regel verfahren hitte, bei einem Fluge in
der Richtung von Westen nach Osten eine Stunde friither
am Abflugsorte an, als er abgeflogen ist.

Leider 14afit sich dieses Verfahren in unseren Breiten nicht
in die Wirklichkeit umsetzen. Erfreulicherweise kann man
aber noch auf andere Weise das Problem, beliebig in der
Zeit vorwiarts und riickwérts zu kommen, 16sen. Man begibt
sich an den Nordpol. Wenn man ihn in der Richtung von
West nach Ost umkreist, so kommt man bei jeder Umkreisung
um einen Tag zuriick, da man ja beim Uberschreiten der
Datumgrenze einen Tag zurtickzihlen muBl. Wie in die Ver-
gangenheit kann man auch in die Zukunft hineingelangen:
man braucht nur die Umkreisung des Poles in umgekehrter
Richtung auszufiithren. Konstruiert man einen Apparat, der
ftr eine schnelle Rotation um den Pol sorgt, so mtifite man
mit ihm in kitirzester Zeit die iltesten Leute wieder jung
machen konnen. Ungeahnte Perspektiven erdifnen sich ffir

die Geschichte; und auch der Blick in die Zukunit steht jedem
offen.

2. Ein Luftschiff hat eine Eigengeschwindigkeit von ¢ km
in der Stunde. Es fahrt mit dem Winde, dessen Geschwin-
digkeit in der Stunde » km betragen moge, nach einer Stadt,
die I km entfernt ist. Dort angekommen, wendet es sofort
und fahrt jetzt gegen den gleichen Wind wieder zurtick. Da
die verzdgernde Wirkung des Gegenwindes auf der Riick-
reise .die gleiche ist wie die beschleunigende auf der Hin-
reise, und da die Strecke, auf der diese Beschleunigung oder
Verzogerung wirksam ist, beide Male ebenfalls gleichgroB
ist, so heben sich beide gegenseitig auf. Die Hin- und Riick-

fahrt wird also in ZT:I Stunden geschehen konnen. Ist z. B.

¢=80km, I==600 km, so ist die Fahrzeit 15 Stunden. Man
sieht, auf die Stirke v des Windes kommt es hierbei gar
nicht an. Ganz gleichgultig, wie grof§ die Windgeschwindig-
keit ist, immer wird das Luftschiff in 15 Stunden an der Ab-
fahrtsstelle eintreffen konnen, denn die Verzogerung, die das
Luitschiff etwa auf der Hinfahrt durch Gegenwind erfahrt,



Zeitmaschine, Luftschiff, Pendel 53

wird durch die Beschleunigung auf der Riickiahrt wettgemacht,
vorausgesetzt, dafl inzwischen nicht ein Wechsel in der Wind-
geschwindigkeit eingetreten ist.

Dies Ergebnis lehrt, dafl das Luftschiff zurtickkehren konnte,
selbst wenn der Gegenwind auf der Hin- oder Riickreise der
Eigenbewegung des Schiifes gleichkommt, ja wenn er diese
ibertrifit!

3. ™ = 4. In einem vertikal stehenden Kreise ist vom tief-
sten Punkte A aus eine Seline A B gezogen. Auf dieser be-
wegt sich reibungslos ein materieller Punkt von B nach A;
in B ist die Anfangsgeschwindigkeit Null. Unter dem Einfluf}
der Erdanziehung ist die Bewegung gleichméflig beschleunigt;
die Beschleunigung ist g sin o, mithin

AB=E5"20p

Nun ist AB= AC - sin o = 2r - sin ¢, mithin

2r-sina=—'-§——— - £
woraus t = z
g

folgt. ¢ ist also unabhingig von o, alle von A ansgehenden
Sehnen werden in gleicher Zeit durchlaufen.

Wir gehen nun zum mathematischen Pendel tiber. Ist der
Ausschlag gentigend klein, dann ist der Kreisbogen, den der
materielle Punkt des Pendels durchlauft, durch die Sehne zu
ersetzen. Nach der Pendeliormel ist

nq/T
f=7V“'

wobei in unserem Falle I=rist. Wir haben also die Gleichung

T/ T
V=2V
woraus sich der merkwiirdige Wert 4 fiir 7 ergibt.?)

1) Herr Franke-Schleusingen, dem ich diesen Trugschluf3 ver-
danke, schreibt mir, er habe ihn vor 35 Jahren in einer wtrttem-
bergischen Zeitschrift gelesen, er sei aber an jener Stelle als
etwas bereits Bekanntes hingestellt worden.
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4. Zur Kritik eines physikalischen Gesetzes. Wenn ein
Gas bei konstantem Druck durch Temperaturerh$hung um
* von dem Volumen v, bei 0° auf v, ausgedehnt wird, so
ist nach dem Gay-Lussacschen Gesetz bekanntlich

L v, =1, (1 + af),
wo o etwa 573 ist.
LaBt man hingegen das Volumen konstant, so besteht zwi-
schen den Spannungen p; und p, bei £° und 0° die Gleichung

pe = po (1 + ).
Muitipliziert man beide Gleichungen, so erhilt man:
VP =0y - Po (1 + 0f)%
Also ist das bekannte Boyle-Gay-Lussacsche Gesetz
P = voPo (1 + af) falsch?

5. Wenn zwei dasselbe beobachten, brauchen sie nicht
dasselbe zu beobachten. Die Naturwissenschaften setzen
doch als selbstverstindliche Vorbedingung ihrer Forschung
voraus, daB zwei Beobachter der gleichen Tatsache das
gleiche Ergebnis finden, abgesehen natarlich von den ge-
ringfigigen Unterschieden, die durch die Geschicklichkeit,
die Sinnenscharfe u. dgl. gegeben sind. Dafl es mit diesem
Grundsatz schlecht bestellt ist, lehrt die folgende schone
Geschichte: Ein Physiker, ein Zugfahrer und ein Strecken-
warter stehen beieinander. ,,Warum pleift denn die Loko-
motive, wenn sie herankommt, hoch, wenn sie wegfahrt,
tief?“ fragt der Physiker. ,Weil es die Eisenbahndirektion
so befohlen hat,” antwortet der Streckenarbeiter, ,das machen
alle Lokomotiven, die bei mir vorbeifahren. ,Aber das ist
ja gar nicht wahr, sagt der Zugfihrer, ,sie pfeift ja immer
gleich hoch; ich mufl es doch wissen!"
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