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VORWORT 
Die erste Auflage des Bändchens "Wo steckt der Fehler?" 

enthielt eine Sammlung von 36 Trugschlüssen. In den zehn 
Jahren, die seit jener ersten Zusammenstellung verflossen 
sind, ist die Zahl der mir bekannt gewordenen Trugschlüsse, 
nicht zum geringsten Teil dank der regen Mitarbeit meiner 
Leser, so groß geworden, daß ich es wagen kann, ihnen ein 
eigenes Bändchen unserer Bibliothek zu widmen, das nun 
101 ausgeWählte Exemplare der Sammlung enthält. Ich habe 
dabei die Grenzen etwas weiter gesteckt, als es zuerst ge
schah, glaube aber, daß trotzdem der Bereich der Schul
mathematik nicht überschritten ist. 

Ich werde mich freuen, wenn auch in Zukunft wieder so viele 
Leser wie bisher mich mit Einsendungen weitererPrachtstücke 
für meine Sammlung erfreuen, und wenn ich dann, sollte 
das Büchlein noch einmal eine weitere Auflage erleben, eben
so meinen herzlichen Dank allen freundlichen Gebern ab
statten kann, wie ich es diesmal tue. 

Götfingen, Januar 1923. 
W. Lletzmann. 
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ZUR EINLEITUNG 

Gegenstand dieses Büchleins sind Trugschlüsse. Ihnen pflegt 
man die Fehlschlüsse gegenüberstellen 1), indem man bei den 
Trugschlüssen oder Sophismen die Absicht zu täuschen als 
wesentlich ansieht, während bei den Fehlschlüssen derjenige, 
der sie begeht, in gutem Glauben handelt. Natürlich ist diese 
Unterscheidung nicht scharf. Manchen Fehlschluß, der mir 
heute begegnet, kann ich morgen in der Gestalt eines Trug
schlusses weitergeben, und ebenso kommen ganz bekannte 
Trugschlüsse immer und immer wieder als .unabsichtlich be
gangene· Fehler vor. 

Man hat wohl versucht, die "Fallacien", unter welchem 
Namen· man Trugschlüsse und Fehlschlüsse manchmal ver
einigt, hinsichtlich der Art ihrer Fehler zu gruppieren 2), doch 
ist im aIlgemeinen wenig damit anzufangen aus einem be
greiflichen Grunde. Man pflegt nämlich bei Beweisen und 
überlegungen vielfach nicht aUe Zwischenglieder der logi
schen Entwicklung anzugeben. Sehr oft nun wird die Sünde 
des· Fehlers an diesen nicht näher ausgeführten Stellen be
gangen. So gehören sehr viele Fehlschlüsse und Trugschlüsse 
in die große Klasse derjenigen, bei denen irgendein nicht 
näher bezeichneter Punkt· als selbstverständlich angesehen 
wird. 

Es ist gerade die Kunst bei der Aufstellung und noch mehr 
beim Vortrag eines Trugschlusses, den absichtlich begange-

1) Mit den Fehlschlüssen befaßt sich das Bändchen W. Lietz
mann und V. Trier, Wo steckt der Fehler? (Mathematisch-physi
kalische Bibliothek 10) 3. Auf!. Leipzig 1923, Teubner. 

2} Ich nenne z. B. J. Stuart-Mill, System der deduktiven 
und induktiven Logik, deutsch von J. Schiel, 4. Auf!. 2. 'feil 
S.319ff., Braunschweig 1877, Vieweg. 



2 Zur' Einleitung 

nen Fehler so zu verdecken, daß er zunächst unbemerkt bleibt, 
daß Leser oder Hörer erst am absurden Ergebnis meriten: 
irgendwie hast du dich irrefUhren lassen. Die Absicht wird 
nicht bei jedermann, auch nicht bei jedem Problem in gleich 
guter Weise erreicht werden. Es gibt sehr bedächtige Leute, 
und ihnen ist schwer beizukommen, zumal wenn die merk
wUrdige Behauptung sie doppelt vorsichtig macht. Es kommt 
auch darauf an, in welchem Maße der Leser mit den Rechen
und Beweismitteln bekannt ist. Die Trugschlusse, die sich 
der Ungleichungen bedienen, glaubte ich z. B. nur deshalb 
der Reihe der übrigen einfugen zu dürfen, weil in Deutsch
land die Lehre der Ungleichungen im Unterricht nur stief
mutterlieh bedacht ist. FUr einen, der mit Ungleichungen 
viel gearbeitet hat, handelt es sich um ganz "hagebUchene" 
Fehler. Ähnlich steht es mit den Beispielen aus der Reihen
lehre und den einfachsten Beispielen aus der Analysis. 

Trugschlüsse müssen also maskiert sein, wenn sie wirken 
sollen, wenn der Leser oder Hörer überrascht sein soll. Ge
schieht das nicht, so ist die Sache trivial und reizlos. Ich 
gebe drei Beispiele, die uns in verhüllter Form in den ersten 
beiden Abschnitten mehrfach wieder begegnen werden: 

1. Aus 0 . 7 = 0 . 8 

folgt durch 
Faktors 0 

2. Es ist 

Wegheben des links und rechts gemeinsamen 

7 = 8. 

(- a)2 = (+ a)2. 

Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so ergibt sich 

-a= + a. 

3. Es werden zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei 
Unbekannten vorgelegt: 

x+y= 1, 

x + y = 2. 

Daraus schließt man 1 = 2. 

Allerdings kann ein Trugschluß unter Umst11nden in Sexta 
am Platze sein, der dem größeren Schuler nur noch ein Lächeln 
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entlockt. Ich erinnere etwa an die bekannte Scherzfrage: 
Wie kann man zeigen, daß 45 - 45 = 45 ist? 1) 

4. Es ist 

9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 45 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45. 

Ich will nun die zweite Zeile von der ersten subtrahieren und 
beginne nach den bekannten Subtraktionsregeln von rechts: 
9 von 1 geht nicht, borge ich mir eins, 9 von 11 ist 2; 8 
von 1 geht nicht, borge ich mir eins, 8 von 11 ist 3; so 
fahre ich fort: 7 von 12 ist 5; 6 von 13 ist 7; 5 von 14 ist 
9; 4 von 5 ist 1; 3 von 7 ist 4; 2 von 8 ist 6; 1 von 9 ist 
8. Ich erhalte also 

8 + 6 + 4 + 1 + 9 + 7 + 5 + 3 + 2 = 45 
und habe gezeigt, daß in der Tat 45 - 45 = 45 ist. 

Freilich, gelegentlich sind auch derartige TrugschlQsse, bei 
denen der Fehler sofort auf der Hand liegt, nicht ohne Reiz. -
Einige Beispiele dieser Art. 

5. Zunächst eine sehr bekannte Geschichte. Jemand geht 
in ein Geschäft und kauft sich ein Bild fUr 15 .Jt. Anderen 
Tages kommt er ins Geschäft zurQck: Er wolle das Bild 
umtauschen. Er sucht sich ein anderes aus, das 30.Jt kostet. 
Ohne zu zahlen geht er hinaus. Der Geschäftsinhaber hält 
ihn zurück. Da sagt der Schlauberger: Ich habe Ihnen ja das 
Bild im Werte von 15 .Jt hiergelassen, und gestern habe 
ich Ihnen 15 .Jt bar bezahlt. Das macht zusammen 30 vIt. 
Wir sind also quitt! 

6. Nicht minder interessant, aber weniger bekannt ist die 
folgende Überlegung: Man hört oft, daß die Zahl der Men
schen in früheren Zeiten weit geringer gewesen sei als in 
der Gegenwart. Eine einfache überlegung lehrt, wie falsch 
diese Ansicht ist. Es sei die Anzahl der gegenwärtig lebenden 
Menschen n. Jeder dieser n Menschen hat einen Vater und 
eine Mutter gehabt, also 2 Eltern; die Zahl seiner Großeltern 
beträgt insgesamt 4. Geht man bis zur pten Generation zu-

1) Dieses Beispiel und einige andere der Einleitung sind 
meinem Büchlein: W.Li etzmann, Lustiges und Merkwürdiges von 
Zahlen und Formen, Leipzig 1922, Hirt, entnommen. 
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rück, so ist die Zahl aller seiner Urahnen in dieser Gene
ration 2P• Wir nehmen jetzt an, daß die Zahl der Jahre, die 
einer Generation entspreche, 30 sei; das ist eher zu viel 
als zu wenig gerechnet. Dann hat also der einzelne Mensch, 
wenn man 30· p Jahre zurückgeht, 2P Urahnen, die zu dieser 
Zeit lebten. Für n Menschen macht das n . 2P Urahnen. Da 
210 ungefähr 1000 .ist, so lebten also bereits vor 300 Jahren 
etwa 1000 mal so viel Menschen als in der Gegenwart, vor 
600 Jahren sogar 1000000 mal so viel und so fort. 

7. Schließlich noch ein etwas entlegeneres Beispiel. Der 
folgende Satz ist zu beweisen: An einer Geraden sind die 
Punkte A, 0, M, B, N in der angegebenen Reihenfolge so 

angeschrieben, daß AO = OB und g; = g; ist. Es soll 

bewiesen werden, daß 
AM AN 
MB=BN 

ist. Die Lösung, die einmal ein Schüler tatsächlich gegeben 
hat, geht so: Man kürzt die letztgenannten Brüche, den einen 
durch M, den andern durch N, und erhält dadurch 

A A 
Jj=Jj' 

Das ist sicher richtig, mithin auch der zu beweisende Satz. 

Man kann an die Stelle ausgeführter Trugschlüsse auch 
eine Frage setzen; man gibt also nicht die falsche Lösung an 
und fordert dann die Aufdeckurig des Trugschlusses. Häufig 
wird dann der Antwortende den Trugschluß begehen, der 
ihm durch die Fassung der Aufgabe nahe gelegt wird, zu
mal bei einiger Geschicklichkeit des Fragenden. 

8. Die Frage, wieviel ein Buch und sein Einband kosten, 
wenn das gebundene 110 Je kostet und das Buch 100 Jt 
teurer als sein Einband ist, wird der in Mathematik wenig 
geübte Antwortende fast regelmäßig dahin - falsch - be
antworten, daß 100 Jt das Ungebundene Buch, 10 Je der 
Einband kostet. 

9. Jemand kauft beim Kaufmann eine Tafel Schokolade zu 
6,- .Jt. Er bezahlt mit einem Zehnmarkschein. Der Kauf
mann kann nicht herausgeben, er wechselt beim Nachbar 
den Schein und gibt nun dem Käufer 4,-.Jt heraus. Tags 
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darauf bringt der Nachbar den Schein zurück, er ist gefälscht. 
Der Kaufmann muß, nachdem er schon dem Käufer 4,- .Jt 
in richtigem Gelde gegeben, wohl oder übel auch noch dem 
Nachbar 10 .At in richtigem Gelde geben. Wieviel hat er 
verloren? Der vorschnelle Schüler wird erst 14,-..It raten, 
dann vielleicht noch den Verlust der Tafel Schokolade hin
zufügen - ohne im Augenblick daran zu denken, daß der 
Kaufmann ja auch die 10,-.Jt richtigen Geldes vom Nach
bar vereinnahmt hat. 

10. Ein D-Zug, der von Köln nach Berlin fährt, und ein 
Personenzug, der von Berlin nach Köln fährt, treffen sich. 
Der D-Zug hat eine Stundengeschwindigkeit von 80 km, der 
Personenzug nur eine solche von 40 km. Welcher von den 
beiden Zügen ist weiter von Berlin entfernt, 'der D-Zug oder 
der Personenzug? 

Man mache den Versuch und wird überrascht sein, wie 
viele Leute man mit dieser Frage hineinlegen kann. 

Eine eigene Klasse von Trugschlüssen bilden diejenigen, 
bei denen gänzlich falsche Rechnungen zum richtigen Ergebnis 
führen. Die überraschung liegt hier eben darin, daß an Stelle 
des erwarteten falschen Resultats das richtige erscheint. FUr 
diese Gattung nur zwei Beispiele: 

26 16 
11. In 65 oder 64 kann man ungestraft die 6 "kUrzen", 

man erhält doch das richtige Ergebnis. 

12. In V 5~ kann man die 5 einfach vor das Wurzel-

zeichen ziehen oder in -V 121~~ die 12. In der Tat ist 

,0 ,/5 1/~ ,/Tf V 524 = 5 V 24; V 12143 = 12 V 143 • 

Allgemein 1) ist nämlich 

-V n + n' n 1 = n -V n' n 1 • 

I) Ober eine Verattgemeinerung dieser Formel vgt. z. B. die 
S. 3 Anm. 1 genannte Schrift.· 
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Ich habe bei den verbreiteteren und in der Literatur 1) 
mehrfach angegebenen Trugschlüssen von Quellenangaben 
abgesehen. Bei solchen TrugschlUssen jedoch, die mir auf 
brieflichem Wege zugegangen sind, und bei denen ich an':' 
nehme, daß sie neu sind, gebe ich den Autornamen an. Über 
die Geschichte der TrugschlUsse ist, von einigen ganz be
sonderen Beispielen wie etwa dem Paradoxon des Zeno:!) 
abgesehen, sehr wenig bekannt. Vielfach werden solche 
Scherze von Mund zu Mund weitererzählt, erst später hat sie 
vielleicht jemand (meist ohne Namenangabe) irgendwo ver
öffentlicht, ohne daß man weiß, ob das nun auch wirklich 
die erste Wiedergabe ist, ob nicht in irgendeinem Familien
blatt oder 'in einer Jugendschrift der Fall schon vorher er
wähnt ist. 

Und nun noch ein Wort darUber, wie ich mir die Lekture 
dieser Trugschlusse denke. Mit dem Erstaunen Uber das 
falsche Ergebnis und dem daraus abgeleiteten Trugschluß, 
daß die über alle Täuschung erhabene Mathematik auch ein
mal versagt, ist es nicht genug. Der Fehler will naturlich 
entdeckt und erkannt sein. Ich habe das ganz und gar dem 
Leser überlassen und es sogar vermieden, auch nur Andeu
tungen in dieser Richtung zu machen. Aber auch das Auf
decken der Fehler durch den Leser scheint mir noch nicht 
das rechte Endziel. Man lasse sich nicht damit genUgen, den 
Finger auf die Stelle zu legen, Wo der Fehler steckt. Man 
versuche ihn auf eine knappe Form zu bringen, den Fehler 
gleichsam aus der mehr oder weniger verbergenden Ein
kleidung herauszuschälen. Vielleicht ist es auch ratsam, selbst 
eine andere Einkleidung zu ersinnen. - Der Kern nicht we-

1) Von den größeren Schriften über Unterhaltungsmathematik, 
die auch Trugschlüsse berücksichtigen, manchmal al1erdings nur 
eine verschwindend geringe Zahl, nenne ich: W. A h ren s, Mathe
matische Spiele (Aus' Natur und Geisteswelt, Bd. 170) 4. Auf!. 
Leipzig 1919, Teubner. W. W.Rouse Ball, Mathematical Recre
ations and Essays, 5. Aufl., London 1919, Macmillan. J. Ghersi, 
Mathematique dilettevolee curiosa, Milano 1913, Hoepli. E. Lucas, 
Recreations mathematiques, 4 Bd., z. T. in 2. Aufl., Paris 1883 
bis 1894, Gautier-Villars. H. Sch u b ert, Mathematische Muße
stunden, 3 Bd., 2. Auf!. Leipzig 1900, Göschen. 

2) Vgl. F. Cajori, The History of Zeno's Arguments on Mo
tion. The American Mathematlcal Monthly 22 (1915) S. 1 H. 
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niger dieser Trugschlüsse hat in der Geschichte der Mathe
matik eine Rolle gespielt; einige Trugschlüsse können gera
dezu als Ausgangspunkte für neue Wege mathematischer 
Forschung angesehen werden. 

1. Es ist 

I. ARITHMETIK 

2 kg = 2000 g, 

3 kg = 3000 g. 

Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches, also ist 

6 kg = 6000000 g. 

2. y'2500 ~- = y'50 SJ . 50 .9f = -V~;-.JI-~-.""'i--.Jj-~ 

oder l ): Es ist 

folglich 

folglich 

= y:rJt = y'25~ = 5 .9)J , 

~.Jt = 25$, 

11 ~-Jt = y'2S-.97 , 
1 
T .Jt = 5 .9)J • 

3. Wendet man auf die folgenden zwei Sätze: 

1 Katze hat 4 Beine, 

o Katze hat 3 Beine 

(den letzten Satz lies: Keine Katze hat 3 Beine) den Grund
satz an: "Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches", so er
hält man das merkwürdige Ergebnis: 1 Katze hat 7 Beine. 

4. Ein Vater hinterließ bei seinem Tode 3 Söhne und 
17 Kamele. Er hatte bestimmt, diese Kamele so zu verteilen, 
daß der älteste Sohn die Hälfte, der zweite ein Drittel, der 
jüngste ein Neuntel der Kamelherde erben solle. Als sich 

1) Die erste Fassung hat ein Schüler einer Hamburger Real
schule in Befolgung des oben gegebenen Rates nach dem in Nr. I 
gegebenen Trugschluß erdacht. 
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die drei genug herumgestritten hatten, ohne sich zu -einigen, 
kam ein alter Mann daher mit einem alten abgetriebenen 
Kamel. Er erklärte sich sofort bereit, die Teilung vorzuneh
men und sein eigenes Tier zur Verfügung zu stellen. So er
hielt denn der älteste Sohn von den jetzt vorhandenen 18 Ka
melen 9, der zweite 6, der dritte 2 •. Eines blieb übrig - es 
war nicht gerade jenes abgetriebene des Alten, sondern eines 
aus der wohlgenährten Herde des Verstorbenen. Mit ihm 
zog der hilfreiche Alte befriedigt von dannen. 

5. Jede Zahl ist gleich ihrem Doppelten. Es ist 

a2 _ a2 = a2 - a2• 

Zieht man links a vor die Klammer und wendet man rechts 

die Formel (x + y) (x ~ y) = x 2 :- y2 

an, so folgt a . (a - a) = (a + a) . (a - a). 

Dividiert man jetzt beide Seiten durch den Faktor (a - a), 
so erhält man das Ergebnis 

a=2a. 
Der Trugschluß läßt sich auch in eine andere Form klei

den. Es sei x = 1, dann ist x2 = 1 oder x2 - 1 = 0, also 
nach der Division durch x-I auch x + 1 = 0, d. h. auch 
x = - 1. Daraus folgt 1 = - 1 oder auch 2 a = 0, d. h. 
jede beliebige Zahl ist Null~ - Es ist also nicht schwer, 
das Sprichwort "Einmal ist keinmal" mathematisch zu be
weisen! 

6. Alle Zahlen sind einander gleich. Es seien a und b 
zwei Zahlen, und zwar sei etwa a> b. Dann führt man eine 
positive Zahl c so ein, daß 

a;:::b+c 

ist. Multipliziert man diese Gleichung mit a-b, so erhält man: 

a· a - a . b = a· b + a . c - b . b - b· c, 

a· a - a· b - a· C = a· b - b· b - b· c. 
a . (a - b - c) = b . (a - b - cl, 

und wenn man durch den gemeinsamen Faktor beiderseits 
dividiert: a = b. 
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7. 4 = 5. In einer Badezelle in Weimar wurde, wie mir 
berichtet wurde, im Jahre 1892 der folgende Beweis an
geschrieben gefunden. Wir legen vor 

a = b + c, 
multiplizieren mit 5 5 a = 5 b + 5 c 
und addieren 4b+4c=4a 
und subtrahieren noch 9'a = 9a, 

dann folgt 4 b + 4 c - 4 a = 5 b + 5 c - 5 a 
oder 4(b+c-a)=5(b+c-a). 
Daraus folgt sofort die behauptete ,Tatsache. 

8. Beweis, daß· 2 x 2 = 5 ist. Es gibt ein TheaterstUck: 
2 x 2 = 5. Wenn die Gute eines Theaterstückes der An
zahl der Aufführungen proportional ist, muß es sehr schön 
sein. Ich weiß leider nicht, ob in diesem Theaterstück die 
Richtigkeit der Titelgleichung bewiesen wird. Jedenfalls 
könnte es außer nach dem Vorbilde von Nr.7 auch noch 
in folgender Weise geschehen. Es ist: 

16 - 36 = 25 - 45; 

16 - 36 + ~l = 25 - 45 + ~ ; 

(4 - ; r = (5 - : y; 
9 9 

4 -2=5- 2 ; 

4 = 5. 
9. Eine Zahl ändert ihren Wert nicht, wenn man 1 zu ihr 

addiert. Es ist 1) 

n2 - n (2n + 1) = (n + 1)1 - (n + 1) (2n + 1), 

wovon man sich leicht durch Ausmultiplizieren überzeugt. 
Daraus folgt: 

n2 - n (in + 1) + (2 nil r 
____ (n + 1)2 -:- (n + 1) (2n + 1) + en/1Y; 

t) Nr. 8 ist ein Sonderfall von Nr. 9. 
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(n - 2 n : Ir = (n + 1) _ 211 / Ir ' 
n _ 2n ±.-! = n + 1 _ 2n +1 

2 2 ' 
n=n+ 1. 

10. 2 = - 2. Es ist 

Y - 1 . V=4 = Y(- 1) (- 4) = Y4 = 2. 

Andererseits ist aber 

Y-l·Y-=-'4=i·2i=-2. 

Daraus folgt die Behauptung. 
In ähnlicher Weise kann n:tan zeigen: Jede positive Zahl 

ist gleich der negativen Zahl, die denselben absoluten Wert 
hat. Nach den Gesetzen über die Wurzelrechnung ist 

y:" a· Y- a = V(- a)· (- a) =Ya2 = a; 

Y a· Y- a = (Y a)2= - a; 

folglich ist a = - a. 

11. i2=1. Es ist Yx-y=iYy-x, 

wo i bekanntlich fUr Y - 1 steht. 
Diese Gleichung gilt, welche Werte auch die Größen x und 

y annehmen. Es ist also 

Ya-b=i'Yb a 
und ebenso Yb - a = i . Ya b. 

Multipliziert man beide Gleichungen, so folgt: 

Ya-b·Yb-a=i2 ·Yb a·Ya b. 
Nach Division durch die gemeinsamen Faktoren erhält man 

i~ = 1. 

Diese Tatsache läßt sich noch auf anderem Wege "be-
weisen". Es ist 1 _ 1 

-1=-1-' 

V-I V-I 
V-I = V 1 oder folglich 1 • 

T =z. 

Es ist also i2 = 1. 
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12. Der Logarithmus einer negativen Zahl ist gleich dem 
Logarithmus der entsprechenden positiven Zahl. Es ist 

2 log a = log (a2) = log ([- ap) = 2 log (- a), 

also der Behauptung entsprechend 

log a = log (- a). 

Ein Sonderfall davon: Der Logarithmus von - 1 ist Null. 
Wenn man die Gleichung 

(- 1)2 = 1 

logarithmiert, so erhält man: 

2 log (- 1) = log 1 = O. 

Aus diesem Ergebnis log (-1) = 0 kann man noch andere 
überraschende SchlUsse ziehen. Es folgt daraus z. B. 

10° = - 1, 

und da die linke Seite dieser Gleichung den Wert 1 hat, 

1 =-1. 

13. + 1 = - 1. Es sei b eine positive, von 1 verschiedene 
Zahl. Wir bestimmen a so, daß 

ba=-l 

ist. Dann ist b2a = + 1, 

woraus, da b =1= 1 ist, folgt 

2a=O. 

Also ist a = 0 und 

woraus im Zusammenhang mit der Ausgangsgleichung unsere 
Behauptung folgt. 

14. 2:r = 0. 1) Es ist für alle cp 

cos cp = cos (27T ~ cp) 

sin cp = sin (27T + cp), folglich 

cos cp + i sin cp = cos (27T + cp) + i sin (27T + cp). 

1) Von Herrn Teege, Kiel-Wik, mitgeteilt. 
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Durch Potenzierung mit i und Anwendung des Moivreschen 
Satzes ergibt sich 

cos icp + i sin icp = cos i (21T + cp) + i sin i (21T + cp). 

Verwendet man nun aber die Formel 

cos x + i sin x = eÜ ', 

indem man x einmal icp, das andere Mal i(21T + cp) setzt, 
dann erhält man die Gleichung 

e-ep = e- 2rr -ep, 

woraus "srr = 1, 2rr = 0 folgt. 

15. Wenn a> b ist, dann ist auch a> 2b (a und b sind 
positive Zahlen). Aus 

(1) a> b 

folgt durch Multiplikation mit b: 

a· b > b!, 

und ferner, wenn man beiderseits a2 subtrahiert: 

a . b - aS > b2 - a2, 

oder nach Division durch b - a: 

a>b+a. 
Addiert man zu dieser schon recht merkwUrdigen Ungleichung 
jetzt die obige Ungleichung (1), so erhält man: 

2a> 2b + a. 
Folglich ist a>2b. 

16. Jede positive Zahl ist kleiner als Null. Es sei n eine 
ganze positive Zahl. Dann ist 

2n - 1 < 2n. 

Multipliziert man diese Ungleichung mit - a, wo a irgend
eine positive Zahl ist, so erhält man: 

- 2an + a < - 2an. 

Folglich ist, wenn man beiderseits 2 an addiert, 

a<O. 



Ungleichungen 

17. ! ist größer als ~. Es ist 

1 1 
log "2 = log "2 

3>2. 
Durch Multiplikation erhält man: 

1 1 
3 log "2 > 2 log "2 

log ( ; ) S > log ( ~ ) 2 

(~r > (~r 
und das ist die Behauptung. 1) 

18. - 1 > + 1. Wenn in der Proportion 
a c 
7i=(j 

13 

der links stehende Bruch grOßer als 1 ist, so muß es auch 
der rechts stehende sein, mit anderen Worten: aus 

a > b folgt c > d. 

Nun ist die Produkten gleichung der Proportion 

a·d=b·c 

offenbar erfüllt, wenn man 

a = 1, b = - 1, c = - 1, d = + 1 setzt. 

Hier ist a > b, 

also muß auch c > d 

sein, d. h. -1 >+ 1. 

11. ALGEBRA 
1. Vorgelegt sind die Gleichungen 

2x + y = 8 und x = 2 -l' 
1) Diesen Trugschluß teilte mir Herr D istl ey-Nürnberg mit. 
M.·pb. Bibi. 53: Lietzmann: Trugschlüsse 2 
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Man setzt, um die Gleichungen zu lösen, den Wert von x 
aus der zweiten Gleichung in die erste ein und erhält: 

4-y +y=8. 

Daraus folgt: 4 = 8. 
2. Die Gleichung 

6 x + 25 = 10x + 15 

behandelt jemand folgendermaßen: Es ist 

3(2x - 5) = 5 (2x - 5); 

folglich ist 3=5. 
3. Die Gleichung 

x+5 _ 5 = 4x-40 
x-7 13-x 

löst jemand folgendermaßen: 
x + 5 - 5 (x - 7) 4x - 40 

x-7 :;= 13-x; 

4x-40 4x-40 
x-7 

4x-40 

13-x' 

4x-40 
7-x = 13-x 

und folgert daraus, daß 7 = 13 ist. 
4. Zwei beliebige Zahlen sind einander gleich. Vorgelegt 

ist die Gleichung (x _ a)2 = (x _ b)2. 

Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so erhält man: 

x - a = x - b; folglich ist a = b. 

5. Die Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten 

(1) 2x2 - 3xy + y2 =4 

(l) 

sind vorgelegt. Man multipliziert die bei den Gleichungen 
"übers Kreuz": 

9 (2x2 - 3xy + y~) = 4 (Xi + 2xy - 3y2), 

ordnet 14x2 - 35xy + 21 y2 = 0 

und dividiert durch 7: 
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2x2 -5xy+3y2 =0. 

Nach Division durch y2 erhält man für (;) die quadratische 

Gleichung 2 (;y - 5 ; + 3 = O. 

Die zwei Lösungen liefern: 

(;)1= 1 L (;)2 = 1. 

Setzt man x = 1 {- y etwa in die erste Gleichung (1) ein, so 

erhält man die Wurzeln 

Yt.2 = ± 2; Xl.2 = ± 3. 
Setzt man aber, die zweite Lösung ausnutzend, x = y, dann 
erhält man aus der ersten Gleichung 0= 4, aus der zweiten 
o = 9. Beides recht merkwürdige Ergebnisse! 

111. WAHRSCHEINLICHKEITSLEHRE 

1. Es ist ~ = : . Bei ~iner Münze unterscheidet man Kopf
seite (K) und Wappenseite (W). Wie groß ist die Wahr
scheinlichkeit, daß bei zweimaligem Wurf wenigstens einmal 
Wappen fällt? Es macht für die Beantwortung der Frage 
nichts aus, ob wir zweimal nacheinander mit einer oder gleich
zeitig mit zwei Münzen werfen. Betrachten. wir den ersten 
Fall: Beim ersten Wurf haben wir entweder Wappen, also 
einen günstigen Fall, oder wir werfen Kopf. Dann werfen 
wir noch das zweite Mal und bekommen entweder Wappen 
oder Kopf. Zwei günstigen Fällen steht ein ungünstiger Fall 

gegenüber. Die Wahrscheinlichkeit ist also i . 
Betrachten wir andererseits den zweiten Fall, den gleich

zeitigen Wurf zweier Münzen: Wir haben diesmal vier mög
liche Fälle zu unterscheiden, die kurz mit WW, WK, KW 
und KK bezeichnet werden können. Günstig sind drei Fälle. 

Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, Wappen zu werfen, {. 1) 

I) Eine der beiden Überlegungen ist ein Fehlschluß, der von 
d'Alembert (1754) in einem Artikel der Encyclopedie begangen 
worden ist. 

2" 
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2. ~ = T' Ich werfe drei Münzen gleichzeitig und frage, 

wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, daß alle drei die gleiche 
Seite, sei es Kopf oder sei es Wappen, zeigen. Die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß alle drei Münzen Kopf zeigen, ist 

(~ r = ! ' die Wahrscheinlichkeit dafür, daß alle drei MOn-

zen Wappen zeigen, ist ebenfalls ( ~ ) s = ~ . Die Wahrschein

lichkeit also, das eins oder das andere eintritt, ist i + i = ~ . 
Die Wahrscheinlichkeit läßt sich aber auch auf Grund der 

folgenden überlegung finden. Wie auch der Wurf erfolgt, 
immer sind notwendigerweise unter den drei Bildern zwei 
gleiche, seien es nun Köpfe oder Wappen. Die Wahrschein
lichkeit, daß auch noch die dritte MOnze das gleiche Bild 

zeigt, ist ~; so ergibt sich hier als Wahrscheinlichkeit 
1 1 

1'2"=2' 
3. Die Anzahl der geraden Primzahlen ist 1, die der un

geraden unendlich. Also ist die Wahrscheinlichkeit, daß irgend-

eine vorgelegte Primzahl gerade ist. ~ = O. Es ist also UTl

möglich, daß mir jemand die Primzahl 2 vorlegt! 
Es gibt eine größte, bisher als Primzahl erkannte Zahl, 

sie heißtl) 230.5843009213693951; daraus folgt, daß die 
Anzahl aller Primzahlen, die die Mathematiker kennen, end
lich ist; sagen wir, es sind n Primzahlen bekannt. Die An
zahl aller Primzahlen, die es überhaupt gibt, ist aber unend
lich. Also ist die Wahrscheinlichkeit, daß irgendeine mir vor-

gelegte beliebige Primz~hl bereits bekannt ist, ;, = O. Mit 

andern Worten, jede Primzahl, die mir vorgelegt wird, muß 
unbekannt sein. 

t t t 
4. '2 ="3 = '4' Bertrand hat das folgende Problem 

gelöst und drei verschiedene Antworten erhalten: In einem 
Kreise wird eine Sehne beliebig gezogen. Welches ist die 

1) Es ist das die Zahl 281 - 1. 
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Wahrscheinlichkeit, daß sie größer ist als die Seite des dem 
Kreise eingeschriebenen Dreiecks. 

1. Man nimmt einen Endpunkt der Sehne fest und macht 
diesen Punkt zu einem Eckpunkt des eingeschriebenen gleich
seitigen Dreiecks. Dann ist die Sehne größer als die Drei
ecksseite, wenn sie in den Dreieckswinkel fällt. Die Gesamt
zahl der möglichen Richtungen steht zu den so gegebenen 
günstigen Richtungen im Verhältnis von 180° zu 60°, es ist 

also die gesuchte Wahrscheinlichkeit w1 =~. 
2. Wir wählen einen beliebigen Durchmesser 2r und be

trachten die dazu senkrechte Schar paralleler Sehnen. Nur 
diejenigen Sehnen sind dann größer als die Dreiecksseite, 
die durch Punkte des Durchmessers gehen, deren Abstände 

vom Kreismittelpunkt kleiner als ; sind. Die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit wird also W2 = } . 

3. Wir wählen den Mittelpunkt der Sehne beliebig. Denn 
so wird die durch einen Punkt des Kreises gezogene kürzeste 
Sehne dann und nur dann größer als die Dreiecksseite, wenn 

der Punkt innerhalb des um den Kreismittelpunkt mit I ge-

schlagenen Kreises liegt. Dessen Fläche ist i der Fläche 

des gegebenen Kreises; also ist W 3 = i· 
5. Zwei Methoden, in Monte Carlo sicher Geld zu ge

Ivinnen. 1) 1. Man wählt ein Spiel, bei dem die Wahrschein-

Iichkeit, zu gewinnen, -~ ist, also etwa rouge et noir. Man 
setzt am 1. Tag 10 fr. Gewinnt man, setzt man noch einmal, 
und zwar wieder nur 10 fr. Gewinnt man, setzt man wieder 
10 fr. usf. Beim ersten Verlieren hört man an diesem Tage 
auf. So tut man an einer langen Folge von Tagen. Der mög
liche Verlust eines Tages ist dann 10 fr., der mögliche Ge
winn aber 10 fr., 20 fr. usf., je nachdem nach zwei·, drei
maligem usf. Spiel aufgehört wird. Da sich einmaliger Ge
winn und einmaliger Verlust in der Wahrscheinlichkeit gleich-

1) Die zweite Methode ist als Petersburger Paradoxon bekannt. 
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kommen, steht sich der Spieler mit allen Fällen, in denen 
er zweimal und mehr am Tage zum Spiel kommt, im Vorteil 
gegenüber der Bank. 

2. Man wählt wieder ein Spiel mit der Wahrscheinlichkeit 

~. Man setzt 10 fr. Gewinnt man, so wiederholt man das 

Spiel. Verliert man, so setzt man 20 fr. Gewinnt man dann, 
so hat man, da man 40 fr. ausbezahlt erhält und 30 fr. in 
die Bank gegeben hat, einen Gesamtgewinn von 10 fr. Man 
beginnt von neuem wie eben mit 10 fr. Verliert man aber, 
so setzt man 40 fr. Gewinnt man jetzt, so ist die Auszahlung 
80 fr., die gesamte Einzahlung 10 fr. + 20 fr. + 40 fr. = 70 fr. 
Wieder ist ein Gewinn von 10 fr. zu verzeichnen. Verliert 
man aber wieder, so setzt man jetzt 80 fr. Im Falle des Ge
winnes stehen der Auszahlung von 160 fr. insgesamt 150 fr. 
Einzahlungen gegenUber. So fährt man fort. Da schließlich, 
wenn man nur immer auf die gleiche Farbe setzt, doch ein
mal die günstige Farbe kommt, so muß man schließlich auch 
einmal gewinnen und hat dann den zwar kleinen, aber siche
ren Überschuß von 10 fr. 

Bei beiden Methoden ist der Gewinn sicher, obwohl die 

Wahrscheinlichkeit des Gewinnes nur ~. ist. 

IV. LOGIK UND MENGENLEHRE 

1. Das Krokodil. Einer Ägypterin wurde das Kind von 
einem Krokodil geraubt, sie forderte es zurück, und das Kro
kodil sagte das zu, wenn die Frau richtig angeben wUrde, 
was das Krokodil tun werde. Die Mutter sagte: "Du wirst 
mir mein Kind nicht wiedergeben." Darauf sagte das Krokodil: 
"Wenn du wirklich recht hast, bekommst du, wie du selbst 
sagst, dein Kind nicht zurück, hast du aber mit deinem Aus
spruch unrecht, so erhältst du das Kind nach unserer Verab
redung nicht zurück. In jedem Falle: ich brauche das Kind 
nicht zurückzugeben." Die Mutter hingegen sagte: "Im Gegen
teil! Wenn ich mit meinem Ausspruch recht habe, bekomme 
ich das Kind auf Grund unserer Verabredung zurück, habe 
ich mit meinem Ausspruch unrecht, nun so gibst du ja selbst 
zu, daß ich das Kind zurückerhalte. In jedem Falle: ich be
komme mein Kind zurUck." Wer hat recht? 
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2. Der Prozeß. Euathlus hat bei Protagoras Unterricht 

in der Sophistik genommen. Das Honorar, so wird ausbe
dungen, soll erst ausgezahlt werden, wenn Euathlos seinen 
ersten Prozeß gewonnen hat. Euathlus führte keinen Pro
zeß, bezahlte aber auch natürlich sein Honorar nicht. Da 
verklagte ihn Protagoras. Er sagte: "Gewinne ich den Prozeß, 
so mußt du mir das Geld nach dem Urteilsspruch auszahlen, 
verliere ich ihn, so hast du deinen ersten Prozeß gewonnen 
und mußt mir nach unserer Verabredung das Honorar gleich
falls auszahlen." "Nein", sagte Euathlus, "gewinne ich den Pro
zeß, so brauche ich dir nach dem Urteilsspruch das Geld 
nicht auszuzahlen; verliere ich aber diesen meinen ersten 
Prozeß, dann brauche ich wegen unserer Abmachung gleich
falls nicht zu zahlen." Wer hat recht? 

3. Der Lügner. Epimenides, der Kreter, sagt, alle Kreter 
sind Logner; nun ist Epimenides selbst ein Kreter, also lagt 
er, also ist auch sein Satz von oben falsch, also sind die 
Kreter nicht Lügner - so etwa lautet der bekannte aus dem 
Altertum überlieferte Trugschluß. Schärfer und zwingender 
läßt sich der Trugschluß so fassen. Ein Mann sagt: "Alles, 
was ich sage, ist falsch." Also ist auch dieser Satz falsch, 
es folgt also aus der Voraussetzung, daß nicht alles, was 
der Mann sagt, falsch ist - und das steht im Gegensatz zu 
der Voraussetzung. 

4. Wer hat Schuld? Jemand kauft sich eine Mütze, sie 
paßt ihm aber nicht, sie ist zu groß. An wem liegt das, an 
der Motze oder am Kopf? Die Mütze ist jedenfalls nicht 
schuld, denn wenn nur der Kopf kleiner wäre, mUßte sie 
passen. Also liegt es am Kopf! Aber auch das ist falsch. 
Denn wenn nur die Mütze größer wäre, würde sie passen. 
Also liegt es an keinem von beiden - weder an der Mütze 
noch am Kopf. 

5. Falsche Anwendung der Induktion. Der Mathematiker 
Kummer soll das folgende Beispiel gebracht haben. 60 ist 
durch 2 teilbar; die Zahl ist auch durch 3 teilbar, ebenso durch 
4, durch 5, durch 6; sie wird also 4.l.lrch alle Zahlen teilbar 
sein. Probieren wir es der Vorsicht halber mit einer grö
ßeren Zahl, etwa mit 12; es geht auch. Also wird es wohl 
stimmen.- Ein anderes Beispiel sind die bei der Lehre von 
der Kreisteilung auftretenden Zahlen p = 2~n + 1. Für n = 0 
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erhält man 3, für n = 1 erhält man 5, für n = 2 die Zahl 17, 
für n = 3 die Zahl 257. Das sind alles Primzahlen, und auch 
für den Fall n = 4 fand man eine Primzahl, nämlich 65537. 
i<'ermats Behauptung aber, die Zahlen 22n + 1 seien sämt
lich Primzahlen, hat sich nicht bewahrheitet. Für n = 5 er
hält man 232 + 1, und diese Zahl ist, wie Euler gefunden 
hat, durch 641 teilbar. Seitdem sind weitere Fälle bekannt ge
worden, in denen der Fermatsche Ausdruck nicht auf Prim
zahlen fUhrt. 

Ich erinnere in diesem Zusammenhange daran, daß man 
auch bei dem großen Fermatschen Problem bisher nur auf 
Induktion angewiesen ist. Man ist zwar in weiten Kreisen da
von überzeugt, daß die Gleichung 

xn+yn=zn 

für n> 2 in ganzen Zahlen x, y, z und n nicht lösbar ist. 
Aber diese Ansicht stützt sich nur' auf die Tatsache, daß man 
für eine - allerdings recht beträchtliche - Anzahl von n 
den Beweis der Unmöglichkeit gebracht hat. 

6. Autologische und heterologische Worte. 1) Manche 
Worte bezeichnen Eigenschaften, die sie selbst besitzen. So 
ist das Wort "dreisilbig" selbst dreisilbig, das Wort "fran
yais" ist französisch, das Wort "deutsch" ist deutsch usf. 
Solche Worte .sollen autologisch heißen. Worte, die nicht 
autologisch sind, sollen heterologisch heißen. So sind vier
silbig, französisch, spitz heterologisch. Natürlich ist die über
wiegende Mehrzahl der Worte heterologisch. Ich will nun 
untersuchen, ob das Wort "heterologisch" heterologisch oder 
autologisch ist. Angenommen "heterologisch" sei hetero
logisch, dann ist es nach der Definition unserer beiden Be
griffe autologisch , ich komme also auf einen Widerspruch. 
Nehme ich andrerseits an, das Wort "heterologisch" ist auto
logisch, so ist es nach der Begriffsdefinition heterologisch, 
ich komme also wieder auf einen Widerspruch. Was ist 
denn nun eigentlich mit dem Wort "heterologisch" los? 

1) Dieses Beispiel stammt von K. Grelling und L. Nelson, 
die es in einer Arbeit im ersten Bande der Abhandlungen der 
Friesschen Schule bringen. 
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7. Das Russeische Paradoxon. I) Wir unterscheiden zwei 
Arten von Mengen. ZurerstenArtgehören die Merrgen, die sich 
selbst als Element enthalten. Ein Beispiel einer solchen Menge 
ist diejenige aller abstrakten Begriffe. Zur zweiten Art ge
hören die Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. 
Ein Beispiel für diese Art, die übrigens die weitaus am häu
figsten benutzten Mengen umfaßt, ist etwa die Menge der 
Zahlen 1,2 und3. IrgendeineMenge gehört entweder der einen 
oder der andern Art an. Wir betrachten nun diejenige Menge, 
welche alle Mengen der zweiten Art und nur diese umfaßt, wir 
nennen sie M. GehörtM zur ersten oder zur zweiten Art? Wir 
nehmen zuerst an, M gehöre der ersten Art an, dann ist also 
M ein Element von M. Nun sollte aber M nur solche Mengen 
umfassen, die sich selbstnicht als Element enthalten. Wir stoßen 
also bei unserer Annahme auf einen Widerspruch und müssen 
sie fallen lassen. So bleibt nur die andere Annahme übrig; 
M sei eine Menge zweiter Art, enthält sich selbst also nicht 
als Element. Auch das ist aber unmöglich, denn dann hätten 
wir entgegen unserer Erklärung von M eine Menge zweiter 
Art gefunden, die ihr nicht angehört. So führt auch die 
zweite Annahme zu ,einem Widerspruch. 

8. Die Geschichte von Tristram Shandy. Dieser Tristram 
Shandy begann seine Lebensgeschichte zu schreiben, und 
er tat es so gründlich, daß er für die Geschichte der beiden 
ersten Tage seines Lebens zwei Jahre brauchte. Wir neh
men an, er fährt in dieser Weise fort: Es ist klar, auf diese 
Weise' wird er niemals mit seiner Lebensgeschichte fertig, 
er stirbt über seiner allzu gründlichen Arbeit. Je älter er 
wird, desto weiter entfernt er sich von dem Stoff seiner Be
schreibung. 

Wenn er aber unendliCh lange leben würde, dann hätte 
er seine ganze Lebensgeschichte schreiben können, trotzdem 
sich jener Abstand zwischen der Zeit, über die er schreibt, 
und der Zeit, zu der er schreibt, ständig bis ins Unendliche 
vergrößert. In der Tat, handelt es sich auch um Tage aus 

1) Das Russe1sche Paradoxon ist vielfach behandelt worden
Ich nenne z. B., zugleich als eine allgemeinverständliche Dar
stellung der Mengenlehre: A. Fraenkel, Einleitung in die Mengen. 
lehre. Berlin 1919. 
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noch so später Lebenszeit, immer kommt er in seiner 
Historie einmal auch an diese Zeit, da sein Alter ja beliebig 
viele Jahre erreicht. 1) 

V. PLANIMETRIE 

1. Zwei Geraden schneiden sich nicht, selbst wenn sie 
nicht parallel sind. 2) Man schneidet die gegebenen Geraden 

a und b durch eine dritte 

A_~-,-C __ E_ 
r--

Gerade c so, daß c mit 
a und b nach einer Seite 

a gleiche spitze Winkel ein
schließt (Fig. 1). Daß 
dann auf der Seite der 

_~8l-_+_+ ______ -b stumpfen Winkel kein 
D f Schnittpunkt von a und 

b liegt, ist ohne weiteres 

c Fig. 1. 

zu zeigen, wir beschäf
tigen uns lediglich mit 
dem Fall aufder Seite der 

spitzen Winkel. Seien A und B die Schnittpunkte von c mit 
AB 

a und b. Dann trägt man 2 auf a und b von A und Baus 

bis G und D ab. Es ist nicht möglich, daß G auf D fällt, 
da im Dreieck die Summe zweier Seiten größer als die dritte 
ist. Noch weniger können die Strecken AG und BD 
einen Schnittpunkt S gemein haben, denn in b. S AB wäre 
erst recht die Summe zweier Seiten kleiner als die dritte. Ver
bindet man jetzt G und D, so entsteht ein gleichschenkliges 
Trapez A BDG. Die Gerade GD gestattet jetzt in gleicher 
Weise die Konstruktion einer Geraden EF. Die Konstruktion 
läßt sich beliebig oft wiederholen, immer schreite ich um 
einen Schritt vorwärts und kann doch, nach unserer Über
legung, nie auf einen Schnittpunkt von a und b kommen. 
Diese schneiden sich also nicht. 

2. Zwei Dreiecke, die in zwei Seifen und einem, ent
sprechenden Seiten gegenüberliegenden Winkel übereinstim
men, sind kongruent. 

1) In der Mengenlehre sagt man: Die Zahl seiner Lebenstage 
würde äquivalent werden der Zahl seiner Lebensjahre. 

2) Nach Proclus. 



Parallelenaxiom und 4. Kongruenzsatz 23 

Die bei den Dreiecke seien AB G und A' B' C', und zwar 
seiBG=B'C', AB=A'B' und IX=IX'. Man legtAA'B'G' 
so an AB C, daß B' auf B, G' auf G fällt. A wird 'mit A' ver
bunden. Dann ist A BAA' gleichschenklig, weil BA = BA' 
ist, mithin ist -9:: BAA' = -9::B A' A. Nun ist IX = IX'. Durch 

A A 

B~---i--4C B-E------t 

Addition oder Subtraktion erhält man je nach der Gestalt der 
Dreiecke (Fig.2 und 3), daß GAA' = GA'A ist. Mithin ist 
D. GAA' gleichschenklig. Folglich GA = GA'; die beiden Drei
ecke sind also nach dem dritten Kongruenzsatz kongruent.
Die einschränkende Bedingung im 4. Kongruenzsatz, daß der 
Winkel der größeren Seite gegenüberliegen muß, ist also 
nicht nötig, wie insbesondere Fig. 3 zeigt. 1) 

3. Jedes Dreieck ist gleichschenklig. Es sei AB G irgend
ein Dreieck, dann konstruiere man die Winkelhalbierende 
des Winkels bei A und di~ A 
Mittelsenkrechte der Seite B G, 
die Mitte von B G sei D (Fig. 4). 
Beide Geraden werden sich 
schneiden, es sei denn, daß 
sie parallel sind j dann wäre 
das Dreieck aber bereits gleich
schenklig, und wir )<önnten uns 
den weiteren Beweis ersparen. B~=-----~D=:-------':::i.C 
Der Schnittpunkt der Geraden Fig.4. 

sei M. Wir betrachten zunächst den Fall, daß M innerhalb 
des Dreiecks liegt. Wir fällen von M auf AB und AG die 
Senkrechten MF und ME. Dann ist 

1) Veröffentlicht von R. M. Matthews in School Science and 
Mathematics (1916) 16, S. 248. - Wohl schon früher bekllnnt. 



24 
(1) 

(2) 

v. Planimetrie 

6. AFM = 6. AEM, 

6. MDB = 6. MDC. 

Aus (1) folgt MF = ME, aus (2) MB = MC, folglich ist auch 

(3) 6. MBF = 6. MCE. 

Aus (1) und (3) folgt 

(4) AF= AE, FB = EC. (5) 

Addiert man die Gleichungen (4) und (5), so ergibt sich 

Fig.5. 

A AB=AC. 

Das ist unsere Behaup
tung. 

Sollten sich die Win
kelhalbierende und die 
Mittelsenkrechte nicht 
innerhalb des Dreiecks 

schneiden, sondern 
außerhalb, so lassen sich 
an der Hand der Figur 5 
die gleichen Schlüsse 
durchführen wie eben, 
nur daß am Schluß von 

lrf den beiden Gleichungen 
(4) und t5) die eine zu ·subtrahieren ist. 

Eine naheliegende Folgerung aus diesem Satze ist, daß 
alle Dreiecke gleichseitig sind. 

s 4. Ein rechter Winkel ist gleich einem 

Fig.6. 

stumpfen. Es sei das Viereck ABC D 
in Figur 6 . bei A rechtwinklig, die Sei
ten A D und B C seien gleich lang, 
-1: ABC schließlich sei ein stumpfer 
Winkel. Man errichtet auf AB und auf 
D C Mittelsenkrechten , die sich in S 
schneiden. S wird mit den Ecken des 
Vierecks verbunden. Nun ist SA = SB 
und S D = SC, folglich ist 

6. SAD = A SBC. 
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Daraus folgt: -9:: S A D = -9:: SB C. 

Zieht man von dieser Gleichung die folgende ab: 

-9:: SAB = -9:: SBA, 

so folgt, daß der ursprünglich stumpf vorausgesetzte Winkel 
ABC dem rechten Winkel BAD gleich ist. 

5. Wenn in einem Viereck zwei Gegenseiten gleich sind, 
so sind die beiden anderen Seiten parallel. Es sei ABC D 
ein Viereck, in dem die zwei einander A E D 

gegenüberliegenden Seiten AB und ~ 
D C gleiche Längen haben (Fig.7). Im 
Mittelpunkt E von AD errichte ich die s 
Senkrechte und ebenso im Mittelpunkt 
F von BG. Beide schneiden sich in B F C 

dem Punkte S. Wenn sie nämlich Fig.7. 

parallel wären, so wären auch AD und BC parallel, und ich 
könnte mir den Beweis meiner Behauptung ersparen. Ich 
will nun nachweisen, daß ESF eine Gerade ist; daraus 
folgt dann sofort, daß dem zu beweisenden Satze ent
sprechend AD und BC parallel sind. Ich verbinde S mit den 
Ecken des Vierecks. Dann sind die Dreiecke SAE und SDE, 
ebenso die Dreiecke SBF und SCF kongruent, mithin auch, 
da AB und D G gleich sind, die Dreiecke S AB und S D C. 
Aus diesen Kongruenzen folgen die folgenden Gleichungen 
von Winkeln: 
(1) 
(2) 
(3) 

<;.ESA=<;.ESD 
<;. ASB = <;. DSC 
<;. BSF = ~ GSF. 

Durch Addition der drei Gleichungen folgt, daß der Winkel 
ES F ein gestreckter sein muß. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 
. Freilich bedarf noch ein Punkt der 
Erörterung. leh habe angenommen, 

s 

daß der Schnittpunkt S der bei den A f--f-....:::.J+-~~ 
Mittelsenkrechten innerhalb des Vier
ecks liegt. Erkönnte aber auch außer
halb des Vierecks liegen. Die Fig. 8 
deutet den ganz entsprechenden Be- H'L----!:;-------,c 

weisgang fOr diesen Fall an. Nur Fig.8. 
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sind hier am Schluß die drei Winkelgleichungen nicht zu 
addieren, vielmehr zeigt man das Zusammenfallen von SE 
und SF etwa dadurch, daß man die Gleichungen (2) und (3) 
addiert und nun sowohl SE wie SF als Winkelhalbierende 
von ASD findet; beide müssen also zusammenfallen. 

A 6. Die Winkel an der Hypotenuse eines 
rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks 

sind 60°. Ober einer Ge
radenB Cwerden ein gleich
seitiges Dreieck ABC und 
ein gleichschenklig- recht
winkliges Dreieck D B C, 
beide nach ein und der
selben Seite der Geraden, 
errichtet(Fig. 9). Die Strecke 

L C D C werde auf der Geraden 
AC von C bis Habgetragen. 
H werde mit dem Mittel
punkte K der Seite BD ver
bunden und über K hinaus 
verlängert bis zum Schnitt 
L mit der Verlängerung von 
B C. L werde verbunden mit 

FiR'.9. 0 D. Im Mittelpunkte M von 
L D werde die Senkrechte 

errichtet, die die Mittelsenkrechte von LH mit dem Fußpunkt 
N in 0 schneidet. 1) Dieser Punkt 0 werde mit C, D, Hund 
L verbunden. Nun sind zunächst OD und OL und ebenso 
o L und 0 H gleich. Also ist OD = 0 H. Mithin sind die 
Dreiecke OCH und OCD kongruent, denn es war ja auch 
CD = C H. Daraus folgt aber, daß der Winkel D C B an 
der Hypotenuse des gleichschenklig - rechtwinkligen Drei
ecks und der Winkel im gleichseitigen Dreieck gleich sind. 

7. Ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln läßt sich in fol
gender Weise konstruieren (Fig. 10): die Kreise um A und 
B schneiden sich in C. Die Durchmesser CAD und eBE 
werden gezogen, D wird mit E verbunden. Die Verbindungs
gerade schneidet den einen Kreis in F, den anderen in G. 

1) In der Figur liegen N und K sehr nahe beieinander. 
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Fig.lO. 

Dann sind nach dem Satz von Thales (Winkel im Halbkreis) 
-1:CFE und -1: CGn rechte, I::. CFG hat also zwei rechte 
Winkel. 

8. Geometrischer Beweis dafür, daß 64 = 65 ist. Man 
schneidet aus Millimeterpapier oder irgendwie anders ka
riertem Papier zwei Dreiecke mit den Katheten 3 und 8 
aus und zwei Trapeze, die ie zwei rechte Winkel haben und 
in denen die parallelen Seiten die Längen 3 und 5 haben, 
während der Abstand dieser Seiten 5 ist (Fig.l1). Setzt man 
nun die vier Figuren so zusammen, wie es Fig. 12 zeigt, so 

/ 
1/ 

/ / 

/ ...... 1---" 

/ 
l/ IIIIIUI 

Fig.13. Fig.12. 
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ist der Flächeninhalt 64, setzt man sie aber so zusammen, 
wie es Fig. 13 zeigt, offenbar 65. Man kann aus den vier 
Flächenstucken auch eine Figur erhalten, deren Inhalt 63 ist. 
Wer kann's? 1) 

9. Der Flächeninhalt eines gleichseitigen Dreiecks ist 
Null. 2) Das gleichseitige Dreieck ABC (Fig. 14) soll in ein 

[ A Quadrat verwandelt werden. Man 

/; Ir-i::----t-O 

zieht die Höhe AD, zeichnet das 
b. ABC inhaltsgleiche Rechteck 
ADCE. Man verlängert AD über 
D hinaus um CD bis F und be
schreibt über AF als Durchmesser 
den Halbkreis, der die'yerlängerung 
von CD, über Chinaus in G:schnei
det. Da GD2 = AD . DF ist, ist 
das Quadrat GDJ Hauch flächen-

I< gleich dem Dreieck ABC, ebenso 
wie es Rechteck AD CE war. Denkt 

F man sich b. CE A längs AC so weit 
Fig. 14. verschoben, daß C auf K, E auf H, A 

auf L fällt, so erkennt man, daß das Quadrat G H J D aus dem 
Stück CLJ D und den ihm kongruenten Stock BM J D besteht, 
also gleich dem Trapez C BM L ist. Da das Quadrat gleichzeitig 
.6. ABC flächengleich ist, so bleibt für das gleichseitige Dreieck 
ALM der Flächeninhalt O. Das war die Behauptung. 

1) Eine mathematische Erörterung dieses Trugschlusses bringt 
M. Busch, Ober einen geometrischen Trugschluß, Mathematisch
Naturwissenschaftliche Blätter 13 (1916), S.89ff. Sind nicht wie 
hier 8·8 und 5· 13, sondern allgemein b· c und a· d die Seiten 
der bei den in verschiedener Weise zu zerlegenden Rechtecke, 
dann geIten die Gleichungen d = a + bund b· c = a· d± 1. Eine 
Lösung liefern z. B. aufeinanderfolgende Näherungsbrüche der 
Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes. Die Näherungs-

. 1 2 3 5 8 13 21 5 8. 
brüche smd "2' "3' 5' "8' t3' 21 ' 34"" "8 und 13 liefern 

unsern Fall 5 . 13 und 8.8; 183 und ~~ liefern 8·21 = 168 und 

13·13 = 169. Das ist aber nicht die einzige Lösung; so ist z. B. 
das Paar 11· 5 =55 und 9·6 = 54, das Anlaß zu einem Trug
schluß unserer Art gibt, nicht aus den Näherungsbrüchen unseres 
Kettenbruches herauszufinden. 

2) Nach einer Mitteilung von Herrn M ü 11 end 0 rff- Berlin
Schöneberg. 
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10. Zieht man durch ein Dreieck eine Parallele zu einer 
Seite, so ist das zwischen den beiden anderen Seiten liegende 
Stück gleich der ersten Seite. 1) In A 
Fig. 15 ist nach dem Strahlensatz 

BC:DE=AB:AD 

oder BC· AD = D E • AB. 

Multipliziert man die Gleichung 
mit B C - DE, dann folgt 

BC2 ·AD-BC·AD·DE 

= BC·DE·AB-DEJ·AB 

oder Fig. 15. 

BC 2 • AD - BC·DE· AB=BC' AD· DE-DEs·AB 

BC(BC· AD - DE' AB) =DE(BC' AD - DE· AB) 

mithin BC=DE. 

Folgerung: Es ist auch AD = AB, d. h. jede Strecke ist 
gleich einem ihrer Teile. 

11. Ein Teil einer Strecke ist gleich der ganzen Strecke. 
In dem ungleichseitigen Dreieck ABC sei -9:: ader grOßte 

A Winkel; -9:: ß ist also spitz (Fig.16). 
Fig.16. Wir tragen den Winkel T an AB 

in A an; der freie Schenkel schneide 
BC in D. Von A werde außer
dem auf B C I die Senkrechte A E 
gefällt. Jetzt ist 

B~----:-~-~c (l)ß AB C "" ß DB A, 

und da die Flächeninhalte ähnlicher Dreiecke sich verhalten 
wie Quadrate homologer Seiten, so ist 

(2) ßABC: ßDBA = AC' :AD2, 

Nun haben die beiden Dreiecke aber, wenn man die Seiten 
BD und BC als Grundlinien ansieht, gleiche HOhen, ihre 

1) Als Verfasser dieses "vor etwa 10 Jahren in der Preußischen 
Lehrerzeitung veröffentlichten" Trugschlusses ist B. Wie s e an
gegeben. 

M.-ph. BibI. 53: Lietzmann: Trugschlüsse 3 
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Flächeninhalte verhalten sich also auch wie die Grundlinien 
BC und BD. So erhält man die Proportion 

(3) 

Die den Seiten AC im D. ABC und AD im D. ABD gegen
überliegenden Winkel sind spitz. Ich wende nun den Satz 
an: Im Dreieck ist das Quadrat über einer Seite, die einem 
spitzen Winkel gegenüberliegt, gleich der Summe der Qua
drate über den beiden anderen Seiten, vermindert um das 
doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion 
der anderen auf sie. Es ist hiernach: 

(4) AB'+BC'-2BC.BE AB'+BD'-2BD.BE 
BC = BD • 

Wenn man die Summen in den Zählern gliederweise durch 
die Nenner durchdividiert, so hebt sich 2BE beiderseits weg, 
und es bleibt 

(5) 

Vertauschen hierin BC und BD ihre Stellung, so ergibt sich, 
wenn man nachträglich noch iede der beiden Seiten auf 
einen Nenner bringt: 

ABt-BC·BD AB'-BC.BD 
Be = BD 

Da die Zähler beider BrUche gleich sind, folgt aus dieser 
Gleichung: BC= BD. 

Das war die Behauptung des Satzes. 
12. Jede Gerade durch den Scheitel eines Winkels hal

biert ihn. 1) Das Dreieck ABC wird durch eine Gerade in 
B', A' und C' geschnitten (Fig. 17). Dann ist nach dem Lehr
satz von Menelaus 

AB'· BC'· CA' = AC'· BA'· CB' 

oder auch 

1) Nach einer mir 1917 aus dem Felde von Herrn A. Fischer 
zugegangenen Darstellung. 



Wenn man jetzt die 
beliebige Gerade B' C' 
so parallel zu sich ver
schiebt, daß sie durch 
B geht, so wird A'B 
=BC'=O und CA' 
= CB und AC'= AB. 
Die Gleichung. geht 
also uber in 
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C' AB' CB 0 
(1) CB" AB = o' A Fig. 17. 

Den unbestimmten Wert g mUssen wir jetzt durch genauere 

Untersuchung eines speziellen Falles bestimmen. Die Ge
rade B'C' sei so gelegt, daß BA' = BC'. Dann ist 

AB' CA' 
CR' AC' = 1; 

da wir jetzt wieder durch Parallelverschiebung die Gerade 
durch B legen können, ohne daß sich die rechte Seite än-

dert, haben wir jetzt den unbestimmten Wert ~ zu 1 be

stimmt. Wir kehren zu unserer Gleichung (1) zurUck. 
AB' CB 
CB" AB= 1 

schreiben wir in die Proportion 
AB: CB = AB': CB' 

um. Nach der Umkehrung des Satzes, daß die Winkelhal
bierende die anliegende Seite im Verhältnis der anliegenden 
Seiten teilt, ist danach B' B Winkelhalbierende des Winkels 

A ABC. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 

13. Va + Vb = V2 (a + b). 
Ein Dreieck (Fig.18) hat die HOhen
abschnitte p und q. Eine Parallele 
zur Höheh, die ich h' nenne, teilt 

8 _ - l das Dreieck in zwei flächengleiche 
p q Teile. Der B anliegende Abschnitt, 

Fig.18. den h' auf BC erzeugt, sei x. 
3" 
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Dann ist 

Nun ist 

Setze ich 

V. Planimetrie 

2xh'= (p + q) ·h. 

h' :h= x:p. 

h,=hx 
p 

oben ein, so erhalte ich 

2;ih={p+q)h, 

h fällt also heraus, es wird 

x = yP (p 2+ q) • 

Da der Punkt B mit e gleichberechtigt ist, erhalte ich, wenn 
y den e anliegenden Abschnitt von h' auf Be bezeichnet, 
durch die gleichen Überlegungen 

y = yil(p} cif. 

Nun ist x + y = p + q, man erhält also, wenn man noch 
durch Y p + q dividiert 

Yp+q= Vf +Yf. 
Unsere Behauptung ergibt sich daraus, wenn man p = 2 a, 
q = 2b setzt. 

14. Die Summe der zwei zueinander parallelen Seiten 
eines Trapezes ist gleich Null. Man verlängert die parallelen 
Seiten des Trapezes A BCD in entgegengesetzten Richtungen, 
und zwar a über B hinaus um b bis E, b über D hinaus um 
abis F. Man zieht die beiden Diagonalen des Trapezes, 

A B E AC und BD, und die Verbin-

~ 
dungsgerade der Endpunkte der 
abgetragenen Strecken, E F. Die 

!I dreI Abschmtte, tn dIe dIe Strecke 
BD durch die andern Strecken 
A e und EF geteilt wird, seien 

• .r. z, y und x. (Fig. 19.) Aus zwei 
f D Fig. 19. C Paaren von ähnlichen Dreiecken 

erhält man dann nach dem Strahlensatz 
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Wendet man auf den letzten Teil dieser Proportion den Satz 
von der korrespondierenden Addition und Subtraktion an, 

so ergibt sich: 
a x-z 
b=:Z--x=-l. 

Es ist also a=-b oder a+b=O. 

15. Ein jeder Punkt des Durchmessers eines Kreises liegt 
auf dem Kreisumfang. 1) Es sei (Fig. 20) C ein beliebiger 
Punkt des Durchmessers AB. 
Man konstruiere zu A, B, C 
den vierten harmonischen D 
und halbiere CD durch H. 
Dann ist, wenn noch M den 
Mittelp unkt des Kreises be- --,-t------,,...;:---~'--=l-f=-~ 
zeichnet, nach einem bekann- A M j) 

ten Satze: MC· MD= MA 2• 

Nun hat man aber: 

MC=MH-CH, 

MD=MH+CH, also ist 

(1) MH2 -CH2 =MA2• Fig.20. 

Andererseits ist, wenn das in H auf AB errichtete Lot den 
Kreisumfang in E schneidet, 

ME2 = Mff2 + HE2 

CE2 = CH2 + HE2, also ist 

(2) MH2 - CH2 = ME2 - CE2 = MA 2 - CE2• 

Aus (1) und (2) zusammen folgt, daß 

(3) MA 2 = MA2 - CE2 

ist, also muß CE = 0 sein, d. h. der Punkt C liegt auf dem 
Umfang des Kreises, und da C ganz beliebig gewählt wer
den durfte, gilt dies fUr jeden Punkt des Durchmessers AB. 

16. Alle Kreise haben gleichen Umfang. Die beiden ge
gebenen Kreise mögen konzentrisch aufeinandergelegt und 

1) Der Trugschluß ist von P. Stäckel veröffentlicht worden 
im Archiv der Math. und Phys. 111, 12 (1907) S. 370. 
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fest miteinander verbunden werden (Fig.21). Der größere 
Kreis rolle längs der Geraden AD seine Peripherie ab. Dann 
beschreibt der mit C bezeichnete Punkt auf der Peripherie 
des kleineren Kreises den Weg CB. Die Strecken AD und 
C B sind gleich, sie sind ja Gegenseiten in einem Rechteck. 

A Fig.21. 

Da außerdem die beiden Kreise fest miteinander verbunden 
sind, so hat sich der kleine Kreis während der einmaligen 
Umdrehung des größeren auch nur einmal gedreht, CB ist 
also die Abwicklung der Peripherie des kleineren Kreises. 
Es ergibt sich also, daß die Umfänge beider Kreise gleich 
lang sind. 

VI. TRIGONOMETRIE, STEREOMETRIE UND 
ANALYTISCHE GEOMETRIE 

1. Jedes Dreieck ist gleichseitig. Man verlängert die Seiten 
bund c des Dreiecks ABC (Fig. 22) über A hinaus, und 

E zwar c um b bis D und b um c bis E. Aus 

B"------~ 
Fig.22. 

D dem Sinussatz, angewandt auf die Dreiecke 
BCE und BCD, folgt dann: 

. (ß+1) b+c. 1 sm "2 a = -a- sm '2 a • 

. ( + 1 ) b+c. 1 sm T "2 a = -a- sm "2 a. 

Hieraus ergibt sich: 

sin (ß + ~ a) = sin (T + ~ a), 
also: ß = T. 

In ähnlicher Weise erhält man T = a, und wenn alle drei 
Winkel des Dreiecks gleich sind, ist das Dreieck gleichseitig. 
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2. Die Summe der Winkel eines Kugeldreiecks ist 180°. 
Einbekannter Beweis des Satzes von der Winkelsumme 
im ebenen Dreieck ist der folgende (Fig. 23): Man zeichnet 
das Dreieck ABC etwa auf den Boden, geht dann von A 
aus zunächst nach B, wendet sich 
dann nach C, wobei man sich um 
den Außenwinkel ß' gedreht hat, geht 
jetzt nach C, dreht sich um den Win
keIl' in die Richtung A. Wenn man 
sich dann schließlich inA noch wieder 
in die Richtung nachB um den Außen
winkel a' dreht, so hat man dieselbe 
Richtung, die man beim Antritt des Fig.23. 

Rundmarsches gehabt hatte, wiedererlangt, nur hat man sich 
in der Zwischenzeit einmal um sich selbst, also um einen 
Winkel von 360 ° gedreht. Die Summe der Außenwinkel ist 
also 30°. Da ein Innenwinkel und sein zugehöriger Außen
winkel zusammen 180° betragen, so ist die Summe aller 
Innen- und Außenwinkel 540°; fUr die Innenwinkel allein 
bleiben also nur 180 0 übrig. 

Es ist bei dieser Schluß folge nirgends davon Gebrauch 
gemacht, daß man sich auf der Ebene bewegt. Sie läßt sich 
in genau der gleichen Weise auch auf einer irgendwie ge
bogenen Fläche anstellen. Wenn mag z. B. als Punkte A,B,C 
nicht drei nahe beieinander liegende Punkte auf dem Fuß
boden des Zimmers, sondern drei weit voneinander ent
fernte Orte etwa des Deutschen Reiches oder irgendwo auf 
der Erde gewählt hätte, so bliebe in der Schlußform alles 
beim alten. Daraus erhellt die Richtigkeit der Behauptung 
auch for Dreiecke auf Kugelflächen, ja sie ist nicht nur für 
diese, sondern auch für irgendwie anders gekrümmte Flä
chen nachgewiesen. 

3. Die Summe der Winkel eine Kugeldreiecks ist 180°. 
Es sei AB C ein Kugeldreieck. Angenommen, die Winkel
summe sei, gemessen in Rechten, x. Dann nehme ich im 
Innern des Dreiecks einen Punkt P an und lege durch P 
und A, durch P und B, durch P und C größte Kugelkreise. 
Dann ist die Winkelsumme von allen diesen Dreiecken je 
xR, insgesamt also 3xR. Vergleiche ich die Gesamtheit 
der neun Winkel dieser Dreiecke mit denen des Ausgangs-
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dreiecks, so ist lediglich die Summe der Winkel um P herum 
hinzugekommen, d. h. 4R. Es ist also 

3x - 4 = x, 

2x=4, 

x=2, 

d. h. die Winkelsumme ist zwei Rechte. 
4. Der Umfang eines Kreises ist ebenso groß wie sein 

Mittelpunkt. 1) Ich erinnere an die zur Ableitung der Formel 
für den Kugelinhalt übliche Fig. 24. Das Quadrat AB CD 

Ar_=---__ ~.D rotiert um AB j . dabei beschreibt der 
Kreisquadrant AC eine Halbkugel, die 
Diagonale BD den Mantel eines ge
raden Kreiskegels mit der Spitze B, 

.----:,"'--~....j!!- die Quadratseite DC einen Zylinder

Fig.2.1. 

mantel. Aus der Schnittgeraden MR 
wird ein ebener Schnitt durch alle 
diese Körper. Es wird nun, um nach-

C her den Cavalierischen Grundsatz an
zuwenden, bewiesen, daß die Kreis-

fläche mit dem Radius MQ flächen gleich ist dem Kreisring, 
dessen Breite durch PR gegeben ist, mit anderen Wor~en, 

daß rrMQ2 = rrMR2 - rr· Mp 2 

ist. Diese Beziehung gilt für jede Lage der schneidenden zur 
gemeinsamen Grundfläche der Körper paral1elen Ebene. 
Nimmt die Ebene die durch AD gekennzeichnete Lage an, 
so wird die Kreisfläche zum Punkt A, die Ringfläche zum 
Kreis mit dem Radius AD. Beide haben hiernach gleiche 
Größe. 

5. Das Ganze ist gleich einem Teil. 2) Der Inhalt eines 
Dreiecks, dessen Ecken die Koordinaten (Xl' Yl), (x2, Y2) 
und (xs, Ys) haben, ist 

1 
f = 2" [Xl (Y2 - Ys) + X 2 (Ya - Y1) + X3 (YI - Y~)]. 

1) In Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 1851, wird ge
sagt, daß schon 0 a I i lei in den Discorsi e dimostrazioni mate
matiche diesen Satz bringt. 

2) Von Herrn Busekisl-Berlin-Pankow mitgeteilt. 
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Es soll das Viereck berechnet 
werden, das von den Punkten 
(1, 4), (3, 5), (5, 3) und dem 
Koordinatenanfangspunkt gebil
det wird. Wir ziehen die Diago
nale, die durch den Nullpunkt 
geht, und berechnen die beiden 
Teildreiecke nach unserer Formel 
(Fig. 25). Es wird 

-}-- L_L -I--'-~-
I I 

I I I I _L-_ _ __ ,_ 

1 f=-z [0(4- 5) + 1(5 - 0) 

+ 3 (0 - 4) + 0 (3 - 5) 
+ 5 (5 - 0) + 3(0 - 3)] 

=~-(5 - 12 + 25 - 9) = i= 4!. 

I I 
I I ---,-
I I 

Pig.25. 

Der Inhalt der Vierecksfläche ist also ebenso groß wie 
die eingezeichneten 4t schraffierten Einheitsquadrate. 

6. Ein Kreis wird von einem Durchmesser nur in einem 
Punkte geschnitten.. Die Gleichung eines Kreises mit dem 
Radius 1 und dem Koordinatenanfangspunkt als Mitte ist 

x = cos q>, y = sin q> 

oder, wenn man tg ~ = teinführt, 

2t 
Y=l+i2' 

Die Schnittpunkte des Kreises mit der x-Achse erhält man, 
wenn man y = 0 setzt, also für t = O. Das liefert den Wert 
x= 1. Mithin schneidet die x-Achse den Kreis nur in einem 
Punkte. Ist ein beliebiger Durchmesser gegeben, so kann 
ich ihn immer zur x-Achse machen. 

VII. ANALYSIS DES UNENDLICHEN 

a) Allgemeines vom Grenzbegriff. 1. Die Diagonale 
eines Quadrates ist gleich der Summe zweier Seiten. Wir 
wollen den Weg von Abis C in dem umstehenden Quadrat 
Fig. 26), dessen Seite der Einfachheit halber gleich 1 sei, 



38 VII. Analysis des Unendlichen 

in der Weise zurücklegen, daß wir erst nach E, dann nach 
C gehen; der zurückgelegte Weg ist dann gleich 2. Die 

B Ba Ba C Weglänge bleibt unverändert, wenn 
wir statt dieses Weges den Stufen
wegAB1 BsBsC wählen. Auch wenn 
wir jetzt die Zahl der Stufen ver
doppeln, ihre Höhe also auf die 
Hälfte herabsetzen, bleibt die ge
samte Weglänge 2. Das können 
wir fortsetzen; die Figur deutet es 
für die doppelte Stufenzahl noch 
an. Lassen wir die Stufenzahl 

A D durch immer weiteres Verdoppeln Fig.26. 
ins Unendliche wachsen, so bleibt 

die gesamte Weglänge doch immer gleich 2, der Weg selbst 
aber nähert sich immer mehr der Diagonale AC und stimmt 
in der Grenze mit ihr überein. Ihre Länge ist demnach gleich 2. 

Die Beweisführung ist nicht an die Wahl des Quadrates 
gebunden; man kann z. B. ebensogut von einem Parallelo
gramm ausgehen und dann beweisen, daß die Diagonale im Par
allelogramm gleich der Summe zweier anliegenden Seiten ist 
oder eine Seite eines Dreiecks gleich der Summe der beiden 
andern. 

2. n == 2. 
Durchmesser. 

Man zeichne einen Kreis und einen seiner 
Ist d die Länge des Durchmessers, so ist der 

Umfang des Kreises 'TC d. Jetzt 
zeichne man in den Kreis zwei 
neue Kreise, deren Mittelpunkte 
auf dem Durchmesser liegen und 
die den halben Durchmesser 

1---1---1--+----1 haben wie der erste Kreis. Sie 
mögen so liegen, wie es die 
Fig. 27 anzeigt. Die Umfänge 
dieser beiden . Kreise betragen 
dann zusammengenommen 
gleichfalls 'TC d. 

Fig.27. 
Schreibt man jedem der Kreise 

in gleicher Weise wieder je zwei 
Kreise ein, so ist der gesamte Umfang aller vier Kreise immer 
noch 'TCd. Das bleibt auch so, wenn man damit nach Be-
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lieben fortfährt. Was gibt das nun in der Grenze für un
endlich viele Kreise? Die entstehende Figur wird sich nicht 
merklich unterscheiden von dem Durchmesser selbst, der 
aber freilich gleichsam doppelt zu denken ist: einmal als 
Grenze, der die rechten Seiten der Kreise zustreben, und 
andererseits als Grenze der linken Seiten. So finden wir 
rrd = 2d; also ist rr = 2. 

3. :rr: = 2 !. Der Inhalt der von der kleinen Achse be

grenzten Halbellipse ist -}rrab, wo a und b die halben Haupt

achsen sind. Der Inhalt eines Flächenstückes, das von einem 
Parabelbogen und von einer im Abstande a parallel zur 
Scheiteltangente gezogenen Sehne von der Länge 2 b begrenzt 

wird, ist ~ a· 2b. Läßt man nun in der Ellipse a größer 

und größer werden, so geht die Ellipse in eine Parabel über. 
Man erhält also in der Grenze die Gleichung 

1 2 -z- TI ab = 3- a . 2 b . 

Folglich ist 

4. e = 1 und e =00. Die Basis e = 2,71828 ... der natür
lichen Logarithmen wird zumeist durch den Grenzwert defi-

niert, dem der Ausdruck (1 + ~r zustrebt, wenn n unend

lich wird. Geht man in dem Klammerausdruck zur Grenze 

über, so wird der Bruch ~ gleich Null, die Klammer nimmt 

also den Wert 1 an, und das unendliche Produkt aus lauter 
Faktoren 1 wird selbst gleich 1. So ergibt sich für e der 
Wert 1. 

Man kann aber noch anders vorgehen. Macht man den 
Ausdruck in der Klammer gleichnamig, so erhält man einen 

positiven Bruch n -; 1. Wie groß auch n sei, der Bruch ist 

stets ein unechter, denn der Zähler ist ja immer um 1 größer 
als der Nenner. Nun ist, wie man sich leicht überzeugen 
kann, das unendliche Produkt aus lauter gleichen Faktoren 
gleich 0, wenn der Faktor ein echter Bruch ist, gleich 1, 



40 VII. Analysis des Unendlichen 

wenn der Faktor 1 ist (wie schon oben benUtzt), gleich 00, 

wenn der Faktor> 1 ist. Hier trifft das letzte zu, wir erhalten 
also als Grenzwert und damit als Wert fUr e den Wert 00. 

5. Es ist 2 = 3. 1) Da x2 - 1 = (x + 1) (x - 1) ist, hat 
man x2-1 

x---=T=x+l 

und da XS -1 = (x -1) (x2 + x + 1) ist, hat man 
x S-l 2 
x_f=X +x+l. 

FUr x = 1 nehmen die linken Seiten in beiden Gleichungen 

den gleichen Wert % an, es sind also auch die rechten 

Seiten gleich, d. h. aber, es ist 2 = 3. 
b) Von den unendlichen Reihen. 6. Achilles und die 

Schildkröte. AchiIles und eine Schildkröte liefen um die 
Wette. Die Schildkröte hatte einen Vorsprung von, sagen 
wir, 100 m. Unsere Überlegung wird zeigen, daß AchilIes 
nicht imstande ist, die Schildkröte einzuholen, wenn er auch, 
nehmen wir einmal an, 10 mal so schnell laufen kann wie 
seine Gegnerin. Hat nämlich AchiIles die 100 m zurUck
gelegt, so hat die Schildkröte noch einen Vorsprung von 
10 m. Hat er auch diese durchmessen, so ist ihm die Schild· 
kröte noch 1 m voraus. Wenn Achilles diesen einen Meter 
nachgeholt hat, ist ihm seine Konkurrentin immer noch 10 cm 
voraus. Nach ZurUcklegung dieses Abstandes ist die Schild
kröte immer noch im Vorsprung. Fährt man in dieser über
legung fort, so ergibt sich, daß der Abstand zwar immer ge
ringer wird, aber nie ganz verschwindet; AchiIIes wird also 
die Schildkröte tatsächlich nie einholen. 

7. Jede Zahl a ist = O. 2) Es ist einerseits 

a - a + a - a + - ... = (a - a) + (a - a) + (a - a) + ... 
=0, 

andererseits aber auch· 

1) Nach B. Branford, Betrachtungen über mathematische Er
ziehung, deutsch von R. Schimmack und H. Weinreich, 
Leipzig. B. G. Teubner, 1913. 

2) Nach Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 1851. 
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a - a + a - a + - ... = a - (a - a) - (a - a) - ... 

=a. 
Sind zwei Größen einer dritten gleich, so sind sie unter
einander gleich, folglich a = O. 

Übrigens liefert eine andere überlegung 1) noch einen 
weiteren Wert. Es ist 

a - a + a - a + - ... = a - (a - a + a - a + - ... ) 
Bezeichne ich den Wert der Reihe fUr den Augenblick mit 
x, so erhalte ich also fUr x die Gleichung 

woraus folgt: 

x= a- x, 
a 

x=-2' 
8. Die Summe 

x = 1 - 2 + 4 - 8 + 16 - 32 + - ... 
ist zu bestimmen. lI) Es ist 

Aus 

folgt 

x = 1 - 2 (1 - 2 + 4 - 8 + 16 - + ... ) 
= 1 - 2x. 

x= 1- 2x 
1 

x=a' 

Wir können auch so zu dem Ergebnis kommen: 

x = 1 - 2 + 4 (1 - 2 + 4 - + ... ) 
= -1 + 4x, 

woraus 

folgt. Auch aus 

x = 1 - 2 + 4 - 8 (1 - 2 + 4 - + ... ) 
=3-8x 

folgt das gleiche Ergebnis. 

1) Vgl. auch Gergonnes, Annales de Mathematique 20 (1830) 
Nr. 12. 

2) Nach Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, 1851. 
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9. Die Summe der unendlichen Reihe 1 - 1 + 1 - 1 + 1 

- 1 + - ... ist i, aber auch·! oder !. Die Summe 

einer un~mdlichen geometrischen Reihe mit demAnfangsglied 
a und dem Quotienten q ist 

a 
s=l_q' 

Die vorgelegte· ReIhe ist eine geometrische mit dem Anfangs
glied 1 und dem Quotienten --,1. Setzt man diese Werte in 
die Summenformel ein, so erhält man als gesuchten Wert 

1 1 
s=1-(~f)=2' 

Wer die Reihenlehre kennt, wird leicht die folgenden Reihen 
ableiten: 

1+X1+X: = l-x+xs -x4 +x6-x7 +_ ... 
1 

1 + x + Xi + Xl = 1 - x + x4. - x5 + x8 - x9 + - .. " 
von deren Richtigkeit mah sich auch durch einfache Division 
überzeugen kann. Setzt man darin x = 1, so erhält man für 
die Summe unserer Reihe 1 - 1 + 1 - + .. , auch die Werte 

! und !. Was ist nun richtig? 

10. Alle echten Brüche sind einander gleich. Es sei n< m. 
Man findet dann durch einfaches Dividieren 

l-xn 
l_xm = 1 - xn + xm - xn +m + XSm - + ... 

Setze ich hierin x = 1, so erhalte ich links die unbestimmte 

Form .~ , die ich aber in bekannter Weise auswerten kann, 

indem ich Zähler und Nenner differenziere. Man erhält also 
n m = 1 - 1 + 1 - 1 + - .. '; 

die rechte Seite ist von der Wahl von n und m vollkommen 

unabhängig. Also haben alle echten Brüche ~ den gleichen 

Wert. 
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11. Nachweis, daß 1 = ~ ist. 1) Es ist 

~_+_1 +~+ ... ==(~_~)+(.!_~)+(~_~)+ ... 
1.3 3·5 0·7 1 3 3 5 5 7 

= 1, und- andererseits 

_1 +_1 +~+ ... =~(!_!)+!(!_!)+!(!_!) + ... 
1·3 3·5 5·.7 2 1 3. 2 3 5 2 5 7 

1 
='2' 

12. Der natürliche Logarithmus der Zahl 2 ist Null. 
Die Reihenentwickelung liefert für log nat 2 den Wert 

- 1. 1 1 1 
log nat 2 = 1 - "2 + 3" - 4" + 5' - + .. '. 

Diese Reihe ist konvergent. Wenn man die positiven und 
negativen Glieder zusammenfaßt, so erhält man: 

log nat 2 = (1 +.! + }- + ... ) - (! + ~- + ~ + ... ) 3 5 2 4 6 • 

Wenn man hierin den Wert der zweiten Klammer zur ersten 
addiert und entsprechend von der zweiten subtrahiert, so 
ergibt sich: 

log nat 2 = [(1 + i + i + ... ) + (} + { + i + ... ) ] 
(1 1 1 ) -2'2+4+6+'" . 

Zieht man die heiden runden Klammern zu einer zusammen 
und multipliziert die letzte Klammer mit 2 durch, so folgt: 

log nat 2 = (1 +! + ! + ! + ! + ... ) 2 3 4 5 

( 1 1 1 1 ) - 1 +I+a+4+S+'" 
log nat 2 = O. 

13. Der Wert des natürlichen Logarithmus von 2 ändert 
sich nicht, wenn man ihn mit 2 multipliziert. -Wenn man 
die Reihe 

1) Der Trugschluß wurde mir von HerrnR. Rothe-Berlin 
mitgeteilt. 
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1 1 1 1 
log nat 2 = 1 - - + - - - + - - + ... 2 3 4 5 

mit 2 multipliziert, so erhält man: 

2 log nat 2 = 2 - 1 + i-i + i-i + ; - + .. '. 
Wenn man jetzt die Glieder mit gemeinsamem Nenner zu
sammennimmt und nach steigendem Nenner ordnet, so er
hält man: 

(2) 2 log nat 2 = 1 - i + i-i + i - + ... 
Das ist aber dasselbe, was oben bei (1) stand. Es ist also 

log nat 2 == 2 log nat 2, 

ein Ergebnis, das man freilich aus Nr. 12 auch unmittelbar 
erhalten kOnnte. 

14. Jede unendliche Reihe kann jeden beliebig vorschreib
baren Wert c annehmen. Es sei die Reihe 

al+aJ+as+'" 
vorgelegt. Man setzt in die Reihe ein: 

al = c + (al - c), 

aj - - (al - c) + (al + Dj - c), 

aa = - (al + a! - c) + (al + a! + aa - c), 

Dann wird 

al + ag + aa + ... = c + (al - c) - (al - c) 

+ (a + Dj - c) - (al + all - c) + - ... 
== c. 

15. Der Sinus eines jeden Winkels ist gleich O. Der Sinus 
ist eine ungerade Punktion, also kann die Potenzreihe fOr 
sin x nur ungerade Potenzen von x enthalten. Nun ist 

sin x = VI - cosl x, 
also nach dem binomischen Satz 

. 11! 1,1. 
SIß X == -2 cos x - "8 cos x - 16 cos x - .. '. 
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Wir denken uns auf der rechten Seite die Reihe für cos x 
eingesetzt, die nur gerade Potenzen enthalten kann, da der 
Cosinus eine gerade Funktion ist. Da auf der rechten Seite 
jetzt nur gerade Potenzen von x auftreten, müssen alle 
Koeffizienten der linken Seite verschwinden, d. h. es ist 
sin x = O. 

16. ~ = 0. 1) Nach einer bei der elementaren Entwicke

lung unendlicher Reihen oft benutzten Formel ist 
1 i-x 

arc tang x = 2i log nat i + x . 

Daraus folgt 
1t 1 i-I 1 (i - 1)2 
4"" = arc tang 1 = 2 i log nat i + 1 = 4 i log nat i + 1 

1 
== 4i log nat (- 1). 

Nun ist log nat (- 1) = ~ log nat (_1)2 = ! log nat 1=0, 

folglich ; = O. 

c) Aus der Differentialrechnung. 17. Eine einfache Me
thode zur LiJsung quadratischer Gleichungen. Die vorge
legte Gleichung Xl + 2 ax + b = 0 differenziert 'man und 
erhält 2x + 2a = Oj folglich ist x = - a. 

18. Beweis dafür, daß zwei beliebige GriJfJen a und b 
immer einander gleich sind.2) Wir setzen a - b = x und er
halten einmal durch Quadrieren, zum anderen durch Multi
plikation mit x die Ausdrücke 

x 2 =ax-bx und x 2 =a2 -2ab+b2, 

woraus ax - bx = a2 - 2ab + b2 

und ax + ab - a2 = bx + b2 - ab 

oder a(x + b - a) = b(x + b - a). 

Wir dividieren beiderseits durch x + b - a und erhalten 

a == b. 
1) Vgl. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, 

Bd. I; Leipzig, B. G. Teubner, 1921. 
2) Diese Abänderung eines bekannten Trugschlusses (vgl. 

1. Abschnitt Nr. 6) wurde mir von Herrn O. Da u e- Mayen eingesandt. 
M.-ph. BibI. 53: Lietzm ann: Trugschllisse 4 
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Allerdings werden in 
a(x+b-a) b(x+b-a) 
x+b-a = -x+b-a 

beide Seiten der Gleichung von der Form ~; wenn man 

aber in bekannter Weise den wahren Wert durch Differen
tiation des Zählers und Nenners bestimmt, erhält man in der 
Tat das obige Ergebnis. 

19. Jeder Punkt im Innem eines Kreises ist Mittelpunkt 
des Kreises. Wir lOsen die Aufgabe: Der kleinste und der 
grOßte Abstand eines im Innern eines Kreises gelegenen 
Punktes von der Kreislinie ist zu finden. Der Punkt im In
nern des Kreises sei P, M sei der Mittelpunkt des Kreises, 
MP = e. Wir legen die x-Achse durch MP, die y-Achse 
durch M. Q sei ein beliebiger Punkt des Kreises um M. Dann 
sind die Extremwerte der GrOße P Q = u zu untersuchen. 
Q habe die Koordinaten x und y, dann ist 

(1) Xl + yl = r l • 

FQr u erhält man die Gleichung: 

(2) u2 = (x - e)! + y2 

oder wegen (1): ul = (x - e)1 + r l - x2• 

Mithin ist u = Vel! + rl! - 2xe. 

Um die Extremwerte zu erhalten, haben wir den Differential
quotienten von u nach x gleich 0 zu setzen: 

du e e 
dx = - Ve" + TI - 2x e = - u' 

Mithin ist e=O. 
20. Welcher von allen inhaltsgleichen Kugelabschnitten 

hat die kleinste Oberflii.che?l) - Es ist klar, daß die Auf
gabe eine und nur eine LOsung besitzt. Um das zu veran
schaulichen, braucht man der Aufgabe nur folgende Fassung 
zu geben: Aus Zinkblech von vorgeschriebener Dicke eine 
Literdose fQr Konserven anzufertigen, die die Form eines 
Kugelabschnitts haben soll und zu deren Herstellung mög
lichst wenig Blech verwandt werden soll. 

l) Verfasser dieses Trugschlusses ist Herr D 0 r r i e -Wiesbaden. 
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Um die Aufgabe zu lOsen, bezeichnen wir den Kugelhalb

messer mit x, die AbschnittshOhe mit y und den Grundkreis
radius des Abschnitts mit z. x und y sind dann durch die 
Beziehung Tr a y2 (3x - y) = I (1) 

verknüpft, in der I den konstanten Inhalt des Abschnitts be
deutet. 

Man hat nun x und y durch geschickte Wahl so zu be
stimmen, daß der Ausdruck für die Abschnittsoberfläche 

0='ITZ2 + 2'ITxy 

mOglichst klein wird. Da 
Z2= 2xy _ y2 

ist, läßt sich die Veränderliche z entfernen, und man erhält 

0= 'IT(4xy - y~. (2) 

Wir bezeichnen die Ableitungen der Funktionen y und 0 
nach x mit y' und 0'. 

Die LOsung unserer Aufgabe wird nun erhalten, wenn man 
die Ableitung 0' gleich Null setzt: 

0'= 0 oder 4y + 4xy' - 2yy'= 0 

oder 2y + 2xy - yy' = O. (3) 

Um aus dieser Gleichung y' wegzuschaffen, differentiieren 
wir (1) nach x und erhalten 

3yB + 6xyy' - 3y2y' = 0 

oder y + 2xy' - yy' = o. (4) 

(Die hier vollzogene Division durch 3y ist erlaubt, da die 
gesuchte AbschnittshOhe y sicher von Null verschieden ist.) 

Setzt man nun die linken Seiten von (3) und (4) einander 
gleich, so entsteht die Gleichung 

2y = y oder, da y + 0 ist, 2 = 1. 

21. Auf gab e : Die Grundlinie eines gleichschenkligen Drei
ecks beträgt 12 cm, seine HOhe 3 cm. Auf der HOhe oder 
ihrer Verlängerung soll ein Punkt so bestimmt werden, daß 

4* 
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die Summe der Entfernungen von den drei Ecken möglichst 
gering wird.1) 

Lösung: Der gesuchte Punkt liege x cm oberhalb der 
Grundlinie. Dann lautet die zu untersuchende Funktion 

y = (3 - x) + 2 Y x! + 36. 

Es wird 
dy Zx 
dx= - 1 + Vx l +36 

und 2x _ 1 = 0 
Vxs +36 

hat die Lösung x == ±2yä. 
Nun ist 2yä> 3, der Punkt liegt also, wenn ich zunllchst 
das positive Zeichen in Betracht ziehe, außerhalb des Drei
ecks oberhalb der Spitze; man Qberzeugt sich leicht, daß dies 
kein Minimum sein kann, da man sofort einen Punkt inner
halb des Dreiecks angeben leann, fQr den die Summe der 
drei Entfernungen kleiner gemacht werden kann. Der Wert 
mit dem negativen Zeichen, wobei' also x auf der Verlllnge
rung der Höhe jenseits der Grundlinie zu liegen kIrne, kommt 
erst recht nicht in Betracht. 

22. Auf gab e. Zwei Geraden stehen zueinander senkrecht. 
Eine dritte schneidet von ihnen StQcke von a und b cm ab. 
Man betrachtet die Rechtecke, deren eine Ecke von den bei
den Senkrechten gebildet wird, wllhrend die gegenQber
liegende Ecke beliebig auf der Schnittgeraden liegt. Wann 
erreicht der Inhalt des Rechtecks seinen größten oder klein
sten Wert? - Sind x und y die Seiten des Rechtecks, dann 
verhalt sich, wo auch der auf der Schnittgeraden wandernde 
Punkt liegt, 

also 

x : a == (b - y) : b, 

b 
y==b-Ci x . 

Der Inhalt des Rechtecks ist also 
b 

l=x'y=bx-a:x'J.. 

1) Nach einer Mitteilung von Herrn Daue-Mayen. 



Extremwerte; Integrale 

Um den Extremwert zu finden, setzt man 

dI = b _ 2b x = 0 
dx a ' 

woraus 

folgt und 

a 
x=---

2 
ab 

1=4' 
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Man sieht aber sofort, daß dieses Rechteck nicht einen 
Minimalwert des Flächenwertes hat, denn wenn man den 
wandernden Punkt sich dem einen oder anderen Schnitt
punkt der Geraden mit den beiden Senkrechten nähern läßt, 
wird der Inhalt kleiner und kleiner, um schließlich Null zu 
werden. Und wenn andererseits der Punkt über diese Schnitt
punkte noch hinaus wandert, dann nimmt der Flächeninhalt 
des Rechtecks Werte an, die jedes vorgeschrieb.ene Maß über
schreiten. Der errechnete Wert kann also weder ein Mini
mum noch ein Maximum sein. 

d) Aus der Integralrechnung. 23. Die graphische Dar
stellung der Funktion y = sin x ist die x-Achse.!) Es ist 
sin 0 = 0 und sin 2 n TI = 0, wo n eine ganze Zahl ist. 
Das zwischen x = 0 und x = 2 n . TI liegende von der Funk
tion y = sin x und der x-Achse umschlossene Gebiet ist 

2n~ 2n~ 

f sin x dx = 1, - cos x I = - 1 + 1 = O. 
o 0 

Schließen aber x-Achse und Kurve y = sin x keine Fläche 
miteinander ein, so müssen sie zusammenfallen. 

24. log nat (- a) = log nat a, also z. B. log nat (-1) = O. ') 

In der Integralformel!d: = log nat x + c ersetze man x 

durch - x, dann hebt sich im Integranden das negative 
Zeichen im Zähler und im Nenner weg und man erhält 

!~x = log nat (- x) + c. 

1) Von Herrn E. Busekist-Berlin-Pankow eingesandt. 
2) Auf diesen von J 0 h. Be r n 0 u lli herrührenden Trugschluß 

machte E. Ja h n kein einer Besprechung der 2. Auflage dieses 
Bändchens im Archiv f. Math. u. Phys. 111, 27 (1918) S. 157 auf
merksam. 
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Daraus folgt log nat x = log nat (- x), 

wie oben behauptet wurde. 

25. Ein Körper, der ebenso groß ist wie sein Doppeltes. 
Man lasse die gleichseitige Hyperbel x' - yl = 1 um die x
Achse rotieren, dann entsteht ein zweischaliges Rotations
hyperboloid , dessen Scheitel beiderseits vom Nullpunkt im 
Abstand 1 auf der x-Achse liegen. Durch Ebenen x- ± 2 
schneide ich von beiden Schalen des Hyperboloids Stücke 
ab, deren Rauminhalt ich berechnen will. Aus Symmetrie
gründen ergibt sich unmittelbar, daß die beiden Hyperboloid
abschnitte inhaltsgleich sind. 

Ich berechne zunächst eine der Schalen, etwa die rechts 
vom Nullpunkt gelegene; ich integriere von x = 1 bis x == 2. 
Nach bekannter Formel ist 

'2 2 2 

Vt = TIfy1dX = TI r(xB - l)dx = TI I ~8 - xi· 
1 y' 1 

( 2 2) 4 Vt=rr 3+3 =3 rr . 

Sodann berechne ich beide Schalen, wobei ich von x == - 2 
bis x = + 2 integriere. Also 

. r f+2 I Xl +\2 
Va=TIJy2dx=rr (x2 -1)dx= TI I3- X 

-2 -2 -2 

V. = rr(~ + ~) ==.!rr 
1 3 3 3' 

Beide Schalen sind also ebensogroß wie eine allein. 

26. a) Der Tangens eines jeden Winkels ist gleich der ima-

ginliren Einheit i. 1) Es ist fSin x cos xdx = ~ sins x, 

aber gleichzeitig auch = - ! cos t x, wovon man sich ohne 

weiteres durch Differentiieren überzeugen kann. Hieraus folgt 

I) Nach Mitteilungen von Herrn A. Hochmuth-Meerane-Sa. 
und Herrn M; Winkel mann-Jena. 
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sin! x = - cos2 x 
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oder tg2 x = - 1, 

also tg x = ± i. 

b) Ebenso läßt sich beweisen, daß der Sinus eines jeden 
Winkels ± 1 ist, mit anderen Worten, daß jeder Winkel ein 
Rechter oder ein ungerades Vielfache davon ist. Es ist 

f sinx tg1x 1 
cos8 x dx = 2- = 2 -cos'x' 

was man wiederum durch Differentiieren sofort bestätigt. 
Daraus folgt 

oder 

d. h. 

2 1 
tg x = cos1x 

sin2 x= 1, 

sin x = ± 1. 

c) Schließlich beweisen wir noch, daß auch der Cosinus 
eines jeden Winkels ± 1 ist. Wir integrieren 

Jcos x dx =fd sin x = _ -~fd _1_ = _ ~ . _1 ___ _ 
sin 8 x sin 8 x 2 sin I x 2 sin I x 

und andererseits 

fc~sx 
smx Si:; x = - fcotg xd cotg x = - ~ cotg2 x. 

Aus 
2 1 

cotg x = sin I-i 

folgt cos2 x = 1, cos x = ± 1. 

VIII. EINIGE BEISPIELE AUS DER PHYSIK 

1. Grundlagen zur Konstruktion einer Zeitmaschine. Es 
ist eine aus der Erdkunde bekannte Tatsache, daß Schiffe, 
die um die Erde fahren, an einer bestimmten Stelle, der 
Datumscheide, die ungefähr dem 180. Meridian folgt, das 
Datum gegenüber der richtigen Folge um einen Tag zurück
rücken müssen, wenn sie von Westen nach Osten fahren; 
ebenso müssen sie das Datum um einen Tag vorausrücken, 
wenn sie die Datumgrenze von Ost nach West kreuzen. 
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Man denke sich jetzt den Fall, es, gelänge, ein schneIIes Flug~ 
zeug zu konstruieren, das in 23 Stunden einmal um die Erde 
fliegen könnte. Der Flieger käme dann, wenn er nach der 
eben gegebenen Regel verfahren hätte, bei einem Fluge in 
der Richtung von Westen nach Osten eine Stunde früher 
am Abflugsorte an, als er abgeflogen ist. 

Leider läßt sich dieses Verfahren in unseren Breiten nicht 
in die Wirklichkeit umsetzen. Erfreulicherweise kann man 
aber noch auf andere Weise das Problem, beliebig in der 
Zeit vorwärts und rückwärts zu kommen, lösen. Man begibt 
sich an den Nordpol. Wenn man ihn in der Richtung von 
West nach Ost umkreist, so kommt man bei jeder Umkreisung 
um einen Tag zurück, da man ja beim Überschreiten der 
Datumgrenze einen Tag zurückzählen muß. Wie in die Ver
gangenheit kann man auch in die Zukunft hineingelangen: 

'man braucht nur die Umkreisung ,des Poles in umgekehrter 
Richtung auszuführen. Konstruiert man einen Apparat, der 
für eine schnelle Rotation um den Pol sorgt, so müßte man 
mit ihm in kürzester Zeit die ältesten Leute wieder jung 
machen können. Ungeahnte Perspektiven eröffnen sich für 
die Geschichte; und auch der Blick in die Zukunft steht jedem 
offen. 

2. Ein Luftschiff hat eine Eigengeschwindigkeit von c km 
in der Stunde. Es fährt mi,t dem Winde, dessen Geschwin
digkeit in der Stunde v, km betragen möge, nach einer Stadt, 
die I km entfernt ist. Dort angekommen, wendet es sofort 
und fährt jetzt gegen den gleichen. Wind wieder zurück. Da 
die verzögernde Wirkung des Gegenwindes auf der Rück
reise .die gleiche ist wie die beschleunigende auf der Hin
reise, und da die Strecke, auf der diese Beschleunigung oder 
Verzögerung wirksam ist, beide Male ebenfalls gleichgroß 
ist, so heben sich beide gegenseitig auf. Die Hin- und Rück-

fahrt wird also in 2: Stunden geschehen können. Ist z. B. 

c = 80 km, 1= 600 km, so ist die Fahrzeit 15 Stunden. Man 
sieht, auf die Stärke v des Windes kommt es hierbei gar 
nicht an. Ganz gleichgültig, wie groß die Windgeschwindig
keit ist, immer wird das Luftschiff in 15 Stunden an der Ab
fahrtsstelle eintreffen können, denn die Verzögerung, die das 
Luftschiff etwa auf der Hinfahrt durch Gegenwind erfährt, 
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wird durch die Beschleunigung auf der Rückfahrt wettgemacht, 
vorausgesetzt, daß inzwischen nicht ein Wechsel in der Wind
geschwindigkeit eingetreten ist. 

Dies Ergebnis lehrt, daß das Luftschiff zurückkehren könnte, 
selbst wenn der Gegenwind auf der Hin- oder Rückreise der 
Eigenbewegung des Schiffes gleichkommt, ja wenn er diese 
übertrifft! 

3. 1t = 4. In einem vertikal stehenden Kreise ist vom tief
sten Punkte A aus eine Sehne ABgezogen. ~uf dieser be
wegt sich reibungslos ein materieller Punkt vonB nach A; 
in B ist die Anfangsgeschwindigkeit Null. Unter dem Einfluß 
der Erdanziehung ist die Bewegung gleichmäßig beschleunigt; 
die Beschleunigung ist 9 sin a, mithin 

AB = g.~ina. t2. 

Nun ist AB'~ AC· sin a = 2r· sin a, mithin 
. g,sina 2 

2r ,sm a=--2-' t, 

woraus t= V; 
folgt. t ist also unabhängig von a, alle von A ansgehenden 
Sehnen werden in gleicher Zeit durchlaufen. 

Wir gehen nun zum mathematischen Pendel über. Ist der 
Ausschlag genügend klein, dann ist der Kreisbogen, den' der 
materielle Punkt des Pendels durchläuft, durch die Sehne zu 
ersetzen. Nach derPendelformel ist 

t= ;vf, 
wobei in unserem Falle l=r ist. Wir haben also die Gleichung 

;V; =2V;, 
woraus sich der merkwürdige Wert 4 für TC ergibt. l) 

1) Herr Franke-Schleusingen, dem ich diesen Trugschluß ver
danke, schreibt mir, er habe ihn vor 35, Jahren in einer wQrttem
bergischen Zeitschrift gelesen, er sei aber an jener Stelle als 
etwas bereits Bekanntes hingesteIlt worden. 
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4. Zur Kritik eines physikalischen Gesetzes. Wenn ein 
Gas bei konstantem Druck durch Temperaturerhöhung . um 
tO von dem Volumen Vo bei 0° auf Vt ausgedehnt wird, so 
ist nach dem Gay-Lussacschen Gesetz l:)ekanntlich 

Vt = Vo (1 + at), 

wo a etwa 2~3 ist. 
läßt man hingegen das Volumen konstant, so besteht zwi

schen den Spannungen Pt und Po bei tO und 0° die Gleichung 

Pt a:: Po (1 + at). 

Multipliziert man beide Gleichungen, so erhält man: 

Vt' Pt = Vo • Po (1 + at)2. 

Also ist das bekannte Boyle .. Gay-Lussacsche Gesetz 

VtPt = voPo (1 + at) falsch? 

5. Wenn zwei dasselbe beobachten, brauchen sie nicht 
dasselbe zu beobachten. Die Naturwissenschaften setzen 
doch als selbstverständliche Vorbedingung ihrer Forschung 
voraus, daß zwei Beobachter der gleichen Tatsache das 
gleiche Ergebnis finden, abgesehen natQrlich von den ge
ringfQgigen Unterschieden, die durch die Geschicklichkei~ 
die· Sinnenschärfe u. dgt gegeben sind. Daß es mit diesem 
Grundsatz schlecht bestellt ist, lehrt die folgende schOne 
Geschichte: Ein Physiker, ein ZugfQhrer und ein Strecken
wärter stehen beieinander. "Warum pfeift denn die Loko
motive, wenn sie herankommt, hoch, wenn sie wegfährt, 
tief?" fragt der Physiker. "Weil es die Eisenbahndirektion 
so befohlen ha~" antwortet der Streckenarbeiter, "das machen 
alle Lokomotiven, die bei mir vorbeifahren." "Aber das ist 
ja gar nicht wahr," sagt der ZugfQhrer, "sie pfeift ia immer 
gleich hoch; ich muß es doch wissen I" 
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