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Vorwort. 
Das Erscheinen des nun vorliegenden zweiten Bandes der "An

gewandten Hydromechanik" hat Hinger auf sich warten lassen, als ich 
beim AbschluB des ersten Bandes voraussehen konnte. Obwohl die 
Stoffauswahl·damals bereits in groBen Ziigen feststand, machten sich 
durch die standig fortschreitende Entwicklung - besonders auf dem 
Gebiete der Rohrstromung sowie der Tragfliigel- und Propellertheorie 
- im Laufe der Zeit versehiedentlich Um- und Neubearbeitungen 
erforderlich, durch welche die Fertigstellung des Buches naturgemaB 
verzogert wurde. Auch meine Ubersiedlung von Hannover nach Miinchen 
im Herbst 1932 brachte dureh die damit verbundene berufliche Umstel
lung mancherlei Verzogerungen in der literarisehen Arbeit mit sieh. 

Wie im V orwort des ersten Bandes bereits angekiindigt wurde, 
besehaftigt sich der zweite Band ausschlieBlich mit technischen An
wendungen der Hydromeehanik, wobei auf die allgemeinen theoreti
schen Untersuchungen des ersten Bandes weitgehend Bezug genom
men wird. lndessen ist die Darstellung so gewahlt, daB der zweite Band 
auch als selbstandiges Werk fiir sich benutzt werden kann, sofern der 
Leser mit den Grundgesetzen der Hydromechanik hinreichend vertraut 
ist. DaB dabei an manchen Stellen Wiederholungen von bereits friiher 
Gesagtem vorkommen, lieB sich mit Riicksieht auf die Gesehlossenheit 
der Darstellung nieht vermeiden. leh sehe dieses aus didaktisehen 
Griinden aueh nicht als Naehteil an, wenn nur dadurch das Verstandnis 
des Vorgetragenen gehoben wird. 

Bei der Fiille des Stoffes und dem vorgezeichneten Rahmen des 
Buches war natiirlieh von vornherein eine gewisse Besehrankung ge
boten. lch habe dem Buche aus diesem Grunde aueh den Untertitel 
"Ausgewahlte Kapitel aus der technischen Stromungslehre" gegeben, 
um dadureh anzuueuten, daB nur ein Teil der in der Technik vorkom
menden Stromungsvorgange behandelt wird. 

Bevorzugt wurden diejenigen Gebiete, die einerseits fiir die Technik 
besonders wiehtig, andererseits aber aueh einer theoretisehen Behand
lung einigermaBen zuganglieh sind. 1m einzelnen werden besproehen: 
AusfluB und Uberfall, Stromung in Rohren und offenen Gerinnen, 
Wellenbewegung, Grundwasserstromung, Hydrodynamische Theorie 
der Sehmiermittelreibung, Tragfliigel-, Propeller- und Kreiselradstro
mung, Sehiffswiderstand und sehlieBlieh Windkrafte auf Bauwerke. 
Dieses letzte Kapitel, das (meines Wissens) bislang in der modernen 
Auffassung noeh keine lehrbuehhafte Darstellung gefunden hat, stammt 
von Herrn Professor Dr.-lng. Flaehs bart, Hannover, dem ieh an diesel' 
Stelle fiir seine freundliche Mitarbeit meinen besonderen Dankausspreehe. 



IV Vorwort. 

Weiter danke ich auch meinen'Assistenten, den Herren Priv.-Doz. 
Dr.-lng. Waltking, Dr.-Tng. Thiersch und Dipl.-Ing. Jehle fUr ihre 
wertvolle Hilfe bei der Herstellung der Abbildungen und beirn Lesen 
der Korrektur, sowie der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, die in 
bekannt mustergiiltiger Weise fur Druck und Ausstattung des Ruches 
gesorgt und mir auch sonst jederzeit Entgegenkommen gezeigt hat. 

Munchen, im Marz 1934. 
,Yo Kaufmann. 
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I. Ausflufi ond Uberfall. 
A. Ausflu6 aus Gefa6en. 

1. Einfiihruug. 
Tritt eine raumbestandige Fliissigkeit durch eine Offnung in der 

Wand eines GefaBes aus, so bildet sich im allgemeinen ein l!'liissig
keitsstrahl. Bei diesem Vorgang interessiert in erster Linie die Aus
fluBgeschwindigkeit und die von der Strahlform abhangige sekund
liche AusfluBmenge. 

rm 1. Band (S. 53) wurde bereits gezeigt, daB die Anwendung der 
Bernoullischen Energiegleichung fiir stationare Stromung sofort einen 
Ausdruck fiir die AusfluBgeschwindigkeit 
liefert, sofern es sich um eine AusfluBoffnung 
handelt, deren Abmessungen klein gegen die
jenigen des Behalters und gegen die Spiegel
hOhe h iiber der Offnung sind (Abb. 1). Als 
ideelle AusfluBgeschwindigkeit (reibungs
freie Fliissigkeit vorausgesetzt) erhiiJt man 
den Wert 

v = V v5 + 2 g (Po; P + h) , (1) 

wo Vo und Po Geschwindigkeit und Druck in 

Abb. 1. AusfluB aus kleiner 
Offnung. 

der Rohe des Spiegels, v, p die entsprechenden Werte in der Aus
fluBoffnung sind, wahrend y das spezifische Gewicht der Fliissigkeit 
bezeichnet. Man kann in dieser Gleichung unter Benutzung der 
Kontinuitatsbedingung v·F = vo·Fo noch Vo durch v ausdriicken, 
wenn F den AusfluB- und Fo den GefaBquerschnitt am Spiegel dar
stellen. Dann lautet Gl. (1) 

v2 = v2 ;; + 2 g (Po; P + h) 
oder 

(la) 

Bei groBem Querschnitt des Behalters gegeniiber der AusfluBoffnung 
ist aus Griinden der Kontinuitat Vo klein gegeniiber v; grenzen auBer
dem Fliissigkeitsspiegel und AusfluBoffnung an die Luft, so wird Po 

Kaufmann, Hydromechanik II. I 



AusfluB und Uberfall. 

gleich p, und G1. (1) geht iiber in das Torricellische Theorem 

v = V2g h. (2) 

Infolge der Fliissigkeitsreibung wird dieser ideelle Wert jedoch nicht 
ganz erreicht; die tatsachliche Geschwindigkeit ist vielmehr etwas 
kleiner und hat die GroBe 

(2a) 

wo q; den sog. Geschwindigkeitsbeiwert bezeichnet, welcher dem 
nichtidealen Charakter der Fliissigkeit Rechnung tragt. N ach Wei s b a c h 
ist q; von der Druckhohe h abhangig und hat fiir Wasser bei glatt
polierten, gut abgerundeten Mundstiicken (Abb. 1) von 1 cm Lichtweite 
die aus beistehender Tabelle ersichtlichen Werte: 

h = 0,02 0,5 3,5 17 103 em], 

q; = 0,959 0,967 0,975 0,994 0,994. 

Bei kleinen Offnungen kann der oben angegebene Wert v als 
Mittelwert fiir aIle Stromlinien des AusfluBstrahles gelten, wobei die 
Druckhohe h auf den Schwerpunkt des AusfluBquerschnittes bezogen 
wird. Streng genommen gehort zu jeder Stromlinie des AusfluBstrahles 
in vertikaler Richtung eine andere Druckhohe. Bei groBeren, nicht 
waagerecht liegenden Offnungen hat man deshalb zu setzen 

v=q;{2gz, 
wo z den (veranderlichen) vertikalen Abstand der betreffenden Stelle 
des Strahles vom Fliissigkeitsspiegel bezeichnet. AuBerdem ist zu be
achten, daB der Druck im Innern des Strahles von dem auBeren Luft
druck etwas abweicht. Es handelt sich hier also - wie man sieht -
nur urn eine summarische Betrachtung, die aber bei kleinen Offnungen 
zu befriedigenden Ergebnissen fiihrt. 

Experimentell kann man das Torricellische Theorem (2) priifen 
durch Messung der Sprungweite des austretenden Strahles. Tritt der 
Strahl - wie hier angenommen - aus einer lotrechten Offnung aus, so 
haben aIle FlUssigkeitsteilchen beim Verlassen der Offnung die hori. 
zontale Anfangsgeschwindigkeit V. Da sie im iibrigen nur der Schwere 
unterworfen sind (der Luftwiderstand sei als hinreichend klein vernach. 
lassigt), so beschreiben sie Wurfparabeln. Man beziehe nun diese Para. 
beln auf ein Koordinatenkreuz mit waagerechter X- und lotrecht abwarts 
gerichteter Y-Achse, dessen Ursprung mit dem Mittelpunkt der Aus· 
fluBoffnung zusammenfallt. Dann legt ein Fliissigkeitsteilchen wahrend 
der Zeit t nach Austritt aus der Offnung in der X-Richtung den Weg 

x = v ·t, in der Y-Richtung y = { . t2 (freier Fall) zuriick. Durch 

Elimination der Zeit folgt daraus 

g x 2 

Y ="2.;)2 
oder 
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Soli nun der durch (2) dargestellte Wert fur v richtig sein, so muB der 
Strahl eine um y [m] unter der AusfluBoffnung liegende Ebene im 
horizontalen Abstand x [m] treffen. Damit HiBt sich das Torricelli
sche Theorem kontrollieren. 

Fiir die AusfluBmenge Q miiBte sich nach (2a) bei kleiner AusfluB
offnung F theoretisch 

Q=F.v=q;F-(2gh 

ergeben. Dieser Wert wird jedoch, wie die Versuche gezeigt haben, nur 
dann erreicht, wenn an der AusfIuBoffnung ein gut abgerundetes An
satzstuck vorgesehen ist, so daB samtliche Stromlinien beim Verlassen 
der AusfluBoffnung parallel laufen (Abb. 1). Beim Austritt durch 
scharfkantige oder weniger gut abgerundete Offnungen erfahrt der 
Strahl dagegen eine Einschniirung (Kontraktion). Er verjungt sich 
noch beim Durchschreiten der AusfluBoffnung und erreicht erst in 
groBerer Entfernung von dieser seinen kleinsten Querschnitt (Abb. 1 a). 
Bezeichnet man diesen "eingeschniirten" Quer
schnitt mit F., so erhalt man als AusfluBmenge 

(3) 
wenn 

gesetzt wird, wo 1/) < 1 die "Einschniirungs-
ziffer" darstellt. . 

l II I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

I I I 
\ \ I 
\ \ I 
\ \ I 

\', \" .... ~-----l 
'------jE F 

=====::r-~--t 
Die Bestimmung des Wertes 'If fiir verschiedene 

F d L d A fl B ff . . d· Abb. lao Eingeschniirter orm un age er us u 0 nung 1st somlt Ie Strahl. 
Hauptaufgabe bei der Ermittlung der AusfluBmenge. 
Theoretisch ist das Problem zur Zeit nur fiir einige Sonderfalle ge
lOst und auch nur unter gewissen vereinfachenden Annahmen (vgl. 
Ziff.2). Das Produkt der beiden Beiwerte q; und 'If in Gl. (3) ersetzt 
man gewohnlich durch einen einzigenFaktor fl' den man als AusfluB
ziffer bezeichnet, und schreibt demnach die sekundliche AusfluBmenge 
in der Form 

(3a) 

Wahrend nun, wie oben bereits bemerkt wurde, der Geschwindigkeits
beiwert q; fiir Wasser nur wenig von Eins verschieden ist, kann die 
Einschniirungsziffer 'If wesentlich kleiner sein als Eins; letztere ist also 
auf die GroBe der AusfluBziffer fl von entscheidendem EinfluB. 

Bei groBeren, nicht waagerechten Offnungen ist die Druckhohe z fiir 
die einzelnen Stromfaden verschieden, weshalb in solchen Fallen Q 
gewohnlich in etwas anderer Form dargestellt wird. Man faBt zu diesem 
Zwecke jeden Stromfaden als selbstandigen AusfluBstrahl auf und 
integriert uber die Querschnittsflache. Dann wird mit Riicksicht auf 
(1), wenn dort Po = P gesetzt wird, und mit den Bezeichnungen der 
Abb.2 z = h2 

Q'= f v·dF = si!of y Y2gz + v5· dz , (4) 
(F) z =h1 

1* 
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wo y als Funktion von z eingefiihrt werden muB. Dabei ist zunii.chst 
vorausgesetzt, daB der Druck an der Oberflii.che jedes einzelnen Fadens 
gleich dem auBeren Luftdruck sei und daB alle Stromfaden ohne gegen
seitige Beeinflussung rechtwinkelig zur Ebene der Offnung austreten, 
zwei Voraussetzungen, die sicher nicht erfiillt sind. Um diesen Ver

Abb.2. AusfluJ3 durch eine 
groJ3e Offnung in schrager 

Wand. 

nachlassigungen Rechnung zu tragen, fiihrt man 
wieder einen Beiwert fl/ ein' und setzt 

Q=/-"Q'. 

Fiir den Sonderfall {} = ; und y = l = const. 

(Rechteck in lotrechter Wand) erhalt man auf 
diese Weise den Ausdruck 

h2 

Q = /-,'l f2g f (z + ;!Y'2 dz 
h, 

2 I ,r- {( vij )3t. ( v8 )3'2} = '3/-' l y 2 g h2 + 2 g - hI + 2 g • (4a) 

Die Aufgabe lauft also auch hier wieder auf die Ermittlung des Bei
wertes fl/ hinaus (vgl. hierzu S. 13). 

2. Zur Theorie der Ausflu6ziffer. 
In ihren grundlegenden Untersuchungen uber diskontinuierliche 

Flussigkeitsbewegungen haben Helmhol tzl und Kirchhoff 2 die 
Hilfsmittel entwickelt, welche gestatten, die Probleme der Strahlbildung 

9t beirn AusfluB .. aus scharfkantigen, 

I'A spaltformigen Offnungen eines groBen 
, ztA Po GefaBes mittels der Methode der konfor-
I men Abbildung zu behandeln und auf 
• i . b diese Weise die Ausflu~ziffer zu bestimmen. 

,Hi !f Wegen der grundsatzlichen Bedeutung des 
i . I Verfahrens fiir die Losung praktischer Auf-
i I if) gaben der Hydrodynamik soIl hier - wenig-

'----'.. i z:o·~ stens fiir den einfachsten Sonderfall- etwas 
. genauer darauf eingegangen werden. 

Abb. 3. AusfluJ3 durch einen 
Bodenspalt. 

Zu diesem Zwecke denke man sich ein 
rechteckiges GefaB (Abb. 3), in dessen Boden 
ein symmetrisch zur Mitte liegender, uber 
die ganze Tiefe des GefaBes sich erstrecken

der, rechteckiger Spalt vorhanden sei, aus dem die Fliissigkeit aus
stromen soIl. Die Gesamtbreite des GefaBes sei 2 b, diejenige des 
Spaltes 2a. Hinsichtlich der Flussigkeitsbewegung seien folgende Vor
aussetzungen getroffen: 

1 Helmholtz, H.: Monatsber. Akad. Wissensch. Berlin 1868 S.215. 
2 T<;,.nhh"H n· r1-rAll"" .T. Ro.70 I1H6m. 



Zur Theorie der AusfluBziffcr. 5 

1. Die Bewegung erfolge so, daB aIle Fliissigkeitsteilchen Bahnen 
beschreiben, die del' X Y-Ebene parallel sind (ebene Bewegung). 

2. Die Fliissigkeit sei ideal; es herrsche also Reibungsfreiheit und 
Raumbestandigkeit. 

3. Die Bewegung sei stational', was durch einen oberen ZufluB 
erreicht werden kann bzw. was naherungsweise erfiillt ist, wenn del' 
GefaBquerschnitt sehr groB gegeniiber del' AusfluBoffnung ist. 1m 
letzteren FaIle tritt wahrend einer verhaltnismaBig kurzen Zeit ein 
merkliches Absinken des Fliissigkeitsspiegels nicht auf. 

4. Die Bewegung erfolge nicht unter dcm EinfluB del' Schwere, 
sondern werde durch einen Uberdruck Po erzeugt, den man sich iiber 
den Fliissigkeitsspiegel gleichmaBig verteilt vorstellt. 

5. Die Bewegung sei wirbelfrei. 
Die V oraussetzungen 1 bis 3 und 5 sind bei einem Strahle, del' in 

del' oben angegebenen Weise aus einem groBen GefaBe ins Freie austritt, 
mit sehr guter Annaherung erfiillt. DaB die Reibung keinen wesent
lichen EinfluB haben kann, folgt aus dem Umstande, daB erstens del' 
freie Strahl rings von Luft umgeben ist, wodurch nur ganz unbedeutende 
Tangentialkrafte auftreten konnen, und daB zweitens die Geschwindig
keit im GefaBe in einiger Entfernung von del' Offnung sehr schnell 
abnimmt, also auch keine nennenswerten Reibungswirkungen aus16sen 
kann (vgl. Bd.1, S.90). Da ferner die Bewegung aus del' Ruhe erfolgen soIl 
und durch Krafte erzeugt wird, die ein Potential besitzen, so muB nach 
dem Satz von Thomson (Bd. I, S.1I5) die Bewegung wirbelfrei sein; 
es existiert demnach ein Geschwindigkeitspotential. Fraglich bleibt 
somit nul' die Voraussetzung 4, die aus Griinden del' mathematischen 
Vereinfachung notwendig ist. Nun ist abel' anzunehmen, daB beim 
lotrechten Austritt des Strahles aus dem horizontalen Boden eines 
GefaBes die AusfluBgeschwindigkeit in unmittelbarer Nahe del' Offnung 
bei dem durch die Schwere erzeugten Strahl nicht erheblich von der
jenigen eines durch Uberdruck Po erzeugten Strahles abweichen kann, 
weil ja die Schwerkraft die Richtung des Strahles besitzt. Da abel' 
gerade die Stromungsverhaltnisse in nachster Nahe del' Offnung fiiI' die 
GroBe del' AusfluBziffer entscheidend sind, so wird man auch die Vor
aussetzung 4 als zulassig ansehen diirfen. 

Nach den Ausfiihrungen des 1. Bandes (S. 126ff.) iiber ebene Poten
tialbewegungen konnen del' Real- bzw. 1maginarteil einer beliebigen 
analytischen Funktion 

w(z)=cp+i'I.jJ 

del' komplexen Veranderlichen z = x + i?l als Potential cp bzw. Strom
funktion 'I.jJ einer ebenen, wirbelfreien Stromung gedeutet werdenl . 

AuBerdem ist dort gezeigt worden (S. 125), daB die sekundliche Durch
fluBmenge zwischen zwei Stromlinien (bezogen auf die Tiefe Eins) gleich 
del' Differenz del' Werte ist, welche die Stromfunktion 'I.jJ langs del' 
betreffenden Stromlinien besitzt. In dem hier betrachteten GefaBe 

1 Man verwechsele diese GroBen rp und 1p nicht mit den Koeffizienten rp und 1p 
auf S.3. 
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(Abb. 3) erfolgt in hinreichend (theoretisch unendlich) groBer Entfernung 
(A) vom Boden die Bewegung aller Stromfaden mit der abwarts ge
richteten Geschwindigkeit vO' Zwischen der mittleren Stromlinie (Sym
metrieachse) und der durch den GefaB- bzw. Strahlrand gebildeten 
Randstromlinie flieBt also in der Sekunde die Flussigkeitsmenge 

~ = vo' b. Wahlt man nun die in der Stromfunktion steckende additive 

Konstante so, daB fur die mittlere Stromlinie der Wert 1po = 0 gilt, 

so ist fur die Randstromlinie 1pr = ~ = Vo' b. Beim AusfluB aus dem 

GefaB erfahrt der Strahl eine Einschniirung, und erst in einiger (theo
retisch unendlich groBer) Entfernung (B) von der AusfluBoffnung laufen 
die Stromlinien parallel. Ihre Geschwindigkeit sei an dieser Stelle mit 
VI bezeichnet. Der Strahl hat dort die Breite w2a angenommen, wo 
fJ, die gesuchte AusfluBziffer darstellt (die hier wegen der vorausge
setzten Reibungsfreiheit identisch mit der Einschnurungsziffer ist). Es 

Q 
ist somit nach dem Kontinuitatsgesetz auch 1pr = -2- = Wa'vI und 

demnach 
(5) 

:FaBt man nun die X Y-Ebene der Abb. 3 als Ebene der komplexen 
Veranderlichen z = x + i y (z-Ebene) auf, so kann nach den Erlaute
rungen des 1. Bandes (S. 129) die Fliissigkeitsbewegung im GefaBe 

zwischen den Stromlinien 1p = 0 und 1p = 1p,. = -~ als eine konforme 

Abbildung eines Streifens der w-Ebene (w = 1p + i tp) zwischen zwei 
Parallelen 1p = const. dargestellt werden. In dieser unmittelbaren Form 
laBt, sich die Aufgabe jedoch nicht lOsen. Es bedarf dazu eines Umweges 
uber den sog. Geschwindigkeitsplan, den man erhalt, wenn man 
die den einzelnen Flussigkeitselementen einer Stromlinie zugehorigen 
Geschwindigkeitsvektoren von einem Festpunkt aus auftragt und die 
Endpunkte dieser Vektoren miteinander verbindet. 

Differenziert man w = w(z) nach z, so wird (1. Bd., S. 127) 

dw - . 
dz = V = Vx - ~ Vy , 

wo V = V (z) wi.eder eine analytische Funktion von z bzw. von wist und 
das Spiegelbild der Geschwindigkeit v'" + ivy an der reellen Achse 
darstellt. Man kann also auch die v-Ebene konform auf die z-Ebene 
(Abb. 3) bzw. die w-Ebene (siehe oben) abbilden. 

Fur die Folge ist nun die Feststellung wichtig, daB das Bild in der 
v-Ebene nichts anderes ist als der an der reellen Achse gespiegelte Ge
schwindigkeitsplan, dessen Gestalt festgelegt werden kann. Langs del' 
Symmetrieachse von Abb. 3 steigt die Geschwindigkeit von Vo auf VI 

an und ist uberall abwarts gerichtet. Zur Konstruktion des Geschwindig--keitsplanes hat man also vom Nullpunkt 0 aus zunachst OA = Vo und - -OB = VI aufzutragen (Abb. 4a). Dann entspricht AB im Geschwindig-
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keitsplan der mittleren Stromlinie 'IfJ = 0 des GefaBes (Abb. 3). Auf dem 
Strahlrande hat die Geschwindigkeit nach der Bernoullischen Glei
(lhung iiberall die konstante GroBe VI' da ja der Strahl schwerelos 
vorausgesetzt wurde und am Strahlrand iiberall der konstante Luft-

2 

·druck Pa herrscht. Es ist also wegen 2V1 + pa = const. auch VI = const. g y 
Danach muB an der Offnungskante D (Abb. 3) die Geschwindigkeit 
·ebenfalls gleich VI sein, und zwar horizontal gerichtet. Von D bis B dreht 
sich der Geschwindigkeitsvektor bei gleichbleibender GroBe um 90°. 
1m Geschwindigkeitsplan hat man also OD = VI zu machen und mit 
"VI um 0 einen Viertelkreis zu schlagen. Auf der rechten RandstromIinie 

--->-

sinkt die Geschwindigkeit von Vo = OA auf den Wert Null in der 
Ecke C und steigt von C bis D wieder auf den Wert VI = 0 Dan. Punkt C 
fallt im Geschwindigkeitsplan mit 0 zusammen, und man erkennt, daB 

8 der Linienzug A CD B 
im Geschwindigkeitsplan 

Abb. 4 b. Geschwindigkeitsplan an der d S Ii Q 
reellen Achse gespiegelt (v-Plan). er trom nie 'lfJr = -2-

A 
A b b. 4 a. Gcschwindigkeitsplan (v-Plan). 

8 
Abb.5. '-Plan. 

entspricht. Durch Spiegelung an der reellen Achse ergibt sich aus 
Abb. 4a der v-Plan in Abb. 4 b. 

Um diesen v-Plan auf den Streifen der w-Ebene abbilden zu konnen 
(siehe oben), bedarf es noch der Angabe der die konforme Abbildung 
vermittelnden Funktion w(v). Zu diesem Zwecke solI der v-Plan weiter 
umgeformt werden. Zunachst setze man 

(6) 

1st nun v = r' ei {t, wo r den Betrag und {} das Argument von v bezeich
nen (1. Bd., S. 131), so wird 

d. h. der Betrag von z: ist e = (~r und das Argument b = 2{). 

Durch die Transformation (6) gehen also die Langen r der v-Vek
toren in die Langen e, die Winkel {} in die Winkel b iiber, so daB 
Abb.4b in Abb. 5 iibergefiihrt wird. Weiter setze man 

(7) 
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Durch diese neue Transformation wird Abb. 5 auf die obere Halb
ebene der Abb. 6 abgebildet; die Punkte A, B, 0, D liegen dabei auf 
der reellen Achse, 0 riickt ins Unendliche. 1m einzelnen ist 

'YJo= 00; 

A B entspricht der Stromlinie 'IjJ = 0, A 0 DB der Stromlinie 

'IjJ = 'ljJr = ~. AIle anderen Stromlinien der rechten GefaBhalfte in 

Abb. 3 liegen zwischen 'IjJ = 0 und 'IjJ = 'ljJr. Sie beginnen in A (Quelle 
im unendlich fernen Punkt) und enden in B (Senke im unendlich fernen 
Punkt). Da nun aIle Punkte innerhalb des HaIbkreises der Abb. 5 sich 

~2 ! != ~~ 
~Th)'M>\\,"\\~\'fr.'%-~"-\\\\~'~:""~~'-)lt}~'%1t'>\\\\\)~'\\\\\\\~ 

ABO 0 
Abb. 6. 'I-Plan. 

durch die Transformation 
(7) auf die obere Halbebene 
der Abb. 6 abbilden, so 
liegen in dieser Abbildung 
aIle Stromlinien z;wischen 

'IjJ = 0 und 'IjJ = 'ljJr oberhalb der reellen Achse; sie beginnen in A und 
enden in B. 

SchlieBlich mache man fiir das komplexe Stromungspotential 
W = fIJ + i'IjJ den Ansatz 

W = ~ In (_ ~ - 1].A.) 
2:n; 'YJ-'YJB' 

welcher mit 
'YJA - 'YJ = T1·eiih , 

iibergeht in (vgl. Bd. I, S. 140) 

Q T eHh Q { Tl } 
W = fIJ + i'IjJ = -2 In ~- = -2 In - + i (-&1 - -&2) , 

:n; T2 e" :n; T2 

so daB 

'IjJ = 2~ (-&1 - -&2)· 

(8) 

In Abb.7 ist fiir einen beliebigen Punkt'YJ der oberen Halbebene 
der Winkel -&1 - -&2 dargestellt. Man erkennt, daB den Achsenparallelen 

1l ,,-' ~:.~_ __Jl.-TJ8 'I' 
~ - n ,/ ................. ..... .... , V'=t 

/// ........... -.... .... ......... - .... 
~ --.... 

----_____ ,8 " ! 
---....... ~2~ --------- ,,/ 

----alll-TJ 

Abb. 7. Darstellung des Winkels {f1-{f •. Abb.8. 

'IjJ = const. der w-Ebene (Abb.8) in der oberen Halbebene eine Schar 
von Kreisen entspricht, die durch die Punkte A und B gehen (-&1 --&2 
= const.). Speziell entspricht der fIJ-Achse ('IjJ = 0) der Winkel -&1 --&2 

= 0, d. h. die Stromlinie A B; der Geraden 'IjJ = ~ der Winkel -&1 --&2 
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= 11:, d. h. die VerIangerung von AB nach beiden Seiten ins Unendliche, 
bzw. die Stromlinie AODB. 

Setzt man jetzt in Gl. (8) die Werte'fJ aus (7) ein, so hat man die 
gesuchte Funktion w (v) gefunden, welche die konforme Abbildung 
des v-Planes auf die w-Ebene vermittelt. Man erhiilt dann: 

Nun ist (S. 6) 

weshalb 

dw - dw dv -=v=-·-· dz dv dz' 
dw dii 

dz= dv' v ' 

JdW d'if 
z = dv iJ + O. (9) 

U m diese Integration ausfiihren zu konnen, bilde man zuniichst nach (8) 

{ 
d (fJ - fJ.o4) 1 

dw =!L fJ-fJB.~~.dfJ , 
dv 2n fJ - fJA dfJ dv 

wo 

( fJ - fJ.o4) d--
fJ - fJB riA - 1]B 
~- = (fJ - fJB)2 ; 

so daB 
dw Q { 1].04 - fJB (2iJ 2V~)} 
dv = 2n (fJ - fJ.o4) (fJ - fJB) vi - v3 • 

Nach Einfiihrung von 'fJ, 'fJ.4 und 'fJB aus (7) folgt daraus 

und nach einigen Zwischenrechnungen wird 
1 dw 
v • dijj = 

Q (vi + V2)2. (v~ + vt + 2v2 v8) - 2 (vi + v2) [v8 (vt + ii') + v2 (v~ + vt)] 
n - (vi + ijj2)2 • [v8 ( ijj' + vt) + v2 (v~ + vt» 

Damit geht (9) tiber in! 

z = !{f-~1. + vf + 2 v2 v8) dv _ 2 Qf--~~ + 0 
n v8(v4 +vf) + V2(vg +vf) n Vi+V2 

oder 

1 Bieberbach, L.: Funktionentheorie S.117. 1922. 
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und nach Ausfiihrung der Integration folgt 

z = !{ {.! arc tg ( V) + v: arc tg (V ~o) _ .! arc tg ( v ) } + G . 
:n; Vo Vo V1 V1 Vl Vl 

Fiir z = b ist v = 0 (Abb. 3), weshalb G = b. Fiir z = a ist v = - VI; 

weshalb 

Q { 1 ( Vl) Vo ( vo) 2:n; } b a = - - - arc tg - + 2 arc tg - - -. - + . 
:n; Vo Vo V1 Vl Vl 4 

N Q Q Vo a 
un ist nach (5) "2 = Vo b = P, a VI' demnach Vo = 2 b, Vl = p, b ' 

!{ = 2 P, a. Damit geht vorstehende Gleichung iiber in 
Vl 

b - a = ! {2barctg (:a) + 2p,a· p, : arctg (p, :) - p,a1t} 
a 

oder, wenn man p, b = " setzt, 

2b 1 2p,a 
b - a = - arc tg - + -- . " . arc tg " - p, a . 

:n; " :n; 

Durch Division mit p, a folgt daraus 
1 1 2 1 1 2 

- = 1 + - - - . - arc tg - - - ". arc tg " . p, ":n;,, ,,:n; 
Nun ist 

1 :n; 
arc tg " = arc ctg " = "2 - arc tg " , 

somit 
1 2 (1 ) - = 1 + - - -" arc tg " • p, :n;" 

(10) 

Durch Gleichung (U) ist ein Ausdruck fiir p, in Abhangigkeit lediglich 
von den GefaBabmessungen a und b gefunden, so daB p, jetzt berechnet 

werden kann. Fiir den Grenzfall des sehr weiten GefaBes geht : -+ 0, 

damit auch ,,-+ o. Man erhalt dann aus (10) 

Da aber 

so wird 

oder 

121 -=l+-.-arctg,,· 
p, :n;" ' 

(" -+ 0) . 

1· arctg" __ 1_ - 1 
1m - 1+ 2- , 

,,--+0" " 

:n; 
p, = :n; + 2 = 0,611 . 

Dieser Wert wurde zuerst von Kirchhoff l als AusfluBzahl fiir einen 

1 Vgl. die Literaturangabe auf S.4. 
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Spalt im Boden eines unendlich weiten GefaBes berechnet und befindet 
sich mit den Versuchsergebnissen in guter Ubereinstimmung. 

Um den Wert # fur endliche GefaBbreiten zu bestimmen, kann 
man nach R. v. Mises1 folgendermaBen vorgehen. Man setze 

f} {} :n; 
tg 2 = x, wo 0 < < 2 ' (11) 

so daB 
1 f} f} 
-; - x = ctg 2 - tg 2 = 2 ctg {} . 

Damit lautet Gl. (10) 
1 2 
~- = 1 + ---- {} ctg {} . (12) 
p, :n; 

Man kann nun zu jedem Winkel {} zwischen Null und ~ aus Gl. (12) 

# und aus (ll) x berechnen. Fuhrt man diese Werte in die Beziehung 
a x=,u-b-

ein, so erhiUt man das zu dem betreffenden # geh6rige Verhaltnis -1;- , 
womit umgekehrt auch die gesuchte Abhangigkeit der Zahl # von den 
GefaBabmessungen gefunden ist. Auf diese Weise findet manl 

a:b = 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

p,= 0,611 0,612 0,616 0,622 0,633 0,644 

Fiir die AusfluBgeschmndigkeit in die freie Luft ergibt sich im 
vorliegenden FaIle nach (la) wegen P = Po' F = 2# a und Fo = 2b 

1/-~2~ 

v = VI = r 1 _ (P,bay 

und somit die sekundliche AusfluBmenge, bezogen auf die Spaltlange 
Eins: 

Will man diese auf die Form der Gleichung (3a) bringen, so hat man 
als AusfluBziffer den Wert 

(13) 

einzufiihren, womit 

Q = 2#la V2gh (14) 

1 v. Mises, R.: Berechnung von AusfluB- und Uberfallzahlen. Z. VDI 1917 
S.471. 
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wird. Fiir die Werte fl1 erhalt man 

a: b = 0,0 0,1 0,2 I 0,3 0,4 0,5 

III = 0,611 0,613 0,621 I 0,633 0,653 0,681 

Die hier gewonnenen Rechnungsergebnisse stimmen gut mit 
Messungen von Weisbach 1 iiberein. Einen Vergleich liefert die nach-

stehende TabeIle, in der wieder ~ das Verhaltnis der Spaltweite zur 

GefaBbreite bezeichnet, wahrend Ilo das Verhaltnis der AusfluBziffer 
III 

fl = flo bei -~ = ° zur AusfluBziffer fl1 angibt. Man erhalt fiir 

a: b = I 0,1 

Nach WeiBbach . . . . . . . . . III = 11,006 
Nach der obigen v. Misesschen Tabelle III = 1,004 

0,2 I 0,3 I 0,4 

1,02611,05811,103 
1,016 1,04 1,07 

0,5 

1,160 
I,ll 

R. v. Mises 2 hat die Helmholtz-Kirchhoffschen Gedanken
gange auf eine Reihe technisch wichtiger FaIle angewandt, bei denen 
Fliissigkeit durch scharfkantige, spaltformige Offnungen in Boden- oder 
Seitenwanden eines GefaBes austritt. Die wichtigsten Ergebnisse dieser 
Rechnungen seien nachstehend mitgeteilt: 

[ 1. GefaB mit trichterformigem Ansatz (Abb. 9): 
hTh 

i 
()( = 450 ()( = 1350 ()( = 1800 

Abb. 9. AusfluLl 
auseinemGefaLl 
mit trichterfiir
migem Ansatz. 

a 
b - 0 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 

Il III Il 

0,746 0,746 0,537 
0,747 0,749 0,546 
0,747 0,755 0,555 
0,748 0,767 0,569 
0,749 0,785 0,580 
0,752 0,812 0,599 

I III Il III 

0,537 0,500 0,500 
0,547 0,513 0,514 
0,558 0,528 0,531 
0,578 0,544 0,551 
0,597 0,564 0,578 
0,628 0,586 0,613 

Der Fall IX = 900 ist identisch mit dem oben behandelten Beispiel 

(Abb.3). Der Fall IX = 1800 fiihrt fiir ~ = ° zur sog. Bordaschen 

Miindung (Abb. 9a), fiir welche sich die AusfluBziffer fl = 0,5 ergibt. 
Dieser Wert liiBt sich, wie Borda3 erstmalig gezeigt hat, auch un
mittelbar mit Hilfe des Impulssatzes ableiten. Durch Versuche ist 
fl ~ 0,51 festgestellt worden, wobei zu beachten ist, daB das Ver-

haltnis ~ = ° praktisch nicht genau erreicht werden kann. 

1 Weisbach, J.: Lehrb. d. Ing.- u. Masch.-Mechanik, 1. Teil S.418. 1845. 
Vgl. auch Forchheimer, Ph.: Hydraulik 2. Aufl. S.265. 1924. 

2 FuBnote 1 S. 11. 
3 Borda, J. C.: Mem. de l' Acad. Royale des Sciences. Paris 1766. 
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2. Trich ter (Abb. 10): 
a 

Dieser Fall geht aus Abb. 9 hervor, wenn man b = 0 setzt. Es 

ergibt sich fiir 

oc= 67,50 I 90° 

p= 0,8551 0,746 0,6661 0,611 

wahrend nach Versuchen von Weisbach l die 
entsprechenden Werte sind 

p = I 0,8821 0,7531 0,6841 0,632 

Abb. 9a. Bordasch~ 
Mundung. 

3. Seitlich liegende OUnung in waagerechtem Boden 
(Abb.11): 

a 

b 

p= 

o 

0,673 

0,1 I 0,2 I 0,3 

0,676 I 0,680 I 0,686 

0,4 0,5 

0,693 0,702 

Aus fl kann fll nach Gl. (13) und damit Q nach (14) berechnet werden. 

Abb. 10. AusfluB aus 
einem Trichter. 

Abb. 11. AusfluB 
durch seitlich lie
gende Offnung iu 

waagerechtcrn 
Boden. 

Abb. 12. Seitlicher 
Ausflull. 

4. Seitlicher AusfluB bei groBem Abstand der OUnung 
vom Spiegel und vom GefaB boden (Abb. 12): 

Bezeichnet wieder Vo die Geschwindigkeit im GefaBe weit oberhalb 
der AusfluBoffnung und VI die einheitliche Geschwindigkeit der ein
zelnen Stromfaden des Strahles in groBerer Entfernung vom GefaBe, 
so kann mit den Bezeichnungen der Abb. 12 die sekundliche AusfluB
menge 

Q = 2 b Vo = 2 fl' a' VI 

gesetzt werden. Damit ist die AusfluBziffer durch den Quotienten 

fl' = Vo b, definiert. 
vla 

1 Forchheimer: Hydraulik 2. Aufl. S. 269. 
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Man erhalt fiir 

a': b = 0 1 0,5 1,0 1,5 2 3 5 

1" = 0,611 I 0,600 0,544 0,483 0,420 0,319 0,200 

Vergleichende Versuche sind hieriiber nicht bekannt. 
Um im vorliegenden Falle die AusfluBmenge Q zu berechnen, muB 

man auf Gl. (4a), S.4 zuriickgehen, in welcher fiir die Tiefe Eins die 
Spaltlange 1 = 1 zu setzen ist. Man entnimmt fl' aus der obigen Tabelle, 
schatzt zunachst Vo und kann damit einen Naherungswert fiir Q nach 

(4a) bestimmen. Darauf ermittelt man aus Q = 2 b Vo 

das neue vo, setzt wieder in (4a) ein, usf. 
5. Seitenoffnung am GefiiBboden (Abb. 13): 

a:: b = I 0 0,5 I 1,0 1,5 2 3 5 

1" = 10,673 0,640 I 0,582 0,504 0,438 0,320 0,200 
Abb.13. Seitlicher 
AusfluB am Gefiil3-

boden. Die AusfluBmenge Q ist wieder so zu bestimmen wie 
unter Ziff.4 gezeigt wurde. 

Weiter oben wurde bereits verschiedentlich bemerkt, daB die hier 
mitgeteilten Rechnungswerte gut mit den bekanntgewordenen Versuchs
ergebnissen iibereinstimmen, soweit letztere zu Vergleichen herangezogen 
werden konnen. In diesem Zusammenhange sei jedoch noch auf eine 
Arbeit von Odquistl hingewiesen, in der gezeigt wird, daB die Kirch
hoffsche Methode der AusfluBstrahlen zu keiner eindeutigen Losung 
fiihrt, wenn man annimmt, daB in den Ecken des Gefailes (Abb. 3) ein 
ruhendes Fliissigkeitsgebiet vorhanden ist, das an dem AusfluBvorgang 
nicht teilnimmt. Es konnen, wie Odquist zeigt, auf diese Weise nicht 
unwesentliche Abweichungen in den fl-Werten eintreten. N ach 0 d q u is t s 
Ansicht miiBten zur Behebung dieser Unbestimmtheiten weitere physi
kalische Tatsachen beriicksichtigt werden (Zahigkeit, Adhasion), was 
naturgemaB auf erhebliche Schwierigkeiten stoBt. 

Die vorstehend besprochene Methode der konformen Abbildung ist 
grundsatzlich nicht mehr verwendbar, wenn es sich um dreidimen
sionale Stromungen handelt, wie das z. B. der Fall ist beim AusfluB 
durch Offnungen von beliebiger Gestalt. Indessen hat sich gezeigt, daB 
ihre Ergebnisse im allgemeinen auch auf solche Falle angewendet werden 
konnen (vgl. S. 18). 

Um zunachst bei kreisformiger Bodenoffnung zu einer Ab
schatzung der AusfluBzahl fl zu kommen, betrachte man ein seitlich un
begrenztes GefaB, in dessen horizontalem Boden eine kreisrunde Offnung 
vom Durchmesser d vorhanden ist (Abb.14). Denkt man sich d hinreichend 
klein, so wird die Bewegung der Fliissigkeit im GefaBe in einiger Ent-

1 Odquist, F. K. G.: On the determination of certain hydrodynamical 
problems, Ark. f. Matem., Astron. och Fysik Bd. 19A Nr. 30. Vgl. auch Z. angew. 
Math. Mech. 1927 S. 409, sowie St. Bergmann: Mehrdeutige Losungen bei 
Potentialstromungen mit freien Grenzen. Z. angew. Math. Mech. 1932 S. 95. 
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fernung von der AusfluBoffnung nahezu wie bei einer punktformigen 
Senkenstromung vor sich gehen (vgl. Bd. I, S. 169), bei welcher die 

Geschwindigkeit radial nach der Senke gerichtet ist und den Betrag c:l 
e 

hat (c = canst.). Beim Verlassen der AusfluBoffnung wird der aus-
tretende Strahl eingeschniirt und hat in einiger Entfernung unterhalb 

.. . It Jl d2 
der Offnung den festbleibenden Querschnitt -4- erreicht, wo # 

wieder die AusfluBzahl bedeutet. Die Geschwindigkeit an dieser Stelle 
sei mit Ve bezeichnet. Zur Verwirklichung der Senkenstromung denke 
man sich den Wasserspiegel unendlich hoch iiber der AusfluBoffnung. 
In dies em FaIle wird, wie es fiir die Senke sein muB, Ve = 00. Nach der 
Energiegleichung muB dann die Geschwindigkeit auf dem ganzen 
Strahlrand unendlich graB sein (S. 7), also auch die horizontal ge
richtete Geschwindigkeit am Rande der AusfluBoffnung. Das kann 
theoretisch dadurch erreicht wer-
den, daB man d --+ 0 gehen laBt. 

Uber der AusfluBoffnung grenze 
man jetzt durch eine Halbkugel 
vom Radius r einen Fliissigkeits
bereich ab und wende auf diesen 
den Impulssatz an (Bd. I, S.58). 
Der Radius r sei so graB gewahlt, 
daB gegeniiber der Schwere dieser 
Halbkugel diejenige des AusfluB
strahles von der Offnung bis zur 
Erreichung der groBten Einschnii
rung vernachlassigbar klein wird. 
Dann muB - da die Stromung 
als stationar angesehen werden 

j'jf_ nun • 

~ 
~ 

Abb.14. AusfluB dUTCh kreisfOrmige 
Bodenoffnung. 

kann - der UberschuB des in der Zeiteinheit aus dem abgegrenzten 
Bereiche in vertikaler Richtung austretenden Impulses iiber den ein
tretenden gleich der Gesamtheit der auf die abgegrenzte Fliissigkeits
masse wirkenden lotrechten Krafte sein. Ais solche kommen in Betracht: 
die Schwere G, die Druckresultante D auf die Oberflache der Halb
kugel und der aufwarts gerichtete Druck P des Behiilterbodens. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 14 ist nach der BernoulIischen 
Gleichung 

v2 2 
~.+ PO+ h =~+E.. 
2g Y 0 2g Y 

Versteht man unter P lediglich den Uberdruck iiber den Luftdruck Po> 
so kann Po = 0 gesetzt werden; auBerdem geht bE i den hier voraus-

gesetzten GefaBabmessungen Vo --+ 0, so daB wegen v = .ciI e 
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Daraus folgt 

oder 

Weiter ist 
2 2 I 2+ Pl+r=~+.E..+h' 

2g 'Y 2g 'Y 
oder 

p' = PI + y (r - h') . 

Daraus folgt, wenn dO ein Element der Kugeloberflache bezeichnet, 

D = f p'cos#·dO = f p'·dF = f (PI + yr - yhi)dF, 

wobei das letzte Integral iiber den Grundkreis der Halbkugel zu er· 
strecken ist. Demnach erhaIt man 

D = (PI + r r):n; r2 - y ~:n; r3. 
Da aber 

'Y v~ 'Y c2 
PI=yh-2fj=yh- 2gr4 , 

so wird mit e = .f.. 
g 

/2c2n 2 
D = Y ho :n; r2 - 2 r2 - 3 y:n; r3 . 

Ais Gesamtheit der auBeren Krafte, die an der abgegrenzten Flussig
keitsmasse in lotrechter Richtung wirken, erhalt man somit 

1 c2 c2 

V = G + D - P = 4 :n; y ho d2 - e:n; r2 + 2:n; e d2 . 

Nach der Kontinuitatsbedingung ist 

nd2 f ,u 4 Ve = vI·dO = vI 2 :n;r2, 

c 
da aber VI = 2", also VI r2 = c, so folgt r 

2 

Mit diesem Werte fur c und wegen ho = ~~ geht V iiber in 

_ n /2 v;d2 ( p,2d2 p,2) V---s- 1- Sr2 +4 . 

Der aus dem abgegrenzten Bereich in der Zeiteinheit unten austretende 
Impuls ist 
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del' oben durch die Halbkugeloberflache in lotrechter Richtung ein
tretende Impuls ist 

J o = e f VI • dO· VI COS 1} = e vi f dF = e vi n r2. 

c2 1'2d4 v2 
Wegen vr<r2 = r2 = 64r2' wird also del' ImpulsiiberschuB pro Zeit-

einheit 
n e v2 d 2 ( 1'2 d 2 ) LlJ=Ju-Jo=--s-"- 2/,- Sr2 . 

Durch Gleichsetzung del' auBeren Krafte V und des Impulsiiberschusses 
folgt somit 

odeI' 

1'2 
1+--21'=0 

4 

I' = 4 - V12 = 0,536 *. 

Da sich die hier getroffenen V oraussetzungen unendlich groBer 
Druckhohe und unendlich kleiner AusfluBoffnung praktisch nicht ver
wirklichen lassen, so ist es nicht weiter verwunderlich, daB der wahre 
Wert I' von dem obigen Grenzwert abweicht. Die hier vorausgesetzte 
Senkenstromung kann sich in strenger Form nur dann einstellen, wenn 
die Senke punktformig ist. Bei endlichem Spaltdurchmesser d treten 
jedoch in unmittelbarer Nahe del' Offnung Abweichungen von dem 
genauen Stromungsbild del' Senke auf, welche auf die Strahlform ent
scheidenden EinfluB ausiiben. Man erkennt das sofort aus folgender 
einfacher Uberlegung: Hat del' Durchmesser del' AusfluBoffnung den 
endlichen Wert d, so ware bei del' hier gemachten Annahme einer Senken
stromung die horizontal gerichtete Geschwindigkeit an del' Kante del' 

AusfluBoffnung va = d:;4 = ~ Ve' Theoretisch miiBte abel' auf dem 

Strahlrande Ve konstant sein; Va ist also zu klein. Damit wird del' auf
warts gerichtete Druck P des Behalterbodens zu groB, del' Impuls
iiberschuB also zu klein und mit ihm auch del' obige Wert I' zu klein, 
was mit den praktischen Erfahrungen iibereinstimmt. 

Eine im Sinne del' Hydrodynamik strenge Losung des Problem~ hat 
E. TrefftzI gegeben, welcher den AusfluBvorgang als axial-symme
trische Potentialstromung (Bd. I, S.165) behandelt. Aus del' Differen
tialgleichung LI cp = 0 (cp = Geschwindigkeitspotential, Bd. I, S. 113) 
entwickelt er mit Hilfe des Greenschen Satzes eine Integralgleichung 
und bestimmt den Strahlrand sowie die AusfluBziffer I' mittels eines 
Verfahrens sukzessiver Annaherung. Auf diese Weise findet er im 
Mittel die mit praktischen Messungen und - iiberraschenderweise -
auch mit dem Kirchhoffschen Wert (S.10) gut iibereinstimmende 

* Diesen Wert hat zuerst Fr. Kotter als untere Grenze fiir die AusfluB
ziffer angegeben; als obere Grenze findet er I' = 0,71; vgl. Arch. Math. Phys. 
ISS7 S.415, 417. 

. 1 Trefftz, E.: Diss. StraBburg 1914; vgl. auch Z. Math. Phys. 1916 S.34: 
Uber die Kontraktion kreisfOrm. Fliissigkeitsstrahlen. 

Kaufmann, Hydromechanik II. 2 
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Zahl,u = 0,61. Man darf demnach wohl vermuten, daB bei sonst gleichen 
Voraussetzungen (groBe Druckhohe, sehr weites GefiW) die Form del' 
AusfluBoffnung auf die GroBe von ,u keinen wesentlichen EinfluB hat. 

3. Weitere Angaben iiber die Ausflufiziffer. 
Mit Rucksicht auf die groBe Bedeutung, die del' AusfluBvorgang 

fiir die Praxis besitzt, sind zur Ermittlung del' AusfluBziffer von Tech
nikern und Physikern sehr eingehende Versuche angestellt worden. 
Eine sorgfaltige Zusammenstellung diesel' Versuche ist in Forch
heimersl "Hydr a ulik" zu finden. Hier sollen nur noch einige die 
vorhergehenden Betrachtungen erganzende Angaben folgen. 

Fur kreisformige Bodenoffnungen in diinner Wand fand Borda 2 

,u = 0,625 in guter Ubereinstimmung mit dem theoretischen Ergebnis 
von Trefftz (s.oben).Weisbach3 untersuchte den AusfluB durchscharf
kantige, kreisrunde Offnungen in lotrechter Wand und fand fur 

Durchmesser von. . . . . 

bei h = 0,6 em] DruckhOhe 
bei h = 0,25 [m] Druckhiihe 

1 2 

. fL = 0,628 0,621 

. fl = 0,637 0,629 

3 4 [cm] 

0,614 I 0,607 
0,622 0,614 

Die sekundliche AusfluBmenge Q ist hier nach Gl. (3a) zu berechnen. 
Man erkennt aus vorstehender Tabelle bereits die Abhangigkeit del' 
Zahl,u von der DruckhOhe h. Noch bessel' tritt diese Abhangigkeit in 
Erscheinung bei den Messungen von Farmer4 • Dieser benutzte einen 
Wasserbehalter von 28 FuB Hohe (1 FuB = 0,3048 m) und 25 Quadrat
fuB Querschnitt; die Offnung betrug fiir aIle Versuche 0,19635 Quadrat
zoll (1 Zoll = 25,4 mm). Farmer fand (auf 3 Dezimalen abgerundet): 

Il-

h (FuE) 

I 
Quadrat 

I 
Rechteck Rechteck Kreis stehend 4: 1 breit 16: 1 breit 

1 0,620 0,628 0,643 0,664 
2 0,613 0,623 0,636 0,651 
4 0,608 0,618 0,629 0,642 
6 0,607 0,616 0,627 0,637 
8 0,606 0,614 0,625 0,635 

10 0,605 0.613 0,624 0,633 
20 0,603 0.611 0,621 0,629 

Weiter seien noch emlge Messungen von Poncelet, Lesbros und 
Smith mitgeteilt, die sich auf rechteckige und kreisrunde Offnungen 
in lotrechten, dunnen Wanden beziehen, und zwar in Abhangigkeit von 

1 3. Auf!. S.335ff. Leipzig-Berlin 1930. 2 Vgl. S.12. 3 a. a. O. S.405. 
4 Farmer, J. T.: Proc; Roy. Soc. Canada Bd.2 (1896); vgl. auch Auer

bach-Hort: Handb. d. phys. u. techno Mech. Bd.5 S.229. 



Weitere Angaben iiber die AusfluBziffer. 19 

del' GroBe und Tiefenlage del' AusfluBoffnung1 . Dabei ist mit den Be
zeichnungen del' Abb. 15 und 15a fiir das Rechteck 

und fur den Kreis 
Q=#ab-V2gho 

Q = # n r2 -V 2 g ho . 

II fiir Reehteek von 20 em Breite 
Hohe hinem --

iiber dem Reehteekshiihe a in em 
oberenRand 

I 

_ .. _--. 

I I 1 2 5 10 20 

5 0,680 0,658 0,625 0,605 0,585 
10 0,667 0,655 0,630 0,611 0,592 
20 0,655 0,649 0,631 0,615 0,598 
60 0,641 0,638 0,627 0,617 0,604 

100 0,629 0,632 0,625 0,615 0,605 
200 0,613 0,613 0,613 0,607 0,601 
300 0,609 0,608 0,606 0,603 0,601 

II fiir den Kreis 
Hohe ho --~-,~- .-,----~-,~- .. '''-,-

libel' Mittelpunkt Radius r in em 
in em ----------- . ---

1 2 6 18 30 

10 0,642 0,626 
20 0,639 0,619 
50 0,626 0,609 0,600 

100 0,619 0,605 0,599 0,598 
200 0,611 0,603 0,597 0,596 0,596 
600 0,600 0,597 0,596 0,596 0,594 

1500 0,596 0,595 0,594 0,594 0,593 

--= -'---f--t= r .o? 

r~J LL=J 
L,-b~ 

Abb. 15. AusfluB dureh 
reehteekigen Quersehnitt. 

Ahb.15a. AusfluB dureh 
kreisfiirmigen 
Quersehnitt. 

Abb. 16. AusfluB 
untcr \V asscr. 

Die vorstehenden Angaben beziehen sich auf den Fall "vollkom
mener" Einschniirung, d. h. auf Offnungen, die so weit von dem Ge
faBboden entfernt sind, daB die GefaBform praktisch keinen EinfIuB 
auf die Einschnurung des Strahles besitzt. Befindet sich die AusfIuB
offnung jedoch in del' Nahe einer GefaBwand, so kann eine teilweise 
Behinderung del' Einschnurung eintreten, was eine entsprechende Ver
groBerung del' Zahl # und damit del' AusfIuBmenge Q zur Folge hat. 
Man spricht dann von "unvollkommener" Einschnurung (vgl. dazu 
die Rechnungsergebnisse auf S. 13 u. 14). 

Beim AusfluB von Wasser aus einem weiten GefaB mit kleiner 
Seitenoffnung in ein NachbargefaB, das ebenfalls Wasser enthalt, jedoch 
von kleinerer SpiegelhOhe als das erste (Abb. 16), ist die ideelle Aus
fl uBgeschwindigkeit 

1 Forehheimer: a. a. O. S. 344 u. 346, sowie GrundriB del' Hydraulik S. 79 
u. 80. Leipzig 1920. 

2* 
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Demnach wiirde, mit F als AusfluBquerschnitt, die sekundliche Aus
fluBmenge 

betragen, wo fl1 wieder die AusfluBziffer bezeichnet. Nach Versuchen von 
Weis bach ist dieser Beiwert stets etwas kleiner als der entsprechende 
Wert fl beim AusfluB in die freie Luft, und zwar im Mittel fl1 ~ 0,98 fl. 

SchlieBlich sei noch auf einen AusfluBvorgang hingewiesen, der mit 
den unter Ziffer 2 besprochenen Rechnungen im engen Zusammenhange 
steht: Es ist das der freie (yom Unterwasser unbeeinfluBte) AusfluB am 
FuBe einer Wand mit scharfer Offnungskante (GrundablaB, Abb. 17). 
1m FaIle lotrechter Wand erhiilt man diesen Stromungsvorgang, 
wenn man sich die linke GefaBhiilfte der Abb. 3 (S.4) um 900 gedreht 

• O.w. '~88m(i-21f11f/seN)~-...",..,...-...,...." 

~ 

~,~",:i""L",,, -1--

Abb.17. Grundablal.l. 

1/00 150 100 50 o 
Abb.17a. GrundablaB nach Versuchen von Koch. 

denkt. (Uber den EinfluB der Schwerewirkung vgl. S. 33). Nach der 
Theorie miiBte also bei hinreichend groBem Verhaltnis b: a die Aus
fluBziffer fl etwa 0,61 bis 0,62 betragen (vgl. die Tabelle auf S. 11). 
Dieses Ergebnis stimmt nun recht gut iiberein mit Messungen von 
Koehl, welcher fl = 0,6 fand; allerdings solI nach Koch diesel' Wert 
unabhangig von der Oberwasserhohe, d. h. dem Verhaltnis a: b sein. 
Koch stellte auf Grund seiner Versuche weiter fest, daB veranderten 
Hohen der AusfluBoffnung geometrisch ahnliche AusfluBzahlen ent
sprechen. In Abb. 17 a sind die Versuchsergebnisse zur Darstellung ge
bracht2• 

Nach Messungen von Keutner 3 ist die Geschwindigkeit in dem 

1 Koch-Carsta,njen: Von der Bewegung des Wassers und den dabei auf
tretenden Kraften, S. 214. Berlin 1926. 

2 Aus dem unter 1 zitierten Werke entnommen. 
3 Keutner, Chr.: WasserabfUhrungsvermogen von scharfkantigen und ab

gerundeten Planschiitzen. Bautechn. 1932 S. 268 Abb. 4. 
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eingeschniirten Strahl nahezu konstant und besitzt die GroBe 

v = V 2 g (b + ;! - # a) , 
so daB die sekundliche AusfluBmenge 

Q = vB # a = # B a V 2 g (b + ;! - # a) 

betragt, wenn B die Breite der AusfluBoffnung bezeichnet. 
In ahnlicher Weise konnen bei schraggestellter Wand (Abb. 18) die 

v. Misesschen Rechnungsergebnisse fur 
das GefaB mit trichterformigem Ansatz 
(Abb. \:I) verwendet werden. Bei IX = 45° 
ergibt sich z. B. aus der zugehorigen Ta
belle fiir a: b = 0,4 der Wert #1 = 0,785, 
fur a: b = 0,5 der Wert #1 = 0,812. Zum 
Vergleiche konnen die Messungen von P 0 n
celet1 herangezogen werden, nach denen 
bei IX = 45° #1 = 0,8 sein soli, wobei aller
dings das Verhaltnisa: b nichtangegebenist. 

tj 1 "'--- - --~ 

~~"S,'l-..'~~'l-..""~~~'~~~~~~~"''''''''''~ 
Abb. 18. GrundablaB mit schrag

stehender W and. 

Die hier besprochene Stromung stellt sich nur beim sog. freien 
AusfluB ern, der von den AbfluBvorgangen im Unterwasser unbeeinfluBt 
bleibt. Daneben ist noch eine andere AbfluBart moglich, bei welcher der 
Unterwasserspiegel hoher liegt als die Unterkante der Wand, so daB 
der AusfluB unter Wasser erfolgt. Dieser Stromungsvorgang ist wesent
lich verwickelter als der hier beschriebene (vgl. dazu die oben genannte 
Arbeit von Keutner). 

4. AusfluB durch Ansatzrohre. 
Setzt man vor die AusfluBoffnung eines weiten GefaBes ein zylin

drisches Ansatzrohr mit scharfkantigem 
Ubergang von der GefaBwand zur Rohr
wandung (Abb. 19), so ergibt sich im all
gemeinen eine Steigerung der Aus
fluBmenge Q gegenuber dem scharf
kantigen AusfluB ohne Ansatzrohr. Beim 
Eintritt in das Rohr findet zunachst eine 
Einschniirung des Strahles statt, der sich 
dann aber wieder erweitert und an die 
Rohrwandung anlegt. Zwischen dem ein
geschniirten Strahl und der Rohrwand 
entsteht ein mit Luft vermischtes wirbeln
des Totwassergebiet. Beim Austritt an die 

Abb.19. AusfluB durch Ansatzrohr. 

Luft sind - hinreichend groBe Rohrlange l vorausgesetzt - die ein
zelnen Stromfaden parallel und stehen unter dem auBeren Druck Po. 
Da nun die Geschwindigkeit Ve an der Einschniirungsstelle aus 

1 Forchheimer: Hydraulik, a. a. O. S.351. 
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Grunden del' Kontinuitat groBer als die AusfluBgeschwindigkeit v 
ist, so muB an del' Einschnurungsstelle ein Unterdruck (Pe < Po) 
herrschen. Del' Geschwindigkeit Ve entspricht also eine Druckhohe, die 
groBer als h ist, so daB Ve groBer sein muB als wenn del' Strahl an 
diesel' Stelle ins Freie treten wiirde. Die groBere Geschwindigkeit hat 
abel' eine Steigerung del' AusfluBmenge Q zur Folge. Damit diesel' Vor
gang eintreten kann, ist es notwendig, daB del' Strahl im Rohre 
keine freie Oberflache besitzt, sondern VOl' seinem Austritt an del' 
Rohrwand anliegt, was bei kleiner Druckhohe h eher del' Fall ist als 
bei groBeI'. Nach Messungen von Bidone, Weisbach u.a. ist bei 
einem Verhaltnis l : d = 2~ bis 3 del' AusfluBbeiwert in del' Formel 

Q = ft' F y2g h 

im Mittel ft' = 0,815. Bei wachsender Rohrlange nimmt ft' ab, was 

auf Reibungseinflusse zuruckzufiihren ist. Fur ~ < 1 wird Il' etwa 

so groB wie beim scharfkantigen AusfluB ohne Ansatzrohr, da bei diesel' 
kleinen Rohrlange del' Strahl an del' Rohrwand nicht mehr zum An
liegen kommt. Eine VergroBerung del' AusfluBmenge Q findet auch bei 
hinreichend langem Rohr nicht statt, wenn del' Strahl in einen lnft
leeren Raum austritt, da in diesem Falle ein Unterdruck sich nicht 
einstellen kann. 

Ohne Ansatzrohr wurde beim scharfkantigen AusfluB bekanntlich 

Q ~ O,62F y2g h 

sein, woraus die durch das Ansatzrohr bedingte VergroBerung von 
Q ersichtlich ist. DaB Q unter dem theoretischen Wert Fy2gh bleibt, 
hat seinen Grund einmal in del' Flussigkeitsreibung und ferner darin, 
daB im Rohre beim Ubergang del' Geschwindigkeit von dem Werte Vc 

auf den Wert v durch Vermischung mit dem Totwasser, das den Strahl 
umgibt, ein Verlust an Stromungsenergie stattfindet. 

Man kann diesen Verlust naherungsweise mit Hilfe des Impuls
satzes berechnen, wenn man sich in Abb. 19 den durch die Linien e 
und a eingeschlossenen Flussigkeitsbereich abgegrenzt denkt. Dann 
muB - stationare Stl'omung vorausgesetzt - del' Ubel'schuB des aus 
diesem Bereiche austretenden Impulses uber den eintl'etenden Impuls 
pro Zeiteinheit gleich del' Druckdifferenz auf die Stirnflachen sein, also 

(Pe- Po)F = eQ(v - vel = eFvlv - vel. 

Andel'erseits ist nach del' Bernoullischen Gleichung unter Bel'uck
sichtigung einer "VerlusthOhe" hv (Bd. I S. 69) 

Po - Po _ ~2 - vi . h 
y - 2g -r V' 

Demnach ergibt sich als Verlusthohe in dem Bereiche e - a: 

(ve - V)2 
hv= -2y' 
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Wendet man jetzt auf einen Punkt des Spiegels und des Strahlaus
trittes die erweiterte Bernoullische Gleichung an, so erhalt man 
(Abb.19) 

oder mit vi} ~ ° 
h = ~ + (v. - V)2 

2g 2g' 

Die Geschwindigkeit v. hangt von der GroBe der Einschniirungsziffer 'ljJ 
im Rohre ab und ist mit der Austrittsgeschwindigkeit v durch die Be-

ziehung verknupft ve =.."!.-. Demnach wird 
1jl 

h = 2;~2 (2'ljJ2 - 2'ljJ + 1) \of 
und somit 

v= 1jl Y2gh. 
Y21jl2-21jl+l 

Abb.20. Konisches 
Ansa tzrohr. 

:Fiir 'ljJ = 0,62 folgt daraus v = 0,85 Y2gh, in befriedigender Uberein
stimmung mit den oben angegebenen Messungen. 

Weisbach untersuchte auch den Fall eines gegen die Wandnormale 
um den Winkel (j geneigten Ansatzrohres und fand fur die AusfluB
ziffer1 bei 

£5 = 00 100 I 200 \ 300 \ 400 \ 500 600 

ft' = 0,815 0,799\ 0,782\ 0,7641 0,7471 0,731 0,719 

Fur konische Ansatzrohre (Abb.20) hat Zeuner2 

auf Grund einer Versuchsreihe von Weisbach 
mit Kegelstutzen von 2 em Austrittsweite und 

Abb. 21. AusfluB unter abgerundeter Innenkante eine empirische Formel einer Staumauer. 

aufgestellt. Danach solI sein: 

{h' = 0,6385 + 0,2121 cos3 (~ ) + 0,1065 cos4 ( ~) • 

Die Tatsache des Unterdruckes in Ansatzrohren spielt u. a. auch 
eine Rolle im praktischen Wehrbau. Abb. 21 zeigt z. B. eine vertikale 
Stauwand, die im angehobenen Zustande in ahnlicher Weise wirkt wie 
ein GefaB mit Ansatzrohr. Der am FuBe der Wand auftretende Unter
druck kann zu einer erheblichen Verminderung des Auftriebes fiihren, 
worauf bei der Bemessung des Hubmechanismus zu achten ist. Aus 
diesem Grunde empfiehlt es sich, die Stauwand am FuB so auszubilden, 
daB Unterdrucke bzw. Saugwirkung nach Moglichkeit ausgeschlossen 
sind, was am besten durch scharfe Unterkanten erreicht werden konnte 
(Abb. 17 u. 18). Da diese aber mit Rucksicht auf die erforderliche Ab-

1 Nach Forchheimer: Hydraulik, a. a. O. S. 354. 
2 Ziviling. 1856 S. 54. 
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dichtung nicht moglich sind, so schHigt B. K ulka l eine Formgebung 
nach Abb. 22 vor, bei welcher der Dichtungsbalken wie ein Mundstiick 
wirkt, durch das eine Kontraktion des austretenden Strahles ver-

hindert wird. 
Binsichtlich des Abflusses unter walzen- und 

segmentformigen Staukorpern wird auf die ent
sprechenden Ausfiihrungen in Bd. I S. 144 u. 145 
verwiesen. 

5. GefaBentleerung und AusfluBzeit. 
Ein beliebig gestaltetes GefaB sei mit Fliissigkeit 

Abb. 22. Diisenal'tige gefiillt, deren Spiegel anfangs um die Bohe Zo iiber 
Form des Dichtungs-
balkenseinel'Stauwand. der AusfluBoffnung F2 liegt (Zustand der Ruhe zur 

Zeit t = 0, Abb. 23). Nach Offnung des AusfluBquer
schnittes tritt eine nichtstationare Fliissigkeitsbewegung ein, in 
deren Verlauf der Spiegel sinkt. Zur Zeit t habe er die Bohe ZI iiber 
der AusfluBoffnung erreicht. Der von ihm zu dieser Zeit erfiillte GefaB
querschnitt sei F I , CI die mittlere Spiegelgeschwindigkeit, wahrend 
Fund c die entsprechenden Werte eines beliebigen anderen Quer
schnittes unter dem Spiegel und C2 die AusfluBgeschwindigkeit be
zeichnen mogen. 

Zur Darstellung des Bewegungsvorganges schreibe man die er
weiterte Bernoullische Gleichung fiir Stromfaden von groBen 

z , , , , , , 
I , 

Querschnittsabmessungen an (Bd. I S. 71): 

82 

C(2 Cg + E.~ + h + 'X'f~ ds. 
2 g Y v g at (15) 

8, 

Darin bedeuten atI' at2 und at' Korrektur
faktoren, durch welche die ungleichmaBige 
Verteilung der Geschwindigkeit iiber den 

Abb. 23. ~:fl~e;ci~~ung der GefaBquerschnitt beriicksichtigt werden soIl, 

I , 
L ___ _ 

PI und P2 die den Querschnitten FI und F2. 

entsprechenden mittleren Driicke und hv die sog. "Verlusthohe" infolge 
der Wandreibung. Nun ist nach dem Kontinuitatsgesetz 

2 ciFi 
C2 = #2 Fi ' (16) 

wenn It die AusfluBziffer bezeichnet. Wirkt auBerdem, wie hier ange
nommen sei, auf den Spiegel der atmospharische Luftdruck und erfolgt 
auch del' AusfluB in die freie Luft, so wird PI gleich P2 und Gl. (15} 
geht unter Beriicksichtigung von (16) iiber in: 

(17} 

1 Kulka, H.: Del' Eisenwasserbau Bd. 1 S. 133. Berlin 1928. 
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Fiir die VerlusthOhe hv gilt (Bd. I S.90) 

wo 'If die Widerstandsziffer und r" den hydraulischen Radius 
bezeichnen. Wegen eF = elFl wird also 

(18) 

Weiter ist 
h h h 

f ac d =f~(CIPl)d =F dClf~~ at 8 at P 8 ldt p. (19) 
8, 8, 8, 

FUhrt man die Ausdriicke (18) und (19) in Gl. (17) ein, so geht diese 
liber in 

(20) 

Zur Abkiirzung setze man jetzt 

(21) 

und 

(22) 
8, 

wo !(Zl) und g(Zl) zwei (von der GefaBform abhangige) Funktionen 
von Zl sind. Damit lautet Gl. (20) 

ei· !(Zl) - Zl + ~~l g(Zl) = O. 

Fiihrt man hier schlieBlich noch 

und 

ein, so erhalt man die Bewegungsgleichung 

( d Zr )2 d2Z1 a:t ! (Zl) - Zl - dt2 g (Zl) = 0, 

welche mit 

und (23) 

libergeht in 
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Durch die Substitution 
dZ1 
Tt=u; 

Ausflu13 und Uberfall. 

d2z1 du dZ1 du du 
-=-=-·-=u-dt2 dt dt dZ1 dZ1 

wird diese Gleichung ubergefiihrt in die lineare Differentialgleichung 
1. Ordnung 

welche nach der Methode von Bernoulli integriert werden kalll11. Zu· 
diesem Zwecke setze man 

u=v1O; 

so daB 
d1JJ [dV ] G(zl) v - + 10 - - VF(Z1) = - --. 
d~ d~ vw 

(24) 

Von den Funktionen v und 10 kann eine willkfulich gewiihlt werden; 
es sei also v so bestimmt, daB in vorstehender Gleichung die eckige 
Klammer verschwindet. Dann wird 

oder 

woraus folgt 
lnv=fF(Z1)dz1 oder v=e. 

Weiter ergibt sich aus (24) 

dw G(zl) v-=---
dZ1 VW 

oder 

und daraus durch Integration 

2_ 9f[G() -2!F(Zl)d Zl]d_ +0 10 - - '" Z1 . e ,01' 

Demnach wird 

- . - ± !F(Zl)dZ11/O _ 2 f[G( ) -2j'F(Zl)dZ1] d-u - v w - e f Z1 . e ,01 . (25) 

Da aber 

(26) 

so bestimmt sich die Integrationskonstante 0 aus der Bedingung ~~ = 0 
fUr Z1 = zo' SchlieBlich erhiilt man die Zeit t, die verstreicht, bis der 
Spiegel von der Rohe Zo auf die Rohe Z1 gesunken ist, aus (25) und (26) zu 

t ± J dZ1 + Of (27) 
= • :T~~l) dZl fo _ 2 f[G(Zl)' e- 2 j'F(Zl) dZl] dZ1 . 

Die Integrationskonstante 0' findet man aus der Bedingung t = 0 fUr 
Zl = ZOo 

1 Vgl. etwa L. Kiepert: Integralrechnung 14. Aufl. Ed. 2 S. 167. 1929. 
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Durch die Gl. (25) und (27) ist prinzipiell die Spiegelgeschwindigkeit Cl 

und die AusfluBzeit t bestimmt, sobald PI aL., Funktion von Zl gegeben, 
d. h. die GefaBform bekannt ist. Die gesamte Entleerungszeit erhalt 
man aus (27), indem man dort nach Ausfiihrung der Integration Zl = 0 
setzt. 

Prismatische GefaBe mit kleiner Bodenoffnung. 
In diesem praktisch besonders wichtigen FaIle tritt eine wesentliche 

Vereinfachung del' Rechnung ein. Zunachst ist PI = P = const. Be-

zeichnet man ferner mit n =: das Verhaltnis des GefaBquerschnittes 
2 

zum AusfluBquerschnitt, wobei n in konkreten Fallen im allgemeinen 
ein groBer Wert ist (etwa n = 100), so geht t(Zl) nach (21) iiber in 

(28) 

FUr die Widerstandsziffer 'IjJ = ~ kann in erster Naherung (S. 64) 

1jJ = O,~3 = 0,0075 eingefiihrt werden, so daB der Integralwert 

in (28) mit 1'" = const. iibergeht in 0,0075 . .:i; er stellt also eine 
rh . 

2 

sehr kleine Zahl dar, die gegeniiber ;2 unbedenklich vernachlassigt 

werden darf. Physikalisch bedeutet dieses, daB im vorliegenden FaIle 
2 

die "Verlusthohe" praktisch keine Rolle spielt. Da aber auch ()(l <t: ()(2 ;2 
ist, so kann an Stelle von (28) mit hinreichender Genauigkeit 

t(zil = 2lg (()(2 ;:) = const. gesetzt werden. In Wirklichkeit ist fl zwar 

mit Zl etwas veranderlich (vgl. die Versuche von Farmer, S. 18), 
worauf hier abel' keine Riicksicht genommen werden soIl. Ferner ist 

rY.'~ 
nach (22) g(Zl) = ~, so daB nach (23) 

g 

P() rY.2 n 2 01 
Zl = rY.,' 2 p,2 Zl = z;:- , wo 

und 

Mit diesen Werten wird 

2 
C =rY.2.~ 

1 rY.' 2 p,2 

f dZ1 f F(ZI)dz1 C, -2 C, 1nz, C, 
V = e = e -1 = e = 21 

und 
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Somit ist naeh (25) 

U - V"" - ± Z01' VA + ~ Z -(20,-1) - - c - ""- 20,-11 - 1· 

F ·· . dOl a 202 -(20,-1) d h ur Zl = Zo WIT c1 = ,a so = - 2 0 , _ 1 Zo ,emnae 

1/ 202 (1 1) c1 =zf' r 20 -1 z201-1- Z20,-1 . 
1 \ 1 0 

(29) 

SehlieBlieh wird naeh (26) 

t = -J 1/ _.. .dz1 .... . ......... + a'. 

zf' V2~10~ 1 (;iO~-1 - z~:'~-i) 
(30) 

Die Gleiehungen (29) und (30) sollen jetzt noeh weiter umgeformt 
werden. Aus (29) folgt 

rx n 2 g 
Fiihrt man hier die Werte 0 1 = -}. -2 2 und O2 = -, ein, so wird rx p, (1. 

c1 = 1 / (rx2~:' ) 1 -l---a.;~l' V rx' -j- p,2 - 1 G:t·~ -1J 

wofiir bei einem groBen Verhaltniswert n genau genug gesetzt werden 
kann 

SehlieBlieh darf mit Riieksieht auf die Unsieherheit in der Wahl der 
AusfluBziffer It naherungsweise ~ = 1 gesetzt werden, so daB 

(31) 

wird. Dieser Spiegelgesehwindigkeit entsprieht naeh dem Kontinuitats

gesetz el Fl = pc2F 2 und wegen :' = n die AusfluBgesehwindig-
2 

keit 
!~~ 

c2 = 1 2 g Zl , 

d. h. man kann letztere ohne Riieksieht auf den niehtstationaren Cha
rakter der Stromung sofort naeh dem Torrieellisehen Theorem an
sehreiben. Fiir die AusfluBzeit ergibt sieh somit wegen (31) und unter 
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Beachtlmg von (26) 

t = - ~ f ~ -'/2 + 0' = - ~ 'I. -+ 0' ~Zl ---Zl' 
fJ, ~2g fJ,l2g 

Fur t = 0 ist Zl = zo' also 0' = _2n z~/. und demnach 
fJ,~2g 

t = --l~n (V~ - V~). 
fJ,r 2 g 

Die gesamte Entleerungszeit betragt also mit Zl = 0 

t' = ~nv ;~ . 
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Aus dem vorstehenden Beispiel ist ersichtlich, daB die Beschleunigung 
del' an sich nicht stationaren Flussigkeitsbewegung keinen wesentlichen 
EinfluB auf den AusfluBvorgang hat, sobald del' 
Behalterquerschnitt groB gegeniiber del' AusfluB
offnung ist, was praktisch fast immer del' Fall 
sein wird. Man kann also die hier gewonnenen Er
gebnisse auch auf nichtprismatische GefaBe an
wenden (z. B. Abb. 23), sofern nul' F 2 sehr viel 
groBer als Fist. Sie gelten allerdings nicht mehr, 
wenn del' Fliissigkeitsspiegel del' AusfluBoffnung 
sehr nahe gekommen ist, da dann erfahrungs
gemaB ein Wirbel uber del' AusfluBoffnung ent- Abb.24. Kugelbehiilter. 

steht. Indessen kommt dieserVorgang nUl' fiir den 
letzten Teil del' GefaBentleerung in Betracht, kann also die Dauer del' 
gesamten GefaBentleerung nUl' unwesentlich beeinflussen. 

Bei nichtprismatischen GefaBen mit kleiner AusfluBoffnung hat man 
demnach folgendermaBen zu verfahren: 

Zunachst ist die AusfluBgeschwindigkeit wie oben 

C2 = V2 gZl' 

woraus sich mit Rucksicht auf die Kontinuita.t die Spiegelgeschwindig
keit zu 

t = - ~-,--_fFI d::. + 0', 
fJ,F212g lZl 

wo FI als Funktion von Zl gegeben sein muB. 
Handelt es sich z. B. um einen Kugelbehalter vom Radius r 

(Abb. 24), so ist 

Fl = n [r2 - (Zl - r)2] = n (2Z1 r - zi), 
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demnach 

AusfluB und Uberfall. 

t = - ·· ·~_f(2Z1 r - zi) Zi l/2 . dZ l + 0 
ItF2 f2g 

= - It F :l2 g (: r Z{2 - ! Z{2) + C. 

Fur t = 0 ist Zl = zo, also 

somit 
0= !tF:"'f2g (! r Zd2 - ! Z~/2), 

t = ----'!- =-= [~ r (Z3/2 - z"12) - ~ (z"12 - Z5/2 )] • 

ItF2 y2g 3 0 1 5 ° 1 

Fur die vallige Entleerung des GefaBes erhalt man mit t = t' fUr Zl = 0: 

B. Uberfall iiber ein Wehr. 
6. Allgemeines. 

Uberfallwehre del' verschiedensten Form, zumeist mit abgerundeter 
Wehrkrone (s. unten), dienen zum Stau des Wassel's in offenen Ge
rinnen. Wehre mit scharfer Uberfallkante, senkrecht zur Stramungs-

aw. 

Abb.25. Yollkommener Dberfall uber ein 
scharfkantiges Wehr. 

~ 
1-- ----- _) ilW. 

t 
"""t""\..~"""""""",,,,>;: ~~~~~,,~\$ 
Abb.26. 1:nyollkommener tberfall. 

richtung stehend, werden vielfach zur lYIessung von Flussigkeits
mengen benutzt. In allen Fallen ist die Kenntnis del' sekundlichen 
Uberfallmenge von besonderer Wichtigkeit. Je nachdem ob del' 
Spiegel des Unterwassers tiefer odeI' haher liegt als die Wehrkrone, 
spricht man in del' praktischen Hydraulik gewahnlich von einem 
"vollkommenen Uberfall" (Abb. 25) odeI' von einem "unvoll
kommenen Uberfall" (Abb. 26). SchlieBlich bezeichnet man den 
Uberfallstrahl als einen "freien" odeI' "belufteten" Strahl, wenn 
die atmospharische Luft ungehinderten Zutritt unter den Strahl besitzt, 
was durch naturliche odeI' gegebenenfalls kunstliche Verbindung des 
unter dem Strahle befindlichen Raumes mit del' auBeren Luft erreicht 
werden kann (vgl. dazu S.45). 

In del' Hydraulik hat es sich auf Grund del' Al'beiten von Poleni 
und Weisbach eingebul'gel't, den vollkommenen freien Uberfall aus 
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dem AusfluB aus einem GefiiBe mit rechteckiger Seitenaffnung abzulei
ten, fur welchen die sekundliche AusfluBmenge Q durch Gl. (4a) darge
stellt wurde. (Die Breite der AusfluBoffnung bzw. des Wehres soll in 
del' Folge mit b bezeichnet werden.) LaBt man in Abb. 27 hI --+ 0 gehen, 
so ergibt sich aus (4a) mit h2 = h und 1'/ = ft nach Weisbach (1841) 
fiir die Uberfallmenge 

2 ,1-{( V5 )3/2 ( vil )3/2} Q=-ftb y2gh+- --3 2g 2g' 
(32) 

wo h als Differenz t - w aus Gerinnetiefe und Wehrhohe einzufiihren 
ist (Abb. 25), die abel' wegen der eintretenden Absenkung des Strahles 
groBer ist als die wirldiche Strahldicke h' iiber der Wehrkrone. Bei 
Vernachlassigung der Zulaufgeschwindigkeit Vo entsteht daraus die 
Polenische Uberfallformel (1717) 

Q= ~ftbh-V2gh. (32a) 

Die praktische Brauchbarkeit der Formeln (32) und (32 a) hangt 
wesentlich von der Kenntnis des Beiwertes ft ab. Diesel' Wert ist - wie 
hier gleich bemerkt sei - keine Konstante, 
sondern eine von anderen die Stromung be
stimmenden GroBen abhangige dimensions
lose Zahl. Als solche GraBen kommen u. a. 
in Betracht: Uberfallhahe und Wehrhahe, 
Ausbildung des Zulaufgerinnes und der Wehr
krone und - bei starkeren Kriimmungen 
des Uberfallstrahles - gegebenenfalls Ober
flachenspannungen (vgl. Bd. IS. 38). 

Bei der Ableitung von Gl. (32) ist der 

~ 

~rD 
~o~ 

Abb.2i. 

ganze nicht abgesenkte Uberfallstrahl von del' Hohe h in lauter ein
zelne Stromfaden zerlegt, die als selbstandige Strahlen betrachtet 
werden. Dabei wird zunachst angenommen, daB del' Druck an del' 
Oberflache diesel' einzelnen Stromfaden gleich dem auBeren Luftdruck 
ist, daB alle Stromfaden rechtwinkelig zum Uberfallquerschnitt stehen 
und daB sie gegenseitig keine tangentialen Krafte aufeinander aus
iiben. Waren diese Voraussetzungen wirklich erfiillt, so wiirde Gl. (32) 
mit !t = 1 den richtigen Wert fiir Q liefern. Tatsachlich ist das 
abel' nicht del' Fall. Wie man aus einer Betrachtung del' Abb.25 
erkennt, konvergieren die einzelnen Stromlinien stark nach dem 
Uberfallquerschnitt hin, besitzen also beachtliche Vertikalgeschwindig
keiten, so daB die oben gemachte Voraussetzung eines recht
winkeligen Durchgangs del' Stromlinien dUTch den Ubedallquerschnitt 
nicht zutrifft. Damit ist auch die del' Weisbachschen Formel 
zugrunde liegende Geschwindigkeitsverteilung hinfallig (vgl. S.46). 
Auf del' Strahloberflache und beim geliifteten Strahl auch auf 
der Unterflache ist del' Druck zwar, wie vorausgesetzt wurde, gleich 
dem auBeren Luftdruck Po; im Strahlinneren dagegen wird er infolge 
del' Konvergenz del' Stromlinien im Uberfallquerschnitt groBer als Po 
sein, wie auch durch l\'[essungen einwandfrei festgestellt worden ist 
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(vgl. S. 47). Die dritte bei der Ableitung von Gl. (32) gemachte An
nahme, daB die einzelnen Stromfaden aufeinander keine tangentialen 
Krafte ausiiben, diirfte nahezu erfiillt sein, da nach dem Elementar
ansatz fiir die Fliissigkeitsreibung (Bd. I S.71) bei kleiner Zahigkeit 
(Wasser) die Reibung nur dann einen merklichen EinfluB ausiiben kann, 
wenn ein groBes Geschwindigkeitsgefalle quer zur Stramungsrichtung 
vorhanden ist, was hier aber nur in beschranktem MaBe zutrifft (vgl. 
S.46). 

Aus dieser Uberlegung folgt, daB man in Gl. (32) einen Korrektur
faktor fl < 1 hinzufiigen muB, urn das Rechnungsergebnis nachtraglich 
mit den gemessenen Werten in Einklang zu bringen. Gelingt es, diesen 
Faktor fl in Abhangigkeit von den obengenannten GraBen darzustellen, 
so ist an sich gegen eine Anwendung von Gl. (32) nichts einzuwenden; 
nur muB man sich dariiber klar sein, daB diese Gleichung keine theore
tische Lasung des Uberfallproblems darstellt. 

In der neueren Hydraulikliteratur1 ist in letzter Zeit ein lebhafter 
Meinungsaustausch iiber die Brauchbarkeit der Polenischen bzw. 
W eis bachschen Gleichung im Hinblick auf die ihr zugrunde liegenden 
Annahmen gefiihrt worden, wodurch zwar mancherlei wichtige Erkennt
nisse, besonders iiber die Geschwindigkeitsverteilung im Strahle, ge
wonnen wurden, ohne daB es jedoch gelungen ware, diese Gleichungen 
durch eine' theoretisch besser begriindete Formel, unter Verzicht auf 
empirische Daten, zu ersetzen. 

Eine rationelle Theorie des Uberfallproblems muB von der Form 
des Uberfallstrahles und der in ihm herrschenden Geschwindigkeits
verteilung ausgehen oder - anders gesprochen - von dem Netz del' 
Aquipotential- und Stromlinien. 1st dieses gefunden, dann kann neb en 
anderen Erscheinungen (Druckverteilung im Strahle) auch die Uber
fallmenge unter Verzicht auf alle Beiwerte errechnet werden. Ver
schiedene Versuche nach diesel' Richtung sind in neuerer Zeit mit Erfolg 
unternommen worden, woriiber im nachsten Abschnitt berichtet wird. 

7. Theorie des voHkomnwnen UbedaUes fiber ein 
scharfkantiges Wehr. 

Den ersten Versuch, das Uberfallproblem mit Hilfe del' Potential
theorie zu behandeln, hat v. Mises 2 in Anlehnung an die Helmhol tz
Kirchhoffsche Methode del' AusfluBstrahlen (vgl. S. 4) unternommen. 
Eine wichtige V oraussetzung dieser Theorie war die Vernachlassigung 
der unmittelbaren Wirkung der Schwere und ihr Ersatz durch einen 
gleichmaBig iiber den Wasserspiegel im GefaBe vel'teilten Kolbeniiber
druck. DaB diese Annahme bei senkrecht nach unten gerichteten Strah-

1 Vgl. hierzu R. Winkel: Bautechn. 1928 S.721; 1929 S.438. Bund
schu, F.: Angew. Hydraulik. Berlin 1929. Bauing. 1930 S. 375. Keutner, Chr.: 
Bautechn. 1929 S.575. Schoklitsch, A.: Wasserkr. u. Wasserwirtsch. 1930 
S.85. Musterle-Bundschu: Bauing. 1930 S.780. ,Jacoby, E.: Bauing. 1931 
S.54. 

2 v. Mises, R.: Z. VDr 1917 S.496. 
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len berechtigt ist, wurde bereits auf S.5 erortert; sie ist auch durch 
die Versuchsergebnisse sichergestellt. Beim Uberfall handelt es sich 
aber urn einen seitlichen AusfluB, und hier wird die Gestalt des 
Strahles durch die Schwerewirkung wesentlich beeinfluBt (Abb.25). 
Indessen darf aus del' guten Ubereinstimmung zwischen Rechnung und 
Messung auch bei seitlich bzw. schrag austretenden Strahlen gefolgert 
werden, daB selbst hier die Schwere nahezu ohne EinfluB auf die Kon
traktion und damit die GroBe del' AusfluBziffer ist. Auf dieser Erkennt
nis hat v. Mises seine Theorie des gelufteten Uberfalls uber ein scharf
kantiges, senkrechtes Wehr aufgebaut, unter Benutzung der fruher ge
fundenen Werte fill die AusfluBziffer [l aus dem Spalt eines rechteckigen 
GefaBes, indem er den Uberfallstrahl - abgesehen von del' Absenkung 
durch die Schwere - als die untere Halite des urn 900 gedrehten Stro
mungsbildes der Abb. 3 auffaBt. Dann laBt sich die Uberfallmenge Q 
in del' Form darstellen 

oder 

worin wieder b die Wehrbreite, h die Uberfallhohe und w die Wehrhohe 
bezeichnen (Abb.25), wahrend '1jJ und '1jJl zwei von dem Verhaltnis 
x = h: w abhangige Zahlen sind. Fur diese Uberfallzahlen hat 
v. Mises die aus nachstehender Tabelle ersichtlichen Werte errechnet, 
welche von den sehr genauen 
Messungen Rehbocks (vgl. 
S.44) im Mittel urn weniger 
als 2 % abweichen. 

DaB die von Mises ge
machte Annahme hinsichtlich 
des Einflusses del' Schwere
wirkung (s. oben) zu brauch
baren Ergebnissen fuhrt, hat 
spater Lauck l durch eine 
strenge Behandlung des der 
Schwere unterworfenen 

h x=-=o w 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4,5 
5,0 

1fJ = 0,407 

0,427 
0,458 
0,490 
0,517 
0,541 
0,563 
0,585 
0,607 
0,627 
0,648 

1fJl = 0,000 

0,151 
0,458 
0,900 
1,462 
2,138 
2,925 
3,831 
4,856 
5,985 
7,245 

Uberfallstrahles fur den Sonderfall des unendlich hohen Wehres 
nachgewiesen. Wegen del' grundsatzlichen Bedeutung des von ihm 
eingeschlagenen Weges soIl hier - soweit es hydrodynamisch von Inter
esse ist - etwas naher darauf eingegangen werden. 

Es werden folgende V oraussetzungen gem,wht: 
Der ungestorte Oberwasserspiegel sei der Spiegel eines groBen Be

halters (vo ~ 0) und liege urn h [m] uber del' horizontalen, scharf. 
kantigen Krone eines senkrechten 'Vehres von so groBer Hohe w, 
daB eine Beeinflussung des Uberfallvorganges durch die Wehrsohle 
nicht mehr stattfindet (Abb.28). 

Die Flussigkeit sei unzusammendruckbar, reibungs- und wirbelirei. 

1 Lauck, A.; Z. angew. Math. Mech. 1925 S.1. 
Kaufmann, Hydromechanik II. 3 
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Die Bewegung wird als stationar und eben vorausgesetzt (Be
grenzung des Uberfalles durch parallele Seitenwande rechtwinkelig zur 
Wehrkrone). 

Dann gelten die Gesetze der ebenen Potentialstromung (Bd. I 
S.123), speziell die Laplacesche Gleichung (Kontinuitatsbedingung) 

82 f{i 82 f{i_ 
8x2 + 8y2 = LI tp = 0, (33) 

worin q; (x, y) das Geschwindigkeitspotential darstellt. 
Die Aufgabe lauft nun darauf hinaus, die partielle Differential

gleichung (33) unter Berucksichtigung der verfiigbaren Randbedingungen 
in eine Integro-Differentialgleichung uberzufiihren, die nur Randwerte 
enthalt, und diese durch sukzessive Naherung numerisch zu lOsen. 
Es handelt sich also vorerst darum, etwas iiber die Rander des be
trachteten Fliissigkeitsbereiches auszusagen. Dieser wird (Abb. 28) 
oben und unten begrenzt durch die zunachst unbekannten Rander des 

freien Uberfallstrahles, sowie den 
x gegebenen inneren Rand des Wehres. 

Abb. 28. Form des Uberfallstrahles. 

Weiter werden hinsichtlich der seit
lichen Abgrenzung folgende An
nahmen gemacht: In hinreichender 
Entfernung rechts von der Dber
fallkante A wird der Druck im 
Dberfallstrahl wegen des nahezu 
parallelen Verlaufes der Geschwin
digkeiten ungefahr gleich dem atmo
spharischen Luftdruck sein; der 
Dberdruck im Strahl darf also dort 
vernachlassigt werden. Der Bereich 
wird hier durch die Gerade Be 

(Aquipotentiallinie, normal zur Stromlinienrichtung) abgegrenzt. SchlieB
lich wird als linksseitige Abgrenzung eine nach einem Viertelkreis mit dem 
Radius R gekriimmte Aquipotentiallinie EF eingefiihrt, da angenommen 
werden darf, daB in geniigend weiter Entfernung von der Wehrkrone A 
die Zustromung radial gegen 0 erfolgt (Senkenstromung). In dem auf 
diese Weise abgegrenzten Flussigkeitsgebiet ABGDEF sind die zu
niichst unbekannten Strahlrander ED G und A B sowie der feste Rand 
FA Stromlinien, wahrend BG und EF zwei Aquipotentiallinien 
der ebenen Stromung darstellen. Fiir die unbekannten Strahlrander 
EDG und AB lassen sich mittels der Energiegleichung zwei Rand
bedingungen anschreiben; Nach dieser ist bekanntlich 

v2 P 
-2 + - + y = const. , g y 

(34) 

wenn y die yom Oberwasserspiegel (X-Achse) positiv aufwarts gerichtete 
Ordinatenachse bezeichnet. An den freien Randern herrscht oben und 
unten der atmospharische Luftdruck Pa' Deswegen gilt z. B. fiir den 
oberen Rand nach (34) 

~ + Pa _ _ V5 --L J!'!... 
2g Y 'YJo - 2g I Y 
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oder, wegen Vo ~ 0, 
v = y2g'Y/o 

und entsprechend fUr den unteren freien Rand 

v = ffg'Y/u' 

(35) 

(35a) 

Die vorliegende Aufgabe stellt sich somit als eine Randwertauf
gabe dar, indem sie auf die Bestimmung einer Funktion tp(x, y) hinaus
lauft, die innerhalb des festgelegten Bereiches ABODE F der Lap la c e
schen Gl. (33) geniigt und gewisse Randbedingungen zu erfiillen hat. 

Ais solche kommen in Betracht: ~~ = 0 (n = Tangente an die Aqui

potentiallinie, Bd. I S. 125) fUr alle Randpunkte des Bereiches und 
ferner die Bedingungen (35) und (35a) fUr die freien GrenzenEO undA B; 
die feste Grenze FAist gegeben durch y > - h fUr x = O. 

Da die Differentialgleichung (33) homogen ist, so kann sie auch 
durch ein endlich Vielfaches von tp befriedigt werden. Nach (35) ist 

8 

V = ~~ = Y2gn~ oder tp = Y2gJ Y'Y/ods. (36) 
80 

1st nun tp = rpo diejenige Losung von (33), welche der Uberfallhohe 
ljI 

w-Ebene 

c 

ljI=O 

Abb.29. Konforme Abbildung des Dberfallstrahle,. 

ho entspricht, so wird fiir einen ahnlichen Strahl mit der Hohe h 

rph ist also ein konstantes Vielfaches von rp, das nach Obigem Gl. (33) 
ebenfalls befriedigt. Daraus folgt die Giiltigkeit des Ahnlichkeits
gesetzes fiir aIle Strahlformen. 

Da also rp nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt werden muB, 
so kann in (36) zunachst Y 2g = 1 gesetzt werden, nachtraglich ist 
dann das Ergebnis mit Y2g zu multiplizieren. Auf diese Weise verein
fachen sich die Randbedingungen (35) und (35 a) zu 

v = 1110 bzw. v = Y Yilt' (37) 

Zur Losung derAufgabe wU'd die Methode der konformen Ab
bildung (Bd. I, S.128) herangezogen, wonach der durch den Rand 
ABODEF begrenzte Dberfallstrahl in der z-Ebene (X Y-Ebene, 
Abb.28) als das konforme Bild des Rechtecks BOEF der w-Ebene 
(w = rp + i1p, Abb.29) aufgefaBt werden kann. Hinsichtlich der ad-

3* 
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ditiven Konstanten del' Stromfunktion 1p und des Geschwindigkeits
potentials qJ soH so verfiigt werden, daB del' unteren Randstromlinie 
del' Wert 1p -: 0, del' oberen del' Wert 1p = Qo entspricht, wo Qo die 
sekundliche Uberfallmenge, bezogen auf die Tiefe "Eins", darstellt 
(Bd. I S.125). Ferner sei qJ = 0 fiir den Punkt A del' Wehrkrone, 
wahrend qJr und qJz die Werte des Geschwindigkeitspotentials del' den 
Strahl rechts und links begrenzenden Aquipotentiallinien bezeichnen 
(Abb. 28 und 29). 

Zur Ermittlung del' die konforme Abbildung vermittelnden analy
tischen Funktion z(w) kann die Integralformel von Cauchy heran
gezogen werden. 

Bevor diese Formel angeschrieben wird, sei hier kurz ihre Ableitung ein
geschaltetl. 

Es bezeichne z(w) eine in einem einfach zusammenhan,genden Bereiche B 
(dessen Rand also aus einem einzigen Stuck besteht) analytische und ein

deutige Funktion. Dann ist nach dem Haupt
satz der Funktionentheorie das Integral 

Sz(w)dw=O, 
(0) 

wenn 0 eine in dem Bereiche B geschlossene 
Kurve darstellt. Man betrachte nun die Funk-

tion z (w)_, 1'1'0 Wo einen bestimmt gewahlten 
w-wo 

Punkt innerhalb des von 0 begTenzten Gebietes 
bezeichnet. Diese ist in dem Bereiche B ebpnfalls 

Abb.30. analytisch, mit Ausnahme der Stelle w = Wo 
(Bd. I S. 126). SchlieBt man aber die Stelle Wo 

durch einen um Wo als Mittelpunkt gelegten Kreis K aus dem Bereiche B aus 

(Abb.30), so ist u: ~~o analytisch in dem von 0, K und der Doppellinie L be

grenzten einfach zusammenhangenden Bereiche. Nach dem Hauptsatz der Funk
tionentheorie gilt also die Beziehung 

.~ z(w)d~ + rho z(w) dw = 0, 
J w - Wo ':Y w - Wo 

(0) (K) 

da die Doppellinie L bei der Integration zweimal im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen wird oder, wenn 0 und K beide im gleichen (mathematisch positiven) 
Sinne durchlaufen werden, 

.~~dw='~~dw. J w-wo J w-wo 
(38) 

(0) (K) 

Bezeichnet r den hinreichend kleinen Radius des Kreises K und w seiuen 
von 0 bis 2 n variiereuden Neigungswinkel, daun ist fitr einen Puukt tv laugs des 
Kreisrandes (Bd. I S. 131) 

w = Wo + r. ei w , 

1 Vgl. hierzu etwa L. Bieberbach: Funktiouentheorie, S. 40. Leipzig u. Ber
lin 1922, oder Rothe-Ollendorf-Pohlhausen: Funktioueutheorie, S.26. Ber
lin 1931, odeI' Serret-Scheffers: Lemb. d. Diff.- u. Integral-Rechnung, 2. Bd. 
6. u. 7. Aufl. S.492. 
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woraus folgt 

und 
dw = ire;" ·dw 

~=i.dw. 
W-Wo 

Damit geht (38) iiber in 
2", 

~ z(w) d 'f ( .1 ;W)d -_ .. - W=~ Z WOTre w. 
W-Wo 

(0) 0 

Wegen der Stetigkeit von z(w) = z(wo + reiW) gilt 

2~ 2n 
lim i J z(wo + reiw ) dw = if z(Wij) dw = 2n i z(wo). (39) 

,'.....,.0 0 0 

Da aber nach (38) das iiber K erstreckte Integral von der GroBe des Radius r 
unabhangig ist, so folgt aus (38) und (39) 

,~~ dw = 2niz(wo) 
jw-wo 

(40) 

(0) 

und das ist die Cauchysche Integralformel. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, 
die Funktion z(wo) im Innern eines einfach zusammenhangenden Bereiches aus 
den Werten zu berechnen, welche die Funktion am Rande (0) annimmt. 

Fiir einen Punkt Wo = to, der selbst auf dem Rande des Rechtecks 
BeEF liegt (Abb.29) und als solcher durch einen kleinen Halbkreis 
aus dem Rechteck ausgeschlossen werden muB, gilt nach (40) - da 
jetzt nur iiber den Umfang des Halbkreises integriert wird, von w = 0 
bis w = n, s. oben -

(41) 

wenn z(t) die Werte bezeichnet, welche die Funktion z(w) auf dem 
Rechteckrand annimmt. Fiir Plmkte to in den Ecken B, C, E, F tritt 

in obiger Gl. ; an Stelle von n (Viertellrreis). Die Integration ist in dem 

in (41) angedeuteten Sinne iiber den ganzen Rechteckrand zu erstrecken. 
t - to wird als Differenz zweier komplexer GraBen durch einen Vektor 
dargestelIt, dessen Betrag (2 und dessen Arcus f) sei (Abb.29), so daB 

t - to = e eii} 

gesetzt werden kann (Bd. I S.131). Demnach ist 

-t dt = d In (t - to) = dIn (e ei.?o) = d In e + i df} . 
-to 

Fiihrt man diesen Ausdruck in (41) ein, so foIgt, wenn noch z = x + i y 
gesetzt wird, 

x (to) + iy(to) = n\ ~ {x(t) + i y(t)} (d lne + idf}) 
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oder durch Trennung der reellen und imaginaren Glieder und mit 
'YJ = - y (Abb. 28) 

n x (to) = ~ x(t) dt} - ~ 'YJ{t) dIne, (42) 

n 'YJ(to} = ~ x{t) d In.e + ~ 'YJtt} dt}, (43) 

wobei die Integration iiber den ganzen Rand des Rechtecks B 0 E P 
in der w-}1Jbene auszufiihren ist. 

In den vorstehenden Gleichungen treten nur Randpunkte auf, fiir 
die bestimmte Randbedingungen zur Verfiigung stehen (s. oben). 

Da del' freie Strahlrand oben und unten je eine Stromlinie darstellt, 
. d . d t d cp dt Iso 1St ort wegen w = t = cp + t1p un 1p = cons. v = ds = dB = TI} 

[Gl. {37}], also 

und 

x{t} = f V 11~t) - (dY?)Y . dt. {44} 

Auf der rechten Strahlbegrenzung BO (Abb. 28) solI nach S.34 del' 
Druck gleich dem atmospharischen Luftdruck gesetzt werden. Deshalb 
gelten dort die gleichen Verhaltnisse wie fiir den freien Strahlrand, 
und die Abhangigkeit der Abszisse x von r) ist ebenfalls durch (44) 
gegeben; 'YJ stellt dabei die nach unten gemessene Ordinate der einzelnen 
Randpunkte dar. 

Als linke Begrenzung des Strahles wurde nach S. 34 eine nach 
einem Viertelkreis mit dem Radius R gekriimmte Aquipotentiallinie 
eingefiihrt. Da durch dies en Rand die Zustromung radial gegen 0 er
folgt, so verhalt sich die durch das Bogenstiick FG stromende Wasser
menge 1p zur gesamten Wassermenge Qo, die durch FE geht, wie der 

Winkel e zu ; (Abb. 28), . also Jo = ~8. Demnach wird 

( ) R · R' 7('1/' x t = - . SIn e = - . SIll 2 Qo ' (45) 

wo 1p jeweils in Teilen von Qo ausgedriickt werden kann. SchlieBlich 
gilt x{t) = 0 fUr alle Punkte des festen Randes FA. 

Nach Einfiihrung der vorstehenden Bedingungen fiir x (t) in Gl. (43) 
erhalt man eine Integrodifferentialgleichung fiir 17, die nul' Randwerte 
enthalt und durch sukzessive Annaherung gelOst werden kaml. 

Das Verfahren ist von Lauck in del' Weise durchgefiihrt, daB er 
als 1. Naherung eine von Bazin gemessene Strahlform (allerdings fiir 
endliche Wehrhohe!) zugrunde legt. Um aus der gemessenen unteren 
Strahlgrenze (Abb.31) zunachst einen Anhalt fiir den oberen Strahl
rand zu bekommen, kann man folgendermaBen vorgehen: Am unteren 

Strahlrande ist nach (37) v = in: = ~: ' oder cp = f i 'YJu • ds, wo 
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ds ein Langenelement der Randstromlinie bezeichnet. Wickelt man 
also letztere auf eine Gerade. ab und tragt tn~ als Funktion der Lange s 
auf, so kann rp durch graphische Integration bestimmt werden (vgl. 
Bd. I S. 153). Da bei der quadratischen Netzteilung (Abb.29 und 31) 
Ll rp = Ll 'IfJ ist, Ll 'IfJ aber die sekundliche DurchfluBmenge zwischen zwei 
Stromlinien darstellt, so empfiehlt es sich, als Einheit von rp die sekund
liehe Ubedallmenge Qo des Strahles zu wahlen. 

Bei Modellversuehen kann Qo entweder unmittelbar gemessen oder 
aus der Strahlform bestimmt werden. Da namlieh in einiger Entfernung 
unterhalb des Wehres die Gesehwindigkeit im Strahle nahezu aus-

Abb. 31. Potentialnetz des "Oberfallstrahles. 

geglichen ist (S.34), so betragt fiir einen Querschnitt BC (Abb. 28) 
die mittlere Geschwindigkeit 

- V1J!' + 1)0 
v'" - 2' 

woraus folgt 

Qo = BC V1)r; 1)0 . (46) 

Die Laucksche Rechnung ist mit Qo = 0,452 fiir V2g = 1 durchgefuhrt. 
Nachdem so die Einheit von rp festliegt, kann man aus der durch 

Integration gewonnenen rp-Kurve fiir rp = Qo' 2Qo .•. die entsprechen
den Punkte des unteren Randes bestimmen, in denen dieser von den 
Aquipotentiallinien geschnitten wird. In hinreichend weitem Abstande 
von der Uberfallkante dad die Aquipotentiallinie BC mit Riick
sicht auf die obigen V oraussetzungen als Gerade, senkrecht zum 
unteren Strahlrande, angesehen werden. Man kann also mit Hilfe der 
quadratischen Netzteilung zunaehst den Punkt C und im AnschluB daran 
die iibrigen Punkte des oberen Strahlrandes naherungsweise festlegen, 
wobei allerdings aus Genauigkeitsgriinden zweckmaBig die Unter-

teilung in ~o (statt Qo) gewahlt wird. 

Fiihrt man nun die so gewonnenen Werte 1J{t) bzw. x(t) in Gl. (43) 
ein, so k6nnen fiir eine Reihe von Randpunkten die entsprechenden 
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8= - 2Qo -Qo - tQo I 0 I t Qo 

Unterer Strahlrand 1 1)" (to) = 17,506 3,705 
1,795 1 1,070 I. 0,977 

Oberer Strahlpnd 1)o(to) = 

" " xo(to) = - 3,560 -1,500 - 0,449 

GroBen 'Yj (to) ausgerechnet und mit denen der ersten Naherung ver
glichen werden. Als zweite Naherung dienen dann diejenigen Werte, 
die zwischen den zunachst angenommenen und den errechneten liegen. 
Mit ihnen wird der Rechnungsgang wiederholt usf., bis schlieBlich bei 
der fiinften Naherung die Unterschiede sich innerhalb der Genauigkeits
grenzen des Verfahrens befinden. Die Ergebnisse der Lauckschen 
Rechnung sind in vorstehender Tabelle wiedergegeben (vgl. dazu 
Abb.29 und 31). Damit ist die Form des freien Uberfallstrahles fiir ein 
unendlich hohes scharfkantiges Wehr festgelegt. 

Die Rechnung wurde fiir die sekundliche Uberfallmenge Q = Qo = 0,452 
und Y 2g = 1 durchgefiihrt; die zugehOrige Uberfallhohe ergibt sich aus 
vorstehender Tabelle fiir to = 0 (Wehrkrone A) zu 'Yj" (to) = ho = 1,07. 
Da Qo als Stromfunktion des oberen Strahlrandes von derselben Dimen
sion ist wie das Geschwindigkeitspotential cp, so wird unter Beachtung 
der Bemerkungen auf S. 35 die einer Uberfallhohe h entsprechende 
wirkliche Wassermenge 

( h )3/2 ,j- Qo 3/,to: 
Q = Qo ho r 2g = h~/2 h 2 V 2g , 

wobei mit den obigen Zahlenwerten 

~ = 0,452 = 0 408 
h:f2 1,073/2 ' 

wird. Nach der weiter oben besprochenen v. Misesschen Rechnung ist 
fii.r die Tiefe b = 1 nach Seite 33 

Q = 1ph3/2 Y2g, 

und zwar hat die "Uberfallzahl" 1p fiir w --7- 00, d. h. x = ~ = 0, den 

Wert 1p = 0,407 (Tabelle S.33). Die Ubereinstimmung mit dem Er
gebnis von Lauck ist also iiberraschend gut. 

Urn den Stromungsverlauf im Strahlinnern zu untersuchen, konnte 
man nun, nachdem der Strahlrand festgelegt ist, mit Hilfe der Cauchy
schen Integralformel (40) zu jedem Punkt des Rechtecks BeEF der 
w-Ebene den zugehorigen Punkt der z-Ebene rechnerisch ermitteln. 
Eine derartige Rechnung wiirde abel' auBerst miihsam und zeitraubend 
sein. In solchen Fallen leistet das bereits im Bd. I (S. 151) besprochene 
zeichnerische Verfahren mit Hille del' Netzkonstruktion gute Dienste, 
das hier sinngemaBe Anwendung finden kann. 

Das Laucksche Verfahren kann mit gutem Erfolge auch auf ein 
Uberfallwehr. mit beweglicher Klappe angewandt werden, bei 
dem an die senkrechte Stauwand oben eine Klappe angeschlossen ist, 



0,928 
0,186 
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0,930 
0,342 
0,570 

1,089 
0,688 

1,343 
1,035 
1,440 

1,598 
1,351 

1,855 
1,641 

(2,133) 
(1,928) 

die sich um eine feste Welle drehen HiBtl (Abb.32). Mit Hille einer 
derartigen Anordnung ist eine Regulierung des Oberwasserspiegels 
moglich, indem man von Fall zu Fall der Klappe eine verschiedene 
Neigung gibt. Neben der sekundlichen Uberfallmenge ist hier besonders 
der Druckverlauf langs der Klappe von Interesse, da dieser zur Be
rechnung des Drehmomentes erforderlich ist. Es kommt also zunachst 
darauf an, das Netzbild der Potentialstromung zu konstruieren, aus 
diesem die Geschwindigkeit zu ermitteln und darauf mit Hilfe der 
Bernoullischen Gleichung den Druck pan der Klappe zu berechnen. 

Abb. 3~. Dberfall iiber ein Wehr mit beweglicher Klappe nach Dernedde •• 

Bei der Festlegung der Strahlform ist hier zu beachten, daB auBer der 
senkrechten Stauwand auch noch der obel'e Klappenrand eine feste 
Grenze bildet. Liegen hinsichtlich der freien Strahlbegrenzung weder 
Versuchsergebnisse noch sonstige Erfahrungswerte vor, so muB man 
die 8trahlrander bei gegebener Oberwasserhohe zunachst gefUhlsmaBig 
auftragen und das so abgegrenzte Gebiet durch ein orthogonales Netz 
von Strom- und Aquipotentiallinien unterteilen. Dabei beachte man, 
daB bei entsprechend kleiner Teilung die Diagonalen bis auf GroBen 
hoherer Ordnung gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. 
Das Diagonalnetz bildet demnach ebenfalls ein quadratisches Netz 
(Bd. I 8.152). 

Um eine Kontrolle fUr die Brauchbarkeit del' angenommenen Rand-

kurve zu haben, bediene man sich del' Bedingung v = ~~ (Bd. I 8.152), 

1 Dernedde, W.: Der Uberfall tiber ein bewegliches Wehr. Diss. Hannover 
1929 und Bautechn. 1927 Heft 48 S. 698. Vgl. auch H. Kulka: Eisenwasser
bau Bd. 1 (1928) S.59. 
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woraus bei quadratischer Netzteilung wegen {}cp = const. folgt (Abb. 33) 

Vi' (jSi = V k ' (jSk (47) 
odeI' 

Vi 158k I5nk 
Vk 158i I5ni ; 

ebenso ist 
V, i58m onm 

Vm 158, 15 ni 

Da abel' fiir den freien Strahlrand Vi = -V 2 g '1]~ und Vk = -V 2 g . 17k' so 
erhaIt man 

158m I5n m V-'Y)i 
-, - = - = - US,\,. 
IJ8i IJni 11m 

Durch die vorstehenden Bedingungen ist man in del' Lage, die 
angenommene Strahlform und damit das ganze Netzbild so lange zu 

aw. berichtigen, bis die gewiinschte Genauigkeit er-
-L--~---T--l- zielt ist. Allerdings leuchtet ein, daB diesel' Ge-

i _f IS: E! nauigkeit gewisse Grenzen gesetzt sind, da schon 
k 1 ~l ~ru~hteile :ron Millimetern ~. den ~bstan~en ?-er 

tJit·· AqUlpotentIaI- odeI' Stromlinien dIe Verhaltmsse 
~Slf m., an del' betreffenden Stelle beeinflussen k6nnen. 

Eine Verfeinerung des graphisch gefundenen Netz
bildes kann mit Hilfe, del' Cauchyschen Integral
formel in ahnlicher Weise vorgenommen werden, 
,vie weiter oben fUr das senkrechte Wehr gezeigt 

Ab·b. 33. wurde. 
Aus dem Netzbild erhalt man die Geschwin

digkeit an jeder beliebigen Stelle des Strahles - also auch an del' 
Klappenoberflache - wenn die Geschwindigkeit Vp irgend eines Punktes 
bekannt ist, da ja die Bedingung (47) fUr beliebige Punkte i und k 
gilt. (Wegen del' Bestimmung von Vp vgL S.39, sowie Bd. I S. 153.) 

Nachdem die Geschwindigkeit V fUr aIle Punkte del' Klappe fest
liegt, kann mit Hilfe del' Bernoullischen Gleichung 

v2 P Pa 2g+y-1]=-};' 

del' Druck p bestimmt werden, in del' 1] den senkrechten Abstand des 
betreffenden Klappenpunktes yom Oberwasserspiegel (Abb. 32) und p" 
den atmospharischen Luftdruck bezeichnet. Da es hier nur auf den 
tTberdruck p' = p - Po. ankommt, so erhiiJt man 

P' _ v2 
-= 1/--. 
I' 2 g 

(48) 

Dann ergibt sich das Moment M, welches das iibel'flieBende Wasser 
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auf die Wellenachse ausiibt, durch Integration iiber die Klappenlange l zu 
l 

M = .r p' . dx· b· x, (49) 
o 

wo b die Breite del' Klappe angibt und x den Abstand von del' Drehachse. 
Abb.34* zeigt die Geschwindigkeits- und Druckverteilung langs 

del' Klappe bei einer Klappenneigung von oc = 65°. Die punktierte 
Linie gibt die von Dernedde im Institut fur Wasserkraftmaschinen 
an del' Technischen Hochschule Hannover gemessenen Driicke wieder. 
woraus die gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Versuch er
sichtlich ist. Daraus darf wohl mit Recht geschlossen werden, daB auch 
in ahnlich gelagerten Fallen des Wehrbaues die Potentialtheorie iiber 
die wirklichen Stramungsverhaltnisse innerhalb del' fiir die Praxis 
im allgemeinen erforder
lichen Genauigkeitsgren
zen wertvolle Aufschlusse 
erteiltl. 

SchlieBlich ist noch 
zu bemerken, daB auch 
hier das Ahnlichkeits
gesetz gilt, vorausge
setzt, daB del' Strahl sich 
nicht von del' Klappe 
ablast - was nach den 
Derneddeschen Versu
chen mit einem Wellen
durchmesser d = 80 mm 
(Abb. 32) bei IX > 117° 
eintritt da dann 
die Voraussetzungen del' 
Theorie hinsichtlich del' 
unteren Strahlbegren

Abb. 34. Druck· und Geschwindigkeitsverteilung Hings der 
beweglichen Klappe eines "Oberfallwehres nach Dernedde. 

zung nicht mehr zutreffen. Diesel' Fall mage hier auBer Betracht 
bleiben. Bezeichnet nun n > 1 das Verhaltnis del' LangenmaBstabe bei 
ahnlicher VergraBerung des Wehres, so gilt fiir das Verhaltnis del' Ge-

schvvindigkeiten wegen v = ~~ und mit Rucksicht auf die Bemerkungen 

allf S.35 

wenn del' Index 0 sich auf den kleineren (Modell-)MaBstab bezieht. 
Daraus folgt fur den Druck p' nach (48) 

p' V5 p(, 'r = n 'YIo - n 2 g = ny, 

* Der Dissertation von Dernedde entnommen; vgl. FuBnote 1 S.41. 
1 Vgl. hierzu auch Bd. I S. 144. 
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und fUr das Drehmoment an der Klappe, bezogen auf die Breite "Eins" 
nach (49) 

M = n3 Mo . 

SchlieBlich erhiiJt man fUr das VerhliJtnis der sekundlichen Uber. 
fallmengen, auf die Breiteneinheit bezogen, nach (46) 

Q = na!2 Qo . (50) 

Einen Vergleich der theoretisch gefundenen und der experimentell 
bestimmten Werte fur die sekundliche Uberfallmenge Q und die Dreh
momente M um die Klappenachse gibt nachstehende Zusammenstellung. 
Das zugrunde gelegte Modellwehr hatte folgende Abmessungen: H6he 
der festen senkrechten Wehrwand 300 mm; KlappenHinge 280 mm; 
Durchmesser der Klappenwelle 80 mm; Modellbreite (senkrecht zur 
Bildebene) 350 mm. 

0(. = I 0° I 35° I 50° I 65° I 75° I 90° I 105° I 115° I 1200 

Q 

Q 

[l/sek] 
gemessen 
[l/sek] 
bereehnet 

Jl1 [kg em] 
gemessen 

31 [kg em] aus 
Druekmes-
sungen be-
bereehnet 

- 4,16 14,0 

- - -

128,1 142,9 166,1 

- 142,7 165,0 

36,1 56,2 81,4 96,7 103,1 95,7 

35,0 55,1 80,6 96,7 102,8 -

184,7 186,5 166,5 137,2 111,0 -

186,0 187,6 164,9 138,7 109,9 -

8. Praktische Angaben fiir den vollkommenen UberfaU. 
Wie weiter oben bereits bemerkt wurde, dient das scharfkantige 

Uberfallwehr u. a. zur Wassermengenmessung, und es ist deshalb ver
standlich, daB sich die praktische Hydraulik besonders mit der Er
mittlung eines geeigneten Ausdrucks fUr die sekundliche Uberfallmenge Q 
beschiiftigte. Diese MeBwehre sind in Gerinne eingebaut und erstrecken 
sich im allgemeinen uber die ganze Gerinnebreite, so daB die Gerinne
wande den Uberfallstrahl seitlich begrenzen. Man spricht dann von 
einem Uberfall ohne seitliche Einzwangung (im Gegensatz zu 
den Wehren mit Seitenzwangung, S. 47). Geht man bei der Bestimmung 
von Q von der auf S. 31 er6rterten Auffassung aus, so handelt es sich 
im wesentlichen um die experimentelle Bestimmung des Uberfallbei
wertes p, dessen Ermittlung das Ziel zahlreicher Hydrauliker gewesen ist. 

Rehbock1 gab 1913 den Wert an 

1 h 
P = 0,605 + 1050r=--§ + 0,08 w' (51) 

wo w die Wehrh6he bezeichnet (Abb.25). Dieser Ausdruck ist nicht 
dimensionsecht, da p bekanntlich eine reine Zahl sein muB. 1929 stellte 

1 Rehboek, Th.: Z. Verb. dtsch. Arch. u. Ing.-Ver. 1913. 



Praktische Angaben fiir den vollkommenen Uberfall. 45 

Reh bock 1 eine neue Uberfallformel auf, in del' die Dimensionsun
stimmigkeit beseitigt ist. An Stelle del' Polenischen Gleichung (32a) 
verwendet er den Ansatz 

(52) 

wo 
h. = h + o,oon [m] (53) 

ist (h in Metern gerechnet) und del' zusatzliche Beitrag zu h vermutlich 
mit Kapillarwirkungen zusammenhangt. FUr den Beiwert fl gilt 

fl = 0,6035 + 0,0813 h •. 
w (54) 

Diese neue Uberfallformel liefert sehr genaue Werte fiir Q; del' Fehler 
wird von Rehbock auf 0,1 bis 0,2% geschatzt. 

Die obigen Angaben iiber die GroBe von fl gelten nur fiir den be
sonderen Fall des freien odeI' beliifteten Strahles, bei dem die atmo
spharische Luft auf natiirlichem odeI' kiinstlichem .... - __ 
Wege (etwa vermittels eines Rohrensystems) un
gehindert Zutritt unter den Uberfallstrahl hat 
(Abb.25). Die genaue Form dieses Strahles ist 
aus Abb. 31 ersichtlich, in del' auch die Bazin
schen Messungen eingetragen sind. 

Bei teilweisem odeI' vollstandigem Luftab
schluB bildet sich unter dem Uberfallstrahl ein 
luftverdiinnter, zum Teil von wirbelndem Wasser ~,~~~~~~~~ 

Abb. 35. Unbeltifteter erfiillter Raum aus. Die dadurch bedingte iYberfall. 

Saugwirkung hat sowohl eine Anderung del' 
Strahlform als auch eine VergroBerung del' sekundlichen Uberfallmenge 
zur Folge (Abb. 35). 

Nach Messungen von Keutner2 kann der fl-Wert in Gl. (32a) beim 
vollangesaugten Strahl (mit vom Unterwasser bedecktem FuB) 
bis ZU It = 0,80 anwachsen gegeniiber It R:i 0,65 beim freien, beliifte
ten Strahl. 

AuBel' den stabilen Formen des vollkommenen Uberfalls konnen 
verschiedene Ubergangsformen auftreten, die ihre Gestalt mitunter 
p16tzlich andern. Das Wasserabfiihrungsvermogen hangt wesentlich von 
del' Strahlform und dem EinfluB des Unterwassers ab, wobei Unter
schiede bis zu etwa 30% auftreten2. 

AuBel' del' Strahlform ist die Geschwindigkeitsverteil ung im 
Uberfallstrahl von besonderem Interesse. Theoretisch kann die Ge
schwindigkeit beim freien Strahl an jeder beliebigen Stelle bestimmt 
werden, sofern man nach dem weiter oben besprochenen Verfahren das 
Netz del' Aquipotential- und Stromlinien gezeichnet hat (vgl. S.39). 

1 Rehbock, Th.: Z. VDI 1929 S.817. 
2 Keutner, Chr.: Bautechn. 1931 S.714, und AbfluBuntersuchungen und 

Berechnungen fUr Uberfalle an scharfkantigen Wehren, 1931. 
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Genaue Messungen liber die Geschwindigkeitsverteilung sind in 
neuerer Zeit von Winkel! und Keutner 2 an rundkronigen und 
scharfkantigen Wehren durchgefiihrt worden. Bei der Ableitung der 
Weisbachschen Formel (32) wurde die Geschwindigkeit im Abstand z 
unter dem noch nicht abgesenkten Oberwasserspiegel durch den 
theoretischen Ansatz 

Vt = l' 2 !7 Z + v5 
dargestellt (S.3), wo Vo die mittlere ZufluBgeschwindigkeit bezeichnet. 

v2 
Schreibt man dafiir mit -~- = k 

2g 

Vt = l' 2 !7 (z + k) , 

so erkennt man, daB das zugehorige Geschwindigkeitsdiagramm durch 
eine Parabel dargestellt wird, deren Scheitel A um die Geschwindigkeits. 

hohe lc liber dem Oberwasser
spiegel liegt (Abb. 36). Die 
Winkelschen Messungen an 
Wehrmodellen mit a bgerun
deter Krone haben gezeigt, 
daB das wirkliche Geschwindig
keitsdiagramm flir den Strahl
querschnitt liber der Wehrkrone 
von dem theoretischen nach 
W eis bach abweicht, was mit 

----- - - ------ Rlicksicht auf die unzutreffen-
den Annahmen hinsichtlich des 

Abb.36. Geschwindigkeitsverteilung im "Oberfall- Druckes im Strahlinnern (vgl. 
strahl eines nmdkron~~t;;ee~res nach Winkel und S. 31) auch nicht anders zu 

erwarten war. Danach sind die 
wirklichen Geschwindigkeiten v im Strahlinnern durchweg kleiner als 
die theoretischen Vt. Lediglich an der Oberflache des abgesenkten 
Strahles lotrecht liber der Wehrkrone (Punkt D) und bei groBen 
Uberstromungshohen auch an der Wehrkrone C stimmen die wirk
liche und die theoretische Geschwindigkeit liberein. Ahnliche Ver
haltnisse liegen vor beim Uberfall liber ein scharfkantiges Wehr. 

Nach Messungen Bazins 3 und Rehbocks4 steigt in solchen Fallen 
die untere Strahlkante bis zu 0,11 h liber die Wehrkrone an und erreicht 
im waagerechten Abstand 0,25 h von der inneren Wehrkante ihren 
Scheitelpunkt. Fiir einen durch diesen Scheitelpunkt gelegten Strahl
querschnitt a b ergibt sich nach Keutner5 das in Abb. 37 schraffierte 
Geschwindigkeitsdiagramm, in das wieder die theoretische Geschwin
digkeitsparabel punktiert eingetragen ist. 

1 Wi nkel, R.: Bautechn. 1929 S. 438. 
2 Keutner, Chr.: Bautechn. 1929 S.575, sowie AbfluBuntersuchungen usw. 

~. oben. 
a Forchheimer: Hydraulik, a. a . O. S.381. 
4 Weyrauch, R.: Hydraul. Rechnen 4. u. 5. Auf!. S.173. 1921. 
5 FuBnote 2 S. 45. 
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Del' parabolischen Geschwindigkeitsverteilung wiirde im Innern 
des Strahles durchweg ein Druck von del' GroBe des auBeren Luft
druckes entsprechen (vgL S.31), was abel' wegen del' Konvergenz del' 
Stromfaden uber del' Wehrkrone in Wirklichkeit nicht del' Fall ist. 
Aus den Geschwindigkeitsdiagrammen in 
Abb. 36 und 37 geht hervor, daB den kleineren 
Geschwindigkeiten gegenuber del' Weisbach
schen Annahme groBere Drucke entsprechen; 
nul' an den Strahlrandern ist beim voll
beliifteten Strahle del' Druck gleich dem atmo
spharischen Luftdruck. Beim nichtbelufteten 
Strahle ist del' Druck auf del' Strahlunter
flache gleich dem dort herrschenden Unter
drucke. 

Diese Uberlegungen stimmen uberein mit 
JVIessungen 'von A. Koch 1 fur belufteten und 
unbelufteten StrahL In den Abb. 38 und 39 

Abb. 37. Dberfallstrabl bei 
scharfkantigem Wehr und 
Geschwindlgkeitsverteilung im 

Strahle nach Keutner. 

sind die entsprechenden Druckdiagramme dargestellt; man erkennt, 
daB beim unbeliifteten Strahl an del' Strahlunterkante tatsachlich 
Unterdruck festgestellt wurde. Kurz oberhalb del' Stauwand herrscht 
im Strahle nahezu hydrostatischer Druck (Abb.38). 

Erfolgt del' Uberfall liber das Wehr nicht in voller Breite des Zu-

, ~, 
Abb. 38. Druckverteilung im beliifteten 

iJberfallstrahl nach Koch. 
Abb. 39. Drucl{verteilung 
im unbeliifteten Dberfall

strahl nach Koch. 

laufgerinnes, sondern uber eine Stauwand, deren Breite b geringer ist 
als die Gerinnebreite B (Abb.40), so findet eine seitliche Kontraktion 
des Uberfallstrahles statt, die bei gleicher Uberfallhohe heine Ver
ringerung del' Uberfallmenge zur Folge hat. In solchen Fallen ist nach 
JVIessungen von Frese 2 fUr das scharfkantige 
Wehr bei vollkommenem Uberfall 

2 ,/~ ( 0,017 0,075 ) 
Q = "3 b h y 2 g h 0,5755 + ibTO,18 - b +T,2 

[ ( b2 0,0375 ) h2 ] 
X 1 + 0,25 B2 + 0,025 + hZ/HZ + 0,02 HZ , 

1-l---8--"'i 

Abh.4U. Sfauwand 
mit Seitenzwangung. 

wo h wieder die UberfaUhohe und H = h + w die Gerinnetiefe VOl' dem 

1 Koch-Carstanjen: Von der Bewegung des Wassers usw., S.194, 195. 
Berlin 192(t 

Z Frese, F.: Z. VDr 1890 S. 1339 u. 1365. 
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Wehr bezeichnet (aile Langen sind in Meter einzusetzen; gliltig fiir 
0,1 [m] < h < 0,6 [m]). 

Als weiterer Anhaltspunkt konnen die vom Schweizerischen 
Architekten- und Ingenieurverein 1924 aufgesteilten Normen 
fiir rechteckige Uberfaile mit Seitenkontraktion dienen, wonach 

2 - - [ b2 3,615 - 3 ~:l 
Q = 3 bh y2gh 0.578 + 0,037 B2 + lOOOh + 1,6 

X(I+0,5!:.;:). 

9. Uberfallwehre mit abgerundeter Krone. 
Wehre mit scharfer Uberfallkante finden fast ausschlieBlich als 

MeBwehre zur Wassermengenbestimmung Verwendung. Dagegen 
werden im praktischen Wehrbau 
- bei festen Einbauten in FluB
laufen usw. - mit Riicksicht 
auf groBere Haltbarkeit und 
groBeres Wasserabfiihrungsver
mogen gewohnlich Wehrkorper 
mit mehr oder weniger abgerun
deter Krone ausgefiihrt (Abb. 41). 

Auf S. 46 wurde gezeigt, 
Abb. 41. "OberfaUwehr mit abgerundeter Krone. daB beim scharfkantigen Wehr 

der Uberfallstrahl um ein ge
wisses MaB iiber die Uberfallkante emporspringt (Abb. 37). Beim 
nicht scharfkantigen Uberfall wird es also wesentlich von der Form 
und Breite der Wehrkrone abhangen, ob der Strahl frei liberfallt 

oder sich an den Wehrriicken anschmiegt. Gewisse An
haltspunkte geben in dieser Beziehung die Versuche 
von Dernedde an einem lotrechten Uberfallwehr 
mit beweglicher Klappe (S. 43), nach denen bei 
einem Wellendurchmesser von d = 80 [mm] der Uber
fallstrahl sich von der Klappe ablOst, sobald diese 
den Winkel ~ > 117° mit der Lotrechten bildet 

Abb.42 . (Abb.42) . Diese Ergebnisse lassen sich bis zu einem 
gewissen Grade auch auf feste Wehre mit lotrechter 

Stauwand, kreiszylindrisch geformter Wehrkrone und entsprechender 
Abfailneigung iibertragen, wobei - wie auf S. 35 gezeigt wurde - das 
Ahnlichkeitsgesetz gilt. Freilich spielen dabei die Verhaltnisse am Strahl
fuB cine Rolle, der bei den Derneddeschen Versuchen als frei, d . h. 
unbeeinfluBt vom Unterwasser, vorausgesetzt wurde. Liegt die untere 
Begrenzung des Uberfallstrahles durch den Wehrrlicken eindeutig fest, 
so kann die Methode der konformen Abbildung angewandt werden 
(Abb.43), welche sowohl liber die Geschwindigkeits- und Druckver
haltnisse als auch liber die GroBe der Uberfallmenge Q AufschluB gibt 
(vgl. dazu Ziff. 7). 
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Bei starkerer Abfallneigung der stromab liegenden Wehrflache -
bzw. bei stark gekriimmtem Wehrriicken - hebt sich der iiberfallende 
Strahl von letzterer ab; gleichzeitig treten Saugwirkungen auf, welche 
die Geschwindigkeits- und Druckverteilung im Strahle wesentlich be
einflussen (vgl. S.47). 1m allgemeinen darf gesagt werden, daB bei 
Wehren mit steiler Abfallwand durch eine Abrundung der Wehrkrone 
die Uberfallmenge gegen- _ ___ .___ yaw. _________ _ 
iiber dem scharfkantigen 
Uberfall bis zu 30 % ver
groBert werden kann, vor
ausgesetzt, daB die Uber
fallh6he h nicht zu klein ist. 

Wehre mit abgerunde
ter Krone sind besonders 
von Rehbock1 untersucht 
worden. Bei lotrechter 
Stauwand, kreiszylindri
scher Krone vom Radius r 
und einer Abfallneigung 3 : 2 
(0(; = 56° 20' , Abb. 44) fand 
er fUr die Uberfallmenge 
den empirischen Wert 

Abb. 43. PotentiaInetz eines angeschmiegten tJberfall
strahles. 

Q = ~ bh l/2gh [0,312 + 0,09 : + V~,30 - 0,01 (5 - +rJ, (55) 

und zwar giiltig fiir r > 0,02 [m]; ~ < (} - 2+0 r3 ; ~ < l. 
- r- w r w-

E. Kramer2 untersuchte im Karlsruher FluBbaulaboratorium 
Dammbalkenwehre mit kreiszylindrischem Kopf, sowie lotrechter Stau
und Abfallwand und fand dafiir als Uberfallmenge 

2 /-~-{ 1 015 [ ( h )2 ] r} Q=-fbh12gh 1,02- T -' -+ 0,04 --:+0,19 +0,0223 w' (56) 
_ +2,08 1 
r 

Die vorstehenden Formeln sind neuerdings von O. Kirchmer3 iiber
priift worden, wobei sich bei einem rund
kronigen Wehr mit einer Abfallneigung von 
0(; = 60° eine sehr gute Ubereinstimmung 
mit der Rehbockschen Formel (55) ergab 
(welche an Wehren mit 56° 20' Neigungs- ii! 
winkel gewonnen wurde), wahrend bei Wehren 
mit lotrechter Abfallwand geringe Diffe- « - 56°20' 
renzen gegeniiber der Kramerschen Formel ~~. ~~~~~~~~~ 
(56) festgestellt wurden, die im Maximum Abb.44. 

1 Rehbock, Th.: Handb. d. lng.-Wiss. Ed.3; Wasserbau 4. Aufl. Ed.2 
(1912) S. 53. 

2 Vgl. R. Weyrauch: Hydraul. Rechnen 5. Aufl. 1921 S.198. 
3 Mitt. d. Hydr. lnst. der T. H. Miinchen, herausgegeb. von D. Thoma, 

Heft 2 S.1. ' 
Kaufmann, Hydromechanik II. 4 
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2,5% betrugen. Daraus ergibt sieh die praktisehe Brauehbarkeit der 
obigen Formeln fiir entspreehende Wehrformen. 

Keutnerl untersuehte die Gesehwindigkeitsvertellung im Uberfall
strahl an einem rundkronigen Daehwehr mit einer An- und Ablauf
neigung von rund 1: 2,5. Der Kriimmungshalbmesser der Wehrkrone 
betrug angenahert r = 12,2 [em], die Gesamthohe des Wehres 21,6 [em] 
(Abb.45). Dabei ergab sieh fiir den dureh den Wehrseheitel gelegten 
Quersehnitt des Strahles bei nieht zu kleinen Uberfallhohen h ein Ge
sehwindigkeitsdiagramm etwa von der Form BODE in Abb. 36. Dureh 
Multiplikation dieser Flaehe F mit der Wehrbreite b erhalt man die 
sekundliehe Uberfallmenge Q, da Q = b f v· dz = bF (vorausgesetzt, 

(71') 

daB v die horizontale Gesehwindigkeitskomponente darstellt). Bezeiehnet 

nun m = :R das Verhaltnis der Flaehe F zur Flaehe F R des Reeht

eeks ODEG, so kann Q aueh wie folgt gesehrieben werden 

Q = bmFR = bmh! DE, 
wo 

die Gesehwindigkeit an der Stelle D bezeiehnet. Demnaeh laBt sieh die 
sekundliehe Uberfallmenge auf die 
allgemeine Form 

Q = bmh' V2g(h + k - h') (57) 

Abb.45. Dachwehr. bringen,worausQbereehnetwerden 
kann, wenn m und h' bekannt sind. 

Keutner bestimmte aus seinen Versuehen m = 1,258 = eonst. und 

h' = 0,73 h V: und erhielt damit fiir den vollkommenen Uberfall 

iiber den oben skizzierten Wehrkorper die Formel 

Q [::J = 4,067 b h ~ -V h + k - 0,73 h V ~ , 
welehe die gemessenen Uberfallmengen gut wiedergibt. Bei den Ver
suehen konnte festgestellt werden, daB der Uberfallstrahl sieh nieht 
von der Wehrablaufflaehe abhob, sondern an diese angesehmiegt blieb. 
Im Gegensatz dazu zeigte sieh 2 bei einem Wehrkorper mit nahezu kreis
zylindriseher Wehrkrone und einer Ablaufneigung von 1: 1 ein Abheben 
des Strahles von der Abfallwand. Weiter wurden fiir die beiden Wehr
formen noch die der Weisbachschen Gl. (32) entsprechenden Beiwerte 
jh ermittelt; es ergab sich fiir das Dachwehr mit der Abfallneigung 
1 : 2,5 der Wert,u = 0,736, fiir das Wehr mit steller Abfallwandjh = 0,95. 

Bei flachem Wehrriicken mit angeschmiegtem Uberfallstrahl kann 
man eine einfache Beziehung zwischen der sekundlichen Uberfallmenge 

1 Keutner, Ohr.: Bautechn. 1929 S.575. 
2 Keutner, Ohr.: AbfluBuntersuchungen usw., siehe FuBnote 2 auf S.45. 
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und der Wassertiefe iiber der Wehrkrone wie folgt ableiten1 . Sieht 
man in erster Naherung von der Kriimmung der Stromfiiden ab (vgl. 
dazu S.123), nimmt ferner die Geschwindigkeit als gleichformig iiber 
den Querschnitt verteilt an, so gilt, wenn Vo die ungestorte Geschwindig
keit im Oberlauf bezeichnet, nach der Bernoul1ischen Gleichung bei 
verlustlos gedachter Stromung fiir die Geschwindigkeit 1m Punkte a 
(Abb. 46): 

2 v2 
~+t'=-. 
2g 2g 

(58) 

AuBerdem ist mit Qo als sekundlicher Wassermenge, bezogen auf die 
Breite "Eins", 

1· f· v = Qo. (59) 

Daraus folgt, wenn man zur Abkiirzung fiir die Geschwindigkeitshohe 
v2 

im Oberlauf k = 2 ~ setzt, 

H = k + t' + t = ~ + Qo. 
2g v 

Fiir v = 0 wird H = 00 und fiir v = 00 wird ebenfalls H = 00. Da-
zwischen muB es also eine Ge
schwindigkeit v geben, bei welcher 
H fiir die zu fordernde DurchfluB
menge Qo ein Minimum erreicht. 
Diesem Minimum entspricht 

dH _ 0- v Qo 
dV- -g-OV2' 

Abb. 46. 1Jberstromung eines flachen 
Wehrriickens. 

woraus fUr die Geschwindigkeit v iiber der Wehrkrone foIgt 

(60) 

Die Wassertiefe iiber der Wehrkrone ergibt sich damit nach (59) zu 

t=Qo=~/Q3. 
v V-y 

Setzt man v aus (60) in (58) ein, so folgt 

k + t' = (flog)2!. = ~ VQ5 
2g 2 g' 

und man erkenut, daB t = 2(k + t') wird, bzw. 

H=t+t'+k={t. 

Damit also die gauze Wassermenge Qo iiber den Wehrriicken abgefiihrt 
werden kann, muB der Wasserspiegel vor dem Wehr so hoch angestaut 
werden, daB die Rohe h = H - k iiber der Wehrkrone erreicht wird. 

1 Prandtl, L.: AbriE der Stromungslehre 1931 S.81. 
4* 
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Wie sich die Verha.ltnisse stromabwarts weiter gestalten, hangt von 
dem Gefalle im Unterlauf abo Vgl. hierzu im iibrigen die Ausfiihrungen 
auf S. 126 und S. 134. 

10. Unvollkommel1er Dbrrfall. 
Liegt bei einem Wehr der Unterwasserspiegel hoher als die Wehr

krone, so spricht man gewohnlich von einem "unvollkommenen" 
Dberfall und nennt das Wehr ein Grundwehr (Abb. 47). Dem Vor

gehen Du Buats l und Weisbachs folgend 
wurde bislang angenommen, daB in solchen 
Fallen der WasserabfluB iiber das Wehr in 
zwei Teile zerlegt werden kann: einen "voll
kommenen" Dberfall von der Hohe hI und 
einen AusfluB unter Wasser (vgl. S.19) von 
der Qffnung h2 • Fiir diese AbfluBvorgange 

Abb 47 "Unvollkommener" B . h' dB' d . . iJberfall. mii ten zwel versc Ie ehe elwerte PI un P2 

eingefiihrt werden, iiber deren GroBe jedoch 
nichts Genaueres bekannt ist, so daB man auf Schatzungen angewiesen 
ist. Die vorstehende Auffassung iiber das Wesen des "unvollkommenen" 
Dberfalls darf heute als iiberholt angesehen werden. Auf eine Wieder
gabe der Formel fiir die auf diese Weise errechnete Uberfallmenge Q 
solI deshalb verzichtet werden. 

Unvollkommene Uberfalle spielen hauptsachlich im praktischen 
Wehrbau eine Rolle, d. h. fast ausschlieBlich bei Wehren mit abgerun

I 
.~ 

Abb.48. Geschwindigkeits
verteilnng beim "unvoll
kommenen" Dberfall nach 

Winkel und Kentner. 

deter Krone oder breitem Wehrriicken. 
Bereits Bazin hat darauf hingewiesen, daB 
beim unvollkommenen Dberfall zwei ver
schiedene AbfluBarten zu unterscheiden sind, 
namlich der "tauchende" AbfluB, wobei sich 
der abflieBende Strahl - ahnlich wie beim 
vollkommenen Dberfall - absenkt, sein FuB 
aber von dem riickstromenden Unterwasser 
bedeckt wird, und der "wellige" AbfluB, bei 
dem ein wellenformiges Dberstromen des 
Wehrkorpers stattfindet. (Uber eine theoreti
sche Erklarung dieses Vorganges vgl. S. 132.) 

Systematische Versuche zur Ermittlung 
der Geschwindigkeitsverteilung im Strahlquer
schnitt iiber der Wehrkrone sind von Winke12 
und Keutner3 an rundkronigen Wehren an-
gestellt worden. Dabei ergab sich ein Ge

schwindigkeitsdiagramm, das generell die Form der in Ab b. 48 schraffier
ten Flache BODE hat. In dieser Abbildung ist weiter die Geschwindig
keitsparabel J K L M eingetragen, die nach der alten Theorie dem 
Dberfall von der Hohe hI entsprechen wiirde (s.oben) und das Recht-

1 VgI. Ph. Forchheimer: Hydraulik 3. Auf I. 1930 S.390. 
2 Winkel, R.: Bautechn. 1929 S.439. 
3 Keutner, Chr.: Bautechn. 1929 S.578ff. 
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eck LN C M, das die theoretische Geschwindigkeitsverteilung fur den 
AbfluB unter Wasser von der Offnung h2 darstellt. Die Strahldicke h' 
iiber der Wehrkrone ist im allgemeinen von der Unterwasserhahe hz 
wesentlich verschieden. 

AuBer den beiden oben genannten Formen des unvol1kommenen 
Uberfalls ist nach Keutners Versuchen als weitere AbfluBform noch 
der Ubergang vom vollkommenen zum unvollkommenen 
Uberfall bemerkenswert. Bei diesem AbfluB sinkt del' Uberfallstrahl 
- ahnlich wie beim vollkommenen Uberfall - zunachst bis unter die 
Wehrkrone. Von dort ab steigt das Unterwasser allmahlich (nicht 
sprunghaft) wieder von der tiefsten Absenkungsstelle zum normalen 
Unterwasserstand uber der Wehrkrone an (Abb.49). 

In ahnlicher Weise wie auf S. 50 beschrieben, hat Keutnerl seine 
Geschwindigkeitsmessungen an dem Dachwehr (Abb . 45) benutzt, um 
die Uberfallmengen Q fUr die auBer dem vollkommenen Uberfall noch 
maglichen AbfluBarten zu bestimmen. Unter Beachtung del' Abb.48 
kann fUr Q wieder gesetzt werden o.w. 

~--(vgl. S.50) 
(J.W 

wo b die Q we:r:~t: n:~~D= ' das Ver- ~~~~~~~~~~~~ 
ha"ltnl's der Fla"che F zur Rechteck- Abb. 49. lJbcrgang yom "vollkommenen" 

zum "unvollkommenen" lJberfall. 
flache CDEG bezeichnet, wahrend die 
Strecke DE die Geschwindigkeit VI = {2 g-(z-l-+-k-) darstellt. Somit wird 

Q = b m h' 12 g (Zl + k) , (61) 

nnd zwar ist bh' del' Strahlquerschnitt uber del' Wehrkrone und 
12g(;:~-+ k) die an del' Strahloberflache dieses Querschnitts herr
schende Geschwindigkeit. Nach diesel' Darstellung ist es maglich, die 
Uberfallmenge Q fUr aIle Arten des Uberfalls durch eine einzige Formel 
auszudrucken. Freilich ist dazu die Kenntnis der GraBen 1n und h' 
(bzw. Zl = h - h') erforderlich, die von Keutner fUr das untersuchte 
Dachwehr (Abb.45) wie folgt bestimmt wurden (w = WehrhOhe): 

1. Ubergang vom vollkommenen zum unvollkommenen 
Uberfall. 

m ~ 1,258 ~ const.; h' = ° 70 h 'V-h. , w 

2. Unvollkommener Uberfall - Tauchform. 

'N-
a) 1,174 < ;2 < 1,29; m = 0,965-~; h' = 0,745h V -~. 

b) ;2 > 1,29; m = 1,24 = const.; h'= 0,745h 'V~ . 
1 Keutner, Chr.: Bautechn. 1929 S.578ff. 
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3. Unvollkommener "Oberfall - Wellenform. 

'" Ii; < 1,174; '" m = 0,965 Ii;; h'=084hlV'" . , W 

Bei sehr groBen OberwasserhOhen h tiber der Wehrkrone findet ein 
wellenformiges trberstromen des Wehrkorpers statt, ohne daB sich ein 
wesentlicher Unterschied zwischen Ober- und Unterwasser einstellt. 
In solchen Fallen verlieren die obigen Gleichungen ihre Giiltigkeit; 

als Grenzwert gibt Keutner !!:.- ~ 1,5 an. 
w 

Zur Anwendung der Gl. (57) und (61) ist noch zu bemerken, daB in 

der GeschwindigkeitshOhe k = ;~ die V"berfallmenge Q enthalten ist, 

da ja Vo = ~ ist, wennFoden Querschnitt desZulaufgerinnes oberhalb 

des Wehres bezeichnet. Um also Q bestimmen zu konnen, muB man 
zunachst eine Annahme fiir k machen (etwa k = 0). Mit diesem Werte k 

Q2 • 
wird Q in .erster Naherung berechnet, darauf k = 2 g F 8 bestlmmt, 

in die Gleichung fiir Q eingesetzt usf. 

II. Stromnng in geschlossenen Leitnngen. 
1. Allgemeines. 

Die Frage nach der Bewegung einer Fliissigkeit in geschlossenen 
Leitungen - speziell in kreiszylindrischen Rohren - hat von jeher 
eine groBe praktische Bedeutung fiir die Technik gehabt. So ist es denn 
nicht weiter verwunderlich, daB besonders die Ingenieure diesem Pro
blem schon friihzeitig ihre Aufmerksamkeit gewidmet haben. Freilich lieB 
der Erfolg dieser Bemiihungen anfangs viel zu wiinschen iibrig, was 
nicht zuletzt auf den Gegensatz zuriickzufiihren ist, der lange Zeit -
etwa bis zur Jahrhundertwende - zwischen den Methoden der theore
tischen Hydrodynamik und denen der praktischen Hydraulik be
stand. Erst die Verbindung der Theorie der zahen Fliissigkeiten mit dem 
reichhaltigen Versuchsmaterial der Hydraulik sowie planmaBig in den 
Forschungsanstalten durchgefiihrten Modellversuchen haben wesentlich 
zur Klarung der V organge bei Rohrstromungen beigetragen, obwohl 
auch heute noch manche Frage auf diesem wichtigen Gebiete der 
Stromungslehre ihrer endgiiltigen Losung harrt. 

Als besonders fruchtbar zur Erforschung von Stromungsvorgangen 
der verschiedensten Art hat sich die Anwendung der physikalischen 
Ahnlichkeitsgesetze erwiesen. Fiir die Stromung in geschlossenen 
Leitungen, die wesentlich von der Fliissigkeitsreibung beherrscht wird, 
kommt in erster Linie das Reynoldssche Ahnlichkeitsgesetz in Frage. 
Nach diesem verlaufen zwei geometrisch ahnliche Stromungen, die 
auGer von Tragheitskraften nur noch von Reibungskraften beein£luBt 
werden, auch mechanisch ahnlich, wenn fiir beide die gleiche 
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Reynoldssche Zahl 

gilt (vgl. Bd. I S. 86). Hierbei bezeichnet L eine charakteristische Lange 
(etwa den Rohrdurchmesser), V eine charakteristische Geschwindigkeit 

(mittlere odeI' maximale Geschwindigkeit) und v [CID2] die kinematische 
sec 

Zahigkeit. Wie bereits im 1. Bande gezeigt wurde, ist man gerade durch 
dieses Gesetz imstande, eine Reihe von Erscheinungen zu erklaren, fur 
die frillier ein systematischer Zusammenhang nicht erkennbar war. 

Bei del' Beurteilung del' Stromungsvorgange in Leitungen ist be
sonders beachtenswert, daB zwei verschiedene Fli~Barten moglich sind: 
laminare odeI' Schichtenstromung und turbulente odeI' wirbe
lige Stromung, die wesentlich verschiedene Merkmale aufweisen 
(Bd. I S. 72 und 79). Die Grenze zwischen beiden liefert die kritische 
Reynoldssche Zahl, welche fUr (hinreichend lange) glatte Kreisrohre 
bei d 

ffi,c = (~-) = 2320 
1J lc 

liegt, bezogen auf die mittlere Geschwindigkeit c und den Rohrdurch
messer d. Unterhalb diesel' Grenze ist die Bewegung stets laminar, 
oberhalb del' kritischen Reynoldsschen Zahl ist ein gewisser Sti:irungs
betrag notig, um die Turbulenz hervorzurufen, del' um so kleiner ist, je 
groBer ffi wird. 

Wahrend sich nun die laminare Rohrstromung eindeutig aus den 
Gesetzen del' zahen Flussigkeiten herleiten liWt (Geschwindigkeitsver
teilung, Hagen-Poiseuillesches Gesetz), ist das - zur Zeit wenig
stens - hinsichtlich del' turbulenten Stromungsform noch nicht moglich, 
so daB man hier auf halbempirische Ansatze angewiesen ist. Letztere 
werden gewonnen unter Zugrundelegung allgemein gultiger SchluB
folgerungen aus del' theoretischen und experimentellen Hydrodynamik, 
sowie unter Verwendung del' Almlichkeitsgesetze; die in ihnen auf
tretenden Konstanten miissen durch den Versuch bestimmt werden. 

Uber das Wesen del' Turbulenz und die damit zusammenhangenden 
Erscheinungen bei Rohrstromungen (Widerstand, Geschwindigkeits
verteilung usw.) ist bereits im 1. Bande eingehend berichtet worden, 
worauf hier verwiesen wird (S. 79 ff., vgl. auch Ziff. 2 des vorliegenden 
Abschnittes). An diesel' Stelle sei nul' noch kurz eines fUr die Folge 
wichtigen Punktes Erwahnung getan, das ist die Frage nach del' Wand
beschaffenheit. ErfahrungsgemaB besteht namlich hinsichtlich del' 
GroBe des Rohrwiderstandes sowie del' Geschwindigkeitsverteilung ein 
Unterschied, je nachdem ob es sich um glatte odeI' rauhe Rohr
wandungen handelt. Nun gibt es zwar absolut glatte Flachen selbst 
bei feinster Polierung del' Oberflache in del' Natur nicht. Indessen hat 
sich gezeigt, daB auch annahernd glatte Rohre, die gewohlllich als 
technisch glatt bezeichnet werden, sich andel'S verhalten als rauhe 
Rohre, abel' untereinander gleich, selbst wenn sie hinsichtlich des 
Grades ihrer Glattheit gewisse Abweichungen voneinander aufweisen. 
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Die Gesetze der Stromung in gla tten Rohren sind heute theoretisch und 
experimentell so weit erforscht, daB nach dieser Richtung bis zu sehr 

hohen Reynoldsschen Zahlen (at = c: = 108)* ziemliche Klarheit 

herrscht. Dagegen ist die Frage, wann ein Rohr als hydraulisch glatt 
zu gelten hat, noch nicht endgiiltig entschieden. Vermutlich ist das 
der Fall, wenn die unvermeidlichen Wandunebenheiten so klein sind, 
daB sie von einer laminaren Randschicht (Bd. I S. 104) vollkommen 
eingehullt werden. 

Bei hydraulisch rauhen Rohren bereitet die Feststellung des 
Rauhigkeitsgrades einer Wand erhebliche Schwierigkeiten, besonders, 
wenn man dabei an die praktisch vorhandenen Rauhigkeiten denkt, 
wie sie durch Rostbildung, Verschmutzung, Nietkopfe, Holzfaserung usw. 
bedingt sind. Es ist anzunehmen, daB hier nicht nur die mittlere GroBe 
der Wandunebenheiten - bzw. deren Verhaltnis zum Rohrradius 
(relative Rauhigkeit) - eine Rolle spielt, sondern auch ihre Dicke, 
ihr seitlicher Anstieg und ihr mittlerer Abstand. Man wird also bei 
praktischen Rechnungen vorlaufig mehr oder weniger auf Schatzungen 
undErfahrungswerte angewiesen sein, solange eine systematischeKlarung 
des Rauhigkeitsbegriffes unter Angabe entsprechender Zahlenwerte 
nicht erfolgt ist. 

2. Stationare Stromung in geraden Kreisrohl'en. 
An dieser Stelle sollen nur turbulente Stromungen ins Auge ge

faBt werden, da solche bei Rechnungen der Praxis fast ausschlieBlich 
in Frage kommen1• Von besonderem Interesse ist dabei die Kenntnis 
des Widerstandsgesetzes und der GeschwindigkeitsverteiIung 
uber den Rohrquerschnitt, da aIle anderen Fragen beantwortet werden 
konnen, sobald jene bekannt sind. 1m 1. Bande ist tiber dies en Gegen
stand bereits berichtet worden (S. 88ff.). Um des Zusammenhanges willen 
sollen hier jedoch die wichtigsten Gesetze - darunter einige neuere 
Forschungsergebnisse - noch einmal zusammengestellt werden, soweit 
sie fUr Rohre mit kreisfOrmigem Querschnitt in Betracht kommen. 

a) Widerstandsgesetz. 
Die Widerstandsziffer it ist definiert durch den Ausdruck 

c2 
J = it 2gd , (62) 

in dem J das Gefalle, c die mittIere Geschwindigkeit und d den Rohr
durchmesser darstellen. Fur gerade Rohre ist 

J - PI - P2 + ZI - Z2 (63) -Yl· -l-' 

wo PI und P2 die mittleren Drucke zweier Querschnitte lund 2 yom 
Abstand l, ZI und Z2 die Ortshohen der Querschnittsschwerpunkte in 
bezug auf einen beliebigen Horizont und r das spezifische Gewicht der 

* Nikuradse, J.: VDI-Forsch.-Heft Nr.356. Berlin 1932. 
I TIber laminare Rohrstromung vgl. Bd. I S.72ff. 
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Flussigkeit bezeichnen (Abb.50). Gl. (62) liefert also ein MaB fur den 
Druckabfall in der Stromungsrichtung. Mittels dieses Ausdruckes laBt 
sich jetzt auch die in die Bernoullische Gleichung fUr nicht ideale 
Flussigkeiten eingefuhrte Verlusthohe hv darstellen. Im FaIle stationarer 
Stromung lautet erstere bekanntlich (Bd. I S.69 u. 71) 

ci + PI --L Z = ~_ + P2 + z + h . 
2g Y I 1 2g Y 2 v 

Da aber fur Rohre von konstantem Durchmesser aus Grunden der 
Kontinuitat c1 = C2 ist, so folgt mit Rucksicht auf (62) und (63) 

(64) 

SchlieBlich besteht zwischen der sekundlichen DurchfluBmenge Q, 
der mittleren Geschwindigkeit c und dem Querschnitt F die Durch
fl uBgleich ung 

;n; d2 
Q=cF=c-. 

4 

Zur Lasung praktischer Aufgaben ist also die Kenntnis der Wider
standsziffer A erforderlich. Dabei muB, wie oben bereits erwahnt wurde, 
zwischen hydraulisch glatten und hydraulisch 
rauhen Rohren unterschieden werden. 

a) Glatte Rohre. Hier hangt A lediglich von 

der Reynoldsschen Zahl m = cd abo Bis zu 
v 

m ~ 100000 gilt das Blasiussche Potenzgesetz1 

A = 0,316. m-lI.. (65) Abb.50. 

Fur groBere Reynoldssche Zahlen - etwa bis m = 450000 - fanden 
Lees 2 sowie Jakob und Erk3 das empirische Gesetz 

A = 0,00714 + 0,6104 m-O•35 , (66) 

wahrend SchillerA auf Grund der Versuche von Hermann und Bur
bach im Bereiche von m = 2 . 104 bis 2 . 106 die ebenfaIls empirische 
Formel 

A = 0,0054 + 0,396 ffi-O.3 (66a) 
angibt. 

Auf theoretischem Wege hat v. Karman5 fur die Widerstandsziffer 
den Ausdruck 

1 1 ( ,/--- = -= In mom Y rp) + c -yq;- "Y2 (67) 

1 Blasius, H.: Forsch.-Arb. lng.-Wes. Heft 131. Berlin: VDI-Verlag 1913. 
2 Lees: Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd.91 (1915) S.46. 
3 Forsch.-Arb. lng.-Wes. Heft 267. Berlin: VDI-Verlag 1924. 
4 Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 392. 
& v. Karman: Verhandl. d. 3. Intern. Kongr. f. Techn. Mech. Stockholm I 

(1930) S. 85. 
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abgeleitet (vgl. Bd. IS. 94 u. 102), worin q; mit A durch die Beziehung 
2To A. ()2 1m" f d ro vmax·d/2. t ( Ma . q; = -2- = -4 -2- ver up t un U~m = IS "max = Xl-e Viilax Vmax 'II 

malgeschwindigkeit, To = mittlere Schubspannung am Rande). Mit den 
Konstanten " = 0,417 und 0 = 4,16 steht diese Formel nach neueren 
Messungen von Nikuradse1 in guter "Obereinstimmung mit den Ver
suchsergebnissen. 

Die Benutzung der Karmanschen Gl. (67) ist jedoch fiir praktische 
Rechnungen wenig geeignet, da man es bei solchen fast ausschlieBlich 
mit der mittleren Geschwindigkeit c und nicht mit der maximalen 
zu tun hat. Prandtl2 hat neuerdings auf etwas anderem Wege als 
v. Karman gezeigt, daB man das Widerstandsgesetz fiir glatte Rohre 

1 in der analogen Form 
~ 
11. :a 
4 

4-
./ 

./ 

./ ~ =Alog(m VI) +B 
fA. 

(68) 

darstellen kann, wo m = cd ist 
'II 

und A die friihere Bedeutung 
:JtV hat; auBerdem tritt darin an 

Stelle des natiirlichen der 
Briggsche Logarithmus. Tragt 

Abb. 51. Widerstandsgesetz fiir glatte Rohre nach man nun die aus Messungen ge-
Prandtl und NiJruradse. 

./ 
~8 

~;'-I ~~ 

;"(;'" /09(!1t 
0,8 2,8 46 ~'1 5,Z ~o 

wonnenen Werte ~ als Ordina-
fA. 

ten und die zugehorigen Werte log cm -y;:) als Abszissen auf, so erhalt 
man in der Tat mit sehr groBer Genauigkeit eine Gerade (Abb. 51, in 
der die Abszissen viermal so groB aufgetragen sind wie die Ordinaten), 
welche die Ordinatenachse im Abstand B = -0,8 schneidet und die 
Steigung A = tgoc = 2,0 besitzt3 • Mit diesen Konstanten liefert Gl. (68) 
das Widerstandsgesetz 

A= 1 _ 
{2log (at -yI) - 0,8 }2' 

(68a) 

das mit den Versuchsergebnissen bis zu m-Werten von 3,4 . 106 in sehr 
guter "Obereinstimmung steht. Um A aus vorstehender Gleichung zu 
bestimmen, hat man zunachst ti abzuschatzen - etwa nach Gl. (65)-

at= 5000 10000 20000 50000 70000 

AlAeor. = 0,0374 0,0309 0,0259 0,0209 0,0194 

Aemp. = 0.0381 0,0314 0,0262 0,0210 0,0194 

1 VDI-Forsch.-Heft Nr. 356 S. 27. Berlin 1932. v. Karman hat fUr " den 
Wert 0,38 angegeben (Bd. I S. 94). 

2 Prandtl, L.: Neuere Ergebnisse der Turbulenzforschung. Z. VDI 1933 
Nr. 5 S. 105 £f. 

a Nikuradse, J.: Gesetzma.Bigkeiten der turbo Stromung in glatten Rohren. 
VDI-Forsch.-Heft Nr.356 S.32. Berlin: VDI-Verlag 1932. 



Stationare Stromung in geraden Kreisrohren. 59 

undin (68a) einzufiihren. Das Verfahren muB so lange wiederholt werden, 
bis die Abweichung innerhalb der gewiinschten Genauigkeit liegt, wozu 
im allgemeinen nur eine Wiederholung erforderlich ist. 

Einen Vergleich der Ergebnisse nach G1. (68a) mit den empirischen 
Werten aus (66) bzw. (66a) zeigt die auf S. 58 u. 59 stehende Tabelle. 

Neuerdings hat Nikuradse1 auf Grund seiner Gottinger Versuche 
noch folgende Naherungsformel zwischen ffi = 105 und 108 angegeben 

A = 0,0032 + 0,22Iffi-o.237 • (68b) 

Zum Vergleiche sei darauf hingewiesen, daB fUr laminare Stromung 
in glatten Rohren 

gefunden war (Bd. I S.92). 

64 
Alam . = ffi 

(l) Rauhe Rohre. Wie die Versuche gezeigt haben, ist der Stromungs
widerstand bei rauhen Rohren stets groBer als bei glatten. Andererseits 
lassen die an rauhen Rohren gewonnenen Erkenntnisse hinsichtlich des 
Stromungswiderstandes darauf schlieBen, daB man hier vermutlich 
zwei verschiedene Arten von Rauhigkeit zu unterscheiden hat, die einen 
voneinander abweichenden Verlauf der (Affi)-Kurve aufweisen, und die 
Hopf2 als Wandrauhigkeit schlechthin und Wandwelligkeit be
zeichnet hat (Bd. I S.97). Wandrauhigkeit ist besonders vorhanden 
bei scharfkantigen und unregelmaBigen Rauhigkeitselementen, Wand
welligkeit dagegen, wenn die Unebenheiten der Wand sanfter und 
regelmaBiger sind. Bei den natiirlichen Rohrwandungen, wie sie in der 
Praxis vorkommen, treten vermutlich beide Arten von Rauhigkeit 
gleichzeitig auf. AuBerdem lassen die Versuche darauf schlieBen, daB 
bei groBeren ffi-Werten ein Ubergang von Wandwelligkeit zu Wand
rauhigkeit angenommen werden muB und umgekehrt. 

Nach Hopf 3 und Fromm4 soll fUr Wandrauhigkeit gelten 

1 ( k )0,314 
A = 4.10-2 -

1'h 

(rh = : = hydraulischer Radius) , und zwar ist fur 

Neues, ziemlich glattes Metallrohr, asphaltiertes Blech. 
Neues GuBeisen, Eisenblech, gut geglatteter Zement. 
Alteres Eisenrohr, angerostet . . . . . . . . . . . . 
Rauher Zement, verkrustetes Eisen, rauhe Bretter . . 

100000 200000 400000 600000 1000000 

0,0180 0,0156 0,0137 0,0127 0,0116 

0,0180 0,0157 0,0137 0,0127 0.0117 

1 VDI-Forsch.-Heft 1932 Nr.356 S.32. 
2 Hopf, L.: Z. angew. Math. Mech. 1923 S.329. 

(69) 

. k = 4.10-3 em] 
7.10-3 em] 

15·1O-3 [m] 
20.10-3 em] 

2000000 

0,0104 

0,0105 

3 Hopf, L.: Handb. d. Phys. v. Geiger u. Scheel Bd. 7 S.146-151. 
4 Fromm, K.: Z. angew. Math. Mech. 1923 S.339ff. 
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Hier erscheint " lediglich als Funktion der reI a t i v e n R a u h i g -

keit ~, d. h. in Gl. (62) ist J proportional dem Quadrat der mittleren 
rh 

Geschwindigkeit. Dagegen solI im FaIle der Wandwelligkeit 

(70) 

sein, wo "0 die entsprechende Widerstandsziffer fur glatte Wandungen 
["0 = f(3l)] und .; einen Rauhigkeitsparameter bezeichnet, der nach 
Hopf fur Holzrohre etwa -1,5 bis 2,0, fur asphaltierte Eisenrohre 1,2 
bis 1,5 betragt. 

Fur sehr rauhe Rohre, bei denen die mittlere Wandunebenheits 
groB gegenuber der Dicke 15 der Laminarschicht ist (vgl. S.56), hat 
v. Karman ein Gesetz abgeleitet, das berufen scheint, die Frage nach 
der Widerstandsziffer wesentlich zu klaren. 1st namlich e groB gegen 15, 
so darf nach v. Karman angenommen werden, daB der Kleinstwert 
des Mischungsweges l (Bd. I S. 99) am Rande der Laminarschicht 
wesentlich durch die Abmessungen der Rauhigkeitselemente bedingt 
ist und aus Dimensionsgrunden proportional s gesetzt werden kann. 
Nun gilt fur die maximale Geschwindigkeit in Rohrmitte nach Bd. I 
S. 102 die Beziehung 

Y ____ ( ry'o ) 
Vmax = ~ ~o In ----p-IL. + const. , 

wo <0 die Wandschubspannung und r den Rohrradius bezeichnen,wahrend 
x wieder die bereits oben erwahnte Konstante (x R:i 0,4) darstellt. 
Da aber der Mischungsweg l an der Wand nur von <0' (! und 'P abhangen 

kann und demnach als Lange proportional dem Werte y'll sein muB, 
'0 
e 

so kann wegen der oben angedeuteten Proportionalitat zwischen lund 
s die vorstehende Gleichung (mit einer anderen Konstanten) auch wie 
folgt geschrieben werden 

Vmax = ~ y ~o (In + + const.). (71) 

DefinitionsgemaB ist (Bd. I S. 102) <0 = 1 (! ~ , womit aus Gl. (71) fiir 

Vmax folgt 

oder, wegen 

Vmax • U V2 I r + t 
--~= n- cons. yA;2 8 

Y 1 c2 = Vmax -yq; (S. 58) , 

uV2 r --=- = In - + const. 
YlP 8 

(71 a) 
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Da I': die mittlere 'Rauhigkeitserhebung and r den Rohrhalbmesser be

zeichnet, so stellt ~ die relative Rauhigkeit dar. Der vorstehende 
r 

Ausdruck spricht also - ahnlich me G1. (69) - die Gilltigkeit des 

quadratischen Widerstandsgesetzes aus, da cp nur von ~ abhangt (vg1. r 
S.60). Das obige Gesetz (71a) ist durch Prandtl1 bestatigt, der in 
einer fUr die Rechnung etwas bequemeren Form fand 

1 r 
- =Alog- +B. 1I e 

(71 b) 

Eingehende Messungen zur Erforschung des Widerstandsgesetzes in 
rauhen Rohren warden in der Gottinger Versuchsanstalt vorgenommen, 
die mittels besonderer Vorrichtungen iiber den laminaren und turbu-

lenten Bereich bis zu Reynoldsschen Zahlen von m = cd = 106 aus-
v 

IOg-r1M.).,) 
1,1 \ I rl I I I r I I I I ! 1,0 

\ 
It e~15 e e =188 

I i g ;-so,8 d f=258 
0,0 

alt.. f 7=6'0 c -f-507 I 
48 

~ ./ ~ 
, h 

0,7 \'P ./ 
~ - '/I qu 

1\ , i'o. .-r-- .Y' 
qtJ , " ~ 4/1 .- e 

\ ""-",,- r-- (l 
0,3 

\ """ -r-- V 
r-.:.:: /oglll 

4 

Abb. 52. Widerstandsgesetz fill rauhe Rome nach Prandtl nnd Nikuradse. 

gedehnt werden konnten 2. Als Versuchsrohre wurden gezogene Messing
rohre verwendet, deren Innenwand durch ein Gemisch aus Lack und 
Sand von bestimmter KorngroBe kiinstlich rauh gemacht wurde. Als 

relative Rauhigkeit wurde das Verhaltnis ~ bestimmt, wo e wieder 
r 

die mittlere Erhebung und r den Rohrradius bezeichnen. 
Die Versuchsergebnisse zeigt Abb. 52, in der die Widerstandsziffer ).. 

als Funktion der Reynoldsschen Zahl m = cd aufgetragen ist3 . Die 
v 

1 FuBnote 2 auf S. 58. 
2 Nikuradse: Dber turbulente Wasserstromungen in geraden Rohren bei 

sehr groBen Reynoldsschen Zahlen. Vortr. aus d. Gebiete d. Aerodynamik u. 
verwandter Gebiete, herausgegeben von Gilles, Hopf und v. Karman, S.63. 
Berlin: Julius Springer 1930. 

3 Nach L. Prandtl: Neuere Ergebnisse der Turbulenzforschung. Z. VDI 
1933 Nr. 5 S. Ill. Vgl. auch J. Nikuradse: Stromungsgesetze in rauhen Rohren, 
VDI-Forsch.-Heft Nr. 361 S.6 Berlin: VDI-Verlag 1933. 
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stark geneigte Gerade a stelltA im laminaren Bereich fiir glatte Rohre 
dar, die ihr parallele, gestrichelte Gerade a' die Widerstandsziffer im 
gleichen Bereich fiir rauhe Rohre. Wie man sieht, unterscheiden sich 
die entsprechenden A-Werte nur wenig voneinander. Als kritische 
Reynoldssche Zahl wurde fiir rauhe Rohre ffi = 2160 bis 2440 ge
funden, also rd. der gleiche Wert wie bei glatten Rohren. Die iibrigen 
Kurven entsprechen der turbulenten Stromungsform, und zwar stellt 
b die Widerstandsziffer flir glatte Rohre nach Blasius dar, wahrend 
c bis h fiir ra uhe Rohre bei wachsender relativer Rauhigkeit gelten. 
Dabei entspricht 

Kurve led e f g h 

; I 0,00197 0,00397 0,00794 0,0167 0,0327 0,0667· 

AIle A-Werte flir rauhe Rohre liegen hoher als diejenigen fiir glatte. 
1 
~ 

8 

7 
6' 

5 

'7 
3 ... 
1 F'7 

V 
V 

~~ 

, 

---' ....... v 
7 

I 

JOU; 

AuBerdem erkennt man, daB bei 
groBeren ffi-Werten fiir aIle unter
such ten Rauhigkeiten das qua
dratische Widerstandsgesetz gilt, 
da A nul' noch von der relativen 
Rauhigkeit abhangt, und zwar wird 
dieses Gebiet urn so eher erreicht, je 

groBer ~ ist. 1m Gegensatz dazu konnte r 
bisher aus Messungen an glatt en Roh-

o 0,'7 48 1,3 1,6' 3,0 .l;'7 /!,8 ren bis zu ffi = 3.106 eine Unabhangig-
Abb.52a. Graphische Darstellung der keit des A-Wertes von ffi nich t fest

Gl. (72). 
gestellt werdenl . Bei kleiner relativer 

Rauhigkeit besteht zunachst eine ziemlich genaue Ubereinstimmung 
mit den A-Werten fur glatte Rohre, bevor das quadratische Wider
standsgesetz zur Geltung gelangt. Wichtig ist besonders die Fest
stellung, daB nach Eintritt des turbulenten Stromungszustandes fiir 
ein gewisses Ubergangsgebiet Kurven mit anfangs fallendem A (kleine 
relative Rauhigkeit) und solche mit anfangs steigendem A (groBe 
relative Rauhigkeit) auftreten, was auch mit den von Fromm ge
madhten Beobachtungen iibereinstimmt 2• 

Die in Gl. (71 b) zum Ausdruck kommende lineare Abhangigkeit 

der Werte ~ und log~ wird durch die oben beschriebenen Versuche 
VA e 

sehr gut bestatigt. Tragt man namlich ,;' als Funktion von log ~ auf 
fA e 

(Abb. 52a), so erhalt man mit groBer Genauigkeit eine Gerade, die auf 
der Ordinatenachse B = 1,74 abschneidet und die Steigung A = 2,0 be
sitzt (in Abb. 52a sind die Abszissen vierfach vergroBert). Mit diesen 
Werten liefert Gl. (71 b) innerhalb des Bereiches, fiir welchen 

1 FuBnote 2 auf S. 61. 2 FuBnote 4 auf S. 59. 
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das quadratische Widerstandsgesetz gilt, 

A = 1 * 
(2log ; + 1,74r . (72) 

Die in vorstehender Gleichung auftretenden Konstanten gelten zunachst 
nur fiir Rauhigkeiten von der Art, wie sie den obigen Versuchen zugrunde 
gelegt wurden (Sandkornrauhigkeit). Es ware also sehr erwiinscht, 
derartige Versuche auch auf andere Rauhigkeitselemente auszudehnen. 
Nimmt man indessen zunachst einmal an, daB die Abweichungen bei 
anderen Rauhigkeitsarten nicht allzu groB sind, so kann G1. (72) fiir prak
tische Rechnungen im FaIle der Giiltigkeit des quadratischen Wider
standsgesetzes (groBe ffi-Werte) bis auf weiteres angewandt werden, 
falls die GroBe von s bekannt ist. 

Eine groBe Schwierigkeit fiir die Ubertragung der theoretisch und 
experimentell gewonnenen Erkenntnisse auf die Faile der Praxis liegt 
in der dauernden Veranderung, welche die Innenwand der Rohre im 
Betriebszustande durch Rostbildung, Verschleimung, Verkrustung, che
mische Einwirkung von Sauren usw. erleidet, wodurch nicht nur die 
Wandbeschaffenheit, sondern auch die GroBe des DurchfluBquer
schnitts beeinfluBt wird. Man wird also auf gewisse Erfahrungswerte 
niemals ganz verzichten konnen, und die Leistungsfahigkeit eines 
neuen Rohres wird stets eine andere sein als die eines ge bra uch ten. 

In nachstehender Tabelle sind fiir verschiedene praktisch wichtige 
Materialien einige s-Werte zusammengestellt, die natiirlich nur als 
Schatzungen angesehen werden diirfen und in besonders gelagerten 
Fallen nach oben und unten Abweichungen erfahren konnen. Nach
stehend soIl noch kurz auf den Zusammenhang der G1. (69) und (72) 
eingegangen werden. Schreibt man erstere unter Einfiihrung der rela-

tiven Rauhigkeit Y..- in Ta belle der s-W erte. 
r 

der Form 

100 A = a ( 1O~0 sr, 
wo a und n Zahlen sind, 
und logarithmiert, so 
folgt 

log (100 },) = const. 

( 1000 e) + n·log --r~~ , 

Material 

GuBeisen, neu . . . 
angerostet 
verkrustet 

Zement, geglattet. . 
" unbearbeitet . 

Rauhe Bretter. . .. .... 
Backsteinmauerwerk, gut gefugt . 
Bruchsteinmauerwerk, bearbeitet. 
Roher Bruchstein. . . . . . . . 

em 

0,05 bis 0,10 
0,10 " 0,15 
0,15 " 0,30 
(und mehr) 
0,03 " 0,08 
0,10 " 0,20 
0,10 ., 0,25 
0,12 " 0,25 
0,15 " 0,30 
0,80 " L50 

d. h. eme lineare Beziehung zwischen log (100 A) und log ( 1O~~~) . 

Wiirde man also log (1O~0 e) als Abszissen und log (100 A) als Ordinaten 

* Vgl. hierzu die von L. Prandtl gegebene Ableitung der Gleichung (72) in 
der Z. VDI 1933 Nr. 5 S. no. 



64 Str6mung in geschlossenen Leitungen. 

auftragen, so miiBte sich eine Gerade mit del' Steigung n ergeben. 
Tatsachlich erhalt man jedoch, wenn man die obigen Versuchsergebnisse 
(Abb.52) in del' geschilderten Weise auftragt, eine leicht gekriimmte 
Kurve (Abb.53), deren mittlere Steigung tg (J. = 0,32 ungefahr dem 
Exponenten del' Gl. (69) entspricht, wahrend die kleineren relativen 
Rauhigkeiten eine kleinere, die groBeren eine groBere Steigung del' 
Kurve aufweisen. Es diirfte sich demnach bei del' Gl. (69) - ahnlich 
wie bei del' Blasiusschen Formel (65) im FaIle des glatten Rohres -
urn eine Annaherung einer logarithmischen Kurve durch eine hohere 
Parabel handeln1 . 

Einen iiberschlaglichen Anhalt fiir eine erste Abschatzung del' Wider
standsziffer liefert del' von Dupuit angegebene Wert A = 0,03, del' 
fiir neue Rohre zu groB ist, abel' fiir gebrauchte Rohre mit diinner 
Ansatzschicht bei mittleren Geschwindigkeiten von 0,5 bis 1 em/sec] 
ungefahr zutrifft. 

Auf die Wiedergabe del' vielen in del' Hydraulik verwendeten Wider
standsformeln muB hier verzichtet werden, zumal sie vielfach den Be

/og(t/J{JA) 
4m'#-----------------------------~ 

4~~----------------------~~ 

dingungen del' mechani
schen Ahnlichkeit nicht 
gerecht werden und 
haufig nul' unter be
stimmten V oraussetzun
gen Giiltigkeit besitzen. 

/Ofl1Of.0e Lediglich die Formeln 
.~~--~k----n,~--__ ~~~~--__ ~£~$~--~;~8~~-von v. ThIises und von 

Abb.53. Vergleich der Hopfschen Forme! (69) mit der neueu 
Gl. (72). 

Biel, die auf Grund 
groBer Versuchsreihen 
del' alteren Hydraulik 

entwickelt wurden, sollen nachstehend noch angefiihrt werden. 
Die v. ThIisessche Formel2 besitzt VOl' anderen den Vorzug, daB sie 

dem Ahnlichkeitsgesetz geniigt und lautet in del' hier benutzten Schreib-
weise 

A = 0,0096 + V 3~k'-+ V 2~8 (73) 

und in del' Nahe del' kritischen Reynoldsschen Zahl (im turbulenten 
Bereich) 

A = (0,0096 + V 3~k') (1- 2~O) + V (1- 2~~O) 2~8 + ~ . (73a) 

Darin bedeutet wieder m = ~ die Reynoldssche Zahl und k' eine 
jJ 

Rauhigkeitslange, die von del' Wandbeschaffenheit abhangt und del' 
mittleren Unebenheit del' Wand proportional ist. Fiir k' gibt v. ThIises 

1 Vgl. v. Karman: FuBnote 5 S.57. 
2 v. Mises, R.: Elemente der techno Hydromechanik, S.62. 1914. 



Stationare Stromung in geraden Kreisrohren. 65 

bei verschiedenem Wandmaterial folgende Zahlenwerte an: 

Material 106 k' [em] 

Glas ~ 0,2 bis 0,8 
Gezogenes Messing, Blei, Kupfer 0,2 " 1,0 
Zement, gesehliffen 7,5 " 15 

" 
roh 20 ," 40 

Gummisehlaueh, gewohnlieh 6 " 
12 

" 
rauh 15 30 

Gasrohr 20 50 
Asphaltiertes Bleeh oder GuBrohr 30 

" 
60 

GuBeisen, neu 100 
" 

200 

" 
gebrauehte Leitung 250 

" 
500 

Genietete Bleehrohrleitung . 200 500 
Holz, glatt gehobelt . 25 50 

gewohnlieh 50 100 

" 
rauhe Bretter . 200 400 

Mauerwerk, bearbeitete Quadern 200 400 
gutgefiigte Baeksteine 200 400 
gewohnlieh 300 600 

" 
rohe Bruehsteine. 2000 4000 

Erdwande und Kiesbosehungen . 10000 
" 

20000 

Die von BieP aufgestellte, ebenfalls dimensionsrichtige (neue) Formel 
lautet 

A = 0 0094? + VB' + 3,9 V d 
, - d ffi: 6" 

wobei s' eine RauhigkeitsgroBe von del' Dimension einer Lange ist. 
Die Formel hat einen ahnlichen Aufbau wie Gl. (73), nur ist das letzte 
GIied auBer von ffi: auch noch von del' relativen Rauhigkeit abhangig. 
Fiir s' gibt Biel folgende Zahlenwerte an 

Material 

Glatte Rohre, z. B. gezogene Messingrohre . 
Sehmiedeeiserne Rohre und Bleehe. 
GuBeisen ... 
Rauhe Bretter . 
Baeksteine. . . 
Bruehsteine . . 
Rohe Bruchsteine 

6' [em] 

0,0001 
0,0008 
0,0032 
0,0072 
0,0128 
0,080 
0,207 

Fur glatte Rohre besitzt die Bielsche Formel keine Gultigkeit, da 
mit s' -;. 0 A -;. 00 geht. Auch bei kleinen relativen Rauhigkeiten und 
kleinen Reynoldsschen Zahlen sind ihre Ergebnisse unbrauchbar, was 
von Biel auch bemerkt wird2 • 

In Abb.54a u. 54 b sind fUr drei verschiedene Rauhigkeitsgrade 
die A-Werte als Funktion von ffi: nach den Formeln von v. Mises, 

1 Biel, R.: Stromungswiderstand in Rohrleitungen. Techn. Meeh.1925 S.39. 
Berlin: VDI-Verlag. Biel hat bereits 1907 in dem VDI-Forsch.-Heft Nr. 44 eine 
Formel fiir.le aufgestellt, die aber nieht dimensionsriehtig ist; die oben ange
schriebene Formel stellt den verbesserten Ausdruck dar. 

2 Biel, R.: a. a. O. S.40. 
Kauimann, Hydromechanik II. 5 
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Biel und nach Gl. (72) fiir einen Rohrdurchmesser von 5 em und einen 
von 50 cm aufgetragen. Abb. 54b zeigt auBerdem unter I zum Vergleich 
die A-Kurve fiir hydraulisch glatte Rohre naeh Gl. (68a). Daraus er
kennt man zunachst die starke Abweichung der Bielschen Kurven bei 

.A. 
t! 
.~ 

:til 

OB 

(J5 If 

IJ 
q 

0'1 

03 

" 
" 

02--=--

11 01 

~ .......... 

~-. -

a=Scm 

-I-, ------ r:: - F=--

I 

&ez~Nessin", Blei. 
LtJlaffe I?olll"e KUPFer ;;;;hBleci,) 
---v.Mises 106k'=tJ,2em 
- ---I/. Mises 106k' =1,2 em -
-----Diel 10"e' =1,ocm 

-= = F== F'= i=::: == F---j.:: 

!R 0 
3 'I 5 710 II 5 10 1,5 3 ~. ,8" 'I 5 ,rOS 10 

~ 
a=Scm .II. Neues (fui3eisen ! 

---v.Mises 106 k'=100 em II 
~f--_ ----Diel 10"e'= 32 em I 

'1--
i-- --l-- I- - --(JI.(72) e= o,05cm' I - - --- - --- -- - -~T -, i 

'2 
I i ! 

i ! I 

i I !R 0 
3 1,5 f1 'I 5 7-105 10"6 

.A. 
0,0 7 

'6 
a=Scm .m: I?aulle Bl"e#e1" 1) ---I----+-- --L ~- ~-,-

tJ,172 

D,tJ1 

r-- ! I 
t) Oieser roll mil d-5 em komml pro/diSCI 

r-- ko,!m in Belrochf, wurt rei ziml Vergleicl! 

---v.Mises 106k'=;J00cm 
---Diel 10"e'= 72 em 
-(JI.(72) e= D,1cm 

!R 
o mh' hrongeiog8T 

1/ 5 5 .~ f1 'I 5 7-10 10 1,5 2 3 'I 5 710 10 

Abb_ Ma. Vergleich der Widerstandsforrneln yon y_ Mises, Biel und PrandtL 

kleinen relativen Rauhigkeiten und kleinen Reynoldsschen Zahlen. 
Fur groBe ffi-Werte gehen aIle drei Formeln in das quadratische Wider
standsgesetz uber, wobei zu beachten ist, daB Gl. (72) uberhaupt nur 
fur diesen Bereich gilt. 

Zur praktischen Berechnung der A-Werte lassen sich aus 
dem oben Gesagten etwa folgende Gesichtspunkte heraussehalen: Bei 
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technisch glatten Rohren konnen die Gl. (65), (66), (66a), (68a) 
und (68b) innerhalb der dort angegebenen Giiltigkeitsbereiche verwendet 
werden. Bei rauhen Rohren von kleiner relativer Rauhigkeit 
und kleinen ffi-Werten diirfte die v. Misessche Gl. (73) brauchbare 
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Abb. 54b. Vergleich der Widerstandsformeln von v. I1iises, Biel und PrandtL 

Werte liefern, sofern nicht Gl. (70) in Betracht kommt. Auch die 
Blasiussche Gl. (65) kann evtl. herangezogen werden, da gemaB 
Abb. 52 die A-Kurven kleinerer Rauhigkeit sich auf eine langere 
Strecke mit der Blasiusschen G;eraden decken. 1m Fane groBerer 
relativer Rauhigkeit und groBer ffi-Werte kann Gl. (72) an
gewendet werden, jedoch auch die v. Misessche und die Bielsche 

5* 
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Formel. Fiir sehr groBe relative Rauhigkeiten und kleine m 
wird es sich empfehlen, A nach Abb. 52 abzuschatzen, wobei die e-Werte 
auf S. 63 ungefahre Anhaltspunkte liefern. Die vorstehenden Angaben 
fiir rauhe Rohre gelten im Fane der Wandrauhigkeit; bei Wand
welligkeit ist nach Gl. (70) zu rechnen. Ist es zweifelhaft, welche 
der beiden 'Rauhigkeiten vorliegt, so bestimme man A fiir beide Arten 
und wahle fiir die Ausfiihrung den groBeren der beiden Werte. 

b) Gesch windigkei ts verteil ung. 
Charakteristisch fiir die Geschwindigkeitsverteilung der tur bu

lenten Stromung ist ein starker Anstieg in der Nahe der Rohrwand, 
wahrend im mittleren Teil des Rohres die Geschwindigkeit wesentlich 
gleichmaBiger verteilt ist als bei laminarer Rohrstromung (Abb.55). 

Fiir Reynoldssche Zahlen m < 100000 (Giiltigkeitsbereich des 
Blasiusschen Gesetzes) hat V. Kar
manl die Geschwindigkeitsverteilung in 
hydraulisch glatten Rohren durch 
eine Ahnlichkeitsbetrachtung wie folgt 
ermittelt 

[ ( Z )nJ'/7 

V=Vmax 1- r ' 
wo z den Abstand von der Rohrachse 
und r den Rohrradius bezeichnet, wah

Abb. 55. Geschwindigkeitsverteilung bei rend der Exponent n nach den Ver-
laminarer (V!)s~~~~~~~Ulenter (Vt) suchsergebnissen zwischen 1,25 und 2 

liegt (Bd. I S. 104). 
Fiir groBere Reynoldssche Zahlen ist dagegen - abgesehen von 

einer diinnen Randschicht -

v = Vmax +Ve ~~ {V; + In (1 - 11; )} . (74) 

Hier bedeutet To die mittlere Schubspannung am Rande, fiir die be

kanntlich die Beziehung gilt To = ~- ~ c 2 (Bd. I S. 89), weshalb 

'; = ~ ~ oder, wegen Gl. (62), '; = ! ! d; x bezeichnet eine Kon

stante, die aus Versuchen zu rd. 0,4 ermittelt wurde. Am Rande 
befindet sich vermutlich eme diinne Laminarschicht von der 

Dicke a = const. --c_v .. , in welcher der Geschwindigkeitsanstieg linear 
V'ole 

erfolgt, und an die nach dem Rohrinnern zu die durch (74) dargestellte 
Geschwindigkeitsverteilung anschlieBt. Fiir die maximale Geschwindig
keit in der Rohrachse gilt (Bd. I S. 102) 

- (' r V'o ) 
Vmax = V i~ In --:I- + 0 1, . (75) 

1 V. Karman, Th.: Z. angew. Math. Mech. 1921 S.238; Innsbr. Vortrage 
aus dem Gebiete del' Hydro- u. Aerodynamik, S.160. Berlin 1924. 
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Eine den Karmanschen Formeln nahe verwandte Darstellung del' 
Geschwindigkeitsverteilung ist neuerdings von L. Prandtl1 gegeben, 
auf die hier noch kurz eingegangen werden solI. 

Nach Prandtl kann man bekanntlich die turbulente Schubspannung 
durch den Ansatz 

1;" = 121 dv I' dv 
(! dy dy (76) 

ausdriicken, wo 1 den sogenanntenMischungsweg und v den zeitlichen 
Mittelwert del' Geschwindigkeit parallel del' Rohrachse im Abstande y 
von del' Rohrwand bezeichnen (Bd. IS. 100). Das Vorzeichen von 1;" ist 

in diesel' Gleichung durch dasjenige von _ddV bestimmt. Fiir eine Ge-y 

schwindigkeitsverteilung gemaB Abb.56 wird ;~ positiv, weshalb an 

Stelle von (76) einfacher geschrieben werden kann 

( dV)2 
1;"=(1 ldy . (76a) 

Bei wenig zahen Fliissigkeiten (Wasser) ist diese 
Schubspannung entscheidend fUr die Geschwin
digkeitsverteilung iiber den Rohrquerschnitt, 
wahrend die Zahigkeit lediglich auf eine diinne 

~~ 

Abb.56. 

J 
J 

vi 

Randschicht beschrankt bleibt. Sieht man von der Zahigkeit zunachst 
ganz ab, so kann del' Mischungsweg 1 in der Nahe einer glatten, 
ebenen odeI' wenig gekriimmten Wand nur vom Wandabstand y ab
hangen, da andere GraBen von del' Dimension einer Lange nicht vor
handen sind. Man kann also aus Dimensionsgriinden 

1 = ~y 

setzen2 und erhalt somit nach (76a) in der Nahe del' Rohrwand 

1;" = (!(~y ;~r 
Nimmt man noch als einfachsten Fall in dem in Frage kommenden 
Bereich 1;" = 1;"0 als konstant an, wo 1;"0 die Schubspannung an del' Rohr
wand bezeichnet, so wird 

d v 1 1/ 1:0 

dy=%yVe 
und durch Integration ergibt sich 

V- V-I 1:0 1 1:0 Y 
V = - - ·In y + const. = - - ·In - . 

% I! % I! Yo 
(77) 

1 Ergebn. d. Aerodyn. Versuchsanstalt zu G6ttingen, 4. Lief. Munchen u. 
Berlin 1932; sowie Z. VDI 1933 Nr.5 S.105. Vgl. auch J. Nikuradse: VDI
Forsch.-Heft Nr.356. Berlin: VDI-Verlag 1932. 

2 Von der gleichen Voraussetzung geht auch v. Karman bei der Ableitung 
seiner Geschwindigkeitsformel aus. 
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Der Ausdruck V ~ ist dimensionsmitBig eine Geschwindigkeit, weshalb 

Prandtl hierfiireine besondere Bezeichnung -die Schu bspannungs
geschwindigkeit -

eingefiihrt hat. 
Die in Gl. (77) auftretende Konstante Yo ist der Dimension nach 

ebenso wie y eine Lange. Bildet man nun aus den die Stromung be-

stimmenden GroBen ')1 und v* die Lange -~, so kann Yo dieser Lange 
v* 

proportional gesetzt werden, also Yo = m ~. Damit geht Gl. (77) 
v* 

iiber in 

v = v: (In Y;* - In m) , 
wofiir man auch schreiben kann 

~ = ~ In Y v* - ~ In m. 
v* " " " 

(77a) 

~ erscheint demnach als lineare Funktion von In y v*. Tragt man 
~ " 
nun die aus Messungen gefundenen W erte ~ ais Ordinaten und die 

v* 
zugehorigen Werte In Y V* als Abszissen auf, so ergibt sich - abgesehen 

" 
von'kleinen Werten YV*, fiir die eine merkliche Abweichung besteht 

" (EinfluB der Zahigkeit) - in der Tat mit ziemlicher Genauigkeit eine 

Gerade, die auf der Ordinatenachse (gemittelt) die Strecke -~ In m 
" = 5,5 abschneidet und die Steigung ~ = 2,5 besitzt (also u = 0,4; 

" vgl. S.58). Aus diesem experirnentellen Ergebnis folgt, daB die zu-
nachst nur fiir Punkte in Wandnahe aufgestellten Beziehungen nahe
rungsweise bis zur Rohrmitte gelten. 

Als Geschwindigkeitsverteilung in glatten Rohren erhalt man 
somit nach (77 a) angenahertl 

v = v* (2,5 In Y;* + 5,5) 

oder, wenn man wieder den natiirlichen Logarithmus durch den Brigg
schen ersetzt, 

v = v* (5,76 log Y:* + 5,5). 

Fiir die wandnahen Punkte lautet die vorstehende Gleichung besser 

v = v* (5,52 log Y;* + 5,84) , 

1 Ergebn. d. Aerodyn. Versuchsanst. zu Gottingen, 4. Lief. S.21. 
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fiir die der Rohrmitte nahen Punkte bei groBeren Reynoldsschen 
Zahlen 

v = v* (5,52 log y;* + 6,68) . 

Mit y = r erhiHt man daraus als maximale Geschwindigkeit 

vmax = v* ( 5,52 log r :* + 6,68) , 

und man erkennt, daB dieser Ausdruck prinzipiell vollkommen mit der 
Karmanschen Gl. (75) 
iibereinstimmt. 

Die Geschwindigkeits
verteilung in Abhangigkeit 
von der Reynoldsschen 
Zahl91 zeigt Abb. 57*, aus 
der besonders ersichtlich 
ist, daB mit wachsendem 9l 
eine immer gleichmaBigere 
Verteilung der Geschwin
digkeit iiber den Quer
schnitt eintritt. 

Um eine Beziehung 
zwischen der maximalen 
und der mittleren Ge
schwindigkeit zu bekom
men, beachte man, daB 
nach Gl. (74) 

Vmax - v = v* f ( ; ) (78) 

!I 
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ist. Fiir die mittlere Ge
schwindigkeit c muG also 
ein Ausdruck von der Form o 4' 4~ qJ qQ 9,5 9,8 47 48 49 1,0 

Abb. 57. Geschwindigkeitsverteilung in hydraulisch 
glatten Rohren in Abhangigkeit von der Reynolds

schen Zahl nach Nikuradse. 
bestehen, wo n eine Zahl 
bezeichnet, die nach Gottinger Messungen n ~ 4,07 betragtl, weshalb 

c = Vmax - 4,07 v* . 

D b h S 68 V To VJ g d . t k b . b a a er nac . v* = e = -4- IS , so ann c el gege enem 

Gefalle J aus Vmax berechnet werden und umgekehrt. 
Eine andere Darstellung erhalt man mit Hilfe der Gl. (67), wenn 

man diese unter Einfiihrung der gewohnlichen Logarithmen und der 
dort genannten Konstanten in der Form schreibt 

j;p = 3,9 log (91m 1q;) + 4,16 . 

* Nach Nikuradse: FuBnote 3 S.58. 
1 Prandtl und Nikuradse: FuBnote 1 S.69. 

!I 
r 
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Nun ist nach S. 58 

~=~_c_f): 
2 Vmax 

ro fi Vmax • dIe "i 1 ro y"1 und Vl m = -- . - -- l' A. = - V~ 11 
'" T 2 l' 2 Vmax 4 ' 

woraus folgt: 

V:ax = f; {3,9Iogffi f):- 3,91og4 + 4,16} 

oder 

V:ax = f):{1,95Iogffi f): + 0,91}. 

Damit ist das Verhiiltnis Vmax in Abhiingigkeit von der Reynolds
c 

schen Zahl ffi gefunden. Die Widerstandsziffern A. k6nnen dabei aus 
G1. (68a) berechnet werden. 

Um die Geschwindigkeitsverteilung in rauhen Rohren zu 
bekommen, stelle man die Geschwindigkeit v im Abstand y von der 
Rohrwand entsprechend der G1. (71) dumh den AIi6atz dar 

v = V* (In JL + const.) = V* In my' 
:It s "s' 

wo die Konstante m eine Zahl bezeichnet.Zur Befriedigung der Rand
bedingung v = 0 fUr y = 0 kann man dafUr 

v = ~ In CsY + 1) 

setzen, was einer Verschiebung des Koordinatenursprungs in del' y-Rich

tung um ~ entspricht. Da ~ nur einen Bruchteil von B darstellt, liegt m m 
der Koordinatenursprung demnach innerhalb der Wandunebenheiten, 
deren Mittelwel't ja B ist. 

Aus den auf S. 61 beschriebenen G6ttinger Versuchen an rauhen 
Rohl'en ergibt sich die Zahl m = 30, weshalb man fUr diesen Rauhig
keitstypus (Sandkornrauhigkeit) mit u = 0,4 und unter Einfuhl'ung 
del' gew6hnlichen Logarithmen die Geschwindigkeitsvel'teilung 

v = 5,76 v* log (3~ y + 1 ) 

el'hiilt. Es ist anzunehmen, daB bei anderen Rauhigkeitsal'ten die 
Zahl 30 durch eine andere Zahl el'setzt werden muBl. 

Vel'suche, die zur Erforschung der Geschwindigkeitsverteilung in 
rauhen Rohl'en in letzter Zeit besonders von Fritsch 2 und von Niku
radse3 angestellt worden sind, zeigen, daB die Geschwindigkeits
profile mit steigender Rauhigkeit - bei konstant gehaltener Durch
fluBmenge - spitzer werden (Abb.58a). Dagegen weisen aIle Ge-

1 Prandtl, L.: FuBnote 2 S.58. 
2 Fritsch, W.: Z. angew. Math. Mech. 1928 S.214. 
3 Nikuradse, J.: Verhandl. d. 3. Internat. Kongr. f. Techn. Mech. Bd.l 

S. 239. Stockholm 1930. 
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schwindigkeitsprofile bei den verschiedensten Rauhigkeiten im mittleren 
Teil des Rohres nahezu die gleiche Form auf, ~ 
sobald die Schubspannung.o am Rande iiber
all dieselbe ist, d. h. solange der Druckabfall 
im Rohre der gleiche bleibt (Abb. 58b). Durch 
dieses Ergebnis wird der theoretische An
satz (78) sehr gut bestatigt. 

c) Praktische Rohraufgaben. 
Fiir die Losung praktischer Rohrauf

gaben stehen zunachst zwei Gleichungen 
zwischen der sekundlichen DurchfluB
menge Q, der mittleren Geschwindigkeit c, 
dem Rohrdurchmesser d und dem Gefalle J 
zur Verfiigung. Es sind das die DurchfluB
gleichung 

nd2 lm3 ] Q = c F = c 4 Lsec 

und die Widerstandsgleichung 
c2 

J=A. 2gd · 

(79) 

(80) 

Die in der letzten Gleichung noch auftretende 
Widerstandsziffer A ist nach den weiter oben 
getroffenen Festsetzungen entsprechend ein
zufiihren. Sie hangt im allgemeinen von der 

cd 
Reynoldsschen Zahl ffi = -- und der 

v 

relativen Rauhigkeit ~ ab, so daB zu den 
r 

oben genannten, die Stromung im Rohre be
stimmenden GroBen Q, c, d und J noch die 
mit der Temperatur veranderliche kinemati
sche Zahigkeit v (Bd. I S. 78) und die Wand
rauhigkeit B (bzw. die ihr proportionalen 
Werte k und k') treten1 . Die letzteren beiden 
Werte konnen bei bestimmtem Rohrmaterial 
und bekannter Temperatur als gegeben an
gesehen werden. Von den vier erstgenannten 
GroBen miissen also zwei gegeben sein, da
mit die beiden iibrigen berechnet werden 

Abb. 58a. Geschwindigkeitsver
t eUung in rauhen Rohren bei ver
schiedenel'~ Rauhigkeit und kon
st ant gehaitenel' DurchfluBmenge 

nach Fritsch. 

~5' 1--------+------~~ 
~ ~ 
~ 

Abb. 58 b. Geschwindigkeitsvel'
teilung in l'auhen Rohren bei vel'
schiedencr Rauhigkeit und gleicher 
Schubspannung am Rande nach 

konnen. Am einfachsten gestaltet sich die .~ 
Rechnung, wenn c und d unmittelbar ge
geben sind oder aus (79) ermittelt werden 
konnen, da sich aus ihnen die Widerstands
ziffer A. mit einiger Sicherheit bestimmen 

Fritsch. 

laBt. Ist das nicht der Fall, z. B. wenn Q und J gegeben sind, so muB 

1 v. Mises, R.: Elem. d. techno Hydromech. 1914 S.75. 



74 Stromung in geschlossenen Leitungen. 

man fur A zunachst eine Schatzung vornehmen, dann in (80) c durch d 
ausdrucken und dies en Wert in (79) einsetzen. Naehdem c und d 
- und damit m - gefunden sind, hat man zu priifen, ob die ge
maehte Annahme fur A riehtig war (was im allgemeinen nieht zutreffen 
wird), andernfalls den neuen A-Wert zu bestimmen usw. Fur eine erste 
Sehatzung empfiehlt sich bei nicht zu groBen Rauhigkeiten del' 
Dupuitsehe Wert A = 0,03. Wie man im einzelnen zu verfahren hat, 
soll naehstehend an vier Beispielen gezeigt werden. 

1. Gegeben sind Q und d, gesucht J und c. 
A.ufgabe: Eine horizontal verIegte, gerade guBeiserne RohrIeitung 

von 800 [m] Lange und 55 [em] liehtem Durehmesser soll in del' Stunde 
1000 [m3] Wasser von 10° C fordern. Es ist damit zu reehnen, daB 
wahrend des Betriebes dureh Krustenbildung an der inneren Rohrwand 
del' nutzbare Durehmesser sieh urn 50 [mm] verringert1 . Welehe mittlere 
Gesehwindigkeit besitzt das Wasser, wie groB ist das erforderIiehe 
Druckgefalle und die fur den Betrieb erforderliche Leistung del' Pumpe ~ 

Aus (79) folgt sofort mit d = 50 [em] nutzbarem Durehmesser 

c = i.9_ = ~OOO - = I 41 [~] 
n d2 3600 . n . 0,25 ' sec' 

Fur Wasser von 100 C ist v = 0,0131 [cm2
]; demnach 

sec 

m = °vd = ~~~~:10 = 538000. 

wird 

Hier gilt vermutlich bereits das quadratische Widerstandsgesetz (vgl. 
Abb.52), so daB A nach Gl. (72) bereehnet werden kann. Man erhalt 
dafiir mit 8 = 0,30 [em] fur verkrustete guBeiserne Leitung 

1 
A = 25 2 = 0,032. 

(2 log 0,3 + 1,74) 

Zum Vergleieh solI A noeh naeh Gl. (73) bereehnet werden, welche 

mit k' = ~~~ [em] liefert: 

1/32 . 500 1/ 2,88 
A = 0,0096 + V 106.50 + V 538000 !':::! 0,03 . 

Gewahlt wird A = 0,032. Damit erhalt man fur das Druekgefalle 
nach Gl. (80) (vgl. aueh S. 56) 

J = PI - P2 = 0 032 1,412 = 0,0065 
y l ' 2· 9,81 ·0,5 

und fur die "Verlusthohe" auf die Lange l 

hv = J ·l = 0,0065·800 = 5,2 [m] . 

I Genauere Angaben uber Verkrustung usw. sind zu finden in Hutte 26. Aufl. 
Ed. 1 S.374. 
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Die fUr den Betrieb erforderliche Leistung der Pumpe 

L = y Qh" 

wird also mit y = 1000 [!~] und Q = !~~~ [::] 
L = 1000 ·1000·5,2 = 1444 [kg mJ 

3600 sec 
oder 

N = 1~:4 = 19,3 [PS]. 

2. Gegeben sind d und J, gesucht c und Q. 

75 

Aufgabe: Fiir ein Wasser fiihrendes Rohr aus asphaltiertem Eisen
blech von d = 15 [em] nutzbarem Durehmesser steht ein Gefalle 
J = 0,003 zur Verfiigung. Wie groB ist die mittlere Geschwindigkeit 
und die sekundliehe DurehfluBmenge, wenn das Wasser eine Temperatur 
von 5° C besitzt? 

Man sehatze zunaehstlt = 0,03 naeh Dupuit (S. 64) und bereehne 
damit aus (80) die mittlere Gesehwindigkeit, namlieh 

c=V 2gdJ R::!054[~1. A 'secJ 

Dann ist mit 11 = 0,015 [cm2] (vgL Bd. I S. 79) 
sec 

m = ~ = !54.1~ = 54000. 
11 0,015 

Naeh den G6ttinger Messungen (Abb.52) gilt bei dieser kleinen 
Reynoldssehen Zahl und der hier vorliegenden geringen relativen 
Rauhigkeit vermutlieh das Blasiussehe Gesetz (65) (vgl. die Bem. 
auf S. 67). Danaeh ist 

0,316 
It = 54000 11. = 0,0207 , 

woraus als zweite Naherung fiir die Gesehwindigkeit folgt 

Dieser entsprieht 

VO,63 [m ~I 
c = 0,54 0,0207 = 0,65 sec _ . 

m = 65· 15 = 65000 
0,015 

und somit als dritte Naherung 

0,316 
It = 65000 1/. = 0,0198 

und 

V-O,0207 [ m ] 
c = 0,65 0,0198 = 0.665 ~ . 
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Reehnet man mit dieser Gesehwindigkeit, so erhalt man als sekund
Hehe DurehfluBmenge 

Q = _cnd2 = 0,665·n·O,152 = 00118 [m3] = 1I8 [Liter]. 
4 4 ' sec ',sec 

Zum Vergleieh sei noeh die Reehnung fur "Wandwelligkeit" naeh 
Gl. (70) durehgefuhrt. Mit ~ = 1,2 und Ao = 0,0198 wird in diesem 
FaIle 

A =1,2·0,0198 = 0,0238, 
also 

,/ 0,03 [m] 
C = 0,54 V 0,0238 = 0,605 sec . 

Dieser Gesehwindigkeit entsprieht 

ffi: = 60,5· 15 = 60500 
0,015 ' 

1 _ t 1 _ 1 2 . _~,316 - ° 0 94'> 
A - <; AO - , 60500'14 - , ... ... 

und somit als maBgebende Gesehwindigkeit 

c = ° 605 V 0,0238 = 0,60 [~]. 
, 0,0242 sec 

Die sekundliehe DurehfluBmenge betruge dem
naeh nur 

Q = II 8. 0,60 = lO 7l-Literl. 
'0,665 ' sec J 

~:iii~~i~~~ Je nachdem, naeh welcher Seite man sieher 
1<' gehen will, wird man sieh fUr den einen oder 
Abb.59. Sperrmauer mit Grund

ablaBrohr. fur den anderen Wert Q zu entseheiden 
haben. 

3. Gegeben J und Q, gesueht d und c. 
Aufgabe 1 : Am FuBe einer Sperrmauer solI ein horizontalliegendes 

GrundablaBrohr von l = 30 em] Lange eingebaut werden, dessen 
Durehmesser so zu bereehnen ist, daB der Wasserstand bei der zu er-

wartenden groBten ZufluBmenge von 5 [ rn3] nieht hOher als H = 35 em] sec 
ansteigt (Abb. 59). Welcher Rohrdurehmesser ist zu wahlen, wenn ein 
guBeisernes Rohr verwendet wird, das zur Verringerung des Eintritts
wider stan des bei A ein gloekenformiges Mundstuek besitzt? Eine 
oftere Reinigung des Rohres ist vorgesehen. 

Wurde die Bewegung im Rohr A B reibungslos erfolgen, so wurde 
die gesamte verfUgbare Druekhohe H in Gesehwindigkeitshohe um
gesetzt, d. h. fur die Austrittsgesehwindigkeit bei B wurde die Be-

ziehung bestehen H = ;: (vgl. S. 2). Der Gesehwindigkeitsbeiwert rp 

1 Vgl. O. Streck: Aufgaben aus dern Wasserbau, S.146. Berlin 1924. 
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ist hier gleich 1 gesetzt, was in der Praxis allgemein ublich ist. In Wirk
lichkeit wird jedoch ein Tell von H durch Reibung im Rohre verbraucht, 
namIich die "Verlusthohe" h'/), so daBl 

CS c2 
H - h'/) = 2 g oder H = 2 g + h'/) • 

Wegen h'/) = J lund unter Beachtung ftQ. 
von (80) folgt' daraus 

H=~(1 +H) 2g d 

d . 4Q 
o er mIt c = n d2 

H=~(I+~) n 2 d4 g d 
bzw. 

H n2g l 
Q2 8 d4 - d A-I = 0 . 

In vorstehende Gleichung fuhre man 
jetzt A nach (72) ein, dann wird 

Abb.60. 

~ n~g d4 -1 ( dl )2 + I) = t (d) = 0 , 
d 2 log 21' + 1,74 

wo nach der Tabelle auf S. 63 8 = 0,1 [cm] = 0,001 [m] gesetzt werden 
solI. 

Die AuflOsung dieser Gleichung erfolgt zweckmaBig graphisch, wie 
nachstehend gezeigt wird: 

Hn2gd4 l 
d[m] d 2 + 1 j{d) 8Q2 d (2 log fi" + 1,74) 

0,8 6,942 1,779 5,16 
0,7 4,070 1,919 2,15 
0,6 2,197 2,134 0,06 
0,5 1,059 2,392 -1,33 
0,4 0,434 2,865 -2,43 
0,3 0,137 3,695 -3,56 

Tragt man die in obiger Tabelle gefundenen Funktionswerte t (d) als 
Ordinaten uber dem Durchmesser d auf, so ergibt sich eine Kurve, 
deren Schnittpunkt mit der Abszissenachse den gesuchten Durchmesser 
dliefert (Abb. 60). Manfindet dafiird ~ 0,58 [mJ; gewiihlt wirdd = 0,6m. 
Damit ist aber auch die Geschwindigkeit im Rohre bekannt, fur welche 
man erhalt 

4Q 4·5 [mJ c=-d2 =-036=17,7 - . n n·, sec 

1 Wegen Beriicksichtigung des Eintrittsverlustes bei A vgl. S.79. 
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4. Gegeben J und c, gesucht d und Q. 
Aufgabe: Fur einen Wasserstollen aus rohem Bruchsteinmauer

werk steht ein Gefalle J = 0,002 zur Verfugung. Wie groB muB der 
Durchmesser d gewahlt werden, damit die Geschwindigkeit den 

Wert c = 1,5 [~J nicht uberschreitet? sec 
Schatzt man zunachst A = 0,03, so folgt aus Gl. (80) als 1. An-

naherung 
.Ie c2 

d = 2 gJ = 1,72 [m] . 

Damit ergibt sieh aus Gl. (72), wenn e = 1,0 [em] gesetzt wird (Tabelle 
auf S.63) 

1 
A = 172 2 = 0,0318 . 

(2Iog T +l,74) 

2. Annaherung: 

d - 72 0,031~ - I 89 [ ]. - I, 0,03 - , OJ m , A = 0,0312. 

3. Annaherung: 

d = 1,82· ~:~:!! = 1,78 [m] . 

Gewahlt wird d = 1,8 [m]. 

3. Besondere Widerstande in geschlossenen Leitungen. 
Die unter Ziff. 2 dieses Absehnittes angestellten Dberlegungen zur 

Bereehnung der Verlusthohe hv geIten zunachst nur fur gerade, zylin
drische Rohre. Bei ausgefuhrten Leitungsanlagen handelt es sich aber 
meistens nieht nur um ein einziges gerades Rohr, sondern um mehrere 
gerade Rohrstueke, die zum Zwecke der Quersehnitts- oder Richtungs
anderung durch Zwisehenstucke miteinander verbunden sind und fur 
den Betrieb der Leitung haufig besondere Einbauten wie Schieber, 
Hahne, Ventile usw. aufweisen. AIle diese Zwischenstueke und Ein
bauten haben gewisse Stromungsverluste in der Leitung zur Folge, 
die - ahnlich wie der Reibungsverlust in geraden Rohren - dureh 
eine Verlusthohe (d. h. Verlust an Stromungsenergie bezogen auf die 
Einheit der Sehwere; vgl. Bd. I S. 69) dargestellt werden konnen. 
Die GroBe dieser Verluste hangt wesentlich von der Art der durch den 
betreffenden Einbau usw. bedingten Flussigkeitsbewegung ab; ihre 
theoretische Ermittlung begegnet in fast allen praktisch wichtigen 
Fallen erhebliehen Sehwierigkeiten, so daB man in der Hauptsache 
auf halbempirisehe Ansatze angewiesen ist. 

Beachtet man, daB die Verlusthohe aus Reibung in einem geraden 

Rohr von der Lange l nach Gl. (64) durch den Ausdruek hv = A 2;2a l 
dargestellt wird, so liegt es nahe, aIle ubrigen Verluste auf eine ahnliche 
Form zu bringen, indem man fur jeden Einbau usw. eine Verlust-
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bzw. Widerstandshohe 

h'=C~ 
" 2g 

einfiihrt. Darin bezeichnet C eine dimensionslose GroBe, die auBer von 
der relativen Rauhigkeit im allgemeinen auch von der Reynoldsschen 
Zahl abhangig sein wird, wahrend unter c die mittlere Geschwindigkeit 
im Rohre hinter dem betreffenden Einbau verstanden werden SOlll. 
1m iibrigen ist h~ genau so zu behandeln wie h", so daB jetzt die 
Bernoullische Gleichung fiir nicht ideale Fliissigkeiten im FaIle 
stationarer Stromung wie folgt geschrieben werden kann (vgl. S.57) 

c~ +Pl +z = c~ +Pa +z +h + "'h'. 
2g Y 1 2g Y 2 " ..::;.;" 

Handelt es sich um ein Rohr, das aus mehreren geraden Stiicken 

von verschiedenen Durchmessern besteht, so ist h" = ~(;. 2;2d 1) 
zu setzen, wobei die Summierung iiber alle geraden Stiicke erstreckt 
werden muB. Bei langen 
Rohren ist h" wesentlich 
groBer als .2 h~. 

Eine bildliche Dar
stellung der obigen Glei
chung zeigt Abb. 61, in der 
h~l die Hohe des Eintritts
verlustes im Rohreintritt 1 
und h~. die VerlusthOhe in
folge der Querschnitts- und 
Richtungsanderung an der 
Stelle :2 bezeichnet. Der 
atmospharischeLuftdruckpo ___________ _ :'-9' 

'3 
'0 kann im Spiegel des Ent

nahmebehaIters und am 
freien Rohrende gleich groB 

Abb. 61. Graphische Darstellung der Bernoullischen 
Gleichung mit Verlustgliedern. 

angenommen werden; auf den Stromungsvorgang im Rohr ist er ohne 
EinfluB, weshalb haufig nur der "Oberdruck Pl - Po usw. angegeben 
wird. 

Fiir die Berechnung der V erlusthOhe h~ ist die Kenntnis der Wider
standszahl C erforderlich, bei deren Ermittlung man in der Hauptsache 
auf Versuche angewiesen ist. In Einzelfallen fiihren auch theoretische 
Dberlegungen wenigstens zu einer ungefahren Abschatzung der GroBe 
von C, wie weiter unten gezeigt wird. 

a) Eintrittsverlust. 
Der Rohranfang steht gewohnlich mit einem Behalter in Verbindung, 

aus dem das Wasser entnommen wird. Bei gut abgerundetem Rohr
anschluB an den BehaIter ist der Eintrittswiderstand sehr klein, bei 

1 Selbstverstandlich konnte man ebenso gut die Geschwindigkeit vor dem 
Einbau oder an einer anderen Stelle wahlen und C auf diese beziehen. 
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scharfkantigem AnschluB groBer. Bezeichnet Ci die ideelle Eintritts
geschwindigkeit (bei reibungsfreier Flussigkeitsbewegung und gut ab
gerundetem RohranschluB) und C = rp' Ci die wir kIiche Geschwindig
keit (rp < 1), so faBt man die Differenz der GeschwindigkeitshOhen 

:~ - ;: auf als eine Verlusthohe h~, die fur die Erzeugung von Ge

schwindigkeit "verloren" gegangen ist. Die GroBe der Zahl rp hangt 
dabei einerseits von den Reibungswiderstanden im Entnahmebehalter 

ab, andererseits von dem Druckverlust im scharfkantigen 

Rohransatz (vgl. S.21). Man erhalt also mit Ci = ; 

h' - ~ (~ - 1) - C ~ v - 2g p2 - 2g' 

wo 

Abb. !ii. 

Bei gut abgerundetem RohranschluB ist im Mittel rp = 0,96 
bis 0,97 (S.2), demnach C ~ 0,09 bis 0,06; bei scharfkantigem 
Rohransatz ist rp = 0,82 bis 0,85 (S.23), also C ~ 0,5 bis 0,4. In 
besonderen Fallen kann enoch groBer werden, so z. B. wenn das Rohr 

Abb.63. 
PlOtzliche Querschnittserweiterung. 

nicht von der Behalterwand ausgeht, 
sondern diese durchdringt (Abb.62). 
Hier kann C bei scharfer Einlaufkante 
bis zu 3,0 ansteigen. 

b) Querschnittsanderungen. 
a) Plotzliche Querschnittsiinderungen. 

Bei der plotzlichen Querschnitts-
erweiterung eines Rohres von Fl auf 

F2 (Abb. 63 u. 63a) tritt die stromende Flussigkeit nicht als ge
schlossener, von ruhender Flussigkeit umgebener Strahl vom Quer
schnitt Fl in den weiteren Rohrteil ein (was nur bei reibungsfreier 

Abb.63a. Verlauf der Striimung bci cincr plOtzlichcn Erwciterung. 

Flussigkeit moglich ware), sondern sie vermischt sich unter starker 
WirbelbiIdung mit der sie umgebenden Flussigkeit, die dadurch mit
gerissen wird, und erst am Ende eines gewissen Ubergangsgebietes 
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stellt sich wieder eine geordnete Parallelstromung mit der kleineren 
Geschwindigkeit c2 ein. Der durch diesen Mischvorgang bedingte Ver
lust an Stromungsenergie kann mittels des Impulssatzes (Bd. I S.58) 
berechnet werden. Zu diesem Zwecke denke man sich in Abb. 63 den 
Bereich zwischen den Ebenen 1-1 und 2-2 abgegrenzt. Dann ist im 
FaIle stationarer Stromung die auf die Zeiteinheit bezogene Impuls
anderung der durch den angegebenen Bereich abgegrenzten Masse gleich 
dem DberschuB des austretenden liber den eintretenden Impuls, also 
e Q (C2 - cl ). Diese Impulsanderung muB gleich der Resultante der in 
der Bewegungsrichtung wirkenden Druckkrafte sein. Setzt man dafUr 
(Pl - P2)F2, nimmt also den Druck Pl liber den 
ganzen linken Querschnitt 1-1 als gleichmaBig ver
teilt an, so wird mit Q = F 2 C2 

Pl - P2 = e (C~ - Cl C2) 

oder 
(81) Abb.63b. 

Andererseits liefert die Bernoullische Gleichung mit Verlustglied 

PI·- P2 = ~ (c2 _ c2) + h' (82) 
y 2g 2 1 V' 

so daB durch Verbindung der Gl. (81) u. (82) fUr die VerlusthOhe folgt 

h' = (1;1 =-C2)2 
V 2g (83) 

Setzt man hier noch mit Rlicksicht auf die Kontinuitat 

so wird 

h~ = (~: _. 1 r ;~ = 1; ;! (83a) 

bzw. 

Durch Versuche von H. Schlittl mittels 

Abb. 64. P16tzliche Querschnitts
ycrcngung. 

in eine Rohrleitung eingebauter Dlisen (Abb.63b) ist die Brauch
barkeit der Carnotschen Gl. (83) zur Berechnung des Energieverlustes 
infolge p16tzlicher Querschnittserweiterung bestatigt worden. Die Ab
weichungen von dem theoretischen Wert liegen bei diesen Versuchen 
durchschnittlich unter 1 %. Wichtig ist ferner besonders die Feststellung, 
daB der Mischvorgang von der Erweiterungsstelle ab eine Langenaus
dehnung l von ca. l = 8d2 besitzt, wenn d2 den Durchmesser des er
weiterten Rohres bezeichnet. Erst dort haben sich wieder normale 
Stromungsverhaltnisse eingestellt. SoIl also der Energieverlust durch 
Messung festgestellt werden, so hat man darauf zu achten, daB eine 
genligend lange Versuchsstrecke (l > 8d2) zur VerfUgung steht, da 
andernfaIls keine brauchbaren Ergebnisse gewonnen werden konnen. 

Erfahrt der Rohrquerschnitt eine plotzliche Verengung(Abb. 64), 
so entsteht eine Strahleinschnlirung, ahnlich wie beim AusfluBstrahl 

1 Mitt. d. hydraul. lnst. der T.H. Munchen 1926 Heft 1 S. 42. 
Kaufmann, Hydromechanik II. 6 
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(vg1. S.3), die von einem Totwassergebiet (Wirbelraum) umgeben ist. 
Auch hier tritt ein Verlust an Stromungsenergie auf, del' abel' kleinel' ist 
als derjenige in Abb. 63. Man kann die Verlusthohe wieder auf die Form 

bringen 

h' = (c2 - Cl)2 = (1 _ F2)2 c§ 
v 1] 2 g 1] Fl 2g' 

wo nach Versuchen von Weisbach1 

Abb.65. Stromungsverlauf beim Ein- 1] ~ 0,4 bis 0,5 zu setzen ist. 
bau einer DrosseIscheibe. Bei einer Drosselung des Strahles 

gemaB Abb. 65 erfahrt del' Strahl un
mittelbar hinter del' Drosselscheibe eine Einschniirung auf den Quer
schnitt ocF1 , wenn Fl die lichte Offnung del' Scheibe bezeichnet_ Nennt 
man c' die Geschwindigkeit des eingeschniirten Strahles, so kann die 

Verlusthohe h~ nach G1. (83) wegen c' = cFF berechnet werden zu 
()( 1 

h' =~ ...... C)2 =~(~_1)2 
v 2g 2g ()(F1 ' 

worin nach Weisbach oc = 0,63 + 0,37 (~lr zu setzen ist. 

(J) AlImiihliche Querschnittsiinderungen2• Die oben besprochenen 
Verluste bei Querschnittsanderungen konnen wesentlich herabgesetzt 
werden, wenn del' Ubergang von dem engen zum breiten Querschnitt 
nicht plotzIich, sondern allmahlich erfolgt. Bei stetiger Erweiterung 
des Querschnittes (Abb.66) tritt Druckanstieg in del' Stromungs
richtung ein, da die Geschwindigkeit mit wachsendem Querschnitt 
kleiner wird. In del' Grenzschicht (vg1. Bd. I S.214) stauen sich die 

gegen den wachsenden Druck 
stromenden Fliissigkeitsteilchen 
an, wodurch die Grenzschicht 
rasch an Dicke zunimmt. Erfolgt 

Abb.66. AIImahIichc Querschnittsanderung. die Rohrerweiterung zu plotzlich, 
d. h_ ist del' Winkel 0 in Abb. 66 

zu groB, so findet eine "Ab16sung" del' Stromung von del' Wand statt 
(vg1. Bd. I S. 215); die Hauptstromung vermischt sich im weiteren Ver
laufe mit dem sie umgebenden wirbelnden Totwasser, wodurch wieder 
Energieverluste ausgelost werden (Abb. 66a). Del' giinstigste Offnungs
winkel ist etwa 0 = 80 , wahrend bei 0 = IODin rechteckigen Kanalen 

1 v. Mises, R.: Elem. d. techno Hydromech., S.170. Berlin 1914. 
2 Vgl. hierzu folgende im VDl-Verlag erschienenen Forschungsarbeiten: 

K. Andres: Versuche iiber die Umsetzung von Wassergeschwindigkeit in Druck 
1909 Heft 76. H. Hochschild: Versuche iiber Stromungsvorgange in erweiterten 
und verengten Kanalen1910 Heft 114. R. Kroner: Versuche iiber Stromungen 
in stark erweiterten Ka,nalen 1920 Heft 222. F. Donch: Divergente und kon
vergente turbulente Stromungen mit kleinen Offnungswinkeln 1926 Heft 282. 
J. Nikuradse: Untersuchungen iiber die Stromung des Wassers in konvergenten 
und divergenten Kanalen 1929 Heft 289; ferner A. Hofmann: Die Energieum
setzung in saugrohrahnlich erweiterten Diisen. Mitt. d. Hydraul. lnst. d. T. H. 
Miinchen 1931 Heft 4. 
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bereits AblOsungserscheinungen beobachtet , wurden1. Fur c5 = 80 kann 

h~ = t] ;~g [(::r -lJ 
mit t] = 0,15 bis 0,20 gesetzt werden2 • 

Wendet man auf die ungestCirte Stromung vor und hinter der Diise 
(Rohrerweiterung) die Bernoullische Gleichung mit Verlustglied an, 
so erhaIt man bei horizontal verIegtem Rohre 

2 2 

~+b=~+~+h' 
2g Y 2g Y v 

_ e ( 2 2) e ( 2 2) _ e ( 2 2) (1 ) P2 - PI - 2 C1 - C2 - t] 2 C1 - C2 - 2 C1 - C2 - t] . 

Abb. 66a. AblOsung der Stromung bei zu groOem l)ffnungswinkel. 

Man nennt den Quotienten 

P2 - PI 
--=-=---=-=-~ = 1 - 1] 

-~ (c2 _ c2 ) 2 1 2 

auch den Wirkungsgrad del' Rohrerweiterung, der mit den oben an
gegebenen Werten fur t] ca. 0,8 bis 0,85 betragt. Fiir h~ = ° (verIust
freie Stromung) ware der Wirkungsgrad gleich Eins. 

Ein reehneriseher Ansatz zur Ermittlung der Verlusthohe h~ infolge allmah
lieher Rohrerweiterung ist von H. Lorenz3 aufgestellt, der dafiir den Ausdruck 

C2 "4 .• 
h' = 1 - c" . __ tg .!:'...-

o 2g 3 2 

und unter Beriieksichtigung der turbulenten Wandreibung 

h' = ~l-=-c~ f~~A_ + i. ta ~ t 
o 2g 1 b 3 <>2f 

~ 4 tg -jf 

1 Nikuradse: Vgl. Fuilnote 2 S.82. 2 Hiitte 26. Aun. Bd.l S.377. 
3 Lore nz, H.: Physik. Z. 1928 S.77. 

6* 
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angegeben hat, wo A die Widerstandsziffer bezeichnet. Es scheint, daB diese 
Formel die tatsachlichen Verhaltnisse fUr glatte Rohre bei kleinen Erweiterungs
winkeln gut wiedergibt. Immerhin ist ihre physikalische Begriindung nicht recht 
iiberzeugend, da auf den Mischvorgang hinter der Diise, der fiir die GroBe des 
Verlustes von entscheidender Bedeutung ist (vgL S.81), keine Riicksicht ge
nommen wird 1. 

1m umgekehrten FaIle, namlich bei stetiger Verengung des Quer
schnittes, treten nur ganz geringe Energieverluste auf. Hier stromt die 
Flussigkeit im Sinne des fallen den Druckes. Das durch die Wand
reibung verzogerte Grenzschichtmaterial erhalt also standig neuen An
trieb durch den Druckunterschied, so daB die V orwartsbewegung in der 
Grenzschicht erhalten bleibt und letztere nur geringe Starke besitzt. 

c) Richtungsanderungen. 
Almliche Erscheinungen von Ablosung und Wirbelbildung treten 

auch bei Richtungsanderungen eines Rohres auf und haben ent
sprechende Verluste an Stromungsenergie zur Folge. 

a) Rohrkriimmer. Krummer finden in der Technik u. a. Ver
wendung als Verbindungsstucke gerader Rohrstrange zwecks Richtungs
anderung, ferner aber auch als Spiralgehause von Kreiselpumpen, 
Wasserturbinen usw. Die Kenntnis der in solchen Krummern auftreten
den Stromungsverluste ist also von hoher praktischer Wichtigkeit. 
So ist es auch erklarlich, daB eine groBe Reihe von Ingenieuren der 
Krummerstromung ihr besonderes Augenmerk zugewandt und eine 
Losung des Problems entweder auf theoretischem 2 oder auf experimen
teIlem3 Wege gesucht haben. Wie aus den folgenden Darstellungen 
hervorgehen wird, handelt es sich hier um einen sehr verwickelten 
Stromungsvorgang, der heute auf Grund der vorliegenden Messungen 
qualitativ wohl einigermaBen geklart ist, einer strengen theoretischen 
Behandlung aber erhebliche Schwierigkeiten bereitet4 • 

Um ein ungefahres Bild der Stromung zu erlangen, kann man 
sich die Flussigkeit zunachst als ideal und die Stromung als e bene 
Potentialstromung vorstellen, wozu allerdings vorerst ein recht
eckiger Querschnitt vorausgesetzt werden muB. Man kann dann in der 
fruher geschilderten Weise das quadratische Netz der Aquipotential
und Stromlinien zeichnen (Bd. I S. 151), das uber die theoretische 
Geschwindigkeitsverteilung im Krummer und - mit Hilfe der Energie
gleichung 

-} v2 + p = const. (84) 

- auch uber die Druckverteilung AufschluB gibt. (In vorstehender 

1 Vgl. hierzu H. Peters: Energieumsetzung in Querschnittserweiterungen bei 
verschiedenen Zulaufbedingungen. Ing.-Arch. Bd.2 (1932) S.92. 

2 Lorenz, H.: Der Widerstand von Rohrkriimmern. Physik. Z. 1929 S.228. 
3 Eine systematische Literaturiib~~sicht iiber dieses Gebiet ist zu finden in 

dem VDI-Forsch.·Heft 1929 Nr. 320: Uber den Stromungsverlust in gekriimmten 
Kanalen von H. Nippert; vgL auch W. Spalding: Versuche iiber den Stro
mungsverlust in gekriimmten Leitungen. Z. VDI 1933 S. 143. 

4 Vgl. hierzu M. Adler: Stromung in gekriimmten Rohren. Dissert. Miinchen 
1933. 
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Gleichung ist ein horizontal liegender Kanal vorausgesetzt, so daB 
die Schwere ohne EinfluB bleibt.) Abb.67 zeigt ein derartiges Netz. 
Da sich nun bekanntlich im quadratischen Netz die Geschwindigkeiten 
an zwei verschiedenen Punkten umgekehrt wie die Abstande der 
zugehOrigen Strom- bzw. Aquipotentiallinien verhalten (vgl. S. 42), 
so erkennt man, daB an der Innenwand groBere Geschwindigkeiten 
vorhanden sind als an der AuBenwand, wahrend fiir die Driicke mit 
Riicksicht auf Gl. (84) das Entgegengesetzte zutrifft. 

Der EinfluB der Kriimmerwirkung ist nicht nur auf den Kl'iimmer 
selbst beschrankt, sondern auch auf 
die Stromung in dem geraden Rohr vor 
und hinter ihm. Auf der Einlaufseite 
bereitet sich namlich bereits die fiir 
den Kriimmer maBgebende Geschwin
digkeitsverteilung vor, wahrend sie auf 
der Auslaufseite allmahlich wieder in 
diejenige der Parallelstromung zuriick
gebildet wird. 

Bei den na tiir lichen (nicht idea-
len) Fliissigkeiten treten nun - be- Abb. 6i. Ebene Potentialstromung in einem 
sonders infolge der Wandreibung - gekriimmten Kanal. 

erhebliche Abweichungen gegeniiber 
dieser Idealstromung auf und zwar um so starker, je groBer die 
mittlere DurchfluBgeschwindigkeit und die Wandrauhigkeit sind und je 

kleiner das Verhaltnis : ' d. h. je starker die Kriimmung ist (Abb. 67). 

Besonders die Geschwindigkeitsverteilung zeigt ein vollkommen ver
andertes Bild, und zwar nicht nUT quantitativ, sondern auch qualitativ. 

Weiter oben war darauf hingewiesen, daB im Kriimmer bei der 
Idealstromung ein radiales Druckgefalle von der AuBen- zur Innen
wand vorhanden ist (vgl. auch Bd. I S. 48). Da III j1l11TIn11 TIIIII'F~~~~ 
nun die natiirliche Fliissigkeit an den Kanal- IIII~II ((_= ___ =~' ~ 
wandungen haftet, so werden die der oberen und I ~. ,~::O--=f-=.::-=:' I'§ 
unteren Kanalwand benachbarten, nur langsam I, I nill; ~,( __ ...,. ___ ~~ t;; 

vorwarts bewegten Teilchen dem bestehenden 'bb 68 D I' 'b I I' 
~"\.. . oppe WlI e a s 

Druckgefalle folgend von auBen nach innen Neb.enstromung in e~nem 
d "h d . h' d M'tt . ROO k Krummer von rechteckigem wan ern, wa ren SIC In er 1 e eln uc - Querschnitt. 

strom einstellt. Auf diese Weise entsteht eine 
Nebenstromung in Gestalt eines Doppelwirbels (Abb.68), die sich der 
Hauptstromung iiberlagert und mit dieser ein spiralformiges Stromungs
bild liefert (Abb.68a)1. Die Druckverteilung der Idealstromung wird 
- abgesehen von der unmittelbaren Nahe der Wand - durch die 
Wirkung des Doppelwirbels anscheinend nicht wesentlich beeinfluBt. 

Ganz ahnliche Verhaltnisse wie fUr den rechteckigen Querschnitt 
gelten auch fiir den Kreisquerschnitt; insbesondere bildet sich auch 
hier die oben erwahnte Nebenstromung aus (Abb. 69). 

1 Nach A. Hinderks: Z. VDI Bd. 71 (1927) S. 1779. 
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Von besonderer Wichtigkeit ist die GroBe des durch den Einbau 
eines Krummers in eine Leitung entstehenden V erl u s te san S tl' 0-
mungsenergie. Dieser setzt sich zusammen aus dem EinfluB del' 

Abb.68a. Spiralstriimung in eincm Kriimmer, entstanden durch Dberlagerung der Haupt- und 
Nebenstriimung. 

Wandreibung (wie beim geraden Rohl'), dem EinfluB der Neben
stromung und einem durch AblOsung und Wirbelbildung bedingten 
Verlust. Uber die Entstehung des letztgenannten Anteiles kann man 

Abb. 69. Doppelwirbel 
als N ebenstriimung in 
einem Kriimmer von 

Kreisquerschnitt. 

sich folgende VorsteIlung verschaffen (Abb. 70 
und 70a). 1m FaIle der "idealen" Krummer
stromung wachst der Druck an der AuBenseite 
des Einlaufs infolge Krummung der Stromfaden 
und der damit verbundenen Fliehkraft von dem 
normalen Werte Po der Parallelstromung bis zu 
einem GroBtwert bei B, so daB im Bereich AB 
die Flussigkeit gegen steigenden Druck stromt. 

~____ Auf der Innenseite sinkt der Druck zunachst bis 

r 
~ zum Punkt C und steigt dann im Auslauf wieder 

an; auch im Bereich CD stromt also die Flussig
keit (innen) gegen wachsenden Druck. Es liegen 
hier somit ahnliche Verhaltnisse vor wie im ' Fane 
eines konisch erweiterten Rohres (S. 82), die zur 
Ablosung und Wirbelbildung fuhren. Letztere hat 
einen Verlust an Stromungsenergie zur Folge, der 
demnach wesentlich von der Krummung del' 
Stromlinien abhangig sein wird. 

Abb. 70. 1m Kriinuner 
herrscht auf der Aullenseite 
zwischen .A und B, auf der 
Innenseite zwischen C und 

D Druckanstieg. Fur die Durchfiihrung von Versuchen ist noch 
besonders beachtenswert, daB zur Riickbildung 

der Krummerstromung in die normale Parallelstromung des geraden 
Rohres eine Rohrlange von ca. 50 bis 70 d (d = Rohrdurchmesser) 
hinter dem Krummel' erforderlich istl. Erst am Ende diesel' Strecke 

1 Hofmann, A.: Mitt. Hydraul. lnst. T. H. l\'hinchen Heft 2 u. 3. 
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macht sich del' KriimmereinfluB nicht mehr bemerkbar. Man muB 
also die MeBstelle hinter dem Kriimmer entsprechend weit nach hinten 
verlegen, da man andernfalls nul' einen Teil des Kriimmerverlustes 
erfaBt. 

Eingehende Versuche zur Ermittlung del' Verluste in 90o-Rohr
kriimmern (Ellenbogen, Abb. 71) mit gleichbleibendem Kraisquerschnitt 
wurden im Hydraulischen In
stitut del' Technischen Hoch
schule Miinchen angestellt1 . 

Dabei wurde del' Verlust an 
Stromungsenergie wieder durch 
die VerlusthOhe 

2 

h'=C~ v 2g 

dargestellt und die Zahl C 
lediglich infolge del' Kriimmer
wirkung - also ohne den Ein
fluB del' Wandreibung - ge
trennt fiir glatte und rauhe 
Rohre ermittelt. Abb. 722 zeigt 

Abb. 70a. In den Gebieten des steigenden Drnckes 
der Abb. 70 findet AblOsung und Wirbelbildung statt. 

die C-Werte fiir glattes Rohr von 43 mm Durchmesser in Abhangig
keit von del' Wassergeschwindigkeit c und del' Reynoldsschen Zahl 

Vi = Cvd fiir verschiedene Verhaltnisse ~. Man erkennt daraus ins

besondere, daB die C-Werte mit wachsenden Reynoldsschen Zahlen 
kleiner werden. 

Zur Erlangung einer relativ groBen Wandrauhigkeit wurde die 
Innenwand des Rohres mit einem Anstrich versehen, del' aus einem 
Gemisch von Olfarbe und Sand hergestellt war. 
Die maximale Wandunebenheit betrug bei Be
ginn del' Versuche ca. 0,25 mm. 1m iibrigen 
wurden die gleichen Verhaltnisse wie Dei glatten 
Rohren beibehalten. Fiir diese so aufgerauhten 
Rohre ergaben -sich die aus Abb. 73 er~ichtlichen 
C-Werte, die sich - wie man erkemit - mit 
wachsender Reynoldsscher Zahl schnell einer 
Konstanten nahern und bei Vi = 150000 ca. 2- bis 
2,lmal so groB sind wie im FaIle glatter Rohr- Abb.71. 900-Rohrkriimmcr 

wand. Del' kleinste Widerstandsbeiwert trat auf (Ellenbogen). 

bei : = 7 bis 8, jedoch waren die C-Werte fur -; = 6 und ~ = 10 

davon nul' wenig verschieden. In Abb. 72 und 73 sind die C-Werte 
durch Kurvenbander dargestellt, um die unvermeidlichen Ablesefehler 
zum Ausdruck zu bringen. Als Mittelwerte erhalt man fur rauhe 
Rohre (siehe oben) und Reynoldssche Zahlen von Vi = 140000 

1 FuBnote 1 S. 86. 2 Nach der unter FuBnote 1 S. 86 zitierten Arbeit. 
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R=1 2 4 6 10 
d 

bis 220000 

1; = 0,52 0,29 0,23 0,18 0,20. 
Bei Kriimmern mit einem Zentriwinkel ~ :;?:: 900 kann man - so-

lange nichts Genaueres dariiber t: 
bekannt ist angenahert 

I (j0 c2 
hv = 900 1; 2g setzen, wo 1; aus den 

Abb. 72 und 73 zu entnehmen ist. 
Durch Unterteilung eines recht-

eckigen Kriimmerquerschnittes 

Abb. 72. Widerstandszahlen fiir den Krummer
verlust bei glatter Rohrwand in Abhangigkeit 

von der Reynold,schen Zahl. 

Abb. 73. Widerstandszahlen fur den 
Krilmmerverlust bei ranher Rohrwand in 
Abhimgigkeit von der Reynoldsschen Zahl. 

mittels besonderer Fiihrungswande (Umlenkschaufeln, Leitapparate, 
Abb.74) kann der Kriimmerverlust nicht unwesentlich herabgesetzt L werden. Voraussetzung ist dabei allerdings 

I richtige Formgebung und Bemessung der Leit-
t apparate, wozu vorherige Modellversuche er-

l\. \2:: forderlich sind!. 
~ '- Theoretisch ist das Kriimmerproblem von 

l\. '-- H. Lorenz2 in Angriff genommen worden, der fiir 
'- den reinen Kriimmerverlust (ohne Wandreibung) in 

der hier beniitzten Schi"eibweise fiir kreisformigen 
Querschnitt den Ausdruck Abb. 74. Dureh Unterteilnngdes 

Krummerquerschnitts mittels 
richtig geformter Umlenk
schaufeln kann der Krummer-

"edust vermindert werden. 

(j c2 d 
h' =-- -

, 7C 2g R 

1 Ergebn. d. Aerodyn. Versuchsanst. zu Gottingen, 1923 l.Lief. S.17. Ferner 
G. Krober: Schaufelgitter zur Umlenkung von Fliissigkeitsstromungen mit ge
ringem Energieverlust. Ing.-Arch. Bd.3 (1932) S.516. 

2 Lorenz, H.: Der Widerstand in Rohrkriimmern. Physik. Z. 1929 S.228. 
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(5 1 c2 d 
abgeleitet hat, woraus fiir den 90o·Kriimmer mit - = - folgt hi :n: 2 v = 2g 2 R 

d 
oder ,= 2 R . Demnach wiirde also sein fiir 

R = 1 2 
d 

4 6 

, = 0,5 0,25 0,125 0,083. 

Man erkennt, daB die beiden ersten Werte ganz gut mit den Hofmannschen 

fiir rauhe Wand iibereinstimmen. Bei gr6Beren Verhaltnissen fiir : treten jedoch 

erhebliche Abweichungen auf. AuBerdem besteht insofern ein grundsatzlicher 

Unterschied, als nach Lorenz' mit wachsendem : immer kleiner wird, wah· 

rend Hofmann l bei : "'" 7 ein Minimum festgestellt hat. Die Abweichung des 

theoretischen von dem experimentellen Werte diirfte darauf zuriickzufiihren sein, 
daB der Mischvorgang hinter dem Kriimmer erst im Abstand von ca. 50 bis 70 d 
beendet ist (siehe oben), worauf in der Lorenzschen Ableitung keine Riicksicht 
genommen ist. 

Der gesamte Druckhohenverlust aus Kriimmerwirkung und Wand
reibung zwischen zwei um die Lange l 
voneinander entfernten MeBpunkten ist 

h~ = ;: (C + A ~) , 
wo A wieder die Widerstandsziffer der 
Wandreibung bezeichnet und l die Lange 
der abgewickelten Rohrachse. Nach den 
Hofmannschen Versuchen tritt das Mini. 
mum des Gesamtverlustes bei Kriimmungs

Abb. 75. Kniestiick. 

verhaltnissen auf, die etwas groBer sind als diejenigen, fUr welche C ein 

Minimum wird, und zwar fUr glatte Wand bei etwa : = 8,8, fUr rauhe 

Wand bei etwa : = 8,4. 

(j) Kniestiicke. Ahnliche Verhaltnisse wie bei Kriimmern Hegen bei 
Kniestiicken vor. Man kann hier die zugehorige Verlusthohe der Gl. (83) 
nachbilden, indem man die Vektordifferenz c1 - c2 statt des Betrages 
c1 - c2 einfiihrt (Abb. 75) und den Berichtigungsfaktor'f) beifiigt2. Man 
erhalt dann 

h' = 'f) (Cl - ~ = 'f) ~ = 'f) ci + c~ _= 2 Cl c~cos(5 
v 2g 2g 2g 

und zwar ist angenahert 'f) = 0,7 bis 1,0. 

Schreibt man die Verlusthohe wieder in der Form h~ = C :2 an, 
-g 

so kann nach Weisbach fiir Kniestiicke von konstantem Durchmesser 

1 FuBnote 1 S. 86. 
2 v. Mises, R.: Elem. d. techno Hydromech. 1914 S. 170. 
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angenahert 

~ = sin2 ~ + 2 sin4 ~ 
2 2 

gesetzt werden. 
Eingehende Versuche zur Ermittlung der Widerstandsbeiwerte ~ 

(ohne den EinfluB der Wandreibung) sind von H. Kirch bach l und 
C W. Schubartl im Hydraulischen 

.......... rtT{fn - -

~~ 
-Et/ 
--

Institut der Technischen Hoch
schule Munchen an glatten und 
rauhen Kniestucken, sowie an 
verschiedenen durch Aneinander
reihung von Kniestucken gebilde.......... .,;-

g/tTft -"" c· 

o 50800 ~ '0888 1&'088 /J880. zsooo7t 
~ ten Formstucken von 43 mm 

lichtem Durchmesser angestellt 
worden. Die Aufrauhung wurde 
in gleicher Weise wie bei den 

Abb. 76. Widerstandszahlcn fiir den Verlust 
in einem Kniestiick von 300 Winkeliinderung. 

Hofmannschen Versuchen (vgl. S.87) bewerkstelligt. Untersucht 
wurde die Abhangigkeit des Wertes ~ von del' Reynoldsschen 

Zahl ffi = cd fiir verschiedene Winkel o. Dabei zeigte sich, daB ~ v 
fiir einen bestimmten Winkel 0 von etwa ffi = 200000 ab nahezu als 
konstant angesehen werden darf. Wichtig ist ferner die Feststellung, 
daB die Wirkung des Knie- , 
stuckes auf die Geschwindig
keitsverteilung bei einem 900 -

c 
~ 

0 \ , r{1{!!1 --- ---
0,6 

.......... 
8,'1 gltrll (otTen KirchbtTc/!) 

IlI._C ·d 
Y 

o 50088 18888'0 150'OPP 800800 85000(1 

Abb. 77. Widerstandszahlen fiir den Verlust 
in einem Kniestlick von 600 - 'Yinkela,nderung. 
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Abb. 78. Widerstandszahlen fiir den Verlust 
in einem Kniestiiek von 900-Winkeliindcrung. 

Kniestuck bereits im Abstand 25 d hinter dem Krummer beendet 
ist (d = Rohrdurchmesser), wahrend sie bei kleinen Winkeln 0 erst 
etwa in einer Entfernung von 50 d abgeklungen ist. Die Abb. 76 bis 78 
zeigen die Abhangigkeit des Wertes ~ von ffi fUr Kniestucke von 0 = 30°, 
0= 60° und 0 = 90D• Eine Zusammenstellung del' wichtigsten Versuchs
ergebnisse fUr ffi ~ 225000 enthalten die nachstehenden Tabellen 2• 

1 Mitt. Hydraul. lnst. T. H. Miinchen Heft 3 S. 68, 121. 
2 Mitt. Hydraul. lnst. T. H. Miinchen Heft 3 S.144. 
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Einfaches Kniestuck. 

15= 22.50 300 900 

~ glatt = 0,066 0,130 1,129 
~ Tauh = 0,154 0,165 1,265 

Formstuck Abb. 79. 

a 
0,71 0,943 1,174 1,42 ],86 2,56 3,72 6,28 

d 

~ glatt. 0,507 0,350 0,333 0,261 0,289 0,356 0,356 0,399 
~ rauh. 0,510 0,415 0,384 0,377 0,390 0,429 0.460 0,444 

Abb. 79 bis 81. Formstiicke. 

Formstuck Abb. 80. 

1,2311,44 \ 1,6711,70 1,91 \ 2,3712,96\4,11 \4,70 \ 6,10 

~ glatt. . 
~ rauh. . 

0,195 [ 0,1961°,150 [0,149 0,1541' 0,167 ! 0,172[0,190 I 0,1921 0,201 
0,347 0,320,0,300 0,299 0,312 0,337 10,342 0,354 i 0,360,0.360 

Weitere Angaben iiber die 
Widerstandsziffer ~ sind zu 
finden in H ii tte Ed. 126. Aufl. 
sowie in den verschiedentlich 
schon genannten "Mitteilun
gen des Hydraulischen Insti
tuts der Technischen Hoch
schule zu Miinchen", auf 

Formstuck Abb. 81. 

a 
d 

I 3 ~~ ,11 

~ glatt . 
~ rauh ... 

die hier verwiesen werden muB. 

4. Rohrverzweigung. 
1m FaIle einer Rohrgabelung nach Abb. 82 tritt auBer dem bereits 

friiher besprochenen "Reibungsverlust" noch ein "Abzweigverlust" auf, 
der fUr die Rohre Be und B D im allgemeinen verschieden groB ist. Die 

zugehorige "Verl usthohe" solI wieder in der Form' ;: dargestellt 

und fill das Rohr Be mit h~l = '1 ;: ' fill das Rohr BD mit h~2 = '2 ;: 
bezeichnet werden. (Man beachte, daB hier sowohl '1 als auch '2 auf die 
mittlere Geschwindigkeit c im Hauptrohr bezogen sind; vgl. S.79.) 
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Mit den Bezeichnungen der Abb.82 lautet die erweiterte Ber
noullische Gleichung im FaIle stationarer Stromung fiir einen durch 
A, B, 0 gehenden Stromfaden, bezogen auf A und 0: 

c2 P ci Pl c2 c~ c2 

-2 + - + hI = "9 + - + A -2 d l + Al 2-d- II + '12- , g y ~g y g g 1 g 

woraus folgt: 

P - Pl + h = ~ (A J_ +, _ 1) + c~ (A ~ + 1) . (85) 
Y 1 2g d 1 2g 1 dl 

Entsprechend erhalt man fiir den Stromfaden A, B, D 

P - P2 + h = ~ (A ~ +, _ 1) + c~ (A ~ + 1) . (86) 
y 2 2 g d ~ 2 g 2 d2 

Zu diesen beiden Gleichungen treten noch die Bedingungen 

c = !~ ; Cl = !~; ; C2 = !~i (87) 

Abb.82. Rohrgabelung. Abb. 83. llohrvereinigung. 

und die Kontinuitatsgleichung 

Q = Ql + Q2' (88) 

In ganz ahnlicher Weise kann man verfahren, wenn es sich um die 
Vereinigung zweier Rohre gemaB Abb. 83 handelt. 

Die weitere Rechnung richtet sich nun danach, welche GroBen in 
den obigen Gl. (85) bis (88) gegeben und welche gesucht sind. Dabei 
wird es im allgemeinen notwendig sein, im ersten Rechnungsgang 
A = Al = A2 zu setzen und dafiir einen Mittelwert, etwa }. = 0,03 an
zunehmen (nach Dupuit, S.64). AuBerdem ist noch die Kenntnis 
der Widerstandsziffern '1 und '2 erforderlich. 

Zur systematischen Erforschung dieser Werte sind im Hydraulischen 
Institut der Techn. Hochschule Mlinchen von G. Vogel und F. Peter
mann umfapgreiche Versuche angestellt worden!, liber deren Ergebnisse 
hier kurz berichtet werden solI. Bei den Versuchen wurde eine durch
gehende Hauptleitung von konstantem Durchmesser d = d1 = 43 mm 
zugrunde gelegt, also ohne Knick bei B (Abb. 82), und von dieser ein 
Rohr a) unter dem Winkel 0 = 900 (Vogel), b) unter dem Winkel 
0=450 (Petermann) seitlich abgezweigt. Der Durchmesser des Ab-

1 Mitt. Heft 1, 2 u. 3. 
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zweigrohres wurde auBerdem variiert (d2 = 15 mm, 25 mm, 43 mm), 
um den EinfluB des Durchmesserverhaltnisses zwischen Haupt- und 
Abzweigrohr auf die GroBe der '-Werte verfolgen zu konnen. Weitere 
Varianten wurden erreicht durch Abrundung der AnschluBkanten, 
bzw. durch konisch ausgebildeten Ubergang (siehe unten). Ahnlich wie 
friiher (Rohrkriimmer usw.) wurden auch hier die reinen Abzweig
verluste ohne den Reibungsverlust im Rohre festgesteilt. (Der Rei
bungsverlust wurde gesondert untersucht.) 

Abb.84 und 85 zeigen schematisch die beiden Faile der "Tren
nung" und der "Vereinigung" der Fliissigkeitsstrome, sowie die 
gewahlten Bezeichnungen fiir die Geschwindigkeiten und DurchfluB
mengen. AuBerdem bedeutet 'a die Widerstands
zahl fUr das abgezweigte Wasser, 'a diejenige 
fiir das geradeaus stromende Wasser, so daB 

Abb.84. 

Bei allen Versuchen zeigte sich, daB' innerhalb des Bereiches der MeB

genauigkeit nur von dem Verhaltnis ~ abhangig ist. Im einzelnen ergab 

sich folgendes Bild: Die groBten Verluste traten auf bei rechtwinkligem 
AnschluB (0 = 90°) und groBem Verhaltnis des Hauptrohrdurchmessers 
zum Durchmesser des Abzweigrohres, die kleinsten bei schiefwinkligem 
AnschluB (0 = 450) und gleichen Durchmessern der Haupt- und Ab
zweigleitung. Durch Abrundung der Ubergangsstellen bzw. konischen 
AnschluB des Abzweigrohres konnten die Verluste in den einzelnen 
Fallen herabgedriickt werden. Einige Angaben iiber die GroBe von' (in 
runden Zahlen) enthalten die nachstehenden Zusammenstellungen 
(vgl. dazu die Abb. 86 bis 91). 

Beispiel. Gegeben seien nach Abh.92 der bei A zur Verfugung stehende 
Druck p, die sekundlichen Wassermengen Q und Q2' ferner l, Il' I2 und h1' h2; 
auBerdem seien die Drucke PI und P2 vorgeschrieben. Es soil der erforderliche 
Durchmesser d fur das durchgehende Rohr A BO und d2 fur das Abzweigrohr BD 
berechnet werden. n 

Q Cd,'IOd 
Zunachst ist Q1 = Q - Q2' ferner wegen c = "F t') 

o 16 Q~ 
cil = n 2 di . 

Abb.85. 
Fuhrt man diese Werte in Gl. (85) ein, so erhiilt man 

P - P1 16 Q2 ( I ) 16 Qi (11 ) 
-y-+hl=2gn2d4 )'(f+CI-1 +2gn2d4 }'1(r+ 1 , 

woraus folgt d5 = Q2 p, [ + ~1~.- d) + Qi (J~111 + d) • (89) 

g;2 (P~P1 +h1) 

In ahnlicher Weise erhait man aus Gl. (86) 

d5 _ Q~ (,12[2 + d2) (90) 
2- gn2(p-P2+h2)_Q2(Ai.+C2_1)· 

8 . ')' d4 d 
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Aus diesen Gleichungen k6nnen d 
und d2 nur durch Probieren gewonnen 
werden, wobei C1 = Cd und C2 = Ca so
wie A, }'1 und A2 zunachst zu schatzen 
sind. Bei sehr groBen Rohrlangen spie
len die Abzweigverluste gegeniiber den 
groBen Reibungsverlusten nur eine 
untergeordnete Rolle, zumal wenn das 

d 
Durchmesserverhaltnis dz nicht zu 

groB ist. In solchen Fallen k6nnen die 
Gl. (89) und (90) in erster Annaherung 

j -----------------------------f-l '~R :::---"... d. ~ 
-- 7""a'1, 

'\ '1/50 '7,~ C'1 

o_"J 
pz 

Abb.92. 

mit }, = Al = A2 wie folgt geschrieben 
werden 

il Q2 A l 
d2 "", r g:;rz (p- Pz 2+:

9
) _ Q2~' 

8 Y " d5 

woraus die gesuchten Durchmesser un
mittelbar zu bestimmen sind. Die so 
gefundenen Werte und die ihnen ent
sprechenden Widerstandszahlen C1 , C2 , 

}" AI' )'2 k6nnen nun in die Gl. (89) und 
(90) eingesetzt und die Rechnung so 
lange wiederholt werden, bis die rich
tigen Durchmesser gefunden sind. 

5. Heberleitungen. 
Liegt die Achse eines Rohres, 

das zwei Wasserbehiilter A und B 
von verschiedener Spiegelhahe mit
einander verbindet, an irgendeiner 
Stelle haher als der Oberwasser
spiegel (Abb.93), so spricht man 
von einer Heberleitung, deren 
Wirkungsweise bereits im Bd. I er
ldiirt wurde (Bd. I S. 14). Mit Ps 
und Cs als Druck und Geschwin-

(89a) 

(90a) 
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digkeit im Scheitelpunkt S der Rohrleitung lautet die erweiterte 
Bernoullische Gleichung, bezogen auf einen Punkt des Oberwasser
spiegels und den Rohrscheitel S im Faile stationarer Stromung 

c8 + Po = c; + p, + h + "h 
2(/ Y 2(/ y S L.J v' 

wo Co die Geschwindigkeit am Oberwasserspiegel und .2 hv die Gesamt
heit der Verlusthohen zwischen OW und S bezeichnet. Setzt man unter 
der Annahme eines groBen Querschnittes von A Co R:i 0, so folgt fUr 
den Druck an der Stelle S 

ps = Po _ (C; + h + "h) y y 2(/ S L.J v , (91) 

der, wie ersichtlich, kleiner als der atmospharische Luftdruck Po wird. 
Damit ein ungestortes Arbeiten des Hebers moglich ist, muB der ab
solute Druck Ps im Rohrscheitel groBer als der Dampfdruck Pa sein, 
welcher der jeweiligen Fliissigkeitstemperatur entspricht. Wird nam

A 

Abb. 93. Heberleitung. 

lich Ps gleich oder kleiner als Pa, dann 
kommt die Fliissigkeit (Wasser) zum 
Sieden und scheidet unter Hohlraum
bildung Luft- bzw. Gasblasen aus, wo
durch der Zusammenhang des kontinuier
lichen Fliissigkeitsfadens gestort wird. 
Man hat dann die bekannte Erscheinung 
der Kavitation. Bei Heberleitungen 
muB also darauf geachtet werden, daB 

Ps auch bei etwa auftretenden Druckschwankungen immer groBer als 
Pa bleibt, damit ein ungestorter Betrieb gesichert ist. Die GroBe des 
Dampfdruckes fiir Wasser bei verschiedenen Temperaturen ist aus nach
stehender Tabelle zu entnehmen1 . 

t= 0 5 10 15 20 25 300 e 

Pa = 0,0063 0,0089 0,0125 0,0173 0,0236 0,0320 0,0429 

t= 50 70 lOOoe 

Pa = 0,125 0,317 1,033 [C~2 ] . 
Fiir diegroBte "Betriebshohe" hs del' Heberleitung folgt aus Gl. (91), 
wenn dort Ps = Pa gesetzt wird, 

h < £lJl. - ('Ed -+- c; + "'h). 
s y y' 2(/ , L.J v 

Del' praktische Grenzwert von hs liegt bei etwa 7 bis 8 [m] und hangt 
von der Temperatur abo 

1 Handb. d. Experimentalphysik, herausgegeb. von W. Wien u. F. Harms 
Ed. 4 Hydro- u. Aerodynamik 1. Teil S. 465. 
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6. Ungleichformige Stromung. 
a) Schwingungen in kommunizierenden Rohren und 

GefaBen. 

97 

Zwei mit Fliissigkeit gefiillte, oben offene prismatische GefaBe von 
den Querschnitten FI und F2 seien durch ein Rohr vom Querschnitt Fs 
gemaB Abb. 94 miteinander verbunden. 1m Ruhezustande steht die 
Fliissigkeit nach dem Gesetz der kommunizierenden GefaBe (Bd. I S. 13) 
in beiden GefaBen gleich hoch. Denkt man sich das Gleichgewicht 
durch irgendeine auBere Ursache voriibergehend gestort, so fiihrt die 
sich selbst iiberlassene Fliissigkeit Schwingungen aus, die je nach der 
Art, in welcher man die Reibung beriicksichtigt, verschiedenen Cha
rakter haben. 

Nach der erweiterten Bernoullischen Gleichung fiir nicht statio
nare Stromung (Bd. I S.71) ist fiir die beiden Spiegelquerschnitte 
wegen PI = P2 (atmospharischer Luftdruck) 

(92) 

In dieser Gleichung bezeichnen CI und e:a die Spiegelgeschwindigkeiten, 
C die Geschwindigkeit an einer beliebigen 
Stelle 8 zwischen den beiden Spiegeln, Zl und 
~ die Abweichungen der Spiegel vom Aus· 
gleichsspiegel, .2 h'l) die Gesamtheit der 
Verlusthohen, (XI'~' (x' Korrekturfaktoren, 
durch welche die ungleichfOrmige Ge
schwindigkeitsverteilung iiber den GefaB- Abb. 9~. Schwingung in prismatischen 
querschnitt beriicksichtigt werden soll GefaBen. 

(Bd. I S. 70 u. 71), und d8 ein Langen-
element, gemessen in der Stromungsrichtung. Wegen clFI =e:aF2 und 
zlFI = Z~2 folgt aus (92), wenn noch (Xl = ~ = (X gesetzt wird, 

8, 

c~ {I _ (~1)2} + (1 _L Fl) = "h + ~S I ~d (X 2 g F z Zl r F z £..J 'I) g (X iJt 8 

8, 

oder mit den abkiirzenden Bezeichnungen 

(93) 

und unter Beachtung von CI = _ d;~ (Abwartsbewegung) 

(94) 
8, 

Kaufmann. Hydromechanik. n 7 
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Weiter ist wegen 0 = C1 ~ , wo F den Querschnitt an einer beliebigen 

Stelle 8 bezeichnet, 
~ ~ ~ 

J ,aad FJ' a (Cl)d F dClJ ,ds (X7Jt 8= 1 (XTt F 8= ITt (Xl!' 
h h h 

da 01 fiir die hier in Betracht kommende Bewegung nicht von 8, sondern 
nur von der Zeit abhangt. Setzt man noch 

(95) 
81 

wo (/ = const. den Wert von t (Zt) fiir die Spiegelgleiche 

'1o: p::;: bezcichne'J' ~~ a~dd t ( ) dal t d2 Zl 

Abb.95. Schwin· 
gung in einem 

U-Rohr. 

81 

ex iii 8 = ZI dt = - (ZI) dt2 , 

(96) 

An Verlusthohen kommen in Betracht diejenigen aus Reibung sowie 
aus Eintritts- und Austrittsverlust des Verbindungsrohres. Bei ent
sprechender Abrundung der RohranschluBstellen sind die zuletzt ge
nannten hinreichend klein und sollen hier auBer Betracht bleiben_ Ihre 

2 

Beriicksichtigung in der Form C ; g (S. 80) bereitet grundsatzlich keine 

Schwierigkeiten. Beziiglich der Reibung sollen hier drei verschiedene 
FaIle behandelt werden. 

a) Die Reibung wird vollkommen vernachliissigt. Dann lautet die 
Bewegungsgleichung nach {96} 

(97) 

Am einfachsten gestaltet sich ihre Losung, wenn Fl = F2 ist, da dann 
das quadratische Glied wegen Ul = 0 verschwindet. AuBerdem ist ~ = 2 
und, wegen ex~ = rx;, nach (95) f(ZI) = (/. Handelt es sich um ein U-Rohr 
von konstantem Querschnitt (Abb. 95), so ist auBerdem (/ = ex'l, wo l 
die Lange der schwingenden Fliissigkeitssaule 1-2 bezeichnet. Mit 
diesen Werten geht (97) iiber in die bekannte Differentialgleichung der 
einfachen harmonischen Schwingung 

(98) 

deren Integral mit der Anfangsbedingung ZI = 0 fiir t = 0 lautet 

ZI = A sin (t V ~g). 
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Die Dauer eiller vollell Schwingung folgt daraus zu 

T = V ~g = 2 n V 2
a
g , 

unabhangig von der GroBe des Schwingungsausschlages A (isochrone 
Schwingung). 

Sind die Querschnitte F 1 und F2 voneinander verschieden, aber 
beide sehr groB, die maximalen Ablenkungen aus der Gleichgewichts-

lage auBerdem nicht sehr groB, so kann ( ~~l t = cr R:: 0 und f (Zl) R:: a 

gesetzt werden, womit Gl. (97) lautet: 

d2z1 g %2 Z1 g(F2 +F1) 

dt2 = - -a- = - F 2 a Zl' 

d. h. abgesehen von der Konstanten dieselbe Differentialgleichung 
wie (98). lhre allgemeine Losung ist mit A und B als lntegrations-

konstanten und rzlF2+ F1) = lc 2 
F2 a 

Zl = A sin (kt) + B cos (kt), 

woraus je nach den gegebenen Anfangsbedingungen alle weiteren 
Fragen beantwortet werden konnen. 1st z. B. zur Zeit t = 0 der groBte 
Ausschlag Zl = Zo gegeben, so erhalt man als lntegrationskonstante, 

da fUr t = 0 auch ~:l = 0 sein muB, A = 0, B = zO' weshalb 

(k ) f vgr~+FJ} Zl = Zo cos t = Zo cos l t F2 a . 

Die Dauer einer vollen Schwingung ist 

J _ 2;'t _ 2 V- F2fI-
1 - k - n g(F2+ F l)' 

(J) Die Reibung ist proportional der Geschwindigkeit. Hier sollen 
hinsichtlich der QuerschnittsgroBen Fl und F2 sowie hinsichtlich der 
maximalen Ablenkungen aus der Gleichgewichtslage dieselben Voraus
setzungen gemacht werden wie unter Ziffer IX), auBerdem sollen z y lin
drische Querschnitte angenommen werden. Dann lautet Gl. (96) 

(99) 

Nach Definition ist die Summe der Verlusthohen aus Reibung von 
Spiegel zu Spiegel 

8, 

2J hv = J A 2~2d ds, 
81 

wo d den Durchmesser an einer beliebigen Stelle s bezeichnet. 1m FaUe 
7* 
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laminarer Stromung ist nach Bd. I S. 92 A. = :: 'V, womit obige Glei

chung iibergeht in 
82 

""h = 32v fc~ 
.:::.;" g d 2 

Fl 
oder, wegen C = c1 F' in 

Setzt man noch 

WO 8 = const. den Wert der linken Seite fiir die Spiegelg1eiche bezeichnet 
und die zusatzlichen Glieder mit Riicksicht auf die oben gemachten 
Voraussetzungen unterdriickt werden sollen, so wird schlie13lich 

.2 h = C 32 v 8 = _ ~. 32 v 8 
" 1 g dt g , (100) 

und man erkennt, daB hier tatsachlich die Reibung proportional der 
Geschwindigkeit C1 ist. 1m FaIle eines U-Rohres von konstantem Quer-

schnitt (Abb. 95) ist 8 = ~- . 

Del' in Gl. (95) auftretende Korrekturfaktor a' ist definiert durch 

den Ausdruck a' = J;22;F_ (vgl. Bd. IS. 70), wobei fiir laminare Stro-

mung v = ~: (r 2 - Z2) und C = ,zsgvr2 zu setzen ist (r = GefaBhalb

messer, Z = radialer Abstand eines Fliissigkeitselementes von del' Ge
faBachse, Bd. I S.74 und 75). Fiihl't man diese Ausdl'iicke in obige 
Gleichung fiir a' ein, so erhalt man mit F = nr2 und dF = 2 nz 'dz 
nach Ausfiihrung del' Integration a' = 4/3. 

Setzt man nun den Ausdruck (100) fiir .2 h" in Gl. (99) ein, so wird 

(101) 

Das ist aber die bekannte Differentialgleichung einer gedampften 
S ch wingung, deren aIlgemeines Integral mit A und B als Integl'ations
konstanten in der Form 

angeschrieben werden kann, wo r 1 und r2 die Wurzeln der "chal'akte
ristischen Gleichung" 

r2 + 32 v e r + g %2 = 0 
(J (J 
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sind. Demnach wird, wenn zur Abkiirzung 

gesetzt wird, 

und somit 

3211 e 
--=a· 

a ' 
gU2 = b· 
a ' 

V'a2 

4- b =e 

101 

(102) 

(103) 

Zur weiteren Behandlung der Aufgabe sei zunachst angenommen, 
daB Zl = 0 fUr t = 0 sei, d. h. daB der Spiegel zu Anfang der Zeit t 
durch die Gleichgewichtslage gehe. Dann erhalt man fUr die Kon
stanten A und B die einfache Beziehung A = - B, weshalb 

(104) 

Je nachdem ob e = V ~2 - b reell oder imaginar ist, ergeben sich 
2 

zwei verschiedene Bewegungsarten. 1m ersten Fane, d. h. fUr ~ > b, 

ist Zl keine periodische Funktion von t, da, wie man leicht erkennt, 
Zl mit wachsendem t sein Vorzeichen nicht andern kann. Man hat es 
also hier nicht mit einer Schwingung zu tun, sondern mit einer aperio
dischen Bewegung, bei welcher sich die Spiegel asymptotisch wieder 
del' Gleichgewichtslage nahern. Fiir t = 00 wird Zl = 0, da nach G1. (104) 

a 
wegen 2> e 

] ( 
1 

Zl = A 
(i-e) t 

1 'J 'H:+e);) 
t=ro e e t=ro 

1st dagegen e imaginar, so setze man 

. V' a 2 ., Il=~ b--=~o 0:: 4 '- , 

=0. 

wo e' = Vb-':'- ~ jetzt 1'ee11 wird, und fUhre diesen Ausdruck in (104) 

em. Dann ergibt sich 

_!':.t _!':.t 
zl=2Ae 2 ein(ie't)=2Aie 2 sin(e't). (105) 

Das Produkt A i hat eine einfache mechanische Bedeutung. Bezeich
net Co die Geschwindigkeit C1 zur Zeit t = 0 (Spiegelgleiche), so folgt 
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durch Differentiation von (105) mit t = 0 

co=2A i e', 
so daB 

a 
00-9"t.(,) 

Zl = I e - SIn e t . e 
Man erhalt also eine gedampfte Schwingung mit der Schwingungs
dauer 

211: 211: 

T=7=V~_a; . (106) 

Auch diese Schwingung ist isochron (vgL S. 99). 
Wie aus der obigen Ableitung hervorgeht, tritt diese Bewegung ein, 

wenn b> a; , d. h. der EinfluB del' Reibung nicht zu groB ist. Ver

schwindet letztere ganz, wird also a = 0, so geht (106) iiber in die Schwin
gungsdauer der ungedampften Schwingung (S.99). 

1m allgemeinen wird nicht co, sondern del' groBte Ausschlag Zl = Zo 

gegeben sein. Rechnet man den Beginn der Zeit t von dieser Lage aus, 
so wird Zl = Zo und c1 = 0 fiir t = o. Zur Bestimmung der Konstanten A 
und B in GL (103) stehen dann die Bedingungen 

Zo= A+ B, 

zur Verfiigung, aus denen folgt: 

A = ~ (1 + 2a(J; B = ~ (1 - 2ae) . 

Mit vorstehenden Werten geht GL (103) iiber in 

oder 

(107) 

Diesel' Ausdruck stellt bei reellem e die aperiodische Bewegung 
dar. 1st e dagegen imaginar, so setze man wieder in (107) e = e' ~~, 
wodurch man die gedampfte Schwingung 

Zl = -};- e - %- t { 2 cos (e' t) + ;, sin (f.>' t) } 

mit del' Schwingungsdauer (106) erhalt. 
y) Die Reibung ist proportional dem Geschwindigkeitsquadrat. Als 

Ausgangsgleichung dient wieder GL (96). Beschrankt man sich auf 
gleiche Querschnitte F1 = F2 oder, bei ungleichen Querschnitten, auf 
kleine Ablenkungen aus del' Gleichgewichtslage, so kann nach (95) 
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wieder !(Zl) ~ (] gesetzt werden. Als Summe der Reibungsverlusthohen 
erhalt man bei beliebiger Querschnittsform 

wo r" den hydraulischen Radius bezeichnet (Bd. I S. 90) und die Wider
standsziffer 'IjJ nach Voraussetzung unabhangig von der Reynoldsschen 
Zahl ist (quadratisches Widerstandsgesetz; vg1. dazu S.60 und Bd. I 

F 
S.97). Wegen c = c1 ]; folgt daraus 

wobei der erste Summand mit' = const. den Wert von 2J hv fUr die 
Spiegelgleiche darstellt. Mit Rlicksicht auf die oben gemachten Vor
aussetzungen ist bei gleichen Querschnitten Fl = F2 genau, bei un
gleichen Querschnitten, aber sehr kleinen Ablenkungen aus der Gleich
gewichtslage, angenahert 2J hv = ci " so daB jetzt G1. (96) folgende 
Form annimmt: 

(108) 

FUr ein U-Rohr von konstantem Querschnitt (Abb.95) ist C - ~ - 2grh' 
auBerdem (siehe oben) ~1 = 0; ~2 = 2; (] = oc'l. Setzt man zur Ab
kUrzung 

Xl - r; g gx 
~-a-=-P; a 2 =Q, 

so geht G1. (108) wegen cr = (:Ztl r liber in 

(109) 

Das hier gewahlte Vorzeichen von' bezieht sich auf die in Abb.94 
eingetragene Richtung von c1 ; bei der rlicklaufigen Bewegung ware 
das Vorzeichen umzukehren. Das erste Integral der Differential
gleichung (109) ist bekannt; es lautet1 : 

dZ l = ± ip - 2q .rzle-2PZrd-z~ 
dt e-P~' 

wo 0 eine Integrationskonstante darstellt. Wegen 

Sz e-2'P·'d~ = - _~{e-2'PZl(2pz + 1)1. 
1 '"'1 4p2 1 J 

1 VgI. etwa L. Kiepert: Integral-Rechnung 14. Auf I. Bd.2 (1929)_S. 167. 
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folgt daraus nach einfacher Umformung: 

dZ1 _ ± de· 2pZl + q (2 -+ 1-) lit - V e 2p2 PZl . (110) 

Bezeichnet Zr den groBten Wert von Zl' so entspricht dies em d;: = 0 

(Umkehrstelle). Damit erhalt man aus (llO) 

(Ill) 

und 

ddZt1 = ± V~~2 {2 P-Zl + 1 -=(2 P Zr : ··1) e2P (Zl-ZI)} • (llOa) 

~~l ist aber auch fur jede andere Umkehrstelle gleich Null. 1st nun Z~ 
die auf Zr folgende Umkehrordinate des Spiegels 1, und zwar so, daB' 

zwischen Zr und Z~ sein Vorzeichen nicht wechselt (Hingang), so folgt 
aus (Ill) 

oder, nach Logarithmierung und einfacher Umstellungl, 

2pZr-1n(2pZr+ I)=2pZ~-ln(2pZ~+ 1). 

Mit Hilfe dieser Gleichung ist man in der Lage, Z~ zu berechnen, wenn 
Zr gegeben ist; Z~ wird negativ und ist - absolut genommen - kleiner 
als Zr. Sieht man dann fur den Ruckgang Z~ als bekannt an, so kann 
die auf Z~ folgende Umkehrordinate Z~ gefunden werden usf. Eine 
graphische Losung obiger Gleichung hat R. v. Mises 2 gegeben. 

Zur Berechnung der Dauer eines Hin- oder Ruckganges kann man 
G1. (llOa) integrieren, und man erhalt 

wo Zn und Zn+l zwei aufeinander folgende Umkehrordinaten bezeich
nen. Das vorstehende 1ntegrailaBt sich allerdings nicht in geschlossener 
Form darstellen, so daB man auf eine mechanische Auswertung an
gewiesen ist. Die sich ergebenden Schwingungen sind nicht mehr 
isochron. 

1 Prasil, F.: Schweiz. Bauztg. Bd.52 (1908) S. 334; vgI. auch Ph. Forch
heimer: Hydraulik 3. Auf I. S.437. 

2 v. M,ises: Elemente der techno Hydromechanik, S.188. 
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b) Schwingungen in Wasserschlossern1 . 

Aus einem Stausee von sehr groBem Spiegel werde mittels einer 
Druckrohrleitung einer Turbine Wasser zugefiihrt. Sobald sich in den 
AbfluBverhaltnissen der Turbine etwas andert, etwa durch Abdrosse
lung eines Teiles des zuflieBenden Wassers, tritt in der Druckrohrleitung 
eine VergroBerung der stromenden Fliissigkeit ein, die eine entsprechende 
DruckvergroBerung zur Folge hat. Derartig plotzlich auftretende Druck
schwankungen k6nnen fiir den Bestand der Leitung gefahrlich werden, 
falls nicht durch eine Entlastungsvorrichtung eine Ausgleichsmoglich
keit geschaffen wird. 

In geschlossenen Rohrleitungen entstehen durch Verstellen einer DroBsel
vorrichtung Druckanderungen, die sich nach Allievi wellenformig mit der Ge
schwindigkeit 

im Rohre fortpflanzen, wo I] die Dichte der FliiBsigkeit, E f und Er die Elastizitats
ziffern der Fliissigkeit und des Rohrmaterials, d den lichten Rohrdurchmesser und 
o die Dicke der Rohrwandung 
bezeichnen. Flir Wasser ist 
E i = 2,07 . 108 [kg/m 2], so daB 
sich bei den iiblichen Abmessun
gen eiserner Rohrleitungen durch
schnittlich a = 1000 em/sec] er
gibt. Ais Reflexions- oder 
Laurzeit bezeichnet man die Zeit 

tr = 2 1 , welche die Druckwelle 
a A11.96. WasserschloB als Entlastungsyorrichtung 

benotigt, um die Rohrlange 1 ein- fiir cine Druckrohrleitung. 
mal hin und - nachdem sie am 
Einlaufbecken reflektiert ist - wieder zuriick zu durchlaufen. Der durch diesen 
Vorgang bedingte Druckanstieg im Rohre (Wasserschlag, WidderstoB) nimmt 
verschieden groB~. Werte an, je nachdem die Dauer des SchlieBvorganges ts § tr 
ist. Der groBte Uberdruck (liber den normalen Betriebsdruck) ergiht sich fiiI' 
ts ~ tr und hat den Wert pu = I]coa, wo Co die stationare Stromungsgeschwindigkeit 
im Rohre bezeichnet2• 

Als Entlastungsvorrichtung dient das sogenannte WasserschloB, 
das in seiner einfachsten Ausfiihrung nichts anderes ist als ein oben 
offener prismatischer BehaIter3, der zwischen Druckstollen und Fall
rohr eingebaut wird (Abb. 96). Bei gleichmaBigem AbfluB, d. h. im 
Beharrungszustand, befindet sich der Fliissigkeitsspiegel im Wasser-

1 VgI. dazu: F. Prasil: Schweiz. Bauztg. 1908 S.271. H. Lorenz: Techn. 
Hydromech. 1910 S.191. Ph. Forchheimer: Hydraulik 3. Auf I. (1930) S.442. 
Th. Poschl: Z. angew. Math. Mech. 1926 S. 494. F. Vogt: Berechnung und Kon
struktion des Wasserschlosses. Stuttgart 1923. 

2 VgI. hierzu Dubs-Bataillard: Allgemeine Theorie iiber die veranderliche 
Bewegung des Wassers in Leitungen von Allievi. Berlin: Julius Springer 1909. 
R. Lowy: Druckschwankungen in Druckrohrleitungen. Wien: Julius Springer 
1928 .. :f. Bundschu: Druckrohrleitungen. Berlin: Julius Springer 1929. 

3 Uber andere Ausfi.'thrungen vgI. Forchheimer: Hydraulik 3. Auf I. (1930) 
S. 447ff., wo auch weitere Literaturangaben zu finden sind. 
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schloB in Ruhe, und zwar liegt er in einem Abstand hunter dem Spiegel 
des Stausees, del' wie folgt berechnet werden kann. Da del' Spiegel des 
Stausees sehr groB angenommen ist, kann seine Hohenlage als unver
anderlich gelten und die Spiegelgeschwindigkeit Co ~ 0 gesetzt werden. 
Bezogen auf einen Punkt des Stauseespiegels und den Endquerschnitt 
des Druckstollens lautet somit die erweiterte Bernoullische Gleichung 
fUr den stationaren Zustand mit den Bezeichnungen del' Abb.96 

Po -1- H = ci + L + h 
'Y' 2g 'Y " 

odeI' 

woraus folgt: 
c2 

h = 2~ + h". 

Die Verlusthohe h" setzt sich zusammen aus dem Eintrittsverlust 
am Eintritt in den Druckstollen und dem Reibungsverlust in ibm. Bei 
Ausbildung eines trichterformigen, gut abgerundeten Einlaufs in den 
Stollen kann ersterer naherungsweise gleich Null gesetzt werden, wah
rend die Verlusthohe aus Reibung bekanntermaBen 

2 
h = 'Ifll Cl l 

" 2g rhl 

ist, wobei 1'kl den hydraulischen Radius und l die Lange des Druck
stollens bezeichnen (Bd. I S. 90). Man erhalt also fUr die Differenz del' 
Spiegel im Beharrungszustande 

h = c~ (1 + 'Ifll l ) . (112) 
2g rhl 

Wird nun infolge SchlieBens del' Turbine del' gesamte AbfluB (odeI' 
ein Teil desselben) plotzlich gesperrt, so steigt das Wasser im Wasser
schloB zunachst an. Del' Spiegel gelangt abel' in del' neuen Gleichgewichts
lage nicht gleich zur Ruhe, sondern schwingt uber diese hinaus, bis 
unter dem EinfluB del' Reibung allmahlich del' Ausgleich bewirkt wird. 
Zur Bestimmung diesel' Bewegung soIl hier nur del' einfachste Fall zu
grunde gelegt werden, namlich del', daB del' gesamte AbfluB p16tzlich 
gehemmt wird, so daB aus dem WasserschloB uberhaupt kein Wasser 
mehr abflieBt. Da nun die Flussigkeit im Druckstollen im Augenblick 
des Absperrens noch die Geschwindigkeit c1 besitzt, so tritt eine nicht
stationare Stromung ein, fur welche wieder die erweiterte Bernoulli
sche Gleichung nach Bd. I S. 71 angeschrieben werden kann. 

Es bezeichnen z den (veranderlichen) Abstand des WasserschloB
spiegels von dem als unveranderlich angenommenen Spiegel des Stau
sees und C2 die Geschwindigkeit im WasserschloB. Dann lautet die er
weiterte Bernoullische Gleichung, bezogen auf die beiden Spiegel: 

82 

- c~ "'h -L ~f I~d z - 2 + £..J v I oc at 8. g g 
(113) 

80 
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Darin ist (unter Vernachlassigung des Eintrittswiderstandes, siehe 
oben) 

(114) 

wenn rho den hydraulischen Radius des Wasserschlosses bezeichnet. Fiir 
die weitere Rechnung sei vorausgesetzt, daB der Querschnitt F2 des 
letzteren um ein Vielfaches groBer ist als der Stollenquerschnitt F l , 

demnach c~ sehr viel kleiner als cr. Da auBerdem H - z praktisch 
immer viel kleiner als l istl, so kann der zweite Summand in (114) 

b d t hI · d . "k ~ '1'1 cU gegenii er em ers en vernac asslgt wer en, womlt ~ "'" v 2grkl 

(114a) 

wird. Weiter ist (vgl. S. 98) 
s. 

~f ,ocd -~f ,acId +~f ,oC2d oc ot 8 - OCl::l t 8 OC2 ot 8 g g v g 
80 (I) (H-z) 

= ~ dC2 {Fa 'l + '(H _)} cx~ dcs Fa l 
g dt F 1 0Cl OC2 Z ~ g dt F1 • 

(115) 

Mit den Ausdriicken (U4a) und (115) geht G1. (113), wenn noch 

<11 = - :: gesetzt wird, nach einfacher Umformung iiber in die Diffe

rentialgleichung der Schwingung 

d2 z _ (dZj2 (~_ + '1'1 Fa ) + gFl '" = 0 
dtS dt/ 2cx;lFa 2rklF1cx~ cxllFa~ . 

Fiihrt man hier zur Abkiirzung die Bezeichnungen 

~+ 'l'lFs =P; gFl =q 
2cx1 lFa 2rhl F1 cx1 cx11 Fa 

ein, so wird in formaler Ubereinstimmung mit G1. (109) 

d2 z (dZ)2 
dtS-P dt +qz=O. (116) 

Das positive Vorzeichen von 'ljJ1 gilt dabei fiir die in Abb. 96 angegebene 
Richtung von <11; bei der riicklaufigen Bewegung ist es umzukehren. Als 
erstes Integral foIgt gemaB (110) 

(117) 

Im Beharrungszustande moge der Turbine die sekundliche Wasser
menge Q zugefiihrt werden. Dann herrscht im Stollen die Geschwindig-

keit c1 = J ,wahrend im WasserschloB der Spiegel in Ruhe ist (<11 = 0). 
1 

1 Beispielsweise ist 1 ;;;;; 1000 [m], wahrend H nur wenige Meter betragt. 
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Wird nun der AbfluB aus dem WasserschloB plotzlich abgesperrt, so er
halt der WasserschloBspiegel aus Griinden der Kontinuitat die An-

fangsgeschwindigkeit c20 = J
2

, da jetzt das aus dem Stollen zustro

mende Wasser im SchloB ansteigen muB. Dagegen ist die Anfangs

beschleunigung des Spiegels - ::: = 0, weshalb aus Gl. (116) fiir 

z = h folgt: 

(dZ)2 
P dt Z=h= qh, 

womit (117) liefert: 

C = - -.!L.. e- 2ph 
2p2 • 

Nach Einfiihrung dieses Wertes in Gl. (117) folgt schlieBlich 

dz = ± VL (2pz + 1- e2P <Z-hl) dt 2p2 . (lIS) 

Fiir die Dimensionierung des Wasserschlosses ist nun die Kenntnis 
der groBten Erhebung des Wasserspiegels im Schlosse iiber denjenigen 
des Stausees besonders wichtig. Diese maximale Erhebung sei mit hI 

bezeichnet. Fiir - z = hI muB dann :: = 0 sein, womit aus Gl. (118) 

folgtl: 
- 2phl + 1 = e- 2P (hI+h) 

oder, etwas anders angeordnet: 

e- 2P (hI+h) + 2p (hI + h) = 2ph + 1. (119) 

Bei gegebenen Abmessungen ist h nach (112) fiir den Beharrungs

zustand wegen ci = J bekannt; demnach kann aus (119) die groBte 
1 

Erhebung hI -tiber den Stauseespiegel berechnet werden. Aus dieser 
hochsten Lage schwingt der Wasserspiegel unter den Spiegel des Stau
sees zuriick, bis er schlieBlich nach einiger Zeit auf gleicher Rohe mit 
letzterem zur Ruhe gelangt (kommunizierende GefaBe). 

Beim plotzlichen Offnen der Turbine (nach vorheriger Ruhe) 
sinkt der WasserschloBspiegel zunachst unter die dem Beharrungszustand 
entsprechende Normallage und spielt erst allmahlich in diese ein. Dabei 
ist die Feststellung wichtig, ob die maximale Absenkung nicht etwa 
bis zu den Offnungen des Druckstollens bzw. des Fallrohres reicht, da 
andernfalls Luft in die Rohrleitung eindringen konnte. 

Zur Untersuchung dieses Vorganges gehe man wieder von Gl. (113) 
aus, die auch hier giiltig bleibt, nur ist jetzt die Geschwindigkeit C2 

abwarts gerichtet. Darin ist 

(120) 

1 Forchheimer, Ph.: Z. VDr 1912 S.1292. 
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und So 

~J oc' ~ dB ~ oe~ dOt. l 
g at g dt (121) 

80 

zu setzen (vgl. die entsprechende Bemerkung auf S. 107). 
Bezeichnet nunQ die konstante, von der Turbine verbrauchte Wasser

menge, so ist, da vor dem Eintritt des Beharrungszustandes sowohl der 
Druckstollen als auch das WasserschloB einen Beitrag zu Q liefern, 

Wegen 

(122) 

folgt daraus: 
Q P2 dz 

C1 = P l - F; fIt ' (123) 

del P2 d2 z 
dt = - P l ([t2. (123a) 

Fiihrt man die Ausdriicke (120) bis (123a) in Gl. (113) ein, so lautet 
diese 

oder nach einfacher Umformung: 

d2 z _ (dZ)2 {~~ + 1J!1 P2 } + !!!. ~~~ 
dt 2 dt 2oeflP2 2oe{r,11 P l dt oe{rh1Pl 

Zu Beginn der Bewegung herrscht im Druckstollfm augenblicklich 
die Geschwindigkeit Null, da die beiden Spiegel noch in gleicher H6he 
liegen. 1m ersten Augenblick muB demnach das WasserschloB alles 
von der Turbine gebrauchte Wasser liefern, weshalb die Anfangs-

geschwindigkeit im WasserschloB C2] = ddtZ] = pQ betragt. Die 
1=0 1=0 2 

gr6Bte Absenkung des Spiegels z = Zmax ist erreicht, wenn :: = 0 ge

worden ist. 
Mit den Abkiirzungen 

und der Substitution 

dz 
dI=x; 
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geht (124) tiber ill eine nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung 
von der Form 

x 2 tl + x'V + X :: + w Z + k = 0, 

deren Losung sich auf graphischem Wege durchfuhren laBt. Naherungs
weise gilt nach Forchheimer1 fiir die groBte Absenkung mit 
h = _ijJIQ2~ 

1 2 g Th,Fi zmax = 0,178 hI + Vo,;' 78; hi+~~~~: . 

III. Stromnng in offenen Gerinnen. 
1. Einleitul1g. 

Die Bewegung einer Flussigkeit in offenen Gerinnen (Kanalen, 
Fltissen usw.) hat mancherlei gemeinsame Kennzeichen mit der im 
vorigen Abschnitt besprochenen Stromung in geschlossenen Leitungen. 
Wahrend jedoch bei vollgefiillten Rohren die Flussigkeit allseitig von 
festen Wandungen umgeben ist, hat man es bei offenen Gerinnen auBer 
mit fest en Wanden auch noch mit einer "freien Ober£1ache" zu tun. 
In der tiberwiegenden Mehrzahl der praktisch wichtigen Falle bildet 
diese freie Oberflache eine Trennungsflache zwischen Wasser (bzw. 
einer anderen tropfbaren Fltissigkeit) und Luft, weshalb an ihr tiberall 
der als konstant anzusehende atmospharische Luftdruck herrscht. Eine 
weitere Schwierigkeit entsteht bei nattirlichen Gerinnen (Flussen 
und Bachen), wenn der AbfluBvorgang von einer bestimmten Geschwin
digkeit ab mit einer Geschiebebewegung verbunden ist, so daB 
auch nicht mehr mit vollkommen festen Gerinnewandungen gerechnet 
werden kann, da diese einer standigen Umformung unterworfen sind. 
Es liegt auf der Hand, daB bei derartigen Erscheinungen die Schwierig
keiten, welche sich schon bei der Rohrstromung hinsichtlich einer ge
naueren Definition del' "Wandrauhigkeit" ergaben, noch wesentlich 
gesteigert werden, ja, daB dann vollkommen neue Vorstellungen Platz 
greifen mussen, urn die wirklichen Vorgange einigermaBen richtig zu 
erfassen. Dartiber wird spater noch einiges zu sagen sein. 

Die Bewegung in offenen Gerinnen kann stationar sein, d. h. mit 
der Zeit unveranderlich, sie kann aber auch nichtstationar sein, 
z. B. beim Hochwasserablauf, beim Offnen und SchlieBen gewisser Ab
sperrvorrichtungen (Schieber, Schtitzen) usw. Die stationare Stromung 
ist dadurch gekennzeichnet, daB durch jeden Querschnitt des Gerinnes 
zu jeder Zeit dieselbe sekundliche Wassermenge Q flieBt. Eine solche 
Bewegung ist gleichformig, wenn die Querschnitte tiberall gleich 
groB sind (Abb. 97); sie ist beschleunigt, wenn die Querschnitte in 
del' Stromungsrichtung kleiner werden (Senkung Abb.98) odeI' ver
zogert, wenn sie groBer werden (Stau Abb.99). 

1 Forchheimer, Ph.: Z. VDI Bd.57 (1913) S.545. 
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Wie bei der Bewegung in geschlossenen Leitungen hat man auch 
hier zu unterscheidenzwischenlaminarer und turbulenter Stromung. 
(Uber die besonderen Kennzeichen beider Stromungsarten vgl. Bd. I 
S.72 und 79). 1m vorIiegenden FaIle spielt jedoch fast ausschIieBlich 
die turbulente FIieBart eine Rolle, da bei den praktisch in Frage 
kommenden Gerinneabmessungen und Geschwindigkeiten die kritische 
Reynoldssehe Zahl in der Regel bei weitem iiberschritten wird. Man 

Abb. 97. Gleichformige Stro· 
mung, C = const. 

Abb. 98. Beschieunigte Stro
mung, C2 > Cl. 

Abb. 99. Verzogerte Stro
mung, C2 < C1 • 

bezieht letztere hier gewohnlich auf den hydraulischen Radius 

r" = F (F = wassererfiillter Querschnitt, 1£ = benetzter Umfang, 
u 

Abb. lOO), stellt sie also in der Form 

ffi _ crh 
,,- v 

dar, wo c = ~ wieder die mittlere Geschwindigkeit und 'jJ die kinema

tische Zahigkeit bezeichnen. Wie bei Rohren betragt die kritische 
Reynoldssche Zahl ungefahr ffi h = 500 bis 600. 

Bei den offenen Gerinnen unterscheidet man zwischen kiinstlichen 
und natiirlichen Gerinnen. Zu den ersteren gehoren die Kanale und 
Graben mit mehr oder weniger regelmaBigen 
Querschnitten (Rechteck, Trapez, Parabel usw.), 
zu den letzteren die Fliisse und Bache mit 
haufig stark veranderlichen Querschnitten. 

Die Bewegung des Wassers in einem offenen Abb. lOO.lIydraulischer Radius 
gieich FHtche F durch benetzter 

Gerinne ist eine Folge des vorhandenen Ge- Umfaug u. 
falles, und zwar hat man zu unterscheiden 
zwischen dem Spiegelgefalle und dem Sohlengefalle (vgl. dazu 
auch S. 119). Bei gleichformiger Bewegung und unter der Voraus
setzung eines prismatischen Bettes ist das Spiegelgefalle gleich dem 
Sohlengefalle und hat die GroBe 

(125) 

wenn h den Hohenunterschied zweier Punkte des Spiegels im Ab
stand l- gemessen in der Bewegungsrichtung - bezeichnet (Abb. 97). 
Ein Druckgefalle ist bei gleichfOrmiger Bewegung nicht vorhanden, da 
erstens an der Oberflache iiberall der atmospharische Luftdruck herrscht 
und zweitens der Druck in je zwei um die Lange l voneinander ent
fernten, zur Stromungsrichtung senkrechten Querschnitten als statisch 
verteilt angenommen werden darf, so daB bei gleicher Tiefe t ein 
Druckunterschied sich nicht einstellen kann. 
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Die hoher liegenden Flussigkeitsteilchen (Oberlauf) besitzen eine 
gewisse potentielle Energie, die beim AbwartsflieBen in Bewegungs
energie umgesetzt wird und zur Uberwindung del' Bewegungswider
stande (innere Reibung und Wandreibung) dient. Del' Bewegungszustand 
hangt also - ahnlich wie bei del' Rohrstromung - wesentlich ab von 
del' GroBe des vorhandenen Gefalles und von den Bewegungswider
standen. 

2. Gleichformige Bewegung in Gerinnen mit fester Soble. 
a) Widerstandsgesetz. 

Setzt man - was hier zunachst geschehen soIl - prismatische 
Gerinne mit festen Wandungen voraus, so fuhren ganz ahnliche Uber
legungen, wie sie fruher bei den Rohrstromungen angestellt wurden, 
zur Darstellung des Widerstandsgesetzes del' gleichformigen Bewegung. 
Die dort gewonnenen Erkenntnisse konnen also zum groBen Teil un
mittelbar ubernommen werden. 

1m FaIle eines rechteckigen Gerinnes, dessen Breite groB gegenuber 
seiner Tiefe ist, laBt sich die Untersuchung del' laminaren Bewegung 
in ganz ahnlicher Weise durchfiihren wie beim vollgefuIlten Kreisrohr 
(vgl. Bd. I S.73), wenn man annimmt, daB aIle Punkte eines Quer
schnitts im gleichen Abstand x von del' freien Oberflache die gleiche 

Geschwindigkeit v haben (Abb. 101). Man er
halt fUr diesel 

v = ~(a2 - x2) 
21' ' 

(126) 

Abb. 101. woraus durch Integration fUr die sekundliche 
DurchfluBmenge ein ganz analoger Ausdruck 

zum Poiseuilleschen Gesetz del' laminaren Rohrstromung entsteht, 
namlich :r =a f J ga:1b 

Q=b v·dx = ~-. 

X~O 

Wegen del' geringen pl'aktischen Bedeutung del' laminal'en Bewegung 
in offenen Gel'innen soIl in del' Folge nul' noch von turbulenten Stro
mungen die Rede sein. 

Die Widel'standsziffer 'IfJ del' tul'bulenten Stromung wird defi
niert durch den Ausdl'uck 

(127) 

del' aus Gl. (62) entsteht, wenn man dort d = 4 rh und ). = 4 'IfJ setzt 
(vgl. auch Bd. I S.90). Als Gefalle Jist hier del' Wert aus Gl. (125) 
einzufuhren. Es kommt also jetzt wieder darauf an, die Zahl 'IfJ in Ab
hangigkeit von den die Stromung bestimmenden GroBen darzustellen. 

Eine besondere Beachtung verdient dabei die Frage del' Wand
rauhigkeit, die bei offenen Gerinnen - besonders bei Fliissen - noch 

1 Vgl. R. v. Mises: Elemente der technischen Hydromechanik, S. 87. Leipzig 
u. Berlin 1914. 



Gleichi6rmige Bewegung in Gerinnen mit fester Sohle. 113 

schwieriger zu entscheiden ist als dieses bei den physikalisch bessel' 
definierbaren Rohrmaterialien ohnehin schon del' Fall war (vgl. S. 56). 
Grundsatzlich ist die Widerstandsziffer bei den praktisch hier allein in 
Frage kommenden "hydraulisch rauhen" Gerinnen eine Funktion del' 
Reynoldsschen Zahl und del' relativen Rauhigkeit, wobei indessen 
noch nicht ohne weiteres festliegt, in welcher Form letztere in diese 
Funktion eingeht. Aus del' Erfahrung und del' Analogie bei del' Rohr
stromung ist bekannt, daB bei groBen Reynoldsschen Zahlen'lfJ 
nicht odeI' doch nul' sehr wenig von del' Reynoldsschen Zahl abhangt 
(quadratisches Widerstandsgesetz), so daB in solchen Fallen lediglich 
die Wandrauhigkeit und die Querschnittsform von EinfluB auf 'lfJ sind. 
Man stellt diese Abhangigkeit gewohnlich in del' Form dar: 

(128) 

wo s ein (absolutes) RauhigkeitsmaB bezeichnet, das im a11gemeinen 
nicht einfach del' Mittelwert del' Wandunebenheiten sein, sondern noch 
von deren gegenseitigem Abstand im Verhaltnis zu ihrer Hohe und von 
ihrer "Anste11ung" gegen die Stromung (d. h. von del' Form del' Un
ebenheiten) abhangen wird. Daraus erkennt man schon die groBen 
Schwierigkeiten, die sich einer genaueren Definition del' relativen Rauhig
keit entgegenstellen. Auch sei noch darauf hingewiesen, daB durch den 
hydraulischen Radius die Querschnittsform nicht eindeutig gekenn
zeichnet ist, da einem bestimmten hydraulischen Radius verschiedene 
Querschnitte entsprechen konnen1 . Zu jeder anderen (nicht ahnlichen) 

Querschnittsform gehort deshalb eine andere Funktion 'lfJ (:J ' da zu

nachst nicht angenommen werden kann, daB aIle Elemente des benetzten 
Umfanges - unabhangig von del' Form des Querschnitts - in gleichem 
MaBe an del' Ubertragung del' Wandschubspannung beteiligt sind. Es 
miiBte also auf del' rechten Seite von (128) bessel' noch ein Formfaktor 
hinzugefiigt werden. Bei groBen Reynoldsschen Zahlen scheint die 
Abhangigkeit von del' Profilform indessen nul' von untergeordneter Be
deutung zu sein, so daB hier weiter keine Riicksicht darauf genommen 
werden so112. 

Besonders schwierig ist die Feststellung del' maBgebenden relativen 
Rauhigkeit bei natiirlichen Gerinnen, da in dies em FaIle nicht aIlein 

die eigentlichen Wandunebenheiten den Ausdruck .!.-. bestimmen, son
rh 

dern es miissen in ihm auch aIle die Einfliisse zusammengefaBt werden, 
welche durch die BettunregeImaBigkeiten, Profilanderungen usw. be-

1 So hat z. B. ein Rechteck von del' Breite 5 und del' H6he 1 dasselbe rh wie 
ein Rechteck von del' Breite 2 und del' H6he 2,5, obwohl die Querschnittsformen 
vollkommen verschieden sind. 

2 Vgl. R. v. Mises: a. a. O. S.89 bis 92 und im Gegensatz dazu H. Lang: 
Mitt. d. PreuB. Versuchsanstalt fur Wasserbau und Schiffbau Heft 6. Berlin 1931, 
del' die Einfuhrung eines von del' Spiegelbreite abhangigen Formfaktors vorschHigt. 
Eine endgUltige Klarung diesel' Frage durfte erst durch systematische, den Ein
fluB del' Profilform berucksichtigende Versuche erzielt werden. 

Kaufmann, Hydromechanik II. 8 
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dingt sind. Daraus geht schon die groBe Unsicherheit hervor, die bei der 

Veranderlichkeit eines natiirlichen FluBbettes dem Ausdruck ~ an-
rh 

haftet. 
Bei praktischen Rechnungen an natiirlichen und groBeren kiinst

lichen Gerinnen sind die Reynoldsschen Zahlen in der Regel so groB, 
daB das quadratische Widerstandsgesetz mit hinreichender Genauig
keit als erfiillt angesehen werden kann. Dann darf nach dem oben Ge
sagten zur Ermittlung von 1p der Ansatz (128) benutzt werden. Andern
falls tritt zu der darin enthaltenen Abhangigkeit noch eine solche von 
der Reynoldsschen Zahl. 

Aus Gl. (127) folgt durch Auflosung nach c die bekannte de Chezy
sche Gleichung fiir die Geschwindigkeit 

(129) 

wobei aber - entgegen friiheren Anschauungen - der erste Faktor 
keine Konstante und auch keine reine Zahl ist, da er ja die Dimension 

von Vy, d. h. [cm1/z] hat. 
sec 

tiber die Widerstandsziffer 1p ist oben bereits das Notigste gesagt 
worden. Grundsatzlich diirfte ihre Abhangigkeit von der Reynolds
schen Zahl wohl ahnlich sein wie dieses aus Abb. 52 fiir die A-Werte 
der Rohrstromung hervorgeht. Jedoch liegen zur Zeit hinreichende 
Versuchsergebnisse dariiber noch nicht vor, um eine genauere Gesetz
maBigkeit feststellen zu konnen. Aus der Analogie mit der Rohrstromung 
darf indessen geschlossen werden, daB das Gebiet, in dem 1p unab-

hangig von der Reynoldsschen Zahl crh ist, um so eher erreicht wird, 
v 

je groBer die relative Rauhigkeit ~ ist. 
rh 

Die in der Literatur vorhandenen Geschwindigkeitsformeln geniigen 
vielfach den hier aufgestellten Forderungen iiber die Abhangigkeit del' 
Widerstandszahl 1p nicht (besonders sind viele von ihnen nicht dimen
sionsrichtig), womit nicht gesagt sein solI, daB sie nicht fiir bestimmte 
Bereiche und unter bestimmten sonstigen V oraussetzungen numerisch 
richtige Ergebnisse liefern. Von einer solchen Formel muB indessen 
gefordert werden, daB sie auch mit den Grundanschauungen der Mecha
nik (A.hnlichkeitsgesetze) nicht in Widerspruch steht. 

Die Abhallgigkeit 1p = 1p (lRh' :J kommt besonders zum Ausdruck 

in del' von R. v. Mises1 aufgestellten Formel fiir solche Stromungell 
in kiinstlichen Gerillllen, die der Stromung in Kreisrohrell nahe ver
wandt sind, 

~' 0,3 
1p = 0,0024 + -2 + ,"""'-, 

rh f 2 ~h 
(130) 

1 v. Mises, R.: Elemente der technischen Hydromechanik, S.95. 
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worin die Werte k' aus del' auf S. 65 angegebenen Tabelle emzu
setzen sind. 

Fur hydraulisch rauhe Gerinne, bei denen die Giiltigkeit des 
quadratischen Widerstandsgesetzes angenommen werden darf, d. h. etwa 
bei Reynoldsschen Zahlen at" > 105 bis 106 (die Grenze hangt im 
ubrigen von del' GroBe del' relativen Rauhigkeit ab; siehe oben), ist 
nach v. Mises an Stelle von (130) unter Weglassung des letzten Gliedes 

'Ij! = 0,0024 + Y2k;" . (130a) 

Einen ahnlichen Aufbau besitzt die "neue Bazinsche Formel" (1897) 

'Ij! = 0,0026 (1 + ~r 
Fuhrt man dies en Wert in (129) ein, so folgt 

1 /~ -yy:r;;-
e = r 0,0026' ykll 

1+ -
r" 

odeI', wenn aIle Langen in Metern ausgedruckt werden, 

87 ,/-e = ----- f J . r" . 
1+ ex 

y 1'" 

(131) 

Darin ist fUr die Konstante IX gemaB nachstehender Tabelle zu 
setzen1 : 

Glatter Verputz und gehobeltes Holz. .. ex = 0,06 [m'/2] 
nicht gehobeltes Holz, Quader und Ziegel. . = 0,16 [m'/z] 
Bruchsteinmauerwerk . . . . . . . . .. . = 0,46 [m'/2] 
Pflaster, regelmaEiges Erdbett . . . . .. . = 0,85 [m'/2] 
Erdkanale iiblichen Zustands. . . . . . . . . = 1,30 [m'/o] 
Erdkanale mit besonderem Reibungswiderstand = 1,75 [m'/z] 
FluBlaufe mit Ger6ll . . . . . . . . . . . . = 2,00 [m'/2] 

Mit dem Ausdruck (131) nahezu ubereinstimmend ist die vielfach 
im praktischen Gebrauch befindliche "vereinfachte Kuttersche For
mel", wonach 

Die den verschiedenen Wandmaterialien entsprechenden Kon
stanten IX' sind von ahnlicher GroBe wie die obigen Werte IX und be
wegen sich zwischen 0,10 fUr polierten Zement und 2,5 fUr steinige 
Kanale. 

AuBel' diesen im Aufbau nahe verwandten Formeln sind noch 80-

genannte Potenzformeln 
e = kT~J'n 

im Gebrauch, wo k einen Rauhigkeitswert, n und m verschiedene 

1 Naeh Forehheimer: Hydraulik 1930 2. Aufl. S.148. 
8* 
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Zahlenwerte darstellen. So ist z. B. nach Manning! 

c = k r';!' Jl/2 , 

wahrend Forchheimer2 statt dessen - besonders fiir Werkkanale -

c = kr?·7 Jo,s 

vorgeschlagen hat. Die Dimension del' Werte kist dabei natiirlich so 
festzulegen, daB die rechte Seite del' obigen Ausdriicke von del' Dimen-

sion [~-JI ist. Fiir die Konstante le ist nach Forchheimer zu setzen: 
sec 

geglatteter Beton k = 90-80 [ mo.~] 
sec 

[ mO•3] 

sec 
neuer Beton . . k= 60 

angegriffener Beton . k= 50 [ mO•3] 

sec 

kiinstlich hergestellte Erdgraben k = 42-30 [ mo.31 
sec J 

[ mO•3] k= 30-24 -
sec 

natiirliche Fliisse . . . . . . . 

Auf die Nennung weiterer Formeln wird hier verzichtet; del' Leser, 
del' sich dariiber genau unterrichten will, muB auf die einschlagige 
Literatur verwiesen werden. 

Offen ist vorlaufig noch die Frage, wie weit das neue Karman
Prandtlsche Widerstandsgesetz (71 a) bzw. (71 b) (vgl. S.60), das 
zunachst nur fiir geschlossene Leitungen abgeleitet wurde, auch auf die 
Stromung in offenen Gerinnen anwendbar ist. Es darf vielleicht vermutet 
werden, daB dieses Gesetz fUr groBe Reynoldssche Zahlen auch hier 
gilt, wenigstens dann, wenn es sich um nicht allzu unregelmaBige 

Abb.102. 

ahnliche Querschnitte handelt. Die in (71 b) 
auftretenden Konstanten A und B miiBten 
natiirlich durch Versuche fUr verschiedene 
Profilformen und verschiedene Rauhigkeits
arten ermittelt werden. 

BeispieP: Ein mit Bruchsteinmauerwerk aus
gekleideter, symmetrischer Kanal fiihrt Q [cbm] 
Wasser pro 8ekunde. Seine 80hle solI unter Bei

behaltung der seitlichen Wandneigung und der Fiilltide t derart verbreitert 
werden, daB er bei gleichem Gefalle Q'[cbm] fiihren kann. Wie groB muB die 
Verbreiterung gemacht werden? (Abb. 102.) 

Fiir die sekundliche DurchfluBmenge Q gilt zunachst, wenn man die mittlere 
Geschwindigkeitc aus Gl. (131) einfiihrt, 

Q = c F = ~7~YJ rh , 

1+~ 
l rh 

1 Manning, R.: Trans. Inst. Civ. Eng. Ireland Bd.12 (1890) S.68. 
2 a. a. O. S. 147. 
3 Wittenbauer: Aufg. aus der Techn. Mech. Bd.3 S.46. Berlin 1911. 
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woraus ftiT das Gefalle J folgt 

J = 872~2r" (1 + ~:-;.r· 
Nach der Verbreiterung lautet die entsprechende Gleichung 

J = 872 ~,22 r;' ( 1 + f :;J ' 
und durch Gleichsetzen erhaIt man daraus 

Nun ist 
b+B 

F' =F+xt=--2- t + xt ; 
F F 

r" = u = --t---; 
2--- + b 

cos {} 
F' F + xt r'--------

h-~L+X- u+x 

womit Gl. (132) ubergeht in 

Q F + x t r" JI r;' + ex. 
Q-,- -F-=--

r;' ti~ + ex. 
oder in 

Setzt man hier 

~rr + ex. 
--=c--- = x, 
¥r" + ex. 

(132) 

(133) 

so kann Gl. (133) nach einfacher Umformung wie folgt geschrieben werden: 

x2 + x (2F _ UF2 . QI) = F2 (u 2~ _ I\. 
t u t2 Q t2 Q ) 

Die Auflosung erfolgt durch Probieren, indem man zunachst u = 1 wahlt, das zu
gehorige x aus vorstehender Gleichung berechnet, darauf das diesem x entspre-

chende r" = F ++x t und damit den verbesserten Wert u ermittelt usw., bis x 
~L x 

richtig gefunden ist. Der Wert ex. fUr Bruchsteinmauerwerk ist aus der Tabelle 
auf S. 115 zu entnehmen; die Abmessungen t, b, B sind als gegeben anzusehen. 

b) Geschwindigkeitsverteilung. 
Wie aus G1. (126) hervorgeht, ist bei der laminaren Stromung die 

Geschwindigkeit Hings einer Lotrechten parabolisch uber den Quer
schnitt verteilt, und zwar liegt das Maximum im Spiegel (x = 0), wah
rend an der Sohle v = 0 wird. 

Wesentlich schwieriger ist es, ein theoretisch einigermaBen begrun
detes Gesetz fur die Geschwindigkeitsverteilung bei turbulenter Be
wegung anzugeben, zumal hier nicht mehr die Symmetrieeigenschaften 
vorhanden sind, welche die Kreisrohrstromung auszeichnen. Es liegt 
auf der Hand, daB die Verteilung urn so unbestimmter ausfallt, je un
regelmaBiger der Querschnitt ist. Deshalb solI hier davon abgesehen 
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werden, die verschiedentlich fUr rechteckige Gerinne aufgestellten Ver
teilungsformeln anzufiihren, zumal sie durchweg von bestimmten, schwer 
nachpriifbaren Voraussetzungen ausgehen, die mit den neueren, bei 
der Rohrstromung gewonnenen Erkenntnissen (S.68ff.) wenig gemein 
haben. Das Geschwindigkeitsprofil fUr eine Lotrechte hat etwa die 
nebenstehende Gestalt (Abb.103). Die maximale Geschwindigkeit 

liegt in der Regel nicht genau im Wasserspiegel, 
wie man eigentlich annehmen sollte (wenigstens bei 
hinreichend breiten Gerinnen), sondern etwas unter
halb desselben; bei unsymmetrischem Querschnitt 
auch nicht in der Gerinnemitte, sondel'n mehr oder 

A~~~ 103. Geschwindig- weniger seitlich verschoben. An der Sohle ist, wie 
keitsverteilung bci turbu· genaue Laboratoriumsmessungen zeigen, die Ge
lenter Gerinnestromung. 

schwindigkeit gleich Null. Allerdings erfolgt del' 
Abfall in einer sehr dunnen Randschicht so schnell, daB bei praktischen 
Messungen gewohnlich eine bestimmte Sohlengeschwindigkeit an
genommen wil'd. Auch von del' Mitte nach den seitlichen Wandungen 
hin nimmt die Geschwindigkeit ab und erl'eicht am Rande wieder 
(theoretisch, siehe oben) den Wert Null. 

Bei FluBlaufen ist wegen del' bestehenden UnregelmaBigkeiten eine 
rechnerische Ermittlung del' Geschwindigkeitsverteilung so gut wie aus

Abb.10·L Hydrometrischer Fliigel. 

geschlossen; man ist hier viel
mehl' auf Messungen angewie
sen. Zu diesem Zwecke werden 
u. a. sogenannte hydrome
trische Flugel (Abb. 104) 
verwendet1, bei denen mittels 
eines Flugelrades (ahnlich 
einem Propeller) durch Be
tatigung eines Zahlwerkes 
oder dgl. die Wassel'geschwin
digkeit bestimmt wird. Bei 
Laboratoriumsversuchen wird 

mit Vorteil das Staugerat nach Prandtl benutzt, dessen Wirkungs
weise bereits im I. Bande (S. 51) besprochen wurde. Hat man auf 
diese Weise die Wassergeschwindigkeit fUr eine' Anzahl gesetzmaBig 

Abb. 105. Isotachen. 

festgelegter Punkte des Querschnitts 
ermittelt, so kann man aIle Punkte 
gleichel' Geschwindigkeit miteinander 
verbinden und erhalt so eine Anzahl 
von Kurven, sog. Isotachen, welche 
eill anschauliches Bild uber die 
Geschwilldigkeitsverteilullg liefern 
(Abb.105). 

1 Nach ihrem ersten Konstrukteur, dem Wasserbauinspektor Woltmann 
(1790), werden diese :Fliigel haufig auch als Woltmann-Fliigel bezeichnet. Die 
obige Abbildung stellt eine Ausfiihrung dar, wie sie von der Firma A. Ott, Kemp
ten, hergestellt wird. 
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Besonders leicht laBt sich die Ober£lachengeschwindigkeit 
durch Schwimmer bestimmen. Das Verhaltnis der mittleren Geschwin
digkeit c zur groBten Oberflachengeschwindigkeit Vo betragt bei Fllissen 

ungefahr ~ = 0,7 bis 0,8 und nimmt mit wachsender Rauhigkeit abo 
Vo 

3. Stromen und ScllieBen. 
FUr einen Punkt der Spiegelflache eines offenen Gerinnes von der 

Tiefe t und der mittleren Geschwindigkeit c ist die "hydraulische 
Hohe" oder "Str6mungsenergie pro Gewichtseinheit" (Bd. I 
S. 49 und 69), bezogen auf eine urn die Hohe z unter der Sohle liegende 
Horizontale, definiert durch den Ausdruck 

c2 , Po h=-,--+t+z. 2g y 

Da am Spiegel iiberall der konstante atmospharische Luftdruck 
herrscht, so spielt Po beim Vergleich verschiedener hydraulischer Hohen 
keine Rolle, weshalb man mit 

h' = 11, - Po einfacher schreiben kann 
y 

Tragt man nun fUr verschiedene 
aufeinanderfolgende Querschnitte die 
jedem dieser Querschnitte zugehorige 

2 

Geschwindigkeitshohe ; g yom Spie-

gel aus nach oben auf und verbindet 

AIlIl. 106. Energielinie. 

die Endpunkte dieser Hohen, so erhiilt man einen Linienzug, der in 
der Hydraulik als "Energielinie" bezeichnet wird. Entsprechend 
heiBt die auf die Gerinnesohle bezogene Hohe 

c2 
h'- z = H = - + t 2g (134) 

die "Energielinienhohe': (Abb. 106), welche unter Beachtung der 
Kontinuitiitsgleichung Q = F c auch wie folgt geschrieben werden kann: 

Q2 
H = 2gF2 + t. (134a) 

Das Gefiille J e der Energielinie ist identisch mit dem Reibungs
gefiille, da die Differenz der hydraulischen Hohen Zl + HI - (Z2 + H 2) 

gleich der Verlusthi.ihe 11,,0 aus Reibung ist (vgl. Bd. I S.69). 
Bei gleichformiger Bewegung stimmt das Gefiille J e der Energielinie 

wegen tI = t2 und cI = c2 mit demjenigen des Spiegels (Jo) und der 
Sohle (Js ) iiberein, also 
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Da nun (Abb. 106) wegen J e = sin rJ. = hi 

so folgt 
2 2 

J e = J 0 + C1 ~ C2 • 

Man erkennt daraus, daB bei verzogerter Bewegung (02 < 01) das Ge
Hille J e der Energielinie groBer ist als J o, bei beschleunigter Be
wegung (02 ) c1) dagegen kleiner als J o*. 

Die weitere Untersuchung sei auf rechteckige Querschnitte von 
konstanter Breite bo beschrankt (wegen anderer Querschnittsformen 

. Q2 Q2 
H vgl. 8.121). Dann 1st F2 = b2 t 2 ; wenn 

o Q,: 

/{t -

/ 
4l r-- " 

/ 
~ 

\ I V , 
4 

\ 1/ 
/' 

1, 
fr: 
·s : I 

1, I 

10" I 
q.l 

I , , I 
o 

Abb.107. Energielinienhohe H in Ab
bangigkeit von der Gerinnetiefe t. 

t 

man noch zur Abkurzung 
Q2 

lc = 2 g b8 (135) 

setzt, geht Gl. (134a) nach einfacher 
Umformung uber in 

t3 -Ht2 +lc=0. 

FUr diese Gleichung 3. Grades exi
stieren drei reelle W urzeln (casus 
irreducibilis), von denen eine negativ 
ist. Den zwei positiven Wurzeln ent
sprechen somit bei gleicher Wasser
menge Q und gleichem H zwei ver
schiedene AbfluBtiefen t1 und t2 und 
diesen wiederum zwei verschiedene 

AbfluBgeschwindigkeiten 0 1 und ~. Man unterscheidet danach zwischen 
"schieBendern AbfluB" (Wild bache) - groBes 0 bei kleinem t 
- und "stromendem Abfl uB" (FI iisse) - kleines 0 bei groBem t**. 

Tragt man H = t3 ~ k bei konstant gehaltenem k als Funktion von t 
auf, so ergibt sich die aus Abb. 107 ersichtliche Kurve, nach del' H bei 
einem grenzwert t = tor ein Minimum erreicht. Urn tor zu bekommen, 
differenziere man H nach t. Dann wird mit Rucksicht auf (134a) und 

Q 
wegen - = c 

bot dH Q2 c2 
(it = 0 = 1 - b2 t3 = 1 - t' gog 

Man erhalt also fur die Grenztiefe 

UW 
tar = V gij 

* BoB, P.: VDI-Forsch.-Heft Nr.284. Berlin 1927. 

(136) 

** Die Bezeichnungen "SchieBen" und "Stromen" sind von Rehbock in die 
Hydraulik eingeftihrt, "Betrachtungen tiber AbfluB, Stau und Walzenbildung 
bei flieBenden Gewassern", Berlin 1917, wahrend St.-Venant die entsprechenden 
Wasserlaufe als "Wildbache" und "Fliisse" bezeichnet. 
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und fiir die Grenzgeschwindigkeit (Grenze zwischen SchieBen und 
Stromen) 

(137) 

Letztere ist, wie sich spateI' zeigen wird, gerade gleich del' Fort
pflanzungsgeschwindigkeit del' Grundwelle (S.158). Da nun beim 
SchieBen C> Cgr' so konnen sich Storungen des Wasserabflusses (etwa 
durch einen Aufstau usw.) bei diesel' FlieBart nicht stromaufwarts 
fortpflanzen, wohl abel' beim Stromen, bei welchem C < cgr ist (vgl. 
dazu Abb. III und 112). 

}-'iihrt man noch in Gl. (134) fiir C und t die Grenzwerte cg.r und tar 
ein, so folgt 

Ci,. 3 
Hgr = H min = 2g + tgr = 2tYr, 

d. h. das Minimum del' EnergielinienhOhe betragt 3/2 del' Grenztiefe. 
Gl. (137) gilt gemaB del' hier gegebenen Ableitung nul' fUr recht

eckige Querschnitte. Es macht jedoch, wie Eisnerl gezeigt hat, grund
satzlich keine Schwierigkeiten, einen entsprechenden Ausdruck auch 
fiir beliebige Querschnittsformen aufzustellen. Danach gilt allgemein 

C =VfiF gr 8F' 
ex iJTm 

wobei unter ex. ein die ungleichmaBige Geschwindigkeitsverteilung iiber 
den Querschnitt beriicksichtigender Faktor zu verstehen ist [del' 
iibrigens streng genommen auch im Nenner von G1. (137) auftreten 
miiBte, bei praktischen Rechnungen abel' gewohnlich gleich Eins 
gesetzt wird, vgl. auch Bd. I S. 70]. T m bezeichnet den Quotienten 
Querschnittsflache .. . . 
-8' Ib 't . , stellt also die mlttlere Querschmttstlefe dar. plege rel e 

Eine einfache Beziehung erhiilt man noch fiir das Grenzgefalle Jqr • 

Da namlich nach (129) 
1/2 g /-c=r-;pl Jrk' 

so folgt fiir Gerinne, deren Breite groB gegen ihre Tiefe ist, wegen 

cqr = 1/ g tqr R:::! i g(rk)gr 

odeI' 

Beim SchieBen ist J> J qr , heim Stromen J < J gr • 

1 Eisner, F.: Offene Gerinne. Handb. d. Experimentalphysik von Wien 
u. Harms Bd.4 (1932) 4. Teil S.293. 
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4. Ungleichformige Bewegung. 
a) Ableitung der Hauptgleichung1• 

In einem prismatischen, offenen Gerinne denke man sich durch 
Einbau irgendeines Hindernisses - etwa eines Wehres oder dergleichen 
- den gleichformigen NormalabfluB gestort. Dann wird diese Storung, 
da jetzt in den einzelnen Querschnitten des Gerinnes verschiedene Ge
schwindigkeiten herrschen, auch einen EinfluB auf den Verlauf des 
Wasserspiegels vor bzw. hinter der Storungsstelle ausiiben, und es 
kommt nun darauf an, diese Erscheinungen etwas genauer zu verfolgen. 
Dabei solI vorausgesetzt werden, daB die jetzt vorhandene ungleich
formige Bewegung wieder stationar verlaufe (d. h. unabhangig von 
der Zeit) undim iibrigen tur bulent sei, wie das praktischfast ausschlieB
lich der Fall sein wird. Weiter wird angenommen, daB die Storung sich 
gleichma.Big iiber die ganze Breite des Gerinnes erstreckt, so daB aIle 

z!y Spiegelpnnkte eines Quer-
-::j~~1 ~ __ .., __ ,;,,_ ,:.--------------------T-- schnittesdiegleicheErhohung 
~~~ ~ I ~ oder Senkung gegeniiber der 

-x-

I,'L ~..... --- ungestorten Lage erfahren. 

Abb.lOS. 

___ Abb.108 zeigt ein Langen-
element des Gerinnes von der 
Lange ds. Die Sohle ist unter 
dem kleinen Winkel ex gegen 
die Horizontale geneigt, ihr 
Gefalle ist 

J dh . 
s = d8 = SInO(, 

wofiir man bei nicht zu starker Neigung auch schreiben kann: 
dh 

J =d-' s x 

Entsprechend hat das Spiegelgefalle J o den Wert 

J - _dzo _y+dh-y-dY_J _dy (138) 
0- dx - dx - S dx' 

wo y die lotrecht gemessene Gerinnetiefe bezeichnet. 
Wendet man jetzt auf irgendeinen Stromfaden A - B die Ber

noullische Gleichung an, so erhalt man mit den Bezeichnungen der 
Abb.108 und unter Beriicksichtigung einer Widerstandshohe hv 

PA (PB) vi - v;,. -+ZA- -+ZB =---+hv ' 
l' l' 2g 

(139) 

Unter der Voraussetzung, daB der Druck in jedem Querschnitt statisch 
verteilt ist, wird (Bd. I S. 11): 

(140) 

1 Vgl. hierzu die grundlegenden Untersuchungen von Boussinesq: Memoires 
presentes par divers savants ~d. 23. Paris 1877. Ferner R. v. Mises: Elemente 
der technischen Hydromechanik. S.107££. 
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In dies en Ausdriicken stellen, wie ersichtlich, die "statischen Hohen" 

p,~ + ZA und PB + ZB wegen Po = const. fiir die beiden durch A und B 
y y 

gehenden Querschnitte konstante Werte dar, gelten also fiir jeden 
Strornfaden. Das trifft jedoch nicht mehr zu, wenn man eine Kriim
mung der Stromfaden beriicksichtigen will, da in diesem FaIle nach 
Bd. I S. 48 in der Normalenrichtung ein Gefalle del' statischen Hohe von 
der GroBe 

~(L + z) = --~ an y gr (141) 

vorhanden ist, wobei r den Kriimmungsradius und n die nach dem 
Kriimmungsmittelpunkt positiv angenommene Normalenrichtung be
zeichnen. 

Die statische Hohe .P + z ist also nicht mehr konstant, sondern mit 
y 

del' Tiefe veranderlich. Unter der Annahme schwacher Kriimmung und 

geringer Neigung der Stromfaden kann die Kriimmung ~ mit hin
T 

d2 -
reichender Genauigkeit gleich ± dx: gesetzt werden, so daB man bei 

konkav nach oben gekriimmtem Stromfaden (::~ > 0) erhalt: 

~ ( L z) = _ v2 d2 Z • 
an \ y + g dx2 

Dieses Gefalle gilt streng genommen fiir die positive Normalenrichtung; 
bei der vorausgesetzten geringen Neigung del' Stromfaden darf es 
jedoch naherungsweise auch fiir die y- bzw. z-Richtung angesetzt 
werden. Schreitet man also yom Punkte A um 0 z nach abwarts, so 
wachst die statische Hohe um 

( P ) v2 d 2 z o - + z = - -d 9 oz : y g x" ' 
(142) 

speziell ist am Spiegel mit v = Vo und z = Zo = dh + y 

o (E.. + z) - vg d2 Y 0 
y [z=zo]- g dx2 y. (143) 

N ach der Tiefe zu wird die Kriimmung der Stromfaden immer 
schwacher, del' Ausdruck (142) somit immer kleiner. Del' iiber den 
ganzen Querschnitt an der Stelle x genommene l\Iittelwert der statischen 

Hohe setzt sich also zusammen aus dem Wert ,PrJ + z - ohne Beriick-
y 

sichtigung del' Stromfadenkriimmung - und einem zusatzlichen Bei
trag, den man mit Riicksicht auf (142) bzw. (143) in der Form an
schreiben kann: 

(144) 

wobei A = v; und A' zunachst unbestimmte Zahlenwerte, C =!j,- die 
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mittlere Querschnittsgeschwindigkeit und y die Gerinnetiefe an der 
Stelle x bezeichnen. 

Soll nun die oben angeschriebene G1. (139) nicht auf einen unend
lich diinnen Stromfaden angewandt werden, sondern auf den gesamten 
das Gerinne erfiillenden Wasserfaden VOn der Lange d x, so hat man 
folgendes zu beachten: Zunachst ist unter Einfiihrung eines Korrektur
faktors IX (siehe S. 121) 

v1_~v~ = IX (C+yC)2-C~ = ~ 2e .de = ~ d(c2) dx. (145) 
2g 2g 2g 2g dx 

Als gesamte Widerstandshohe, bezogen auf die Lange dx, kommt fiir 
das Gerinne ahnlich wie bei der Rohrstromung (vg1. S.57) der Wert 

'IJl c2 
h" = 2-- dx (146) grn 

in Ansatz, wo 1fJ die friiher definierte Widerstandsziffer und fit den hy
draulischen Radius bezeichnen. SchlieBlich hat man zu bedenken, daB 
unter Beriicksichtigung einer Stromfadenkriimmung die Differenz der 
statischen Hohen auf der linken Seite von (139) noch einer Korrektur 
um den aus (144) flieBenden Differenzbeitrag 

_~[(AC)2d2YXYJdx (147) 
dx g dx2 

bedarf. Fiihrt man nun in (139) die Ausdriicke (140), (145), (146) ein 
und fiigt links das Korrekturglied (147) hinzu, so erhiilt man 

_ dzo dx _ ~ [(A C)2 d2y X ] dx = ~ d(c2) dx + 'IJl c2 dx. (14S) 
dx dx g dx2 Y 2g dx 2grh 

Nach Division mit dx und Beachtung von (13S) folgt daraus die Haupt
gleichung der ungleichformigen, stationaren Bewegung in 
einem prismatischen Gerinne 

J _ dy _ ~ [(A C)2 ~2y ).,' J _ ~ = ~ d(c2) 

8 dx dx g dx2 Y 1fJ 2grA 2gdx' (14Sa) 

in der bei nicht zu stark veranderlichen Stromungen 

IX = 1,OS bis 1,15 

gesetzt werden kann1• 

Beschrankt man sich zunachst auf solche Falle, bei denen 
merkliche Kriimmung der Stromfaden nicht vorhanden 

so lautet (148a) mit ::; = ° einfacher 

J _ dy _ ~ _ ~ d(c2 ) 

8 dx 1fJ2grh-2gdx' 

eine 
ist, 

(149) 

Fiir das Gefalle der gleichformigen Stromung, das nach friiherem dem 

1 v. Mises: a. a. O. S.I11. 
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Sohlengefaile J s entspricht, gilt nach (127) 

(150) 

wobei aile mit dem Index 0 behafteten GraBen auf die gleichformige 
Bewegung bezogen sein sollen. Da femer aus Kontinuitatsgriinden 

ist, so wird 

womit (149) iibergeht in 

Fo 
C = Co F 

dc 2 cilFij dF 
-=-2--·-dx F,j dx' 

dy c~F8 201: cijFij dF 
J s - dx - 'lfJ 2gr;:ff2 = .- 2g F3 • dx· (151) 

Nun ist (Abb. 109) dF = b ·dy, also 

dF = b 0J! 
dx dx' 

F 
womit wegen Th = - Gl. (151) u 
geschrieben werden kann: 

~JL (F3 - ~ .. c2 F2 b) = J (F3 - 'lfJ ~F5~) . dx gOO s 2 gJ, 

Setzt man weiter 

wo 
1 
b' 

als gegeben anzusehen ist, und beachtet, daB wegen (150) 

V' cil Fij1t V' Fg u 
. -2g J, V'o Uo 

ist, so erhalt man aus (151 a) einfacher 

oder 

dy (F3 _ F3 ~) = J (F3 _ F3 ~) 
d x 0 b' s 0 V'o 1to 

F3_F" -~ 
dy °V'ouo - = J ~ .--~.~-. 

dx s F3 -F" !!.. 
° b' 

(151a) 

(152) 

(153) 

als Differentialgleichung der Spiegelkurve bei Vemachlassigung 
einer Stromfadenkriimmung und Annahme eines prismatischen Ge
rinnes. 

Sind F, u und b als FUl1ktionen von y gegeben (bekannte Quer
schl1ittsform), so kann bei bekal1nter Wandrauhigkeit auch 'lfJ durch y 
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ausgedriickt werden [etwa nachGl. (130a)]. Dann laBt sich aber mit 
Hille von (153) y als Funktion von x darstellen, d. h. die A.nderung der 
Spiegelhohe an jeder Stelle x ermitteln. 

b) Verschiedene Formen der Spiegelkurve. 
Ohne zunachst an eine Integration der G1. (153) fUr besondere Faile 

heranzutreten, kann man diese Gleichung doch benutzen, um einige 
allgemeine Aussagen iiber den moglichen Verlauf der Spiegelkurve zu 
machen. 

Da es sich hier zunachst nur um grundsatzliche Fragen handelt, 
solI der Einfachheit halber ein rechteckiger Querschnitt von konstanter 
Breite b = bo angenommen werden, und zwar sei bo iiberall groB gegen
iiber der Tiefe y. Dann kann 1l ~ U o ~ bo und '/fJ ~ '/fJo gesetzt werden; 
auBerdem ist F = boY und Fo = boyo, womit (153) iibergeht in 

dy = J _ y3_ yg 
dx • 3 3 rt. c~ . Y - Yo--

g Yo 

Darin stellt y die mit x veranderliche Gerinnetiefe dar, Yo die der 
gleichformigen Bewegung entsprechende Tiefe. Setzt man hier noch zur 
Abkiirzung 

wo ho ebenso wie Yo eine Lange bezeichnet, so wird 
dy y3 - y3 
-=J---
dx • y3 - hg , 

bzw. unter Beachtung von (138) 

(154) 

(155) 

( y3 y3) y~_h3 
J o = J s 1- y3=hf = J s -yi-hS . (156) 

Aus vorstehender Gleichung folgt nun sofort, daB das Spiegelgefalle J 0 

sein Vorzeichen mit y~ - h~ andert, d. h. unter sonst gleichen Verhalt
nissen wird die Spiegelkurve anders ausfallen, je nachdem Yo § ho ist; 
speziell wird J o = 0 fiir Yo = ho und y § ho. 

Nun ist nach (150) wegen U o ~ bo (siehe Qben) 
'" ~2 U 'II p2 "'0 Coo" J = 'r 0 vo 0 = _'r_O_VO_. " 

s 2 g Fo 2 g Yo ' Yo = 2 g J 8 • 

Aus dem Vergleich'mit (154), worin jetzt angenahert IX ~ 1 gesetzt 
werden solI, folgt also fiir 

Yo> ho, 

Yo < ho, 

'IJlo 
J S <2' 

J. > ~o . 

Der erste Fallliegt nach den Ausfiihrungen auf S. 121 vor bei stro
mendem AbfluB (Fliisse), der zweite Fall dagegen bei schieBendem 
(Wildbache). Diesen beiden Fallen entsprechen voneinander abweichende 
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Spiegelkurven, welche ihrerseits wieder je nach den vorliegenden Rand
bedingungen (Storungsursachen der gleichformigen Bewegung) ver
schiedene Form haben konnen. 

In Abb. no sind die den Fallen Yo > ko und Yo < ko entsprechenden 
Losungen der Differentialgleichung (155) generell dargestellt. Hinsicht
lich ihres Verlaufes lassen sich mit Hille von (155) und (156) leicht 
folgende Aussagen machen, wobei durchweg ein positives Sohlen
gefalle J s vorausgesetzt 
wird. Zunachst sei noch 

bemerkt, daB ~: = 0 

nach (138) einem Spie
gelgefalle entspricht, 
welches gerade gleich 
dem Sohlengefalle J s ist. 

~: > 0 bedeutet eine ~
Zunahme von y, bzw. 
eine verzogerte Stro-

--.J!' 

mung, :: <OeineAb

nahme von y, bzw. eine 
beschleunigte Stro
mung. Dabei kann das 
S · I f II Abb. 110. Formen dcr Spiegelkurve bei "striimendem" AbfluLl 

plege ge a e J o positiv (Yo> no) und "schieLlendem" AbfluB (Yo < no). 

(fallend) odeI' negativ 
(steigend) sein. Nach diesen Erklarungen erkennt man leicht folgende 
Zusammenhange fUr die einzelnen Aste der Spiegelkurven (Abb. nO). 

a) Yo > ko (FluB) 

y> Yo; dy 0 -> dx (verzogert) ; J o > 0 (Ast 1); 

Yo> Y > ko; dy 0 -< dx (beschleunigt) ; J o > 0 (Ast 2); 

Y < k o; dy 0 -> dx (verzogert) ; J o < 0 (Ast 3); 

b) Yo < ko (Wild bach) 

y > ko ; dy > 0 
dx (verzogert) ; J o < 0 (Ast 4); 

ko > y > Yo; dy 0 -< dx 
(beschleunigt) ; J o > 0 (Ast 5); 

y < Yo; dy 0 -> dx ( verzogert) ; J 0 > 0 (Ast 6) . 

V-- d Fur y = ko = Yo ; ;: (G1. 15~) wird d: = ± 00; es sind dieses die 

heiden Punkte, in denen die A.ste 2 und 3 bzw. 4 und 5 aneinander 



128 Str6mung in offenen Gerinnen. 

schlieBen. Weiter wird J o = 0 fUr y = ± 00; diesel' Bedingung ent
spricht del' asymptotische Verlauf del' Aste 1 und 3 bzw. 4 und 6 an 
die Geraden a--a und a' --a'. 

SchlieBlich stellt auch del' Spiegel del' gleichfOrmigen Stromung 
eine Asymptote an die Spiegelkurve del' ungleichformigen Bewegung 

1 dar, wie man durch folgende Uberlegung er-
~kennt. 

~ Schreibt man Gl. (155) in del' Form 

" " ~ " ( y' _ h3 ) J dx = dYl 1 + ~--~ 
~_ S y3_ yg' 
------~----U- so folgt daraus durch Integration 

~~~"'1 J dy ~~~~~ Jsx = y + (y~ - kg) y3_y~ + C 

~ 
~ 

Abb.lll. Verschiedene Spiegel
kurven bei "stromender" Be

wcgung. 

odeI' mit y = 1) Yo 

J x = y + yg - h~ J-~d-1J- + C. 
S yij '/)3 _ 1 

Das Integral laBt sich durch Partialbruch
zerlegung auswerten und liefert 

f d'/) 1 ('/) - 1)2 1 2'/) + 1 
'/)3 _ 1 = (fIn'/)2 +71+1 + 13 arc ctg 13- + const., 

weshalb, wenn jetzt wieder y = 1] Yo eingesetzt wird, 

J x = y + --- In ------ ---0 + -arc ctg + C. (157) y3 - hg { (y - Yo)~ 6 2 Y + Yo} 
s 6 Y5 y2 + y Yo + Yo 13 Yo l 3 

Man erkennt nun leicht aus vorstehender 
Gleichung, daB fiir Yo> ho (FluB) x gegen 
- 00 geht, wenn y gegen Yo geht (gleich
formige Stromung), da dann del' Logarithmus 
gleich - 00 wird. 1m anderen Fane, also 
Yo < ho (Wildbach) geht x gegen + 00, wenn 
y gegen Yo geht. 

Die aus Abb.IlO ersichtlichen Formen 
del' Spiegelkurve werden praktisch in del' Tat 
beobachtet; einige charakteristische Fane sind 
in Abb. III und 112 dargestellt. 

Abb.1l2. Verschiedene Spiegel- Storungen der gleichformigen Stromung, 
kurven bei "schie/3ender" Be-

wegung. wie sie im Wasserbau besonders haufig vor-
kommen, werden u. a. verursacht durch Stau

wehre, Sohlenstufen, Gefallsknicke, Schiitze, Pfeilereinbauten und dgl. 
(s. auch Ziff. fund g). 
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c) Wassersprung. 
Bei Wildbachen vollzieht sich gemaB Abb. 112 der Ubergang aus 

der gleichformigen in die ungleichfOrmige Bewegung kurz oberhalb der 
Storungsstelle in Gestalt einer nahezu p16tzlichen Erhebung des Wasser
spiegels, die nach Bidone (1819) als Wasser sprung bezeichnet wird. 
Seine theoretische Behandlung ist bereits im 1. Bande (S.65) als An
wendung des Impulssatzes besprochen worden. Hier sollen nur noch 
einige erganzende Bemerkungen folgen. 

1m 1. Bande wurde gezeigt, daB ein Wassersprung sich nur ein
stellen kann, wenn die Geschwindigkeit oberhalb der Storungsstelle 
(Wassertiefe t1) groBer ist als die Grenzgeschwindigkeit Cgr = -rr;t; 
(vgl. auch S.121), d. h. eben bei schieBendem AbfluB. AuBerdem 
erkennt man aus der dort entwickelten Gleichung fUr die Steighohe 

h = - ~ t + V ~i -j_ 2 tl c;' 
2 1 4 g' 

daB h um so groBer ausfallt, je groBer der Unterschied zwischen c1 und 
der Grenzgeschwindigkeit y gtl ist. Fur 
c1 <: Cgr wird h = O. 

Bei groBeren Sprunghohen ist der 
Wassersprung von einem starken Wirbel, 
einer sogenannten Deckwalze, uberlagert 
(Abb. 113), die - wie der ganze Vorgang Abb.1l3. Wassersprung mit "Deck-

walze", 
uberhaupt - mit erheblichen Energiever-
lusten verbunden ist1 . 

Zur Berechnung der Lange des Wassersprunges hat Safranez 2 die 
empirische Formel 

vorgeschlagen, welche sich fUr . c"'-_ > 4 in guter Ubereinstimmung 
¥ gtl 

mit seinen Versuchsergebnissen befindet. Bei kleineren "AbfluBkenn-

zahlen"cl hat sie wahrscheinlich keine Gultigkeit mehr. Sobald C1 
1 g tl 

sich der Grenzgeschwindigkeit Cgr = Y gt1 nahert, ist der Wassersprung 
nur wenig ausgepragt (geringer Energieverlust) und bildet lediglich eine 
flache Gegenneigung, deren Lange sich im allgemeinen nicht genau fest
stellen laBt. 

d) Berucksichtigung der Stromfadenkrummung. 
Eine interessante und praktisch wichtige SchluBfolgerung laBt sich 

noch aus Gl. (148a) fur das Dbergangsgebiet von gleichformiger 
zu ungleichformiger Bewegung ziehen bzw. umgekehrt. Weil es 

1 Vgl. hierzu K. Safranez: Bauing. 1930 Heft 20. A. Schoklitsch: Wasser
wirtsch. 1932 Heft 16 u. 17. 

2 Safranez, K.: Bauing. 1929 Heft 37 u. 38. 
Kaufmann, Hy<iromechanik II. 9 
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sich dabei nur urn eine Betrachtung allgemeiner Art handelt, son der 
Einfachheit halber wieder ein rechteckiger Querschnitt ins Auge gefaBt 
werden, dessen Breite bo hinreichend groB gegeniiber seiner Tiefe sei. 
Der Unterschied der Gerinnetiefe y fiir die ungleichformige Bewegung 
gegeniiber derjenigen der gleichformigen Stromung (Yo) sei mit Yo?7 be
zeichnet (Abb. 114), wobei 1] fiir das hier allein in Frage kommende 
Dbergangsgebiet so klein vorausgesetzt wird, daB seine hoheren Po
tenzen gegeniiber der Einheit vernachlassigt werden k6nnen. 

Sieht man zunachst einmal von dem die Stromfadenkriimmung dar
stellenden 3. Summanden auf der linken Seite der G1. (148a) ab, so 
liiBt sich diese, wie oben gezeigt wurde, umformen in G1. (155), wofiir 
man auch schreiben kann: 

dy _ dy ~_ = J (1 _ ~) 
dx dx y3 S y3 

ay 1 1 d(y-2) 
oder, wegen dx y3 = -"2 -JX-' 

rei: %~l;o ~:L~~ 
d y kg d (y-2) ( YB) --j----=J 1--
d x 2 dx S y 3 ' 

Nun ist aber (Abb. 114) 

(158) 

Abb.114. 
Y=Yo(l-j- 17); 

1 1 1 

wofiir man unter Vernachlassigung der hoheren Potenzen von 1] auch 
schreiben kann: 

1 1 Y = Yo (1 - 1]) . 

Entsprechend wird dann 

.!.. - .!.. (1 - 2 'I'l) • y2 - y8 0' , 
1 1 

- - - (1- 3'1'l) y3 - yB ., , 

womit Gl. (158) iibergeht in 

dy kg d'f} 
if:; - y~ dx = 3 J s ·1]· (159) 

Setzt man noch 
x = Yo ~ ; d x = Yo' d ~ , 

so lautet (159) einfacher: 

(160) 

Nun solI hier aber auch die Stromfadenkriimmung beriicksichtigt werden, 
d 2 1 d 2 'f} 

d. h. das den Faktor d:' = Yo d~2 enthaltende Glied der Gl. (148a). Da 

dieser Faktor im vorliegenden FaIle bereits klein von der 1. Ordnung 
ist, geniigt es, an Stene der in dem betreffenden Gliede noch allftreten-
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den Faktoren c und y die konstanten Werte Co und Yo zu setzen\ also 
zu schreiben: 

~[(..1.e)2 A' d2y ] = A2 A' ell Yo d3y = ..1.2 ..1.'ell d3rJ 
dx y y dx2 Y dx3 Yo y dl;"' 

Da dieses Glied in (148a) das gleiche Vorzeichen hat wie ~~ , ist es hier 

in (160) links mit dem positiven Vorzeichen hinzuzufiigen. Setzt man 
noch den Zahlenfaktor 

1.2 A' = ", 
so erhiilt man jetzt an Stelle von (160) 

d3 rJ + drJ • Yo y (1 _ kg) = 3 J 1 Yo Y 
d 1;3 d I; " ell yg s 7 "ell 

oder mit Riicksicht auf (154) 

(Prj + ~7[ (YOy _~) = 3 J Yoy 
d 1;" d I; " ell" s 1] "eg . 

F 'Ij! e2 
Da aber nach (150) wegen ~ ~ Yo (breites Rechteck) J .• = -2·~ ist, 

Uo .. Y Yo 
so erhiilt man schlieBlich als Differentialgleichung fiir das Ubergangs-
gebiet 

(161) 

Die allgemeine Losung dieser homogenen Differentialgleichung 3. Ord
nung mit konstanten Koeffizienten lautet bekanntlich: 

(162) 

wo 0 1 , O2, 0 3 die Integrationskonstanten darstellen und r 1, r 2 , r3 die 
Wurzeln der kubischen Gleichung 

(163) 
mit 

Setzt man hier den Korrekturfaktor (f. ~ 1, nimmt also angenahert 
gleichformige Geschwindigkeitsverteilung iiber den Querschnitt an, so 

wird p § 0, wenn Js ~ ~ • Dem "FluB" (Js < ~o ; S. 126) entspricht 

also eine positive Konstante p, weshalb 

p" q2 
27+4>0. 

In diesem Faile hat aber, wie aus der Lehre von den kubischen Glei
chungen bekannt ist, Gl. (163) eine positive reelle und zwei konjugiert 

1 v. Mises: a. a. O. S.115. 
9* 
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komplexe Wurzeln, welch letztere in del' Form 

r1 = -u ± i v 
2 

(164) 

dargestellt sein mogen (u und v sind positive Konstante)l. FaBt man 
nul' das den komplexen Wurzeln entsprechende partikuUire Integral ins 
Auge, so folgt aus (162) mit G3 = 0 

171 = G1 e(-u+iv); + G2 e-(u+iv)~, 

woffu man auch schreiben kann: 

171 = e-u~ {G1 eiv ; + G2 e- i vq . 

= e-U ~i{ G1 (cos v ~ + i sin v~) + G2 (cos V ~ - i sin v~) 1 
= e-t1q (G1 + G2) cosv ~ + (01 - G2) i sin v n. 

(165) 

Damit 171 reell wird, hat man sich unter G1 und G2 zwei komplexe Werte 

G - Al - i A2 G _ Al + i A z 
1- 2 2- 2 

vorzustellen, worin jetzt Al und A2 zwei neue reelle Konstante be
zeichnen. Mit diesen Werten ffu G lund G2 wird 

(165a) 

Man erkennt, daB die vorstehende Losung einen wellenartigen 
VerIauf des Spiegels mit stromabwarts (positives~) abklin
gender Amplitude darstellt. Besonders deutlich tritt dieses in Er
scheinung, wenn Al = 0, d. h. G1 = - G2 wird. Aus G1. (165) oder 
(165a) geht hervor, daB diesel' Fall vorliegt, wenn 171 = 0 fur ~ = 0 ist, 
d. h. wenn del' Anfangspunkt del' ~-Achse in einen Schnittpunkt del' 
Wellenlinie mit dem Spiegel del' gleichformigen Stromung fallt. 

Mit wachsendem ~ geht 171 gegen Null (gleichfOrmige Stromung), 
dagegen nicht mit wachsendem negativen ~. Die durch G1. (165a) dar
gestellte Losung gilt demnach ffu das Ubergangsgebiet unterhalb 
einer Storungsstelle. Ein derartiger Verlauf del' Spiegelkurve kann 
bei Fliissen unterhalb eines Stauwehres mitunter tatsachlich beobachtet 
werden (Abb. Ill, Ast 7). 

Wird 

dann liegt del' "casus irreducibilis" VOl', und G1. (163) hat drei reelle 
Wurzeln, zu denen andere Formen del' Spiegelkurve gehoren (s. oben). 

e) Numerische Bestimmung del' Staukurve. 
Von besonderer Bedeutung fur die Praxis ist die Ermittlung del' 

Form des gestauten Spiegels eines Flusses durch ein Wehr. Allgemein 
kann dazu im AnschluB an die unter b) angestellten Uberlegungen 

I V gl. etwa Hiitte Bd. 1 26. Aufl. S. 65. 
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gesagt werden, daB die Staukurve (unter der Voraussetzung J s < ~o) 
im Unterlauf eine horizontale Asymptote besitzt, wahrend sie sich im 
Oberlauf asymptotisch dem Spiegel der gleichformigen Bewegung nahert 
(Abb. llO oben). Theoretisch erstreckt sich demnach der Stau unend
lich weit stromaufwarts; praktisch wird man jedoch sagen konnen, der 
Stau ist beendet, sofern die Hohe Y des gehobenen Spiegels diejenige 
der gleichformigen Bewegung nur noch urn einen geringen Prozentsatz 
ubertrifft. Von dieser Festsetzung wird also die "Stauweite" abhangen. 

Fur den rechteckigen Querschnitt von groBer Breite ist der Zu
sammenhang zwischen x und Y durch G1. (157) gegeben. 1st z. B. die 
Stauhohe Y = YI kurz oberhalb des Wehres vorgeschrieben, und legt 
man an diese Stelle den Anfangspunkt der x-Achse, so kann die Inte
grationskonstante C aus der Bedingung Y = YI fUr x = 0 bestimmt 
werden. Damit laBt sich dann zu jeder Hohe y < YI mit Hilfe von (157) 
das zugehorige x berechnen. 

Bei Querschnitten von nicht rechteckiger Form, welche praktisch 
die Regel bilden, geht man zweckmaBig von G1. (153) aus, indem man 
dort die Differentiale durch 
endliche Langen ersetzt, also 

Darin sind als gegeben anzusehen die GroBen J s ' co, F 0' uo, "Po' 
also nach (152) auch bl, = (t. ;-, ferner die Querschnittsform und die 

g 0 

Stauhohe Y = YI kurz oberhalb des Wehres. Die ohnehin nicht sehr 
scharf bestimmbare Widerstandsziffer "p wird man angenahert gleich "Po 
setzen konnen, jedoch macht eine genauere Berucksichtigung nach den 
frUheren Angaben (S. ll4) keine Schwierigkeiten. Man kann nun aus 
der gegebenen Querschnittsform fUr Y = YI die zugehorigen Werte 
F, b und u (gegebenenfalls auch "p) bestimmen und aus (166) LI YI 
als diejenige Abnahme von YI berechnen, die zu einem bestimmten 
Intervall LI Xl gehort. Damit ist Y2 = YI - LI YI gefunden, und durch 
wiederholte Anwendung des Verfahrens laBt sich die Staukurve 
punktweise festlegen (Abb. ll5). Es liegt auf del' Hand, daB das 
Ergebnis urn so genauer ausfallt, je kleiner man die Intervalle LI x 
wahlt, jedoch genugen praktisch meistens schon Intervalle von 
100 [m] und mehr. 

£) Die Wasserspiegellage bei Profilanderungen des Gerinnes. 
Bei Profilanderungen, wie sie etwa durch das Vorhandensein einer 

Sohlenstufe, durch Pfeilervorbauten, Querschnittserweiterungen bzw. 
-Verengungen odeI' dg1. bedingt sind, kann je nach den vorliegenden 
Verhaltnissen die ungleichformige Bewegung ohne oder mit einem 
Wechsel der FlieBweise (Stromen oder SchieBen) vor sich gehen. In 
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solchen Fallen bietet, wie BoBI gezeigt hat, die Energielinie (S. 119) 
ein bequemes Hilfsmittel, um sich liber den ungefahren Verlauf des 
Wasserspiegels ein Bild zu verschaffen. 

Abb. 116 zeigt ein Gerinne mit stromendem NormalfluB, in welches 
eine nicht zu hohe und aIlmahlich ansteigende Sohlenstufe eingebaut 
ist. Sieht man von einer Anderung der Reibung infolge der Querschnitts
verkleinerung in erster Naherung ab und betrachtet den Vorgang im 
librigen als verlustlos (allmahlicher Ubergang), so kann die Differenz 
der hydraulischen Hohen hI - h vor der Stufe und unmittelbar liber 
der Stufe gegenliber dem ungestorten Zustand keine Anderung er
fahren (da ja kein weiterer Energieverlust hinzutritt). Dagegen ist die 
Energielinienhohe H liber der Stufe jetzt kleiner geworden als vorher. 
Nun entspricht aber, wie man aus Abb. lO7 erkennt, einer Verminde
rung der Hohe H bei stromendem AbfluB (rechter Ast der H-Linie) eine 
Verkleinerung der Tiefe t (bei gleichbleibendem Q), d. h. der Wasser
spiegel muB liber der Stufe eine Senkung erfahren. Die zugehorige 
Tiefe t kann man etwa aus Gl. (134a) mit F = bo t (rechteckiges Profil) 

Abb. 116. Senkung des Wasserspiegels bei "stromender" Bewegung infolge einer Sohlenschwelle. 

berechnen, in welcher H, bo und Q bekannt sind, oder man kann t un
mittelbar aus der Abb. lO7 abgreifen. Infolge der geringeren Wassel'
tiefe t < tl muB die Geschwindigkeit entsprechend groBer sein, bis 
hinter der Stufe wieder der Normalzustand erreicht ist. Die vorstehende 
Dberlegung ist so lange anwendbar, als die neue Tiefe t groBer als die 
theoretische Grenztiefe tor liber der Stufe ist. Fiir t = tor wird H = H min, 

und dieses ist nach Abb. lO7 del' kleinste Wert von H, bei welchem die 
gegebene Wassermenge Q gerade noch abflieBen kann. 1m vorliegenden 

3/-
FaIle stimmt die theoretische Grenztiefe tor = J/ ~: [Gl. (136)] fiir die 

g 0 

Stufe mit derjenigen fiir das normale Bett liberein; bei seitlichen Quer-
schnittserweitel'ungen bzw. Verengungen wird dagegen wegen der vel'
anderten Bl'eite b innerhalb der Unstetigkeit tor kleiner bzw. groBer als 
im normalen Bett. 

In Wirklichkeit wird sich der Wasserspiegel noch etwas anders ein
steIlen als eben geschildert, was mit den veranderten Reibungsverhalt
nissen innerhalb der Einengung zusammenhangt. Unterhalb der Ein
engung, also vom Punkte a fluBabwarts, ist die Energielinie festgelegt 
durch die Wassertiefe t2 und die Geschwindigkeit C2, die ihrerseits be-

1 BoB, P.: Berechnung der Wasserspiegellage. VDI-Forsch.-Heft Nr.284. 
Berlin 1927. 
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stimmt sind durch das gegebene Sohlengefalle, die Rauhigkeit des 
Bettes, die Querschnittsform und die Wassermenge1• Die Hohe H2 im 
Punkte a ist also durch die vorliegenden AbfluBverhaltnisse vor
geschrieben. Da nun innerhalb der Einengung wegen der groBeren Ge
schwindigkeit c das Reibungsgefalle groBer ist als unterhalb derselben, 
so muB die Energielinie oberhalb des Punktes a jetzt etwas starker ge
neigt sein als diejenige fiir den NormalabfluB. Auch im Punkte b liegt 
diese neue E-Linie noch oberhalb der alten. Von b fluBaufwarts muB 
sie sich allmahlich in die Normallage zuriickbilden. Dieser erhohten 
Lage der E-Linie entspricht beim stromenden AbfluB eine VergroBerung 
der Gerinnetiefe, d. h. oberhalb der Einengung ist der Wasserspiegel 
gestaut (in Abb. 116 punktiert eingetragen). 

In Abb. 117 ist noch der Fall dargestellt, bei dem infolge geringerer 
Wassertiefe der NormalabfluB zwar noch stromend verlauft, die ihm 
entsprechende Energielinienhohe H innerhalb der Einengung aber 
kleiner als H min geworden ist. Da unter diesen geanderten Verhalt
nissen ein glatter AbfluB der Wassermenge Q nicht vor sich gehen kann, 

Abb. 11i. Senkung des Wasserspiegels bei Wechscl des Fliel.lzustandes vom Striimen zum Schiel.len 
infolge einer Sohlcnschwelle. 

(siehe oben), SO muB sich das Wasser vor der Einengung aufstauen, 
was eine Hebung der Energielinie zur Folge hat. Der volle AbfluB ist 
erst moglich, wenn die Energielinienhohe den Mindestwert H min er
reicht hat, dem die Wassertiefe tor entspricht. Infolge des vergroBerten 
Reibungseinflusses innerhalb der Einengung kann die neue E-Linie 
zwischen den Punkten c und d aber nicht der Sohle parallel sein, sondern 
muB ein starkeres Gefalle haben als diese. In der Einengung ist dem
nach nicht die konstante Wassertiefe tqr vorhanden, sondern diese Tiefe 
muB stromaufwarts groBer werden, da beim stromenden AbfluB - der 
hier wegen der Verhaltnisse im Oberlauf offenbar vorhanden ist -
einer Hebung der Energielinie eine VergroBerung der Gerinnetiefe ent
spricht. Oberhalb der Einengung geht die neue Energielinie und mit 
ihr der aufgestaute Spiegel allmahlich in die ungestorte Lage zuriick. 
Es fragt sich nun, welche FlieBart vom Punkte a fluBabwarts vorhanden 
ist. Nimmt man zunachst einmal stromenden AbfluB an, so miiBte sich 
wegen der gehobenen Lage der Energielinie unterhalb der Einengung 
ein Wasserspiegel einstellen, der hoher ware als der dem NormalabfluB 
entsprechende. Mit Riicksicht auf die vorliegenden Werte fiir Rauhig
keit und Sohlengefalle miiBte sich dieser Spiegel fluBabwarts allmahlich 

lJ! ()2 Q2 
1 Es ist ja J, = 2 g r h = 1j.' 2 g F 2 rh . 
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wieder dem ungestorten Zustande nahern. Aus Abb. llO erkennt man 
aber, daB eine solche Spiegellage beim "Stromen" unterhalb der Sto
rungsstelle nicht moglich ist, wogegen der Verlauf des Spiegels oberhalb 
der Einengung dem Ast 1 entspricht. Es bleibt also unterhalb des 
Punktes a nur der schieBende AbfluB ubrig. Mit wachsender Energie
linienhohe verringert sich die Tiefe zunachst bis zum Punkte b; sie 
wachst dann entsprechend der fallenden E-Linie (die ja auch in die nor
male Lage zuriick muB) noch etwas, bis schlieBlich im Schnittpunkt 
der beiden E-Linien der "Obergang zur stromenden Bewegung durch 
einen Wassersprung erfolgt (vgl. hierzu auch Abb. III Mitte). 

In ahnlicher Weise ware die Untersuchung durchzufiihren, wenn erne 
andere Art der Profilanderung vorliegt, oder wenn es sich um schieBenden 
NormalabfluB handelt. Im.letzteren Falle bewirkt eine Querschnittsver
minderung unter der Voraussetzung, daB kein Wechsel der FlieBweise 
eintritt, eine Hebung des Wasserspiegels uber der StorungssteIle1 . 

g) Pfeilerstau. 
Unter "Pfeilerstau" oder "Bruckenstau" versteht man im prak

tischen Wasserbau eine Erscheinung, die sich in Gestalt einer Hebung 
des Wasserspiegels unmittelbar vor einem in einen FluB eingebauten 
ges/uuterS'piege/ ~ Bruckenpfeiler gegen-

",' ,.... ~ ulIgeslOrfer uber der ungestorten 
f SIou zf" IAbsellKulIg spiel/el SpiegeIlage bemerkbar r macht. Der theoreti

schen Behandlung setzt 
Abb. 118. Pfeilerstau. dieser Pfeilerstau erheb-

liche Schwierigkeiten 
entgegen, da es sich hier offenbar um ein Widerstandsproblem 
handelt, bei dem - mit Rucksicht auf die freie Oberflache - nicht 
nur der Reibungs- und Druckwiderstand eine Rolle spielen, sondern auch 
der sogenannte WeIlenwiderstand (Bd. I S. 87; vgl. auch die nach
folgende Ziffer 7 sowie das Kapitel uber "Schiffswiderstand", S.265). 
Man ist deshalb bei dem heutigen Stande unserer Kenntnis uber den 
Fliissigkeitswiderstand in der Hauptsache auf ModeIlversuche an
gewiesen, die allein eine Klarung der recht verwickelten Vorgange 
beim Pfeilerstau herbeifiihren konnen2 • 

AuBer dem Stau vor dem Pfeiler tritt in dem eingeschniirten Quer
schnitt, d. h. also zwischen Pfeiler und Gerinnewand bzw. - bei meh
reren Pfeilern - zwischen den einzelnen Pfeilern, eine Absenkung auf, 
und erst in einiger Entfernung hinter dem Pfeiler steIlt sich wieder der 
ungestorte Spiegel ein (Abb. 118). Es liegen also im Prinzip ahnliche 
Verhaltnisse vor wie im FaIle der Abb. 116. 

Versuche zur genauen Erforschung des Pfeilerstaus sind von ver
schiedenen Seiten durchgefiihrt worden, ohne daB es bisher gelungen 

1 Wegen der Einzelheiten mull auf die oben genannte QueUe verwiesen werden, 
wo einzelne Rechnungsergebnisse auch durch Versuche belegt sind. 

2 Vgl. hierzu F. Eisner: Widerstandsmessungen an umstromten Zylindern 
von Kreis- und Briickenpfeilerquerschnitt. Berlin 1929. 
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ware, einwandfreie Unterlagen fiir die GroBausfuhrung in der Praxis 
zu erlangen, was in der Hauptsache auf die Schwierigkeiten zuruckzu
fiihren ist, die sich bei der Ubertragung der Modellversuchsergebnisse 
einstellen (vgl. hierzu Ziffer 7 S. 149). Immerhin haben diese Versuche, 
unter denen besonders die von Rehbock 1 im, FluBbaulaboratorium 
der Technischen Hochschule Karlsruhe angestellten hervorgehoben 
seien, wertvolle Aufschlusse und Fingerzeige geliefert. 

Nach Reh bock sind beim Pfeilerstau hinsichtlich des FlieBzustandes 
drei FaIle zu unterscheiden: 1. Der DurchfluB im eingeengten Querschnitt 
erfolgt wie vorher stromend. 2. Die anfangs stromende Bewegung geht 
zwischen den Pfeilern in eine schieBende uber (bei starkerer Ein
engung des FluBbettes). 3. Die Einengung ist so stark, daB auch noch 
hinter den Pfeilern schieBende Stromung vorhanden ist. Bei groBeren 
Flussen, fiir welche fast ausschlieBlich Pfeiler in Betracht kommen, ist 
in der Regel Fall 1 maBgebend. 

Bezeichnet nun Fo den Querschnitt des "unverbauten Flusses", 
f den durch Pfeiler verbauten Teil von Fo und Co die mittlere Ge
schwindigkeit im unverbauten FluB, so ist IC: : ~I i =>:a~1 
nach Rehbock fiir rein stromenden Ab- i: , ~ 

f ~1,32d~I/.03ti~t3g r--
fluB und ein Verbauungsverhaltnis 0,06 < F I I 

o : : < 0,16 der Pfeilerstau angenahert r ~I )15"'1,3 
I, , I 

(167) ~f:.". 41"" 
i. ~---J 

f c~ 
z = ~ F 2g' 

Darin steIlt ~ einen Formfaktor dar, welcher 
von der Gestalt des Pfeilers abhangt. Es zeigt 
sich namlich, was nach der Grenzschichten
theorie verstandlich ist (Bd. I S.215f£.), daB 
bei Pfeilern, die vorn nicht gut abgerundet 

I 3 I 

I ~I 10"'';;1 

Abb, 119, Verschiedene Pfeiler
fornlcn, welche einen verschie
den groBen Pfeilerstau verur-

sachen. 

oder zugespitzt sind, infolge AblOsung der Flussigkeit an den beiden 
Langsseiten sogenannte "Seitenwalzen" entstehen, welche an der 
Hauptstromung nicht teilnehmen bzw. sich wesentlich langsamer 
bewegen und somit die Wirkung einer weiteren Einengung des Quer
schnitts haben. In Abb. 119 sind einige charakteristische Pfeilerformen 
und die ihnen entsprechenden Werte lJ angegeben. 

An der Hinterseite der Pfeiler bildet sich ein ausgepragtes Tot
wassergebiet aus - sogenannte "Unterwalzen" - die fiir die GroBe 
des Staus von entscheidender Bedeutung sind. Um also einen mog
lichst kleinen Stau zu bekommen, muB man eine Pfeilerform wahlen, 
die zu geringer Wirbelbildung AnlaB gibt (vgl. die entsprechenden Be
merkungen in Bd. I S.219). 

Die Rehbockschen Versuchsergebnisse konnen mit Vorteil zum 
Vergleich verschiedener Pfeilerformen herangezogen werden. Ihre Uber
tragbarkeit auf GroBausfiihrungen ist jedoch bezweifelt worden2, da 

1 Briickenstau und Walzenbildung. Bauing. 1921 S. 341. 
2 Lindquist, E.: Tekn. Tidskrift 1927. Eisner, F.: Offene Gerinne, a. a. O. 

S.316, 321. 
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bei den verwendeten relativ geringen Abmessungen und Geschwindig
keiten die modellahnliche Nachbildung der Wellenerscheinungen an 
der Oberflache nicht gesichert ist (vgl. hierzu das Kapitel iiber Modell
versuche, S. 153). 

5. Mit der Zeit veranderliche Bewegung. 
a) Kennzeichnung der Stromungserscheinungen. 

Bei den bisherigen Betrachtungen handelte es sich durchweg um 
Vorgange, die von der Zeit unabhangig waren (station are Bewegungen). 
Dabei wurde unterschieden zwischen gleichf6rmigen Bewegungen, bei 
denen die Erscheinungen unabhangig von Ort und Zeit waren, und un
gleichformigen, bei denen eine Abhangigkeit vom Orte - d. h. von 
der Lage des Querschnittes - bestand. 1m vorliegenden Falle del' 
nichtstationaren Stromung tritt nun auch noch eine Abhangigkeit 
von der Zeit hinzu, und es ist einleuchtend, daB dadurch sowohl die 
Beobachtung als auch die theoretische Behandlung der einzelnen Vor
gange wesentlich verwickelter wird als friiher. 

Aile an der freien Oberflache eines Gerinnes beobachtbaren nicht
stationaren Erscheinungen konnen im weiteren Sinne als "Wellen" 
aufgefaBt werden. Was man darunter im einzelnen zu verstehen hat 
und welche Formen diese Wellenbewegungen annehmen, wird in Ka
pitel IV etwas eingehender besprochen. Hier sollen deshalb nul' einige 
fiir offene Gerinne besonders wichtige Vorgange erortert werden, die in 
verhaltnismaBig kurzer Zeit zu einer Rebung bzw. Senkung des Wasser
spiegels fiihren. Dazu gehoren z. B. die kleinen Anschwellungen, welche 
durch voriibergehende Storung einer an sich stationaren Stromung 
bedingt sind, sowie die Wasserbewegungen, welche in Kanalen und 
Werkgraben beim Offnen und SchlieBen von AbschluBorganen ent
stehen und die man gewohnlich als Schwall und Sunk (Rebung bzw. 
Senkung des Wasserspiegels) bezeichnet. Auch die Frage nach dem 
Verlauf des Rochwassers in Fliissen sowie des als "Flutwelle" fluB
aufwarts wandernden Schwalles beim Eindringen der Ebbe und Flut 
in FluBmiindungen u. a. m. gehort in den Gedankenkreis dieser Unter
suchungen (siehe S. 165). Fiir die Rebungs- und Senkungswellen, welche 
in Werkgraben usw. infolge Regulierung des Wasserabflusses fiir tech
nische Zwecke hervorgerufen werden, hat sich eine von Forchheimer1 

angegebene Bezeichnungsweise als vorteilhaft erwiesen, durch welche 
das Wesen und die Entstehungsweise der einzelnen Vorgange in iiber
sichtlicher Form zum Ausdruck gebracht werden. 

Danach kommen vier Raupttypen in Betracht, deren Unterschiede 
in den vorhandenen Randbedingungen liegen: 1. Der Stauschwall, 
welcher durch eine Verminderung des Abflusses im Unterlauf entsteht 
und fluBaufwarts wandert. 2. Der Fiillschwall, welcher durch 
eine ZufluBvermehrung im Oberlauf entsteht und fluBabwarts wan
dert. 3. Der Absperrsunk, welcher durch eine ZufluBverminderung 
im Oberlauf entsteht und fluBabwarts wandert. 4. Der Entnahme-

1 Forohheimer, Ph.: Wassersohwall und Wassersunk. Leipzig u. Wien 1924. 
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sunk, welcher durch eine AbfluBvermehrung im Unterlauf entsteht 
und fluBaufwarts wandert. 

Von Wichtigkeit fUr die technische Praxis sind hier insbesondere 
zwei Dinge: erstens die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schwalles 
und zweitens die Hohe, welche der Schwall bzw. Sunk unter bestimmten 
Voraussetzungen erreichen kann. Auf diese Fragen solI weiter unten 
etwas genauer eingegangen werden. 

b) Die Differentialgleichung der nichtstationaren 
Gerinnestromung. 

Den Ausgangspunkt fur die Ableitung del' Hauptgleichung del' 
stationar-ungleichformigen Bewegung bildete die Bernoullische Glei
chung (139). Man kann den gleichen Gedankengang wie dort auch hier 
verwenden, wenn man nul' beachtet, daB jetzt noch eine Abhangigkeit 
von der Zeit vorliegt. Zu diesem Zwecke hat man zunachst aus del' 
Energiegleichung fUr nichtstationare Stromungen (Bd. I S.56 und 71) 
zu folgern, daB auf del' rechten Seite del' Gl. (139) noch das Zeit-

glied ~ ~~ dx fUr den unendlich dunnen Stromfaden von del' Lange dx 

hinzuzufugen ist, statt dessen man bei einem Stromfaden von groBem 

Querschnitt schreiben kann ~ ~~ dx (IX' ~ 1,03 bis 1,05), wenn c wieder 

die mittlere Geschwindigkeit bezeichnet. Sieht man zuniichst von der 
Stromfadenkrummung ab, so erhalt man aus (148), wenn man jetzt 
die gewohnlichen Differentialzeichen durch die partiellen ersetzt, und 
unter Hinzufiigung des obigen Zeitgliedes 

a z a a c2 1p e2 a' a e - -a 0 dx = -2 -a dx + 2·-- dx + - -at dx, x g x g Th g 

woraus nach Division mit dx und unter Beachtung von (138) folgt: 

ay a ae2 1pe2 a'ae 
Js - ax = 2g ax + 2grh + gat· (168) 

Dieses ist die Hauptgleichung der nichtstationaren Gerinne
stromung bei Vernachlassigung der Stromfadenkrummung; 
sie wurde bereits von Saint-Venant abgeleitetl. 

Damit y und e vollstandig bestimmt sind, muE zu Gl. (168) noch 
die Kontinuitatsbedingung treten, die man wie folgt erhiilt. In del' 
Zeiteinheit stromt durch den Querschnitt an del' Stelle x die Wasser
menge Fe, durch den um die Lange dx von x entfernten Querschnitt 

dagegendie Wassermenge( F + ~~ dx ) (e + ~~ dx ) . Der UberschuE der 

sekundlich austretenden uber die eintretende Wassermenge in dem 
durch die beiden Querschnitte bestimmten Bereiche betragt also unter 

Weglassung des kleinen Gliedes hoherer Ordnung e ~~ d x + F ~: d x . 

Er muB offenbar gleich der auf die Zeiteinheit bezogenen Verminderung 

1 de Saint-Venant, B.: Comptes rendus Bd.73 (1871) S.153. 
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des Wasservolumens in dem betrachteten Bereiche sein, also gleich 
of 

- 7ft dx. Daraus folgt 

of oc of 
c ox dx + F ox dx = - 7ft dx 

oder als Kontinui tatsgleichung der nich tstationaren Stro-
mung 

of + F~ -L of = 0 
c ox ox I ot . (169) 

c) Fortpflanzung kleiner Anschwellungen auf flieBendem 
Wasser. 

Unter der Voraussetzung, daB nur kleine Abweichungen von der 
an sich stationaren Stromung in einem prismatischen Gerinne auftreten, 
fiihrt die weitere Diskussion der Gl. (168) und (169) zu praktisch wich
tigen Aussagen hinsichtlich der Art und der Geschwindigkeit, mit 
welcher sich diese Storungen fortpflanzen, wie nachstehend fiir den Fall 

W • eines rechteckigen Gerinnes gezeigt werden solI, 
-==-==----;t----=-::::- dessen Breite bo groB im Verhaltnis zu seiner 

--- T Tiefe y ist1. 

~~%""~~~,,L'%.'W Dabei sollen - da es sich ohnehin nul' um 
Abb. 120. eine Naherungsrechnung handelt (Vernachlassi-

gung del' Stromfadenkriimmung) - folgende An
nahmen gemacht werden: 1. Die Reibung bei del' nichtstationaren Be
wegung solI gleich derjenigen bei der stationaren Bewegung gesetzt 
werden, da nur kleine Abweichungen von letzterer zugelassen sind. 

Das bedeutet, daB in Gl. (168) 2'1j! c2 ~ J s wird (siehe S. 112). 2. Die Ab-
g Th 

weichung del' gestorten Spiegelordinate von del' ungestOrten sei mit rJ 
bezeichnet (Abb. 120); die Abweichung der Geschwindigkeit entspre
chend mit w. Diese Abweichungen sollen so klein sein, daB ihre hoheren 
Potenzen gegeniiber den ungestorten Werten vernachlassigt werden 
konnen. 3. Die Zahlenfaktoren (X. und (X.' sollen angenahert gleich Eins 
gesetzt werden. Man hat also 

y = Yo + rJ ; F = F 0 + bo rJ ; 

c=co+w; c2=C5+2cow. 

Unter diesen Voraussetzungen geht Gl. (168) iiber in 

01] _ Co ow + I ow 
- ox-g-ih -gTt 

odeI', wenn man noch nach x differenziert, in 

_ 02 1] _ ~ 02W ~ 02W 
ox2 - g ox2 + g ox ot . (170) 

1 Diese Aufgabe ist in etwas erweiterter Form von Boussinesq behandelt: 
Eaux courantes, S.283ff.; vgl. auch v. Mises: Technische Hydromechanik, 
S.201, und Forchheimer: Hydraulik 3. Auf!. S.247. 
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Aus der Kontinuitatsg1eichung (169) f01gt unter Beachtung der obigen 
Ansatze fiir Fund C 

8n 8w 8n 
(co+w)b08x + (Fo +bo1])7iX+ b0 7ft=O. 

Vernachlassigt man hier w gegeniiber Co und bo1] gegeniiber F o, so er
halt man wegen Fo = boyo 

o1') ow 81'} 
Co 8 x + Yo ax +- 7ft = O. 

Daraus f01gt durch Differentiation einma1 nach x und einma1 nach 

iJ2 w I 821'} Co 8z1'} 

8x2 - Yo ox8t - Jh 8x2 

8zw I 82n Co 8z1'} 

oxot = -Jh at 2 - Yo ox8t-' 

Setzt man diese Werte in (170) ein, so erhalt man 

82n Co ( 8 z1') 8Z1'}) I (82n a21') ) 
- 8xz = - gyo 8xtft + C0 8X2 - gyo 8tZ + c0 8x8t 

oder, etwas anders geordnet, 

82 1] ( gyo' 82 n 2 I 82 1') 
ax2 l-cr)+ 8xat Co + c~ 8tZ =0. (170a) 

Zur Losung der vorstehenden Differentia1gleichung sei der Ansatz ge
macht: 

1] = I (x - OJ t) , (171) 

wo I eine beliebige Funktion und OJ eine zunachst unbekannte Konstante 

von der Dimension IL~J bedeuten. Bildet man aus (171) sec 

;~-=--OJt': ~~=t'; 
82 82 
~ = OJ2 I" . ~_1J - = - OJ I" . 
8t2 'ox8t ' 

und setzt diese Werte in (170a) ein, so f01gt 

t" (1 - g ~o) - 2m t" + m: t" = O. 
Co Co Co 

Nach Streichung von f" entsteht daraus eine quadratische Gleichung 
fiir OJ, namlich 

OJ2 - 2 OJ Co + (c5 - q Yo) = 0 
mit den Wurze1n 

OJ = Co ± -Ygyo. (172) 

G1. (170a) wird also durch den Ansatz (171) befriedigt, wenn OJ die 
durch (172) dargestellten Werte annimmt. 

Die Bedeutung von OJ geht nun aus f01gender Uberlegung hervor. 
1st 1] die Erhebung des gestorten Wasserspiegels iiber den ungestorten 
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an der Stelle x zur Zeit t, und soll dieselbe Erhebung an der Stelle x + LI x 
zur Zeit t + LI t auftreten, so muB nach (171) sein 

f (x - w t) = f {x + LI x - w (t + LI tn . 
Daraus folgt aber 

Llx=wLlt , 

d. h. w gibt die Geschwindigkeit an, mit welcher die Er
hebung ohne Anderung ihrer Gestalt von der Stelle x zur 
Stelle x + LI x vorriickt. Dabei entspricht das positive Vorzeichen 
in (172) einem Vorriicken der Stufe mit dem Strom, das negative 
einem solchen gegen den Strom. In "Fliissen" (stromende Bewe-
gung) ist Co kleiner als die Grenzgeschwindigkeit Cgr = -V g Yo; in 
ihnen kann sich also eine Anschwellung fluBaufwarts fortpflanzen. In 
"Wildbachen" ist dieses nach (172) wegen Co > cur nicht moglich (vgL 
hierzu die Ausfiihrungen auf S. 121). Aus GL (172) folgt weiter die be-

11 kannte Erscheinung, daB eine Hoch-
----+--=- wasserwelle fluBabwarts schneller 

fortschreitet, als dieses der normalen 
Stromgeschwindigkeit entsprechen 
wiirde. 

Man kann das Ergebnis diesel' 
'2 

Abb. 121. Fortschreitender Schwall auf Naherungsrechnung, welche hier in 
ruhendem Unterwasser. der Hauptsache zur Klarlegung des 

ganzen Gedankenganges durchgefiihrt 
wurde, wesentlich schneller (und vollstandiger) auch mit Hilfe des Im
pulssatzes ableiten, wie nachstehend gezeigt wird. 

In Abb. 121 bezeichne 1] wieder die SchwallhOhe und w' die Fort
pflanzungsgeschwindigkeit des Schwalles gegen das ruhend voraus
gesetzte Unterwasser. Wenn del' Schwall, dessen mittlere Breite b sei, 
mit der Geschwindigkeit w' nach rechts fortschreitet, vergroBert sich 
das Wasservolumen rechts vom Querschnitt 1-1 in del' Zeiteinheit 
um w' b 1] *. Das gleiche Volumen muB also durch diesen Querschnitt 
hindurchstromen. Demnach herrscht links vom Querschnitt 1-1 eine 
Wassergeschwindigkeit u, die sich wie folgt berechnet: 

u(Fo +b1])=w'b1], (173) 

wenn F 0 den ungestorten Querschnitt unterhalb der Stufe bezeichnet. 
Man denke sich nun durch die beiden Querschnitte 1-1 und 2-2 

eine Wassermasse abgegrenzt und wende auf diese den Impulssatz an. 
Um die Stromung stationar zu machen, betrachte man die Bewegung 
von einem Koordinatensystem aus, das mit dem Schwall fest verbunden 
ist. Dann herrscht im Querschnitt 1-1 von rechts nach links die Ge
schwindigkeit w' - 'n, im Querschnitt 2-2 die Gesch~indigkeit w'. 
Nach dem Impulssatz ist (bei stationarer Stromung) del' UberschuB 
des aus dem abgegrenzten Bereich pro Zeiteinheit austretenden Im-

* Man denke sich, urn das einzusehen, den Schwall vorn geradlinig begrenzt. 
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pulses uber den eintretenden gleich der Summe der iiuBeren Krafte. 
Letztere werden gebildet von den als statisch verteilt angenommenen 
Wasserdrueken auf die beiden Schnittfliichen; die Reibung wird bei 
der geringen Entfernung der Querschnitte vernachlassigt. Der Impuls
satz liefert also folgende Beziehung (Abb. 121) 

- Y (F 0 'Y) + b 21]2) = (! Q' (w' - n - of) 

oder, wegen Q' = Fo w', 
b 1]2 F w' u 

Fo 17 + -2- = _O_g_' 

Man kann hier noch n aus (173) einfiihren, womit vorstehender Ausdruck 
ubergeht in 

b1]2 F oW'2b1] 
F o'Y)+-2-= g(Fo+b1]) 

oder 
2 F OW'2 b = g(2F5 + 3F~b 17 + b2'Y)2) • 

Vernachlassigt man schlieBlich das dritte Glied in der Klammer als 
klein hoherer Ordnung, so erhalt man als Fortpflanzungsgeschwin
digkeit des Schwalles 

(174) 

Dieser Ausdruck ist zuerst von Saint-Venantl abgeleitet worden, 
welcher fiir die Geschwindigkeit des Schwalles 0/ die Bezeichnung 
"Schnelligkeit" (ceIerite) einfuhrte, zum Unterschied von der Ge
schwindigkeit del' einzelnen Wasserteilchen. Besitzt das Wasser VOl' 
del' Ankunft des Schwalles bereits eine FlieBgeschffindigkeit co, so 
wird die absolute SchwaUgeschwindigkeit je nach del' Richtung des 
Schwalles 

w=co±of, 

und man erkennt die Ubereinstimmung mit (172), wenn man in (174) 

fiir rechteckige Gerinne ~o = Yo setzt und auBerdem das von 'Y) her

ruhrende Glied bei sehr kleinen Schwallhohen in erster Niiherung 
streicht. 

Fur rechteckige Gerinne liiBt sich (174) noch wie folgt umformen: 

Bei den Uberlegungen, welche zu G1. (172) fiihrten, wurde neb en 
anderen Vereinfachungen auch auf die Krummung der Stromfiiden 
Imine Rucksicht genommen, wodurch natiirlich manche Feinheiten del' 
Rechnung verlorengehen. Indessen kann hierauf an dieser Stelle nicht 

1 de 8aint-Venant, B.: Comptes rendus Bd.71 8.186. Paris 1870. 
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weiter eingegangen werden. Leser, die sich dariiber genauer unterrichten 
wollen, seien besonders auf die Arbeiten von Boussinesql, Flamant 2 

und v. Mises 3 verwiesen. Erwahnt sei nur noch die von Boussinesq 
abgeleitete Gleichung fiir die "Schnelligkeit" einer Ordinate, vor welcher 
der Schwall stets dasselbe Volumen besitzt. Sie lautet: 

II 1/-( 3 'YJ y8 iJ2'YJ) 
OJ = Co ± V gyo 1 + -:[ Yo + ~ ax2 ' (176) 

wobei Co wieder die bereits vorhandene FlieBgeschwindigkeit des Wassers 
und 1] die Erhebung iiber den ungestorten Spiegel bezeichnet. Bei Ver
nachllissigung der Stromfadenkriimmung geht der vorstehende Aus
druck mit Co = 0 wieder in den Wert OJ' der Gl. (175) iiber. Aus (176) 
erkennt man insbesondere, daB den Wasserteilchen mit positiver 
Kriimmung der Stromfaden eine groBere Geschwindigkeit entspricht 
als solchen mit negativer Kriimmung, womit offenbar eine Form
anderung der Anschwellung verbunden sein muB, die schlieBlich zum 
Uberkippen fiihren kann. 

Zur Erforschung der hier besprochenen Erscheinungen sind von 
verschiedenen Seiten umfangreiche Versuche angestellt worden, durch 

1 1 
I 

/ 1 

CtJ "'c 1 ... .•• / -"--! ~ 
.. 1 

.-' 1 

'2 

welche die 0 bigen Darlegungen im 
groBen und ganzen gut bestatigt 
werden4• 

d) Berechnung der Schwall
hohe. 

Abb. 122. FluBaufwarts wandernder Stauschwall. Bei den bisherigen Uberlegungen 
handelte es sich im wesentlichen 

um die Ermittlung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der durch irgend
eine StOrung in einem Gerinne erzeugten Einzelwelle. Halt die Storung 
langere Zeit an - etwa durch Verminderung des Abflusses - so ent
steht ein zusammenhangender, stromaufwarts wandernder Schwall, 
dessen Hohe jetzt berechnet werden soIl. 

In Abb. 122 bezeichne c die ungestorte Geschwindigkeit oberhalb 
des Schwalles, c' diejenige unterhalb der Schwallstufe, welche durch 
ruckartige Hemmung des Abflusses bedingt sei, und OJ sei die strom
aufwarts gerichtete "Schnelligkeit" des Schwalles. Ferner sei Fo der 
ungestorte Querschnitt, 17 die Schwallhohe und b die mittlere Schwall~ 
breite. Dann ist aus Griinden der Kontinuitiit 

(177) 

Zur Berechnung VOIl1] solI auch hier der Impulssatz angewendet werden. 

1 TMorie des eaux courantes, S. 348ff.; vgl. auch Forchheimer: Hydraulik 
3. Aufl. S. 250. 

2 Annales des ponts et chaussees 1889 II S. 5 sowie Hydraulique 2. Aufl. 
S.418. 

3 Technische Hydromechanik, S. 193, 203. 
4 Feifel, E.: VDI-Forsch.-Heft Nr.205. Berlin 1918. P. BoB: VDI-Forsch.

Heft Nr.284. Berlin 1927. R. Winkel: Aufnahme der beim Schleusen in einer 
Kanalhaltung entstandenen Senkungswellen, Bautechnik 1924 S. 251. 
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Wie fruher (S. 142) sei die Stromung wieder stationar gemacht, indem 
man das Koordinatenkreuz mit dem Schwall fest verbunden ansieht. 
Dann herrscht im Schnitt 1-1 die Geschwindigkeit w -+ c, im Schnitt 
2-2 co -+ c' (Abb.122), und man erhalt ahnlich wie frUber folgende 
Impulsgleichung 

-r(Fo1]-+ b2
rJ2 ) = eFo(co-+C) [c'-+ co- (w-+c)] 

oder 
F b rJ2 Fu ) , 

0 17 -+ -2- = 9 (co + C (c - r) . (178) 

Nun folgt aus (177) 
Fo(c- c') , 

0) = - C b 1) , 

womit (178) ubergeht in 

b 1)2 F 0 ') { , F 0 ')} Fo1]-+2-=g(C-C c-c-+b1)(c-c, 

Streicht man hier das Glied bt als hinreichend klein gegenuber Fo1J, 
so erhalt man 

1] = (c __ C')2 (1 -+ ~) 
g b rJ 

oder die quadratische Gleichung 

(C-C')2 (C-C')2 Fo 
1]2 - g 1J = - --g- li- . (179) 

Ihre W urzeln sind 

_ (C-C')2 1/ l (C-c')2J2 (C-C')2 Fo 
1J- 2g (±)V ---yg- -+ g b' (180) 

von denen bei positivem 1J ersichtlich nur diejenige mit dem positiven 
Zeichen in Betracht kommt. 

Bei plotzlicher Hemmung des gesamten Abflusses folgt 
aus (180) mit c' = 0 sofort 

_ _ c2 / ( c2 )2 . c2 F 0 
1J - 1Jmax - 2g -+ t 2g -+ 22gb· 

1m allgemeinen wird es sich nicht um eine plotzliche, sondern um 
eine allmahliche Drosselung des Unterwassers handeln. Dann 
kann man wie folgt vorgehen. Man denke sich den Schwall allmahlich 
bis zur Hohe 1J angestiegen und sperre jetzt das Wasser weiter um so viel 
ab, daB dadurch eine Geschwindigkeitsanderung <5c' bedingt ist. Dann 
gilt fUr die entsprechende Anderung der Schwallhohe nach (179) 

(<51])2= (15;')2 (1] -+ ~o). 

Beachtet man noch, daB einem positiven <517 ein negatives <5c' ent
sprechen muB (da ja die Geschwindigkeit c' kleiner wird, wenn del' 

Kaufmann, Hydromechanik n. 10 
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Spiegel steigt), so folgt aus obiger Gleichung 

be' II F 
~17=-"'I(j y17+-t 

odeI' 

v 1] + ~o 
woraus durch Integration folgt: 

be' 
- ----:=--, 

fg 

2 V (1] + ~o_) g = - c' + G. (18I) 

Die Konstante G bestimmt sich aus del' Bedingung 17 = 0 fiir c' = c, 
also 

YF--;;-
2 -b g+c=G, 

womit (181) iibergeht in 

2 {y (1] + ~o) g - y ~o g } = c - c'. 

SolI das Wasser auf die Geschwindigkeit c' = c1 abgedrosselt werden, 
so erhiHt man das zugeharige 1] = 1]1 aus vorstehender Gleichung, indem 
man c' = c] setzt und nach 1] auflast, zu 

(e-e1)2 VTo 
1]1 = -4-g- + (C-C1) fib' 

Speziell folgt daraus fiir c1 = 0 (vollstandige Drosselung) 

-~--!.- VFo * 17(Cl~O) - 4 ,c b . g g 

6. Geschiebebewegung'. 
Bei den bisherigen Betrachtungen des vorliegenden Abschnittes 

war durchweg ein der Form nach bekanntes Gerinne mit festen Wan
dungen vorausgesetzt. Die Bewegung des Wassers in derartigen Ge
rinnen ist heute so weit geklart, daB man die theoretischen GesetzmaBig
keiten - wenigstens bei den von der Zeit unabhangigen Vorgangen -
mit einiger Sicherheit beherrscht und die Gesichtspunkte kennt, nach 
denen weitere Versuche - insbesondere zur Erforschung des Einflusses 
del' "Wandrauhigkeit" und der Querschnittsform - anzustellen sind. 

Anders liegen die Verhaltnisse, wenn man dazu iibergeht, den Ein
fluB der "Geschie be bewegung" in natiirlichen Fliissen und Bachen 
auf den Bewegungsvorgang und die Querschnittsform genauer zu 
studieren. Hier harren, was bei del' Mannigfaltigkeit der Erscheinungen 
erklarlich ist, noch viele Fragen ihrer endgiiltigen Lasung, und es kann 

* Vgl. hierzu auch E. Feifel: Fu13note 4 S. 144. 
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natiirlich nicht die Amgabe dieses Buches sein, eine auch nur einiger
maBen erschopfende DarsteHung dieser auBerst verwickelten V organge 
zu geben, zumal dabei Fragen angeschnitten werden miiBten, die aus 
dem Rahmen der eigentlichen Hydrodynamik herausfaHen (z. B. geo
logisch-petrographische, chemisch-biologische und allgemein physi
kalische). 

Hier sollen nur einige kurze Bemerkungen iiber die Art der Ge
schiebebewegung und ihren EinfluB auf den Bewegungsvorgang des 
Wassers in natiirlichen Gerinnen Platz finden, wahrend der EinfluB 
der mechanischen Wirkung des Geschiebes auf die Gestaltung des FluB
bettes (Verlagerung, Versandung, Kolkbildung usw.) auBerhalb des 
Rahmens dieses Buches liegtl. 

Gegenstand der Betrachtung sind also nicht diejenigen Gerinne, die 
wie ein gemauerter oder betonierter Kanal von festen Wandungen ge
bildet werden, sondern die na tiirlichen Fliisse, welche auf ihrem Lame 
vom Gebirge zum Meer mehr oder weniger grobe bewegliche Korper 
- von feinem Schlamm iiber Sand und Kies bis zu groBeren Stein
b16cken - mitfiihren. Diese Geschiebeteile lassen, wie die Erfahrung ge
lehrt hat, eine vielseitige Bewegung erkennen, die je nach der GroBe des 
Gefalles bzw. der Geschwindigkeit des Wassers und nach der Korn
groBe der beweglichen Teile in einem Kanten, RaUen, Hiipfen oder 
auch freiem Schweben iiber der Sohle bestehen kann. Es liegt auf der 
Hand, daB damit eine standige Umbildung des FluBbettes, besonders 
der Sohle, verbunden ist, indem einzelnes Material abgetragen, anderes 
vom Oberlauf her wieder zugefiihrt wird. DaB dabei die jeweilige Hohe 
des Wasserstandes einen wesentlichen EinfluB hat, ist ohne weiteres 
zu verstehen. Aus der Erfahrung ist weiter bekannt, daB die Geschiebe 
im allgemeinen am groBten sind jm Oberlauf der Fliisse, dagegen am 
kleinsten im Miindungsgebiet, und daB sie auf ihrem Wege einen "Ab
rieb", d. h. eine Abrundung, zum Teil auch eine Zertriimmerung (be
sonders im Oberlauf) erleiden. Abgesehen von dem EinfIuB, den die 
Geschiebe auf die hydraulisch wirksame Rauhigkeit des FluBbettes 
ausiiben, haben sie haufig auch eine Umbildung der Querschnittsform 
zur Folge und beeinflussen auf diese Weise den gesamten Stromungs
vorgang, der damit nicht als etwas Endgiiltiges, sondern vielfach Ver
anderliches erscheint. 

Um eine Vorstellung iiber den Beginn der Geschiebebewegung zu 
bekommen, kann man von der Wandschubspannung 7:0 ausgeben und 
die Frage erbeben: bei welcbem Werte von 7:0 beginnt die Bewegung 
des Geschiebes 1 - Fiir die "mittlere Wandschubspannung", d. b. die 
auf die Flacheneinbeit bezogene Widerstandskraft der Gerinnewandung, 
ist nach Bd. I S.89 

_ ,Q 2 
?;"Om - 'If! 2 C , 

1 Zum tieferen Studium der mit der Geschiebebewegung zusammenhangenden 
Vorgange sei insbesondere auf die Darstellungen von Forchheimer: Hydrau1ik 
3. Aufl. S. 527; NemEmyi: Wasserbauliche Str6mungs1ehre 1933 S. 115; Eisner: 
Qffene Gerinne, Handb. d. Experimenta1physik Bd.4 Teil4 S.420; Schok1itsch: 
Uber Sch1eppkraft und Geschiebebewegung, Leipzig und Berlin 1914, verwiesen. 

)0* 
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wo 'IjJ' die jetzt maBgebende "Widerstandsziffer" und c die mittlere 
Geschwindigkeit bezeichnet. Setzt man in Analogie zu G1. (127) 
'IjJ' c2 
2 = Jgrh' so Hint sich die Wandschubspannung auch in der Form 

1:'om = Jyrh 

darstellen, woraus als gesamte, auf den laufenden Meter Gerinnelange 
entfallende "Schleppkraft" entsteht: 

S = 1:'omu·1[ml = JyF, 

wenn u·rh = F den von Wasser erfiillten Querschnitt bezeichnet. 
1m allgemeinen darf nicht angenommen werden, daB 1:'0 an jeder 

Stelle der Sohle oder der Seitenwand denselben Wert hat, besonders 
dann nicht, wenn die Wandrauhigkeit - und damit 'IjJ - an verschiede
nen Stellen als verschieden angenommen werden muB. Auch die Quer
schnittsform und die Reynoldssche Zahl diirften von EinfluB auf 1:'0 

sein. Das leuchtet ein, wenn man 1:'0 nach dem N ewtonschen Ansatz 
(Bd. 1 S. 72) in der Form 

anschreibt, wonach 1:'0 von dem Geschwindigkeitsgefalle an der Wand 
und damit von der Querschnittsform und der Reynoldsschen Zahl 
abhangt. Bei rechteckigen Querschnitten scheint indessen, wie ent
sprechende Versuche gezeigt haben, bei den verwendeten Geschwindig
keiten, abgesehen von den Ecken, ein nahezu konstanter Wert von 1:'0 

vorhanden zu sein, vorausgesetzt, daB die Rauhigkeit iiberall die 
gleiche ist. 

Uber die GroBe der "Grenzschubspannung" (1:'o)yr (Grenzschlepp
kraft pro FHicheneinheit), bei welcher die Geschiebebewegung beginnt, 
liegen einige Versuche und auch Beobachtungen an Fliissen vor, jedoch 
ist eine theoretische Gesetzmi:iBigkeit, d. h. Abhangigkeit des Wertes 
(1:'o)gr von der KorngroBe und Form, dem spezifischen Gewicht, dem 
Korngefiige usw., noch nicht so weit geklart, daB sich dariiber schon ein 
abschlieBendes Urteil bilden lieBe. Sicher scheint zu sein, daB diejenige 
Grenzschubspannung, die notwendig ist, um das Geschiebe in Bewegung 
zu setzen, groBer ist als der Wert, bei dem das Geschiebe zur Ruhe 
kommt. Zur Veranschaulichung der ungefahren GroBenordnung der 
Grenzschubspannung sei mitgeteilt, daB (1:'o)gr nach den vorliegenden 
Beobachtungen annatiirlichen Fliissen je nach KorngroBe und Geschiebe
material etwa zwischen 1,0 und 4,0 kgjm2 liegen diirfte1 . 

Hinsichtlich der Berechnung der mittleren Geschwindigkeit ist man 
zur Zeit noch auf die Benutzung der fiir feste Wandungen angegebenen 
Geschwindigkeitsformel (129) angewiesen, also 

c=V~f~ 
1 Kreuter, F.: Handb. der Ingenieurwissenschaften, 3. Teil; \'Vasserbau 

Ed. 6; FluBbau 1921 5. Auf!. S.12. 
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(an deren Stelle natiirlich auch eine "Potenzformel" treten kann, siehe 
S. 115), wo 'IjJ' jetzt aber einen anderen, und zwar groBeren Wert haben 
wird als frillier. Dieser Wert muB vorliiufig noch aus Beobachtungen 
ermittelt werden, solange die genauere Abhiingigkeit von den die Stro
mung bestimmenden GroBen - insbesondere auch von der Geschiebe
bewegung - nicht bekannt ist. Auch die richtige Einfiihrung des Ge
falles J bereitet bei natiirlichen Fliissen wegen der Veranderlichkeit 
der Sohle und der Wasserzufuhr gewisse Schwierigkeiten. 

Aus den vorstehenden Bemerkungen diirfte schon hervorgehen, daB 
auf dem Gebiete der Geschiebebewegung noch viele Fragen ihrer Losung 
harren. Hier eroffnet sich also ein wichtiges Betatigungsfeld sowohl fiir 
die theoretische als auch fiir die Versuchsforschung. Denn nach den 
Erfahrungen bei der Rohrstromung, wo man es mit ungleich einfacheren 
und iibersichtlicheren Verhaltnissen zu tun hat, unterliegt es keinem 
Zweifel, daB ein Erfolg nur durch eine Zusammenfassung allgemein 
giiltiger Ansatze der Physik mit planmaBig angelegten Versuchen zu 
erwarten ist. 

7. Ahnlichkeitsgesetze und Modellregeln. 
Wie aus den bisherigen Untersuchungen dieses und auch der vor

hergehenden Abschnitte ersichtlich ist, konnen zwar eine groBe Reihe 
von Stromungserscheinungen theoretisch vollkommen befriedigend er
faBt werden, andere bediirfen dagegen zu ihrer genaueren Erforschung 
des planmaBig angestellten Versuches. Es ware im allgemeinen wiinschens
wert, wenn solche Versuche in natiirlicher GroBe ausgefiihrt werden 
konnten. Indessen scheitert dieses gewohnlich entweder an den dabei 
entstehenden Kosten odeI' an den Schwierigkeiten, die sich einer unmittel
barenBeobachtung entgegenstellen. In solchenFallen muB del' Modell
versuch zu Hilfe genommen werden. Um nun die an solchen Modellen 
gewonnenen Erkenntnisse auf die GroBausfiihrung iibertragen zu konnen, 
hat man bestimmte Modellregeln zu beachten, die ihre Begriindung 
in den allgemeinen physikalischen Ahnlichkeitsgesetzen finden. 

Fur Stromungen, welche auBer von den bei allen dynamischen Vor
gangen auftretenden Tragheitskraften wesentlich von der Fliissig
keitsreibung beherrscht werden, kommt, wie bereits friiher des 
ofteren erwahnt wurde, das Reynoldssche Ahnlichkeitsgesetz 
in Frage. Bei zwei geometrisch ahnlichen Stromungen verhalten sich 
die Tragheitskrafte (bezogen auf die Raumeinheit) wie die entsprechen-

den Werte !? r ' die Reibungskrafte wie die Werte ~~ (Bd. I S.86). 

Die dimensionslose Verhaltniszahl 

m = ~!"~: It V = ~L_~ = LV (182) 
L L2 ft v 

stellt die Reynoldssche Zahl dar, welche im Fane mechanischer Ahn
lichkeit an ahnlich gelegenen Punkten fiir beide Stromungen denselben 
Wert haben muB (L = charakteristische Lange, V = charakteristische 
Geschwindigkeit). 
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Wahrend nun das Reynoldssche Gesetz allein geniigt, urn die 
Vorgange bei der Stromung in geschlossenen, vollaufenden Leitungen 
von einem Modell auf eine Ausfiihrung anderen MaLlstabes (aber geo
metrischer Ahnlichkeit) zu iibertragen - da derartige Stromungen fast 
ausschlieLllich von der Fliissigkeitsreibung beherrscht werden - spielen 
bei den Bewegungen in offenen Gerinnen auLler den Reibungskraften 
wegen der vorhandenen freien Oberflache auch noch die Schwerkraft 
und gegebenenfalls Kapillarkrafte (Oberflachenspannungen) eine 
mehr oder weniger entscheidende Rolle. Jeder dieser Kraftwirkungen 
entspricht ein anderes Ahnlichkeitsgesetz. 

Das Zusammenwirken von Tragheitskraften und Schwerkraften 
findet seinen Ausdruck im Froudeschen Gesetz, zu dem man gelangt, 
indem man ahnlich wie oben beim Reynoldsschen Gesetz die dimen-

sionslose Verhaltniszahl der Tragheitskrafte e .i2 zu den Schwere

kraften eg (wieder bezogen auf die Raumeinheit) bildet, also 

V" 
~ = L~' (183) 

Zwei derartige Stromungen verlaufen also mechanisch ahnlich, wenn 
beide auLler geometrischer Ahnlichkeit an ahnlich gelegenen Punkten 
noch die gleiche Zahl ~ besitzen. 1m Schiffbau, wo das Froudesche 
Modellgesetz (wie bei allen Wellenproblemen) eine besondere Rolle 
spielt, wird gewohnlich an Stelle von ~ der Wurzelwert 

cr.1 V 
U =-==-: 

fLg 
(183a) 

als Froudesche Kennzahl eingefiihrt. Bei der Bewegung in offenen 
Gerinnen findet dieses Gesetz Anwendung zur Untersuchung von Vor
gangen, die durch besondere Einbauten (z. B. Briickenpfeiler usw.) be
dingt sind, wodurch gewisse Erscheinungen an der freien Oberflache 
hervorgerufen werden. 

Neben diesen beiden Modellgesetzen muLl bei Vorgangen mit einer 
stark gekriimmten freien Oberflache mitunter noch das Webersche 
Gesetz herangezogen werden, welches das Zusammenwirken von Trag
heits- und Kapillarkraften beriicksichtigt (z. B. beim freien Uberfall, 
vgl. S. 3]). Urn dieses in ahnlicher Weise wie oben abzuleiten, hat man 
zu beachten, daLl die auf die Raumeinheit bezogene Kapillarkraft die 

Dimension !f; besitzt, wo T die Kapillaritatskonstante darstellt (vgl. 
e V2 

Bd.l S. 39). Die Verhaltniszahl der Tragheitskrafte ---y;- zu den Ka-

pillarkraften '; ist also e V2L 
W=~T-

und wird als We bersche Modellzahl bezeichnetl. 

(184) 

1 Weber, M.: Die Grundlagen der .Ahnlichkeitsmechanik und ihre Verwer
tung bei Modellversuchen. Jb. 8chiffbautechn. Ges. 1919 S.355; vgl. auch Jb. 
1930 S.318. 
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Streng genommen muBte auch noch thermische .Ahnlichkeit ver
langt werden, wovon allerdings bei den hier in Frage kommenden 
Untersuchungen gewohnlich abgesehen wird, da die Erfiillung der 
obigen Bedingungen ohnehin schon erhebliche Schwierigkeiten bereitet, 
ja in strenger Form uberhaupt nicht moglich ist, wie sich weiter 
unten noch zeigen wird. 

Zur vollkommenen dynamischen Ahnlichkeit zweier Fliissigkeits
bewegungen muB auBer geometrischer .Ahnlichkeit der Flussigkeits
bahnen noch verlangt werden, daB die beiden Stromungen auch zeit
lich sowie hinsichtlich der auftretenden Krafte in allen Teilen ahnlich 
verlaufen. Bezeichnen }., T, u die drei MaBstabverhaltnisse fiir ent-

sprechende Langen, Zeiten und Krafte, so ist }. = ~ ; T = 7 ; u = ~ , 

wenn L, st, K die Langen, Zeiten und Krafte del' einen Ausfuhrung, 
l, t, k die entsprechenden Werte der anderen darstellen (etwa der 
HauptausfUhrung und des Modelles). Fiir jedes der oben angegebenen 
Modellgesetze lassen sich die Zahlen T und u, weiter die Umrechnungs
faktoren fUr Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, sekundliche Wasser
mengen usw. eindeutig durch den LangenmaBstab }. ausdrucken. Fur 

die Geschwindigkeiten erhalt man wegen V = ~ = ?c lund v = .!. 
"'"' 7: t t 

V ?c 
V 7: 

(185) 

und fiir die Beschleunigungen 

(186) 

Da weiter Kraft = Masse X Beschleunigung, so ist 

K = M B = Vol. el B = L3 el B = }.3l3 el B und k = l3 e2 b . 

Daraus folgt aber bei Verwendung desselben Mediums (el = (2) 

K B?c4 
U = -- = }.3_=_ 
~ k b 7:" • 

(187) 

Fur die sekundlich einen Querschnitt durchstromende Wassermenge 
L3 ?c3 l3 l3 

gilt Q = :t = Tt und q = -T ' weshalb 

Q 
q 

(188) 

Es braucht also aus dem betreffenden Modellgesetz nur T ermittelt zu 
werden, um die Umrechnungsfaktoren (185) bis (188) durch }. aus
drucken zu konnen. 

Reynoldssches Gesetz. Aus (182) erhalt man zunachst, wenn 
fur beide Ausfiihrungen die gleiche Flussigkeit verwendet wird (VI = V2)' 

wegen LV =}. l V = lv, .!::. = ! oder, mit Rucksicht auf (185), T = }.2. 
V " 

Damit folgt aus (187) fur die Krafte u = 1 und aus (188) fUr die se-

kundlichen Wassermengen .2. = }.. 
q 
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Froudesches Gesetz. Aus (183) erhii,lt man, da bei irdischen Vor
gangen den beiden Ausfiilirungen die gleiche Schwerebeschleunigung g 

t . h V2 V2 v2 V "1 d ·t R·· k . ht f en sprIC t, wegen L = TI = T' V =/1. 0 0 er, ml uc SIC au 

(185), i = Al/o. Damit folgt aus (187) % = A3 und aus (188) f{ = A"/2. 
q 

We bersches Gesetz. Aus (184) erhalt man mit Ih = e2 und 
Tl = T2 (gleiche Fliissigkeit bei beiden Ausfiihrungen) V2L = V2Al = v2 l 

odeI' 2:.. = A- I/o . Demnach wird i = Aa/o ; % = A; !{ = X/2 • 
V q 

Vergleicht man nun die vorstehend ermittelten MaBstabsfaktoren, 
so erkennt man, daB bei Verwendung gleicher Fliissigkeit mechanische 
Ahnlichkeit zwischen zwei Stromungsvorgangen in strenger Form iiber
haupt nicht hergestellt werden kann, sobald auBer Tragheitskriiften 
mehr als eine del' den obigen Gesetzen entsprechenden Kraftarten 
(Reibung, Schwere, Oberflachenspannung) in Erscheinung treten. Bei 
Rohrstromungen, bei denen allein die Fliissigkeitsreibung eine ent
scheidende Rolle spielt, kann mechanische Ahnlichkeit mit Hilfe des 
Reynoldsschen Gesetzes eindeutig erzielt werden. Bei Stromungen in 
offenen Gerinnen ist das jedoch im allgemeinen nicht del' Fall, da eben 
hier auBer del' Reibung noch die Schwere von EinfluB ist (Oberfliichen
erscheinungen; die Kapillarkriifte konnen in den meisten Fallen un
beriicksichtigt bleiben). Nach dem Reynoldsschen Gesetz miiBten sich 
die Krafte bei einer Hauptausfiihrung (K) zu denen am Modell (k) 

verhalten wie 1: 1, die Geschwindigkeiten 2:.. wie 1: A; nach dem 
v 

Froudeschen Gesetz dagegen die Krafte wie A3: 1 und die Geschwin
digkeiten wie {I: 1, wo A > 1 ist. Nach dem Reynoldsschen Gesetz 
miiBten also die Geschwindigkeiten am Modell das A-fache derjenigen 
bei del' Hauptausfiihrung sein, nach dem Froudeschen Gesetz da-

gegen nul' das ~-fache. Beide Forderungen lassen sich nicht gleich-fA 
zeitig in Einklang bringen. Grundsatzlich konnte man in einzelnen 
Fallen diese Schwierigkeit beheben durch Wahl verschiedener Fliissig
keiten und gegebenenfalls verschiedener Temperaturen (was ver
schiedene e, v, TzuI' Folge hatte); indessen sind damit gewohnlich 
wieder andere Nachteile verbunden, durch welche das Experimentieren 
erschwert wird. 

Uberwiegt, wie das praktisch haufig del' Fall ist, eine del' Kraft
wirkungen bei weitem - etwa die Schwere gegeniiber del' Reibung -
so wird man nul' das diesel' Kraft entsprechende Modellgesetz (im vor
liegenden FaIle also das Froudesche) beachten und den EinfluB del' 
Reibung nachtraglich durch Erfahrungswerte odeI' durch besondere, 
lediglich die Reibung erfassende Versuche beriicksichtigen (vgl. hierzu 
S.267). Geniigt dieses Verfahren nicht mehr, so kann man mehrere 
geometrisch ahnliche Modelle von verschiedener GroBe untersuchen und 
durch Vergleich del' durch Messung gefundenen Werte gegebenenfalls 
einen SchluB auf die Hauptausfiihrung mittels einer Extrapolation 
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ziehen. Eine eingehende kritische Betrachtung del' bei Modellversuchen 
an offenen Gerinnen auftretenden Schwierigkeiten - besonders auch 
hinsichtlich del' unvollkommenen Rauhigkeitsnachbildung del' Modell
wandungen und die zu ihrer Uberwindung erforderlichen bzw. mog
lichen MaBnahmen hat neuerdings F. Eisner1 angestellt, worauf hier 
verwiesen werden muB. Es sei nul' noch bemerkt, daB man bei del' Wahl 
del' Modellabmessungen selbstverstandlich darauf zu achten hat, daB 
im Modell die gleiche FlieBart vorhanden ist wie bei del' HauptausfUhrung 
(laminar odeI' turbulent, SchieBen odeI' Stromen), daB Kavitations
erscheinungen ausgeschlossen sind und daB die fur das Auftreten von 

Wellen mindestens erforderliche Geschwindigkeit von rund 23 [cm] 
sec 

im Modell nicht unterschritten wird (vgl. hierzu S. 163). 

IV. Wellenbewegung. 
1. Einleitung. 

Die Gesamtheit del' nicht-stationaren Erscheinungen, welche man 
in del' Hydrodynamik als "Wellenbewegungen" bezeichnet, kann man 
zunachst rein auBerlich unterteilen in stehende und fortschreitende 
Wellen. Zu den ersteren gehoren diejenigen Vorgange, bei denen 
dieselbe Erscheinung am gleichen Orte periodisch wiederkehrt (Schwin
gungsknoten und Schwingungsbauche bleiben an derselben Stelle), 
wahrend die letzteren durch ein seitliches Fortschreiten del' Er
scheinung gekennzeichnet sind, das abel' nicht mit einem Fortschreiten 
del' Substanz identisch ist. Die einzelnen Teilchen beschreiben viel
mehr geschlossene - odeI' doch nahezu geschlossene - Bahnen 
(Orbitalbewegung), vorausgesetzt, daB keine translatorische Bewegung 
del' ganzen Flussigkeit vorhanden ist. Gerade diesel' Unterschied 
zwischen dem Fortschreiten del' Welle einerseits und del' Teilchen
bewegung andererseits ist charakteristisch fUr das Wesen del' fort
schreitenden Wellen. 

Neben diesel' Unterteilung unterscheidet man noch zwischen 
Schwerewellen und Kapillarwellen, permanenten, d. h. ihre 
Form beibehaltenden und formandernden Wellen, geraden und 
kreisformigen, kurzen und langen Wellen, Wellengruppen und 
Einzel wellen u. a. m., woraus schon die groBe Mannigfaltigkeit del' 
Erscheinungsformen hervorgeht. Bei del' Bedeutung und Wichtigkeit 
des Problems fUr Schiffahrt, Wasserbau und Geophysik ist es nicht 
verwunderlich, daB die Wellenbewegung seit langem Gegenstand eifriger 
Forschungen del' Mathematiker, Physiker und Ingenieure gewesen ist, 
die sowohl auf theoretischem als auch auf experimentellem Wege odeI' 
durch direkte Beobachtungen in del' Natur versucht haben, zu einer 
Erklarung del' vielseitigen und z. T. auBerst verwickelten Vorgange zu 

1 Eisner, F.: Offene Gerinne. Handb. d. Experimentalphysik von Wien 
u. Harms Ed. 4, 4. Teil S.226. Leipzig 1932. 
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gelangen1 . Leider sind unsere theoretischen Kenntnisse in dieser Hin
sicht noch ziemlich liickenhaft, so daB die auf theoretischem Wege meist 
unter Zuhilfenahme gewisser Idealisierungen abgeleiteten Gesetze die 
wirklichen Vorgange nur zum Teil richtig wiedergeben. 

Als Entstehungsursache fiir Flussigkeitswellen kommen in der Haupt
sache in Betracht: Storungen der Flussigkeit durch das Eintauchen, 
Herausziehen oder Fortbewegen fester Korper, Entnahme oder Zu
fiihrung von Flussigkeit, Wirkung des Windes, Gleichgewichtsstorungen 
durch Erschutterungen usw., sowie Anziehung durch andere Welt
korper (Gezeitenwellen). Aus diesel' Aufzahlung geht hervor, daB 
Wellen fast ausschlieBlich an der Oberflache erzeugt werden (eine 
Ausnahme bilden die etwa durch Sprengungen oder Eruptionsvorgange 
unter Wasser erzeugten Wellen). Mit wachsender Entfernung von der 
Ober£1ache klingen diese Bewegungen ziemlich schnell ab, weshalb man 
gewohnlich von Oberflachenwellen spricht. 

Den Ausgangspunkt theoretischer Untersuchungen bilden wieder 
die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Hydrodynamik in Verbin
dung mit der Kontinuitatsgleichung und den Randbedingungen. Letz
tere sind festgelegt durch das Vorhandensein fester Wande, z. B. der 
Sohle, und einer "freien Ober£1ache", d. h., bei den hier allein interessie
renden Fallen, einer Trennungsflache zwischen Wasser und Luft (Flache 
gleichen Druckes). Die Flussigkeit wird dabei als ideal angesehen, 
was bei Vorgangen an der Ober£1ache (geringer ReibungseinfluB) zu
lassig sein diirfte. Die strenge Erfullung der Randbedingungen an der 
Sohle bereitet jedoch ziemliche Schwierigkeiten, wenn man beachtet, 
daB nach der Idealtheorie ein Gleiten langs einer festen Wand moglich 
ist, wahrend in Wirklichkeit die natiirlichen Flussigkeiten an der Wand 
haften. Man wird also von Fall zu Fall auf gewisse Hilfsannahmen nicht 
verzichten konnen. 

2. Gerade, fortschreitende Wellen2• 

Vorausgesetzt sei eine in einer horizontalen X-Richtung unendlich 
ausgedehnte, ideale Flussigkeit, welche nach unten durch eine horizon
tale Sohle im Abstand h vom ungestorten Spiegel begrenzt seL Die zu 
untersuchende Wellenbewegung solI als eben angesehen werden, d. h. 
es wird vorausgesetzt, daB aIle Wellenkamme quer zur Fortp£1anzungs-

1 Zusammemassende Darstellungen sind u. a. zu finden bei Lamb: Lehrbuch 
der Hydrodynamik, deutsch von J. Friedel, S. 291, 424. Leipzig u. Berlin 1907. 
Thorade: Probleme der Wasserwellen. Hamburg 1931. Auerbach-Hort: Hand
buch der physikalischen und technischen Mechanik Bd.5 (1931) S.300. Die ex
perimentellen Methoden sind besonders eingehend in dem Referat von F. Eisner 
iiber "Offene Gerinne" im Handbuch der Experimentalphysik Bd. 4,4. Teil S.337, 
Leipzig 1932, behandelt. 

2 Die nachstehende Theorie ist im wesentlichen von Airy begriindet worden 
(Tides and Waves 1845 § 160ff.). In neuerer Zeit haben Levi-Oivita und seine 
Schiiler die Wellentheorie nach verschiedenen Gesichtspunkten weiter ausgebaut. 
Vgl. etwa "Fragen der klassischen und relativistischen Mechanik'" Berlin: Julius 
Springer 1924; Mathematische Annalen 1924 und 1925; sowie A. Weinstein: 
Verh. d. 2. Internat. Kongresses fiir Technische Mechanik, S.445. Ziirich 1926. 
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richtung einander parallel sind (gerade Wellen) und daB in allen zu dieser 
Richtung parallelen Ebenen derselbe Bewegungszustand herrscht. Der 
Koordinatenursprung sei in die ungestorte Spiegelflache gelegt; die 
X-Achse falle in die Fortschreitungsrichtung, die Y-Achse sei 
lotrecht nach abwarts gerichtet; von der Z-Richtung sei der Vorgang 
unabhiingig. 

Da einerseits die Fliissigkeit als ideal angesehen wird, die Bewegung 
andererseits aus dem Zustand der Ruhe, und zwar unter dem EinfluB 
konservativer Krafte (Schwere) erfolgt, so ist die Bewegung nach dem 
Satz von Thomson wirbelfrei (Bd. I S. 116). Es existiert also ein 
Geschwindigkeitspotential rp, womit die Kontinuitatsgleichung die be-
kannte Form ' 

a2 <:p a2 <:p 
ox2 + oy2 = 0 (189) 

annimmt (Bd. 18.113). Fiir das Geschwindigkeitspotential rp = rp (x, y, t), 
welches die vorstehende Gleichung befriedigen muB, solI jetzt der 
Ansatz 

rp = Y cos (ex x - f3 t) (190) 

gemacht werden, worin ex und f3 Konstante sein sollen, wahrend Y 
eine reine Funktion von y ist. Mit diesem Werte fiir rp liefert (189) 

a2 y 
- 0(2 Y cos (0( x - f3 t) + 0 y2 cos (0( x - f3 t) = 0 , 

woraus folgt 
o2Y 
oy2 - 0(2y = O. 

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet bekanntlich 

Y = A erxy + B e-rxy , 

wovon man sich durch Ausdifferenzieren leicht iiberzeugt, so daB (190) 
iibergeht in 

rp = (A elXY + B e-a;Yj cos (0( x - f3 t). (191) 

An der unteren Begrenzung der Fliissigkeit muB die vertikale Geschwin

digkeitskomponente verschwinden, d. h. fiir Y = h ist V1/ = ~~ = 0 . 

Daraus folgt c A erxh = B e-a;h = -, 
2 ' 

wenn als neue Konstante ~ eingefiihrt wird, womit (191) einfacher lautet 

oder 
rp = 0 ~ol 0( (h - y) . cos (0( x - f3 t) . (191a) 
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Nun gilt fiir die Geschwindigkeitskomponenten v'" und Vy der Teilchen
bewegung 

dx a~ . 
v'" = lit = a x = - oc C lrof oc (h - y) sm (oc x - fJ t) , 

dy a~ . 
Vy = lit = ay = - oc C elm oc (h - y) cos (oc x - fJ t) , 

wofiir man unter der Voraussetzung unendlich kleiner Bewegungen 
auch schreiben kann 

~: = - oc C lrof oc (h - YI) sin (oc Xl - fJ t) , 

~~ = - oc C elin oc (h - YI) cos (oc Xl - fJ t) , 

WO Xl' YI die Koordinaten der mittleren Lage des betreffenden Teilchens 
bezeichnen, um welche dieses schwingt. Durch Integration nach der Zeit t 
folgt daraus mit c und dais Integrationskonstanten 

X = - -J C lrof oc(h - YI) cos (OCXI - fJt) + c, 1 
(192) 

Y = -~- C elinoc(h - YI) sin (ocxI - fJt) + d. 

Quadriert man diese beiden Gleichungen und addiert darauf, so erhalt 
man 

d. h. die Gleichung einer Ellipse, deren groBe und kleine Halbachse 
die Werte 

a = - ; C lrof oc (h - YI) ; b = -~- C elin oc(h - YI) (193) 

haben 1. Die einzelnen Teilchen beschreiben demnach in Vertikalebenen 
geschlossene Ellipsen, deren Halbachsen mit der Tiefe veranderlich sind; 
speziell wird fiir YI = h die kleine HalbachEe b = O. An der Sohle sind 
also, wie es der oben eingefiihrten Randbedingung entsprechen muB, 
keine vertikalen Teilchenbewegungen vorhanden. 

Die hier mit Hilfe des Ansatzes (190) gefundenen Ergebnisse stehen 
in guter -obereinstimmung mit Versuchen der Gebriider E. H. und 
W. Weber 2, so daB der gewahlte Ansatz als geeignete Grundlage fiir 
die weitere Rechnung angesehen werden kann. -obrigens sei hier gleich 
bemerkt, daB fiir Wellen von endlicher Amplitude in Wirklichkeit die 
Teilchenbahnen keine vollstandig geschlossenen Kurven sind, was seinen 
Grund darin hat, daB in den Wellenbergen die Vorwartsbewegung 
starker ist als die Riickwartsbewegung in den Wellentalern. Die einzelnen 

1 Lorenz, H.: Technische Hydromechanik, S.309. 
2 Wellenlehre, auf Experimente gegriindet. Gottingen 1825. Vgl. auch F. Eis

ner: Offene Gerinne, a. a. O. S.347. 
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Fliissigkeitsteilchen bleiben also nicht durchschnittlich am gleichen 
Orte, wie es den geschlossenen Bahnen entsprechen wiirde, sondern es 
findet ein Massentransport in der Welle statt, der allerdings im all
gemeinen so gering ist, daB man fiir eine erste Niiherung davon wird 
absehen konnen. 

Zur Berechnung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit wird die Energie
gleichung der nichtstationiiren Stromung herangezogen. Diese lautet 
nach Bd. I S. 120, wenn man die willkiirliche Funktion F (t) in den Wert 

von aa~ einschlieBt, 

v2 drp --L ~_ 
2 + at + U I e - ° . 

Unter der Annahme kleiner Ausschliige der Teilchen kann in vor
stehender Gleichung v 2 vernachliissigt werden, weshalb mit U = - g y 
foIgt 

(194) 

Bezeichnet nun 'Y) die Erhebung der Oberfliiche iiber den ungestorten 
Spiegel, so folgt aus (194) mit y = - 'Y) und P = Pa = ° (da der atmo
sphiirische Luftdruck an der Oberfliiche iiberall derselbe ist) 

17 = - ~ ~-C£l 
g at Y~-'fJ 

wofiir man angeniihert (s. oben) schreiben kann 

'Y) = - _I. arp] . 
g at y~O (195) 

Weiter darf bei den vorausgesetzten kleinen Amplituden bzw. kleinen 
Kriimmungen der Oberfliiche 

_~=arp_l 
at ay.JY~o 

(196) 

gesetzt werden, als Bedingung dafiir, daB die Normalkomponente der 
Oberfliichengeschwindigkeit gleich der Normalkomponente der Teil
chengeschwindigkeit an dieser Stelle sein muB. 

Fiihrt man 'Y) aus (195) in (196) ein, so wird 

1 a2 rp] a rpJ 
g 7ft2 Y~O = ay Y~O· 

Mit Riicksicht auf (191a) folgt daraus 

-- f12 C @:ol (ex h) cos (ex x - f1 t) = - ex g C Ein (ex h) cos (ex x - f1 t) 
oder 

( (3)2 g 
- = - :tg (ex h) . 
-IX IX· 

(197) 

Die Bedeutung der Konstanten ex und f1 geht aus folgender Uberlegung 
hervor: 
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Fiihrt man in G1. (195) fur cp den Wert aus (191a) ein, so erhiiJt 
man mit y = 0 

17 = ,8 ~ (£:o1(oc h) . sin (oc x - ,8 t) 
(J 

oder, wenn man noch zur Abkiirzung 

C 
,8 g (£:01 (och) = Ao 

setzt, 
1] = Aosin (ocx - ,8 t) 

als Gleichung der freien Oberflache. 

(198) 

Wie man sieht, nimmt 1] bei festgehaltener Zeit den gleichen Wert 

wieder an, wenn man x um 2n wachsen laBt. Die zugehorige Lange 
!X 

stellt also die Wellenliinge dar, womit oc = ~p definiert ist. 

~l~~------A------~~~l 

1 I , , 
, ~ , .J-.J.. 

1--------; , \ ','\,-'::'/'/ 1 .---- I 'l!lnUS;:Je'F.-a: 
I \ \ , ....... ./ / ;t / I \ --:I I I \ \ ,~ / II I 
A \ '", ,_/ / / t \ '-_/ / A '\-, ,_/ / / ~ 
I " ....... _ ..... // I', / I \, ...... _ ...... /1 I 
1 '-_/ 1 '-_/ 1 '--- 1 ~ 
1 1 1 1 I 

Abb. 123. Stromlinienverlauf einer geraden, fort.schreitenden Welle. 

Weiter folgt aus (198), daB 1] seinen Wert beibehiiJt, wenn x wahrend 

der Zeit LI t um die Lange L LI t geandert wird, da ja 
t)( 

ocx-,Bt=oc[x+ ~ LltJ-,8[t+ LIt]. 

Das heiBt aber, daB die Wellenform sich mit der Geschwin

digkeit w = Jl. im 8inne der X-Achse verschiebt. Unter Be-
t)( 

achtung von (197) erhalt man somit fUr die Fortpflanzungsge
schwindigkeit der Welle _ V (J A ;;-2-n h 

w - 2n ""9 A . (199) 

Fur flache Wellen auf seichtem Wasser, -- d. h. bei kleinem 
h 2nh 2nh 
, - folgt daraus wegen :tg -, - ~ -,-
Il. /.. F. 

W= fih (199a) 

in Ubereinstimmung mit dem {ruher dafur gefundenen Werte (vg1. 8.141). 
Die entsprechende Welle wird haufig auch als Lagrangesche Welle 
oder als Grundwelle bezeichnet. 
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2ft 2n h 
1st dagegen T > 1, so kann %g -i\- R; 1 gesetzt werden, und man 

erhalt 

-vYI w- 2n. (199b) 

Diese Formel gilt also fiir Wellen, deren Lange kleiner ist als 
die doppelte Wassertiefe h. Wie man sieht, ist w jetzt von der 
Wellenlange abhangig (Dispersion), und man erkennt daraus, daB 
im tiefen Wasser lange Wellen schneller fortschreiten als kurze. Den 
ungefahren Verlauf der Stromlinien bei der Wellenbewegung zeigt 
Abb. 123. 

3. Stehende 'Vellen. 
Nach (198) lautet die Gleichung 

Wellenzug, der sich mit der Ge
schwindigkeit w im Sinne der 
positiven X-Achse fortpflanzt, 

1] = .A 0 sin (!X x - fJ t) . 

Trifft nun dieser WelIenzug auf 

der freien Oberflache fiir emen 
I E A.,----~. 

: t-E--.J..~ 
I a I 
I I 

einen zweiten von gleicher Am- Abb.124. Stromlinienverlauf cincr stehenden Welle. 

plitude, gleicher Wellenlange und 
gleich groBer, aber entgegengesetzt gerichteter Fortpflanzungsgeschwin
digkeit, also dergestalt, daB fiir letzteren 

1/ = Aosin (!Xx + fJt) 

gilt, so werden durch Interferenz der beiden sich begegnenden Wellen
ziige stehende Wellen erzeugt. Da namlich 

1]1 = 1] + 1]' = 2 Ao sin (!X x) cos (fJ t) , 

so erkennt man, daB 1]1 fUr !Xx = kn (k = 1, 2, 3 ... ) unabhangig von 
der Zeit stets zu Null wird. In den durch 

len k}, 
x=-;X=T 

bestimmten Punkten liegen die Schwingungsknoten, deren Abstande 
demnach gleich der halben Lange del' fortschreitenden WeUe sind. 
Die Dauer einer voUen Schwingung ist 

T = 2n =~ 
fJ w 

Fiir Wellen, deren Lange klein gegen die ungestorte Wassertiefe h ist, 
folgt daraus mit Riicksicht auf (19gb) 

T=V2;i. 
Der Verlauf der Stromlinien einer stehenden Welle ist genereU in 

Abb. 124 dargesteUt. In den Schwingungsbauchen findet nur verti-
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kale Bewegung der Teilchen statt. Denkt man sich also durch einen 
Schwingungsbauch eine lotrechte Wand gelegt, so erhalt man eine 
stehende Welle, wie sie etwa durch Interferenz einer gegen die Wand 
fortschreitenden und der durch die Wand reflektierten Welle erzeugt 
wird. 

Legt man auch noch durch einen zweiten Schwingungsbauch eine 
lotrechte Wand, so ergeben sich stehende Wellen, wie sie z. B. in einem 
parallelwandigen Wassertrog auftreten konnen. Voraussetzung ist dabei 

allerdings, daB die Breite des Troges gerade b = k2A betragt, wo k eine 

beliebige ganze Zahl bedeutet. 

4. WellengruppenI. 
Von besonderer Bedeutung, und wohl zu unterscheiden von der 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit w eines Wellenkopfes, ist diejenige Ge
schwindigkeit, mit der eine Wellengruppe als Ganzes betrachtet 
fortschreitet, und die man als Gruppengeschwindigkeit bezeichnet. 
Man erhalt die einfachste Form einer solchen Wellengruppe durch 

~----l Uberlagerung zweier im 
gleichen Sinne fortschrei
tender Wellenzuge vom 
Typus der Gl. (198), wo
bei vorausgesetzt sei, 
daB beide die gleiche 

Abb. 125. Wellengruppc. Amplitude, aber etwas 
voneinander verschiedene 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Wellenlange haben sollen. Bezeich
net man die entsprechenden Werte mit fJ' und IX', so ergibt sich durch 
Superposition als Gleichung der freien Oberflache nach (198) 

171 = Ao sin (IX x - fJ t) -+- Ao sin (IX' x - fJ't) , 

wofiir man gemaB dem Additionstheorem 

sin q; -+- sin 'IjJ = 2 sin '! -; Ip cos rp -;-~ 

auch schreiben kann 

. (OC + oc' fJ + fJ') (OC - oc' fJ - fJ' \ 
f)1 = 2Aosm ---2 x - -2- t cos ~2- x - -2- t). (200) 

Die vorstehende Gleichung stellt eine Gruppe von Sinus wellen dar, 
'deren Amplitude 

( oc - oc' fJ - fJ' ) 2 Ao co'S \--2-- .r -2--- t 

bei wenig voneinander verschiedenen Werten IX und IX' bzw. fJ und fJ' 
langsam zwischen 0 und 2 Ao schwankt (Abb.125). Die Lange l der 
Wellengruppe ist durch zwei aufeinander folgende Abszissen x bestimmt, 

1 Lord Rayleigh: Theory of Sound, § 191. 
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fiir welche die Amplitude, d. h. also der cos in Gl. (200) zu Null wird. 

Diese Punkte erhalt man, wenn man das Argument gleich ; , .} :rc, ... 
werden laBt. So ergibt sich z. B. 

rx-rx' fJ-fJ' _ n. 
-2- Xl - ---2- t - 2: ' 

rx-rx' fJ-fJ' 3 
-2- X2 - 2- t = 2::rc; 

woraus als Lange der Gruppe folgt 

n fJ-fJ' 
Xl = oc _ rx' + rx _ rx' t, 

X =~+fJ-fJ' t 
2 rx - rx' rx - rx' , 

2n 
l=x -Xl=---' 

2 rx - rx' (201) 

Weiter ergibt sich aus (200) fiir die Zeit, welche die 
urn die Lange l zu durchschreiten, 

Gruppe braucht, 

fJ - fJ' t = ~ bzw t 2 n 
2 '0, . = fJ - fJi . (202) 

Durch Verbindung von (201) und (202) erhalt man somit als Gruppen
gesch windigkei t 

l fJ-fJ' w*=-=--t eY. - rx' , 

wofiir man bei kleinen Differenzen bzw. langen Wellengruppen auch 
schreiben kann 

dfJ 
w* = da' 

Beachtet man noch, daB fJ = WrY.. (S. 158), so wird 

w* = d(w rxL 
drx ' 

(203) 

wo w die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des einzelnen Wellenkopfes 
darstellt. Fiir flache Wellen, deien Lange groB ist im Verhaltnis zur 
Wassertiefe h, wird mit Riicksicht auf (199a) 

w* = ~S~fih) = l/gh 
deY. ' 

d. h. die Gruppengeschwindigkeit stimmt hier iiberein mit 
der Gesch windigkei t der einzelnen Wellen. 

Wichtiger ist del' Fall groBer Wassertiefe im Verhaltnis zur Wellen-
2n 

lange. Dann wird nach (199b) wegen rY.. = T 

d(rxVIi ) v--w* = rx =..!.. .JL = ~ 
deY. . 2 rx 2 ' 

wonach jetzt die Gruppengeschwindigkeit nur noch gleich 
der hal ben Geschwindigkeit der Einzelwellen ist. Letztere 
wandern also gewissermaBen durch die Gruppe hindurch. Zwischen den 

Kaufmann, Hydromechanik II. 11 
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einzelnen Gruppen befinden sich Streifen, in denen die Oberflache nahezu 
glatt ist; es sind dieses die Stellen, wo die oben genannten Amplituden 
gleich Null oder wenig davon verschieden sind. In der Natur konnen 
derartige Wellengruppen auf Seen und Meeren gut beobachtet werden. 

5. EinfluB der OberfIachenspannung'. 
Bei Wellen von geringer Lange macht sich auch die Oberflachen

spannung bemerkbar und hat einen merklichen EinfluB auf die GroBe 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Es ist dieses zuriickzufiihren auf 
das Vorhandensein eines in die Richtung der Flachennormalen fallenden 
Kriimmungs- oder Kapillardruckes, welcher die Resultierende der 
nach dieser Richtung genommenen Komponenten der Oberflachen
spannung darstellt, die an einem gekriimmten Flachenelement wirksam 
sind. Auf die Flacheneinheit bezogen hat dieser Kapillardruck die GroBe 

P=T(~+~), 
Ih 122 

T d· K '11 't"t k t t . [gr-GewiChtJ d di wo Ie apl an a sons an e In -~C:n;,-- , Ih un e2 e 

Hauptkriimmungsradien der Oberflache darstellen (Bd. I S.40). 
An der freien Oberflache herrscht also jetzt nicht mehr allein der 

als konstant anzusehende atmospharische Luftdruck Pa' sondern es 
tritt noch der von der Kriimmung abhangige Kapillardruck hinzu, 
so daB 

P = Pa + T (~ + ~) 
121 liz 

zu setzen ist. 
Der EinfluB der Kapillarkraft auf die Wellengeschwindigkeit ist 

zuerst von W. Thomson! untersucht worden. Ohne hier auf die Theorie 
naher einzugehen, sei nur bemerkt, daB die Fortpflanzungsgeschwindig
keit einer geraden Welle an der Oberflache eines tiefen Wassers unter 
Beriicksichtigung der Kapillarkrafte sich angenahert in der Form dar
stellen laBt 

VAg 2n 
(1)= --+T-. 

2n A12 
(204) 

Man erkennt, daB in dieser Formel der erste Summand unter der Wurzel 
der Wellenlange A direkt proportional ist, der zweite dagegen umgekehrt 
proportional. Bei groBen Wellenlangen ist der zweite Summand 
gegeniiber dem ersten bedeutungslos. Man kann dann genau genug 

w=l/Ag 
2n 

(204a) 

setzen [vgl. die obige Gleichung (199b)] und nennt diese von der Ober
flachenspannung unabhangigen Wellen "Schwerewellen". 

1 Thomson, W. (Lord Kelvin): Hydrokinetic Solutions and Observations. 
Philos. Mag. (4) Bd.42 (1871) S.368, 374. 
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Bei sehr kleinen Wellenlangen dagegen hangt die GroBe von W 

fast ausschlieBlich von dem zweiten Summanden in (204) ab, weshalb 
fiir die sog. Kapillar- oder Krauselwellen gilt: 

w=VT~~. (204 b) 

Differenziert man (204) nach A, so erhalt man 

dw _ ~ (~+ T 217,)-1/• (.JL _ 217, T) 
d)' - 2 217, ). e 217, ).2 e . 

dw 
Daraus folgt, daB d}, zu Null, d. h. w zu einem :Minimum wiI·d, wenn 

g 
217, 

ist oder, mit anderen Worten, wenn die beiden Summanden unter der 
Wurzel von (204) gerade gleich groB sind. Die diesem :Minimum ent
sprechende Wellenlange ist 

Ao = 2 11: 1/ T , (205) V eg 
womit (204) als Minim urn der W ellengesch windigkei t liefert 

wmin = V~ ~ rz. (206) 

FUr w > Wmin gibt es demnach zwei Wellen, von denen die eine 
(Schwerewelle) ein groBeres A besitzt als Ao, wahrend fiir die andere 
(Kapillarwelle) A < Ao ist. 

Fiir Wasser gegen Luft ist T = 0,077 [;~], e g = y = 1 [C~3] 
[ gr SeC2] . 

und e ;::::i 0,001 cm4 • Demnach wrrd Ao = 1,74 [em] und Wmin 

= 23,4 [cm-J1 . Diese Grenze ist besonders beachtenswert fiir die Ausfiili-
sec 

rung von Modellversuchen zur Erforschung von Stromungserseheinungen, 
welche mit Wellenbildung verbunden sind, wie das etwa der Fall ist, 
wenn ein Schiff sich in ruhendem Wasser bewegt oder ein Hindernis 
in stromendem Wasser festgehalten wird. Die dabei entstehenden Wellen 
haben in bezug auf das Hindernis eine feste Lage; sie bewegen sieh also 
relativ gegen das "\Vasser. Da nun die Wellengeschwindigkeit den Wert 
Wmin nicht unterschreiten kann, so hat man die Modellgesehwindigkeiten 
entspreehend zu wahlen, damit uberhaupt Wellen auftreten konnen1 • 

Beachtenswert ist noeh die GroBe der Gruppengeschwindigkeit 
bei reinen Kapillarwellen. Fur diese erhalt man mit Rucksicht 

217, 
auf (203) und (204 b) und wegen IX = T 

W* = !£(T 0(3)1/2 = ~ 1/'1'-;: = ~J/T.2~ = ~w 
dO( e 2 V e 2 I ). e 2' 

-----
1 Eisner, F.: Offene Gerinne, a. a. O. S. 232; vgl. auch H. Lamb: Hydro

dynamik, a. a. O. S. 546. 
11* 
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d. h. die Gruppengeschwindigkeit ist hier groBer als die 
Geschwindigkeit del' Einzelwellen, im Gegensatz zu den Schwere
wellen (S. 161). Darauf ist eine Erscheinung zuriickzufiihren, die man 
mitunter an einem ruhenden Hindernis in stromendem Wasser beobach
ten kann, dessen Geschwindigkeit wenig groBer als Wmin ist. Es zeigen 
sich dabei oberhalb des Hindernisses Kapillarwellen, unterhalb 
Schwerewellen. Die Kapillarwellen eilen also del' Storungsstelle voraus. 
Entsprechendes gilt, wenn das Wasser ruht und das Hindernis in ihm 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt wird. 

6. Schiffswellen. 
Bei del' Bewegung eines Schiffes in hinreichend tiefem Wasser be

obachtet man zwei vom Bug und Heck ausgehende charakteristische 
Wellensysteme, die dem Schiffe nachfolgen und gewohnlich als Schiffs
wellen bezeichnet werden. Die Form diesel' Wellen hat groBe Ahnlich
keit mit denjenigen, welche durch eine punktformige Druckstorung 
hervorgerufen werden, die sich mit konstanter Geschwindigkeit vor

warts bewegt. Die theoretische Unter
suchung einer derartigen gleichformigen 
Druckpunktwanderung ist von Lord Kel
vinl zuerst durchgefiihrt und hat folgen
des wichtiges Ergebnis geliefert (Abb. 126). 
An del' Oberflache eines tiefen Wassel's 
bildet sich hinter dem Druckpunkt ein 

Abb. 126. Durch eine punktfilrmige System von leicht gekriimmten Quer- und 
Druckst5rung hervorgerufene Seitenwellen aus, die miteinander inter-

Wellen. ferieren und mit dem Druckpunkt fort-
schreiten. Del' Abstand del' Querwellen, d. h. deren Wellenlange, ist 
nach (199b) 

2nw2 
A=--. 

g 

Del' Winkel, welcher das ganze Wellengebilde einschlieBt, betragt bei 
groBer Wassertiefe rund Cl = 39°. 

Ganz ahnliche Verhaltnisse liegen bei del' Bewegung eines Schiffes 
VOl'. Die Druckanderungen gegeniiber dem ungestorten Zustandesind 
hier am groBten am Bug und am Heck, so daB man sich an diesen beiden 
Stellen je einen del' oben genannten Druckpunkte konzentriert denken 
kann. Auf diese Weise entstehen zwei miteinander interferierende 
Wellensysteme, welche in groBen Ziigen die Form del' Abb. 126 zeigen. 
Voraussetzung ist dabei, daB die Geschwindigkeit des Schiffes groBer 
ist als del' oben (S. 163) ermittelte Kleinstwert fUr die Fortschritts
geschwindigkeit eines Wellenzuges. 

Ferner sei noch auf eine Erscheinung hingewiesen, die sich auf seich-

1 Lord Kelvin: Popular Lectures and Adresses III 1891. London. Vgl. 
auch Lamb: Hydrodynamik, a. a. O. S. 505. Eine zusammenfassende Darstellung 
des Gegenstandes gibt Hogner in den Proceedings of the Intern. Congr. for 
Applied Mechanics, S.146. Delft 1924. 
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tem Wasser bemerkbar macht. Hier hangt die Fortpflanzungsgeschwin
digkeit del' Welle auBer von del' Wellenlange auch noch von del' Wasser
tiefe h ab (G1. 199). Es zeigt sich nun, daB bei gleichbleibender Tiefe h 
del' das Wellensystem begrenzende Winkelraum (Abb. 126) sich mit del' 
Schiffsgeschwindigkeit V vergroBert und bei dem Grenzwerte V = -V g h. 
welcher del' ,G1. (199a) entspricht, den Wert ex: = 1800 erreicht. Bei 
groBerer Geschwindigkeit V nimmt ex: wieder ab, wahrend die Quer
wellen verschwinden1 . 

Zur Erzeugung del' Schiffswellen wird standig Energie verbraucht, 
welche vom Scbiffsantrieb geleistet werden muB. Diese Energie ist not
wendig zur Uberwindung des sog. "Wellenwiderstandes", welcher 
neben dem Reibungs- und Druckwiderstand einen Teil des ge
samten Schiffswiderstandes darstellt (vg1. hierzu S.266). 

7. Gezeiten. 
Bekanntlich unterliegt an den meisten Meeresk"iisten del' Wasser

spiegel periodischen Schwankungen, und zwar dergestalt, daB in rund 
12 Stunden und 25 Minuten das Wasser einmal steigt (Flut) und fallt 
(Ebbe). Diesel' Vorgang, del' zu den Wellenerscheinungen gehort und an 
verschiedenen Kiisten in verschiedener Starke auf tritt, bildet die sog. 
Gezeiten odeI' Tiden. Ihre Ursache haben die Gezeiten in del' an
ziehenden Wirkung von Sonne und Mond, und zwar besonders des letz
teren, dessen EinfluB etwa 2,3 mal so groB ist wie derjenige del' Sonne. 
Zur Zeit des Neumondes und Vollmondes treten besonders hohe Fluten 
- Springfluten - auf, zur Zeit des ersten und letzten Viertels die 
wesentlich kleineren Nippfluten. 

Auf die theoretische Behandlung del' Gezeiten kann hier nicht ein
gegangen werden, zumal die Theorie noch nicht so weit ausgebildet ist, 
daB es gelange, die ziemlich verwickelten Vorgange im einzelnen ohne 
Zuhilfenahme gewisser Idealisierungen zu erklaren. Dagegen soIl noch 
kurz auf einige fiiI' den Wasserbau-Ingenieur wichtige Erscheinungen 
hingewiesen werden, die sich bei Ebbe und Flut in den FluBmiindungen 
bemerkbar machen. 

Infolge des durch die Tiden sich andernden Meeresniveaus bildet 
sich in Richtung des jeweiligen SpiegelgefiHles ein Ebbe- und Flutstrom 
aus. Wahrend nun im offenen Meere die sog. "Flutkurven", welche 
die Abhangigkeit del' Spiegelbewegung von del' Zeit darstellen, Sinus
linien bilden, stellt sich an den FluBmiindungen eine gewisse Ab
weichung von diesel' Form ein, die ihre Ursache in den besonderen Ver
haltnissen del' FluBmiindung (Reibung, Gefalle, Stromungsgeschwin
digkeit) hat. Dabei zeigt sich, daB del' Ebbestrom von langerer Dauer 
ist als del' Flutstrom, und daB diese Unsymmetrie um so groBer wird, 
je weiter man fluBaufwarts geht2 • 

1 Horn: Theorie des Schiffes. Handb. d. phys. u. techno Mech. Bd.5 (1931) 
S.61O. 

2 Vgl. etwa Krey: Die FlutwelIe in FluBmtindungen und Meeresbuchten. 
Mitt. d. Versuchsanst. f. Wasserbau und Schiffbau, Heft 3. Berlin 1926. 
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Das Umschlagen von Flut- in Ebbestrom, das sog. "Kentern", 
tritt nicht gleichzeitig mit dem hochsten bzw. tiefsten Wasserstand 
ein, sondern erst einige Zeit spater. 

Bei der stromaufwarts wandernden Flutwelle wachst nach G1. (174) 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit wachsender Wassertiefe, so daB 
jeder nachfolgende Schwall schneller fortschreitet als der vorangehende. 
AuBerdem besitzt das den nachfolgenden Schwall tragende Wasser nach 
den Ausfiihrungen auf S. 142 bereits eine relativ zum ungestorten Wasser 
stromaufwarts gerichtete Bewegung, weshalb der nachfolgende Schwall 
den vorangehenden einholt. Weist die FluBmfuldung auBerdem noch eine 
allmahliche Verengung nach riickwarts auf, so konnen Wellen von sehr 
groBer Amplitude entstehen in Gestalt einer nahezu senkrechten, fluB
aufwarts fortschreitenden Stufe von mehreren Metern Hohe, die als 
Bore oder Mascaret in manchen Fliissen eine bekannte und gefiirch
tete Erscheinung bildet (so Z. B. in der Seine, Garonne, dem Ganges, 
Tsien-Tang-Kiang u. a.). 

V. Grnndwasserbewegnng1 • 

1. Das Filtergesetz. 
Bei der stationaren Bewegung des Wassers durch poroses Erdreich 

bestehen hinsichtlich des Stromungscharakters ahnliche VerhiUtnisse 
wie bei der laminaren Bewegung in engen Rohren. 1m 1. Bande (S. 87) 
wurde gezeigt, daB sich eine Laminarstromung ausbildet, sobald die 

Reynoldssche Zahl ffi = V L eine gewisse kritische GroBe nicht iiber-
v 

schreitet. Dabei bezeichnet V eine charakteristische Geschwindigkeit, 
L eine charakteristische Lange und 'jI die kinematische Zahigkeit der 
Fliissigkeit. Nun ist bei der Bewegung des Wassers durch Erdreich 
infolge eines vorhandenen Druck- oder Spiegelgefalles die Geschwindig
keit V, mit der das Wasser die einzelnen Poren durchstromt, im all
gemeinen sehr klein, und das gleiche gilt auch von den Porendurchmes
sern L. Es liegt also nahe, den Stromungsvorgang im Erdreich als eine 
Laminarbewegung aufzufassen und die fiir diese an engen Rohren ge
fundenen Gesetze generell auch hier anzuwenden. Voraussetzung ist 
dabei, daB die Wirkung der Kapillarkrafte (Bd.l S. 40) gegeniiber den 
Reibungskraften und der Schwere vernachlassigt werden diirfen, was 
bei den hier ins Auge gefaBten Vorgangen erfahrungsgemaB mit einiger 
Sicherheit der Fall ist. 

Das besondere Merkmal der laminaren Rohrstromung (Poiseuille
Stromung, Bd.l S.74) ist die Proportionalitat zwischen dem Gefalle 

und der sekundlichen DurchfluBmenge Q [ma]. DaB ein analoges 
sec 

Gesetz unter bestimmten Voraussetzungen (s. unten) auch fiir die Grund-

1 Eine ausfiihrliche Darstellung dieses Gegenstandes ist zu finden in Ph. 
Forchheimer: Hydraulik 1930, 3. Aufl. S. 51ff.; Bowie im Handb. phys. und techno 
Mech. von Auerbach-Hart: Bd.5 S.1097ff. (Ref. von Nemenyi). 
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wasserstromung gilt, zeigt der folgende Filterversuch. LiiBt man dUTCh 
ein waagerechtes, mit feinem Sand gefiilltes Rohr, das gemaB Abb. 127 
mit zwei engen "Standrohren" (oben offenen Piezometerrohren) im 
Abstande l versehen ist, in der angedeuteten Richtung vermoge eines 
linksseitigen Uberdruckes Wasser stromen, so steigt es entsprechend den 
in den Querschnitten 1 und 2 herrschenden Driicken in den Rohren ver
schieden hoch. Der Unterschied h der Standrohrspiegel ist dabei gleich 
dem Verlust an Druckhohe auf der Lange l (Bd. I S.50), derart, daB 
h = Pl - P2 ist. 

y 
Als sekundliche DUTchfluBmenge sei diejenige Wassermenge E'in

gefiihrt, welche in der Zeiteinheit dUTCh die Flacheneinheit quer zur 

Stromungsrichtung flieBt. Sie wird, da sie von der Dimension [~3 2J 
sec·m 

= [~J ist, die Filtergeschwindigkeit genannt und ist nicht zu ver-
sec 

wechseln mit der Geschwindigkeit, welche 
das Wasser beim Durchstromen der ein
zelnen Poren besitzt. 

Der obige Versuch zeigt nun, daB die 
Filtergeschwindigkeit in Richtung der Rohr
achse, wenn man langs der letzteren ein kon
stantes Druckgefalle voraussetzt, 

v=lc-I-him] 
l Lsec 

(207) 

. --l:--...... I 

Abb.127. Die Filtergeschwindig
keit ist proportional dem Ge
falle hI l (Darcysches Filtergesetz). 

wird, wo k einen Proportionalitatsfaktor, die sog. Durchlassigkeit, 
bezeichnet, deren Dimension die einer Geschwindigkeit ist. 

Die Giiltigkeit des vorstehenden Ausdrucks ist von Darcy fUr feinen 
Sand 1856 zum ersten Male nachgewiesen, weshalb Gl. (207) haufig 
auch als das Darcysche Filtergesetz bezeichnet wird. Voraussetzung 
dafiir ist ein Erdmaterial, in dem sich in der Tat eine laminare Stro
mung ausbilden kann, was bei Boden mit engen Poren und bei kleinen 
Geschwindigkeiten der Fall ist1 • Nur auf solche Bodenarten konnen die 
hier angestellten Uberlegungen Anwendung finden. 

Wie aus Gl. (207) hervorgeht, ist die DUTchlassigkeit k die dem Ge
falle "Eins" entsprechende Filtergeschwindigkeit. Ihre GroBe hangt 
u. a. von der KorngroBe des Erdmaterials, von dessen Dichtigkeit 
und besonders von dem Umstande ab, ob das Erdmaterial frei von 
tonigen Beimengungen ist oder nicht. 1m letzteren FaIle, d. h. also bei 
bin dig en Bodenarten, kann die Durchlassigkeit k stark herabsinken, 
weshalb es sich stets empfiehlt, k von Fall zu Fall durch vorherige Ver
suche zu bestimmen2• Als ungefahrer Anhalt kann die von Hazen 

1 Nach Ehrenberger gilt das Darcysche Gesetz unter normalen Verhitlt

nissen, solange v < 0,3 -;- 0,4 L,cm] ist. Z. ost. lng.- u. Arch.-Ver. 1928. Heft 9 
sec 

bis 14. 
2 Verschiedene Versuchsanordnungen sind in der oben zitierten Arbeit von 

Ehrenberger zu finden. 
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fiir reinen, feinen Sand bei loser Schiittung und Wasser von lOo C an
gegebene Formel 

k = 116 d2 [emJ osee 

dienen, wo do derjenige Korndurchmesser ist, durch den der gesamte 
Filtersand in lO % Korner mit d < do und 90 % Korner mit d > do ge
trennt wird 1. 

Den Versueh, die GroBe k theoretisch in Anlehnung an die Stromung in 
Kapillarrohren zu bestimmen, hat neuerdings Kozeny2 unternommen. Danach soIl 

k = L C ~- 152 [emJ 
I" (1 - p)2 sec 

sein, wo Y [e':.aJ das spez. Gewieht des Wassers, I" [g:~~cJ den Zahigkeitskoeffi

zienten, C eine reine Zahl, 15 [cm] einen ideellen Korndurchmesser und p = ; 

das Verhaltnis Porenflaehe:Bodenquerschnittsflache (Porenverhaltnis) bezeichnen. 
Der Durehmesser 15 ist definiert durch die Gleiehung 

.!. = .2 LJgi 

15 dim' 

in der LJg, und dim folgendeBedeutung haben: Denkt man sich die vorhandenen 
Bodenkorner in Gruppen eingeteilt, und zwar so, daB innerhalb jeder Gruppe 
der Korndurchmesser zwischen einer oberen und einer unteren Grenze d; -+ d~ 
liegt, so bezeichnet LJ gi den prozentualen Gewichtsanteil dieser Gruppe am Ge
samtkorngewieht (LJg,; ist also eine Zahl), wahrend dim - der mittlere Korndurch
messer dieser Gruppe - aus der Beziehung 

3 
dim = 1 2 1 

d. + d. + d~ + d: 

berechnet wird. Da in dem Ausdruck fiir k der Zahigkeitskoeffizient I" auftritt, 
ist die Durehlassigkeit von der Temperatur abhangig. Versuche von Donata 
haben die Kozenysehe Formel fiir luftfreien Sand im wesentlichen bestatigt. Nach 

dessen Messungen ist bei 10° C fiir scharfkantigen Quarzsand L C .... 75 [ __ I_J ' 
I" cmsec 

fiir Glaskugeln L C F>I 400 [ __ I_J zu setzen. Dieser Faktor hangt also offenbar 
I" em sec 

stark von der Form des Kornmaterials abo 1m iibrigen muB auf die iiber diesen 
Gegenstand bestehende reichhaltige Spezialliteratur verwiesen werden'. 

Gl. (207) gilt unter den obigen Voraussetzungen nicht nur fiir einen 
horizontal gerichteten Grundwasserstrom, sondern sie la.Bt sich fiir 
eine beliebige Stromungsrichtung entsprechend erweitern. Bringt man 
in ein Grundwasser fiihrendes Erdreich zwei (oben offene) Standrohre 
ein, so hat der Spiegel, wenn das Wasser ruht, in beiden Rohren die 
gleiche Hohenlage, da die Rohre dann als kommunizierende Rohre wir
ken. Stromt das Wasser jedoch von A nach E, so sinkt der Spiegel 

1 Forchheimer: .Grundri.B der Hydraulik 1926 2. Auf!. S.24. 
2 Kozeny, J.: Uber Grundwasserbewegung. Wasserkr. u. Wasserwirtseh. 

1927 S. 67ff. 
a Wasserkr. u. Wasserwirtsch. 1929 S.228. ' FuBnote 1 S.166. 
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im Rohre B um die Rohe lb, welche dem durch den Stromungswiderstand 
bedingten DruckhOhenverlust entspricht (Abb.128). Unter Vernach
lassigung der als sehr klein anzusehenden GeschwindigkeitshOhe erhiiJt 
man somit als Differenz der Standrohrspiegel (Bd. I S.50) 

(208) 

Erweitert man nun das obige Filtergesetz derart, daB man allgemein fiir 
das Stromen durch poroses Erdreich (welches selbst als "starr" angesehen 
wird) die sekundlich in einer beliebigen Richtung flieBende 
Wassermenge proportional dem GeHille nach dieser Rich
tung setzt, so erhalt man fiir die Komponenten der Filtergeschwindig
keit \) an der Stelle x, y, z mit Riicksicht auf (208) 

k ap 
V",= -y- ax; v =-k~(~+z). z az 'Y 

wofiir man vektoriell auch schreiben kann 
(Bd. I S.10) 

\) = - k grad p + 1'.! . (209) 
y 

2. Darstellung als Potentialstromung. 
Aus Gl. (209) folgt, daB sich die Ge

schwindigkeitskomponenten darstellen las
sen als die partiellen Ableitungen einer 
Funktion 

cp = _ k(p+yz) (210) 
'Y 

a 

r-:---------

der Ortskoordinaten x, y, z, welche somit fiir die vorliegende Aufgabe 
die Bedeutung eines Geschwindigkeitspotentials besitzt (vgl. 
Bd. I S. 113). Daraus folgt aber, daB aIle die fiir wirbel- und reibungs
freie, raumbestandige Fliissigkeiten entwickelten Rechnungsverfahren 
auch im vorliegenden FaIle zur Anwendung gelangen konnen. 

Als Randbedingungen stehen zunachst die beiden folgenden 
zur Verfiigung: An jeder Stelle einer das Grundwasser begrenzenden 
undurchlassigen Berandung muB die Geschwindigkeit der Grundwasser
bewegung in diese Berandung fallen. An der freien Oberflii.che des Grund
wasserstromes ist der Druck gleich dem als konstant angenommenen 
Druck Pa der Atmosphare. (1m allgemeinen wird letzterer gleich Null 
gesetzt, d. h. nur der "Oberdruck bestimmt.) AuBerdem besteht die freie 
Oberflache aus lauter Stromlinien. Weitere Randbedingungen sind von 
Fall zu Fall gesondert anzusetzen; ihre richtige Formulierung kann 
mitunter erhebliche Schwierigkeiten bereiten. 

FUr die praktische Durchfiihrung derartiger Rechnungen nach der 
Potentialtheorie kommen in erster Linie ebene und axialsym
metrische Vorgange in Frage, da diese der mathematischen Behand
lung am ehesten zuganglich sind (vgl. Bd. I S. 123 und 165). Insbesondere 
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kann fiir ebene Stromungen auch hier die Methode der konformen 
Abbildung zur Anwendung gelangen, wie Hopf und Trefftzi an dem 
praktisch wichtigen Beispiel der Grundwasserstromung in einem ab
fallenden Gelande mit Abfanggraben gezeigt haben. 

Die dabei zu losende Aufgabe besteht im wesentlichen darin, die 
Absenkung des Grundwasserspiegels zu ermitteln, wenn der Graben 
eine bestimmte Wassermenge wegfiihren solI, oder umgekehrt. Daneben 
ist natiirlich auch die Kenntnis des Stromlinienverlaufes und die Form 
der Spiegelkurve von Interesse. Angenommen wurde ein Grundwasser
strom von der Tiefe HI' der anfangs (ohne Abfanggraben) parallel einer 
undurchlassigen Schicht mit dem Neigungswinkel or. verlauft und die 
Wassermenge QI fiihrt (Abb. 129). Die Berandung der undurchlassigen 
Schicht und der Grundwasserspiegel sind Stromlinien, denen als Strom
funktionen die Werte 'lfJ = 0 bzw. 'lfJI = QI zugewiesen sind, da ja 
zwischen ihnen die gesamte Wassermenge QI stromen muB. Am Grund
wasserspiegel ist auBerdem nach (210), wenn P = Pa = 0 gesetzt wird 
(s. oben) , cp = - kz, wahrend langs der Grabensohle unter Beachtung 

des in Abb. 129 eingefiihrten Koordinatensystems cp = - ~- (yt - yt) = 0 

gesetzt werden kann. 
Bei obiger Aufgabe liegen ahnliche Verhaltnisse vor wie im Falle des 

Ausflusses aus einer spaltformigen bffnling eines groBen GefaBes (vgl. 
~_KZ S. 4), insbesondere ist auch 

1J1~!!1; qJ- hier wie dort der freie Stro-

---

mungsrand zunachst nicht 
bekannt. Auf die Einzel
heiten der Losung kann in
dessen nicht weiter eingegan
gen werden; es sei nur dar
auf hingewiesen, daB es sich 

Abb. 129. Grundwasserstromung in einem abfallenden 
GeJande mit Abfanggraben nach Hopf und Trefftz. dabei insofern um einen 

Spezialfall handelt, als die 
Einmiindungsstelle des Grundwasserspiegels in den Graben in gleicher 
Hohe wie der Grabenwasserspiegel angenommen wurde, wiihrend prak
tisch der Grabenspiegel auch tiefer liegen kann als die Stelle, an welcher 
der abgesenkte Grundwasserspiegel die Grabenboschung schneidet; das 
Wasser wiirde dann an dieser herabsickern (S. 174). 

Als Ergebnis ihrer Untersuchung finden die beiden Verfasser unter 
der Voraussetzung eines kleinen Spiegelgefalles des ungestorten Grund
wasserstromes 

wo Q' die im Graben abgefangene Wassermenge und h die Absenkung 
am bergseitigen Grabenrand bezeichnet (Abb. 129). Bemerkenswert 
ist dabei - im Gegensatz zu verschiedenen praktischen Niiherungs
formeln -, daB die dem Grundwasserstrom entzogene Wassermenge Q' 

1 Z. angew. Math. Mech. 1921 S.290ff. 
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auBer von QI und HI im wesentlichen nur von der Absenkungshohe h 
abhangt, nicht aber von den Abmessungen des Grabens. 

Wie aus der Theorie der ebenen Potentialstromung bekannt ist, 
bilden die Stromlinien 1J! = const. und die Aquipotentiallinien cp = const. 
ein Netz sich rechtwinklig schneidender Kurven, das insbesondere in 
ein quadratisches iibergeht, 
wenn die Unterschiede (j cp und (j 1J! 
iiberall gleich groB angenommen 
werden (Bd. I S.124; 130). Bei 
gegebener fester Berandung des 
Grundwasserstromes kann dieses 
N etz in der friiher besprochenen 
Weise (Bd. I S. 151) aufgetragen 
und zur Untersuchung der Ge-
schwindigkeits- und Druckverhalt- ~ 
nisse in dem von Grundwasser 
d h B h h Abb. 130. Durchsickerung des Bodens zwischen 

urc stromten ereic erange- einer undurcblassigen Schicht und elnem Wehr-
zogen werden. klirper. 

Abb. 130 veranschaulicht ein 
Beispiel, bei dem es sich darum handelt, die Durchsickerung zwischen 
einer undurchlassigen Schicht und einem Wehrkorper zu untersuchen i . 

Zunachst zeichnet man das quadratische Netz der Aquipotential- und 
Stromlinien (Abb.130a), wobei zu beachten ist, daB die Unterkante 

Abb. 130a. Verlauf der Aqulpotentiai- und Stromliulen fiir die Sickerstromung unter dem Wehr
korper. 

des Wehrkorpers und die undurchlassige Schicht Stromlinien bilden, 
wahrend die FluBsohle links und rechts des Wehres Aquipotentiallinien 
darstellt2 • Nimmt man den Druck im FluBlauf statisch verteilt an, so 

1 Forchheimer, Ph.: Hydraulik 3. Aufl. S.82. 
2 Zur schnellen Feststellung der Stromlinien kann man mit Vorteil das im 

1. Bande S. 155 u. 205 beschriebene Verfahren von Hele Shaw anwenden. Die 
Stromlinien der Abb. 130 a sind nach einiger Korrektur auf diese Weise gefunden. 
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kann - wenn die x y -Ebene in die FluBsohle gelegt wird - das 
Potential der linksseitigen FluBsohle nach (210) 

kp 
qJ!= --y= - kH, 

an der rechtsseitigen FluBsohle 

qJr = - k (H - h) 

gesetzt werden, woraus als Potentialdifferenz folgt: 

qJr - qJ! = Ie h . (211) 

Wie oben schon bemerkt wurde, ist beim quadratischen Netz der Poten
tialunterschied lJqJ je zweier Aquipotentiallinien konstant. Hat man 
also den ganzen Bereich zwischen qJ! und qJr in n Potentialintervalle 

~o1l' (Streifen zwischen je zwei Aquipotentiallinien) 
11' zerlegt, so folgt aus (211) 

Abb.131. 

" qJr - qJ, k h ucp=--=-. n n (212) 

Bezeichnet ferner (Abb. 131) lJs die Lange eines 
beliebigen Quadrates, so ist (Bd. I S.125 und 152) 

(213) 

Da nun lJqJ nach (212) bekannt ist, wenn man die Durchlassigkeit k 
des Bodens kennt, so ist mit (213) auch die Geschwindigkeitsverteilung 
fUr nas ganze in Frage kommende Stromungsgebiet gegeben. Kleinen 
Quadraten entsprechen groBe Geschwindigkeiten und umgekehrt. 

1m quadratischen Netz ist lJqJ = lJ1p, weshalb durch (212) auch der 
DurchfluB zwischen je zwei Stromlinien gegeben ist. Um die gesamte 
unter dem Wehr durchgehende Wassermenge Q zu bestimmen, hat man 
also nur lJ 1p mit der Anzahl m der Streifen zu multiplizieren, in welche 
der ganze Bereich zwischen Wehr und undurchlassiger Schicht zerlegt ist. 

Als sekundliche DurchfluBmenge, bezogen auf die Tiefe Eins (senk
recht zur Bildebene) erhalt man somit nach (212) 

khm 
Q = m .1.lJ1p = m .1.lJcp = -n' 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch die Bestimmung des Fliissig
keitsdruckes auf die Wehrsohle (Auftrieb). Auch diesen kann man aus 
dem Quadratnetz leicht ermitteln, wenn man beachtet, daB mit Riick
sicht auf (210) und (212) 

kh k 
lJqJ = - = - -lJp - k·lJz n y 

ist, woraus folgt 

als Druckunterschied zwischen je zwei Aquipotentiallinien. Man kann 
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also, von der linksseitigen FluBsohle ausgehend, den Druck p + fJp 
ffir alle Punkte bestimmen, in denen die Aquipotentiallinien die Wehr
sohle schneiden. Aus dem Druckdiagramm laBt sich schlieBlich der Auf
trieb ermitteln. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB auch eine Reihe anderer ebener 
Vorgange mit Hilfe der komplexen Methode untersucht werden kann. 

3. Naherungs!osungen. 
Die strenge Behandlung der Grundwasserbewegung in dem vor

stehend besprochenen Sinne bereitet immer dann erhebliche Schwierig
keiten, wenn der Grundwasserstrom eine freie z 
Oberflache besitzt, deren Gestalt unbekannt ist, 
wie im Falle der Abb. 129. Man ist deshalb bei 
praktischen Rechnungen vielfach auf Naherungs
losungen angewiesen. 

Handelt es sich um einen waagerechten 
Untergrund der wasserfiihrenden Schicht, so kann 

Spiegel _.-
z --~ 

Abb.132. 

bei nicht zu starker Neigung der einzelnen Stromlinien nach dem Vor
gang von Dupuit mit einiger Annaherung die Filtergeschwindigkeit 
ffir alle Punkte einer Senkrechten gleich groB angenommen und bei 
ebenen Vorgangen 

dz 
v = - k -dx (214) 

gesetzt werden (Abb.132), wenn z die Hohenkoordinate der Spiegel
punkte liber dem undurchlassigen Untergrund bezeichnet. 

Mit Hilfe dieses Ansatzes laBt sich, wie besonders von Forch
heimerl gezeigt wurde, eine Reihe praktisch wichtiger Aufgaben be
handeln. Die auf diese Weise 
gewonnenen Ergebnisse konnen 
jedoch - besonders mit Rlick
sicht auf die Unsicherheit der 
Randbedingungen - nur als 
mehr oder weniger grobe 
Naherungen gewertet werden, Abb. 133. Durchsickerung eines geraden Dammes 
zumal sie mit neueren Versuchen bei einseitigem Dberdruck. 

z. T. in Widerspruch stehen. 
Nachstehend solI das Verfahren an zwei einfachen Beispielen er

lautert werden: 
a) Durchsickerung eines geraden Dammes bei einseiti

gem Uberdruck (Abb. 133). 
Durch einen Querschnitt von der Hohe z und der Tiefe Eins (senkrecht 

zur Bildebene) stromt nach (214) die sekundliche Wassermenge 

dz 
Q=z.1.v=-kz dx ' 

1 Hydraulik 3. Auf I. S. 70ff. 
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woraus durch Integration folgt 
Z2 

Qx= - k2 + C. 

Fiir x = 0 ist z = hI' weshalb C = k;~ und 

k 
Qx = 2" (h~ - Z2). (215) 

Die Spiegelkurve hat also einen parabolischen Verlauf. Mit x = lund 
z = h2 geht (215) iiber in 

woraus Q berechnet werden kann, wenn k bekannt ist. Dabei ist voraus
gesetzt, daB die Absenkungskurve des Sickerwassers rechtsseitig gerade 

Abb. 133a. Laboratoriumsversuch zur Ermittlung der Spiegel
kurve bei der Durchsickerung eines von lotrechten Wanden 

begrenzten Dammes. 

am Spiegel des Dnter
wassers austritt, was 
jedoch im allgemeinen 
nicht der Fall zu sein 
braucht. Diese Kurve 
kann bei groBeren 
Hohenunterschieden 

hI - h2 die rechte 
Boschung wesentlich 
oberhalb des Dnter
wasserspiegels schnei
den, wobei das aus
tretende Wasser dann 
ander Boschung herab
sickert. Damit ware 
aber eine von der oben 
angenommenen voll
kommen abweichende 
Randbedingung vor

handen, die auf das Ergebnis der Rechnung nicht ohne EinfluB sein 
kann, weshalb der parabolische Verlauf des Wasserspiegels sich hoch
stens im mittleren Teil des Dammes einstellen konnte. Der obigen 
Rechnung haftet also in dieser Hinsicht ein erheblicher Mangel an. 

Abb. 133a zeigt eine Versuchsanordnung, aus welcher der Verlauf 
des Sickerwasserspiegels ersichtlich ist. In einem von Glasscheiben be
grenzten rechteckigen Kasten befindet sich zwischen zwei lotrechten 
Scheidewanden aus engmaschigem Drahtnetz feinkorniger Sand, der 
unter einem rechtsseitigen Wasseriiberdruck steht. Der Stromungs
vorgang wurde mittels zweier Uberlaufe links und rechts am Kasten 
stationar gemacht. Um die Spiegelkurve kenntlich zu machen, wurden 
in die Sandmasse eine Anzahl t. -formig gebogener Standrohre einge
baut, deren langer Schenkel unmittelbar an die vordere Glaswand ge
setzt und mittels einer Klebmasse an dieser be£estigt wurde. Die Stand-
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rohrspiegel sind durch eine weiBe Linie miteinander verbunden und 
geben auf diese Weise den Spiegelverlauf wieder. Am linken Ende ist 
der sprungartige Ubergang in den Unterwasserspiegel erkennbar. 

Nach einem Vorschlag von F. Weinig! kann man fUr den Fall, 
daB das Grundwasser, wie oben angedeutet, oberhalb des Unterwasser
spiegels als "Rangquelle" ins Freie austritt, die Randbedingung an 
dieser Stelle wie folgt formulieren: 

oq; k dz k· v.= 08 = - d8= SInO(, 

wenn 8 ein Linienelement der Dammboschung in der Fallrichtung be
zeichnet und 0( dessen Winkel gegen die Rorizontale. 

b) Schachtbrunnen (Abb. 134). 
In einer Grundwasser fiihrenden Schicht, die iiber einem undurch

Hissigen Untergrund mit waagerechter Oberflache lagert, sei ein runder 
Schachtbrunnen mit durchlassiger Wandung bis auf den undurch
lassigen Grund herniedergebracht. Ein solcher Brunnen wird gewohn
lich als "vollkommener Brunnen" 
bezeichnet, im 'Gegensatz zum "un
vollkommenen Brunnen", der nicht bis 
zur undurchlassigen Schicht reicht. 
Macht man wieder die Dupuitsche 
Annahme gleichgroBer Geschwindigkeit 
fUr aIle Punkte einer Lotrechten und 
setzt weiter zunachst voraus, daB die 
Grundwasser fiihrende Schicht seitlich Abb. 134. Grundwasserabsenkung mittels 

eines "vollkommenen" Brnnnens. 
beliebig weit ausgedehnt ist, So kann 
die durch einen Zylindermantel von der Rohe z und dem Radius r 
sekundlich flieBende Wassermenge in der Form 

Q=2nrzv (216) 

angeschrieben werden. Zur Bestimmung des Verlaufs der Spiegelkurve 
des abgesenkten Grundwassers geniigt die Betrachtung eines Meridian
schnittes durch die Brunnenachse, da es sich hier um einen axial
symmetrischen Stromungsvorgang handelt. Setzt man weiter nach 
Dupuit in Anlehnung an den Ausdruck (214) 

so erhalt man aus (216) 

dz 
v = k dr' 

dz 
Q = 2nrzk dr' 

woraus durch Integration folgt: 

Qln1' = nkz2 + C. (217) 

1 N emenyi, P.: Z. VDr 1932 Nr.49 S. 1197; vgl. auch Wasserbauliche 
Stromungslehre, S. 195. Leipzig 1933. 
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Nun ist z = Zo fiir r = ro, also C = Qln ro - n'kz~, so daB sich als Glei
chung der Spiegelkurve bei eiuer Entnahme Q aus dem Brunnen der 
Ausdruck 

Q In -"- = n k (ZZ - z~) (218) 
ro 

ergibt. 
Auf einer Meridiankurve des Spiegels seien jetzt iu eiuiger Ent

fernung yom Brunnen (s. unten) zwei Punkte mit den Koordinaten 
(Zl' r1) und (Z2' r2) betrachtet. Dann folgt aus Gl. (218) 

Q In r2 = n k (z§ - zi) , 
r1 

wofiir man auch schreiben kann 

(2] 9) 

Sind nun z. B. Q und k bekannt, ist ferner der Spiegelunterschied 
Zz - Zl = a durch Messung festgestellt, so kann aus (219) Z2 + Zl = b 

berechnet und daraus Z2 = a t b gefunden werden, womit auch die 

Lage der undurchlassigen Schicht bekannt ist. 
LaBt man in Gl. (218) bei gegebenem Q den Radius r -» 00 gehen, 

so wiirde sich fiir die (von bestimmter Machtigkeit H vorausgesetzte) 
wasserfiihrende Schicht der unmogliche Wert Z = 00 ergeben. Man 
konnte nun in Gl. (217) die Randbedingung zur Bestimmung von C 
so einfiihren, daB man der Hohe Z = Heinen bestimmten Radius r = R 
(Wirkungsradius des Brunnens) zuordnet. Da man aber bei Festsetzung 
von R nur auf Schatzungen angewiesen ist, so ware dadurch auch nichts 
wesentlich Neues gewonnen. In der naheren Umgebung des Brunnens 
diirfte der D u p u i t sche Ansatz wegen der starken Kriimmung der Strom
liuien die wirklichen VerhaltnL'3Se ebenfalls nur angenahert wieder
geben. SchlieBlich haben neuere Untersuchungen gezeigtl, daB die bei 
der Ableitung der Gl. (218) gemachte Annahme gleicher Hohenlage 
des Brunnenspiegels und des abgesenkten Grundwasserspiegels an der 
Brunnenwand nicht zutrifft, daB vielmehr schon bei relativ kleiuen 
Absenkungen H - Zo der Spiegel im Rohre tiefer liegt als der Grund
wasserspiegel an der Brunnenwand. Es wiederholt sich hier also die 
gleiche Erscheinung, die bereits bei der vorhergehenden Aufgabe erortert 
wurde. 

Versuche, die vorstehend kurz angedeuteten Schwierigkeiten zu be
heben, siud von verschiedenen Seiten unternommen worden, ohne daB 
es bislang gelungen ware, eine einwandfreie Theorie unter Vermeidung 
aller willkiirlichen Annahmen zu schaffen. Immerhiu sind durch diese 
Arbeiten mancherlei Unstimmigkeiten, welche der oben angegebenen 

1 Ehrenberger, R.: Z. 6st. Ing.- u. Arch.-Ver. 1928 S.71, 89, 109. 
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Lasung mangels richtiger Randbedingungen anhaften, einer Klarung 
naher gebracht wordenl . 

Aus den Versuchen Ehrenbergers 2 geht hervor, daB die Abhangig-

keit del' Wassermenge Q von dem Absenkungsverhaltnis H;; Zo durch 

G1. (218) richtig wiedergegeben wird, safeI'll man unter Zo die Spiegel
hahe im Brunnen versteht. Dagegen scheint, wie Kozenyl gezeigt 
hat, im Gegensatz zu G1. (218) die vom Brunnen gelieferte Wasser
menge dem Radius des Brunnens nahezu proportional zu sein, was sich 
grundsatzlich mit den im praktischen Brunnenbau geltenden Anschau
ungen decken wiirde. 

VI. Hydrodynanlische Theorie del' 
Scbmiermittelreibnng. 

1. Einleitung. 
Zwei relativ gegeneinander bewegte und aufeinander Druckkrafte 

ausiibende Maschinenteile werden bekanntlich zur Verhiitung schneller 
Abniitzung ihrer Lagerflachen und zur Rerabsetzung del' Reibungs
verluste durch eine diinne Schmierschicht (Olschicht) voneinander 
getrennt. Die Erfahrung hat gelehrt, daB die in den "geschmierten" 
Lagern auftretenden Reibungskrafte wesentlich anderen Gesetzen folgen 
als bei del' "trockenen" Reibung ohne Schmierschicht. Wahrend im 
letzteren Falle nach dem Coulombschen Gesetz 3 die Reibung in del' 
Rauptsache abhangig ist vom Normaldruck und von del' Beschaffen
heit del' Oberflachen del' sich beriihrenden Karpel', zeigt sich bei del' 
"vollkommenen Schmiermittelreibung", daB die Reibungskraft un
abhangig ist von del' Oberflachenbeschaffenheit del' Karpel', dagegen 
abhangig von del' Zahigkeit des Schmiermittels und von del' GraBe del' 
Relativgeschwindigkeit. Da die zahe Fliissigkeit an den Wandungen 
del' von ihr getrennten Karpel' (Zapfen und Lager usw.) haftet, so wird 
diese Relativgeschwindigkeit auch auf die Fliissigkeit iibertragen. Man 
wird also die Schmiermittelreibung im wesentlichen auf Fliissigkeits
reibung in del' Schmierschicht zuriickfiihren und nach den Gesetzen del' 
Rydrodynamik behandeln miissen. 

Bei den hier ins Auge gefaBten Fliissigkeitsbewegungen handelt es 
sich durchweg um Querschnitte von sehr geringer Rahe und Fliissig
keiten von groBer Zahigkeit (01). Die Reynoldssche Zahl wird also 

1 Vgl. hierzu J. Kozeny: Wasserkr. u. Wasserwirtsch. 1927 S.120ff. 
J. Schulze: Die Grundwasserabsenkung in Theorie und Praxis. Berlin 1924. 
H. Weber: Die Reichweite von Grundwasserabsenkungen mittels Rohrbrunnen. 
Berlin 1928; sowie Auerbach-Hort: Handb; phys. techno Mech. Bd.5 S. llOS, 
1115 (Ref. von N emEmyi). P. N emenyi: Uber Sickerst6rungen. Z. VDr 1932 
Nr.49 S. 1197. 

2 Siehe FuBnote 1 S. 176. 
3 R = IN, wo I der "Reibungskoeffizient" und N der Normaldruck. 

Kaufmanu, Hydromechanik II. 12 
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immer sehr klein sein, so daB man in den hydrodynamischen Gleichungen 
del' zahen Fliissigkeit die Tragheitsglieder gegeniiber den Reibungs
gliedern vernachlassigen (vgl. Bd. I S.203) und die Bewegung des 
Schmiermittels als eine Schichtenstromung auffassen kann. 

Bevor an die Losung del' eigentlichen Aufgabe herangegangen wird, 
sei zunachst die laminare Stromung zwischen zwei parallelen Platten 
untersucht (Abb. 135), von denen die obere ruht, wahrend die untere 
parallel zur oberen mit del' Geschwindigkeit V bewegt wird. AuBerdem 
sei vorausgesetzt, daB die Platten eine groBe Tiefenausdehnung senk
recht zur Bildebene besitzen, so daB die Stromung - abgesehen von den 
Plattenrandern - als eben angesehen werden darf. Del' Abstand del' 
beiden Platten sei h. Das Koordinatensystem werde so gewahlt, daB die 
X-Achse in die Richtung del' unteren Platte fallt, wahrend die Z-Achse 
senkrecht zur Plattenebene steht; von del' Y-Richtung sei die Stromung 
unabhangig. An den beiden Platten haftet die Fliissigkeit; es herrscht 
also oben die Geschwindigkeit v'" = 0, unten die Geschwindigkeit 
v'" = V. Da man weiter annehmen darf, daB im vorliegenden FaIle v'" 
nul' von z abhangt, auBerdem Vy = Vz = 0 ist, so folgt aus den N a vier

zt 
""tt~"\\\\'\\\\\'\'\'\\\'\''')::\''\'\\\~ 

i1 
~ -v 

s t 0 k e s schen Bewegungsgleichungen del' zahen 
Fliissigkeit im FaIle stationarer Stromung (vgl. 
Bd. I S. 202) 

up = o. uy , 
up 
7fZ=e Z , (220) 

Abb. 135. WO fl den Zahigkeitskoeffizienten und Z = - g 
die auf die Masseneinheit bezogene Schwere 

bezeichnet. Bei den hier ins Auge gefaBten Anwendungen ist del' 
Plattenabstand h sehr klein (die Dicke del' Schmierschicht betriigt nul' 
Bruchteile von Millimetern), weshalb del' EinfluB del' Schwere ver-

nachliissigt und ~~ ~ 0 gesetzt werden kann. Demnach folgt aus (220), 

daB del' Druck p nur von x abhiingig, fUr einen bestimmten Quer
schnitt abel' konstant ist, weshalb die erste Gleichung von (220) mit 
v'" = v auch wie folgt geschrieben werden kann: 

dp d2 v 
dx = P dz 2 • 

(221) 

Durch zweimalige Integration erhiilt man daraus mit 0 1 und O2 als 
Integrationskonstanten 

dp Z2 
dx 2 = P v + 01 Z + O2 • (222) 

Fur z = 0 ist v = V und fUr z = h ist v = 0, woraus folgt O2 = - P V, 

0 1 = ~; ~ + "'hV. Fiihrt man diese Werte in (222) ein, so ergibt sich 

fiir die Geschwindigkeit v in Abhangigkeit von z: 

v = V(1- ~) _. :~.hz2~Z2. (223) 
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Der erste Summand liefert eine geradlinige Geschwindigkeitsvertei

lung iiber die Rohe h (die sich einsteilen wiirde fiir :~ = 0, vgl. Bd. I 

S. 76), der zweite Summand eine parabolische Verteilung. 
Mit Hille der Gl. (223) HiBt sich auch die sekundliche DurchfluB

menge durch einen Querschnitt senkrecht zur Stromrichtung ermitteln. 
Man erhiHt nach einfacher Integration, bezogen auf die Tiefe Eins, 

(224) 

Da nun aus Griinden der Kontinuitat Q fiir alle Querschnitte denselben 
Wert hat, auBerdem V als Geschwindigkeit der unteren Platte un-

abhangig von x ist, so folgt aus (224) ~~ = const. 

1m Faile eines Gleitlagers von endlicher Lange x = l herrscht an 
den Stellen x = 0 und x = l der atmospharische Luftdruck P = Po. 
Sollen nun von dem Lagerkorper auf die Unterlage Druckkrafte 
iibertragen werden, so ist das nur dadurch moglich, daB sich in der 
Schmierschicht eine Druckresultante einstellt, die der auBeren Kraft 
Gleichgewicht halt. Zu diesem Zwecke miiBte in der Schmierschicht 
der Druck mit Po fiir x = 0 beginnend mit wachsendem x groBer werden, 
fiir 0 < Xo < l ein Maximum erreichen und bei x = l wieder auf Po 
absinken. Man erkennt, daB die zwischen zwei parallelen Platten 

befindliche Schmierschicht wegen :~ = const. eine solche Druckver

teilung nicht zu liefern vermag. Nimmt man dagegen den Plattenabstand 
h mit x veranderlich an (Abb. 136), so liefert Gl. (224) auch ein mit x 
veranderliches Druckgefaile, aus dem die gewiinschte Druckverteilung 
bei entsprechender Beriicksichtigung der Randbedingungen gefunden 
werden kann. Ahnliche Verhaltnisse liegen beim Zapfenlager vor, Wle 
weiter unten gezeigt wird. 

2. Gleitlager auf ebener Fiihrung. 
Die vorstehenden Uberlegungen finden Anwendung bei der erst

malig von O. Reynolds! entwickelten zweidimensionalen Theorie der 
Schmiermittelreibung in Lagern, Zapfen usw. Rier solI zunachst der 
Fall eines auf ebener Fiihrung bewegten Gleitschuhs behandelt 
werden, dessen Breite zwecks Erzeugung einer ebenen Stromung hin
reichend groB angenommen sei. 

Wie oben gezeigt wurde, muB der Lagerkorper gegen die Unter
stiitzung unter einem gewissen Winkel rx geneigt sein, damit das Lager 
auBere Krafte auf die Unterstiitzung iibertragen kann. In Abb.136 
stelle die obere Berandung den unteren Teil des Gleitlagers dar, das 

1 Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1. 1886. Ostwalds Kassiker Nr.218 S.39; 
vgl. auch A. Sommerfeld: Zur hydrodynamischen Theorie der Schmiermittel
reibung. Z. Math. Phys. Bd. 50 (1904) S. 103££. 

12* 



180 Hydrodynamische Theorie der Schmiermittelreibung. 

gegen die im allgemeinen feste Unterstutzungsebene mit der Relativ
geschwindigkeit V nach links bewegt werde. Es kommt auf dasselbe 
hinaus, wenn man - zwecks Erlangung einer stationaren Bewegung -
den Lagerkorper ruhend annimmt und der Stutzebene eine relative 
Geschwindigkeit V nach rechts erteilt. Das Koordinatensystem wird 
in gleicher Weise wie in Abb. 135 gewahlt; in ihm befindet sich der 
Lagerkorper in Ruhe, wahrend die Unterstutzungsebene Iangs der 
X-Achse bewegt ist. 

1m vorliegenden Falle ist die Spalthohe h nicht mehr konstant, 
sondern eine lineare Funktion von x, und zwar gilt mit den Bezeich
nungen der Abb.136 

71, = 71,1 - ex x . (225) 

Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (224) ein und lost nach ;P auf, so 
erhalt man x 

dp 6 f.I V 12 JL Q 
dx = (h1 - G( xf - (11,1 - G( X)3 (226) 

und nach Integration 

(227) 

Fiir X = 0 ist P = Po (atm. Luftdruck), wo
mit au (227) iiiI' die Kon tante a folgt: 

A bb. 136. Gleitschuh auf cbener ;E'iihruog 
uod zllgehijrigc Druckvertciluog im 1<''' l1e 

ueooncr" trQmung. 

_ 6 JL V - 12 I' Q ...!_ a 
Po - G( hI 2 G( hi ' 

und somit 

6f.1V{ 1 I} 6JLQ{1 I} 
P = Po + - 0<- It]. ---;x;; - hI + -;;- hi - (1£--; - 0< X)2 . (228) 

Da aber auch P = Po fUr x = l werden muB, so ergibt sich aus vor
stehender Gleichung ein Ausdruck fUr die zunachst noch unbekannte 
DurchfluBmenge Q. Man erhalt, wenn man die genannten Randwerte 
einsetzt, wegen 71,1 - cxl = 71,2 

Q _ V 11,1 11,2 (229) 
- 11,1+11,2' 

Mit Hille der Gl. (226) und (229) laBt sich jetzt das veranderliche Druck

gefalle :: und damit die Geschwindigkeitsverteilung aus Gl. (223) 

ermitteln. 
Fuhrt man den Wert Q in Gl. (228) ein, so findet man fUr den Druck P 

an der beliebigen Stelle x nach einigen einfachen Zwischenrechnungen 

6" V x (l - x) (hI - 11,2) 
P = Po + lh2 (hI + 11,2)' (230) 

FUr 71,1 = 71,2 = 71" d. h. fUr parallele Begrenzungsflachen, wird P = Po; 
ein Uberdruck uber den auBeren Luftdruck kann in diesem Falle nicht 
geleistet, eine Last also nicht ubertragen werden (vgl. die obige dies
bezugliche Bemerkung). 
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In Abb. 136 (oben) ist der Druckverlauf schematisch dargestellt. 

Das Druckmaximum findet man, wenn in Gl. (226) * = 0 gesetzt wird; 

man erhiilt dann mit hI '-- IX X = h 
2Q 

h = ho = "IT = hI - IX xo 

oder mit Riicksicht auf (229) die zugehOrige Abszisse x = :t'o 

hl (hl - h2 ) hll xo=---=--
IX (hl + h2 ) hl + h2 . 

Zur Bestimmung des resultierenden Uberdruckes auf 1 m Breite des 
Gleitlagers bilde man 

x=l x=l 

J 6 P, V (hl - h2 ) J 1 x - x 2 

P =, (p - Po)dx = -1 (hl + h;) ---Y;2- dx. 
x=o x=o 

In das Integral rechts substituiere man mit Riicksicht auf (225) 

so daB 

dh 
dx=-

IX ' 

Fiihrt man die Integration durch und setzt die Grenzen hI und h2 ein, 
so erhiilt man 

und somit 

P = 6;l~~~~-h~)) {(hl + h2) In ~~- - 2 (hl - h2)}. 

Setzt man schlieBlich noch IX l = hI - h2 und ~l = c, so wird nach 
einigen Kiirzungen 2 

P = _6_p, Vl2 (In c _ 2 C - 1) (231) 
h~ (c - 1)2 c + 1 . 

Die resultierende Druckkraft P - die nicht mit Pmax zusammenzu
fallen braucht -liegt, wie man aus dem Druckdiagramm der Abb. 136 
erkennt, nicht in der Lagermitte, sondern hinter dieser, was fiir die 
praktische Anwendung auf Gleitlager besonders beachtenswert ist. 

Die Bedingung ~: = 0 liefert eine transzendente Gleichung in c, 

woraus der Verhiiltniswert c = ~~ ~ 2,2 fiir P = P max gefunden wird. 

Damit geht (231) iiber in 

P _ 0,16 P, V l2 (232) 
max - h~ . 
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Man kann hier noch h2 durch die mittlere Hohe h = hI + h2 er-
m 2 

setzen, wenn man folgende Beziehungen beachtet 

h = h + !:i. h = h _!:i. !!J._ = = 2 hm + ell 
1 m 2' 2 m 2' h2 C 2 hm - el 1 . 

A d dr'tt Gl' h f 1 ell h c-l d . h 2 hm us er 1 en elC ung 0 gt 2 = m C + 1 un somlt 2 = C + i- . 
Mit diesem Werte und c = 2,2 geht (232) iiber in 

P _ 0,41 P, V 12 
max - h~, (233) 

Man erkennt aus Gl. (233), daB durch ein derartiges Lager in der Tat 
eine groBe Druckkraft iibertragen werden kann, wenn die Schmier
schicht eine sehr geringe Hohe hm besitzt. 

Zur Berechnung del' Schubspannung an del' oberen Wand bilde 

man (Bd. I S.72) T" = fl ::l~h' wo v aus Gl. (223) einzusetzen ist. 

Man erhalt damit 

oder, mit Riicksicht auf Gl. (225), (226) und (229), 

2p, V 6p, V hIh2 
Til = -h- - ~- h;:+h~' 

Die gesamte Schubkraft pro Tiefeneinheit (Reibungswiderstand) wird 
also x~l x~l x~l 

T = f T h ' dx = 2 I/. V f dx - _61!J'. hI h2 f!Y2 
r h hI + hz h2 • 

x~o x=Q x=O 

Setzt man hier noch dx = - ~ (S. 180) und fiihrt als Integrations-el 
grenzen hI fiir x = ° und h2 fill x = l ein, so liefert die Integration 

hl 
wegen c = h; p,V( C-l) T = 2 ~ In c - 3 c+ 1 . 

Mit IX = 2;m : ~~ (s. oben) und c = 2,2 folgt daraus 

T = -0,9 J!.h: ' . 

Das negative Vorzeichen deutet an, daB T gegen die positive X-Achse 
gerichtet ist. Der Reibungsvtiderstand ist also proportional der Relativ
geschwindigkeit V und dem Zahigkeitskoeffizienten, dagegen umgekehrt 
proportional der Schichtdicke. 

Wegen del' Neigung der oberen Platte liefert auch P einen Beitrag 
zum gesamten Horizontalwiderstand H, namlich PIX, so daB man fill 
letzteren ill J;'alle c = 2,2 den absoluten Wert 

H = 0,41 P, V 12 IX + 0,9 ft F 1 
h~, k m 
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erhii.lt. Setzt man hier wieder 
2 h", c-l 3 hm 

IX=-l- c+l =4-Z-

ein, so wird schlieBlich 
H = 1,21 flh: Z . 

Die aus der vorstehenden Theorie gewonnenen Erkenntnisse, be
sonders der Umstand, daB die Gleitflachen zur Erzeugung groBer 
spezifischer Driicke gegeneinander um einen gewissen Winkel IX geneigt 
sein miissen, finden neuerdings Anwendung bei den Michellschen 
Spurlagern1 . 

Man bildet dabei 
entweder keilformig 
geneigte Gleitflachen 
aus, die in das eigent
liche Lager eingearbei
tet werden und durch 

Abb.13'a. Abb.137b. 

Abb. I37a und b. KeilWrmig geneigte GleitfHichen bei Ein
scheibenlagern. 

Olnuten getrennt sind (Einscheibenlager, Abb.137a und 137b), oder 
man verwendet mehrere einzelne "Blocke", die zwischen den Lager
korper und ein dariiber liegendes Druckstiick eingeschaltet sind und 
sich um eine Stiitzkuppe oder Kippkante zu drehen vermogen (Block
lager, Abb. 138), so daB eine der Belastung und Geschwindigkeit ent
sprechende Einstellung der Keilflache moglich ist. Durch das Hinein
ziehen des Schmiermaterials in den Keilraum wird standig eine gute 
Schmierung gewahrleistet. Derartige Lager, die als Axialdrucklager 
(fiir drehende Bewegung) ausgebildet werden und bei denen die ein
zelnenBlocke Kreissegmente sind (Abb.138a), konnen 
sehr hohe spezifische Driicke iibertragen. 

Abb. 138. Blocklager. 

Der ebene Gleitschuh von 
endlicher Plattenbreite 
(dreidimensionales Problem) 
ist von A. G. M. Miche1l 2 

untersucht worden. In die- Abb_138a. Segment

sem Fall stromt das 01 nicht fi:iI~~(Jr~1~f:g:~~.es 
nur in der Bewegungsrich-

tung des Lagers, sondern es flieBt auch eine gewisse Menge nach den 
Seitenkanten hin, was eine Abnahme des Druckes und eine Zu
nahme des Reibungswiderstandes zur Folge hat. Die oben ent
wickelten Formeln geben also die wirklichen Verhaltnisse nur qualitativ 
richtig wieder, und zwar andert sich nach der Michellschen Rechnung 
der Druck bei endlicher Lagerbreite b gemaB nachstehender Tabelle. 

b CX) 1 1 
3 

Uber-Druck P 0,422 P 0,031 P 

1 VgL etwa Commentz: Z. VDr 1919 S. 965, und Kraft: Neuere Spuriager. 
Masch.-Bau 1928 S.357. 

2 Michell, A. G. M_: The Lubrication of Plane Surfaces. Z. Math. Phys. 
1905 S.123. 
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In Abb. 139 ist die Druckverteilung und del' ungeHi.hre Verlauf del' 
Stromlinien unter einem ebenen Gleitstuck nach del' Michellschen 
Theorie dargestellt. 

3. Zapfenlager. 
Die unter Ziff. 2 angestellten Uberlegungen konnen prinzipiell auch 

auf den sich in einer Lagerschale umdrehendim Lagerzapfen ubertragen 
werden, wenn man - wie das praktisch immer 
del' Fall ist - voraussetzt, daB del' zwischen 
Zapfen und Lagerschale vorhandene, von einer 
zahen Schmierflussigkeit ausge£iillte Spielraum h 
sehr eng und del' Zapfenradius r sehr viel groBer 
als h ist. 

Nimmt man zunachst eine zentrische Lage des 
Zapfens in del' Lagerschale an, so liegt del' analoge 

--~ strom/in/en Fall zu Abb. 135 VOl', und es ergibt sich in del' 
-liniMg/~ichenDrucke$ ganzen Flussigkeit ein konstanter Druck p (vg1. 

D- DruckmiHelpllnld S. 186). AuBerdem ist mit Rucksicht auf G1. (223) 

~~~.l~~~~~~~~:~rtei£~: die Schubspannung am Zapfenumfang -r; = It dd'VZ 
ebenen Gleitschnh von V 
endlicher Breite nach der = - fl-h = const. Da somit die Summe aller Druck

Theorie von Michell. 

und Schubspannungen am Zapfenumfang aus Sym
metriegriinden nach jeder beliebigen Richtung verschwindet, so ist ein 
solcher Zapfen nicht in del' Lage, eine endliche Belastung zu ubertragen, 
sondern er muB sich zu diesem Zwecke aus seiner zentralen Lage in eine 
exzentrische Lage verschieben (Abb. 140). Dagegen tritt auch beim zen
trischen Zapfen ein Reibungsmoment von del' GroBe 

2 nr2 fJ, V 
MR = 2nr·-r;·r = ---h---' 

bezogen auf die ZapfenHinge Eins, auf, das dem auBeren Kraftmoment 
entgegengesetzt gerich
tet ist. 

Die zentrale Lage 
kann sich nul' £iiI' den 
Grenzfall des unbelaste
ten Zapfens einstellen. 
Beim belasteten Zapfen 
dagegen tritt - wie die 
Erfahrung gelehrt hat 
- eine Verschiebung im 

Abb. 140. Exzentrische Lage Sinne del' Drehbewegung Abb. 141. "Anflanfen" des 
des Lagerzapfens bei Schmier- Lagerzapfens bei "trockener" 

mittelreibnng. ein, von del' Richtung Reibung. 

des Zapfendruckes aus 
gerechnet, im Gegensatz zur trockenen Reibung, bei del' das "Auf
laufen" im Lager entgegen del' Drehrichtung erfolgt (Abb. 141). 

Infolge diesel' Verschiebung des Zapfenmittelpunktes 0 aus del' 
zentralen Lage 0', die hier zunachst in horizontaler Richtung ange
nommen wurde (Abb. 140), wird del' Spielraum h zwischen Zapfen und 
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Lager veranderlich, was der Keilwirkung des Spaltes in Abb. 136 ent
spricht, so daB hier hinsichtlich der Druckverteilung ahnliche Ver
haltnisse vorliegen wie dort; insbesondere kann sich jetzt aus den 
Druck- und Schubspannungen eine Resultante einsteIlen, die der 
Zapfenbelastung P das Gleichgewicht halt. 

Es bezeichne nun e = 00' die Exzentrizitat des Zapfenmittelpunktes, 
b = R - r den Unterschied zwischen dem Radius R der Lagerschale 
und demjenigen des Zapfens (1') und cp den Winkel, den ein beliebiger 
Radius r ill Sinne der Drehbewegung mit der Horizontalen durch 0 
einschlieBt. Dann folgt aus Abb. 140, da der Winkel O'QO sehr klein ist, 

oder 
r + k = e . cos cp + R = e . cos cp + l' + 15 

k=e.coscp+15. (234) 

Wegen der Kleinheit von k im Vergleich zu r kann man nun mit hin
reichender Genauigkeit ein Langenelement dx = r·dcp der Spalt
flussigkeit als eben betrachten und den unter Ziffer 2 entwickelten 
Ausdruck (226) fUr das Druckgefalle unmittelbar auch hier anwenden. 
Dann wird dp 6 ft 

-d- = -h3 (Vk - 2Q), (235) r· rp 

wo k nach (234) als Funktion von cp dargestellt ist. Die sekundliche 
DurchfluBmenge Q ist zunachst unbekannt. Nimmt man an, daB es 
sich ill vorliegenden FaIle um V ollschmierung handelt, schlieBt also 
eine metallische Beriihrung zwischen Zapfen und Lager vollstandig aus, 
so ist peine stetige und periodische Funktion von cp, d. h. 

p (0) = p (2 or). (236) 

Mit Hilfe dieser Bedingung laBt sich zunachst Q berechnen1. Dazu bilde 
man mit Rucksicht auf (234), (235) und (236) 

'1'=2" '1'=2"" I drp I drp P (2 or) - P (0) = 61l V r (- ~~-+ -")2 - 12 fl Q r ( + -")3 = 0, e . cos rp u e . cos rp u 
'1'=0 '1'=0 

woraus folgt 2,,; 2,,; 

V I(e. co:; + 6)2 = 2Q I(e.co:; + 6)3· (237) 
o 0 

Nun ist fur 15 2 > e2 

2"" 2", 

J 1 = Ie. co!: + l = lb2 ~ -;2 arc tg [V~ ~: . tg ~] = V6:~e2· (238) 
o 0 

Ferner 

1 Sommerfeld, A.: Z. Math. Phys. Bd.50 (1904) S. 108. 
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und 2", 

J =f drp =_~dJ2=n(2b2+e:) 
3 (e. cos rp + 15)3 2 db (fb2 _ e2)5 .. 

o 
Mit diesen 1ntegralen geht (237) iiber in 

2nbV 
---
(}b2 _ e2)3 

woraus folgt 

2 n Q (215 2 + e2) 

(yb2 _ e2)5 

(240) 

(241) 

Damit ist aber nach Gl. (235) auch' das DruckgeHille festgelegt, namlich 

(242) 

Zur Bestimmung des Druckmaximums bzw. Minimums setze man 

~: = 0; dann ergibt sich aus (242) 

oder 
3 be 

cos cp = - 2 152 R . (243) 

1st also die Lage des Zapfens innerhalb der Lagerschale - und damit 
die Exzentrizitat e - bekannt, so k6nnen die Stellen gr6.Bten und 
kleinsten Druckes aus (243) berechnet werden. Fur e = 0 und 

h = c5 = const. folgt aus (242) :: = 0, also p = const., wie auf S. 184 

bemerkt wurde. 
Die Schubspannung am Zapfenumfang ergibt sich mit Hilfe von 

Gl. (223) aus der Bedingung 

dVI (# V h d P ) 
i = fl dzJz~o = - T + 2 dx ' 

dp dp 
wo - = -- aus (235) einzusetzen ist. Damit wird 

dx r· drp 
2# 

T = - V (2 V h - 3 Q) (244) 

und somit das auf die Langeneinheit des Zapfens bezogene Reibungs
moment 

'1'=2", 2,. 2,,; 

M R = J rr2 d cp = - 4 fl V r2 J dh~ + 6 fl Q r2 J ~; . 
'1'=0 0 0 

Fiihrt man hier den Ausdruck Q aus (241) sowie die Integralwerte (238) 
und (239) ein, so erhalt man nach einfacher Zwischenrechnung 

(245) 



Zapfenlager. 187 

Das negative Vorzeichen gibt an, daB M R gegen den Sinn des posi
tiven Winkels rp gerichtet ist (Abb. 140). Man erkennt, daB dieses Moment 
wieder abhangig von del' Umfangsgeschwindigkeit V und von del' Zahig
keit des Schmiermittels ist. Mit e = 0, d. h. bei zentrisch gelagertem 
Zapfen, geht (245) in die bereits auf S. 184 fill diesen Fall angeschriebene 
Gleichung fill' MR libel'. 

Um die Beziehung zwischen der GroBe des Zapfendruckes P, del' 
Umfangsgeschwindigkeit V und der Exzentrizitat e des Zapfenmittel
punktes zu erhalten, soll jetzt die Summe del' vertikalen und horizon
talen Komponenten aus den liber den Zapfenumfang verteilten Druck
und Schubspannungen gebildet werden. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 142 erhalt 
man als Summe der vertikal aufwarts gerichteten 
Spannungskomponenten, bezogen auf die Langen
einheit des Zapfens: 

2,,; 2", 

.2} 'il3 = r f p' sin rp' drp - r f'r cos rp' drp . (246) 
o 0 

Nun ist Abb.142. 

2", 2", 2,,; 2,,; 

f p. sin rp' drp = - f p' d cos rp = - p. cos rp] + f cos rp' dq; d~, 
o 0 0 0 drp 

wo p. cos q;]~n: = 0 wegen del' Periodizitat von p 
geht Gl. (246) liber in 

und cos q;. Damit 

2,,; (d ) 
.2}'il3 = r! cos q; d: - 'r dq;. (247) 

Mit Rlicksicht auf (235) und (244) ist 

dp 6~r 2~ 
drp -i=-~(Vh-2Q)+ h2-(2Vh-3Q), 

und man erkennt, daB del' zweite Summand rechts gegen den ersten 
klein im Verhaltnis h: r ist, also bei den hier vorausgesetzten kleinen 
h-Werten vernachlassigt werden kann. Setzt man noch h aus (234) ein, 
so kann Gl. (247) jetzt wie folgt geschrieben werden: 

Nun ist 

und 

2", 2", 

.2}'il3=6 r2 {vf cosrp.drp -2Qf cosrp·drp l 
fl (e. cos rp + 0)2 (e· cos rp + 0)3J . 

o 0 

2,,; 2,,; 2,,; 

f cos rp . d rp 1 f d rp 0 f d rp 
(e· cos~+ 6)3 =e (e--'--cos rp + 0)2 - --e (e· co-s-rp'---+----c0)3· 
000 

(248) 
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Ersetzt man die vorstehenden Integrale durch die dafiir gefundenen 
Werte (238) bis (240), dann lautet G1. (248) 

{ 
2 :n: V 2:n: (52 V 4 Q :n: (j -l- 2 Q:n: (j (2 (j2 + e2 )} 

27m = 6,ur2 e y(j2 _ e2 - e(f(j2 _ e2y - e(V(j2 _ e2)3 '--~(V(j2 _ e2)5 , 

und nach einigen Zwischenrechnungen ergibt sich, wenn man noch 
fUr Q den Wert (241) einfiihrt, 

27 m = 12 f1, :n: V r2 e . 
(2 (j2 + e2 ) f(j2 -- e2 

(249) 

Entsprechend erhalt man fiir die Summe der horizontalen Spannungs
komponenten 

2", 2,,; 

27 H = r f p cos cp . d cp + r f T sin cp . d cp . 
Da aber o 0 

2:< 2", 2", 

f f 2", f d P cos cpo dcp = p d sincp = p sin CPt - sin cpdcp d: ' 
o 0 0 

2n: 

so wird mit p sin cp] = 0 
o 2.n f d . 

27 H = - r sin cp (d: - T) d cp . 
o 

Beriicksichtigt man das oben iiber :: - T Gesagte, so erhalt man nach 

Einfiihrung des Wertes h aus (234) 

2", 2.n 

27 H =-6,ur2 {V f sin rp . d rp 
(e cos rp + (j)2 

_ ') f sin rp • d rp } 
~ Q (ecosrp+(j)3· (250) 

Da aber 

und 

so folgt aus (250) 

o 

2", 

f d cos rp 
= - -:-( e-c-o-s-rp-+-7-;(j;-;-;;) 2 

o 

27H=O. 

o 

2", - -~ f d(ecosrp +(j) = 0 
e (ecosrp + (j)2 

o 

In horizontaler Richtung heben sich also die Spannungskomponenten 
langs des Zapfenumfanges auf, wahrend in vertikaler Richtung nach 
(249) eine aufwarts gerichtete Resultante 

R = P = 12 f1, :n: V 1"2 e (251) 
(2 (j2 + e2 ) f (j2 ~ e2 
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vorhanden ist, die dem Zapfendruck P das Gleichgewicht halten muB. 
Damit ist die gesuchte Beziehung zwischen P, V und e gefunden. Bei 
endlicher Umfangsgeschwindigkeit V und verschwindender Exzentri
zitat e wird R = 0, d. h. ein Zapfendruck kann in diesem Fane nicht 
ubertragen werden (vgl. S. 184). Andererseits wird bei konstant gehal
tenem P die Exzentrizitat mit wachsendem V immer kleiner und geht 
gegen ° fur V -» 00. 

Nach dem Coulombschen Reibungsgesetz ist das Reibungsmoment 
bei "trockener" Reibung bekanntlich ME = t Pr, wenn t den "Rei
bungskoeffizienten" und P den Zapfendruck bezeichnet. Um nun 
diesen Reibungskoeffizienten auch fUr die Schmiermittelreibung zu 

bestimmen, hat man nur den Quotienten t = ·tfrR zu bilden und die 

absoluten Werte fiir ME und P aus (245) und (251) einzusetzen. Dann 
wird 

t = 152 + 2e2 

3r e . (252) 

15 
Fiir den Grenzfall e = b folgt daraus t = -:;.- oder ME = b P, und 

zwar tritt - wie man aus (251) leicht erkennt - dieser Fall bei 
konstantem Zapfendruck P dann ein, wenn V -» ° geht. Fiir den 
entgegengesetzten Fall, daB V -» 00 geht, ergab sich bei endlichem 
Zapfendruck P die Exzentrizitat e = 0. Dann liefert Gl. (245) das 
Reibungsmoment (absolut) 

2P.l·2 V n 
M R =--!5--' 

Um das Minimum des Reibungsmomentes zu ermitteln, bilde man 

mit Hille von (252) :~ = 0, woraus folgt e = ~ und somit 

2Y2!5 15 
Imin = -3- -;.- = 0,943 r', demnach wird das kleinste Reibungs-

moment 
MRmin = 0,943 bP. 

Setzt man den Wert e = 15. in (251) ein, so erhalt man bei gegebenem 
t2 

Zapfendruck P diejenige Umfangsgeschwindigkeit V, bei der das Rei
bungsmoment ein :Minimum wird, namlich 

V= 5 P!52 

24 P. n r2 . 

Man kann die Reibungszahl t noch in etwas anderer Form schreiben, 

wenn man in (252) die Verhaltniszahl -~- = )0( einfuhrt. Dann wird 
e 

t = ~_ x2 + 2 
r 3x ' 

und man erkennt, daB t auBer von dem gegebenen Verhaltnis ~ nur 
l' 

noch von der Zahl ~ abhangt. Bildet man weiter unter Beniitzung von 
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(251) den Quotienten 

,u V = (~)2 l'xi=I (2,,2 + 1) 
P r 12n ,,2 ' 

so zeigt sich, daB auch dieser Quotient auBer von ~ nur von '"' ab
r 

hangig ist. Man kann also x eliminieren und erhiilt eine Beziehung 

f = F (~ ,u Vi 
r' P /' (253) 

welche aussagt, daB bei gegebenen geometrischen Verhaltnissen (c5 und r) 

die Reibungszahl f eine reine Funktion des Quotienten ,u ;T 
ist (Ahnlichkeitsgesetz der Schmiermittelreibung)l. Danach 
andert sich (theoretisch!) bei ein und demselben Lager die Reibungs
zahl f nicht, wenn bei gleichzeitiger Anderung der GraBen f-l, V und P 
der Quotient,u: derselbe bleibt. 

Eine von A. Sommerfeld2 durchgefiihrte strengere Behandlung 
der Zapfenreibung hat die vorstehenden Ergebnisse mit sehr guter 
Annaherung bestatigt. Er geht dabei von den N a vier - S t 0 k e s schen 
Bewegungsgleichungen der zahen Fliissigkeit aus (Bd. I S.202), in 
denen er die Tragheitsglieder sowie aile auBeren Krafte (Schwere) ver
nachlassigt 3 . Unter der weiteren Voraussetzung einer stationaren, ebenen 
Bewegung (X Y -Ebene) nehmen dann die N a vier - S t 0 k e s schen Glei
chungen die einfache Form an: 

:: = f-l (~~2x + ~2:~), I 
8p (82v 82V) 
8y = f-l ox~ + oy2Y 

• 

(254) 

Differenziert man hier die erste Gleichung partiell nach y, die zweite 
partieIl nach x und subtrahiert die zweite von der ersten, so ergibt sich 

0- 03 V• 03 vx 8avy OaVy 
- 8y8x2 + oy3 - ox3 - OX8 y2· (254a) 

D · K . ·t··t b d· 8vx --L 8vy 0 . d b f . d· t d h d Ie ontmUl a s e mgung ax I a; = WIT e ne Ig urc en 
Ansatz y 

81p 
V,,= oy; (255) 

wo "p die Stromfunktion bezeichnet. Mit diesen Werten fUr v" und Vy 

geht (254a) iiber in 

(256) 

1 Sommerfeld, A.: Zur Theorie der Schmiermittelreibung. Z. techno Physik 
1921 S.60. 

2 FuBnote 1 S. 179. 
3 Voraussetzung ist dabei, daB die Tragheitsglieder gegeniiber den Reibungs

gliedern von untergeordneter Bedeutung sind, d. h. groBe Zahigkeit und kleine 
QuerschnittsMhe, also kleine Reynoldssche Zahl (vgl. Bd. I S.203). 
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wo OZ'tjJ oZ'tjJ 
Ll 'IjJ = 0 XZ + 0 yZ • 

Die Losung der Aufgabe lauft also hinaus auf die Integration der 
partiellen Differentialgleichung (256). Ais Randbedingungen stehen 
dabei mit den Bezeichnungen der Abb. 140 die folgenden zur Verfiigung, 
wenn e und cp Polarkoordinaten beziiglich des Zapfenmittelpunktes 0 
sind (vgl. Bd. I S. 125) 

o'tjJ = 0 fiir 
orp e = r, 

(lip = Oip = 0 fu"r + h oe orp e=r. 
Fiir das Druckgefalle ergibt sich aus (254) und (255) die Beziehung 

op 0 op 0 
ox = p, oy Ll'IjJ; oy = - p, -ax Ll'IjJ, 

wofiir man auch schreiben kann 

op _ ~Ll os - p, on 'IjJ, 

wenn 8 und n zwei in demselben Sinne wie x und y aufeinanderfolgende 
lotrechte Richtungen sind. Speziell gilt fiir die Richtungen cp und e 

~~= ~Ll eorp P,oe 'IjJ. 

Die Schubspannung am Zapfenumfang wird 

OV",] oZip] 
T", = P, ----ae Q~r = P, oe2 i!~r· 

1st also 'IjJ durch Integration der Gl. (256) gefunden, so konnen Druck
gefalle und Schubspannung bestimmt werden. 

Die Rechnung ist von A. Sommerfeld durchgefiihrt worden mit 
dem Ergebnis 

oP_6 Vh-2Q_ 4Vh-6Q_u£ 
o rp - It r h3 p, hZ 'r ' 

2ft 
T", = - h2 (2 V h - 3 Q) . 

Man erkennt, daB der Wert fUr das Druckgefalle in seinem ersten 
Glied genau mit dem friiher gefundenen Werte (235) iibereinstimmt; 
da aber dip beiden iibrigen Glieder gegen das erste klein von der Ord-

nung ~- bzw. (~ r sind, so kann Gl. (235) als hinreichend genau an

gesehen werden. Die Schubspannung am Zapfenrand stimmt nach der 
strengeren Rechnung genau mit dem friiheren Werte (244) iiberein, 
so daB also auch in dieser Hinsicht die Ergebnisse der elementaren 
Theorie durch die strengere gerechtfertigt werden. 

Es erhebt sich nun die Frage, wie weit die hier behandelte Theorie 
mit der Erfahrung an Lagern, bei denen die V oraussetzungen der 
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Theorie einigermaBen erfilllt sind, iibereinstimmt. Um dieses zu prUfen, 
k6nnen besonders die Versuehe von Stribeek1 und Bie12 heran
gezogen werden. Abb. 143 zeigt die Ergebnisse einer Versuehsreihe von 
Stribeek an einem Sellers-Lager mit Ring61er, bei der die Reibungs
zahl f in Abhangigkeit vom Zapfendruek und von der Umfangsgesehwin
digkeit V (bzw. von der Tourenzahl n/Min) ermittelt wurde. Die den 

f 
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Abb. 143. Reibungszahl f in Abhangigkeit vom Zapfendruck und von der Umfangsgeschwindigkeit V 
bei einem Sellers·Lager mit Ringiiler nach St11beck. 

einzelnen Kurven beigefiigten Zahlen geben die Pressungen :r [kg/em 2] 

an, wo P wieder den auf die Langeneinheit bezogenen Zapfendruck 
bezeiehnet. Aus der Abbildung geht zunaehst hervor, daB f-wenigstens 
fiir kleinere Pressungen - mit zunehmender Geschwindigkeit V zunaehst 

abnimmt, dann ein fiir alle Werte 2~ gleieh groBes Minimum erreicht 

1 Stribeck: Z. VDI 1902 S.1340; Forsch.-Arb. VDI 1903 H eft 7. 
2 Biel: Z. VDI 1920 S.447 u . 483. 
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und mit weiter wachsendem V wieder ansteigt. Qualitativ stimmt 
dieser allgemeine Verlauf mit der Sommerfeldschen Theorie iiberein, 
denn diese ergab ja ein von P und V unabhangiges Minimum 

1m in = 0,943 ~ fiir V > 0 (S. 189). Diesem Minimum entspricht eine 
r 

Exzentrizitat e = ~. Da nun mit wachsendem V bei konstant gehalte-

nem P die Exzentrizitat weiter abnimmt (S. 189), so folgt aus (252), 
daB nach Uberschreitung des Minimums die Reibungszahl 1 mit wach
sendem V wieder zunimmt. Auch das Ahnlichkeitsgesetz (253) ist in 

der Nahe des Minimums gut erfiillt, da die zu gleichen Verhaltnissen ; 

gehorigen Reibungszahlen die gleichen sind. (Bei den Stribeckschen 
Versuchen wurde durchweg das gleiche Schmiermittel - Deutzer Gas
motorenol - verwendet, weshalb fl nach der Theorie als konstant an
zusehen ist. Die Lagertemperatur betrug 25 0 C.) 

DaB im iibrigen die theoretischen Reibungswerte von den wirklichen 
zum Teil erheblich abweichen, ist wohl in erster Linie darauf zuriick
zufiihren, daB bei praktischen Ausfiihrungen die der Theorie zugrunde
liegenden VOl;aussetzungen nie ganz erfiillt sind. Vor allem andert sich 
mit wachsen<;ier Geschwindigkeit die Temperatur und damit die Zahig
keit des Schmiermittels. AuBerdem ist - besonders bei kleinen Ge
schwindigkeiten - die Voraussetzung einer ringsum zusammenhangen
den Schmierschicht nicht mehr erfiillt, so daB die Unebenheiten der 
Oberflachen einen EinfluB auf die GroBe von 1 haben werden. SchlieB
lich konnen auch elastische Verformungen der Lagerschale eine gewisse 
Rolle spielen. Besonders auffallend ist der groBe Unterschied zwischen 
Theorie und Versuch hinsichtlich der Reibungszahl 1 = 10 fiir den 
Ruhezustand. Theoretisch wiirde 10 nur wenig groBer sein als Imin (S. 189), 
wahrend nach den Stribeckschen Versuchen 10 ein Vielfaches von Imin 
ist. Diese starke Abweichung laBt sich darauf zuriickfiihren, daB mit 
immer enger werdender Schichtdicke der Druck in der Fliissigkeit 
negativ wird, was zu einem ZerreiBen des Schmierfilms fiihrt, so daB 
eine grundlegende Annahme der Theorie nicht mehr erfiillt ist. In der 
Nahe des Minimums ist die Sommerfeldsche Theorie jedoch gut durch 
die Versuche bestatigt, womit ein wichtiger Fingerzeig fiir praktische 
Ausfiihrungen gegeben ist1 • 

1 Eine zusammenfassende Darstellung tiber den heutigen Stand der Schmier
mittelreibung ist im Handb. d. phys. u. techno Mech. von Auerbach-Hort 
Bd.5 S.797 gegeben, wo auch reichliche Literaturangaben zu finden sind. Vgl. 
auch das ktirzlich erschienene Buch "Das Schwimmlager", hydrodynamische 
Theorie des Gleitlagers, von W. Stieber. Berlin: VDI-Verlag 1933. 

Kaufmann, Hydromechanik II. 13 
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VII. Elemente der Tragfliigel-, Propeller- nnd 
Kreiselradstromnng1 • 

1. Abgrenzung des Gebietes und allgemeiner Dberblick. 
In dem vorliegenden Abschnitt solI ein kurzer AbriB derjenigen 

Stromungsvorgange gegeben werden, welche die Grundlage bilden zur 
Berechnung der Tragfliigel von Flugzeugen, der Schraubenpropeller 
sowie der Schaufelrader von Turbinen und Pumpen. Dabei kommt -
wie schon aus dieser Aufzahlung hervorgeht - als stromende Fliissig
keit sowohl Wasser als auch Luft in Frage. Beide Medien sollen fills 
erste als homogene, raumbestandige Fliissigkeiten' angesehen 
werden (vgl. Bd. I S. 3), was so lange zulassig ist, als die auftretenden 
Relativgeschwindigkeiten fill Luft hinreichend weit unter der Schall
geschwindigkeit liegen und fill Wasser klein genug sind, urn eine even
tuelle Hohlraumbildung auszuschlieBen (Vermeidung von Kavitations
erscheinungen, vgl. dazu S.242). 

Obwohl sich die Ausfiihrungen dieses Abschnittes lediglich auf rein 
stromungstechnische Fragen beschranken und nicht eine Beschreibung 
einzelner Maschinen bezwecken, erscheint es doch zum besseren Ver
standnis des Folgenden rats am , die kennzeichnenden Merkmale der fill 
die Anwendung in erster Linie in Betracht kommenden Mechanismen 
kurz hervorzuheben. 

Beim Flugzeug unterscheidet man zwischen Ein- und Mehr
decker, je nachdem das Tragwerk aus einem oder mehreren Trag
fliigeln besteht. 1m letzteren FaIle sind die Fliigel iibereinander an
geordnet, brauchen aber dabei nicht genau lotrecht iibereinander zu 
liegen, sondern konnen auch gestaffelt sein (Abb. 144). SchlieBen die 
Fliigelsehnen einen gewissen Winkel 15 ein, so spricht man von einer 
"Schrankung" (Abb.145). 1m iibrigen kann die Vorderkante eines 
Fliigels geradlinig durchlaufen oder in der Mitte einen stumpfen Winkel 
bilden, so daB die Hnke und rechte Fliigelebene gegeneinander geneigt 
sind (V-Form, Abb. 146). 

1 Vgl. hierzu auEer den weiter unten im Text genannten Arbeiten insbeson
dere folgende Werke in Buchform: Fuchs-Hopf: Aerodynamik. Berlin 1922. 
L. Prandtl u. A. Betz: Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aero
dynamik. Gottingen 1927. O. Eberhard: Einfiihrung in die theoretische Aero
dynamik. Munchen u. Berlin 1927. W. Muller: Mathematische Stromungs]ehre. 
Berlin 1928. H. Glauert: Die Grundlagen der Tragflugel- und Luftschrauben
theorie. Berlin 1929. Prandtl-Tietjens: Hydro- und Aeromechanik, 2 Bande. 
Berlin 1929 u. 1931. L. Pr and tl: AbriE der Stromungslehre. Braunschweig 193I. 
Geiger-Scheel: Handb. d. Physik Bd.7 Kap.4: Tragflugel und hydraulische 
Maschinen, Beitrag von A. Betz. W. Spannhake: Kreiselrader als Pumpen 
und Turbinen Bd.I. Berlin 1931. Auerbach-Hort: Handb. der physikalischen 
und technischen Mechanik Bd.5, Beitrag "Hydraulische Maschinen" von 
W. Hahn, und Bd.6, Beitrag "Luftkrafte an Fahrzeugen" von E. Everling. 
Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen, 1. bis 4. Lieferung. 
Wien-Harms: Handb. der Experimentalphysik Bd.4 3. Teil, Beitrage von 
L. Hopf, W. Spannhake und O. Flachsbart uber Flugtechnik, Kreiselpumpen 
und Turbinen, Luftschrauben. 
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Von den auBer dem Tragwerk noch zum Flugzeug gehorenden 
Teilen: Rumpf nebst Fahrgestell, Steuerung (bestehend aus Rudern 
und Flossen) und Motor mit Propeller hat fiir die hier anzustellenden 

-~~J®~~~~1~~b.~"'Ilh""ii9· ilSi}i;,e 
~, , , 
~ 
~~"";!l;i!!llI!1l;_~_;:"_k&:."" __ _ 

, - ----~ Abb. 144. Staffelung der TragfIiigeI beim 
Doppeldecker. 

Abb.145. Schrankung der TragfIiigeI beim 
Doppeldecker. 

Uberlegungen noch der Propeller ein besonderes Interesse und wird 
weiter unten Gegenstand einer genaueren Betrachtung sein. 

Bei den hydraulischen Maschinen, 

~
".- -' die als Anwendungsgebiet fiir die ill vor-

liegenden Abschnitte zu besprechenden 
Stromungsvorgange in Frage kommen, han- Abb.146. V-Form eines TragfIiigeIs. 

delt es sich durchweg um eine Vereinigung 
mehrerer "Fliigel" zu Schaufel- oder Fliigelreihen, auch Schaufel
gitter genannt. Man unterscheidet dabei zwischen geraden Schaufel
gittern, wenn die Fliigel parallel und in gleichen Abstanden nebenein-
ander angeordnet sind (Abb. 147) und kreis - /[--;>- .... 
formigen, auch Fliigelrader genannt, 1\/ {. " 
wenn sie gemaB Abb. 148 auf einem Kreise / " --,\ \ 
verteilt liegen. Beide Gitterformen sind als l / N 
Idealisierungen der wirklichen Verhaltnisse \ '--i, \ I 

\ \ / I 

\~"""~ __ T __ -_'.-",' Z~LZ~ZZLI_-L_L -/ L-,' 
Abb. 147. Gerades SchaufeIgitter. Abb. 148. Kreisfiirmiges SchaufeIgitter. 

aufzufassen, zumal die einzelnen Fliigel ill allgemeinen raumlich ge-
kriimmt sind. . 

Die Schaufelgitter konnen verschiedenen Zwecken dienen, je nach-

aw. 

Abb. 149. Lauf- nnd Leitrad einer Wasserturbine. Abb. 150. Radialturbine. 

dem sie Energie von dem stromenden Medium (Luft, Wasser) auf
nehmen, wie Turbinen und Windrader, oder aber Energie an dieses 
abgeben, wie Schraubenpumpen und Propeller. Windrader und 
Propeller arbeiten im freien Luft- oder Wasserstrom, wahrend Tur-

13* 
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binen und Pumpen von einem Gehause umgeben sind. Bei der letzt
genannten Gruppe ist das eigent
liche Arbeitsorgan, das sogenannte 
La ufr ad, im allgemeinen von fest
stehenden Leitapparaten um
geben, die der Zufiihrung der FlUs
sigkeit dienen und haufig ebenfalls 
als Schaufelgitter ausgefUhrt wer
den (Abb. t49). Nach der Durch
fluBrichtung der Fliissigkeit durch 
Leit- bzw. Laufrad unterscheidet 
man noch zwischen axial beauf
schlagten Radern, wenn die 
Fliissigkeit in der Hauptsache par
allel der Radachse stromt (Pro
peller) und radial beaufschlag
ten, wenn die Stromung wesent
lich radial gerichtet ist (Radial
turbine, Abb. 150). 

Wassertur binen werden nach 
ihrer Wirkungsweise in zwei Haupt
arten unterteilt, namlich in Frei

VD.TI1.0D2 strahl- und Uberdruckturbi
Abb.151. Laufrad einer Becherturbine. (Voith.) nen. Bei der ersten Gruppe wird 

das gesamte verfiig bare Gefii,lle bis 
zum Austritt aus dem Leitapparat in kinetische Eriergie umgesetzt, so 
daB das Wasser ohne Uberdruck in das Laufrad eintritt, wogegen bei der 

Abb. 152. LaufriLder einer Francisturbine. (Voith.) 

zweiten Gruppe nur ein Teil des Gefalles in kinetische Energie verwandelt 
wird. 1m letzteren FaIle bewirkt die iiberschiissige Druckenergie einen 
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Vberdruck Un Laufrad und demnach vollgefiillte Schaufelkanale. Von mo
dernen Ausfuhrungen seien hier nur erwahntdie Becher tu r bine als Frei· 
strahlturbine (Abb. 151), die aberffu die nachstehenden Betrachtungen 
nicht weiter von Interesse ist, und von Uberdruckturbinen die Fran
cis turbine (Abb. 152) sowie die rasch 
laufende Kap lanturbine (Abb.153). 

Die Schaufelradpumpen konnen 
im Prinzip am eine Umkehrung der Uber
druckturbinen aufgefallt werden. Man 
unterscheidet allch hier zwischen radial 
beaufschlagten Radern (Kreiselpumpen) 
und axial beaufschlagten (Schrauben
pumpen, GebHise). Die Wirkungsweiseder 
einfachen Schraubenpumpen ist generell 

I h d I Abb. 153. Laufrad el"'!r Ka lliauturbiue. die g eic e wie ie cines Prope lers, nur mit (Voith.) 

dem Unterschied, dall erstere in einem ge-
schlossenen Kanal arbeiten. KreiseJpumpcn sind von einem festen Ge
hause umgeben , das bei cinfacheren Ausfuhrungen (Niederdruckpumpen 
bis ca. 25 ill Forderhohe) im aUgemcinen spirnlig a usgebildet ist, und 
in dem das herausgeschlcuderte Wasser bis auf die Geschwindigkeit in 
dem anschliellenden Druckrohr verzogert wird. Bei Hochdruckpumpen 
wir<! gewohnlich urn das Laufrad noch ein besonderes Leitrad vor
gesc.hen. 

A. Tl'aglltigel. 

2. Gl'uudbegl'iffe und Bezeichuungen. 
1m l. Bande (S.217) wurde bereits gezeigt, dall auf einen festen 

Korper von beliebiger Gestalt bei der Bcwegung durch eine Fliissig
keit (Luft oder Wasser) eine Kraft ausgeiibt wird, die durch Reibungs
krafte und Druckunterschiede an der Korperoberfl ache bedingt ist. 
Die resultierende Kraft R besitzt Un aUgemeinen eine in die Bewegungs-
richtung fallende Komponente - A R 
kurz Widerstand (lY) genannt -

und eine normal dazu gerichtete ~~~~.~~~~~ 
Komponente, den sogenannten Auf- a1 =::~ "~,, ~ !~wtilJngsrkllll.tng 
trieb (A) odeI' Q,uer trieb. Durch I ~ - p W-- -;.-__ 
geeignete Formgebung kann man es "''''''''"' ____ --//.r~;-_ 

erreichen, daB der bci der Vorwarts· ------t ;--
be-wegung aUein Ene-rgie ve-rzehrcnde 
Widerstand moglichst klein gehalten 
wird, so dall die aus der Bewegung 

,\ 1>1,. 15 1. 

resultierende Kraft R im wesentlichen nur aus dem Auftrieb besteht. 
Dcrartige Korper werden - dem Sprachgebrauch der Flugtechnik foI
gend - als Tragfl ugel oder kurz als F l tigel bezeichnet; sic- besitzen 
im allgemeinen sicbelformige Querschnitte (Profile) mit einer vorderen 
Abrundung und seharfer Kante am hinteren Ende (Abb. 154). Bei vor
stehenden Oberlegungen ist es prinzipiell gleichgiiltig, ob der Korper 
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in einer ruhenden oder gleichformig stromenden Fliissigkeit bewegt 
wird (im zweiten FaIle kommt nur die Relativgeschwindigkeit zwischen 
Korper und Fliissigkeit in Betracht) oder ob umgekehrt der Korper 
ruht und von der Fliissigkeit gleichformig umstromt wird. Die zuletzt 
genannte Anordnung liefert eine stationare Fliissigkeitsbewegung, was 
fiir theoretische Untersuchungen von besonderem Vorteil ist (vgl. Bd. I 
S.147). Am Flugzeug dient der Tragfliigelauftrieb zur Dberwindung 
der Schwere, wahrend der Widerstand (auf Tragfliigel und die iibrigen 
Teile des Flugzeuges) durch die Zugkraft des Propellers iiberwunden 
wird. Bei gleichfOrmiger, geradliniger Bewegung stehen Auftrieb, Wider
stand, Zugkraft des Propellers und Schwere gerade im Gleichgewicht. 

Ein Tragfliigel wird also fiir die ihm zufallende Aufgabe um so besser 
geeignet sein, je groBer der Auftrieb (A) im Verhaltnis zum Wider
stand (W) ist. Der dieses Verhaltnis ausdriickende Quotient 

(257) 

wird als Gleitzahl bezeichnet. Letztere hangt auBer von der Fliigel
form wesentlich ab vom sogenannten Anstellwinkel IX, d. h. dem Winkel, 
den die Profilsehne (Abb. 154) mit der Bewegungsrichtung relativ 
zur Fliissigkeit einschlieBt. (Beim ruhenden, einem gleichformigen 
Luftstrom ausgesetzten Fliigel ist IX entsprechend der Winkel zwischen 
der Profilsehne und der Anstromungsrichtung der ungestorten Fliissig
keit.) Fiir gut durchgebildete Fliigelprofile und kleine Anstellwinkel 
ist 13 ein kleiner Wert, da in diesem FaIle A um ein Vielfaches groBer 
als W ausfallt (vgl. Abb. 155 und 156). 

Die groBte Ausdehnung eines Fliigels senkrecht zur Bewegungs
richtung heiBt seine Spannweite (8), in der Bewegungsrichtung da
gegen seine Tiefe (t, Abb. 154), wahrend man unter der Fliigelflache 
gewohnlich das Produkt F = 8 t versteht (rechteckiger Fliigel voraus
gesetzt), d. h. die groBte Projektion des Fliigels. Ein guter Tragfliigel 
hat etwa das Seitenverhaltnis t: 8 = 1/5 bis 1/6. 

1m 1. Bande (S. 219) wurde gezeigt, daB man den Widerstand, den 
ein gleichfOrmig bewegter Korper in einer ruhenden, unendlich aus
gedehnten Fliissigkeit von dieser erfahrt, in der Form schreiben kann: 

W = c Fo % v5, (258) 

wo Fo die groBte Querschnittsflache des Korpers rechtwinklig zur Be
wegungsrichtung, Vo seine Geschwindigkeit, (! die Fliissigkeitsdichte 
und c eine dimensionslose GToBe, die sogenannte Widerstandszahl 
bezeichnen. Man kann sich diese Darstellung auch hier fiir den Wider
stand und den Auftrieb zunutze machen, jedoch ist es dabei wegen 
der Vera.nderlichkeit vonFo zweckmaBig, eine konstante Flache, z. B. die 
Fliigelflache F, an Stelle von Fo zu setzen. Fiihrt man weiter in G1. (258) 

den Staudruck q = ; v5 ein (Bd. I S.50), so lassen sich Auftrieb 

und Widerstand in der Form darstellen: 

(259) 
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Die dimensionslosen GroBen Ca und Cw werden als Auftriebs- und 
Widerstandsziffer bezeichnet. Sie sind Funktionen des Anstell-

winkels a;; ihr Quotient e = Cw stellt gem~iB Gl. (257) die Gleit-
Ca 

zahl darl. 
Die Abhangigkeit der Beiwerte ca und Cw yom Anstellwinkel wird 

durch Messung in den Modellversuchsanstalten festgestellt und fallt 
naturgemaB fiir verschiedene Fliigelformen ca 50 

verschieden aus. In Abb. 155 sind Ca und Cw 1. 

TV 
,~ r ........ 
2 

/ 
(J 

Ca / 
9 / 

V / 
8 

/ V w 
/ V 5cn, 

2 --
..... V « 

als Funktionen des Winkels a; in Kurven- ~ 
form aufgetragen. Man erkennt daraus, daB 1, 

Ca innerhalb des praktisch wichtigen An- If 
stellwinkelbereiches von a; = - 4° bis etwa If 
a; = 12° nahezu geradlinig ansteigt, bei ca. If 
15° ein Maximum erreicht und mit weiter If 
wachsendem a; schnell abfallt (vgl. S.208). OJ) 

Der Widerstandsbeiwert Cw ist innerhalb -4 
der oben genannten Grenzen wesentlich 
kleiner als ca und folgt eher einem qua
dratischen Gesetz. Sein Minimum liegt etwa 

209 8-8 (J 8 8 09 Z 'f" 15 ~ 

Abb. 155. Auftriebs' und, Wider
standsziffer in Abhangigkeit vom 

Anstellwinkel "'. 

bei a; = - 2°; bei groBeren Anstellwinkeln (a; > 15°) steigt Cw sehr 
rasch an. 

Eine andere, neuerdings gewohnlich verwendete Darstellung der 
Beiwerte Ca und Cw ist die mittels des sogenannten Polardiagramms, 
in dem Ca als Funktion von Cw aufgetragen und a; 

als Parameter auf der Kurve angegeben wird. Der 
MaBstab fiir Cw wird dabei im allgemeinen fiinfmal 
so groB gewahit wie fiir Ca (Abb. 156). 

Wahrend mit A und W auch die GroBe der 
resultierenden Kraft R (siehe oben) festliegt, ist 
deren relative Lage zum Tragfliigel noch unbe
stimmt. Zu ihrer Kennzeichnung benutzt man das 
Moment von R in bezug auf eine ausgezeichnete 
Achse des FIiigels, z. B. die aus Abb. 154 ersicht
liche Achse O. Bezeichnet r den Abstand des in der q~tJ9--\----I-----I 
Symmetrieebene des Fliigels liegenden Druck- CTV 

punktes P, in dem die Richtungslinie der Kraft R 41 qa 
die untere Tangentialebene des Fliigels schneidet, POl';;~f~g~~!~. 
so ist mit den Bezeichnungen der Abb. 154 

M ° = r (A cos a; + W sin a;) , (260) 

wobei man das Moment positiv rechnet, wenn die Kraft R die Hinter
kante des FliigeIs beziiglich 0 zu heben versucht. Ahnlich wie A und W 
wird in der Flugtechnik das Moment M o durch einen besonderen Ansatz 

M o = cmqF t (261) 

1 In England werden Auftriebs- und Widerstandsziffer im aIlgemeinen nicht 
auf den Staudruck q, sondern auf e vij bezogen, so daB die entsprechenden Werte c. 
und Cw nur die halbe GroBe haben wie im vorliegenden FaIle. 
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dargestellt, wo die dimensionslose GroBe e.n als Momentenziffer be
zeichnet wird, wahrend t die Profiltiefe darstellt. DUTCh die Angabe 
von em ist also das Moment bestimmt und damit nach (260) auch die 
Lage von R - bzw. die Druckpunktwanderung -, sobald A und W 
bekannt sind. 

Die Ermittlung der oben eingefiihrten Beiwerte ea, ew und em erfolgt 
in der Regel im Windkanal, indem man an Fliigelmodellen mittels 

Abb.157. Schema einer Windkanalanordnnng. 

einer besonderen Wagevorrichtung Auftrieb, Widerstand und Moment 
bestimmt. Abb. 157 zeigt eine generelle Darstellung des Gottinger 
Windkanals1 , in dem das ruhend aufgehangte Modell M einem Luft
strom von bekannter Geschwindigkeit ausgesetzt wird. Durch die 
Schraube S wird die Luft in Bewegung gesetzt und durchstromt in der 
angedeuteten Richtung den Kanal, an dessen Ecken besondere Um
lenkvorrichtungen L (vgl. S. 88) vorgesehen sind. Urn den Druck langs 
der Kanalachse nahezu konstant zu halten, besitzt der Kanal in der 
Stromungsrichtung eine allmahliche Erweiterung. Vor dem Eintritt in 

A 

Abb. 158. Generelle Darstellnng der Auf
hangung eines Tragfliigels im Windkanal 
zur Messung von Auftrieb, Widerstand und 

Luftkraftmoment. 

die Diise D, welche die Luft dem Ver
suchskorper zufiihrt, befindet sich ein 
Gleichrichter G, dessen Aufgabe darin 
besteht, die dem ankommenden Luft
strom anhaftenden Drehgeschwindig
keiten auszuschalten. SchlieBlich wird 
die Luft hinter dem Modell dUTch den 
Trichter T wieder aufgefangen und 
beginnt ihren Kreislauf von neuem. 

Urn die auf einen Tragfliigel aus
geiibten Luftkrafte zu messen, hangt 
man den Fliigel (oder. gegebenenfalls 
ein ganzes Flugzeugmodell) zweck
maBig mit Hilfe von Drahten, die 

ihrerseits wieder an Hebelwaagen befestigt sind, so auf, daB bei sym
metrischer Ausbildung des Modells und der Anstromung die resul
tierende Luftkraft R in drei Komponenten zerlegt wird (Dreikom
ponentenwaage). In Abb. 158 ist der Fliigel umgekehrt aufgehangt, 
urn in den Drahten, welche durch angehangte Gewichte G eine ge
eignete Vorspannung erhalten, Zugkrafte zu bekommen. An drei Waagen 

1 Prandtl, L.: Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu G6ttin
gen 1923 1. Lief. 
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lassen sich dann die Krafte 81> 8 2 und 8 3 ablesen, womit GroBe, Lage 
und Richtung der Kraft R bestimmt sind. Die Untersuchung ist fiir 
verschiedene Ans-tellwinkel durchzufiihren. Bei unsymmetrischer An
stromung (raumliches Problem) kann man in entsprechender Weise 
nach Betz eine Sechskomponentenwaage verwenden1 • 

Um die Ergebnisse der Windkanalmessungen an Modellen unmittel
bar auf die GroBausfiihrung iibertragen zu konnen, miiBte das Rey
noldssche Ahnlichkeitsgesetz beachtet werden. Dazu ware im 

Windkanal eine Geschwindigkeit erforderlich, die im V~rhaltnis A = ~ 
der LangenmaBstabe groBer ware als die Geschwindigkeit der GroB
ausfiihrung (vgl. S. 151), was praktisch unmoglich ist. Man ist aus diesem 
Grunde gezwungen, von der Einhaltung einer strengen mechanischen 
Ahnlichkeit abzusehen, zumal auch die Verhaltnisse an den Grenzen 
des Luftstromes im Windkanal im allgemeinen anders sind als in der 
freien Atmosphare. Indessen ist dieser Mangel nicht von erheblicher 
Bedeutung, da die Auftriebs- und Widerstandszahlen von Fliigeln in 
den praktisch besonders wichtigen Bereichen Reynoldsscher Zahlen 
ziemlich unveranderlich bleiben. 

3. Auftrieb und Zirkulation bei ebener Stromung. 
1m ersten Bande (S. 172) wurde gezeigt, daB zur Aufrechterhaltung 

der geradlinigen, gleichformigen Bewegung eines Korpers in einer 
reibungs- und wirbelfreien Fliissigkeit eine Kraft nicht erforderlich ist 
oder, mit anderen Worten, daB ein solcher Korper in einer Potential
stromung keinerlei Widerstand erfahrt. Diese Erscheinung steht bei 
naturlichen Flussigkeiten (Wasser, Luft) in offenbarem Widerspruch 
mit der Erfahrung, weshalb man zur Untersuchung des Widerstandes 
die Vorstellung der idealen Fliissigkeit verlassen und zur zahen 
Flussigkeit iibergehen muB (Bd.l S.217). 1m Gegensatz hierzu laBt 
sich der hydrodynamische A uftrie b sehr wohl aus der idealen Fliis
sigkeitsbewegung ableiten, wenn man den betreffenden Korper einer 
translatorischen und einer zirkulatorischen Stromung aussetzt. Am ein
fachsten liegen die Verhaltnisse fur den Fall der ebenen Stromung, 
die man sich entweder durch einen Tragflugel von konstantem Profil 
und unendlich groBer Spannweite oder einen solchen von endlicher 
Spannweite mit seitlicher Begrenzung durch parallele Wande verwirk
licht denken kann. Die grundsatzlichen Uberlegungen, die zur Erklarung 
und Berechnung des Auftriebes auf ein Tragflugelprofil fiihren, sind 
bereits im 1. Bande (S. 157 bis 165; 176 bis 180) mitgeteilt. Hier soli 
um des Zusammenhanges willen das Wichtigste davon kurz wiederholt 
werden. 

Setzt man ein Tragfliigelprofil der oben geschilderten Art in einer 
reibungs- und wirbelfreien Flussigkeit einer translatorischen (Parallel-) 
Stromung aus, so stellt sich ein Stromlinienbild gemaB Abb. 159 und 

1 Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen 1932 
4. Lief. S. 8. 
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Abb. 159a1 ein mit einem hinteren Staupunkt S (Bd. I S. 146) an der 
Fliigeloberseite. Die scharfe Hinterkante wird dabei von unten her mit 
einer unendlich groBen Geschwindigkeit umstromt, die im Staupunkt S 
auf Null abfiUlt. Eine resultierende Einzelkraft auf den Fliigel wird durch 

Abb. 159. Parallelstromung urn ein 
Tragfliigelprofil. 

diese Stromung nicht erzeugt. Da
mit iiberhaupt ein Auftrieb - d. h. 
eine Kraft rechtwinklig zur Stro
mungsrichtung - entstehen kann, 
muB der gesamte auf die Unterseite 
entfallende Stromungsdruck not
wendigerweise groBer sein als der

jenige auf die Oberseite des Fliigels. Nach der Bernoullischen Glei
chung (Energiegleichung) ist im FaIle stationarer Stromung 

~ v2 + p + y z = const. (262) 

Beachtet man weiter, daB fUr den Druck p' der in Ruhe befindlichen 
Fliissigkeit nach Bd. I S. 11 

p' = - yz = const. 

Abb. 159a. Tragfliigel in einem Stromlinienapparat 
nach Hele Shaw. 

bzw. 
yz = - p' + const. 

gilt, so kann (262) auch 
in der Form geschrie
ben werden: 

~V2 + p - p' = const. 

Fiir zwei lotrecht 
iibereinander liegende 
Punkte (0 und u) an 
der Ober- bzw. Unter
seite des Tragfliigels 
erhalt man somit, wenn 
die geringen Unter
schiede der Werte p' 
als unwesentlich ver
nachlassigt werden, 

(262a) 

Daraus erkennt man, daB Pu nur dann groBer sein kann als Po, wenn 
v" kleiner als Vo ist oder, mit anderen Worten, wenn die Geschwindig
keit der Parallelstromung oben vergroBert, unten dagegen verkleinert 
wird. Dieses ist dadurch moglich, daB man sich der Parallelstromung 
(Abb. 159) eine Zirkulationsstromung (Bd. IS. 156) gemaB Abb. 160 
iiberlagert denkt, und zwar mit der durch die Pfeile angegebenen Ge
sch windigkeitsrich tung. 

1 Abb. 159a wurde in einem Stromlinienapparat nach dem Verfahren von 
Hele Shaw (Ed. I S.155) ermittelt. 
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Auf diese Weise addieren sich auf der Oberseite des Fliigels die 
gleichsiunigen Geschwindigkeitskomponenten, wahrend sie sich unten 
zum Teil aufheben, wodurch der oben erwahnte Druckunterschied er
moglicht wird. 

Uber die GroBe des auf diese Weise entstehenden Auftriebes A gibt 
der K u tta - J oukowskysche Satz (Bd. I S. 179) Auskunft, wonach 
unabhangig von der Profilform und bezogen auf _---- --~~ 
die Tiefe "Eius" /' ----- ---, -', " /,' ......... ---:::a... _.... ....., .... , 

r ['kg] () ' I '~' ' , A = e Vco LI ill 263 \ \ \. " \ " 
\ \. ......... \ , I 

"............... ----- -.;' / " ist. Hieriu bezeichnen e die Fliissigkeitsdichte, 
Vco die Geschwindigkeit des Fliigels in der ruhen
den Fliissigkeit - bzw. die Geschwindigkeit der 
ungestorten Parallelstromung im Unendlichen 
gegen den ruhenden Fliigel - und r die Zirku-

......... ' .... ~-:~~~~==::,~/ 
Abb. 160. 

Zirklllatlonsstromu ng . 

lation, d. h. das Liuieniutegral ~ tJd!3, genommen um das Fliigelprofil. 
Aus Gl. (263) folgt sofort die auf S. 202 aufgestellte Behauptung, daB 
iu einer reibungsfreien Fliissigkeit durch eine Parallelstromung auf 
den Fliigel keine resultierende Einzelkraft ausgeiibt werden kann, da 
mit r = 0 auch der Auftrieb A verschwindet, wahrend eine in die 
Stromungsrichtung fallende Widerstandskraft nach Bd. I S. 178 iiber
haupt nicht vorhanden ist (Px = 0). 

Man kann die Kutta-Joukowsky
sche Auftriebsformel iu eiufacher Weise 
auch aus der ebenen Potentialstromung 
durch ein gerades Fliigelgitter ablei
tenI. Mit Riicksicht auf spatere Anwen
dungen sei diese Ableitung hier noch ein
geschaltet. 

Die in Abb. 161 dargestellten gleich 
groJ3en und eiuander parallelen Fliigel 
von unendlicher Spannweite mogen eiuem 
geraden Fliigel- oder Schaufelgitter mit 
dem konstanten Fliigelabstand a ange
horen. Zur Erlangung einer stationaren Abb. 161. FlUg Igitter. 

Fliissigkeitsbewegung sei angenommen, daJ3 das Gitter sich iu Ruhe 
befinde und eiuer stromenden Fliissigkeit ausgesetzt sei. Mit anderen 
Worten heiJ3t das, es wird die Relativbewegung der Fliissigkeit gegen 
das Gitter betrachtet. Da bei einem aus unendlieh vielen Fliigeln be
stehenden Gitter an jedem Fliigel sich derselbe Stromungsvorgang 
wiederholt, so herrschen langs zweier kongruenter Stromlinien AB und 
CD yom Abstand a die gleichen Geschwiudigkeits- und Druckverhaltnisse. 

Zur Berechnung der resultierenden Kraft P, die von der stromenden 
Fliissigkeit auf jeden Fliigel des Gitters ausgeiibt wird, kann der Im
pulssatz herangezogen werden. Zu diesem Zwecke betrachte man nach 

l Grammel, R.: Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges, S.37. 
Braunschweig 1917. Prandtl, L.: AbriB der Str6mungslehre, S.70. Braun
schweig 1931. 
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Abb. 161 einen Fliissigkeitsbereich, der in der Bildebene von den beiden 
kongruenten Stromlinien AB und CD sowie zwei der Gitterebene 
parallelen GeradenAC und BD vor bzw. hinter dem ins Auge gefaBten 
Fliigel begrenzt wird. Senkrecht zur Bildebene habe dieser Bereich die 
Tiefe "Eins". Die Geraden AC und BD seien so weit vom Gitter ent
fernt, daB sich dort die Storung der Stromung durch den Fliigel nicht 
mehr bemerkbar macht. Die mittlere Geschwindigkeit rechtwinklig zur 
Gitterebene sei vor dem Gitter mit v., I' hinter ihm mit V., 2 , die ent
sprechenden Geschwindigkeitskomponenten parallel zur Gitterebene 
mit v Y1 und v y2 bezeichnet. Ferner mogen P., und P y die Komponenten 
der von der Fliissigkeit auf den Fliigel ausgeiibten Druckkraft dar
stellen, d. h. das Entgegengesetzte derjeuigen Kraft, die der Fliigel auf 
die Fliissigkeit iibertriigt. 

Nach dem Impulssatz (Bd. I S.59) ist im FaIle stationarer Stro
mung der UberschuB des aus dem abgegrenzten Bereich AB DC in der 
Zeiteinheit austretendenlmpulses iiber den eintretendenlmpuls gleich der 
geometrischen Summe der auf die Fliissigkeitsmasse wirkenden auBeren 
Krafte. Da die beiden kongruenten Stromlinien AB und CD vollkommen 
gleiche Verhaltnisse aufweisen, so konnen sie weder zur Impulsanderung 
noch zur auBeren Kraft einen Beitrag liefern. Die weitere Betrachtung 
beschrankt sich also auf die Vorgange an den beiden parallelen Ge
raden AC und BD. Fiir die beiden Richtungen x und y erhalt man 
somit (unter Beachtung des weiter oben iiber den Sinn von P., und Py 

Gesagten) folgende Gleichungen: 

(! Q (V., 2 - V.,I) = - P., + (PI - P2) a, (264) 

(265) 

Darin bezeichnet Q die sekundliche DurchfluBmenge zwischen den 
beiden Stromlinien AB und CD, wahrend PI und P2 die mittleren 
Driicke auf die Parallelen AC und BD darstellen. Nun ist aber aus 
Griinden der Kontinuitat 

oder 

womit (264) iibergeht in 
P., = (PI - P2) a . 

Weiter liefert die Bernoullische Gleichung die Beziehung 

{- (V~I + V;I) + PI = -;- (V~2 + V;2) + P2 

oder wegen V.,I = V"'2 
12 ( 2 2 ) PI - P2 = -2- v y2 - v yl , 

so daB jetzt P'" in der Form geschrieben werden kann: 

p_ 12(2 2) '" - a·2 Vy2 - V yl • (266) 
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Zur weiteren Umformung der Gl. (265) und (266) sei jetzt die Zir
kulation r um den betrachteten Tragfliigel gebildet. Da diese bei der 
Potentialbewegung yom Integrationswege unabhangig ist, kann jeder 
den Fliigel umschlingende Linienzug benutzt werden, also auch die 
Randlinie ABDC des abgegrenzten Fliissigkeitsbereiches. Bei der 
Bildung der Zirkulation wird die Stromlinie AB im entgegengesetzten 
Sinne durchlaufen wie die Stromlinie CD. Wegen der bestehenden 
Kongruenz beider Linien konnen sie keinen Beitrag zur Tragflugel
zirkulation liefern. Es bleiben also nur die Beitrage der Linien B D 
und CA iibrig, so daB 

(267) 

Fiihrt man diesen Wert in (265) und (266) ein, so erhalt man mit 
Q = av", 

und 

P", = ; r (vYI + V Y 2)' (269) 

Damit sind die gesuchten Kraft
komponenten durch die Fliigelzirku
lation und die Geschwindigkeiten vor 
und hinter dem Fliigel ausgedriickt. 
Bildet man aus (268) und (269) 

p. Vx 

P x VY l+V1I2 , 

2 

(268) 

so erkennt man mit Riicksicht auf Abb.162, daB die resultierende 
Kraft P = -V pY+F1 rechtwinklig zur mittleren Geschwindigkeit 

W = V~~+-(V'l 1 v1I2/' steht und die GroBe 

P=erw (270) 
besitzt. 

Die Geschwindigkeit w kann gemaB Abb. 162 aus den resultieren
den Relativgeschwindigkeiten WI (vor dem Gitter) und W2 (hinter dem 
Gitter) ermittelt werden. 

Der Ubergang yom Fliigelgitter zum einzelnen Fliigel laBt sich 
nun leicht dadurch bewirken, daB man die Gitterteilung a -+ 00 gehen 
laBt. Da die Zirkulation r = a (VY2 - vYI ) endlich bleibt (Bd. I S. 179), 
so muB vYI = vY2 = v.Y werden, d. h. die resultierende Geschwindig-
keit w = -V v~ -+ ~ ist nach GroBe und Richtung in groBer Entfernung 
vor und hinter dem Fliigel dieselbe. Schreibt man dafiir wieder w = Vex>, 

wo Voo die ungestOrte Anstromungsgeschwindigkeit bezeichnet, so liefert 
Gl. (270) den zur Richtung von Vco senkrecht stehenden Auftrieb pro 
Langeneinheit 

A=erveo, 

in Ubereinstimmung mit Gl. (263). 
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Die Berechnung des Auftriebes A setzt die Kenntnis del' Zirku
lation r voraus. Uber die erforderliche GroBe diesel' Zirkulation kann 
man sich folgende Vorstellung verschaffen, die eine geeignete Grund
lage fiir die Berechnung von r liefert. Wie oben bereits bemerkt wurde, 
liegt del' hintere Staupunkt S, in dem sich die beiden Aste del' Rand
stromlinie wieder vereinigen, bei del' Parallelstromung auf del' Ober
seite des Fliigelprofils, und die scharfe Hinterkante wird mit unend

~ =. =---=:: -
lich groBer Geschwindigkeit umstromt. Die Er
fahrung hat jedoch gelehrt, daB ein solches 
Umstromen einer scharfen Kante, wie sie bei 
Tragfliigeln im allgemeinen vorhanden ist, 
nicht stattfindet, daB vielmehr ein Zusammen

Abb. 163. GIattes AbflieBen der fluB del' Stromungen von del' Ober- und Unter
Stromung a~s :l~geVs~nterkante seite her erfolgt. Infolge del' Zirkulations-

stromung allein wiirde ein Umstromen del' 
scharfen Hinterkante im entgegengesetzten Sinne stattfinden. Damit 
also ein glattes AbflieBen an del' Hinterkante eintritt, muB die Zirku
lation eine solche GroBe annehmen, daB durch sie del' hintere Stau
punkt Sin Abb. 159 gerade in die Hinterkante des Fliigels verschoben 
wird (Abb. 163). Mit Hilfe diesel' Uberlegung ist es moglich, die GroBe 
von r bei gegebener Profilform und gegebener Anstromungsgeschwin
digkeit zu berechnen (vgl. Bd. I S. 164). 

Es erhebt sich jetzt noch die Frage, wie diese Zirkulation iiberhaupt 
entstehen kann. Dariiber gibt, wie bereits im 1. Bande gezeigt wurde 
(S. 216), die Prandtlsche Grenzschichtentheorie eine .befriedigende Er
klarung. Beim Beginn del' Bewegung stellt sich zunachst eine Potential
stromung (gemaB Abb. 159) ein, und auch bei den natiirlichen Fliissig
keiten Wasser und Luft, deren Zahigkeit nur gering ist, kann man im 
~ ersten Augenblick ein rasches Umstromen del' 
~ scharfen Hinterkante beobachten. Da abel' die 

Abb. 164. Anfahrwirbel. Geschwindigkeit von del' Hinterkante bis zum 
Staupunkt S sehr schnell auf Null abfallt, so 

herrscht in diesel' Richtung ein starker Druckanstieg, del' zur Abspaltung 
eines Wirbels, des sogenannten Anfahrwirbels, fiihrt (Abb. 164). 
Wahrend nun bei einem symmetrischen Korper (z. B. Kreiszylinder) 
derartige Wirbel immer paarweise mit entgegengesetztem Drehsinn 
entstehen (Bd. I S. 215), wird durch den einseitigen Anfahrwirbel das 
Stromungsbild dergestalt geandert, daB sich urn den Tragfliigel eine 
Zirkulation von gleicher Starke, abel' entgegengesetztem Drehsinn 'wie 
del' Anfahrwirbel ausbildet. 

Durch diese Zirkulationsstromung verschiebt sich nach den obigen 
Erlauterungen del' hintere Staupunkt S weiter nach del' Profilhinter
kante, abel' erst, wenn er mit diesel' zusammenfallt, d. h. sobald ein glattes 
Abstromen del' Fliissigkeit an del' Hinterkante eingetreten ist, hort das 
Anwachsen des Anfahrwirbels und damit del' gegensinnigen Tragfliigel
zirkulation auf. Da nach dem 1. Helmholtzschen Wirbelsatz (Bd. I 
S. 182) eine Wirbellinie stets von denselben Fliissigkeitsteilchen gebildet 
wird, so entfernt sich del' Anfahrwirbel vom Tragfliigel in demselben 
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MaBe, wie letzterer relativ zur Fliissigkeit fortschreitet, und am Fliigel 
stellt sich - konstante Geschwindigkeit vorausgesetzt - die oben er
wahnte Parallelstromung mit Zirkulation ein, die den Fliigelauftrieb A 
zur Folge hat (vgl. im iibrigen Bd. I S. 216). 

Die Geschwindigkeit tJ der resultierenden Stromung um den Fliigel 
kann man sich zusammengesetzt denken aus der Geschwindigkeit tJ oo 

der Parallelstromung und einer zusatzlichen Geschwindigkeit \tJ 
(Abb.165). Von letzterer laBt sich zeigen1 , daB sie mit wachsendem 

Abstande R vom Fliigel mindestens wie -1 kleiner wird, fUr hinreichend 

groBe Werte R senkrecht zu R steht und auf dem Kreise mit Rum 0 
einen konstanten 'Betrag r 

W= - -
2nR 

hat, wor die Zirkulation des Fliigels be
deutet (Bd. I S. 179). Da aber das durch 
Gl. (271) gekennzeichnete Geschwindig
keitsfeld identisch ist mit demjenigen 
eines geraden Wirbelfadens (Bd. I 
S. 186), so kann man zur Beschreibung 
der Stromung in groBerer Entfernung 
vom Tragfliigel (praktisch schon in einer 
Entfernung von der GroBe der Profil
tiefe t) den Fliigel durch einen Wirbel
faden von der Zirkulation r ersetzen, 
dessen Achse etwa in Richtung der 
Fliigellangsachse verlauft. Da fUr die

(271) 

Abb.165. 

sen substituierten Wirbel der 1. Helmholtzsche Wirbelsatz (Bd. I 
S. 182), wonach eine Wirbellinie bzw. ein Wirbelfaden stets von den
selben Fliissigkeitsteilchen gebildet wird, keine Giiltigkeit besitzt, 
nennt man diesen den Tragfliigel ersetzenden Wirbel im Gegensatz zu 
den "freien Wirbeln" einen. "gebundenen oder tragenden Wir
bel" . 

Der auf Grund der obigen Uberlegungen theoretisch ermittelte Auf
trieb A (siehe Ziff.4) stimmt, wie Versuche von Betz2 an einem 
Joukowsky-Profil (vgl. S.212 und Bd. I S.159) gezeigt haben, gut 
mit den gemessenen Werten iiberein, solange es sich um e bene Stro
mungen handelt. DaB dabei der gemessene Auftrieb etwas kleiner aus
fallt als der aus der Theorie abgeleitete, findet seine Erklarung in dem 
Vorhandensein eines kleinen Totwassergebietes an der Fliigeloberseite 
(Saugseite, Abb. 166), das sich auch bei gut geformten Fliigelprofilen 
und kleinen Anstellwinkein als Folge der Grenzschichtbildung einstellt 
und eine Verkleinerung der Zirkulation bzw. des Auftriebes zur Folge 
hat. Mit dem Auftreten des Totwassers ist ein geringer Widerstand 

1 Grammel, R.: Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges, 1917 
S.11 u . 34. 

2 Betz, A.: Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1915 S.l73. 
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in der Stromungsrichtung verbunden, der allerdings bei der e benen 
Stromung praktisch ohne groBe Bedeutung ist. 

Durch eine VergroBerung des Anstellwinkels IX vergroBert sich auch 
die Zirkulation, jedoch nicht in dem MaBe, wie es theoretisch der Fall 

Abb. 166. Bei kleinem Anstcllwinkel bildet sich hinter dem Fliigel nur ein geringes 
Totwassergebiet aus. 

sein miiBte, da gleichzeitig eine Verbreiterung des Totwassergebietes 
eintritt, wodurch nach den obigen Ausfiihrungen umgekehrt die Zirku
lation wieder herabgedriickt wird. 

Die wirkliche Zirkulation - und damit der Auftrieb A - erreicht 
bei einem gewissen, von der Profilform abhangigen Winkel IX ein Maxi-

Abb. 167. Bei zu grollem Anstellwinkel reWt die Stromung VOID Fliigel abo 

mum, dem bei den iiblichen Fliigelprofilen ein Auftriebsbeiwert Ca = 1,2 
bis 1,5 entspricht. Bei weiterer VergroBerung des Winkels IX reiBt die 
Stromung vom Fliigel ab und bildet ein breites Totwassergebiet 
(Abb.167), wahrend gleichzeitig der Auftrieb sinkt1 . 

1 Eine theoretische Behandlung des offenbar bestehenden Zusammenhanges 
zwischen Widerstand und Auftriebsverminderung infolge der Totwasserbildung 
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4. Konforme Abbildung. 
Zur theoretischen Untersuchung der ebenen Stromung um ein 

Tragfliigelprofil (unendlich langer Tragfliigel von konstantem Quer
schnitt) kann die Methode der konformenAbbildung herangezogen werden. 

Man geht dabei aus von der ebenen, wirbelfreien Parallelstromung 
mit Zirkulation um einen Kreiszylinder und sucht diejenige abbildende 
Funktion auf, welche die Stromung um das vorgelegte Tragfliigelprofil 

ty 

Abb. 168. Parallelstrilmung mit Zlrkulation urn einen Krelszyllnder. 

in die bekannte Stromung um den Kreiszylinder iiberfiihrt. Die ein
fachste Abbildungsfunktion nach Kutta und Joukowsky und ihre 
geometrische Deutung ist bereits im 1. Bande S.160ff. besprochen 
worden. Hier sollen nur noch einige erganzende Bemerkungen ein
geschaltet werden. 

Das komplexe Stromungspotential fiir die ebene Parallelstromung 
mit Zirkulation um einen Kreiszylinder vom Radius al (Abb.168) 
lautet mit z = x + iy nach Bd. I S.158 

(272) 

ist bislang noch nicht durchgefiihrt. Experimentell ist die Frage von C. Wiesels
berger in Angriff genommen worden, der diesbeziigliche Messungen an Jou
kowsky-Profilen durchgefiihrt hat. Vgl. hierzu "Innsbrucker Vortrage aUB dem 
Gebiete der Hydro- und Aerodynamik", herausgegeben von v. Karman und 
Levi-Civita. Berlin 1924, Bowie A. Betz und J. Lotz: Z. Flugtechn. Motor
luftsch. 1932 Nr. 10 S.277. 

Kaufmann, Rydromechanik II. 14 
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wenn Vco die der X-Achse parallele Anstromungsgeschwindigkeit im 
Unendlichen gegen den ruhend gedachten Zylinder und r die Starke 
der Zirkulation bezeichnen. Nimmt man nun an, daB die Richtung der 
Anstromungsgeschwindigkeit mit der positiven X-Achse den Winkel f3 
einschlieBt, so erhalt man das komplexe Stromungspotential w(z') in 
der z'-Ebene (deren Achsen mit denen der z-Ebene zusammenfallen 
mogen), wenn man z' = zeili setzt, was einer Drehmlg um den Winkel f3 
entspricht (Bd. I S. 132). Mit z = z' e-; Ii geht (272) uber in 

J I I 
I I \ 
J yi 

/;J1J~1 
/~I 

/ I I 
I I I 

I I I 
/ / 

I 

/ 
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I 
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I 
/ 
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I 
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w (z') = Vco (z' e- iP +~} eiP ) + ~~ In (z' C ifi). (273) 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

Abb.169. 
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Bisher war angenommen, 
daB der Mittelpunkt M des 
Kreises mit dem Koordina
tenursprung 0 zusammen
fiiUt. Denkt man sich jetzt 
M aus 0 heraus um die 

~~ 

Strecke 0 M = u verschoben 
(Abb.169), so kann das kom
plexe Stromungspotential 
W (z") in der z"-Ebene aus 
(273) gefunden werden, wenn 
man z" = z' + u setzt, was 
einer Verschiebung des Punk
tes 0 nach M entspricht. Mit 
z' = z" - u folgt aus (273) 

W (z") = Vco {(z" - u) e- ifi + z" ~u eifi } + ~~ In {(z" - u) e- iP } 

oder, wenn man nachtraglich wieder die z"-Ebene mit der z-Ebene zu
sammenfallen laBt, 

w (z) = v {(z - u) e- ifi + ~ eifi } + iT In{(z - u) e- ifi }. (274) 
co z-u 2:n 

Der Ausdruck (274) stellt somit das komplexe Stromungspotential der 
Parallelstromung mit Zirkulation um den Kreis vom Radius a1 und 
Mittelpunkt M dar, welcher mit der Geschwindigkeit Vco angestromt 
wird, die ihrerseits mit der X-Achse den Winkel f3 einschlieBt (Abb. 169). 

Gelingt es nun, eine analytische Funktion z = z (e) anzugeben, durch 
welche das zu untersuchende Tragflugelprofil der e -Ebene konform in 
einen Kreis der z-Ebene transformiert wird, so erhalt man aus (274) 
durch EinfUhrung der Funktion z = z (e) das komplexe Stromungs
potential 

(275) 

wobei @(g,17) und P (g, 17) Geschwindigkeitspotential und Strom
funktion der Tragflugelstromung in der e-Ebene darstellen (e = g + i1]). 
Durch diese Transformation wird die Zirkulation r nicht geandert, 
d. h. fUr den Tragflugel ist der gleiche Wert r maBgebend wie fUr 
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die Kreisstromung. Die Aufgabe lauft also jetzt darauf hinaus, die 
Abbildungsfunktion z = z (C) aufzusuchen. 

Dazu ist, wie R. v. Mises in seiner "Theorie des Tragflachen
auftriebes" gezeigt hatl, in besonderem MaBe ein von L. Bieberbach 
aufgestellter Satz aus der Funktionentheorie geeignet. Danach hat die 
Funktion, durch welche der AuBenraum einer efufach geschlossenen, im 
ubrigen aber beliebig gestalteten Kontur in der C -Ebene eindeutig auf 
den AuBenraum eines Kreises in der z-Ebene abgebildet _wird, die Form 

(276) 

Die darin auftretenden GroBen C1 , C2 • •• sind im allgemeinen komplexe 
Konstante, konnen aber in speziellen Fallen auch reell sein (s. unten). 
LaBt man in Gl. (276) C -+ 00 gehen, so geht z -+ C, d. h. bei der Ab
bildung mittels der Funktion (276) bleibt das unendlich Ferne 
unverandert. Die Konstanten c1 , C2 ••• sowie der Radius des Kreises, 
in den die gegebene Kontur (Flugelprofil) durch die Funktion (276) uber
gefiihrt wird, sind durch die Form der Kontur eindeutig bestimmt; 
dasselbe gilt von dem Kreismittelpunkt, wenn man beide Bildebenen 
mit den Bezugsachsen aufeinanderlegt. 

Einen speziellen Fall von (276) bildet die bereits im 1. Bande (S. 160) 
behandelte Kutta-Joukowskysche Abbildung mittels der Funktion 

a2 
C=z+-. z (277) 

(277a) 

und entwi.ckelt die Wurzel nach einer binomischen Reihe, so erhalt man, 
da z = C fiir C = 00 sein soIl, 

(278) 

d. h. die Reihe (276), wenn dort C1 = - a2, c2 = 0, Cs = - a4 ••• ge
setzt wird. 

Hat man also die Funktion (276) fiir ein vorgelegtes Tragflugel
profil bestimmt, so erhalt man durch Einfiihrung in (274) das kom
plexe Stromungspotential (275) fiir das zu untersuchende Profil 
und kann daraus durch Trennung der reellen und imaginaren Glieder 
in der friiher gezeigten Weise Geschwindigkeitspotential und Strom
funktion angeben. 

Wie oben bereits bemerkt wurde, ist die Auftriebskraft A bestimmt 
durch den Kutta-Joukowskyschen Satz, wonach 

(279) 

1 Z. Flugtechn.Motorluftsch. 1917 8.157; 1920 8.68 u. 87, sowie Z. angew. 
Math. Mech. 1922 8. 71. 

14* 
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bezogen auf die Einheit der Fliigelspannweite. Bei gegebener An
stromungsgeschwindigkeit Vco kann also A berechnet werden, sobald 
die Zirkulation r bekannt ist. Um diese zu finden, geht man von der auf 
Seite 206 erorterten Hypothese aus, wonach die Zirkulation eine solche 
GroBe annehmen muB, daB die Stromung an der scharfen Hinterkante 
glatt abflieBen kann. Mit anderen Worten: der Punkt S des Tragfliigel
profils, in dem die obere und untere Randstromlinie wieder zusammen
treffen, fallt mit der Hinterkante des Profils zusammen (Abb. 163). 
Durch die Abbildungsfunktion (276) ist diesem Punkte S ein ganz be
stimmter Punkt des Kreises in del' z-Ebene zugeordnet, namlich der 
hintere Staupunkt Ao (Abb. 169). Durch Differentiation von (274) 
folgt 

dw(z) _ _ • _ (-ifl_~ ifl) + ir_l_ 
dz - v'" ~Vy - Vco e (Z-U)2 e 2:nz-u' (280) 

wo V",- ivy die konjugierte Geschwindigkeit darstellt (Bd. I S. 127). 
'I dw (z) I Del' Betrag muB an del' 
I dz 

Tj !J 

Stelle Ao verschwinden, da diesel' 
Punkt hinterer Staupunkt del' 
Kreisstromung sein soIl. Be
zeichnet nun in Abb. 169 0' 
den Winkel, den del' Radius 
MAo gegen die X-Achse bil-

I"--'=~~~~~:.;:;:t;~~tJ-~e det, so wird del' Punkt Ao in 
-: x del' z-Ebene festgelegt durch 

z = U + a1 ei 0'. Fiir diesen Wert 
muB demnach die rechte Seite 
von (280) zu Null werden, wes
halb Abb.170. Joukowsky-Profil. 

odeI' 

wenn 0 = 2 n - 0' gesetzt wird. (Vgl. hierzu die entsprechenden Aus
flihrungen libel' die Joukowskysche Abbildung in Bd. IS. 163.) 

Abb. 170 zeigtein J oukowsky-Profil und den Kreis KI der z-Ebene, 
auf den das Profil durch die Funktion (277 a) abgebildet wird. Del' 
Spitze A' entspricht del' Kreispunkt Ao (hinterer Staupunkt HiI' die 
Kreisstromung). Die Verbindungslinie des Kreismittelpunktes M mit 
Ao ist demnach eine fiir das dargestellte Profil charakteristische Achse, 
die nach v. Mises als Nullinie bezeichnet werden moge und mit del' 
Anstromungsrichtung den Winkel ()(1 = fJ + 0 einschlieBt. Fiihrt man 
diesen Winkel in (281) ein, so nimmt die Zirkulation r die einfache 
Form an 

r = 4 n Vco al sin 0:1 • (281 a) 

Sie ist also bekannt, sobald del' Radius a1 des Bildkreises und die Null
linie festgelegt sind, und zwar gilt G1. (281 a) ihrer Ableitung entsprechend 
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nicht nur fill J oukowskysche, sondern auch fill beliebig andere 
Profilformen. Mit ihr geht Gl. (279) fill den Auftrieb iiber in 

A = 4 n e v;' a1 sin IXI • (282) 

Zur vollstandigen Bestimmung des Auftriebes A muB auBer seiner 
GroBe auch die Lage seiner Richtungslinie angegeben werden. Zu 
diesem Zwecke hat man das Moment we des Auftriebes fill einen be
liebigen Punkt des Flugelquerschnittes zu ermitteln und erhalt dann 

aus dem Quotienten ~ die GroBe des Hebelarmes in bezug auf den ge

wahlten Momentenpunkt. Man kann sich dabei - ahnlich wie bei del' 
Ableitung des Kutta-Joukowskyschen Satzes (Bd. I S. 177) -
wieder des Impulssatzes bedienen. Unter del' Voraussetzung stationarer 
Bewegung hat man zu diesem Zwecke das Moment aller auf eine in be
stimmter Weise abgegrenzte Flussigkeitsmasse wirkenden auBeren 
Krafte gleich dem UberschuB des Momentes des in del' Zeiteinheit aus 
dem abgegrenzten Bereiche austretenden Impulses uber dasjenige des 
eintretenden Impulses zu setzen (Bd. IS. 59 und 60). Auf diese Weise 
hat v. Mises 1 einen allgemeinen Ausdruck fUr das Auftriebsmoment bei 
beliebiger Profilform abgeleitet; danach ist, wenn man den Mittel
punkt M des Kreises KI als Momentenpunkt wahlt, 

weM = 2 e nv~c2 sin 2 ({J + y), (283) 

wobei das Moment positiv gerechnet werden solI, wenn es um M im 
Uhrzeigersinn dreht (vgl. Abb. 170). 

In Gl. (283) stellen c und y zwei reelle Konstante dar, die mit del' 
(im allgemeinen komplexen) Konstanten c1 del' Reihe (276) durch die 
Beziehung 

verknupft sind. Sobald durch die gewahlte Profilform uber kl und k~ 
verfugt ist, sind auch c und y vermittels del' Beziehung 

kl + i k~ = - c2 (cos 2 Y + i sin 2 y) 
odeI' 

k~ = -c2 sin2y 
bestimmt. 

Fill das J oukowsky -Profil ist nach S. 211 c1 = - a 2, wo a = OAo 
(Abb.170), demnach kl = - a 2 , k~ = O. Daraus folgt c2 = a 2 , y = 0 
und fur das Moment 

imM = 2 e n v~ a2 sin 2 {J . (283a) 

Unter Beachtung del' Gl. (282) und (283) erhalt man fur den Hebel
arm h (Abb. 170) die GroBe 

h _ '!lJ1M _ (l2 sin 2 (P+y) 
- --:t.L - -2 al - sin~' 

speziell fUr das J oukowsky -Profil 

1 FuBnote 1 S. 211. 

h =~ sin2p 
2 al sin C(l • 
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Damit ist aber auch die relative Lage der Auftriebskraft gegen das Fltigel
profil bestimmt. 

R. v. Mises 1 und W. M tiller 2 haben die geometrischen Eigenschaften 
der Fltigelprofile genauer untersucht und eine R,eihe wichtiger Zusammen
hange zwischen Auftrieb, Profilform und Anstellwinkel dargelegt. 

Weiter oben wurde darauf hingewiesen, daB man mittels del' 
Funktion (277) ein J oukowskysches Tragfltigelprofil aus dem Kreise KI 
(Abb.170) ableiten kann. Ein graphisches Verfahren hat E. Trefftz 3 

angegeben, das bereits im 1. Bande besprochen wurde. Durch ent-
sprechende Wahl del' Lange a = OAo, sowie GroBe und Richtung 

--~ 

von u = 0 Mist man in der Lage, GroBe, Kriimmung und Dicke des 
Profils weitgehend zu variieren. Die auf diese Weise entstehenden Profile 
weichen jedoch insofern von den praktisch verwendeten Fltigelquer
schnitten ab, als sie am hinteren Ende eine Schneide mit dem Kanten
winkel T = 0 aufweisen. 

Man kann nun, wie Th. v. Karman und E. Trefftz4 in Anlehnung 
an einen Gedanken von Kutta gezeigt haben, durch Erweiterung 

1JlI der J oukowskyschen 
Methode zu Profilen 
gelangen, bei denen 
der hintere Kanten-

~ winkel T einen von Null 
--f!t-:::~~=;;;o;;;~~=";AS#~~=:==dM:r verschiedenen Wert hat, 

: ! 11 wenn man statt der Gl. 
! ~" ! (277) die Abbildungs-
I _/ i, funktion 
i-E-Za ? I" a----:O-:-a~ 

Abb.171. Tragfliigelprofil mit endlichem KantenwinkeI <. 

anwendet, worin der Exponent 

~+na_(z+a)n 
~-na - z--;; (284) 

n= 2-.2.. 
:It 

wenig kleiner als 2 ist. Fiir T = 0 wird n = 2, und (284) geht tiber in 

~ + 2 a = (~±-~)2, 
~-2a z-a 

(284a) 

woraus man durch Ausmultiplizieren wieder die J oukowskysche Ab-
bildungsfunktion (277) a2 

C=z-t--
erhalt. Z 

Durch die Transformation (284) geht der Kreis K mit dem Mittel
punkt M (Abb.l71) tiber in das Kreiszweieck A' B'A', del' Kreis KI 
mit dem Mittelpunkt MI in das gezeichnete Tragfltigelprofil, dessen hin
terer Kantenwinkel T von Null verschieden ist. 

1 Vgl. die auf S.211 genannten Arbeiten. 
2 Z. angew. Math. Mech. 1924 S.213, und Mathern. Stromungslehre, S. 148. 

Berlin 1928. 
3 Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1913 S. 130. 
4 Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1918 S. 111; vgl. auch v. Mises: Z. Flugtechn. 

Motorluftsch. 1920 S. 72. 
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50 'fragfliigel von endlicher Spannweite. Induzierter 
Widerstand. 

Wie oben bereits erwahnt wurde (vgl. S. 207) stimmen die theore
tisch ermittelten Auftriebswerte beim unendlich langen Fliigel (ebenes 
Problem) recht befriedigend mit den Versuchsergebnissen iiberein. Die 
bei den Versuchen festgestellte Widerstandskraft W, welche nach der 
Theorie gleich Null sein miiBte, laBt sich ohne Schwierigkeit aus dem 
an der Fliigeloberseite auftretenden Totwassergebiet sowie aus Rei
bungswirkungen an der FliigeloberfHiche erklaren. Anders verhalt es 
sich jedoch bei Tragfliigeln von endlicher Spannweite, wie sie praktisch 
allein in Frage kommen. Hier treten erfahrungsgemaB auch schon bei 
kleinen Anstellwinkeln Widerstandskrafte auf, die ihre Ursache nicht 
aHein in den oben genannten Einfliissen haben, sondern wesentlich durch 
die Vorgange an den FIiigelenden bedingt sind. 

Auf Seite 202 wurde gezeigt, daB durch Uberlagerung der trans
latorischen und der zirkulatorischen Stromung an der Fliigelunterseite 
(Druckseite) ein Uberdruck, an der Fliigeloberseite (Saugseite) dagegen 
ein Unterdruck entsteht, wodurch erst die Ausbildung der Auftriebs-

G;+S1!1§+® 
Abb.172. 

--~~~~~ F"-...,~~*,"",;-"" 

tr-e-~-Br-e---e-~-Br-e-~ ""-"'- ........................ ~ ........,~............,"--'1'~ -Abb. 173. Wirbelschicht hinter dem Tragfiiigel. 

kraft ermoglicht wird. Diese Druckunterschiede haben ein Umstromen 
der seitlichen Fliigelenden in dem aus Abb.172 ersichtlichen Sinne 
zur Folge. Die dadurch bedingte Sekundarstromung halt auch dann noch 
an, wenn die entsprechenden Fliissigkeitsteilchen den Tragfliigel schon 
verlassen haben, so daB jetzt hinter dem Fliigel zwei Fliissigkeits
schichten vorhanden sind, die mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
aneinander vorbeiflieBen. Es bildet sich also eine Unstetigkeitsflache 
aus, die man sich nach Ed. I S. 190 auch durch zwei Wirbelschichten 
von entgegengesetztem Drehsinn ersetzt denken kann (Abb. 173). Diese 
Wirbelschichten sind Iabil und zerfaHen im weiteren Verlauf der Stro
mung durch "Aufwicklung" infolge von Zahigkeitseinwirkungen in zwei 
Randwirbel, die sich theoretisch iiber die ganze Lange des Flugweges 
erstrecken und deren Achsen, von den Fliigelspitzen ausgehend, in die 
Fortschreitungsrichtung des Flugzeuges fallen. Da nun bei der Vorwarts
bewegung des Tragfhlgels diese Wirbel immer neu gebildet werden 
miissen, was einen standigen Energieaufwand zur Folge hat, so ist zur 
Vorwartsbewegung eine Arbeitsleistung erforderlich oder, anders ge
sprochen, der FIiigel muB einen Widerstand iiberwinden. Die theore
tische Erklarung dieses sogenannten Rand- oder induzierten 
Widerstandes ist L. PrandtP zu verdanken und stellt einen der 
groBten Fortschritte der Tragfliigeltheorie dar. 

1 Prandtl, L.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen Math. Phys. Klasse 1918 u. 1919; 
wieder abgedruckt in "Vier Abhand1ungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik" 
(zus. mit A. Betz). Gottingen 1927. 
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Auf 'Seite 207 wurde gezeigt, daB man zur Beschreibung del' Vor
gange in einiger Entfernung des unendlich langen Fliigels (ebenes 
Problem) letzteren durch einen "tragenden Wirbel" von del' Zirkulationr 
ersetzen kann. Ein solcher "Wirbelfaden" kann im Innern einer Fliissig
keit wedel' beginnen noch enden (Bd. I S. 183). Er muB sich also ent
wedel' bis an die Grenzen del' Fliissigkeit erstrecken - wie beim un
endlich langen Tragfliigel - odeI', in sich zusammenlaufend, einen ge
schlossenen Wirbelring bilden. Nimmt man nun einen Tragfliigel von 
endlicher Spannweite an und setzt eine iiber die ganze Spannweite gleich
maBig verteilte Zirkulation voraus, die an den Fliigelenden p16tzlich auf 
Null abfallt, so kann man die oben erwahnten Randwirbel als Fort
setzung des tragenden Wirbels auffassen. Bei unendlich langem Flug
wege enden diese Randwirbel (und damit del' ganze Wirbelfaden) theore-

l1antiwirbel tisch erst im Unendlichen (Hufeisenwirbel 

frog. Wirbel 
l1antiwirbel 

Abb. 174), bei endlichem Flugwege dagegen 
bilden sie mit dem "Anfahrwirbel" einen ge
schlossenen Wirbelring (Abb. 175). 

AuBerhalb del' Achse 
Abb.174. HufeisenwirbeI. diesesWirbelringesherrscht I 

Potentialstromung. Zieht I /trag:Wirbef 

Anfahrwirbel man also gemaB Abb. 176 Q@~ 
in diesel' Potentialstromung Ll C-J /?antiwirbel 

eine geschlossene Linie, die -r 
einen einfach zusammen-

Abb. 175. Der tragende Wirbei 
bildet mit den beiden Rand
wirbein und dem Aufahrwirbei 
einen geschlossenen Wirb~iring. 

hangenden Bereich um- Abb.176. Die Zirkulation 
des Randwirbeis ist gieich 

schlieBt (man kann sie auf der Tragfiiigeizirkulation. 

einen Punkt zusammen-
ziehen, ohne daB sie die Wirbelachse schneidet), so muB das Linien
integral del' Geschwindigkeit langs diesel' Linie verschwinden (Bd. I 
S.114, 157 und 186). Fill den Fall, daB die Punkte a und b unendlich 
nahe aneinander riicken, ist das Linienintegral del' Geschwindigkeit fill 
die Kurve I identisch mit del' Zirkulation r des tragenden Wirbels 
(bzw. des Tragfliigels), weshalb das Linienintegral del' Geschwindigkeit 
fill die Kurve II gleich - r sein muB. Daraus folgt abel', daB die 
Zirkulation des Randwirbels in Abb. 174 ebenfalls gleich r ist (ent
gegengesetzter Drehsinn). 

In Wirklichkeit liegen die Verh1iJtnisse nun nicht so einfach wie im 
vorstehenden FaIle, da del' Auftrieb - und mit ihm die Zirkulation - bei 
Fliigeln von endlicher Spannweite wegen des iiber die Fliigelrander statt
findenden Druckausgleichs nicht gleichmaBig iiber die Spannweite ver
teilt ist, sondern von einem Maximum in del' Mitte nach einem zunachst 
unbekannten Verteilungsgesetz allmahlich nach den Seiten hin auf Null 
abfallt. Dementsprechend werden sich unmittelbar hinter dem Fliigel 
auch nicht nur die beiden oben erwahnten Randwirbel ausbilden, die ja 
die Fortsetzung del' p16tzlich aufhorenden Tragfliigelzirkulation dar
stellen sollten, sondern es wird ein ganzes System paralleler Stabwirbel 
hinter dem Fliigel entstehen, deren Verteilung und Intensitat von del' 
Verteilung del' Zirkulation langs des Tragfliigels abhangig sein wird, 
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da jeder Anderung der Zirkulation ein vom Tragflugel nach hinten ab
gehender Wirbelfaden entsprechen muB. 

Man kann sich in diesem Falle eine ungefahre Vorstellung von dem 
Wirbelsystem verschaffen, wenn man gemaB Abb. 177 mehrere Huf
eisenwirbel von verschiedenem Randwirbelabstand uberlagert, was einer 
stufenartigen Verteilung der Zirkulation langs des Tragflugels ent-
sprechen wiirde. Bei stetiger Ande- I2 I; 

rung der Zir~ulat~.on bil~en die ab- II ----0 :'3~~~~~~ 
gehenden Wrrbelfaden erne zusam- .r;F'-- 'd=
menhangende Wirbelschicht, die man IJ L~ 
auch als "W i r bel band" bezeichnet, t J 
und die mit wachsendem Abstand 12W I~ : ~~~~~ 
vom Flugel die oben erwahnte Um- '"1; ' ~ 
gestaltung erfahrt. 11 7; 

Bleibt man zunachst bei der V or- Abb. 177. H~~~f~:~=~I.mebxerer 
stellung einzelner isolierter Wirbel-
faden, so kann aus der Darstellung in Abb. 176 geschlossen werden, daB 

jede Anderung der Zirkulation r = r(x) um die GroBe d~;x) dx langs 

des Elementes dx der Flugelspannweite einen ruckwarts abgehenden 

Wirbelfaden von der Zirkulation d~~X~ dx zur Folge hat. 1st also das 

Verteilungsgesetz r = r(x) bekannt, so kann auch die Intensitat des 
Wirbelbandes unmittelbar 
hinter dem Tragflugel an
gegeben werden. 

Fur die Folge ist es nun 
wichtig, die Wirkung der ab
gehenden Stabwirbel auf ihre 
Umgebung unmittelbar hinter 
dem Tragflugel festzustellen. 
Nach Bd. I S. 186 und unter 
Beachtung der Bezeichnungen 
in Abb. 178 erzeugt das 
Stuck L - L' eines geraden 

Abb. 178. Veranderliche Zirkulationsverteilung iiber 
die Langsachse des Fliigels. 

Wirbelfadens von der Wirbelstarke r' in einem Punkte P, dessen Ab
stand von der Wirbelachse x - ~ betragt, die Geschwindigkeit 

Erstreckt sich der Wirbelfaden l1ach rechts bis ins Unendliche, so geht 

vorstehel1der Ausdruck mit 81 = i und 82 = n uber in 

r' 
W = 4n;(x-IT' (285) 

In Abb. 178 stelle F - F' die Langsachse eines Tragflugels von der 
Spal1nweite 8 dar, r(x) die mit x veranderliche Verteilung der Trag
flugelzirkulation und L - L' einen infolge dieser Veranderlichkeit ruck-
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warts abgehenden Wirbelfaden von der Starke r' = - d~~x) d x (siehe 

oben), der sich nach rechts bis ins Unendliche erstrecken solI. Da bei der 
angenommenen Zirkulationsverteilung langs des Tragflugels r(x) von 
der Mitte nach beiden Seiten hin abnehmen soll, so ist r' bei positivem x 
positiv, bei negativem x dagegen negativ. Dann erteilt dieser Wirbel
faden nach (285) dem Punkte Peine Abwartsgeschwindigkeit von 
der GroBe 1 dT(x) 

dw~ = - 4n(x - .(=) d-X- dx_, 

und die Geschwindigkeit des Punktes P infolge der gesamten vom Flugel 
abgehenden Wirbelschicht hat den Wert 

s 
% ~ ""'2 

w, = _ _ 1_ J dT (x) cl x . 
, 41l rlx x - , (286) 

6 0: =-"2 

obald also die Verteilung r( x) gegeb n 
i ·t, Hillt ich we an jeder beliebigen tel1e ~ 
b rechnen. 

E fragt ich nun, welchen EinfluB 
Abb.179. Durch die induzierte Ge- diese vom Tragflugel "induzierte Ge
schwindigkeit wird der wiIksame An- h' d' k ." ill d S 

stellwinkel verkleinert. SC WIn 19 el t w~ a as tromungs-
feld um den Tragflugel ausubt. Nimmt 

man zunachst einmal an, W = w~ sei an jeder Stelle ~ eine konstante, 
abwarts gerichtete Geschwindigkeit, so tritt zur Anstromungsgeschwin
digkeit Voo noch eine Vertikalkomponente w - eben die induzierte Ge
schwindigkeit - weshalb die resultierende Stromung jetzt unter dem 
(kleinen) Winkel q; gegen die ungestorte Stromung nach abwarts ge
neigt ist (Abb.179). Durch diese Neigung der Stromlinien wird del' 
wirksame Anstellwinkel - d . h. der Winkel zwischen Profilsehne 
und resultierender Stromung - kleiner, namlich gleich der Differenz 
oc - cp = oct, was eine Verkleinerung der Zirkulation und damit des 
Auftriebes zur Folge hat. AuBel'dem steht die mit del' Zirkulation 
verbundene Luftkraft R jetzt nicht mehr senkrecht zur Richtung von V oo , 

sondern senkrecht zur Richtung der aus Voo und w resultierenden Ge
schwindigkeit, ist also in Abb. 179 schrag nach ruckwarts geneigt. Zer
legt man sie in ihre Komponenten senkrecht zur ungestorten Ge
schwindigkeit Voo und in Richtung derselben, so liefert die erste defi
nitionsgemaB den Auftrieb A (der wegen der Kleinheit von cp gleich R 
gesetzt werden kann), die zweite dagegen den gesuchten ind uzierten 
Widerstand W. Fur letzteren gilt also wegen 

w W 
tgq;=-=A 

Voo 
die einfache Beziehung 

W = A~. (287) 
Voo 

1st die hier gemachte Annahme eines konstanten w nicht erfiillt, so 
laBt sich der induzierte Widerstand wie folgt darstellen: Auf ein Langen-
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element dg der Fliigelspannweite (Abb. 178) entfallt nach dem Kutta
J oukowskyschen Satz der Auftrieb 

dA = ev",T(g)dg 

und nach (287) ein induzierter Widerstand 

dW =dA w~ =ew~T(~)M. 
v'" 

Der gesamte Widerstand auf den ganzen Fliigel betragtalso 

~=+f 
W = e J T(~)Mw~ 

i;=-~ 
2 

oder, wenn man den Wert von w~ aus (286) einfiihrt, 

~=+~ x=+!.. 
2 2 

W=~ f T(~)d~ f dr(x) t dx .• 
4 n dx ~ - x 
~=-~ x=-~ 

2 2 

Die Berechnung von W nach vorstehender Gleichung setzt also die 
Kenntnis der Zirkulations- bzw. Auftriebsverteilung iiber die Fliigel
spannweite voraus. 

Es erhebt sich jetzt die Frage, ob es eine praktisch mogliche Zirku
lationsverteilung gibt, bei der - wie oben angenommen - w~ = const. 
wird. Tatsachlich zeigt sich, daB dieses der Fall ist, wenn man die 
Zirkulation nach einer Halbellipse iiber die Tragfliigel
spannweite verteilt annimmt, also 

T(x) = To V-~(tr (288) 

setzt, wo die maximale Zirkulation To gleich der kleinen Halbachse der 
Ellipse ist (Abb. 178). 

Bildet man also 
dr(x) ro' x 

dx ; v(; r -x 2 

und fiihrt diesen Wert in (286) ein, so erhalt man 

oder, wenn zur Abkiirzung 

8 
X=-2 

x' = 2 x und ~' = 2 ~ 
8 8 
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gesetzt wird, 
x'=+l 

To f w~=--2:n:8 
x' dx' 

x' - ~i VI _ x' 2 • 

x'=-l 

Dafiir kann man auch schreiben 

Nun ist 

und 

W = ~ {f+1_ dx' + ~' f+l dx' . } . 
I; 2:n:8. fl-X'2 (x'-,nYI-x'2 

-1 -1 

f
+l dx' . -:J1 
~-==arcsmx =:n; YI - X'Z 

-1 -1 

+1 

f~- dx' = 0 
(x' - ~')YI-x'2 . 

-1 

Zur Integration des letzten Ausdrucks setze man 

2t --- t2-I 2(t2-1)dt 
x'=t2 +1; -YI-x'Z=t2+I; dx'=- (tz+I)2' 

Dann wird 

J-f dx' ..... -2f dt -2 f dt 
- (x'-~')ff-x'2- t2~/-2t+';'- r tZ-2tr+I' 

I 
wo ~' =-. 

r 

1m vorliegenden Faile ist ~/2< I, also r2= ';~2 > 1. Nun ist 

f 
dt r t-r-~r2-1 

J=2r = ---In , 
t2 - 2 t r + I Vr2 - I t - r + Vr2 - I 

1+~I-x'2 I 
also wegen t = --x-.,-- und l' = ~' 

.t(l +VI=-x'2)-I-VI-~/2 I x, 
J = --- In --- - . 

VI- ';/2 f,- (I + VI-x'z) - 1 + ~l- ~'2 

v=+l 

(289) 

(290) 

(290a) 

Setzt man hier die Grenzen fein, so ergibt sich ein unbrauchbarer Wert, 
v=l 

was darauf zuriickzufiihren ist, daB in (290) der Integrand fiir x' = ~' unendlich 
groB wird. Man hat deshalb aua (290a) den Grenzwert 

{ 
x'=E/-!. XI=+l} 

I~ JJX'=_l + Jt/=~,+J. 
zu bilden und gelangt auf diese Weise zu dem Ergebnis (290). 

Somit folgt aus (289) 

WI; = W = ~: = const., (291) 
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also unabhangig von der Abszisse x. Damit laBt sich nun der induzierte 
Widerstand nach (287) leicht berechnen. Zunachst gilt nach dem Kutta
J oukowskyschen Satz fUr den gesamten Fliigelauftrieb unter Be
achtung von (288) 

s s 
+2" 2 

A~ev. f r(X)dX~2ev.r'Jrl- (i)·dX. 
s 0 

-2" 

woraus dureh Integration folgt 

oder 

A = I2nvooF~~ 
4 

4.,4 r ------
o - 12 n Voo 8 • 

Fiihrt man diesen Wert in (291) ein, so wird 
2.,4 

und nach (287) 

w=---
I2 nvoo82 

w = ~-=-- = _ .,42_ 
12 n vio 8 2 n 8 2 q , 

(292) 

(293) 

(294) 

wo q = ~ v~ wieder den Staudruck bezeichnet. Man erkennt daraus, 

daB der induzierte Widerstand bei einem bestimmten Auftrieb urn so 
kleiner wird, je groBer die Fliigelspannweite ist. 

Die der vorstehenden tlberlegung zugrunde lie- E -t 7-
gende elliptische Auftriebs- bzw. Zirkulations-
verteilung liiBt sich praktisch bei einem Tragfliigel Abb. 180. 

verwirklichen, dessen Vorder- und Hinterkante durch Elliptische Flfigelform. 

Halbellipsen gebildet werden (Abb. 180) und dessen 
Profile siimtlich geometrisch ahnlich sind und parallele Sehnen haben. 
In diesem FaIle ist wegen W = const. fUr aIle Fliigelelemente der wirk
same AnsteIlwinkel (vgl. S. 218) derselbe, und der Auftrieb ist propor
tional der Profiltiefe [vgI. GI. (282)], d. h. eben elliptisch iiber die Spann
weite verteilt. 

Dieser Auftriebsverteilung entspricht, wie oben gezeigt wurde, eine 
iiber die ganze Fliigelspannweite konstante induzierte Geschwindigkeit 
w~ = w. Die hinter dem Tragfliigel vorhandene Unstetigkeitsflache 
(Wirbelband) bewegt sich also im vorliegenden Sonderfall wie ein 
starres Gebilde nach abwarts, wahrend sie bei veranderlichem Wi; 

eine Deformation erleidet. Es laBt sich nun ganz allgemein zeigen \ 
daB der induzierte Widerstand bei gegebener Auftriebsverteilung dann 
am kleinsten wird, wenn die induzierte Geschwindigkeit Wi; = W = const. 
ist. Der hier besprochene Fall elliptischer Auftriebsverteilung liefert also 

1 Munk, M.: Isoperimetr. Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Dissert. 
Gottingen 1919. Betz, A.: Handb. der Physik von Geiger u. Scheel Bd. 7, S. 245. 
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das Minimum des induzierten Widerstandes und hat als solcher 
besondere Bedeutung. 

FUr die Praxis hat der rechteckige Flugel von konstantem 
Profil besonderes Interesse. Genauere Untersuchungen haben ergeben, 
daB bei dieser Flugelform die Auftriebsverteilung nicht allzu viel von 

der elliptischen abweicht, sofern das Seitenverhaltnis -{- des Flugels 

nicht zu groB ist. So ergibt sich nach Rechnungen von A. Betz 1 beim 
rechteckigen Flugel vom Seitenverhaltnis . 

~ = 3 
t 5 8 10 

Ww = 1,02 1,04 1,07 1,09. 
min 

Nach Gl. (294) ist die Abhangigkeit des Widerstandes vom Auftrieb 
durch eine Parabel, die sog. Widerstandsparabel, gegeben. Druckt 
man W und A durch ihre Beiwerte C w bzw. ca aus (S. 198), so laBt 
sich die theoretische Abhangigkeit Ca = t (c w ) graphisch darstellen und 
mit dem entsprechenden Polardiagramm vergleichen (Abb. 156 ge
strichelte Linie). Der Unterschied zwischen dem gemessenen Cw der 
Polarkurve und dem theoretischen Wert (induzierter Widerstand) stellt 
den EinfluB des Reibungs- und Druckwiderstandes dar (vgl. 
S.215), der von der Profilform abhangig ist (Profilwiderstand). 
Man kann also schreiben 

Cw = Cw; + cwP ' (295) 

wenn CWi den Beiwert des induzierten Widerstandes und cWp denjenigen 
des Profilwiderstandes bezeichnet; CWi ist wesentlich abhangig vom 

Seitenverhaltnis -{-, cWp dagegen erfahrungsgemaB nahezu nicht. Fuhrt 

man in Gl. (294) die Beiwerte cw; und Ca gemaB Gl. (259) ein, so erhalt 
man 

und somit nach (295) 

F 
C =c2 _ 

Wi an 82 

9 F 
Cw = C~ -2 + cwp • 

n8 
(296) 

Dieser Ausdruck gilt streng genommen nur fUr elliptische Auftriebs
verteilung; er kann aber nach den obigen Ausfiihrungen auch noch fUr 
rechteckige Flugel von nicht zu groBem Seitenverhaltnis benutzt 
werden. Da ferner cWp vom Seitenverhaltnis nahezu unabhangig ist, so 
gestattet Gl. (296) die Umrechnung der Widerstandsziffer eines 
Flugels, dessen Polarkurve bekannt ist, in diejenige eines Flugels von 
gleichem Profil aber anderem Seitenverhaltnis. Fur die beiden Flugel 1 
und 2 gilt namlich nach (296) 

2 Fl 
Cwl = Cal -. + CWp n81 

2 F2 + 
Cw 2=Ca2-2 CWp ' n 8 2 

1 Beitrage zur Tragfliigeltheorie mit besonderer Beriicksichtigung des ein
fachen rechteckigen Fliigels. Dissert. Gottingen 1919. 
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woraus durch Differenzbildung fiir den gleichen Auftriebsbeiwert 
Cal = Ca2 = Ca folgt 

(297) 

Man kann somit aus einer vorliegenden Polarkurve (Abb. 156) fiir 
jedes Ca das zugehorige CW2 del' neuen Polarkurve berechnen. 

In ahnlicher Weise liiBt sich auch del' Anstellwinkel bei gleichem 
ca-Wert umrechnen nach del' Formel 

Ca (F2 F1) 
1X2 = 1X1 + - 2 - 2 . n 8 2 8 1 

(297 a) 

Beide Formeln, besonders diejenige fUr cw, stimmen fiir ~ < ~ sehr gut 

mit den Versuchsergebnissen iiberein l . 

6. Doppeldecker. 
Die Dberlegungen del' vorigen Nummer, die zur Erklarung und rech

nerischen Ermittlung des induzierten Widerstandes beim Eindecker 
fUhrten, lassen sich sinngemiiB auch auf Mehrdecker iibertragen, 
von denen hier jedoch nul' die Doppeldecker kurz gestreift werden 
sollen. 

Da jeder Tragfliigel von endlicher Spannweite bei seiner Bewegung 
ein Wirbelsystem erzeugt, so muB sich del' gesamte induzierte Wider
stand des Doppeldeckers aus vier Teilen zusammensetzen, namlich aus 
den beiden Widerstanden, welche die Fliigel als Eindecker aufweisen 
wiirden, und den beiden Widerstanden, die aus del' Wirkung jedes 
Fliigels auf den anderen hervorgehen. Man hat somit als gesamten 
induzierten Widerstand 

TV = TV 11 + TV 12 + TV 21 + TV 22, (298) 

wenn TV12 den Widerstand des ersten Fliigels, hervorgerufen durch 
das Wirbelsystem des zweiten Fliigels bezeichnet usw. Dabei laBt sich 
TV12 nach S. 219 in del' Form anschreiben: 

8 

+z 
TV 12 = e J r l (;) W12 (;) d; , 

8 -z 
worin r l (;) die Zirkulation um den Fliigel lund W 12 (;) die yom 
Fliigel 2 induzierte Geschwindigkeit am Orte des Fliigels I - und zwar 
an del' Stelle ; - bedeuten. 

Die theoretische Untersuchung del' Mehrdecker durch L. Prandtl2 

1 Betz, A.: Techn. Bel'. d. Flugzeugmeisterei Bd. 1 (1917) S.98; vgl. auch 
Handb. del' Physik Bd.7 S.248 sowie Prandtl-Tietjens: Hydro- und Aero
mechanik Bd.2 S.220. 

2 Prandtl, L.: Nachr. Ges. Wiss. G6ttingen math. phys. Klasse 1919 S. 107 
bis 137; wieder abgedruckt in "Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aero-
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und seine Mitarbeiter hat eine Reihe wichtiger Folgerungen ergeben, 
auf die hier jedoch nur andeutungsweise eingegangen werden kann. 

Zunachst wurde von Munk1 gezeigt, daB beim ungestaffelten 
Doppeldecker (vgl. S. 195) die Widerstandsbeitrage W12 und W21 

einander gleich sind, und zwar auch dann, wenn die beiden Flugel ver
schiedene Spannweite 8 haben. 

Beim gestaffelten Doppeldecker ist zwar W12 nicht mehr 
gleich W21 , wohlaber istdie Summe W12 + W21 yom Staffelungswinkel rx 
unabhangig (Abb. 144, S. 195). Der induzierte Widerstand des nach 
vorn verschobenen Flugels wird dabei in demselben MaBe kleiner, wie 
derjenige des ruckwartigen Flugels vergroBert wird. Voraussetzung 
dafiir ist allerdings, daB die Auftriebsverteilung der beiden Flugel bei 
einer Anderung des Staffelungswinkels unverandert bleibt, was durch 
entsprechende Anderung des Anstellwinkels erreicht werden kann. 

Von besonderer Wichtigkeit ist ferner der zuerst von M unk be
wiesene Minimumsatz. Danach entsteht das Widerstandsminimum 
beim Doppeldecker (in gleicher Weise wie beim Eindecker) fiir eine 
solche Zirkulationsverteilung uber die Flugelspannweite, durch die an 
jedem der beiden Flugel eine Zusatzgeschwindigkeit w~ = const~ er
zeugt wird, so daB sich die zugehorige Unstetigkeitsflache wie ein starres 
Gebilde nach abwarts bewegt (vg1. S. 221). Dazu ware nach den Uber
legungen del' vorigen Nummer eine elliptische Auftriebsverteilung 
erforderlich. Da abel' nach den Betzschen Rechnungen 2 beim recht
eckigen Flugel von konstantem Profil und nicht zu groBem Seiten
verhaltnis die Auftriebsverteilung nul' wenig von del' elliptischen ab
weicht, so wird del' fur diese Flugelform errechnete induzierte ,Wider
stand das Minimum nicht allzu viel ubertreffen. 

Zur Darstellung des gesamten induzierten Widerstandes kann man 
demnach von G1. (294) ausgehen und erhalt zunachst 

W = Ai. W = _ A~ (299) 
11 n q si ' 22 n q 8~ • 

Da beim ungestaffelten Doppeldecker die gegenseitig jnduzierten Wider
stande einander gleich sind, ihre Summe aber bei einer Staffelung unter 
der oben genannten Voraussetzung unverandert bleibt, so kann man 
in Analogie zu (299) setzen: 

W + W - 2 ~ Al A2 (300) 
12 21 - n q 81 82' 

und zwar bedeutet darin (J einen Beiwert, del' yom V erhaltnis ~ del' 
81 

Flugelspannweiten und yom Verhaltnis des (senkrecht zur Bewegungs
richtung gemessenen) Flugelabstandes h zur mittleren Spannweite, also 

2h bh" t von -+ a ang. 
81 82 

dynamik" (zus. mit A. Betz) S.36. Gottingen 1927. Jb. wiss. Ges. Luftf. 1918 
S.37. Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen, 2. Lief. 
1923. Betz, A.: Z. Flugtechn. Motorluftsch. Bd.5 (1914) S.253; Techn. Ber. 
d. Flugzeugmeisterei Bd. 1 (1917) S. 103. Munk, M.: Isoperimetrische Aufgaben 
aus der Theorie des Fluges. Dissert. Gottingen 1919. 

1 FuBnote 2 S. 223. 2 FuBnote 1 S. 222. 
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Fuhrt man die Werte (299) und (300) in (298) ein, so erhalt man den 
gesamten induzierten Wider stand des Doppeldeckers in del' 
Form 

W = _1_ (AI + 2a~ ~ + ~~). 
n q 8 1 81 82 8 2 

(301) 

Fur Al = A2 und 8 1 = 8 2 nimmt W ein Minimum an; man erhaJt dafur 
2 A2 

Wmin = --~ (1 + a) nq s 

odeI' , wenn A = Al + A2 den Gesamtauftrieb bezeichnet, 

W _~ l+a 
min - nqs2 2 • (301 a) 

Da del' Beiwert a < 1 ist (siehe nachstehende Tabelle), so folgt aus 
(30Ia) durch einen Vergleich mit (294), daB del' Doppeldecker geringeren 
induzierten Widerstand aufweist als ein Eindecker von gleichem Auf
trieb und gleicher Spannweite. 

Einige Werte fUr a enthiiJt die nachstehende Tabelle1 : 

2h 

0,8 

0,6 

o 

1,000 

0,800 

0,600 

Werte von a. 

0,1 

0,655 

0,600 

0,485 

0,2 

0,485 

0,459 

0,394 

0,3 

0,370 

0,355 

0,315 

0,4 

0,290 

0,282 

0,255 

0,5 

0,230 

0,225 

0,210 

Nach einem Vorschlage von Munk2 kann man die Umrechnungs
formel (297) auch fUr zusammengesetzte Trag£lugelanordnungen -
z. B. Doppeldecker - verwenden, wenn man sie in del' Form 

(302) 

schreibt, wo u einen von del' Flugelanordnung abhangigen Zahlenwert 
bezeichnet. Fur Doppeldecker mit gleichen Spannweiten beider Trag
£lugel ist fUr 8 = 2 h bis 8 = 15 h (h = lotrechter Flugelabstand) an
genahert3 : 

0,975 + 1,44 ~ 
s 

u= 
1 + 3,5 ~ 

s 

Mit Hilfe del' Gl. (302) ist es also moglich, den induzierten Widerstand 
von einem bekannten Flugelsystem auf ein anderes in ahnlicher Weise 
umzurechnen, wie dieses beim Eindecker bereits gezeigt wurde. 

1 Prandtl, L.: Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik, 
S.42. . 

2 Munk, M.: Beitrag zur Aerodynamik der Flugzeugtragorgane. Techn. Ber. 
d. Flugzeugmeisterei Bd. 2 S. 187. 

3 Prandtl, L:: AbriB der Stromungslehre, S.154. Braunschweig 1931. 
Kaufmann, Hydromechanik II. 15 
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B. Propeller. 
7. Begriff und Wirkungsweise des Propellers. 

Propeller sind Vortriebsorgane, denen die Aufgabe zufli1lt, Luft
oder Wasserfahrzeuge (Schiffe, Luftschiffe, Flugzeuge) vorwarts zu be
wegen, indem sie das von cineI' mit dem Fahrzeug verbundenen Kraft
quelle (Motor) gelieferte Drehmoment in axialen Schub umsetzen. Diese 
Umsetzung erfolgt dcrart, daB der sich drehende Propeller immer neue 
Flussigkeitsmassen nach riickwarts in Bewegung setzt, wodurch nach 
dem Impulssatz eine vorwarts gerichtete Kraft - del' Propellerschub S 
- ausgeli:ist wird. 

Konstruktiv werden die Propeller als Flugel- oder Schaufel
rader ausgebildet, wobei jedoch in der Wirkungsweise ein grundsatz
licher Unterschied besteht, je nachdem ob der Propellerschub wesentlich 
durch den Widerstand oder durch den Auftrieb del' einzelnen Flugel 
hervorgerufen wird. 

Zu der ersten Art gehoren z. B. die Schaufelradpropeller, bei 
denen die einzelnen Schaufeln del' Reihe nach ins Wasser eintauchen 
und den Vortrieb durch die normal zur Schaufelebene wirkende Wider
standskraft erzeugen. Sie arbeiten mit geringen Drehzahlen, erfordern 
groBe Raddurchmesser und groBen Kraftaufwand und finden in der 
Hauptsache bei Fahrzeugen in seichten Gewassern (Fliissen, Binnen
seen) Verwendung. 

Fiir die Technik weitaus wichtiger sind die auf Ausnutzung der 
Auftriebskomponente am Propellerflugel beruhenden Schra u benpro
peller. Ihre Wirkungsweise beruht im wesentlichen auf dem Prinzip 
des Tragfliigels, jedoch mit dem Unterschied, daB der Schra u ben
£lugel eine aus der Vorwartsbewegung des Fahrzeuges und del' Dreh
bewegung des Propellers resultierende Schraubenbewegung aus
fiihrt, im Gegensatz zu del' rein fortschreitenden Bewegung des Trag
flugels. Bei der Ausbildung del' Schraubenflugel werden also ahnliche 
Dberlegungen eine Rolle spielen wie in del' Tragflachentheorie, besonders 
hinsichtlich del' richtigen Bemessung der Gleitzahl, die nach fruherem 
(S. 198) das Verhaltnis des Widerstandes zum Auftrieb darstellt. 

Schraubenpropeller finden bei See- und Luftfahrzeugen fast aus
schlieBlich Verwendung. Sie arbeiten bei kleineren Propellerdurch
messern mit wesentlich groBeren Drehzahlen als die Schaufelradpro
peller und ermoglichen damit die Verwendung leichterer Antriebs
maschinen. In der Folge solI nur noch von ihnen die Rede sein. 

Bei del' Untersuchung der Stromungsvorgange an einem Propeller 
ist zu beachten, daB diese wesentlich durch die Zusammenwirkung 
zwischen Propeller und bewegtem Fahrzeug beeinfluBt werden. Eine all
gemeine theoretische Behandlung des Gesamtproblems bereitet natur
gemaB erhebliche Schwierigkeiten und ist bis heute noch nicht gelungen, 
wenn auch verschiedene Ansatze nach diesel' Richtung vorliegen1. 

1 Vgl. hierzu Fresenius: Das grundsatzliche Wesen der Wechselwirkung 
zwischen Schiffskorper und Propeller. Schiffbau 1921/22 S.257. Kempf: Dem 
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Man beschrankt sich deshalb zunachst darauf, die Verhaltnisse am 
"alleinfahrenden" - d. h. yom Fahrzeug unbeeinfluBten - Propeller 
zu studieren, vorbehaltlich einer spateren Berichtigung der so gewonne
nen Ergebnisse (erforderliche Drehzahl, Schraubendurchmesser, Fliigel
zahl usw.) fUr den Fall, daB der Propeller am Fahrzeug arbeitet. Diese 
letztere, fUr die Praxis in erster Linie maBgebende Frage - namlich die 
Wechselwirkung zwischen Schraube und Fahrzeug - muB bis auf 
weiteres auf experimentellem Wege (Modellversuche) gelOst werden, 
wozu in den hydro- und aerodynamischen Versuchsanstalten ver
schiedene Verfahren entwickelt worden sind. 

Bei der groBen Bedeutung, die der Schraubenpropeller fUr die 
Technik besitzt, ist es nicht verwunderlich, daB seine theoretische Be
handlung schon friihzeitig in Angriff genommen wurde, so daB heute 
eine ganze Reihe von Propellertheorien vorliegt. AIle diese Theorien 
gehen von gewissen Idealisierungen des wirklichen Stromungsbildes 
aus und konnen deshalb die wirklichen Verhaltnisse - je nach den 
gemachten Voraussetzungen - nur zum Teil richtig wiedergeben. 
Grundsatzlich laBt sich eine Unterteilung nach zwei Gesichtspunkten 
vornehmen in die sog. Strahltheorie, die unter Anwendung des 
Impuls- und Energiesatzes den Vorgang in der Hauptsache eindimen
sional betrachtet, und in die Fl iigel bla ttheorie, welche die Stro
mungsverhaltnisse an den einzelnen Propellerfliigeln zu erfassen sucht, 
wobei neuerdings die aus der Tragfliigeltheorie gewonnenen Erkennt
nisse weitgehende Beriicksichtigung finden. 

An dieser Stelle sollen nur die grundlegenden Gesichtspunkte ent
wickelt werden. Leser, die sich iiber Einzelheiten unterrichten wollen, 
miissen auf die einschlagige Spezialliteratur verwiesen werden1 . 

8. Die einfache Strahltheorie. 
Bei der Drehung des Propellers wird standig neue Fliissigkeit durch 

die Propellerebene nach riickwarts transportiert. Es entsteht auf diese 
Weise ein "Fliissigkeitsstrahl", der relativ zu der iibrigen Fliissigkeit 
nicht nur eine fortschreitende, sondern auch eine drehende Bewegung 
ausfiihrt (Schraubenstrahl) und dessen Querschnitt von den Abmes
sungen und der sonstigen Ausbildung des Propellers abhangt. Man kann 
sich nun vorstellen, daB jedes durch die Propellerebene F hindurch
tretende Fliissigkeitsteilchen eine Druckerhohung LI p erleidet, und 

Nachstrom angepaBte Propeller. Werft Reed. Hafen 1924 S.93. Betz, A.: Pro
pellerfragen. Z. angew. Math. Mech. 1927 S.434. Helmbold, H. B.: Nachstrom
schrauben. Werft Reed. Hafen 1927 S. 528. Horn, F.: Schiffsschleppversuche, im 
Handbuch d. Experimentalphysik von Wien und Harms Bd.4 3. Teil S.3. 
Helmbold, H. B.: Bemerkungen zum Problem der Wechselwirkung zwischen 
Schiffsschraube und Schiffskorper, in Hydromechanische Probleme des Schiffs. 
antriebs S. 380, herausgegeben von G. Kempf und E. Foerster, Hamburg 1932-

1 Eine Wiirdigung der verschiedenen Propellertheorien hat A. Proll in seinem 
Vortrag: Kritische Betrachtungen zu den Theorien des Schraubenpropellers gegeben, 
abgedr. im Jb. schiffbautechn. Ges. 1923 S. 269, wo auch ausfiihrliche Literatur
angaben zu finden sind. 

15* 
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zwar so, daB del' Integralwert f LJ pdF das Aquivalent des Propeller
(F) 

schubes S darstellt. 
Die von Rankine! begrundete Strahltheorie geht von folgenden 

vereinfachenden Annahmen aus: Die Schraube wird als "alleinfahrend" 
angesehen, die oben erwahnte Strahldrehung sowie aIle Energieverluste 
durch Reibung werden vernachlassigt, und del' Propellerschub wird als 
gleichmaBig uber die Flache F des von del' Schraube beschriebenen 
Kreises verteilt angenommen - was einer unendlichen Anzahl von 
Flugeln entsprechen wfude - so daB 

S = F· LJ P . (303) 

Auf Grund diesel' vereinfachenden Vorstellung eines Idealpropellers, 
dessen Abmessungen in axialer Richtung (Hauptstromungsrichtung) 

~ auBerdem vernachlassigbar 
Po] klein seien, lassen sich uber 

---=>=11 !-1 ~o die Geschwindigkeits- und 
'l': Druckverhaltnisse des (rota-
." 11 I /I=11+C 

-~~-----~P2 -·------~11 tionsfrei gedachten) Strahles 
_ _ _ die nachstehenden Aussagen 

--=11 , I!t Po machen (Abb. 181). 
Po , r Zur Erlangung einer sta-

___ ,_ I.... tionaren Stromung solI die 
.... ----__*._~ R Schraubenachsealsruhendan-

- -- ~ 
I 
I 

CeschwlnoVgkeilsveriou/' l 
Nt -

Abb. 181. Zur Rankineschen Strahltheorie. 

gesehen und von del' Flussig-
keit mit einer Geschwindig
keit v angestromt werden, die 
das Entgegengesetzte del' tat
sachlichen Fahrgeschwindig
keit del' Schraube darstellt. 

AuBerhalb des Schraubenstrahles sowie in hinreichender Entfernung 
VOl' und hinter del' Schraube herrscht uberall del' ungestorte Druck Po' 
Dem Drucksprung LJ P = P2 - PI in del' Propcllerebene entspricht 
eine erhohte Abstromgeschwindigkeit V = v + c, wobei c die Ge
schwindigkeitszunahme gegenuber del' Zustromgeschwindigkeit v be
zeichnet. Die Geschwindigkeit v', mit del' die Schraubenebene durch
stromt wird, ist offenbar > v, abel' < V. 

Zur Beurteilung del' Druckdifferenz LJ P wende man nacheinander 
den Energiesatz auf das Gebiet VOl' und hinter del' Schraubenebene 
an. Dann wird mit den Bezeichnungen del' Abb. 181 

12 ( 2 ' 2) -2 v - v = PI - Po 
und 

woraus folgt: 
-f (V2 - V' 2) = P2 - Po , 

LJ P = P2 - PI = i- (V2 - v2 ) = e c (v + i) . (304) 
-----

1 Trans. lnst. Naval Archit. Bd. 6 (1865). . 
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Unter Beachtung von G1. (303) erhalt man somit fUr den Propeller
schub 

S = e c F (v + -~-) . (305) 

Eine weitere Gleichung fUr IS kann man mit Hilfe des Impulssatz~s 
ableiten. Zu diesem Zwecke betrachte man eine .Flussigkeitsmasse, die 
seitlich durch die Randstromlinien des Strahles, VOl'll und hinten in 
hinreichend weitem Abstand von der Schraubenebenedurch je eine 
Ebene senkrecht zur Strahlrichtung begrenzt ist. Da die Drucke Po auf 
die Begrenzungsflachen des Strahles (einsch1. der Mantelfliiche) sich 
gegenseitig aufheben, so kommt unter Vel'llachlassigung aller Tangen
tialspannungen als auBere Kraft in der Stromungsrichtung nur der 
vom Propeller auf die Flussigkeit ubertragene Schub IS in Betracht. 
Mit Q = eFv' als sekundliche DurchfluBmenge erhalt man somit nach 
dem Impulssatz 

S =e F v' (V - v) = e F v' c , 

woraus mit Rucksicht auf (305) folgt: 

, c V+v 
v = v + T = --2- . 

(306) 

(307) 

Danach ist also die axiale Geschwindigkeit v', mit welcher der Strahl 
die Schraube durchstromt, gleich dem arithmetischen Mittel aus den 
Axialgeschwindigkeiten v und V weit vor und hinter der Schraube 
(Theorem von Froude). AuBerdem besagt G1. (307), daB der Geschwin-

digkeitszuwachs (;) an der Schraubenebene halb so groB ist wie in 

groBerer Entfel'llung hinter der Schraube. Der Geschwindigkeits- und 
DruckveI'lauf ist aus Abb. 181 ersichtlich; der zunehmenden Geschwin
digkeit entspricht nach dem Kontinuitatsgesetz eine Strahlein
schnurung. 

Setzt man noch die den Propeller idealisierende Kreisfliiche F ~ n :2 , 
wo d den Schraubendurchmesser bezeichnet, so liefert G1. (306) in Ver
bindung mit (307) eine Aussage uber die Beziehungen zwischen Schub, 
Schraubendurchmesser und Fahrgeschwindigkeit. 

Zur Ermittlung des theo.retischen Wirkungsgrades des hier 
betrachteten Idealpropellers bilde man das Verhaltnis der Nutz
leistung Ln zur effektiven Leistung Le. Erstere ist, wenn v die Relativ
geschwindigkeit des Fahrzeuges gegen das Medium bezeichnet, Ln = IS· v, 
letztere dagegen Le = IS ·v', wo v' wieder die oben angegebene Bedeutung 
hat. Demnach wird 

oder mit Rucksicht auf G1. (307) 

1]th = -
1 

1 +_c_ 
2v 

(308) 

(308a) 
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Bei der Berechnung dieses Wertes ist, wie oben bereits hervor
gehoben wurde, auf irgendwelche Verluste aus Strahldrehung und Flus
sigkeitsreibung keine Rucksicht genommen. AuBerdem wurde eine 
konstante Schubverteilung uber die SchraubenkreisfHiche F voraus
gesetzt. Grundsatzlich kann aber aus Gl. (308a) gefolgert werden, daB 
der Wirkungsgrad eines Propellers um so haher ausfallt, je kleiner der 
Geschwindigkeitszuwachs c ist bzw. - bei vorgeschriebenem Schub S, 
mit Rucksicht auf Gl. (306) - je graBer die sekundlich durch die 
Schraube tretende Wassermenge Q = Fv' ist. Da bei wirklichen Schrau
ben weitere Verluste unvermeidlich sind (siehe oben) , so gibt 17th einen 
o beren Grenzwert an, welcher mit dem wirklichen Wirkungsgrad 
durch die Beziehung 

(309) 

verknupft ist, wobei der Gutegrad C einen Erfahrungswert darstellt, 
der fUr gut durchgebildete Schrauben etwa 0,85 bis 0,90 betragt. 

Schreibt man Gl. (307) in der Form 

c = V - v = 2 (v' - v) 

und fuhrt diesen Wert in (306) ein, so wird 

S = .iL F v' . 4 (v' - v) 
2 ' 

wofur man auch setzen kann: 

·Der Quotient 

S = -- F v2 4 - - 4 - . I.! (V'2 V') 
2 v2 V 

S 
a=---··· 

I.!_FV2 
2 

(310) 

wird als Belastungsgrad der Schraube bezeichnet. Mit ihm liefert 

(310) nach !!'. aufgelOst v 
v' 1 ( '/-) 
v=2 1 + vl + a 

oder 
v 2 

17th = 17 = 1 + VI + (J , 

womit eine andere Formel fUr den theoretischen Wirkungsgrad ge
funden ist, deren Anwendung sich in solchen Fallen besonders vorteil
haft erweist, in den en der Belastungsgrad gegeben bzw. vorgeschrieben 
ist. Man erkennt daraus, daB der Wirkungsgrad mit wachsendem a ab
nimmt. 

Aus den vorstehenden Uberlegungen geht hervor, daB die Ran
kinesche Strahltheorie zwar einen brauchbaren Naherungsweg zur 
Berechnung des Schubes einer gegebenen Schraube sowie einen oberen 
Grenzwert fur den Wirkungsgrad liefert, daB sie aber gar nichts aus
zusagen vermag uber aIle Vorgange, die sich an den einzelnen Schrauben
flugeln abspielen; insbesondere gibt sie keinen AufschluB uber den Ein-
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fluB del' Fliigelzahl und del' Profilform. Dazu kommt, daB die Annahme 
eines drehungsfreien, zylindrischen Strahles, del' sich mit einer be
stimmten Geschwindigkeit durch die ihn umgebende, ruhende Fliissig
keit bewegen solI, physikalisch unbefriedigend ist. 

Es entstanden deshalb schon friihzeitig Bestrebungen nach einer 
Vervollkommnung del' Rankineschen Strahltheorie, die sich nach 
verschiedenen Richtungen bewegten, indem sie entweder den EinfluB 
del' Strahldrehung zu beriicksichtigen1 odeI' die Vorgange am 
Fliigelblatt genauer zu erforschen suchten2• Ein entscheidender Fort
schritt in del' Theorie wurde jedoch erst erzielt durch die Verwendung 
des Wirbelbegriffs, welche durch die Arbeiten von ReiBner3 , 

Grammel4, Lanchester5 und Fottinger6 angebahnt und von Betz 
und Prandtl (S.233) weiter ausgebaut wurde. 

9. Die neuere, auf dem Traglliigelprinzip aufbauende 
Propellertheorie. 

Del' wirkliche Charakter des Schraubenstrahls, del' nach del' 
einfachen Strahltheorie physikalisch nul' schwer vorstellbar ist, tritt 
klarer zutage, wenn man die Wirbelbildung verfolgt, die durch die Be
wegung del' einzelnen Propellerfliigel bedingt ist. Es gelten hier ganz 
ahnliche Uberlegungen wie beim einzelnen Tragfliigel, nur mit dem 
Unterschied, daB letztel'er eine Parallelverschiebung erleidet, wahrend 
ersterer auBer del' Parallelverschiebung noch eine Drehung ausfiihrt. 

Betrachtet man zunachst einen Propeller mit nahezu konstanter 
Auftriebsverteilung iiber die Fliigel, bei welcher del' Auftrieb an den 
Fliigelspitzen plOtzlich auf Null abfallt, so ergibt sich infolge del' auf 
S. 216 geschilderten Verhaltnisse an jedem Schraubenfliigel ein Wirbel
gebilde, das dem Hufeisenwirbel des Tragfliigels entspricht und 
etwa die in Abb. 182 schematisch dargestellte Form hat. Die auBeren, 
von den Fliigelspitzen ausgehenden schraubenformigen Wirbelgebilde 
heiBen nach Fottinger 6 Spitzenwil'bel und umschlingen den durch 

1 Greenhill, A.: A theory of the screw propeller. Trans. lnst. Naval Archit. 
1888. Lorenz, H.: Theorie und Berechnung del' Schiffspropeller. Jb. schiffbau
techno Ges. 1906. Betz, A.: Eine Erweiterung del' Schraubenstrahltheorie. Z. 
Flugtechn. Motorluftsch. 1920 S. 105. 

2 Froude, W.: Trans. lnst. Naval Archit. 1878. Giimbel: Das Problem des 
Schraubenpropellers. Jb. schiffbautechn. Ges. 1914, worin das Schraubenelement, 
del' Schraubenpropeller als Ganzes, alleinfahrend, und del' am Schiff arbeitende 
Schraubenpropeller behandelt werden. 

3 ReiLlner, H.: Studium zur Berechnung und planmaLligen Priifung del' Luft
schrauben. Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1910, 1911, 1912. 

4 Grammel, R.: Ein Beitrag zur Theorie des Propellers. Jb. schiffbautechn. 
Ges.1916. 

5 Lanchester: Aerodynamik (deutsche Ubersetzung von Runge) 1909 S. 149, 
270. 

6 Fi:ittinger, H.: Vortrage auf del' flugwissenschaftlichen Versammlung zu 
Gi:ittingen 1911 (Miinchen 1912 S. 40); Neue Grundlagen fiir die theoretische und 
experimentelle Behandlung des Propellerproblems. Jb. schiffbautechn. Ges. 1918 
S.385. 
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den Propeller tretenden "Flussigkeitsstrahl". AuBel' diesen Spitzen
wirbeln gehen von den verschiedenen Flugeln an del' Nabe sogenannte 
N a ben wir bel abo Die Propellerflugel selbst hat man sich (wie beim 
Tragflugel) durch gerade Wirbelfaden von zunachst konstanter Zirku
lation r ersetzt zu denken, die ihre Fortsetzung an den Flugelenden in 
den Spitzenwirbeln, an del' Nabe in dem gemeinsamen Nabenwirbel 
finden. Das ganze Wirbelgebilde wird am hinteren Ende durch den 
Anfahrwirbel (vgl. S.216) geschlossen (derallerdings nach einiger 
Zeit durch die Flussigkeitsreibung aufgezehrt wird). Hinsichtlich del' 
Wirbelstarke r gelten ahnliche Uberlegungen, wie sie an Abb. 176 an
gestellt wurden; die Wirbelstarken del' einzelnen Nabenwirbel iiber
lagern sich. 

Um eine Vorstellung von den am Flugel herrschenden Kraft- und 
Geschwindigkeitsverhaltnissen zu bekommen, sei zunachst ein Flugel
element von del' Lange dr im Abstand r von del' Schraubenachse be
trachtet, das man sich als Element eines unendlich langen Flugels denke 

Abb.182. Spitzenwirbel und Nabenwirbel 
bei einem Propeller. 

'S 

Abb. 183. Auftrieb am Fliigelblatt
element bei verlustfreier Striimung. 

(Abb.183). Die axiale Vorwartsgeschwindigkeit del' Schraube sei v, 
die Winkelgeschwindigkeit w, so daB die l'esultierende (storungsfreie) 
Geschwindigkeit des betrachteten Flugelelementes Vo = l' v2 + r2w2 

betragt, die um den Anstellwinkel ()( gegen die Pl'ofilsehne geneigt ist. 
Die Flussigkeit wird als l'uhend angenommen; auBerdem sollen aIle 
Reibungseinflusse zunachst vernachlassigt werden. In diesem FaIle kann, 
wie beim unendlich langen Tragflugel, ein Widerstand nicht auftreten. 
Das Flugelelement erfahrt vielmehr aus del' Bewegung lediglich einen 
Auftrieb dA, del' nach dem Kutta-Joukowskvschen Satz die GroBe 
dA = evordr besitzt - wenn r die Zirkulati~n bezeichnet - und 
senkrecht zur Geschwindigkeit Vo gerichtet ist. Seine Komponenten in 
axialer und tangentialer Richtung liefern den Schub dS = dA cos flo 
= erwrdr und die Tangentialkraft dT = d.l..sinflo = I!vrdr. Um 
den gesamten Schub S zu bekommen, hat man ubel' die Flugellange zu 
integl'ieren und el'halt (fiir einen FIugel) 

S = J dS = e w J r rdr . (311) 
(8) (8) 

Entsprechend ergibt sich fUr das Dl'ehmoment 

M=JdTr=evJrrdr. (312) 
(.) (8\ 
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Die Nutzleistung del' Schraube ist S v, die Motorleistung M OJ. Aus 
dem Vergleich von (311) und (312) folgt, daB bei vollkommen verlust
freier Bewegung beide Leistungen einander gleich sind. 

Bei einem Fliigelblatt von endlicher Lange treten nun infolge del' 
oben geschilderten Spitzen- und Nabenwirbel Storungs- odeI' Zu
satzgeschwindigkeiten auf, welche eine Drehung del' auf das 
Element wirkenden resultierenden Kraft und damit die Entstehung 
eines induzierten Widerstandes zur Folge haben (vgl. S. 218). Das 
Geschwindigkeits- und Kraftfeld an dem betrachteten Fliigelelement 
erfahrt damit die aus Abb .. 184 ersichtliche Abanderung, wobei jetzt 
die Relativgeschwindigkeiten gegen den ruhend gedachten Fliigel 
angegeben sind. 

Die resultierende Storungsgeschwindigkeit 11.),_ setzt sich am Orte 
des betrachteten Blattelementes mit del' ungestorten Relativgeschwin
digkeit Vo zur Geschwindigkeit v~ zusammen. Senkrecht zu letzterer 
steht die auf das Blattelement entfallende resultierende Kraft dP, deren 
Komponente nach del' Rich- --------) 
tung von Vo den induzierten Va TVa [V,. 

Widerstand dWi liefert. An- / I -ft 
dererseits kann d P zerlegt / «. /' /" I , 

/ /' I ~ 

werden in den axialen / A I V I 
Schub dS und die Tangen- '0. //./ '0 : 

tialkraft d T. Der durch den "" 1 

, , , , 
31 

induzierten Widerstand be
dingte Leistungsverlust fin
det sein Aquivalent in del' 

b Abb.184. Auftrieb und induzierter Widerstand am FlUgel-
hinter del' Schrau e pro Zeit- blattelement. 

einheit zuriickbleibenden ki-
netischen Energie des Wirbelgebildes, die fiir den Bewegungsvorgang 
als "verloren" anzusehen ist (induzierte Verlustenergie). 

Die weiter oben zunachst gemachte Annahme einer iiber den Fliigel 
nahezu konstanten Auftriebsverteilung, bei welcher del' Auftrieb (bzw. 
die Zirkulation) an den Fliigelspitzen plOtzlich auf Null abfallt, trifft 
in Wirklichkeit nicht zu, da an den seitlichen Fliigelenden del' zur Ent
stehung des Auftriebs erforderliche Druckunterschied auf del' Ober
und Unterseite des Fliigels dRrch Umstromen seines Randes ausgeglichen 
wird. Ahnlich wie beim Tragfliigel (S.217) hat man es hier mit einer 
veranderlichen Auftriebs- bzw. Zirkulationsverteilung zu tun, so daB 
nicht nul' von den Fliigelenden, sondel'll von allen Stellen des Fliigels 
Wirbelfaden ausgehen, die eine kontinuierliche, schraubenformige Un
stetigkeitsflache bilden. Durcn Ubertragung del' entsprechenden Ge
dankengange yom Tragfliigel auf den Schraubenfliigel ist es Betz1 

gelungen, einige fUr die Propellertheorie grundlegende Z':usammenhange 

1 Betz, A.: Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust. Nachr. Ces. 
Wiss. C6ttingen, Math.-phys. Klasse 1919 S.193; abgedruckt in Vier Abhand
lungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik von Prandtl und Betz, G6ttingen 
1927. Vgl. hierzu auch H. ReiBner: Stationarer Bewegungszustand einer schrau
benf6rmigen Wirbelflache. Z. angew. Math. Mech. 1922 S. 106. 
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aufzudecken. Insbesondere hat er gezeigt, daB die fiir Tragflligel be
stehende Bedingung fur das Minimum des induzierten Wider
standes (vgl. S.222) in erweiterter Form auch fiir Schraubenflugel 
gilt. Beim Tragflugel wird diesel' Widerstand zu einem Minimum, wenn 
die durch den Flugel induzierte Geschwindigkeit W konstant ist, 
d. h. wenn die hinter dem Flugel vorhandene Unstetigkeitsflache sich 
wie ein starres Gebilde nach abwarts bewegt, was bei elliptischer Auftriebs
verteilung del' Fall ist. Die entsprechende Minimumsbedingung fur den 
schwach belasteten, isolierten Propeller lautet in del' Formulierung 
von Betzl: "Die Stromung hinter einer Schraube mit geringstem 
Energieverlust ist so, wie wenn die von jedem Schraubenflugel durch
laufene Bahn (Schraubenflache) erstarrt ware und sich mit einer be
stimmten Geschwindigkeit nach hinten verschiebt odeI' sich mit einer 
bestimmten Winkelgeschwindigkeit um die Schraubenachse dreht." 

Wenn nun auch diesel' Idealzustand bei praktischen AusfUhrungen 
nie ganz erreicht werden wird, so durften doch fiir gut arbeitende Pro
peller die Verhaltnisse nicht allzu viel davon abweichen, so daB die 
aus del' obigen Bedingung gewonnenen Erkenntnisse auch fUr solche 
Falle von Wert sind, die dem Idealzustand nahekommen. 

Wirkungsgrad. Zur Vereinfachung del' Aufgabe sei zunachst eine 
Schraube von unendlicher Fliigelzahl betrachtet. Weiter solI an
genommen werden, daB die von den abgehenden Schraubenwirbel
bandern induzierten Zusatz- odeI' Storungsgeschwindigkeiten 
klein gegenuber del' Fahrgeschwindigkeit v sind, und zwar sei 
im einzelnen 1. die Tangentialkomponente W t (Abb. 184) so klein, daB 
die mit del' Strahldrehung verbundenen Zentrifugalkrafte in radialer 
Richtung kein merkliches Druckgefalle erzeugen, 2. sei die Anderung 
Wa del' Axialkomponente so gering, daB die damit verbundene Strahl
einschniirung (vgl. S.229) praktisch bedeutungslos ist, und 3. sollen 
Radialkomponenten unberucksichtigt bleiben. Unter dies en einschran
kenden Voraussetzungen, die bei kleinem Propellerschub bzw. geringem 
Belastungsgrade mit ziemlicher Genauigkeit erfiillt sind (bei Schiffs
propellern mit hohen Belastungsgraden treffen sie nicht mehr zu), 
lassen sich in Verbindung mit del' obigen Minimumsbedingung einige 
wichtige Aussagen uber die Storungsgeschwindigkeit sowie den 
theoretischen Wirkungsgrad machen, wobei zunachst wieder alle 
Reibungseinflusse auBer Betracht bleiben sollen. 

Infolge del' obigen Annahmen kann - wie im Falle del' einfachen 
Strahltheorie - die axiale Komponente Wa del' Storungsgeschwindigkeit 
in del' Schraubenebene, d. h. also am Ort des betrachteten Flugelblatt
elements, gleich del' Halfte del' axialen Geschwindigkeitszunahme Ca 
weit hinter del' Schraube gesetzt werden (vgl. S.229, Theorem von 
Froude). In gleicher Weise laBt sich mit Hilfe des Impulsmomenten
satzes zeigen, daB auch die Tangentialkomponente W t del' Storungs
geschwindigkeit am Ort des Elements die halbe GroBe del' entsprechen
den Geschwindigkeit Ct im ausgebildeten Schraubenstrahl besit.zt. 

1 FuBnote 1 S. 234, 
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Nach dem Impulsmomentensatz, bezogen aui eine Ringflache des 
Schraubenstrahls zwischen r und r + dr, ist namlich 

dM = dmoct·r = dJ IJ.!.. r' 

wenn dm die sekundlich durch die Ringflache stromende Masse, dJ ihr 
Tragheitsmoment und dM den auf die Ringflache entfallenden Auteil 
des Moments del' auBeren Krafte an del' Schraube bezeichnen. Del' 
zusatzlichen Tangentialgeschwindigkeit Ct entspricht in del' Zeiteinheit 

d· k' t' hE' dJ (Ct)2 b . L . t d'M Wt d Ie me ISC e nergle 2 r' zw. eme eIS ung r an er 

Schraube, weshalb 

odeI', wenn man hier dJ aus del' obigen Beziehung einfUhrt, 

dM~ = dM IJ.!... 
r 2 r 

Daraus folgt abel' 

und entsprechend gilt nach friiherem fiir die Axialkomponente 

(313) 

(313a) 

Zur Bestimmung des "induzierten" Wirkungsgrades fiir das 
Fliigelelement im Abstand r von del' Achse bilde man den Quotienten 
aus del' nutzbaren Schubleistung dS'v und del' aufgewandten Leistung 
des Drehmomentes dT'rw, wo dT die zugehorige Tangentialkraft und 
w die Winkelgeschwindigkeit bezeichnen. Dann wird 

dS·v 
'YJi = dT.rw· 

Nun ist gemaB Abb. 184 

dS fJ rw - Wt 
dT = ctg = v-+-w.' 

weshalb 
I'W - W t v 

1]; = rw v + Wa. 
(314) 

odeI', wenn man zur Abkiirzung rw = u, rw - wt = u f
, v + Wa = v' 

setzt, 
u' V 

'YJi = u 11' (314a) 

LaBt man in Gl. (314) die Tangentialkomponente w t gegen Null gehen 

(VernachHissigung del' Strahldrehung), so geht 'YJi gegen-+v ,d. h. 
v Wa 

man erhalt den theoretischen WiI'kungsgI'ad (308) del' einfachen Strahl
theorie. 
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Fur die Geschwindigkeiten w'" und Wt besteht nun unter den oben 
gemachten Voraussetzungen eine einfache Beziehung zu der Verschie
bungsgeschwindigkeit C der starr zu denkenden Unstetigkeitsflachen 
(vgl. S. 234). Beim zylindrischen Strahle entsprechen letztere den von 
den Flugeln durchstrichenen Bahnen. Da sie auBerdem bei einer un
endlich-flugeligen Schraube unendlich nahe beieinander liegen, also 
keine Radialgeschwindigkeiten vorkommen, so stehen die bei ihrer 
Verschiebung auftretenden Storungsgeschwindigkeiten normal zu diesen 
Schraubenflachen1 . Man kann dann w'" und Wt in einfacher Weise 
durch C ausclrucken. 

In Abb. 185 ist die Schraube schematisch dargestellt, v bezeichnet 
die Fahrgeschwindigkeit, w die Winkelgeschwindigkeit, R den Schrau-

v benradius, c die Verschiebungsgeschwindigkeit der 
Unstetigkeitsflache und cn ihre Normalkomponente. 
1st ferner (Abb. 185a) h die Steigung (GanghOhe) 

r _ : _-- II 
r-- _~- .-J~....--/ /~/ I 
l--- _---1_- ...... .....-/,,/ 
l::'-='-=-;- - -:1---;// L_-(j,r:'_r- } 
k-----'r- I -,I 
1 I / A 
1 i./ /1 
1 '1.f····· ./ 1 

[~-.~~::::::::::::~X,~····/ 
Abb. 185. Schematische 
Darstellung einer viel
fliigeligen Schraube nebst 
der von ihr durchstriche-
nen Schraubenflachen. 

der Schraubenflache und {} der lJ 

Steigu~gswinkel im Abstand r von 
der Achse, so gilt 

t {}=~=~ g 211:1' rw' 

Abb.185a. 
Zur Definition des Steigungswinkels {}. 

Man erhalt also nach Abb. 185b zunachst 

cn = C cos {} 

und fUr die axiale bzw. tangentiale Komponente 

Ca = cn cos {} = C cos2 {} , 

Nun ist aber 

also 

Ct = Cn sin {} = C cos {} sin {} . 

cos {} sin {} = _::!'.
u 2 + v2 ' 

(315) 

In der Schraubenebene sind die Storungsgeschwindigkeiten nach 
Gl. (313) und (313a) gerade halb so groB wie im fertig ausgebildeten 
Schraubenstrahl, weshalb mit Rucksicht auf (315) folgt 

C y,2 

W'" = 2'u2 +VZ: 
c uv 

wt ="2 u 2 +VZ' (316) 

1 Prandtl, L.: Zusatz zu derArbeit von Betz, FuBnote I auf S. 233, sowie 
A. Betz: Tragfliigel und hydraulische Maschinen im Handb. der Physik von 
Geiger und Scheel Bd.7 S.265. 
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Fiihrt man diese Werte in Gl. (314) ein, so erhalt man mit u = rw fiir 
kleine Wa und W t * 

V 
1/i'~ -'--c'· 

v+2 
(317) 

Da dieser Wert, der zunachst nur den induzierten Wirkungsgrad fiir 
das betrachtete Fliigelelement im Falle des geringsten Energieverlustes 
angibt, unabhangig vom Radius r ist, so gibt er auch den in
duzierten Wider stand der ganzen Schraube(bei schwacher 
Belastung) an. 

Eine wichtige Beziehung besteht noch zwischen der Verschiebungs
geschwindigkeit c der Unstetigkeitsflache und dem Belastungsgrad (J 

der Schraube. Nach dem Impulssatz laBt sich der Schub im Falle des 
zylindrischen Strahles vom Radius R wie folgt darstellen: 

r~R 

S = e v J 2 n r· dr· Ca 
r~O 

oder, mit Riicksicht auf (315), wenn dort u = rw gesetzt wird, 
R 

S = 2nevcf-{~d~,. 
~+,.2 w 2 • 

o 
Nach Ausfiihrung der Integration erhalt manl 

S = n e v C R2 { I - R::2 In (I + R:~2)} . 
Mit dem sogenannten Fortschrittsgrad 

A=_v_ 
Rw 

kann Gl. (318) auch wie foIgt geschrieben werden: 

(318) 

S = nevcR2{1 - A2 In (I + A12)} (3I8a) 

* Wenn man c2 gegeniiber v2 vernachlassigt. 
1 Um das Integral zu berechnen, setze man 

Dann wird 

x·dx 
r2 =x; 2rdl'=dx, r3 dr=--; 

2 

f_V:'3:~-;: = ! f: ::. 
w2 r 

Substituiert man weiter a + x = y; x = y - a; dx = dy, so folgt 
R 

f ;3 dr = [~, y - ~ In ylR = [~ (~ + r2) - ~ In (V2 + r2)JR • 
~ + r2 2, 2 _0 2 w2 2 w 2 w 2 0 
w2 

o 
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oder, wenn man jetzt nach c auflOst und den Belastungsgrad 

B 

einfiihrt (F = n R2) , 

(1=---

lLFv2 
2 

(J'v 
C = ----------

2{I-A2ln(I+}~)f' 
(31Sb) 

Damit ist der Zusammenhang zwischen c, A und (1 gefunden. 
EinfluB des Profilwiderstandes. Bei den bisherigen Uberlegungen 

war auf die Fliissigkeitsreibung und den durch sie bedingten Profil
widerstand (vg1. S.222) keine Riicksicht genommen. G1. (314a) ent
halt demnach nur die Axialverluste und die Verluste infolge der Strahl
drehung bei reibungsfreier Bewegung. 

In Abb. 186 bezeichne dWp den in die Richtung der wirklichen 
Anstromgeschwindigkeit v~ fallenden Profilwiderstand, bezogen auf das 
Fliigelelement im Abstand r von der Achse, und dP die von der Fliissig

u' 

/lip 

keit auf das Profil ausgeiibte resul
tierende Kraft. Ware ein Profilwider
stand nicht vorhanden (reibungsfreie 

11 Bewegung), so wiirde dP normal zu v~ 
stehen, so aber weicht d P von dieser 
Normalen um den Winkel b ab, und 
zwar ist 

Abb. 186. Zur Definition des Profilwider
standes. 

(319) 

die (auf ebene Stromung bezogene) 
Profilgleitzahl des Blattelementes (vg1. S.198). Zerlegtman wieder dP 
in seine axiale und tangentiale Komponente, so wird, wenn fJ den 
Winkel zwischen v~ und u' bezeichnet, 

dS = dA cos fJ - dWpsin fJ'} 
dT = dA sin fJ + dWp cos fJ. 

(320) 

Der Gesamtwirkungsgrad des Elements ist also mit u = rw (vgl. 
S.235) 

dB· v v dA cos fJ - dW" sin fJ 
'YJr = dT. u = u dA sin fJ + dW" cos fJ • 

Teilt man hier im Zahler und Nenner durch dA cos fJ und beachtet die 
Beziehung (319), so wird 

v' 
oder wegen tg fJ = v/ 

v 1 - stg fJ 
'YJr=u: tgT+e 

V u' 
v' v' 

1- 8 U' 1 - 8 u' 
'YJr = u: 17 --7 = 'YJi -----;;}--

1+8, 1+8, 
V V 

(321) 
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Man erkennt, daB der EinfluB des Profilwiderstandes in vorstehender 
Gleichung durch den Bruch 

v' 
1-8-u' 

'YJ'P = u' 
l+ev' 

zum Ausdruck kommt, wahrend der andere Faktor'YJi den induzierten 
Wirkungsgrad (siehe oben) darstellt. 

1m Faile des geringsten Energieverlustes hat'YJi fiir die ganze Schraube 
einen konstanten Wert; der durch den Profilwiderstand bedingte Teil
wirkungsgrad 'YJ'P - auch Giitegrad des Elementes genannt - ist 
dagegen mit dem Abstand des Elementes von der Achse veranderlich. 

Um den Wirkungsgrad der ganzen Schraube zu bestimmen, 
hat man also iiber den Radius zu integrieren. 

Aus 

folgt wegen 'YJi = const. 
S 

'YJ = 1Ji -R----- . 

J'dS 
-dr 
dr 

1]" o 

Bei bekannter Schubverteilung iiber den Radius laBt sich somit 'YJ 

berechnen. Als Naherungswert kann mit A' = ~ = -R v und unter 
1]/ W 1], 

Voraussetzung einer fiir den ganzen Radius konstanten Gleitzahl e 
gesetzt werden 1 

(322) 

Giinstigste Schubverteilung und Einflu.l.l der endlichen Fliigelzahl. 
Bei der einfachen Strahltheorie, welche auf die Strahldrehung und die 
mit ihr verbundenen tangentialen Geschwindigkeitskomponenten keine 
Riicksicht nimmt, wurde der Schub zur Erlangung des besten Wir
kungsgrades als gleichmaBig verteilt iiber die ganze Schraubenflache 
angenommen. Der auftretende Energieverlust war also lediglich eine 
Folge der hinter der Schraube vorhandenen axialen Geschwindigkeiten. 
In Wirklichkeit liefern aber auch die (tangentialen) Drehgeschwindig
keiten einen Beitrag zum Energieverh1st, wie ja aus Gl. (314) fiir den 
induzierten Wirkungsgrad hervorgeht. Da nun einerseits die axialen 
und tangentialen Geschwindigkeiten voneinander abhangen, die axialen 
auBerdem fiir die Schuberzeugung verantwortlich sind, so entsteht die 

1 Bienen u. v. Karman: Z. VDI 1924 S. 1240. 
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Frage, wie bei gegebenem Belastungsgrund del' Schub uber die Schrau
benflache verteilt sein muB, damit die gesamte Verlustenergie aus 
tangentialen und axialen Geschwindigkeiten zu einem Minimum wird 1. 

Diese Frage steht offenbar in engem Zusammenhang mit dem auf 
S. 234 erwahnten Minimalproblem fUr die Schraube mit geringstem 
Energieverlust, welcher dann vorhanden ist, wenn das System von 
SchraubenfHichen, das bei del' Bewegung del' Schraube erzeugt wird, 
sich wie ein starres Gebilde mit del' Geschwindigkeit C nach ruckwarts 
verschiebt. 

In diesem Faile kann die tangentiale Geschwindigkeit Ct weit hinter 
del' Schraube nach Gl. (315) mit u = rill wie folgt dargestellt werden 

rwv 
Ct = C 1.2 w2 + v2 , (323) 

wobei eine unendlich-flugelige Schraube von kleinem Belastungsgrade 
vorausgesetzt wurde. 

Mit Hilfe diesel' Geschwindigkeit laBt sich nun auch die GroBe del' 
Zirkulation r fUr einen Schraubenflugel im Abstand r von del' Achse 
angeben. Zu diesem Zwecke sei daran erinnert, daB bei veranderlicher 
Auftriebs- bzw. Zirkulationsverteilung uber die Lange eines Schrauben
flugels nicht nul' an del' Spitze und Nabe Wirbelfadenelemente abgehen, 
sondern auch an jeder dazwischenliegenden Stelle (vgl. Abb. 177), und 
zwar liegen diese Wirbelfaden samtlich auf Zylinderflachen. Die Zirku
lation langs eines Kreises vom Radius r im fertig ausgebildeten Schrau
benstrahl ist also bei n Flugeln das n-fache del' Zirkulation um einen 
Flugel an del' Stelle r, weshalb fUr die Tangentialgeschwindigkeit Ct 

im Abstand r von del' Achse weit hinter del' Schraube die Beziehung gilt 

nr = 2 nrct . (324) 

Unter Beachtung von (323) folgt daraus 2 

(325) 

Man erkennt, daB r fUr r = 0 (Nabe) verschwindet und an del' Stelle 
r = R (Flugelspitze) seinen GroBtwert erreicht. 

Wie bereits bemerkt, gilt diese "Oberlegung nul' fUr schwach belastete 
Schrauben. Man kann sie jedoch nach Betz grundsatzlich' auch auf 
stark belastete anwenden, wenn man in Gl. (323) an Stelle von v 
und rill die Werte v' = v + Wa bzw. u' = rill - Wt setzt (Abb. 184) 3. 

Die vorstehende Betrachtung setzt weiter eine gleichmaBige'Ver
teilung del' Geschwindigkeiten uber ein Ringelement del' Schraubenkreis-

1 Betz, A.: Eine Erweiterung der Schraubenstrahl-Theorie. Z. Flugtechn. 
Motorluftsch. 1920 S. 105. . 

2 Prandtl, L.: in einem Zusatz zu der Arbeit von A. Betz, FuBnote 1,S. 233. 
3 Vgl. hierzu auch Th. Bienen und Th. v. Karman: Zur Theorie der Luft

schrauben. Z. VD1 1924 S.1237. E. Moller: 1m offenen Fliissigkeitsstrom. ar
beitende Fliigelrader. Z. VD1 1924 S.675. H. B. Helmbold: Zur Aerodynamik 
der Treibschraube. Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1924 S.150, 170. Th. TroH-eT: 
Zur Wirbeltheorie der Luftschrauben. Z. angew. Math. Mech. 1928 S. 426. ' 
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Wiche voraus, was nur bei unendlich vielen Fliigeln moglich ist. Bei 
einer Schraube von endlicher Fliigelzahl miissen daher ent
sprechende Abweichungen in der Schubverteilung auftreten, die sich 
naturgemiiB besonders an den Fliigelspitzen bemerkbar machen. In 
diesem Fall tritt namlich ein Umstromen der Ran
der der von der Schraube zuriickgelassenen starren 
Schraubenflachen ein, da letztere jetzt nicht mehr wie 
bei der unendlichfliigeligen Schraube unendlich nahe 
beieinander liegen, sondern einen endlichen Abstand 
besitzen. Eine Naherungslosung fiir diesen Rand
einfluB hat PrandtP gegeben, indem er die Rander 
der Schraubenflache durch ein System aquidistanter 
Ebenen ersetzte, die zweidimensionale Potentialstro
mung um diese Ebenenrander untersuchte (Abb.187) 
und den Potentialsprung an den Unstetigkeitsflachen 
proportional dem Zirkulationsabfall an den Fliigel
enden setzte. Auf diese Weise ergibt sich fiir die Zirku
lationsverteilung in Abhangigkeit von r die Beziehung 

worin 

a=-
n V (v + ~ r + R2 0)2 

Abb.187. Zweidimen· 
sionale Striimung um 
ein System aquidistan· 
ter Ebenen als Ersatz 
der Striimnng um die 
Randel' der Schrauben-

f1achen. 

(326) 

der senkrechte Abstand der Schraubenflachen ist (Abb.185) und c 
wieder deren Verschiebungsgeschwindigkeit bezeichnet. Geht a -,l>- 0, so 
geht Gl. (326) iiber in (325), wenn man IlV 
dort fiir maBig belastete Schrauben v ""'''',,}l 7' 

durch v +; ersetzt als Naherungswert --.IJ .. 
fiir v + Wa = V + c2, (s.oben). Den durch Abb. 188. Zirkulationsverteilung tiber 

den Fltigel von del' Nabe bis zur 
Gl. (326) gegebenen Verlauf von r von Spitze. 

der Achse zur Spitze zeigt generell Abb. 188; die gestrichelte Linie 
entspricht der Zirkulationsverteilung im FaIle einer unendlich-fliigeligen 
Schraube, bei welcher die Zirkulation an der Fliigelspitze plotzlich auf 
Null abfallt. 

Eine Schraube von endlicher Fliigelzahl und dem Radius R ist 
annahernd dynamisch gleichwertig einer unendlich-fliigeligen Schraube 
von kleinerem Radius R', wenn man gemaB Abb. 188 die Zirkulations
verteilung an der Spitze durch ein Rechteck ausgleicht, und zwar wird 
nach der Prand tlschen Naherungstheorie2 

R'R:i R - 0,22 a. 
1 FuBnote 2 S.240. 
2 Eine strenge Lusung des Problems ist fiir schwach belastete Schrauben mit 

geringstem Energieverlust von S. Goldstein gegeben: On the vortex theory of 
Kaufmann, Rydromechanik II. 16 
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Nachdem die Zirkulationsverteilung gegeben ist, konnen Schub und 
Tangentialkraft an jeder Stelle r der Schraube berechnet werden. So 
erhalt man im FaIle reibungsfreier Bewegung nach dem Kutta-Jou
kowskyschen Satz unter Beachtung von Abb. 184 fiir ein Fliigelblatt
element zwischen r und r + dr mit der Zirkulation r 

dP = ev~ rdr 

und durch Zerlegung nach dS (axial) und d T (tangential) 

dS = dP cos(J = er(rco-wt ) dr, 1 
dT=dPsin(J=er(v+wa)dr, J (327) 

wo die Zirkulation r aus Gl. (326) einzusetzen ist. Bei n Fliigeln betragt 
der auf einen Kreisring der Schraubenflache zwischen r und r + dr ent
fallende Schub n·dS und die entsprechende Tangentialkraft n·dT. 

Die Prandtlsche Naherungstheorie liefert fiir maBig belastete 
Schrauben (um solche handelt es sich im allgemeinen bei den Flug
zeugpropellern) um so genauere Werte, je groBer die Fliigelzahl ist. 

Beistark belasteten Schrauben treteninsoferngewisse Schwie
rigkeiten auf, als die Storungsgeschwindigkeiten nicht mehr klein gegen
iiber der Fahrgeschwindigkeit sind. Der Strahl erfahrt infolgedessen 
nach dem Kontinuitatsgesetz eine Einschniirung (vgl. S.229), so daB 
sein Querschnitt wesentlich kleiner ist als die Schraubenkreisflache F 
und demnach die Radien der sich am Propeller und im Schraubenstrahl 
entsprechenden Punkte verschieden groB ausfallen. Dazu kommt, daB 
infolge der starkeren Strahldrehung im Strahlinnern merkliche Unter
driicke auftreten, was von EinfluB auf die sekundlich durch die Schrau
benkreisflache tretende Fliissigkeitsmenge sein muB. Diese hier an
gedeuteten Schwierigkeiten sind bislang noch nicht vollstandig iiber
wunden, wenn auch verschiedene Ansatze nach dieser Richtung bereits 
vorliegen, worauf hier aber nicht weiter eingegangen werden kann1 . 

Auf eine fiir den Propellerentwurf wichtige Erscheinung, die bei 
groBer Geschwindigkeit eintritt, muB hier noch hingewiesen werden: 
das ist die Kavitation bei Wasserschrauben und die starke Dichte
anderung der Luft bei Erreichung der Schallgeschwindigkeit. Aus 

der Bernoullischen Gleichung ~ v2 + p = const. (vgl. S. 202) folgt, 

daB mit wachsender Geschwindigkeit der Druck sinkt. Bei sehr groBen 
Geschwindigkeiten, wie sie besonders an den Propellerspitzen auitreten, 

screw propellers. Proc. Roy. Soc. A. Bd.123 (1929) S. 440. Vgl. auch H. B. Helm
bold: Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1931 S. 429, wo die wichtigsten Ergebnisse der 
Goldsteinschen Losung dargestellt sind. 

1 Betz, A. und H. B. Helmbold: Zur Theorie stark belasteter Schrauben
propeller. Ing.-Arch. Bd.3 (1932) S.1. Vgl. auch H. B. Helmbold: Die Betz
Prandtlsche Wirbeltheorie der Treibschraube und ihre Ausgestaltung zum tech
nischen Berechnungsverfahren. Werft Reed. Hafen 1926 S. 565, 588; feruer 
Helmbold und Lerbs: Modellversuche zur Nachpriifung der Treibschrauben
Wirbeltheorie. Werft Reed. Hafen 1927 S.347, und Horn: Versuche mit Trag
fliigel-Schiffsschrauben. Jb. Schiffbautechn. Ges. 1927 S. 342. 
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kann also der Druck im Wasser bis auf den Dampfdruck abfallen (vgl. 
S.96). Das Wasser scheidet dann unter Hohlraumbildung (Kavi
ta tion) Dampf- und Luftblasen aus, was zu einem AbreiBen der Stro
mUllg an der betreffenden Stelle und damit zu einer Verschlechterung 
des Wirkungsgrades fiihrt. AuBerdem sind diese Erscheinungen mit 
starkem Wasserschlag verbunden und haben mitunter erhebliche Ma
terialanfressungen - sogenannte Korrosion - zur Folge 1 . 

Wie bereits im 1. Bande (S. 3 und 122) bemerkt wurde, konnen die 
fiir raumbestandige Fliissigkeiten geltenden Bewegungsgesetze 
auch fUr Gase (Luft) angewandt werden, wenn die Dichteanderungen, 
welche bei der stromenden Bewegung relativ gegen einen festen Korper 
auftreten, nur gering sind. Praktisch ist dieses der Fall, solange es sich 
um Geschwindigkeiten handelt, die erheblich kleiner sind als die Schall
geschwindigkeit. FUr Luft von gewohnlichem Druck und normaler 
Temperatur ergibt sich z. B. bei einer Geschwindigkeit von 50 em/sec] 
nur eine Dichteanderung von 1 bis 2 %. Merkliche Abweichungen treten 
jedoch auf, wenn die Geschwindigkeit etwa die Halfte der Schall
geschwindigkeit erreicht. Dabei ist besonders die Saugseite der Fliigel 
gefahrdet, weil dort infolge der Zirkulationswirkung eine Steigerung 
der Geschwindigkeit gegeniiber der ungestOrten Anstromgeschwindig
keit auftritt (vgl. S.203). Zur tunlichen Vermeidung diesel' Erschei
nung, welche wie die Kavitation bei Wasserschrauben eine Verschlechte
rung del' Gleitzahl und damit des Wirkungsgrades zur Folge hat, wahlt 
man fUr schnell umlaufende Fliigel moglichst diinne Profile und kleine 
Anstellwinkel, um die Geschwindigkeit auf der Saugseite in niedrigen 
Grenzen zu halten. 

10. Bemerkungen zur Dimensionierung der Propeller. 
Ais Konstruktionsunterlagen werden zum Entwurf eines Propellers 

im allgemeinen gegeben sein: Del' erforderliche Schub S, die Fahrge
schwindigkeit v und die Drehzahl w. Der erste Schritt besteht dann 
in del' Bestimmung des Schraubendurchmessers, fUr den haufig gewisse 
einschrankende Bedingungen vorliegen, so z. B. Platzmangel bei Flug
zeugen mit Riicksicht auf Start und Landung oder Anpassung des 
Durchmessers an die gegebene Drehzahl, damit die Umfangsgeschwin
digkeit Rw nicht zu groB wird, was zu den am SchluB von Ziffer 9 er
orterten Erscheinungen AnlaB geben konnte. 

Sieht man zunachst davon ab, so ware zur Erlangung eines groBen 
induzierten Wirkungsgrades ein moglichst groBer Propellerdurchmesser 

zu wahlen. Da namlich nach Gl. (314a) 1)i = ~ ; ist, so zeigt sich, 
u v 

daB 1)i um so naher an "Eins" riickt, je weniger u' und v' von u bzw. v 
abweichen, d. h. je kleiner die Zusatzgeschwindigkeiten sind. Diese 

1 Fiittinger, H.: Untersuchungen iiber Kavitation und Korrosion. Hydrau
lische Probleme S. 14, VDI-Verlag 1926; ferner J. Ackeret: Kavitation, im Hand
buch der Experimentalphysik von Wien-Harms, IV. Hydro- und Aerodynamik 
Teill S. 463. 

16* 
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werden aber um so kleiner, je groBer bei vorgeschriebenem Schub die 
sekundlich durch die Schraube tretende Wassermenge, d. h. je groBer 
del' Schraubendurchmesser ist (vgl. S.230). Dem steht nun abel' del' 
Profilwirkungsgrad 'fJfP entgegen. Wie man aus Gl. (322) erkennt, 
hangt diesel' bei gegebener Gleitzahl {3 wesentlich yom Fortschritts-

grad A = RVoo abo Wahlt man nun R sehr groB, so wird A bei vorgeschrie

bener Fahrgeschwindigkeit v sehr klein, was nach (322) einen kleinen 
Profilwirkungsgrad zur Folge hat. Abgesehen hiervon verbietet sich aber 
nach den obigen Darlegungen die Wahl eines zu groBen R mit Ruck
sicht auf die Vorgange an den Flugelspitzen (Kavitatioll, Schall
geschwindigkeit). rm allgemeinen wird man R zunachst auf Grund von 
Erfahrungswerten schatzen und nach Festlegung der librigen Kon
struktionsdaten zu priifen haben, ob evtl. eine Verlangerung oder Ver
kiirzung den Wirkungsgrad zu verbessern vermag1 . 

Nachdem libel' die GroBe von R verfligt ist, bleiben noch folgende 
Fragen offen: Verteilung des Schubs liber die Schraubenkreisflache, 
Anzahl der Propellerfliigel, Profilgestalt und Anstellwinkel. Beziiglich 
der Schubverteilung und Fliigelzahl sind die Betz-Prandtlschen 
"Uberlegungen fiir die Schraube mit geringstem Energieverlust maB
gebend (vgl. S. 240 u. 241). Ais giinstigste Schubverteilung langs eines 
Schraubenfliigels erhalt man bei maBig belasteten n-fliigeligen 
Schrauben nach Gl. (326) und (327) - wenn man in (327) Wt als klein 
gegeniiber rill vernachIassigt -

(v + i-) r2oo2 -ff(R-r) 
dS = 4 C 11 r _ ___ ---,-___ arc cos e a dr, 

n (v+~)2+r2oo2 
. 2 

(328) 

wo c gemaB Gl. (318b) durch G, V und A ausgedrlickt werden kann. 
Mit Hilfe diesel' Beziehung ist es jetzt moglich, die Fliigeltiefe t 

eines Blattelements zu berechnen (vgl. Abb. 154 S. 197). Nach Gl. (320) 
gilt fiir den Schub 

d S = d A cos (3 - d W jl sin (3 
dW 

oder, wegen dA!!. = e, 

dS = dA (cos (3 - e sin (3) . 

Driickt man hier noch dA durch den auf ebene Stromung (unendlich 
langer Tragfliigel) bezogenen Auftriebsbeiwert ca aus (S. 198)2, so wird 

dS = -~ V~2 ca t (cos (3 - {3 sin (3) dr 

oder, wegen V~2 = Vi 2 + ~£' 2 (Abb.184), 

dS = ~ (V'2 + U'2) ca t (cos (3 - {3 sin (3) dr. (329) 

1 Ein graphisches Verfahren zur Ermittlung des giinstigsten Durchmessers 
haben Bienen und v. Karman angegeben. Z. VDI 1924 S. 1240. 

2 Man verwechsle den Auftriebsbeiwert Ca nicht mit der auf S. 234 ein
gefiihrten Axialkomponente Ca der Storungsgeschwindigkeit. 
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Durch Verbindung der Gleichungen(328) und (329) mit G1. (316)und(318 b) 
liiBt sich die Profiltiefe t bestimmen, sobald iiber den Auftriebsbeiwert Ca 
verfiigt ist. Letzterer kann einem Polardiagramm (S. 199) fUr ebene Stro
mung entnommen werden, wobei Ca so zu wahlen ist, daB die Gleitzahl 

B = Ow moglichst klein ausfallt (8 = 0,05 bis 0,02). Hat man sich fUr ein 
Ca 

bestimmtes Ca entschieden, so sind auch die Anstellwinkel at bzw. {J + at 
(Abb. 184), sowie die "Steigung" Hr = 2 nr tg (at + (J) festgelegt 
(Abb.189). 

Nachdem diese Uberlegung fUr verschiedene Fliigelschnitte durch
gefiihrt ist, kann der Gesamtwirkungsgrad berechnet und damit gepriift 
werden, ob die Schraube den gestellten Anforderungen fUr die zugrunde 
gelegten Betriebsbedingungen geniigt oder ob noch Verbesserungen 
vorzunehmen sind. Haufig wird es notig sein, derartige Rechnungen 
fUr verschiedene Betriebszustande durchzufiihren (z. B. Anfahren und 

/<;I~~J1~1 
1 . ! ! TW 1 
l-E-7'~r~ 'E 2r.!t ;" 

Abb.189. Zur Definition der Steigung 1 • 

Hochstgeschwindigkeit). Selbstverstandlich spielen auch Festigkeits
fragen bei der Profilwahl eine Rolle, so daB mitunter eine Herabminde
rung des Wirkungsgrades durch die notwendige Wahl zu dicker Profile 
nicht zu vermeiden ist. 

C. Kreiselrader2• 

11. Grundsatzliches fiber die Stromung in Turbinen und 
Kreiselpumpen. 

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Stromung im Arbeitsraum 
der vollbeaufschlagten Kreiselrader, wie sie u. a. bei Uberdruck
turbinen (S.196) und Kreiselpumpen als "Laufrader" Verwendung 
finden. Dabei unterscheiden sich die Laufrader der Turbinen von den
jenigen der Pumpen grundsatzlich nur in der Richtung des Energie
flusses. Denn wahrend die Turbinen dem ihnen zugefUhrten Oberwasser 
Energie entziehen und zur Kraftgewinnung nutzbar machen (Kraft. 

1 Handb. der Experimentalphysik von Wien-Harms, IV, 3. Tei1: Luftschrauben 
von O. Flachsbart S.345. 

2 An Lehrbiichern, die sich mit diesem Gegenstand beschaftigen, seien hier be
sonders genaunt: Zeuner: Vorlesungen uber die Theorie der Turbinen. Leipzig 1899. 
Pfarr: Die Turbinen. Berlin 1907. Thomann: Die Wasserturbinen. Stuttgart 
1921. Camerer: Vorlesungen uber Wasserkraftmaschinen. Leipzig 1924. Pflei
derer: Die Kreiselpumpen. Berlin 1926. Spannhake: Kreiselrader als Pumpen 
und Turbinen Bd. 1. Berlin 1931. 
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mas chinen) , iibertragen die durch eine Kraftquelle angetriebenen Kreisel
pumpen Energie auf die Fliissigkeit und dienen damit zu deren Fort
bewegung (Arbeitsmaschinen). Entsprechend del' jeweiligen Richtung 
des Energieflusses ist die Zahl und Form del' Schaufeln (Fliigel) so zu 
wahlen, daB die gewiinschte Wirkung mit dem groBten Nutzeffekt er
reicht werden kann, was andererseits wieder nul' moglich ist, wenn man 
die Geschwindigkeits- und Druckverhaltnisse im Arbeitsraum des 
Kreiselrades einigermaBen sichel' iibersehen kann. 

Wie bereits in del' Einleitung bemerkt wurde, ist das La uf
rad del' vollbeaufschlagten Turbine (Vollturbine) von einer Leit. 
v 0 I' I' i c h tun g (Leitrad) umge ben, welchel' die geordnete Z ufiihrung 
del' Fliissigkeit zum Laufrad obliegt, und die somit auf die Ausbildung 
del' Stromung im Arbeitsraum des Laufrades von entscheidender Be
deutung ist (vgl. Abb. 149 und 150). Del' zwischen Leit- und Laufrad 
vorhandene Raum wird als Spaltraum bezeichnet. Nach dem Durch
schreiten des Laufrades stromt die Fliissigkeit durch ein nach Moglich
keit senkrecht stehendes - bei groBeren Turbinen gekriimmtes -
konisch erweitertes "Saugrohr" nach dem Unterwassergraben abo Bei 
den Kreiselpumpen ist die Richtung del' Gesamtstromung gerade um
gekehrt. Die Kreiselpumpe kann deshalb gewissermaBen als Um
kehruug del' Uberdruckturbine angesehen und theoretisch in ana
lager Weise behandelt werden. Obgleich zwischen beiden Maschinen 
mancherlei grundsatzliche Unterschiede bestehen, soIl in del' Folge nur 
noch von den Turbinen die Rede sein, da es hier nur auf allgemein 
stromungstechnische Gesichtspunkte und nicht auf Spezialfragen an
kommt. 

Laufrader sind kreisformige Fliigelreihen, deren "Fliigel" 
odeI' "Schaufeln" gleichmaBig verteilt auf einem Kreise angeordnet 
sind. Bei del' Stromung durch ein derartiges Laufrad treten an jedem 
Fliigel ahnliche Verhaltnisse auf wie beim einzelnen Tragfliigel (Zirku
lation, Auftrieb, Widerstand). Grundsatzlich hat man dabei zu unter
scheiden zwischen den eigentlichen Kreiselradern, bei denen die Schaufel
enden durch einen "Kranz" fest miteinander verbunden sind (Francis
turbine, Abb. 152), und den Fliigelradern, bei denen del' Laufradkranz 
zur Verminderung del' Reibung weggelassen und die Schaufelzahl nach 
Moglichkeit verringert wird (Kaplanturbine, Abb. 153). Die zuletzt ge· 
nannte Gruppe ist wegen ihrer freien Enden und geringen Schaufelzahl 
nahe verwandt den Fahrzeug-Propellern (del' Unterschied besteht im 
Prinzip nul' darin, daB die Fliigelrader del' Turbine in einem Gehause 
arbeiten, die Propeller abel' im freien Luft- odeI' Wasserstrom), weshalb 
bei ihnen die V oraussetzungen zur Anwendung del' Tragfliigeltheorie 
am ehesten zutreffen, zumal die bei Kreiselradern mit Laufradkranz 
und groBerer Schaufelzahl heute noch iiblichen vereinfachten Be
rechnungsverfahren bei Fliigelradern nicht mehr anwendbar sind. 

Bevor an die Besprechung del' Berechnungsgrundlagen fiiI' Kreisel
rader im einzelnen herangegangen wird, sollen noch einige allgemeine 
Gesichtspunkte iiber den Stromungsvorgang im Arbeitsraum einer Tur
bine erortert werden. 
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Zum Betrieb der Turbine stehe eine bestimmte sekundliche Wasser
menge zur Verfugung, die dem Leitrad gleichmaBig von allen Seiten her 
(rotationssymmetrisch) zugefiihrt werde. Durch die Leitschaufeln 
(Abb. 191 S.248) erfahrt das Wasser eine der Schaufelform ent
sprechende Umlenkung und tritt, nachdem es das Leitrad durchstromt 
hat, mit bestimmter Richtung in den inneren Turbinenhohlraum ein, 
aus dem man sich das Laufrad zunachst entfernt denke. 

Entsprechend den verschiedenen Geschwindigkeiten auf der Saug
und Druckseite einer Leitschaufel herrscht auf jedem Parallelkreis um 
die Turbinenachse eine periodisch wechselnde Geschwindigkeitsver
teilung, wobei die Periode durch die Schaufelteilung gegeben ist. In 
einiger Entfernung vom Leitrad haben sich jedoch - besonders bei 
groBerer Schaufelzahl - die Unterschiede so weit ausgeglichen, daB 
man praktisch davon absehen kann. Nachdem die Stromung im inneren 
Rotationshohlraum der Turbine voll ausgebildet ist, herrscht somit in 
jedem Punkte eines Parallelkreises eine (nahezu) gleich groBe Ge
schwindigkeit, woraus nach dem Energiesatz fUr reibungsfreie Flussig-
keiten folgt, daB langs eines Parallelkreises I'" r--------
(d. h. in tangentialer Richtung) ein Druck-. __ CrC------,(;l! 

gefalle nicht auftreten kann. An einem Flussig- l i "r----// _ Cu 

keitsteilchen von der Masse m wirken somit -5::1 I I / 

- wenn man von der Flussigkeitsreibung zu- ~. i~/ 
nachst absieht - nur Krafte in radialer und 6 ~j_-c_-_-_-_-__ ',! 
axialer, nicht aber in tangentialer Richtung. I ~ 
Ih M t · b f d· T b· h Abb. 190. Der Geschwindigr omen In ezug au Ie ur Inenac se keitsvektor c wird in seine 
ist somit an jeder Stelle des inneren Raumes axiale, radiale und Umfangs-

komponente zerlegt. 
gleich Null. Fur einen beliebigen Punkt im 
Abstand r von der Achse kann man sich den Geschwindigkeitsvektor c 
zerlegt denken in eine axiale Komponente Ca , eine radiale Kompo
nente Cr und in eine tangentiale (Umfangs-) Komponente Cu (Abb.190). 
Bildet man jetzt das statische Moment der BewegungsgroBe - den 
sogenannten Drall - fUr das Massenteilchen m in bezug auf die 
Turbinenachse, so erhalt man dafur mcu r, da Ca und Cr keinen Beitrag 
liefern konnen. Nach dem Flachensatz ist bekanntlich das Moment i1J( 
der am Massenteilchen m wirkenden Krafte in bezug auf eine beliebige 
Achse gleich der zeitlichen Anderung des Dralls, bezogen auf die gleiche 
Achse. Wahlt man nun als Bezugsachse die Turbinenachse, so wird 
nach den obigen Erlauterungen das Moment i1J( zu Null, weshalb auch 

1t (mcur) = 0 sein muB. Daraus folgt aber mCur = const. oder auch 

Cu r = const. , (330) 

d. h. Cu ist umgekehrt proportional dem Abstand r von der Achse. Da 
eine solche i}berlegung fur jeden Massenpunkt von der Masse m = 1 
gilt, und da fiir die Bewegung eines jeden Massenpunktes aus Symme
triegrunden dieselben Anfangsbedingungen bestehen, so erkennt man, 
daB das Feld der tangentialen Geschwindigkeitskomponenten identisch 
ist mit demjenigen eines geraden in die Turbinenachse fallenden Wirbel-
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fadens (Bd. I S. 156 und 186). Die Konstante der G1. (330) ist bekannt, 
sobald die tangentiale Komponente c" der Eintrittsgeschwindigkeit in 
den Turbinenhohlraum gegeben ist. (Damit c" fUr einen Punkt der Achse 
wegen r = 0 nicht unendlich groB wird, denke man sich den Raum 
unmittelbar um die Achse zunachst durch einen koaxialen Kreis
zylinder von der Stromung ausgeschlossen.) Die Gesamtbewegung ver
lauft - wie man aus Abb.190 leicht erkennt - in spiralartigen 
Kurven. 

Bisher wurde von dem Vorhandensein des Laufrades vollkommen 
abgesehen und nur die durch den Leitapparat verursachte Stromung 
betrachtet. In diese (idealisierte) Stromung denke man sich nun das 
Laufrad wieder eingefiigt. Dadurch, daB letzteres den sich bewegenden 
Fliissigkeitselementen einen Widerstand entgegensetzt (es solI ja die 

Turbinenwelle in Rotation ver
setzen), wird der Fliissigkeit 
Energie entzogen, so daB deren 
Energiegehalt nach dem Durch
tritt durch das Laufrad kleiner 
ist als beim Eintritt. Da im 
iibrigen nach dem Durchtritt 
durch das Laufrad im inneren 
Hohlraum ganz ahnliche Verhalt
nisse vorliegen werden wie vor 
dem Eintritt, so gilt auch hier 
mit den obigen Einschrankungen 
(Periodizitat, Reibungsfreiheit) 
das Gesetz (330), nur mit dem 
Unterschied, daB jetzt die Kon
stante einen anderen Wert hat 
als in dem Gebiet vor dem LaufAbb.191. Absolute, relative und Filhrungsgeschwin-

digke1t der Laufradstromung. rad. Wie sich spater zeigen wird 
(S.250), ist die Differenz des auf 

die Masseneinheit bezogenen Dralls c" r vor und hinter dem Laufrad 
(vor und hinter im Sinne der Stromung) wesentlich fUr die GroBe der 
Turbinenleistung. 

FUr das Laufrad hat man zu unterscheiden zwischen der absoluten 
Geschwindigkeit c und der relativen Geschwindigkeit to. Beide sind 
mit der Umfangs- oder Fiihrungsgeschwindigkeit u - d. h. mit 
der Geschwindigkeit, die der betreffende Raumpunkt als Punkt des 
Laufrades haben wiirde - durch die Vektorgleichung 

c=to+u 

verkniipft, so daB man beigegebener Winkelgeschwindigkeit w (w = ;) 

die absolute aus der relativen Geschwindigkeit bestimmen kann und 
umgekehrt. In Abb.191 sind die entsprechenden Geschwindigkeiten 
fUr je einen Punkt des auBeren und inneren Laufradrandes dargestellt. 

Auf S.247 wurde bereits darauf hingewiesen, daB auf einem Par
allelkreis um die Turbinenachse entsprechend den verschiedenen Ge-



Eindimensionale Betrachtung. 249 

schwindigkeiten auf der Saug- und Druckseite einer Schaufel (und 
zwar sowohl der Leitschaufeln als auch der Laufradschaufeln) eine 
periodisch wechselnde Geschwindigkeits- und Druckverteilung vor
handen ist. Da nun das Laufrad seine relative Stellung zum Leitrad 
standig andert, so ist - wie man leicht einsieht - die Stromung im 
Laufrad und demnach auch die Bewegung des letzteren bei konstanten 
auBeren Bedingungen gewissen periodischen Schwankungen unter
worfen, die von der jeweiligen Stellung Leitrad-Laufrad abhangig sind. 
Bei den normalen Ausfillirungsarten und Umdrehungszahlen - be
sonders bei hinreichend groBer Zahl von Leitschaufeln - ist del' Ein
fluB dieser Schwankungen im allgemeinen so gering, daB bei praktischen 
Rechnungen gewohnlich davon abgesehen wird. Immerhin ist es wichtig, 
daB man sich in besonders gelagerten Fallen diesel' Tatsache erinnertl. 

In den obigen Uberlegungen wurden die Fliissigkeitsreibung und 
die durch sie bedingten Verluste zunachst ganz auBer acht gelassen. 
Wie ihr EinfluB beriicksichtigt wird, soIl spater noch gezeigt werden. 
AuBerdem sei darauf hingewiesen, daB bei den praktisch vorliegenden 
Abmessungen und Geschwindigkeiten die Kreiselradstromung immer 
turbulent ist und daB die frillier fiir turbulente Stromung gefundenen 
GesetzmaBigkeiten auch hier sinngemaB in Erscheinung treten. 

12. Eindimensionale Betrachtung. 
Aus den oben gemachten Andeutungen iiber den Veriauf der Stro

mung yom Eintritt in das Leitrad bis zum Austritt aus dem Saugrohr 
(Turbine) bzw. umgekehrt (Pumpe) diirfte schon hervorgehen, daB man 
es hier mit einem ziemlich verwickelten Vorgang zu tun hat. Eine strenge 
theoretische Behandlung des Gesamtproblems ist zur Zeit noch nicht 
gelungen, wenn auch Ansatze verschiedener Art dafiir vorhanden sind. 

Um fiir die ausfUhrende Praxis geeignete Konstruktionsunterlagen 
zu schaffen, sucht man die theoretischen Schwierigkeiten dadurch zu 
umgehen, daB man den Vorgang zunachst in moglichster Vereinfachung 
darstellt, indem man nul' die fUr das Ganze charakteristische kontinuier
liche Hauptbewegung zwischen Leitradeintritt und Saugrohraustritt 
betrachtet und diese ais stational' voraussetzt. Man kann sich dann den 
gesamten Stromungsbereich in einzeine Stromrohren zerlegt denken 
und auf diese die Methoden del' "Stromfadentheorie" unter Beriick
sichtigung der entsprechenden "Verlusthohen" anwenden (vgl. hierzu 
S. 78 sowie Bd. I S. 44). Es ist einleuchtend, daB dieses Verfahren die 
wirklichen Verhaltnisse um so genauer wiedergibt, je kieiner die zu 
wahlenden Stromfadenquerschnitte im Verhaltnis zu deren Lange sind, 
da dann die Voraussetzungen der Theorie (mittlere Geschwindigkeit, 
mittlerer Druck) am ehesten erfiillt sind. Das ist z. B. del' Fall, wenn 
die Schaufelzahl im Leit- und Laufrad moglichst groB ist und der Raum 
zwischen je zwei Schaufeln mit hinreichender Genauigkeit als "Kanal" 
angesehen werden kann. Bei kleiner Schaufelzahl des Laufrades (FlUgel
rad, s. oben) und demnach groBen "Kanalquerschnitten" sind diese 

1 v. Mises: Theorie der Wasserrader S.81. Leipzig 1908. 
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Voraussetzungen nicht mehr erfiillt, so daB dann eine strengere Be
trachtungsweise die Stromfadentheorie zu ersetzen hat (vgl. S. 259). 
Von diesen besonders gelagerten Fallen abgesehen, liefert die Stromfaden
theorie erfahrungsgemaB ganz brauchbare Ergebnisse, die allerdings 
einer entsprechenden Korrektur durch Heranziehung vergleichender 
Untersuchungen an ausgefiihrten Maschinen nicht entbehren konnen. 

13. Hauptgleichung der Kreiselrader. 
Eine wichtige Beziehung zwischen dem Drehmoment an der Turbinen

welle und der Differenz der Drallwerte vor und hinter dem Laufrad 
findet man durch Anwendung des Impulsmomentensatzes (Flachen
satzes) auf einen von zwei nebeneinander liegenden Laufradschaufeln 
eingeschlossenen Stromfaden. Diese Beziehung wurde bereits im 
1. Bande (S.64) als Beispiel fiir den Impulssatz abgeleitet und lautet 
mit den Bezeichnungen der Abb. 191 

(331) 

wobei e die Dichte und Q die sekundlich durch das Laufrad stromende 
Wassermenge bezeichnen. Da aber c1 COSOCI = cuI die tangentiale Kom
ponente der Absolutgeschwindigkeit beim Eintritt in das Laufrad dar
stellt und C2 cos OC2 = Cu 2 die entsprechende Komponente beim Austritt, so 
kann (331) auch in der Form geschrieben werden: 

Mil, = eQ(cu1rl - Cu2r2)' (331 a) 

Diese Gleichung wurde 1754 erstmalig von Leonhard Euler auf
gestellt und wird nach ihm als Eulersche Turbinengleichung be
zeichnet. 

Um daraus die hydraulische Leistung des Laufrades zu erhalten, 
hat man Md nur mit der Winkelgeschwindigkeit co der Welle zu multi
plizieren, also 

(332) 

und man erkennt, daB Lh proportional der Differenz der auf die 
Masseneinheit bezogenen Drallwerte Cu r vor und hinter dem Laufrad 
ist (S. 247). Diese Leistung wird bei gegebenem CuI am groBten, wenn 
die tangentiale Komponente Cu 2 beim Austritt aus dem Laufrad ver
schwindet, d. h. wenn der ganze vor dem Laufrad verfiigbare Drall yom 
Laufrad vernichtet wird. 

Nach Bd. I S.71 ist der Leistungsverlust eines Stromfadens 
zwischen zwei Querschnitten lund 2, durch welche sekundlich die 

Wassermenge Q [m3] stromt, 
sec 2 

YQ{(OCI vi + PI + z) _ (OC2V~ + ~ + z)} _ Loc'Qfav dB =~. (333) 
2 g 'Y I 2 g 'Y 2 g at 

1 

Darin sind v die mittleren Geschwindigkeiten und OCl' OC2' rJ.' Berichti
gungsfaktoren, welche die ungleichmaBige Geschwindigkeitsverteilung 
iiber den Querschnitt beriicksichtigen sollen; auBerdem bezeichnen p 
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den iiber den Querschnitt genommenen Mittelwert des Druckes, z die 
Ortsh6he des Querschnittsschwerpunktes bezogen auf eine beliebige 
Horizontalebene und ds ein Langenelement des Stromfadens. 1m FaIle 
stationarer Stromung, die hier naherungsweise vorausgesetzt werden 
soIl (in Wirklichkeit handelt es sich hochstens urn stationare Mittelwerte, 
siehe oben) entfallt del' von del' Zeit abhangige Integralwert. Die runden 
Klammern stellen die hydraulischen H6hen HI und H2 del' beiden 
Endquerschnitte dar, d. h. die auf die Einheit der Schwere be
zogene Stromungsenergie an den betreffenden Stellen. Man kann 
also Gl. (333) einfacher schreiben 

yQ(H1 - H 2) = ~ . (334) 

FaBt man nun summarisch als Endquerschnitte des betrachteten Strom
fadens das Eintrittsgebiet (e) VOl' dem Leitrad und das Austrittsgebiet (a) 
am Saugrohr del' Turbine auf und beachtet, daB das Wasser beim 
Durchgang durch das Laufrad einen weiteren Leistungsverlust L" durch 
die an die Turbinenachse abgegebene Leistung erfahrt, so erhalt man 
aus (334) und (332) 

yQ(He - Ha) = ~ + e QW(cul r1 - Cu2 r2) 

oder, nach Division durch y Q , 

Q5 w 
He - Ha = -Q + - (C"I rl - Cu2 r2 )· (335) y g 

In dem Ausdruck y~ , der seiner Dimension nach ebenso wie Heine 

Hohe sein muB, konnen aIle hydraulischen Verluste auf dem Wege durch 

die Turbine zusammengefaBt werden, weshalb (335) mit ~ = ..2}h" iibe~-
gehtin Y 

He - Ha = ; (CuI rl - C,,2 r2) + ..2}hv· (336) 

Dieser Ausdruck wird gewohnlich als Hauptgleichung del' Kreisel
rader bezeichnet. Man kann hier noch wr = u setzen und erhalt 

(336a) 

14. Wirkungsgrad und spezifische Drehzahl. 
Die bei einer Wasserturbine auftretenden "Verluste" sind sehr ver

schiedener Art und werden gewohnlich in "hydraulische" und "mecha
nische" Verluste unterteilt; beide zusammen bedingen den Gesamt
wirkungsgrad del' Maschine. Unter den hydraulischen Verlusten 
..2} hv in Gl. (336) hat man die gesamten Verluste zu verstehen, die ein 
Stromfaden an Stromungsenergie (bezogen auf die Einheit del' Schwere) 
vom Eintritt in das Leitrad bis zum Austritt aus dem Saugrohr er
leidet. Dazu gehoren del' Eintrittsverlust am Leitrad, aIle durch die 
Fliissigkeitsreibung im Leit- und Laufrad bedingten Verluste, ferner 
Verluste, die durch Querschnitts- und Richtungsanderungen im Leit- und 
Laufrad entstehen, del' -Ubergangsverlust beim -Ubergang vom Leitrad 
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zum Laufrad (siehe unten), sowie Verluste, die durch eventuelle Krfun
mung und konische Erweiterung des Saugrohrs bedingt sind. Jeder 

2 

diesel' Verluste wird in del' Form 1; ; g dargestellt, wo v die jeweils mittlere 

DurchfluBgeschwindigkeit und 1; eine (dimensionslose) Widerstandsziffer 
bezeichnet, welche im allgemeinen von del' Reynoldsschen Zahl und 
del' relativen Rauhigkeit abhangig ist. Von del' Wahl del' GroBe 1;, die 
im iibrigen bei verschiedenen Betriebszustanden veranderlich sein kann, 
und fiir welche die Ausfiihrungen unter Abschnitt II Ziffer 3 sinn
gemaB Anwendung finden, hangt die richtige Erfassung del' hydrau
lischen Verluste ganz wesentlich abo Man erkennt daraus schon, daB hierin 
eine ziemliche Schwache del' eindimensionalen Betrachtungsweise liegt, 
die nur durch vergleichende Untersuchungen an ausgefiihrten Maschinen 
wettgemacht werden kann. 

Aus den vorstehend genannten Verlusten laBt sich zunachst del' 
hydraulische Wirkungsgrad wie folgt anschreiben. Bezieht man die 
hydraulischen Hohen He und Ha in Gl. (336a) fiir eine Turbine mit 
freiem Zulauf (Abb. 150) auf den Ober- und Unterwasserspiegel und 
legt den Bezugshorizont in den letzteren, so wird wegen 

v; p. v2 p 
He = CX:l2 g + y + H, Ha = CX:2 2; + ya , Pe = Pa 

und Ve ~ 0 
v2 

He - Ha = H - CX:2 2 ;. (337) 
2 

Die Geschwindigkeitshohe ;; ist von del' absoluten Geschwindigkeit 

am Laufradaustritt abhangig und fiir den mechanischen Vorgang ver
loren. Durch konische Erweiterung des Saugrohres und damit all
mahliche Verzogerung del' Stromung kann Va in engen Grenzen ge 
halten werden l • Mit Gl. (337), in del' jetzt noch CX:2 ~ 1 gesetzt werden 
moge, geht Gl. (336a) iiber in 

v2 1 
H - 2--"'- - LJhv = -~(CUl UJ. - Cu2 U 2), 

g g 

weshalb man als hydraulischen Wirkungsgrad erhalt 

v2 
H- --"'--Xhv 

2g Cu17tl-Cu2U2 
17k = --H~-- = --~gH~--

(338) 

(339) 

AuBel' den oben genannten Verlusten treten nun noch weitere auf, 
die man gewohnlich unter dem Namen mechanische Veri uste zu
sammenfaBt, obwohl diese Bezeichnung nicht ganz einheitlich ist. Zu 
ihnen geh6ren aIle Verluste infolge Lager- und Stopfbiichsenreibung, 
sowie infolge del' Wandreibung an den AuBenflachen des Laufrades. 
SchlieBlich wird zu ihnen gewohnlich auch del' sogenannte "Spalt
veri ust" gerechnet, del' dadurch entsteht, daB ein Teil del' Betriebs-

1 Der Umsetzungswirkungsgrad betragt je nach der Gtite des Saugrohrs 50 
bis 85%. 
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fliissigkeit ungenutzt durch den Spaltraum abflieBt. Bezeichnet man 
diesen Anteil mit Qs*' setzt also Q' = Q - Qs als nutzbringend ver
arbeitete Wassermenge an, so erhalt man als nutzbare Leistung an Stelle 
von (332) zunachst 

L~= eQ'(cuIUI- Cu 2U2) 

und nach Abzug der Leistungsverluste Lr aus Lager-, Stopfbiichsen- und 
Radreibung 

Der Gesamtwirkungsgrad ergibt sich daraus mit Le= QyH als 
effektiver Leistung zu 

rJ = e Q' 0U 1 u~=-CU2U2t~ Lr (340) 
QyH 

Man kann hier noch rJh nach Gl. (339) einfiihren und erhalt 

Q' Lr 
rJ = 17k Q - QyH . 

An dieser Stelle sei noch eine kurze 
Bemerkung iiber die GroBe des Dber
gangsverlustes beim Eintritt in das 
Laufrad eingeschaltet. Dieser entsteht, 
wenn das vom Leitrad her kommende 
Wasser mit einer relativen Geschwin
digkeit \tJ I in die Laufradschaufeln ein· 

Abb.192. 

(340a) 

tritt, welche von der durch die Schaufelform bedingten tangentialen 
Zustromungsrichtung \tJ~ etwas abweicht (Abb. 192) oder, mit anderen 
Worten, wenn nicht der richtige "Anstellwinkel" der Laufradschaufel 
gegen die vom Leitrad kommende Fliissigkeit vorhanden ist. Durch 
Umbildung der Geschwindigkeit \tJI in die relative Laufradgeschwindig
keit \tJ~ entsteht ein Verlust, der in der Turbinentechnik gewohnlich 
als StoBverlust bezeichnet wird. Man hat es hier - vom Stand
punkt der Stromfadentheorie gesehen - mit einem ahnlichen Vorgang 
zu tun wie bei Kniestiicken (S. 89, Abb. 75), bei denen die zugehorige 
Verlusthohe aus 

(.1 W)2 w2 + W'2 - 2 W W' coso h =rJ--='Y).---l 1 11._ 
v 2g 2g 

berechnet werden kann, wo 'Y) ein Erfahrungskoeffizient ist. Da die 
Richtung von \tJ I bei konstant gehaltener Absolutgeschwindigkeit CI 

(Abb. 191) sich andern muB, wenn ttl (bzw. co) sich andert, so erkennt 
man, daB derartige Verluste bei veranderlichen Betriebszustanden un· 
vermeidlich sind!. 

* Q, wird gewohnlich in Hundertteilen der groilten Wassermenge Qmax an· 
gegeben. .. 

1 Vgl. hierzu auch H. Fottinger: Uber die physikalischen Grundlagen der 
Turbinen- und Propellerwirkung. Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1912 S.233. Schil
hansl, M.: Beitr. zur Berechnung axialer Schnellaufer. \Vasserkr. u. Wasser
wirtsch. Bd.24 (1929) S.85. 
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Zur Beurteilung der "Schnellaufigkeit" einer Turbine hat sich 
in der technischen Praxis ein Vergleichsverfahren herausgebildet, das 
auf gewissen Ahnlichkeitsbedingungen aufgebaut ist und zum Begriff 
der "spezifischen Drehzahl" gefiihrt haP. 

Die geometrische Ahnlichkeit zweier Flussigkeitsbewegungen ver
langt bekanntlich, daB jeder Stromlinie der ersten Bewegung eine 
geometrisch ahnliche der zweiten Bewegung entspricht. Will man also 
in zwei verschiedenen Maschinen ahnliche Betriebszustande erzeugen, 
so mussen zunachst die beiden Stromungsbilder geometrisch ahnlich 
verlaufen. (Ahnliche Stromungsraume, ahnliche Wandbesehaffenheit.) 
Damit ist aber noeh nieht gesagt, daB die betraehteten Stromungen nun 
aueh meehaniseh ahnlieh sind. Naeh dem Reynoldssehen Ahnlieh
keitsgesetz ware dazu noeh Gleiehheit der Reynoldsschen Zahlen er
forderlieh. Nur in diesem FaIle willden sieh fiir die beiden zu vergleiehen
den Stromungen aueh die gleichen hydraulisehen Wirkungsgrade er
geben. Bei praktisehen Vergleiehsreehnungen sieht man von der Be
dingung gleieher Reynoldssehen Zahlen aus Grunden der Verein
fachung gewohnlieh ab und setzt auBerdem iiberall glatte Wandungen 
voraus. Dann laBt sieh leicht eine einfaehe Beziehung fiir die oben ge
nannte spezifisehe Drehzahl ansehreiben. 

Zu diesem Zweeke seien zwei (kavitationsfreie) ahnliche Betrie bs
zustande geometrisch ahnlieher Masehinen betraehtet. 

Dann gilt fur die Umfangsgeschwindigkeit u = ~ OJ = D6~.!! ,wo D 

irgend einen eharakteristisehen Durehmesser und n die Zahl der Um
drehungen pro Minute (Drehzahl) bedeutet. Demnaeh ist u,....., nD*. 
Die mittlere Gesehwindigkeit Cm in einem Meridiansehnitte (Abb. 190 

und 194) laBt sieh darstellen in der Form Cm = F-~ = ~DQi-' wo Dm 
m :n 1ft 

ein ideeller Durehmesser ist, weshalb im FaIle ahnlieher Stromungs-

raume folgt Cm """';;2 und c;:,....., n~3 . Da aber bei ahnliehen Betriebs-

zustanden das Verhaltnis Cm unverandert bleibt, so wird 
u 

Q,.....,nD3. 

Aus Gl. (339) folgert man ferner (Abb. 190) 

H ,....., C u""'" c u""'" Q n ""' n2 D2 
u m D ' 

weshalb aueh 
Q ""' D2 til , 

und sehlieBlieh gilt fiir die Leistung N CPS] wegen N = Q~iH 
N "-' Q H "-' D2 H {jj "-' n3 Do . 

Man denke sieh nun eine gegebene Masehine mit den GroBen N, H, D 
und n geometrisch ahnlich so verandert, daB sie bei ahnliehem Betriebs-

1 Eine eingehende DarsteHung dieses Gegenstandes ist zu finden in W. Spann
hake: Kreiselrader als Pumpen und Turbinen Bd. 1 S. 164. Berlin 1931. 

* Das Zeichen ~ bedeutet proportional. 
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zustande die entsprechenden Werte N', H', D', n' aufweist. Dann be
stehen nach den obigen Ausfiihrungen zwischen den Leistungen N und N' 
einerseits und den Gefallshohen H und H' andererseits folgende Be
ziehungen 

N D2Hl'H H n2D2 
N' = D'2 H'fII'; H' - n'2D'2' 

woraus durch Elimination des Quotienten ;: und Auflosung nach n' 

folgt 

(341) 

Wahlt man nun in vorstehender Gleichung das Gefalle zwischen Ober
und Unterwasser H' = 1 [m] und die Leistung der Turbine N' = 1 CPS], 
so heiBt die zugehorige Drehzahl n' = ns die "spezifische Drehzahl", 
und man erhalt dafUr 

Man kann sie noch in etwas anderer Weise darsteIlen, indem man in 
Gl. (341) N ""' Q H und N',,", Q' H' setzt; dann wird 

n' = n ~' V ~,~,V:~ . 
Fiihrt man jetzt zum Vergleich die sekundlich verarbeitete Wasser

menge Q' = 1 [rna] (statt wie vorher N' = 1 CPS]) ein und behalt 
sec 

H' = 1 [m] bei, so wird mit n' = ns 
- /-Q-

ns - n ~ HYH . 

Die spezifische Drehzahl gilt als MaB der Schnellaufigkeit einer be
stimmten Turbinenart. Fur Francisturbinen liegt ns etwa zwischen 
50 und 450, fur Flugelradturbinen kann es bis uber 1000 gesteigert 
werden. 

15. Zur Frage del' Laufradschaufelung. 
Die Eulersche Turbinengleichung (331 a) sagt nichts aus -tiber die 

Anzahl und Form der Laufradschaufeln. Nach ihr hangt das Drehmoment 
an der Turbinenwelle im FaIle der hier naherungsweise angenommenen 
stationaren Bewegung (abgesehen von den unvermeidlichen Verlusten) 
lediglich ab von der Dralldifferenz vor und hinter dem Laufrad, d. h. von 
der Ein- und Austrittsgeschwindigkeit. Bestimmend fiir den Bewegungs
vorgang waren demnach wesentlich die Winkel an den Schaufelenden, 
nicht aber die sonstige Form der Schaufeln. Letztere ist an und fUr sich 
willkiirlich - immer vom Standpunkt der Stromfadentheorie aus -
sie muB nur so gewahlt werden, daB aIle Verluste aus Reibung und Quer
schnitts- bzw. Richtungsanderung des Schaufelkanals moglichst klein 
ausfallen. Daneben wird man bestrebt sein mussen, die Schaufelform 
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so auszubilden, daB auf derSaugseitewegenKavitationsgefahr (S. 242) 
keine unzuHissig hohen Geschwindigkeiten auftreten. 

Es ist einleuchtend, daB in diesen nicht eindeutig bestimmten An
gaben eine gewisse Unzulanglichkeit der Stromfadentheorie liegt, welche 
das Streben nach einem vollkommeneren und theoretisch besser begriin
deten Berechnungsverfahren - besonders fUr Rader mit geringer 
Schaufelzahl - begreiflich macht. Immerhin sind die auf der Strom
fadentheorie aufbauenden Verfahren bei der ausfiihrenden Praxis auch 
heute noch fast ausschlieBlich in Gebrauch, da sie gestatten, Dreh
moment, Leistung und Wirkungsgrad eines gegebenen Kreiselrades auf 

einfache Weise zu berechnen. 
u, Fur die Form der Laufrad-

}o;;::~""f':':;===:=;oo;~ schaufel sind nach den obigen 

il} 
I 

\ \ I 
. I \ . 
\1 ", 
!'f" 

Abb. 193. Geschwindigkeitsdreiecke am Ein- und 
Austritt des Laufrades. 

Darlegungen in erster Linie 
die Geschwindigkeitsdreiecke 

Abb. 194. Schnitt durch eine 
Radialturbine. 

am Ein- und Austritt bestimmend (Abb. 193). Liegt die absolute Ge
schwindigkeit CI nach GroBe und Richtung fest, so ergibt sich fUr einen 
bestimmten Betriebszustand (Q, OJ) die GroBe des Winkels fJI aus der Be
dingung "stoBfreien" Eintritts in den Schaufelkanal (vgl. dazu die Be
merkung auf S. 253). Der Winkel fJ2 und die sonstige Schaufelform sind 
im ubrigen so zu wahlen, daB die durch Gl. (331 a) vorgeschriebene Drall
differenz unter tunlichster Vermeidung von Verlusten erzeugt wird. 

Hat man dem Entwurf zunachst eine etwa aus der Erfahrung ent
nommene Schaufelform und Schaufelteilung zugrunde gelegt, so ist zu 
prufen, wie groB der zugehorige Wirkungsgrad wird und, falls diese 
Priifung ungunstig ausfallt, die Schaufelform entsprechend zu ver
bessern. Die Schaufeln werden bei dieser Rechnung als unendlich dunn 
angesehen und als Schaufelwinkel fJ diejenigen Winkel eingefiihrt, 
welche die Umfangsrichtungen an den Schaufelenden mit den Schnitt
kurven bilden, die durch den Schnitt einer mittleren Rotationsflache a-b 
(Abb. 194) mit den Schaufelflachen entstehen. 

Zur Ermittlung des Wirkungsgrades kann man etwa folgendermaBen 
vorgehen. Zunachst drucke man die Geschwindigkeiten c" I und Cu 2 
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durch Q und 0) aus. Zu diesem Zwecke zerlege man die Absolutgeschwin
digkeiten C in ihre tangentialen Komponenten Cu und die in die zu
gehorigen Meridianebenen fallenden Komponenten Cm (cm = -V c~ + c; , 
Abb. 190). Dann ist mit den Bezeichnungen der Abb. 193 

Q 
CUI = Cml CtglY.I = FI ctglY.I , (342) 

Om2 Q (343) 
w2 = sin fJ2 = F2 sin fJ2 ' 

wobei unterFI und F2 die den mittleren Meridiangeschwindigkeiten cml 

und cm2 (Abb. 194) entsprechenden ideellen Querschnitte zu verstehen 
sind, welche den Hohlraum als RotationsfHichen quer durchsetzen. 
Ferner ist gemiiB Abb. 193 

Cu 2 = U2 - W2 cos fJ; = r 2 0) + W 2 cos fJ2 

oder mit Rucksicht auf (343) 
Q cu2 = r2 0) + F ctg fJ2' (344) 

2 

FUhrt man nun die Ausdrucke (342) und (344) in 01. (338) ein, so erhalt 
man mit u = rO) 

(345) 

In vorstehender Gleichung lassen sich auch noch Va und .2; hv (S. 251) 
durch Q und 0) ausdrucken, womit 

H=H(Q,O)) (345a) 

als Funktion von Q und 0) dargestellt ist. Bei gegebenem H kann 
somit Q fUr beliebige Winkelgeschwindigkeiten 0) berechnet werden. 
Damit liegen dann auch alle Geschwindigkeiten fest, und der hydrau
lische Wirkungsgrad liiBt sich nunmehr mit Hilfe der G1. (339) er
mittein i • 

Das vorstehende Verfahren lauft also auf ein wiederholtes Probieren 
hinaus und gibt nur uber die mittleren Verhaltnisse Auskunft. End
giiltige Klarheit konnen nur planmaBig in den Versuchsanstalten durch
gefUhrte Versuche liefern. 

In dem Bestreben, fiir die Untersuchung der Kreiselrader strengere Berech
nungsgrundlagen zu schaffen, welche es ermoglichen, die Wasserbewegung im 
Hohlraum einer Turbine nicht nur summarisch abzuschatzen, sondern im einzelnen 
genauer zu verfolgen, sind von verschiedenen Autoren Verfahren entwickelt worden, 
die auf den hydrodynamischen Grundgleichungen der reibungsfreien Fliissigkeit 
aufgebaut sind. 

Pra,si[2 stellte in zwei grundlegenden Arbeiten zunachst die allgemeinen Be
wegungsgleichungen der idealen Fliissigkeit im Innern eines mit konstanter Winkel-

1 Spannhake, W.: Kreiselpumpen und Turbinen, im Handb. der Experi
mentalphysik von Wien-Harms Bd. 4 Hydro- und Aerodynamik 3. Teil S.286, 
300. Leipzig 1930. 

2 Pr aSil,F.: Uber Fliissigkeitsbewegungen in Rotationshohlraumen, Schweiz. 
Bauztg. Bd. 41 (1903), und Die Bestimmung der Kranzprofile und Schaufelformen 
fiir Turbinen und Kreiselpumpen, Schweiz. Bauztg. Bd.48 (1906); vgl. auch 
Technische Hydrodynamik 1926 S.246ff. 

Kaufmann, Hydxomechanik II. 17 
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geschwindigkeit rotierenden Raumes auf und benutzte diese, urn an Hand einiger 
Sonderfalle eine Reihe von SchluBfolgerungen abzuleiten, welche fiir die Vorgange 
in Turbinenlauf- und Leitradern von Bedeutung sind. Insbesondere fand er, daB 
die von ihm entwickelten Bewegungsgleichungen durch solche Stromungsformen 
befriedigt werden, fiir deren Absolutgeschwindigkeiten ein Geschwindigkeits
potential vorhanden ist. Zur Bestimmung derartiger Stromungen und damit der 
Ermittlung der erforderlichen Schaufelformen kaml die Potentialtheorie heran
gezogen werden. 

Dem Vorgange Prasils folgend, geht Lorenz1von den auf Zylinderkoordinaten 
umgeformten Grundgleichungen aus und ersetzt die Wirkung der Laufradschaufeln, 
deren Zahl unendlich groB angenommen wird, auf die Absolutstromung durch Ein
fiihrung sogenaunter "Zwangsbeschleunigungen", welche auf den Schaufelflachen 
senkrecht stehen. Die in den Meridianflachen vor sich gehende "Hauptstromung" 
wird dabei als wirbelfrei angesehen. Zur Ausbildung der Schaufelflachen wird die 
Eulersche Turbinengleichung herangezogen und zwecks Erreichung eines mog
lichst guten Wirkungsgrades die Forderung eines gleichen EnergieUlllsatzes aller 
das Laufrad durchflieBenden Wasserteilchen aufgestellt. Die Lorenzsche Theorie 
- besonders der Begriff der "Zwangsbeschleunigung" - ist verschiedenen Ein
wendungen begegnet2 und spater von Bauersfeld3 zur Berechnung der Laufrad
schaufem von Francisturbinen ausgebaut worden. 

Ein graphisch-analytisches Verfahren zur Ermittlung des Stromungsverlaufes 
im Schaufelraume - unter Zugrundelegung eines unveranderlichen Betriebs-

I zustandes - hl),t v. Mises4 angegeben, 
~(lo'-'J'cIl(l~ wonach die richtige Festlegung der Lauf= :. :::: !~ _ : :::= rad-Austrittskante und die Bestimmung 

,
- - 1- r --- der Leitschaufel-Endwinkel entspre<:pend 

. der Forderung eines "stoBfreien" Uber-

I ganges ermoglicht wird. 
Auch die vorstehend genaunten Ver

i fahren miissen sich zur Erreichung des 
gesteckten Zieles weitgehender Ideali

Abb. 195. sierungen des wirklichen Vorganges be-
dienen, wie Reibungsfreiheit, Wirbelfrei

heit, stationare Stromung oder sehr diinne Schaufelwandungen und sehr groBe 
Schaufelzahl usw. Der d urch sie angestre bte Vorteil einer besseren theoretischen 
Begriindung geht deshalb bei den von der Praxis aus wirtschaftlichen und kon
struktiven Griinden (insbesondere kleine Schaufelzahl bei hoher Drehzahl) bevor
zugten Schaufelformen zum Teil wieder verloren. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB Spannhake5 eine strenge Losung fiir die 
e bene Idealstrom ung durch ein radiales Schaufelrad gegeben hat, allerdings 
unter der Aunahme eines unendlich fernen Leitrades. Zur Verwirklichung der 
ebenen Stromung hat man sich dabei in der Turbinenachse eine Senke vorzu
stellen (Bd. I S. 136), in der die Fliissigkeit nach dem Durchstromen des Laufrades 
verschwindet (Abb. 195). Auf die Losung der Aufgabe, die unter Verwendung der 
konformen Abbildung und der Methode der Quellen, Senken und Wirbel durch-

1 Lorenz, H.: Neue Theorie und Berechnung der Kreiselrader. Miinchen und 
Berlin 1906 und 1911. 

2 v. Mises, R.: Physik. Z. 1907 S.314; Bauersfeld, W.: Z. VDI 1905 
S.2007 und Z. ges. Turbinenwes. 1907 S. 265. 

3 Die Konstruktion der Francis-Schaufel nach der Lorenzschen Turbinen
theorie und ihre Eigenschaften, Z. VDI 1912 S.2045. 

4 v. Mises, R.: Theorie der Wasserracler S. 102. Leipzig 1908. 
5 Spannhake, W.: Die Leistungsaufnahme einer parallelkranzigen Zentri

fugalpumpe mit raclialen Schaufeln, Festschrift der Technischen Hochschule Karls
ruhe 1925 S. 387; Anwendung der konformen Abbildung auf die Berechnung von 
Stromungen in Kreiselraclern, Z. angew. Math. Mech. 1925 S.481. Spannhake, 
W., u. W. Barth: Potentialstromung clurch ruhende oder bewegte Schaufelgitter 
mit Schaufeln von beliebiger Form, Z. angew. Math. Mech. 1929 Heft 6. 
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gefiihrt ist, kann hier nicht weiter eingegangen werden1 • Dagegen soIl nachstehend 
noch gezeigt werden, wie man die Methoden und Ergebnisse der Tragfliigeltheorie, 
die sich bei der Untersuchung der Propeller als besonders fruchtbar erwiesen haben, 
mit Vorteil auch auf Turbinenlaufrader mit geringer Fliigelzahl und ohne Laufrad
kranz (sog. Fliigelrader) anwenden kann. 

16. Anwendung del' Tragfliigeltheorie auf axial durchstromte 
Fliigelrader. 

Abb. 196 zeigt eine Axial tur bine mit kranzlosem Fliigelrad, dessen 
vier Fliigel ahnlich wie diejenigen eines Propellers angeordnet sind 
(Propellerturbine). Die Fliissigkeit werde dem Arbeitsraum del' 
Turbine wieder durch ein Leitrad zugefiihrt, welches vom Laufrad so 
weit entfernt sei, daB die durch das Leitrad bedingten UngleichmaBig
keiten del' Stromung beim Eintritt in das Laufrad als ausgeglichen 
angesehen werden diirfen. Weiter sei an
genommen, daB die einzelnen Fliissigkeits
teilchen, nachdem sie in die axiale Rich
tung umgelenkt sind, - also bereits VOl' ~d=!=!=1;!,,--+-r¥T-+-""';;:*=!:" 
dem Laufrad - ihren Abstand von del' 
Drehachse im wesentlichen beibehalten, 
daB also im Laufrad keine oderdoch nul' 
sehr geringe Radialgeschwindigkeiten vor
handen sind. Unter diesel' Voraussetzung, 
die bei nicht zu groBer Schaufelhohe im 
Verhaltnis zum Laufraddurchmesser mit 
geniigender Annaherung erfiillt sein diirfte, 
verlauft die Stromung in lauter Zylinder
flachen. Denkt man sich nun einen ko- Abb.196. Schnitt dUTCh eine Axialturbine 
axialen Zylinderschnitt t durch das Lauf mit kranzlosem Fliigelrad. 

rad gelegt und wickelt den Zylindermantel 
auf eine Ebene ab, so erhalt man als Schnitt del' Laufradschaufeln mit 
dem Zylinder t eine gerade Fliigelreihe (Abb.196 unten). Da abel' 
nach del' obigen Annahme jedes Fliissigkeitsteilchen sich auf einem 
Zylindermantel bewegt, so kann man nahe bei dem ersten einen 
zweiten Zylinderschnitt t' legen, auch diesen abwickeln und die Stro
mung zwischen beiden Zylindermanteln als ebene Stromung durch 
eine gerade Fliigelreihe auffassen. Dabei wiederholt sich an jedem 
Fliigel derselbe Stromungsvorgang, so daB die gleichen Gesetze gelten 
wie iiir die unendlich lange Reihe. Nach den Ausfiihrungen iiber die 
ebene Potentialstromung durch eine gerade, unendlich lange Fliigel
reihe iibt die stromende Fli.issigkeit auf den einzelnen Fliigel, bezogen 
auf die Tiefe "Eins", einen Auftrieb von del' GroBe 

A=e rw (346) 

aus [Gl. (270), S. 205], wo r die Fliigelzirkulation und w diejenige Ge
schwindigkeit bezeichnet, welche gemaB Abb. 162 als graphisches Mittel 

1 Vgl. auch E. Sorensen: Potentialstr6mungen durch rotierende Kreiselrader, 
Z. angew. Math. Mech. 1927 S.89. 

17* 
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aus den relativen Geschwindigkeiten WI und W 2 vor bzw. hinter dem 
Gitter gefunden wird. Zu dieser ideellen Anstromungsgeschwindigkeit, 
die mit der Profilsehne den Anstellwinkel ()( bilden moge, steht del' 
Auftrieb A senkrecht (Abb. 197). AuBer A tritt am Flugel noch der in 
die Anstromungsl'ichtung fallende Widerstand W auf, welcher zusammen 
mit A die resultierende Kraft R bildet. Die GroBe r der Flugelzirkula
tion ist - wie fruher gezeigt wurde (S. 212) - abhangig von der 
Anstromungsgeschwindigkeit w, den Profilkonstanten und dem Anstell
winkel ()(. Sie kann im FaIle ebener Stromung und unter der Voraus
setzung, daB die Flugelstromung durch die Nachbarflugel nicht be
einfluBt wird, fUr die in Betracht kommenden Profillormen auf theore
tischem Wege berechnet werden (vgl. S. 212, wo die Rechnung fUr das 
Joukowsky-Profil durchgefUhrt ist). Hier solI jedoch nach dem Vor
gange von Bauersfeld1 ein anderer Weg eingeschlagen werden. 

Abb.197. Auftrieb und Widerstand am Fliigelblattelement. 

Man kann Auftl'ieb und Widerstand bekanntlich in der Form 

W = C !L w2 F w 2 (347) 

darstellen, wo ca und Cw die Auftriebs- bzw. Widerstandsziffer 
und F die Flugelflache bezeichnen (S. 198). ca und Coo sind fUr 
eine groBe Anzahl praktisch wichtiger Profilformen durch Modell
versuche an Flugeln von endlicher Spannweite bestimmt worden2• Um 
diese Beiwerte fUr die hier vorausgesetzte ebene Stromung (die einem 
Tragflugel von unendlicher Spannweite entspricht) verwenden zu kon
nen, hat man noch eine Umrechnung mit Hilfe der Gl. (297) (S.223) 
vorzunehmen. Man erhalt dann 

c2 F 
Cw~ = C -~-

""" W :it 82 ' 
(348) 

WO Ca und Cw die fUr den Flugel von endlicher Spannweite aber gleichem 

1 Bauersfeld: Die Grundlagen zur Berechnung schnellaufender Kreiselrader. 
Z. VDI 1922 S.461. 

2 Angaben hieriiber finden sich bei L. Prandtl und A. Betz: Ergebnisse der 
Aerodynamischen Versuchsanstalt zu G6ttingen, 1. bis 4. Lieferung; vgl. auch 
Hiitte Bd. 1 26. Auf!. S. 408. 
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Profil gefundenen Werte bezeichnen. FUr den rechteckigen Flugel ist 
ferner F = 8 t (8 = Spannweite, t = Flugeltiefe, Abb. 154), womit 
G1. (348) auch wie folgt geschrieben werden kann 

c2 t 
C =c ---"'--

Woo W :rc; 8 (348a) 

Entsprechend erhalt man fUr den Anstellwinkel nach G1. (297 a) 

Ca t 
~ =~---. 

oo :rc; 8 
(349) 

Weiter ist zu beachten, daB die an Einzelflugeln gewonnenen 
Ergebnisse nicht ohne weiteres auf Flugelgitter ubertragen werden 
konnen, da sich hier eine Beeinflussung der einzelnen Flugel durch die 
Nachbarflugel bemerkbar macht, die je nach der GroBe der Gitterteilung 
eine Anderung des Auftriebsbeiwertes zur Folge hat. Es ware also not
wendig, das Verhaltnis 

der Auftriebsziffer eines Flugels von bestimmter Form als Teil 
eines Gitters zu derjenigen des Einzelflugels von derselben Form 
zu bestimmen. Leider sind diese Verhiiltniszahlen z. Z. nur fUr einige 
Sonderfalle bekannt und beschriinken sich in der Hauptsache auf ebene 
oder gewolbte Platten als Gitterelemente. Strenge Losungen dieser Art 
sind u. a. von Kuttal, Blasius 2, Gramme}3 und Konig4 gegeben, 
auf die hier verwiesen werden muB. 

Einen Anhalt an die bei den praktisch verwendeten Profilen und 
Anstromungsrichtungen fJ (Abb. 197) gegen die Gitterachse auftreten
den Verhiiltnisse kann man sich nach einem neuerdings von Schil
hansl5 entwickelten Niiherungsverfahren verschaffen, wonach fUr den 
Fall der e benen Platte die aus Abb. 198 fUr den Fall des Kreis
bogenprofils beim Anstellwinkel 0° die aus Abb.199 ersichtlichen 
Verhaltniswerte La bzw. Lb in Abhiingigkeit von der Gitterteilung T 
gelten. Man erkennt, daB diese Werte mit groBer werdender Teilung 
siimtlich der Zahl "Eins" zustreben (Einzelflugel). 

Urn mit Hilfe dieser Zahlen die Auftriebsbeiwerte Ca g fUr den Gitter
£lugel aus denjenigen fUr den Einzelflugel (cae) bei beliebigem Anstell
winkel ~ zu bekommen, kann man nach Schilhansl folgende Uber
legung anstellen. Fur die kreisfOrmig gekrummte Platte als Einzelflugel 
betragt die Zirkulation nach Bd. I S. 160 und 165 

r=4nvooRsin(~+ c5), 

1 Kutta: Uber ebene Zirkulationsstr6mungen nebst flugtechnischen Anwen
dungen, S.-B. Bayer. Akad. Wiss., Math.-physik. Kl. S. 108. Miinchen 1911. 

2 Blasius: Stromfunktionen fiir die Stromung durch Turbinenschaufeln, Z. 
Math. Phys. 1912 S. 354. 

3 Grammel: Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges. Braunschweig 
1917. 

4 Konig: Potentialstromung durch Gitter, Z. angew. Math. Mech. 1922 S. 422. 
vgl. auch W. Engel: Str6mung durch axiale Schaufelgitter, Ing.-Arch. Bd. 3 (1932). 

5 Schilhansl, M.: Niiherungsweise Berechnung von Auftrieb und Druck
verteilung in Fliigelgittern, Jb. wiss. Ges. Luftf. 1927 S. 151. 
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wo Voo die Anstromungsgeschwindigkeit im Unendlichen und ~ den 
Anstellwinkel bezeichnen, wahrend R und <5 die aus Abb. 200 ersicht
liche Bedeutung haben. Da nun pro laufenden Meter Lange 
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Abb. 198. VerhaItniswerte der Gitter· 
auftriebsziffer zu derjenigen des Einzel
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Abb. 199. VerhiHtniswerte der Gitter
auftriebsziffer zu derjenigen des Einzel

fliigels bei einem Kreisbogenprofil. 

ist, SO folgt 
2 r 8 n R . ( + -") 2 sin (ex. + 0) 

Ca = Vco t = -t" SIn ~ u = n cos 0 

oder 
Ca = 2 n (sin ~ + cos ~ tg <5) • 

FUr kleine Anstellwinkel kann naherungsweise cos~ ~ 1 gesetzt werden, 

weshalb man mit tg <5 = 2 + fiir 
den Einzelfliigel erhalt 

-2 ( . ..L2l) cae - n Sln~ 't. 
Abb.200. Der erste Summand steUt die Auf

triebsziffer einer ebenen Platte 
(f = 0) beim Anstellwinkel ~ dar, del' zweite die Auftriebsziffer eines 
Kreisbogenprofils beim AnsteUwinkel ~ = o. Die Gitterauftrie bszahl 
ergibt sich daraus, indem man den ersten Beitrag mit La' den zweiten 
mit Lb multipliziert, also 

Ca a = 2 n (La sin ~ + Lb ¥ ) . 
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Mit Hilfe dieser Angaben ist es moglich, den EinfluB der Gitterwirkung 
mit einiger Sicherheit abzuschatzen1 . 

Bezeichnet u die Umfangsgeschwindigkeit des Elementarflugels im 
Abstande r von der Achse, dessen radiale Ausdehnung die Lange dr 
habe (Abb. 196), so ist die Leistung der auf die z Schraubenflugel ent
fallenden Krafte R mit den Bezeichnungen der Abb. 197 

Mit 
dL = z Rusin (/1- A) . 

A = ca -~ w2 t dr = R cos A 
folgt daraus 

dL- fe 2t d sin (P-).) 
- Z fa "2 w u r cos A • (350) 

Andererseits ist nach der Eulerschen Turbinengleichung (332) die 
gesamte hydraulische Leistung wegen r1 = r2 = r und mit ror = u 

(351) 

Auf die Schraubenkreisflache, die dem Zylinderschnitt tt' in Abb. 196 
entspricht, entfallt die sekundliche DurchfluBmenge dQ = 2nr·dr·cm , 
wennn Cm die wegen Cr = 0 axial gerichtete Meridiangeschwindigkeit 
bezeichnet (vgl. Abb. 190). Mit dies em Werte dQ liefert (351) 

d L = 2 n r e cm U (c" 1 - C,,2) dr, 

und aus dem Vergleich mit (350) folgt 
4:n;rcm (cu I-C,,2) cos). 

C = ---'-'--'--;;'-"------=-
a zw2 t sin (P-J.) . 

(352) 

Setzt man noch 2:n; r = T (Schaufelteilung im Abstand r von der Achse, 
z 

Abb. 197) und beachtet, daB 

w sin/1 = Cm , 

so folgt schlieBlich fill den Auftriebsbeiwert 

C = 2 CuI - C,,2 !'.. sin P cod (353) 
a w t sin (P-J.) 

Diese Gleichung kann zur Festlegung der Schaufelform benutzt werden. 
Nachdem die Hauptabmessungen der Turbine bestimmt und fill den 

Betriebszustand mit dem besten Wirkungsgrad das nutzbare Gefalle 
H' = 1JhH, die sekundliche Wassermenge Q und die Drehzahl n fest
gelegt sind, erhalt man zunachst aus (339) mit u 1 = u 2 = U 

(354) 

oder, wenn Cu 2 = 0 gewahlt wird, was einem drallfreien Austritt aus dem 
Laufrad entsprechen wiirde (vgl. S.250) 

gH' 
c" 1 = ---;u:- , 

1 Vgl. hierzu auch F. Weinig: Stromung durch Profilgitter und einige An
wendungen auf die Stromung in Propellern. Hydromechanische Probleme des 
Schiffsantriebes. Hamburg 1932. 
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. 2nrn 
wobm u = rw = ----00-' Weiter ist mit Riicksicht auf Abb. 197 wegen 

C,.2 = 0 tgf3 = _~_m_. 
CUl 

~t-2 

Da somit f3 wegen crn = ~ festliegt, laBt sich auch 

Cm 
W = sin fJ 

berechnen. Fiir den Winkel A in Gl. (353) gilt (Abb. 197) 
TV 

tg A = A = s, 

wobei s die yom Anstellwinkel (X abhangige Gleitzahl bezeichnet. 
Zur Erlangung eines hohen Wirkungsgrades wird man s zweckmaBig 
nach den an guten Fliigelformen gewonnenen Erfahrungswerten an
nehmen (etwa 1/20). Bei del' Wahl del' Auftriebsziffer Ca hat man zu 
iiberlegen, ob an del' Saugseite des :Fliigels gegebenenfalls Kavitation 
auftreten kann. Die Geschwindigkeit auf del' Saugseite entsteht be
kanntlich durch Uberlagerung del' Anstromungsgeschwindigkeit w und 
del' durch die Fliigelzirkulation bedingten zusatzIichen Geschwindigkeit. 
GroBer Auftrieb setzt groBe Zirkulation voraus, d. h. einem groBen Ca 
entspricht eine groBe Zusatzgeschwindigkeit auf del' Saugseite. 1st also 
die oben berechnete Geschwindigkeit w fiir den hier betrachteten 
Fliigelschnitt bereits sehr groB, so wird man Ca entsprechend klein 
wahlen miissen, um die unerwiinschten Kavitationserscheinungen zu 

vermeiden. Nachdem iiber s und Ca verfiigt ist, kann das Verhaltnis ~ 
aus (353) berechnet werden. Die Anzahl del' Fliigel wird ill allgemeinen 
nach praktischen Gesichtspunkten bestimmt; damit ist auch die Tei
lung T fiir den betrachteten Zylinderschnitt und mit ihr die Profiltiefe t 
festgelegt. Fiir die Wahl del' Profilform selbst sind die GraBen Ca und 

s = ~ maBgebend. Durch sie ist auch del' Anstellwinkel (X bestimmt 
Ca 

(vgl. hierzu die Abb. 155 und 156). 
Will man sich bei del' Wahl del' Profilform del' aus Versuchen an 

Einzelfliigeln gewonnenen Erfahrungswerte bedienen, so muB del' Wert 

Ca nachtraglich mit Riicksicht auf die von dem Verhaltnis ~ abhangige 

Gitterwirkung noch umgerechnet werden, was nach den auf S. 262 
gemachten Angaben naherungsweise geschehen kann. Entsprechendes 
gilt, wenn es sich um Versuche an Fliigeln mit endlicher Spannweite 
handelt (S. 260). Die vorstehend beschriebene Rechnung ist fiir ver
schiedene Zylinderschnitte zu wiederholen und Iiefel't schlieBlich die 
gesamte Fliigelform. 

Fiir den Wirkungsgrad del' ganzen Anlage kommen auBer dem 
Spaltverlust (vgl. S.252) - del' hier in ahnlichel' Weise wie bei den 
Radiall'adern dadurch bedingt ist, daB ein Teil des Wassel's ungeniitzt 
durch den Spalt hindul'chgeht - sowie den sonstigen mechanischen Vel'-
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lusten in der Hauptsache noch die Verluste in den Zu- und Ableitungen 
(Leitrad, Saugrohr) in Betracht. Die Drehzahlen der Flugelradturbinen 
k5nnen wesentlich hoher gewahlt werden als diejenigen der Francis
turbinen, was fUr viele praktische Anwendungen auBerst erwUnscht ist, 
dagegen ist man hinsichtlich des "Gefalles" mit Rucksicht auf die 
Kavitationsgefahr an den SteIlen des groBten Unterdrucks der Laufrad
flugel auf geringere Hohen beschrankt, was wieder einen Nachteil 
gegenuber anderen Ausfuhrungen bedeutet. 

1m FaIle reibungsfreier Stromung durch das Laufrad kann aus den 
Gleichungen (346), (347) und (353) eine einfache Beziehung fUr die 
Schaufelzirkulation r abgeleitet werden. Zunachst folgt mit Rucksicht 
auf (346) und die erste Gleichung von (347), wenn der Auftrieb auf die 
Lange "Eins" bezogen wird und t wieder die Profiltiefe bezeichnet 

I r = TCawt. 

]~uhrt man hier Ca aus (353) ein und beachtet, daB bei reibungsfreier, 
ebener Bewegung wegen W = 0 auch A = 0 ist, so erhalt man mit 

T=~~ 2:n:r 
z r= (CU1 - Cu 2) --. z 

Durch Vergleich mit (331a), worin fUr den vorliegenden Fall r1 = r2 = r 
zu setzen ist, folgt daraus 

r-~ Md 
- z eQ' 

Man kann hier nun die Leistung L" = Mil OJ = 'YIh QyH einfUhren und 
erhalt 2 H r = n'Y}hg • 

zw 

Vorstehende Gleichung zeigt, daB die Zirkulation r = r(r) langs des 
Flugels konstant ist, sobald fUr die einzelnen Stromschichten der gleiche 
Wirkungsgrad vorhanden istl. 

VIII. Schiffswiderstand. 
Bekanntlich tritt bei der Vorwartsbewegung eines vollkommen in 

eine natfuliche (zahe) FlUssigkeit eingetauchten Korpers ein Wider
stand auf, den man als Flussigkeitswiderstand bezeichnet (Bd. I 
S.218). Seine Entstehung verdankt diesel' Widerstand einerseits den 
tangential zur Korperoberflache gerichteten Reibungskraften, welche 
einen Reibungswiderstand bedingen, und andererseits dem Um
stand, daB die normal zur Korperoberflache wirkenden Druckspan
nungen wegen der auf del' Vorder- und R,uckseite bestehenden Druck
unterschiede in del' Bewegungsrichtung eine Resultante bilden, den 

1 Thoma, D.: Neuere Anschauungen tiber die Hydrodynamik der Wasser. 
turbinen. Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik (Inns bruck 1922). 
Berlin: Julius Springer 1924. 



266 Schiffswiderstand. 

sog. Druckwiderstand. Beide Widerstandsanteile sind eine Folge 
der Zahigkeit und demnach dem Reynoldsschen Gesetz unterworfen, 
denn in einer reibungs- und wirbelfreien Flussigkeit kann bekanntlich 
ein Flussigkeitswiderstand nicht auftreten (d'Alem bertsches Para
doxon). 

Die GroBe des Reibungswiderstandes hangt auBer von dem fliis
sigen Medium von der GroBe, Form und Beschaffenheit der Korper
oberflache sowie von der GroBe der Geschwindigkeit abo Der Druck
widerstand dagegen ist eine Folge des hinter dem Korper bei der Be
wegung entstehenden Wirbelgebietes (Kielwasser). Seine GroBe hangt 
wesentlich von der Korperform ab und wird um so kleiner, je kleiner 
das Kielwasser ist. Bei hydrodynamisch guten Korperformen kann der 
Druckwiderstand in geringen Grenzen gehalten werden (Bd. I S. 219). 

FUr einen vollkommen in Flussigkeit eingetauchten Korper, wie 
Z. B. ein Luftschiff oder ein in hinreichender Tiefe fahrendes Unter
see boot, setzt sich der Flussigkeitswiderstand somit aus zwei Teilen 
zusammen: dem Reibungswiderstand und dem Druckwider
stand. Bewegt sich dagegen der zu untersuchende Korper - im vor
liegenden FaIle ein Schiff - in der Nahe der Oberflache einer Flussig
keit (als welche in Zukunft stets Wasser betrachtet werden solI), so tritt 
zu diesen beiden Anteilen noch ein dritter, namlich der durch die Ent
stehung von Oberflachenwellen bedingte Wellenwiderstand. Er ist 
dem Froudeschen Ahnlichkeitsgesetz unterworfen, da die Wellen
bewegung wesentlich von der Schwere und nur ill geringen MaBe 
von der Reibung beherrscht wird (vgl. S. 150). 

Wie oben bereits bemerkt wurde, kann der Druckwiderstand durch 
entsprechende Formgebung des Schiffskorpers verhaltnismaBig niedrig 
gehalten werden. Der Reibungswiderstand dagegen betragt bei nicht 
zu groBen Geschwindigkeiten oft 60 bis 70% des gesamten Widerstandes. 
Der Rest entfallt auf den Wellenwiderstand. Letzterer vergroBert sich 
mit wachsender Schiffsgeschwindigkeit und kann unter Umstanden 
bis zu 60% des Gesamtwiderstandes ausmachen1. AuBer den drei genann
ten Anteilen kommt noch der Luftwiderstand auf die sich uber den 
Wasserspiegel erhebenden Teile des Schiffes in Betracht, uber welchen 
im nachsten Abschnitt etwas eingehender berichtet wird. 

Eine strenge theoretische Losung ohne Zuhilfenahme empirischer 
Daten ist zur Zeit weder fUr den Gesamtvorgang noch fUr einen der 
drei Widerstandsanteile moglich 2 • Erschwerend kommt noch hinzu, daB 
letztere nicht voneinander unabhangig sind. Die Korperform ist zunachst 
verantwortlich fUr die GroBe des Druckwiderstandes, welcher ill wesent
lichen eine Folge des Kielwassers ist. Da dieses eine andere Druck
und somit auch Geschwindigkeitsverteilung an der Korperoberflache 
bewirkt als bei reiner Potentialstromung, wird auch der Reibungswider
stand durch die Korperform beeinfluBt. SchlieBlich sind auch die 

1 Horn, F.: Theorie des Schiffes. Handb. phys. techno Mech. Bd.5 (1931) 
S.622. 

2 Eine iibersichtliche Zusammenstellung unserer heutigen Kenntnis ist ent
halten in Hydromechanische Probleme des Schiffsantriebs S. Iff. Hamburg 1932. 
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Oberflachenwellen wegen del' frUher besprochenen Eigenbewegung del' 
Fliissigkeitsteilchen (S. 153) und der durch die Wellung der Ober
flache bedingten Anderung der Benetzung des Schiffskorpers von 
EinfluB auf die Geschwindigkeitsverteilung und somit auf den Rei
bungswiderstand. Man hat es also mit einem auBerst verwickelten Stro
mungsvorgang zu tun, zu dessen Beschreibung und zahlenmaBiger Er
fassung heute noch in weitgehendem MaBe Modellversuche heran
gezogen werden miissen. 

Aber auch hier entsteht sofort eine erhebliche Schwierigkeit da
durch, daB Reibungs- und Druckwiderstand dem Reynoldsschen 
Ahnlichkeitsgesetz gehorchen, der Wellenwiderstand dagegen dem 
Froudeschen Gesetz. Es ist also - ahnlich wie bei Wellenerschei
nungen in offenen Gerinnen - eine strenge mechanische Ahnlichkeit 
bei der Ubertragung von Modellversuchen auf die GroBausfiihrung 
gar nicht moglich, da beide Modellgesetze nicht gleichzeitig befriedigt 
werden konnen (S.152). 

Zur Erfiillung des Reynoldsschen Gesetzes muB unter der Voraus
setzung, daB als Modellfliissigkeit dieselbe Fliissigkeit verwendet wird 
wie fiir die GroBausfUhrung (00 vorliegenden Fall also Wasser), die 
Modellgeschwindigkeit gleich der A-fachen Geschwindigkeit des wirk-

lichen Schiffes sein (A = f ' vgl. S. 151), was sich - abgesehen von 

sehr kleinen m-Werten - praktisch nicht verwirklichen laBt. Wesent
lich giinstiger liegen in diesel' Hinsich t die Ver hal tnisse bei dem Fro u d e -
schen Gesetz, da bei ihm die Geschwindigkeiten von Modell und Haupt-
ausfiihrung sich wie I: i1 verhalten (S. 152), was sich meBtechnisch 
ohne groBe Schwierigkeiten erreichen laBt. Man kann dann allerdings 
streng genommen nur den Wellenwiderstand mit Hilfe des Modell
gesetzes umrechnen, wahrend die iibrigen Widerstande entweder er
fahrungsgemaB oder durch besondere Rechnungen beriicksichtigt 
werden miiBten. 

Zur Ermittlung des Reibungswiderstandes stehen verschiedene 
Formeln zur Verfiigung, welche in der Hauptsache daraus abgeleitet 
wurden, daB man die aus der Rohrstromung gewonnenen Erkenntnisse 
sinngemiW auf die Stromung langs einer diinnen, ebenen Platte iiber
trug (vgl. Bd. I S. 222f£') und auf diese Weise die mittlere Widerstands
zahl der Oberflachenreibung 

Wr cf = -----
2 bl ~ v2 

2 

bestOOmte. Darin bezeichnen Wr den gesamten Reibungswiderstand, 
b die Breite, l die Lange und v die Geschwindigkeit der Platte (in 
ruhendem Wasser). Einige Angaben iiber die GroBe von cf sind 00 
Bd. I S. 224ff. zu finden. v. Karman l und Prandt12 haben in-

1 Hydromechanische Probleme des Schiffsantriebes S. 50. Hamburg 1932. 
2 Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu G6ttingen, 4. Lief. 

1932 S. 18. 
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zwischen die verbesserten Gesetze iiber den Rohrstromungswiderstand 
(vgl. S. 57ff.) auch auf die Plattenreibung iibertragen und die obige 
Widerstandszahl c, entsprechend verfeinert, so daB jetzt eine gute 
Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen vorliegt. Auf die Wieder
gabe del' ziemlich umstandlichen Rechnung muB hier verzichtet werden. 
Als brauchbarer Naherungswert kann die von H. Schlichtingl an
gegebene Formel 0,455 c - -----.--, - (V l)2.58 

log v 
benutzt werden, welche fiir Reynoldssche Zahlen ffi l = Vpl = 106 

bis 109 die wirklichen Verhaltnisse gut wiedergibt2• 

Indessen besteht fiir die Ubertragung del' auf diese Weise an 
Platten gefundenen Reibungskrafte auf die benetzte Schiffshaut von 
gleicher Oberflache noch die oben bereits erwahnte Schwierigkeit, daB 
del' Reibungswiderstand bis zu einem gewissen Grade von del' Schiffs
form abhangt, und zwar derart, daB dadurch eine gewisse VergroBerung 
des Reibungswiderstandes im Verhaltnis zu demjenigen einer mit der
selben Geschwindigkeit bewegten Platte entsteht3 . 

Zur praktischen Ermittlung des Gesamtwiderstandes geht man 
zur Zeit folgendermaBen VOl': Zunachst bestimmt man mittels Dynamo
meter in einer Versuchsrinne durch einen Schleppversuch den Gesamt
widerstand w des (im allgemeinen aus Paraffin hergestellten) Schiffs-

modelles, und zwar bei einer Modellgeschwindigkeit v = ~ , wenn V 
lA 

die entsprechende Schiffsgeschwindigkeit darstellt (S. 152). Darauf 
berechnet man in del' oben geschilderten Weise den Reibungswider
stand Wr des Modelles und subtrahiert diesen von w, so daB del' Rest 

w'= W -Wr 

die Summe aus Druck- und Wellenwiderstand darstellt. Del' Druck
wider stand ist bei guten Schiffsformen im allgemeinen nicht sehr er
heblich. Da man ihn nicht gesondert bestimmen kann, faBt man ihn 
mit dem Wellenwiderstand zusammen und unterwirft beide jetzt dem 
Froudeschen Modellgesetz, wonach entsprechende Krafte im Modell 
und in del' GroBausfiihrung sich wie 1: .11.3 verhalten miissen (S. 152). 
Demnach wird del' entsprechende Widerstand fiir letztere 

W' = W' .11.3 = (w - W,,) .11.3, 

und del' Gesamtwiderstand 

W= W'+ Wr =(w-w,,)A3 + WI" 
wo W r den ebenfalls durch Rechnung festzustellenden Reibungswider
stand des naturgroBen Schiffes darstellt. Auf diese Weise ist es moglich, 

1 FuBnote 2 S.267. 
2 Vgl. auch L. Prandtl u. H. Schlichting: Das Widerstandsgesetz rauher 

Platten. Werft Reed. Hafen 1934, S. 1. 
3 Horn: a. a. O. S. 629. 
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den Gesamtwiderstand fiir verschiedene Schiffsgeschwindigkeiten V 
durch den Modellversuch zu bestimmen. 

In Kanalen, bei denen fiir das Schiff nur eine beschrankte Fahrrinne 
zur Verfiigung steht, erfahrt del' Gesamtwiderstand durch Anderung 
des Wellenbildes sowie durch den EinfluB del' Reibung an den Kanal
wanden mitunter eine betrachtliche Erhohung gegeniiber del' Bewegung 
in einer unbegrenzten Fliissigkeit. Das ist bei beschrankter Fahrtiefe 
b~sonders dann del' Fall, wenn die Schiffsgeschwindigkeit sich del' 
Geschwindigkeit V = i g h del' Grundwelle nahert, wahr~end bei weiter 
wachsender Geschwindigkeit del' Widerstand wieder abfallt. Auf die 
starke Veranderung des Wellenbildes in del' Nahe dieses kritischen 
Wertes von V, auf welche das schnelle Ansteigen des Schiffswiderstandes 
in del' Hauptsache zuriickzufiihren ist, wurde bereits auf S. 165 hin
gewiesen. 

IX. Die Belastung von Bauwerken durch 
Windkrafte. 

Bearbeitet von Prof. Dr.-Ing. O. Flachsbart, Hannover. 

1. Allgemeines. 
Die Berechnung del' Querschnittsabmessungen und del' Stand

sieherheit eines Bauwerkes, das durch Windkrafte belastet wird, setzt 
die Kenntnis del' auBerstenfalls zu erwartenden Windbelastung vor
aus. In manehen Fallen (Sehornsteine, Kiihltiirme) sind Windkrafte 
iiberhaupt die einzigen auBeren Lasten. In anderen Fallen, in denen das 
nicht zutrifft, beherrschen sie den Entwurf des Bauwerks haufig noeh 
in starkem MaBe (so bei Funktiirmen, weitgespannten Eisenbriieken, 
Kran- und Fordergeriisten). Grundsatzlich miissen aIle Bauwerke odeI' 
Bauwerksteile, die vom Winde merklieh erfaBt werden konnen, "auf 
Winddruek" bereehnet werden. 

Ein vom Winde getroffenes Bauwerk ist physikaliseh ein von einem 
Gas umstromter fester Korper. Da die groBten Windgeschwindigkeiten 
50 [m/see] kaum iibersehreiten, werden die von del' Bewegung her
riihrenden Diehteanderungen del' Luft im allgemeinen kleiner als 1 % 
sein1 . Das erlaubt uns, die Luft als raumbestandige, zahe Fliissigkeit 
zu betraehten. Das Verhalten eines festen Korpers in einer solehen 
Fliissigkeit ist in Bd. I ausfiihrlieh behandelt worden2• Wegen del' 
allgemeinen physikalisehen Zusammenhange darf daher auf die friiheren 
Ausfiihrungen verwiesen werden. 

Erinnert sei daran, daB die Stromungsmeehanik noeh nieht zu einer 
abgeschlossenen Theorie del' hydro- (bzw. del' aero-) dynamisehen 
Krafte vorgedrungen ist. Nul' gewisse Sonderfalle lassen sieh theoretiseh 
bereits beherrsehen (u. a. dynamiseher Auftrieb, Widerstand bei sehr 

1 Vgl. Ed. I S.3. 2 Vgl. Bd. I S.217££. 
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kleinen Reynoldsschen Zahlen); zu ihnen gehOrt nicht das Windkraft
problem, bei dem es sich um die Ermittlung der aerodynamischen Krafte 
auf umstramte Karper beliebiger Gestalt bei hohen Reynoldsschen 
Zahlen handelt. Die Frage nach der Windbelastung von Bauwerken 
muB daher vorlaufig durch das Experiment beantwortet werden. Was 
die Theorie beizusteuern vermag, ist das Reynoldssche Ahnlichkeits
gesetz als ordnendes Prinzip und (notwendiges, aber nicht ausreichen
des) Modellgesetz. 

2. Windkraftzahl und WinddruckzahI. Definitionen. 
Trifft ein Windstrom von der artlich und zeitlich gleichfarmigen 

Geschwindigkeit v [m/sec] auf einen ruhenden Baukarper, so wird auf 
den Karper eine Windkraft W [kg] ausgeiibt (Abb. 201), fiir die man 
mit einem dimensionslosen Faktor c die allgemeingiiltige Beziehung an-
schreiben kann1 : I} v2 

__ W = c 2 F [kg] (355) 

/1-----
Abb. 201. Zur Definition der 
Windkraftzahl und der Wind
druckzahl. v mittlere Wind
geschwindigkeit im Unend
lichen, praktisch gleichbedeu
tend mit der ungestorten Wind
geschwindigkeit weit Vor dem 
Bauwerk. W resultierende 
Windkraft(fiiIlt im aligemeinen 
nicht in die Windrlchtung 
und greift meist auch nicht 
im Korperschwerpunkt San). 
Pi Druck an einer Stelle i der 
Korperoberfiache (seine Rich
tung flillt nic h t zu.ammen 
mit der Normalen des FIiichen-

elements im Punkte i). 

(12 = Luftdichte = rd. 1/8 [kgsec 2/m4] fiir nor
male Verhaltnisse, F [m2] eine in jedem Fall 
genau zu definierende, im iibrigen beliebige 
"Bezugsflache" des Karpers, etwa seine graBte 
Querschnittsflache). An irgendeiner Stelle i 
der Karperoberflache wirkt dabei eine Kraft 
pro Flacheneinheit, ein Druck Pi, del' je nach 
der Lage del' betrachteten Stelle ein Unter
oder Dberdruck sein kann und fiir den sich 
unter Benutzung eines dimensionslosen Bei
wertes 1; i analog schreiben laBt: 

I} v2 

Pi = 1;i 2 [kg/m2] • (356) 

Die Gl. (355) und (356) sprechen nicht etwa 
ein physikalisches Gesetz aus; sie sind Defi
nitionsgleichungen fiir die dimensionslosen 

GraBen c und 1;, nicht mehr. Erst die experimentell zu ermittelnde Ab
hangigkeit der GraBen c und 1; von den maBgebenden ZustandsgraBen 
(Karperform, Karperabmessung, Oberflachenrauhigkeit des Karpers, 
Geschwindigkeit und Richtung des Windes, physikalische Eigenschaften 
del' Luft) bringt die physikalischen Zusammenhange zum Ausdruck. 
Man bezeichnet c als Windkraftzahl, 1; als Winddruckzahl. Fiir 

den Staudruck et del' Windgeschwindigkeit v (S. 198) wll'd hiiufig die 

Abkiirzung q gebraucht: 
(357) 

Die Luftdichte 12 in Abhangigkeit vom Luftdruck und von del' Luft-

1 Bd. I S. 219. 
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temperatur ist bekanntl . Die Bezugsflache F ist durch die Gestalt des 
Bauwerks gegeben. Also lassen sich Windkraft W und Winddruck p 
berechnen, wenn die Windgeschwindigkeit v und die dimensionslosen 
GroBen c und 1; bekannt sind. 

3. Eigenschaften des Windes. 
Den Definitionsgleichungen (355) und (356) liegt die Voraussetzung 

ortlicher und zeitlicher Gleichformigkeit des Windstroms zugrunde. Die 
Luftbewegungen in del' Atmosphare erfiillen diese Bedingung nicht. 
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Abb.202. a) und b) Verteilung del' Windgeschwindigkeit iiber dem Erdboden (nach W. S c h mi d t 
u. a.). Aus del' doppeltlogarithmischen Auftragung c) ist zu entnehmen, dall sich die Verteilung 
der Windgeschwindigkeit durch v prop. yljn darstellen liillt; den Wert n entnimmt man unmittel-

bar aus del' Neigung 1: n del' durch die Mellpunkte gelegten Gel'aden. 

Infolge del' Reibung bildet sich libel' dem Erdboden eine mit ver
zogert stromender Luft erflillte Reibungsschicht, deren Dicke mehrere 
Kilometer betragen kann. Unmittelbar am Boden ist die Windgeschwin
digkeit Null. Die Ergebnisse einiger Messungen sind in Abb. 202 (a und b) 
zusammengestellt. Eine doppeltlogarithmische Auftragung (Abb.202c) 
zeigt, daB sich die Abhangigkeit der Windgeschwindigkeit v von der 

1 Vgl. etwa Ergebnisse del' Aerodynamischen Versuchsanstalt G6ttingen, 
1. Lief. S. 135. Miinchen und Berlin 1921 (1923). Zahlenangaben iiber die Ab
hangigkeit del' Luftdichte von del' Temperatur bei 760 mm Hg findet man auch 
im Bd. I dieses Lehrbuches auf S. 4. Del' Wert e = liS [kgsec 2jm4] gilt fiir 15° C 
und 760 mm Hg, 
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Hohe y uber dem Erdboden mit genugender Genauigkeit durch den 
Ansatz v prop. yl/n zum Ausdruck bringen laBt, wobei n im wesent
lichen von del' Bodenbeschaffenheit abhangt. Mit Rucksicht auf die 
Abhangigkeit del' Windgeschwindigkeit von del' Hohe uber dem Erd
boden muB die GroBe v in den Gl. (355) und (356) bei gegebener Ver
teilung v = v (y) als Windgeschwindigkeit in einer genau definierten 
Hohe y uber dem Boden betrachtet werden odeI' abel' als "wirksame 
Geschwindigkeit", die - ortlich gleichformig verteilt - am Bauwerk 
angenahert dieselben aerodynamischen Wirkungen hervorrufen wiirde 
wie del' Windstrom mit del' Geschwindigkeitsverteilung v = v(y). 

DaB die Luft zeitlich nicht gleichformig stromt, ist jedem bekannt. 
Del' Wind ist "boig". Man beobachtet das besonders deutlich bei 
Sturm, also bei Wind starken , die fiir Bauwerke Gefahr bedeuten. Ein 
eingehendes Studium des Boenmechanismus ist erst in letzter Zeit 
(u. a. mit Rucksicht auf die Bediirfnisse del' Flugtechnik) in Angriff 
genommen worden. Statistisches Material uber Boenstarken liegt bereits 
in groBerem Umfange VOl', ohne ausreichend zu sein1 . Zuverlassige 
Unterlagen ub.er den zeitlichen Verlauf und die raumliche Ausdehnung 
von Boen fehlen noch fast vollstandig 2 • Mit Sicherheit laBt sich fol
gendes aussagen: In Mitteleuropa kommen in Hohen von 15 bis 20 m 
uber dem Erdboden Windgeschwindigkeiten bis zu mindestens 45 [m/sec] 
vor. Boen von 30 bis 35 [m/sec] sind sogar relativ haufig, sie konnen 
minutenlang mit·geringen Schwankungen andauern. 

Ob die Windverteilung nach Abb.202, die bei mittleren Wind
geschwindigkeiten gemessen wurde, bei Sturm noch zutrifft, ist zweifel
haft. Exakte Messungen liegen nicht vor. Gewisse Beobachtungen 
deuten abel' dar auf hin, daB die Beziehung v prop. yl/n, die sich fUr 
klein ere und mittlere "\Vindgeschwindigkeiten bis zu sehr groBen Hohen 
als gultig erwiesen hat3 , bei Sturmboen nur fur eine diinne Schicht 
am Boden in einer Dicke von etwa 10 bis 20 [m] zutrifft. Weiter ober
halb scheint im allgemeinen eine ortlich und zeitlich unregelmaBig ver
teilte Stromung .zu herrschen; es liegen aber auch Beobachtungen vor, 
aus denen geschlossen werden muB, daB eine ziemlich gleichmaBige 
Verteilung zum mindesten vorkommen kann4 • 

Die strenge Berucksichtigung der zeitlichen Windstarkeschwankun
gen wiirde zum Verzicht auf die Formeln (355) und (356) zwingen, da 
beiden Definitionsgleichungen die Voraussetzung einer von del' Zeit unab
hangigen Stromung zugrunde liegt. Man kann sich abel' andel's helfen, 
wenn es nicht auf groBe Genauigkeit ankommt, und muB es bei dem 
gegenwal'tigen Stande del' Forschung sogar. Fiir den Standsicherheits-

1 Seitz, H.: Zu den Baupolizeivorschriften iiber Winddruck. Bautechn. 
Bd. 10 (1932) S.647 u.664. 

2 Hingewiesen sei auf die noch nicht abgeschlossenen Biienmessungen an der 
Severnbriicke (England). Letzte Mitteilung dariiber im Rep. Nat. Physic. Labora
tory. London 1932. 

3 Strasser hat noch in 2 bis 3 km Hiihe v-Verteilungen gemessen, die sich 
durch v ~ yl /5 ziemlich gut wiedergeben lassen. (Anderung der Windgeschwin
digkeit mit der Hiihe iiber Wien. Meteorol. Z. 1928 S. 214). 

4 Nach einer brieflichen Mitteilung der Flugwetterwarte Berlin. 
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nachweis von Bauwerken wird es geniigen, in die Gl. (355) und (356) 
Mittelwerte, gegebenenfalls auch beobachtete Maximalwerte der Wind
geschwindigkeit einzusetzen. Schwieriger liegen die Verhaltnisse fiir die 
Festigkeitsberechnung der Bauteile. Das Bauwerk fiihrt infolge der Wind
stoBe Schwingungen aus, es unterliegt infolgedessen zusatzlichen dyna
mischen Beanspruchungen. Man kann dem Rechnung tragen, indem man 
in die Gl. (355) und (356) mit einem "stationaren Gleichwert der Ge
schwindigkeit" Vs = ~v eingeht (~> 1), wobei v die wahrend eines 
Sturmes haufiger auftretende Spitzengeschwindigkeit ist. Durch diesen 
Kunstgriff erreicht man, daB die in Wahrheit instationare Stromung 
naherungsweise als stationar betrachtet, die Windlast also als ruhend 
angesetzt werden kann. Man ist dabei allerdings gezwungen, c- und 
,-Werte fiir stationare Stromungen zu benutzen (meist Ergebnisse von 
Modellversuchen), da entsprechende Werte fiir instationare Stromungen 
noch nicht bekannt sind. Wahrscheinlich sind die Fehler, die man da
durch macht, nicht erheblich. 

Man iiberlegt sich leicht, daB ~ von der Boencharakteristik, von der 
Eigenschwingungsdauer und den Materialeigenschaften des Bauwerks 
abhangen muB. Theoretische Untersuchungen von Rauschl, die 
allerdings wegen des Mangels an aerologischen Daten z. T. auf plau
sible Annahmen gestiitzt werden muBten, haben ergeben, daB fiir Ge
baude mit hoher Eigenfrequenz (normale Wohn- und Industriegebaude, 

Eigenschwingungsdauer < ~ [sec]) ~ ~ 1 zu setzen ist, fiir schlanke 

biegsame Bauwerke (Hochhauser, Industrieschornsteine, Funktiirme -
Eigenschwingungsdauer 1 bis 5 [sec]) dagegen ~ = 1,05 bis 1,25 und 
mehr. 

Welche Zahlenwerte fiir v zu wahlen sind, muB bei der Unab
geschlossenheit des Beobachtungsmaterials dem Ermessen des Einzelnen 
iiberlassen bleiben. Hier mag ein unverbindlicher Vorschlag gemacht 
sein, der einerseits zwischen der Anpassung an die Wirklichkeit und der 
anzustrebenden Einfachheit des Rechnungsganges zu vermitteln sucht, 
andererseits zwischen den erforderlichen Riicksichtnahmen auf Bau
sicherheit und Bauwirtschaftlichkeit. Man rechne fiir den Festigkeits
nachweis etwa 

bis zu einer Hohe von 20 m iiber dem 
angrenzenden Gelande mit v = 35 m/sec (40 m/sec), 

fiir Hohen> 20 m mit v = 40 m/sec (45 m/sec), 

gegebenenfalls Ubergang von 35 m/sec auf 40 m/sec in mehreren Stufen 
und Beriicksichtigung weiterer Geschwindigkeitszunahme oberhalb von 
20 m. Die eingeklammerten Zahlenwerte beziehen sich auf besonders 
windreiche Gegenden 2. 

1 Einwirkung von WindstoBen auf hohe Eauwerke, Z. VDr Ed. 77 (1933) 
S.433ff. 

2 Mit (! = 1/. [kg sec2/m4] entspricht einer Geschwindigkeit v = 35 [m/sec] ein 
Staudruck q = 12;2 = 76,5 [kg/m2] und einer Geschwindigkeit v = 40 [m/sec] ein 
Staudruck q = 100 [kg/m2]. Die im Nov. 1933 erschienenen hollandischen Vor-

Kaufmann, Hydromechanik II. 18 
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Die Richtungsunruhe des Windes pflegt man zu vernachHissigen. 
Die Windrichtung wird meist horizontal angenommen. In gewissen 
Fallen (z. B. bei del' Berechnung von Dii.chern) ist es abel' gut, daran zu 
denken, daB gelegentlich auch Luftmassen schrag von oben einfallen 
konnen. 

4. Die experimentelle Ermittlung der 'Vindkraft- und 
Winddruckzahlen. 

a) Das Modellgesetz. 
DaB die Ermittlung von c und (; bei dem gegenwartigen Stande 

del' Theorie experimentell erfolgen muB, wurde bereits erwahnt. Es ist 
naheliegend, in erster Linie an Versuche an ausgefiihrten Bauwerken zu 
denken. Abel' abgesehen davon, daB derartige Versuche kostspielig und 
zeitraubend sind, stehen ihrer Durchfiihrung grundsatzliche Schwierig
keiten im Wege, auf die einzugehen, hier zu weit fUhren wurde. 

Das wesentliche Mittel zur Bestimmung von c und (; ist der Mo
delIver such im Windkanal. Die Aufgabe des GroBversuchs be
schrankt sich auf die Kontrolle und Erganzung des Modellversuchs. 

Die Ergebnisse von Mpdellversuchen sind praktisch nur brauchbar, 
wenn die Gesetze fUr ihre Ubertragung auf GroBausfUhrungen bekannt 
sind. Fur die Mehrzahl aller Bauwerkstypen und zwar fUr Baukorper 
mit quer uberstromten scharfen Kanten (normale Wohn- und Industrie
gebaude) sind diese Gesetze in ziemlich befriedigender Weise bekannt. 
Sind Bauwerksform, Windrichtung und Bodenbeschaffenheit gegeben, 
so gilt unter del' Voraussetzung stationarer Stromung fUr jeden derartigen 
Baukorper (abgesehen von dem Gebiet kleiner Reynoldsscher Zahlen, 
das wir hier unbedenklich ausschlieBen konnen) mit ausreichender An
naherung c = const. , (;i = const. (358) 

odeI' , was dasselbe besagt, 

W prop. v2 , Pi prop. v2 • (358a) 

Fur die ganze Klasse von Bauwerken mit quer uberstromten scharfen 
Kanten ist daher praktisch i abhangig allein von Bauwerksform, Windrichtung und Boden

beschaffenheit; 
d r una bhangig von der GroBe des Bauwerks, der Rauhigkeit seiner 

c un '" Oberflache, der Geschwindigkeit und der Turbulenz des Windes 
und von der Zahigkeit und der Dichte der Luft, insbesondere also 
von der Reynoldsschen Zahl. 

Die Ubertragung des Modellversuchs auf die GroBausfiihrung wird 
hiernach sehr einfach (abgesehen von den fruher erorterten Schwierig
keiten infolge del' instationaren Stromung des Windes). 

schriften fiir die Winddruckberechnung von Bauwerken (holland. Normblatt 
N 790) schreiben fiir Hohen <: 20 [m] je nach der geographischen Lage q = 70 
bis 100 [kgjm2] vor. Ahnlich die russischen Bestimmungen, die neben den hollan
dischen bislang als einzige Vorschriften ihrer Art den Ergebnissen der neueren 
Stromungsforschung Rechnung tragen. 



Die experimentelle Ermittlung der Windkraft- und Winddruckzahlen. 275 

Beispiel: Es handle sich um die Windkraft auf einen quer zu seiner Ebene an
gestriimten Briickentrager. Die Daten fiir Modell und Original seien unterschieden 
durch die Zeiger m bzw. o. Linearer Modellma.Bstab 1jJ., woraus fiir die BezugsfIache 
folgt Fo = ).2Fw 

1m Modellversuch bei Vm [m/sec] am geometrisch ahnlichen Modell gemessene 

Windkraft W m [kg]; 
daraus Windkraftzahl 

Wm ).2Wm 
em = --2-- = --2-- • 

eVm F e v'" F 
2 m 2 0 

Aus C = const. folgt 
Cm = Co 

und hiermit fiir die Windkraft Wo auf den wirklichen Briickentrager 

e v2 
Wo = em -t- Fo [kg] , 

wenn Vo die fiir die GroBausfiihrung einzusetzende Windgeschwindigkeit ist. 

Das einfache Gesetz c = const. verliert seine Giiltigkeit fUr Bau
werke, die keine quer iiberstromten scharfen Kanten haben (kreis
zylindrische Schornsteine, Gas- und FliissigkeitsbehiHter, aber auch 
scharfkantige Korper, deren scharfe Kanten in Windrichtung liegen). 
Fiir sie ist 

c nd C. der Bauwerksoberflache, der Windrichtung, der Wind-Ivon der Bauwerksform, der BauwerksgroBe, der Rauhigkeit 

a b~angig starke, der Windturbulenz, der Bodenbeschaffenheit, der 
Dichte und der Zahigkeit der Luft, unter anderem also 
von der Reynoldsschen Zahl. 

Aus der Abhangigkeit der Windzahlen von so vielen Parametern er
wachsen der Ubertragung der Modellmessung erhebliche Schwierig
keiten, die heute noch nicht ganz iiberwunden sind. Das Ubertragungs
gesetz laBt sich hier allgemein nur so aussprechen: Fiir Bauwerke, 
die keine quer iiberstromten scharfen Kanten haben, darf das Ergebnis 
einer Messung nur dann unmittelbar vom Modell auf eine GroBaus
fiihrung iibertragen werden (und umgekehrt), wenn - geometrische 
Ahnlichkeit und im iibrigen gleiche Bedingungen vorausgesetzt - in 
beiden Fallen die Reynoldsschen Zahlen die gleichen on = const.) 
und Oberflachenrauhigkeit und Windturbulenz dynamisch ahnlich sind. 

Abgesehen davon, daB es noch gar nicht gelungen ist, die Bedingungen 
anzugeben, unter denen zwei Rauhigkeiten oder zwei Turbulenzgrade 
dynamisch ahnlich sind, stoBt die Erfiillung der Bedingung ffi = const. 
beim Modellversuch auf Schwierigkeiten, weil die hohen Reynolds
schen Zahlen der GroBausfiihrung (bedingt durch die groBen Wind
geschwindigkeiten und die groBen Bauwerksabmessungen) sich im 
Modellversuch im allgemeinen nicht erreichen lassen. Man ist daher 
meist gezwungen, iiber einen mehr oder weniger groBen Bereich Rey
noldsscher Zahlen hinweg vom Modell auf die GroBausfUhrung zu 
extrapolieren - ein Verfahren, das nur dann nicht mit erheblichen 
Unsicherheiten behaftet ist, wenn c und C unabhangig von ffi sind. 
Durch die Unabhangigkeit von ffi sind aber nur die Windzahlen der 

18* 
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Baukorper mit scharfen, quer iiberstromten Kanten ausgezeichnet. Fiir 
gewolbte Bauwerksformen bleibt daher der SchluB yom Modell auf die 
GroBausfuhrung auf jeden Fall unsicher, solange nicht beide dieselbe 
Reynoldssche Zahl haben. 

b) Einige Bemerkungen iiber die Technik des 
Modell versuchs. 

Die Methoden, deren man sich bei der Durchfiihrung von Modell
versuchen im Windkanal bedient, konnen hier· nur kurz angedeutet 
werden. Genauere Einzelheiten, auch iiber WindkaniUe, findet man 
z. B. in Wien-Harms: Handbuch der Experimentalphysik Bd. IV, 
2. Teil. 

Sollen Windkrafte an einem Modell gemessen werden, so geschieht 
das am zweckmaBigsten durch Wagung, indem man das Modell mit 
Drahten oder diinnen Streben an Waagen (am besten Hebelwaagen, da 
sie die groBte MeBgenauigkeit verbiirgen) befestigt. Der Wagungsvor
gang selbst zeigt keine Besonderheiten, nur muB man daran denken, daB 
die Windkraft auf die Aufhangungsorgane fiir sich gemessen und von 
der Windkraft der Gesamtanordnung in Abzug gebracht werden muB 
(vgl. S. 200). 

SolI die Winddruckverteilung an allseitig geschlossenen Modellen 
gemessen werden, so kann man das Modell vollstandig hohl ausfiihren. 
An einer windgeschiitzten Stelle, etwa auf der dem Wind abgekehrten 
Seite oder bei Modellen, die auf einer Bodenflache stehen, an der dem 
Boden zugewandten Flache, wird eine Schlauchtiille angesetzt, von der 
aus das Innere des Modells durch einen Gummischlauch mit einem 
auBerhalb des Windstroms stehenden Manometer verbunden werden 
kann. Die Oberflache des Modells wird mit geeignet verteilten, feinen 

Anbohrungen « ~ mm 0) versehen. Bei der Messung miissen von 

diesen Anbohrungen stets aIle bis auf eine geschlossen sein. Man miBt 
dann den Druck, der sich durch das geoffnete MeBloch im Innern des 
Modells einstellt; es ist nahezu der Druck, der an der Stelle des MeBlochs 
herrscht, wenn die MeBoffnung nicht da ware. Er wird es um so ge
nauer sein, je kleiner die ortliche Storung durch das MeBloch, je kleiner 
also sein Durchmesser ist. Um die Storung durch das MeBloch zu eli
minieren, kann man gegebenenfalls die Messung mit MeBlochern von 
verschiedenen Durchmessern wiederholen und aus den gemessenen 
Driicken auf den Druck beim MeBloch yom Durchmesser 0 extrapolieren. 
Der Nachteil der beschriebenen Methode ist der, daB man jedesmalnur 
den Druck an einem einzigen Punkt der OberfIache messen kann. Man 
vermeidet diesen Nachteil, wenn man auf der Innenseite des Modells eine 
Anzahl feiner Rohrchen (zweckmaBig Messingrohrchen) mit absolut 
dichtem AnschluB an den Wanden befestigt und sie durch die Modell
wande hindurch mit feinen Anbohrungen versieht. Jedes der Rohrchen 
muB aus dem Innern des Modells an geschiitzter Stelle nach auBen 
gefiihrt und von dort mit Manometern verbunden werden. Das Ver
fahren wird besonders einfach, wenn man Mehrfachmanometer mit einer 
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gefarbten Sperrfliissigkeit benutzt und das sich beim Versuch ein
stellende Bild der Fliissigkeitssaulen photographiert. Das Verfahren 
erlaubt, jedesmal so viel Driicke zu messen, wie Rohrchen angebracht 
sind. Es ist im iibrigen das einzig mogliche Verfahren fiir Modelle, die 
nicht vollkommen geschlossen sind; will man an solchen Modellen die 
Druckverteilung innen und auBen messen, so miissen die Wande 
doppelwandig ausgefiihrt werden. Vor Beginn einer Versuchsreihe iiber
zeuge man sich davon, daB die Me.Bleitungen (zwischen Me.Bloch und 
Manometer) weder undicht noch verstopft sind. 

Die Messung der Druckverteilung durch Anbohrungen liefert 
nur die Verteilung der N ormalkomponenten des Druckes. Die Tan
gentialkomponenten lassen sich nicht ohne weiteres messen. Meist in
teressieren sie auch gar nicht, da sie klein sind. Man kann aber das Ober
flachenintegral der Tangentialkomponenten, die Reibungskraft, be
rechnen, indem man von der durch Wagung gefundenen Windkraft das 
Oberflachenintegral der mit Hille von Anbohrungen gemessenen Normal
driicke vektoriell in Abzug bringt. Da es sich bei diesem Verfahren urn 
die Ermittlung einer (kleinen) Differenz zweier groBer Werte handelt, 
miissen die Messungen sehr sorgfaltig sein, wenn das Ergebnis einiger
maBen zuverlassig sein solI. 

Die Modelle konnen entweder aus Holz odeI' aber aus Eisen- oder 
Messingblech hergestellt werden. Holz hat den Nachteil, daB es sich 
leicht verzieht. Bei Modellen aus Eisen- oder Messingblech muB man 
beim Aufloten del' Messingrohrchen darauf achten, daB sich das Blech 
nicht wirft. MeBoffnungen in Holzmodellen stellt man am besten her, 
indem man in del' Wand des Modells normal zur Wandflache feine 
Messingrohrchen einlaBt, deren nach auBen weisende Offnungen biindig 
in der auBeren Wandflache des Modells liegen miissen. Stets ist darauf 
zu achten, daB die MeBoffnung frei von Grat, ihre Umgebung frei von 
ortlichen Storungen ist. (Das Verfahren, die Druckverteilung mit Hilfe 
von Anbohrungen zu messen, darf daher nur bei Modellen mit glatter 
Oberflache angewandt werden!) Das SchlieBen von MeBlochern erfolgt 
zweckmaBig mit Wachs oder mit einer Mischung aus Wachs und Paraffin; 
urn eine Verstopfung del' Rohrchen zu vermeiden, wohl auch mit diinnen 
Papierblattchen (dabei allerdings Gefahr, daB die Oberflache und damit 
die Stromung gestort wird). 

Die Nachahmung des Erdbodens kann durch eine ebene, geniigend 
groBe, windseitig abgerundete oder zugescharfte Bodenplatte (Holz) 
geschehen. Will man iiber der Bodenplatte eine Windgeschwindigkeits
verteilung erzwingen, wie sie etwa den in der Natur beobachteten Ver
teilungen der Abb. 202 entsprechen, so muB man die Oberflache sehr rauh 
machen (z. B. durch Bespannung mit grober Sackleinwand). Meist ge
niigt abel' auch das nicht; dann sind besondere Kunstgriffe erforderlich1. 

Die Messung der Windgeschwindigkeitsverteilung iiber der Bodenplatte 
erfolgt mit kleinen Staurohren. 

1 Vgl. o. Flachsbart: Winddruck auf geschlossene und offene Gebaude. Er
gebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt G6ttingen, 4. Lief. s. 128. Miinchen 
und Berlin 1932. 
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c) Ergebnisse von Messungen in Windkanalen1 • 

a) Baukorper mit quer iiberstromten, scharfen Kanten (lhnlich
keitsgesetz c = const., ;i = const.). Ebene, vollkommen frei 
stehende Wande, Wandebene normal zur Windrichtung. 
Die von Wieselsberger gemessenen Windkraftzahlen fiir quer an
gestromte rechteckige eben~ Platten (Wande) wurden bereits im 1. Band 
mitgeteilt2 ; sie sind hier in Abb. 203 noch einmal aufgenommen, ver
mehrt urn neuere Versuchsergebnisse. Bezugsflache fiir c ist die An-

sichtsflache F = bh der Platten (c = +, W faUt aus Symmetrie-
~bh 

2 
griinden in die Windrichtung). Man entnimmt der Abb. 203 die Bestati-

1 Literatur (die Abkiirzung AVA bedeutet: Ergebnisse der Aerodynamischen 
Versuchsanstalt Giittingen): Betz u. Langer: Messungen von Briickentragern. 
AVA 3. Lief. 1927 S.146. Bounkin u. Tcheremoukhin: Wind pressure on roofs 
and walls of buildings. Transactions of the Central Aero-Hydrodynamical Institute 
Nr. 35. Moskau 1928. Dryden and Hill: Wind-pressures on structures. Sci. Pap. 
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Abb.203. Windkrafte auf quer angestromte ebene Reehtecl<
platten. 

a model of a mill building. 
Bur. Stand. J. Res., Res. 
Pap.Nr. 301 (1931); Wind 

pressure on a model of the Empire State Building. Bur. Stand. J. Res., Res. Pap. 
N r. 545 (1933); F. E i s n e r: Widerstandsmessungen an umstriimten Zylindern. Ber
lin 1929. Fage and Johansen: On the flow of air behind an inclined flat plate of 
infinite span. Proc. Roy. Soc. (A) Vol. 116. London 1927. Fage and Warsap: The 
effects of turbulence and surface roughness on the drag of a circular cylinder. Rep. 
Mem. Aeron. Res. Committee Nr.1283. London 1930. O. Flachsbart: Neue Unter
suchungen iiber den Luftwiderstand von Kugeln. Physik. Z. 1927 S. 461; Wind
druck auf Bauwerke. Naturwiss. 1930 S. 475; Winddruck auf Schornsteine. Natur
wiss. 1931 S. 759; Winddruck auf vollwandige Bauwerke und Gitterfachwerke. 
Abhandl. d. Int. Vereinigung f. Briickenbau und Hochbau Bd. 1 S. 153. Ziirich 
1932; Grundsatzliches zur Frage des Winddrucks auf Bauwerke. Bauwelt 1932 
S. 660; Messungen an ebenen und gewiilbten Platten. AVA 4. Lief. 1932 S. 96; 
Der Widerstand von Kugeln in der Umgebung der kritischen Reynoldsschen Zahl. 
Ebenda S. 106; Winddruck auf geschlossene und offene Gebaude. Ebenda S. 128; 
Winddruck auf Gasbehalter. Ebenda S.134. Flachsbart u. Winter: Modell
versuche iiber die Belastung von Gitterfachwerken durch Windkrafte. Bautechn. 
1934. Irminger u. N0kkentved: Wind-pressure on buildings. Kopenhagen 1930. 
Nagel u. Langer: Messungen von Profiltragern. AVA 3. Lief. 1927 S.151. 
Chr. N0kkentved: Wind pressure on buildings. Abhandl. d. Int. Vereinigung f. 
Briickenbau und Hochbau Bd. 1 S. 365. Ziirich 1932. Seiferth u. Langer: Wind
druckmessungen an einem Gasbehalter. AVA 3. Lief. 1927 S.144. Vgl. ferner: 
Beitrage zur Frage der Beriicksichtigung des Windes im Bauwesen 1. Teil 
(Jb. dtsch. Ges. Bauing.-Wes. 1927 S. 87. Berlin 1928) und 2. Teil (ebenda 
Jb. 1928 S. 160. Berlin 1929). - Soweit im folgenden bei der Mitteilung von 
MeBergebnissen nichts anderes angegeben ist, handelt es sich urn Messungen des 
Verfassers, ausgefiihrt in der Aerodynamischen Versuchsanstalt Giittingen. 

2 Vgl. Bd. 1 S.220. 
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gung dafiir, daB die Windkraft nicht nur von der Windgeschwindigkeit 
und der BauwerksgroBe abhangt, sondern auBerdem von der Bauwerks
gestalt (sie druckt sich fiir recht
eckige Platten im Seitenverhalt
nis hjb aus). Es ist zweckmaBig, 
sich die Windkraftzahl fiir die 
unendlich lange Platte (ebene 
Stromung) c = rd. 2,0 zu merken. 
Sie ist der groBte aller c-Werte 
frei umstromter ebener Flachen: 
von allen ebenen Flachen erfahrt 
daher unter im ubrigen gleichen 
Bedingungen die Rechteckflache 
in ebener Stromung die groBte 
Windkraft. DaB rd. 70% dieser 
Windkraft auf den Unterdruck 
(Sog) der dem Wind abgewende
ten Seite entfallen, laBt die in 
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Abb.204. Winddruckverteilung im Schnitt A-B 
einer quer zu ihrer Ebene angestriimten unendlich 
langen ebenen Platte (nach Fage und Johansen); 

aufgetragen sind die Winddruckzahlen \ = 1'. = ~. 
q !l!.'.... 

Abb. 204 aufgetragene Druckverteilung erkennen. 
2 

Geneigte, frei stehende ebene Wan de. Abb.205 enthalt die 
Ergebnisse von Messungen an zwei geneigten, ebenen Platten von ver
schiedenem Seitenverhaltnis: einer quadratischen Platte (Kurve I) und 
einer rechteckigen Flache yom Sei- Ca-e 
tcnverhaltnis h: b = 1: 5 (Kurve II). 1, 8 
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Windkraftzahl. c bei (f. = 90°. Die 
GroBe der Windkraftzahl c kann 0, 
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schematisierte Typen normaler 
Wohn- und Industriegebaude be
trachtet werden konnen. Die Mo-

Abb.205. Windkrafte an geneigten ebenen Wan
den. Kurve I. II und III nach Messungen. 
Kurve III (Iiur angenahert giiltig) ermittelt 
aus Druckverteilungsmessungen an DachfUichen 

yom Seitenverhaltnis h: b = 1 : 1 bis 1: 6. 
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delle standen beim E xperiment a uf einer glatten ebenen Bodenplatte, 
die Dicke der R eibungsschicht betrug etwa 'I. der Traufenhohe. Die 
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Windrichtung wurde in einer Ebene parallel zur Bodenplatte so gedreht, 
daB der Wind nacheinander gegen eine Schmalwand (fJ = 0°), gegen 
eine Langswand (fJ = 900) und gegen eine senkrechte Kante des Hauses 
(fJ = 30° bzw.450) blies. Der leichten Ubersicht halber ist in Abb. 206 
eine Schnittdarstellung gewahlt derart, daB fiir je einen Anblaswinkel fJ 
die drei in der Abbildung gezeichneten Querschnitte I bis III mit den 
gemessenen Druckkurven jedesmal in einer Figur vereint sind. AIle 
Schnitte sind in Richtung des Windes beim Anblaswinkel fJ = 0° ge
sehen. 

Das allgemeine Bild der Druckverteilung zeigt deutliches Uber
wiegen der Saugkrafte. Uberdruck tritt nur an den windseitigen Flachen 
auf (bei fJ = 0° auch auf der windseitigen Querwand, deren Druck
verteilung ebenso wie die Druckverteilung fiir die gegenuberliegende 
Querwand in der Abbildung nicht mitgezeichnet ist). Auf der dem Wind 
abgekehrten Seite nur Unterdrucke; auf den Dachern gleichfalls Unter
drucke mit einer kleinen Ausnahme beim Satteldach fiir fJ = 90°. 
GroBte Uberdrucke nahezu 1 q (der groBtmogliche Uberdruck ist 1 q). 
Die groBten Unterdrucke treten auf den Dachflachen auf und zwar bei 
Schraganstromung (fiir die in Abb. 206 dargestellten Gebaudemodelle 
bei fJ = 30° bzw. bei fJ = 45°) in denjenigen Teilen des Daches, die 
unmittelbar an die windseitige Querwand grenzen. Beim Satteldach 
wurde als groBter Unterdruck -1,4 q gemessen, beim Flachdach 
-1,7 q. In Schnitten, die noch naher an der windseitigen Schmalwand 
liegen als der Schnitt I, miBt man sogar Unterdrucke yom nahezu 
3fachen Betrag des Staudrucks. 

Die in Abb. 206 aufgetragenen Druckverteilungen sind Ergebnisse von Mes
sungen an einzelnen, isoliert aufgestellten Gebaudemodellen. Der Fall des voll
kommen frei stehenden Bauwerks wird in iVirklichkeit selten vorkommen. Liegen 
Nachbargebaude in der Nahe, so wirken sie im allgemeinen als Windschutz. Die 
Durchfiihrung der iVinddruckberechnung so, als ob das zu berechnende Gebaude 
allein vorhanden ware, ist dann eine MaBnahme, die in der Regel im Sinne erhahter 
Sicherheit wirkt. DaB das nicht immer der Fall zu sein braucht, zeigt eine Druck
verteilungsmessung an 5 parallel nebeneinander stehenden kongruenten Gebaude
modellen, deren Ergebnis aus Abb. 207 zu ersehen ist. Der Abstand der Gebaude 
voneinander betrug das 0,4fache der Gebaudetiefe. Fiir diese Anordnung wurden 
bei Anblasung quer gegen die Giebelwande ganz erhebliche Unterdriicke auf den 
Langswanden gemessen, ihr Betrag erreichte maximal das 1,4fache des Stau
drucks. Auf die Starung der Winddruckverteilung durch Unebenheiten des Ge
landes kann hier nur hingewiesen werden. 

Die Messungen, deren Ergebnisse in Abb. 206 und 207 aufgetragen 
sind, wurden an geschlossenen Gebaudemodellen mit vollkommen dich
ten (undurchlassigen) Wanden und Dachflachen vol'genommen. In 
Wahrheit sind die AuBenflachen eines Gebaudes, auch wenn aIle Fenster 
und Tul'en geschlossen sind, durchlassig. Infolgedessen stellt sich im 
Innern des Gebaudes ein Druck ein, del' vel'schieden ist yom Ruhedruck. 
N 0kkentved hat gezeigt, daB im Innern von Gebaudemodellen, deren 
Wande uberall gleichmaBig durchlassig sind, ein Untel'druck von durch
schnittlich - 0,3 q herrscht. Die Durchlassigkeit von Bauwerkswanden 
diirfte aber selten so groB sein wie die der von N0kkentved unter
suchten Modelle. Die Annahme, daB im Innern eines geschlossenen Ge-
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baudes hochstens ein Unterdruck vom Betrage des 0,2fachen des Stau
drucks der ungestorten Windgeschwindigkeit herrscht, wird fiir bau
technische Berechnungen meist vollauf geniigen. 

Offene Gebaude. Befinden sich groBere Offnungen in einer Wand 
(offene Tiiren, geoffnete groBe Fenster), so pflanzt sich der Druck auf 
den betreffenden Wandteil in das Innere fort. FUr Offnungen von der 
GroBenordnung einer Wandflii.che andern sich die Verhaltnisse grund
legend. Die Abb. 208 liefert dafiir ein Beispiel. 

SclJnitl If 

Schnitl I 

.. ....::::.., ... --.:: ~ ....... '. 
--SchnilfI 
-----Sc/!nitl IF 
- ·--·-&:lmitl .HI 

• "'~. :--..' • • >-'~ "£ 

Druc/(mqBsIob 
! ! ! ! ! 

-2,0 -;0 0 ;0 3fI f 

. ~ 

Abb.207. Wlnddruckverteilung an 5 parallel nebenelnanderstehenden kongruenten Gebaude
modellen. Wlndrichtung quer zu den Giebelwanden. Glatte Bodenplatte. 

Einzelne ebene Gitterfachwerke, Windrichtung quer zur 
Gitterebene. Fiihrt man auBer der Summe F [m2] der AnsichtE
flachen aller Stabe und Knotenbleche eines Gitterfachwerks seine Urn
riBflache F" ein, so laBt sich durch 

F q;=-
F" 

ein bequemes MaB fiir die Dichte oder die Durchlassigkeit des Fach
werks definieren. Man bezeichnet q; als Volligkeitsgrad des Fach
werks. Eiserne Briickentrager haben im allgemeinen Volligkeitsgrade 
q; = 0,30 bis 0,50, Seitenwande von Funktiirmen q; = 0,10 bis 0,25. 
Fiir einen Vollwandtrager ist q; = 1,0. 
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Modellversuche haben gezeigt, daB die Windkraftzahl fiir ein Gitter
fachwerk von gegebenem UmriB nahezu unabhangig vom Fachwerk
typ, d. h. von del' Anordnung del' Fiillstabe zwischen den Gurten ist. 
Die Windkraftzahl ist mit praktisch ausreichender An
naherung allein eine Funktion des Volligkeitsgrades. Dar
iiber hinaus hat sich gezeigt, daB fiir die praktisch gebrauchlichen 
schlanken Formen von Gittertragern auch del' UmriB des Fachwerks 
eine verschwindende Rolle spielt. SchlieBt man ungewohnlich ge
drungene Fachwerkstrager aus, so kann man ganz allgemein mit fol
genden Windkraftzahlen rechnen: 

o 

F 
fP=, Fu 

bis etwa 0,20 

Tf c=--e v2 
-F 

2 

2,0 

0,20 bis etwa 0,30 1,8 

10,30 bis etwa 0,90 1,61 

0,90 bis 1,0 2,0 * 
In dem weiten Bereich fP = 0,30 bis 0,90 ergibt sich demnach fol

gender, sehr einfacher Ausdruck fiir die Windkraft schlanker, quer zu 
ihrer Ebene angestromter Gittertrager: 

e v2 1 
W = c 2 F = 1,6· 16 • v2 F , 

I w = 0,1 v2 F I [kg]**, (359) 

wenn e = 1/8 [kg sec 2/m4], v in m/sec und Fin m 2 eingesetzt werden. 
Die resultierende Windkraft auf einen quer angestromten ebenen 

Gittertrager liegt im allgemeinen nicht in Windrichtung. Die Tan
gentialkomponente del' Windkraft ist abel' so klein, daB sie - von 
besonderen Fallen abgesehen - vernachlassigt werden kann. Auch die 
bei Schraganblasung beobachteten Tangentialkrafte sind klein gegen
iiber den Normalkraften. Die Normalkomponente del' Windkraft wird 
im iibrigen bei Schraganblasung kleiner, die Anstromung normal zur 
Gitterebene ergibt daher die groBte Windkraftkomponente normal zur 
Ebene des Tragers. 

Zwei gleichartige ebene Gittertrager parallel hinterein
ander. Bei zwei Gittertragern, die parallel hintereinander angeordnet 
sind (Beispiel: Briickentrager), liegt del' dem Wind zugewandte Trager 
(1) im Staugebiet des dem Wind abgewandten (II) und del' dem Wind 

* Wenn die Trager nicht schlanker sind als etwa h : b = 1 : 20, kann auch im 
Bereich cp = 0,90 bis 1,0 mit c = 1,6 gerechnet werden (vgl. die fur cp = 1,0 
gultige Abb. 203). 

** Diese einfache Gebrauchsformel ist bereits von Rein (Versuchsarbeiten d. 
Deutsch. Eisenbauverbds. Vortrag Munchen 1921, Bericht daruber im Bauing. 1921 
S. 587) und von Buchegger (Windgeschwindigkeit und Winddruck. Bauing. 1922 
S.491) angegeben worden. 
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abgewandte Trager im Totluft-(Wirbel-)Gebiet des dem Wind zu
gewandten. Die Windkraftzahlen del' beiden Trager konnen daher im 
allgemeinen nicht mehr die des isolierten einzelnen Tragers sein. Die 
Versuche zeigen abel', daB die Storungswirkung des riickwartigen (II) 
auf den vorderen Trager (I) schon nahezu abgeklungen ist, wenn die 
Entfernung del' beiden Trager voneinander etwa gleich del' Tragerhohe 
geworden ist (bei Tragern mit nichtparallelen Gurten gleich del' mitt
leren Tragerhohe). LaBt man kleinere Abstande auBer acht, so kann 
man fUr die Windkraft WI auf den vorderen Trager mit meist geniigender 
Genauigkeit schreiben e v2 

WI = C TF [kg] (360) 

(c = Windkraftzahl des isolierten Tragers). Del' EinfluB des vorderen 
auf den riickwartigen Trager macht sich dagegen bis zu sehr groBen 
Tragerabstanden bemerkbar. Fiir den Sonderfall 

Tragerabstand ~ Tragerhohe 

ist die Windkraft auf den riickwartigen Trager naherungsweise 

mit 
WII = WI X (I - 1P)2 [kg] (361) 

x = 1,0, wennnormal zur Tragerebene gesehen beide Trager auf Deckung 
liegen, 

x = 1,2, wenn normal zur Tragerebene gesehen die Fachwerke beider 
Trager um eine halbe Feldweite gegeneinander versetzt sind. 

Gittermaste, Funktiirme. An Hand del' in den G1. (360) und 
(361) ausgesprochenen, durchaus vorlaufigen empirischen Beziehungen 
laBt sich die Windkraft Woes auf einen prismatischen odeI' angenahert 
prismatischen Gittermast mit quadratischem GrundriB sofort fUr den 
Fall del' Anblasung quer zu einer Seitenflache anschreiben. Unter Ver
nachlassigung del' Reibung an den in Windrichtung liegenden Seiten
flachen - was zulassig ist - findet man 

Woes = WI + WII [kg]. (362) 

Dreht del' Wind aus del' Richtung quer zu einer Seitenwand um den 
Winkel fJ in einer Ebene normal zul' Mastachse heraus, so wird die 
l'esultierende Windkl'aft groBeI'. Die groBte in die Windrichtung fallende 
Komponente del' Windkraft tritt meist bei Anstromung in Richtung 
del' GrundriBdiagonalen auf (fJ = 45°). In einigen Fallen, so z. B. fUr 
den beim Zeesener Funktul'm vel'wandten Fachwerktyp, wurde sie 
allerdings fUr eine Windrichtung fJ ~ 25° beobachtet. Messungen an 
Gittermasten, deren Seitenwande Volligkeitsgrade IP = 0,18 bis 0,30 
hatten, lassen erkennen, daB die iiberhaupt groBte in die Windrich. 
tung fallende Windkraftkomponente eines Gittel'mastes um 10 bis 20 % 
groBer ist als die entsprechende Komponente bei Anstromung normal 
zu einel' Seitenflache. 

Die Krafte quer zur Windrichtung sind bei Anstromung normal zu 
einer Seitenflache (fJ = 00) so klein, daB sie vernachlassigt werden 
konnen. Bei Schraganstromung wurden quel' zur Windrichtung Krafte 
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gemessen, die maximal - und zwar bei fJ = 15° bis 25° - etwa 15 % 
der groBten Windkraftkomponente in Windrichtung betragen. Bei 
fJ = 45° sind wieder wie bei fJ = 0° die Krafte quer zur Windrichtung 
vernachHissigbar klein. 

Aus den Gl. (361) und (362) kann auf die Windbelastung des ganzen 
Mastes nur dann unmittelbar geschlossen werden, wenn entweder der 
Mast konstanten Volligkeitsgrad uber die ganze Rohe hat oder aber 
die Annahme eines mittleren Volligkeitsgrades er1aubt ist. FUr Ab
spannmaste z. B. wird das letztere meist der Fallsein. FUr FunktUrme 
muB die Veranderlichkeit des Volligkeitsgrades mit der Rohe beruck
sichtigt werden. Man zerlegt zu diesem Zweck den Turm in einze1ne 

50 IIM--++-l-+-+-+-H 

2IJ I-+-'i-+-l-+-+-+-H 

10 H-+4t-+-H-+-+-l 

5 H--+--H~+-l-H-I 

Hohenabschnitte mit stiickweise kon tan
tem mittlerem cp, bestimmt fUr die ein
zelnen Ahschnitte die Teilwindkrafte und 
ermittelt aus ihnen die ge amte Windkraft. 
In analoger Weise konnte eine Zunahme 
der Windgeschwindigkeit nacb ohen be
rucksichtigt werden. 

Abb.209. Windkraftzahlen fiir Kreiszylinder vom Seitenverhiiltnis D: H ~ 1: 00 nnd 1: 7,4 in 
Abhangigkeit von der Reynoldsschen Zahl. Windrichtung normal zur Zylinderachse. Die punktierte 
Kurve fiir den ranhen Zylinder ist interpoliert aus Messungen von Fage und Warsap, sie gilt 
fiir eine relative Oberfiachenrauhigkeit, die ungefiihr der eines Industrieschornsteines aus Ziegel· 
mauerwerk entspricht. Der 1m iiberkritischen Gebiet eingezeichnete MeJ3punkt ist das Ergebnis 
einer Druckverteilungsmessung, die Dryden und Hill an einem Schornstein aus Ziegelmauerwerk 

(mittlerer anJ3erer Durchmesser 3,5 m) ausfiihrten. 

(j) Korper ohne quer iiberstromte schade Kanten (Windkraft- und 
Winddruckzah1 abhangig von der Reyno1dsschen Zahl, der Ober
flachenrauhigkeit des K6rpers und der Windturbulenz. Die fUr die 
Definition der Windkraftzahl c erforder1iche Bezugsflache F ist im fo1-
genden stets die groBte Querschnittsflache des K6rpers normal zur 
Windrichtung, die sog. Rauptspantflache). Kreiszylinder, Wind
rich tung quer zur Zylinderachse. Die Windkraftzah1 fUr einen 
Kreiszy1inder mit technisch glatter Oberflache und unendlichem Seiten
verhaltnis (Durchmesser: Rohe = D: H = 1: (0) ist in Abb. 209 in Ab-

hangigkeit von der Reynoldsschen Zahl ffi = vDe aufgetragen. Die 
p, 

Abhangigkeit von ffi ist, wie man sieht und wie bereits im 1. Band 
gezeigt wurdel, auBerordentlich stark. Charakteristisch ist das kritische 

1 V gl. Bd. 1 S. 220. 
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Gebiet in del' Gegend von ffi = 3 '105, in dem die Windkraftzahl mit 
wachsender Reynoldsscher Zahl auf etwa Ys abfallt. Andert man die 
Versuchsbedingungen, um den EinfluB des Seitenverhaltnisses, del' 
Windturbulenz und del' Oberflachenrauhigkeit zu studieren, so ergibt 
sich folgendes: 

Das Seitenverhaltnis spielt bei glatten Zylindern nul' im unter
kritischen Gebiet eine merkliche Rolle (vgl. in Abb.209 die c-Kurve 
fiir D:H = 1:7,4). Da die Reynoldsschen Zahlen del' kreiszylindri
schen Bauwerke (Industrieschornsteine, Gas- und Fliissigkeitsbehalter) 
im iiberkritischen Gebiet liegen, interessiert vornehmlich die Tatsache, 
daB das Seitenverhaltnis iiberkritisch von geringem EinfluB ist. Es muB 
allerdings betont werden, daB die (auch bei glatten Zylindern nul' an
nahernd giiltige) Unabhangigkeit del' Windkraftzahl vom Seitenver
haltnis nul' beobachtet wird, solange die Oberflachenrauhigkeit klein 
bleibt. 

Erhohte Tur bulenz des Luftstroms verlagert das kritische Gebiet 
des Zylinders zu ldeineren Reynoldsschen Zahlen. Da die Luft
turbulenz im Freien sichel' kraftiger ist als im Windkanal, wird man 
annehmen miissen, daB die kritische Zone im Freien. bei kleineren 
Reynoldsschen Zahlen liegt, als in Abb. 209 gezeichnet. FUr bau
technische Anwendungen interessiert so gut wie ausschlieBlich. das 
iiberkritische Gebiet; del' Verlagerung del' kritischen Reynoldsschen 
Zahl durch die Windturbulenz braucht daher kaum Beachtung ge
schenkt zu werden. 

Je rauher die Oberflache des Bauwerks bei gleichen Bauwerks
abmessungen, allgemeiner gesprochen: je groBer die relative Rauhig
keit des Bauwerks, desto groBer die Windkraft. VergroBerung del' 
Oberflachenrauhigkeit bedingt VOl' allem im iiberkritischen Gebiet 
eine erhebliche Zunahme del' Windkraftzahl. In Abb. 209 ist eine iiber
kritische c-Kurve fiir einen unendlich langen Zylinder eingetragen, 
dessen relative Oberflachenrauhigkeit angenahert del' relativen Rauhig
keit eines Industrieschornsteines aus Ziegelmauerwerk entsprichtl. 

Die letztgenannten MeBwerte fiir einen rauhen Zylinder wird man 
etwa del' Windkraftberechnung fUr Schornsteine zugrunde legen konnen. 
Nul' darf dabei eins nicht iibersehen werden: Die Reynoldsschen 
Zahlen von Industrieschornsteinen und erst recht diejenigen von kreis
zylindrischen Gas- und Fliissigkeitsbehaltern sind groBer als die bislang 
im Modellversuch erreichten groBten Reynoldsschen Zahlen. Ohne 
eine Extrapolation kommt man hier vorlaufig nicht aus. Man wird 
einem Wert c = 0,65 bis 0,70, im Mittel c = 0,67 zustimmen konnen. 
Der gleiche Wert wurde von Dryden und Hill bei Versuchen an 
einem ausgefiihrten Schornstein gefunden (ermittelt aus Druckvertei
lungsmessungen). Weitere Versuche an ausgefiihrten Bauwerken sind 
zur Klarung del' hier vorliegenden Fragen abel' dringend erforderlich. 

1 Relative Rauhigkeit = Verhaltnis der mittleren Rohe eines Rauhigkeits
hackers zum Zylinderdurchmesser. Zum Begriff der relativen Rauhigkeit vgl. auch 
Bd.l S.96. 
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Fiir diinnwandige kreiszylindrische Bauwerke (Gas- und Fliissig
keitsbehalter, Kamine gro.Ber Kiihltiirme) interessiert auBer del' resul
tierenden Windkraft die Verteilung des Winddrucks iiber die Bauwerks
oberflache. In Abb. 210 sind im Modellversuch gemessene Druckvertei
lungen fiir Kreiszylinder verschiedener Seitenverhaltnisse und ver
schiedener Beschaffenheit del' Oberflache zusammengestellt. Soweit es 
sich dabei um Zylinder mit endlichem Seitenverhaltnis handelt (auf 
dem Erdboden stehende kreiszylindrische Bauwerke), bezieht sich die 
dargestellte Druckverteilung auf einen Querschnitt in ungefahr halber 
Hohe; die Abhangigkeit del' Druckverteilung von del' Hohe iiber dem 
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Abb.210. Winddruckverteilung an Kreiszylindern. Verteilung iiber den Umfang eines Querschnitts 

unter verschiedenen Bedingungen. 1'. -Werte auf den Radien aufgetragen, Dberdruck nach innen, 
q 

Unterdruck nach auJlen. 

Erdboden ist abel' nicht erheblich. Wie dem unterkritischen und dem 
iiberkritischen Gebiet merklich verschiedene c-Werte entsprechen, so 
entsprechen ihnen hier merklich verschiedene Druckverteilungen. Nicht 
weniger deutlich macht sich die Oberflachenbeschaffenheit in del' Druck-
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verteilung bemerkbar. Kreiszylindrische BehiUter mit glatter AuBen
haut erfahren in del' Gegend von (f. = ± 800 (Definition von (f. in 
Abb. 210) Unterdrucke vom Betrage des doppelten Staudruckes. Macht 
man die OberfHiche rauh, indem man sie, wie es z. B. bei wasserlosen 
Gasbehaltern geschieht, auBer mit horizontalen auch mit vertikalen 
Versteifungsrippen besetzt, so sinken die Unterdruckmaxima ungefahr 
auf die Halfte. Fur die Abschatzung del' resultierenden Windkraft 
muB man allerdings beachten, daB die Versteifungsrippen gegenuber dem 
auBen glatten Behalter eine zusatzliche Windkraft liefern. 1m ubrigen 
sei daran erinnert, daB die mit Hilfe von Anbohrungen gemessenen und 
in Abb.210 aufgetragenen Druckverteilungen nur Auskunft uber die 
Verteilung del' N ormalkomponenten des Druckes geben. Die Reibungs
kraft betragt abel' nul' wenige Prozent der gesamten Windkraftl. 

Kugelformige Baukorper. Die fUr Zylinder gemachten Fest
stellungen gelten sinngemaB fur Kugeln. Gemessene Druckverteilungen 
findet man in der Literatur 2, allerdings fur Kugeln mit glatter Ober
£lache. Da aus den Zylindermessungen hervorgeht, daB sich der uber
kritische c-Wert und die uberkritische Druckverteilung den unterkritisch 
gemessenen um so mehr annahern, je rauher die OberfHiche wird, ist es 
fur die Winddruckberechnung kugelformiger Baukorper mit rauher 
Ober£lache geraten, von den am glatten Modell gemessenen unter
kritischen Werten auszugehen. 

1 Messungen des Verfassers haben ergeben, daB die Reibungskraft des Zylinders 
im unterkritischen Gebiet (ffi = 104 bis 105) 2 bis 5% der gesamten Windkraft be
tragt (1929, unverOffentlicht). Neuere Messungen von Linke haben dieses Ergeb
nis bestatigt (W. Linke: Neue Messungen zur Aerodynamik des Zylinders, ins
besondere seines reinen Reibungswiderstandes. Physik. Z. 1931 S.900). 

2 Vgl. Literaturverzeichnis S. 278 FuBnotel: Flachsbart: Neue Unter
suchungen tiber den Luftwiderstand von Kugeln, Der IViderstand von Kugeln in 
der Umgebung der kritischen Reynoldsschen Zahl. 

Kaufmann, Hydromcchanik II. 
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Vedages wird ein Notnachla(3 von 10"/0 gewiihrt. (® Buch des Wiener Verlages.) 



Verlag von Julius Springer I Berlin 

Aerodynamic Theory. A General Review of Progress. Under a 
Grant of the Guggenheim Fund for the Promotion of Aeronautics. In six 
volumes. ·William Frederick Durand, Editor-in-Ohief. 
Volume I: Mathematical Aids. Fluid Mechanics, Part I. By 'V. F. Dllram1. 

- Fluid Mechanics, Part. II. By ~Iax ~1. ~Iunk. - Historical Sketch. 
By R. Giacomelli and E. Pistolesi. With 151 figures. XV, 398 pages. 

Erscheint im April 1934. 
Das umfangreiche Werk, dessen erster Band hier erscheint, ist entstanden aus der Arheit des 

Guggenheim·Fonds zur Forderung des Flugwesens. Es ergab sich hieraus die einzigartige Gelegen· 
heit, durch Zusammenarbeit der ersten aerodynamischen Fachwissenschaftler der ganzen Welt jedes 
einzelne Teilgebiet durch einen seiner besten Veltreter behandeln zu lassen. So ist ein Werk 
entstanden, das gleichmaBig in allen Landern der Erde, iiberall dort, wo die Flngteehnik und 
iilre Theorie gefordert wird, anerkannt und benutzt werden wird. 

In Vorbereitung befinden sich: 
Volume II: General Aerodynamic Theory. Perfect Fluids. By Th. yon Kar-

man and J. ~I. Burgers. Erscheint im Sommer 1934. 
Volume III: Application of a Discontinuous Potential to the Theory of 

Lift with Single Burbling. By C. Witoszyuski and ~1. J. Thompson. -
The Mechanics of Viscous Fluids. By L. Prandtl. - The Mechanics of 
Oompressible Fluids. By G. I. TaylOl' and J. W. J\Iaccoll. - Experimental 
Research in Aerodynamics, Equipment and Methods. By A. 'l'ollssaint 
and E. Jacobs. 

Volume IV: Applied Airfoil Theory. By A. Betz. - Aerodynamics of the 
Airplane Body (Non-Lifting System) Drag and Influence on Lifting System. 
By C. 'Vieselsberger. - Airplane Propellers. By B. Glauert. - Influ
ence of the Propeller on other Parts of the Airplane Structure. By 
C. Koning. 

V 0 I u me V: Dynamics of the Airplane. By B. 1\1. J oncs. - Performance 
of Airplanes. By L. V. Kerber. 

Volume VI: Airplane as a Whole. General View of Mutual Interactions 
Among Oonstituent Systems. By 1\1. Panetti. - Aerodynamic Theory of 
Airships. By l\'lax ~I. ~Innk. - Performance of Airships. By K. Arnstein 
and 'V. KI",mperer. - Hydrodynamics of Boats and Floats. By E. G. 
Barrillon. - Aerodynamics of Cooling. By H. I,. Dryden." 

(Ein ausfuhrUcher SondeTprospekt uber das Werk steht ZUT Ver!ugung.j 

Hydro- und Aeromechanik nach Vorlesnngen von L. Pl'amltl. 
Von Dr. phil. O. Tietjens, Mitarbeiter am Forschungs-Institut del' Westing
house Electric and Manufacturing 00. Pittsburgh Pa., U.S.A. Mit einem 
Geleitwort von Professor Dr. L. Prandtl, Direktor des Kaiser-Wilhelm
Institutes fiir Stromungsforschung in Gottingen. 
Erster Band: Gleicllgewicht U1ul reibungslose Bewcgnng. Mit 1.8 Text-

abbildungen. VIII, 238 Seiten. 192\J. Gebunden RM 15.-* 
Zweiter Band: Bewegllng reibender Fltissigkeiten und technische An

wendnng·cn. Mit 237 Textabbildungen und 28 Tafeln. VIII, 299 Seiten. 
1931. Gebunden RM 23.-

Die Grundlagen der TragfHigel- untl Luftschrauben
theorie. Von H. Glancrt, M. A., Fellow of Trinity Oollege Oambridge. 
t:bersetzt von Dipl.-Ing. H. Boll, Danzig. Mit 115 Textabbildungen. VI, 
202 Seiten. 1929. RM 12.75; gebunden RM 13.75* 

Mathematische Strom ungslehre. Von Dr.Wilhelm ~IUller, Privat
dozent an del' TechniEchen Hochschule Hannover. Mit 137 Textabbildungen. 
IX, 239 Seiten. 1928. RM 18.-; gebunden RM 19.50* 

* .Auf die Freise der val' dem 1. Juli 1931 erschienenen BucheI' wird ein Not
'IUlchla/3 von 10 % gewiihrt. 




