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VORWORT 

Die Integralrechnung, in die dieses Bändchen einführt, 
schließt sich eng an die in Bd. 9 dieser Sammlung behan­
delte Differentialrechnung an. Sie ist gegen die erste Auflage, 
in der infolge Platzmangels sehr gekürzt werden mußte, er­
heblich erweitert, insbesondere ist der Logarithmus hier von 
der gleichseitigen Hyperbel her behandelt, was ja aus vielen 
Gründen für den Anfänger von Vorteil ist. Den Anschluß an 
die früher allgemein übliche Einführung vermittelt eine Be­
trachtung Ober das organische Wachstum. Daran schließt 
sich die Exponentialfunktion mit den wichtigsten Anwen­
dungen. Manche wertvolle Ratschläge von Fachgenossen, 
fOr die ich auch hier herzlich danken mOchte, sind der neuen 
Auflage zugute gekommen. 

Diesem Bändchen ist das Bild von Ne w ton (4. I. 1643 bis 
31.111. 1727) beigegeben und darunter ein Teil der langen und 
eindrucksvollen Grabinschrift aus der Westminster-Abtei zu 
London gesetzt. 

Dresden, Herbst 1920. 

A. Wlttlng. 
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ERSTES KAPITEL 

§ 1. EINLEITUNG 
In Bd. 9 dieser Sammlung gingen wir bei der Einfohrung 

in die Differentialrechnung von geometrischen Betrachtun­
gen ober die Tangenten krummer Linien aus. Neben dieses 
Tangentenproblem, das auch in der geschichtlichen Entwick­
lung der Infinitesimalrechnung im 17. Jahrhundert eine her­
vorragende Rolle gespielt hat, tritt nun fOr uns jetzt erst als 
zweite, geschichtlich aber ältere Hauptaufgabe die der In­
haltsberechnung. Schon aus der Elementarmathematik, wie 
sie in den Schulen gelehrt wird, ist es bekannt, daß man z. B. 
bei der Ausmessung der Kreisfläche und bei der Berechnung 
des Pyramideninhalts nicht ohne infinitesimale Betrachtungen 
auskommt. Der Kreisfläche nähert man sich durch die Inhalte 
der regelmäßigen um- und eingeschriebenen Vielecke von 
wachsender Seitenzahl, bei der Pyramide verwendet man 
meist das Cavalierische Prinzip. Auch die Formeln 4'1rrl und 
t 'Ir r fOr Oberfläche und Inhalt einer Kugel kOnnen nur 
durch ähnliche Grenzabergänge gewonnen werden. 

In allen diesen Fällen ist das Wesentliche, daß zunächst 
eine Summe aus einer bestimmten Anzahl endlicher GrOßen 
berechnet und dann, sei es durch Zahlenrechnung wie beim 
Kreis, sei es durch BuchstabenausdrOcke. der Grenzwert 
untersucht wird, dem die Summe zustrebt, wenn ihre Glieder 
immer kleiner werden, während zugleich ihre Anzahl immer 
mehr wächst. Der Leser mOge sich das an den oben ange­
fahrten Beispielen und vielleicht an noch anderen, deren er 
sich aus seinem bisherigen Unterricht erinnert, klar machen. 
Wie sich in der Differentialrechnung die systematische An­
wendung des Grenzbegriffs außerordentlit'h fruchtbar erwies, 
so wollen wir auch hier auf eine allgemeine Methode hin­
steuern, die wir aber erst durch ein Beispiel vorbereiten, 
das im Vergleich zu den elementarsten Fällen schon reich­
lich allgemein ist. 

Sei nämlich als Aufgabe die Berechnung der F11che P 
vorgelegt, die von dem Bogen OA der kubischen Parabel 



6 Einleitung 

y - Xl, der x-Achse und der Ordinate des Punktes A ge­
bildet wird. A möge die Koordinaten x~ 1, y== 1 haben. Wir 
teilen die Abszisse etwa in 5 gleiche Teile und zeichnen die 
in der Pig. 1 dargestellten Rechtecke, von denen immer eine 

Ecke auf der Kurve liegt. Die 
.4 Summe der schraffierten Recht­

ecke ist kleiner als die gesuchte 
FlächeF; addiert man aber die nicht 
gestrichelten Rechtecke, so erhält 
man eine größere Fläche. In Zahlen 
bekommt man, da jede wagerechte 
Rechteckseite 0,2 ist: 
0,2 (0,23 + 0,43 + 0,68 + 0.88) < F 
< 0,2 (0,23 + 0,43 + 0,68 + 0,83 

+ 1,03). 

Fig. I. Teilt man hingegen in 10 gleiche 
Teile, so ergibt sich: 

0,1 (0,13+0,28+0,33+"'+0,88+0,93) <F< 0,1 (0,1 3 + 0,28 

+ 0,33 + ... + 0,88 + 0,93 + 1,08). 

Diese Summen mOßten nun immer ausgerechnet werden, und 
man könnte sich also, indem man immer kleinere Teile nimmt, 
immer näher an F heranpirschen - und zwar von beiden 
Seiten her. Auf solche und ähnliche Berechnungen ist man 
manchmal angewiesen, wenn man nicht ober Formf'ln verfogt, 
durch die die auftretenden Reihen addiert werden; wir werden 
uns in § 20 noch damit befassen. Hier in unserm Beispiel han­
delt es sich um eine Aufgabe, deren Anfänge sich schon bei 
Archimedes finden, deren Lösung man aber erst den großen 
bahnbrechenden Mathematikern der ersten Hälfte des 17.Jahr­
hunderts verdankt: Fermat, Roberval, Pascal, Wallis. Wir er­
ledigen sie in den folgenden Paragraphen. 

§ 2. EIN ARITHMETISCHER HILFSSATZ 

Ist ~ eine ganze positive Zahl und a> b > 0, so ergeben 
sich aus der Identität 

0"+1_11'+1 
--a----=-b - = a·" + a,t< _1 b + ... + b" 



Bin arithmetischer Hilfssatz 

die Ungleichungen 1) 
a·"+1- bI'+1 

(~ + 1)11" < a- b < (~+ l)au• 

Setzt man hier b ... k, 

so erhält man aus der ersten Ungleichung 

(~+ l)k" < (k + 1)-,,+1 - k"+I; 

nimmt man hingegen a == k, b == k - 1, 

so gibt die zweite Ungleichung 

k"+1 - (k - 1)·"+1 < (~ + l)k". 

Bs ist demnach 
k"+1 - (k - 1) ... +1 < (~+ l)k" < (k + 1),,+1 - k"+I. 

7 

Schreibt man die Ungleichungen fOr k""" 1, 2, 3, ••• n unter­
einander: 

1,,+1 < (~+ I) I" < 2·"+1 - 1"+1 

2 ... +1 - 1,,+1 < (~ + 1) 2'" < 3"+1 - 2 ... +1 

nl'+1 - (n-l),,+1 < (~ + l)n" < (n + 1)"'+1 - n"+l 

und addiert, so bekommt man 
n"+1 < (~+ 1) (I" + 2" + ... + nP) < (n + 1)"'+1 - 1 ... +1• 

Dividiert man nun durch (~ + I)n'" +1, so folgt 

1 110 +2'" + ... + n,u 1 [( 1)"+1 1] 
I' + 1 < n.u+ 1 < I' + 1 1 + n - n.u+l • 

Laßt man n immer grOßer werden, so wird 1 : n immer kleiner, 
und die rechts stehende obere Grenze nähert sich immer 
mehr der links stehenden unteren Grenze 1: (~ + 1), da die 

1) Brsetzt man rechts alle a durch b, so wird jedes der (I' + 1) 
OUeder bU , und die Summe erhAlt einen kleineren Wert; die Summe 
wird dagegen vergrOßert, wenn man jedes b durch die gr08e~ 
Zabl a ersetzt. 



8 Das bestimmte Integral 

eckige Klammer nach 1 konvergiert. Daher gewinnt man tor 
positives ganzes J.l die Formell) 

(I) tim 1'"+2"+ .. ·+n'" I 
71=00 n,"+1 -;:FT; 

z. B. ist der Grenzwert 
1 1 

2" fQr I! = 1, 3" fQr /J - 2 usw. 

§ 3. ANWENDUNGEN. DAS BESTIMMTE INTEGRAL 

Eine einfache Anwendung der zuletzt gewonnenen Formel 
bietet uns die Berechnung der Fläche, die von 

A einem Bogen DA der Parabel I!ter Ordnung y - K' 
und den Koordinaten a und ä des Endpunktes A 

• begrenzt wird. Teilt man die Strecke a in n gleiche 
a' Teile (in Fig.2 sind es 4) und errichtet in den Teil­

punkten die Ordinaten, so kann man zwei Summen 
"""oFi""'=::-"--'-- von Rechtecken bilden, zwischen denen die ge-

Fi/l'.2. suchte Fläche Fliegt: 

: (: r + : (2nar + ... + * (nna r > F> : (: r + 
a (2 a)1' a (n - 1 )11 

+n Tl +···+n -n-a 
oder 

ä Tl _1 u_+.!....-2_·11 +.+-:-:.,.... .. _+~n·" (1.11 + 2.11 + ... + nl' 1 ) >F>al'+l --. n·II +1 nl '+ 1 n 

läßt man n unendlich groß werden, so nahem sich die bei­
den Grenzen einander immer mehr und die Faktoren von 
a"+1 konvergieren nach dem Werte 1: (I! + 1). Daher ist 

1 1 
F=-- a·lI +1= --a·al' 

",+1 ",+1 ' 

d. h. die Fläche ist der (I! + l)le Teil des aus den Koordinaten 
des Endpunktes gebildeten Rechtecks. 

1) Sie hat noch einen weiteren OOlligkeitsberefch als nur fOr 
ganzes positives '" j aber wir brauchen sie nur unter dieser Bin­
schränkung. 
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Damit ist auf einen Schlag die mOhselige Rechnung des 
Beispiels in § 1 erledigt. Dort war f.l == 3, a == 1, also P - t. 

Zu einer neuen und bequemeren Bezeichnungsweise ge­
langen wir, wenn wir 

!!...-Ax n 

setzen und die zu den einzelnen Teilpunkten gehörigen Or­
dinaten Yu YI, ••• Yn nennen. Dann ist 

z=a 

F-lim(YIÄx+YIÄx+YaÄx+"'+YnÄx)-lim ~yÄx 
AZ=O AZ=O~ 

z=o 
a 

-Um ~X' Äx. 
AZ=O~ o 

Die "Grenzen·· 0 und a beim Summenzeichen 1: bedeuten 
offenbar, daß die Werte von Y - x' fOr alle Zwischenwerte 
der Abszisse von x - 0 bis x - a gebildet werden sollen. 

tI 

Fßr dieses Symbol }!~.~Y Ä x bedient man sich 

• 
nach dem Vorgange von Lelbnlz des kßrzeren Symbols 

• 
!YdX . 
• 

Das dabei angewandte Zeichen.r ist eine frOher viel ge­
brauchte Form des s: hier hat es den Namen Integral er-

a 

halten. i'ydx wird gelesen: das Integral ydx von 0 bis a, 
o 

o und a heißen die Grenzen des Integrals, der Ausdruck 
selbst ein bestimmtes Integral - "bestimmt", weil die 
Grenzen gegeben sind. 

Das Ergebnis stellt sich nun so dar: 

• 
(10 f aP+1 

• X"'dx= ",+1 (f.l eine positive ganze Zahl). 

• 
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a 

Par fA - 0 wird !dx=a; 
far fA =- 1 erhält man den trivialen Fall des Dreiecksinhalts, 
far fA == 2 kommt die gemeine Parabel. 

Ein zweites Beispiel bietet uns die Berechnung des Kegel­
inhalts V. Sei ein Polygon, ein Kreis oder eine sonst von einer 
Linie umschlossene Fläche als Grundfläche G eines Kegels 
(oder einer Pyramide) gegeben. Fahren wir im Abstande x 
von der Spitze einen ebenen Querschnitt G% parallel zur 
Grundfläche, so ist, wie in der elementaren Stereometrie 
gelehrt wird, G = x' G 

% h" 

Wir teilen nun die Höhe h in n gleiche Teile ~ = 6. x 

und schließen den Kegel (die Pyramide) in zwei Treppen 
ein, deren einzelne Stufen Zylinder (Prismen) von der Höhe 
6.x sind. Die genauere Ausfahrung sei dem Leser über­
lassen; das Ergebnis ist 

h h 

j . Xl G f 2 G h S 1 
V == Jii Gd x == h t. X d x == h I 3" = 3" G h, 

o 0 

eine bekannte Formel der Elementarmathematik, deren Her­
leitung nur mit Hilfe von Infinitesimalbetrachtungen möglich 

ist. Den konstanten Faktor ~. nimmt man vor die Summe, 

ehe man 6.x nach Null konvergieren läßt! 
Weitere leichte Beispiele bilden die Berechnungen von 

Schwerpunkten und von Trägheitsmomenten einfacher Fi­
guren. Sei z. B. das Trägheitsmoment J einer Strecke 
AB = a in bezug auf eine in ihrem Endpunkt A senkrecht 
zu ihr stehende Achse gesucht. Ist m die Masse der längen­
einheit und 6.x == a: n, so wird das Trägheitsmoment eines 
Teilchens, das sich von x bis x + 6.x erstreckt (von A aus 
gemessen), zwischen mx26.x und m (x + 6.X)26.x liegen.I ) 

Daraus ergibt sich leich tl : 
1) Die Masse des Teilchens Ist m A x, da m als Masse der 

Längeneinheit definiert war r 
2) Fül)re die Untersuchung nochmals ausfOhrlich durch unter 

a 
Verwendung von - anstatt A xl 

n 



Bin goniometrischer Hilfssatz 
a , f mal 1 

J=- mJ x'dx - -3- - aMa', 
o 

11 

wenn wir die Masse m a der ganzen Strecke M nennen. 
Auch das Volumen einer Halbkugel vom m 

Radius r können wir berechnen. Wir er-
setzen sie zunächst in bekannter Weise .r r 

durch eine Folge von n Zylinderschichten 

von der Höhe ~ = D..x und dem Inhalte Flg.3-

1r (r' - x~ D.. x (Fig. 3), so daß die so entstandene "Kugel­
treppe" den Inhalt 

r r r 

~ 1r (r2 - x') D..x = 1rrt~D..x -1r ~ xlD..x 
o 0 0 

hat. Dann wird die Halbkugel selbst das Volumen 

§ 4. EIN GONIOMETRISCHER HILFSSATZ UND 
SEINE ANWENDUNG 

Die Summe S der Reihe 

cos a + cos 2 a + cos 3 a + •.. + cos n a 

kann man dadurch bestimmen, daß man 2 S sin a bildet und 
nun die Formel 

2 cos k a sin a = sin (k + 1) a - sin (k - 1) a 

auf alle Glieder der Reihe anwendet. Man erhält dann: 

2 S sina= sin2 a+(- sin a+sin 3 a)+(-sin 2 a+sin4 a)+ 

+ .•. + (- sin (n - 2) a + sin n a) + (- sin (n - 1) a + 

+ sin (n + 1) a) = - sin a + sin n a + sin (n + 1) a, 

also wird S = sin (n + 1) a + sin na - sin a • 
2sina 



12 Integrale zwischen beliebigen Orenzen 

Setzt man hier a - A x und n a == nA x == CI> und multi­
pliziert die letzte Gleichung fUr S noch mit A x, so folgt 

SAx == -21 (sin (CI> + A x) + sin CI> - sin A x) ~ "x . sm .... x 

Geht man zur Grenze A x == 0 Uber, so sieht man, daß aus 
SAx ein Integral entsteht, und man bekommt 

(111) 
lp 

J~os xdx .. sln g;. 
• 

Ganz auf demselben Wege gewinnt man 

(IV) 
lp 

.(sln xdx -= 1 - cos g;. 
o 

§ 5. INTEGRALE ZWISCHEN BELIEBIGEN GRENZEN 
DAS INTEGRAL ALS FUNKTION DER OBEREN 

GRENZE 
DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM 

DIFFERENTIALQUOTIENTEN UND DEM INTEGRAL 
Als Hauptergebnis unserer bisherigen Betrachtungen halten 

wir fest: 
Der Inhalt einer Fläche, die von der Kurve y == fex), den 
Koordinatenachsen und der Ordinate einer beliebigen 
Abszisse x == a begrenzt wird, läfJl sich ausdrücken als 
das bestimmte Integral: 

a 

JUdx. 
o 

Eine naheliegende Verallgemeinerung ist die Berechnung der 
Fläche F, die zwischen der Kurve y == fex), der x-Achse und 
zwei beliebigen Ordinaten zu x == a und x == b enthalten ist. 
Wir finden sie sogleich als Differenz: 

b a 

F jydx -.fYdx. 
o 0 



Das Integral als Punktion 

b 

HierfOr schreiben wir kOrzer F fudX. 
a 

13 

Dieses bestimmte Integral mit den Grenzen a und b ist eine 
feste, wohldefinierte GrOße, wie aus seiner geometrischen 
Deutung als Pläche ohne weiteres hervorgeht. 

Jetzt wollen wir einen Schritt weiter tun und es als Punktion 
seiner oberen Grenze auffassen lernen. Der Sinn dieser Aus­
sage leuchtet sofort ein: halten wir die untere Grenze a fest 
und ändern die obere b, so nimmt auch das Integral immer 
neue Werte an; dadurch ist ja eben gerade eine funktionale 
Abhängigkeit zwischen dem Integral und seiner oberen Grenze 
festgelegt. Um dies deutlicher hervortreten zu lassen, 
schreiben wir: x 

F(x) =}Ydx. 
a 

Betrachten wir in diesem neuen Gewande die beiden Pormeln 
(11) und (111), in denen a = 0 ist: 

x f xP+1 

~dx=,-,+l 
o 

x 

und .f'COSXdX = sinx, 
o 

so fällt uns auf, daß die mit dem Symbole dx behaftete 
Punktion unter dem Integralzeichen, der Integrand, der 
Differentialquotient der rechtsstehenden Punktion ist. In der 
Tat hat man ja 

XI'+l d __ _ 
'-'+ 1 /l d sinx 
dx == x und d"x- == cos x. 

Ist das allgemein so, oder trifft es nur hier, gewissermaßen 
zufällig, zu? 

Sei y = (x) irgendeine Punktion, die graphisch eine ver­
nOnftige Kurve darstellt (Fig. 4) und in dem betrachteten 
Intervall nicht unendlich wird; ist ferner DA = a, AB = (a), 
Q ein veränderlicher Punkt auf der Abszissenachse, DQ=x, 
Q P = y und sei endlich die veränderliche Pläche 

ABPQ = F(x) == z. 
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dz 

z 

Wir denken uns die FlAche F(x) da­
durch erzeugt, daß die Ordinate AB 
nach rechts hin verschoben wird, so 
daßA mit konstanter Geschwindigkeit 
auf der Achse, B auf der Kurve wan­
dert. Dann sieht man, daß zeine 
Funktion von x ist, die fOr x - a den 
Wert Null hat. Wir wollen nun die 

<1:& Anderungsgeschwindigkeit von z be-
~O::+-A'='----:!:-=--- stimmen, denn aberall, wo eine Be-

II QI wegung vorliegt, fragen wir nach der 
Plg.4. Geschwindigkeit. Diese Geschwindig­

keit wird aber durch den Differentialquotienten gegeben. 
Lassen wir x um QQ. - D.x zunehmen, so nimmt 9 um 
UP1 ==D.g,zumD.z-QQ1P1PZU, und man erkenntleicht,daß: 

gD. x < D.z < gD.x + D.x· D.g; 

also ist 

Lassen wir nun D.x nach Null konvergieren, so verschwindet 
auch Ag und die beiden Grenzen racken zusammen, d. h. 

wir haben das Brgebnis :; - y. 

Wir finden also: 
:& 

% -.{gdX Ist diejenige Funktion der oberen Grenze ,. 
x, die 'ßr x-a Null wird und deren Differentialquotient 
nach x die Funktion y Ist. 
Bs muß noch angemerkt werden, daß als Folge dieser 

ganzen Auffassung für die Fliiche z eine negative Zahl 
herauskommt, wenn die Ordinaten negativ sind. Wenn wir 
also die von der Sinuskurve und der Achse umschlossene 
FlAche fOr die Grenzen x == 0 bis x == 2 rr berechnen wollen, 
so ergibt sich Null, da sich der positive Teil, der aber der 
Achse liegt (von x == 0 bis x == rr), gegen den unter der Achse 
befindlichen negativen Teil glatt weghebt. 
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§ 6. GEOMETRISCHE ÜBERLEGUNGEN 
KONSTRUKTION DER INTEGRALKURVE 
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Bei der Wichtigkeit des letzten, fOr die Integralrechnung 
grundlegenden Ergebnisses wollen wir versuchen, es auch 
auf anderem, geo­
metrisch anschau­
lichem Wege zu ge­
winnen. Zu diesem 
Zwecke gehen wir 
auf die Entstehung 
des Differentialquo­
tienten und des Inte­
grals zu rOck. Da hat­
ten wir zu erst ein­
mal zu ein er gege­
benenKurvey=f(x) 
die abgeleitete Kur­
ve gezeichnet. Wir 
teilen, um das noch­
mals auszufohren, 
etwa die Strecke von 
x == a bis X"" b 

Pig.5. 

in n gleiche Teile 6.x - in Fig. 5 sind es vier -, die 
Ordinaten mögen YI, Y2, Y:I, Y ... Y, die Kurvenpunkte mö­
gen PI' P" Pa, P" P heißen. Dann ziehen wir die Sehnen 
I, 2,3,4 und die Parallelen zur Abszissenachse, tragen etwa 
links vom Nullpunkt die Strecke 0 A = 1 auf und ziehen 
durch A Parallelen zu den Sehnen nach der y-Achse; die dort 
abgeschnittenen Stocke sind die Tangenten der Steigungs­
winkel der Sehnen. Tragen wir diese StOcke in einem senkrecht 
darunter liegenden Koordinatensysteme als Ordinaten auf, so 
ergeben sich die Punkte P~, P;, p;. P~ mit den Ordinaten 

• 11, -11, 
Yl==~' Y·=~ 

II Ax' 
• ll~ - y~ 
Ys=~, Y• == ll-ll~. 

, Ax 

Daher ist 

y;6.x+ y;6.x + y;6.x+ y~6.x== (Y-Yl) I==PQ·I=PQRS, 

wenn wir die Rechteckseite QR'" 1 machen. D. h. aber: 
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Die SIUJUJII der Rechtecke der unteren Figur ist gleich 
dem Rechteck der oberen Figur gebildet aus der Diffe­
renz der Endordinaten und der Einheitsstrecke. 

einem Rechteck, das sich Obrigens zusammensetzt aus den 
einzelnen Schichten mit den HOhen 1/. - 1/1 usw. Man er­
kennt leicht: für den Fall. dafJ ein Steigungswinkel stumpf, 
sein Tangens also negativ ist. geht das betreffende Rechteck 
subtraktiv in die Figur wie in die Rechnung ein; ferner 
aber ist sofort ersichtlich, daß der Fall. wo der Steigungs­
winkel ein rechter ist. einfach ausmschlfellen ist, denn 
dessen Tangens wird ja unendlich groß, und dann ist die 
vorstehende Betrachtung nicht mehr anwendbar. 

Wenn wir nun in beiden Piguren das Äx immer kleiner 
werden, n also wachsen lassen, so Indern sich die gesternten 
Punkte und die Rechtecke der unteren Pigur immerfort, bis 
sie schließlich fOr lim Äx = 0 in die Punkte pi, P2 ••• der 
abgeleiteten Kurve Obergehen und die schraffierte PlAche 
der unteren Pigur endlich die von dem Bogen der abge­
leiteten Kurve, den Bndordinatenyi und y' und der Abszissen­
differenz x - Xl begrenzte PlAche wird. In der oberen Figur 
rQcken die Ordinaten immer enger zusammen, die Sehnen 
nahem sich immer mehr den Tangenten, aber die Fliche 
P Q 'R 8 bleibt unverlndert von derselben GrOße und 
Form (g - Yl) • 1, nur setzt sie sich aus immer mehr ober­
einander geschichteten Rechtecken zusammen. Daraus geht 
aber hervor, daß die PlAche der unteren Pigur bei abneh­
mendem Äx ihre Porm so Indert, daß ihre GrOße konstant 
gleich (y - Yl) • 1 erhalten bleibt, daß wir also ihren Grenz­
wert von vornherein schon haben! Betrachten wir nur die 
numerischen Werte, so dOrfen wir den Paktor 1 weglassen 
und kOnnen nun das Brgebnis kurz schreiben: 

(V) 

wobei wir aber nicht vergessen wollen, nochmals ausdrnck­
lich darauf hinzuweisen, daß wir den Pali y .... 00 in dem 
Intervall von Xl bis X ausgeschlossen und von vornherein 
angenommen hatten, daß die Kurve y = f(x) eine sogenannte 
vernünftige Kurve war. 
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Die eben abgeleitete Grundfonnel der Integralrechnung 
sagt aus: 

Steht unter dem Integralzeichen eine Funktion f(x), 
die sich als Ableitung einer Funktion F(x) darstellen 
IUt, so Ist das bestimmte Integral gleich der Differenz 
derjenigen belden Werte, die F(x) fOr die Grenzen des 
Integrals annimmt: 

6 

(VI) !t(x)dx - F(b) - F(a), wenn fex) - F'(x), 

immer unter Beachtung der mehrfach angegebenen Vor­
aussetzungen! 

Damit ist z. B. die GOltigkeit der Formel 01) (5. 9) fOr be­
liebiges reelles ~ mit alleiniger Ausnahme des Wertes ~ - - 1 
bewiesen. 

Aufga ben. Berechne und stelle geometrisch dar: 
6 

1 7 "2 

j'YxdX, !VXtdX, /~inXdX, 
6 1 
'2 1 2" 

j·COSXdX, j' dx 
I + x., 

0 

;" dx VI-·x·· 

Versuchen wir jetzt auch das Integral als Funktion seiner 
oberen Grenze graphisch darzustellen, so sehen wir zunächst, 
daß derjenige Wert von x, fOr den das Integral Null sein soll, 
also die untere Grenze, beliebig gewählt werden kann. Im 
abrigen muß man dann offenbar genau umgekehrt verfahren 
wie bei der Darstellung der abgeleiteten Kurve. l ) Es mögen 
also (Pig.6) P;, P~, P~ .•• Punkte der gegebenen Kurve 
y - z' - f(x) sein. Wir machen OA = 1 und ziehen durch 
A diejenigen Geraden, die auf der y-Achse Strecken 21eich 
den Ordinaten der Punkte P;, P~, P~ ••. abschneiden. Diese 
mit I, 2, 3··· bezeichneten Geraden geben die Richtungen der 
Tangenten in den zugehörigen Punkten Pt, P" Ps ••• der 

I) Siehe Teil I § 3. 
Ma1h.-phys. Bibi. 41: W I 111 n 11', Inlegralrechnun, 2 
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Kurvez=F(x), der 
lnfegralkurve, an. 
Man nimmt etwa Pt 
beliebig an, zeich­
net die durchge­
hende Tangente 
und sorgt im Wei­
tergehen dafür,daß 
die andern Ordina­
ten in den vorge-

o -'--schriebenen Rich-
Y"'~ 

tungen 2,3···Qber-
schritten werden. 
Das geht aber am 
einfachsten, wenn 
man mitten zwi­
schen ie zwei Ordi­
naten neue Ordi­
naten einschiebt 
und die Parallelen 
bis zu diesen hin 

Fig.6. zieht. Eine geringe 
Übung, die dem 

Leser aber sehr empfohlen sei, wird die Zweckmäßigkeit 
und verhältnismäßige Genauigkeit der Methode erweisen. 

Auf gab e. Bestimme durch graphische Integration der 
Fläche eines Viertelkreises vom Ra-

....-f ~ ~ dius 2 die Zahl rr! 
.L.!l ~ ~ Anleitung. Als Längeneinbeitwählt 

Pig.7. man etwa 5 cm, den Viertelkreis aber 
nimmt man nacheinander in verschie­

denen Lagen (Fig. 7) gegen die Achsen an und vergleicht 
die erhaltenen Ergebnisse miteinander. 

ZWEITES KAPITEL 

§ 7. DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL 
Betrachtet man die obere Grenze eines Integrals als va­

riabel, die untere Grenze als unbestimmt, so nennt man ein 
solches Integral unbestimmt, gibt bei ihm die Grenzen über-
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haupt nicht an und fogt nur, um die Unbestimmtheit des 
Wertes anzudeuten, eine additive Konstante mit Hilfe eines 
Buchstabens hinzu. So schreibt man z. B. 

JX'dx = txs + C. 

Sowie man die untere Grenze, etwa a, festsetzt, erhält die 
willkorliche Konstante C einen bestimmten Wert, denn fOr 
x == a muß ja das Integral Null sein: taB + C ... O. 

Also ist 
s b 

C_-~as jx'sdx = ~xB - ~as. s , S:I , Jx2dx'" tbs - taB. 
a a 

Das bestimmte Integral kann also aus dem unbestimmten 
leicht gefunden werden, und es stellt sich hier als eine 
Differenz dar. In der Tat folgen ja aus dem Begriff des 
Integrals als Grenzwert einer Summe oder als Fläche ohne 
weiteres die Beziehungen 

6 c c 

(VII) ;,fYdX ~/YdX -:1 ydx, 
6 .. 

(VIII) Jydx+!ydX=O, 
.. 6 

b b « 

(IX) '/Ydx=:[ydx-jydX, 
« t: c 

wobei a, b, c beliebige konstante. Werte von x darstellen 
und wobei selbstverständlich immer vorausgesetzt wird, daß 
y in allen diesen Intervallen reell und endlich bleibt. Die 
Festlegung des Wortlauts der durch die letzten drei Formeln 
ausgedrOckten Sätze und ihre anschauliche BegrOndung durch 
Zeichnung Oberlassen wir dem Leser, der den Begriff des 
Integrals um so fester erfassen wird. je genauer und ge­
wissenhafter er dabei zu Werke geht. Ein Ergebnis 1) dieser 
Überlegungen sei aber doch angegeben: 

I) Vgl. Formel (VI) und den dortigen Satz. 
2· 



20 Unbestimmte Integrale 

Das bestimmte Integral kann ermittelt werden, In­
dem man das unbestimmte fOr die obere und fOr die 
untere Grenze berechnet und den letzteren Wert vom 
ersteren abzieht; die willkürliche Konstante hebt sich 
bel der Subtraktion weg. 

Beispiele sind etwa in leicht verständlicher Schreibweise: 

tr 

b 

J'XSdX == .!.[x'J~b =~a'. 
4 a 4' 

a 

/sin xdx = [- cos x r == [cos xI = 1 - (-1) == 2 

b r (x+p)dx [ Jb 
J YX'+2px+q = Yx l + 2px + q a 
a 

-Yb~ + 2pb + q - YaB + 2pa + q. 

Wir sind damit imstande, jedes Integral !f(x)dx zu be­
rechnen, wenn wir die unter dem Integralzeichen stehende 
Funktion fex) als Differentialquotienten einer Funktion F(x) 
kennen und zunächst auch nur dann. 

Als wichtige weitere Formeln können wir demnach buchen: 

(X) f dx 
cos1x = tanx + C 

(XI) f dx 
sin'x = - cotx + C 

(XII) 
r. dx 

J YI-x-;= arcsinx + C 

j - dx 
(XIII) 1 + x' '=' arctan x + C; 

sie folgen ohne weiteres aus den Formeln fOr die Differential­
quotienten der rechts stehenden Funktionen (vgl. Teil 1). Die 
additive Konstante muß wegen des Fehlens der unteren Grenze 
oberali hinzugefOgt werden. 
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§ 8. INTEORATIONSREOELN 
Wir hatten auf mehrfache Weise gesehen, daß die Inte­

gration als eine Umkehrung der Differentiation betrachtet 
werden kann. Es erhebt sich also ganz naturgemäß die Frage, 
in welcher Gestalt die besonderen Regeln, die wir bei der 
Differentiation zusammengesetzter Funktionen aufgedeckt 
hatten, hier bei der inversen Operation verwendbar werden. 
Was die Summe mehrerer Funktionen anlangt, so ist es ja 
leicht bewiesen 1), daß das Integral einer Summe von Funk­
tionen die Summe der Integrale der einzelnen Funktionen 
selbst ist. Ebenso haben wir schon in § 3 darauf hinge­
wiesen, daß ein konstanter Faktor, der unter dem Integral­
zeichen steht, vor dieses Zeichen gesetzt werden kann. Es 
ergeben sich so die Formeln 

(XIV) 

(XV) 

I<u + v)dx -fUdx +j~dx, 

faYdX - afYdX 
Wie steht es aber nun mit der Produktformel? Wir hatten 

die Formel 'Or die Differentiation von uv aus der Gleichung I) 
D.y == D.(uv) == (u + D.u) (v + D.v) - uv .... 

== vD.u + uD.v + D.uD.v 

gewonnen. Aus ihr folgt 

uD.v == D.(uv) - vD.u - D.uD.v 
oder 

A v A A (uv) A A U A A U A VA' 
U Xi ux == ~ ux - v A Je uX - A Je A Je (UX) • 

Bilden wir nun durch OrenzObergang die unbestimmten In­
tegrale, so erhalten wir: 

Um "'" u ~D.x == uv -11m ~ v~ D.x-.u:=o~ Q Je ~x=o~ A Je 

-lim [D.x ~A U A v D..xJ. 
u=o ~AJeAJe 

1) FOhre diesen Beweis analytisch durch und mache ihn dir 
geometrisch klar. 

2) Siehe Band 9 S. 28. 
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Der letzte Ausdruck wird aber wegen des voranstehenden 
Faktors ß x verschwinden, und so entsteht endlich die wich­
tige Formel 
(XVI) fUv'dX l1li uv - j-;'U'dX. 

Das durch diese Formel angedeutete Integrationsverfahren 
nennt man partielle Integration oder TellIntegratlon; es 
ist eine der fruchtbarsten Methoden bei der Berechnung 
der Integrale. 

Eine weitere wichtige Formel liefert uns die Regel for 
die Differentiation der Funktion einer Funktion. Es war 
(Teil I, § 11) u = q>(x) und y = (11) = (q>(x» gesetzt worden; 

dann ergab sich: y' = :! = :~ . :~. Die entsprechende 
Reduktionsformel der Integralrechnung läßt sich in doppel­
ter Form schreiben: 

(XVII) !/(U) du - !/C'J!(X)):;dX 

oder !/('J!(X»dX-!/(U) ::dU; 

man nennt dies Integration durch Substitution. 
Zunächst sei bemerkt, daß dieses Verfahren nur anwendbar 

ist, wenn sich die Werte der Veränderlichen u und x in dem 
Integrations bereich umkehrbar eindeutig entsprechen, d. h. 
wenn jedem Werte von u ein Wert von x entspricht und 
ebenso auch jedem Werte von x nur ein Wert von u. Zum 
Beweise der ersten Formel von XVII bilden wir den Diffe­
rentialquotienten nach x. Links mOssen wir erst nach u diffe-
renzieren, was (u) ergibt, und dann nach x, was (u) :~ liefert; 
das aber ist gleich dem Differentialquotienten (q>(x» q>'(x) 
der rechten Seite. Nun kOnnen sich die beiden Integrale 
nur noch durch eine additive Konstante unterscheiden, die 
bei der Ansetzung der unteren Grenzen der Integrale berück­
sichtigt werden muß; das soll in Beispielen des § 10 ge­
schehen. Ganz Entsprechendes folgt fOr die zweite Formel 
von (XVII). 
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§ 9. BEISPIELE FÜR PARTIELLE INTEGRATION 
In den folgenden Beispielen soll gezeigt werden, wie For­

mel XVI anzuwenden ist. Da wir dabei die Integration als 
Umkehrung der Differentiation behandeln, so sind wir, wie 
bei jeder inversen Operation, auf ein Versuchen angewiesen. 
Es entsteht bei manchen Aufgaben sogar die Möglichkeit, 
verschiedene Wege einzuschlagen. 

Beispiel 1. .f~rcsin xdx. 

Wir kennen bisher keine Funktion, deren Differentialquotient 
arcsin x wäre. Setzen wir aber u == arcsin x, v' == 1, 

so ergibt sich: 

also wird 

, 1 
U ==--­VI Xl' 

v == x, 

arcslO x x == X· arCSlD x - ~-. f . d . j' xdx 
VI-xl 

Das letztere Integral aber ist leicht zu ermitteln, da doch 

dVl Xl x 
--crx- == - VI -.;; 

ist. Also wird nun 

.{arcsin x d x == x . arcsin x + y 1 x' + C, 

wobei wir die beim unbestimmten Integral auftretende be­
liebige Konstante mit C bezeichnet haben. 

Beispiel 2. !xsinxdx. 

Hier setzen wir u == x, v· == sin x, 
erhalten demnach u' == 1, v == - cos x 

und damit .. fx sinxdx == - x cosx +J~osxdx 
== - x cos x + sin x + C. 

Wählen wir aber in dem gegebenen Ausdrucke 

u == sinx, v· == x, 
so wird u' == cos x, v == txl 
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und damit kommt 

.{xsinxdx==tx'lsinx-t!x' cosxdx. 

So gelangen wir also nicht zum gewQnschten Ziele, denn 
das Integral auf der rechten Seite ist uns unbekannt. Aber 
wir kOnnen aus dieser Gleichung unter Benutzung des vorher 
ausgewerteten Integrales der Funktion x sin x jetzt finden: 

.f~t cos xdx"" Xl sin x - 2Jx sin xdx 

== (Xl - 2) sinx + 2xcosx + C. 

Beispiel 3.1) Jcostxdx. 

Wir setzen u .. cos x, v' -= cos x, 

also u' == - sin x, v == sin x. 

Daher wird JcOSI xdx == cos x sin x + fsin! xdx 

== cos x sin x + J(1 - cos' x) dx. 

Folglich ist 2JcOSI xdx == cosxsinx + .. {dx, 

also endlich JcOSI xdx == t (x + sin x cos x) + C. 

Entsprechend .{sin! xdx == t (x - sin x cos x) + C. 

Beispiel 4. 

11 

2" 
2pd~in3cpdCP. 

o 

Dieses Integral erhält man, nebenbei bemerkt, bei der 
Berechnung des Winddruckes gegen einen Kreiszylinder mit 
Radius r und der HOhe 1, wenn p den Winddruck senkrecht 
zur Flächeneinheit und cp den Winkel zwischen einer Kreis­
tangente und der Windrichtung bedeutet. 

J) Berechne das Integral auf anderem Wege mit Hilfe der 
Formel cost % .. (1 + cos 2 %) : 2. 
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Wir setzen u == sin! <P, v' == sin <p, 

erhalten u' == 2 sin <p cos <p, v == - cos <p, 

also j;inll <p d<p == - sin 2 <p cos <p + 2j;in <p cos2 <p d <p 

== - sin! <p cos<p + 2fsin<p (l - sin2 <p)d<p 

== - sin' <p cos <p + 2fsin <p d<p - 2 fsin ll <p d <po 

Daher wird nun 

3fsin8 <pd<P - - sin'<p cos<p - 2 cos<p + C, 

also endlich 
1t 

2 n 

2p~{sinS <pd<p == - t pr [sin' <p cos <p + 2 cos <p]; 
o 

== - t pr [- 2] == t pr. 

Angemerkt sei noch, daß man dies Integral auch unter Ver­
wendung der goniometrischen Formel 

sin8 <p == t sin<p - -} sin 3 <p 

behandeln kann. Man erhält dann leicht: 

/sin' <pd<p == - t cos<p + h cos 3<p + C. 

§ 10. BEISPIELE ZUR INTEGRATION 
DURCH SUBSTITUTION 

Als einfachstes Beispiel bietet sich uns die Potenz einer 
linearen Funktion von x dar. Wir setzen also y == (ax + b)m, 
so daß u == ax + b wird. Dann ist x = (u - b) : a und 

:: == ~, folglich wird 

j . j. 1 m+l 
(ax + b)mdx == um. - du _ _ u __ + C 

a a(m+ 1) • 
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Ist die untere Grenze etwa xo, so wird Uo = axo + bund 
die Formel lautet: 

Ist der Integrand, d. h. die Funktion, die integriert werden 
soll, sin (ax + b), so setzt man natorlich ax + b = u und 

erhält :: = ~; somit wird 

f~in (ax + b)dx = ~ (sin u du = - ~ cos (ax + b) + C. 
• v 

Allgemein folgt daraus: kennt man 

!f(X)dX = F(x), so ist !f(ax+b)dx=~ F(ax + b)+C. 

Weiter behandeln wir das Integral.!"(X + ~~I+ l' Setzen 

wir hier x + a = u, so ist :: = 1 und es wird 

• {(X +~~: + 1 Ju.d~ 1 = arctan (x + a) + C. 

In ähnlicher Weise verfahren wir, wenn der Nenner nicht 
(x + a)' + 1, sondern allgemeiner Xl + 2 a x + b lautet. Wir 
verwandeln ihn zunächst in die Form (x + a)' + b - aJ 

und fahren nun u so ein, daß wir wieder auf arctan kommen. 
Das geschieht durch die Substitution 

(x + a)1 + b - a' = (b - a') (u' + 1). 

Dann wird x + a = u Vb - a' und wir massen demnach die 
Bedingung stellen, daß die Wurzel reell ist, b> a' und daß 
wir sie etwa mit dem positiven Vorzeichen nehmen wollen. 
Nun ist ~~ = J.lb="äi und es ergibt sich: 

f dx . (Vb-al.du 1 x+a 
x l +2ax+b 'J (b-al) (Ul+l) .... J"ii='äiarctanYb aB +C. 
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Weitere Beispiele sind: 

.IYax+bdx; ax+b==u" ~=-~; 
JVax + b dx = ~fU2dU = 32a V(ax + b)S + c 

. . a·x· b~==u- x - . fi xdx 9 .. + D .. dx u 
.. Va'x'+b"' , dü-ai' 

!lta~~~ b" == }J'~ll ==~. Va2 x2 + b! + C. 

27 

Als Beispiel fOr eine trigonometrische Substitution wollen 
wir noch das Ellipsensegment berechnen. Aus der Gleichung 
der Ellipse mit den Achsen a und b ergibt sich fOr den Ab­
schnitt S zwischen den Ordinaten der Punkte Xl und XII: 

%s XI. 

!YdX =.f:Va9 - x2dx. 
%J Xl 

Setzt man hier x==asinu, so wird ::==acosu, y==bcosu 
und man bekommt 

Ut "2 

S == :fal cos'l udu == ab J'cost udu 
BI "1 

ab [ JU. == T u + sinu cosu u,· 

Insbesondere erhält man fOr U1 == 0, Us == t 11' die Fläche 
eines Viertels der Ellipse t11'ab, tor die ganze Ellipsenfläche 
demnach 11' ab. 

Allgemeine Regeln, um mit Hilfe einer Substitution zum 
Ziele zu gelangen, gibt es nicht; aber manchmal gelingt es, 
wertvolle Eigenschaften eines Integrales durch Substitution 
zu gewinnen. Ein Beispiel, das wir später benutzen werden, 

% 

möge das erläutern. Sei das Integraifd: vorgelegt! Setzen 
dx 1 a 

wir hier cx == U, so wird du == C' die Grenzen werden ca 
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und cx und es entsteht 
:It C:lt C:lt C:lt 

J"dX = (edu. 1. _J'dU _ (dx. 
x 'J' U e • u 'J·x 

a ca ca ca 

Wir haben hier zuletzt die Integrationsvariable statt u wieder 
x genannt, was offenbar ohne Einfluß ist. Wir sehen aus der 
Gleichung, daß sich das vorgelegte Integral nicht Indert, wenn 
man seine beiden Grenzen mit einer beliebigen Konstanten c 
multipliziert. 

DRITTES KAPITEL 

§ 11. DIE GLEICHSEITIGE HYPERBEL 

Die gleichseitige Hyperbel, deren Gleichung wir in der 
einfachsten Form xy =1, oder y _,r-l annehmen, spielt 
in der Geschichte der Mathematik des 17. Jahrhunderts eine 
bedeutsame Rolle. Wohl hatte man bei der Hyperbel, wie 
bei der Ellipse und Parabel, schon im Altertum viele Eigen­
schaften aufgedeckt, man konnte vor allem auch ihre Tan­
genten konstruieren, aber es war nicht gelungen, wie bei 
den andern Kegelschnitten (vgl. § 3 und § 10), den Flächen­
inhalt eines Segments zu berechnen. Diese Aufgabe, die um 
die Mitte des 17. Jahrhunderts auf mehrfache Weise gelöst 
wurde und zu einer belangreichen Erweiterung der bis dahin 
bekannten Funktionen fQhrte, wollen wir jetzt in Angriff 
nehmen. Da fnr x - 0 die Ordinate y - 00 wird, so können 
wir das Integral, das uns den Flächeninhalt liefert, nicht von 
der unteren Grenze x - 0 aus berechnen, wir mQssen eine 
andere Grenze wählen, und zwar wollen wir x-I heraus­
greifen. Die obere Grenze sei ein beliebiger PunktP mit den 

Koordinaten x und y - ~. Bezeichnet man den Scheitel 

mit S und seine Projektion auf die x-Achse mit A, so ist 
OA -1, SA = 1 und es handelt sich daher um die Berech­
nung der Fläche A Q P S. Diese Fläche ist eine Funktion von 
o Q - x. Wir wählen als Funktionszeichen hier den Buch­
staben I und schreiben demnach: 

:It :It 

1) Fläche AQPS .(UdX = j'~ = I(x). 
J 1 
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Blicken wir auf die Pormel (11) (5. 9) und beachten das am 
Schlusse von § 6 auf S. 17 Gesagte, so haben wir hier ge­
rade den dort ausdrOcklich ausgenommenen Pali. In der 
Tat ist hier eine Locke auszufOllen. Bilden wir die Differen­
tialquotienten von xS, Xl, xI, :cO, r l , r 'l, ••• so erhalten wir 
der Reihe nach 3xl , 2x, 1,0, - r l , - 2rs, ••• es fehlt 
also r l in dieser Reihe. Um die neue Punktion l(x) kennen 
zu lernen, studieren wir ihre Bigenschaften. Bin Zahlenwert 
ergibt sich sofort aus der Definition, l(l) = O. Jetzt kommt 
uns die am Schlusse von § 10 gelehrte Tatsache zustatten, 

daß !~x. f;u /a:;,x r;'x 
2) -X=J u oder auch -X=J X-

c ~ 

ist, die in geometrischer Ausdrucksweise besagt, daß der 
Flächeninhalt zwischen den 
Ordinaten 1 und x (oder 1 und 
XI) gleich dem zwischen den 
Ordinaten c und cx (oder Xl 

und Xl X_) ist. Verschiebt man 
also das FlächenstOck unter 
der Hyperbel entlang der --:,f----.:;~.:a..:~-!."'~~~ 
x-Achse und dehnt es in dem 
Maße aus, wie die Höhe ver- Fig. s. 
ringert wird, so bleibt seine Größe erhalten (s. Fig. 8). Nach 
dieser Formel 2) aber ergibt sich sofort die wichtige Gleichung: 

/ Z;'x +;zd-X _/~dX +jZ\;~ -1t7x . x x. x . x X 
1 z. 

3) 

Das bedeutet aber fOr unsre unbekannte Funktion leine 
Funktionalgleichung : 

4) l(x,) + l(x2) -1(xlx2). 

Bine solche Gleichung nennt man ein Additfonstheorem, 
und wir erkennen, daß unsere Funktion dasselbe Additions­
theorem hat. wie der gemeine Logarithmus. Weiter aber 
sehen wir, daß sie auch alle andern Bigenschaften mit dem 
Logarithmus gemein hat. Setzen wir nämlich Xl .... XI .. X, so 
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folgt aus 4) sofort l(x~ == 2l(x), und fortfahrend gewinnen 
wir fOr ein positives ganzzahliges n die Gleichung 

5) l(xn) == nl(x), 

die wir noch durch den Schluß von n auf n + 1 sichern 
können. Denn es wird l(xn+ l ) = 1(xn • x) = l(xn) + l(x) 
- (n + 1)1(x). Setzen wir in GI. 5) VX an Stelle von x, so 
erhalten wir: l(x) = nl(Vx) oder 

6) l(Yx) = ~ l(x) 

und wenn wir die Formeln 5) und 6) verbinden, so ergibt 

sich fOr jede rationale positive Zahl : die Gleichung 
m - m 

7) l(xn ) = 11 l(x); 

das bedeutet aber, daß die Formel 5) fOr alle rationalen, 
positiven Exponenten galtig ist. Da man jeder irrationalen 
reellen Zahl durch rationale Zahlen beliebig nahe kommen 
kann, und offenbar einer beliebig kleinen Änderung der oberen 
Grenze unseres Integrals auch stets eine beliebig kleine Än­
derung der Funktion (der Flächel) entspricht, so gilt die 
Formel 5) auch mit beliebiger Annäherung far irrationale 
positive Exponenten. l ) Schreiben wir in Formel 4) x an Stelle 

von Xl und setzen Xi = i, so erhalten wir: 

l(x) + l(i-) = l(1) = 0, also wird l(i-) = -l(x) 

und daraus ergibt sich allgemein: 

8) l(r n) = - nl(x), 

d. h. die Gleichung 5) besteht auch far negative Exponenten. 

§ 12. DER NATÜRLICHE LOGARITHMUS 
Die Funktion 1 (x), die alle Eigenschaften eines Logarith­

mus hat, nennt man den natürlichen Logarithmus und be­
zeichnet sie entweder mit dem bloßen Buchstaben lohne 

1) Eine strengere Darlegung gehört nicht in eine erste Ein­
rahrung. 
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die Klammern, die wir bisher anwandten, oder auch durch 
Ig oder In oder log nato Wir wählen die Bezeichnung 19 und 
schreiben demnach: :6 

(XVIII) Jd; -Igx 
1 

Kennen wir den natorlichen Logarithmus for irgend eine posi­
tive Zahl p, dann konnen wir mit Hilfe einer Tafel der gemeinen 
Logarithmen den natorlichen Logarithmus fOr irgend eine posi­
tive Zahl x finden. Wir brauchen ja nur einen Exponenten 
n so zu bestimmen, daß pn = x wird. Daraus folgen die 
bei den Gleichungen Ig x = n Ig p, log x = n log p. Dividiert 
man beide Gleichungen durcheinander, so ergibt sich: 

1) 19 x = 1~~ log x = ~ log x , 

d. h. wir erhalten den natorlichen Logarithmus irgend einer 
positiven Zahl x, wenn wir ihren gemeinen Logarithmus mit 
einem von x unabhängigen, bestimmten Faktor multiplizieren, 

den man gewOhnlich mit ~ bezeichnet; er ist der Quotient des 

natorlichen Logarithmus durch den gemeinen Logarithmus ir­
gendeiner positiven Zahl (außer der Zahl I). M nennt man den 
Modul des Systems der gemeinen Logarithmen. Wählen wir 
die Zahlp = 1,1 = 11: 10, so erhalten wir Ig 1,1 -lg II-IgI0, 
also die Fillche zwischen den Ordinaten der Punkte x = 10 
und x = 11, wo die Hyperbel schon recht flach ist. Unsere 
beiden Rechtecksummen liefern, wenn wir das Intervall in 
10 gleiche Teile zerlegen, fOr die Fläche F die Ungleichungen 
haben: [ 1 1 1 J 

0,1 10,1 + 10,2 + ... + 11,0 < 
[ 1 1 1 IJ < F< 0,1 100 + 101 + 102 + ... + 109 , ,. , 

oder ausgerechnet 0,09486< F < 0,09577. 

Das arithmetische Mittel der beiden Rechtecksummen ist, wie 
man an einer Figur leicht erkennt, die Summe der Trapeze, 
die man erhält, wenn man die Sehnen der Hyperbel zieht, 
also auch etwas größer als F, und damit bekommt man an-
genähert Ig 1,1 :::: 0,09531. 
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Nun ist log 1,1:::::: 0,04139, also wird der gesuchte Faktor 

i = ~'::! :::::: mim log 0,3622 = 2,3026. , 
Multipliziert man also die 

gemeinen Logarithmen mit 
dieser Zahl 2,3026, so er­
hAlt man die natilrllchen 
Logarlthmen.1) 

In Fig. 9 ist die Kurve der 
natDrlichen Logarithmen mit 

1--~~----:z;;ii"9"- der gleichseitigen Hyperbel 
eingezeichnet; die links von 
der Ordinate des Punktes 

~ ....... ~-x-I entstehenden Plachen 
I-....."..~F---,p----!-e -lar- sind negativ zu rechnen, sie 

Pig.9. 

werden ja durch eine Be­
wegung der Anfangsordi­
nate ASnach links hin er­
zeugt. 

§ 13. DER DIFFERENTIALQUOTIENT DES 
LOGARITHMUS 

Aus der Grundformel (XVIII) ergibt sich zufolge der Defi­
nition des Integrals ohne weiteres eine wichtige Porme~ die 
wir in der Differentialrechnung in Bd.1 nicht gefunden hatten: 

(XIX) 
dlg; I - .. -. d; ; 

Will man nun einen beliebigen Logarithmus mit der Grundzahl 
a differenzieren, so muß man zunachst den Zusammenhang 
dieses L. rithmus mit dem natDrIichen kennen. Bezeichne 
ich den a-Logarithmus von x mit E, so besteht die Gleichung 
aE - x. Logarithmiere ich diese einmal nach a, ein zweites 
Mal nach rJo. natDrlichen System, so entstehen die beiden 

I) Vermehrt man eine Zahl x um I %, so entsteht die Zahl 
x· 1,01, deren natürlicher Logarithmus Igx + Ig 1,01 Ist. Nun ist 
Ig 1,01 == 2,3026 • log 1,01 == 0,00995 == 0,01, d. h. also: vermehrt 
man eine Zahl um 1%. so wllchst ihr natürlicher Logarithmus 
angenlihert um 0,01. 
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Gleichungen E = alog x und E 19 a = 19 x, durch deren Divi­
sion man erhält: 

19x 
alogx =-· Iga 

Differenziert man diese Gleichung, so kommt die allgemeine 
Formel 

dalogx 1 
(XX) --"(f'X = x Ig a • 

Mit diesen Formeln ist uns ein neues großes Gebiet eröffnet, 
in das wir nun einen kleinen Vorstoß machen wollen. Zu­
nächst erlaubt uns Formel (XIX), in einem beliebigen Punkte P 
der logarithmischen Kurve (vgl. Fig. 9) die Tangente zu kon­
struieren. Wir brauchen nur auf der Ordinate PR = 1 an­
zumerken und durch R die Parallele zur x-Achse zu ziehen, 
die in T die y-Achse trifft. PT ist dann die gesuchte Tangente. 

Sodann haben wir die Möglichkeit, logarithmische Aus­
drncke zu differenzieren; einige Beispiele mögen hier kurz 
angegeben werden, deren genauere AusfOhrung dem Leser 
oberlassen sei. 

y = 19(a" - x") y = Ig(x+Vl + x!) 
, nx,,-l 

y =-(i1l_ x" 

y = IgY2ax - x~ 
, a-x 

y = 2ax-x' 

y' =Yl +x· 

y=lg(a+x+Y2ax+x~ 
1 

y'= Y2ax+x" 

y = IgYx2 a' 
, x 

y = xl-al 

y = 19 sin x 

y'= cotx 

y = Ig cosx 

y'= - tanx 

y = :anx 
, 2 

Y = sin2x' 

Es kommt dabei eine Formel in Anwendung, -.iie auf der 
Differentiation der Funktion einer FunRtion beruht. Ist 11 

eine Funktion von x, etwa u = q>(x), so heißt die Formel 

(XXI) d 19 U u' oder d 19 cP (x) !p' (x) 
Ci"X = u dx = !p (_t) • 

Malh.-phys. Bihl. 41: Willing. Inl~l!ralrechnllnll 3 
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Bndlich aber sind wir auch imstande, eine große Anzahl von 
Integrationen auszufÜhren. Obige neun Differentiations­
beispiele geben umgekehrt ebenso viele Beispiele zur Inte­
gration; um nur an dreien das vorzufQhren, schreiben wir: 

f =VI ~ xl! -lg(x+ -Vf+ x2}+ C 

oder z. B. als bestimmtes Integral: 
1 f ~ -lg(1+1'2); 

o 

f dx 1 Ji"'+X r=- x' := Ig V r::':X + C; 

J'tan x dx - -Ig cosx + C 

oder mit bestimmten Grenzen: 
n 
"J 

.j'tanxdx--olgcoS ; = -~ Ig2. 
o 

Der Formel (XXI) steht dann zur Seite als GegenstQck die 
allgemeine Formel 

f· '(x)dx 
(XXII) • q> q> (x) = Ig q> (xJ + C. 

I n Worten: Ist der Integrand ein Bruch, dessen Zähler der 
Differentialquotient des Nenners ist, so ist das Integral des 
Bruches der natürliche Logarithmus des Nenners. 
So erhält man z. B. leicht die Formel 

f cos(2;t +a)dt T [ '2 t ) ] 
. (211"t ) = 2a1l" Ig sin ( ; + a + b + C. 

Qsm -y-+a +b 

Ist ferner der Integrand _._1_, so bildet man daraus smx 
I I 1 

---- = ---X' --x; da nun ---
2 . x X 2cos! 2 tan-2 2cost x2 sm 2" cos 2 
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der Difierentialquotient von tan ~ ist, so folgt: 

fs~\ -lgtan : + C. 

Alle diese Formeln bedeuten geometrisch gewisse Flächen­
inhalte. 

§ 14. DIB INTBGRATION RATIONALBR 
ALGBBRAISCHBR BRÜCHE 

Bei einem rationalen algebraischen Bruch sind Zähler und 
:-.lenner Polynome mit einer endlichen Zahl von Gliedern, die 
nach fallenden Potenzen von x geordnet seien. Wir betrach­
ten zuerst den einfachsten Fall. 

I. Der Nenner ist ein linearer Ausdruck ax + b. 
Falls der ZAhler keine Konstante, sondern ein Polynom 

n:en Grades in x ist, dividieren wir aus; wir erhalten dann 
einen ganzen Quotienten vom Grade n - 1 und im allge­
meinen einen Bruch mit konstantem ZAhler; so ist z. B. 

1 

(6x3 -13x2 + 9x- 4): (2x-"3) - 3x' - 2x + It+ 2X
2 ä' 

Die Integration gestaltet sich nun sehr einfach gliedweise: 
1 

.ltu;s- ~:x':"-t;9X-4 dx ._j"( 3x' - 2x + 1+ + 2.~ ~ 3)d x 

- x:l - x2 + Itx +flg(2x - 3) + C. 

Ebenso ergibt sich: 

fax+b /'( a ad- bC) 
,ICX+d dx • ,c-c(ex+d) dx 

a ad-bc 
= -c" x - --es- Ig (c x + d) + C. 

11. Der Nenner ist ein quadratischer Ausdruck. 
Wir dividieren wieder aus, bis ein Bruch nbrigbleibt, dessen 

Zahler höchstens linear in x ist. Wir können es ferner durch 
a' 
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KOrzen stets erreichen, daß der Koeffizient von x~ im Nen­
ner + 1 ist. Dann haben wir die Aufgabe auszufohren: 

f· mx+n 
•. x'+px + q dx. 

Der Nenner läßt sich nun bekanntlich immer in zwei lineare 
Faktoren zerlegen. LOsen wir nämlich die Gleichung Xi + px 
+ q = 0 auf und nennen wir die Wurzeln Cl und P, so ist 

x! + px + q == (x - ex)(x - ß). 
Wir haben die bekannten drei Fälle zu unterscheiden. 
1. Die Wurzeln ex und ß sind reell und verschieden (p! - 4q 

> 0). Dann kann man immer zwei Zahlen A und B so be­
stimmen, daß identisch (d. h. fOr alle Werte von x) 

mx+n mx+n A 8 
x'+px+q == (x- o)(x-P) == X-=:Ii + x- ~ 

wird. Wir multiplizieren dazu die Gleichung mit dem Haupt­
nenner und erhalten mx + n == A (x - ß) + B (x - a). Setzen 
wir hier nun x = a, so ergibt sich A == (m a + n) : (a - ß); 
setzen wir x = p, so folgt B == (m ß + n) : (ß - ex). Damit 
aber haben wir sofort: 

I· mx+n dx=mo+nl·~_mll+nl·.!!.~ 
'. x' + px + q a - P. x - 0 0 - (i.. x-p 

I == 0 _ P [(met + n)lg(x-et) - (mß + n)lg(x - ß)J + C. 

2. Die Wurzeln sind reell und gleich (pt - 4 q == 0, Cl == ß), 
In diesem Falle bestimmt man die Konstanten A und B so, 

daß ::~)~ == (x A ur + x 8 a wird. Man findet A =mlX + n, 

B == m, also wird 

rmx+n dx = _ ~+n + mlg(x-ex) + C. J (X-O)I X-Q 

3. Die Wurzeln sind konjugiert komplex (pS - 4q < 0), 
Dieser Fall ist leicht auf eine schon frOher erledigte Inte-

gration zurOckzufohren, indem man ", x + n == ~ (2 x + p) 

( mp + 11 - -2-.) setzt. Denn dann wird 
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f mx+n mJ" 2x+p 
xl+px+q 2. x'+px+q dx 

( m p ) /. dx 
+,n--2-. xl+px+q· 

Das erste Integral liefert einen Logarithmus und das zweite 
nach einer in § 10 entwickelten Formel einen Arkustangens. 

Wenn der Nenner eine Punktion höheren Grades als des 
zweiten ist, so lAßt sich stets eine analoge Partialbrochzer­
regung ausfahren, sofern man die Wurzeln des Nenners kennt. 

§ 15. DIE EXPONENTIALFUNKTION 
Wenn wir in Fig. 9 durch den Scheitel S der Hyperbel 

eine Parallele zur x-Achse ziehen, so muß sie die logarith­
mische Kurve schneiden, denn diese Kurve entfernt sich 
immer mehr von der Achse, da die Logarithmen stetig ober 
jeden Betrag hinaus wachsen. Nennen wir den Schnittpunkt E 
und seine Abszisse e, so ist e die Zahl, deren natOrlicher 
Logarithmus 1 ist. Der Zahlenwert ist sofort zu finden, denn 
der gemeine Logarithmus von e ist nach § 12 Gleichung (l). 

log e = M -::: 1: 2,3026 ~ 0,43429 also: 

(XXIlI){' e - 2,71828 •.• Ist die Grundzahl der natßrllchen 
Logarithmen; wenn es - y Ist, so Ist x -Igy. 

Man bezeichnet eine Potenz mit konstanter Grundzahl und 
veränderlichem Exponenten als Exponentialfllnktion; insbe­
sondere heißt sie die natürliche Exponentialfllnktion, wenn 
die Grundzahl e ist. Da wir den Differentialquotienten des 
Logarithmus kennen, so können wir auch die inverse Funk­
tion, eben die Exponentialfunktion, differenzieren, denn die 
beiden Differentialquotienten sind reziprok. I) Es ergibt sich 
also: dy dx I 

dx = 1 : (Iy = 1 : y = g, 

wir erhalten demnach die belangreichen Formeln 

elez /. (XXIV) cix =: er und • rdx =: e'" + C. 

I) Vgl. Teil I § 16. 
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Die natnrliche Exponentialfunktion ist also ihren sämtlichen 
Differentialquotienten gleich.') Fnr die beliebige Exponential­
funktion aX ergeben sich sofort die Formeln!) 

das f a·1: (XXV) dz =- a~lga und aZdx -Iga + C. 

Einige Beispiele, die auch praktischer Anwendung fähig si~d, 
seien hier angeschlossen: 

1. y == ceUXj y" == aceQX 

2. y == x"r; y" == (x + n) X,,-I eX 

3. Y == i(ef + e -f); y' == i(ef - e""f'\ 

4. y == e-i.x (a sin wx + b cos wX)j 

1/ = e- Ax (- (a~ + bw} sinwx + aw - b~, cos wxJ 

5. fxrdx == xr -./,rdx == xr - r + C 

6. Jr sinxdx = r sin x -fr cosxdx 

.fr cosxdx == r cos x +.{eXsinxdxj 

aus den bei den letzten Gleichungen erhält man durch Sub­
traktion und Addition die Ergebnisse: 

Jex sinxdx == fr (sinx - cosx) + C; 

Jr cos xdx == fr (sin x + cos x) + C. 

§ 16. ANWENDUNGEN DER NATüRLICHEN 
EXPONENTIALFUNKTION UND DES LOGARITHMUS 

Die Funktion y = eUx hat den Differentialquotienten 
y" = aeux, d. h. dieser Differentialquotient ist der Funktion y 
proportional. Auf dieser Tatsache beruhen im wesentlichen 
alle praktischen Anwendungen der Exponentialfunktion, wie 
an einigen Beispielen sofort klar werden wird. 

I) Vgl. das Verhalten der Differentialquotienten des Sinus und 
des Kosinus. 

2) Setze a = e", dann wird aX = e~X! Was ist u"! 
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t. Das Zinseszinsengesetz. Wenn ein Kapital k in einer 
gewissen Zeit p% Zinsen gibt, so sind diese Zinsen dem 
Kapital proportional. Bei der oblichen Art der Zinsenbe­
rechnung der Sparkassen werden die Zinsen, die in einem 
Jahre aufgelaufen sind, wieder zum Kapital geschlagen, das 
sich also aller Jahre gewissermaßen ruckweise vermehrt und 
dann wieder verzinst wird. So erhält man in n Jahren den 

Wert k (1 + If,or, wobei n eine ganze Zahl sein muß. Es 
drängt sich uns nun die Prage auf, ob und in welcher Weise 
ein stetiges Wachstum des Kapitals mit der Zeit durch Pormeln 
dargestellt werden kann. Nennen wir das veränderliche Ka­
pital 9 zur Zeit x, so muß die Änderung 6. 9 in der Zeit 6.. x 
dem augenblicklichen Werte 9 und der Zeit 6.. x proportional 
sein. Bezeichnet man den Proportionalitäts faktor mit A, so 
entsteht die Gleichung 6.g = Ag 6.. x. Dividiert man die 
Gleichung durch 6. x und geht zur Grenze ober, so kommt 
die Gleichung 

dy 
1) dx = 'Ag, also ist y = kei . .r, 

denn dann wird g' == 'Ak~x = Ag. Setzen wir hier x == 0, 
so erhalten wir den Anfangswert Yo == k des Kapitals. Messen 
wir die Zeit x in Jahren, so folgt aus dem Vergleich mit der 
gewOhnlichen Verzinsung in einem Jahre die Beziehung 

k (1 + l~) == ke\ und daraus ergibt sich: 

2) A =Ig (1 + l~O)· 
Man nennt diese Art der Zunahme einer GrOße y organisches 
Wachstum, da man sich vorstellt, daß das stetige Wachsen 
in der Natur, z. B. bei Pflanzen, innerhalb einer gewissen 
Zeit so erfolgt. I) 

Andere Beispiele folgen weiter unten, vorher aber wollen 
wir an diese Betrachtung noch eine Überlegung anknOpfen, 
die uns zu einem bemerkenswerten Grenzwerte fahrt. Wir 
kOnnen nämlich jenes organische Wachstum des Kapitals k 
auch noch anders darstellen. 

I) Ermittle die GrOßen y und A für verschiedene Werte \'011 p; 
berechne und zeichne den Verlauf für p = 33.\ für einige Jahre. 
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Wir gehen von der OIeichung D.y = 'A.y D. x aus und 

denken uns das D. x als den mlen Teil eines Jahres D. x - ~ • 
Dann entsteht die Gleichung D.y == ! g, d. h. das Kapital 

soll in ~ Jahr um ! seines Wertes wachsen; ift einem ganzen 

Jahre wird demnach das Anfangskapital den Betrag k ( 1 + ~·r 
erreicht haben. Ußt man jetzt m Ober alle Grenzen wachsen, 
so wird nach einem Jahre der Wert ke'- herauskommen; also 
hat man, wenn man durch k kOrzt, die wichtige Beziehungt ) 

(xxvI)I 

Diese Formel kann man auch durch Reihenentwickelung 
- auf die wir jedoch nirgends eingegangen sind - unmittelbar 
finden und zur Definition der Größe e benutzen; so pflegt 
man meist vorzugehen und von hier aus alle froheren Er­
gebnisse und Formeln fOr die Differentiation des Logarithmus 
und der Exponentialfunktion abzuleiten. 

2. Das Erkaltungsgesetz. Wenn ein Körper an allen Punkten 
seiner Oberfliehe dieselbe Temperatur hat, die um 9Grad 
bOher sei, als die konstante Temperatur seiner Umgebung, 
so gibt er (nach Newton) in jedem Augenblick an die Um­
gebung eine der Temperaturdifferenz 9 proportionale Wlmle­
menge ab. Die Temperatur des Körpers wird mithin in jedem 
Augenblick eine dieser Temperaturdifferenz proportionale Ab­
nahme erleiden. Bezeichnen wir die Zeit mit I, so ist dem­
nach zunächst D. 9 = - a 9 ß t, und daraus ergibt sich die 

OIeichung :~ = - aa, so daß also das Newtonsche Erkal­

tungsgesetz : 

3) 9 = 90 e- at oder Ig60 -lgO = at 

folgt; dabei ist ersichtlich 90 der zur Zeit t = 0 vorhandene 
TemperaturOberschuß. Hat man durch Beobachtung zu den 
Zeiten tl und tt die TemperaturOberschosse 91 und O. des 

( 1 )'" 1) Berechne für A = 1 den Wert von 1 + m mit Hilfe tier 

Logarithmentafel fOr m -I, 5, 10, 50, 100, 1000 und vergleiche 
diese Werte mit e = 2,71828 ••• 
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Körpers Ober die Temperatur der Umgebung gefunden, so 
ergibt sich durch Subtraktion die Gleichung 

Ig91 -lg9! == a (I, - ' 1), 

und man findet 

4) 

3. Die barometrische HiJhen(ormel. Nachdem Torricelli 
(1608 - 1647) 1643 das Quecksilberbarometer erfunden hatte, 
schloß Pascal (1623-1662), daß die BarometersAule beim 
Besteigen eines Berges sinken mOsse, weil der Luftdruck ge­
ringer werde - was Perier 1648 bei Besteigung des Puy de 
DOme bestAtigte. Dieses Sinken des Barometers kann man zur 
Messung von Höhen verwerten. Wir nehmen an, daß oberall 
dieselbe Temperatur herrscht und wollen die Beziehung zwi­
schen dem Barometerstand b und der Höhe h aufsuchen. 
Wenn-wir um die Höhe Ah steigen, so sinkt die Barometer­
sAule auf einen Betrag b + A b, wo also Ab negativ ist; da 
13,6 das spez. Gew. des Quecksilbers ist, so ist die Druck­
verminderung 13,6 . A b. Bezeichnen wir das spez. Gew. der 
Luft an dieser Stelle mit s, so folgt die Gleichung 13,6' A b 
= - S· Ah. Nun sagt das Gesetz von Boyle (1627-1691), 
daß das Produkt aus Druck und Volumen einer bestimmten 
Gasmenge bei derselben Temperatur immer denselben Wert 
hatj da das spez. Gew.dem Volumen umgekehrt proportional 
ist, so folgt demnach fOr zwei ZustAnde b, sund bo, So die 
Beziehung b: s == bo : so. Berechnen wir daraus s und setzen 
diesen Wert in die frohere Gleichung ein, so ergibt sich 

6. b=-13 :".b b· 6.h. Gehen wir jetzt zur Grenze ober und 
, .' bezeichnen der KOrze halber den konstanten Faktor mit IJ. 

so erhalten wir die Gleichungen 

db I 
5) dh = - f..Ib; b == bo"-""; h =; (lgbo -1gb). 

Wählen wir insbesondere bo == 76 cm als Barometerstand 
bei der Meereshöhe h == 0 m, so ist So == 0,001293 gr. cm-:;. 
und es wird f..I-~ 1: 799381. Nimmt man die gemeinen Loga­
rithmen statt der natOrlichen, so tritt noch der Faktor 2,3026 
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hinzu, und man erhält nach Division durch 100 das Ergeb­
nis in Metern: 

6) h ~ 18400 (1,8808 - log b) Meter. 

VIERTES KAPITEL 

§ 17. DIE BOGENLÄNGE EBENER KURVEN 
Die Bestimmung der Länge des Bogens einer ebenen 

Kurve, die sogenannte Rektifikation, ist ebenfalls eine Auf­
gabe, die von der Integralrechnung in allgemeinster Weise 
gelöst wird. Wir gehen, wie bei der elementaren Berech­
nung des Kreisumfanges, von einem Sehnen vieleck aus, 
bezeichnen den Bogen als Funktion von x mit s und lassen 
x um b.x wachsen; dann wächst y um b.y, und die dadurch 
bestimmte Sehne nennen wir b.s. In dieser Annahme liegt 
ein grundsätzlicher Unterschied zu der elementaren Kreisbe­
rechnung; dort geht man von Vielecken mit lauter gleichen 
Seiten aus,· hier sind die Stücke b.x der Abszissenachse alle 
untereinander gleich und die zugehörigen b.s untereinander 
verschieden. Aus dem rechtwinkligen Dreieck mit den Sei­
ten b.s, b. x, b.y ergibt sich b.s~ = b.x~ + b.y~. Dividiert 
man diese Gleichung durch b.x2, zieht die Quadratwurzel 
und geht zur Grenze über, so kommt 

.r, 

(XXVII) ds -,! (dy )2 """"iiX = / 1 + dx und S .J'V""'l ""="+-y-='2dX. 
.. 1°1 

Es mag nochmals daran erinnert sein, daß die Formeln nur 
für sogenannte "vernünftige" Kurven gelten und daß bei 
dem Integrale y' zwischen den Grenzen XI und X2 nicht un­
endlich werden darf. 

Beispiell. Der Kreisbogen. Die Gleichung des Kreises 
x~ + Il = r~ liefert bekanntlich !/' = - x :!/, also erhält 
man für den Bogen: 

JX'V (X)~ fX'~ d:c [. xJx, 
s = 1 + - d x = r V?"=". = r arcslJl - . 

1I • r~ - x' r XI 
Xl XI 



Beispiele zur Rektifikation 43 

Nehmen wir Xl == 0, XI = T, so ergibt sich als Bogen des 
Viertelkreises: r X]' 1t r ares in - == r . -r 0 2 ' 

daher ist der ganze Kreisumfang 21fr. 
Beispie12. DerParabelbogen. Aus derParabelgleichung 

x 2 = 2py folgt 2x == 2py'j es ist dann 

Setzt man XI == 0, rechnet also den Bogen vom Scheitel 
aus, so wird das Integral fOr die untere Grenze gleich Null, 
und der in eckige Klammern geschlossene Ausdruck stellt 
den Bogen vom Scheitel bis zum Punkte X, y dar. 

Beispiel3. Der Bogen der Neilschen Parabel. Die Glei­
chung der Neilschen Parabel, die der Leser selbst zu zeich-

,- 3 
nen gebeten wird, lautet y! == P x3 oder y == l p x T. Daraus 
folgt y' == -;-Ypx. Der Bogen vom Anfangspunkt bis zum 
Punkte X, y ist also 

x 

j ' "JI: 9px 8 r- 9P X):: -1 
S == dx 1 + - == ---- i (1 + - T - 1 J . 4 27p,-, 4 

o 

Beispiel 4. Der Boge1l einer Kettenlinie vom tiefsten 
Punkte (x == 0) bis zum Punkte x, y. Die Gleichung der 
Kettenlinie ist 

( 
.r: x' 

1/ == ~ jii + elii"") , 

mithin folgt nach leichter Rechnung: 
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Nun ist aber fOr x == 0, wie man sofort sieht, g == m, und 
somit ist die Bogenlänge gleich der einen Kathete eines 
rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere Kathete die Ordinate 
des tiefsten Punktes und dessen Hypotenuse die Ordinate 
des oberen Endpunktes ist. Man erkennt aber weiter, daß 
man die Bogenlänge auf der Tangente des Endpunktes ab­
schneiden kann durch das Lot, das man vom Fußpunkte 
der Ordinate des Endpunktes auf die Tangente fällt, und 
daß dieses Lot die konstante Länge m hat. 

Der Leser wird gebeten, die besprochenen Kurven zu 
zeichnen und an ihnen Tangenten zu konstruieren, sowie 
Flächenberechnungen auszufOhren. 

§ 18. OBERFLÄCHE UND INHALT 
VON UMDREHUNOSKÖRPERN 

Dreht man eine Kurve um die x-Achse des Koordinaten­
systems, so beschreibt die Sehne 6s den Mantel eines Kegel­
stumpfs, der nach bekannter elementarer Formel 

rr6s(y + g + 6g) == 2rry6s + rr6g6s 

ist. Beim Übergang zum Integral verschwindet das zweite 
Glied, da es ja zwei verschwindende Faktoren 6g und 6s 
hat, und man erhält fOr die Oberfläche die Formel 

b b 

(XXVIII) 0 .. 2~JiI da - 2:rj iI VI + y'2 dx. 
a a 

FOr den Rauminhalt des Kegelstumpfs ergibt sich: 

; 6x [y2 + Y (y + 6g) + (g + 6yf] 

== rry'6x + ; 6x6g (3y + 6y). 

Daher gewinnt man nach ähnlicher Überlegung wie vorher 
die Formel fOr das Volumen: 

(XXIX) 
tI 

Wir wollen diese Formeln an einigen Beispielen erläutern 
- die KugelOberlassen wir dem Leser zu eigner Betätigung. 
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1. Der Kreisring. Der Mittelpunkt des Kreises habe die 
Koordinaten x .... 0, y == a, die Oleichung des Kreises ist also 

Xl + (y - a)· == r, mithin ist y' == - x : (y - a). 

Die Oberfläche wird sich aus zwei Teilen 0. und 0. zu­
sammensetzen, die wir dadurch voneinander trennen kOn-
nen, daß wir in dem Ausdruck y == a ± -V rl! - x· fOr den 
einen Teil (den itufJeren mit sogenannter positiver, kuppel­
fOrmiger Krommung) die Wurzel mit dem positiven Vor­
zeichen nehmen, fOr den inneren (mit negativer, sattelfOr­
miger KrOmmung) mit negativem Vorzeichen. Es ergibt sich: 

+r 

g: } = 2rr j'(a ± JI r! - xs) dx 1/1 + TI x~ X' 

-r 

j~(r ar ) [ x J'" r = 2rr YT1-X' + r dx = 2rr ar' arcsin-r±rx -r 
.-r 

= 2rr!tar ± 4rrr'. 

Es ist demnach 
01 - 2rrsar + 4rrr' und Os - 2rr~ar - 4rrr~. 

Addieren wir die beiden Werte, so entsteht die Oesamtober­
fläche 0, + 0, = 0== 4rr'ar. 

Lassen wir in der Pormel fOr 01 die Strecke a =- 0 werden, 
so finden wir die Kugeloberfillche. 

POr den Rauminhalt der beiden Teile erhalten wir den 
Ausdruck: 

+r 

~:J== rrj'(al ± 2aVr - x~ + r' - x2) dx 
-r 

=rr[<a2 +r!)x- ~. ±a (xYr! - x' + r:l arcsin~)I: 

-2rrr(as+r~-ilT(3) rr rrrS + 2rra!r±rr'ars 

8 
V == Vt + l's = 3rrr3 + 4rra1r. 



46 Die Ouldinschen Regeln 

2.Das Volumen des Drehungsellipsoides. Ist die große Achse 
der Ellipse mit der Gleichung y 2= bB (a!! - x2) : a2 die Dreh· 
achse, so erhält man ohne weiteres die Formel fQrdas Volumen V 

V- rrj~2dx == :~~.1(a2- x~) dx == ~r[a2x - ~'r~ 
Xl Xl 

wb" ( ) (3 2 ~ t) == aa' X2 - Xl a - Xi - XI X2 - X2 • 

Eine weitere Umrechnung ergibt, wenn man noch x~-xl=h 
setzt und die Gleichung der Ellipse beachtet: 

w ( 2 + 3 2 blh~ 
V == 6" h 3Yl Y2 + Oll· 

Das Volumen des ganzen Ellipsoides erhält man fUr 1/t == 0, 
Y2 == 0, " == 2 a: 

FUr a == b kommt der Kugelinhalt. 
3. Ein besonderes einfaches Beispiel bietet der Körper dar, 

der durch Umdrehung der Parabel Y~== 2px um die x-Achse 
entsteht, das Rotationsparaboloid. Wir Qberlassen die Be­
rechnungen dem Leser. 

§ 19. DIE GULDINSCHEN REGELN 
Die Formeln (XXVIII) und (XXIX) lassen noch eine bemer­

kenswerte Deutung zu. Wenn man sich die Kurve von der 
Länge s, den "Meridian", gleichmllßig so mit Masse bedeckt 
denkt, daß die Längeneinheit 1 cm gerade 1 g Masse hat, so 
ist s zugleich die Maßzahl ihrer Masse. Bezeichnet nun 11 den 
Abstand des Schwerpunktes der Kurve von der x-Achse, so 
ist zu folge der Bedeutung des Schwerpunktes 

h 

1) '15 fyds 

" 
und die Formel (XXVIII) nimmt daher die Form an: 

(XXVIIla) 0 == 2rrT}s. 

Ist ferner '1 * der Abstand des Schwerpunkts der rotieren­
den Fläche F von der x-Achse und ist die gleichmäßige 
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Massenbelegung so, daß 1 cml mit 1 g Masse 
so hat man b 

2) 11* F == t.f~2dx. 
a 

47 

bedeckt ist, 

Um die Richtigkeit dieser Beziehung einzusehen, bedenke 
man, daß die Fläche F in Rechtecke von der Höhe y und 
der Breite Ax zerlegt war, deren Inhalt y6x ist und deren 
Schwerpunkt jedesmal im Mittelpunkt des Rechtecks liegt, 
daher den Abstand 1-Y von der x-Achse hat. Deshalb ist 
das statische Moment eines jeden solchen Rechtecksy6x·ty, 
somit stellt die rechte Seite der Gleichung 2) den Grenzwert 
der Summe aller dieser statischen Momente dar. Der Schwer­
punkt ist aber doch gerade dadurch definiert, daß man die 
ganze Masse F in ihm vereinigt denkt und sein statisches Mo­
ment 11 * F der Summe jener statischen Momente gleich setzt. 
Fohrt man den so gewonnenen Wert von 11'" in die Gleichung 
(XXIX) ein, so ergibt sich: 

(XXIXa) V == 21T1'J* F. 

Die beiden Formeln (XXVIII a) und (XXIX a) faßt man zusam­
men in den sogenannten Guldinschen Regeln 1) : 

Die Oberfläche einer Umdrelrungsfläche ist gleich der 
Länge s eines Meridians multipliziert mit dem Wege 21T11 
seines Schwerpunktes. 

Das Volumen einer Umdrehungsfläclre ist gleich dem In­
halt F der rotierenden Fläche mulipliziert mit dem Wege 21Tl1~ 
ihres Schwerpunktes. 

§ 20. DIE BESTIMMUNG VON FLÄCHENINHALTEN 
DURCH LINEARE MESSUNGEN 

DIE SIMPSONSCHE REGEL 

Wenn eine Kurve durch Zeichnung gegeben ist und man 
soll ein Segment berechnen, das außer von dem Kurven­
bogen VOll zwei Ordinaten und einem StOck der Abszissen­
achse begrenzt ist, so kann man vielfach mit Erfolg aus 

I) Guldin lebte 1577-1643; die Regeln sind aber bereits "on 
Pappus (4 .. Jahrh. n. ehr.) gefunden worden, 
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linearen Messungen die Größe der Fläche finden. Bin Bei­
spiel haben wir ja schon bei der gleichseitigen Hyperbel in 
§ 12 ausgefohrt und in § 1 war bereits darauf hingewiesen. 
Man teilt die Strecke (b - a) von x = a bis x = b in n 
gleiche Teile von der Größe (b - a) : n = h, errichtet in den 
Teilpunkten die Ordinaten Yo, Y" YI, .•. Y" und kann jetzt 
eine der folgenden Vereinfachungen eintreten lassen: 

1. Man bildet die "innere Treppe", deren Inhalt 
F1 = h(yo + YI + •. + Yn-t) ist. 

2. Man bildet die "äußere Treppe", deren Inhalt 
F! = h(YI + y, + .. + Y,,) ist. 

3. Man berechnet die einzelnen Streifen als Trapeze, in­
dem man also die Kurvenbogen durch ihre Sehnen ersetzt; 
die Summe Fa der Trapeze ist das arithmetische Mittel aus 
F1 und F1• Bs ergibt sich fOr die Pläche F: 

F == Fa - h(~yo+ Yl + YI+'" + Yn-l + }un) 
4. Häufig wird die Annäherung noch größer, wenn man, 

statt je zwei aufeinanderfolgende Kurvenpunkte geradlinig 
zu verbinden, immer durch drei aufeinanderfolgende Kurven­
punkte einen Parabel bogen legt, dessen Achse parallel der 
y-Achse ist, was nur auf eine Art möglich ist. Zur Ableitung 
der Formel betrachten wir zunächst die Parabel f! == 2pll. 
Das Segment, das sich von der Abszisse fo bis zur Abszisse 
f2 == !:o + 21r erstreckt, ist 

E" ~. tOll df JOEI dE.=rtSJ~2=(tu+2/1)3_ Eg 
• 2p .. 6p ;:" 6p 6p 
~. ~Q 

=!!.. 6E~+12E..h+8h~ =!!..r E: + 4(Eo +/1)' + (Eo+2h)'·, 
3 2p 3 _2p 2p 2p. 
h == 3" ('10 + 4 '11 + '1,). 

Verschiebt man die f-Achse um ein Stock q und bezeichnet 
die neuen Ordinaten mit y = '1 + q, so wächst die Fläche 
des Segments um 2hq, und man bekommt (Or das neue Seg­
ment zwischen den Ordinaten Yo und y, die Formel 

2hq + ~ [(uD - q) + 4{g. - q) + (gl- q)] == ~(yo+4YI +Y1I), 
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also denselben Ausdruck wie vorher, der sich nur aus der 
Breite h und den drei Ordinaten zusammensetzt. Ist also n 
eine gerade Zahl, so bildet man diese Ausdrocke aus den 
Ordinaten YO,Y1,YI; Yi,Yß,Y.f.; ••• ;Yn-t.Yn-uYn und addiert 
alle; es ergibt sich fOr die Fläche F somit der vierte Näherungs­
wert: 

P = F .. = ~ [Yo + 4(Y1 + Y3 + Yr, + ... + Yn-J 

+2(ys+Y,,+Ys +"'+Yn-s) +YnJ. 

Diese Formel heißt die Simpsonsche Regelt); sie läßt sich 
leicht in Worte kleiden. Der Leser fohre das Beispiel von 
S.31 weiter durch. 

Da jedes bestimmte Integral als Flächeninhalt gedeutet 
werden kann, so enthalten die obigen Formeln zugleich Vor­
schriften zur näherungs weisen Berechnung bestimmter Inte­
grale. 

ANHANG 

AUFGABEN ZUR INTEGRALRECHNUNG 

I. Stelle eine Tabelle von unbestimmten Integralen als Um­
kehrungen der Formeln der Differentialrechnung her. 

Berechne: 
+3 +3 +a b 

2. Jx1dx; .(VXdx; .I~3dx; j~Wdx. 
-3 -3 -a a 

3.fiax + b)dx; j3(2ax + b)(axll + bx + c)·dx. 

4. ,- ax +b dx. 
• yax l +2bx + C 

• • :r 
5. I~ cos (ax + b) dx; . 

o 
J:OSI (aaX + b) dx. 
o 

6. f ~OSI X dx' . ' Jcoss x dx; 

I) Thomas Simpson 1710-1761. 
Math.-pbys. BibL 41: W i tI i Dir. InlearalrecbnuDIl 4 
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7. 

8. 

11 

j'dX. 
x' t 

2 
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2 8 

f 2x+7 jO dx 
• X-+7X+5 dx; • 5x-3' 
t t 

1(X-l) (X~2) (X-3)' 

x. 

9. Untersuche f~: t: dx geometrisch, insbesondere im 
x. 

Falle ab - ßT == 01 (§ 14, I.) 

lo.fxe-:i'dx 11. jig xdx. 

12. fJlT'=X arcsin xdx (trigonometrische Substitution und 
1- x· 

dann Teilintegration oder umgekehrt). 
bn +1 _an+1 

13. Bestimme den Grenzwert von n -Ja- 1 fOr n == - 1 
b 

(0< a<b) unter Zuhilfenahme der Formel fOr .[xndx. 
a 

14. Berechne Oberfläche und Inhalt eines Rotationskegels. 

15. Ermittle den Wert von 
I 

/'1 ~"x! = [arctan x J:= : 
a) nach der Trapezformet, 
b) nach der Simpsonschen Regel; 
zerlege dazu die Strecke auf der x-Achse in 10 gleiche 
Teile und rechne auf 5 Stellen genau. Vergleiche die er-

haltenen Werte mit dem Werte von : • 



~eubnet. 
<naturtvi ff euf 4>0 ft li 4> e l3ib liotb et 

1>i. tiidmm[ung _iU fu[l unb fi.be ,u, 'l1dtu, lIIt<fm unb fkbem. inbem fit in Itid)ljaOlid)<t 
'lUdre übe, bl. un6 umgebmb.n 1t,ld)dnllngm duilliill unb bie tiidbRtötig'eU dR)Uugm lud)!, rd .& 
bu,d) b,wußte. Gd-aum unb rOlgföitige. l3,obad)ten In b .. flti,n 'natul obe, bUId) ::l\nftdfung ".n 
planmäßigen 'l.l.cfud).n bd~tim. 3uAleid) foll b .. I!.r .. <inen <l:inbli<f gewinnen in ba. t,ben unb 
Gdlajf.n gloO" !iolrd)., unb 1>.nl ... burd) t.b.nsbilber. bie .on J!u.bauer. <l},bulb unb Bingab, 
on .in. groO. Ga"'. !pred).n. - 1>i. mir la~treid).n ::l\bbilbung.n ge!"'mü<ft.n l3änb"'en. bio dui 
.in.n georbn.t.n ::l\nlangsuntml"'t in b .. Gd)ul. aufg.baut finb, finb ni<bt nur für Gdlül" b.itimmr 
n. werbm aud) .,wad)fenen 'llaturlreunben, b.nen baron Ii.gt. bit in b .. 0"',,[e ,,",orb,n.n st.nntniO' 
'u .ellll"len unb 'U .erti.fen - oor all,m aber Gtubierenb.n unb t.breln -, nüblid) ftin. 

®etie A. Sür reifere ®d)ü[er, ®tubimnbe unb 'naturfreunbe. 
j:\1I. l3önbe [inb !tid) iIIuftri .. t unb gdd)ma<fvoll g.bunb,n. 

6}rofle Philfff. 'lJon 1>irellor lJrof. Dr. Oo~. 6}.ologlf41.e 'tUanbcrblld). 'l.lon 1>i,. )3,of. Dr. 
Jt.f .. [tdn. 71Iu 12 l3i1bnlffen ...711.6.60 Jt.<l}.'l.loll. 2 r,iI •• I. 71Iit Jlbb. u. I Orlentierung.-
P!I,lItallf4>tII~wnlmentitfbu4>. 'lJ.0Iubi.nr. tafei. 2. j:\uft. [U.b.lJr.1921.} 11. 71Iit 193 ::l\b· 
)3rol. !j. ')t.bm[torf!. gn 2 :reil.n. I. :r.if. 2. ::l\ul!. b,/bungen.. . . . • 711.4.40 
71I1t :J\bb. [U. b. )3r.) 11. :r,II. 71Iit 67 :J\bb. 711.4.60 6}rol}e 6}eograp!lm. l3i1ber aue ber Iß.rd)Id)I. 

€bemlj4>.e ~Wfflmmliffbu4>. 'lJon )3rof. Dr. b .. Itrb~unb •• 'l.lon lJlof. Dr. S •. II, fIImp.. 71Iit 
n:ad eid)eib. gn 2 :r.iI.n. I. :rell. 4. ::l\ullag •• 71I1t 6 lJourat., 4 :Abb. unb J\alt.nrlm.n. . '1lt. 4.-
77 :Abb. 711. 4.-. 11. :rdf. 71IU SI :Abb. 711. 9.- 6}eograplilj4>e. 'lUanb~~u4l. 'lJon )3riO •• 1>ol. 

(Allllff'lUfffknt. 'lJon )3'01. It. Ißrd)dblm. 'lllU Dr. ::l\. l3,rg. 2. :Aufl. ..ut 212 j:\bb. 711 B.-
110 :Abbilbungen unb 44 :rafdn ... 711.6.- ::l\nleltung JU p"otogrop". 'l1a!uraufna"mm. 

~.r"offag.nbe. teillung.n b.r ~e4>nit. 130ft 'l.l.t.br. <l}.It.S.eid)ul,.711.4I Pbotoqr.:llufn.71I '.60 
)3'01. Dr. J\. 0d)tebtr. 71Iit S6:Abbil~"ng,n. 711. 9.- 'lJ'!l~lallone~4>1I0erun.gm. 'lJon prol. Dr )3. 

. <l)rabn.r. 'llltt 40 :Abb,lbung.n. . . . m 9.-
'lJom Q!lnbllum Jum flnlfnfdJli!; Gtrdbüg. auf Unine Srü!iUng.pflonJtft. 'lJon )3"'. Dr. S,. 
b.m <l}.b,d' btt Gd)lffabrt unb b'~ ",,,w,r,n •• 'l.lon \)ö<f. 71111 76 :AbbUbungm. . . . . . 'lll. 9.­
ilng. starl ')tabun). 7111190 :Abbtlbun~,n: 'lll. 9.~ 6lroße ~Io'o"m. l3ilbera.b. Iß,!d)Id,I. b.l3lologi •• 

t>le eU(II4>lffo'''rt. 'lJon Dr. ')t. 'll,mfubr. 'llltt 'lJon )3rol. Dr. W. 7llaij. ')lliI21 ~ilbniffen. 711.3.-
99 :Abb,lbung,n . . . 7U. 3.- l3lologlj4>e. Q!Jpnimcnlfer!>u4>. :Anle11uno ). 

(AI!S lIem fuflmm. 13011 Ober!. 711. Gaff,nldb. 'elb;t. Grub. b. e,b.n'ttid).inung. r. iug,nbi. 'l1atur-
)1,,1 40 :Jlbb,lbung.n ........ 711.3.- l"unbe.'lJ.)3,of.Dr.(!:.I5d)äW".'llliIJ00:Abb.'1lt.6.60 

61mmelebeol>1l4llung mit "'ol1cm (Auge. 'lJon iJnfeftmblologie. 'non )3rof. Dr. Q;~r. ~rükr. 
O.berl'brtr :iran, ')turd). 2. :Auli. 71I111ab[rdd,.n (U. b. )3rell. 192 I.) 
$,guren. (U. b. lJ'. 1921.) ~rI.bt.'nohlrgcf4>l4>te.(tiid)uler.l. 'tierbeobed,' 

(An Off eH. Ißeogr"geologird). l3.trad)tungtß. t".) 'l.lon ')t.rror <L tiid)mUL 2. :Aufi. 71Iit 3S :Abb. 
'l.lon )3rof. Dr. )3. 1>abm •• 71IU 61 :AbI>. 7ll.3.- starI........ ....... 'lll. 6.60 
~üflemDonOerungen. l3iologifd). :Au.flüg •• 'non t>a. Eeben unfffff 'lJ'ad. 'tIon (J. ~i.n .. 
Dr. 'n. Ston). 71IU 92 Siguren . 711.9.- mann. (:;In 'lJorbtr.1 

an 'llor&ereltung: 
6}roj)cOeutfdje iJnbuflriebegrünOer. 'l.lon Q;. 71I0tld)01}. - erolle 'llt4t"emallfff. 'n .. €.. tönler. 

6}rol1' a:"emlttr. 'l.lon O. Obmann unb ')t. 'tUlnberUd). 

®erie B. Sür jüngere ®q,ü[et unb 'naturfteunbe. 
PbllfltQUfd)eplQbberclen für bie Ougenb. 'non 'lJerjudJe mit l."enben 13flonJeR. 130ft Dr. 711. 
Obttl'bl<! E. Wunb ... 71Ii1 15 :Abb. Jtart.71I.2.- Otttli. 71Iit 7 :J\bbilbung,n .... Kart.711. 1.-

<l:l}emifdJe )3lllub,rei.n für bit Ougenb. 'l.l.n (Jungbeutf4>lanO im (I}dänbe. Unt .. 71Iitarbeil 
Ob.rI'b .. r t. 'Ulunber. 71Iit 5 :Abb. Ra't. 711. J.- .on il. 1>o"nb"gcr, ')t. Eodtr. 711. 0ajj,nleib, Q;br. 

'llteln ~anb",erf.,eug. 'l.lon )3rof. O. Sreij. 'lllit <L Gilbtthorn br.g .• on )3101. Dr. 15allian 6dlmib. 
12 :Abbilbungen ....... start. 711. 1.- 71Ii1 ~6 :Abb. u. S start,n. $torr. 711.2.-. 10 It"". 

'lJom :rlerle!>en In ben !tropm. 'l.lon )3rol. Dr. u.m'brj,'.so13I.,2sil,pl.u.m'br itJ.6O)31., SOil1PI. 
Ji. <l}u,nthtr. 71li! 7 :Abbilbung.n. start. 711. 1.- u. m,hr i' 1.40 PI .• 100 <l:,.I. 11. m.br I. 1.\!0 )31. 
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