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VORWORT

Die Integralrechnung, in die dieses Bandchen einfithrt,
schlieBit sich eng an die in Bd. 9 dieser Sammlung behan-
delte Differentialrechnung an. Sie ist gegen die erste Auflage,
in der infolge Platzmangels sehr gekarzt werden mufite, er-
heblich erweitert, insbesondere ist der Logarithmus hier von
der gleichseitigen Hyperbel her behandelt, was ja aus vielen
Griinden fur den Anfianger von Vorteil ist. Den Anschluf§ an
die friher allgemein uibliche Einfahrung vermittelt eine Be-
trachtung tiber das organische Wachstum. Daran schlieffit
sich die Exponentialfunktion mit den wichtigsten Anwen-
dungen. Manche wertvolle Ratschlige von Fachgenossen,
far die ich auch hier herzlich danken mochte, sind der neuen
Auflage zugute gekommen.

Diesem Bandchen ist das Bild von Newton (4.1. 1643 bis
31.111. 1727) beigegeben und darunter ein Teil der langen und
eindrucksvollen Grabinschrift aus der Westminster-Abtei zu
London gesetzt.

Dresden, Herbst 1920.
A. Witting.

l.



INHALTSVERZEICHNIS
ERSTES KAPITEL

Seite
§ LLEnleitung . .. .. ... ... ... .
§ 2. Ein arithmetischer Hilfssatz . . . . . . .. ... .. 6
§ 3. Anwendungen. Das bestimmte Integral . . . . . . . . 8
g 4, Ein goniometrischer Hilfssatz und seine Anwendung . . 11
5. Integrale zwischen beliebigen Grenzen. Das Integral als
Funktion der oberen Grenze. Der Zusammenhang zwi-
schen dem Differentialquotienten und dem Integral. . . 12
§ 6. Geometrische Uberlegungen. Konstruktion der Integral-
Kurve., . . . . . . o L e e e s e e e e e e 15
ZWEITES KAPITEL
§ 7. Das unbestimmte Integral . . . . . . .. ... ... 18
§ 8. Integrationsregeln . . . . . . ... ... ... ... 21
9. Beispiele far partielle Integration. . . . . . .. . .. 23
10. Beispiele zur Integration durch Substitution . . . . . . 25
DRITTES KAPITEL
§ 11. Die gleichseitige Hyperbel . . . . . . . . . . .. .. 28
§ 12. Der natarliche Logarithmus . . . . . . . . . .. .. 30
§ 13. Der Differentialquotient des Logarithmus . . . . . . . 32
§ 14. Die Integration rationaler algebraischer Briiche . . . . 35
§ 15. Die Exponentialfunktion . . . . . . . . . . . .. .. 37
§ 16. Anwendungen der natfirlichen Exponentialfunktion und des
Logarithmus ., . . . . . . . . . . .. . .. ... 38
VIERTES KAPITEL
§ 17. Die Bogenliange ebener Kurven . . . . . . . . . .. 42
§ 18. Oberflache und Inhalt von Umdrehungskorpern . . . . 44
§ 19. Die Guldinschen Regeln . . . . . . .. . .. ... 46
§ 20. Die Bestimmung von Flicheninhalten durch lineare Mes-
sungen. Die Simpsonsche Regel . . . . . . . . . .. 47

Anhang: Aufgaben zur Integralrechnung . . . . . . . . . . 49



ERSTES KAPITEL

§ 1. EINLEITUNG

In Bd. 9 dieser Sammlung gingen wir bei der Einfuhrung
in die Differentialrechnung von geometrischen Betrachtun-
gen fiber die Tangenten krummer Linien aus. Neben dieses
Tangentenproblem, das auch in der geschichtlichen Entwick-
lung der Infinitesimalrechnung im 17. Jahrhundert eine her-
vorragende Rolle gespielt hat, tritt nun fiir uns jetzt erst als
zweite, geschichtlich aber altere Hauptaufgabe die der In-
haltsberechnung. Schon aus der Elementarmathematik, wie
sie in den Schulen gelehrt wird, ist es bekannt, da8 man z.B.
bei der Ausmessung der Kreisfliche und bei der Berechnung
des Pyramideninhalts nicht ohne infinitesimale Betrachtungen
auskommt. Der Kreisflache nihert man sich durch die Inhalte
der regelmifligen um- und eingeschriebenen Vielecke von
wachsender Seitenzahl, bei der Pyramide verwendet man
meist das Cavalierische Prinzip. Auch die Formeln 4wr? und
4nr® for Oberfliche und Inhalt einer Kugel kdnnen nur
durch ahnliche Grenzitbergéinge gewonnen werden.

In allen diesen Fillen ist das Wesentliche, daB zunichst
eine Summe aus einer bestimmten Anzahl endlicher Grofien
berechnet und dann, sei es durch Zahlenrechnung wie beim
Kreis, sei es durch Buchstabenausdriicke, der Grenzwert
untersucht wird, dem die Summe zustrebt, wenn ihre Glieder
immer kleiner werden, wihrend zugleich ihre Anzahl immer
mehr wichst. Der Leser modge sich das an den oben ange-
fohrten Beispielen und vielleicht an noch anderen, deren er
sich aus seinem bisherigen Unterricht erinnert, klar machen.
Wie sich in der Differentialrechnung die systematische An-
wendung des Grenzbegriffs aulerordentlich fruchtbar erwies,
so wollen wir auch hier auf eine allgemeine Methode hin-
steuern, die wir aber erst durch ein Beispiel vorbereiten,
das im Vergleich zu den elementarsten Fillen schon reich-
lich allgemein ist.

Sei nimlich als Aufgabe die Berechnung der Fliche F
vorgelegt, die von dem Bogen OA der kubischen Parabel



6 Einleitung

y = x* der x-Achse und der Ordinate des Punktes A ge-
bildet wird. A mdge die Koordinaten x =1, y=1 haben. Wir
teilen die Abszisse etwa in 5 gleiche Teile und zeichnen die
in der Fig. 1 dargestellten Rechtecke, von denen immer eine
Ecke auf der Kurve liegt. Die
Summe der schraffierten Recht-
ecke ist kleiner als die gesuchte
Flache F; addiertman aber die nicht
gestrichelten Rechtecke, so erhilt
man eine groflere Flache. InZahlen

\\\§ % pekommt man, da jede wagerechte
\
\

A

Rechteckseite 0,2 ist:

0,2(0,2*+ 0,44 0,6° 4+ 0,8° ) <F
<0,2(0,2%+0,4®+0,6%+0,8°

02 04 08 08 1o +1,0%).

Fig. 1. Teilt man hingegen in 10 gleiche
Teile, so ergibt sich:
0,1(0,1°4-0,2%4-0,3°+---4+0,8°4+0,9% < F< 0,1(0,1® + 0,28
+0,3*+--- 40,85 40,9 + 1,09.

Diese Summen muBten nun immer ausgerechnet werden, und
man kdnnte sich also, indem man immer kleinere Teile nimmt,
immer naher an F heranpirschen — und zwar von beiden
Seiten her. Auf solche und ahnliche Berechnungen ist man
manchmal angewiesen, wenn man nicht iiber Formeln verfogt,
durch die die auftretenden Reihen addiert werden; wir werden
uns in § 20 noch damit befassen. Hier in unserm Benspxel han-
delt es sich um eine Aufgabe, deren Anfange sich schon bei
Archimedes finden, deren Losung man aber erst den groien
bahnbrechenden Mathematikern der ersten Halite des 17.Jahr-
hunderts verdankt: Fermat, Roberval, Pascal, Wallis. Wir er-
ledigen sie in den folgenden Paragraphen.

§ 2. EIN ARITHMETISCHER HILFSSATZ

Ist u eine ganze positive Zahl und a> b > 0, so ergeben
sich aus der Identitit
atl— pr+1

a—b

_.a‘u+a‘u—1b+...+bu



Ein arithmetischer Hilfssatz 7
die Ungleichungen?)
w1 __ ph+1
M+ < LE:-T— <(p+ Da".

Setzt man hier b=2%F&, a=hk+1,
so erhidlt man aus der ersten Ungleichung
w4+ DR <R+ 1+ — Rt
nimmt man hingegen a=%k, b=k —1,
so gibt die zweite Ungleichung
B — (kR — 1)< (u + 1)k
Es ist demnach
R — (=1 < (4 D)k < (R4 1)t — pett,

Schreibt man die Ungleichungen fur k=1, 2, 3,...n unter-
einander:

Ju+t <+ 1)1 tt — et
pu+l  qu+1 <(u+41)2¢ < 3utl —u+l

M — =1t < (4 D" <@+ 1)+ -ttt

und addiert, so bekommt man
P (1) (142 4o ) < (n 4 1P — 10

Dividiert man nun durch (u + 1)n* 2, so folgt

rr< < (7))

LaBt man n immer groBer werden, so wird 1 : nimmer kleiner,
und die rechts stehende obere Grenze nihert sich immer
mehr der links stehenden unteren Grenze 1:(u <+ 1), da die

1) Ersetzt man rechts alle a durch b, so wird jedes der (u 1)
Qlieder b, und die Summe erhilt einen kieineren Wert; die Summe
wird dagegen vergrofiert, wenn man jedes b durch die groSiere
Zahl a ersetzt,



8 Das bestimmte Integral

eckige Klammer nach 1 konvergiert. Daher gewinnt man tur
positives ganzes u die Formel’)

" fim 14424t 1

n=w e =u+i}

z. B. ist der Grenzwert

1
5 forp=1, %—mr p=2 usw,

§ 3. ANWENDUNGEN. DAS BESTIMMTE INTEGRAL

Eine einfache Anwendung der zuletzt gewonnenen Formel
bietet uns die Berechnung der Fliche, die von
einem Bogen OA der Parabel p'** Ordnung y = x"
und den Koordinaten a und a" des Endpunktes A

, begrenzt wird. Teilt man die Strecke ain n gleiche

% Teile {in Fig.2 sind es 4) und errichtet in den Teil-

punkten die Ordinaten, so kann man zwei Summen

@ von Rechtecken bilden, zwischen denen die ge-
Fig.2.  suchte Flache F liegt:

FE G R G >R ()
RGeS
oder

1“4 24 4. -0 1“4+ 2440 1
&' P + >F>a"+‘( + n‘.":" _.'.I_).

Lafit man n unendlich grol werden, so nahern sich die bei-
den Grenzen einander immer mehr und die Faktoren von
a*+! konvergieren nach dem Werte 1:(u + 1). Daher ist

1 1
F= w41 41

d. h. die Flache ist der (u 4+ 1)'® Teil des aus den Koordinaten
des Endpunktes gebildeten Rechtecks.

a,u+l =

a-a“,

1) Sie hat noch einen weiteren Galtigkeitsbereich als nur far
ganzes positives u; aber wir brauchen sie nur unter dieser Ein-
schrankung.



Das bestimmte Integral 9

Damit ist auf einen Schlag die mahselige Rechnung des
Beispiels in § 1 erledigt. Dort war p =3, a=1, also F=1%.

Zu einer neuen und bequemeren Bezelchnungswelse ge-
langen wir, wenn wir

a
;;-—ka

setzen und die zu den einzelnen Teilpunkten gehdrigen Or-
dinaten y,, g, . . . y, nennen. Dann ist

F=lim (yle+y,Ax+y.,Ax+ +y,Ax) —limoz—:yAx
ax= x=0

Ax=0
a
=lim »x“Ax.
Aax=0

Die ,,Grenzen* 0 und a beim Summenzelchen 2 bedeuten
offenbar, da die Werte von y=x" for alle Zwischenwerte
der Abszisse von x = 0 bis x = a gebildet werden sollen.

Fiir dieses Symbol lim ZyAx bedient man sich
0

Ax=0

nach dem Vorgange von Leibniz des kiirzeren Symbols

L]
f ydx.
(]
Das dabej angewandte Zeichen ./ ist eine frither viel ge-

brauchte Form des s: hier hat es den Namen Integral er-

a
halten. J ydx wird gelesen: das Integral ydx von 0 bis a,

0
0 und a heifien die Grenzen des Integrals, der Ausdruck
selbst ein bestimmtes Integral — ,bestimmt®, weil die
Grenzen gegeben sind.
Das Ergebnis stellt sich nun so dar:

()] f xtdx = m +1 (u eine positive ganze Zahl).



10 Beispiele fir bestimmte Integrale
a
Far p =0 wird a[dx=a;

far u =1 erhalt man den trivialen Fall des Dreiecksinhalts,
far u = 2 kommt die gemeine Parabel.

Ein zweites Beispiel bietet uns die Berechnung des Kegel-
inhalts V. Sei ein Polygon, ein Kreis oder eine sonst von einer
Linie umschlossene Fliche als Grundfliche G eines Kegels
(oder einer Pyramide) gegeben. Fahren wir im Abstande x
von der Spitze einen ebenen Querschnitt G, parallel zur
Grundflache, so ist, wie in der elementaren Stereometrie
gelehrt wird, '

G _— _
Wir teilen nun die Hohe h in n gleiche Teile ,—’:= Ax

und schliefen den Kegel (die Pyramide) in zwei Treppen
ein, deren einzelne Stufen Zylinder (Pnsmen) von der H6he
Ax sind. Die genauere Ausflihrung sei dem Leser tiber-
lassen; das Ergebms ist

h
3
j de-~ Hdx =02 = 1 gp,

eine bekannte Formel der Elementarmathematik, deren Her-
leitung nur mit Hilfe von Infinitesimalbetrachtungen moglich

ist. Den konstanten Faktor -,% nimmt man vor die Summe,

ehe man Ax nach Null konvergieren 1ait!

Weitere leichte Beispiele bilden die Berechnungen von
Schwerpunkten und von Trigheitsmomenten einfacher Fi-
guren. Sei z. B. das Trigheitsmoment J einer Strecke
AB = a in bezug auf eine in ihrem Endpunkt A senkrecht
zu ihr stehende Achse gesucht. Ist m die Masse der Lingen-
einheit und Ax = a: n, so wird das Tragheitsmoment eines
Teilchens, das sich von x bis x + Ax erstreckt (von A aus
gemessen), zwischen mx®Ax und m (x + Ax)*Ax liegen.!)
Daraus ergibt sich leicht?):

1) Die Masse des Teilchens ist m A x, da m als Masse der

Langeneinheit definiert war!
2) Fahre die Untersuchung nochmals ausftihrlich durch unter

Verwendung von:'-;- anstatt A x!



Ein goniometrischer Hilfssatz 11

a
» 3 1
J=m [ xdx =22 = = Ma®,
3 3
0
wenn wir die Masse ma der ganzen Strecke M nennen.

Auch das Volumen einer Halbkugel vom
Radius r konnen wir berechnen. Wir er-
setzen sie zunichst in bekannter Weise x
durch eine Folge von n Zylinderschichten

von der Hohe ;1';=Ax und dem Inhalte Fig. 3.

7 (r? — x%) A x (Fig. 3), so daB die so entstandene ,,Kugel-
treppe” den Inhalt

2’7 n(r—x) Ax= nr’ij - anx’Ax
0 0 0

hat. Dann wird die Halbkugel selbst das Volumen

r r
nr’/dx— n[x’dx =nr’— % mrd= %‘n‘r8 haben.
°

§ 4. EIN GONIOMETRISCHER HILFSSATZ UND
SEINE ANWENDUNG

Die Summe S der Reihe
cosa 4+ cos2a+cos3a+---4cosna

kann man dadurch bestimmen, daBl man 2 S sin « bildet und
nun die Formel

2coskasina=sin(k+1)a—sin(k—1)«a
auf alle Glieder der Reihe anwendet. Man erhalt dann:
2 Ssina=sin2 o +(— sin a +sin 3 ) +(—sin2 a+sin4 o) 4-
+ ot (—sinn—2 a+sinna)+(—sinn—1)a+
+sinn+1)o)=—sina+sinna+sin@m+1)a,

_sin(n4-1a-4sinna—sina
- 2sina

also wird S



12 Integrale zwischen beliebigen Grenzen

Setzt man hier a =A x und na = n A x = ¢ und multi-
pliziert die letzte Gleichung far S noch mit A x, so folgt

SAx= (sm(<P +Ax)+sing —sinAx) —

smAx

Geht man zur Grenze A x = 0 niber, so sieht man, daB aus
SAx ein Integral entsteht, und man bekommt

4
(1 j cosxdx=sing.
[ ]
Ganz auf demselben Wege gewinnt man

L 4
) ['sin xdx=1—cosg.
"

§ 5. INTEGRALE ZWISCHEN BELIEBIGEN GRENZEN

DAS INTEGRAL ALS FUNKTION DER OBEREN
GRENZE

DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM
DIFFERENTIALQUOTIENTEN UND DEM INTEGRAL

AlsHauptergebnis unserer bisherigen Betrachtungen halten
wir fest:

Der Inhalt einer Fliche, die von der Kurve y== f(x), den

Koordinatenachsen und der Ordinate einer beliebigen

Abszisse x == a begrenzt wird, ldfit sich ausdriicken als

das bestimmte Integral:

5
J ydx.
0
Eine naheliegende Verallgemeinerung ist die Berechnung der
Flache F, die zwischen der Kurve y = f(x), der x-Achse und

zwei beliebigen Ordinaten zu x =a und x=> enthalten ist.
Wir finden sie sogleich als Differenz:

b g
F=L/ydx—./ydx.
0 0



Das Integral als Funktion 13
b
Hierfar schreiben wir karzer F = ﬁ,dx.
a

Dieses bestimmte Integral mit den Grenzen a und b ist eine
feste, wohldefinierte Grofie, wie aus seiner geometrischen
Deutung als Flache ohne weiteres hervorgeht.

Jetzt wollen wir einen Schritt weiter tun und es als Funktion
seiner oberen Grenze auffassen lernen. Der Sinn dieser Aus-
sage leuchtet sofort ein: halten wir die untere Grenze a fest
und andern die obere b, so nimmt auch das Integral immer
neue Werte an; dadurch ist ja eben gerade eine funktionale
Abhangigkeit zwischen dem Integral und seiner oberen Grenze
festgelegt. Um dies deutlicher hervortreten zu lassen,
schreiben wir:

F(x) =j§,dx.

Betrachten wir in diesem neuen Gewande die beiden Formeln
(1) und (lil), in denen a = 0 ist:

X x
M1 *
fx"dx =£_-Fl- und /cosxdx = sin x,
0 0

so fallt uns auf, dafl die mit dem Symbole dx behaitete
Funktion unter dem Integralzeichen, der Integrand, der
Differentialquotient der rechtsstehenden Funktion ist. In der
Tat hat man ja

d xl'+1
N d sin x
—':12'— =x" und —7}—— = COS X.

Ist das allgemein so, oder {rifft es nur hier, gewissermafien
zufillig, zu?

Sei y =f(x) irgendeine Funktion, die graphisch eine ver-
ninftige Kurve darstellt (Fig. 4) und in dem betrachteten
Intervall nicht unendlich wird; ist ferner OA = a, AB = f(a),
0 ein verinderlicher Punkt auf der Abszissenachse, 0 Q=x,
QP = y und sei endlich die veranderliche Fliche

ABPQ =F(x) =z



14 Der Zusammenhang zwischen Integral u. Differentialquotienten

/ Wir denken uns die Fliche F(x) da-
P durch erzeugt, da die Ordinate AB
nach rechts hin verschoben wird, so
dafl A mit konstanter Geschwindigkeit
auf der Achse, B auf der Kurve wan-
B 4z dert. Dann sieht man, daB z eine
Funktion von x ist, die fir x=a den

z Wert Null hat. Wir wollen nun die

dx Anderungsgeschwindigkeit von z be-

N 7 Q stimmen, denn {iberall, wo eine Be-
Fig. 4 1 wegung vorliegt, fragen wir nach der

Geschwindigkeit. Diese Geschwindig-
keit wird aber durch den Differentialquotienten gegeben.
Lassen wir x um QQ, = Ax zunehmen, so nimmt g um
UP,=Ay, zum A z=0QQ, P, P zu,und man erkennt leicht, da}:

yAx<Az <yAx+ Ax-Ay;
also ist U < < ¥+ Dy.

Lassen wir nun Ax nach Null konvergieren, so verschwindet
auch Ay und die beiden Grenzen rucken zusammen, d. h.

wir haben das Ergebnis g— =y.
Wir finden also:
X

z= / i;dx ist diejenige Funktion der oberen Grenze

x, die fir x=a Null wird und deren Differentialquotient
nach x die Funktion y ist.

Es muf8 noch angemerkt werden, dal als Folge dieser
ganzen Auffassung fiir die Fldche z eine negative Zahl
herauskommt, wenn die Ordinaten negativ sind. Wenn wir
also die von der Sinuskurve und der Achse umschlossene
Flache far die Grenzen x = Q bis x = 27 berechnen wollen,
so ergibt sich Null, da sich der positive Teil, der aber der
Achse liegt (von x =0 bis x =), gegen den unter der Achse
befindlichen negativen Teil glatt weghebt.
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§ 6. GEOMETRISCHE UBERLEGUNGEN
KONSTRUKTION DER INTEGRALKURVE

Bei der Wichtigkeit des letzten, ftir die Integralrechnung
grundlegenden Ergebnisses wollen wir versuchen, es auch
auf anderem, geo-
metrisch anschau-
lichem Wege zu ge-
winnen. Zu diesem
Zwecke gehen wir
auf die Entstehung
des Differentialquo-
tienten und des Inte-
grals zurick. Da hat-
ten wir zuerst ein-
mal zu einer gege-
benenKurvey=f(x)
die abgeleitete Kur-
ve gezeichnet. Wir
teilen, um das noch-
mals auszufiihren,
etwa die Strecke von
x=a bis x=2»5
in n gleiche Teile Ax — in Fig. 5 sind es vier —, die
Ordinaten mogen y,, ¥, ¥, Yo y, die Kurvenpunkte mo-
gen Py, P,, P;, P, P heiflen. Dann ziehen wir die Sehnen
1, 2, 3, 4 und die Parallelen zur Abszissenachse, tragen etwa
links vom Nullpunkt die Strecke OA = 1 auf und ziehen
durch A Parallelen zu den Sehnen nach der y-Achse; die dort
abgeschnittenen Stacke sind die Tangenten der Steigungs-
winkel der Sehnen. Tragen wir diese Stitcke in einem senkrecht
darunter liegenden Koordinatensysteme als Ordinaten auf, so
ergeben sich die Punkte P;, P;, P;, P; mit den Ordinaten

o Us— U v __ Uy — U, s Ui—Ys . 41—y,

="Kz » BT 38z » B="FKx » U Ax
Daher ist

nAx+ g Ax+y;Ax +yAx=(y—y)1=PQ-1=PQRS,
wenn wir die Rechteckseite QR =1 machen. D. h. aber:
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Die Summe der Rechtecke der unteren Figur ist gleich

dem Rechteck der oberen Figur gebildet aus der Diffe-

renz der Endordinaten und der Einheitsstrecke,
einem Rechteck, das sich @ibrigens zusammensetzt aus den
einzelnen Schichten mit den Hohen y, — y, usw. Man er-
kennt leicht: fiir den Fall, daf ein Steigungswinkel stumpf,
sein Tangens also negativ ist, geht das betreffende Rechteck
subtraktiv in die Figur wie in die Rechnung ein; ferner
aber ist sofort ersichtlich, dal der Fall, wo der Steigungs-
winkel ein rechter ist, einfach auszuschliefen ist, denn
dessen Tangens wird ja unendlich groB8, und dann ist die
vorstehende Betrachtung nicht mehr anwendbar.

Wenn wir nun in beiden Figuren das Ax immer kleiner
werden, n also wachsen lassen, so andern sich die gesternten
Punkte und die Rechtecke der unteren Figur immerfort, bis
sie schlieBlich far lim Ax =0 in die Punkte Py, P;. .. der
abgeleiteten Kurve obergehen und die schraifierte Flache
der unteren Figur endlich die von dem Bogen der abge-
leiteten Kurve, den Endordinateny{ und y” und der Abszissen-
differenz x — x, begrenzte Flache wird. In der oberen Figur
ricken die Ordinaten immer enger zusammen, die Sehnen
nihern sich immer mehr den Tangenten, aber die Fliche
PQORS bleibt unveréndert von derselben Grdfie und
Form (y — g,) 1, nur setzt sie sich aus immer mehr tber-
einander geschichteten Rechtecken zusammen. Daraus geht
aber hervor, dal die Fliche der unteren Figur bei abneh-
mendem Ax ihre Form so andert, dal ihre Grofie konstant
gleich (y — g,) - 1 erhalten bleibt, da8 wir also ihren Grenz-
wert von vornherein schon haben! Betrachten wir nur die
numerischen Werte, so darfen wir den Faktor 1 weglassen
und koénnen nun das Ergebnis kurz schreiben:

) Jydx=y—y,,

wobei wir aber nicht vergessen wollen, nochmals ausdrick-
lich darauf hinzuweisen, daB wir den Fall "= o0 in dem
Intervall von x; bis x ausgeschlossen und von vornherein
angenommen hatten, daf8 die Kurve y = f(x) eine sogenannte
verniinftige Kurve war.
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Die eben abgeleitete Grundformel der Integralrechnung
sagt aus:

gSteht unter dem Integralzeichen eine Funktion f(x),

die sich als Ableitung einer Funktion F(x) darstellen

1agt, so ist das bestimmte Integral gleich der Differenz

derjenigen beiden Werte, die F'(x) fir die Grenzen des

Integrals annimmt:

b
(vD) ff(x)dx = F(b) — F(a), wenn f(x)=F'(x),

immer unter Beachtung der mehrfach angegebenen Vor-
aussetzungen!

Damit ist z. B. die Guitigkeit der Formel (II) (S.9) far be-
liebiges reelles p mit alleiniger Ausnahme des Wertesp=—1
bewiesen.

Aufgaben. Berechne und stelle geometrisch dar:

b

1 7 2
B/V;dx, fi/;’dx, jsin xdx,
5 0

L
2

1
' dx * dx
cos xdx, F= Vi
0 0

Versuchen wir jetzt auch das Integral als Funktion seiner
oberen Grenze graphisch darzustellen, so sehen wir zunichst,
dafl derjenige Wert von x, fiir den das Integral Null sein soll,
also die untere Grenze, beliebig gewahlt werden kaan. Im
fibrigen mul man dann offenbar genau umgekehrt verfahren
wie bei der Darstellung der abgeleiteten Kurve.') Es mogen
also (Fig. 6) P;, P,, P; - Punkte der gegebenen Kurve
y = z'= f(x) sein. Wir machen OA=1 und ziehen durch
A diejenigen Geraden, die auf der y-Achse Strecken gleich
den Ordinaten der Punkte P;, P, P; - - - abschneiden. Diese
mit1,2, 3---bezeichneten Geraden geben die Richtungen der
Tangenten in den zugehorigen Punkten P,, P;, Ps ... der

L

1) Siehe Teil 1 § 3.
Math.-phys. Bibl. 41: Witting, Integralrechnung 2
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\e:

Kurvez=F(x), der
Integralkurve, an.
Man nimmt etwa P,
beliebig an, zeich-
net die durchge-
hende Tangente
und sorgt im Wei-
tergehendafur,dafl
die andern Ordina-
ten in den vorge-

. schriebenen Rich-
tungen2,3:-- tiber-
schritten werden.
Das geht aber am
einfachsten, wenn
man mitten zwi-
schen je zwei Ordi-
naten neue Ordi-
naten einschiebt
und die Parallelen
bis zu diesen hin

N

Fig. 6. zieht. Eine geringe

Ubung, die dem

Leser aber sehr empiohlen sei, wird die ZweckmaBigkeit
und verhéltnismaBige Genauigkeit der Methode erweisen.
Aufgabe. Bestimme durch graphische Integration der

(1l & [

Fig. 7.

Flache eines Viertelkreises vom Ra-
dius 2 die Zahl !

Anleitung. AlsLangeneinheitwéhit
man etwa 5 cm, den Viertelkreis aber
nimmt man nacheinander in verschie-

denen Lagen (Fig. 7) gegen die Achsen an und vergleicht
die erhaltenen Ergebnisse miteinander.

ZWEITES KAPITEL

§ 7. DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL

Betrachtet man die obere Grenze eines Infegrals als va-
riabel, die untere Grenze als unbestimmt, so nennt man ein
solches Integral unbestimmt, gibt bei ihm die Grenzen tiber-
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haupt nicht an und fugt nur, um die Unbestimmtheit des
Wertes anzudeuten, eine additive Konstante mit Hilfe eines
Buchstabens hinzu. So schreibt man z. B.

fx’dx =3x*+C.

Sowie man die untere Grenze, etwa a, festsetzt, erhilt die
willkarliche Konstante C einen bestinmten Wert, denn fiir
x =a muf ja das Integral Null sein: +a*+C=0

Also ist
b

x
tl
C= —,’Ta’,_/xgdx =+x*— Lad¥ fx*dx = ;b°— 1ad°.
a a

Das bestimmte Integral kann also aus dem unbestimmten
leicht gefunden werden, und es stellt sich hier als eine
Differenz dar. In der Tat folgen ja aus dem Begrifi des
Integrals als Grenzwert einer Summe oder als Fliche ohne
weiteres die Beziehungen

b c c

(vID) Juax -Ib:/i;dx =[ydx,
1 a

(Vill) fydx + / ydx=0,
b

(IX) ydx —/.ydx ydx,

wobei a, b, ¢ beliebige konstante. Werte von x darstellen
und wobei selbstverstdndlich immer vorausgesetzt wird, dafl
y in allen diesen Intervallen reell und endlich bleibt. Die
Festlegung des Wortlauts der durch die letzten drei Formeln
ausgedriickten Satze und ihre anschauliche Begriindung durch
Zeichnung tberlassen wir dem Leser, der den Begriff des
Integrals um so fester erfassen wird, je genauer und ge-
wissenhafter er dabei zu Werke geht. Ein Ergebnis®) dieser
Uberlegungen sei aber doch angegeben:

1) Vgl. Formel (VI) und den dortigen Satz,
2‘
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Das bestimmte Integral kann ermittelt werden, in-
dem man das unbestimmte fiir die obere und fir die
untere Grenze berechnet und den letzteren Wert vom
ersteren abzieht; die willkdrliche Konstante hebt sich
bei der Subtraktion weg.

Beispiele sind etwa in leicht verstandlicher Schreibweise:

b
' 1r, b b*—at
./"sd" = ?["4_|a= 7

‘J‘Sin xdx = [— cos x]:= [cos x:li= 1—(—1)=2

b
(x-l—_p)dx____ b
Vx*+2px+q [Vx’ +2px + q]a
a

=Vbo'+2pb+q—Va* +2pa+gq.

Wir sind damit imstande, jedes Integral f f(x)dx zu be-
rechnen, wenn wir die unter dem Integralzeichen stehende
Funktion f(x) als Differentialquotienten einer Funktion F(x)
kennen und zunichst auch nur dann.

Als wichtige weitere Formeln kénnen wir demnach buchen:

(X) f F;::_x =tanx + C

(XD fsi:—,xx=—cotx+0
dx

xm f 1‘7{‘_ S=arcsinx + C

(X 155 = arctanx + €

sie folgen ohne weiteres aus den Formeln fiir die Differential-
quotienten der rechts stehenden Funktionen (vgl. Teil I). Die
additive Konstante mufl wegen des Fehlens der unteren Grenze
fiberall hinzugefogt werden.
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§ 8. INTEGRATIONSREGELN

Wir hatten auf mehrfache Weise gesehen, daf8 die Inte-
gration als eine Umkehrung der Differentiation betrachtet
werden kann. Es erhebt sich also ganz naturgemaB die Frage,
in welcher Gestalt die besonderen Regeln, die wir bei der
Differentiation zusammengesetzter Funktionen aufgedeckt
hatten, hier bei der inversen Operation verwendbar werden,
Was die Summe mehrerer Funktionen anlangt, so ist es ja
leicht bewiesen'), daB das Integral einer Summe von Funk-
tionen die Summe der Integrale der einzelnen Funktionen
selbst ist. Ebenso haben wir schon in § 3 darauf hinge-
wiesen, daf ein konstanter Faktor, der unter dem Integral-
zeichen steht, vor dieses Zeichen gesetzt werden kann. Es
ergeben sich so die Formeln

(XIV) S+ v)dx =[udx +[vdx,

(xXv) faydx = afydx

Wie steht es aber nun mit der Produktformel? Wir hatten
die Formel far die Differentiation von uv aus der Gleichung?)

=Aw)=u+At)(v + Av) —uv =
= pAu + ulv + Aul\v

gewonnen, Aus ihr folgt
uldv = A@wv) — vAu — Aulv
oder
ugz s
Bilden wir nun durch Grenzfibergang die unbestimmten In-
tegrale, so erhalten wir:

lim Ax—uv—-llm ZvMAx-—

Ax=0
—lim [Ax D25 53 0%].

1) Pahre diesen Beweis analytisch durch und mache ihn dir

geometrisch klar.
2) Siehe Band 9 S. 28,

=LA, Ax —BUADA .

vAx AxAx
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Der letzte Ausdruck wird aber wegen des voranstehenden
Faktors A x verschwinden, und so entsteht endlich die wich-
tige Formel

(XVI) fuv’dx =uv —fvu’dx.

Das durch diese Formel angedeutete Integrationsverfahren
nennt man partielle Integration oder Teilintegration; es
ist eine der fruchtbarsten Methoden bei der Berechnung
der Integrale.

Eine weitere wichtige Formel liefert uns die Regel far
die Differentiation der Funktion einer Funktion. Es war
(Teil, §11) u=o@(x) und y= fgt) = f(@(x)) gesetzt worden;

dann ergab sich: y = E=E;—l-%l—;- Die entsprechende

Reduktionsformel der Integralrechnung 1afit sich in doppel-
ter Form schreiben:

(X f flu) du = f flot) 22 a
oder ff@(x))dx =ff(u) d—udu;

man nennt dies Integration durch Substitution.

Zunichst sei bemerkt, daB dieses Verfahren nur anwendbar
ist, wenn sich die Werte der Verdnderlichen u und x in dem
Integrationsbereich umkehrbar eindeutig entsprechen, d. h.
wenn jedem Werte von u ein Wert von x entspricht und
ebenso auch jedem Werte von x nur ein Wert von u. Zum
Beweise der ersten Formel von XVII bilden wir den Diffe-
rentialquotienten nach x. Links miissen wir erst nach u diffe-

renzieren, was f(u) ergibt, und dann nach x, was f(u) Z—: liefert;

das aber ist gleich dem Differentialquotienten f(@(x)) ®"(x)
der rechten Seite. Nun konnen sich die beiden Integrale
nur noch durch eine additive Konstante unterscheiden, die
bei der Ansetzung der unteren Grenzen der Integrale bertick-
sichtigt werden muBl; das soll in Beispielen des § 10 ge-
schehen. Ganz Entsprechendes folgt fiur die zweite Formel
von (XVII).



Partielle Integration 23

§ 9. BEISPIELE FUR PARTIELLE INTEGRATION

In den folgenden Beispielen soll gezeigt werden, wie For-
mel XVI anzuwenden ist. Da wir dabei die Integration als
Umkehrung der Differentiation behandeln, so sind wir, wie
bei jeder inversen Operation, auf ein Versuchen angewiesen.
Es entsteht bei manchen Aufgaben sogar die Moglichkeit,
verschiedene Wege einzuschlagen.

Beispiel 1. Q/arcsin xdx.

Wir kennen bisher keine Funktion, deren Differentialquotient
arcsin x ware. Setzen wir aber u=arcsinx, v =1,

so ergibt sich:
also wird

arcsin xdx = x - arcsin x — _xdx

Vi—x?

Das letztere Integral aber ist leicht zu ermitteln, da doch

ist. Also wird nun
!/;rcsinxdx = x-arcsinx +}1—x*+ C,

wobei wir die beim unbestimmten Integral auftretende be-
liebige Konstante mit C bezeichnet haben.

Beispiel 2. J;‘ sin xd x.
Hier setzen wir u=zx, v =sinx,
erhalten demnach u"=1, v=—cosx
und damit .'/’x sinxdx = — xcosx +J°cos xdx
= —~xcosx +sinx 4+ C.
Wihlen wir aber in dem gegebenen Ausdrucke
u=sinx, v =zx,

so wird u =cosx, v=4x
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und damit kommt
.fx sinxdx = tx*sinx — %ﬁc” cos xdx.

So gelangen wir also nicht zum gewiinschten Ziele, denn
das Integral auf der rechten Seite ist uns unbekannt. Aber
wir konnen aus dieser Gleichung unter Benutzung des vorher
ausgewerteten Integrales der Funktion x sin x jetzt finden:

'/;c’cosxdx=x’sinx— fosinxdx
= (x*— 2)sinx + 2xcosx + C.

Beispiel 3.) !/;:os’xdx.
Wir setzen u=cosx, V =COSX,
also u’ = — sinx, v = sinx.

Daher wird [cos®xdx = cos x sinx + | sinxdx

= C0S X Sin x +ﬂl — cos?x) dx.
Folglich ist 2 j;:os’xdx = cosxsinx + f dx,
also endlich [cos®xdx =+ (x4 sinx cosx) 4 C.

Entsprechend /;in’ xdx =+ (x— sinx cosx) + C.

wla

Beispiel 4. 2pt:/sin3q)d(p.
0

Dieses Integral erhilt man, nebenbei bemerkt, bei der
Berechnung des Winddruckes gegen einen Kreiszylinder mit
Radius r und der Hohe 1, wenn p den Winddruck senkrecht
zur Flicheneinheit und @ den Winkel zwischen einer Kreis-
tangente und der Windrichtung bedeutet.

1) Berechne das Integral auf anderem Wege mit Hille der
Formel cos®x = (1 4 cos2x):2.
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Wir setzen u=sin*g, v’ =sing,
erhalten u=2sin@cosp, v=—cosQ,
also [sin*pdo = —sin*@ cos @ + 2/ sin @ cos®*pdo
= —sin*p cosp + 2/ sing (1 — sin@)do

= —sin@ cos @ + 2/ sinpdo — 2/sin® pdo.
Daher wird nun
3/sinfode =—sin*pcosp —2cos + C,

also endlich

b4
n

2
2pr'/;in3cpd¢p = — 2 prlsin*e cos ¢ + 2 cos cp]?
' =—3prl—21=3pr
Angemerkt sei noch, da8 man dies Integral auch unter Ver-
wendung der goniometrischen Formel
sinf@ =3 sing —+sin3 o
behandeln kann. Man erhalt dann leicht:

ﬁin‘q:dq:=—%cosq> + 5 cos39 +C.

§ 10. BEISPIELE ZUR INTEGRATION
DURCH SUBSTITUTION

Als einfachstes Beispiel bietet sich uns die Potenz einer
linearen Funktion von x dar. Wir setzen also y = (ax + b)™,
so dafl u = ax -+ b wird. Dann ist x = (u — b) : a und
dx 1 . .
=3 folglich wird

. i m4-1
'/(ax+b)"'dx=‘/u'"-al—du=‘%~_‘_—l)+0.



26 Integration durch Substitution

Ist die untere Grenze etwa x,, so wird uy,= ax,+ b und
die Formel lautet:

my, — @x+ 0"t (ax, 4o+
.f(“"+b)md"““/” W= T am

Uy

Ist der Integrand, d. h. die Funktion, die integriert werden
soll, sin(ax + b), so setzt man natirlich ax 4+ b =u und

dx 1 R
erhilt =3 somit wird
/sin(ax + b)dx = % sinudu= — i—cos (ax + b) + C.
Allgemein folgt daraus: kennt man

f flx)dx = F(x), so ist f flax+b)dx=2 F(ax + b)+C.

Weiter behandeln wir das Integral j m_—‘ia’)—c-,m~ Setzen

. ., dx .
wir hier x 4+ a = u, so ist du =1 und es wird

?

dx _ du
Gta+1 Ju 41
In ahnlicher Weise verfahren wir, wenn der Nenner nicht
(x + a)? + 1, sondern allgemeiner x*+ 2ax + b lautet. Wir
verwandeln ihn zunichst in die Form (x + a)® + b — a?
und fahren nun u so ein, daB wir wieder auf arctan kommen.
Das geschieht durch die Substitution

x+a+b—ad"=0b—a)u®+1)

Dann wird x + a=u)V/b — a* und wir miissen demnach die
Bedingung stellen, daB die Wurzel reell ist, 5> a® und daB
wir sie etwa mit dem positiven Vorzeichen nehmen wollen.

Nun ist g:—f = Vb — a® und es ergibt sich:

dx ]/b—-a’.du 1 x+a
fx!+20x+b (b—a) @+1) 'Vb—-a’arcmn]/ — +

= arctan(x + a) + C.
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Weitere Beispiele sind:
ef]/ax + bdx; ax+b=1’, %5=27:—1;

t/Vax +~3dx=‘%/u‘"’du=§zal/(ax +b0)'+C
xdx_'
Jvermew

Xr__ - ‘-:-j du= V@ + b +C.

Vax + b

Als Beispiel fir eine trigonometrische Substitution wollen
wir noch das Ellipsensegment berechnen. Aus der Gleichung
der Ellipse mit den Achsen a und b ergibt sich fiir den Ab-
schnitt S zwischen den Ordinaten der Punkte x; und x,:

Xa Xa
fydx =f—z—1/mdx.
Py %

. . ., dx
Setzt man hier x = asinu, so wird dn = acosy, y= bcosu

ax*+b=u x3=;

und man bekommt
U, u

2
b »
S=— a® cos’udu = ab | cos*udu

u, u
ab . u
=-—2—[u + sinu cosu] ’,
L

Insbesondere erhalt man far u, = 0, u, = § 7w die Flache
eines Viertels der Ellipse ¢ mab, fur die ganze Ellipsenfliche
demnach mab.

Aligemeine Regeln, um mit Hilfe einer Substitution zum
Ziele zu gelangen, gibt es nicht; aber manchmal gelingt es,
wertvolle Eigenschaften eines Integrales durch Substitution
zu gewinnen. Ein Beispiel, das wir spater benutzen werden,

X

dx

moge das erlautern. Sei das Integral | — vorgelegt! Setzen

- L, dx 1 2,
wir hier ¢cx = u, so wird = die Grenzen werden ca
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und cx und es entsteht

cx
_1 fan_ [
= x
a

[

Wir haben hler zuletzt dieln tegrahonsvariable statt u wieder
x genannt, was offenbar ohne Einflufl ist. Wir sehen aus der
Gleichung, daB sich das vorgelegte Integral nicht 4ndert, wenn
man seine beiden Grenzen mit einer beliebigen Konstanten ¢
multipliziert.

DRITTES KAPITEL
§ 11. DIE GLEICHSEITIGE HYPERBEL

Die gleichseitige Hyperbel, deren Gleichung wir in der
einfachsten Form xy =1, oder y = x—' annehmen, spielt
in der Geschichte der Mathematik des 17. Jahrhunderts eine
bedeutsame Rolle. Wohl hatte man bei der Hyperbel, wie
bei der Ellipse und Parabel, schon im Altertum viele Eigen-
schaften aufgedeckt, man konnte vor allem auch ihre Tan-
genten konstruieren, aber es war nicht gelungen, wie bei
den andern Kegelschnitten (vgl. § 3 und § 10), den Flachen-
inhalt eines Segments zu berechnen. Diese Aufgabe, die um
die Mitte des 17. Jahrhunderts auf mehrfache Weise geldst
wurde und zu einer belangreichen Erweiterung der bis dahin
bekannten Funktionen fthrte, wollen wir jetzt in Angriff
nehmen. Da far x =0 die Ordinate gy =00 wird, so kdnnen
wir das Integral, das uns den Flacheninhalt liefert, nicht von
der unteren Grenze x = 0 aus berechnen, wir missen eine
andere Grenze wihlen, und zwar wollen wir x = 1 heraus-
greifen. Die obere Grenze sei ein beliebiger Punkt P mit den

Koordinaten x und y = ~l— Bezeichnet man den Scheitel

mit § und seine Prolekhon auf die x-Achse mit A, so ist
OA=1, SA=1 und es handelt sich daher um die Berech-
nung der Flache AQPS. Diese Flache ist eine Funktion von
0Q = x. Wir wihlen als Funktionszeichen hier den Buch-
staben I und schreiben demnach:

X X
1) Rlache AQPS = fydx =/"7" = I(x).
i i
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Blicken wir auf die Formel (II) (S. 9) und beachten das am
Schlusse von § 6 auf S. 17 Gesagte, so haben wir hier ge-
rade den dort ausdriicklich ausgenommenen Fall. In der
Tat ist hier eine Lacke auszufollen. Bilden wir die Differen-
tialquotienten von x%, x x%, x% x—!, x—%, ... so erhalten wir
der Reihe nach 3x% 2x, 1,0, — x—% — 2x—3, . .. es fehit
also x~! in dieser Reihe. Um die neue Funktion I(x) kennen
zu lernen, studieren wir ihre Eigenschaften. Ein Zahlenwert
ergibt sich sofort aus der Definition, I(1) = 0. Jetzt kommt
uns die am Schlusse von § 10 gelehrte Tatsache zustatten,
daBl x ex XX,

dx du dx
2) = = & oder auch i/—= —

[

ist, die in geometrischer Ausdrucksweise besagt, dafl der
Flacheninhalt zwischen den
Ordinaten 1 und x (oder 1 und
x3) gleich dem zwischen den
Ordinaten ¢ und e¢x (oder x,
und x; x,) ist. Verschiebt man
also das Flichenstack unter
der Hyperbel entlang der
x-Achse und dehnt es in dem
MatBle aus, wie die Hohe ver-
ringert wird, so bleibt seine Grofle erhalten (s. Fig. 8). Nach
dieser Formel 2) aber ergibt sich sofort die wichtige Gleichung:

3) /d"+7& xf

Das bedeutet aber ffir unsre unbekannte Funktion I eine
Funktionalgleichung :

4) 1(x1) + U(x2) = U(x1x2).

Eine solche Gleichung nennt man ein Additionstheorem,
und wir erkennen, daB unsere Funktion dasselbe Additions-
theorem hat, wie der gemeine Logarithmus. Weiter aber
sehen wir, daB8 sie auch alle andern Eigenschaften mit dem
Logarithmus gemein hat. Setzen wir namlich x, = x;=1x, so

Fig. 8.
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folgt aus 4) sofort I(x®) = 2I(x), und fortfahrend gewinnen
wir fiir ein positives ganzzahliges n die Gleichung
5) I(x") = nl(x),

die wir noch durch den Schlufl von n auf n + 1 sichern
konnen. Denn es wird I(x"+7) = I(x" - x) = 1(x") + I(x)
= (n + 1)I(x). Setzen wir in Gl 51_"1/:: an Stelle von x, so
erhalten wir: 1(x) = nl(";/x) oder

6) 1/3) = 1)

und wenn wir die Formeln 5) und 6) verbinden, so ergibt
sich for jede rationale positive Zahl % die Gleichung

7) 1) = = 1)

das bedeutet aber, dal die Formel 5) ftir alle rationalen,
positiven Exponenten giltig ist. Da man jeder irrationalen
reellen Zahl durch rationale Zahlen beliebig nahe kommen
kann, und offenbar einer beliebig kleinen Anderung der oberen
Grenze unseres Integrals auch stets eine beliebig kleine An-
derung der Funktion (der Flache!) entspricht, so gilt die
Formel 5) auch mit beliebiger Anniherung for irrationale
positive Exponenten.’) Schreiben wir in Formel 4) x an Stelle

von x; und setzen xy= %, so erhalten wir:
1)+ 1(3) =101) =0, also wird (1) =—1()
und daraus ergibt sich allgemein:
8) I(x~") = —nl(x),
d. h. die Gleichung 5) besteht auch ftr negative Exponenten.

§ 12. DER NATURLICHE LOGARITHMUS

Die Funktion I(x), die alle Eigenschaften eines Logarith-
mus hat, nennt man den natiirlichen Logarithmus und be-
zeichnet sie entweder mit dem bloflen Buchstaben ! ohne

1) Eine strengere Darlegung gehort nicht in eine erste Ein-
fdhrung.
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die Klammern, die wir bisher anwandten, oder auch durch
lg oder In oder log nat. Wir wahlen die Bezeichnung lg und
schreiben demnach:
dx

(XVII) f - = Igx

1
Kennen wir den nattrlichen Logarithmus fur irgendeine posi-
tive Zahl p, dann konnen wir mit Hilfe einer Tafel der gemeinen
Logarithmen den nattrlichen Logarithmus far irgendeine posi-
tive Zahl x finden. Wir brauchen ja nur einen Exponenten
n so zu bestmmen, dafl p” = x wird. Daraus folgen die
beiden Gleichungen lgx = nlgp, log x = nlog p. Dividiert
man beide Gleichungen durcheinander, so ergibt sich:

lgp
logp

d. h. wir erhalten den natarlichen Logarithmus irgendeiner
positiven Zahl x, wenn wir ihren gemeinen Logarithmus mit
einem von x unabh#ngigen, bestimmten Faktor multiplizieren,

den man gewdhnlich mit% bezeichnet; er ist der Quotient des

natorlichen Logarithmus durch den gemeinen Logarithmus ir-
gendeiner positiven Zahl (auBler der Zahl 1). M nennt man den
Modul des Systems der gemeinen Logarithmen. Wihlen wir
die Zahlp=1,1 =11:10,so erhalten wirlg1,1=I1g 11 —~1g 10,
also die Fliche zwischen den Ordinaten der Punkte x=10
und x == 11, wo die Hyperbel schon recht flach ist. Unsere
beiden Rechtecksummen liefern, wenn wir das Intervall in
10 gleiche Teile zerlegen, fur die Flache F die Ungleichungen

haben: 1 1 1
0,1 [m+m+"'+m]<

1) lgx= logx=-1%logx,

1 1 1 1
<F<0,l [m'l’m-f-m'l'""l'm]
oder ausgerechnet 0,094 86 < F < 0,09577.

Das arithmetische Mittel der beiden Rechtecksummen ist, wie
man an einer Figur leicht erkennt, die Summe der Trapeze,
die man erhalt, wenn man die Sehnen der Hyperbel zieht,
also auch etwas groBer als F, und damit bekommt man an-

genahert lg 1,1 = 0,09531.
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Nun ist log 1,1 = 0,04139, also wird der gesuchte Faktor

1_ 009531 num log 0,3622 = 2,3026.

M~ 0,04139
Multipliziert man also die
gemeinen Logarithmen mit
dieser Zahl 2,3026, so er-
hélt man die natiirlichen
Logarithmen.?)
In Fig. 9 ist die Kurve der
. nattirlichen Logarithmen mit
£~ der gleichseitigen Hyperbel
P eingezeichnet; die links von
der Ordinate des Punktes
y = x =1 entstehenden Flichen
~F A 2 e 3 sind negativ zu rechnen, sie
4 N --R werden ja durch eine Be-
wegung der Anfangsordi-
Fig. 9. nate AS nach links hin er-
gz zeugt.

L1EN

v

§ 13. DER DIFFERENTIALQUOTIENT DES
LOGARITHMUS
Aus der Grundformel (XVHI) ergibt sich zufolge der Defi-

nition des Integrals ohne weiteres eine wichtige Formel, die
wir in der Differentialrechnung in Bd.I nicht gefunden hatten:

o0 fez 1.

Will man nun einen beliebigen Logarithmus mit der Grundzahl
a differenzieren, so mufi man zunichst den Zusammenhang
dieses L. rithmus mit dem natiirlichen kennen. Bezeichne
ich den a-Logarithmus von x mit £, so besteht die Gleichung
at = x. Logarithmiere ich diese einmal nach q, ein zweites
Mal nach d=- natarlichen System, so entstehen die beiden

1) Vermehrt man eine Zahl x um 1%,, so entsteht die Zahl
x - 1,01, deren natirlicher Logarithmus Igx 4 Ig 1,01 ist. Nun ist
Ig 1,01 = 2,3026 - log 1,01 == 0,00995 = 0,01, d. h. also: vermehrt
man eine Zahl um 1, so wdchst ihr natiirlicher Logarithmus
angendhert um 0,01.
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Gleichungen & =“og x und £lg a=Ig x, durch deren Divi-
sion man erhalt: Ig x
Yogx = iga’

Differenziert man diese Gleichung, so kommt die allgemeine
Formel
(XX) Tdx T~ xiga’
Mit diesen Formeln ist uns ein neues grofies Gebiet erdfinet,
in das wir nun einen kieinen Vorsto8 machen wollen. Zu-
nachst erlaubt uns Formel (XIX), in einem beliebigen Punkte P
der logarithmischen Kurve (vgl. Fig. 9) die Tangente zu kon-
struieren. Wir brauchen nur auf der Ordinate PR =1 an-
zumerken und durch R die Parallele zur x-Achse zu ziehen,
die in T die y-Achse trifit. P T ist dann die gesuchte Tangente.

Sodann haben wir die Moglichkeit, logarithmische Aus-
dracke zu differenzieren; einige Beispiele mogen hier kurz
angegeben werden, deren genauere Ausfohrung dem Leser
fiberlassen sei.

y=lg(a" — x") y=Igx+V1+ %)
nxn—l
v P~ p— ¥y =1’/1=+'—';?
y=1gV2ax — x* y=Ilgla+x+V2ax+x)
. a—x ) 1
y= Zax —%* y= V2ax +x*
14x —;
lgl/lix y=lgVx*—at
4 rd x
v =1=p V==&
= Ig sin x l y=Ilgcosx y= ianx
. , . 2
y=cotx = —fanx I Y=gz

Es kommt dabei eine Formel in Anwendung, uie auf der

Differentiation der Funktion einer FunRtion beruht. Ist u

eine Funktion von x, etwa u = ¢(x), so heit die Formel
digu _u dige(x)  ¢'(x)

(XX0) as g oder —r——= T

Math.-phys. Bibl. 41: Witting, Integralrechnung 3
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Endlich aber sind wir auch imstande, eine grofie Anzahl von
Integrationen auszufithren. Obige neun Differentiations-
beispiele geben umgekehrt ebenso viele Beispiele zur Inte-
gration; um nur an dreien das vorzufithren, schreiben wir:

f Vld%x—" =lg(x+1/f+_x"’)+ c

oder z. B. als bestimmtes Integral:
1

—TT__ =lg(1 +}2 );

o =lg

—-\"

+C

/tan xdx = —lgcosx+C

oder mit bestimmten Grenzen:

Der Formel (XXI) steht dann zur Seite als Gegenstick die
allgemeine Formel

(XXH) / “"(:,"(’:)—" =lgo(x) +C.

In Worten: Ist der Integrand ein Bruch, dessen Zihler der
Differentialquotient des Nenners ist, so ist das Integral des
Bruches der natiirliche Logarithmus des Nenners.

So erhilt man z. B. leicht die Formel

2nt
/COS(2£t+a)dt Zanlg[n(_+ )+b]+c‘
a

sin( T +a)+b

1 .
Ist ferner der Integrand —— s SO bildet man daraus

1 1
xl - = ! i = da nun ———
in o ¢ an — 2cos®—
2 sin 2 cos 2 2¢cos 2 tan 3 5
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der Difierentialquotient von tan—';c— ist, so folgt:

dx
fsm = lgtan + C.

Alle diese Formeln bedeuten geometrisch gewisse Flichen-
inhalte.

§ 14. DIE INTEGRATION RATIONALER
ALGEBRAISCHER BRUCHE

Bei einem rationalen algebraischen Bruch sind Z&hler und
Nenner Polynome mit einer endlichen Zahl von Gliedern, die
nach fallenden Potenzen von x geordnet seien. Wir betrach-
ten zuerst den einfachsten Fall.

I. Der Nenner ist ein linearer Ausdruck ax + b.

Falls der Zahler keine Konstante, sondern ein Polynom
n®® Grades in x ist, dividieren wir aus; wir erhalten dann
einen ganzen Quotienten vom Grade n— 1 und im allge-
meinen einen Bruch mit konstantem Zahler; so ist z. B.

1

(65 135"+ 9x— 4): 25 —3) = 3x° — 2x +14 +5—ry
Die Integration gestaltet sich nun sehr einfach gliedweise:

1
[Raden L =¢/ (3% — 2x + 13 + 5525 )ax

=x =2+ 13x+11g@x =3+ C.
Ebenso ergibt sich:
at-{-b - a ad—be
SER =l e-E0) s

a ad—

[y

——lg(cr+d)+C

Il. Der Nenner ist ein quadratischer Ausdruck.
Wir dividieren wieder aus, bis ein Bruch tibrigbleibt, dessen
Zthier hochstens linear in x ist. Wir konnen es ferner durch
a'
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Kuirzen stets erreichen, daB der Koeffizient von x* im Nen-
ner 41 ist. Dann haben wir die Aufgabe auszuftithren:

/' mxtn
x*+px+4q

Der Nenner 148t sich nun bekanntlich immer in zwei lineare
Faktoren zerlegen. Losen wir namlich die Gleichung x* 4 px
+ ¢ =0 auf und nennen wir die Wurzeln o und 8, so ist

X +px+qg=(x—o)(x—B)

Wir haben die bekannten drei Falle zu unterscheiden.

1. Die Wurzeln o und B sind reell und verschieden (p° — 4¢
> 0). Dann kann man immer zwei Zahlen A und B so be-
stimmen, da8§ identisch (d. h. far alle Werte von x)

mx+4n — mx+n __ A +___B -
x*+px+q (x—a)(x—B) x—a x—3p
wird. Wir multiplizieren dazu die Gleichung mit dem Haupt-
nenner und erhalten mx + n=A(x — 8) 4+ B(x — o). Setzen
wir hier nun x = @, so ergibt sich A = (ma 4 n) : (0 —B);
setzen wir x =§, so folgt B = (mB 4+ n) : (8 — ). Damit
aber haben wir sofort:
/' mx+n dx = matn( dx mp+4n [ dx
x’+px+q T a—B Jx—0o oa—p,)x—8

= gz [(mo + n)ig(x—0) — (mB + n)lg(x —B)] + C.

2. Die Wurzeln sind reell und gleich (p*— 49 =0, a=8).

In diesem Falle bestimmt man die Konstanten A und B so,
mx+4n

dafl G & f E + xfa wird. Man findet A=ma +n,
B = m, also wird
b dx = — T g —a) + €.

3. Die Wurzeln sind konjugiert komplex (p* — 49 < 0).
Dieser Fall ist leicht auf eine schon fraher erledigte Inte-

gration zurtickzuftihren, indem man mx 4+ n = % 2x+p)

+ (n — -—) setzt. Denn dann wird
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‘/1 mx4n m] 2x+p
x*+px+q x’+Pf+‘I
_mpy(___dx |
+(n =73 )./x’+px+q

Das erste Integral liefert einen Logarithmus und das zweite
nach einer in § 10 entwickelten Formel einen Arkustangens.

Wenn der Nenner eine Funktion hoheren Grades als des
zweiten ist, so 148t sich stets eine analoge Partialbruchzer-
legung ausftihren, sofern man die Wurzeln des Nenners kennt.

§ 15. DIE EXPONENTIALFUNKTION

Wenn wir in Fig. 9 durch den Scheitel S der Hyperbel
eine Parallele zur x-Achse ziehen, so muf8 sie die logarith-
mische Kurve schneiden, denn diese Kurve entfernt sich
immer mehr von der Achse, da die Logarithmen stetig tiber
jeden Betrag hinaus wachsen. Nennen wir den Schnittpunkt E
und seine Abszisse e, so ist e die Zahl, deren natirlicher
Logarithmus 1 ist. Der Zahlenwert ist sofort zu finden, denn
der gemeine Logarithmus von e ist nach § 12 Gleichung (1).

loge=M = 1:2,3026 = 0,43429 also:

XXIll je = 2,71828 ... ist die Grundzah! der natiirlichen
( ) Logal'“hmen; wenn et = y ist’ SO ist x = lgy.

Man bezeichnet eine Potenz mit konstanter Grundzahl und
verinderlichem Exponenien als Exponentialfunktion; insbe-
sondere heift sie die natiirliche Exponentialfunktion, wenn
die Grundzahl ¢ ist. Da wir den Differentialquotienten des
Logarithmus kennen, so konnen wir auch die inverse Funk-
tion, eben die Exponentialiunktion, differenzieren, denn die
beiden Differentialquotienten sind reziprok.') Es ergibt sich
also: dy _ | dx_ 1
x=—lig=lig=u

wir erhalten demnach die belangreichen Formeln

dex
dr =

(XXI1V) = ¢* und ’e‘ dx=e¢"4+ C.

1) Vgl. Teil I § 16.
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Die naturliche Exponentialfunktion ist also ihren samtlichen
Differentialquotienten gleich.') Fr die beliebige Exponential-
funktion a* ergeben sich sofort die Formeln?)

dax ar

(XXV) —-=a%iga und [a*dx =iga + C.
Einige Beispiele, die auch praktischer Anwendung fshig sind,
seien hier angeschlossen:

1. y=ce®; ¥ =ace™

2. y=x"e y=(x+n)x"—1e

x X x A
3. y=§(e”+e ); y'=%(e°-e e)
4. y=e"* (asinwx + b cos wx);

»

¥y =e**[—(a\ + bw)sinwx + aw — b\ cos wx]
5. [reds=xe—[edx =xe— e+ C
6. fe"sinxdx=e‘sinx-—fexcosxdx
jé"' cosxdx = e*cos x -I:ﬁ"' sinxdx;

aus den beiden letzten Gleichungen erhalt man durch Sub-
traktion und Addition die Ergebnisse:

ﬁ" sin xdx = +¢* (sinx — cos x) + C;
ﬁ*’ cos xdx = 4e* (sinx + cosx) + C.

§ 16. ANWENDUNGEN DER NATURLICHEN
EXPONENTIALFUNKTION UND DES LOGARITHMUS

Die Funktion y = e“* hat den Differentialquotienten
y = ae*, d.h.dieser Differentialquotient ist der Funktion y
proportional. Auf dieser Tatsache beruhen im wesentlichen
alle praktischen Anwendungen der Exponentialiunktion, wie
an einigen Beispielen sofort klar werden wird,

1) Vgl. das Verhalten der Diiferentialquoticnten des Sinus und

des Kosinus.
2) Setze a = ¢, dann wird a* =e”*! Was ist «?
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1. Das Zinseszinsengesetz. Wenn ein Kapital k in einer
gewissen Zeit p%, Zinsen gibt, so sind diese Zinsen dem
Kapital proportional. Bei der ublichen Art der Zinsenbe-
rechnung der Sparkassen werden die Zinsen, die in einem
Jahre aufgelaufen sind, wieder zum Kapital geschlagen, das
sich also aller Jahre gewissermaflen ruckweise vermehrt und
dann wieder verzinst wird. So erhalt man in n Jahren den

Wert k(1 + 2 n, wobei n eine ganze Zahl sein mufl. Es
100

drangt sich uns nun die Frage auf, ob und in welcher Weise
ein stetiges Wachstum des Kapitals mit der Zeit durch Formeln
dargestellt werden kann. Nennen wir das veriinderliche Ka-
pital y zur Zeit x, so mu8 die Anderung A y in der Zeit A x
dem augenblicklichen Werte y und der Zeit A x proportional
sein. Bezeichnet man den Proportionalitatsfaktor mit A, so
entsteht die Gleichung Ay = Ay A x. Dividiert man die
Gleichung durch A x und geht zur Grenze tiber, so kommt
die Gleichung

D Z—f, = \y, alsoist y=ke*~,

denn dann wird y" = Mke’* = Ay. Setzen wir hier x = 0,
so erhalten wir den Anfangswert y, = k des Kapitals. Messen
wir die Zeit x in Jahren, so folgt aus dem Vergleich mit der
gewdhnlichen Verzinsung in einem Jahre die Beziehung

k (H"l%) = ke’, und daraus ergibt sich:
2) »=1g (1 +)-

Man nennt diese Art der Zunahme einer Grofle y organisches
Wachstum, da man sich vorstellt, daB das stetige Wachsen
in der Natur, z. B. bei Pflanzen, innerhalb einer gewissen
Zeit so erfolgt.")

Andere Beispiele foigen weiter unten, vorher aber wollen
wir an diese Betrachtung noch eine Uberlegung ankniipfen,
die uns zu einem bemerkenswerten Grenzwerte fahrt. Wir
konnen n#émlich jenes organische Wachstum des Kapitals &
auch noch anders darstellen.

1) Ermittle die GroB8en y und A fiir verschiedene Werte von p;
berechne und zeichne den Verlauf far p =33} fiir einige Jahre.
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Wir gehen von der Gleichung Ay =AyAx aus und
denken uns das A x als den m'e" Teil emes Jahres A x=
Dann entsteht die Gleichung Ay = y, d. h. das Kapltal
soll in Jahr um -’-‘-semes Wertes wachsen ineinem ganzen
Jahre wnrd demnach das Anfangskapital den Betragk (1 + = )

erreicht haben. L8t man jetzt m uber alle Grenzen wachsen,
so wird nach einem Jahre der Wert k¢* herauskommen; also
hat man, wenn man durch k kirzt, die wichtige Beznehung‘)

(XXVD] tim (1 +Z)" = e,
s = 00

Diese Formel kann man auch durch Reihenentwickelung
— auf die wir jedoch nirgends eingegangen sind —unmittelbar
finden und zur Definition der Grofie e benutzen; so pflegt
man meist vorzugehen und von hier aus alle friiheren Er-
gebnisse und Formeln far die Differentiation des Logarithmus
und der Exponentialfunktion abzuleiten.

2. Das Erhkaltungsgeset(z. Wenn ein Kérper an allen Punkten
seiner Oberfliche dieselbe Temperatur hat, die um 6Grad
hoher sei, als die konstante Temperatur seiner Umgebung,
so gibt er (nach Newton) in jedem Augenblick an die Um-
gebung eine der Temperaturdifferenz 8 proportionale Warme-
menge ab. Die Temperatur des Korpers wird mithin in jedem
Augenblick eine dieser Temperaturdifferenz proportionale Ab-
nahme erleiden. Bezeichnen wir die Zeit mit ¢, so ist dem-
nach zunichst A6 = — a8 At, und daraus ergibt sich die

Gleichung g—? = — a0, so daB also das Newtonsche Erkal-
tungsgesetz:
3) 6 = 0je— 9" oder Ilg6,—lg0=at

folgt; dabei ist ersichtlich 9, der zur Zeit t = 0 vorhandene
Temperaturiiberschu. Hat man durch Beobachtung zu den
Zeiten f, und f; die Temperaturiberschiisse 6, und 0; des

1) Berechne far A=1 den Wert von (l +-l—)mmit Hilfe der

Logarithmentafel far m =1, 5, 10, 50, 100, 1000 und vergleiche
diese Werte mit e—-271828
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Korpers tiber die Temperatur der Umgebung gefunden, so
ergibt sich durch Subtraktion die Gleichung

g6, —1g 6, =a(ty — t,),

und man findet 1o
£,
4) a=r—

3. Die barometrische Hoéhenformel. Nachdem Torricelli
(1608—1647) 1643 das Quecksilberbarometer erfunden hatte,
schlofl Pascal (1623—1662), dal die Barometersiule beim
Besteigen eines Berges sinken miisse, weil der Luftdruck ge-
ringer werde — was Périer 1648 bei Besteigung des Puy de
Dome bestatigte. Dieses Sinken des Barometers kann man zur
Messung von Hohen verwerten. Wir nehmen an, daf8 aiberail
dieselbe Temperatur herrscht und wollen die Beziehung zwi-
schen dem Barometerstand b und der Hohe h aufsuchen.
Wenn-wir um die Hohe A h steigen, so sinkt die Barometer-
saule auf einen Betrag b+ A b, wo also A b negativ ist; da
13,6 das spez. Gew. des Quecksilbers ist, so ist die Druck-
verminderung 13,6 - A b. Bezeichnen wir das spez. Gew. der
Luft an dieser Stelle mit s, so folgt die Gleichung 13,6 -A b
= — s+ A h. Nun sagt das Gesetz von Boyle (1627—1691),
daB das Produkt aus Druck und Volumen einer bestimmten
Gasmenge bei derselben Temperatur immer denselben Wert
hat; da das spez. Gew.dem Volumen umgekehrt proportional
ist, so folgt demnach fur zwei Zustinde b, s und b,, s, die
Beziehung b:s=b,:s,. Berechnen wir daraus s und setzen
diesen Wert in die frohere Gleichung ein, so ergibt sich

Ab=— 13’6 B — b+ Ah. Gehen wir jetzt zur Grenze tiber und

bezeichnen der Kiirze halber den konstanten Faktor mit u,
so erhalten wir die Gleichungen

= d -— l

5 gp=—Mb; b=bye wlt, h=;(lgbo—lgb).
Wihlen wir insbesondere b, = 76 cm als Barometerstand
bei der Meereshohe =0 m, so ist s, =0,001293 gr. cm—,

und es wird = 1:799381. Nimmt man die gemeinen Loga-
rithmen statt der natarlichen, so tritt noch der Faktor 2,3026
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hinzu, und man erhialt nach Division durch 100 das Ergeb-
nis in Metern:

6) h = 18400 (1,8808 — log b) Meter.

VIERTES KAPITEL

§ 17. DIE BOGENLANGE EBENER KURVEN

Die Bestimmung der Linge des Bogens einer ebenen
Kurve, die sogenannte Rektifikation, ist ebenfalls eine Auf-
gabe, die von der Integralrechnung in allgemeinster Weise
gelost wird. Wir gehen, wie bei der elementaren Berech-
nung des Kreisumfanges, von einem Sehnenvieleck aus,
bezeichnen den Bogen als Funktion von x mit s und lassen
x um Ax wachsen; dann wichst y um Ay, und die dadurch
bestimmte Sehne nennen wir As. In dieser Annahme liegt
ein grundsitzlicher Unterschied zu der elementaren Kreisbe-
rechnung; dort geht man von Vielecken mit lauter gleichen
Seiten aus, hier sind die Stiicke Ax der Abszissenachse alle
untereinander gleich und die zugehorigen As untereinander
verschieden. Aus dem rechtwinkligen Dreieck mit den Sei-
ten As, Ax, Ay ergibt sich As*=Ax*+ Ay* Dividiert
man diese Gleichung durch Ax® zieht die Quadratwurzel
und geht zur Grenze uiber, so kommt

vy 45 =)/ 14 () wna s=[VTFrax

Es mag nochmals daran erinnert sein, dal die Formeln nur
fur sogenannte ,verntnitige” Kurven gelten und daB8 bei
dem Integrale y° zwischen den Grenzen x; und x, nicht un-
endlich werden darf.

Beispiel 1. Der Kreisbogen. Die Gleichung des Kreises
x* + y* = r* liefert bekanntlich ¥’ = — x : y, also erhalt
man far den Bogen:

X2
.

x
s =xf‘/ 1+ (i)zdx = r;[i/r_rd}; =r [arcsin ;]:j
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Nehmen wir x, =0, x,=r, so ergibt sich als Bogen des
Viertelkreises: , .
=17T-: —,
0 2

= .
r [ arcsin 7:]
daher ist der ganze Kreisumfang 2mr.

Beispiel 2. Der Parabelbogen. Aus der Parabelgleichung

*=2py folgt 2x=2py"; es ist dann

e [T (5

Setzt man x;, = 0, rechnet also den Bogen vom Scheitel
aus, so wird das Integral fur die untere Grenze gleich Null,
und der in eckige Klammern geschlossene Ausdruck stellt
den Bogen vom Scheitel bis zum Punkte x, y dar.
Beispiel 3. Der Bogen der Neilschen Parabel. Die Glei-
chung der Neilschen Parabel, die der Leser selbst zu zeich-

- 3
nen gebeten wird, lautet y® = px® oder y=]/px‘-’. Daraus
folgt y"= ¥V px. Der Bogen vom Anfangspunkt bis zum
Punkte x, y ist also

—del/l"')px '2'-'?

ir(1+9"") 1J

—

Beispiel 4. Der Bogen einer Kettenlinie vom tiefsten
Punkte (x = 0) bis zum Punkte x, y. Die Gleichung der
Kettenlinie ist

,]=___(m + e :l)’

mithin folgt nach leichter Rechnung:

x L : X X
s—~/dx]/4+ o — '"’=%/(e'7+e—'7)dx
0

—z—(em—e ’")—my'=‘ y
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Nun ist aber fiir x = 0, wie man sofort sieht, y = m, und
somit ist die Bogenlinge gleich der einen Kathete eines
rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere Kathete die Ordinate
des tiefsten Punktes und dessen Hypotenuse die Ordinate
des oberen Endpunktes ist. Man erkennt aber weiter, dafl
man die Bogenlinge auf der Tangente des Endpunktes ab-
schneiden kann durch das Lot, das man vom FuSipunkte
der Ordinate des Endpunktes aul die Tangente fallt, und
daB dieses Lot die konstante Linge m hat.

Der Leser wird gebeten, die besprochenen Kurven zu
zeichnen und an ihnen Tangenten zu konstruieren, sowie
Flichenberechnungen auszuftihren.

§ 18. OBERFLACHE UND INHALT
VON UMDREHUNGSKORPERN
Dreht man eine Kurve um die x-Achse des Koordinaten-

systems, so beschreibt die Sehne As den Mantel eines Kegel-
stumpfs, der nach bekannter elementarer Formel

nAs(y + y+ Dy) =2nylds + nAyls
ist. Beim Ubergang zum Integral verschwindet das zweite

Glied, da es ja zwei verschwindende Faktoren Ay und As

hat, und man erhalt far die Oberflaiche die Formel
b b

(XXVI) O=2xyds=2x[yVT+y" dx.

Ftr den Rauminhalt des Kegelstumpfs ergibt sich:
FAx P +y@+An+@+AyT

=ny'Ax + % OAxAy 3y + Ay).

Daher gewinnt man nach ahnlicher Uberlegung wie vorher
die Formel fur das Volumen:
b

(XXIX) Ve=zfydx.

Wir wollen diese Formeln an einigen Beispielen erliutern
— die Kugel aberlassen wir dem Leser zu eigner Betatigung.
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1. Der Kreisring. Der Mittelpunkt des Kreises habe die
Koordinaten x =0, y = a, die Gleichung des Kreises ist also

24+ @y—a)l=r mithinist y'=— x:(@y — a).
Die Oberfliche wird sich aus zwei Teilen O, und O, zu-

sammensetzen, die wir dadurch voneinander trennen kon-

nen, daB wir in dem Ausdruck y = a +V/r*— x* fur den
einen Teil (den duferen mit sogenannter positiver, kuppel-
formiger Krimmung) die Wurzel mit dem positiven Vor-
zeichen nehmen, fiir den inneren (mit negativer, sattelfor-
miger Krimmung) mit negativem Vorzeichen. Es ergibt sich:

+r .
%) =2n [la VF=P) ax] 1 + o
+r

= 2“‘/(1_/;_‘9_:—_? + ,-) dx = 21r[ar . arcsin%j:rx]:

—T

= 2n*ar + 4nrl.
Es ist demnach
0, =2n%ar + 4nr' und O, = 2n’ar — 4nr’,
Addieren wir die beiden Werte, so entsteht die Gesamtober-
flache 0, + 0, =0 = 4n'ar.

Lassen wir in der Formel fiir O, die Strecke a=0 werden,
so finden wir die Kugeloberflache.
Far den Rauminhalt der beiden Teile erhalten wir den

Ausdruck:
+r

:;:}=Tr'j(a’i 2aVrr—x*+r'—xY)dx

9 * Q@ . - r
= n[(a2+r’)x—% +a (er' —x*+r arcsm%)“tr
2
= 2nr (a® +r’)—-§"’” n nr* 4+ 2natr+ ntart

V=V, +V, =31 + 4na'r.
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2.Das Volumen des Drehungsellipsoides. Istdiegrofie Achse
der Ellipse mit der Gleichung y®= b%(a®*— x?) : a® die Dreh.
achse, so erhiltman ohne weiteres die Formelfiir das VolumenV

X2

=nj 2d.\=——/(a'—--x‘)dx--- mb: [ax—x—jx’

-‘1
= 3—a, (xg— x) Ba— x}— x,x,— x3).

Eine weitere Umrechnung ergibt, wenn man noch x,—x,=h
sefzt und die Gleichung der Ellipse beachtet:

V=5t (34 + 355 + o)

Das Volumen des ganzen Ellipsoides erhilt man fur y,= 0,
=0 h=2a:
V=4%mnab’

Fir a = b kommt der Kugelinhalt.

3. Ein besonderes einfaches Beispiel bietet der Kérper dar,
der durch Umdrehung der Parabel y*=2px um die x-Achse
entsteht, das Rotationsparaboloid. Wir tiberlassen die Be-
rechnungen dem Leser.

§19. DIE GULDINSCHEN REGELN

Die Formeln (XXVIII) und (XXIX) lassen noch eine bemer-
kenswerte Deutung zu. Wenn man sich die Kurve von der
Linge s, den ,,Meridian“, gleichmaBig so mit Masse bedeckt
denkt, daB die Lingeneinheit 1 cm gerade 1 g Masse hat, so
ist s zugleich die Mafizahl ihrer Masse. Bezeichnet nun 1 den
Abstand des Schwerpunktes der Kurve von der x-Achse, so
ist zufolge der Bedeutung des Schwerpunktes

b

1) ns =l/:qu

und die Formel (XXVHI) nimmt daher die Form an:
(XXVIiia) O = 27ns.

Ist ferner n* der Abstand des Schwerpunkts der rotieren-
den Fliche F von der x-Achse und ist die gleichmiBige
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Massenbelegung so, daB 1 cm® mit 1 g Masse bedeckt ist,
so hat man

b
2) n*F=%[ydx.
a

Um die Richtigkeit dieser Bezichung einzusehen, bedenke
man, daf8 die Fliche F in Rechtecke von der Hohe y und
der Breite Ax zerlegt war, deren Inhalt yAx ist und deren
Schwerpunkt jedesmal im Mittelpunkt des Rechtecks liegt,
daher den Abstand Ly von der x-Achse hat. Deshalb ist
das statische Moment eines jeden solchen Rechtecks yA x4,
somit stellt die rechte Seite der Gleichung 2) den Grenzwert
der Summe aller dieser statischen Momente dar. Der Schwer-
punkt ist aber doch gerade dadurch definiert, dal man die
ganze Masse F in ihm vereinigt denkt und sein statisches Mo-
ment W*F der Summe jener statischen Momente gleich setzt.
Fithrt man den so gewonnenen Wert von n* in die Gleichung
(XXIX) ein, so ergibt sich:

(XXIX a) V=2nun*F.

Die beiden Formeln (XXVIIla) und (XXIX a) fait man zusam-
men in den sogenannten Guldinschen Regeln'):

Die Oberfliche einer Umdrehungsfliche ist gleich der
Linge s eines Meridians multipliziert mit dem Wege 210
seines Schwerpunktes.

Das Volumen einer Umdrehungsflédche ist gleich dem In-
halt F der rotierenden Fldche mulipliziert mit dem Wege 21tn"
ihres Sclhwerpunktes.

§ 20. DIE BESTIMMUNG VON FLACHENINHALTEN
DURCH LINEARE MESSUNGEN

DIE SIMPSONSCHE REGEL

Wenn eine Kurve durch Zeichnung gegeben ist und man
soll ein Segment berechnen, das aufler von dem Kurven-
bogen von zwei Ordinaten und einem Sttick der Abszissen-
achse begrenzt ist, so kann man vielfach mit Erfolg aus

1) Guldin lebte 1577—1643; die Regelin sind aber bereits von
Pappus (4. Jahrh. n. Chr.) gefunden worden.
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linearen Messungen die Grofle der Fliche finden. Ein Bei-
spiel haben wir ja schon bei der gleichseitigen Hyperbel in
§ 12 ausgefaohrt und in § 1 war bereits darauf hingewiesen.
Man teilt die Strecke (b — a) von x = a bis x=0b in n
gleiche Teile von der Grofle (b — a) :n=h, errichtet in den
Teilpunkten die Ordinaten y,, 4,, ¥s, ... ¥, und kann jetzt
eine der folgenden Vereinfachungen eintreten lassen:
1. Man bildet die ,innere Treppe®, deren Inhalt

Fi=h(po+uy+ -+ ya—) ist.
2. Man bildet die ,dufere Treppe®“, deren Inhalt
F2=h(yl+y!+"+yn) ist.

3. Man berechnet die einzelnen Streifen als Trapeze, in-
dem man also die Kurvenbogen durch ihre Sehnen ersetzt;
die Summe F; der Trapeze ist das arithmetische Mittel aus
F, und F,. Es ergibt sich fur die Flache F:

F"'Fs=h(%yo+y1+ys+'“+yn—1+;‘yn)

4. Haufig wird die Ann3aherung noch grofier, wenn man,
statt je zwei aufeinanderfolgende Kurvenpunkte geradlinig
zu verbinden, immer durch drei aufeinanderfolgende Kurven-
punkte einen Parabelbogen legt, dessen Achse parallel der
y-Achse ist, was nur auf eine Art moglich ist. Zur Ableitung
der Formel betrachten wir zunichst die Parabel &2 = 2pn.
Das Segment, das sich von der Abszisse £, bis zur Abszisse

& =E + 2h erstreckt ist

/ndz —/2p dE—I (‘""'2")’ —a
_h 6Eu+12-,,h+8h“ h[' 4 +h) & +2h)
=3 2p =3'2p + .

=g' (no + 4n, 4 ny).

Verschiebt man die £-Achse um ein Stuck g und bezeichnet
die neuen Ordinaten mit y = n + g, so wichst die Flache
des Segments um 2hq, und man bekommt fur das neue Seg-
ment zwischen den Ordinaten y, und y, die Formel

2hq + 5 (o= ) + 40 — @) + s — @) | = 2 g+ 43, +11)
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also denselben Ausdruck wie vorher, der sich nur aus der
Breite A und den drei Ordinaten zusammensetzt. Ist also n
eine gerade Zahl, so bildet man diese Ausdriicke aus den

Ordinaten gy, #1, ¥s; Y2s Yss Ys3 «» 3 Yn—s+ Yn—1, Yn und addiert
alle; es ergibt sich ftir dieFlache F somit der vierte Ndherungs-

wert: ~
P=F= 2+ a@+u+u+ +g.-0)

+ 20y gt + e+ e + )
Diese Formel heifit die Simpsonsche Regel®); sie 1ait sich

feicht in Worte kleiden. Der Leser fuhre das Beispie! von
S. 31 weiter durch.

Da jedes bestimmte Integral als Flicheninhalt gedeutet
werden kann, so enthalten die obigen Formeln zugleich Vor-
schriften zur niherungsweisen Berechnung bestimmter Inte-

grale.
ANHANG

AUFGABEN ZUR INTEGRALRECHNUNG

1. Stelle eine Tabelle von unbestimmten Integralen als Um-
kehrungen der Formeln der Differentialrechnung her.

Berechne:
+3 +‘3 +g b‘ _
2. f;c’dx; ./’V;dx; ./x"dx; jf/7 dx.
3 =3 —a a
3. flax +bdx;  [3@2ax+b)(@x* +bx + o'dx.

ax+b
4. /Vax"+2bx+c

i)

n

o ds

5. -,a cos {ax + b)dx; ,_IEE'—(Fa:T:FIE dx
0

0
¥ ?
6. '/cos"x dx; f;:ossx dx; e/sin“"x dx.

1) Thomas Simpson 1710—1761.
Math.-phys. Bibl. 41: Witting, Integralrechnung 4
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5. 2 :2
dx. 2x4+7 ] dx
1. J*x )& Fizgsds ,/5x—'3'
2 1 1
8 f dx
. G=DHx—2)(x—3)

X

9. Untersuche f :iig dx geometrisch, insbesondere im

X
Falle ad — Br=10!(§ 14,1)
10. fxe—*dx ll.ﬁgxdx.

x . . . .
12, Vi arcsin xdx (trigonometrische Substitution und

dann Teilintegration oder umgekehrt).
bn+ 1__ an+ 1
13. Bestimme den Grenzwert von T farn =—1
b

(0 < a<b) unter Zuhilfenahme der Formel far [;c"dx.
a

14. Berechne Oberfliche und Inhalt eines Rotationskegelts.

15. Ermittle den Wert von
1

5] -l—j—_f; == [arctan x]:= %

a) nach der Trapezformel,

b) nach der Simpsonschen Regel;

zerlege dazu die Strecke auf der x-Achse in 10 gleiche
Teile und rechne auf 5 Stellen genau. Vergleiche die er-
haltenen Werte mit dem Werte von %-



STeubners

Naturwiffenfdaftlide Bibliothet

Die Sammlung will Euft und Liebe jur Natur weden und fdtdem, indem fle in leidtiaflider
Weife iber die uns umgebenden Erfdeinungen aujtldst und die Selbittarigleit ampuregen fudt, fei es
dutdy bewufites Shauen und forgfdltiges Beobadyten in der freien YNatur oder durd) RAnftellung von
planmifligen Veriuden dabeim. Jupleidy foll der Eefer cinen Einblid gewinnen in das Leben wad
©daffen grofer Sorfder und Denter, dutd Lebensbilder, die von Rusdauer, Geduld und Hingabe
an eine grofe Sade fpredyen. — Die mit 3ablreihen Abbildungen gefdymiidten Bindden, die auf
cinen geordneten Anfangsunterridyt in der Schule aufgebaut find, find nicht nur fiit Sadiiler bejtimme
fie wetden aud) ermadfenen Naturfreunden, denen daran liegt, die in der Shule erworbenen Kenntniffe
3u permerten und ju vettiefen — vor allem aber Studierenden und Lebreen —, nislid fein.

Gerie A. §iiv reifere Scpiiler, Studierende und Naturfreunde.
Alle Bande find reidy illufteiect und gefdmadooll gebunden.

®rofle Phyfiter. Von Direttor Prof. Dr. Job.
RKeferftein. Wit 12 Bildnifen .M, 6.60
PBhyfitalijdhes Crpevimentierbud. B. Studient.
Brof. H, Rebenitorff. In 2 Teilen. I. Teil. 2. Rufl.
Wit Abb. [L.d. Br.) 11, Teil. Wit 87 Abb. M. 4.60
Chemijdes Experimentierbud. Von Prof. Dr.
Ratl Sdheid. In 2 Teilen. 1, Teil. 4, Ruflage, MWit
77 Rbb, M. 4.-. 1L Teil. Mit $» Abb. W, 3.~
RAn der Wertbant. Bon Prof. €. Gfdeidlen. Wit
110 Rbbildungen und 44 Tafeln . . . M. 6.~
Dervorragende, Leiftungen der Tednie. Von
Brof. Dr. K. Sdreber. Wit 56 Rbbildungen, M, 3.~
Bom Einbaum jum Linienfdifi. Stueifziige auf
dem ®ebiete der Shifjabrt und des Seewefens. Von
Ing. Karl Raduny. Mit 90 Abbildungen. M. 3.~
Die Luftjdifiabet. Von Dr. R. Nimfiihr. Wit
99 Nbbdildungen M. 3.~
RAus dem Luftmeer. BVom Oberl. M, Saffenfeld.
Wit 40 Rbbildungen M. 3.~
Himmelsbeobadtung mit blofem Ruge. Von
Oberlehrer Stany Rufd. 2. Rufl.  Mit 3adlteidyen
Siguren, (AL d. Br, 1923.)
An der See. Beogr.=geologifde Betradtungen.
Bon PBrof. Dr. B, Dabms. Wit 6) Rbb, M. 3.~
RKiijtenwanderungen. Biologifde Rusflige. Von
Dr. B. §rany. MWit 92 Siguren . . . MW, 3,—

Geologifhes Wanderbud). BVon Dit. Prof. Dr.
K.6.Bolt, 2 Teile, I Wit Abd. u. ) Orientietungss
tafel. 2. Rufl. [U.D.Pr. 3921, I, Mit 193 Rb»
bifdungen. . . . . . . . Lo . Mas0

Srofje Geographen. Bilder aus der Gefdidyte
der Grdtunde. Von Prof. Dr. Selix Shmpe. Wit
6 Portrdts, 4 Abb. und Kattenjtizzen . . MW, 4.~

Seographifdhes Wanderbudy. BVon BrivsDos.
Dr. R. Berg. 2. Rufl. Mit 212 Abb, M 8,—

Anleitung 3u photograph. Naturaujnahmen.
B.Lehr. B.¢.5.Shulz. M. 41 pbotoge. Rujn. M .60

Begetationejdilderungen. BVon Prof, Dr P,
®ribner. Mit 90 Abbidungen . . . . W 3.~

Unjere Srihlingspflangens. BVon Prof. D:. §t.
Hod. Mit 76 Nbbildungen . . . . . . M. 3.~

Grofie Biologen. Bildera.d. Heidhidhte d.Biologie.
“Bon Brof. Dr. W. Wah, Mit 21 Bildniffen, WM.3.~

Biologijdes Cxperimentierbudy. Raleitungs,
felbft. Stud. d. Lebenseticheinung. f. iugendl. Ratues
freunde. B.Prof. Dr.C.Sddffer. Mit1 00 Nbb.M.6.60

Infettenbiologie. BVon Prof. Dr. Thr. Schrdder.
(L. d. Breffe 1923.)

Eriebte Naturgejdidhte.(Sdillerals Tietbeobadye
ter,) Bon Rettor €. SdHmitt. 2, Rufl. Wit 35 Abb.
Ratt,. . . s e e e e e M. 6.60

Das Leben unferer BVdgel. Von J. Thienes

mann. [(3n BVorber.)

In BVorbereitung:

Grofiedeutfhe Induftriebegriinder. Von €. Watidofh. ~ Groffe Mathematiter. Von € L£5fler.
Grofle Chemiter. BVon O. Obmann und R. Winderltd.

@erie B. §iir jiingere Sdhiiler und Naturfreunde.

Pbofitalifde Platdereienjiic die Jugend. Von
Obetlebrer £. Wunder. Mit 15 Rbb. Kart, M. 2.~
Chemifdre Plaudereien fiir die Jugend, Von
Oberlehrer £, Wunder, Wit 5 R6b. Kart. M. 5.~
Mein Handwertozeug. BVon Prof. O. Sreh. Mit
12 Rbbildungen Katt. M. 1.~
Bom Tierleben in den Tropen. Von Prof. Dr.
K. Guenther. Wit 7 Rbbildungen. Kart. M. 3.~

BVerfudbe mit lebenden Blanzen. Von Dr. M.
Oettli. Mit 7 Abbidungen. . . . Kart. M. I~

Jungdeutidhland im Gcldnde. Unter Witatbeit
von & Doernberger, R. Cocier, W. Saffenield, Thr.
€. Gilbethorn brsg. von Prof. Dr. Vajtian Shmid.
Mit 36 Nbb, u. 8 Karten, Kart. M. 2.-, 10 Erpl.
u.mebr fe3,8014., 25 Crpl.u.mebt je) .60Bf., So&xpl.
1. mebr je 1.90 Bf., 100 Expl. u. mebe je 1,20 Bi.

Auf famel. Breife Teuerungssufdlag des BVerlags 120%, (Abinderung vorbebalten) u. teflw. d. Budbandl,

Verlag von B.G. Tcubner in Leip3ig und Berlin
Preife freibleibend






