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Vorwort zur ersten Auflage.

Die Veranlassung zur Herausgabe meiner Vorlesungen iiber
technische Mechanik an der hiesigen Technischen Hochschule war
in erster Linie die Riicksicht auf das Bediirfnis meiner zahlreichen
fritheren Horer, die zurzeit im Felde stehen, einen Leitfaden zu
erhalten, der sie in den Stand setzt, vorhandene Liicken auf dem
Gebiete der Mechanik selbstindig auszufiillen, frither gehortes auf-
zufrischen und ihr Verstindnis zu vertiefen. Mitbestimmend war der
Umstand, dafl die Zahl der Mechanik-Lehrbiicher, welche die Be-
wegungslehre zum Ausgangspunkt nehmen und auf ihr die iibrige
Mechanik systematisch und folgerichtig autbauen, in Deutschland
nicht sehr grof ist. Endlich war von Einflufl auf meinen Entschlufl
die Uberzeugung, daB8 die Art und Weise, wie ich gewisse Grund-
fragen in meinen Vorlesungen — abweichend von dem zumeist
Ublichen — behandle, auch auBerhalb meines Hérerkreises Interesse
zu erwecken vermdchte.

Bei der Abfassung meines Buches leitete mich dieselbe Ab-
sicht, wie in meinen Vorlesungen, ndmlich die wesentlichsten Lehren
der Mechanik systematisch derart zu entwickeln und ihr Verstindnis
dem Leser zu erschlieen, daf er hierdurch in die Lage kommt, die
Anwendungen dieser Lehren selbstindig und wissenschaftlich richtig
zu machen. Inwieweit es mir gelang, diese Absicht zu verwirklichen,
kann allein der Erfolg zeigen. Beziiglich der Auswahl und der Be-
handlungsweise des Stoffes bestimmte mich stets die Riicksicht auf
die technischen Bediirfnisse und Anwendungen, obwohl das manchem
nicht durchweg so erscheinen mag.

DaB ich die Vorlesungen in drei Binden herausgebe, entspricht
der Teilung des Stoffes, wie sie teils sachlich, teils durch die An-
forderungen der auf der Mechanik fuflenden Wissenschaftsgebiete an
den technischen Hochschulen bedingt wird. Ich hoffe, dem vor-
liegenden ersten Bande den zweiten, der die Statik der starren
Korper einschlieBlich der graphischen Statik umfafBt, baldigst folgen
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lassen zu konnen. Der dritte Band soll die Dynamik der starren
Korper bringen und damit das Werk abschlieBen.

Literaturangaben habe ich unterlassen kénnen, nachdem die
Binde Mechanik der Enzyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften (B. G. Teubner, Leipzig und Berlin) erschienen sind, die
in dieser Hinsicht auch den weitestgehenden Anspriichen geniigen.

Dem Verleger bin ich fiir die rasche und sorgfiltige Druck-
legung sowie Ausstattung des Buches trotz der durch die Kriegs-
zeit bedingten Schwierigkeiten zu wirmstem Danke verpflichtet.
Ferner danke ich an dieser Stelle auch meinem fritheren Assistenten,
Herrn Dipl-Ing. Dr. H. Alt in Dresden, fiir seine M1tw1rkung bei
der Herstellung der Textfiguren.

Mgoclite das Buch meinen fritheren und jetzigen Horern zu dem
erwiinschten Leitfaden werden und auch auBerhalb dieser Kreise
sich die. Anerkennung erwerben, ein fiir Studienzwecke geelgnetes
‘Werk zu sein.

Dresden, September 1918.
Martin Griibler.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage unterscheidet sich nur wenig
von der ersten. Abgesehen von Verbesserungen von Fehlern im Text
und in den Figuren ist in den ersten 11 Kapiteln nicht viel ge-
andert worden. Nur das 12. Kapitel wurde etwas vermehrt und
das 13. umgearbeitet, da &s mir zweckmiBig erschien, die wesent-
lichsten Griinde anzugeben, die zu der neuen Relativititstheorie
fiihrten.

Dresden, Dezember 1920.
Martin Griibler.
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Einleitung.

Man pflegt als die Aufgabe der wissenschaftlichen Mechanik zu
bezeichnen, Zustinde und Zustandsinderungen in der sinnlich wahr-
nehmbaren Kérperwelt, soweit sie sich auf Bewegungen zuriickfiihren
lassen, im voraus zu bestimmen, d. h. zu berechnen. Das ist nur
moglich in den Féllen gesetzméiBigen Geschehens. Hierunter ver-
stehen wir, daB unter gleichen Verhiltnissen unabhingig vom Be-
obachter, von Ort und Zeit derselbe Zustand eintritt, oder die
Zustandsinderung in derselben Weise verliuft. Die Vorausberechnung
stiitzt sich anf gewisse mathematische Beziehungen zwischen me8-
baren GroBen, die durch messende Beobachtungen bzw. durch physi-
kalische Versuche aus dem wirklichen Geschehen abgeleitet werden.
In diesen Beziehungen treten Versuchskoeffizienten oder -konstanten
auf, welche die GesetzmiBigkeit des Geschehens insofern zum Aus-
druck bringen, als die Koeffizienten sich innerhalb der Grenzen des
beziiglichen Gebietes als unveridnderlich erweisen. KEs ist sonach
die Mechanik und die Losung ihrer Aufgabe von der Erfahrung un-
mittelbar abhingig.

Dagegen unabhingig von jenen Erfahrungsgesetzen ist der Teil
der Mechanik, der sich mit den Bewegungen der Kérper an sich
beschiftigt. In ihm treten uns nur Raum- und ZeitgroBen in ihrem
mathematischen Zusammenhang entgegen. Hierbei ist es gleichgiiltig,
ob einem solchen Zusammenhange wirkliche, d. h. sinnlich wahrnehm-
bare Vorgiinge entsprechen oder nicht. Es kann sonach dieser Teil,
die sog. Bewegungslehre, auch rein abstrakt aufgefaBt und be-
handelt werden. Eine seiner Hauptaufgaben ist die Einfithrung
gewisser rein begrifflich definierter Grofen, die fiir die Beurteilung
der Bewegungsvorginge notig und von groller Bedeutung sind. Be-
sonders wichtig werden sie aber fiir die mathematische Formulie-
rung gewisser grundlegender Naturgesetze, auf denen sich die ganze
Mechanik aufbaut. Deshalb bildet die Bewegungslehre nicht nur
die notwendige Grundlage, sondern auch den Ausgangspunkt der
wissenschaftlichen Mechanik.

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. I. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

Die erwihnten Berechnungen, die wir als die Aufgabe der
Mechanik hinstellen, setzen das Rechnen mit jenen begrifflich defi-
nierten GroBenwerten als bekannt voraus, wie sie in der Mechanik
viel auftreten. Sie sind durchweg benannte GréBen, weshalb das
Rechnen mit ihnen dem Anfinger mancherlei Schwierigkeiten und
Zweifel bringt, sobald es an die zahlenméBige Feststellung der
Rechnungsergebnisse bzw. -ziele geht. Es diirfte deshalb eine kurze
Erliuterung iiber das Messen und die MaBle der in der Mechanik
auftretenden GroBenarten zweckmiBig sein, die dem eigentlichen
Gegenstande der weiteren Darlegungen vorausgeschickt werden soll,
um spiter immer darauf Bezug nehmen zu koénnen.

Messen heiBt zahlenmiiBig vergleichen. Vergleichen lassen sich
aber nur gleichartige GroBlen. Sind ¢ und G, zwei Grofen derselben
Art, z. B. zwei Lingen, zwei Zeiten, zwei Gewichte usf., so ist ihr
Verhiltnis G : G; eine reine, d. i unbenannte Zahl. Bezeichnen wir
gie mit £, so besteht die mathematische Beziehung

G

E; I C b
die auch in der Form

G={ -G,
geschrieben werden kann. In dieser Beziehung betrachtet man @,
als MafB8 oder Einheit der GroBenart G, und dann driickt sie das
Ergebnis der Messung aus. Wenn z. B. eine Linge {=15,2m ist,
so bedeutet das Meter die Lingeneinheit I, — 1 Meter = 1m, und es
ist {=15,2, womit ausgedriickt wird, daf das Verhiltnis von 7 zu
l; den Zahlenwert {==15,2 hat. Oder, wenn G ein Gewicht wire,
und Zwar G—28kg, so hat man G;==1Kilogramm=1kg zu
setzen und {=2,8. Dabei ist zu beachten daB} die Grioge G,, die
als MaB dient, an keinerlei Grenzen gebunden ist, es sei denn aus
praktischen Riicksichten ; sie kann daher willkiirlich gewihlt werden.

Die -Anzahl der GroBen, mit denen man es in der Mechanik

zu tun hat, ist sehr gro und dementsprechend die ihrer Einheiten
oder MafBle. Da diese GroBen aber mathematisch definierte sind, so
lassen sie sich auf wenige Grundeinheiten oder Grundmafle zuriick-
fithren, und zwar mittels des Grundsatzes: man rechne mit be-
nannten GroBen ebenso wie mit unbenannten. Zwei Beispiele
mogen diese Zuriickfithrung erlautern. Bekanntlich ermittelt man
den Flicheninhalt f eines Rechteckes, dessen Seiten die Lingen a
und b haben, durch die Beziehung

f=a- b,
die darauf beruht, daBl man das Rechteck in Quadrate zerlegt, deren
Seitenlinge die Lingeneinheit I, ist. Bezeichnet f; den Flichen-
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inhalt eines solchen Quadrates und ¢ die Anzahl der Quadrate, die
in dem Rechteck enthalten sind, so ist f=¢-f;. Andererseits kann
man a=«-l;, b=p4-1; setzen, falls « und £ reine Zahlen be-
zeichnen, und eine einfache Uberlegung zeigt, daB

p=qa-fp
ist. Setzen wir die Werte fiir ¢, ¢« und § hierin ein, so erhdlt man
f__ab,
fr il ’
es folgt sonach, da f=—ab-ist,
fr=10l, =1

Es 1486 sich folglich die Fldcheneinheit durch Léingeneinheiten aus-
driicken bzw. auf sie zurlickfiihren.

Allgemeiner 148t sich das wie folgt aussprechen: Soll der Inhalt
einer Fliche als Produkt zweier Léngen darstellbar sein, so muf
als Flicheneinheit ein Quadrat gew#hlt werden, dessen Seite gleich
der Léngeneinheit und dessen Inhalt durch die Formel

f 1=l}
darstellbar ist. Durch diese Beziehung, die man Dimensionsformel
nennt, wird die Flicheneinheit auf Lingeneinheiten zuriickgefiihrt.
Als weiteres Beispiel diene die Formel, die zwischen der Fallhohe £
beim freien Fall schwerer Korper im luftleeren Raum und der Fall-
zeit t besteht, namlich
h=%g.t2’

in der ¢ die Beschleunigung des freien Falles bezeichnet; sie ergibt
gich hieraus zu

Da nun h als Lénge in der Form h=1-1; und t==1-1;, geschrieben
werden kann, wenn 1 und v reine Zahlen und I, bzw. ¢, die Lingen-
und Zeiteinheit sind, so findet sich

g:C-t—}:C.llfl 2‘

2 . .
In dieser Beziehung ist { =~§ eine reine Zahl, und sonach, weil
T
g=2¢_-g,, die Einheit der Beschleunigung

gr=11r2
1*
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Diese Formel sagt, daB die Einheit der Beschleunigung auf
Langen- und Zeiteinheiten zuriickfihrbar ist, und zwar, dafi sie von
der 1. Dimension in Léngen- und der — 2. Dimension in Zeitein-
heiten sei. Man nennt Einheiten wie [, und ¢, Grundeinheiten,
dagegen f;, g; usf,, die sich auf Grundeinheiten zuriickfiihren lassen,
abgeleitete Einheiten. Die Dimensionsformeln fir f;, g, usf.
schreibt man auch hiufig in' der Form

dim (f,) =13, dim (9) =167 2

usw. und sagt, die Fliche eei von der 2. Dimension in Ldngen-
einheiten, die Beschleunigung von der 1. Dimension in Léngen-
einheiten und von der — 2. Dimension in Zeiteinheiten.

In der Bewegungslehre treten nur zwei Grundeinheiten auf, ném-
lich die der Liange und der Zeit, wihrend in Statik und Dynamik
noch eine dritte Grundeinheit hinzukommt. Alle die GréBen, die uns
weiterhin in der wissenschaftlichen Mechanik entgegentreten, werden
durch mathematische Beziehungen definiert und ihre Einheiten sind
daher auf drei Grundeinheiten zuriickfilhrbar. Die zu entwickelnden
Dimensionsformeln haben den Vorteil, @iber die Gleichartigkeit oder
Verschiedenartigkeit der eingefiihrten Groflen AufschluB zu geben,
und ferner, dafl man durch ihre folgerichtige Verwendung bei der
Ausrechnung von GroéBen letztere sowohl zahlenmidBig als auch in
den Einheiten richtig erhilt.

Um die Anschauung zu unterstiitzen, ist es zweckmiBig, gewisse
GroBen durch Strecken darzustellen. Das geschieht, indem man fiir
die Einheit @, der betreffenden GroBenart G eine bestimmte Linge 1
festsetzt; dann stellt, falls

die Strecke

die GroBle G selbst dar, und zwar in dem gewidhlten MaBstabe.
Hierbei ist zu beachten, daB3 nicht {=— G ist, sondern

=4,
worin das Zeichen = ausdriicken soll, daB die Linge I der GréBe G
entspricht, ebenso wie

A=d.
Wohl aber kann

l=u-G

gesetzt werden, und dann ist u der GréBe wie der Dimension nach
bestimmt durch
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Die Ldnge 4 kann hierbei ganz willkiirlich gew#hlt werden, und
es ist zu beachten, dall die 1, die den einzelnen Gr (auch wenn sie
abgeleitete Einbeiten sind) entsprechen, in keinerlei Zusammenhang
stehen und unabhingig voneinander sind.

Die in der Mechanik auftretenden Groéfen unterscheiden sich
darin, daB sie entweder an eine Richtung geburden sind oder nicht;
erstere nennt man gerichtete, letztere richtungslose GroBen.
So ist z. B. der Weg eines Punktes eine gerichtete GroBle, die Zeit-
dauer seiner Bewegung aber richtungslos. Die Strecken, die ge-
richtete Grofen darstellen, heilen Vektoren, die anderen Skalaren,
und die Strecken 4, welche die Einheiten der GroBen darstellen,
Einheitsvektoren bzw. Einheitsskalaren.

An einem Vektor unterscheidet man einen Anfangs- und einen
Endpunkt; letzterer wird gewdhnlich durch einen Pfeil bezeichnet
und gibt den Richtungsinn des Vektors an. Der Anfangspunkt eines
Vektors kann entweder ein bestimmter Punkt sein, oder er ist an
eine bestimmte Gerade bezw. an einen bestimmten Raum gebunden;
die Gerade, die den Vektor enthiilt, heiBt dann Vektorlinie und
der Vektor selbst linienfliichtig. Vektoren sollen kiinftig stets
mit gotischen Buchstaben bezeichnet werden.

Die geometrische Summe zweier Vektoren a und b wird erhalten,
wenn man im Endpunkt des einen Vektors a den anderen Vektor
nach Gréfe und Richtung antrigt; die Strecke, die den Anfangs-
punkt von ¢ mit dem Endpunkt- von b verbindet, genommen in
dem Richtungssinn vom Anfangspunkt von a nach dem Endpunkt
von b, ist ein Vektor ¢, der die geometrische Summe von a und
b darstellt. Man schreibt diese Summierung symbolisch in der Form

c=a-+b.
Umgekehrt 148t sich a oder b als geometrische Differenz auf-
fassen, also z. B.

a=c—b /,,//”;Z /Z

schreiben. In gleicher Weise lassen sich be- ==~ _  /
liebig viele Vektoren geometrisch addieren und
durch einen Vektor ersetzen, der als letzte Seite eines Strecken-
zuges erhalten wird, indem man zu ¢ den folgenden Vektor b usf.
geometrisch addiert.

Um die Dimensionen der in den Gleichungen auftretenden Gréen
wahren und zugleich die-Vorteile der geometrischen Addition be-
nutzen zu konnen, werde ich an geeigneten Stellen dic geometrische

Addition durch das Zeichen -}/: ausdriicken, also z.B. ¢c= a—/}: b statt
¢==a-+b schreiben.



6 Einleitung.

Von der Rechnung mit Vektoren, die fiir eine ganze Reihe von
wissenschaftlichen Sondergebieten groBie Vonteile besitzt und sich
dementsprechend sehr entwickelt hat, wird im folgenden nur die
geometrische Addition benutzt, da sie fiir die Ziele, die diesen Aus-
fiihrungen gesetzt sind, ausreicht.

Dagegen wird von einer zeichnerischen Darstellung der Ande-
rung von Groflen ofter Gebrauch gemacht, die eine gute Anschauung
von Vorgéngen liefert. Es sind das die sog. Schaulinien oder
Diagramme, die den mathematischen Zusammenhang zwischen zwei
Grofien zur Darstellung bringen, und zwar mittels Kurven, deren
Abszissen die unabhingig veréinderliche, deren Ordinaten die abhingig
verinderliche Gr6Be veranschaulichen. Hierdurch ergeben sich geo-
metrische Beziehungen an den Schaulinien, die zu wichtigen Be-
griffen fiihren, wobei die MaBstibe der Darstellung der Groflen durch
Strecken eine nicht unwesentliche Rolle spielen.



I. Abschnitt.

Bewegungslehre.

Erstes Kapitel.

Die Grundbegriffe der Bewegungslehre.

Unter Bewegungslehre (Phoronomie, auch Kinematik genannt)
soll die Wissenschaft von den Bewegungen der Kérper an sich, d. h.
ohne Riicksicht auf die physikalischen Gesetze und Bedingungen,
unter denen sich die sinnlich wahrnehmbaren Bewegungen vollziehen,
verstanden werden. In dieser Inhaltsangabe sind zwei Begriffe ent-
halten, die einer Klarstellung bediirfen.

Zundichst der Begriff Kérper. Wir verstehen unter Korper
hier ein rein abstraktes, geometrisches Gebilde, n#mlich eine Anzahl
geometrischer Punkte, ein sog. Punktsystem oder einen Punkthaufen;
wir nehmen also auf die materielle bzw. physikalische, chemische
und sonstige Beschaffenheit des sich Bewegenden keinerlei Riick-
sicht. Wir nennen den Ko&rper starr, wenn die Entfernungen der
einzelnen Punkte des Systems wihrend seiner Bewegung sich nicht
dndern; in jedem anderen Falle heifit er verdnderlich,

Unter Bewegung eines Korpers verstehen wir die Anderung
seiner Lage gegeniiber einem anderen Koiper, der Bezugskorper
der Bewegung genannt wird. In den weitaus héufigsten Fillen wird
der Bezugskorper als starr vorausgesetzt und der Beobachter der
Bewegung mit ihm starr verbunden gedacht. Die Aussage, dal} ein
Korper sich bewegt oder in Bewegung sei, hat einen bestimmten
Inhalt nur dann, wenn der Bezugskérper der Bewegung angegeben
wird, Denn im allgemeinen ist die Bewegung eines Korpers fiir
verschiedene Bezugskorper eine ganz verschiedene. So erscheint z. B,
die Bewegung eines Flugzeuges einem Beobachter, der in einem
Auto fihrt, ganz anders, als einem auf dem Erdkérper in Ruhe be-
findlichen. Auch die Ruhe ist ebenso wie die Bewegung nur ein
relativer Begriff. Wir kennen keine absolute Ruhe, da wir von
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keinem Punkte im Weltall festzustellen vermogen, daB er in Ruhe
sei. Fiir die Beschreibung einer Bewegung ist es auch ganz unnotig.
von dem Bezugskorper vorauszusetzen, daB er in Ruhe ist. Wenn
letzteres gleichwohl hiufig geschieht, so hat das seinen Grund in
gewissen Wahrnehmungen, die wir als Beobachter auf in Bewegung
befindlichen Bezugskorpern machen und zum Zwecke vereinfashter
Darstellung der Bewegungen ausschlieen wollen. So denkt man
sich hdufig die Erde als ruhenden Bezugskorper fiir Bewegungen an
der Erdoberfliche, obgleich wir wissen, welche Bewegung sie gegen
das Sonnensystem und mit diesem gegen den Fixsternhimmel hat.
Im folgenden wird von der Annahme, daB der Bezugskérper einer
Bewegung in Ruhe sei, nur in dem Sinne Gebrauch gemacht, daB
die betrachtete Bewegung von der tatsichlichen Bewegung des Be-
zugskorpers gegen andere Korper nicht wahrnehmbar beeinflut wird.

Bewegung ist gleichbedeutend mit Lagen- oder Ortsverinderung
des bewegten Korpers gegen den Bezugskérper. Die Lage eines
Korpers ist bestimmt durch die Lage bzw. den Ort der Punkte, aus
denen er besteht. Die Bestimmung der Lage eines Punktes erfolgt
geometrisch mittels Koordinaten; die verschiedenen Koordinaten-
systeme sind gleichberechtigt, wenn auch verschieden geeignet fiir
die Probleme der Mechanik. Fiir die Ortsbestimmung auf einer Linie
reicht eine Koordinate aus; auf einer Fliche sind zwei, im Raume
drei Koordinaten notig. Der geometrische Ort -aller Lagen, die ein
bewegter Punkt im Bezugskérper einnimmt, heifit die Bahn des
Punktes. Die Bahn eines Korpers setzt sich aus den Bahnen seiner
Punkte zusammen. Das Wissenschaftsgebiet, das sich mit den
geometrischen Beziehungen der Lagen und Bahnen unter sich be-
schaftigt, wird geometrische Bewegungslehre, Geometrie der
Bewegung oder auch kinematische Geometrie genannt. Alle
Mafbeziehungen in diesem Gebiet konnen durch Lingen ausgedriickt
werden; als einzige Grundeinheit tritt deshalb hier nur die Lingen-
einheit auf. Als Lingeneinheiten benutzen wir die des metrischen
Systems. -

Der Ubergang eines Korpers aus einer Lage gegeniiber dem
Bezugskirper in eine andere ist nun nicht nur ein rdumlicher
Vorgang, sondern auch ein zeitlicher, denn der Kérper kann die
einzelnen Lagen bei dem Ubergang nur nacheinander einnehmen.
Letztere Erfahrungstatsache driicken wir in der Form aus, daB bei
jedem Lagenwechsel eines Korpers eine gewisse Zeit verflieBt. Raum
und Zeit sind Anschauungsformen, die als bekannt hier vorausgesetzt
werden. Zur Messung von ZeitgréBen bedienen wir uns der Uhr-
zeit, also des Vergleiches mit.der Umdrehungsdauer der Erde. Als
Zeiteinheit benutzt man meist die Sekunde.
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Alle in der Bewegungslehre auftretenden Groflen lassen sich
durch Beziehungen von Léngen- und ZeitgroBen zueinander aus-
driicken und dementsprechend deren Mafle oder Einheiten als ab-
geleitete Einheiten auf die Grundeinheiten der Lénge (I;) und der
Zeit (¢;) zuriickfithren.

Die Bewegung eines Punktsystemes ist ein verhéltnisméBig zu-
sammengesetzter Vorgang, da die Bewegungen der einzelnen Punkte
des Systems voneinander rdumlich und zeitlich abhéngen. Es macht
sich deshalb erforderlich, um diese Abhidngigkeit verstehen zu konnen,
zunichst den Bewegungsvorgang eines einzelnen geometrischen Punktes
zu studieren. Hierbei ist es zweckmiiBlig, zu beriicksichtigen, daf}
die Bahnen sowohl geradlinig als krummlinig sein kénnen, denn die
krummlinige Bewegung eines Punktes kann mittels mehrerer gerad-
liniger Bewegungen dargestellt werden. Wir gehen deshalb zuerst
auf die geradlinige Bewegung -eines Punktes ein.

Zweites Kapitel.

Die geradlinize Bewegung eines Punktes.

Es sei a die Bahn des Punktes 4 (s. Fig. 1) und O ein will-
kiirlich gewihlter Punkt auf ihr, der als Bezugspunkt der Bewegung
von A dienen soll. Die Lage von A auf der Geraden ist bestimmt,

wenn der Abstand O A = w des Punktes 4 von O und zugleich ge-
geben wird, nach welcher der beiden Seiten von O aus die

Strecke u aufzutragen ist. Da u sowohl positiv als negativ +“
sein kann, so setzen wir fest, daB die positiven Werte von a

% nach der einen, die negativen nach der anderen Seite
aufzutragen sind, womit die Lage von A zu einer eindeuti-
gen wird. Die Art der Anderung von w mit der Zeit ¢ be-
dingt die Bewegung von 4; die Bewegung von A ist eine
bestimmte, falls der mathematische Zusammenhang zwischen
» und ¢ gegeben wird. Letzterer werde ausgedriickt durch
die Beziehung

(I w=f(t), Fig. 1.

in der f(f) eine an sich willkirliche Funktion der Zeit be-
deutet, die aber stetig und eindeutig sein muB, falls sie eine
mogliche Bewegung darstellen soll, da jede wahrnehmbare Bewegung
stetig und eindeutig ist; denn ein sich bewegender Punkt kann nicht
zwei und mehr verschiedene Lagen gegen O zur selben Zeit haben.
Eine wichtige Rolle spielt die sog. Anfangslage 4, des Punktes,
d. i. die Lage, die der Punkt zur sog. Anfangszeit #, der Bewegung
einnimmt. Diese Zeit bedeutet entweder den Zeitpunkt des Be-

)

> I
&

o_&8



10 Bewegungslehre.

ginnes der BeWegung, oder aber den Zeitpunkt, in dem die Be-
obachtung der Bewegung anféingt. In beiden Féllen wird die An-
fangslage A, bestimmt durch die Beziehung

O_Z):u(,:f(to).

Messen wir die Zeitpunkte ¢ und #, nach der Uhrzeit, so bedeutet
t —t, die Zeitdauer, in der der Punkt sich von 4, nach A be-
wegt. Andert sich innerhalb dieser Zeitdauer die Richtung der Be-
wegung nicht, entfernt sich also z. B. der Punkt 4 stetig von O, so
hat die Differenz der Entfernungen

Ayd —=u—uy=—w

die Bedeutung des Weges, den der Punkt in der Zeit t—¢, zu-
riicklegt.

Das Gesetz, nach dem die Bewegung sich vollzieht, die durch
die Beziehung (1) bestimmt wird, 1ift sich gut zur Anschauung
bringen durch ein Schaubild, das Wege-Zeit-Schaubild oder auch
Wege-Zeit-Diagramm genannt und in folgender Weise erhalten
wird. Man trigt auf der X-Achse eines rechtwinkligen ebenen
Koordinatensystems als Abszissen x einer Kurve Strecken auf, die
den Zeitgroflen entsprechen bzw. ihnen proportional sind, wihrend
als Ordinaten y den w-Werten proportionale Strecken aufgetragen
werden, die sich den Werten durch die Be-
ziehung (I) zuordnen. Wir setzen demgemilB
(s. Fig. 2)

aﬁ—-:lewt,

BC=y—v-u

und erhalten auf diesem Wege eine Anzahl

von Punkten C, deren stetige Verbindung eine

Fig. 2. Kurve liefert. Letztere, die wir die Schau-

linie der Bewegung nennen wollen, ist das

gesuchte Schaubild, das zusammen mit den Koordinatenachsen den

Bewegungsvorgang zur Anschauung bringt. Die Gleichung der Schau-
linie erhdlt nach (I) die Gestalt

o)

Der Anfangslage des Punktes entspricht hierbei der Punkt C, der
Schaulinie, dessen Koordinaten z,= u-t,, y,==»-u, sind. Die MaB-
stibe, nach denen ¢ und u durch Strecken dargestellt werden, sind
vollig willkiirlich; aus ihnen folgen die Werte fir « und ». Soll
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im Schaubild z. B. dem Werte #,—42,5s die Linge #,—10,2 cm
entsprechen, so ergibt sich aus der Gleichung

10,2 em = u-42,5 s

10,2 cm —1

——42’5 s —-0,24: cms .

Die Konstante » dagegen ist eine reine Zahl, denn sie driickt nur
den ZeichnungsmafBstab aus. Soll z. B. fiir v,—48 m y,—12 cm
sein, so folgt

Yy, 12em 1
r= u, 4800 cm . 400. 0,0025 .

Aus der Gestalt der Schaulinie ersicht man, wie die Bewegung des
Punktes vor sich geht, ob sich der Punkt dem Bezugspunkte néhert,
durch ibn hindurchgeht, oder sich von ihm
entfernt, ob die Bewegung schneller oder ¢’ AN 4
langsamer wird, usw. ‘

Die einfachste Schaulinie ist offenbar
eine Gerade. Wir wollen feststellen, wel- %
ches Bewegungsgesetz ihr entspricht, ins-
besondere wie sich die Funktion f(t) ge-
staltet. Es sei g in Fig. 3 die Gerade, die X—3
in O, beginnend mit der X-Achse den Fig. 3.
Winkel & einschlieBt. Entspricht der Ab-
szisse OB—1x=p-t die Ordinate BC —y =—v-u, so folgt aus dem
Dreieck C,CD

C,D o —xy
Nach Einsetzung der Werte fiir  und y erhilt man daraus
w—uy=c(t—t,),
falls zur Abkiirzung
‘ﬁ-tana:c

14

gesetzt wird. Da u — u,—w der Weg des Punktes in der Zeit { — 1,
ist, so erkennt man, daB bei dieser Bewegung von allen Stellen der
Bahn aus in der gleichen Zeit auch der gleiche Weg zuriickgelegt
wird. Eine derartige Bewegung wird gleichformig genannt. Sie
wird analytisch durch eine lineare Funktion der Zeit dargestellt, da

(1) u=1uy+-c(t—1)

sich ergibt Die Konstante ¢c—" .tan ¢ hierin hat eine einfache Be-
14
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deutung. Da w=c(t-—1,) ist, so wird in einer gegebenen Zeit ¢ — ¢,
der Weg w um so groBer sein, je grofer ¢ ist. Wir nennen be-
kanntlich eine Bewegung um so schneller bzw. die Geschwindigkeit
der Bewegung um so gréBer, je grofer der Weg in einer bestimmten
Zeit ist. Es hat folglich ¢ die Bedeutung eines Mafles der Schnellig-
keit oder Geschwindigkeit der Bewegung, weshalb diese GroéBe c
die Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung genannt wird.
Da
°—u
2 _ 0
(2) .
und hierin u —u,==41-1; eine gewisse Lénge, ¢t —1,=—=17-¢, eine ge-
wisse Anzahl Zeiteinheiten bedeutet, so ergibt sich
T I t
Bezeichnet ¢, die Einheit der Geschwindigkeit, so findet sich aus
c={_-¢; fiir ¢; die Beziehung:
U
iy

= lltr_l

r
Die Einheit der Geschwindigkeit ist folglich eine abgeleitete Kinheit,
und zwar von der 1. Dimension in Léngen- und der — 1. Dimansion
in Zeiteinheiten. Wie aus dem Vorstehenden hervorgeht, ist die
Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung das Verhaltnis des in
der Zeiteinheit zuriickgelegten Weges zur Zeiteinheit, und die Ein-
heit der Geschwindigkeit die Geschwindigkeit der Bewegung, bei
welcher der Punkt als Weg in der Zeiteinheit die Léngeneinheit

zuriicklegt.
Wire z. B. w=u — u,= 39,9 m und die Zeit t —t,—14,25 s, so finde sich
39,9 m
— 297 M —1,
C=Tgg5 s 2O mST

die Geschwindigkeitseinheit ist sonach in diesem Falle ¢y =1 ms—1.

Wir legen der.Geschwindigkeit eine Richtung bei, und zwar
die der Bewegung des Punktes; die Geschwindigkeit ist sonach als
eine gerichtete Grofle aufzufassen und dementsprechend durch einen
Vektor nach ganz willkiirlichem Mafstab darstellbar.

Wenn der Winkel « in Fig. 3 negativ genommen wird, wie in
Fig. 4, dann ist »

CD Yo Y Y Uy
CD x—xy, u t—1i,°
folglich
(1a) u=uy—c(t—1,).
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In diesem Falle bewegt sich der Punkt 4 von A4, aus nach dem
Bezugspunkte O hin, die Richtung der Geschwindigkeit fillt sonach
mit der der negativen Seite der Bahngeraden zusammen, Die beiden
Falle lassen sich durch die eine Beziehung (1) darstellen, falls man
der Geschwindigkeit ¢ entsprechende Vorzeichen beilegt.

v v
IS
|
|

| &
ly
|
|

4 0 X—% 500

Fig. 4. Fig. 5.

Hiufig vorkommende Sonderfille der Gleichung (2) sind fol-
gende:
1. Wenn t,— 0, also die Zeit vom Bewegungsbeginn an gemessen
wird, so erhdlt man einfacher

w=u,+c-t.

Im Schaubild (s. Fig. 5) fillt dann B, mit O zusammen.

2. Ist dagegen wu,— 0, so bedeutet das, dafl der Bezugspunkt
der Bewegung in die Anfangslage 4, des Punktes gelegt wird;
es fallen dann im Schaubild B, und C, zusammen (s. Fig. 6).

<

Fig. 6. Fig. 1. Fig. 8.

3. Wird sowohl u,=—0 als auch t,;=—0 gewahlt, so nimmt (2)

die einfachste Form
u==c-1

an; die Schaulinie geht dann durch den Koordinafenanfang
(Fig. 7).

4. Falls ¢=0, wird w=u,, d. h. der Punkt bleibt in Rubhe.
Die Schaulinie (s. Fig. 8) ist dann eine zur X-Achse parallele
Gerade.
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Die Darstellung gleichformiger Bewegungen durch Schaulinien
wird sehr viel zur Veranschaulichung der Eisenbahnfahrpline ver-
wendet. Man ersieht aus den entsprechenden Schaulinien (s. Fig. 9)
die Fahrzeiten zwischen den einzelnen Bahnhofen, Haltestellen usf.,
die Aufenthaltszeit, die Kreuzung und Uberholung von Ziigen u. a.;
zugleich geben die Tangenten der Neigungswinkel der einzelnen
Geraden AufschluB iiber die Zuggeschwindigkeiten.

Ist die Schaulinie der Bewegung keine Gerade, sondern irgend-
eine krumme Linie, dann verlduft die Bewegung nicht gleichformig
und wird deshalb allgemein eine ungleichférmige genannt. Man
will damit ausdriicken, daf3 der Punkt von verschiedenen Stellen

[
»
b
P |
| |
[ i1
BB B,

Fig. 10.

seiner Bahn aus in derselben Zeit verschieden groBe Wegstrecken
durchlauft, mit anderen Worten, daB seine Schnelligkeit sich dndert.
Der Begriff der Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung 1iBt
sich unmittelbar nicht auf die ungleichférmige Bewegung iibertragen;
wohl aber kann dies durch eine entsprechende Erweiterung dieses
Begriffes mittels folgender Uberlegung geschehen. Es sei die Schau-
linie eine beliebige Kurve, so 1aBt sich diese in Teile zerlegen von
solcher Kleinheit, da man jeden dieser Teile CC”" (s. Fig. 10) als
eine gerade Strecke ansehen, bzw. mit geniigender Anniherung den
Bogen (' durch die Sehne CC ersetzen kann. Die Gerade O’
stellt eine gleichformige Bewegung von kleiner Zeitdauer dar; in-
dem wir also an Stelle der Kurve im Schaubild ein Sehnenvieleck
setzen, erhalten wir fiir die wirkliche Bewegung des Punktes eine
Aufeinanderfolge sehr vieler gleichférmiger Bewegungen. Diese An-
nidherung an die Wirklichkelt wird um so besser, je kleiner wir die
Zeitdauer der einzelnen Bewegungen wihlen. Ist wieder OB—z— u-t
und BB'=—=Adx=u-4t, so wird zufolge des vorhergehenden die
Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung, die der Sehne C'C’
entspricht,
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L.
[v]= ” tan e,

falls = / ("CD'. Dieser Niherungswert [v] der Geschwindigkeit
dndert sich mit «; fiir jede Sehne erbalten wir folglich eine andere
Geschwindigkeit [v]. Wéhlen wir nun A¢{==d¢, d. h. unendlich
klein, so geht [v] in die Geschwindigkeit v des Punktes 4 zur Zeit ¢

iiber, d. h. es ist
v=—1im [U]At:O-

Fiihren wir den Grenziibergang im Schaubild Fig. 10 aus, so er-
kennen wir, daBl die Sehne CC’ zur geometrischen Tangente C'T' der
Schaulinie im Punkte C' wird, und bezeichnen wir mit * den Winkel,
den CT mit der positiven X-Achse einschlieBt, so erhalten wir, weil
7=11im [a]dt:(),

(3) v—=" tanz.
v

Es andert sich sonach die Geschwindigkeit der Bewegung von Punkt
zu Punkt der Bahn und es zeigt die Gleichung (3), daB sie pro-
portional tanz ist. Je steiler die geometrische Tangente an die
Schaulinie, um so grofler ist an der betreffenden Stelle der Bahn
die Geschwindigkeit des Punktes.

Das Anderungsgesetz von v mit der Zeit 1iBt sich auch leicht
angeben. Bezeichnet Ay den Zuwachs ¢'D/, falls x um BB —Ax
wéchst, so ist

Ay
tan ¢ == P
d
Da aber lim {ﬂ] =% geschrieben wird, - also tanr:d—y ist,
Axlgi—0 dx dx
so hat man
_“dy
= v dzx

und unter Beriicksichtigung der Ansitze z=—=u-t, y=v-u,

du
(I1) V= PR

Der Differentialquotient fir v stellt die analytische Definition
der Geschwindigkeit der ungleichférmigen Bewegung dar. Er hat
die gleiche Form wie (2), nur bezogen auf eine Bewegung fiir eine
unendlich kleine Zeitdauer, denn du ist ja der Weg des Punktes in
der Zeit d¢. Zufolge (I) ergibt sich aus (II)

(ILa) v="{"(t),
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wodurch die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit -~von der Zeit be-
stimmt wird, falls unter f’(f) die abgeleitete Funktion von f(¢) nach
der Zeit verstanden wird.

Aus (II) geht hervor, daB v eine GroBe derselben Art ist wie c,
folglich auch die Einheit die gleiche, d. h.

—1
V=0 = lItI .

Ebenso wie ¢ legen wir auch v eine Richtung bei, und zwar die
des Weges du; es lafit sich sonach v als gerichtete GréBe nach
willkiirlichem MdBstab durch einen Vektor darstellen.

Das Gesetz (IIa) ermdglicht eine #hnliche Veranschaulichung
wie (I), und zwar durch das Geschwindigkeits-Zeit-Schaubild
oder Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm. Wir finden es, indem

wir als Abszissen einer Kurve der Zeit ¢,
y als Ordinaten der Geschwindigkeit » pro-
portionale Strecken in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem auftragen. Wir setzen dem-
gemiB OB=—x=—yu-f, BD=—y =2x-v; hierin
sind u und » willkiirlich. Die Punkte D
(s. Fig. 11) bilden dann die Schaulinie, deren
Verlauf das durch die Gleichung (Ila) gege-
58 [}oﬂo bene Gesetz zur Anschauung bringt. Dieses
Fig. 11 Schaubild hat eine bemerkenswerte HEigen-
schaft. Es sei BB —Adx ein sehr kleiner
Zuwachs der Abszisse x, so hat der Flichenstreifen BB ('C=AF
niherungsweise den Inbalt - Az, und zwar um so genauer, je
kleiner Az ist. Genau ist sonach

dF =y -dx

und der Inhalt F, der Fliche B,D D, B, gleich- der Summe dieser
Flachenstreifen, d. h.

=2 21
F, :de =|ydx

=% o
oder allgemeiner

F:fydx.

Da nun y==x-v und x==pu-t gesetzt wurde, so ergibt sich

¢ ¢
F:fx-v‘,u-dt-———x-,ufvdt
to o
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und unter Zuziehung von (II)
[2
F=u% uldu.

to

Das Integral stellt aber den Weg A, 4 des Punktes 4 in der Zeit
t —t, dar, denn es ist die Summe aller Wegelemente du; sonach
finden wir

F=s-pw=ux u(v—u)
und umgekehrt
F
xep
Kennt man sonach das Geschwindigkeits-Zeit-Schaubild einer Be-
wegung, so kann man mittels der Fliche #' den zuriickgelegten Weg
des bewegten Punktes finden.

Die einfachste Schaulinie in dem Ge-
schwindigkeitsschaubilde ist offenbar wie-
der die Gerade. Es ergibt sich dann das
in Fig. 12 dargestellte Schaubild, aus dem
sofort die Beziehung

(4) w=u—y,==

Y

tanﬂ:£ﬁ _—_ym_—y—o

DOE T—x,

folgt, falls f den Neigungswinkel der
Geraden g¢ gegen die X-Achse bezeichnet. Mit 2 — Mty Yy=x-v
erhilt man hieraus
V—v,=b(t —1t,),
worin zur Abkiirzung

22
£ tan B—0b
. an f3

gesetzt wurde. Da v — v, die Zunahme der Geschwindigkeit wihrend
der Zeit t—¢, bedeutet, so erkennt man, weil & eine Konstante
ist, daBl bei dieser Art von Bewegung die Geschwindigkeit in gleichen
Zeiten um gleichviel zu- oder abnimmt; man nennt deshalb diese
Bewegung eine gleichmiBig veranderte. Fir sie ist die Ge-
schwindigkeit eine lineare Funktion der Zeit, d. i

() v=10,+b(t— 1),
in der v, die sog. Anfangsgeschwindigkeit der Bewegung, also
die Geschwindigkeit zur Zeit ¢, bezeichnet. Die GriBe
_r—o
t—t,

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. I 2. Auil.

/]
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hat hierin eine wesentliche Bedeutung, denn sie ist ein MaB fiir die
Anderung der Schnelligkeit der Bewegung; man nennt sie die Be-
schleunigung der gleichméBig verinderten Bewegung. Nimmt
z. B. die Geschwindigkeit in t —#,—11,4s um v— v,—28,5 ms™*
zu, so wird

_ 285 ms! ms—! o

=25 = 2,5 ms™2;
11,4 s ’ ’ ’

es bedeutet folglich b das Verhdltnis der Geschwindigkeitsinderung
in der Sekunde zur Sekunde. Im allgemeinen hat man, da » —y,
—a-v, und {—it,=r7-¢, (hierin & und t reine Zahlen),

<

-
=g ==l
Tl 1

also, wie behauptet, fiir b das Verhiltnis der Anderung der Ge-
schwindigkeit in der Zeiteinheit zur Zeiteinheit. Die Einheit dieser
GroBe wird, weil b=={-b,,

by=1;1%;

sie ist sonach eine abgeleitete Einheit, und zwar von der 1. Dimen-
sion in Léngen- und der 2. Dimension in Zeiteinheiten. Im vor-
erwidhnten Beispiel wire, weil /, =1 m, {,=1 8, die Beschleunigungs-
einheit b,==1ms™?. Wir legen der Beschleunigung auch eine Rich-
tung bei und zwar die des Geschwindigkeitszuwachses, und stellen
sie als gerichtete GroBe durch einen Vektor dar, dessen MaBstab
willkiirlich ist.
Wenn f negatives Vorzeichen hat, wie in Fig. 13, so ist v —u,
negativ, weil v;>>v. Bei der Bewegung, die das Schaubild dar-
stellt, wiirde sonach die Geschwindig-
y keit mit wachsender Zeit abnehmen,
was auch- aus der in gleicher Weise
£ m ‘ wie vorher sich ergebenden Beziehung

T o,
/i/i/a (5a) v=v,—b(t—t,)
g~ {25 hervorgeht; die Bewegung wire sonach

eine verzogerte. Doch ist es nicht notig,
die beiden Fille des positiven und ne-

I
| |
c c, gativen f§ zu trennen, falls man nur b,
Fig. 18.

entsprechend der Beziehung b= g -tanp,

ein Vorzeichen beilegt, und zwar in gleicher Weise wie den Ge-
schwindigkeiten. Haben die Geschwindigkeit und. die Beschleunigung
gleiches Vorzeichen, bzw. die entsprechenden Vektoren gleiche Rich-
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tung (s. Fig. 14), so nimmt die Geschwindigkeit zu und die ent-
sprechende Bewegung heifit dann gleichmé&fiig beschleunigt; im
anderen Falle, den Fig. 15 darstellt, nennt man sie gleichmiBig
verzogert.

Das Gesetz (I), nach dem sich bei der gleich- 2 @
miBig verdnderten Bewegung der Abstand u mit o v
der Zeit #ndert, findet sich mittels der Be- '
ziehung (4) leicht aus Fig. 12, denn hier ist die )

Fliche ¥ das Paralleltrapez B,D,D B, dessen 4 >
Inhalt bekanntlich zu
b
F:(x——*co)yoﬁ;tiy “ v
01 0

efunden wird; aus z == w-#, y = ».v folgt sonach
& ; poty g Fig. 14. Fig. 15.

pot
F:”'Z'”'U”'to) (v )
und nach (4)
—_— F —_ 17
u'_“o“‘mh'z’\t_toxvo‘{‘”)'
Unter Benutzung des Ausdruckes (5) fiir v erhélt man schlieBlich

(6) w=uy v, (f— ) -+ 30 (t—,)";
es ist folglich bei der gleichméBig verinderten Bewegung f(¢) eine
ganze quadratische Funktion der Zeit.

Eliminiert man aus (5) und (6) die Zeit (t—¢,), so findet
man v als Funktion des Ortes, und zwar zu

() vV T 2h ().
Das Vorzeichen von v wird durch das von v, bestimmt bis zu der
Stelle, wo v durch Null geht, was nur bei negativem &, d. h. bei
verzogerter Bewegung vorkommt; von da ab ist das andere Vor-
zeichen zu nehmen.

Umgekehrt stellt jede ganze quadratische Funktion der Zeit
fur », d.1i.

uw=A4-+4+ Bt-}C

in der 4, B und C Konstanten sind, eine gleichmaBfig verinderte
Bewegung dar, fiir die sich

wy=—= A Bty 08, v,—=B-20t,, b—2C
ergibt, wie ein Vergleich mit (6) zeigt.

Beispiel: Fiir den lotrechten Wurf im luftleeren Raum laBt sich die
Beschleunigung ¢ schwerer Korper bei kleineren Wurfhohen als konstant an-
2*
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sehen, demnach die Bewegung als eine gleichmiBig verdnderte. Legen wir

den Bezugspunkt O der Bewegung in die Anfangslage 4, (s. Fig. 16) und die
positive Seite der Bahngeraden nach aufwirts, so haben wir bei dem

Am  lotrechten Wurf nach aufwirts b=-—g, »,=0 und v, nach auf-
warts gerichtet, also positiv einzufiihren. Hiernach werden die Glei-
chungen (5), (6) und (7)

Z V=1, — gt —1t,)
u="0, (¢ —t)) — g (E—¢)

g o

u v:i\/vo2—29u.

Rechnen wir noch die Zeit vom Beginn der Bewegung in 4,

O\J’ 4 an, setzen also ¢, =20, so wird einfacher
a
Fig. 16. v="0,—g¢; u=1tyt—} gt
Wie hieraus ersichtlich, ist die Bewegung gleichméBig verzdgert; hierbei
erreicht der Punkt die hochste Stelle A4, seiner Bahn zur Zeit T:%" , weil
2
fiir diese v =0 wird. Die Wurfhthe H erhilt man zu v, T —1g T":;"g , wie

auch aus dem zweiten Ausdruck fiir v=/v,? — 2 ¢ H =0 unmittelbar hervor-
geht. Von dieser Stelle A,, aus findet die Bewegung nach abwirts gleich-
miBig beschleunigt statt; man nennt diese den freien Fall schwerer Korper

im luftleeren Raume.
Waihlt man im letzteren Falle die Richtung der positiven Seite der Bahn-

geraden nach abwirts, so erhdlt man mit u,=0, {,=0, v, = 0 ganz einfach
v:g't) u:’%’gtg)

da fiir b dann g zu setzen ist.

Ist die Schaulinie im Geschwindigkeits-Zeit-Schaubild keine Ge-
rade, sondern eine krumme Linie, so mufl die entsprechende Be-
wegung als ungleichmiBig veréindert bezeichnet werden. Es ist

dann die Beschleunigung & keine
1y Konstante mehr, sondern sie dndert

sich mit der Zeit, bez. dem Orte,
wie die folgende Uberlegung lehrt.

Es sei in der Schaulinie Fig. 17

BB = Az ein sehr kleiner Zu-

wachs von O B=g, der der Zeit-

. 4 -
o anderung 4 t:-jui entspreche, und
Fig. 17.  zwar so klein, daB wir den ent-
sprechenden Teil DD’ der Schau-

linie als Gerade ansehen, also niherungsweise den Bogen DD
durch die Sehne DD’ ersetzen konnen. Fassen wir letztere als
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Schaulinie einer gleichmifig verinderten Bewegung auf, so ergibt
sich fiir diese als Beschleunigung néherungsweise, wie vorher

[6] == tang,

falls = /D' D E' ist. Da sich 8 mit der Lage der Punkte D auf
der Schaulinie &ndert, so erhalten diese nidherungsweisen Beschleuni-
gungen [b] verschiedene, der tanf proportionale Werte. Nehmen
wir nun Az, bez. At verschwindend klein, so geht die Sekante D I’
in die Tangente DT der Schaulinie im Punkte D iiber, der Winkel
folglich in den Winkel 7, den D7 mit der positiven X-Achse ein-
schlieBt. Sonach finden wir als Ausdruck fiir den genauen Wert b
der Beschleunigung der ungleichmiBig verdnderten Bewegung zur
Zeit ¢

b=—1im [b]At:ozg-tanr.

Da nun bekanntlich tant—iig . ﬂ, so erhalten wir
dx nodt
_dv
111
(D) —dt

Dieser Ausdruck ist die analytische Definition der Beschleuni-
gung der ungleichférmigen Bewegung; er hat dieselbe Form,
wie bei der gleichmiBlig verinderten Bewegung, denn er ist das
Verhiltnis der Geschwindigkeitszunahme dv zur Zeit d¢, in der die
Zunahme stattfindet. Als Maf oder Einheit der Beschleunigung be-
kommen wir hier dasselbe b;=1;¢7" wie vorher, wihrend die Rich-
tung von b durch das Vorzeichen der Geschwindigkeitsinderung dv
bestimmt wird. Haben sonach » und v das gleiche Vorzeichen, so
ist die Bewegung an der betreffenden Stelle der Bahn eine be-
schleunigte, im anderen Falle eine verzogerte.

Das Gesetz, nach dem sich b mit der Zeit &ndert, ergibt sich
aus (ITa) zu

(III a) b— f” (t)
'4
worin f” (t) die zweite Abteilung von f (t) nach
der Zeit bezeichnet. 0
Beispiel: Die Schaulinie sei eine Parabel 0,
22 X 0
(s. Fig. 18) von der Gleichung y = —— g’ in der ¢ den 5 &
Parameter bezeichnet. Dann ist, weil z = u.¢,
Y==x v, Fig. 18.
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—

V= Sqn ¢
das Gesetz, nach dem sich v mit der Zeit éndert. Die Beschleunigung dieser
Bewegung wird nach (Illa)

b=". s

qx

also proportional der Zeit. Mittels (4) endlich findet sich, weil die Fliche
By Dy D B= F==1}(xy — ;%) ,

w:u—u0:¥(vt~voto),

a

und somit, weil v=_" AN
2qx

o px
urf(t):uo+g?l-t3—~3—v0to.
Das Wege-Zeit-Schaubild wiirde hiernach eine kubische Parabel sein.

Eliminiert man die Zeit ¢ aus den Gleichungen (I) und (IIa),
so erhdlt man eine Gleichung zwischen v und u, die das Gesetz
zum Ausdruck bringt, nach dem sich die Geschwindigkeit mit dem

Orte dndert. Auch dieses 148t sich durch
y  eine Schaulinie darstellen, die sehr viel

Verwendung findet und die in folgen-

der Weise erhalten wird. Man tragt als

Abszissen der Schaulinie den u propor-

tionale Strecken x==w»-u, als Ordinaten

y=x-v auf; der geometrische Ort der

4o 50 bestimmten Punkte E (s. Fig. 19) ist

die gesuchte Schaulinie, die zusammen

Fig. 19. mit den Koordinatenachsen das Ge-

schwindigkeits-Wege-Schaubild ge-

nannt wird. Dieses Schaubild besitzt die wertvolle Eigenschaft, da

die Subnormale der Schaulinie die Beschleunigung der Bewegung

in Vektorform darstellt, wie auf nachstehendem Wege erkannt wird.
Es ist

(II1b) b=

v dv du_ do
dt ~ du dt U du’

wenn nun durch die Elimination von ¢ aus (I) und (Ifa) v= (u)
gefunden wurde, so erhélt man nach (IIIb) auch & abhingig von .

Die Einfiihrung von % == z , U= ¥ ergibt
v % =

oAy vy dy
L P R ria
(IlTc) —~2.0W,
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da aus dem Dreieck CEN sich CN =FC tane findet. Ks ist so-

nach, wie behauptet, die Beschleunigung b der Subnormalen C N der
Schaulinie proportional.

Beispiele:
1. Bei der gleichm#Big verinderten Bewegung ist nach (7)
v =1 1,2 -+ 2b (v — u,),
das Geschwindigkeits -Wege - Schaubild sonach eine Parabel (s. Fig. 20). Diese

hat bekanntlich die Eigenschaft, daB ihre Subnormale CN auf der Hauptachse
konstant ist, wie erforderlich, da die Beschleunigung b dieser Bewegung sich
nicht #ndert.

2. Ist die Schaulinie in dem vorliegenden Schaubild eine Gerade g von
der Gleichung y = k-, so entspricht dieser das Anderungsgesetz

L .
v:L-k-u:wu,

%

und es wird

b=v dv =a’u

=v =

in Ubereinstimmung mit der geometrischen Bestimmung von b aus der Schau-
- . S tan y\2
linie Fig. 21, welche b =— l{, -CN= 1, y-tany :-V;-tan‘*;ux: <v__ap,> X

= = e 4

Fig. 20.

liefert. Der Ausdruck fiir & zeigt, daB fiir w—=wu,=0 auch b=0 werden
miite, also, da auch v, =0 wird, in dieser Stelle der Punkt 4, in Ruhe
bleibt, falls er es war. Dieses Beispiel ist von geschichtlichem Interesse, da
Galilei, von dem philosophischen Grundsatze ausgehend, daf ,die Natur in
ihrem Wirken am einfachsten sei®, von dem freien Fall schwerer Korper an-
nahm, daf die Geschwindigkeit proportional dem Fallraum ist, also die' Be-
ziehung v==q.u fiir ihn gelte. Erst spiter, nachdem ihn messende Versuche
von der Unrichtigkeit dieser Annahme iiberzeugt hatten, kam er auf die an-
dere Annahme, daB die Geschwindigkeit sich der Zeit proportional &ndere, also
v=—g-t sel

3. Die durch die Bezeichnung w =4 cos (k¢) dargestellte Bewegung ist
eine periodische, da u fiir alle Werte von £, die der Vermehrung von k¢ um
ein ganzes Vielfache von 2 sich zuordnen, nach GréBe und Vorzeichen das-
selbe ist. Die Konstante 4 ist gleich u,, falls ,=—0 gesetzt wird, was ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit zulissig ist. Wie die Beziehung u = u, cos (kf)
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zeigt, besteht die Bewegung in einer sog. harmonischen Schwingung um den
Bezugspunkt O (u=0) zwischen den Grenzen - u, und — u,; die Dauer de,;r
einfachen Schwingung ist T:%, es kehrt folglich 4 mnach 27 Sekunden
wieder in die Ausgangslage zuriick. Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir
nach (Ila)
v == — ku,-sin (kz),

also ebenfalls eine periodische Funktion. Die Elimination der Zeit ¢ aus den
Ausdriicken fiir « und v liefert die Gleichung

"\ 2
o (e
die mit x =v.u, y==x-v in die Gestalt
z\2 ( Y >2_
(a:o> + kxxy) !
iibergeht. Die Schaulinie wird folglich durch eine

Ellipse (s. Fig. 22) dargestellt, deren Halbachsen z,
ok %

und sind. Da die MaBstibe fir z und y,

bez. die Konstanten » und x willkiirlich gewdhit
werden diirfen, so 1iBt sich iiber letztere so ver-

Fig. 22.

fiigen, daf} lcv-n: 1 wird; dann geht die Ellipse in
einen Kreis vom Radius z, iiber. Die Beschleunigung der Bewegung wird
nach (IIIc) hier

b=——2-CN,

k4

weil der b darstellende Vektor nach O, d. i. nach der negativen X-Achse hin
gerichtet ist. Da 0C=2=NC, so wird
b:—-—%-x:—kg-u,
22

und dieser Wert ergibt sich auch aus (1Ila), bez. (III) unmittelbar durch
Differentiation. Es ist sonach b immer nach dem Bezugspunkt O als dem
Mittelpunkt der Schwingung hin gerichtet und proportional der Entfernung «
des Punktes 4 von 0. —

Es liegt nahe, die angestellten Betrachtungen weiterzufiihren,
also zu- untersuchen, wie sich die Beschleunigung mit der Zeit indert,
wobei wir zu den sogenannten Beschleunigungen héherer Ordnung
gelangen wiirden. Hierzu hat man aber um so weniger Veranlassung,
als sich die Beschleunigungen der wirklichen beobachtbaren Be-
wegungen, wie die Erfahrung lehrt, nur mit dem Orte, nicht aber
mit der Zeit dndern.
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Drittes Kapitel.

Die krummlinige Bewegung eines Punktes.

Die Begriffe und Sitze, welche im vorigen Kapitel fiir die gerad-
linige Bewegung eines Punktes aufgestellt wurden, lassen sich zum
groBiten Teile auch auf die krummlinigen Bewegungen iibertragen.
Es ist hierzu nur nétig, auf der Bahnkurve einen Bezugspunkt O zu
wihlen und die Lage des bewegten Punktes A auf der Kurve durch

die Linge des Bogens OA in bestimmter Richtung aufgetragen fest-
zustellen. Setzen wir

OA=—wu,
so bestimmt die Gleichung (I) auch hier die Bewegung véllig, falls
wieder f(f) eine eindeutige Funktion der Zeit ist. Bezeichnet ¢, die
Anfangszeit und u, die Entfernung der Anfangslage 4, von O, so er-
hilt man als Weg des Punktes in der Zeit t —{,

w=u—uy=f(t) — ft) »

vorausgesetzt. daB in dieser Zeit sich der Punkt nur nach einer Seite
hin bewegt, also keine Umkehr der Bewegung auf der Kurve statt

“, et 7

@)
Fig. 23.

hat. Beachten wir weiter, daB das Bahnelement 4 A’=du zugleich
ein Element der Bahntangente AT (s. Fig. 23) ist, so ldBt sich der
Begriff der Geschwindigkeit des Punktes 4, wie ihn die Gleichung (II)

festsetzt, ndmlich
du

7

ohne weiteres auf die krummlinige Bewegung iibertragen, weil v als
Geschwindigkeit einer unendlich kleinen geradlinigen Bewegung auf-
gefabt werden darf, deren Richtung mit der der Bahntangente iiber-
eingtimmt, Mit der Beschleunigung dagegen ist das nicht der Fall,
denn die Geschwindigkeiten in zwei unendlich benachbarten Punkten
der Bahn unterscheiden sich im allgemeinen nicht nur der GroBe,
sondern auch der Richtung.nach, und dieser Unterschied ist von
wesentlichem Einfluf auf GréBe und Richtung der Beschleunigung,
wie weiterhin gezeigt werden soll.

Uberdies hat die Benutzung der Gleichung (I) zur Darstellung
der Bewegung zur Voraussetzung, dal die Bahnkurve bereits bekannt,
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bzw. gegeben ist, wie z. B. bei der Bewegung eines Punktes auf
einer gegebenen starren Kurve. Wenn das dagegen nicht zutrifft, so
mull die Lage des Punktes gegen den Bezugskérper durch Koordi-
naten, die von der Zeit in bekannter Weise abhingen, bestimmt
werden, falls die Bewegung des Punktes bekannt sein soll.

Die Verwendung der Punktkoordinaten zu diesem Zweck steht
in engstem Zusammenhang mit der Zuriickfithrung der krummlinigen
Bewegungen auf geradlinige, und diese hat den Vorteil, da8 sich die
Sitze und Begriffe fiir letztere, soweit sie im vorigen Kapitel ge-
. wonnen wurden, fiir die krummlinige

Bewegung erweitern und verwerten
lassen. Hierbei wollen wir zwecks Ver-
einfachung der Untersuchungen zwischen
ebenen und rdumlich gekrimmten
Bahnkurven unterscheiden und uns
zuniéichst den ersteren zuwenden.

Es sei a (s. Fig. 24) eine ebene
Bahnkurve beliebiger Art, 4, die An-
fangslage und 4 die Lage des Punktes
zur Zeit £, Wir nehmen in der Ebene

der Bahn irgend zwei Geraden g, und g, an, die sich unter dem
Winkel « im Punkte O schneiden mogen. Legen wir durch A
eine Parallele zu g,, so schneidet diese g, in einem Punkte A,
dessen Lage sich in ganz bestimmter Weise mit der Zeit ¢ &ndert,
falls A seine Bahn nach gegebenem Gesetz durchliuft. Es wird
sonach OA,—wu, eine ganz bestimmte eindeutige Funktion f(t)
sein, dementsprechend 4, eine ganz bestimmte Bewegung auf der
Geraden g, vollziehen. Diese Bewegung werde die projizierte oder
auch Seitenbewegung des Punktes A auf der Geraden g, ge-
nannt. In der gleichen Weise erhalten wir durch das Ziehen einer
Parallelen zu g, durch 4 einen Punkt 4, auf g,, der die projizierte
oder Seitenbewegung von A auf g, beschreibt. Man nennt 04,44,
das Parallelogramm der Bewegungen und die Ermittlung der
Seitenbewegungen durch diese die Zerlegung einer Bewegung in
projizierte oder Seitenbewegungen nach gegebenen Richtungen, bzw.
nach zwei Geraden. Die Strecken 0A4,—u, und OA,=u, haben
die Bedeutung von schiefwinkligen Punktkoordinaten, durch die die
Lage von 4 bestimmt wird.

Beispiel: Ein Punkt 4 bewege sich gleichfsrmig auf einem Kreise vom
Radius 7, in dessen Mittelpunkt O sich die beiden Geraden g, und g, recht-
winklig schneiden mégen; die Gerade g, werde durch die Anfangslage 4, ge-
legt. Bezeichnet ¢ den Winkel 4,04, so erhilt man sofort (s. Fig. 25)

62;0/1-008(]7:7‘0087); O04,—rsing.
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Wegen der Gleichférmigkeit der Bewegung von 4 auf dem Kreise ist anderer-
seits zufolge (1a)

TN
AyA=r-¢=c-t,

da u,=0 ist und falls ¢, =0 gesetzt wird; hierin bezeichnet ¢ die Geschwin-
digkeit von 4 auf seiner Kreisbahn. Sonach ergeben sich fiir die beiden Seiten-
bewegungen auf g, bzw. g, die Gleichungen

0_Al=u1:rcos(;-t>, O—Agzuzzrsin(—;~t>.

Beide Bewegungen sind harmonische Schwingungen der gleichen Art, wie
in dem Beispiel 3 auf S. 23.

Fig. 25.

Auch die Geschwindigkeiten der Seitenbewegungen ergeben sich

durch das gleiche Verfahren der Zerlegung. Ist AA —du der Weg
des Punktes 4 in der Zeit df, so legen A, und A, (s. Fig. 26) in
derselben Zeit die Wege A, 4/= du,, A4, A, =du, zuriick, die er-
halten werden unter Benutzung des Parallelogrammes der Bewegungen
fur die Punkte 4 und .4’. _Da aber ATAT’: Aﬁ? und 21,,—A-Z= A Ez',
80 finden sich du, .und du, als Seiten des unendlich kleinen Parallelo-
grammes AB,' A’ B', der Wege, dessen Diagonale A4’ mit g, bzw.
g, die bekannten Winkel ¢, bzw. ¢, einschlieBt, nach dem Sinussatz zu

~— Sine, sine,

sing  sine

und )
duy,—AB] —A4 224 __S0% 4
2 2 sine sine
. ooy . d
Die gesuchten Geschwindigkeiten der Seitenbewegungen v, — 7‘%-‘— und

v, -——%;;" ergeben sich folglich, weil %—? = v die Geschwindigkeit des

Punktes 4 auf seiner Bahn a ist, zu

_ sine,

(8) v, =1 =

sine,
sine’ 2 sing
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Diese beiden Ausdriicke lassen aber sofort erkennen, dafl, wenn man
sich die drei Geschwindigkeiten v, v, und v, durch Vektoren dar-
gestellt denkt, letztere als Seiten eines Parallelogramms erhalten
werden, dessen Diagonale v ist (s. Fig. 26). Dieses Parallelogramm
ist dem der Wege #hnlich und &hnlich gelegen und wird das
Parallelogramm der Geschwindigkeiten genannt, wihrend
dessen beide Seiten v, und v, die Seitengeschwindigkeiten oder
Komponenten von v heilen. Endlich nennt man das Verfahren
der Ermittlung von v, und v, mittels des Parallelogrammes der
Geschwindigkeiten die Zerlegung einer Geschwindigkeit in
Seitengeschwindigkeiten oder Komponenten nach gegebe-
nen Richtungen. FaBt man die Ermittlung der Seitenbewegungen
als schiefwinklige Projektionen von 4 auf die Geraden g, und g,
auf, so lassen sich die Endpunkte der die Seitengeschwindigkeiten
darstellenden Vektoren durch schiefwinklige Projektion des End-
punktes des Vektors v erhalten.

Beispiel: Wendet man dieses Verfahren auf das Beispiel der gleich-

formigen Bewegung eines Punktes auf einem Kreise an (s. S. 26), so findet
man, da hier v=c, «=909, ¢, =90°— ¢, «, =9,

. . {c¢ c
v, = —C8ln @ == — C&In (7-t>, vz—;ccosgp:ccos(7~t>.

Die gleichen Ausdriicke erhidlt man unmittelbar durch Differentiation der
Formeln fiir #, und u, nach ¢.

Sind umgekehrt die beiden Seitenbewegungen einer krummlinigen
Bewegung bekannt, so laBt sich letztere leicht finden. Denn da in
diesem Falle u, und u, als eindeutige Funktionen der Zeit ¢ gegeben
sein miissen, so erhilt man -fiir jeden Wert von ¢t die Lagen der
Punkte A, auf g, und A4, auf g, und durch das Parallelogramm
der Bewegungen die zugehorige Lage von 4 und damit zugleich
die Bahn dieses Punktes. Dieses Verfahren zur Ermittlung der Be-
wegung von A heifit die Zusammensetzung zweier projizier-
ter oder Seitenbewegungen und die erhaltene Bewegung die
resultierende Bewegung. Die Gleichung der Bahn in den schief-
winkligen Koordinaten », und u, erhilt-man sofort durch Elimi-
nation der Zeit ¢ aus den beiden Gleichungen u, = £, (¢) und u, ==f, (¢),
denn in beiden Ausdriicken hat ¢ stets den gleichen Wert.

Beispiel: Die Seitenbewegung auf der horizontalen X-Achse eines ebe-
nen rechtwinkligen Koordinatensystems sei gleichférmig, und zwar durch die
Gleichung x—=c¢-f gegeben, worin 04 =wu, =2 und ¢ die Geschwindigkeit
dieser Bewegung bezeichnet (s. Fig. 27). Die Seitenbewegung auf der Vertikalen
Y-Achse sei dagegen gleichm#Big beschleunigbund durch die Gleichung y=1g-¢2
bestimmt, in der O4,=u, =y und g die Beschleunigung der Bewegung be-
zeichnet. Da fiir £ =, =0 sowohl z als y Null werden, so fillt die Anfangs-
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lage A, mit dem Koordinatenanfang zusammen. Das Parallelogramm der Be-
wegungen geht hier in das Rechteck 04,44, iiber, da «=90° ist. Die Zu-
sammensetzung beider Bewegungen ergibt als resultierende Bewegung eine un-
gleichfdrmige krummlinige Bewegung, deren
Bahn die Gleichung

—1 ﬁ)zzi.e
y 2g<c 2e2

hat; die Bahn ist sonach eine Parabel, welche
die X-Achse in O beriihrt.

Die GroBe und Richtung der Ge-
schwindigkeit der resultiorenden Be-
wegung 1aft sich in einfacher Weise
aus den Geschwindigkeiten der Seiten-
bewegungen ableiten. Letztere findet

man mittels der Ausdriicke fiir », und Fig. 27.
u, U

du , du,
(8a) vl:_dlefl ®), vz’:*d?:fel(t);

in den Gleichungen (8) sind folglich », und v, und auBerdem « als be-
kannt anzusehen. Beriicksichtigt man, dal} sich aus den Gleichungen (8)
durch Elimination von v die Beziehung

v, sine, == v,8ine,
ergibt, und fiir ¢, und ¢, die weitere Beziehun
’ 1 2

o e, =c
besteht, so folgt zunichst

v, 8ine, == v,8in (0 — o)) =, (sinecose, — cosasine,)

und hieraus
v, sine

(9 a;) tanc{:l :W 3

in gleicher Weise findet man

b tane, = ———-——.
) Aty v, COS &t |- v,

Mittels dieser beiden Ausdriicke erhilt man weiter
3 2 1 2
sine 0?0, 20, ,c08¢
sine, sine, v, v, 8ine

cot e, - cobe, =

und mit Zuziehung der Gleichungen (8)
(10) o=V -+ 0,24 20, v,cos¢.

Die Wurzel ist hierin ohné Vorzeichen zu nehmen; die Richtung
von v wird durch die Gleichungen (9a) und (9b) eindeutig bestimmt.
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Dieselben Werte fiir », «, und «, erhidlt man aber auch aus dem
Parallelogramm der Geschwindigkeiten (s. Fig. 28), falls man v, und
v, nach beliebigem MaBstab durch Vektoren darstellt. Die hierauf
beruhende Ermittlung des Vektors y nennt man die Zusammen-
setzung zweier Seitengeschwindigkeiten oder Komponenten,
und p heiBlt die resultierende Geschwindigkeit von p, und p,.
Diese Zusammensetzung von p, und v, mittels
des Parallelogrammes der Geschwindigkeiten
deckt sich vollig mit der geometrischen
Addition zweier Strecken oder Vektoren;
wir koénnen daher viel kiirzer

(11) b=”1+”2

schreiben, indem wir beachten, daf das Drei-
eck, das entsteht, wenn man im Endpunkt
des Vektors p, den Anfangspunkt von v, legt, und den Endpunkt
von p, mit dem Anfangspunkt von v, durch eine Gerade verbindet,
die Hilfte des Parallelogrammes der Geschwindigkeiten ist.

Wichtige Sonderfille sind

1. ¢=0. Dam wird ¢, —=«,=0 und v=9v, 4-v,, d. h. gleich der
algebraischen Summe der beiden Seitengeschwindigkeiten.

Fig. 28.

Vo

2. «=90° Dann erhilt man einfacher v =V, »,% und sine, — -2,
. v, v
sin e, = cos ¢, == —.
v
3. «=180°. In diesem Falle bezeichne v, die groBere der beiden
Seitengeschwindigkeiten, so daf », >>wv,. Dann hat man, weil
v==v, — v, und gleich gerichtet mit v, ist, ¢, ==0; «,=180°.

Beispiel: In dem Beispiel auf S.28 ist v,=c¢, v‘l:%_——_g-t und
«==90% man erhilt daher v =1/ g% £, tan 0‘1:%:%'“ es dndern sich
folglich GroBe und Richtung von v mit der Zeit. '

Wenden wir uns nunmehr den
rdumlich gekrimmten Bahnkurven
zu, so moge zunichst eine Zerlegung
der rdumlichen Bewegung eines Punktes
‘in die projizierte Bewegung auf einer
beliebigen Ebene wund auf einer die
Ebene schneidenden Geraden behandelt
werden. Es sei (s. Fig. 29) £ die Ebene,
welche von der Geraden g in O ge-
schnitten werden mag. Ziehen wir durch
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alle Lagen des bewegten Punktes A auf seiner Bahn a die Parallelen
zu g, so schneiden diese die Ebene in Punkten F, welche in E eine
eindeutig bestimmte, von A abhingige Bewegung vollziehen, deren
Bahn eine ebene Kurve 7 ist. Legen wir ferner durch A eine zu E
parallele Ebene, oder was auf dasselbe hinauskommt, ziehen wir
AG!|OF, so vollzieht der Schnittpunkt G auf g eine projizierte oder
Seitenbewegung der bisher behandelten
Art. Von dieser Projektion der rdumlichen
Bewegung auf eine Ebene wird hiufig mit
Vorteil Gebrauch gemacht, insbesondere
bei der Anwendung von Zylinderkoordi-
naten zur Darstellung der Bewegung eines
Punktes. ‘

Wir benutzen hier zunéchst den Um-
stand, daB sich die Bewegung des Punktes
F in F wie vorher in zwei geradlinige
Seitenbewegungen zerlegen laflt. Legen
wir durch O zwei beliebige Geraden g,
und g, in E und bezeichnen die Gerade g
jetzt mit g, (s. Fig. 30), den Punkt F
mit A,,, so erhalten wir durch die an-
gedeutete Zerlegung drei Seitenbewegungen des Punktes 4 auf den
drei Geraden g,, g, und g,. Bezeichnen wir ferner die Ebenen je
zweier dieser Geraden mit &,,, E,;, B,, und legen durch 4 die drei
parallelen Ebenen zu diesen, so schneiden sich die sechs Ebenen in
den Kanten eines Parallelepipedes 04,4,,4,4,;4,4,,4, dessen
Eckpunkte 4,, A4, und 4, die projizierten Bewegungen des Punktes 4
auf den drei Geraden g,, g, und g, ausfithren; dieses Parallel-

epiped heiBt das der Bewegungen. Die Strecken (—)—A—lzul,

0 A; —u,, OCA; =u, konnen als schiefwinklige Koordinaten des
Punktes A aufgefalit werden; sie sind eindeutige Funktionen der Zeit,

Sind umgekehrt die drei Seitenbewegungen von 4 auf den drei
Geraden bekannt, also %, =", (t), u,="1,(t), u;="{,() gegeben, so
148t sich die Lage von A4 als dem O gegeniiberliegenden Eckpunkt
des Parallelepipedes der Bewegungen ohne weiteres ermitteln, und
zwar fir jeden Wert der Zeit {. Man nennt dieses Verfahren der
Ermittlung der Bewegung von 4 die Zusammensetzung dreier
Seitenbewegungen durch das Parallelepiped der Bewegungen; dio
so erhaltene Bewegung von A heifit wieder die resultierende Be-
wegung.

Ist A’ (s. Fig. 31, 8. 32) die Lage des Punktes 4 zur Zeit t{-d¢ und
AA’=—du die Linge des Weges in der Zeit d¢, so &ndern sich auch
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Uy, %,, 4 entsprechend um die Weglingen du,, du,, du,. Letztere
erhilt man durch das Parallelepiped der Bewegungen fiir den Punkt 4’
und man erkennt wie in der Ebene leicht, daf du,, du,, du, gleich
den Kanten eines unendlich kleinen Parallelepipedes sind, dessen
Diagonale die Wegstrecke A A’=du des Punktes 4 in der Zeit d¢
ist; dieses Parallelepiped wird
das der Wege genannt. Beachtet
man, daB die Geschwindigkeit des

Punktes Av:% ist, ferner die

Geschwindigkeiten der Seitenbewe-
du, du,

Ty, =2" und
a2 @ ™

gungen v, =

Fig. 31, 1)3:—;{3— werden, so ersieht man

sofort, daB die drei Vektoren,
welche die Geschwindigkeiten »,, w,, v, nach GroBe und Rich-
tung darstellen, den Kanten eines Parallelepidedes entsprechen,
dessen Diagonale der v entsprechende Vektor ist. Dieses Parallel-
epiped, das dem der Wege dhnlich und #hnlich gelegen ist, heif3t
das Parallelepiped der Geschwindigkeiten. Durch dieses wird
einerseits die Zerlegung von » in Komponenten oder Seiten-
geschwindigkeiten nach gegebenen Richtungen bewirkt,
andererseits die Zusammensetzung der Seitengeschwindig-
keiten zu einer resultierenden Geschwindigkeit. Letztere
1aBt sich unter Verwendung der Vektoren durch geometrische Ad-
dition ausfiihren, also in der Form

(12) b=, 4 b, |y
schreiben.
Viertes Kapitel

Die Beschleunigung der krummlinigen Bewegung.

Bezeichnen » und ¢ die Geschwindigkeiten der krummlinigen
Bewegung eines Punktes A4 in zwei aufeinander folgenden Lagen A4
und 4 (s. Fig. 32), so unterscheiden sie

,/E sich im allgemeinen nach GréBe und Rich-

// " “U, o tung. Der Grofienunterschied o — v werde

a, A4 T mit Av bezeichnet, also o —v=4v ge-
Fig. 82. setzt. Der Richtungsunterschied 47 ist der

gleiche wie der der Bahntangenten A7 und
A'T’, also der Schmiegungswinkel der Kurve in 4. GroBen- und
Richtungsunterschied der beiden Geschwindigkeiten wird gegeben
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durch den geometrischen Unterschied der beiden Vektoren v und v/,
den man findet, wenn man diese von einem beliebigen Punkte @ aus
antrigt (s. Fig. 33). Die Strecke Av, die
man zufiigen bzw. zu v geometrisch ad-
dieren mufl, um v zu erhalten, ist die
dritte Seite des Dreieckes, dessen beide
andere Seiten p und v’ sind. Wir erhalten
folglich v durch Zusammensetzung von Fig. 33.

v und Adp als Diagonale des Parallelo-

grammes der Geschwindigkeiten oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, durch die Beziehung, welche die geometrische Addition
der Strecken ausdriickt,

v =p-+ 4.

Die Zusatzgeschwindigkeit Ap wurde bisher vielfach Elementar-
beschleunigung genannt; besser ist es, sie den Geschwindig-
keitszuwachs nach Gr68e und Richtung oder den vektoriellen
Geschwindigkeitszuwachs zu nennen: Der Winkel ¢, den 4w
und v einschlieBen, ist ein endlicher; er kann alle Werte zwischen 0
und & haben. Dem Vektor 4p entspreche in Wirklichkeit eine (sehr

kleine) Geschwindigkeit, die zur Unterscheidung von Ap mit dv
bezeichnet werden moge; es sei demnach

dv = dv.

Ziehen wir in Fig. 32 AE|Av, und zerlegen die Bewegung
von A in Seitenbewegungen in Richtung von AT und AE, so er-
kennen wir leicht, daf} die Seitenbewegung auf der Bahntangente
{iir zwei unendlich benachbarte Lagen gleichférmig ist, denn 4’ liegt
auf A7 und die Seitengeschwindigkeit bzw. Komponente von o' in
Richtung von A7 ist ja v. Dagegen ist die Geschwindigkeit der
Seitenbewegung auf A% in A Null und wird fiir die folgende (4’
entsprechende) Lage gleich Av; diese Bewegung besitzt deshalb eine
Beschleunigung;, und zwar ist letztere als Beschleunigung einer
geradlinigen Bewegung der Grenzwert

R
(IV) b =Ilim [ZTt]At:o .
dv
t,

Der entsprechende Ausdruck fiir b ist aber nicht identisch mit 7

denn dv und dv =19 — v sind verschiedene GroBen. Beachten wir
nun, daB die Seitenbewegung in Richtung der Tangente keine Be-
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. T. 2. Aufl. 3
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schleunigung besitzt, so muBl die Beschleunigung der krummlinigen
Bewegung des Punktes 4 mit b sich decken.

Die durch (IV) gegebene Beschleunigung der krummlinigen Be-
wegung bezieht sich nicht nur auf den Fall daBl die Bahn des
Punktes eine ebene Kurve ist, sondern auch auf den der riumlich
gekriimmten Bahn. Denn die Ableitung des Ausdruckes fiir b be-
nutzt nur die Geschwindigkeiten in zwei unendlich benachbarten
Lagen des Punktes 4 bzw. zwei benachbarte Tangenten der Bahn,
die sich in A’ schneiden; letztere liegen in einer Ebene, welche die
Schmiegungsebene der Raumkurve im Punkte 4 genannt wird.
Es liegt somit 4p und folglich b in dieser Ebene, und wir erkennen
sonach, daf3 die durch die Vektorenp und 5 eines Punktes 4
bestimmte Ebene die augenblickliche Schmiegungsebene
der Bahn des Punktes ist.

Um den Zusammenhang der Beschleunigung & mit dem Be-
wegungsvorgang aufzuhellen, ist es notig, einen Satz zu benutzen,
dessen Beweis zunichst fiir den Fall einer ebenen Bahnkurve ge-
geben werden soll. Es sei v (s. Fig. 34) die Geschwindigkeit von A
zur Zeit ¢ und 4v der vektorielle Geschwindigkeitszuwachs. Zerlegen
wir die Bewegung in Seitenbewegungen auf den willkiirlich gewéhlten
Geraden g, und g,, so finden wir
zunéchst durch das Parallelogramm

Fig. 34. Fig. 385.

der Geschwindigkeiten die Geschwindigkeiten b, und v, .der Seiten-
bewegungen der Punkte 4, und 4,, und wenn man auch v’ in
Komponenten v,” und v,” zerlegt, so sieht man unmittelbar ein, daf
die Anderungen der Seitengeschwindigkeiten, nimlich 4 b, =1v'—0n,,
Av, =1p,” —y, gleich den Seiten eines unendlich kleinen Parallelo-
gramms sind, dessen Diagonale den Geschwindigkeitszuwachs 4p
nach GroBe und Richtung darstellt. Bezeichnen g, bzw. g, die
Winkel, die 4y und also auch b mit den Geraden g, und g, ein-
schlieBt (s. Fig. 35), so findet sich aus dem Parallelogramm

sin g,

sin
Ap,=dyp.-—"2, Ang—_—An-ﬁ,»—ﬂ%,
sin o« sinao
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folglich :
b, —lim |40 |y (40,504 sinfy el
At | 4=0 At sinw |g5--0 Sine At 410
es wird sonach zufolge (IV)
(13) b, == I)S:E/—s‘3 und ebenso b,= bilié! .
sin e sine

Aus der Form dieser Ausdriicke wie aus ihrer Ableitung erkennt
man, daB sie durch die Seiten eines Parallelogramms dargestellt
werden, dessen Diagonale der Vektor ist, der die Beschleunigung b
darstellt. Dieses Parallelogramm, das dem der Geschwindigkeits-
zuwachse #hnlich und dhnlich gelegen ist, heilt das Parallelogramm
der Beschleunigungen (s. Fig. 35), b, und b, nennt man die Seiten-
beschleunigungen oder Komponenten von b und deren Ermitt-
lung durch das Parallelogramm die Zerlegung einer Beschleu-
nigung in Komponenten nach gegebenen Richtungen.

Umgekehrt dient das Parallelogramm der Beschleunigungen auch
zur Zusammensetzung von Beschleunigungen zu einer resul-
tierenden Beschleunigung, d. h. zur Ermittlung der Grofe und
Richtung von b, falls die Seitenbeschleunigungen b, und b, bekannt
sind. Man erhilt letztere ndmlich nach (IITa) aus den Seiten-
bewegungen w, = f; (1), uy==/,(t) zu

(13a) by =1"(®): ,=1"(?)

und damit aus (13) in Verbindung mit der Beziehung f§, -|- f, =«
wie vorher (bei Zusammensetzung der Geschwindigkeiten)

b=Vb2+b2+2b b, cos
14 b
(14) sin B, == 2 sina, sinﬂgz?isinoc.
b b
An Stelle der letzteren beiden Formeln lassen sich auch die (9a)
bzw. (9b) entsprechenden
b, sin « b, sina
b, - b, cos @’ b, cos e b,
setzen, um die Richtung von b zu bestimmen. Der Vektor b ergibt
sich unmittelbar durch geometrische Addition nach der Beziehung

(15) by =0, +5,.
1st die Bahn des Punktes 4 eine rdumlich gekrimmte Kurve,
und zerlegen wir die Bewegung mittels des Parallelepipedes der Be-

wogungen (s. S. 31) in Seitenbewegungen auf drei sich in einem
3*

tan f, = tan 8, —
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Punkte schneidenden, nicht in einer Ebene liegenden Geraden, so
besteht fiir die Beschleunigungen dieser Bewegurgen eine gleich-
artige Beziehung wie fiir die- Geschwindigkeiten. Die Vektoren,
welche die Beschleunigungen der Seitenbewegungen darstellen, sind
die Kanten eines Parallelepipedes, dessen Diagonale die Be-
schleunigung der gegebenen krummlinigen Bewegung ist. Der Beweis
fir diesen Satz ist #hnlich dem vorher fir den Fall der ebenen
Bahnkurve durchgefiihrten. Wir wenden das Parallelepiped der Ge-
schwindigkeiten auf die Zerlegung der Geschwindigkeiten p und v’ an,
dann werden die Zunahmen Ay, =y, —v, (k==1, 2, 3) gleich den
Kanten eines unendlich kleinen Parallelepipedes, dessen Diagonale A1
ist. Da die Beschleunigung der Seitenbewegung auf g,

g Ank] _dy,
by = lim [Z_f Pt

ist, so erkennt man unmittelbar, daB die b, die Kanten eines Par-
allelepipedes darstellen, das dem der Geschwindigkeitszunahmen du,
dhnlich und &#hnlich liegend ist, und das war zu beweisen. Das
Parallelepiped heiit das der Beschleunigungen, durch das
die Zerlegung der Beschleunigung 6 in die Komponenten b, be-
wirkt wird.

Sind umgekehrt die Seitenbewegungen durch die drei Beziehungen
u,=f,(f) (k=1, 2, 3) gegeben, also die Beschleunigungen dieser

. 2

geradlinigen Bewegungen durch bk=%:fk” (), so finden wir
aus ihnen die Beschleunigung b der resultierenden Bewegung, die
sog. resultierende Beschleunigung, durch Zusammensetzung
der b, mittels des Parallelepipedes der Beschleunigungen, denn die Be-
schleunigung b wird durch die Diagonale dieses Parallelepipedes nach
GroBe und Richtung dargestellt. Die (14) entsprechenden Formeln
sollen aber wegen ihrer Umsténdlichkeit im allgemeinen nicht ab-
geleitet werden, sondern nur die fiir den besonders wichtigen Sonder-
fall, da die drei Geraden g, senkrecht zueinander stehen, und zwar
im Keapitel 6.

Die geometrische Ermittlung des Vektors b dagegen ist ebenso
einfach wie in der Ebene; man erhilt sofort

(16) b=, -8, -5,

Der Satz vom Parallelogramm der Beschleunigungen ist fiir die
Ermittlung des Einflusses der Beschleunigung eines Punktes auf
die Bewegung des letzteren, zu der wir uns jetzt wenden, unbedingt
notig, wie die folgenden Darlegungen erkennen lassen. Zur Erleich-
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terung des Verstdndnisses mogen aber folgende geometrische Dar-
legungen vorausgeschickt werden.

Drei unendlich benachbarte Punkte 4, 4’, A” (s. Fig. 36) einer
Raumkurve bestimmen eine Ebene, die Schmiegungs- oder
Oskulationsebene der Kurve genannt wird; die Senkrechte zur
Tangente im Punkte 4, die in dieser Ebene liegt, heift die Haupt-
normale der Kurve im Punkte 4. Die Kurventangenten in den
Punkten 4 und A4’ bilden einen unendlich kleinen Winkel dz, den
sog. Schmiegungs- oder Kontingenzwinkel der Kurve in 4. Die
drei Punkte A, 4’, A” bestimmen einen Kreis, der sich der Kurve
am genauesten anschlieBt; er liegt in der Schmiegungsebene und
heiBt der Kriimmungskreis, sein Mittelpunkt K der Krimmungs-
mittelpunkt und sein Halbmesser der Kriimmungsradius der

Kurve im Punkte 4, Wéihrend%zk die Krimmung der Kurve
genannt wird. Der Punkt K liegt im Schnitt der beiden Haupt-

-
A r—~—ZT R
l‘ f4 A// 7‘/
|
ol |
F_;rdz: @)
|
I
I
If
s
Fig. 36. Fig. 37.

normalen in den Punkten A4 und A’; deshalb besteht die Beziehung
(17) Ad —=du=p-dz,
welche weiterhin benutzt wird.

Zerlegen wir die Bewegung des Punktes A4 (s. Fig. 37) auf seiner
Bahn in Seitenbewegungen auf der Tangente 47 und der Haupt-
normalen N der Kurve, so werden die entsprechenden Seitenbeschleuni-
gungen b, und b, dieser Bewegungen durch Zerlegung der Beschleuni-
gung b des Punktes 4 mittels des Parallelogramms der Beschleuni-

gungen zu

b,=1"5-cosp, b,=—b-sing
erhalten, falls ¢ den Winkel zwischen b und der Tangente 47" be-
zeichnet. Die erstere wird die Tangentialbeschleunigung, letztere
die Zentripetalbeschleunigung im Punkte 4 genannt. Fir beide

assen sich eigenartige Ausdriicke ableiten, indem man beachtet, daB
sié definiert werden durch die Beziehungen
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Av

Av
b =l. I:-_t} - . l:——n:l *
. s im yTAP und b,=lim At Jareo’
in denen

Av,=Av-cosp und dv, — Avsing
die Komponenten des Geschwindigkeitszuwachses 4v in Richtung

von AT bzw. AN sind. Aus dem Parallelogramm der Geschwindig-
keitsinderungen (s. Fig. 38) folgt nim-

odu v dve lich unmittelbar
: dv,=1'-cos(d7) — v,
4 ’ .
A Av, =4 sin(47),

und darin hat, falls Jv—4v —o den
GroBenunterschied zwischen den Geschwindigkeiten der Punkte A4
und A’ bezeichnet, v/ den Wert v-|-4v. Folglich wird

— ﬂ} i [M@fliﬁ]
b‘—hm[dt At=0—~llm o1 tio
—lim ["Jﬂ] _dv
At g5 =0 dt’
weil cos(47z)==1 wird, falls man zur Grenze iibergeht. Ferner er-
gibt TFig. 38
Av, =1'sin(d7),

und weil sin(47) in dv iibergeht, wenn A¢==0 wird, so erhilt man

b, =lim [f'&} —lim [LL Av)sin(47) ’)]
At At=0 At At=0

*—hm[(z{l—ﬂ = dv

o At Jgi—o  dt”
Wir finden sonach die

(V) Tangentialbeschleunigung b’:{%’

(VI) Zentripetalbeschleunigung bn:”%'-

Man ersieht aus diesen beiden Ausdriicken, da b, ein MaB fiir
die Gr6Ben- und b, ein MaB fiir die Richtungsdnderung der
Geschwindigkeit v ist. Denn aus ersterer folgt unmittelbar, daB sich
die GroBe der Geschwindigkeit v in der Zeit di um dv=0,dt
dndert; es hat sonach b, fiir die krummlinige Bewegung dieselbe
Bedeutung, wie b zufolge (III) fiir die geradlinige. Andrerseits zeigt
der Ausdruck fiir b,, daB bei gegebener Geschwindigkeit v die Rich-
tungsénderung dz in der Zeit dt proportional b, ist; man hat so-
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nach in der Zentripetalbeschleunigung ein MaB fiir die Richtungs-
inderung der Geschwindigkeit zu erblicken oder, was auf das-
selbe hinauskommt, der Krimmung der Bahnkurve. Denn aus

(17) folgt

dv _1dv v,
dt o dt o’
sonach 1if3t sich auch
2
(VIa) b,——
) e
schreiben, oder unter Benutzung des Ausdruckes k:%ﬁir die
Kriimmung
(VIb) b, =1k,

Je grofler somit bei gegebener Geschwindigkeit die Zentripetal-
beschleunigung ist, um so gréfler ist die Kriimmung der Bahn bzw.
um so kleiner der Kriimmungsradius,

Wie die vorstehenden Erorterungen zeigen, besteht der EinfluB3
einer Beschleunigung auf die Bewegung eines Punktes in der Ande-
rung sowohl der GroBe als der Richtung der Geschwindigkeit, und
zwar wird die GroBendnderung bedingt durch die tangentiale Kom-
ponente von b, d.i. durch

b=">b-cosg,

und die Anderung der Richtung bzw. die Kriimmung der Bahn
durch die normale Komponente

b,=0b-sinp.
Ist die Bahn eine Gerade, so wiirde, weil o =00, dauernd b,=0

d
und folglich b:——btzl-werden, in Ubereinstimmung mit dem

dt
fritheren Ergebnis, das die Gleichung (III) ausdriickt.
Wenn die Bahn dagegen krummlinig ist und die Bewegung
d
gleichformig, so wiirde bt———d—::O werden, und dann erhielte man
2
q9='~32t— sowie b:bﬂ:%, falls v ==¢ die Geschwindigkeit der Be-
wegung bezeichnet; diese Beschleunigung ist folglich senkrecht zur
Bahn und nach dem Krimmungsmittelpunkt hin gerichtet. Falls

die Bahn ein Kreis ist, dann wire o =r, d.i. gleich dem Kreis-
2

radius und sonach b=2b, :E;— konstant.

Beispiel. Im luftleeren Raume ist die Beschleunigung schwerer Kérper
an der Erdoberfliche ¢ immer nach dem Erdmittelpunkte gerichtet. Wiirde



40 Bewegungslehre.

man nun am Aquator einen Kérper in der Aquatortangente mit einer so groSien
Geschwindigkeit ¢ werfen, daB die Zentripetalbeschleunigung dieser Bewegung
mit g iibereinstimmt, also b==b,=¢ ist, so folgte aus der Beziehung

~

die Geschwindigkeit, mit der das erfolgen miiite, zu

eV,

Da ¢g=9,78 ms~? und r=6440000 m, so wird ¢=="7940 ms—1=="7,9 kms—1.
Bei Abwesenheit des Luftwiderstandes wiirde folglich der Kérper um die Erde
eine Kreisbahn beschreiben dhnlich wie der Mond.

Kennt man umgekehrt b, und &,, wie z. B. in dem Falle der ge-
bundenen Bewegung auf einer gegebenen Kurve, die nach bekanntem

Gesetz u=f(t) durchlaufen wird, so daB v={"(t), b,= %: f’ (%)
sich ergibt, folglich auch b, = % , dann wird die resultierende

oder totale Beschleunigung

(18) b:mﬁ:‘/{f”(t)}?jL

und ihre Richtung bestimmt sich aus

02

0

_b, _{roy
(19) tangp = TR
Hierbei ist zu beachten, dafl die Beschleunigung & nach der kon-
kaven Seite der Bahnkurve gerichtet ist.
Ist z. B. die Bewegung eine gleichmifBig beschleunigte auf einem Kreise
vom Radius r und der Kreishogen O A =u=1y -V (t —t,) +1a(t—1)?

so folgt v=uv,}+a(t —1)), %% =a und damit

b=1/a* 4 {oFa—)*,

tang@ — ~——————

Fiinftes Kapitel

Geschwindigkeitspline.

Das Gesetz, nach dem sich die GroBe und die Richtung der Ge-
schwindigkeit einer krummlinigen Bewegung éndern, 148¢ sich in ver-
schiedener Weise zur Anschauung bringen. Eine der bekanntesten Schau-
linien, die diesem Zwecke dienen, ist der Hodograph von Hamilton,
der jedoch schon vorher von M6bius eingefiihrt wurde. Man erhalt
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ihn, wenn man von einem belicbigen Punkte @ (s. Fig. 39 und 40) aus

die Geschwindigkeit als Vektoren QH — v antrigt; die Endpunkte H
bilden dann einé Kurve k, den Hodographen der Bewegung des
Punktes. Der Punkt @ heiBt der Pol des Hodographen. Aus dem
Verlauf bzw. der Gestalt der Kurve A und ihrer Lage zum Pol @
ersieht man unmittelbar, wie sich die Geschwindigkeit nach Grofe
und Richtung dndert.

Eine der brauchbarsten Eigenschaften des Hodographen besteht
in dem Satz, daB die totale Beschleunigung des bewegten

Fig. 39. Fig. 40.

Punktes der Tangente an die Hodographenkurve parallel
ist. Um das zu beweisen, tragen wir in Q aufler vy=QH noch

die Geschwindigkeit v’ = QH’' des unendlich benachbarten Punktes
A’ an, dann ist das Element der Kurve %

HH 44y,
also parallel und gleich dem vektoriellen Geschwindigkeitszuwachs
des Punktes 4 (s. S. 33). Da nun Ay die Richtung von & hat,

andererseits aber HH' in der Tangente HT, der Kurve % liegt, so
ist der Satz erwiesen.

Beispiel: Wird ein schwerer Korper im luftleeren Raume von der Stelle
A, aus (s. Fig, 41) mit der Geschwindigkeit v, unter dem Winkel 7, gegen die
Horizontale nach aufwirts geworfen, so ist der Hodograph der Wurfbewegung
eine vertikale Gerade. Denn
da die Beschleunigung der Be- #
wegung b die des freien Falles
g ist, also an allen Stellen

der Bahn lotrecht nach ab- [

wirts gerichtet, so muB nach "
dem eben bewiesenen Satze

die Tangente an der Kurve &k A
in allen Punkten H. ebenfalls Fig. 41. Fig. ’ 492,

immer lotrecht sein, was nur
moglich ist, wenn & selbst
eine lotrechte Gerade ist (s. Fig. 42), die durch den Punkt H, geht, falls
QH,=1,. Alle Geschwindigkeiten haben daher die gleiche hoxizontale Kom-
ponente, die dem Abstande des Poles @ von % entspricht.

Ist die Bewegung gleichformig, so wird % eine auf einer Kugelfliche=
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liegende Kurve und der Pol @ liegt im Kugelmittelpunkte. Beschreibt der
Punkt eine Schraubenlinie gleichférmig, so geht der Hodograph in einen Kreis
iiber und der Pol liegt in der Senkrechten zur Kreisebene im Mittelpunkte

des Kreises; die Vektoren @H bilden sonach einen geraden Kreiskegel, dessen
Spitze der Pol ist. Ist die Bahn eine ebene Kurve, so wird der Hodograph
bei gleichformiger Bewegung ein Kreis, in dessen Mittelpunkt der Pol liegt.

Aus gewissen Lagenbeziehungen des Poles zur Hodographenkurve
lassen sich wertvolle Schliisse auf den Bewegungsvorgang bzw. die
Bahn des Punktes ziehen. Hier mogen die folgenden Sonderfiille
angefithrt werden:

1. Wird der Strahl QH zur Tangente am den Hodographen
(s. Fig. 44), so fallt die totale Beschleunigung b der Richtung nach
mit der Bahngeschwindigkeit zusammen, d.h. in die Bahntangente.

2

Folglich muB in diesem Falle = b, und bn::%:O sein. Da v
von Null verschieden ist, so mufl hierrmfach g=— oo werden, d. h. die
Bahn muB an dieser Stelle einen Wendepunkt haben (s. Fig. 43).
Das lehrt auch unmittelbar die Anschauung, wenn man beachtet,

MNoo
Fig. 48. Fig. 44.

wie sich zufolge des Verlaufes der Hodographenkurve die Richtung
der Geschwindigkeit und damit die der Bewegung des Punktes A4
andert.

2. Steht QH, senkrecht zu %, d.i. fillt Q H mit einer Normalen
Q H,, von h zusammen, so bedeutet dies im allgemeinen, daB an dieser
Stelle die Geschwindigkeit ein Maximum oder ein Minimum wird,
wie wieder die Anschauung unmittelbar lehrt (s. Fig. 44). Da in

diesem Falle die Hodographentangente senkrecht zu QH,, also zur

Geschwindigkeitsrichtung ist, so fallt b in die Bahnnormale, also mit
‘ d

b, zusammen; es folgt sonach bt:d—:;:()’ und diese Feststellung

sagt, dall v einen extremen Wert annimmt.

3. Liegt der Pol @ auf der Hodographenkurve selbst, so wird
v=0; es kommt folglich der Punkt momentan zur Ruhe und es
kehrt sich die Bewegungsrichtung um. Hierbei sind aber zwei ver-
schiedene Fille moglich. Entweder kehrt der Punkt auf seiner Bahn
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um, etwa an der Stelle E (s. Fig. 45) auf seiner Bahn a, dann
iiberzeugt man sich sofort, daB die Kurve & in der Umgebung des
Poles . den Verlauf haben muB; wie ihn Fig. 46 darstellt, d. h.
daB h im Pol @ einen Wendepunkt hat. Es ist dann die Wende-
tangente Q7', im Punkte @ parallel zur Bahntangente ET an der Um-
kehrstelle £. Oder aber die Bahn hat an der Umkehrstelle einen Riick-

//T h
UI ’ ) "
// @ H 1’ H h
/7;!' |
E d '
A’Au Q Q
4 |
4 |
Vd | /‘/;
v H 70'
Fig. 45. Fig, 46. Fig. 47. Fig. 48.

kehrpunkt R (s. Fig. 47), dann verliuft der Hodograph auf derselben
Seite der Tangente Q7', an den Hodographen im Pol @, wie das
Fig. 48 anschaulich macht. Die Tangente Q7 ist notwendig parallel
zur Riickkehrtangente der Bahn im Punkte R, wie aus dem Zu-
sammenhang zwischen der Bewegung des Punktes 4 und dem Hodc-
graphen unmittelbar hervorgeht.

Beispiel: Rollt ein Kreis £ (s. Fig. 49) auf einer Geraden g, so be-

schreibt bekanntlich jeder Punkt 4 auf dem Kreisumfang eine Orthozykloide
und seine Geschwindigkeit ist durch die Beziehung v ==r-w gegeben (wie spéter
nachgewiesen wird), in der r—= P4 den Abstand des Punktes 4 von dem Be-
rithrungspunkt P bezeichnet und

D eine Konstante ist; falls sich der

Kreismittelpunkt C gleichférmig mit

[
A k
]
| /
27 Him
I
|
7
Fig. 49. Fig. 50.

der Geschwindigkeit ¢(=R-w) bewegt. Ferner steht die Tangente an die
Orthozykloide, also auch v senkrecht zu AP. Aus Fig. 49 folgt aber unmit-

telbar r=PA==PD sinp=2Rsiny, falls R den Radius des Kreises k& be-
zeichnet, und da 2 R == v,, die Geschwindigkeit des Punktes D ist, so
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erhdlt man

v=r-w=2R-w-sing=1v, sing.
Der Hodograph der Bewegung des Punktes 4 wird folglich ein Kreis h (s. Fig.
50, S. 43),- dessen Durchmesser QH,, die Geschwindigkeit v, darstellt; denn da
v=QH = QH,sin ¢, so ist diese Gleichung die Polargleichung eines Kreises,
der durch @ geht und @ H,, zum Durchmesser hat. Der Riickkehrpunkt R

der Bahn fillt hierbei auf die Gerade g und liegt dort, wo der Punkt 4 augen-
blicklich zum Beriihrungspunkt des Kreises mit der Geraden wird.

Einen Geschwindigkeitsplan anderer Art, der besonders bei den
Untersuchungen der Bewegungsvorginge an ebenen Mechanismen mit
Vorteil Verwendung findet, erhilt man durch Ubertragung des Ge-
schwindigkeits-Wege-Schaubildes (vgl. 8. 22) der geradlinigen Bewe-
gung suf die krummlinige. Das
ist in folgender Weise moglich.
Wir tragen die Geschwindig-
keit v des Punktes A, der die
krummlinige Bahn a beschreibt
(s. Fig. 51), nach irgendeinem
Mafistabe senkrecht zur Bahn
auf, und zwar sei A B—1y der
die Geschwindigkeit darstel-
lende um 90° gedrebte Vektor.
Wiederholen wir das in allen
Lagen von A4, so ist der geo-
metrische Ort der Vektorendpunkte B die Kurve &, welche das ge-
suchte Geschwindigkeits-Wege-Schaubild darstellt. Dieses er-
moglicht nun eine dhnliche, verhiltnismiBig einfache geometrische
Konstruktion der Beschleunigung des Punktes A4, wie sie auf S. 23,
Fig. 20 . mitgeteilt wurde. Um sie abzuleiten, tragen wir in dem
zu A unendlich benachbarten Punkte 4’ den ' entsprechenden Ge-
schwindigkeitsvektor 4’ B’ auf, dann liegt das Element B B’ der Schau-
linie ¢ in der Tangente B7', der Kurve &. Ziehen wir durch B eine
Parallele zur Bahntangente, welche A’'B’ in J schneidet, so ist J B’
=dv die Grofienzunahme der Geschwindigkeit v in der Zeit d¢. Aus
dem Dreieck BJ B’ folgt nun, wenn wir BJ =—=dw und A A4 —du
setzen, zunichst

dv
tan qo—‘_—a—u—),

falls ¢ den Winkel B’ BJ bezeichnet. Es schneiden sich aber die
beiden benachbarten Bahnnormalen B4 und B’ A’ im Kriimmungs-
mittelpunkt K der Bahn a, und so findet sich aus der Ahnlichkeit
der Dreiecké, KBJ und KA A’
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dw—BT— A7 KB _ g0
KA 0

falls KA=g¢ den Kriimmungsradius von a im Punkte 4 bezeichnet.
Andererseits ist die Tangentialbeschleunigung

dv d’u dw-tanqa_-v_g)»{—b.t

b= — Rdadiiiih o

KB ——
_ :’:ABt .
Tar - du du ) ame KA ane

Ziehen wir die Normale zur Kurve ¢ in B und schneidet diese die
Bahntangente in N, so wird

folglich

wenn wir also die Gerade KN bis zum Schnittpunkt ¢ mit der
Parallelen zur Bahntangente in B verlingern, so stellt, weil A KAN
~ AKBC und daher

Bo— %8 4w,
KA
die Strecke BC die Tangentialbeschleunigung b, dar, d. h. es ist
b= BC.

Die Konstruktion von b, ist also einfach die, daB wir die Normale
zu ¢ in B errichten und deren Schnittpunkt N mit der Bahntangente
AT mit dem Kristmmungsmittelpunkt K der Bahn a verbinden ; letztere
Gerade schneidet die Parallele zur Bahntangente in B im Endpunkt c
des Beschleunigungsvektors b,=— BC.

Auch die Zentrlpetalbeschleumgung b, 1aBt sich zeichnerisch
leicht finden, und zwar unabhdngig von e. Man zieche BD|N K und
DE| BN (wobei der Punkt N willkiirlich gewihlt werden konnte),
dann folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4 KN und A BD zunichst

AB:AK—AD: AN, ferner aus der der Dreiecke AED und A BN

|

s
vl
i
>
|

o
Bl
Sw[

sonach

und weil AB=>¢, AK-=p,
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Zieht man CF|AB und EF|AG, so hat man, weil 4G BC, in
der Strecke AF als Diagonalen des Beschleunigungsparallelogrammes

AEFG@ die Darstellung der totalen Beschleunigung &=—= b,:\[—bn.
Es ist leicht zu erkennen, daB die drei Punkte B,N und F in
einer Geraden liegen, denn da EF 4 BC =3, AE = b, und sonach

2
E’:n—{—b,n:v—{—%:g(g—}—n), s0 wird

EF b,
BE v
BE E(Q-i—b)

also Winkel EBF = ¢; andererseits ist aber auch / ABN=g¢,
woraus hervorgeht, da3 diese drei Punkte B, N und F einer Geraden
angehéren. Dieser Umstand ist von Wert in den Fillen, in welchen
K nicht als bekannt angesehen werden kann, denn es ldBt sich F
auch als Schnittpunkt der Normalen BN der Kurve ¢ mit der die
totale Beschleunigung b enthaltenden Geraden 4 F finden. Nun hat
die Tangente an den Hodographen die Eigenschaft, der totalen Be-
schleunigung b parallel zu sein; wenn also weder K noch die Rich-
tung von b bekannt sind, s6 zeichne man noch den Hodographen
und erhilt dann im Schnittpunkt der Normalen zur Kurve ¢ und
der Parallelen zur Hodographentangente durch 4 den Endpunkt F
des b darstellenden Vektors. Zu beachten ist hierbei, dafB durch
den Zeichnungs- und
den Geschwindigkeits-
maBstab auch der Mab-
stab fur die Beschleuni-
gungen vollig bestimmt
wird.

=tang,

Beispiel: In dem
Gelenkviereck K, 4,4, K,
(s. Fig. 52) bewege sich
4, gleichférmig auf seiner
Kreisbahn,dann erhiilt man
nach einem Verfahren, das
spidter mitgeteilt- wird, in
sehr einfacher Weise das

Geschwindigkeits - Wege-

Schaubild £, des Punktes
Fig. 52. 4,, der als Endpunkt der

Kurbel K;A4; auf seiner

Kreisbahn eine zwischen den Grenzen A4,’ und A4,” schwingende Bewegung
ausfithrt. Da in diesem Falle K, gegeben ist, so verfahrt man zur Ermittlung
des Endpunktes F, des Beschleunigungsvektors b, am einfachsten in der Weise,
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daB man die Normale B, N, der Schaulinie =, zeichnet, dann, wie vorher an-
gegeben, E, konstruiert und den Schnittpunkt F, der Parallelen zur Bahn-
tangente durch K, mit der Normalen B, N, aufsucht.

Den Hodograph der Bewegung des Punktes 4, zeichnet man hier zweck-
méBig um 90° gedreht, indem man die Vektoren v, in K, senkrecht zur Kreis-

bahn antrigt, also v,=—=A4,B,= K,H, macht. Alle Punkte H, liegen dann
auf dem um 90° gedrehten Hodographen h,. Dieser hat im Pol K, nicht nur
einen Doppelpunkt, sondern auch zwei Wendestellen, wie nach dem Vorher-

gehenden zu erwarten war. Die Beschleunigung b, == 4, F, steht natiirlich
hier senkrecht zur Tangente H,T; an die Hodographenkurve.

Sechstes Kapitel.

Darstellung der Bewegung eines Punktes in rechtwinkligen
Punktkoordinaten.

Die Aufgaben der Dynamik kommen meist darauf hinaus, die
Koordinaten der Punkte, deren Bewegungen man sucht, als Funk-
tionen der Zeit darzustellen. Hat man diesen Teil der Aufgaben
gelost, so bedarf es nur noch der Ermittlung des Verlaufes der Be-
wegungen, also der der Bahnen, der Geschwindigkeiten und ihrer
Anderung nach Grofle und Richtung, und in einzelnen Fillen auch
der Beschleunigungen und ihrer Anderung. Die vorausgegangenen
Untersuchungen setzen uns in den Stand, diesen letzteren Teil der
Aufgaben zunichst fiir das Koordinatensystem durchzufithren, das
wohl am héufigsten angewendet wird, ndmlich fiir das rechtwinklige
Punktkoordinatensystem. Hierbei mége aus Griinden der Zweck-
miBigkeit und Ubersichtlichkeit zwischen ebenen und rdaumlich
gekrimmten Bahnkurven unterschieden und zuerst der Fall
ebener Bahnen behandelt werden, weil
hier zwei Koordinaten zur Darstellung
der Bewegung ausreichen.

Wir gehen von der Voraussetzung
aus, daB die Koordinaten des Punktes
A (s. Fig. 53) in bezug auf ein will-
kiirlich gew#hltes Koordinatensystem

Y

XY als eindeutige Funktionen der Zeit oy
gegeben Selemn-,_ii/lSO X 4
(20) S Fig. 53.

OF, =y=f,(1)

Diese beiden Beziehungen bestimmen die Seitenbewegungen des
Punktes 4 auf den Koordinatenachsen; die Aufgabe, welche zu Iésen
ist, besteht sonach in der Zusammensetzung dieser beiden Seiten-
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bewegungen zu einer resultierenden Bewegung, und diese ist schon
auf S. 28 u.f in allgemeinerer Form behandelt worden.

So erhalten wir zunichst die Gleichung der Bahn durch Elimi-
nation der Zeit ¢ aus den beiden Gleichungen (20), denn jeder Lage
des Punktes 4 entspricht in beiden Ausdriicken fiir # und y der-
selbe Wert von ¢; die Bahngleichung stellt sonach den durch ¢ ver-
mittelten Zusammenhang zwischen z und y dar.

Die Geschwindigkeiten der Seitenbewegungen werden nach dem
auf S. 29 mitgeteilten

dx , dy
= == t 3y —
(21) =200, o =20=1 0,
also eindeutig bestimmte Funktionen der Zeit. Setzen wir diese
mittels des Parallelogrammes der Geschwindigkeiten, das hier ein
Rechteck wird, zur .resultierenden Geschwindigkeit v zusammen
(s. Fig. 54), so erhdlt man aus den beiden Beziehungen

(22) v,=wv-cose,=wcosT, v, =v-co8¢, = v-sing, == vsinr,

in denen ¢ ,=v den Winkel bezeichnet, den v mit der positiven
X>Achse einschlieft, sofort

(23) v="Vuv? O = {f, OF
und die Richtung von v durch

cost =2 — _VJ&LA_
e CVE G

ging=—>== .
l v VI OF i, OF

Die Vorzeichen von cosz und sint zusammen entscheiden, welche
Richtung der Vektor » hat, wobei zu beachten, dafl die Wurzel
in (23) ohne Vorzeichen zu nehmen ist, bzw. nur den Absolutwert
von v bestimmt. Damit ist die GroSe und Rich-
tung der Geschwindigkeit v fiir jeden Zeitwert
gefunden.

Die Ausdriicke (21) eignen sich auch zur
Ermittlung des Hodographen der Bewegung,
indem man v, und v, nach einem willkiirlichen
Ma@Bstabe durch Strecken darstellt und diese als
Koordinaten des Endpunktes H des Vektors b
auffaBt. In Fig. 54 ist dann 4 durch den Pol Q
ersetzt zu denken und die Achsen des Koordi-
natensystems, auf das die Gleichung der Hodographenkurve A sich
bezieht, sind denen des Koordinatensystems in Fig. 53 parallel. Die
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Gleichung der Hodographenkurve in den Koordinaten v, b, erhilt

man dann einfach durch Elimination der Zeit aus den Gleichungen (21).

In ganz dhnlicher Weise findet man die Beschleunigung b des

Punktes 4 aus den Seitenbeschleunigungen b und b, der Punkte F_

und F,. Man erhilt zunichst
dv, d*z

(25) b =ap =1, b

s i _dv, &y __
=2 gy T de '

n
v —ap O

und, wenn f den Winkel des Beschleunigungsvektors b mit der po-
sitiven X-Achse bezeichnet, aus dem Parallelogramm
der Beschleunigungen (s. Fig. 55) bo———

(26) b,==b-cosff, b, =b-sinf.
Hieraus findet man

e b
27) b=Vb," b7, cosfp=-%, sinﬂ=[;—f,

wobei zu beachten, daB die Wurzel ohne Vorzeichen Fig. 55.
zu nehmen ist. Die Ausdriicke (27) bestimmen Grofie
und Richtung der totalen Beschleunigung b vollstindig und ein-
deutig.
Beispiel: Es sei
2= 1a(t) =Co+ C-¥, y=[, () =B, + B-e—H,

worin 0y, C, B, -B und & Konstanten bezeichnen, dann erhdlt man durch
Elimination von ¢ bzw. ek¢ aus beiden Aus-
driicken

(—Co) (y — B) =C-B. e
Diese Gleichung stellt bekanntlich eine gleich-
seitige Hyperbel dar (s. Fig. 56), deren
Asymptoten Parallelen zu den Achsen in den
Abstinden €, bzw. B, sind, deren Mittel-
punkt O, folglich die Koordinaten z,=_C,,

yo= B, hat. Die Anfangslage 4, des be-
wegten Punktes wird durch die Koordinaten

Gq =0+ C-ekty, yy=B, Be—kty X————— % L NG,

bestimmt, die der Anfangszeit ¢, entsprechen; & x Lo
letztere kann gleich 0 gewahlt werden.

T ———

[ e
S _ -

Die Seitengeschwindigkeiten werden Fig. 56
7’.«:23‘:::760@“, ’Uy:—kB-e——kt,
‘womit o
v==Fk \/VCTef?ﬁ:-}—- B2e—2kt
und
ekt e—kt

cost—=kC.—, sint—=—kB.——
v v

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. T. 2. Aufl. 4
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gefunden wird. Bezeichnet f den kleinsten Winkel, der dem -Ausdruck fiir
cost sich zuordnet, so wird 7==2x — §, also ein Winkel zwischen }x und 2ax.
Recht einfach wird das Anderungsgesetz der Geschwindigkeit, wenn man
letztere als Funktion des Ortes, also der Koordinaten darstellt. Man erhilt
sofort

vy=k(@®—0C,), vy=—k(y—B)
und folglich

v=k(e—Cof T~ Bf =k-0, 4.

Hieraus ersieht man, dal} sich v proportional dem Fahrstrahl O, 4 éndert,
der den Punkt 4 mit dem Hyperbelmittelpunkt O, verbindet. Bezeichnet
den Winkel, den der Strahl Oy 4 mit der positiven X-Achse einschlieBt, und
beachtet man, da8

y— B,
t —
an f 2—0C,’
andererseits aber
tant — Vy y__j
Uy z—C,

wird, so erkennt man, daB v den Winkel — f# mit der positiven X-Achse
bildet. Bezeichnen v,, und v,, die Komponenten der Anfangsgeschwindig-
keit v,, so erkennt man aus den Ausdriicken

x vox:kC.ekta’ voyz——kBe_kto

fiir sie, welcher Zusammenhang zwischen GréB8e
und Richtung der Anfangsgeschwindigkeit v,
einerseits und den beiden Konstanten B und
C andererseits besteht. -

Die Gleichung des Hodographen % erhilt
man durch Elimination der Zeit aus den Aus-
driicken fiir v, und v, in der Gestalt

Y v,-vy = k?-BC.

Sie stellt sonach ebenfalls eine gleichseitige
Hyperbel dar (s. Fig. 57), die der Bahn #hn-
lich, aber symmetrisch gelegen ist.
Die Beschleunigungskomponenten endlich ergeben sich zu
bx:%tzkzcektZke(x_o)’ by:%%y-:kZBe—,kt=k2(y_B);
folglich wird .
b=k y(Re2ki| BRe—2ki=1}2.\/(x — OF |- (y — BE =140, 4,
d. h. es ist b proportional der Strecke O,4 und hat, weil
b, y—B

=y =0

Fig. 57.

die Richtung dieser Strecke.
Da der Winkel zwischen b und v gleich 28 ist, so wird die Tangential-
beschleunigung
bi=b-c0s28 =k*-0,4-cos28
und die Zentripetalbeschleunigung
by==0b-8in2F=14%-0,4 -sin28;

beide sind folglich zeichnerisch leicht zu ermitteln.
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Im AnschluB an die Ausdriicke (25) mag hier noch eine andere
Ableitung der Formeln (V) und (VI) gegeben werden, die sich ledig-
lich auf die Zerlegung von » in die Komponenten v ==v-cost,
v, =wv-sint stiitzt. Es ist nach (25)

b _ v, __dlvcosy)  dv COST — v-8inT- o
== dr - dt dt T

__dv, d(vsint) dv T
b,== e dr . —dt -sinz 4 v-cost- TR

Zerlegt man nun b, und b, in Komponenten
in Richtung der Bahntangente und -normalen,
so findet sich (s. Fig. 58) fiir erstere Fig. 58

; dr .
bt——:bmcosr—}—bysmr—{ coST — z/dtr.smt}cosz

—|—{d sinz -+ vil—c s } inz—dv
di dt OV T gy

und fiir letztere

b,=1b, cost—b smz_i smr—}—v eosr}cosr

{dvcosz ihs'n int— dr_
a1 _vdi i T}mnr_vﬁ,

das sind aber die frither abgeleiteten Ausdriicke fiir b, und b,.

Ist die Bahnkurve eine rdumlich gekriimmte;, so beziehen
wir die Bewegung des Punktes 4 auf ein rdumliches rechtwinkliges
Koordinatensystem durch die Punktkoordinaten z, y, z und setzen
voraus, dafl uns letztere als eindeutige Funktionen der Zeit gegeben
seien. Die Gleichungen

(28) x:fz(t)7 y:fy(t), z==f;(t)

stellen die projizierten Bewegungen des Punktes auf den drei Koordina-
tenachsen dar, welche die LotfuSpunkte ¥, F ¥ (s.Fig. 59) ausfiihren.

Eliminiert man die Zeit ¢ aus je zweién der drei Gleichungen (28),
so erhilt man drei Gleichungen zwischen je zwei Koordinaten des
Punktes, von denen jedoch nur zwei voneinander unabhingig und
notig sind; sie stellen die Gleichungen der Bahn des Punktes bzw.
der Projektionen der Bahn auf die Koordinatenebenen dar. Wird
z. B. die Zeit aus den beiden ersten Gleichungen eliminiert, so er-
gibt sich eine Gleichung zwischen z und y, welche die Projektion
der Bahnkurve in der X Y-Ebene darstellt.

4#
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Die Geschwindigkeiten der Sei-
tenbewegungen ergeben sich nach
S. 32 zu

dx
vm=-&7=ff;(t)7

@9 {vo,=2—p0,

dz
vz:'a*tzfz,(wa

aus denen man mittels der aus

Y Unr dem Geschwindigkeitsparallelepiped
Fig. 59. (s. Fig. 59) hervorgehenden Bezie-
hungen
(30) v, ==+ COSK,, v, ==v-C08¢,, v, = - COSC,

GroBe und Richtung der Geschwindigkeit v des Punktes 4 unmittelbar
bestimmen kann. Man erhilt zunédchst unter Benutzung der bekannten
Beziehung

cos®e, - cos®e, - cos?er, =1

(31) v=Vv,2 402402

hierin sind die Ausdriicke (29) einzusetzen, um v als Funktion der
Zeit zu erhalten. Die Richtung von v bestimmt sich eindeutig durch
die Winkel ¢, o, «,, die der Vektor v mit- den positiven Koordi-
natenachsen einschlieft, denn sie liegen zwischen 0 und # und
lassen sich sonach eindéutig aus den Ausdriicken

v v v
(31a) cos o, ===, cose, =L, CcOoS o, ==~
v v

v

ermitteln, wenn man beachtet, daB v ohne Vorzeichen ist. Die
Gleichungen des Hodographen erhilt man wie- in der Ebene durch
Elimination der Zeit aus je zweien der drei Gleichungen (29), indem
man die Vektoren v_, v, Y, als rechtwinklige Punktkoordinaten des
Vektorendpunktes H auffaBt.

In ganz gleichartiger Weise findet man GroBe und Richtung
der Beschleunigung b des Punktes 4. Man erhilt zunichst die
Seitenbeschleunigungen

d'l 2 2
(62) b—=Tm=r0, b,="1=m0, b=2F_pw,

und aus dem Parallelepiped der Beschleunigungen
(33) » =bcosf,, b,==bcosp,, b,=0bcosp,,
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falls 8, f,, B, die zwischen 0 und n liegenden Winkel bezeichnen,
die der Vektor b mit den positiven Koordinatenachsen bildet. Aus
letzteren Gleichungen folgt

(34) b= Vb: —+ by2 —+b2,
b b
(343’) cosﬂxz—bi”, —él‘a 7)2—5
in diesen Ausdriicken sind die b, b, b, nach (32) als Funktionen
der Zeit einzusetzen und dJie Wurzel ist ohne Vorzeichen zu nehmen,

um Grofe und Richtung von b ein-
deutig zu bestimmen.

cosf, = cosf, =

Beispiel. Die Seitenbewegungen
der rédumlichen Bewegung eines Punktes
seien gegeben durch die Gleichungen

z=[f, {¢)=acos(ki),

y="f, &) =asin (k9),

2=f, )=z} c-t; .
in diesen sollen a, z,, ¢ und & Konstanten
bedeuten. Aus den beiden ersten Glei-
chungen folgt Fig. 60.

2}y =a?,

woraus hervorgeht, daB die Projektion der Bahn auf die X Y-Ebene ein Kreis
vom Radius a ist, dessen Mittelpunkt im Koordinatenanfang O liegt (s. Fig. 60).
Die Bahn ist sonach eine Raumkurve auf dem Kreiszylinder, ‘dessen Achse
in die Z-Achse fillt. Denken wir uns die Zylinderfliche in eine Ebene ab-
gewickelt, so bildet die Bahn eine Gerade, denn es ist, falls ~ FOX=¢
gesetzt wird,

—"r““""""'

tang = % =tan(k?),
sonach
o=kt
und

are (Fo F)=a(p —g)=ak (¢ —1t);
da auch z — z,==c-t der Zeit proportional sich #ndert, also die Beziehung

SN C e NN
R A F, F
besteht, so ist die Behauptung erwiesen. Die Bahn selbst ist folglich eine
Schraubenlinie, deren Steigungswinkel o aus

tano e R °
alp—p,) ak
hervorgeht.
Die Seitengeschwindigkeiten werden
dz dy __ dz

yx—_—ji—z-—kdmn(kt)z'—ky; fuy:dt kacos(kt)=kFux; ’Uz:a—t—:c.

Daraus folgt -
v VT 8 = Ve
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die Bewegung des Punktes 4 auf der Schraubenlinie ist sonach gleichformig.
Auch der FuBpunkt F durchliuft seine Kreisbahn gleichférmig, und zwar mit

der Geschwindigkeit v, 1~ v,2 = k-a; letztere ist die zur X Y-Ebene parallele
Komponente von v (s. Fig. 60), wie aus dem

A Geschwindigkeitsparallelogramm hervorgeht. Zu-

gleich erkennt man, da8 der Hodograph &
(s. Fig. 61) ein Kreis vom Radius % a ist, dessen
Mittelpunkt M um ¢ vertikal iiber dem Pol @
liegt; die Mittellinien der Kegelfliiche, die von den
Vektoren @ H gebildet wird, stellen die Geschwin-

digkeit v in den einzelnen Lagen des Punktes
A dar.

Fig. 61. Die Beschleunigung b endlich findet sich
aus den Seitenbeschleunigungen
a2 R dz .
x:a;‘: —Facos(kt)=—k-z; b="h——Iasin(kt)=—ky;
d?z
b, = Fr 0;

es wird sonach -
b= \/bx2 + by2 + b22 =k V/a;‘z -+ y2 - kz'a)
und folglich

al

L L b _ v, b
cosﬂx_?ﬁ——a—, cosf, = Y= cosf, = b =0.

Hieraus geht hervor, daB die totale Beschleunigung konstant und senkrecht

. . LI
zur Zylinderachse nach innen gerichtet ist, denn es muB ﬂ,=? sein, und

ferner ist f,—=n—¢@ und B, = % -+ ¢ . Die Tangentialbeschleunigung b, ist
2

Null, weil die Bewegung gleichformig erfolgt; es fallt sonach b mit b,,:ﬁ—

zusammen. Daraus liefe sich der Kriimmungsradius ¢ der Schraubenlinie be-
rechnen, und zwar findet sich aus der Gleichung

2 2 L2 2
b:b,,:akg.:v—:ik—gt—c—

_0/2]02—‘—62__ <c>2— o o a .
o= =a-ta v ==a (1 4 tan o:)_——-——cosza,
dieser Ausdruck, der zeigt, daB o > a, 1Bt sich leicht zeichnerisch verwerten.

Auf die schiefwinkligen Koordinatensysteme einzugehen, liegt
keine Veranlassung vor; denn abgesehen davon, daB das Wesentliche
ihrer Verwendung in der Darstellung der Bewegungen schon im
dritten Kapitel behandelt wurde, werden die beziiglichen Formeln
so umsténdlich, daf mit Riicksicht auf ihre-seltene Verwendung in
der Mechanik auf ihre Herleitung verzichtet werden kann.
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Siebentes Kapitel

Darstellung der Bewegung eines Punktes in Polar- und
Zylinderkoordinaten.

In einer groBlen Reihe von Fillen wird die Losung von Auf-
gaben der Bewegungslehre erheblich vereinfacht durch die Verwen-
dung anderer Koordinatensysteme als die rechtwinkliger Punktkoordi-
naten, insbesondere fir die Bewegungen in der Ebene des der Polar-
koordinaten, im Raume des der Zylinderkoordinaten. Da letzteres
auf dem ersteren beruht, soll der Fall der Polarkoordinaten in der
Ebene zuerst behandelt werden.

a) Polarkoordinaten in der Ebene.

Wenn sich die Bewegung des Punktes in einer Ebene vollzieht
und die Polarkoordinaten des bewegten Punktes 4 in bezug auf

den willkiirlichen Punkt O und die positive Achse OX 04 —r

und / X04= ¢ (s. Fig. 62) sind, dann bestimmen die eindeutigen
Funktionen :

(35) r={.(t) und (P:fc@

der Zeit die Bewegung von 4 vollstindig. Insbesondere erhalten

wir die Gleichung der Bahn durch Elimination der Zeit ¢ aus den
beiden Gleichungen (35) in der Gestalt

Fr, ¢)=0.
Geschwindigkeit und Beschleunigung der Bewegung lassen sich wie
im vorhergehenden XKapitel durch eine Koordinatentransformation
gewinnen, denn es ist, wenn in Fig. 63 o und y die rechtwinkligen
Punktkoordinaten von A bezeichnen,

x=r-cosp, y=r-sing,
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woraus dann v, v, b, und by wie frither als Funktionen der Zeit
erhalten werden. Unmittelbar gelangt man zu den erforderlichen
Formeln durch folgende Uberlegung. Wir zerlegen v mittels des
Parallelogrammes der Geschwindigkeiten in Komponenten in Richtung
des Fahrstrahles 04 und einer zu ihm Senkrechten, dann ergibt
sich fiir diese

(36) v,==v-cosy, v,=0v-siny,

falls y (s. Fig. 63) den Winkel zwischen dem Vektor » und dem nach
auBen gerichteten Fahrstrahl O 4 im Sinne der Uhrzeigerbewegung
gemessen bezeichnet; die GroBe v, miége Radialgeschwindigkeit,
v, aber Zirkulargeschwindigkeit genannt werden. Beide lassen
sich einfach durch r und ¢ ausdriicken. Es sei A4’ — du das Bahn-
element in der Zeit dt, Z)Tzr——{—dr und / AOA'=dg, dann
ist, wenn in Fig. 63 AB’A’'C’ das unendlich kleine Parallelogramm
der Wege darstellt, bis auf unendlich kleine Gré8en zweiter Ordnung

AB'=du-cosy=dr, AC =du-siny=r-do,
folglich, weil

V008 Y =— ki cos sin —@ sin
Y=gy 0% sy =Sy,
dr do
(37) vr-—-'d—t, vc—fﬁ.
Unter Benutzung von (35) findet man sonach
(373’) vr:fr,(t)’ vc:f;'(t-)'fcl(t)'

Die Komponente v, zeigt, mit welcher Schnelligkeit. sich 4 auf
dem Fahrstrahl 0 A bewegt, wahrend die Zirkulargeschwindigkeit an-
deutet, wie sich der Punkt auf dem Kreise vom Radius r bewegen
wiirde, falls r konstant bliebe. Aus (36) in Verbindung mit (37a)
erhéilt man nunmehr auch die Geschwindigkeit v selbst nach Grofe
und Richtung, und zwar durch die Formeln

> v
(38) ”:V”,2+vc2, cosyp_—;', sinqp:%
als Funktionen der Zeit.

Zur totalen Beschleunigung b des Punktes 4 gelangen wir in
dhnlicher Weise, indem wir sie zunichst wieder in die Komponenten

(39) b,—bcosy, b,==bsiny
in Richtung des Fahrstrahles OA4 und einer zu ihm Senkrechten

(s. Fig. 62) zerlegen. In (39) bedeutet y den im Sinne der Uhrzeigerbewe-
gung gemessenen Winkel zwischen dem nach auBen gerichteten Fahr-
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strahl 04 und dem Vektor . Die Komponente b, werde Radial-,
b, Zirkularbeschleunigung genannt. Um sie durch  und ¢ aus-
driicken zu konnen, bestimmen wir die Zunahme bzw. Anderungen
der Geschwindigkeitskomponenten v,
und v,. Wiirden sich nur die Grofen
der beiden Komponenten &ndern, so
hiatten wir in Richtung des Fahr-

strahless OA eine Beschleunigung

,  dv,

. d
Y =5 und in der dazu senk- A vety

rechten Richtung die Beschleunigung

d
b;:%. Da sich aber auch die Richtungen beider Komponenten

andern, und zwar um dg, so ergibt Fig. 64 einen vektoriellen Geschwin-
digkeitszuwachs in Richtung A0 von der GroBe v,d@ und sonach eine

- . . . d
radial nach innen gerichtete Beschleunigung b/ =—-—wv, d(p ferner
d
die Richtungsinderung von v, eine Beschleunigung b, =—wv, dq:

Insgesamt ergeben sich sonach als Radialbeschleunigung

dv do
! ” r
br—br +br _dt vcdt
und als Zirkularbeschleunigung
dv do
II [
b,=b+0b, TR T

Setzen wir hierin die Ausdriicke (37) ein, so finden wir

il
T dt? dt

dr do 1d < d(p)

[b e TR TR dt?*rdt dt
Mittels der Ausdriicke (35) lassen sich folglich b, und b, als
Funktionen der Zeit ¢ darstellen und hiernach , auch die totale Be-

schleunigung b nach GroBe und Richtung abhingig von der Zeit
finden, denn aus (39) ergibt sich

R b b
(41) b=Vb> b2 cosy=7, sing=-.

(40)

Beispiel. Wenn

r=rotct—b), o=@, Fk({E—1),
so erhilt man die Gleichung der Bahn
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% N
7=ro+% (@ —90);
diese stellt eine Archimedessche Spirale dar (s. Fig. 65). Ferner wird

_ar_ . 0
v,—ﬁ—c, Vo=t —~—=k-r

und folglich

v:y’cz—}—k2r“‘, cos Y =

Fig. 65. Fig. 66.

Sind ¢ und k positive Konstanten, so wichst r stetig mit der Zeit, folglich
auch v und y, wie man besonders aus der Beziehung

k
tanw:z}—”:

__-r
v, €

erkennt, die zeigt, dafl y zwischen O undg liegt. Weiter findet man

b,=—k?r, b,=2ke,
also eine totale Beschleunigung
b=Fk-yk*r*f4¢,

die stetig mit » wichst und, wie aus tan x::%:——%; hervorgeht, sich mit
r
wachsendem r der Richtung des Fahrstrahles A0 mehr und mebr nihert.

Aus dem zweiten Ausdruck fiir b, in (40) geht die Beziehung
d d(p) d
boor—— (220 = 2 (.
¢ dt <’ ar) = a7
hervor, der sich mit Benutzung von (39) und (36) auch die Formn
brsinxzdi;(w sin y)

geben liBt. Fillen wir nun die Lote OJ=¢ auf die Gerade, in

der b liegt (s. Fig. 66), und OK =f auf die Bahntangente, und be-
achten, daf3
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rsiny=e¢ und rsiny=f,
wie aus den Dreiecken O0A4J und 0AK hervorgeht, so folgt

(42) b-e:d%(v-f)

Nennt man das Produkt eines Vektors mit seinem senkrechten
Abstande von einem Punkte das Moment des Vektors fiir jenen
Punkt, so 1aBt sich die Gleichung (42) durch den folgenden Satz
ausdriicken: Das Moment der Beschleunigung eines bewegten
Punktes ist fiir jeden beliebigen Punkt der Ebene gleich
dem totalen Differentialquotienten nach der Zeit des Mo-
mentes der Geschwindigkeit.

Wie aus Fig. 63 hervorgeht, ist der Inhalt des unendlich kleinen
Dreiecks 044’, um das der Inhalt # des Sektors 04,4 bei der
Bewegung von 4 bis zu dem unendlich benachbarten Punkte A"

zunimmt,
dF =3rde.

Hieraus folgt die sog. Flichen- oder Sekterengeschwindigkeit

der Bewegung zu

dF 1 ,dp 1 1
(43) W_Er %—Ervc—gvf

und die Flichen- oder Sektorenbeschleunigung

@F 14 (rgdip) 1

aF 2l =gbe-

(44) it

Es gibt Bewegungen, bei denen die totale Beschleunigung immer
nach demselben Punkt hin gerichtet, also e dauernd gleich Nuil
ist; sie werden Zentralbewegungen genannt. Beispiele solcher
Bewegungen sind die Bewegungen der Planeten um die Sonne, des
Mondes um die Erde usw. Fiir dieso Bewegungen ist nach (44)

aF
P
folglich
dF

7{ = Const. = C.

Daraus folgt durch Integration
F=C(t—1t,),
und damit das Ergebnis, daB bei Zentralbewegungen der Fahrstrahl
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in gleichen Zeiten inhaltsgleiche Sektoren beschreibt 1). Beachtet man
weiter, daB} in diesem Sonderfalle
dF 1

@t =0

wird, so ersieht man, daB sich

v==2—

ergibt, also die Geschwindigkeit umgekehrt proportional dem Ab-
stande der Bahntangente vom Bezugspunkte O sich &ndert.

b) Zylinderkoordinaten.

Nimmt man zu den Polarkoordinaten in einer Ebene noch den
senkrechten Abstand des bewegten Punktes von der Ebene, so 1ift
sich durch diese drei Koordinaten, welche Zylinderkoordinaten
genannt werden, jede rdumliche Bewe-
¥4 gung eines Punktes darstellen. Zu dem
Ende denken wir uns die Bahn des
Punktes auf die XY-Ebene eines be-
Liebigen Koordinatensystems projiziert
und die Bewegung des Lotfulpunktes F'
(s. Fig. 67) durch die Polarkoordinaten r
und ¢ dargestellt. Zu diesen fiigen

Op— 7 X wir noch die z-Koordinate, also die

/ P projizierte Bewegung auf der Z-Achse

V (vgl. 8. 51), die mit der Bewegung des

s Punktes 4 auf der Mantellinie einer Zy-

Fig. 67. linderfliche {ibereinstimmt, deren Leit-

linie die Bahnprojektion f ist und auf

der die raumliche Bahnkurve o liegt. Es geniigt sonach, die voraus-

gehenden Darlegungen iiber die Verwendung von Polarkoordinaten

mit denen iiber die geradlinige Bewegung eines Punktes zu vereinigen,

um die Darstellung der rdumlichen Bewegung in Zylinderkoordinaten
zu erhalten. TIst sonach

(45) r=r.0), o=, =2=f@)
gegeben, so liefert die Elimination von ¢ aus den beiden ersten Aus-

driicken die Gleichung der Projektion der Bahn auf die X Y-Ebene
in der Form

N

F(r, p)=0;

) Dieser Satz, der einer wesentlichen Erweiterung fihig ist, wird der
Flichensatz oder in Anwendung auf die Planetenbahnen das zweite
Keplersche Gesetz genanrit.
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diese Projektion beschreibt der FuBlpunkt F des Lotes von A4 auf
die XY-Ebene. Hierzu tritt die durch z=={, ({) bestimmte Bewegung
in der Parallelen F A zur Z-Achse, wodurch sich eine einfache Vor-
stellung der rdumlichen Bahnkurve gewinnen 1aBt. Die Geschwindig-
keit v des Punktes 4 finden wir aus den drei Komponenten

d d
46) o= —F W, v=r G =L O, =10,

die radiale, zirkulare und axiale Komponenten genannt werden
und deren Zusammensetzung mittels des Parallelepipedes der Ge-
schwindigkeiten

b = br + DO + bz

ergibt. GroBe und Richtung von v berechnet sich aus den Formeln

(47)

r

cos(v,v,) _—_—1—;—, cos (v,v,) = %c_ , cos(v,v) :%

In ganz gleicher Weise erhilt man aus

_ d*r d(p)2 14 ( 2d99> _d*z
(48) ”rﬁﬁ"<37 » =T n\Ua) Ve

GroBe und Richtung der totalen Beschleunigung & als Funktionen
der Zeit durch die Beziehungen

b—=VE b7 157,
49 b b b
(*49) cos(b,b, :i’ cos(b,bc)zi, cos(b,bz)zf.
Beispiel: Es sei eine Bewegung bestimmt durch die Beziehungen
r=rytat, e=@+Ffh(l+ki), z=z-+rt,
worin 7y, @,, 2, die Koordinaten der Anfangslage 4,, d.i. zur Zeit t =1¢,=10

seien, und «, £, y und k::“ gegebene Konstanten sind. Die Elimination

o _ . .
von ¢ aus den ersten beiden Gleichungen liefert die Gleichung einer logarith-

mischen Spirale
PP P — %o
r:ro—[—% e b1 =r,e b .

Die Bahn liegt sonach auf der Zylinderfliche, deren Leitlinie diese Spirale ist.
Ferner erhiilt man hier durch Elimination von ¢ aus der ersten und dritten
Gleichung

2=z+=(—r),

R[=
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also die Gleichung einer Geraden, welche die Z-Achse unter dem konstanten
Winkel

-~ Z

A=arctan (z:_r£> == arctan (5)
0 b4
in einem ruhenden Punkte schneidet. Letzterer ist folglich die Spitze eines
Kreiskegels, auf dem die Bahn ebenfalls liegt. Der vorerwihnte Zylinder
schneidet die Kegelfliche in der gesuchten Bahnkurve.
Die Geschwindigkeitskomponenten werden
do 8-k 7 «-f

Vp==0 V=0, == = =u-f; v,=y.

= ——.
dt 1 ke
+ 7‘0 1_}__;5.5
Da sie alle drei konstant sind, so wird auch ¢

v = e? I (af)?Fy® = const. == v,;
die Bewegung ist sonach gleichformig und der Hodograph wird ein Kreis
parallel .zur XY -Ebene, dessen Mittelpunkt lotrecht iiber dem Pol @ im Ab-
stande v, =y liegt; der Radius des Kreises ist «y1 | f2.
Die Beschleunigungskomponenten ergeben sich zu

(ZZ 2 a‘Z
b,-:—- rﬂ 5 bc:'7é! bz:();

Die Beschleunigung b ist folglich senkrecht zur Z-Achse nach innen gerichtet

28
und hat die GroBe %—é\/ 14 p2. Da v konstant, also die Tangentialbeschleu-

2
nigung gleich Null ist, so fillt b mit der Zentripetalbeschleunigung b,,:%
zusammen, woraus sich i
@)+
1+ p°

also proportional dem Fahrstrahl r findet.

Auch noch andere Koordinatensysteme werden zur Darstellung
von Bewegungen verwendet, so z. B. das rdumliche Polarkoordinaten-
system, in dem die Entfernung des bewegten Punktes von einem
willkiirlichen Punkte des Bezugskérpers, der Winkel dieses Strahles
mit einer durch den Bezugspunkt gehenden Achse und der Winkel,
den die durch den Punkt und die Achse gehende Ebene mit einer
die Achse enthaltenden Ebene des Bezugskdrpers einschlieBt, die
Koordinaten bilden; oder bipolare Koordinaten, d. h. die Entfernungen
des bewegten Punktes von zwei Punkten des Bezugskorpers und
der Winkel, den die Ebene durch die drei Punkte mit einer Ebene
des Bezugskorpers ‘durch die beiden Festpunkte einschlieBt, usf. Auf
diese soll jedoch nicht weiter eingegangen werden, weil sie nur in
ganz besonderen Fillen Anwendung finden.
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Achtes Kapitel.

Die Elementarbewegungen starrer Korper.

Unter einem starren Koérper werde ein sog. Punktesystem
verstanden, d. i. eine Anzahl geometrischer Punkte, deren gegen-
seitige Entfernungen wihrend der Bewegung des Systems gegen
jeden beliebigen Bezugskorper sich nicht dndern. Daraus geht eine
gegenseitige Abhéngigkeit der Bewegungen der einzelnen Punkte von
einander hervor, welche im folgenden untersucht werden soll.

Wir gehen hierbei von dem Satz aus: Die Lage cines
starren Korpers ist vollstindig und eindeutig bestimmt
durch die Lagenirgend dreier seiner Punkte, die sich nicht
auf einer Geraden befinden. Zum Beweise greifen wir irgend
drei Punkte 4, B, C des Koérpers heraus, die im allgemeinen ein
Dreieck, das sog. Grunddreieck des Korpers bilden. Jeder weitere
Punkt D bildet dann mit dem Grunddreieck ein Tetraeder A BCD,
dessen Kantenldngen bei der Bewegung des Korpers sich nicht
andern. Wihlen wir das Grunddreieck in einer beliebigen Lage,
so findet. sich die Lage des Punktes D als Schnittpunkt dreier
Kugelflichen, deren Mittelpunkte 4 bzw. B bzw. ¢ und deren

Radien AD bzw. BD bzw. CD sind. Die drei Kugelflichen haben
zwei reelle Schnittpunkte D und D’; der eine D bildet mit dem
Grunddreieck ein dem urspriinglichen kongruentes Tetraeder 4 BCD,
der andere ein zu diesem symmetrisches A BCD'. Letzteres kommt
nicht in Betracht, weil es im allgemeinen dem urspriinglichen-
Tetraeder nicht kongruent ist. Da das fiir jeden weiteren Korper-
punkt gilt, so ist damit die Richtigkeit des Satzes erwiesen.

Da die Bewegung eines Korpers in der Anderung seiner Lage
gegen den Bezugskoérper besteht, so folgt aus dem vorstehenden
Satz, daB die Bewegung eines starren Korpers durch die
Bewegungen dreier seiner Punkte (des Grunddreiéc/kes) voll-
stindig und eindeutig bestimmt ist. Denn die Lagenénde-
rungen aller Punkte des Kérpers werden durch die der Eckpunkte
des Grunddreieckes mitbestimmt, folglich auch die Bewegungen aller
Punkte des Korpers.

Zwei Lagen eines Korpers konnen entweder endlich oder un-
endlich wenig verschieden sein. Im ersten Falle heift der Uber-
gang des Korpers aus einer Lage in die andere eine endliche, im
zweiten Falle eine unendlich kleine oder Elementarbewegung
des Korpers. Jede endliche Bewegung kann als eine Aufeinander-
folge von unendlich vielen Elementarbewegungen angesehen werden.
Es ist nun sehr wichtig, zu erkennen, daf jede ganz allgemeine
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Elementarbewegung eines starren Korpers auf zwei ganz bestimmte
einfache Bewegungen zuriickgefiihrt werden kann, nimlich auf eine
Schiebung (Translation) und eine Drehung (Rotation); auf diese
beiden Bewegungsarten soll deshalb zundchst eingegangen werden.

a) Schiebung,

Unter einer Schiebung werde jede Bewegung eines starren
Korpers verstanden, bei der zwei sich schneidende Geraden des
Korpers in allen Lagen des letzteren zueinander parallel sind. Aus
dieser Definition folgen alle die
Eigenschaften der Schiebung ge-
nannten Bewegung.

Es sei ABC das Grund-
dreieck des Korpers in der Lage
K und A’ B'C' das in der Lage K’
des Korpers (s. Fig. 68); letateres
erhalten wir, indem wir einen be-
liebigen Punkt, z. B. 4, in seiner
neuen Lage A' willkiirlich anneh-
men und 4'B' 4= AB, AC' 4= AC
machen, weil dann auch B’'C’ 4= BC wird, Aus dieser Konstruktion
von A’B'C’ folgt nun nicht nur, da A4’ BB 4-C(’, sondern
auch, daB fiir jeden beliebigen weiteren Korperpunkt D die Be-
ziehung DD’ 4 A4’ gilt. Denn machen wir, um die neue Lage I’
des Punktes D zu erhalten, das Tetraeder A’B’C'D' kongruent

ABCD, so folgt sofort A'D’ 4-AD und damit DD’ 4 A4, was zu

beweisen war. Ist nun A4’ die geradlinige Bahn des Punktes 4,
vollzieht also der Korper eine geradlinige Schiebung, so be-
schreiben alle Korperpunkte geradlinige parallele Wege von gleicher
Lénge.

Weiter geht hieraus hervor, daB bei einer Elementarschlebung
alle Korperpunkte Bahnelemente von gleicher Richtung und Lénge
durchlaufen, und da sich bei einer endlichen Schiebung die Bahnen
aller Korperpunkte aus den gleichen Bahnelementen nach GréBle und
Richtung zusammensetzen, aus denen die willkiirlich zu wéhlende
Bahn a des Punktes 4 besteht, so erkennen wir, daB3 bei einer end-
lichen Schiebung alle Koérperpunkte kongruente gleichliegende Bahn-
kurven @ durchlaufen. In jeder Lage des Korpers sind folglich die
Bahntangenten in den Koérperpunkten .unter sich parallel, und sonach
auch die Geschwindigkeiten; auBlerdem haben letztere alle gleiche
GréBe. Damit finden wir schlieBlich, daB auch der vektorielle Ge-
schwindigkeitszuwachs aller K6rperpunkte derselbe wird, und hiernach
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die Beschleunigung selbst. Zusammenfassend erkennen wir, daBl bei
einer endlichen Schiebung alle Kérperpunkte kongruente
gleichliegende Bahnen beschreiben und alle Punkte des
Korpers in jeder Lage des letzteren nach GréBe und
Richtung gleiche Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
besitzen.

Beispiele fiir geradlinige Schiebungen fin-
den sich sehr viele in den Maschinen, so die
Bewegungen des Kreuzkopfes und der Kolben
in den Kolbendampfmaschinen. Als Beispiel
einer krummlinigen Schiebung werde das Ge-
lenkparallelogramm (s. Fig. 69) genannt, dessen
vier Stibe durch Gelenke mit parallelen Achsen
beweglich verbunden sind. Wird das Glied K,
in Ruhe gehalten und K bewegt, 8o beschreiben,
wie man sich leicht iiberzeugt, alle Punkte
von K kongruente gleichliegende Bahnen, nimlich Kreise von gleichem Radius,
deren Mittelpunkte By, B,, B, usf. die gleiche Lage gegen K, haben, wie die
Punkte 4, 4., 4; . .. gegen K.

b) Drehung.

Eine Drehung nennen wir jede Bewegung eines starren Korpers,
bei der zwei verschiedene Punkte des Koérpers gegen den Bezugs-
korper in Ruhe bleiben. Um die Eigenschaften dieser Bewegung
abzuleiten, wihlen wir diese beiden Punkte B und C als zwei der
Eckpunkte des Grunddreieckes und einen weiteren beliebigen Punkt 4,
der aber nicht mit ersteren auf einer Geraden liegen darf, als den
dritten. Die Bahn dieses Punktes 4 ist dann notwendig der Kreis,
in dem sich die beiden Kugelflichen schneiden, deren Mittelpunkte

B und C, und deren Radien BA und CA sind. Die Ebene dieses

Kreises o steht bekanntlich senkrecht zur Verbindungslinie B C' der
Mittelpunkte beider Kugelflichen und der Mittelpunkt M von a liegt

auf BC, und zwar im FuBpunkte des Lotes 4 M von 4 auf BC. Die

Linge des Lotes A M ist sonach der Radius von a. Was beziiglich
der Bahn von A gilt, erstreckt sich auf alle Korperpunkte mit Aus-
nahme der Punkte auf der Verbindungslinie BC, denn ihre Punkte
erhalten als Radius ibrer Kreisbahn Null und das bedeutet, dafl sie
ihre Lage gegen den Bezugskorper nicht #ndern, also in Ruhe
bleiben. Bei der Drehung genannten Bewegung des Korpers bleibt
sonach die Verbindungslinie der beiden in Ruhe gehaltenen Punkte
ebenfalls in Ruhe; man nennt sie die Achse der Drehung oder
kurz Drehachse (Rotationsachse). Die Ebene durch den Punkt A
und die Drehachse, die dem bewegten Korper angehort, heillt die
Meridianebene des Punktes 4. Sie ist zugleich die Ebene des
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. L 2. Aufl. 5
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Grunddreieckes, falls 4 als dessen dritter Endpunkt gewshlt wird.
Wiéhlen wir auf der Kreisbahn o des Punktes 4 (s. Fig. 70) einen

Bezugspunkt 0, o ist die Lage von 4 durch die Linge 0A=u
des Bogens bestimmt und damit zugleich die des ganzen Korpers,
weil das Grunddreieck eine bestimmte
Lage erhalt. Die Meridianebene des
Punktes 0, die in dem Bezugskorper
auht, schlieBt mit der des Punktes 4
einen Winkel ¢ ein, der durch die
Beziehung #=7-¢ bestimmt wird,
falls r den Radius des Kreises a be-
zeichnet. Denken wir uns nun ¢ als
eindeutige Funktion der Zeit gegeben,
so wird die Lage der Meridianebene E
Fig. 70. von 4 gegen die von O und damit
gegen den Bezugskdrper als eindeutige
Funktion der Zeit eine bestimmte, woraus hervorgeht, dafl die Be-
wegung des Korpers selbst durch ¢ als einer eindeutigen Funktion
der Zeit, d.i.

=1,
vollig bestimmt ist. Der Anfangslage des Korpers zur Zeit t—=t,
entspricht der Winkel

Po=1(t,)
und diesem die Meridianebene E, des Punktes A4 (s. Fig. 70); die

Meridianebene von A4 dreht sich folglich in der Zeit ¢ —¢, um den
Winkel

P Po=Y,
den sog. Drehwinkel. Bei einer derartigen Drehung beschreiben
alle Korperpunkte Kreisbégen von gleichem Zentriwinkel, denn die

Meridianebenen der Kérperpunkte gehdren einem starren Korper an
und miissen sich folglich alle um den gleichen Winkel 1 drehen.

Die Geschwindigkeit v eines beliebigen Korperpunktes 4 ist = dT;; ,

und da du==r-dy, falls r den Radius der Kreisbahn bezeichnet,
so wird

In diesem Ausdruck heillt

dy
dr
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die Winkelgeschwindigkeit der Drehung zur Zeit {. Aus der
wichtigen Beziehung '
(50) V=1

folgt als Einheit der Winkelgeschwindigkeit
w,=v,:l,=—

¢

I

1.
_tI ;

ihre Dimension ist sonach von der -— 1. in Zeiteinheiten. Man er-
halt aus

dy _dp __ .

o=g = a0
die Winkelgeschwindigkeit als eine Funktion der Zeit, also im all-
gemeinen verdnderlich. Man legt ibr zweckmilflig einen gewissen
Sinn bei, und zwar den Drehsinn der Bewegung. Ist somach w > 0,
so wichst ¢, im anderen Falle nimmt es ab. Der Geschwindigkeits-
zustand des Korpers ist durch die GroBe von w und den Drehsinn
in jeder Lage vollig bestimmt. Die Geschwindigkeiten der einzelnen
Korperpunkte sind proportional ihren Abstinden von der Drehachse
und senkrecht zu ihren Meridianebenen gleichsinnig mit der Drehung.
Ist b die Beschleunigung des beliebigen Korperpunktes 4 (s. Fig. 70),

und zerlegen wir diese in die Tangentialbeschleunigung b,==b cosf
und die Zentripetalbeschleunigung b, =bsinf, so wird erstere

dv dw

bt == d—t = —d—t' 5

weil v=r-w und r sich nicht mit der Zeit #ndert, falls die Drehung
des Korpers um eine ruhende Achse erfolgt. Die in b, auftretende
Grofe

do

dt
wird die Winkelbeschleunigung des Korpers zur Zeit ¢ genannt.
Man erhilt sie als Funktion der Zeit aus der Beziehung ¢ =f(f) zu

A d?

(51) 8=%=7§=f”(t>-

Da b,=r-¢, so wird ¢,==b,:1,=¢7?, d. h. die Winkelbeschleu-
nigung hat die Dimension — 2 in Zeiteinheiten und bedeutet eine
Zunahme von w, also eine Beschleunigung der Drehung, falls sie
positiv, eine Abnahme von w und somit eine Verzogerung der Drehung,
falls sie negativ ist. Demgemili legen wir auch ¢ einen bestimmten
Sinn bei und wihlen ¢ gleichsinnig mit w im Falle der Beschleunigung,
gegensinnig zu w im Falle der Verzogerung.

5%
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Die Zentripetalbeschleunigung wird hier, da der Kriimmungs-
radius der Bahn p=r,

2
bn:v—zr-w'2
Y

und hat die Richtung nach der Drehachse zu; ihre GroBe ist dem
Abstande des Punktes von der Drehachse proportional. Letzteres
gilt auch von der tangentialen Komponente der Beschleunigung; nur
ist sie senkrecht zur Meridianebene eines jeden Punktes gleichsinnig
mit der Winkelbeschleunigung gerichtet. Die Zusammensetzung beider
Komponenten liefert als totale Beschleunigung des Korperpunktes

(52) Vo240, =rVe + !,
diese schliet mit v den Winkel § ein, der durch die Beziehung

2

(53) tanﬂ:%

bestimmt ist. Letztere zeigt, daB S unabhingig von r ist, d. h. alle
Korperpunkte auf einer Meridianebene haben parallele Beschleuni-
gungen, deren Grofe dem Abstande des Korperpunktes von der Dreh-
achse proportional ist. Hierdurch wird auch der Beschleunigungs-
zustand des Korpers fiir jede Zeit ¢ festgelegt.

Wichtige Sonderféille vou Drehungen um ruhende Achsen sind

a) die gleichférmige Drehung. Sie vollzieht sich mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit

w == Const. = w,,

woraus hervorgeht, daB alle Korperpunkte ihre Kreisbahnen gleich-

formig, also mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen. Fiir den
Drehwinkel 1 ergibt sich die einfache Beziehung

=9 —g,=0,(—1,),
aus der die Dauer einer Umdrehung zu

_—r
@y

hervorgeht. Bei der gleichformigen Drehung fiihrt man an Stelle
von , hiufig die sog. Umlaufszahl » ein, worunter man die
Anzahl der Umdrehungen des Korpers in der Minute versteht. Da
hiernach n-T==60s sein soll, so erhilt man
5 "z
(54) Wo =358
Ist z. B. n=120, so findet sich w,=4xs1=12,575"", und
dann erhdlt jeder Korperpunkt im Abstand r—2,0m die Ge-

—1
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schwindigkeit v =r-w,==25,13 ms™!, mit der er seine Kreisbahn
durchliuft. :
Da die Winkelbeschleunigung ¢ in diesem Falle gleich Null ist,

so fillb b mit b, ==r w,? zusammen, wihrend ﬂ:g wird.

b) die gleichm&dBig verinderte Drehung. Unter einer
solchen soll die Drehung mit konstanter Winkelbeschleunigung ver-
standen werden, also

¢ =~Const. =g, .

do
dt’
(35) w == wy & (¢ — 1),

falls w, den Wert von « zur Zeit t —1{, bezeichnet, und weiter

(56) P =@yt 0ot — L) + 5 & (E— )"

Zu diesen selben Ausdriicken fiir w und ¢ gelangen wir auch
unter Benutzung des Umstandes, dafl in diesem Falle jeder Korper-
punkt seine Kreisbahn gleichmiBig verindert durchlauft, also fiir ihn
die Beziehungen (5) [S. 17] und (6) [S. 19] gelten. Aus diesen er-
halten wir die Ausdriicke fiir w und ¢, indem wir beachten, daB hier
b=r-¢, v=r.0 und wu==r-@p ist, und die Gleichungen mit »
dividieren. Durch Elimination der Zeit aus den
Ausdriicken fiir w und ¢ folgt noch

Es folgt daraus sofort, weil &==

o — w,?
Pt g,

Beispiel: Uber eine kreiszylindrische Scheibe, die
sich um eine horizontale Achse D dreht (s. Fig. 71), ist
ein Faden geschlungen, der am Endpunkt 4 einen schweren
Korper trigt. Sinkt letzterer aus der Ruhelage um die
Hohe 2 herab, so tritt eine Drehung der Scheibe ein, die
sehr angenihert eine gleichm#fBig beschleunigte ist. Be-
zeichnet ¢ die Zeitdauer dieser Bewegung, so besteht fiir
den Vorgang die Beziehung

h:u——uozvo-t—{—%bfﬁ, Flg 71.
weil jeder Punkt des Umfanges in der Zeit ¢ den Weg
u — uy==h rzuriicklegt. Da nun annahmegemif v,=R-w,=0, b, = R-¢,,
falls B den Radius der Scheibe bezeichnet, so erhilt man fiir die Winkel-

beschleunigung
2h

, TRt
Wenn z. B. h=1,44m, t=248, R=02m, so wird §,=2,5 s~2, und die

£y

Dauer der ersten vollen Umdrehung (fiir  — #y=2Ra) T'=2 ‘/3’_ =1,12s.
o
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Bei den Untersuchungen itber die Drehung wurde zunichst an-
genommen, dafl die Drehachse nicht nur in dem bewegten Korper
selbst, sondern auch im Bezugskdrper eine feste unverinderliche
Lage hat. Es ist aber unmittelbar einzusehen, da8 alle Eigenschaften
der Drehung erhalten bleiben, insbesondere der Geschwindigkeits-
und Beschleunigungszustand, wenn nur die Drehachse im bewegten
Korper festliegt, nicht aber im Bezugskorper. Jedes Wagenrad ist ein
Beispiel solcher Bewegung, denn es dreht sich gegen den Wagenkoérper
genau so, als ob der Wagenkérper in Ruhe wire, und doch bewegt sich
die Radachse zugleich mit dem Wagen gegen den Erdkorper. Vollzieht
ein Korper um eine in ihm feste Drehachse eine Drehung gegen einen
Kbrper, der selbst irgendeine Bewegung hat, so folgen doch alle Eigen-
schaften der Drehung aus der Definition der letzteren genau in derselben
Weise, wie bei der Drehung gegen den ruhend gedachten Bezugskorper.

Anders ist dies dagegen in dem Falle, wo die Drehachse in dem
bewegten Korper ihre Lage éindert. In diesem Falle ist die Elementar-
bewegung des Korpers eine unendlich kleine Drehung um eine Gerade
des Korpers, deren Punkte augenblicklich die Geschwindigkeit Null
haben. DieseGerade heiflt deshalb dieMomentanachsederDrehung.
Bei dem Ubergang des Korpers in die unendlich benachbarte Lage
wechselt nun die Momentanachse ebenfalls ihre Lage im Korper, und
zwar unendlich wenig, d. h. es erlangen andere Punkte des Kérpers die
Geschwindigkeit Null und diese Punkte liegen auf der neuen Momentan-
achse. Im allgemeinen éndert sonach die momentane Drehachse sowohl
im bewegten als im Bezugskorper ihre Lage, und zwar wihrend einer
Elementardrehung in beiden unendlich wenig. Es ist nun zu be-
achten, daB die Elementardrehung um eine veranderliche Achse genau
so verliuft, wie eine unendlich kleine Drehung um eine im Kérper

feste Achse, also wie ein Ubergang des Korpers aus einer :Lage

in die unendlich benachbarte, denn das Bahnelement eines jeden

Korperpunktes steht senkrecht zur Meridianebene des Punktes und

hat die GroBe du=—r-d, falls dy der unendlich kleine Drehwinkel

des Korpers und r der Abstand des Punktes von der Momentan-

achse der Drehung ist. Folglich ist auch der Geschwindigkeitszustand
du

des Korpers in beiden Fallen der gleiche, d. h. es ist V==

r-w.

dy
dt
bezeichnet, und die Geschwindigkeit jedes Punktes steht ebenfalls
senkrecht zur Meridianebene gleichsinnig mit der Drehung. Das
letztere gilt auch von den Bahntangenten, denn sie enthalten die
Bahnelemente, nur sind die Bahnen keine Kreise mehr, sondern
koénnen irgendwelche Kurven sein.

falls w== die Winkelgeschwindigkeit der momentanen Drehung
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Der EinfluB der Lageninderung der Drehachse zeigt sich hin-
gegen bei den Beschleunigungen, denn der Beschleunigungszustand
wird bedingt durch drei unendlich benachbart> Lagen der Korper-
punkte bzw. des Korpers, also durch zwei aufeinander folgende
Elementarbewegungen des Korpers, und letztere haben zwei ver-
schiedene, wenn auch unendlich benachbarte Momentanachsen und
zwei unendlich wenig verschiedene Winkelgeschwindigkeiten. Es wird
sonach auch der Abstand r jedes Kérperpunktes von beiden Momentan-
achsen verschieden ausfallen, und folglich in dem Ausdruck fiir die
Tangentialbeschleunigung (V) (S. 38)

b — dv _ d(r-o) - dw

. dr

i— —

a T

S T
. . dr . . o .
die GroBe dr bzw. ar nicht =0 sein, wie bei der Drehung um eine
im Korper feste Achse, und ferner, da die Bahnen im allgemeinen keine
Kreise mehr sind, auch nicht mehr 9 = sein kénnen; vielmehr wird

Wir erkennen hieraus, daf bei Drehungen um veriinderliche Achsen
der Beschleunigungszustand der Korper wesentlich verschieden ist
von dem der Drehung um in ihm ruhende Achsen.

In dem folgenden Kapitel wird eine besonders wichtige Gruppe
von Drehungen um verénderliche Achsen ausfiihrlich behandelt werden,
weshalb Beispiele hier fortfallen kénnen.

Neuntes Kapitel.

Die ebene Bewegung starrer Korper.

Recht hdufig, und zwar besonders in Maschinen und Getrieben,
tritt uns die ebene Bewegung starrer Korper entgegen, worunter
jede Bewegung verstanden wird, bei der alle Korperpunkte ebene
Bahnkurven beschreiben, die in parallelen Ebenen liegen. Hierzu
gehéren z B. alle Drehungen um ruhende Achsen, da die Bahnen
der Punkte Kreise in parallelen, nimlich zur Drehachse senkrechten
Ebenen sind, ferner die Bewegungen der Pleuelstangen der Kolben-
dampfmaschinen u. a. Bei ebenen Bewegungen beschreiben alle Punkte
des Korpers, die sich in einem Lote senkrecht zu den Ebenen der
Bahnen befinden, kongruente Bahnen, es geniigt sonach zur Kenntnis
des Bewegungszustandes in diesem Falle, die Bewegung einer Ebehe
des Korpers, die den Bahnebenen parallel ist, zu kennen. Alle Lagen
dieser Ebene — sie werde mit E bezeichnet — befinden sich in einer
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Ebene E des Bezugskérpers; auf sie werde die Bewegung von E be-
zogen. Die ebene Bewegung eines starren Korpers 148t sich sonach
zuriickfiihren auf die komplane Bewegung einer starren Ebene E
gegen eine mit ihr zusammenfallende, ruhend gedachte Bezugsebene E;
mit dieser komplanen Bewegung wollen wir uns weiterhin ausfiihr-
licher beschiftigen.

Zunichst ist leicht ersichtlich, daf die Lage einer Ebene
gegen eine andere komplane Ebene vollstindig und ein-
deutig bestimmt ist durch die Lage zweier ihrer Punkte.
Man erkennt das wie folgt. Seien A und B die beiden Punkte
(s.Fig. 72), so bildet jeder weiterer Punkt [ der Ebene mit A und B
das starre Dreieck ABI. Bringen wir AB in die willkiirlich gewéhlte

neue Lage A'B’, wobei A’'B’=AB, und konstruieren A'[’=AT,
B'I"=BTI, so erhalten wir zwei Dreiecke, von denen das eine

Fig. 72.

A'B'l" ~ ABl, das andere symmetrisch zu A’B’l’ ist. Letzteres
kommt wegen der komplanen Bewegung der Ebene fiir die Lage
von A’ nicht in Frage; folglich ist die Lage von [’ eindeutig be-
stimmmt, und das gilt von allen Punkten der Ebene E.

Aus dem bewiesenen Satze ergibt sich die wichtige Folgerung
daf die Bahnen aller Punkte der Ebene vollstindig und eindeutig
bestimmt werden durch die Bahnen zweier ihrer Punkte. Sind in
Fig. 72 a und b die willkiirlich wéhlbaren Kurven, auf denen sich
die Punkte A bzw. B bewegen miissen, so wird damit zugleich die
Bahn ¢ eines jeden weiteren Punktes I der Ebene E bestimmt.

Fiir den Bewegungsvorgang selbst ist nun von groSer Bedeutung
der Satz: Eine Ebene laBt sich in jede beliebige komplane
Lage bringendurchDrehung um eineneindeutig bestimmten
ihrer Punkte.

Beweis: E und E’ seien zwei beliehige Lagen der bewegten
Ebene (s. Fig. 73), welche durch die Lagen A, B bzw. A/, B’ zweier
ihrer Punkte bestimmt werden. Halbjeren wir die Verbindungs-
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lnie AA’ in H und errichten in diesem Punkte die Senkrechte n,

zu AA’, so bewirkt die Drehung der Ebene um jeden Punkt auf =,,
daB A einen Kreisbogen beschreibt, der durch A’ geht. Ebenso wird
B auf einem Kreisbogen nach B’ gefilhrt durch Drehung um jeden
Punkt auf der Mittelsenkrechten 7, der Strecke BB’. Wihlt man
als Drehpunkt den Schnittpunkt D von n, und n,, so beschreiben
A und B Kreisbégen, die sie nach A’ bzw. B’ fithren. Der Vorgang
ist sonach der gleiche wie bei der Drehung eines Korpers um eine
rubende Achse(vgl. 8. Kap. 8. 65); die Drehachse hat man sich als
Senkrechte zur Ebene E im Punkte D zu denken. Alle Punkte der
Ebene beschreiben Kreisbgen vom gleichen Zentriwinkel y, und die
Lingen der Kreisbogen sind proportional den Entfernungen der
Punkte von D. Die Lage von D ist als Schnittpunkt zweier Ge-
raden eindeutig bestimmt.

Ist die Lage E’ der Ebene unendlich nahe an E, oder was auf

das gleiche hinauskommt, sind die Strecken AA’ und BB’ (s. Fig. 74)

rr __--c

——

)

7

fome T T
! dp‘\\g//// ¥
M
Fig. 74. Fig. 75.

unendlich klein, so wird die Lageninderung der Ebene zu einer
Elementardrehung mit dem unendlich kleinen Drehwinkel dy. Da
AA’ und BB’ die Elemente der Bahnen a bzw. b sind, die die
Punkte A und B beschreiben, so gehen die Mittelsenkrechten », und
n, iber in die Bahnnormalen dieser Punkte und diese schneiden
sich in dem augenblicklichen Drehpunkte M der Elementar-
bewegung. Dieser Punkt, der auch Momentanzentrum oder Dreh-
pol genannt wird, ist als Schnittpunkt zweier Geraden eindeutig be-
stimmt. In jeder Lage der Ebene schneiden sich die Bahnnormalén
der Punkte der Ebene im augenblicklichen Drehpunkte und alle
Bahnelemente stehen senkrecht im gleichen Sinne zu den Verbindungs-

strahlen der Punkte mit dem Drehpol, so z. B. das Bahnelement rr

des Punktes I senkrecht zu dem Polstrahl MT.
Denken wir uns die Bewegung der Ebene E (s. Fig. 75) bestimmt
durch die Bahnen e und b zweier ihrer Punkte A und B, so ordnet
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sich jeder anderen Lage der Ebene ein anderer augenblicklicher
Drehpunkt M zu. Der geometrische Ort aller Punkte M der ruhen-
den Ebene FE ist eine eindeutig bestimmte Kurve, welche ruhende
Polkurve genannt wird; sie mdge mit m bezeichnet werden. Mit
dem Punkte M fallt aber in jeder Lage der bewegten Ebene B ein
bestimmter Punkt M zusammen, um den die augenblickliche Drehung
stattfindet, und alle die Punkte M liegen ebenfalls auf einer eindeutig
bestimmten Kurve u, welche bewegte Polkurve genannt wird. Im
folgenden soll nun bewiesen werden, daB die beiden Kurven m und u
sich im augenblicklichen Drehpunkt der Ebene E berithren und da8
wahrend der endlichen Bewegung von E die Kurve u auf m rollt.

Es seien (s. Fig. 76) E, E/, E” drei ganz willkiirliche endlich
verschiedene Lagen der bewegten Ebene, bestimmt durch die Lagen
AB, A’B’, A”B” der Geraden AB; ferner sei D der Drehpunkt, um
den die Ebene E zu drehen ist,
damit sie in die Lage E’ ge-
langt, und I’ der Drehpunkt zur
Uberfiihrung der Ebene von E’
nach E”. Ist die Ebene in der
Lage E, so fallt mit D ein
Punkt 4 zusammen, und drehen
wir die Ebene um den zugeho-
rigen Drehwinkel AAAN' =y in
die folgende Lage E', so fallt
mit D’ ein anderer Punkt der
Ebene zusammen, der mit A’
bezeichnet werde. Da 4 und A
Punkte der starren Ebene E sind, so muB, wenn man die Ebene aus

der Lage E nach E’ dreht, 4’ um 4 einen Kreisbogen vom Radius 4 4'
und dem Zentriwinkel iy beschreiben, der 4’ nach IV iiberfiihrt; es
muB sonach A4 =DD sein. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt
man durch die Uberlegung, daB A, B und 4 Punkte einer starren

Ebene sind, folglich, weil in der Lage E’ der Punkt A4’ mit D’ zu-
sammenfillt, das Dreieck

ABA' ~A'B'D
ist; aus einfachen planimetrischen Beziehungen ergibt sich dann, daf
das Dreieck AdA’ kongruent dem Dreieck A’DJI’ ist und somit
AA =DD und /A DD —y sein muB.
Sind die drei\Lagen E, E’ und E” unendlich benachbart, so
gehen die Punkte D und 2’ in die augenblicklichen Drehpunkte M
und M’, bzw. 4 und 4’ in M und M’ iiber, und dann ist M M’ ein
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Element der Polkurve m, MM’ ein solches von u. Beide Elemente
haben die Punkte M und M gemeinsam, und der Winkel M’ M M’ ist
gleich dem unendlich kleinen Drehwinkel diy, der sich beim Grenz-
iibergang der Null ndhert. Folglich haben die beiden Kurven m
und u# in M bzw. M die Tangente gemeinsam, d.h. sie beriihren
sich im augenblicklichen Drehpunkte. Weil ferner, wie bewiesen wurde,

MM =M M ist, d. h. der Beriihrungspunkt auf beiden Kurven m
und p bei der Elementarbewegung stets um gleich viel vorriickt, so
tritt dies auch bei der endlichen Bewegung der Ebene ein, da letztere
ja eine Aufeinanderfolge von Elementarbewegungen ist. Mit anderen
Worten: wenn nach einer gewissen Zeit der Berithrungspunkt beider
Kurven auf m von M nach M,, und auf # von M nach M, gewandert
ist, so besteht die Beziehung
arc (MM,)==arc (M M,)

und diese sagt, daB der Beriihrungspunkt auf beiden Kurven stets
um die gleiche Liinge sich vorwirts bewegt. Einen derartigen Be-
wegungsvorgang nennt man Rollen (auch reines Rollen) oder
Wilzen der Kurve u auf m, weshalb die beiden Polkurven auch
Rollkurven (Rouletten) der Bewegung genannt werden. Der Be-
rithrungspunkt der Polkurven dndert seine Lage sowohl in der Ebene E
als in E; er ist sonach weder der einen noch der anderen Ebene
angehorig. obgleich er momentan sowohl mit M als M zusammen-
fillt. Er werde kiinftig kurz Pol der Bewegung der Ebene genannt
und mit P bezeichnet.

Die bisherigen Betrachtungen ergeben den folgenden Satz: Er-
zeugt man die komplane Bewegung einer starren Ebene
dadurch, daB man zwei ihrer Punkte
auf willkiirlich gewé&ahlten Kurven 2
sich zu bewegen zwingt, so gibt es
stets ein, aber auch nur ein Paar
von Polkurven, die sich im augen-
blicklichen Drehpunkt der Ebene
berithren und aufeinander rollen.

Beispiel: Es seien @ und b zwei recht-
winklig sich schneidende gerade Linien (s. Fig. 77),
dann liegt der Pol P im Schnittpunkt der Bahn-
normalen AP und BP, d. i. der Senkrechten zu
o in A und zu b in B. Da nun OP = AB,
so folgt als geometrischer Ort der mit P zu- _
sammenfallenden Punkte M ein Kreis um O Fig. 77.
mit dem Radius A B; dieser ist demnach hier
die ruhende Polkurve m. Beachten wir ferner, daB die drei Punkte A, B, M
ein rechtwinkliges Dreieck bilden, das der bewegten Ebene E'angehort, so

!
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ist die bewegte Polkurve u der geometrische Ort der Scheitel aller rechten
Winkel iber AB, also auch ein Kreis, aber mit A B als Durchmesser. Die
endliche Bewegung der Ebene geht hiernach so vor sich, daB der Kreis x in
dem Kreise m vom dappelten Durchmesser rollt. Die Punkte der Ebene haben
Hypozykloiden zi Bahnen; man nennt diese Bewegung die Hypozykloiden-
bewegung des Cardano. Die Punkte auf der bewegten Polkurve u jedoch
bewegen sich auf Durchmessern des Kreises m, 80 z. B. der Punkt I' auf
der Geraden ¢ (s. Fig. 77). Wir wiirden folglich dieselben Polkurven und die-
selbe Bewegung erhalten, wenn wir zwei Punkte der Ebene zwingen, auf
zwei unter einem beliebigen Winkel sich schneidenden Geraden sich zu be-
wegen.

Die Wahl der Kurven a und b ist keiner Beschrinkung unter-
worfen. Wir konnen deshalb komplane Bewegungen von Ebenen
auchi dadurch erzeugen, daB wir die Polkurven m und u willkiirlich
wihlen. Hierdurch werden umgekehrt die Bahnen aller Punkte der
mit x4 verbundenen starren Ebene vollstindig und eindeutig bestimmt.
Im Beriihrungspunkt P beider Kurven (s. Fig. 78) liegt der Pol P,

und der Strahl PT, der den beliebigen Punkt [ der Ebene E mit P

Fig. 79.

verbindet, ist die Normale der Bahn ¢, die I' beschreibt, wihrend
die Senkrechte I'T, zu ihm die Tangente von ¢ in I ist. Die
Punkte M auf der bewegten Polkurve x beschreiben Bahnen mit
Riickkehrpunkten (oder Spitzen), und zwar liegt der Riickkehr-
punkt R jeder derartigen Bahn auf m, also dort, wo der die Bahn
erzeugende Punkt auf u4 mit dem Pol zusammenfillt, wie die An-
schauung lehrt (s. Fig. 78). Es ist daher die ruhende Polkurve m
der geometrische Ort der Riickkehrpunkte aller Bahnen und die
Riickkehrtangenten R T fallen in die Normalen der Kurven m.

‘Wenn z. B. m eine Gerade und x ein Kreis ist, so beschreiben
alle Punkte auf dem Kreis Orthozykloiden, deren Riickkehrpunkte
auf der Geraden liegen. ;

Man erhilt die sog. umgekehrte Bewegung einer Bewegung,
wenn man die bewegte Polkurve u zur ruhenden und die ruhende
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m zur bewegten macht. Die umgekehrte Bewegung ist im allge-
meinen ganz verschieden von der urspriinglichen, wie das Beispiel
des auf einer Geraden rollenden Kreises zeigt, denn rollt eine Gerade
auf einem Kreis, so beschreiben die Punkte der Geraden wie der
Ebene Evolventen.

Eine beliebige Kurve y der Ebene E (s. Fig. 79) nimmt bei der
Bewegung der letzteren unendlich viele Lagen ein, die alle von einer
Kurve ¢ der ruhenden Ebene beriihrt bzw. eingehiillt werden; man
nennt daher ¢ die einhiillende Kurve der y, oder auch kurz die
Einhiillende (Enveloppe). Die Kurve y heiit auch Hiillkurve,
¢ Hiillbahn; beide Kurven zusammen heien ein Hiillkurvenpaar.
Bei der Bewegung der Ebene gleitet also p lings der Hiillbahn c,
diese immer berithrend. Ist z. B. y eine Gerade, so sind ihre Lagen
Tangenten der Hiillbahn ¢. Auch die bewegte Polkurve x hiillt bei
der Bewegung der Ebene die ruhende Polkurve m ein; es bilden
deshalb u und m ebenfalls ein Hiillkurvenpaar.

Es ist leicht ersichtlich, daBl die gemeinsame Normale n im
Beriihrungspunkte ' des Hillkurvenpaares, die sog. Berithrungs-
normale, durch den Pol P gehen muB. Denn [ als Punkt der
bewegten Ebene (s. Fig. 79) beschreibt ein Bahnelement senkrecht zum
Polstrahl P, und dieses Element liegt in der Tangente von ¢; da
letztere zugleich die von p ist, so'muB die zu ihr senkrechte Nor-
male n mit Pl zusammenfallen.

Umgekehrt folgt daraus, daB, wenn eine Kurve y der bewegten
Ebene E lings einer Kurve ¢ der ruhenden Ebene gleitend diese
dauernd beriihrt, der Pol der Bewegung von E in der augenblicklichen
Beriihrungsnormalen des Hiillkurvenpaares y, ¢ liegt.

Aus dem letzteren Satze geht ohne weiteres hervor, daBl der
Pol einer ebenen Bewegung durch zwei Hiillkurvenpaare vollstéindig
bestimmt ist, und zwar als Schnitt-
punkt der Beriihrungsnormalen» und
ng beider Paare (s. Fig. 80). Damit
zugleich bestimmbar wird die ruhende
Polkurve m als geometrischer Ort der

Punkte P. Kehrt man ferner die Be- « “ \\\ ///5 ~
wegung um, so erhilt man nach dem W% s
Friiheren u als ruhende Polkurve der Vi 7
umgekehrten Bewegung, und zwar ” 4
wieder als Ort der Schnittpunkte der Fig. 80.

Beriihrungsnormalen n, und ng.

Wihlt man z. B. als Kurven o und # zwei unter dem Winkel & sich
schneidende Geraden o und B, und als o und b zwei Kreise, deren Mittel-
punkte K, und K, sind (s. Fig. 81, 8. 78), so liegt der Pol P im Schnitt der Senk-
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rechten zu « durch X, und zu g durch K,. Uber-die Polkurven erhalten wir
sofort AufschluB durch die umgekehrte Bewegung, denn bei dieser beschreiben
K, und K, Parallelen o’ zu o« und g’ zu f; sie ist demnach eine cardanische
Hypozykloidenbewegung. Somit erkennen wir, daB die Polkurven zwei Kreise
sein miissen, deren Durchmesserverhiltnis 1:2 ist. Die ruhende Polkurve m
der urspriinglichen Bewegung wird von dem Kreise gebildet, der durch die
vier Punkte P, K,, O, K, geht, wihrend der die bewegte Polkurve x dar-
stellende Kreis O zum Mittelpunkte hat.

Die Erzeugung der ebenen Bewegungen durch zwei willkiirliche
Hiillkurvenpaare ist die allgemeinste ihrer Art, aus der sich alle
anderen durch Verfiigung iiber die Kurven dieser Paare ableiten
lassen. Denken wir uns z. B. « als Kreis, so kann man dessen Durch-
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Fig. 81. Fig. 82.

messer bis auf Null abnehmen Jlassen, wihrend man die Kurve «
beibehilt; dann vollzieht dieser Punkt seine Bewegung auf vor-
geschriebener Bahn. Ebenso kann jede der beiden Kurven a und b
sich auf einen Punkt zusammenziechen, und das bedeutet, daB die
entsprechende Hiillkurve (¢ oder §) des Paares bei der Bewegung
der Ebene immer durch einen ruhenden Punkt geht.

Wiirde man z. B. die Kurve o sich auf den Punkt A zusammenziehen
lassen und fir @ einen Kreis wiihlen, dessen Mittelpunkt K, ist (s. Fig. 82),
ferner fiir § eine Gerade und auch & auf einen Punkt zusammenziehen, so er-
hielte man als Bewegung der Ebene E die, welche die Koppel des bekannten

Kurbelschubgetriebes ausfiihrt. Der Pol P dieser Bewegung liegt dann im
Schnittpunkt der Bahnnormalen n. und der Normalen ng der Geraden g im

Punkte B.

Da die Elementarbewegung der Ebene eine Drehung ist, so
stimmt der Geschwindigkeitszustand vollig iiberein mit dem eines
Korpers, der eine unendlich kleine Drehung um eine ruhende Achse
ausfiihrt (vgl 8. Kap.). Bezeichnet o die Winkelgeschwindigkeit und
P den Pol der augenblicklichen Drehung (s. Fig. 83), so ist folglich
die Geschwindigkeit eines jeden beliebigen Punktes A im Abstande

PA=7r vom Pol v=r-o

und senkrecht zu PA gleichsinnig mit der Drehung. Tragen wir
sonach die Geschwindigkeiten der Punkte auf einem Polstrahl als
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Vektoren auf, so liegen die Endpunkte der Vektoren ebenfalls auf
einem Polstrahl. Der mit dem Pol augenblicklich zusammenfallende
Punkt M der Ebene hat die Geschwindigkeit Null, wahrend der
Pol P selbst, da er seine Lage
gegen die bewegte Ebene E fort-
wihrend éndert, eine Geschwindig-

keit — die sogenannte Wechsel-
geschwindigkeit des Momen-
tanzentrums — Dbesitzt, deren

GroBe von ganz anderen Umstinden
bedingt wird. Ist z. B. die bewegte
Polkurve u ein Kreis, der auf einer
Geraden rollt, so hat die erwihnte
Wechselgeschwindigkeit des Poles
die gleiche GroBe und Richtung
wie die Geschwindigkeit des Kreis-
mlttelpunktes, was bei der Bewegung eines Wagenrades unmittelbar
zur Anschauung gelangt.

Die Geschwindigkeiten aller Punkte der Ebene sind hiernach
in jeder ihrer Lagen bestimmt durch den Pol und die Winkel-
geschwindigkeit. Und umgekehrt ist die Winkelgeschwindigkeit vollig
bestimmt durch die Geschwindigkeit irgend eines Punktes der Ebene
und die Lage des Poles.

Die Geschwindigkeiten der Punkte I' einer Geraden y haben die
Eigenschaft, daB ihre Komponenten in Richtung der Geraden sdmt-
lich einander gleich sind, und zwar gleich der Geschwindigkeit v,

des FuBpunktes T, des Lotes PT,
auf die Gerade y (s. Fig. 84). Denn
die Punkte I der Geraden sind
unter sich starr verbunden und
miissen sich deshalb in Richtung
der Geraden mit der gleichen Ge-
schwindigkeit bewegen. Da I, der
Punkt ist, in dem y die Hiill-
bahn ¢ dieser Geraden beriibrt, also Fig. 84.

auf ¢ gleitet, so nennt man [,

den Gleitungspunkt der Geraden und v, die Gleitungs-
geschwindigkeit von y; letztere wird sonach

¢, — Pl 0.
Die gleiche Beziehung gilt auch fiir die Gleitungsgeschwindigkeit

jedes beliebigen Hiillkurvenpaares (y, ¢) (s. Fig. 85). Denn der Be-
rithrungspunkt I, beschreibt bei der Drehung der Ebene das gleiche
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Bahnelement P_Fo—dzp, ob er nun einer Geraden oder einer beliebigen
Hiillkurve y angehort.

Die zeichnerische Ermittlung der Geschwindigkeiten der Punkte
in einer Ebene gestaltet sich am einfachsten bei Verwendung der
sog. senkrechten oder orthogonalen Geschwindigkeiten. Man
versteht unter letzteren die um einen rechten Winkel im einen
oder anderen Sinne gedrehten Geschwindigkeitsvektoren, wie das
Fig. 86 zeigt. Die Geschwindigkeit », des Punktes I, nach einem
beliebigen Mafstab durch eine
Strecke im Sinne der Bewegung
von [, dargestellt, ist dort von
links nach rechts um 9 0° ge-

|
|
|
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1.g. 85. Fig. 86.

dreht, also aus der Bahntangente in die Bahnnormale nach dem
Pol P hin gerichtet. Dieser gedrehte Vektor, die senkrechte Ge-
schwindigkeit von I',, soll kiinftiz mit V, bezeichnet werden. Die
Geschwindigkeiten aller Punkte der Ebene sind dann im gleichen
Sinne zu dreben, so daB die Endpunkte der senkrechten Geschwin-
digkeitsvektoren auf dem Polstrahl nach dem Pol hin liegen.

Bezeichnet ¥, die senkrechte Geschwindigkeit eines beliebigen
weiteren Punktes [, der Ebene, so 14Bt sich einfach beweisen, daB
die Verbindungslinie V, ¥V, der Endpunkte beider Vektoren parallel
ist der Geraden I'/[,. Denn da (s. Fig. 86)

v,=V, =P—I'1.-w, v,=V, =PI, o,
so folgt )
PV,:PV,=Pl, (1 —w):PT,(1 — @) =PI, : PT,
und damit der Beweis der obigen Behauptung
V.V,

weil APV, V, ~ APT, T, ist. Es liegen sonach die Endpunkte
der Vektoren ¥V aller Punkte auf der Geraden I, F, in einer Parallelen
zu letzterer, wie man sofort erkennt, wenn man fiir einen beliebigen
Punkt [, auf I, [, den zugehérigen Vektorendpunkt V, mittels der



Die ebene Bewegung starrer Korper. 81

Beziehung V, V, || I, I, zeichnerisch bestimmt. Der aus diesen Be-
trachtungen folgende Satz: Die Endpunkte der senkrechten
Geschwindigkeiten der Punkte einer Geraden liegen auf
einer Parallelen zu letzterer liBt brauchbare Folgerungen zu.

Bezeichnen y und y’ die beiden Parallelen (s. Fig. 86), so ent-
spricht deren Abstand die Gleitungsgeschwindigkeit v, = V, der Ge-
raden y, denp er stellt zugleich die senkrechte Geschwindigkeit des
Gleitungspunktes I, der Geraden y dar. Es 148t sich sonach V,
zeichnerisch sehr einfach aus der senkrechten Geschwindigkeit irgend
eines Punktes der Ebene ermitteln. Ebenso einfach erhilt man die
Gleitungsgeschwindigkeit V, eines Hiillkurvenpaares als die senk-
rechte Geschwindigkeit des Gleitungspunktes.

Ferner lassen sich nicht nur die senkrechten Geschwindigkeiten
der Punkte der Ebene aus einer derselben bei gegebener Pollage er-
mitteln, sondern auch aus einer Geschwindigkeit und der Richtung
der Geschwindigkeit eines zweiten Punktes. Es sei ¥V, (s. Fig. 87),
die senkrechte Geschwindigkeit von I, und die Richtung von V,
des Punktes [, bekannt, dann
findet man zunichst die GrdBe N
von V,, indem man V, V,|T,I, !
zieht. Fir jeden weiteren Punks / \
T, der Ebene erhialt man -dann !

Fig. 87. Fig. 88.

die senkrechte Geschwindigkeit V, im Schnittpunkt der Parallelen
zu [, [, und I, [;. Die Punkte V; bilden sonach ein dem System
der Punkte I, dhnliches und #hnlich liegendes System.

Eine recht einfache Losung mittels .der senkrechten Geschwindig-
keiten erfihrt die folgende Aufgabe. Zwei Ebenen E; und E, haben
einen Punkt A, (s. Fig. 88) gemeinsam, d. h. sie drehen sich gegen-
einander gelenkartig um ihn. Ferner wird der Punkt A, der Ebene E,
auf einer Kurve a, mit der Geschwindigkeit v, und der Punkt A,
von E, auf @, mit der Geschwindigkeit v, sich zu bewegen ge-
zwungen. Dadurch erhdlt A,, eine ganz bestimmte Bewegung, deren
Geschwindigkeit v,, ermittelt werden soll. Zu dem Ende drehen wir
v, und v, in Vektorform im gleichen Sinn um 90°, zeichnen also

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. I..2. Aufl. 6
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die senkrechten Geschwindigkeiten ¥V, und V, der Punkte A, und A,

und legen durch V, die Parallele zu A, AI;, durch V, die zu AA
beide Parallelen schneiden sich dann im Endpunkte der senkrechten
Geschwindigkeit V,, des Punktes A ,, wie aus dem bewiesenen Satze
unmittelbar hervorgeht. Die erhaltene senkrechte Geschwindigkeit V.,
liegt in der Bahnnormalen des Punktes A,,; folglich schneiden sich
die Bahnnormalen der Punkte A, und A, im Pol P, der Ebene E,
und die von A, und A, im Pol P, der Ebene E,. Da der Pol der
Bewegung von E, gegen E, dauernd in A,, liegt, so erkennen wir,
daB die drei Pole der Bewegungen der Ebenen E, und E,
gegen die ruhende Bezugsebene und gegeneinander in einer
Geraden liegen.

Endlich sei noch darauf hingewiesen, dafB die senkrechten Ge-
schwindigkeiten sich auch fiir die Aufzeichnung der Geschwindigkeits-
pline sehr vorteilhaft erweisen. Bei
den V-Plénen (s. Kap. 5) ist das
unmittelbar ersichtlich, denn diese
beruhen ja auf der Verwertung
der senkrechten Geschwindigkeiten.
Hinzu kommt, daB der bewiesene
Satz noch besondere Vorteile ge-
wihrt, wie u, a. das Beispiel des Ge-
lenkviereckes zeigt. Es sei.(Fig. 89)
K,A,A,K, ein solches und V, die
senkrechte Geschwindigkeit von A ;
dann findet man sofort V,, indem
man V, V, || A, A, zieht. Durch
Wiederholung dieses einfachen Ver-
fahrens fiir eine Reihe von Lagen
des Punktes A, erhidlt man die entsprechende Anzahl von Punkten
der Schaulinie ¢ die den V-Plan von A, darstellt. Letzterer liegt
der Fig. 52 zugrunde; Punkt B, dort deckt sich hier mit V,.

Den Hodographen ersetzen wir zweckmiBig durch den der
senkrechten Geschwindigkeiten, der sich von dem gewéhnlichen nur
dadurch unterscheidet, daB er um den Pol des Hodographen um 90°
gedreht erscheint. In Fig. 89 ist er fiir den Punkt A, ebenfalls
eingetragen, und zwar mit K, als Pol. Es ist das derselbe Hodo-
graph, den auch Fig. 52 enthélt.

Fig. 89.
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Zehntes Kapitel

Zusammensetzung von Elementarbewegungen starrer Korper.

Es sei A4 (s. Fig. 90) ein Punkt, der gegen einen starren
Korper K eine bestimmte Bewegung vollzieht, also gegen K sich
auf der Bahn g, mit einer gewissen Geschwindigkeit v, bewegt. Hier-
bei nehme 4 zu den Zeiten ¢, ¢, f,,... die Lagen K in K,, K,, ...
ein. Der Korper K bewege sich aber auch, und zwar gegen den
Bezugskorper K, in vorgeschriebener Weise, wobei die Korper-
punkte K, K, K,, ... die Bahnen £, &,, k,, ... mit den Geschwindig-
keiten v,, v, Vo, .- - durchlaufen mogen. Demzufolge werden die
Korperpunkte K, K,, K,, ... zu den Zeiten 7, £, ¢, ... ebenfalls in
bestimmten Lagen auf den Kurven %, k,, k,, ... sein miissen, so z. B.
der Punkt K in den Lagen K, K', K”, ..., der Punkt K, in K,
K/,K), ... usf. Daraus geht hervor,
daB die Bahnkurve a,, da sie dem
starren Kérper K angehort, zu den
genannten Zeiten in bestimmten Lagen
gegen K, sein muf}, némlich in a,,
a/, @, ... Wahrend der Zeit t,—¢
bewegt sich 4 nach K, und gleich-
zeitig @, nach a,’; es gelangt folg-
lich A in die Lage A’ auf dem
Korper, welche mit der Lage des
Korperpunktes K, zur Zeit ¢ zu-
sammen fallt, d. i. mit K. Oder an- Fig. 90.
ders ausgesprochen: Die Lage 4’ des
Punktes 4 zur Zeit ¢ befindet sich im Schnittpunkte der Kurven a,’
und k,. Dauert die Bewegung nur eine unendlich kleine Zeit dt,
so werden die Bahnstrecken KK’ und KK, zu Bahnelementen KK’
und KK, die in den Tangenten der Bahnen k bzw. g, liegen. Dann
bildet die Figur KK K,”K, ein unendlich kleines Parallelogramm,
weil 4 in seine neue Lage A’ sowohl gelangt, wenn A erst mit dem
Korperpunkte K das Wegelement KK’ und danach seinen Weg KK/
auf a, durchliuft, als auch, wenn 4 erst auf dem Korper K seinen
Weg KK, beschreibt und dann auf K in Ruhe bleibend sich mit
dem Korperpunkte K, nach K, bewegt. Die Diagonale dieses Par-
allelogrammes, das das Parallelogramm der Wege genannt wird,
stellt den Weg dar, den der Punkt A gegen den Bezugskdrper be-

schreibt. Man kann sonach das Bahnelement AA’ auch erhalten, wenn
6*
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man die beiden Wegstrecken KK’ und KK, geometrisch addiert, also
A4 —=EKK T KK,
setzt. Die Ermittlung des Wegelementes 44’ durch das Parallelo-
gramm der Wege nennt man die Zusammensetzung der Weg-
elemente KK’ undm; sie 1aBt sich in folgendem Satz ausdriicken:
Vollzieht ein Punkt gegen einen bewegten Korper eine
bestimmte Bewegung und letzterer eine solche gegen einen
beliebigen Bezugskdrper, so ist das Bahnelement, das der
Punkt gegen den Bezugskérper beschreibt, nach GroéBe
und Richtung gleich der Diagonale eines unendlichkleinen
Parallelogrammes, dessen eine Seite der Weg des Punktes
gegen den bewegten Korper und dessen andere der Weg
des Korperpunktes, mit dem der bewegte Punkt augen-
blicklich zusammenfillt, gegen den Bezugskdrper ist.
Denkt man sich in dieser Weise die Bahn a des Punktes 4
gegen K als Bezugskorper entstanden, so findet sie sich in Fig. 90 als
geometrischer Ort der Schnittpunkte entsprechender Kurven & und a,.

Als Beispiel werde der freie Fall eines schweren Korpers in einem
Eisenbahnwagen behandelt, falls letzterer eine geradlinige und 'gleichférmige
Schiebung vollzieht. Die Kurven a; werden hier Vertikalen, die Bahnen k

w
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Fig. 91. Fig. 92.

der Wagenpunkte Horizontalen (s. Fig. 91), und sonach ist die Bahn @ des
Punktes A gegen den Bahnkérper K| eine Parabel, denn die Horizontalabstinde
der Vertikalen ax von az° sind proportional der Zeit, die Vertikalabstinde der
Horizontalen k von k, proportional dem Quadrate der Zeit. Ubrigens erkennt
man leicht, daB diese Parabel iibereinstimmt mit der Wurfparabel im luft-
leeren Raume, falls der schwere Korper (4) als Anfangs- bzw. Wurfgeschwindig-
keit die des Wagens erhalt (s. S. 28, Fig. 27).

Fiir die Zusammensetzung von Bewegungen viel geeigneter als
das Parallelogramm der Wege ist das entsprechende Parallelo-
gramm der Geschwindigkeiten, das dem ersteren #hnlich und #hn-
lich gelegen ist. Setzen wir (s. Fig. 92) A4, ==du,, KK —=du, und
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AA’ = dwu, und beachten, daB diese drei Wege in derselben Zeit dt
durchlaufen werden; bezeichnen wir ferner mit

0y,

T die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes A

v
gegen den Korper K,
d
Uk:—g% die Geschwindigkeit der Bewegung des augenblicklich

mit A zusammenfallenden Korperpunktes K gegen
den Bezugskorper K,

v:%~ die Geschwindigkeit des Punktes 4 gegen K,
zur Zeit ¢, so folgt aus der Beziehung fiir A4, d. i aus
(57) du:dua—/\f—duk
sofort
(58) v=—v,Fv,.

Diese Beziehung sagt aus, daBl die Geschwindigkeit v, mit der
sich der Punkt 4 gegen den Bezugskdrper zur Zeit ¢ bewegt, nach
GroBe und Richtung dargestellt wird
durch die Diagonale eines Parallelo-
grammes, dessen eine Seite die Ge-
schwindigkeit v, der Bewegung von 4
gegen K, und dessen andere die Ge-
schwindigkeit v, des Korperpunktes
gegen K, darstellt, mit dem A augen-
blicklich zusammenfillt, vorausgesetzt,
daB die drei Geschwindigkeiten nach
demselben MaBstab durch Vektoren
dargestellt werden.

Beispiel: In einer geradlinigen Réhre
(s. Fig. 93), die sich in horizontaler Ebene
um eine vertikale Achse D gleichformig dreht, bewege sich eine kleine
Kugel 4 gleichférmig mit der Geschwindigkeit ¢. DBezeichnet w, die Winkel-
geschwindigkeit der Drehung und r den augenblicklichen Abstand DA des
Punktes A von der Drehachse, so ist vz =r-w,, und zwar senkrecht zur Roéhre.-
Andererseits hat man hier v,— ¢ zu setzen, und so wird

Ry X
und
tan (v,v,,)zyﬁ:'r-&.
U, ¢
Es @ndert sich folglich GroBe und Richtung von v mit dem Abstande ». Die
Bahn a des Punktes A gegen K, ist eine Archimedessche Spirale, wie man
leicht erkennt.
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Die Ermittlung der Geschwindigkeit v durch das Parallelogramm
der Geschwindigkeiten nennt man die Zusammensetzung der Ge-
schwindigkeiten zweier Bewegungen oder auch kiirzer die zweier
Bewegungen.

Die umgekehrte Aufgabe der Zusammensetzung zweier Be-
wegungen ist die sog. Zerlegung einer Bewegung in zwei andere.
Man versteht darunter die Ermittlung der Bewegung des Punktes 4
gegen den Korper K, wenn die Bewegungen von 4 und K gegen
den Bezugskorper K, gegeben sind. Diese Aufgabe stellt sich unter
Benutzung der entsprechenden Geschwindigkeiten so dar, daB8 aus v
und v, die Geschwindigkeit v, zu ermitteln ist; sie wird unmittel-
bar geldst durch das Parallelogramm der Geschwindigkeiten, von
dem eine Seite (v,) und die Diagonale (v) gegeben sind, denn die
dritte Seite des von den Vektoren v, und v gebildeten Dreiecks ist
die gesuchte Geschwindigkeit v, in Vektordarstellung.

Die aus (58) folgende vektorielle Losung fiir v,, nimlich

-~
v, =V — 7,
gestattet aber noch eine andere Losung, welche auf eine Zusammen-
setzung filhrt und damit auf eine einheitliche Losung aller der-

artiger Aufgaben. Bezeichnen wir die v, entgegengesetzt gleiche
Geschwindigkeit mit (— »,), so laBt sich auch

va:v"?(_— lc)
schreiben, d. h. durch Zusammensetzung von v mit (—v,) mittels
des Parallelogrammes der Geschwindigkeiten erhilt man die Ge-
schwindigkeit v, der Bewegung des Punktes 4 gegen den Korper K,
und diese Losung gibt' Fig. 94 wieder.
oy - Es ist also p, die Diagonale eines
/’\/\ Parallelogramms, dessen Seiten p wund
o L \ \l‘”:( (_ b,) [darstellen, 'v_veil (—— bk)zH:.bk ist.
Dieser letzteren Losung liegt die fol-
gende sehr anschauliche Auffassung zu-
grunde. Bringt man den Korper K da-
durch zur Ruhe, daB man dem Bezugskorper K, die entgegengesetzt
gleiche Bewegung von K erteilt, dann erhilt der Punkt von K, der
augenblicklich mit 4 zusammenfillt, die Geschwindigkeit (— v,). Folg-
lich bewegt sich nach dem Vorhergehenden 4 gegen den nunmehr ruhen-
den Korper K mit der Geschwindigkeit, die sich durch Zusammen-
setzung von v und (—wv,) ergibt, d. i mit der Geschwindigkeit
»F (—wv,)=wv,. Diese Geschwindigkeit wiirde ein Beobachter wahr-

nehmen, der auf K sich in Ruhe befindet.
In dem Parallelogramm der Geschwindigkeiten besitzen wir ein

Fig. 94.
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einfaches Hilfsmittel, um die angestellten Betrachtungen auf den Fall
auszudehnen, daf an die Stelle des Punktes A ein starrer Korper
tritt, vorausgesetzt, daB wir uns auf Elementarbewegungen starrer
Korper beschrinken. Denn es leuchtet ohne weiteres ein, dafl der
Punkt A4 irgendein Punkt eines starren Korpers sein und folglich
der angegebene Weg zur Ermittlung der Geschwindigkeit » auf alle
Punkte dieses Korpers angewendet werden kann. Diese Uberlegung
gestattet uns, sofort die folgende Aufgabe zu losen: Es ist die
Elementarbewegung eines starren Korpers K, gegen den Korper K,
zu ermitteln aus den bekannten Bewegungen von K, gegen einen
Kérper K, und von K, gegen K,.

Zur Lﬁsung dieser Aufgabe bezeichnen wir die Geschwindigkeit
eines beliebigen Punktes A4, des Korpers in seiner Bewegung gegen K,
mit v,,, die Geschwindigkeit des mit 4, augenblicklich zusammen-
fallenden Punktes A4, des Korpers K, in seiner Bewegung gegen K,
mit v,,, dann ist nach dem Vorausgegangenen die Geschwindigkeit v,,,
mit der sich 4, gegen K, bewegt, durch Zusammensetzung von v,
und v,, zu erhalten, d. h. es ist

(59) b13=v12$v23.

Da die Bewegung eines starren Korpers durch die Bewegungen
dreier seiner Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, vollig be-
stimmt wird, so ermitteln wir die Geschwindigkeit v, fiir drei Punkte
des Korpers K, in der vorstehenden Weise und erhalten damit den
Geschwindigkeitszustand der augenblicklichen Elementarbewegung von
K, gegen K,.

Beachten wir, da drei Korper sechs Bewegungen gegeneinander
ausfiihren, nimlich K, gegen K, und K,, K, gegen K, und K,, und
K, gegen K, und K,, so hat jeder der drei zusammenfallenden
Punkte 4,, 4, und A, der drei Korper zwei
Geschwindigkeiten, nimlich 4, die ‘Geschwin-
digkeiten v, und v, gegen K, bzw. K;, 4, _,
die Geschwindigkeiten v,, und v, gegen K, Jz
bzw. K., und A, die Geschwindigkeiten v,
und v, gegen K bzw. K,. Nun ist leicht
ersichtlich, daB8 v,, gleich v,,, aber entgegen-
gesetzt gerichtet ist, denn es entfernt sich A4,
von 4, im entgegengesetzten Sinne, aber um
die gleiche Strecke wie 4, von 4,. Aus dem
gleichen Grunde ist ferner v,, = v,; und v, =wv,,. Sonach bilden die
sechs Vektoren ein Sechseck mit parallelen Gegenseiten (s. Fig. 95), das
das Geschwindigkeitssechseck jener drei Elementarbewegungen
genannt wird.
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Die Umkehrung der behandelten Aufgabe, ndmlich die Bewegung
von K, gegen K, zu ermitteln, wenn die Bewegungen von K, und
K, gegen K, bekannt sind, welche man die Zerlegung der Be-
wegung von K, gegen K, nennt, fiilhrt zu keiner abweichenden
Losung, da sich ja die Zerlegung auf eine Zusammensetzung zuriick-
fiithren 1a8%.

Welcher Art die Bewegung von K, gegen K, wird, die sich
durch die Zusammensetzung der Elementarbewegungen von K, gegen
K, und K, gegen K, ergibt, laBt sich im allgemeinen zundchst
nicht feststellen. Wohl aber ist das der Fall, wenn die zusammen-
zusetzenden Bewegungen die aus dem 8. Kapitel uns bekannten
Schiebungen und Drehungen sind. Auf die wichtigsten der da
moglichen Fille soll im folgenden eingegangen werden.

1. Zusammensetzung von zwei und mehreren Schiebungen.

Der Korper K, vollziehe eine Schiebung mit der Geschwindig-
keit v,, gegen K,, und K, eine solche mit v,, gegen K;. Da die
Geschwindigkeiten aller Korper-
punkte bei einer Schiebung nach

Fig. 96.

GroBe und Richtung die gleichen sind, so wird auch die Geschwindig-
keit v, nach (59) die gleiche fiir alle Punkte von K,, womit erkannt
wird, daB die Elementarbewegung von K, gegen K, eine Schiebung
mit der Geschwindigkeit v, ist.

Beispiel: Ein Korper K, vollziehe eine geradlinige Schiebung auf der
ebenen Begrenzungsfliche eines Korpers K,, der auf horizontaler Ebene gegen
K, eine geradlinige Schiebung ausfiihrt (s. Fig. 96). Zu irgendeiner Zeit ¢
seien die Schiebungsgeschwindigkeiten (die sich auf Grund dynamischer Be-
trachtungen bestimmen lassen) v,, bzw. v,,. Dann vollzieht K, gegen K, éine

im allgemeinen krummlinige Schiebung mit der Geschwindigkeit v,, = v,, Ty,
wobei alle Punkte von K, kongruente gleichliegende Bahnkurven beschreiben.

Als Beispiel fiir die Zerlegung einer Schiebung diene die Keilkette
(s. Fig. 97). In dieser sind die Schiebungsrichtungen durch die Ebenen be-
stimmt, in denen sich die drei Korper beriihren, ferner ist eine der Schiebungs-
geschwindigkeiten, z. B. v,,, gegeben. Zerlegen wir letztere mittels des Paral-
lelogrammes in Komponenten in den beiden anderen Schubrichtungen, so
sind letztere die Schiebungsgeschwindigkeiten von K, gegen K, und von K,
gegen K, nimlich v,, und v,,.
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Als weiteres Beispiel hierzu werde der beistehend skizzierte Mechanismus
(s. Fig. 98) betrachtet, in dem eine Kurbel K sich gegen das ruhende Ge-
stell K, des Mechanismus um die Achse D dreht. Im Endpunkte A4, sei sie
gelenkig mit dem Korper K, verbunden, der als sog. Stein in einer geradlinigen
Kulisse K, gegen letztere eine geradlinige
Schiebung auszufiihren gezwungen ist. An-
dererseits wird K, durch entsprechende
bewegliche Verbindungen mit K, so ge-
fiihrt, daB seine Bewegung ebenfalls eine
geradlinige Schiebung in vorgeschriebener
Richtung ist. Da die Geschwindigkeit v,,,
mit der sich 4, gegen K, bewegt, senk-
recht zu 4,D und gleich 4, D-o sein muB
— unter w die Winkelgeschwindigkeit der
Kurbel verstanden —, also eine gegebene
ist, so zerlegen wir diese mittels des Paral-
lelogramms in die Komponenten v, und
v, in beiden Schubrichtungen und erhalten damit die gesuchten Schiebungs-
geschwindigkeiten von K, gegen K, und von K, gegen K,. DaB bei dieser
Bewegung K, eine krummlinige Schiebung gegen K, ausfiihrt, und zwar alle
Punkte kongruente Kreise beschreiben, ist leicht ersichtlich.

Fig. 93.

In der angegebenen Weise lassen sich beliebig viele Elementar-
schiebungen zusammensetzen, und zwar am kiirzesten durch die
geometrische Addition der Schiebungsgeschwindigkeiten So erhalten
wir, wenn z. B. K, gegen einen Korper K, eine Schiebung ausfiihrt,
das Ergebnls, daB dann auch K, gegen K, eine Schiebung vollzieht,
deren Geschwindigkeit

e S S
—— R 1
Vyy 7= Vg Vg == Uy - Vg3 -3,

ist. Die Ausdehnung dieser Betrachtung auf n Koérper macht er-
sichtlich, daf der Korper K, gegen XK  eine Schiebung mit der
Geschwindigkeit

N\ ~
171” 2+ 3+ —}—17,,_1 n

ausfithrt, die vektoriell als die SchluBlinie eines Polygons der
Schiebungsgeschwindigkeiten (s. Fig. 99) erhalten wird, dessen
Seiten die einzelnen Schiebungsgeschwindigkeiten
nach GroBe und Richtung darstellen.

Umgekehrt 148t sich jede Schiebung in beliebig
viele Schiebungen von vorgeschriebenen Richtungen
zerlegen, doch fithrt diese Zerlegung zu einer ein-
deutigen, also bestimmten Losung nur in dem Falle,
daB die Zahl der Schiebungskomponenten drei be-
trigt und die Schiebungsrichtungen nicht einer Fig. 99.
Ebene parallel sind. Denn nur dann erhalten wir
die Schiebungsgeschwindigkeiten in den Kanten eines Parallelepipedes,




90 Bewegungslehre.

dessen Diagonale die gegebene Schiebungsgeschwindigkeit des Korpers
gegen den Bezugskdrper darstellt.

Besonders hiiufig wird die Zerlegung einer Schiebung in drei
Schiebungen in Richtung der drei Achsen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems benutzt, bei der sich die einzelnen Schiebungs-
geschwindigkeiten in der Form

vw:'v-cosax, ’l)y:’l)'OOSCCy, 'Uz:U-COSRA

berechnen lassen, falls v die Geschwindigkeit des Korpers K gegen das
Koordinatensystem bezeichnet und «,, e, o, die Winkel zwischen v
und den Koordinatenachsen. Man muB sich dann »_ als Schiebungs-
geschwindigkeit eines ideellen Korpers K, gegen das Koordinaten-
system vorstellen, ferner v, als die eines Hilfskbrpers K gegen K,
und endlich v, als die Schiebungsgeschwindigkeit von K gegen K,

2. Zusammensetzung einer Drehung und einer Schiebung
parallel der Drehachse.

Es drehe sich K, um die Achse D,, mit der Winkelgeschwindig-
keit w,, gegen den Korper (Rahmen) K, (s. Fig. 100), der eine
Schiebung mit der Geschwindigkeit v,, gegen den Bezugskorper K,
in Richtung der Drehachse D,, ausfiihrt. Ein beliebiger Punkt 4,
von K, im Abstande r, von der Drehachse hat demzufolge gegen
K, die Geschwindigkeit »,,—r, w,, senkrecht zur Ebene durch A4,
und D,, und der mit ihm zusammenfallende Punkt 4, die Schiebungs-
geschwindigkeit v,; gegen K, sonach 4, gegen K, die Geschwindigkeit

S
e N VR a2 Dya\" o
Vi3 ==Vja 1 Vyg = V")m ==y ‘/ 1-+ (‘,U“ LA
23

welche mit der Drehachse den durch die Be-
ziehung

Uzs

Uz3 0y,

f;ano::gﬂ-r1

Vss
bestimmten Winkel ¢ einschlieBt. Aus diesen
beiden Beziehungen geht hervor, daB der
Punkt A, gegen K, eine Schraubenlinie

O | . vom Steigungswinkel 32{ — « beschreibt, die

auf dem Kreiszylinder vom Radius , mit D,,
als Achse liegt, falls w,, und v,, ungeindert
bleiben. Eine derartige Bewegung des Kor-
pers K, nennt man eine Schrasubung, da
sie vollig iibereinstimmt mit der Bewegung
einer Schraubenmutter auf einer Schrauben-
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spindel. Die Gerade des Korpers K,, mit der die Achse D,, zu-
sammenfillt, heiBt die Schraubenachse; sie werde mit S, beo
zeichnet.

Erfolgt diese Bewegung nur eine unendlich kleine Zeit, so wird
sie Elementarschraubung genannt und die Schraubenachse die
augenblickliche oder auch Momentan-Achse der Schraubung.
Bei der Elementarschraubung ist der Geschwindigkeitszustand genau
derselbe wie bei der endlichen Schraubung, d.h. alle Punkte des
Korpers auf einem Kreiszylinder um die Schraubenachse haben gleiche
Geschwindigkeiten, die den Zylinder beriihren und mit den Mantel-
linien denselben Winkel einschlieBen; letzterer sowie die GréBe der
Geschwindigkeiten #ndern sich nach den zuvor angegebenen Be-
ziehungen.

Derartige Elementarschraubungen fithrt z. B. ein schwerer Korper aus,
der um eine vertikale Achse sich zu drehen gezwungen ist und im luftleeren
Raum frei herabfdllt. Dann bleibt die Winkelgeschwindigkeit der Drehung un-
veriénderlich. wihrend die Schiebungsgeschwindigkeit der Schraubung v,, =—g-¢,
d. h. proportional der Zeit wichst. Fiir alle Punkte des Korpers im Abstande r,
von der Drehachse wird dann sowohl v, als auch der Winkel o eine Funk-
tion der Zeit bzw. des Ortes, und die Bahnen dieser Punkte werden Schrauben-
linien mit sich 4nderndem Steigungswinkel.

Umgekehrt 148t sich eine jede Elementarschraubung in eine
Drehung um die Schraubenachse und eine Schiebung in Richtung
der letzteren zerlegen. Ist die Lage der momentanen Schrauben-
achse gegeben, so sind die Winkelgeschwindigkeit der Drehung
und die Schiebungsgeschwindigkeit durch die Schraubengeschwindig-
keit v,, eines beliebigen Punktes des Korpers und deren Winkel «
mit der Achse eindeutig bestimmt. Denn es ist die Schiebungs-

geschwindigkeit
Dyy == V4 COS €@

und die Winkelgeschwindigkeit der Drehung

0, — SN
7,
wie leicht ersichtlich.

3. Zusammensetzung einer Drehung und einer Schiebung
senkrecht zur Drehachse.

Der Punkt A, (s. Fig. 101 u. 102, 8.91) des Korpers K, erhilt in-
folge der Drehung von K, gegen K, die Geschwindigkeit v, =7, -@,,,
falls r, den Abstand des Punktes von der Drehachse D,, bezeichnet,
und zwar steht v,, senkrecht zur Ebene durch 4, und D,,. Da der
mit 4, augenblicklich sich deckende Punkt 4, von K, gegen K;
die Schiebungsgeschwindigkeit v,, besitzt, so ist nach Fritherem die
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Geschwindigkeit von 4, gegen K,

P
Vyg = Vyp + Vg

nimlich die Diagonale des Parallelogramms, dessen Seiten v,, und
vy, sind. Es gibt aber Punkte auf K,, deren Geschwindigkeit
v,,==0 wird. Sie liegen offenbar in einer Ebene durch D,, senkrecht

zur Schubrichtung, denn fiir

Fig. 101. diese wird v,; =v,,+v,,. Alle

w y Punkte auf einer Parallelen
. ) ] y, 2 Dy im Abstande @ 1‘1aben
2 sonach die Geschwindigkeit

Vyg ==Vpg — & - 0,5, denn fiir

A, A, 2. - .
2 2 sie ist r, =x. Wihlen wir nun
-——)1)23
k2 o 28
- s
7 #; 7 W,

so wird v,;, =0, und hiermit
folgt, daB K, gegen K, eine
Drehung um jene Parallele
vollzieht; sie werde mit D,
bezeichnet und die Winkel-
geschwindigkeit dieser Dre-
hung mit w,,. Letztere findet
sich aus der Geschwindigkeit,
mit der sich die Punkte der
Drehachse D,, gegen K, be-
wegen, und da diese gleich v,, ist, so folgt v,, == -w,,, somit

(1)13 B wl?’

gleichsinnig mit w,,. Wir erkennen sonach, daf die Zusammen-
setzung einer Drehung mit einer Schiebung senkrecht zur Drehachse
wieder eine Drehung ergibt, und zwar um eine parallele Achse, welche
mit der gegebenen in einer Ebene senkrecht zur Schubrichtung im

Abstande z— 28 nach der Seite hin liegt, die dem Drehsinn ent-

12
spricht; die Winkelgeschwindigkeit der neuen Drehung ist nach
GroBe und Drehsinn der gegebenen gleich.

Als Beispiel eignet sich das des Wagenrades, das auf ebener Unterlage
rollt. Ist K, (s. Fig. 103) das Rad, das sich um seine Achse D,, gegen den
Wagenkorper K, mit w,, dreht, und vollzieht K, eine Schiebung gegen den
Erdkérper K; mit der Geschwindigkeit v,,, so liefert die Zusammensetzung
beider Bewegungen eine Drehung um die Achse D,,, wie im allgemeinen Falle.
Rollt das Rad aber auf der Unterlage, so geht die Achse D,y durch den Be-
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rithrungspunkt B des Radumfanges mit der Unterlage, und es wird folglich
x=R,, d. i. gleich dem Radius des Rades. Damit findet sich

Vo

Wyg == Wy o == ——
12 13 ZB ’
1

und mit dieser Winkelgeschwindigkeit dreht sich augenblicklich das Rad um
die Achse D,,.

Umgekehrt 148t sich jede Drehung in eine Drehung um eine
beliebig andere Achse und eine Schiebung senkrecht zur Ebene beider

Achsen zerlegen. Die Schiebungsgeschwindigkeit ist dann gleich dem
Produkt aus dem Abstande der Achsen und der Winkelgeschwindig-
keit der Drehung.

So fiihrt z. B. ein Kreiszylinder mit horizontaler Achse, um den sich ein
Band schlingt, dessen vertikal gehaltenes Ende C (s. Fig. 104) befestigt ist,
gegen den Erdkoérper K, eine Drehung um die Beriihrungslinie D,, von Band
und Zylinder aus, wenn man ihn der Wirkung seiner Schwere iiberlift. Hierbei

bewegt sich die Zylinderachse D, mit der Geschwindigkeit v,, vertikal nach
abwirts. Diese Drehung kann man zerlegen in eine Drehung um die Achse

D,, mit derselben Winkelgeschwindigkeit wmz%—”= ®,, und eine Schiebung
1
eines gedachten Korpers K, mit der Geschwindigkeit vy, ==1v,;.

4. Zusammensetzung einer Drehung mit einer beliebig ge-
richteten Schiebung.

Die Schiebung liBt sich in zwei Schiebungen in Richtung der
Drebhachse und einer Senkrechten zu ihr zerlegen. Setzt man zu-
nichst letztere mit der Drehung zusammen, so erhdlt man eine
Drehung um eine parallele Achse, die mit der Schiebung in Richtung
der Drehachse zusammengesetzt eine Schraubung mit der neuen
Drehachse als Schraubenachse ergibt.

Umgekehrt 138t sich jede Schraubung in eine Schiebung von
beliebiger Richtung und eine Drehung um eine zur Schraubenachse
parallele Achse zerlegen.
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5. Zusammensetzung zweier Drehungen um sich schnei-
dende Achsen.

Der Kérper K, (s. Fig. 105) drehe sich um die Achse D,, mit
der Winkelgeschwindigkeit c,, gegen den Korper (Rahmen) K, der ge-
zwungen ist, sich um die Achse D,,
gegen K; mit der Winkelschwindig-
keit w,, zu drehen; beide Achsen
schneiden sich im Punkte O und
schliefen den Winkel & miteinander
ein. Da der Punkt O bei beiden
Drehungen in Ruhe bleibt, so muB
die Bewegung von K, gegen K, eine
Drehung um eine durch O gehende
Achse sein. Ferner erkennt man
leicht, daB die Beziehung (58) fiir
Punkte in der Ebene beider Droh-
achsen in die einfachere

Vyg == V3 TV

iibergeht, weil die Geschwindigkeiten

Fig. 105. v, und v,, beide senkrecht zu dieser

Ebene stehen. Bezeichnet 4, einen

Punkt des Kérpers K, in dieser Ebene und ist A, F, das Lot -auf
der Achse D,,, so erhilt man

V=4, F, -w,=04, sinc,-w,,,

falls / 4,0F, —=«, gesetzt wird. In gleicher Weise findet sich fiir
den mit 4, in Deckung befindlichen Punkt A4, des Kérpers K,

2

Vag :ﬁzF‘z'ww:a-Zz’Sin“e Wy s
worin «,== / A,0F,. Wihlen wir nun 4, so, da8
vls-——_—O—Aj-sina1~w12~—b];~sinoc2-w23 =0
wird, und beachten, daB 04, — 04, ‘und von Null verschieden ist,
so folgt, daB alle- Punkte des Korpers K, , fiir welche
(60) 0y, 8N @) = w,; -sin «,

ist, bei der Bewegung von K, gegen K, in Ruhe bleiben. Diese

Punkte liegen auf einer durch O gehenden Geraden 7_13, welche

mit den beiden Drehachsen OD,, und 0D,, die Winkel ¢, und «,
einschlieen. Unter Benutzung der Beziehung

&+ a=c
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und der Bedingungsgleichung (60) erhidlt man leicht

w,, Sin e
(61) tan “1 = = oy tan o, = ———— 12 "~ " .
s 2wy, COS U 0y,

Wir finden sonach, daf die Elementarbewegung von K, gegen
K, eine Drehung um eine Achse —0_1)1_3 ist, welche in der Ebene der
beiden gegebenen Achsen liegt, durch deren Schnittpunkt O geht
und mit ihnen die beiden vorher ermittelten Winkel o, und ¢, ein-
schlieft.

Um die Winkelgeschwindigkeit w,, dieser Drehung zu finden,
benutzen wir, daB jeder Punkt von K, auf D,,, z. B. der Punkt F,,
infolge der Drehung von K, um D,, die Geschwindigkeit

(Vog) =F, J,- w0,y == OF -sin - g

besitzt, die mit der der Bewegung von K, gegen K, nach GroBe
und Richtung iibereinstimmt, weil das entsprechende (v,)==0 ist.
Andererseits aber hat F, als Punkt von K, infolge der Drehung
von K, um D,, die Geschwindigkeit

) vy, =—F G- 0,=O0F, -sine -o;;
es ist sonach

(vy5) = V355
und folglich, weil 61:1'; von Null verschieden ist,
W,g SN = w,, sin e, .

Aus dieser Beziehung folgt in Verbindung mit dem Ausdruck fiir
tan ¢, nach geringer Umformung leicht

_ 2 2 PP
(62a) @15 =Vl + 0,3+ 2 0., 0, cos ¢
und damit
.. ), . . W, .
(62D) sin ¢, =—"sing, sineg,= -1 -sing.
;3 Wy

Die vorstehenden Ausdriicke lassen erkennen, daB man Winkel-
geschwindigkeiten in Form von Vektoren ebenso zusammensetzen kann
wie Geschwindigkeiten. Stellt:man némlich jede Winkelgeschwindig-
keit mnach einem beliebigen MaBstabe durch eine Strecke dar, die
man vom Schnittpunkt der Achsen aus nach der Seite hin auf der
Drehachse aus auftrigt, von welcher aus gesehen die Drehung in
einem bestimmten Sinne erfolgt, z. B. im Sinne der Drehung des
Uhrzeigers, also von links nach rechts, so bildet der Vektor i,
die Diagonale eines Parallelogramms (s, Fig. 106), dessen Seiten die
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beiden Winkelgeschwindigkeiten w,, und w,, darstellen. Es liBt
sich sonach auch kiirzer

(63) Wy g == 1035 = 105
schreiben, wobei zu beachten ist, dal die erwihnte Diagonale nicht

nur die Drehachsge 51?&', sondern auch den Drehsinn bestimmt, denn
vom Endpunkte des Vektors mw,, nach dem
Schnittpunkte der Achsen, d. i. nach dem
Anfangspunkte hingesehen mufl die Drehung
von K, gegen K, von links nach rechts er-
folgen. Das in Fig. 106 dargestellte Paral-
lelogramm heit das der Winkelge-
schwindigkeiten; es hat fiir die Zusammen-
setzung von Drehungen die gleiche Bedeutung
wie das Parallelogramm der Geschwindigkeiten
fiir die Zusammensetzung von Schiebungen.
Beispiel: Die Scheibe K, drehe sich um die
Achse (Welle) D,, gegen den Korper K, (8. Fig. 107
Fig. 106. und 108), der hier von dieser Welle sowie einer
zweiten zu ihr senkrechten Welle D,, gebildet wird;
K, drehe sich um letztere Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w,, von oben

gesehen im Sinne des Uhrzeigers. Dann vollzieht K, gegen K, eine Drehung
um ‘eine Achse D,;, die durch den Schnittpunkt O der gegebenen Achsen

D3
o
@3 ’J
Ay A
I %3
2 Az

/”!”12 / 4 (/a\ Eoiv
2 T~

|
B 3.
; e,
e B
Fig. 107.

geht, in deren Ebene liegt und mit jhnen die Winkel o, und «, bildet, die
durch die Beziehung
in o, = =
sin o, == co8 &, == o,

bestimmt sind, da o, -+ o, = oc.—;% und sonach
Wy = Vo + o
ist. Rollt die Scheibe auf ihrer Unterlage, die sie in B; beriihrt, so bleibt B,
augenblicklich in Ruhe und die Drehachse D,; geht durch B,. Dann ist aber
23

7, o,
tan o, = = — const. = y -
a Wy
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falls r, den Radius der Scheibe und ¢ den Abstand des Punktes B, von D,
bezeichnet, und es wird
a

Wyo == Weg* —,
1 37.1

ooV

Bei der endlichen Bewegung der Scheibe K, bilden die Achsen D,; im
Korper K, einen Kreiskegel vom Offnungswinkel 2 «,, im Kérper K, dagegen
einen solchen vom Offnungswinkel 2 «,; letzterer rollt hierbei auf ersterem.

Umgekehrt 148t sich jede Drehung in zwei Drehungen zerlegen,
deren Achsen mit der gegebenen Drehachse in einer Ebene liegen und
sich in einem Punkte schneiden. Durch Zerlegung von w,; mittels
des Parallelogramms der Winkelgeschwindigkeiten erhilt man sofort

sing,

Wy = Wg*—— — Wy =0

sin ¢,
12 13 sina ’ 238 13

: "sine’
da hier ¢, und ¢, als gegeben zu betrachten sind und ¢, 4 ¢, = « ist.

Beispiel: Es sei K, die Kugel in einem Kugellager (s. Fig. 109), die
den Spurzapfen K, in den Punkten B, und B,”, den Laufring K, in By’ und
By” beriihrt. Soll die Kugel rollen, so muf} sie sich gegen K, um die Ver-
bindungslinie B,’ B,”, gegen K, um B, B,” drehen; es wiirde sonach B,’ B,”
die Drebachse D,,, B, B,” die Achse
D,; sein miissen, und die Anordnung so
gotroffen werden, daf8 sich D,, und Dy, \ !
in einem Punkte der Drehachse D,; des \ @),
Spurzapfens K, schneiden. Durch das /(\) !
Parallelogramm der Winkelgeschwindig- Dfafv I
keiten finden sich dann sofort ,, und \
Wy, falls wg gegeben ist, oder w,, und 5
Wyg AUS . S92

Man iibersieht leicht, daB sich AN N
die Zusammensetzung von Dre- oA\
hungen um in einem Punkte sich \
schneidende Achsen auf beliebig |
viele Korper ausdehnen laft. Man !
findet durch sie unter mehrmaliger )
Anwendung des Parallelogrammes Fig. 109.
der Winkelgeschwindigkeiten, daB
der erste Korper gegen den letzten eine Drehung um eine Achse
ausfiihrt, die durch den gemeinsamen Schnittpunkt aller Achsen
geht. Die entsprechende Winkelgeschwindigkeit erhdlt man am kiir-
zesten durch die geometrische Addition der die gegebenen Winkel-
geschwindigkeiten darstellenden Vektoren, also in der SchluBlinie
eines Polygons, das dem der Schiebungsgeschwindigkeiten auf S. 89
ganz analog ist.

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. I. 2. Aufl. 7
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Die Zerlegung einer Drehung in mehr als zwei Drehungen um
in einem Punkte sich schneidende Achsen fiihrt nur in dem Falle
von drei Drehungen zu einer eindeutigen Losung, und auch nur
danrn, wenn nicht zwei der drei zu
wihlenden Drehachsen mit der gege-
benen in einer Ebene liegen. Besonders
héufig wird die letztere Zerlegung an-
gewendet auf die Zerlegung einer Dreh-
achse um eine beliebige Achse 0D
mit der Winkelgeschwindigkeit o in die
drei Drehungen um die Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems, die
mit der Achse O.D die Winkel &, 4,, 4,
einschliefen (s. Fig. 110). Trégt man
o als Vektor vom Koordinatenanfang
O aus auf der Achse 0D ab und zer-
legt diesen Vektor mittels des entsprechenden Parallelepipeds in die
drei Komponenten w_, w,, ®,, 80 erhilt man

0

o,==w-cosd,,, w, = w-0sJ,, ®,== w-cosd,.
. d .
Die entsprechenden Drehwinkel werden, da w=—= —d—!f und alle vier

Drehungen in derselben Zeit di¢ erfolgen,
dy,=dy-cosd,, dy,=dy-cosd,, dy,==dy-cosd,.

6. Zusammensetzung von Drehungen um parallele Achsen.

Sind zwei Drehungen um parallele Achsen zusammenzusetzen,
so reichen die unter 4. angestellten Betrachtungen nicht aus, um
die Lage der resultierenden Drehachse D,, zu bestimmen, denn der
Punkt O fillt in das Unendliche. Wohl aber erkennt man leicht,
daB in diesem Falle die Achse D,; parallel D,, und D,; wird und
mit ihnen in einer Ebene liegt. Denn der Winkel & zwischen D,,
und D,, ist bei gleichsinnigen Drehungen gleich Null, bei entgegen-
gesetztsinnigen gleich 77; es wird sonach zufolge (61)

0 7T
el ol

und fiir w,, erhalten wir aus (62a)

Wy =+ (wm =+ w23) .

Sind die beiden Drehungen gleichsinnig, so ersieht man leicht,
daB die Achse D,, zwischen D,, und D,; (s. Fig. 111) liegen muf,
denn fiir die Punkte 4, von K, in der Ebene von D, und D,
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kann v,,=0 werden. Bezeichnen e, und e, die Abstinde eines
Punktes 4, in jener Ebene von D,, bzw. D,;, so wird die Ge-
schwindigkeit
Vig == €4 W1g — € gy == 0
fir alle Punkte, die der Beziehung
€1 019 == €9 (g

gentigen. Aus ihr folgt mit Beriicksichtigung der weiteren

e+ e,=c¢,
in welcher e den gegebenen Abstand der beiden Achsen bezeichnet, daB

Dag D19

—,  g==e:- —T .
+ g W5+ Wy

Die Zusammensetzung zweier gleichsinniger Drehungen um
parallele Achsen ergibt sonach wieder eine Drehung um eine parallele
Achse in der Ebene der gegebenen
beiden Achsen und zwischen letzteren,

(64) €

= - -
wl‘.!

deren Abstinde durch die Beziehungen (64) eindeutig bestimmt sind,
und zwar mit der Winkelgeschwindigkeit

W15 == W1+ Wy

gleichsinnig mit den gegebenen Winkelgeschwindigkeiten. Die Richtig-
keit der letzteren Behauptung erkennt man leicht aus dem Um-
stande, daB fiir die Punkte der Achse D,, v,=¢e-w,, sein muB,
und andererseits allgemein fiir diese Punkte v, =—e,-w,q ist.

Sind die Drehungen entgegengesetztsinnig und bezeichnen wir
die groBlere der beiden Winkelgeschwindigkeiten mit w,,, so liegen
die Punkte 4,, deren Geschwindigkeit

V== Wy €y Wy =0

werden soll, auBerhalb des Raumes zwischen D,, und D,, (s. Fig. 112),
und zwar auf der Seite der grofieren Winkelgeschwindigkeit. Aus

*
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vorstehender Beziehung und aus e—=e,—e, folgt

.,
(65) elze-———w%—»n—, gg==e€- - - P—.,
@Dyg — Wog Wyg, = Wog
womit die Lage der Drehachse D,, eindeutig bestimmt wird. Und
man erkennt sofort, dafl hier

W3 == Wyg = Wy

und gleichsinnig mit der gréferen Winkelgeschwindigkeit w,, ist.
Die Zusammensetzung zweier ungleichsinniger Drehungen um
parallele Achsen ergibt wieder eine Drehung um eine Achse, die
parallel den gegebenen Achsen ist, - aber
auBerhalb des Raumes zwischen beiden
liegt, und zwar auf der Seite der groBeren
Winkelgeschwindigkeit.

Beispiel: In dem Gelenkviereck mit vier
parallelen Drehachsen (s. Fig. 113) sei die Koppel
der Korper K;, der Steg der ruhende Bezugs-
kérper K,;, und die beiden Kurbeln seien die
Korper K,/ bzw. K,”. Die Drehung von K,
gegen K, ist entgegengesetztsinnig der von K,
gegen K, folglich liefert die Zusammensetzung

Fig. 113. beider Drehungen eine Drehung um eine parallele

Achse auBlerhalb D/, D;; in der Ebene beider

Achsen. Das gleiche gilt von der Zusammensetzung der Drehungen von K,
um DJ; und K,” gegen K, um DJ}; es liegt sonach die Achse D,, der Dre-
hung von K, gegen K; in der Schnittlinie der Ebenen beider Achsenpaare.

In diesem Falle sind die Entfernungen der Achsen bekannt, z. B. D}, D,; =—e¢,,
D/, Df;=¢, und damit folgt aus obigen Beziehungen

el

— ’
Wyg == —7 W3,
€

falls w;; als gegeben betrachtet wird. In ihnlicher Weise erhdlt man die
ibrigen Winkelgeschwindigkeiten.

Eine Ausnahme beziiglich des Satzes, daB die Zusammensetzung

zweier Drehungen um parallele Achsen wieder eine Drehung ergibt,

tritt ein, wenn die Drehungen

Wrz® Log um D, und D,, gegensinnig, die

A7 TN A ___¥ L . A
e, ;_“7*,‘ “tn-  Winkelgeschwindigkeiten «,, und
W, aber gleich groB sind. Dann
Urs Uys Vs wird
Wig == W, — Woe = 0
Fig. 114. und = *

elzegzw.

Das bedeutet aber nicht, daB K, gegen K, in Ruhe bleibt, sondern
eine Schiebung senkrecht zur.Ebene der beiden Drehachsen mit der
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Geschwindigueit v,; == € - w,, = e w,, ausfithrt. Denn ist 4, (s. Fig. 114)
ein beliebiger Punkt von K, in der Ebene der beiden Drehachsen,
so wird

Vig == Ay Wyg - Uy 03y == (8, - 8) 0y =€y,

falls @, und @, die Entfernungen des Punktes 4, von D,,, bzw. D,,
und e die der Achsen bezeichnen. Die Lage des Punktes 4, in der
genannten Ebene hat sonach keinen Einfluf auf die Grofle und
Richtung der Geschwindigkeit »,, von 4,; die Bewegung von K,
gegen K, ist folglich eine Schiebung, weil unendlich viele Punkte
von K, gleiche und gleichgerichtete Geschwindigkeiten besitzen.

Als Beispiel sei auf das Gelenkparallelogramm (Parallelkurbelgetriebe,
8. Fig. 115) hingewiesen, in welchem sich die Koppel K, mit gegensinnig gleichen
Winkelgeschwindigkeiten gegen die Kurbel K,” und diese gegen K; dreht,
ebenso K, gegen K,” und K,” gegen K,. KEs vollzieht sonach K, gegen K,
eine Schiebung mit der zu den beiden Kurbeln senkrechten Geschwindigkeit
vy, =¢ wfy=2¢" wff, wobei die simtlichen Punkte von K, kongruente gleich-
liegende Kreise beschreiben.

Die Zerlegung einer Drehung in zwei Drehungen um gegebene
parallele Achsen, die mit der Achse der urspriinglichen ‘Drehung in
einer Ebene liegen, ist mittels der
Beziehungen (65) leicht ausfiihrbar. )@{03,

21
s w‘zs:wls'z’

denn die GroBen w,4, €,, €, und e==e,—e, sind hier gegeben,
ferner ist der Drehsinn der berechneten Winkelgeschwindigkeiten durch
die Bahngeschwindigkeit der Punkte der Drehachse D,, bestimmt.

Beispiel: Rollt ein Kreiszylinder K, (s. Fig. 116) in dem Hohlzylinder
K,, so liBt sich die Drehung von K, gegen K, die er um die Beriihrungs-
linie D,; mit der Winkelgeschwindigkeit w,; augenblicklich . ausfiihrt, zerlegen
in eine Drehung um die geometrische Achse D,, des Zylinders K, gegen eine
ideelle Kurbel K, und die Drehung dieser Kurbel um die geometrische Achse
D,, des Hohlzylinders gegen K,. Bezeichnet R, den Radius von K, und R
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den von K, so hat man hier ¢,=R;, e=R, — R, und e, = K, zu setzen
und findet folglich
By
Wyg == Wyg" f—
'3 1
gleichsinnig mit ,,, ferner
R

L
Wgg == Wy3* =" p~
- - Ra - .Rl
gegensinnig zu w,,. —

Schlieflich mdge hier noch eine Bemerkung Platz finden, die
fiir spitere Untersuchungen von Wert ist. Denkt man sich ndmlich
die drei Korper K,, K,, K, die sich um parallele Achsen gegenseitig
drehen, als komplan bewegliche starre Ebenen, so entsprechen den
Schnittpunkten der Drebachsen mit den Ebenen die Pole (s. Kap. 9)
der Drehungen der Ebenen gegeneinander. Da die drei Drehachsen
in einer Ebene liegen miissen, wie wir fanden, so folgt der Satz:
Die drei Pole der Relativbewegungen dreier komplaner
starrer Ebenen liegen in einer Geraden.

7. Zusammensetzung zweier Drehungen um sich kreuzende
Achsen.

Es sei F,F,==¢ (s. Fig. 117) der kiirzeste Abstand der sich
unter dem Winkel o kreuzenden Achsen D,, und D,, und

blf"; =e,, (ﬁ’; ==e,, falls O ein zunichst beliebiger Punkt auf F, F,

ist. Durch O legen wir Parallelen 0D}, zu D, bzw. OD), zu D,,
und zerlegen (nach 3) die Drehung von K, um D,, in eine solche
um D, mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit w,, und eine
Schiebung senkrecht zur Ebene der beiden Parallelen D,, und D},
mit der Geschwindigkeit v,,==¢,-w,,. In gleicher Weise zerlegen
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wir die Drehung um D,; in eine solche um D}, mit w,, als Winkelge-
schwindigkeit und eine Schiebung mit der Geschwindigkeit v,, == ¢, m,,.
Die Zusammensetzung der beiden Drehungen um die in O sich
schneidenden Achsen D, und D), ergibt eine Drehung um die
Achse D,; mit der Winkelgeschwindigkeit

-~
g3 == Wy, Wy,

die nach GroBe und Richtung am kiirzesten durch das Parallelo-
gramm der Winkelgeschwindigkeiten gefunden wird. Um die beiden
Schiebungen zusammenzusetzen, zerlegen wir sie zunichst je in zweil
Schiebungen in Richtung von D,, und einer Senkrechten dazu. Die
letzteren beiden Schiebungen erfolgen mit den Geschwindigkeiten
V), €08y bzw. v,, cose, (s. Fig. 118) parallel derselben Geraden und
ergeben sonach zusammengesetzt eine Schiebung senkrecht zu D,
mit der Geschwindigkeit

v

1
Uber die Lage des Punktes O verfiigen wir nun so, daB o}, =0
wird, also der Beziehung

3 == Vg COS &y — U, COS (4, == €, ;5 COS 0, —— €, (V3 COS €, .

€1 W o COBL, == ¢, Wyg COS 1,

geniigt wird. Aus dieser und der weiteren

. e, e, —=e
folgen dann die Werte ’
e, — Dgs CO5 &, iy o L1208,
1 ’ 8 == - e 3
Wy, COS &) -4~ (4, COS ¢, P 07,008 @ - Wy COS @y

die sich auch mit Beriicksichtigung der Beziehung W5 == 0,4 COS €,
—+ w,, cos«, auf die Form

(66) e, = w” (,, cOs & - ) e, €, = %;1 (4 4 wyy cOS ) - €

2
13 13

bringen lassen. Die beiden Schiebungen senkrecht zu D,, heben sich
folglich auf und es bleiben nur noch die beiden Schiebungen in
Richtung von D,,, die zusammengesetzt eine Schiebung mit der Ge-
schwindigkeit
Vyg == U3q SIN €y - Vg SIN G, =€, 0, SN 1y - €, 0y 8N G,
ergeben; letztere 1aBt sich unter Benutzung der Ausdriicke fir e,
und e, einfacher in der Form
g Wy,

(2] .
(67) 01'3:: J‘Euﬁ.e.51na
' M3

schreiben. Das Hauptergebnis der vorstehenden Betrachtungen be-
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steht folglich darin, daB die Zusammensetzung zweier Dre-
hungen um sich kreuzende Achsen eine Elementarschrau-
bung ergibt; die Schraubenachse schneidet den kiirzesten
Abstand der beiden Drehachsen rechtwinklig in einem
Punkte, der von beiden Drehachsen die durch (66) be-
stimmten Abstinde e, und ¢, hat und deren Richtung durch
die Diagonale des Parallelogrammes der Winkelgeschwin-
digkeiten festgelegt wird. Die Winkelgeschwindigkeit w,,
und die Schiebungsgeschwindigkeit v, der Schraubung
haben die vorher ermittelten Werte.

Beispiel: Rollt eine kreiszylindrische Scheibe K, (s. Fig. 119, 120, 121)

auf einer Ebene gegen den Koérper K, und drebt sie sich um ihre geometrische
Achse D,,, die parallel jener Ebene ist, gegen einen Korper K,, der um eine
Achse Dy, die D,, im Abstande E, E,= e rechtwinklig kreuzt, gegen K, eine
Drehung mit der gegebenen Winkelgeschwindigkeit w,; ausfiihrt, so erkennt
man leicht, daB K, gegen K, eine Schraubung vollzieht und letztere wie folgt

Fig. 119. Fig. 120.

ermittelt werden kann. Der Mittelpunkt ; der Scheibe hat die gleiche Ge-
schwindigkeit v,; gegen K, wie der mit ihm zusammenfallende Punkt C, des
Korpers K,, nimlich v,3 =0 w3, wenn ¢ den Abstand des Punktes C, von
der Achse D, bezeichnet, und diece Geschwindigkeit hat auch der Beriihrungs-
punkt B, von K, mit K,. Da sich K, gegen K, nur drehen, aber nicht ver-
schieben kann, so kommt fiir die Bewegung von K, gegen K, nur die Kom-
ponente 'y, = vy, 8in § in Frage, und folglich ist die Winkelgeschwindigkeit der
Drehung von K, gegen K,, d. i.
¥y, 8D .
wm::»gs—r:—ﬁ::—r%-wgasmﬂ:—%-w%;
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hierin bezeichnet r, den Radius der Scheibe und es ist a=—= 177; Cyy B= £ EyDy,0,.
Die Zusammensetzung dieser Drehung mit der von K, gegen K; ergibt eine

Schraubung um eine Achse, die den kiirzesten Abstand E,D,, in den Ent-
fernungen e, = OE, und e, — O, rechtwinklig schneidet, und die der Ge-

raden B, B, parallel liuft. Da hier ¢ = Z;- so wird nach (61)

(2% r
tan o, = cob o =~ —2 = -+,
e @

nVer-rermon Vo (2]

und die Schiebungsgeschwindigkeit der Schraubung nach (67)

ferner

wmwgs.e_ ae

D— — @y}
P ey T e
endlich findet man aus (66)
r 2 aﬂ
6 =e —1—, =€ ———.
a® -+, b a®+r

Alle die Schraubenachsen bilden gegen K, ein einschaliges Rotations-
hyperboloid, dessen Achse D,, ist, wihrend sie gegen K, eine gleiche Fliche
mit D,, als geometrischer Achse erzeugen; beide Flichen beriihren sich in der
augenblicklichen Schraubenachse.

Die Zerlegung einer Schraubung in zwei Drehungen um sich
kreuzende Achsen ist unendlich vielfach méglich, nur miissen die
beiden Drehachsen so gewihlt werden, daB sie eine Senkrechte zur
Schraubenachse rechtwinklig schneiden. Von den vier die Lage und
Richtung der Drehachsen bestimmenden GroBen e, e,, a;, ¢, sind
nur zwei willkiirlich wéhlbar, denn zwischen ihnen bestehen die
beiden Beziehungen

o _ Y3 T

(68) e, == o, cot e, , = Zj—lg-cot [

die aus (66) in Verbindung mit (62b) und (67) hervorgehen, und
zwar nur e, und e,, oder &, und @,, oder ¢, und ¢ bzw. e, und a,.
Die entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten der Drehungen sind
aus (62b) zu berechnen.

Wie hieraus hervorgeht, kann man die eine der beiden Dreh-
achsen beziiglich der Richtung und Lage ganz willkiirlich wéhlen,
z.B. D,,, denn dann ist e, der kiirzeste Abstand der Achse D,,
von der Schraubenachse §,, und «, der spitze Winkel' zwischen §,,
und D,,. Die andere Drehachse D,, dagegen wird durch Richtung
und Lage von D,, vollig und eindeutig bestimmt, denn aus (68)
findet man e, und «,, und auSerdem mufl D,, das gemeinsame Lot
von §,; und D,, rechtwinklig schneiden. Die beiden Drehachsen
D,, und D,, sind folglich einer Schraubung gegeniiber einander zu-
geordnet und heiBlen deshalb konjugierte Achsen.
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Man iibersieht leicht, daB die Zusammensetzung zweier
Schraubungen keine neue Art von Elementarbewegungen ergibt,
sondern wieder nur eine Schraubung. Denn die Zusammensetzung
der Drehungen beider Schraubungen liefert eine Schraubung, und da
zu dieser nur noch die beiden Schiebungen léings der Schraubenachsen
treten, so erhalten wir nach 4 im allgemeinen wieder nur eine
Schraubung. Dieses Ergebnis liBt vermuten, daB die Schraubung
die allgemeinste Elementarbewegung eines starren Korpers ist, und
das bestitigen die Darlegungen.im folgenden Kapitel.

Elftes Kapitel.
Die freie Bewegung starrer Korper.

Im folgenden soll der wichtige Satz bewiesen werden, daf8 jede
freie Elementarbewegung eines starren Korpers im allgemeinen iiber-
einstimmt mit einer Elementarschraubung. In dieser Absicht
zeigen wir zunichst, daB der Korper aus der Lage K in die end-
lich verschiedene beliebige Lage K’ gebracht werden kann durch
zwei Drehungen um zwei sich
kreuzende Achsen. Da die Lage
eines starren Korpers vollstindig
und eindeutig bestimmt ist durch
die Lage dreier seiner Punkte,
die nicht in einer Geraden liegen
(s. Kap. 8), also durch die Lage
des Grunddreieckes, so fiihrt man,
falls ABC und 4'B'(" (s. Fig. 122)
die beiden Lagcn des Grunddrei-
eckes sind, die den Lagen K
und K’ des XKorpers entsprechen,

Fig. 122. zuniichst den Korper in die neue

Lage K, iiber durch Drehung um

die Schnittlinie D, der Ebenen der Dreiecke 4 BC und 4'B'C’, wo-
bei das Grunddreieck in die Lage 4,B,C, kommt, die mit 4'B'C’
in einer Ebene liegt. Die Uberfithrung des Korpers aus der Lage K,
in die Lage K’ besteht sonach in einer ebenen Bewegung (s. Kap. 9),
und da nach dem Fritheren das Dreieck aus der Lage 4, B,C, in
die Lage A’B’C’ durch Drehung um einen eindeutig bestimmten
Punkt gebracht werden kann, so gelangt der Korper aus der Lage K,
nach K’ durch Drehung um eine Achse D,, die in dem genannten
Drehpunkte F, senkrecht zur Ebene des Grunddreieckes 4’B’C’ er-
richtet wird,. Da die beiden Drehachsen sich im allgemeinen kreuzen,
so ergibt die Zusammensetzung der beiden Drehungen eineSchraubung.
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An diesem Ergebnis #ndert sich nichts, wenn die Lagen K und K’
des Korpers unendlich benachbart sind, in welchem Falle der Korper
eine allgemeine Elementarbewegung vollzieht. Die beiden Drehungen
werden dann Elementardrehungen um sich kreuzende Achsen = deren
Zusammensetzung nach dem vorhergehenden Kapitel eine eindeutig
bestimmte Elementarschraubung ergibt.

Fir das Folgende mag noch darauf hingewiesen werden, daB
man die Uberfiilhrung des Kérpers aus der Lage K in die endlich
entfernte Lage K’ auch vollziehen kann, indem man K zunichst
einer Schiebung unterwirft, durch welche ein beliebiger Korperpunkt,
z. B. 4, in seine neue Lage A' gelangt. Dann kommt der Kérper
zuniichst in die Lage K,, in der die Seiten des Grunddreieckes A’ B,C,
parallel denen von ABC sind. Die Ebenen der Dreiecke A’B,C,
und 4'B'C" schneiden sich in einer durch 4’ gehenden Geraden I,
und drehen wir um diese den Kérper, bis das Grunddreieck in die
Ebene des Dreieckes A’ B’C" fillt, so befindet sich die neue Lage
A'B,C, des Grunddreieckes mit 4'B'C’ in einer Ebene und beide
Dreiecke haben den Punkt'd’ gemeinsam. Drehen wir folglich den
Koérper um die in A4’ zur Dreiecksebene senkrechten Achse, so wird
es in die endgiiltige Lage A’'B'C’ iibergefiihrt und folglich auch der
Kérper in die Lage K’. Somit erkennen wir, daB der Korper auch
durch eine Schiebung und zwei Drehungen um sich schneidende
Achsen in jede beliebige Lage iibergefithrt werden kann. Die Zu-
sammensetzung der entsprechenden drei Elementarbewegungen fiihrt
aber wieder auf eine Schraubung.

Die Achse der Elementarschraubung, welche momentane
Schraubenachse oder auch kurz Momentanachse genannt wird,
ist fiir jede Elementarbewegung vollstindig und eindeutig nach
Richtung und Lage bestimmt. Wahrend der Elementarbewegung des
Korpers dreht sich also letzterer unendlich wenig um diese Achse
und verschiebt sich zugleich in ihrer Richtung, wie das schon im
10. Kap. (8. 91) auseinandergesetzt wurde.

Der Geschwindigkeitszustand der allgemeinen Elementarbewegung
eines starren Korpers ist hiernach der folgende. Alle Punkte der
Schraubenachse haben nur die Schiebungsgeschwindigkeit v, in Rich-
tung der Schraubenachse, wihrend sich die Geschwindigkeit v4 eines
beliebigen Korperpunktes 4 aus v, und der Drehgeschwindigkeit w .
des Punktes zusammensetzt (s. Fig. 123, 8. 108). Letztere steht senk-
recht zur Ebene durch A und die Schraubenachse gleichsinnig mit der
Winkelgeschwindigkeit w der Drehung und von der Grofle r4 - w, falls 7,
den Abstand des Punkfes 4 von der Schraubenachse bezeichnet. Es

wird sonach

va=Vv; T wi=Vo; +riew’ =w - Vp’' fri,
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worin p:% der Schraubenparameter genannt wird, Die Ge-
schwindigkeit v, bertthrt den Kreiszylinder um die Schraubenachse
vom Radius r, und schlieft mit », bzw. der Mantellinie dieses
Zylinders den Winkel 64 ein, der durch die Beziehung
wy Ta

tand 4 — Ts = ?
bestimmt ist. Alle Punkte auf einer Parallelen zur Schraubenachse
haben gleiche und gleichgerichtete Geschwindigkeiten, alle Punkte
des vorerwihnten Kreiszylinders gleiche den Zylinder beriihrende
Geschwindigkeiten.

Zerlegt man die Geschwindigkeiten der Punkte einer Geraden y

des Kérpers in Komponenten in Richtung der Geraden und senk-
recht zu ihr, so haben erstere alle die gleiche
o Grofle. Diese gemeinschaftliche Komponente
o heiBt die Gleitungsgeschwindigkeit der
Geraden und werde mit v, bezeichnet. Der:
Nachweis der vorstehenden Behauptung ist
zunéchst fiir eine Gerade y,, welche die Dreh-
achse rechtwinklig kreuzt, beziiglich der Kom-
ponenten w, der gleiche wie in Kap. 9 (S.79).
Da nun die Geschwindigkeiten wy fiir zwei
Punkte auf einer Parallelen zur Schrauben-
achse gleich und gleichgerichtet sind, so er-
K halten folglich auch alle Punkte von y die
Fig. 123. gleiche Komponente v, welche in Richtung
von y an sich gleiche Komponenten hat; es
setzt sich sonach die Gleitungsgeschwindigkeit an allen Stellen von y
aus gleichen Komponenten zusammen, woraus die Richtigkeit obigen
Satzes folgt.

Da jede Elementarbewegung eines starren Korpers aus zwei
Drehungen um sich kreuzende (konjugierte) Achcen zusammengesetat
werden kann und die Geschwindigkeit v, eines jeden Korperpunktes 4
senkrecht zu der Ebene steht, welche durch 4 und die Achse der
Drehung gelegt wird, so mufl die Normalebene zu v, durch 4 die
konjugierte Drehachse zu jeder durch 4 gehenden Achse enthalten.
Kennen wir die Geschwindigkeitsrichtungen zweier Korperpunkte A
und B, so finden wir folglich die zu 4B konjugierte Drehachse als
Schnittlinie der beiden Normalebenen zu v; und vg durch 4 bzw. B.
Die Schraubenachse der Elementarbewegung des Korpers mufl aber
nach dem Fritheren das gemeinsame Lot L, dieser beiden konju-
gierten Achsen unter rechtem Winkel schneiden. Diese Uberlegung
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fiilhrt zu einer einfachen Bestimmung der Schraubenachse in dem
Falle, in welchem wir die Richtungen der Geschwindigkeiten dreier
Punkte 4, B, des Korpers kennen, die nicht in einer Geraden
liegen. Denn bestimmen wir in gleicher Weise auch die konjugierte
Achse zu AC, so schneidet die gesuchte Schraubenachse auch das
gemeinsame Lot L, dieser beiden Achsen rechtwinklig; es ist so-
nach das gemeinsame Lot der beiden Lote L,z und L, die ge-
suchte Achse der Elementarschraubung des
Korpers.

Kennt man die Geschwindigkeiten vy,
vp, v¢ dreier Korperpunkte 4, B, C der Rich-
tung und der GréBe nach, so findet sich die ge-
suchte Schraubenachse noch einfacher. Tragen
wir némlich die diesen drei Geschwindigkeiten
entsprechenden Vektoren von einem beliebigen
Punkte @ (s. Fig. 124) aus an und fillen von

diesem Punkte das Lot QF auf das Dreieck

vsbpve der. Endpunkte der Vektoren, so stellt dieses Lot nach
Grofe und Richtung die Schiebungsgeschwindigkeit », der Schrau-
bung dar, wihrend die drei Strecken Fv,, Fog, Foy den Dreh-
geschwindigkeiten

Wy —=7T4 " Q, Wp=—1"rp W, We==Trg- W

entsprechen. Denkt man sich letztere in 4, B und C angetragen
und errichtet zu ihnen senkrechte Ebenen in diesen Punkten, so
schneiden sich diese in der Schraubenachse; damit wird letztere der
Lage nach gefunden, wiahrend ihre Richtung schon durch das Lot

QF bestimmt ist.

Jede endliche Bewegung eines freien starren Korpers kann
auf Grund des Vorhergehenden als eine Aufeinanderfolge von Elementar-
schraubungen angesehen werden, bei denen die Schraubenachsen im
allgemeinen sowohl gegen den (ruhend gedachten) Bezugskdrper, als
auch gegen den bewegten Korper ihre Lage fortwihrend &ndern.
Der geometrische Ort der momentanen Schraubenachsen ist eine
Linienfliche, welche Achsenfliche genannt wird. Im besonderen
heiBt der geometrische Ort der Achsen im Bezugskorper die ruhende
und der im bewegten Korper die bewegte Achsenfliche. Beide
TFlichen berithren sich in der momentanen Schraubenachse, um welche
gich der Korper augenblicklich dreht und ldngs ihr verschiebt. Eine
derartige Elementarbewegung wird schrotende Bewegung oder
Schrotung genannt. Jede allgemeine endliche Bewegung eines
starren Korpers kann sonach durch die Schrotung einer mit dem



110 Bewegungslehre.

bewegten Korper starr verbundenen Linienfliche auf einer Linien-
fliche des ruhenden Korpers erzeugt werden.

Man kann sich aber die endliche Bewegung eines Korpers noch
auf eine andere Art erzeugt denken. Wie auf S. 107 gezeigt wurde,
148t sich jede Elementarbewegung auf eine Schiebung, bei welcher
ein willkiirlich gewihlter Korperpunkt eine ganz bestimmte Bahn be-
schreibt, und eine Drehung um eine durch den Korperpunkt gehende
Achse zuriickfiihren. Bei der endlichen Bewegung des Koérpers bilden
sonach alle diese Drehachsen eine Kegelfliche in dem Kérper, deren
Spitze in jenem Korperpunkte liegt und die mit dem Korper starr ver-
bunden ist. Fiigt man nun der Bewegung einen Hilfskorper hinzu,
der mit dem bewegten Korper jenen Punkt gemeinsam hat und die
erwihnte Schiebung ausfiihrt, so ist der geometrische Ort der mo-
mentanen Drehachsen in dem Hilfskorper ebenfalls eine Kegelfliche,
die mit letzterem starr verbunden ist und auf der die erstere
Kegelfliche. rollt.

Bekanntlich wird die Bewegung der Erde gegen das Sonnen-
system in dieser Weise dargestellt. Der Hilfskorper fithrt eine
krummlinige Schiebung aus, die der Bahn des Erdmittelpunktes um
die Sonne (der Ekliptik) entspricht. In diesem Hilfskérper liegt
der Kegel fest, auf dem der bewegliche, mit dem Erdkérper ver-
bundene Kegel rollt; die Berithrungsmantellinie beider Kegel, deren
Spitzen in den Erdmittelpunkt fallen, ist die augenblickliche Dreh-
achse, die von der geographischen Erdachse nur um einen sehr
kleinen Winkel abweicht.

In den beiden angefiihrten Fillen der Auffassung der Elementar-
bewegungen freier starrer Korper denkt man sich letztere aus Schie-
bungen und Drehungen um veréinderliche Achsen zusammengesetzt.
Man kann aber auch jede solche Elementarbewegung aus Schiebungen
langs und Drehungen um ruhende Achsen zusammensetzen, wie im
folgenden gezeigt werden soll. Ein Kérper K vollziehe eine beliebige
Elementarschraubung um eine Achse § gegen einen Bezugskérper, der
durch das willkiirlich gew#hlte Koordinatensystem X ¥ Z (s. Fig. 123,
S. 111) dargestellt werde. Die Schraubenachse schneide die X Y-Ebene
in dem Punkte 8, und bilde mit den drei Achsen die Winkel 8_, d,, 6,.
Der Korper drehe sich um sie mit der Winkelgeschwindigkeit w
und habe die Schiebungsgeschwindigkeit v,. Wir zerlegen zunéchst
die Drehung um § in eine. solche um die parallele Achse O.D, welche
durch den Koordinatenanfang O geht, und eine Schiebung senkrecht
zur Ebene beider Achsen. Die letztere setzen wir mit der Schiebung
lings der Schraubenachse zusammen, und die so erhaltene Schiebung
zerlegen wir, wie im Kap. 10, S. 90 erortert,-in drei Schiebungen
langs der drei Koordinatenachsen. Ferner zerlegen wir die Drehung
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um OD mit @ in drei Drehungen um die Koordinatenachsen mit
den Winkelgeschwindigkeiten

w, = wcosd,,

w, = W 008 ) y?

o, = @ CO8J, .

Wir ersetzen sonach die Elementarbewegung des Korpers durch
drei Schiebungen ldngs und drei Drehungen um die Achsen des ge-
wihlten Koordinatensystems, deren Geschwindigkeiten ganz bestimmte
von w, v, und der Lage der Schrauben-
achse abhingige sind. Umgekehrt liefert
die Zusammensetzung jener sechs Be-
wegungen eine eindeutig durch die sechs
Geschwindigkeiten bestimmte Elementar-
schraubung um eine in ihrer Lage vollig
bestimmte Achse. Jede andere Wahl der
sechs Geschwindigkeiten liefert eine an-
dere Schraubung. Daraus wird ersicht-
lich, daff zur Bestimmung einer Elemen-
tarbewegung des Korpers sechs Grofen,
niamlich die drei Schiebungsgeschwindig-
keiten lings der und die drei Winkel-
geschwindigkeiten der Drehungen um die
Achsen eines willkiirlichen Koordinaten-
systems gegeben werden miissen. Anders ausgedriickt heilt dies, daf3
zur Bestimmung einer Elementarbewegung sechs Groflen willkiirlich
gewihlt werden konnen. Man sagt daher, die freie Bewegung
eines starren Korpers habe f—=6 Grade der Freiheit oder den

Freiheitsgrad

Fig. 125.

== 6.

Bei den nichtfreien oder gebundenen Bewegungen ist der Frei-
heitsgrad kleiner als 6, wie wir weiterhin zeigen wollen.

Zwolites Kapitel.

Gebundene Bewegungen starrer Korper.

Die Beschriinkungen, denen die Bewegung starrer Korper unter-
liegt, kommen im wesentlichen darauf zuriick, da8 die Kérper wih-
rend ihrer Bewegung andere Koérper dauernd zu beriihren gezwungen
sind. Wihrend diese Beschrinkungen mehr geometrischer Natur sind,
kommen zu ihnen noch solche physikalischer Art, die in der Be-
schaffenheit der Oberflichen sich beriihrender Korper begriindet liegen
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und ihren EinfluB auf die gegenseitigen Bewegungen der sich be-
rilhrenden Koérper in einer gewissen Hemmung oder Hinderung gel-
tend machen, die man mit dem Gesamtnamen der , Reibungswider-
stinde“ belegt. Letztere sollen hier nur soweit Beriicksichtigung
finden, als sie bestimmte Bewegungsvorginge bedingen; in dyna-
mischer Hinsicht werden sie spiter ausfiihrlich behandelt.

Die Mannigfaltigkeit der Bewegungsbeschrankungen ist so grof,
daB nur auf die fir die Anwendungen wichtigsten Falle hier ein-
gogangen werden kann, Auch sollen diese Fille gebundener Be-
wegung nur soweit besprochen werden, als das zur Kennzeichnung
ihrer Art und ihres Freiheitsgrades, sowie fiir spétere sich an-
schlieBende Untersuchungen notig ist. Hierbei ist die Aufeinander-
folge der Fille so gewihlt, daB der folgende sich auf den vorher-
gehenden stiitzt.

1. Sind drei nicht in einer Geraden liegende Punkte des Kor-
pers dauernd in Ruhe, bzw. werden festgehalten, so ist der ganze
Korper in Ruhe bzw. unbeweglich, und fiir den Freiheitsgrad findet
sich f=0.

2. Werden zwei Punkte des Kérpers festgehalten, so kann der
Korper nur eine Drehung um die Verbindungslinie der Punkte aus-
fiihren. Bei dieser Bewegung, die im 8. Kapitel ausfiihrlich be-
handelt wurde, bewegen sich die Korperpunkte auf ganz bestimmten
Kreisbahnen; sie gehort daher zu den sogenannten zwangldufigen
Bewegungen, fiir die der Freiheitsgrad f—1 ist.

3. Wird nur ein Punkt des Kérpers festgehalten, so kann der
Korper zwar keine Schiebung vollziehen, wohl aber sich um alle
durch den festgehaltenen Punkt gehenden Achsen mit willkiirlichen
Winkelgeschwindigkeiten drehen, Folglich sind auch die drei Winkel-
geschwindigkeiten w_, ®,, @, der Drehungen um die drei Achsen
eines rechtwinkligen Xoordinatensystems, dessen Anfangspunkt im
festgehaltenen Punkte liegt, willkiirlich wihlbar und sonach der Frei-
heitsgrad dieser Bewegung f==3. Die Achsenflichen werden in
diesem Falle zu Kegelflichen mit der Spitze im festgehaltenen Punkte;
die mit dem Korper starr verbundene Kegelfliche rollt auf der im
ruhenden Korper liegenden. Alle Korperpunkte beschreiben Bahnen
auf konzentrischen Kugelfiichen um den festgehaltenen Punkt; des-
halb heiflt die Bewegung auch eine sphirische.

Der momentane Geschwindigkeitszustand des Korpers ist hierbei
der gleiche, wie bei der Drehung eines Korpers um eine ruhende
Achse; es steht sonach die Geschwindigkeit eines jeden Korperpunktes
senkrecht zu seiner Meridianebene und ist proportional seinem Ab-
stand von der Drehachse. Zerlegt man diese Geschwindigkeit v in
die Komponenten v,, », v, und die Winkelgeschwindigkeit « der
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Drehung um die willkiirliche Achse 0 D in die Komponenten w_, w,, «,
(s. 8. 89), dann lassen sich erstere in der Form

V=20, —yw,, V,=20,—20,, U,=Y0,—20,

schreiben, wie man mittels der Gleitungsgeschwindigkeit (s. S.108)
der durch den Punkt z, y, z parallel zu den Koordinatenachsen
liegenden Geraden leicht erkennt.

4. Wird ein bestimmter Koérperpunkt gezwungen, sich dauernd
auf einer rdumlichen starren Kurve zu bewegen, so besitzt der
Korper den Freiheitsgrad f=4, denn er kann sich dann nicht nur
um alle Achsen durch den gefiihrten Punkt drehen, sondern auch
eine Schiebung in Richtung der Kurventangente ausfiihren. Die
Elementarbewegung des Korpers ist sonach im allgemeinen eine
Schraubung und die Achsenflichen werden Linienflichen, von denen
die bewegliche auf der ruhenden schrotet.

5. Ein Punkt des Korpers werde auf einer starren Fliche ge-
filhrt. In diesem Falle kann sich der Kérper nicht nur um alle
durch diesen Punkt gehenden Achsen drehen, sondern auch in allen
zur Tangentialebene parallelen Richtungen verschieben; nur die
Schiebung in Richtung der Flichennormale bleibt ausgeschlossen.
Es ist folglich der Freiheitsgrad f==5. Beziiglich der Elementar-
bewegung und der Achsenflichen gilt dasselbe, wie im vorher-
gehenden Falle.

6. Der bewegte Korper beriihre den ruhend gedachten Bezugs-
korper dauernd in einem Punkte der Oberflichen beider. Auch in
diesem Falle ist der Freiheitsgrad des Korpers f—5. Denn legen
wir ein dreifach rechtwinkliges Koordinatensystem derart in den
Kérper, daB der Koordinatenanfang in den Beriihrungspunkt und
die Z-Achse in die gemeinschaftliche Berithrungsnormale der beiden
Oberflichen fillt, so erkennt man sofort, daB die Bedingung der
Beriihrung nur bei einer Schiebung in Richtung der Z-Achse nicht
gewahrt wird, wihrend die iibrigen fiinf Drehungen und Schiebungen
um die bzw. lings der drei Achsen ganz willkiirlich bleiben; es ist
sonach f=5.

Bei einer derartigen Bewegung wandert der Beriihrungspunkt
auf der Oberfliche eines jeden der beiden sich beriihrenden Korper
K und K, fort, und der geometrische Ort des Beriihrungspunktes B
ist irgendeine von der Natur der Bewegung des Korpers abhingige
Kurve b auf der Oberfliche von K, der von B, eine Kurve b,
auf K,. Beide Kurven beriihren sich im augenblicklichen Beriih-
rungspunkte der Korper und haben eine gemeinsame Tangente, aber
verschiedene Schmiegungsebenen. Bezeichnet B’ einen Punkt auf b

Grilbler, Lehrbuch der technischen Mechanik. 1. 2, Aufl. 8
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(s. Fig. 126), der im Laufe der Bewegung mit dem Punkte B, der
Kurve b, zusammenfillt, so ist im allgemeinen

arc (B B') % arc (B, B},

d: h. die Wege des Beriihrungspunktes auf beiden Korpern sind im
allgemeinen von verschiedener Linge. In einzelnen Sonderfillen
fiithrt jedoch diese Lingenbeziehung zu besonderen Bewegungen, von
denen die folgenden drei die wichtigsten sind:

—_—

a) Es sei BB/=BB =0, d. h. der Beriihrungspunkt indere
seine Lage auf keinem der beiden Korper; dann ist nur eine Drehung
von K gegen K, um die gemeinschaftliche Beriihrungsnormale ()
moglich, welche Bohren genannt wird.

— —
b) Ist dagegen nur B B’=0, und B,B, >0, so indert zwar
der Punkt B auf der Oberfliche von K seine Lage nicht, wohl aber
B, auf K,; eine derartige Bewegung heit Gleiten. Mit ihr kann

aber ein Bohren verbunden sein, denn die Bedingung EPZ 0
bleibt erhalten, wenn sich K um die Berithrungsnormale n dreht.
Es ist deshalb zweckmifBig, die Bewegung, welche
Gleiten genannt werden soll, durch die weitere For-
derung zu einer bestimmten zu machen, daB bei
ihr Drehungen mit endlichem Drehwinkel um die
Beriihrungsnormale nicht auftreten. Dieser Forde-
rung wird geniigt, wenn eine Ebene des Korpers K,
welche die Beriihrungsnormale enthilt, sich so be-
‘wegt, daB sie immer durch die Tangente der Kurve
b, im augenblicklichen Berithrungspunkte B, geht.
Auf das gleiche kommt die Forderung hinaus, daf
eine mit K starr verbunden gedachte Tangente der
Kurve b im Punkte B bei der Bewegung die Kurve &,
auernd beriihrt.
Die umgekehrte Bewegung der eben behandelten erhalten wir,

s —
wenn B B,/ =0 und BB’ >0 ist. Es vertauschen hierbei die Kérper
K und K, ihre Rollen, deshalb sei auch diese Bewegung Gleiten
genannt. o

c) Es sei BB '— B,B,, und zwar wihrend der ganzen Dauer
der Bewegung. In diesem Falle ist die Elementarbewegung von K
gegen K, eine Drehung um eine durch den augenblicklichen Be-
rithrungspunkt gehende Gerade als Achse. Denn zerlegt man diese
Drehung in zwei Drehungen um rechtwinklig sich schneidende Achsen,
von denen die eine die Beriihrungsnormale, die andere eine gemein-
schaftliche Tangente an die Oberflichen im Beriihrungspunkte ist,
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so deckt sich die Drehung um letztere augenblicklich mit der ebenen
Bewegung eines starren Korpers, wie sie im 9. Kapitel behandelt
wurden, bei der also die bewegliche Polkurve genannte Kurve u
auf der ruhenden Polkurve m rollt. Deshalb nennt man auch hier
die besondere Bewegung ein Rollen (oder Wilzen) des Korpers K
auf K;, obwohl im allgemeinen noch eine bohrende Bewegung von
K gegen K, um die Beriihrungsnormale » und eine Drehung um
die Kurventangente hinzutritt.

Im allgemeinen treten alle drei Bewegungsarten des Bohrens,
Gleitens und Rollens gleichzeitig auf, falls der Korper bei seiner
Bewegung eine ruhende Fliche in einem Punkte seiner Oberfliche
beriihrt.

Wie aus dem Umstande, daB der Freiheitsgrad der Bewegung
des Korpers in den Fiéllen 5 und 6 f==5 betrigt, hervorgeht, wird
der Freiheitsgrad des Korpers durch die Bedingung, daB ein Karper-
punkt anf einer gegebenen Fliche sich bewegen, bzw. eine Fliche
von der Oberfliche des Korpers dauernd beriihrt werden soll, um
1 eingeschrinkt. Die an diese Bedingung gebundene Bewegung
des Korpers bleibt jedoch im allgemeinen eine Schraubung bzw.
Schrotung.

7. Die Forderung, da mehrere einzelne Punkte des Korpers
auf vorgeschriebenen Flichen sich bewegen, bzw. mehrere Beriihrungen
der Oberfliche des bewegten Kérpers mit der des ruhenden statt-
finden sollen, hat eine weitere Beschrinkung der Bewegungsfreiheit
zur Folge. Bezeichnen wir die Anzahl dieser Punkte bzw. der Be-
rithrungen mit 3, welche Zahl man den Grad des Zwanges nennt,
so ist der Freiheitsgrad der Bewegung des Kérpers

szhﬁ)

da jede derartige einzelne Bedingung den Freiheitsgrad um 1 ein-
schrinkt. Vorausgesetzt ist hierbei nur, daf die Bewegungsbeschrin-
kungen voneinander unabhingig sind. Der Grad des Zwanges g
kann alle Werte von O bis 6 haben, und so lassen sich alle mog-
lichen gebundenen Bewegungen starrer Korper dadurch herbeifiihren,
daB man den Xorper zwingt, sich so zu bewegen, dafl £ seiner
Punkte auf gegebenen Flichen bleiben oder aber, daB er den
ruhenden Kérper in § Punkten der Oberfliche dauernd beriihrt.
Ist z. B. 3 =2, also f=4, so erhdlt man eine Bewegung, bei
der das Bohren ausgeschlossen sein mufl, weil die beiden Beriih-
rungsnormalen im allgemeinen nicht in eine Gerade fallen. Dagegen
kann der Korper eine rollende Bewegung ausfiihren, indem er sich
um die Verbindungslinie der Beriihrungspunkte dauernd dreht, wie
z. B. die Kugel in dem Laufkranz eines Kugellagers (vgl. Fig. 109, S.97).
8*
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Wenn ferner >3, also f< 3 ist, so muB im allgemeinen so-
wohl Bohren als Rollen ausgeschlossen bleiben, weil die Flichen-
normalen in den gefiihrten Punkten sich kreuzende Geraden sind.

In dem Falle 8 =5 wird f==1, d. h. die Bewegung des Korpers
eine zwangliufige, also ganz bestimmte, bei der alle Korperpunkte
ganz bestimmte Bahnen beschreiben. Auch in diesem Falle ist die
Elementarbewegung des Korpers eine Schraubung, deren Achse und
Schraubenparameter durch die Lage der gefiihrten Punkte und der
Flichen, auf denen letztere sich zu bewegen gezwungen sind, voll-
sténdig und eindeutig bestimm$ werden. Die Ermittlung der Schrauben-
achse aus den fiinf Normalen der Flichen in den Beriithrungspunkten
wird im allgemeinen recht umstindlich; es soll auf sie deshalb
nicht eingegangen werden.

Vereinfacht wird sie aber, falls einzelne Punkte des Korpers
auf gegebenen Kurven sich zu bewegen gezwungen sind. Da jede
Kurve als Schnittlinie zweier Flichen aufgefaBt werden kann, so
entspricht die Bedingung, daB ein Korperpunkt auf einer Kurve
gefithrt wird, dem Zwangsgrad =2, weil die Bewegung des Punktes
an zwei Flichen gebunden ist. Wird sonach die Bewegung eines
Korpers an die Bedingungen gekniipft, daB zwei Korperpunkte auf
gegebenen Kurven sich bewegen miissen und ein dritter auf einer
beliebigen Fliche, so erhdlt sie den Grad des Zwanges f—=2-}2
—<-1=25, und folglich den Freiheitsgrad f— 6 — f—1. Da die Be-
wegung des Korpers sonach zwanglidufig ist, so mufl sich die Achse
und der Parameter der Schraubung bestimmen lassen. Das kann
auf folgendem Wege geschehen. Es seien 4 und B die beiden, auf
Kurven gefiihrten Punkte, dann sind die Richtungen.ihrer Ge-
schwindigkeiten vy und vp die der Tangenten an die Kurven und
folglich bekannt. Um auch die Richtung der Geschwindigkeit v des
auf der Fliche gefilhrten Punktes ¢ zu finden, benutzen wir den
Satz, daB die Gleitungsgeschwindigkeit einer Geraden fiir alle ihre
Punkte dieselbe GroBe hat und die senkrechte Komponente der Ge-
schwindigkeit in Richtung der Geraden fiir jeden ihrer Punkte ist.
Nehmen wir nun z. B. die Geschwindigkeit v, der GroBe nach will-
kiirlich an, bzw. stellen sie durch eine willkiirliche Strecke dar, so
erhalten wir aus ihr sofort die Gleitungsgeschwindigkeiten der Ge-
raden 4B und AC. Mittels der von 4B findet sich sofort die GriBe
der Geschwindigkeit v, indem wir diese Gleitungsgeschwindigkeit
in B antragen und in ihrem Endpunkte die zu 4B senkrechte Ebene
errichten; diese schneidet die Kurventangente des Punktes B im
Endpunkte der Geschwindigkeit 5. Bestimmen wir dann die Gleit-
geschwindigkeit der Geraden BC aus vg, tragen diese ebenso wie
die der Geraden AC' in ¢' an und errichten in den Endpunkten der-



Die Relativbewegung von Punkten gegen starre Korper. 117

selben die beiden Normalebenen, so schneiden sich diese in einer
Geraden, welche den Endpunkt der Geschwindigkeit vy enthalten
mufl. Letztere Geschwindigkeit liegt aber auch in der Tangential-
ebene der Fliche im Punkte C: es trifft sonach die letzterwihnte
Schnittlinie die Tangentialebene im gesuchten Endpunkte der Ge-
schwindigkeit »;. Da sich im vorliegenden Falle die Geschwindig-
keiten dreier Korperpunkte bestimmen lassen, so konnen wir zur
Ermittlung der Schraubenachse eines der beiden auf S. 108 und 109
mitgeteilten Verfahren anwenden. Das zweite ist insofern vorteil-
hafter, als wir dabei auch sofort den Schraubenparameter mit er-
halten.

8. Eine dauernde Beriihrung des bewegten Korpers mit dem
ruhenden in einer Kurve, d. i. in unendlich vielen Punkten,
ist im allgemeinen unmdglich. Nur bei besonders
gestalteten Oberflichen der sich beriihrenden Korper
wird eine Berithrung in einer Kurve und eine gegen-
seitige Bewegung mdoglich. Sind die beiden Ober-
flichen Linienflichen, so kann eine Beriihrung in
einer Geraden stattfinden und die Bewegung ist
dann eine schrotende. In besonderen Fillen, z. B.
bei zwei Zylinderflichen, kann sogar ein Rollen ein-
treten; im allgemeinen, d. h. bei Beriihrungen in
krummen Linien, ist jedoch nur ein Gleiten mog- Fig. 127.
lich. Als ein Beispiel fiir letzteren Fall sei auf die
Beriihrung zweier Kreisringe in zwei Kreisen (s. Fig. 127) hinge-
wiesen; die gegenseitige Bewegung beider Ringe hat, wie man sich
leicht iiberzeugt, den Freiheitsgrad f— 2.

9. Erfolgt die Beriihrung der Korper in Flachen, so kann eine
gegenseitige Bewegung nur bei besonderen Flichen eintreten, und
zwar bei sog. sich selbst hiilllenden Flichen, wie z B. bei
Schraubenflichen, Umdrebungsflichen, Mantelflichen von Prismen u. a.
In allen Fillen ist nur eine gleitende Bewegung méglich. Je nach
Art der Flichen ist der Freiheitsgrad verschieden. So z. B. ist er
bei Schrauben- und Umdrehungsflichen gleich 1, bei Kreiszylindern
gleich 2, bei Ebenen sowie bei Kugelflichen gleich 3.

Dreizehntes Kapitel

Die Relativbewegung von Punkten gegen starre Korper.

Bewegen sich zwei Punkte 4, und 4, nach bestimmten Gesetzen
gegen einen — meist ruhend gedachten — starren Kérper K, so
wird hiufig die Frage aufgeworfen: wie bewegt sich dann 4, gegen
A, (oder 4, gegen A,), d. h. wie erscheint die Bewegung von 4,
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einem Beobachter, der mit A4, starr verbunden ist? Man nennt die
letztere Bewegung die scheinbare oder relative von 4, gegen 4,,
wihrend die Bewegungen von A, und 4, gegen K, wahre oder
absolute Bewegungen genannt werden. Diese Unterscheidung ist
an sich nicht gerechtfertigt, denn es gibt iiberhaupt nur relative
Bewegungen; der Bezugskorper ist es, der dem Worte Bewegung
einen bestimmten Inhalt verleiht. Wenn gleichwohl die Benennung
»Relativbewegung® zweier Punkte oder Kérper noch gebraucht wird,
so geschieht das nur, um hierdurch kurz auszudriicken, daf damit
nicht die Bewegungen der Punkte gegen den gemeinsamen Bezugs-
korper gemeint sind.

Die Frage nach der Relativbewegung zweier Punkte wird nun
gewohnlich in einem viel weiteren Sinne verstanden als nur in dem
nach dem Anderungsgesetz der Entfernung beider Punkte mit der
Zeit, wie zuniichst angenommen werden miite. Schon die Frage

: nach der relativen Bahn
von A, gegen A, macht
klar, dal A, als Bezugs-
korper gedacht wird, da
andernfalls die Bahnkurve
gar nicht angegeben werden
kann. Man denkt sich daher
mit 4, einen starréen Be-
zugskérper K, verbunden

w |
g 7 i v X und setzt von diesem vor-
vE N dasB ine. Schi
y i\ aus, daB er eine Schie-
L bung mit 4, volizieht, letz-

teres, weil sich dann die
Beantwortung der Frage be-
sonders einfach gestaltet.
Die Bewegungen von A4, und 4, gegen den Bezugskorper K, seien
gegeben durch die Koordinaten der Punkte gegen ein in K, ge-
legenes, sonst beliebiges Koordinatensystem (X, Y, Z) (s. Fig. 128)
als eindeutige Funktionen der Zeit, und 4, sei der Anfangspunkt
eines Koordinatensystems (Z; H, Z), dessen Achsen stets parallel den
entsprechenden des ruhenden Systems bleiben; dann fiihrt der mit
(E, H, Z) starr verbundene ideelle Kérper K, gegen K, eine Schiebung
aus, bei der alle Korperpunkte die gleiche Bahnkurve in gleicher
Weise beschreiben wie 4,. Die sogenannten relativen Koordinaten
von A, gegen K, ergeben sich dann sofort zu

(69} b=, —x,, N=y —Yp» C=2—72,

sonach als eindeutige Funktionen der Zeit, und damit ist die eigent-



Die Relativbewegung von Punkten gegen starre Korper. 119

liche Aufgabe geldst, denn alles weitere folgt aus den Darlegungen
des Kap. 6. Wir erhalten die Gleichungen der relativen Bahn durch
Elimination der Zeit aus je zweien der drei Ausdriicke (69), ferner
die Komponenten der relativen Geschwindigkeit v, durch Diffe-
rentiation von (69) nach der Zeit zu

é:‘d;l‘—‘x.g, ﬁ:yl—yg, é:é’l—-é;,,

du. .
falls zur Abkiirzung %:u gesetzt wird. In Streckendarstellung
wird sonach

v=& T Tl (b, — i) T (9, — 92) T G, —42)
:7514/:?]1;&51 _(j"e q:!?-.):{:z'e)

—_ P
=, v,

(60a). —u F ),
d. h. wir erhalten den Vektor v, als Diagonale eines Parallelogrammes,
dessen Seiten v, und die entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeit — v,
von 4, sind. Dieses Ergebnis stimmt vollig iiberein mit den Dar-
legungen des 10. Kap., 8. 83, denn da K, eine Schiebung ausfiihrt,
so ist die Geschwindigkeit des augenblicklich mit 4, zusammen-
fallenden Punktes des Korpers K, dieselbe wie die von 4,, d. i. v,.
In der gleichen Weise ergeben sich auch die Komponenten der
relativen Beschleunigungb, aus (9) durch zweimalige Differen-

2

. . . .. d .
tiation nach der Zeit. Setzen wir zur Abkiirzung %Z:u, so wird

é:da_j‘p 77:?/1—?/3 2:21_22
und folglich
bo=§+ 77"!"::(“’1“‘“"3)"1—(?/1 - ye>+(z1—zz)
oo n 3 N as .. ) . [ oo
=&+ + % — @+ .1 7)
=b; b,
(69b) ==b, 'T‘(_ by).
¥s ergibt sich sonach der Vektor b,, d. i. die Beschleunigung der
Relativbewegung von A4, gegen K, durch Zusammensetzung der ab-
soluten Beschleunigung b, des Punktes A, mit der entgegengesetzt
genommenen Beschleunigung b, des Punktes 4, mittels des Parallelo-
grammes der Beschleunigungen, also genau auf demselben Wege wie
die relative Geschwindigkeit v,.
Beispiele:
o) Der Punkt A, sei in Ruhe. Dann legen wir den Anfangspunkt des
Koordinatensystems (X, Y, Z) nach 4,, womit sich , =y, =2, = 0 und folglich

E:—xg, n=—"¥Ye, C:—'_Z‘z
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ergibt. Der Punkt 4, beschreibt sonach gegen K, die in bezug auf 4, sym-
metrische Bewegung des Punktes A4, gegen K;. So beschreibt z. B. die Sonne
gegen die Erde eine Ellipse, die kongruent der Erdbahn um die Sonne ist,
deren einer Brennpunkt in der Erde liegt und im entgegengesetzten Sinne
durchlaufen wird.

B) Soll ein in Ruhe befindliches Ziel von einem fahrenden Schiff, dessen
Geschwindigkeit ¢ senkrecht zur Ziellinie gerichtet ist (s. Fig. 129), getroffen
werden, so muB die Geschiitzrichtung von der Ziellinie entgegen der Fahrt-

richtung um einen Winkel 8 abweichen, der durch die Beziehung sin6=;)c—
o

bestimmt ist. Denn hier hat man v,=c¢ und v, als die bekannte Anfangs-
geschwindigkeit des Geschosses einzufiihren, wihrend v, = v, cosd die wahre
Geschwindigkeit des Geschosses
gegen den Erdkorper bedeutet.

y) Von zwei verschiedenen
Stellen A4, und 4, aus werden
zwei schwere Punkte im luftleeren
Raume mit beliebigen Anfangs-
geschwindigkeiten v,; und v,
gleichzeitig geworfen (s. Fig. 130);

H

&

————— e L

es soll die Relativbewegung von A, gegen A4, bestimmt werden. In diesem
Falle sind die beiden Beschleunigungen der Punkte als die des freien Falles
gleich g; sonach wird die Beschleunigung der Relativbewegung

N .
bo==b, 4 (—by) =g —9=0.
Daraus folgt, daB sich 4, gegen A, auf einer Geraden (¥) gleichformig bewegt,
und zwar mit der Geschwindigkeit

~ ~
09 = v; - (— ) == ¥y - (— Vgg) = 00.
Die Richtung von -y wird bestimmt durch die der relativen Anfangs-
geschwindigkeit v, (s. Fig. 130).

) Bekanntlich betrégt die Schwingungsdauer eines sog. mathematischen
Pendels von der Linge I, kleine Schwingungen vorausgesetzt,

/1
To== ;

Wiirde man ein solches Pendel auf einen Fahrstuhl bringen, der mit der Be-
schleunigung b, nach abwirts fihrt, so erhilt der schwingende Punkt A4,,
dessen Beschleunigung an sich b, = g betriigt, die relative Beschleunigung

bdzg—‘bz3



Die Relativbewegung von Punkten gegen.starre Korper. 121

/l__\/ l
T=n —b—a-*n }?be

Auf dem beschleunigt nach abwirts gehenden Fahrstuhl schwingt dem-
nach das Pendel langsamer, weil I' > T, ist. Wird die Bewegung des Fahr-
stuhles gleichférmig, also b, =0, so erhdlt man bs; =g, folglich T'=T,; das
Pendel schwingt dann ebenso schnell
wie in dem ruhenden Fahrstuhl.
Geht die Bewegung in eine ver-
zbgerte iiber, d. h. wird b, negativ,
so erhdlt man bs =g} b,, und

—ay/

==

=Vt

kleiner als T, dann schwingt das
Pendel schneller. Das gleiche tritt
ein, wenn der Fahrstuhl beschleunigt
nach aufwirts geht, wiahrend bei der
verzogerten Aufwirtsbewegung des
Fahrstuhls das Pendel wieder lang- Fig. 131.
samer schwingt als bei der gleich-
formigen Bewegung.

¢) Befindet sich das Fahrpendel auf einem horizontal mit der Beschleu-
nigung b, fahrenden Wagen (s. Fig. 181), so wird die Beschleunigung der Be-
wegung des Punktes .4, gegen den Wagen K,

bo=b, 4 (—b) =g+ (— b)) =Vg*+ b*,
die mit der Lotrichtung den Winkel

es wird folglich

d = arctan ﬁ
Y

einschlieft. In diesem Falle schwingt das Pendel symmetrisch zu einer Geraden
B, 4,, durch den Aufhdngepunkt B, parallel zu bs, und zwar schneller als
bei der gleichféSrmigen Bewegung des Wagens, weil bs > g ist. Bei der ver-
zogerten Bewegung des Wagens schwingt das Pendel symmetrisch zu einer
Geraden, die im Sinne der Fahrtrichtung, also nach der anderen Seite von

der Lotrichtung abweicht.

Auch die Umkehrung der behandelten Aufgabe, namlich die
Ermittlung der wahren Bewegung eines Punktes aus der wahren
Bewegung eines in Schiebung begriffenen Korpers und der schein-
baren Bewegung des Punktes gegen den Korper kann durch die
Beziehungen (69) gelost werden, denn aus ihnen folgt

(70) z, =z, &, =Y+ zn=u1+

d. h. wir finden die Koordinaten des Punktes 4, beziiglich des Be-
zugskérpers K, als eindeutige Funktionen der Zeit. Ferner erhalten
wir sofort

(70a) v1~:v‘_,—/+: Vg
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und
(70D) by = by b,

also die wahre Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes 4,
durch Zusammensetzung von v, und v, bzw. b, und b, mittels der
entsprechenden Parallelogramme.

Zwei Beispiele sind schon im 10. Kapitel, S. 84 und 85 behandelt worden;
auf diese kann hier verwiesen werden.

Nicht immer sind die relativen Bewegungen, Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen an sich gegeben, sondern vielmehr an Be-
dingungen gebunden, die zur Losung der betreffenden Aufgaben
filhren. Wenn z. B. eine geradlinige Rohre K, mit der Geschwindig-
keit v, in bestimmter Richtung eine Schiebung
ausfiihrt (s. Fig. 132), und es soll A, mit der
der Grofie nach gegebenen wahren Geschwin-
digkeit v, so geworfen werden, daB A4, sich
durch die Rohre bewegt, so bestimmt sich die
Richtung von v, gegen v,, indem man durch
den Endpunkt des Vektors v, eine Parallele
zur Rohrachse legt und diese mit dem Kreis
vom Radius p, von 4, aus schneidet. Damit
wird die gesuchte Richtung von v, festgelegt
und zugleich die GréBe der relativen Geschwindigkeit v,. Bezeichnet ¢
den Winkel zwischen », und v,, « den zwischen v, und v,, so findet
sich & aus der Beziehung

. v, .
sin (¢ — &)= —2 sin«
Ivl
und dann

sine

Vo=, ——.

sine
Die Aberration der Fixsterne liit sich nach dem Vorstehenden
einfach erkliren und berechnen. Wire die Rohre das Fernrohr,
durch das ein Fixstern beobachtet wird, und das sich mit der Erde
schiebend mit der Geschwindigkeit v, —=v bewegt, und wiirde der
vom Stern ausgehende Lichtstrahl, dessen Geschwindigkeit v, =¢
gei, senkrecht zur Erdbahn, also zu » stehen, dann miiBte die Rohr-

achse von der Richtung von » um den Winkel :%—l—é abweichen,
also von », um 6, damit der Lichtstrahl in die Rohrachse fllt.

Dann aber liefert die erste der beiden Gleichungen; in denen e:g

zu setzen ist,
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. JT T v ., 4
sin (5 +0—3) = g (3 +9)

und folglich

v
tand =——-.
c

Man ersieht daraus, daB der Aberrationswinkel 6 nur von den Ge-
schwindigkeiten » und ¢ abhingt. Da im Mittel v==30kms™* und
¢=310%kms™* ist, so wird tand==0,0001 und é=20,5 Bogen-
sekunden.

Auch bei den sog. Verfolgungskurven, die von einem Punkt
A, beschrieben werden, der sich dauernd in Richtung der Verbin-
dungslinie mit einem irgendwie sich bewegenden Punkt 4, bewegt,
ist die Ermittlung der Bewegung eine indirekte, Ist das Gesetz be-
kannt, nach dem die Geschwindigkeit v, ihrer GroBe nach von der
Zeit abhingt, also z. B.

vy == @y (1),

so erhilt man durch Elimination der Zeit aus dieser und den Be-
dingungsgleichungen fiir die Richtung von v, die beiden Differential-
gleichungen der Verfolgungskurve. Ist die Bahn des Punktes 4, eine
ebene Kurve und die Anfangslage von A4, in deren Ebene gelegen,
so wird auch die Bahn von A4, eben.

Ein einfacher Sonderfall dieser Art ist der folgende. Es bewege sich A,
gleichférmig auf einer Geraden (s. Fig. 133) mit der Geschwindigkeit ¢, von
der Lage A4, aus, wihrend 4, seine Bewe-
gung in A4, beginnt, welcher Punkt den Ab-
stand @, von der Geraden hat. Dann wird 4 Y
die Verfolgungskurve eine ebene, und wir m
wihlen als X-Achse eines rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems das Lot 4, F, auf die Ge-
rade, als Koordinatenanfang den Punkt 4,,.
Es ist dann x, —a,, Y, = Yo | ¢,-¢. Ferner
sei v, konstant gleich ¢,, und die Richtung
von v, bestimmt durch die der Verbindungs-

linie 4,4,, die mit der X-Achse den Winkel 7,
einschlieBen mag; es wird sonach

— Y
tan z, — Y
x, — T,

und

V) e,

falls #, und y, die Koordinaten der Verfolgungskurve bezeichnen. Setzen wir
zur Abkirzung

d
d—‘/g::tan@:q,
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so erhalten wir die beiden Bedingungsgleichungen
dx'z \/—% 2 __
Y

Y1 Yo = (2, — @) q.

Differenziert man letztere nach der Zeit unter Beriicksichtigung der Ausdriicke
fiir , und y,, so findet sich
¢ dt = (a, — x,)dg

und nach Elimination von dt¢ aus dieser und ersterer
dq —r dx,
‘/T—F-q_g a—x,’
falls %::k gesetzt wird. Die Integration letzterer Gleichung liefert

2 n (g vTE@)=m (2 )

(@, — z,)k

bzw. o
4+V1I+¢=C(a,—m) "
Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Anfangslage von 4,, d. h.

fiir #,=0 wird ¢ =tanz,, = % =g, und sonach

1

Aus der Integralgleichung erhilt man nun

dy, _ 1
:(1—::%0(“1—%) k—éﬁ(al _zz)k

und durch nochmalige Integration
_ Cla,—z)F
WETY ik Tee 1tk T

Die Integrationskonstante C, findet man aus vorstehender Gleichung fiir
x, =Yy, =0, so daB dann als Gleichung der Verfolgungskurve

_ O T 1—k 1 1+k e
Ot T} G ]_Té(iiﬁcj o =]

sich ergibt. Der Punkt 4, holt 4, nur ein, wenn € >¢, d i k<1, und
zwar geschieht das, wenn 2, ==, geworden ist, im Abstande

C-a}_k a}"}"‘
yzm:ﬂl—-k) 20(1—]—-’6):?/“"
und nach Verlauf der Zeit £,, — 72 "—L-; Yo In dem entsprechenden Punkte
1
Ay m der Kurve beriihrt sie die Gerade, weil fiir z, = a, g¢=—tan 7, = 00 wird.

Die vorausgegangenen Erorterungen zeigen, daB die Ermittlung
der relativen Beschleunigung eines Punktes ebenso einfach wie die
der Geschwindigkeit ist, falls es sich um die Relativbewegung
eines Punktes gegen einen starren Korper handelt, der eine Schie-
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bung gegen den Bezugskorper ausfiilhrt. Ganz anders wird die
Losung der entsprechenden Aufgabe, falls der Korper eine Drehung
gegen den Bezugskorper vollzieht.

Es sei DD (s. Fig. 134) die Achse, um welche sich der Kérper K
dauernd dreht, welche also sowohl in K, als im Bezugskdrper K,
festliegt. Wir wihlen diese Achse zur
Z-Achse eines ruhenden, d.i. mit K,
starr verbundenen Koordinatensystems,
ferner im Korper K eine Ebene, welche
die XY-Ebene des ruhenden Koordinaten-
systems in der Geraden QL schneiden
moge. Der Winkel XOF=¢ ist dann
der, den die Ebene ZOD mit der X0Z-
Ebene zur Zeit # einschliet und als
Drehwinkel des Korpers angesehen wer-

den kann. Die Beziehung Fig. 134.
P="r()
bestimmt die Drehbewegung des Korpers K gegen K|, insbesondere ist
a9 __
W = f (t) = w
die Winkelgeschwindigkeit und
dw "

die Winkelbeschleunigung der Drehung zur Zeit {.

Es sei nun die Bewegung eines Punktes A gegen den Bezugs-
korper K, gegeben und es soll die relative Bewegung desselben gegen
den sich drehenden Korper K, insbesondere die Beschleunigung
dieser Relativbewegung ermittelt werden. Zu dem Ende benutzen
wir zur Darstellung der wahren wie der scheinbaren Bewegung von
A Zylinderkoordinaten (s. Kap.7), und zwar seien r, a, z die wahren,
o, «, ¢ die scheinbaren Koordinaten von 4. Es bedeutet hierbei
r bzw. o den Abstand des Punktes 4 von der Drehachse, a den
Winkel zwischen der Meridianebene von 4 und der X 0Z-Ebene und
« den zwischen der Meridianebene von 4 und der £0D-Ebene. Die
gesuchte Relativbewegung ist nun sofort bestimmt durch die un-
mittelbar einleuchtenden drei Beziehungen (s. Fig. 134)

(71) gQ=r, a=0a—Q, C_Z’

welche die relativen Koordinaten als Funktionen der Zeit ergeben,
aus denen die Bahn, Geschwindigkeit und Beschleunigung der ge-
suchten Bewegung, wie in Kap. 7 auseinandergesetzt, hervorgehen.
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Bezeichnet v die wahre und v, die scheinbare Geschwindigkeit
von A und zerlegen wir beide in die Komponenten, welche (s. S..61)
die radiale, die zirkulare und die axiale genannt wurden, so

d .
werden letztere unter Benutzung der Abkiirzung %:u

V.=, v =18, v, =2,

z

vo:é), V=0, v::é‘_
Da nun

Vo=, + Vo V=040 ¢+,

so erhilt man, gestiitzt auf die Gleichungen (71),

vo—i Fora—¢) Ti=v,Fo, Fo,F(—r-0)
und, weil

~ ~
v ='U7,—’—’Ua+’l/z,

die schon friiher gefundene allgemeiner giiltige Beziehung (58) in
der besonderen Form

(72) v,,zv:\f—(—rmo),

welche sagt, daB die scheinbare Geschwindigkeit eines Punktes gegen
einen sich bewegenden Korper gefunden wird durch Zusammensetzung
der wahren Geschwindigkeit des Punktes mit der entgegengesetzt
genommenen des Korperpunktes, mit dem der bewegte Punkt augen-
blicklich zusammenfillt.

Berziiglich der Beschleunigungen verfahren wir &hnlich. Wir zer-
legen die wahre Beschleunigung b wie die scheinbare b, in radiale,
zirkulare und axiale Komponenten, dann erhdlt man nach (48)
(8. 61) fiir sie die Ausdriicke

b=r—ra®, b,=2ra-tra, b,—32

und
bp—0—06%, b,—2¢&}-0&, b;=C.
Folglich erhilt man unter Benutzung der Gleichungen (71)
zunichst
=F—r@—@P=b +2rép—r¢@="b, —rw*42r0 (¢} &)
=b, +rw*t20v,;
S . v .. . dw .
ba=2r(a.—~<p)—}—r(a——<p):2ra-l—m—~rﬁ—2cor

:ba—re——2a)ve;
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Durch Zusammensetzung dieser drei Komponenten mittels des
Parallelepipedes der Beschleunigungen findet sich schlieBlich

b,="b, —T— ba—f/: b= (b, rw*-+ 2 wv,) :}\— (b, — re — 2wvg):{\—bz
= b,_/ﬂ\—ba:\}— bz:}\—raﬂ:}\—(A 1'8)—? 2(:)'0‘1-,1 (—2wv,).

In diesem Ausdruck ist br—}/: ba—T— b,=1, ferner bedeuten - rw?
und —re die entgegengesetzt genommenen Komponenten der Be-
schleunigung des Korperpunktes, mit dem 4 augenblicklich zusammen-
fillt. Bezeichnen wir letztere Beschleunigung mit b,, so ist

Setzt man auch die beiden noch iibrigen Komponenten zusammen,
s0o hat man zu beachten, daf 2 ww, radial nach auBlen (s. Fig. 135),
dagegen 2wv, senkrecht die Drehachse kreuzend nach der Seite hin
gerichtet ist, die sich dem Drehsinn entgegensetzt. Da die resultie-
rende Beschleunigung beider als Diagonale des Parallelogrammes,
dessen Seiten 2 wwv, und 2wv, sind, sich zu

b, — V(2 . b (20, — 20 Vo 0,2 = 2w,

ergibt, und die Geschwindigkeit v,=— 7/‘9/‘*\‘ v, die Komponente von
vy in der Richtung senkrecht zur
Komponente v: ist, also, falls § 21
den Winkel zwischen v, und - be- w‘\)/
zeichnet, in der Form

v,=— U,-Sin

geschrieben werden kann, so nimmt
jene Beschleunigung b, die Gestalt

(73) b,==2 wv,-sind

an. Ferner ist leicht zu erkennen,
daB b, | v, ist, denn es wird

) %)
2 WY, Vo
_. cwy LR Fig. 135.
tan ¢ 2 wo, v g

d. h. v, schlieBt mit v« denselben Winkel ¢ ein, wie b, mit v,. Sonach
e halten wir fiir b, den folgenden Ausdruck

(74) bo==b~+(— 1)+ by,
welcher den von Coriolis zuerst bewiesenen Satz ausdriickt:

Die Beschleunigung der relativen Bewegung eines
Punktes gegen einen, um eine ruhende Achse sich drehen-
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den Korper setzt sich aus folgenden drei Komponenten
zusammen: 1. der Beschleunigung der wahren Bewegung
des Punktes; 2. der entgegengesetzt genommenen Be-
schleunigung des Korperpunktes, mit dem der bewegte
Punkt augenblicklich zusammenfillt; 3. einer Beschleuni-
gung b,, deren GroéBe 2ww,sind ist, falls w die Winkel-
geschwindigkeit des sich drehenden Kérpers, v, die rela-
tive Geschwindigkeit des Punktes gegen den Korper und
0 den Winkel zwischen v, und der Drehachse bezeichnet
und die die Drehachse in dem der Drehung entgegen-
gesetzten Sinne senkrecht zu v, rechtwinklig kreuzt.

Die Beschleunigung b, wird nach ihrem Entdecker ,zusammen-
gesetzte Zentrifugalbeschleunigung¥, in neuerer Zeit Coriolis-
oder Zusatzbeschleunigung genannt. Ihr Hinzutreten als Kom-
ponente zu b und —b, ist eine notwendige Folge der Richtungs-
#nderung, welche die relative Geschwindigkeit v, infolge der Drehung
des Korpers erfihrt, wobei zu beachten ist, daB nur die Komponente
v,==0,-8in ¢ ihre Richtung &ndert, nicht aber v;=—w,-cosd. Hier-
mit steht in Zusammenhang das Auftreten der beiden Komponenten
von b,, nimlich von 2wwv, und 2wv, bei der Darstellung der Be-
schleunigungen mittels ebener Polarkoordinaten (vgl. S.57). Die
Zusammensetzung der drei Beschleunigungen b, — b, und b, durch
geometrische Addition der entsprechenden Vektoren ist in Fig. 135
eingetragen.

Beispiele:

1. Relative Ruhe. Ist der Punkt A gegen den Korper K in Ruhe,

also vs=0, so wird auch by =0 und b, =b$ (— b). Daraus folgt u. a. das

Gesetz, nach dem sich die Beschleunigung des freien Falles an der Erdober-
fliche @ndert. Die Erde sei eine Kugel vom

N Radius CA=R und A ein Punkt an deren
Oberfliche unter der geographischen Breite §
(s. Fig. 136). Die Erde drehe sich gleichférmig
mit der Winkelgeschwindigkeit

C dguator wo==0,0000729 s~*

um ihre Achse, so daB e:%—?—:O zu setzen

ist. Bezeichnet »r — R-cos 8 den Abstand des
Punktes A von der Drehachse, so wird die
] Beschleunigung by ==r-w,? nach innen, (— &)

Fig. 136 folglich nach auBen und senkrecht zur Dreh-

’ ) achse gerichtet. Die Beschleunigung des freien

Falles im Punkte 4 bei ruhender Erde sei g,;

sie hat die Lotrichtung. Zerlegen wir (—b,) in Komponenten in Richtung des
Lotes und der Meridiantangente, so wird erstere gleich r w,?-cosf =R w,? cos?p,




Die Relativbewegung von Punkten gegen starre Korper. 129
und um diese hat man g, zu vermindern, um die Beschleunigung ¢ des freien
Falles in der Lotrichtung zu erhalten. Wir finden sonach

g=ygo— Bw,?cos?p .

Nehmen wir g, an der Erdoberfliche als unverinderlich an, so bedeutet

diese Beschleunigung die am Nord- und Siidpol < ,—:%) . Schreibt man g in
der Gestalt
9= fae -+ B wy®sin’4,
so bedeutet
Gae=go — B wy?

die Beschleunigung am Aquator und diese ist =9,78106 ms—2, Mit B=6370000m
erhilt man i
R-0,?==0,03387 ms—*
9o = 9,81493 ms—2.
Die fir g hiernach sich ergebende Beziehung
g=29,78106 - 0,033 87 sin?g

ist jedoch nicht genau, da sich g, mit der Massenverteilung #ndert. Hierzu
kommt, daB die Erde keine Kugel, sondern ein abgeplattetes Rotationsellipsoid
ist, und daB auch die Hohe kb des Ortes iiber dem Meeresspiegel Einflu auf g
hat. Auf Grund zahlreicher Messungen hat sich die empirische Formel

g =9;779886 - 0,052210 sin®8 — 0,000003 h

herausgestellt, in der % in m einzusetzen ist.

2. Der freie Fall an der Erdoberfliche.

Fallt ein schwerer Korper aus der Ruhelage 4, (5. Fig. 137) im luftleeren
Raume auf die Erde, so unterliegt seine relative Fallbewegung gegen die sich
gleichférmig drehende Erde folgenden
Beschleunigungen: a) in Richtung des
Lotes der vorher ermittelten Beschleu- l
nigung g, die als konstant angesehen
werden darf, wenn die Fallhohe kb nicht
sehr groB ist; b) einer horizontal nach
Siiden gerichteten Komponente von
r-w,® deren Grofe

r-wy?-sin = R-w,® sinf-cosf
ist und deren EinfluB spédter beriick-

sichtigt werden soll; ¢) der Coriolis-
beschleunigung by, = 2 wy vo8in 8, die

und

senkrecht zur Lotrichtung, also tangen- iy

tial an den Breitenkreis durch A und @o g 17

entgegengesetzt dem Drehsinn der Erde co—;————-———-, e I s ———,
B Ug A Ay

anzutragen ist und daher die Richtung
von West nach Ost hat, weil v, nach
abwirts gerichtet angenommen werden Fig. 137.

kann; in der Formel fiir b, hat man

6:%—-,6’ zu setzen, wihrend v, mit weitestgehender Anndherung durch die
Fallgeschwindigkeit v,==g-{ im Iuftleeren Raume zu ersetzen ist. Sonach

erhilt man by=2wyg cosp-t.

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. I. 2. Aufl. 9
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Diese Beschleunigung bewirkt, daB der Punkt A4 sich von der Lotlinie
entfernt, und zwar sei diese Abweichung vom Lote zur Zeit ¢

Ad=z;
dann findet sich fiir # die Differentialgleichung
Fr
i =by=2w,g-cosB-t,

deren Integration unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB bei Beginn der

Bewegung zur Zeit {—=1,=0 sowohl g—: als auch z Null sind,
3

T = wy g cos ﬁ-%
ergibt. Setzen wir 4,4’ = und beachten, dal

u=4gt,

x:%wouv%u-cosﬂ

und folglich die 6stliche Abweichung des aus der Héhe =" fallenden
Korpers vom LotfuBpunkte B’

—B—moh\/ cosﬁ

Nach den Versuchen, die der Phymker Reich in Freiberg i. Sa. in einem
Schachte angestellt hatte, fand sich bei einer Falltiefe von A =158,3 m im
lufterfiillten Raum im Mittel

so wird

B’ B=10,0283m,

wihrend die Rechnung den um 0,7 mm kleineren Wert 0,0276 m ergibt. Der
Unterschied ist durch den Luftwiderstand bedingt, welcher die Bewegung des
freien Falles verzogert und folglich die gstliche Abweichung vergroSert.

Die bei der Rechnung nicht beriicksichtigte siidlich gerichtete Kompo-
nente von rw,® hat ebenfalls eine Abweichung des fallenden Kérpers vom
LotfuBpunkte zur Folge, die auf der nérdlichen Halbkugel nach Siiden, auf
der siidlichen nach Norden gerichtet ist., Trotz der nicht unbetrichtlichen
GriBe dieser Komponente ist die siidliche Abweichung schwer durch den Ver-
such zu erweisen, weil der Lotfqulmkt B’ infolge jener Komponente ebenfalls
nach Siiden riickt. Was wir unter der Beschleunigung des freien Falles ver-
stehen, ist in Wirklichkeit die aus g, und 7 w,> zusammengesetzte Beschleuni-
gung, deren Richtung mit der des Lotes iibereinstimmt.

Es leuchtet ohne weiteres ein, daB der EinfluB der Coriolis-Beschleuni-
gung b, sich auch bei anderen Bewegungen an der Erdoberfliche geltend
macht, tnd um so mehr in die Erscheinung tritt, je groBer die relative Ge-

schwindigkeit vs ist und der Winkel d sich f nihert. Letzteres tritt z. B. ein

bei einem GeschoB, das sich in Richtung des Meridians bewegt. Die Ab-
weichungen von der lotrechten Ebene durch die Rohrachse in ostlicher, bzw.
westlicher Richtung kénnen bei groBen Schufiweiten ganz betriichtlich werden.

Die Umkehrung der behandelten allgemeinen Aufgabe besteht
in der Ermittlung der wahren Bewegung eines Punktes, dessen
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scheinbare Bewegung gegen einen um eine ruhende Achse sich
drehenden Koérper gegeben ist. Die Losung derselben gestaltet
sich wieder sehr einfach unter Benutzung der Gleichungen (70),
denen wir hier die Form

(70a) r==90, a=ate, 2=

geben. Die wahren Koordinaten des Punktes erhalten wir sonach
als eindeutige Funktionen der Zeit, da o, &, { und ¢ als solche be-
kannt sind. Aus ihnen folgen durch einmalige, bzw. zweimalige Diffe-
rention nach der Zeit die entsprechenden Ausdriicke fiir die Kom-
ponenten der wahren Geschwindigkeit und Beschleunigung, und damit
letztere selbst. Diese ergeben sich jedoch auch unmittelbar aus den
beziiglichen Ausdriicken fiir v, und b, zu

S
V=0, rw
bzw.

b=b,Fb, Tb,,

worin b, die gleiche GrifBle wie b, hat, jedoch die entgegengesetzte
Richtung (s. Fig. 138).

Die angestellten Betrachtungen bezogen sich auf die freie Be-
wegung von Punkten gegen sich drehende Korper. Wenn jedoch
die Bewegung keine freie ist, sondern
auf starren Kurven oder Flichen er- O, X
folgt, die mit dem Korper fest ver- >
bunden sind und deshalb sich mit @
ihm drehen, so ergeben sich Auf-
gaben, die eine etwas andere Be-
handlung erfordern, weshalb auf dies
noch niher eingegangen werden soll.

Ist der Punkt gezwungen, sich
auf einer starren Kurve zu bewegen, Y
so wird die relative Bewegung auf
der Kurve nur von der tangentialen
Komponente von b, beeinflut, wih-
rend die normalen Komponenten die
relative Geschwindigkeit v, auch der Richtung nach nicht &ndern
konnen, da die Normalbeschleunigung =—v,%: ¢ sein mufl, unter p
den Radius der ersten Kriimmung der Kurve verstanden. Beachten

wir, daf b,,zb:}\— (— bk)—{/:b,, und daB b, senkrecht auf v, steht,
so erkennen wir, daB die Coriolisbeschleunigung keinen EinfluB auf
die Relativbewegung des Punktes hat, und von b und —b, nur die

tangentialen Komponenten. Wir erhalten sonach eine Differential-
9*




132 Bewegungslehre.

gleichung von der Form
dv, d?u
a e W

falls % die Kurvenlinge bezeichnet, denn mittels der Kurvengleichungen
lagsen sich die Koordinaten als Funktionen von « darstellen, und
sonach auch die Tangentialkomponenten der Beschleunigungen b und
(—b,)- Die Integration der Differentialgleichung ergibt v, und
als Funktionen der Zeit und somit die gesuchte relative Bewegung des
Punktes auf der Kurve.

Als Beispiel widhlen wir die Ermittlung der wahren Bewegung eines
schweren Punktes in einer Rohre, welche sich um eine lotrechte Achse gleich-
formig mit der Winkelgeschwindigkeit w, dreht; die Réhrenachse schliefe mit
der Drebachse den Winkel 4 ein und habe von ihr den Abstand FJ —=e
(s. Fig. 189 u. 140). Wir legen die Z-Achse in das Lot FoJ und die X-Achse

Fig. 139.

in die Anfangslage dieses Lotes, so daB fiir {=1¢,=0 auch ¢,=0 wird. Ist 4

die Lage des Punktes zur Zeit ¢ und setzen wird A = %, 80 werden die relativen
Koordinaten des Punktes 4
e

%,
o= s oc:arctan(—smé), {=wucosd,
coso e

und die gesuchten wahren
r=pg, a=a+tg¢, z=(,

die als Funktionen von ¢ bestimmt sind, sobald wir «» als Funktion der Zeit
gefunden haben, Wire die Rohre in Ruhe, so wiirde 4 nur die Komponente
gcosd der Beschlounigung des freien Falles besitzen. Infolge der Drehung
aber kommt noch die Komponente r-w,?-sinesiné der Beschleunigung by = r w,?
hinzu, so daB die Beschleunigung von 4

dvs
T dit

sein muB. Beachten wir weiter, daB v, =

= rwy?sinesind — gcos s

du

¥y ist, so erhalten wir die Diffe-
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rentialgleichung der relativen (geradlinigen) Bewegung von 4

2
i—: =rw,’sinesind — gcosd,
die sich mit Hilfe der Ausdriicke r=9o = 0—02—& , tan ¢ == 7—;’ sind und wysind=1F
auf die Form
d*u

—5 =k*u —gcosd

dg?
bringen laBt, worin k= w, sin 8. Das Integral dieser Gleichung ist bekanntlich
uﬁgcosa—}—Aekt—J—Be kt;

hierin sind 4 und B Konstanten, die durch die Anfangslage 4, des Punktes
und seine relative Anfangsgeschwindigkeit bestimmt werden. Falls fiir £ =¢,==0,
u =1, und (vs), ==0 ist, erhdlt man

cosd
und sonach

:gczs§+%<uo gc056>( kt+ ity

Da ferner

o == arctan (% sin6> und ¢ = w,-t,
so ergeben sich die wahren Koordinaten von 4 in der Gestalt

e T TS u .
r :m:v/eg—j—uﬁsm-’é, @ = ¢-}- p ==arctan (— sin 6)+w0-i, Z==1u0080;
e

ferner wird die relative Geschwindigkeit

_du_k 90055) t__ gk
Yo =4 T2 ( - (¢ g
welche mit der Geschwindigkeit r-w, des Rohrenpunktes, mit dem 4 augen-
blicklich zusammenfillt, zusammenzusetzen ist, um die wahre Geschwindig-
keit v des Punktes 4 zu ermitteln. Der Ausdruck fiir v, zeigt, daB ein
Wechsel des Vorzeichens mit ¢ nicht eintreten kann, und daB die Bewegung
des Punktes in der Rohre nur nach aufwirts oder nur nach abwirts erfolgt,
gsind gcosd gcosd
=3 BT wsin?d
wegung ein. Eine Diskussion der wahren Bewegung, -insbesondere der Babn
kann hier unter Hinweis auf die entsprechenden allgemeinen Betrachtungen
im 7. Kapitel unterbleiben ; nur mag darauf aufmerksam gemacht werden, daB
gcosd
k2

je nachdem w,= ist. Wenn uy—="—,— , $0 tritt keine Be-

» unter allen Umstinden stetig wichst, falls u, > , dagegen ein Minimum

(r == ¢) erlangt, falls u, positiv und <C ——,—;ﬂs ist.
Ist der Punkt dagegen an eine Fliche gebunden, so wird die
relative Bewegung auf ihr auch durch b, mit beeinflufit, nidmlich

durch die in der Tangentialebene zur Fliche liegende Komponente
von ba———b—/{:(——bk):[-\—by. Um zu den Differentialgleichungen der
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entsprechenden Bewegung des Punktes zu gelangen, ist es in diesem
Falle zweckmiBig, die relative Bewegung des Punktes in eine freie
dadurch iiberzufiihren, daBl man eine Zwangsbeschleunigung b, normal
zur Fliche von solcher GréBe hinzufiigt, daB die Bewegung des
Punktes als freie auf der Fliche erfolgt. Sind &, 7, ¢ die relativen
Koordinaten des Punktes und ist F(&,9,()=0 die Gleichung der
Fliache, so werden die Richtungscosinus der Flichennormalen

cos (n, &) Z? <7§1>0+ (911) —+ (%)2 u. 8. f. Setzen wir zur Ab-

3
kiirzung b, ‘/( ) ( )—I—(%g—v) =], dann werden die drei

Differentialgleichungen

d2t BF d*y oF 43 oF
(75) W b _}'2 ) dt" 1]_{" 97], dta“ C+lﬁ’

in denen b, b,, b; die Komponenten von bg bezeichnen. Eliminiert
man daraus A, so erhilt man zwei Differentialgleichungen, deren
Integration in Verbindung mit der Flichengleichung die Aufgabe
16st, &, 5 und ¢ als Funktionen von ¢ zu bestimmen.

Beispiel: Ein schwerer Punkt sei gezwungen, sich auf der Fliche
F (£,7,0) =0 zu bewegen, die sich mit dem Korper gleichférmig um eine lot-
rechte ruhende Achse dreht. In diesem Falle ist b==g, (— bx) =0 w,* senk-
recht zur Drehachse und b, — 2w, vssind senkrecht die Drehachse kreuzend,
also parallel zur ZH-Ebene; wir erhalten daher unter Beriicksichtigung der

Beziehung vesind = v, = /g2 |- 0,2 (s. 8. 127) und des Winkels  zwischen v, und
der Z- Achse

bz = pwy2cos e+ bysint = w2} 2wy vy sint = 0 & |~ 2w vy = @7 -2 mo% ,

aé

by = @ wy2sin e — by 08T == )2 — 2 Wy ¥y CO8T == Wy 7 — 2 W, Vs = @, n—Zdet
be=—y.

Damit gehen vorstehende Differentialgleichungen iiber in

&E dq | ,oF  &n_ s, , oF
W—wof+2mog{+lﬁy dtg we* 5 — 2“’9@‘*'1577
d*f
F7 "H

Deren Integration macht im allgemeinen Schwierigkeiten und ist selbst in dem
Falle einer Ebene umstiéndlich, weshalb nicht weiter darauf eingegangen
werden soll. —

Bei den vorausgehenden Untersuchungen iiber die Relativ-
bewegung von Punkten gegen sich drehende Korper war voraus-
gesetzt worden, daB die Drehung um eine Achse erfolgt, die sowohl
in dem bewegten als in dem Bezugskorper ihre Lage nicht &ndert.
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Von dieser Voraussetzung ist nun wohl die Gré8e und Richtung der
Beschleunigung b, des Korperpunktes abhiéngig, mit dem der be-
wegte Punkt augenblicklich zusammenfillt, nicht aber die zusammen-
gesetzte Zentrifugalbeschleunigung b,. Denn letztere hingt nur von
Geschwindigkeiten ab, wie der Ausdruck fiir b, zeigt, und zwar ins-
besondere von der momentanen Winkelgeschwindigkeit der Drehung
des Korpers; sie bleibt also von der unendlich kleinen Anderung
der Achsenlage unbeeinfluBt. Dagegen wird b, erheblich zusammen-
gesetzter, wie bei der Drehung um eine ruhende Achse, weil sich
der Abstand des Kérperpunktes von der Drehachse ebenfalls mit der
Zeit @ndert; doch soll hierauf nicht niher eingegangen werden.

Vierzehntes Kapitel.

Die Grundlagen der Bewegungslehre und die Relativitiits-
theorie.

Wie schon im ersten Kapitel dargelegt wurde, ist alle Be-
wegung relativ, d. h. sie wird zu einer bestimmten nur fiir einen
bestimmten Bezugskorper. Das folgt schon aus dem Begriff des
Ortes eines Punktes, denn dieser setzt einen Bezugskérper voraus.
Die Bestimmung des Ortes eines Punktes gegen den — meist starr
gedachten — Bezugskorper erfolgt mittels Koordinaten. Kennt man
die Lage eines anderen Korpers gegen den Bezugskorper, so laBt
sich auch der Ort des Punktes gegen diesen angeben, und zwar
wieder mittels Koordinaten, die man aus den Punktkoordinaten rein
geometrisch durch sogen. Koordinaten-Transformation erhilt. Ist die
Lage des Korpers sowohl wie die des Punktes gegen den Bezugs-
korper verdnderlich, d. h. bewegen sich Ko6rper und Punkt in be-
stimmter Weise gegen den Bezugskorper, so ist auch die Lagen-
dnderung, also die Bewegung des Punktes gegen den bewegten
Korper eine ganz bestimmte; wir nannten didse die relative Be-
wegung des Punktes gegen den bewegten Korper. Sie ist eindeutig
bestimmt, wenn die Bewegungen des Korpers und des Punktes
gegen den Bezugskoérper es sind, denn die Formeln der Koordinaten-
transformation bestimmen die relativen Koordinaten des Punktes
gegen den bewegten Korper als Funktionen der Zeit, und damit
finden wir Bahn, Geschwindigkeit und Beschleunigung der relativen
Bewegung, wie die Darlegungen des 6. und 7. Kapitels zeigen. In
dem 13. Kapitel haben wir diese Untersuchungen fiir die Sonder-
fille der Schiebung eines Korpers, sowie der Drehung um eine ruhende
Achse durchgefiihrt und haben hierbei die Sétze abgeleitet, welche die
relative Geschwindigkeit und Beschleunigung zu ermitteln gestatten.
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Wegen des Folgenden wollen wir noch einmal auf den ersteren
Fall zuriickkommen, in dem voraussetzungsgemil der Korper K,
(s. S. 118 und Fig. 128) eine Schiebung gegen den ruhend gedachten
Bezugskorper K, ausfiihrt, und uns auf die vereinfachende Annahme
beschrinken, dafi die Schiebung des Kérpers K,, der jetzt mit K
bezeichnet werden mag, eine geradlinig gleichférmige mit der Ge-
schwindigkeit % in Richtung der X-Achse sei. Wir wollen ferner
den Punkt 4, des Koérpers K in der X-Achse liegend annehmen -—
was keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet — und ihn mit
£ bezeichnen, und endlich 0 Q2 = u setzen, dann werden die Koordi-
naten von Q

T, =, Yo=0, 2=0.

Ersetzen wir endlich 4, durch A4 und entsprechend z,, y,, z, durch
z, y, 2, so werden die relativen Koordinaten von 4 gegen K zufolge
der Formeln (69)

=0 —u, n=y, {=2z.

Setzen wir beziiglich der Bewegung von K weiterhin fest, daB zur
Zeit {=1{,==0 der Anfangspunkt 2 des beweglichen Koordinaten-
systems ZHZ mit O zusammenfalle, so wird, weil die Schiebung
von K gleichformig mit der Geschwindigkeit w erfolgen soll, u—=wt;
es werden sonach die Transformationsformeln fiir die gesuchte Re-
lativbewegung von 4 gegen K

(76) b=z —wt, n=y, [=g¢,

in denen z, y, z als bekannte Funktionen von ¢ anzusehen sind.
Aus ihnen erhalten wir die relative Bahn, wahrend sich die relative
Geschwindigkeit v, aus (69a) in diesem Falle zu

(76a) v¢,='v:|\—(—-w)

ergibt, falls v die Geschwindigkeit von 4 gegen den ruhenden Be-
zugskorper K bezeichnet.

Die vorstehenden Uberlegungen und folglich auch deren Er-
gebnisse sind unabhiingig von physikalischen Beobachtungen irgend
welcher Art; sie miilten daher auf alle der Beobachtung zuging-
lichen Bewegungsvorgiinge {iibertragbar sein. Merkwiirdigerweise
scheint das nun nicht der Fall zu sein, vielmehr stehen gewisse
Beobachtungen, z. B. die an den Bewegungen des Lichtes gemachten,
in Widerspruch mit den durch die Gleichungen (69a) bzw. (76a)
ausgedriickten Gesetzen. Insbesondere sind es die Versuche von
Fizeau und von Michelson gewesen, die diese Widerspriiche klar
hervortreten lieBen; auf diese miissen wir deshalb etwas naher ein-
gehen, um die Grundlagen der gewaltigen Wandlung zu erkennen,
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die in den Grundanschauungen der Bewegungslehre hauptséchlich
durch die Arbeiten von H. A. Lorentz und A. Einstein — die
sogenannte spezielle Relativitidtstheorie — herbeigefiihrt wurde.

Der von Fizeau bereits 1851 angestellte Versuch hatte zum
Ziele, den EinfluB der Bewegung von Fliissigkeiten auf die Ge-
schwindigkeit des Lichtes, das durch die Fliissigkeit sich bewegt,
festzustellen. Er lieB die Fliissigkeit durch eine U-formig gebogene
Réhre mit parallelen Schenkeln (s. Fig. 141) stromen und sandte das
Licht von der Stelle @ aus

durch eine Linse S,, welche A

es parallel zu den Rohren- 5 A 5
schenkeln durch die Fliissig- e ——=C___ -

keit bis zu einer Linse S, é(:/ =7 P
fithrte; letztere vereinigte N ]T -

es wieder auf dem Schirm v d
S an der Stelle P, Wiirden T

nun die Lichtschwingungen Fig. 141.

in der Fliissigkeit in der

gleichen Weise vor sich gehen, wie im luftleeren Raume, so miiBte
sich das Licht im unteren Schenkel der Rohre mit der Geschwin-
digkeit ¢—wv, in dem oberen aber mit ¢-}-v bewegen, also die
beiden durch die Schenkel gehenden Strahlenbiindel mit dem Ge-
schwindigkeitsunterschied ¢ v — (¢—v)==2v in M zusammen-
treffen, also im allgemeinen Interferenzerscheinungen, die 2 v entsprechen,
hervorrufen. Der Versuch zeigte nun bei Gasen iiberhaupt keine In-
terferenz, und bei tropfbaren Fliissigkeiten einen wesentlich kleineren

. . 1
Gangunterschied, als 2 v entspricht und zwar 2o (1 —-—5), falls n den
n

Brechungsindex der Fliissigkeit bezeichnet. Unter der iiber die
Lichtbewegung in der Fliissigkeit gemachten Voraussetzung ist folg-
lich der Widerspruch dieses Vorganges mit der Gleichung (69a) er-
wiesen.

Noch weit auffallender ist dieser Widerspruch bei dem Ver-
such, den Michelson 1881 und 8 Jahre spiter zusammen mit
Morley anstellte. Der Apparat, dessen er sich bediente, besteht aus
zwei zueinander senkrechten starr verbundenen Armen (s. Fig. 142,
S. 188) von gleicher Linge !, in deren Endpunkten zum Arm recht-
winklige Spiegel S, und S, angebracht sind. Im Verbindungspunkt
M der Arme befindet sich eine planparallele Glasplatte, die mit den
beiden Armen den Winkel 45° einschlieBt. In Richtung des einen
Armes befindet sich die Lichtquelle L, welche paralleles Licht auf
die Glasplatte wirft. Dieses Licht wird zum Teil von der spiegeln-
den Fliche des Glases zuriickgeworfen und gelangt so zu dem
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Spiegel S,, der es abermals zuriickwirft, wodurch es in das Fern-
rohr F' gelangt, das in der Verlingerung des Armes MS, am Apparat
angebracht. Ein anderer Teil der Lichtstrahlen wird durch die Glas-
platte gebrochen und setzt seinen Weg in Richtung des Armes MS,
fort bis zu dem Spiegel §,, der ihn nach G zuriickwirft. - An der
spiegelnden Riickseite der Platte G wird er abermals zuriickgeworfen
und gelangt so ebenfalls in das Fernrohr F, wo er sich mit dem
anderen Strahlenteil vereinigt. Ruht nun der Apparat in dem als
Trager der Lichtschwingungen gedachten Ather, so bewegt sich das
Licht in Richtung beider Arme mit derselben Geschwindigkeit ¢, und
da die Arme MS, und MS, gleich lang sind, so ist, MS, = MS, =1
gesetzt, die Zeitdauer beider Bewegungen #==21[:¢ dieselbe; es fallen

Fig. 142.

sonach die Schwingungen in beiden Strahlenbiindeln zusammen und
es findet keine Interferenz statt.

Wenn dagegen der Apparat gegen den Lichtéther sich in Be-
wegung befindet, wird der Vorgang ganz anders. Denken wir uns den
Ather im Weltall in Ruhe und den Apparat mit der Erde so ver-
bunden, da8 der Arm MS, (s. Fig. 143) in die Richtung der Erdbewegung
gegen die Sonne fallt, dann bewegt sich das Licht gegen den Apparat
mit der Geschwindigkeit ¢ — w, falls w die Geschwindigkeit der Erde
in ihrer Bahn bezeichnet. Das Strahlenbiindel, das durch die Glas-
platte hindurchgeht, bewegt sich also auf der Strecke MS, bis zum
Spiegel S, mit der Geschwindigkeit ¢—w, und braucht folglich fiir
den Weg MS, die Zeit 1:(¢c — w). Der in S, gespiegelte Strahl da-
gegen bewegt sich von S, nach M mit der Geschwindigkeit ¢} w
gegen den Apparat, und braucht sonach auf dem Wege ! nur die
Zeit 1:(c+w). Die Gesamtzeit des Strahles auf dem Wege B'S, B
ist folglich

l l 21¢

e TR e T e
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Weil sich der Apparat bewegt, so durchliuft das an der Glasplatte G
gespiegelte Strahlenbiindel den Weg B’S, B und braucht hierzu die
Zeit t,. Wihrend der letzteren hat sich der Apparat um B'B = 2«
vorwirts bewegt; es ist folglich 22x=—=w¢,. Da nun

B'S, =8B=VE+ta*=1ct,
so folgt
2 2 wt,?
[A—— 2 2:_‘/l2 e U
1 ¢ Vit ¢ + 4
und hieraus
21
Ve —w

Der Zeitunterschied fiir beide Strahlen

zieht im Allgemeinen einen Phasenunterschied der Lichtschwingungen
beider Strahlenbiindel nach sich, wenn sie sich im Fernrohr F wieder
vereinigt haben, und folglich Interferenzerscheinungen. Dreht man
nun den Apparat in seiner Ebene um 909, so daB das Licht senk-
recht zu w in ibhn eintritt, so dndert sich die Geschwindigkeit der
Lichtbewegung und wird folglich im allgemeinen ¢, — #, einen anderen
Wert annehmen miissen; das hat aber eine Verschiebung der In-
terferenzstreifen zur Folge. Die Ausfiihrung des Versuches zeigte
aber im Widerspruch mit dem vorstehenden theoretischen Ergebnis
nicht die geringste Spur einer solchen Verschicbung. Daraus zog
man den SchluB, daB die Geschwindigkeit ¢, mit der sich das Licht
fortpflanzt, unabhingig ist von der Bewegung der Lichtquelle bzw.
des Lichtempféingers, oder anders ausgesprochen, dal die Lichtge-
schwindigkeit fiir jeden beliebig bewegten Bezugskorper dieselbe
Grofle habe.

Ist diese Behauptung aber richtig, so haben die iiber die Re-
lativbewegung von Kérpern gegeneinander im vorigen Kapitel ent-
wickelten S#tze und Formeln keine allgemeine Giiltigkeit; sie miissen
daher durch andere ersetzt werden, die dem Versuch von Michelson
entsprechen.

Um diese Formeln und Sétze zu gewinnen, gehen wir in fol-
gender Weise vor. Ein Korper K vollziehe eine geradlinige gleich-
féormige Schiebung mit der Geschwindigkeit % gegen einen Bezugs-
kérper K. In die Bewegungsrichtung legen wir die X-Achse des ruhen-
den Koordinatensystems und lassen mit ihr die Z-Achse des Koordi-
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natensystems EHZ in K zusammenfallen (s. Fig. 144). Zur Zeit
t==1,=0 falle der Anfangspunkt @ des bewegten Systems mit dem
Anfangspunkt O des ruhenden zusammen, dann ist 0Q =1u = w-t.
Ein Punkt 4 mit den Koordinaten xyz in bezug auf das ruhende
Koordinatensystem erhalte fiir das bewegliche die Koordinaten &5 ¢, und
die Zeit in bezug auf den Kérper K sei 7, wihrend sie fiir den Korper K
mit ¢ bezeichnet werde. Dann ergeben sich als relative Koordinaten
des Punktes 4 die den Formeln (76) analog gebildeten Ausdriicke

(77) ézalx—}—blt} n=y, C_z.*

in denen 4, und b, vorldufig noch unbekannte Konstanten be-
zeichnen, iiber die willkiirlich verfiigt werden kann, Die relative
Zeit v steht aber auch mit

z z und ¢ in Zusammenhang; wir

wollen diesen als linear voraus-

Ao 4 4 setzen und durch die Beziehung
!:v\\ ]I;\E)’/:://;,/'//?E:\\\ (78) T=a,x b,

'} \0 s . : ~x—=x ausdriicken, in der a, und b,

! ! L/.’y/ ebenfalls willkiirliche Konstan:

¥ H ten sein sollen. Diese vier Kon-

Fig. 144. stanten mdgen nun so bestimmt

werden, daBl der aus dem Ver-
such von Michelson folgenden Forderung geniigt wird. Das a8t
sich in folgender Weise tun. Es gehe in dem Augenblick, wo @ mit O
zusammentfillt, also {=1,=0 ist, von O ein Lichtblitz aus, der 4
in ¢ Sekunden erreichen mdge. Die Wellenfliche der Lichtausbrei-
tung ist bekanntlich eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt in O liegt

und die den Radius O A — ¢t hat; ihre Gleichung ist daher
(79) 2y 42— PP =0.

Da nun zur Zeit t=—1t,==0 dér Punkt Q mit O zusammenfillt, so
breitet sich das Licht auch im Korper K aus und zwar in kon-
zentrischen Kugelflichen, deren Mittelpunkt in @ liegt. Der Radius
der Kugelfliche, die 4 erreicht, ist sonach Q4= -7, weil die Licht-
geschwindigkeit der Relativbewegung in K nach dem Vorstehenden
ebenfalls ¢ sein soll. Die Gleichung dieser Kugelfliche, nimlich

(80) g2 _{_ 772—}—{2—0?1220,

miilte nun, falls man in sie die Ausdriicke (77) und (78) einsetzt, in
die der ersteren, also (79) iibergehen, d. h. es miiBte die Identitiit

§2+n2+52—c2125x2—|—y2—l——zg—c?t?
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fiir alle Werte von = und ¢ bestehen. Diese Substitution ausgefiihrt,
liefert die identische Gleichung

(a,> — a,®) 2 — 2 (a, b, — c2a,by) xt - (0% -+ ¢*D,%) # =% — 21?5

es miissen sonach die Konstanten a,b,a,b, den drei Bedingungs-
gleichungen

e —c*a, =1,
(81) a, b, —cta,b,=0,

b — by = — ¢

geniigen. Zu diesen tritt, weil fiir den Punkt @ die relativen Koor-
dinaten £=#={=0 sind, dagegen z=—wu=—wt, y==2z=0 ist,
zufolge (77) die Gleichung
O=a,wt—+b,t;
aus ihr folgt die Bedingungsgleichung
(82) a,w—+b,=0.
Eine leichte Rechnung ergibt aus den vier Gleichungen (81) und

(82) unter Benutzung der Abkiirzungen w:c=— 8 und 1:V1 —f2—=x
die Werte

[ a, —=ux, a, ——x—,,
(83) i 1 2 c?

b——xw,  b,—a,—=x.

Fiihrt man sie in die Transformationsformeln (77) und (78) ein,
so erhalten diese die Gestalt

(77a) =ux(x —wi), n=y, { =z,
w
(78&) T:%<t—-“;}§$>;

man nennt sie die Lorentz-Transformation. In ihr sind die Formeln
(76), welche die sogenannte Galilei-Transformation darstellen, als

Sonderfall enthalten, und zwar, falls § — % =0, d. h. wenn w gegen

die Lichtgeschwindigkeit ¢ verschwindend klein ist. Aus (78a) folgt
in diesem Falle v—1¢; die ZeitgroBen fiir die scheinbare und die
wahre Bewegung sind dann dieselben, was im Kapitel 13 als selbst-
verstiindlich angenommen wurde.

Zwei merkwiirdige Eigenschaften der Bewegungen, welche die
Transformationsformeln (77a) und (78a) kennzeichnen, lassen sich aus
letzteren ableiten. Denken wir uns mit K einen Stab von der
Linge 1 so verbunden, daB sein Anfangspunkt in @, sein Endpunkt L
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auf der Z-Achse liegt, also L die Abszisse &, =1 hat, dann ist die
Abszisse von @ zur Zeit ¢ fiir den Korper K z,=—=w-#, von L aber
z,=wi+&VI—P—=w-t —[—lVl — f?, wie aus (77a) hervorgeht.
Folglich finden wir fiir die Stablinge

(84) l==x, —x,=A1V1—f*.

Da iV1—p2< 4, so erkennen wir, daB einem mit K ver-
bundenen, also ruhendem Beobachter die Stablinge 1 auf’
AV1—f? verkiirzt erscheinen muB.

Die zweite auffallende Folgerung ergibt sich hinsichtlich der

Zeit. Fiir den Punkt @Q ist zur Zeit ¢ die Abszisse x = wt; damit
folgt aus (78a)

(85) z:x<t——-'cf’;t):vi":—dﬁ2-t

Der Faktor von ¢ auf der rechten Seite dieser Gleichung ist
kleiner als 1, woraus hervorgeht, da ¢ > 7, also, dal dem ruhenden
Beobachter eine in @ befindliche mit K verbundene Uhr
langsamer gehend erscheinen muf.

Ganz eigenartig gestalten sich die Beziehungen =zwischen den
Geschwindigkeiten eines beliebigen Punktes 4 gegen die Korper K
und K. Die Geschwindigkeit v von 4 gegen K ist, wie bekannt

= V@) + () + (@)

worin fid—x— % Zi die Komponenten von v in Richtung der drei
Achsen sind. Analog finden wir als relative Geschwindigkeit v,, d.i.

die Geschwindigkeit von 4 gegen K

_ 29 )

‘/ + (d‘t

hierin sind die Differentiationen der relativen Koordinaten aber
nach 7 auszufiihren. Zufolge (77a) erhalten wir nun

Lt g 4
x dv dt Y T \dr d’
Ay dy dt 4l de di

dv dt dv’  dr dt di’
und da aus (78a)
1 dz w dx

] — e
x dt c? dit
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sich ergibt, also
di 1: (1 w de> .
dv ¢ dt)”’

so erhalten wir fiir die Komponenten von v, die Ausdriicke

df_#‘(@_ )< wvvc_iﬁ) dn_dy_< _y;d)af)
o \a e wm) T ar Ve a)

(86)
Eﬁﬁ.<1_zvﬂ)”
dv  dt’ cdt)”’
Setzen wir diese in v, ein, g0 erhalten wir die Beziehung
. d 2
(87) V.2 == ¢* — (¥ — w?) (c"—v‘ﬂ:(c-—ﬂ%) ,

welche an Stelle der wesentlich einfacheren Beziehung (68a) hier die
relative Geschwindigkeit v, des Punktes 4 gegen den Korper K be-
stimmt. Wie die Ausdriicke (86) unmittelbar zeigen, geht die
Formel (87) in (69a), bzw. (46a) iiber, falls w gegen ¢ verschwindend
klein ist, also f=w:c=0 gesetzt werden kann. Das entspricht
aber den irdischen Bewegungen in vielen Fillen, da ¢=3-10*ms™?,
also gegen die Geschwindigkeiten der beobachtbaren Bewegungen als
unendlich groB angesehen werden darf.

Obgleich sonach insbesondere die technischen Anwendungen der
Bewegungslehre eine Beriicksichtigung dieser neuen Relativitéts-
theorie nicht erforderlich machen, ist es doch angezeigt, an dieser
Wandlung der Grundlagen der Bewegungslehre nicht voriiber zu gehen,
weil sie den Ausgangspunkt der hauptsiichlich von A. Einstein ent-
wickelten allgemeinen Relativitatstheorie bilden, die fir die Er-
kenntnis des Naturgeschehens von noch nicht zu ibersehender Be-
deutung werden kann.
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