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Vorwort. 
Die vorliegende Abhandlung ist aus einzelnen. unveroffentlichten Unter

suchungen hervorgegangen, die ich in den letzten J ahren uber das Verzweigungs

problem der Tragerkippung durchgefuhrt habe. Eine zusammenfassende Dar

stellung dieser Untersuchungen schien mir wiinschenswert, zumal sich hierbei die 

Gelegenheit ergab, durch den Hinweis auf die schon vorhandenen Forschungs

arbeiten und die Einfugung der schon bekannten Losungsergebnisse ein einiger

maBen abgerundetes Bild vom Stand der Theorie zu entwerfen. Urn die 

Grundlagen dieser Theorie besser herausarbeiten zu konnen, hielt ich es fiir 

angezeigt, von den Kirchhoff-Ole bschschen Gleichgewichtsbedingungen aus

zugehen; die Zuziehung geometrischer Uberlegungen bei der Herleitung der 

Differentialgleichung und die Anwendung der sog. "Energiemethode" ist im 

Schrifttum schon mehrfach behandelt worden und konnte daher im Rahmen 

dieser Darstellung unberucksichtigt bleiben. 

Bei der Durchrechnung der Zahlenbeispiele und der Niederschrift des lVIanu

skripts bin ich von meinem Assistenten, Herrn Dipl.-lng. F. J okisch, in liebens

wiirdiger Weise unterstutzt worden, wofiir ich ihm auch an diesel' Stelle Dank 

sagen will. 

lVIein besonderer Dank gilt dem Deutschen Stahlbau-Verband und 

Herrn Prof. Dr.-lng. Kloppel fiir die Aufnahme del' Arbeit in die "Forschungs

hefte" und del' Verlagsbuchhandlung Julius Springer fur die schone Aus

gestaltung des Heftes. 

Brunn, im April 1939. 
E. Chwalla. 
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A. Die Grundlagen der Theorie. 

§ 1. Einfiihrnng. 
Wir beziehen uns bei unseren Untersuchungen auf einen gewalzten, genieteten oder ge

schweiBten I-Trager mit gerader, waagerecht lie gender Achse (Abb. 1 a) und denken uns 
diesen Trager - der aus einem Hookeschen Idealwerkstoff bestehen mage - nach Abb. 1 b 
und 1 c in den lotrechten "Steg" und die beiden "Flanschen oder Gurte" zerlegt. Die Dicke 
und die Breite der beiden Flanschen, die Dicke des Steges und die Hahe des Tragers mogen -
wie wIT allgemein annehmen wollen Ih,B"B,BIl,C 
langs der Tragerachse geringfiigige , stetige flonschoebse 
Anderungen erfahren, doch sei einschrankend a -r------~--------------
vorausgesetzt, daB der Trager nicht nur eine Triigerochse : 

lotrechte, sondern auch eine waagerechte 1======::;:::===========\ 
Symmetriee bene besitzt, daB also sein 
Querschnitt ein "doppeltsymmetrischer" 
1- Querschnitt ist 1. Die beiden Flansch
achsen verlaufen daher entweder nach waage
rechten Geraden oder nach lotrechten, schwach 
gekriimmten Kurven, deren gegenseitige Ent
fernung h (vgL Abb. 1 b und 1 c) an jeder 
Querschnittsstelle von der geraden, waage
recht liegenden Tragerachse halbiert wird. 

Von den beiden Hauptachsen des Trager
querschnittes, die mit den Symmetrieachsen 

t t 

to/1 
- --*- [ 

NOK.-:Achse. ~ 1 
tm.-Achse ~ 

b 

t 

f 
t 

c 
Abb.l. 

zusammenfallen, sei die in der Stegebene gelegene die "Minimumachse" und die andere 
die "Maximumachse" (Abb. 1 b); das auf die Minimumachse bezogene Haupttragheits
moment Jmin ist bei Tragern, deren Kippstabilitat einer theoretischen Uberpriifung bedarf, 
erheblich kleiner als das auf die Maximumachse bezogene Haupttragheitsmoment Jmax • 

AuBer Jmin und Jmax benatigen wir im weiteren auch noch den Drillungswiderstand I n 
des Tragerquerschnitt!'ls 2 und das auf die Minimumachse bezogene Tragheitsmoment JF1 

des vom Steg losgelast gedachten Flanschenpaares. Wie die Abb. 1 b und 1 c erkennen 
laBt, ist J F1 nur wenig von Jmin unterschieden; JF1 darf daher bei baupraktischen Naherungs
untersuchungen durch Jmin ersetzt werden. In Verbindung mit dem Elastizitatsmodul E 
und dem Gleitmodul G - fill Baustahl gilt bekanntlich E = 2100 t/cm2 und G = 810 t/cm2 -

dienen die GraBen Jmin , Jrnax , JF1 und I n zur Festlegung 

1 Fiir I-Trager, deren Flanschen verschieden dick ausgebildet sind und deren Querschnitt daher nur "ein
fach-symmetrisch" ist, wurden die Differentialgleichungen des Kipp-Problems von F. und H. Bleich (Vorbericht 
zum 2. Internat. Kongr. f. Briicken- u. Hochbau in Berlin 1936, S.906) abgeleitet. Diese Gleichungen beziehen 
sich auf den Fall gleichzeitiger Biege- und Druckbeanspruchung des Tragers, sind jedoch - wie schon von R. K a p
pus [Luftf.-Forschg. Bd. 14 (1937) S.444] dargelegt worden ist - nicht vollstandig, da im Ausdruck fiir die 
auBere Arbeit und damit auch in der zweiten der angegebenen Differentialgleichungen ein von der Druckkraft, 
dem Drillwinkel und dem polaren Tragheitsmoment des Tragerquerschnittes abhangiger Term fehlt. 

2 Vgl. A. u. L. Foppl: Drang und Zwang, 2. Aufl., 2. Bd., § 70, Miinchen u. Berlin 1928; Miillenhoff: 
Eisenbau Bd. 13 (1922) S. 269; C. Weber: VDI-Forsch.-Heft Nr. 249, Berlin 1921; C. Schmieden: Z. angew. 
Math. Mech. Bd.10 (1930) S.251; F. Bleich: Stahlhochbauten, Bd. 1, S. 104, Berlin 1932; Th. Poschl: 
Elementare Festigkeitslehre, S.136, Berlin 1936; Stahlbau-Kalender 1939, S.66. 
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2 Die Grundlagen der Theorie. 

der auf die Maximumachse bezogenen Biegesteifigkeit Bl = E . Jmax , 

der auf die Minimumachse bezogenen Biegesteifigkeit B = E . Jmin , 

der auf die Minimumachse bezogenen "Biegesteifigkeit des Flanschenpaares" BFl = 
·E ·JF1 R:! B und 

der Drillungssteifigkeit 0 = G . JD • 

Fiir den in Abb. 1 b gezeichneten Querschnitt wiirden wir beispielsweise 

B l = ~ [b(h+d)3_(b-t)(h- d)3], B= ~ [2db3+(h-d)t3], 
E G 

BF1=12·2d.b3 und 0 = ~. 3[2bd3+ (h-d)t3] 

erhalten, wobei wir fiir den Korrekturbeiwert ~ bei geschweiBten Tragern etwa ~ = 1,15 und 
bei gewalzten Tragern etwa ~ = 1,25 setzen konnen. 1st der Tragerquerschnitt stetig ver
anderlich, dann sind B l , B, BFl und 0 stetige Funktionen des Querschnittsortes x. 

Die Orte x = 0 und x = l mogen - und zwar auch dann, wenn es sich nicht urn Lager
orte, sondern bloB urn 1ntegrationsgrenzen handelt - als die "Enden" des Tragers bezeichnet 

s 

Abb.2. 

werden. 1nnerhalb der Lange l sei der 
Trager durch eine lotrechte, stetig ver
teilte Querbelastung p belastet, deren 

---tlt-+-S Angriffspunkte in der Entfernung Ii ober
halb der Tragerachse gelegen sind, wobei 
e eine Konstante oder aber eine stetige 
Funktion des Ortes x ist. AuBerdem 
mogen an den Endfm des Tragers die lot
rechten Momente 9)11' 9)12' die lotrechten 
Querkrafte PI' P 2 und die mittig an
greifende, als Zugkraft positiv gezahlte 
Axialkraft S wirksam sein (Abb. 2). Von 
den Vektoren p' dx, 9)1, P und S setzen 
wir - was fiir das Ergebnis unserer Sta-
bilitatsuntersuchung von grundlegender 

Bedeutungl ist - voraus, daB sie ihre Richtungen auch wahrend des Auskippens 
des Tragers unverandert beibehalten und daher bloB Parallelverschiebungen, aber 
keine Verdrehungen erfahren konnen. 

Weisen wir dieser Belastung einen verhaltnismaBig kleinen, unterhalb einer bestimmten 
Grenze bleibenden 1ntensitatswert zu, dann kommt an den Querschnittsorten x nur eine 
Normalkraft Nv ein um die Maximumachse (vgl. Abb. 1 b) drehendes Biegemoment Ml 
und eine auf dieser Maximumachse senkrecht stehende Querkraft Ql zur Geltung. Die Achse 
des Tragers geht hierbei in eine lotrechte, in der Symmetrieebene gelegene Kurve tiber, die 
die ortliche Krtimmung Ul aufweist und "Biegelinie" oder "Gleichgewichtsfigur" genannt 
wird; diese Gleichgewichtsfigur wird yom belasteten Trager gegen jeden Storungsversuch 
mit Erfolg verteidigt und darf daher als "stabil" (bei Tragern aus zahplastischen Werk
stoffen als "beschrankt stabil") bezeichnet werden. Die Kriimmung %v die durch die 
bekannte Beziehung 

(A 1) 

festgelegt wird und ebenso wie Mv Nl und Ql von endlicher GroBe ist, Sel 1m weiteren 
die "Hauptkriimmung" genannt. Die positiven Richtungen von Mv Nv Ql und %1 sind 
aus den Abb.3 und 4 zu entnehmen. 

Wachst die Belastung des Tragers langsam an, dann laBt sich theoretisch - insbesondere 
dann, wenn B, BFl und 0 sehr klein im Vergleich zu Bl sind - eine bestimmte Laststufe 

1 Vgl. dazu den EinfluJ3, den das Verhalten der auBeren Belastung auf das Ergebnis der Stabilitatsunter
suchung von Bogentragern, und zwar sowohl bei der raumlichen (E. Chwalla: Bericht II. Internat. Tagg. fur 
Briicken- und Hochbau in Wien 1928, S. 530) als auch bei der ebenen [E. Chwalla u. C. F. Kollbrunner: Stahl
bau Bd. 11 (1938) S.73] Knickung nimmt. 



Einfiihrung. 3 

feststellen, unter der das Gleichgewicht, das zwischen den inneren und auBeren Kraften 
des belasteten Tragers besteht, eine sog. "Verzweigung" erfahrt. Der ebene Verformungs
zustand verliert iller die Eigenschaft, der einzige Verformungszustand zu sein, der alle 
Gleichgewichts- und Lagerungsbedingungen des Tragers mit theoretischer Scharfe erfiillt; 
er verliert damit auch die bisher innegehabte Stabilitat und gelangt bei weiteren Last
steigerungen nicht mehr zur Ausbildung. An seine Stelle tritt ein anderer Verformungs
zustand, der ebenfalls allen Gleichgewichts- und L~gerungsbedingungen gentigt, bei dem 
aber der Trager ein wenig "ausgekippt" ist und sowohl eine Verdrillung als auch eine raumliche 
Verbiegung erfahrt (Abb.2). 

Wir wollen uns im weiteren ausschlieBlich mit der Verzweigungsstelle befassen 
und die ihr zugeordnete Belastung als "Verzweigungslast" oder - urn sie von den anderen 
Verzweigungslasten, wie den idealen Knick- oder 
den idealen Beullasten, zu unterscheiden - speziell 
auch als "ideale Kipplast" bezeichnen; "ideal" 
deshalb, weil die Ausbildung der Verzweigungs
stellen an die Erftillung gewisser idealisierender 
V oraussetzungen - die Voraussetzung eines ideal 
ebenen Steges, eines ideal symmetrischen Trager
querschnittes, einer ideal ebenen Belastung und 
eines ideal homogenen Werkstoffes - gebunden ist. 
Die raurnliche Gleichgewichtsfigur ist in diesem 
Grenzzustand von der ebenen um Betrage unter
scilleden, die wir im Sinne der Variationsrechnung 
als "unendlich klein" ansehen diirfen; das Aus
kippen setzt hier erst ein und ist mit dem freien 
Auge noch gar nicht wahrnehmbar, doch ist die 
raumliche Verformung theoretisch schon vorhan
den, die Verdrillung und die raumliche Verbiegung 
also schon von Null verschieden. Dieser Grenz
zustand ist somit dadurch gekennzeichnet, daB 
unter derselben Laststufe zwei verschiedene" 
unmittelbar benachbart liegende Gleich
gewichtsfiguren - die ebene und die infini-

Ansichf 

B-
.:c .1 

Abb.3. 

OraufSichf 
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tesimal ausgekippte - widerspruchsfrei moglich werden, und wir haben daher, wenn 
wir die Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes bestimmen wollen, mit den Mitteln der 
Theorie bloB festzustellen, unter welcher Laststufe dieser Sonderfall eintritt. 

Da wir es nur mit einer ebenen und einer infinitesimal ausgekippten Gleichgewichts
figur zu tun haben, ftihrt die Losung der Aufgabe auf line are Differentialbeziehungen; 
man pflegt daher dieses Problem (das sich bloB die Bestimmung der Verzweigungsstelle als 
solche zum Ziel setzt und um das Tragverhalten bei Lasten, die den Kipplastwert tiber
schreiten, nicht weiter kiimmert) als "linearisiertes" Verzweigungsproblem zu bezeichnen. 
Vom mathematischen Standpunkt liegt ein Eigenwertproblem vor, dessen Losung zu 
bestimmten "Eigenwerten" und "Eigenfunktionen" fiihrt; die ersteren dienen zur Ermitt
lung der Kipplasten und die letzteren zur Festlegung der den Kipplasten zugeordneten, 
infinitesimal ausgekippten Gleichgewichtsfiguren. Diese Eigenfunktionen enthalten einen 
gemeinsamen, der GroBe nach unbestimmten (an der Verzweigungsstelle unendlich klein 
zu denkenden) Faktor und sind daher bloB dem Verlaufe nach festlegbar; ihre grapillsche 
Darstellung liefert maBstablich verzerrte (affine) Bilder, die wir als "Kippfiguren" bezeichnen 
wollen. Es existiert nicht nur ein einziger, sondern eine ganze Reihe - im allgemeinen 
unendlich viele - solcher Eigenwerte und damit auch eine gauze Reihe von Verzweigungs
stellen und Kipplastwerten; von diesen Eigenwerten ist aber nur der kleinste (reelle und 
positive) von baupraktischer Bedeutung, da der der Bemessung des Tragers zugrunde 
liegende ebene Gleichgewichtszustand nur bei Laststufen, die kleiner als die kleinste 
Kipplast sind, ein stabiler Gleichgewichtszustand ist. 

1* 



4 Die Grundlagen der Theorie. 

Denken wir uns den mit der Kipplast belasteten Trager vom ebenen in den infinitesimal 
ausgekippten Gleichgewichtszustand ubergefiihrt, dann gesellen sich zu den schon er
wahnten drei SchnittgroBen Nv Ml und Q1 (der endlich groBen Normalkraft, dem endlich 
groBen, urn die Maximumachse des Tragerquerschnittes drehenden Biegemoment und der 
endlich groBen, auf dieser Achse senkrecht stehenden Querkraft) drei weitere, allerdings 
nur unendlich kleine SchnittgroBen - das urn die Minimumachse des Tragerquer
schnittes (vgl. Abb. 1 b) drehende Biegemoment B, die auf dieser Achse senkrecht stehende 
Querkraft Q und schlieBlich das in der Querschnittsebene wirkende Drillmoment MD' Die 
Biegemomente M bewirken die ortlichen Krummungen x der Tragerachse und die ortliche 
Ausbiegung y in der Richtung senkrecht zur Minimumachse, wahrend die Drillmomente MD 
eine Verdrillung des Tragers um den vom Ort x abhangigen Drillwinkel1} zur Folge haben; 
die positiven Richtungen von M, Q, MD , x, y und 1} sind aus den Abb. 3 und 4 zu ent
nehmen. 

Wir haben angenommen, daB der Trager durch die lotrechte, stetig verteilte Quer
belastung p, ferner durch die beiden lotrechten Endmomente 9Jlv ID12 und die lotrechten End
querkrafte ll, P2 und schlieBlich auch durch die an den Tragerenden mittig angreifende 
Axialkraft S belastet wird, und haben vorausgesetzt, daB die Vektoren p' dx, ID1, P 
und S ihre Richtungen wahrend des Auskippens beibehalten. Hinsichtlich der Wirkungsweise 
dieser Belastung und der damit verbundenen Formulierung des Kipp-Problems mussen 
wir mehrere Faile unterscheiden, von denen wir die folgenden herausgreifen wollen: 

1. Die Axialkraft S besitzt eine vorgegebene, unveranderliche GroBe, wahrend p, P 
und ID1 durch einen gemeinsamen, langsam von Null anwachsenden Multiplikator Il ver
knupft sind. Gefragt ist nach jenem kleinsten Sonderwert Ilk, unter dem die Verzweigungs
stelle des Gleichgewichtes erreicht wird und der Trager seitlich auszukippen beginnt. Die 
durch ftk bestimmte Belastung Pk, Pk, ID1k ist in Gemeinschaft mit der vorgegebenen Axial
kraft S als "kleinste ideale Kippbelastung" des untersuchten Tragers zu bezeichnen. 

2. Die GroBen p, P und ID1 sind unveranderlich vorgegeben; die axiale Druckkraft 
D = - S wachst langsam von Null an. Gefragt ist nach jenem kleinsten Sonderwert Dk 
dieser Druckkraft, unter dem die Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes erreicht wird 
und der Trager seitlich auszukippen beginnt. Dk stellt zusammen mit der vorgegebenen 
Belastung p, P, ID1 die "kleinste ideale Kippbelastung" des untersuchten Tragers vor. 

3. Die GroBen p, P, ID1 und S sind'durch einen gemeinsamen, langsam von Null an
wachsenden Multiplikator ,u verknupft. Gefragt ist nach jenem kleinsten Sonderwert Ilk' 
unter dem eine Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes erreicht wird und der Trager 
seitlich auszukippen beginnt. Die durch ,Uk festgelegte Belastung Pk, Pk, ID1k und Sk bildet 
die "kleinste ideale Kippbelastung" des untersuchten Tragers. 

4. Die GroBen p, P, ID1 und S sind unveranderlich vorgegeben, doch sind die Ab
messungen des Tragers nur bis auf eine bestimmte Kennzahl bekannt. Gefragt ist nach 
dem kritischen, der tiefsten Verzweigungsstelle zugeordneten Sonderwert dieser Kennzahl. 

§ 2. Die elastostatischen Grnndbeziehungen. 
Wir haben als Kriteriurn der Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes die Tatsache an

gefiihrt, daB unter derselben Last auBer der in der lotrechten Symmetrieebene gelegenen 
Gleichgewichtsfigur theoretisch noch eine zweite, infinitesimal ausgekippte Gleichgewichts
figur existiert. SolI eine derartige Figur widerspruchsfrei zur Ausbildung gelangen konnen, 
dann mussen vor allem die sechs Kirchhoff-Clebschschen Gleichgewichtsbedin
gungen erfullt sein, die sich fUr die einzelnen Elemente des belasteten, unendlich wenig 
ausgekippten Tragers anschreiben lassen und die mit Bezug auf die Abb. 4 fur ein Element 
der Lange "Eins" 

(A2) 



Die elastostatischen Grundbeziehungen. 5 

(A 3) 

lauten. Die in diesen Gleichungen auftretenden SchnittgroBen N v Qv M1 (die Normalkraft, 
die auf der Maximumachse senkrecht stehende Querkraft und das um diese Achse drehende 
Biegemoment) sind hierbei ebenso wie die Querbelastungsintensitat p und die durch (A 1) 
festgelegte Hauptkriimmung "1 von endlicher GroBe, wahrend die SchnittgroBen Mn , Q, M 
(das Drillmoment, die auf der Miniumumachse senkrecht stehende Querkraft und das um 
diese Achse drehende Biegemoment) ebenso wie 
die Kriimmung " und der Drillwinkel fJ erst beim 
Ubergang von der ebenen zur infinitesi
mal ausgekippten Gleichgewichtslage zur 
Geltung kommen und daher im Sinne unserer Dar
legungen als unendlich klein anzusehen sind; 
dementsprechend diirfen wir in (A 2) die Produkte 

Q ~ ~ , Q ", Mn" und M ~ ~ als klein von hoherer 
Ordnung streichen. 

;Y\ 
I \ 
\ \ 
\ \ 

f21,H P \ 

\ 

Der Entwicklung einer Kipptheorie, die auf :Y:~ __ ___ _ ____ fi,M1 
diesen strengen Gleichgewichtsbedingungen und den "*-'---,~""'----'. 
zugehorigen strengen geometrischen Beziehungen 
aufgebaut ist, stellen sich - wenn wir von dem im 
Abschnitt B behandelten einfachen Sonderfall ab
sehen - sehr groBe Schwierigkeiten mathematischer 
Natur in den Weg, so daB wir gezwungen sind, 
eine die Theorie wesentlich vereinfachende N a h e
rungsannahme zuzulassen. Diese Annahme be
trifft die GroBenordnung der Hauptkriimmung "1 

und bringt zum Ausdruck, daB "1 ebenso als un
endlich klein angesehen werden darf wie ", fJ, M, Q 
und Mn. Wir vernachlassigen also, wie wir 

1\ 
1\ 
1\ 
I I 
I \ 

~ 
I 
I 
I 
of 

lotrecllfe 

Abb.4. 

I 
I 
I 
I 

t 

sagen wollen, den EinfluB der "endlich groBen Hauptkriimmung" IDld gelangen auf 
diese Weise zu Kipplastwerten, die bloB "untere Grenzwerte" darstellen. 1m Rahmen der 
baupraktischen Anwendungen sind diese unteren Grenzwerte mit Riicksicht auf die Klein
heit von "1 in der Regel nur wenig von den Ergebnissen der exakten Theorie verschieden; 
im iibrigen laBt sich die Abweichung auch in ungiinstigen Fallen bis zur praktischen 
Bedeutungslosigkeit herabmindern, wenn wir - wie wir im Abschnitt B naher ausfiihren 
werden - an Stelle der vorhandenen Biegesteifigkeit B einen ideellen Wert Bid>B in die 
Theorie einfiihren. 

Darf nun "1 als unendlich klein angesehen werden, dann diirfen in (A 2) die Produkte 
N1 "v Q1 "1 und in (A 3) die Produkte M "v Mn "1 als "klein von h6herer Ordnul1g" gestrichen 
werden, so daB die sechs Gleichgewichtsbedingungen die Form 

d Q1 + p = 0 also 1" = _ d Q1 
dx' dx ' 

(A 4) dN1 _ 0 Is 1\T t S d x - , a 0 .LVI = cons = , 

dM1 _ Q -0 also Q _ + dhI1 
dx 1-' 1- dx' 
d Q dfJ 
d x + N1 " - Q1 d x + p {} = 0, 

(A 5) 
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annehmen. Zwischen dem infinitesimalen, urn die Minimurnachse (vgl. Abb. 1 b) drehenden 
Biegemoment M und der zugeordneten Achsenkriimmung " besteht der bekannte Zu
sammenhang 

(A 6) M = B· ", 

wobei B die schon erwahnte, auf die Minimumachse bezogene Biegesteifigkeit des Tragers 
vorstellt; hierbei ist " mit der Ausbiegung y, die die Tragerachse beim Ubergang von der 
ebenen zur unendlich wenig ausgekippten Gleichgewichtsfigur in der Richtung senk
recht zur Querschnitts-Minimumachse erfahrt, durch eine geometrische Beziehung 
verkniipft, die mit Riicksicht darauf, daB die Rauptkriimmung "1 unendlich klein an
genommen wurde, einfach 

(A 7) 

lautet. Die seitlichen Ausbiegungen der beiden Flanschachsen sind, da der Trager beim 
Ubergang von der ebenen zur ausgekippten Lage nicht nur raumlich verbogen, sondern 
auch verdrillt wird, von den Ausbiegungen y unterschieden - und zwar ist die Ausbie
gung der unteren Flanschachse bei positivem f} um den Betrag 

h 
(AS) 'Yj =2·f} 

groBer und die Ausbiegung der oberen Flanschachse urn den gleichen Betrag kleiner 
als die Tragerausbiegung y (vgl. dazu auch die Abb. 9a); hierbei stellt h die in der Abb. 1 b 
und 1 c angegebene gegenseitige Entfernung der beiden Flanschachsen vor. Die Verdrillung f} 
hat somit das Auftreten zusatzlicher Ausbiegungen der Flanschen in der Richtung der 
Maximumachse und damit das Auftreten von Flanschbiegemomenten MFI und Flansch
querkraften QFl zur Folge, die im unteren Flansch 

(A 9) 

betragen und im oberen Flansch die gleiche GroBe, aber das entgegengesetzte Vorzeichen 
aufweisen. Der Drillbeanspruchungwirkt daher nicht nur das der St. V enan t schen Verdrillung 

zugeordnete Moment O· ~!, sondern auch das durch die Verbiegung der Flanschen be

dingte, von den Flanschquerkraften herriihrende Moment 

(A 10) h d ( d2TJ ) h d [ d2 (h )] QFl·h=--·- B F1·- = --.- B F1·- _.f} 2 dx dx2 2 dx dx2 2 

entgegen, so daB wir fUr das Drillmoment 

(A 11) df} h d [ d2 ] Mn=O---·- BF1·-(hf}) dx 4 dx dx2 

erhalten; die Drillachse und die Tragerachse fallen hierbei wegen der doppelten Symmetrie 
des Tragerquerschnittes zusammen. Die Beziehung (A 11) ist als Naherungsbeziehung zu 
werten; ihre Rerleitung wurde fUr den Sonderfall h = const, BFl = const, schon vor mehr 
als drei Jahrzehnten von Timoshenko durchgefiihrt. 

Ratte der Trager an Stelle des stetig veranderlichen 1- Querschnittes einen konstanten, 
diinnwandigen und offenen Querschnitt mit beliebiger Form und beliebigem Wand
dickenverlauf, dann wiirde an die Stelle von (A 11) die Beziehung 

(A 12) M = O!:!!..--EO* d3 f} n dx dx3 

treten, in welcher Eden Elastizitatsmodul und 0* ein (von Kappus l als "Wolbwiderstand" 
bezeichnetes) Flachenmoment vierter Ordnung bedeutet. 1st die Wanddicke eine stetige 
Funktion des Querschnittortes x, die Querschnittsfigur aber nach wie vor von x unab
hangig, dann geht (A 12), wie Kappus in einer unveroffentlichten Arbeit gezeigt hat, ill 

(A13) Mn=O· ~! -E· ddx [otX ). ~2~] 
1 Kappus, R.: Luftf.-Forschg. Ed. 14 (1937) S.444. 
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tiber, wobei der Wolbwiderstand nunmehr als Funktion von x auftritt. Wollen wir hier den 
Zusammenhang mit (A 11) herstellen, dann haben wir fUr den doppelt-symmetrischen 

1- Querschnitt mit konstanter Querschnittsfigur einfach 0(,,,,) = ~ . JF1 , h = const, zu setzen 

und gewinnen damit die Beziehung 

df} h2 d ( d2 f} ) 
(A 14) Mn=Oa:x-T·a:x B F1 • dx2 , 

die mit der aus (A 11) fUr h = const erhaltenen Beziehung tibereinstimmt. 

§ 3. Die Differentialgleichnng des Kipp-Problems. 
Fiihren wir die Ergebnisse (A 4) in die drei Gleichgewichtsbedingungen (A 5) ein, dann 

nehmen diese die Form 

.!!L=~ (D. dMl )-8." dx dx dx 

(A 15) 
dMn 
([X + peD=M1 " 

dM df} 
([X + M1a:x + Q=O 

an. Die letzte dieser drei Gleichungen geht, wenn wir sie nach x differenzieren und fUr 
dQjdx den aus der ersten Zeile gewonnenen Ausdruck einsetzen, nach Beachtung von (A 6) in 

d2 

(A 16) dx2 (B" + Ml D) - 8 ." = 0 

tiber und liefert nach Berticksichtigung des aus der zweiten Gleichungszeile fUr " ge
wonnenen Ausdruckes die Differentialgleichung des Kipp-Problems 

(A 17) ~[-.£ (dMn + peD + Mi .D)]-~ (d:ffln +peD) = 0 
dx2 Ml dx B Ml dx ' 

in die wir fUr dMnjdx die aus (A 11) folgende Beziehung 

(A 18) dMn d { df} h d [ d2 ]} --=- 0---·- BF1·- (hD) dx dx dx 4 dx dx2 

einzusetzen haben. Die GroBen B, BFh 0, h, p, e und Ml sind hierbei stetige Funktionen 
des Querschnittsortes x, und zwar bedeutet nach wie vor 

B die auf die Minimumachse des Querschnittes bezogene Biegesteifigkeit des Triigers, 
BFI die auf diese Achse bezogene Biegesteifigkeit des Flanschenpaares, wobei BFl R:I B ist, ° die Drillungssteifigkeit des Triigers, 

h die gegenseitige Entfernung der beiden Flanschachsen, 
p die ortliche Intensitiit der lotrechten Querbelastung, 
e die auf der Oberseite des Triigers positiv bezeichnete Entfernung der Angriffspunkte 

der Elementarlasten p . d x von der Triigerachse, 
Ml das durch die Querlast p, die Endquerkriifte P und die Endmomente we hervorgerufene, 

auf die Maximumachse des Querschnittes bezogene Biegemoment des Triigers, und 
8 die an den Triigerenden mittig angreifende, als Zugkraft positiv geziihlte Axialkraft. 

Die Gleichung (A 17) stelIt nach Einfiihrung von (A 18) eine lineare, homo gene Differen
tialgleichung sechster Ordnung fUr den Drillwinkel D vor, der an der gesuchten Verzwei
gungsstelle des Gleichgewichtes beim Ubergang von der ebenen zur infinitesimal ausge
kippten Gleichgewichtslage in Erscheinung tritt. Die allgemeine Losung dieser Differential
gleichung weist sechs Integrationskonstante auf, deren GroBe durch sechs Randbedingungen 
bestimmt wird. Setzen wir die allgemeine Losung in diese Randbedingungen ein, dann 
gelangen wir auf ein System von sechs in den Integrationskonstanten linearen und homo
genen Gleichungen, das nur dann eine von der trivialen Nullosung (aIle Integra
tionskonstanten gleich Null und daher auch D ~O!) verschiedene Losung besitzt, 
wenn seine Koeffizientendeterminante LlK verschwindet. Die Gleichung LlK= 0 
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stellt demnach die Bedingung fiir die widerspruchsfreie Ausbildung einer unendlich wenig 
ausgekippten Gleichgewichtslage dar; sie wird "Kippbedingung" genannt und dient zur 
Festlegung der Verzweigungsstellen des Gleichgewichtes und damit auch zur Festlegung 
_der "idealen Kipplasten", von denen die kleinste unser baupraktisches Interesse findet. 

Beim Ubergang von der ebenen zur infinitesimal ausgekippten Gleichgewichtslage kommt 
neben der Verdrillung auch eine Ausbiegung y der Tragerachse zur Geltung, die auf der 
Minimumachse des Tragerquerschnittes (vgL Abb. 1 b) senkrecht steht und mit der ort
lichen Krummung u durch die geometrische Beziehung (A 7) verknupft ist. Da wir im 
weiteren bei der Formulierung gewisser Randbedingungen auf die Ausbiegung y Bezug 
nehmen mussen, wollen wir die Herleitung der Differentialgleichung (A 17) kurz wieder
holen und hierbei die GroBe y in Erscheinung treten lassen: 

Wir integrieren die erste der drei Gleichgewichtsbedingungen (A 5) unter Beachtung 
von (A 4) und (A 7), erhalten 

(A 19) Q = Ql {} + S· : ~ _ ~I , 

fiihren hierauf diesen Ausdruck in die dritte Gleichgewichtsbedingung (A 5) ein und gelangen 
so, wenn wir (A 4) berucksichtigen und integrieren, zur Gleichung 

(A 20) 

Die GraBen KI und KII stellen hierbei Integrationskonstante von der Dimension eines 
Momentes vor, deren statische Bedeutung klar wird, wenn wir (A 20) fur die beiden End
punkte x = 0 und x = l des untersuchten Tragers anschreiben und auf diese Weise die Be
ziehungen 

(A 21) { KII = (Ml {} + S y + M)x=o 
KI = (Ml {} + S y + M)x=l-Kn 

erhalten, - oder aber, wenn wir KI und KII unmittelbar aus (A 19) und (A 20) in der Form 

[ 
KI = l· (Ql {} + S :~ - Q) = const 

(A 22) 
KII = (Ml {} + S y + M - KI ~) = const 

darstellen. Aus (A 20) und (A 6) ergibt sich fiir die Krummung der Ausdruck 

(A 23) 

der in die zweite der drei Gleichgewichtsbedingungen (A 5) einzusetzen ist; 
so die Differentialgleichung des Kipp-Problems in der Form 

(A 24) B (dMD M'i) (X ) M; --yx+pe{}+B'{} +Sy- KIT+Kn =0, 

wir gewinnen 

wobei d :!xD nach wie vor durch (A 18) festgelegt wird. Urn von der Differentialgleichung 

(A 24) zur Differentialgleichung (A 17) zu gelangen, muBten wir (A 24) zweimal nach x diffe
renzieren, die Gleichung (A 7) beachten und fiir u den aus der zweiten der drei Gleich
gewichtsbedingungen (A 5) erhaltenen Ausdruck einfiihren. 

Besitzt der untersuchte Trager eine konstante Flanschachsen-Entfernung 
h = const, dann geht (A 11) in (A 14) uber, so daB fiir (A 18) 

(A 25) 

geschrieben werden kann. Setzen wir diese Beziehung in (A 17) ein und fuhren wir von 
nun a b an Stelle von x die dimensionslose Zahl 

(A 26) 
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als unabhangige Veranderliche ein, dann erhalten wir die Grundgleichung in der 
ausgeschriebenen Form 

~ {B a . [fJ ({}/I/I + 2 B~l {},/I + B~l {}/I) _ {}/I _ a' . {}' _ 
d ~2 M 1 BFI BFI a 

(A 27) _ Mil2 {} _ P l2 e {}]} _ S l2 a . [fJ ({}/I/I + 2 BFI {}/I, + BFI {}/I ) _ 
BO a Ml BFI BFI 

_{}/I _ ~ {}' _ p~e {}] = 0, 

wobei 

(A 28) fJ = BJI (2\)2, (:()2 = const, 

ist und die Ableitungen nach ~ durch Striche ({}/I/I == ~4; ,B~l == d :t usw.) angedeutetsind. 
Die Gleichung (A 27) stellt eine lineare, homogene Differentialgleichung sechster Ordnung 
fiir den Drillwinkel {} vor, der an der untersuchten Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes 
beim Ubergang von der ebenen zur benachbarten ausgekippten Gleichgewichtslage auftritt. 
B bedeutet nach wie VOl' die auf die Minimumachse bezogene Biegesteifigkeit des Tragers, 
BFI die auf diese Achse bezogene Biegesteifigkeit des Flanschenpaares, Odie Drillungs
steifigkeit des Tragers, p die Intensitat der stetig verteilten Querbelastung, e die Entfer
nung des Angriffspunktes der Elementarlast p' d x von der Tragerachse, Ml das durch 
die Querbelastung, die Endquerkrafte und die Endmomente verursachte, auf die Maxi
mumachse bezogene Biegemoment, S die an den beiden Tragerenden mittig angreifende 
Axiaikraft, h die Entfernung der beiden Flanschachsen und 1 die TragerHinge; B, B Fb 

0, p, e, Ml und die HilfsgroBe fJ diirfen Konstante oder stetige Funktionen der dimen
sionslosen Zahl ~ sein. Die allgemeine Lasung von (A 27) enthalt sechs Integrationskon
stante, die durch die vorzuschreibenden sechs Randbedingungen bestimmt werden. Fiihren 
wir die allgemeine Losung in diese sechs Randbedingungen ein, dann gelangen wir auf ein 
System von sechs in den Integrationskonstanten linearen und homogenen Gleichungen, 
das nur dann eine von der trivialen Nullosung (alle Integrationskonstanten gleich Null, 
also {} == 0) verschiedene Lasung besitzt, wenn seine Koeffizientendeterminante ilK verschwin
det. Die Gleichung ilK = 0 stellt demnach die gesuchte Kippbedingung VOl' und dient 
zur Festlegung der Verzweigungsstellen des Gleichgewichtes und damit auch zur Be
stimmung del' kleinsten idealen Kipplast des untersuchten Tragers. 

Setzen wir das Auswertungsergebnis der Kippbedingung in die erwahnten sechs Rand
bedingungsgleichungen ein, dann konnen wir mit Hille dieser Gleichungen die relative GroBe 
der sechs Integrationskonstanten berechnen und die allgemeine Losung der Differential
gleichung (A 27) in der Form {} = K . I (~) anschreiben; K bedeutet hierbei einen der GroBe 
nach unbestimmt bleibenden Faktor, den wir uns im Sinne der einleitenden Darlegungen 
als unendlich klein zu denken haben. Die graphische Darstellung dieses funktionalen Zu
sammenhanges vermittelt uns ein maBstablich verzerrtes (affines) Bild der im Augenblick 
des Auskippens auftretenden Verdrillung des Tragers; wir bezeichnen die Kurve {} = 
K . I (~) als "Kippfigur" und vermerken, daB jeder mit Hilfe der Kippbedingung ilK = 0 
festgelegten Kipplast - sowohl der baupraktisch maBgebenden kleinsten als auch allen 
"hoheren" Kipplasten - eine derartige Kippfigur von ganz bestimmter GesetzmaBigkeit 
zugeordnet ist. 

Haben wir die Ortsfunktion {} = K . I (~) ermittelt, dann konnen wir mit Hille der im 
§ 2 angefiihrten Grundbeziehungen auch die Ortsfunktionen y = K . 11 (~), '" = K· 12 (~), 
M = K ·13 (;), MD = K· 14 (~) und Q = K· 15 m bis auf den gemeinsamen, unbestimmt 
bleibenden Faktor K bestimmen. Auch diese Funktionen vermogen, wenn wir sie durch 
ihre affinen Bilder darstellen, die Art del' Verformung und Inanspruchnahme des Tragers 
im Augenblick des Auskippens zu beleuchten und konnen daher ebensogut wie die Kurve 
{} = K . I (~) als "Kippfiguren" Verwendung finden. Das Auftreten des unbestimmt blei
benden Faktors Kist eine notwendige Folge del' schon im § 1 erwahnten "Linearisierung" 
der Theorie. Wiirden wir von dieser Linearisierung keinen Gebrauch machen und fUr {}, y, 
"', "'v MD , M und Q endlich groBe Werte zulassen, dann wiirden wir zur allgemeinen 



10 Die Grundlagen der Theorie. 

"nichtlinearen Kipptheorie" gelangen, die nicht nur die Verzweigungsstellen als solche 
liefert, sondern auch das Tragverhalten des Tragers nach Uberschreiten des Kipplastwertes 
(allerdings nur innerhalb des Hookeschen Formanderungsbereiches) klarzulegen gestattetl. 
Der allgemeinen Entwicklung dieser nichtlinearen Theorie stehen jedoch iibergroBe Schwie
rigkeiten mathematischer Natur entgegen. 

§ 4. TIber das Anskippen im nnelastischen Formandernngsbereich. 
Wir haben unserer Kipptheorie einen Trager aus Hookeschem Idealwerkstoff zugrunde 

gelegt, wiewohl wir es bei allen baupraktischen Anwendungen dieser Theorie mit Tragern 
aus zahplastischen Werkstoffen zu tun haben, die dem Hookeschen Formanderungsgesetz 
mit hinreichender Annaherung nur innerhalb eines bestimmten Bereiches gehorchen. 
Die obere Grenze dieses Bereiches wird erreicht, wenn der ortliche GroBtwert max o"v der 
sog. "Vergleichsspannung" - die man als MaB der ortlichen Anstrengung des Werkstoffes 
einzufiihren pflegt - den Nennwert O"p der Proportionalitats- und Elastizitatsgrenze an
nimmt2• Bei gedrungen gebauten Tragern mit verhaltnismaBig hoch liegenden Kipplast
werten ist max o"v an der Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes schon groBer als O"p und 
daher die Voraussetzung, die wir unserer Theorie hinsichtlich des Werkstoffverhaltens zu
grunde gelegt haben, nicht mehr erfiillt; es liegt dann das Problem der "Kippung im un
elastischen Formanderungsbereich" vor, dessen theoretische Behandlung schon bei der 
Formulierung der Grundbeziehungen groBen Schwierigkeiten begegnet. 

Sicher ist, daB der Kipplastwert 11, der von unserer an dfLS Hookesche Formanderungs
gesetz gebundenen Theorie geliefert wird, in allen jenen Fallen, in denen die unter Pk auf
tretende groBte Vergleichsspannung max O"v> O"p ist und daher ein Kippen im unelastischen 
Formanderungsbereich vorliegt, eine Abminderung erfahren muB. Das Gesetz dieser 
Abminderung ist uns noch nicht bekannt. Wir miissen daher die Reduktion der Rechnungs
groBe Pk vorlaufig nach einem Naherungsgesetz durchfiihren, das in seinem Aufbau will
kiirlich gewahlt wird, bei dessen Festlegung aber nicht nur auf die Bau- und Versuchs
erfahrung Riicksicht zu nehmen ist, sondern auch beachtet werden muB, daB die Abminderung 
gleich Null wird, wenn max o"v ::;;;; O"p ist. Es sind schon mehrere einfache Abminderungs
gesetze in Vorschlag gebracht worden 3; eines von diesen liegt dem folgenden Reduktions
verfahren zugrunde: 

Wir ermitteln die RechnungsgroBe Pk mit Hille unserer an das Hookesche Formande
rungsgesetz gebundenen Kipptheorie, bestimmen die unter Pk auItretende groBte ortliche 
Vergleichsspannung max o"v nach den hierfiir maBgebenden Regeln, berechnen hierauf den 
"ideellen Schlankheitsgrad" 

(A 29) A.- -n° ---V
~E 

Id - maxO'v 

und suchen nun im Knickspannungsdiagramm der "amtlichen Vorschriften iiber die 
Berechnung mittig gedriickter, beiderseits gelenkig gelagerter Stabe" die dem verwendeten 
Werkstoff und dem Schlankheitsgrad Aid zugeordnete Knickspannung O"k auf; mit Hille 
dieser Knickspannung (die im elastischen Formanderungsbereich mit max o"v iibereinstimmt, 
im unelastischen Bereich aber kleiner als max o"v ist) laBt sich dann die red uzierte 
"ideale Kipplast" aus der Beziehung 
A ~ ( 30) (11)red = Pk • --maxO'v 

berechnen. 
1 Uber erste Ansatze dieser Art vgl. K. Federhofer: Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 43 und E. Tomi

loff: Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. Univ. Tomsk Bd.2 (1938) S.113. 
2 Bei ebenen Spaunungszustanden wird diese Vergleichsspannung - wenn die Hypothese von der Unver

anderlichkeit der bis zur FlieBgrenze aufgespeicherten "bezogenen Gestaltanderungsenergie" als zutreffend 
angesehen wird - durch die Beziehung 

O'v = VO'i + O'~- O'x· O'y + 3T~y 
festgelegt. Vgl. etwa F. Schleicher: Bauingeuieur Bd.9 (1928) S.253 oder Stahlbau-Kalender 1939, S.29. 

a Vgl. dazu F. Stiissi: Abhandlungen der Int. Ver. Briickenbau u. Hochbau, Bd.3., S.401, Ziirich 1935; 
S. Timoshenko: Trans. Amer. Soc. Civ. Engrs. Bd.87 (1924) S.1247 oder Theory of Elastic Stability, V.Kapitel, 
New York u. London 1936; F. Hartmann: Knickung - Kippung - Beulung, VI. Absatz, Leipzigu. Wien 1937. 
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Gewinnen wir beispielsweise aus unserer Kipptheorie fiir die Kipplast den Wert Pk = 
15 t und betragt die unter dieser Last auftretende groBte ortliche Vergleichsspannung des 
aus Stahl St 37 bestehenden Tragers max O"v = 3,24 tJcm2 > O"p, dann liegt ein Fall der 
"Kippung im unelastischen Formanderungsbereich vor", so daB die das Werkstoffver
halten betreffende Voraussetzung unserer Kipptheorie nicht mehr erfiillt ist. Wir mtissen 
den Rechnungswert Pk reduzieren und erhalten, wenn wir uns des eben geschilderten Ver
fahrens und der deutschen Knickvorschriften bedienen, 

1 / 2100 2,237 
Aid = :n;. V 3,24 = 80, O"k = 2,237 tjcm2 und daher (Pk)red = 15 3,24 = lO,36 t. 

1st die unter 11 auftretende groBte ortliche Vergleichsspannung max O"v ;;;;;; 5,76 t/cm2, 

dann wird Aid;;;;;; 60 und daher O"k nach den deutschen Knickvorschriften unveranderlich 
gleich O"F' Dieser Nennwert der FlieBspannung kann von der Knickspannung ak nicht tiber
schritten werden und demgemaB kann die mit Hille unseres Reduktionsverfahrens gewonnene 
Kipplast (Pk)red nicht groBer als jene Last werden, unter der die groBte ortliche Vergleichs
spannung diesen Nennwert erreicht, unter der also im Sinne der klassischen FlieBtheorie 
die ortliche Plastizierung des W er kstoffes einsetzt. Da es sich hierbei bloB urn den 
Beginn des FlieBens - und zwar eines lokal beschrankten FlieBens - handelt, ist diese 
obere Grenze verhaltnismaBig tief gezogen. Das Reduktionsverfahren bleibt somit ganz 
auf der "sicheren" Seite, so daB es ohne weiteres statthaft erscheint, dieses Verfahren 
noch dadurch zu vereinfachen, daB wir an Stelle der groBten ortlichen Vergleichsspannung 
max av die viel rascher ermittelbare groBte Flanschdruckspannung max ad in die 
Rechnung einftihren. Die in den Fallen max O"d > ap erforderliche Abminderung ist dann 
in folgender Weise durchzuftihren: 

Wir ermitteln die GroBe Pk mit Hilfe unserer an das Hookesche Formanderungsgesetz 
gebundenen Kipptheorie, bestimmen - gleichfalls unter Voraussetzung des Hookeschen 
Formanderungsgesetzes - die unter Pk auftretende groBte Flanschdruckspannung max O"d, 

berechnen den ideellen Schlankheitsgrad 

(A 31) A' -:n;' --V-E 

Id - maXl1d 

und suchen im Knickspannungsdiagramm der "Vorschriften ftir die Berechnung mittig ge
drtickter, beiderseits gelenkig gelagerter Druckstabe" die dem verwendeten Werkstoff und 
dem Schlankheitsgrad Aid entsprechende Knickspannung O"k auf. Diese Knickspannung 
stellt nach unserer Annahme die groBte unter (11)red auftretende Flanschdruckspannung 
vor, so daB sich ftir die gesuchte abgeminderte Kipplast 

(A 32) (P.) -P..~ 
k red - k max I1d 

ergibt 1. Wird im Rahmen der an das Hookesche Gesetz gebundenen Kipptheorie ein Last
wert Pk erhalten, fiir den sich nach den elementaren Formeln der technischen Biegungslehre 
maxO"d~ 5,76t/cm2 ergibt, dann nimmt die Kipplast (Pk)red - da Aid;;;;;; 60 und daher 
im Sinne der derzeit geltenden Knickvorschriften O"k= O"F wird - ihren groBtmoglichen 
Wert an, der auch bei einer extrem gedrungenen Ausbildung des Tragers nicht tiberschritten 
werden kann und mit jenem Sonderwert der auBeren Belastung tibereinstimmt, unter dem 
die groBte Flanschdruckspannung die FlieBgrenze O"F erreicht. Der Umweg tiber die Knick
vorschrift und den ideellen Schlankheitsgrad laBt sich vermeiden, wenn wir naherungsweise 
annehmen, daB O"p mit O"F zusammenfallt ("idealplastischer" Werkstoff). Es gilt dann die 
folgende einfache Festsetzung: 1st die Spannung max O"d (die unter Pk auftreten wiirde, wenn 
der Tragerwerkstoff unbeschrankt dem Hookeschen Formanderungsgesetz gehorchen 
wiirde) kleiner als aF, dann stellt 11 die gesuchte ideale Kipplast vor; kommt jedoch 
max ad;;;;;; aF heraus, dann stimmt die gesuchte Kipplast mit jenem Sonderwert der auBeren 
Belastung tiberein, fiir den sich max O"d= O"F ergibt. 

1 Eine tabellarische Zusammenstellung dieser Abminderungen - bezogen auf die Knickspannungslinie der 
derzeit in Geltung stehenden deutschen Knickvorschriften - findet sich in einem anderen Zusammenhang bei 
F. Schleicher: Bauingenieur Bd.20 (1939) S.223. 
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B. Der EinfiuJ.3 der "endlich groJ.3en Hauptkriimmung". 
§ 1. Ein einfacher Sonderfall del' exakten Kipptheorie. 

Wir haben im Abschnitt A die Differentialgleichung des Kipp-Problems unter der 
Naherungsannahme abgeleitet, daB die ortliche Hauptkrummung xt, die die Tragerachse 
unter dem EinfluB der durch die auBere Belastung bedingten und auf die Maximumachse des 
Querschnittes bezogenen Biegemomente M1 erfahrt, ebenso als unendlich klein angesehen 
werden darf wie etwa die Verdrillung f} oder die Krummung~. Da diese Hauptkrummung 
mit dem Biegemoment M1 durch die Beziehung (A I) zusammenhangt und die Biegesteifigkeit 
B1 von endlicher GroBe ist, wird sie in Wirklichkeiteine zwar sehr kleine, aber immerhin 
endliche GroBe sein; unsere Naherungsannahme beinhaltet somit die Vernachlassigung 
des Einflusses, den die "endlich groBe Hauptkrummung" auf die Losung des Kipp-Problems 

a nimmt. Wir muBten uus zu dieser Naherungs

cf-'-'-l ._.-V 11 
annahme entschlieBen, weil sich der Entwicklung 
einer exakten Kipptheorie, die die Haupt
krummung konsequent - in allen Gleich
gewichtsbedingungen und in allen geometrischen 
Beziehungen - als endliche GroBe ansieht, 
ubergroBe Schwierigkeiten mathematischer Natur 
entgegenstellen. Hingegen ist schon mit Erfolg 
versucht worden, dieser exakten Kipptheorie 
dadurch nahezukommen, daB die Hauptkriim
mung wenigstens in einem Teil der elasto
statischen Grundgleichungen als endliche GroBe 
angesehen wird 1. 

10 -2 
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- ./ 
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/ 
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1m folgenden wollen wir uns mit einem Kipp
~6 Problem beschaftigen, daB genugend einfach ist, 

urn mit den gewohnlichen Hilfsmitteln der Mathe
matik eine Losung im Sinne der exakten 
Kipptheorie zuzulassen. Diese Losung liefert 

eine einwandfreie Grundlage fur die Beurteilung des Einflusses, den die "endlich groBe 
Hauptkrummung" auf die GroBe der Kippbelastung nimmt, und gestattet die Entwicklung 
eines einfachen Verfahrens, das uns die Moglichkeit gibt, diesem EinfluB naherungsweise 
auch bei der Losung anderer Kipp-Probleme Rechnung zu tragen. Der zu behan
delude Sonderfaliliegt vor, wenn wir die Kippstabilitat eines geraden, aus einem Hooke
schen Idealwerkstoff bestehenden Stabes untersuchen, der einen konstanten, "flanschlosen" 
Querschnitt aufweist und durch gegengleiche Endmomente m belastet wird (Abb.5a). 
Durch die Voraussetzung eines "flanschlosen" Querschnittes soli - wie wir im Abschnitt F 
naher ausfiihren werden - die Berechtigung erworben werden, die Normalspannungen, die 
die Verdrillung des auskippenden Stabes begleiten, vernachlassigen und daher in der Glei
chung (A II) fur die seitliche Biegesteifigkeit des Flanschenpaares BFJ = ° setzen zu durfen. 

Die Gleichgewichtsbedingungen (A 2) sind im vorliegenden Fall, da p = 0, Q1 = 0, N1 = 0, 

1111 =m = const ist und die Produkte Q. ~:, Q'~, MD .~, M· ~: an der untersuchten 
Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes als "klein von hoherer Ordnung" gestrichen werden 
durfen, auch dann erfullt, wenn wir fur die Hauptkrummung ~1 einen endlich 
groBen Wert zulassen. Von den Gleichgewichtsbedingungen (A 3) fuhrt die erste Zeile, 
wenn wir sie integrieren und die Randbediugungen berucksichtigen, zur Beziehung Q = 0, 
wahrend die beiden restlichen Zeilen 

(B I) [ 
d :!xD + M ~1 - m ~ = ° 

dM + m!!!..--MD~l = ° dx dx 

1 Prandtl, L.: Kipperscheinungen. Inaug.-Diss. Miinchen, eingereicht am 14. November 1899. - ReiB
ner, H.: Sitzgsber. Berl. Math. Ges. Bd.3 (1904) S.55 [Anhang zum Archiv Math. Phys. Bd.8 (1905)]. 
Federhofer, K.: Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, IIa, Bd. 140 (1931) S.246. 
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lauten. Die Stabilitatsgrenze ist, wie wir schon dargelegt haben, dadurch gekennzeichnet, 
daB unter derselben Last zwei verschiedene, unmittelbar benachbarte Gleich
gewichtsfiguren gleich gut moglich werden. Die erste von diesen beiden Figuren wird 
- da das Biegemoment Ml und auch der Stabquerschnitt konstant ist - durch einen 
Kreisbogen mit der Kriimmung 

(B 2) 

gebildet und die zweite geht aus diesem Kreisbogen durch die Uberlagerung der unendlich 
kleinen Verdrillung 1} und der in der Richtung senkrecht zur Querschnitts-Minimumachse 
auftretenden, gleichfalls unendlich kleinen Ausbiegung y hervor. Beim Ubergang von der 
ersten zur zweiten Figur kommen Biegemomente M und Drillmomente Mn zur Geltung, 
fiir die wir - wenn B die auf die Querschnitts-Minimumachse bezogene Biegesteifigkeit 
des Stabes, x die zugeordnete Achsenkrummung, 0 die Drillungssteifigkeit und T den "Drall" 
bedeutet - die Gleichungen 

(B 3) { M=B·x 
MD=O.T 

erhalten. Hierbei wiirde sich fur x und T, wenn wir die Hauptkrummung als unendlich 
kleine GroBe ansehen durften, aus (A 7) und (A 11) nach Beachtung von BFl = 0 einfach 

x = - ~2~ und T = ~ ~ ergeben; wird hingegen - wie dies bei unserer exakten Theorie erforder
lich ist -darauf Rucksicht genommen, daB die konstante Hauptkrummung Xl eine endliche 
GroBe ist, dann muB diesen beiden geometrischen Beziehungen die Form (vgL dazu die 
Abb. 3 und 4) 

(B 4) 

gegeben werden. Setzen wir (B 4) und (B 3) in die beiden noch unerfiillten Gleichgewichts
bedingungen (B 1) ein, dann erhalten wir die beiden Gleichungen 

d x2 (931- B Xl - 0 Xl) + 0 d x2 + (931- B Xl) • Xl {} = 0 
(B 5) I d2y d2f} 

B· d3 y -~. (931-Bx -Ox )-OX21·!!JL = 0 dx3 dx 1 1 dx' 

die uns - wenn wir aus der ersten Zeile eine Beziehung fur ~2~, hierauf durch zweimaliges 

Differenzieren dieses Ausdruckes eine Beziehung fiir ~~~ gewinnen und schlieBlich diese beiden 

Beziehungen in die nach x differenzierte zweite Zeile einsetzen - zur Differential
gleichung des Kipp-Problems 

(B 6) d4 f} (B) ( 20) d2 f} 09)14 ( B ) BO- + 9312 . 1-- . 1-- .----. 1-- .1} = 0 
dx4 Bl Bl dx2 Bi Bl 

fUhren. Die allgemeine Losung dieser linearen und homogenen Differentialgleichung enthalt 
vier Integrationskonstante, die durch die vier vorzuschreibenden Randbedingungen be
stimmt werden. Denken wir uns den Stab an seinen beiden Enden so gelagert, daB der Drill
winkel und das auf die Minimumachse des Stabquerschnittes bezogene Biegemoment ver
schwindet, dann muB an den Stellen x = 0 und x = l offenbar 1} = 0 und M = 0 sein; wegen 

(B 3) und (B 4) konnen wir hierfur auch 1} = 0 und ;:~ = 0 oder, wenn wir die erste Zeile von 
(B 5) beachten, auch 

(B 7) I X= 0, 

X= l, 

1}=0 und 
d2 f} 
dx2 = 0 

1}=0 und 
d2 f} 
dx2 = 0 
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schreiben. Die Losung von (B 6), die diesen vier Randbedingungen genugt, lautet 

(B 8) {} K . nnx 
= 'Slll-Z- n = 1, 2, 3, ... 

und liefert nach ihrer Einfuhrung in (B 6) die zur Bestimmung des Kippmomentes 9Rk 

dienende "exakte" Kippbedingung 

(B 9) BO n4:n;4 _on2(1_~) (1- 20) n 2n 2 _ OW1k (1-~) = ° 
Z4 ;I"~k Bl Bl l2 B1 Bl ' n=l, 2, 3, ... 

§ 2. Die Auswertung der Kippbedingung. 
Vernachlassigen wir den EinfluB, den die Hauptkrummung Xl auf die GroBe des Kipp

momentes nimmt, denken wir uns also in (B 2) den Grenzubergang ~ ----+ ° durchgefUhrt, 
1 

dann geht (B 9) in die einfache Beziehung 

(B 10) 9Rk = n; . 11 BO n = 1,2,3, ... 

uber, die sich schon in den beiden klassischen Abhandlungen der Kipptheorie - den Arbeiten 
von PrandtP und Michel12 - vorfindet. Scharfen wir diese Losung zu, indem wir 
11BI endlich groB annehmen, aber immerhin noch derartig klein voraussetzen, daB wir den 
Init II B~ behafteten Term in (B 9) vernachlassigen durfen, dann erhalten wir den ver
besserten Wert 

(B ) 9Rk = ~, / B 0 . Bl . 
11 l V V(B1-B).(Bl -20) 

B 
Der Faktor V(Bc B ). ~Bl _ 20) gibt hier an, in welchem MaB der durch (B 10) festgelegte 
"klassische " Wert des Kippmomentes erhoht wird, wenn wir den EinfluB der Hauptkrummung 
naherungsweise in Rucksicht ziehen. Wir erkemlen, daB dieser EinfluB in allen jenen Fallen 
vernachlassigt werden darf, in denen die auf die Minimumachse des Querschnittes bezogene 
Biegesteifigkeit B und auch die Drillungssteifigkeit 0 im Vergleich zur Biegesteifigkeit BI 
des Stabes sehr klein ist und daher das Auskippen schon eintritt, bevor noch die Haupt
krummung Xl einen groBeren Wert anzunehmen vermag. 

Urn die Brauchbarkeit der Naherungsbeziehung (B 10) und (B 11) zu uberprufen, wollen 
wir die exakte Kippbedingung (B 9) fur einen stahlernen Stab mit rechteckigem Quer· 
schnitt (vgl. Abb. 5a) auswerten. Bedeutet h die Hohe und d die Dicke des Querschnittes, 

dann betragt die auf die Maximumachse bezogene Biegesteifigkeit BI = E :2h3 , die auf die 

Min· h b B' t 'f' k 't B E h d3 d d' D'll if' k 't 0 G h d3 lID'llmaC se ezogene leges ellg eI = ~ un le n ungsste 19 el = ~3~' 
so daB wir 

B d2 0 d2 BO _ 1,071 . (!...)6E2h8 B hf' B = 1,543hf, - 100 h 
1 1 

(B 12) 

erhalten. Die Kippbedingung (B 9) nimmt nach der Einfuhrung von (B 12), wenn wir uns 
der HilfsgroBe 

(B 13) n= 1,2,3, ... 

bedienen, die Form 

(B 14) 222,192 (1- ~:) w 2 + 9,8696 (1- ~:) (1-3,086 ~:) 'w-l,0433 ~: = ° 
an und liefert die in der zweiten Zeile der Zahlentafel1 fUr verschiedene Seitenverhalt
nisse angegebenen Losungswerte w; in der Abb. 5b ist der Verlauf w =F(djh) graphisch 
dargestellt worden. Mit Hille von (B 13) konnen wir dann die Beziehung 

(B 15) n= 1, 2, 3, ... 

1 Prandtl, L.: Wie FuBnote 1, S.12. 
2 Michell, A. G. M.: Elastic Stability of Long Beams under Transverse Forces, Philosophical Magazine, 

Vol. 48, S.298 (September 1899). 
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aufstellen, aus der sich fiir n = 1 das der tiefsten Verzweigungsstelle z ugeordnete Kipp
moment mk ergibt. Bemerkenswert ist, daB derartige Verzweigungsstellen auch bei Staben 
existieren, deren Querschnittsbreite durchaus nicht mehr "sehr klein" im Vergleich zur 
Querscnnittshohe ist. 

ZahlentafeI 1. 

d/h = 0,1 

I 
0,2 

I 
0,3 

I 
0,4 

I 
0,5 

106 • w = 0,110 8,038 116,816 975,809 6041,427 

fll = 0,00498 0,0213 0,0547 . 0,1236 0,2839 

l 0,0199 0,0851 0,2162 0,4686 0,9327 E h 'Umax= 
I 

106 • w* = 0,106 

I 
6,765 

I 
77,058 

I 
432,961 

I 
1651,617 

106 • w** = 0,110 8,039 117,242 1018,154 9637,442 

Urn den im Augenblick des Auskippens zur Ausbildung gelangenden Gleichgewichts
zustand zu beleuchten, wollen wir fiir diesen Zustand die in der Stabmitte auftretende D ur c h
biegung fund die ander Stabunterkante wirksame Biegerandspannung max a berechnen. 
Die unter der Einwirkung des Kippmomen
tes mk entstehende ebene Gleichgewichts
figur stelit, wie wir schon erwahnt haben, 
einen Kreisbogen der Krummung 

(B 16) _ lIRk _ 12h ,1-
Xl - Bl - l a, V (j) 

vor, dessen Pfeilverhaltnis f/l durch die 
geometrische Beziehung 

(B 17) l 2l 4 - l 11_."l (!!... + f2) = 1._ 

- 6a,h Vw ( ! + {: ) = ° 
festgelegt wird. Ermitteln wir mit Hille 
dieser Gleichung die Werle f/l fur verschie
dene Seitenverhaltnisse d/h, dann gelangen 
wir zu der in Abb. 6 gezeichneten Kurve 
f/l =F1 (d/h) und zu den in der dritten Zeile 
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der Zahlentafell angegebenen Zahlenwerten, die uns erkennen lassen, daB die im Augen
blick des Auskippens vorhandene lotrechte Durchbiegung des Stabes im Fall d/h = 0,4 
mehr als 12 % und im Fall d/h = 0,5 schon mehr als 28 % der Sta blange betragt. 

Die im Augenblick des Auskippens auftretende Biegerandspannung des Stabes 
laBt sich mit Hille der Beziehung 

(B 18) 

berechnen, die uns zu der in Abb. 6 dargestellten Kurve l ~m;;;x = F2(d/h) und den in der 

vierten Zeile der Zahlentafell angegebenen Zahlenwerten fuhrt. Diese Zahlenwerte lehren, daB 
die kritische Biegespannung mit dem Seitenverhaltnis d/h des Stabquerschnittes sehr stark 
ansteigt und daher bei Staben, die aus technischen Werkstoffen bestehen, die Geltungs
grenze des der Theorie zugrunde lie genden Hookeschen Formanderungsgesetzes 
und damit die Geltungsgrenze der ganzen Theorie sehr bald iiberschreiten. Selbst 
wenn fiir das Seitenverhaltnis der kleine Wert d/h= 1/10 und fiir die Querschnittshohe 
bloB h = l/20 gewahlt wird, ergibt sich mit Hille der Zahlentafel 1 und der Beziehung 

(B 18) ein Spannungswert max a = 0,0199 :0 = 2,09 t/cm2, der schon ein wenig groBer als 

die Proportionalitatsgrenze des Baustahles St 37 ist. 
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Willden WIT an Stelle der strengen Kippbedingung (B 14) die "klassische" Kippbedingung 
(13 10) als maBgebend ansehen, dann willden wIT mit Hilfe von (B 12) und (B 13) die Be
ziehung 

(B 19) 

erhalten, aus der sich die in der ftinften Zeile der Zahlentafel 1 zusammengestellten Werte er· 
geben. Diese Losungswerte sind, wie WIT erkennen, grundsatzlich zu klein, und zwar ist 
die Abweichung urn so ausgepragter, je mehr sich der Stab im Augenblick des Auskippens 
durchbiegt, je groBer also der kritische Betrag seiner Hauptkrfunmung ist; die Abweichungen 
sind verhaltnismaBig stark, denn selbst im Fall d/h=0,2, in welchem die kritische Durch
biegung erst / = 0,0213 l betragt, miiBten wIT den ldassischen Wert w* schon um volle 19 % 
erhohen, urn zu dem strengen Losungswert w zu gelangen. Willden wIT jedoch an Stelle der 
"klassischen" Formel die zugescharfte Naherungsbeziehung (B 11) verwenden, dann willden 
WIT nach Beachtung von (B 12), (B 13) und (B 19) die Gleichung 

(B 20) 
w** = (1 - ;; ) . t: -3,086;; ) 

gewinnen, die zu den in der sechsten Zeile der Zahlentafel I angegebenen Losungswerten 
fiihrt. Die Ubereinstimmung dieser Naherungswerte mit den strengen Ergebnissen ist, 
wie WIT sehen, eine sehr befriedigende; selbst im Fall d/h= 0,4, in welchem die kritische 
Durchbiegung schon den relativ sehr groBen Betrag /=0,1236 l annimmt, weicht OJ** 
bloB um 4 % vom strengen L6sungswert OJ abo 

Die Feststellung, daB die den EinfluB der "endlich groBen Hauptkriimmung Xl" vernach
lassigende Kipptheorie zu kleine Kipplasten liefert, gilt offenbar nicht nur in dem hier 
llltersuchten Fall der reinen Biegungsbeanspruchung, sondern ebenso auch bei be· 
liebiger Querbelastung - und nicht nur in dem hier behandelten Fall des "flansch
losen" Stabes, sondern ebenso auch im Rahmen der Kippuntersuchung von I-Tragern. 
In allen diesen Fallen miissen WIT die von der vereinfachten Theorie angegebenen Kipplast
werte ein wenig vergroBern, wenn WIT dem EinfluB der "endlich groBen Hauptkriimmung" 
Rechnung tragen wollen. Diese Erhohung der Kipplastwerte k6nnen WIT am zweckmaBigsten 
dadurch erreichen, daB WIT an Stelle der tatsachlich vorhandenen Biegesteifigkeit Beine 
ideelle, etwas groBere Biegesteifigkeit Bid> B in die Kippbedingung einfiihren, wobei es 
naheliegend erscheint, die Beziehung fiir Bid unter Zugrundelegung der in diesem Abschnitt 
entwickelten strengen Sonderlosung festzulegen. Bedienen WIT uns hierbei der Gleichung (B II) 
- deren Losungsergebnisse mit den strengen Werten, wie WIT gesehen haben, in sehr guter 
Ubereinstimmung stehen - und schreiben wir fiir die linke Seite dieser Gleichung 

(B 21) n = 1, 2, 3, ... 

dann erhalten WIT die gesuchte Beziehung in der Form 

(B 22) 
B B, 

B-d - B·--~ '--=-~~ 
1 - B, - B B, - 2 G ' 

wobei BI nach wie vor die auf die Maximumachse des Querschnittes (vgl. Abb. 1 b) bezogene 
Biegesteifigkeit, B die auf die Minimumachse bezogene Biegesteifigkeit und C die Dril
lungssteifigkeit des Tragers bedeutet. 

Die in den nachsten Abschnitten untersuchten Kipp-Probleme werden ausnahmslos 
unter Zugrundelegung der im Abschnitt A abgeleiteten, den EinfluB der "endlich groBen 
Hauptkriimmung" vernachlassigenden Differentialgleichung der Losung zugefiihrt; 
die gewonnenen Kipplastwerte sind daher grundsatzlich zu klein, wenn auch dem Fehler 
im Rahmen der baupraktischen Anwendungen keinerlei Bedeutung zukommt. In allen 
diesen Fallen k6nnen WIT dem Ergebnis der exakten Theorie dadurch naher kommen, daB 
WIT in die gefundenen Kippbedingungen an Stelle der tatsachlich vorhandenen Biegesteifig
keit B den mit Hilfe von (B 22) ermittelten ideellen Wert Bid> B einsetzen. 
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1st die Drillungssteifigkeit des Tragers im Vergleich zur Biegesteifigkeit Bl sehr klein, 

so daB Bl~12 e Ri 1 betragt, dann geht (B 22) in die eirrfache Beziehung 

(B23) " 

iiber. Die Beziehung (B 23) und der Vorschlag, den EinfluB der Hauptkriimmung durch 
die Einfiihrung einer ideellen Biegesteifigkeit zu kompensieren, findet sich schon in der 
klassischen Abhandlung von PrandtP vor. 

c. Das Auskippen eines auf Druck nnd reine Biegnng 
beanspruchten I-Tragers mit elastisch eingespannten Enden. 

§ 1. Die Diiferentialgleichung des Problems. 
Wir untersuchen die Kippstabilitat eines geraden Tragers, der an seinen Enden durch 

gegengleiche Momente IDl und eine mittig angreifende axiale Druckkraft D belastet wird 
(Abb.7). Besitzt dieser Trager eine konstante Flanschenachsen-Entfernung h = const, 
dann ist die Differentialgleichung (A 27) maBgebend, fiir die wir nach Eirrfiihrung von 
MI=const=IDl, p=O und S=-D 

d~2 BFl BFl e Be 1 
~ {B 0 [f3 ({}"" + 2 BFl {}'" + B~l {}") - {}" -!!..... {}' - iJR2

l2 {}]} + 
(01) 

+ Dl2 0 [f3(f)"" + 2 Bm {}'" + B~l f)") -{}" - !!.....{}'] = 0 
BFl BFl e 

schreiben konnen; die Striche bedeuten hierbei, wie WIT III Erinnerung bringen wollen, 

Ableitungen nach der dimensionslosen Zahl ~ = ~ (es ist also {}"" "'" ~4; , B~l == if, :r usw.) 
und die HillsgroBe f3 wird durch (A 28) 
festgelegt. 

1m weiteren solI vorausgesetzt wer
den, daB der Tragerquerschnitt ein kon
stanter Querschnitt ist; es gilt dann 

{ B = const, BFl = const, 
(02) 0 t B' B" 0' 0 = cons , Fl = Fl = =, 
so daB (01) die eirrfach~ Form 

I 0 
----+-------~----k-=--

I 

~------------l--------~Ij 
Abb.7. 

(03) f3 f)""" _ ( 1- f3 D;2) . f)"" _ (~2~2 + D;2) f)" = 0 

annimmt und die HilfsgroBe 

(04) f3 - BFl. (~)2 - e 2l 

I I r* r+ 
11 

* * I I 
88Ft 

eine Konstante wird. Die allgemeine Losung dieser linearen, homogenen Differential
gleichung lautet bekanntlich 

(05) {} = Klsin ~ ~ + K 2 sin v'k2 ~ + Ka ~ + K4 cos -ykl ~ + K5 cos -yk2 ~ + KG, 

wobei Kl bis K6 die durch die sechs vorzuschreibenden Randbedingungen festgelegten 1nte
grationskonstanten sind und kv k2 die beiden Wurzeln der "charakteristischen Gleichung" 

(0 6) f3 k2 + ( 1- f3 D;2) k _ (~2~2 + D ;2) = 0 

vorstellen. 

1 Prand tl, L.: Wie FuBnote 1, S. 12. 

Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues, Heft 2. 2 
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§ 2. Die Randbedingnngen. 
Der Trager sei beiderseits in "Gabeln" (vgl. Abb. 2 und 16c) gelagert, die seine Ver

drillung an den Stellen x = 0 und x = l restlos verhindern. AuBerdem sei er an beiden Enden 
mit irgendwelchen elastischen Nachbarkonstruktionen so verbunden, daB er in waage
rechter Richtung eine Einspannung erfahrt, und zwar eine sog. "elastische" Einspan
nung, bei der die GroBe des entstehenden Einspannmomentes dem auftretenden Endver
drehungswinkel verhaltnistreu ist. Derartige Einspannungen konnten beispielsweise durch 
Nachbartrager bewirkt werden, die mit Bezug auf ihre seitliche Biegesteifigkeit und ihre 
Stutzweite so bemessen sind, daB sie die gewiinschten Grade der elastischen Einspannung 
hervorbringen. Wenn wir verhindern wollen, daB im Zuge der Auskippung von diesen 
Nachbartragern auch lotrechte Einspannmomente ubertragen werden, dann mussen wir 

a 

Abb.8. 

den TrageranschluB mit Hille waagerecht lie
gender Gelenkbolzen (vgl. dazuAbb. 14c) durch
fiihren. 

Gelangt der Trager unter der Einwirkung 
von 9R und D an die gesuchte Verzweigungs
stelle des Gleichgewichtes, dann existiert - wie 
wir im Abschnitt A geschildert haben - unter 
derselben Laststufe auBer der e benen (in der 
lotrechten Symmetrieebene des Tragers gelege
nen) Gleichgewichtsfigur noch eine infini tesi
mal a us geki ppte Gleichgewichtsfigur, die 
durch das Auftreten von unendlich kleinen Ver
drillungen {} und unendlich kleinen, auf der 
Minimumachse des Tragerquerschnittes senk
recht stehenden Ausbiegungen y gekennzeichnet 
ist. In Abb. 8a ist eine Draufsicht auf diese 
ausgekippte Gleichgewichtsfigur in affiner Ver

zerrung dargestellt worden; an den beiden Tragerenden - dem rechten und dem linken -
treten hier waagerechte Verdrehungswinkel 

a,YI a,YI (07) fPT = -1lX :1:=1' fPl = + IlX :1:=0 

und waagerechte (um die lotrecht gestellte Minimumachse des Tragerquerschnittes drehende) 
Biegemomente M auf, fUr die wir mit Rucksicht auf (A 6) und (A 7) 

(08) rll'y I M T = -B-:J2 , ... x :I:=l 

schreiben konnen. 
Um den Grad der elastischen Einspannung festzulegen, denken wir uns an Stelle des 

ganzen Tragers nur je ein kurzes, starres Tragerstuck mit der rechten und linken 
Nachbarkonstruktion verbunden, belasten diese beiden Tragerstucke mit je M = + 1 und 
messen die entstehenden Verdrehungswinkel TT' Tl=CoT, (Abbo 8b); die Reziprokwerte 

III un.d ----
Tl () ·Tr 

(09) 

dieser WiJ1kel liefern uns das MaB fUr den Einspanngrad. Der Grenzwert l/T = 00 ist dem 
Grenzfall der starren Einspannung und der Grenzwert l/T= 0 dem Grenzfall der ge
lenkigeI;l ~ager1J.ng des Tragerendes zugeordnet; c= 1 bedeutet den Fall einer gleich 
starken Eirispannung, C 9= 1 hingegen den Fall einer verschieden starken Einspannung der 
beiden EndeD.. 

Die am linken und rechten Tragerende vorhandenen negativen Biegemomente haben, 
da M = + 1 die Verdrehungen Tl und Tr hervorbringt, das Auftreten der Endverdrehungs
winkel 

(010) 
fPl = - Ml ° Tl = - Ml C Tr 

fPr=-MroT" 
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zur Folge; da die Winkel PI, Pr mit den in Abb. 8a eingetragenen Endverdrehungswinkeln 
identischsind, konnen wir (07) und (08) in (010) einsetzen und diese beiden Beziehungen 
in der Form 

I +ddYI =+Bc·r dd2;1 x :1:=0 x :1:=0 
(011) 

_dYI -+B. d2YI 
dx :1:=1- r ax2 :1:=1 

schreiben. Wahlen wir nun an Stelle von x die dimensionslose Zahl ~ = x/Z als unabhangige 
Veranderliche und bezeichnen wir die Ableitungen nach ~ in gewohnter Weise durch Striche, 
dann erhalten wir fiir (0 11) . 

l' ~ = 0, y' - a c y" = 0 
(0 12) ~ = 1, y' + a y" = 0, 

wobei 

(013) 

bedeutet. 

B'T, 
a=-Z-

Die Gleichungen (012) stellen zwei 
von den sechs Randbedingungen dar, 
die wir der allgemeinen Losung (0 5) 
aufzuerlegen haben. Zwei weitere von 
diesen Randbedingungen bringen das 
Verschwinden des Drillwinkels zum 
Ausdruck und lauten 

(014) { 
~ = 0, 

~= 1, 

f}=0 
f}= 0, 

wahrend die beiden letzten auf die 
"Verwolbung der Querschnittsebenen" c 
Bezug nehmen und auf Grund der 
folgenden Uberlegungen bestimmt 
werden: 

Wird der Trager an der untersuch
ten Verzweigungsstelle des Gleichge
wichtes beim Ubergang von der ebenen e 
zur infinitesimal ausgekippten Gleich
gewichtslage urn den unendlich klei
nen Betrag f} verdrillt und wird seine 
Achse in der Richtung senkrecht zur 
Querschnittsminimumachse urn den 
unendlich kleinen Betrag yausgebogen, 

x 

:r 

$~-- ~~---
-- ~ 

4JI- -
0.,:; 

:r 

I X 

f ~ 
Abb.9. 

dann erfahren die beiden Flanschachsen - wie die Abb. 9a lehrt - die Ausbiegungen 

(015) (y±1'])=(y±~f}). 
An den Enden des Tragers, wo mit Rucksicht auf die gewahlte Lagerungsweise y und f} 'und 
daher auch (y ± 1']) verschwindet, wird somit die durch den Ausdruck -

a ay d1] 
(016) ax (Y±1']) = dx ± ax 

festgelegte Endtangentenneigung der beiden Flanschachsen urn den Betrag 

(017) ±d1]=±~.d{J 
dx 2 dx 

von der Endtangentenneigung der Tragerachse unterschieden sein. Die Verschiedenheit 
der Tangentenneigungswinkel bewirkt eine Verwolbung der Endquerschnittsebenen 

2* 
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(vgl. Abb. 9b), die urn. so starker ausgepragt ist, je groBer sich d'YJldx ergibt. Willden wir 
diese Verwolbung durch das AufschweiBen einer starren Platte verhindern (Abb. 9c), 
dann willden wir das Parallellaufen der drei Endtangenten und damit die Erfiillung 
der Gleichung d'YJldx=O gewaltsam erzwingen. Willden wir hingegen die Verwolbung der 
Stirnflachen zwanglos zulassen (Abb. ge), dann willden sich die beiden Flanschachsen so 
einstellen, daB die Normalspannungen in den Endquerschnitten der Flanschen auf Null 
absinken und dementsprechend auch die Flanschbiegemomente M Fl verschwinden; da 
dies - wie wir aus der Gleichung (A 9) ersehen - nur dann der Fall ist, wenn der Differential-

quotient ~:~ gleich Null wird, ist am Ort einer frei verwolbbaren Endquerschnittsflache die 

Gleichung ~:; = 0 erfiillt. Beachten wir noch, daB 'YJ . ± ~ 0 und x = ~ list, dann nimmt die 

Randbedingung im Fall einer restlos verhinderten Stirnflachenverwolbung die Form 

(C 18) 

und im Fall einer frei zugelassenen Stirnflachenverwolbung die Form 

(C 19) 0" == ~~~ =0 
an. 

Diese Randbedingungen sind - wie wir betonen wollen - von den Randbedingungen, 
die wir der Tragerachse auferlegen, vollkommen unabhangig und beziehen sich aus
schlieBlich auf den Unterschied der Verdrehungen, die die Endtangenten der beiden 
Flanschachsen und die Endtangenten der Tragerachse im Zuge des Auskippens erfahren. 
Willden wir den Trager an seinem Ende beispielsweise in eine starre Masse einbetten, dann 
ware die Verdrillung des Tragers, die Verdrehung seiner Achsentangente und auch die 
Verwolbung der Querschnittsebene an dieser Stelle restlos verhindert, so daB sich ffir die 
drei Randbedingungen 0=0, y'=O, 0'=0 ergibt (Abb. 9d); willden wir hingegen nur die 
Verdrillung und die Endtangentenverdrehung verhindern, die Stirnflachenverwolbung aber 
- was sich allerdings schwer realisieren lieBe - ungehindert zulassen, dann wiirden die 
Randbedingungen 0=0, y'=O, 0"=0 in Geltung stehen (Abb.9f). 

1st der Trager an seinen Enden elastisch eingespannt und diirfen wir annehmen, daB 
die Querschnittsverwolbung durch diese Einspannung weder restlos verhindert, noch frei 
zugelassen wird, dann erscheint es naheliegend, fUr den Verlauf der zusatzlichen Ausbiegungen 
der Flanschachsen dieselben Randbedingungen wie fUr die Ausbiegungen der Tragerachse 
vorzuschreiben; in Analogie zu den Randbedingungen (C 12) erhalten wir dann 

(C 20) 

oder, da 

(C21) 

{ ~= 0, 
~= 1, 

'YJ = ~ 0 und h = const ist, auch 

{ 
~ = 0, 
~= 1, 

'YJ'-ac'YJ"=O 
'YJ' +a 'YJ" = 0, 

0' -acO" = 0 
0' +aO" = O. 

1m Grenzfall der starren Einspannung (a= 0) gehen diese Randbedingungen - wie es der 
Einbettung in eine starre Masse entspricht - in die Randbedingungen (C 18) fiber, und im 
Grenzfall der gelenkigen Lagerung (1/a = 0) nehmen sie die Form (C 19) an. Wir haben damit 
auch die beiden letzten der sechs Randbedingungen festgelegt und konnen nun ffir diese 
sechs Randbedingungen zusammenfassend 

(C 22) 

~=O, 

~= 1, 
~=O, 

~= 1, 
~=O, 

~= 1, 

y' -acy" = 0 
y' +a y" = 0 
0=0 
0=0 
0' -acO" = 0 
0' +aO" = 0 
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schreiben, wobei - wie wir nochmals erwahnen wollen - die Striche Ableitungen nach der 
dimensionslosen Zahl ~ = xjl bedeuten und die HilfgraBen a und c durch die Beziehungen 
(C 9) und (C 13) bestinnnt sind. 

Da .sich die allgemeine Lasung (C 5) unserer Differentialgleichung auf den Drillwinkel {} 
bezieht, in den beiden ersten Gleichungszeilen von (C 22) aber nicht f}, sondern die auf der 
Querschnittsminimumachse senkrecht stehende Ausbiegung y vorkommt, mussen wir diese 
beiden Gleichungszeilen noch einer Umformung unterziehen. Um den funktionalen Zu
sammenhang zwischen y und {} herzustellen, gehen wir von der zweiten der drei Gleich· 
gewichtsbedingungen (A 5) aus, die mit Rucksicht auf (A 7) 

(C23) 

lautet und nach einmaliger Integration in die Gleichung 

(C24) dy =-'-!".Mn - K* 
dx m l 

ubergeht; K* stellt hierbei eine Integrationskonstante vor. Setzen wir fur das in dieser 
Gleichung auftretende Drillmoment die Beziehung 

(c 25) Mn _ 0 d{} _ BFI h2 • d3 {} 
- dx 4 dx3 

ein, die sich aus (A 11) fur einen Trager konstanten Querschnittes ergibt, dann erhalten wir 
nach einer neuerlichen Integration 

(C 26) Y = - 9~ . ({) -(J{}/I) -K*· ~-K**, 
wobei die Striche Ableitungen nach ~ =xjl bedeuten und die HilfsgraBe {J durch (C 4) bestimmt 
wird. Die beiden Integrationskonstanten K* und K** werden durch die beiden Rand
bedingungen 

(C 27) 
r ~ = 0, 
1 ~ = 1, 

festgelegt, die - wenn wir (C-26) einfiihren, (C 14) beachten und fUr {}/I den aus (C 5) 
gewonnenen Ausdruck verwenden - die Beziehungen 

K* = + ~ (K4kl + Ks k2 -Klk1sin -ykl -K2k2 sin Vk2-

(C 28) -K4kl cos -ykl -Ks k2 cos -yk2) = + ~ . K, 
K** = - ~ (K4kl + Ksk2) 

liefern. Durch diese Beziehungen wird K* und K** auf die in der allgemeinen Lasung (05) 
auftretenden Integrationskonstanten zuruckgefiihrt und der gesuchte funktionale Zusam
menhang zwischen der Ausbiegung y und dem Drillwinkel {} hergestellt. 

Fuhren wir (C 28) in (C 26) und hierauf (C 26) in die beiden ersten Gleichungszeilen von 
(022) ein, dann gelangen wir zu den Gleichungen 

(C 29) 
r ~ = 0, {}' _{J{}/Il + {J j[ -ac{}/I + ac{J{}/I/I = 0 

1 ~ = 1, {}' - {J {}/I I + {J K + a {}/I - a {J {}/I/I = 0, 

die sich mit Rucksicht auf die beiden letzten Zeilen von (C 22) allerdings noch vereinfachen 
lassen. Nach Beachtung dieser Vereinfachung nehmen die sechs Randbedingungen die Form 

~= 0, ac{}/I/I _{}/Il + K = 0 

~= 1, a {}/I/I + {}/Il _ K = 0 

(030) ~= 0, {}=o 
~= 1, {}=o 
~= 0, a c {}/I - {}' = 0 

~= 1, a{}/I + {}' = 0 



22 Das Auskippen eines auf Druck und reine Biegung beanspruchten I· Tragers mit elastisch eingespannten Enden. 

an, wobei der Festwert K durch (0 28) bestimmt wird und die zur Kennzeichnung der elasti
schen Einspannung dienenden HillsgroBen a und c durch die Beziehungen (09) und (013) 
festgelegt werden. 

§ 3. Die Kippbedingnng. 
Setzen wir die allgemeine Losung (05) in die Randbedingungsgleichungen (030) ein, 

dann erhalten wir ein System von sechs in den 1ntegrationskonstanten KI bis K6 linearen 
und homogenen Gleichungen, das nur dann eine von der trivialen Nullosung (aIle 
K = 0, daher {}== 0) verschiedene Losung besitzt, wenn seine Koeffizientendeterminante 
LlK verschwindet. Durch Ausrechnen und Nullsetzen von LlK HiBt sich zeigen, daB dies der 
Fall ist, wenn eine der beiden Wurzeln der charakteristischen Gleichung (06) - ent· 
weder ~ oder k2 - die transzendente Gleichung 

(031) a2 c k VIC sin VIC -a (1 + c) V7C(VIC cos VIC -sin V7C)+ [2 (1- cos VIC) - VIC sin VIC] = 0 

~IDt '~ erfiillt. Die Gleichung (0 31) stellt somit die ge-
a 0 :E------.--.--~ suchte Kippbedingung vor; die HillsgroBen a und 

, ~ c sind hierbei, wie wir nochmals in Erinnerung 
bringen wollen, durch die Beziehungen 

BTr a=-l- Tl c=
Tr b 2ff-------·=---z-r (032) 

bestimmt und dienen zur Kennzeichnung der ela· 
stischen Einspannung. 

d it------------t 
I l .1 

Abb. 10. 

Da der aus der transzendenten Kippbedingung 
(0 31) gewonnene Losungswert k eine der beiden 
Wurzeln von (0 6) sein solI, ist (0 6) nach Ein
fiihrung von k sicher erfiillt. Wir gelangen mit 
Hille dieser Gleichung zur Kipp belastung des 
Tragers, miissen hierbei aber hinsichtlich der 
Formulierung des.Problems - wie wir schon im 
Abschnitt A geschildert haben - verschiedene 

FaIle unterscheiden, von denen wir die drei folgenden herausgreifen wollen: 
Fall 1. Gegeben ist die axiale Druckkraft D, gesucht ist jener kritische Sonderwert 

der gegengleichen Endmomente, unter dem eine Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes er
reicht wird und der Trager seitlich auszukippen beginnt (Abb. lOa). Losen wit' (06) nach 9J1 
auf, dann erhalten wir die Beziehung 

- VBO -- 1/- Dl2 BFI ( 11, )2 
(033) 9JIk =Vk '-l-'V1 + k ,8' V 1- kB' ,8=---o2Y ' 

wobei B die auf die Minimumachse des Tragerquerschnittes bezogene Biegesteifigkeit des 
Tragers, BFI die auf diese Achse bezogene Biegesteifigkeit des Flanschenpaares, 0 die Dril
lungssteifigkeit des Tragers, h die Flanschachsenentfernung und l die Tragerlange bedeutet. 
1st die vorgegebene Axialkraft keine Druckkraft, sondern eine Zugkraft (Abb. lOb), 
dann ist D durch Z = - D zu ersetzen. Fiir k ist der aus der transzendenten Kipp bedingung 
(031) gewonnene Losungswert einzufiihren. 

Fall II. Gegeben sind die gegengleichen Endmomente 9JI, gesucht ist jener kritische 
Sonderwert der Druckkraft D, unter dem eine Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes erreicht 
wird und der Trager seitlich auszukippen beginnt (Abb. lOa). Losen wir (06) nach D auf, 
dann ergibt sich 

(034) D k = kl~ - 0(1 ~2kf3)' ,8 = Bp (2hl r, 
wobei fiir k der aus der Kippbedingung (0 31) ermittelte Losungswert einzusetzen ist. 
Da der Wert 9J1 in (034) nur im Quadrat auf tritt, ist sein Vorzeichen ohne EinfluB auf die 
GroBe von Dk - ein Ergebnis, das mit Riicksicht auf die vorausgesetzte Symmetrie zu 
erwarten war. 
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Fall III. Die gegengleichen Endmomente IDe sind mit der Druckkraft D durch die 
Beziehungill1=D·a verkniipft, d. h. derTrager wird durch eine auBermittig angreifende 
Axialkraft belastet (Abb. lOc). Gefragt ist nach jenem kritischen Sonderwert von D, 
unter dem eine Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes erreicht wird und der Trager aus
zukippen beginnt. Die Gleichung (0 6) liefert hier 

(I + k fJ) 0 [ 1 /--'--kB=---C4;-a"2 - ) 
(035) Dk = 2a2 . ± V 1 + T' (I + kfJ) 0 1, 

wobei der Angriffshebel a nur im Quadrat auf tritt, so daB sein Vorzeichen ohne EinfluB 
auf die GroBe von Dk ist. Aus (035) ergeben sich sowohl positive als auch negative Werte Dk 
und dementsprechend nicht nur kritische Druckkrafte (Abb. lOc), sondern auch 
kritische Zugkrafte (Abb. 10d). 

1st das ExzentrizitatsmaB all des Kraftangriffes sehr klein, dann darf die Quadrat
wurzel in (035) durch die drei ersten Summanden ihrer Reihenentwicklung ersetzt werden; 
fiir die kritische, im Augenblick des Auskippens vorhandene Druck- bzw. Zugkraft ergibt 
sich dann 

1 
Dk= kl~ (1:~~;0l2 '(~Y+'" 

(036) (l+kfJ)O [kB k2B2 (a)2 ] 
Zk= a2 + T- (l+kfJ)Ol2' T + .... 

Nahert sich das ExzentrizitatsmaB all immer mehr der Null, dann schmiegt sich der Wert Dk 
immer mehr dem Sonderwert 

(037) 

an, wahrend Zk iiber alle Grenzen anwachst. 
1m Zusammenhang mit der Stetigkeit des Grenziiberganges von (0 35) nach (0 37) konnen 

wir die folgende Feststellung machen: 1st der schmale, hohe Trager durch eine achsenparallele 
Druckkraft D belastet, dann liegt sowohl im Fall des auBermittigen Kraftangriffes als 
auch im Sonderfall des mittigen Kraftangriffes ein Verzweigungsproblem vor; das 
erstere pflegen wir als "Kipp-Problem", das letztere hingegen - da unterhalb der tiefsten Ver
zweigungsstelle keinerlei Biegemomente zur Geltung kommen - als "Knick-Problem" zu be
zeichnen1 • Die transzendente Bedingungsgleichung (031), die zur Ermittlung des Losungs
wertes k dient, ist - wie schon Weinhold 2 im Rahmen einer Kippuntersuchung "flansch
loser" Trager vermerkt hat - bei beiden Pro blemen die gleiche. Das Stabilitats
problem der waagerechten Knickung des untersuchten, elastisch eingespannten Tragers 
tritt hier somit als Sonderfall unseres Kipp-Problems in Erscheinung. Dieses Stabili
tatsproblem der Knickung mittig gedriickter Stabe mit konstantem Querschnitt und 
elastisch eingespannten Enden ist schon allgemein gelost worden 3 ; im Rahmen der zuge
hOrigen Untersuchungen sind auch schon die Gleichungen (031) und (037) abgeleitet und 
ausgewertet worden. 

Raben wir die transzendente Kippbedingung (031) aufgelost und die Kipplast fiir einen 
der drei geschilderten Belastungsfalle bestimmt, dann konnen wir den gefundenen Losungs-

1 Je mehr die axiale Druckbelastung im Vergleich zur Biegebeanspruchung iiberwiegt, urn so mehr schmiegt 
sich die Instabilitatserscheinung des "Auskippens" der Instabilitatserscheinung des "ebenen Ausknickens" an. 
1st der Stab so gedrungen gebaut, daB die an der Stabilitatsgrenze vorhandene mittlere Druckspannung schon 
in der Nahe der Proportionalitats- und Elastizitatsgrenze des Werkstoffes liegt, dann wird das Losungsergebnis 
vor allem durch die ortlichen Plastizierungen beeinfluBt, die auf der Biegedruckseite durch die zusatzlichen Biege
momente bewirkt werden. Die Bedeutung der Verdrillung tritt hier mehr in den Hintergrund, so daB das Problem
das vom "exakten Standpunkt nach wie vor ein "Kipp-Problem" ist - mit hinreichender Annaherung als ebenes 
Knickproblem behandelt werden darf. Beziiglich der theoretischen und experimentellen Untersuchung dieser 
Instabilitatserscheinung, die als "Knickung senkrecht zur Momentenebene" bezeichnet wird, vgl. M. ROB (Bericht 
der II. Int. Tgg.f. Briicken- u. Hochbau in Wien 1928, S. 289) und F. Hartmann (Knickung - Kippung - Beulung, 
Leipzig u. Wien 1937, S.23). 

2 Weinhold, J.: Mitt. Hauptver. Dtsch. lng. Tschechosl. Rep. Bd. 23 (1934) S. 294. 
3 Vgl. H. Zimmermann: Knickfestigkeit der Stabverbindungen, Berlin 1925; Die Lehre vom Knicken auf 

neuer Grundlage, Berlin 1930; P. Boros: Stahlbau Bd.7 (1934) S.10; H. W. Kaul: Luftf.-Forschg. Bd.11 
(1934) S.53; T.lnada: Bautechn. Bd.14 (1936) S. 458; K. Borkmann: Luftf.-Forschg. Bd.13 (1936) S.1 
und Bd. 14 (1937) S. 86; J. Cassens: Luftf.-Forschg. Bd.14 (1937) S.501. 
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wert k in das System der sechs Randbedingungsgleichungen einftihren und mit Hille dieser 
Gleichungen die relative GroBe der sechs 1ntegrationskonstanten Kl bis K6 berechnen. 
Setzen wir das Ergebnis in (C 5) ein, dann sind wir in der Lage, das Verteilungsgesetz des im 
Augenblick des Auskippens zur Geltung kommenden Drillwinkels {} bis auf einen unbestimmt 
bleibenden (an der Stabilitatsgrenze unendlich klein zu denkenden) Faktor festzulegen und 
in maBstablicher Verzerrung als "Kippfigur" darzustellen. 1st der VerIauf von {} bekannt, 
dann lassen sich mit Hille von (C 26), (C 25), (A 7) und (A 6) auch die Verteilungsgesetze 
ffir y, M D , "und M bis auf den erwahnten Faktor berechnen; auch diese Verteilungsgesetze 
vermogen die Art der Beanspruchung und Verformung des infinitesimal ausgekippten 
Tragers in anschaulicher Weise zu beleuchten. 

§ 4. Der Trager ist mit Bezug auf die waagerechten Ausbiegungen 
beiderseits gelenkig gelagert. 

Bei der Ableitung der allgemeinen Kippbedingung (C 31) wurde vorausgesetzt, daB der 
untersuchte, auf Druck und reine Biegung beanspruchte Trager mit Bezug auf die lotrechten 

al~ 
~ ______ J 
1J-1i"=z.1l·--~ 

bl~ 
~ y1(='1.1l 

l
~---- I 
'Vf::-~8e--~ 

c 

~ y1( = 15, '1006 

1 
~----------.J 
'y1(='I,'19~1 

d~ 
y1(= 7,72~ 

Durchbiegungen als einfacher Balken gelagert ist, in waage
rechter Richtung jedoch eine elastische Einspannung vom Grad 

~ bzw. ~ = _1_ erfahrt (Abb. 8). 1st nun der Trager auch 
7:r 7:1 C7:r 

hinsichtlich der waagerechten Ausbiegungen als einfacher 
Balken gelagert (ist also der Einspannungsgrad an beiden 
Tragerenden gleich Null), dann konnen wir die zugeordnete 
Kippbedingung aus (C 31) in der Weise gewinnen, daB wir diese 
Gleichung vorerst durch a2 • c dividieren und hierauf c = 1 und 
Ija = 0 setzen, wie es den Beziehungen (C 32) im Sonderfall 
der beidseitig gelenkigen Lagerung entspricht. Die allgemeine 
Kippbedingung (C 31) geht dann in 

(C 36) k VIC· sin ViC = 0 
tiber und besitzt die Losung 

(C37) Vk=nn. n=I,2,3, .... 
Fiihren wir diese Losung in die sechs Randbedingungen ein 
und berechnen wir mit Hille dieser sechs linearen, homogenen 
Gleichungen die relativen GroBen der 1ntegrationskonstanten 
Kl bis K 6, dann nimmt das Verteilungsgesetz (C 5) die Form 

(C 38) {} = K· sin n~x , n = 1,2,3, ... 

an, wobei K einen unbestimmt bleibenden (an der Verzwei
gungsstelle unendlich klein zu denkenden) Faktor vorstellt; 
jeder Losung (C 36) entspricht ein ganz bestimmtes Vertei
lungsgesetz (C 38) und damit eine ganz bestimmte "Kippfigur" 
(Abb. lla). 

Abb. 11. Der ffir die baupraktische Anwendung maBgebenden tief
sten Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes ist die ffir n= 1 

erhaltene Losung yk = n zugeordnet, die - wenn wir sie in (C 33) bis (C 36) einsetzen -
zu den Beziehungen 

nVBG 1/ Dlz 
(C38) 9J1lc =-l-·Yl+n2p. V I- n2B , 

_ BFl (.!!.-)2 P - G 2l ' 

(C 39) 
n 2B WP 

Dlc = -----z2- G(I+n2Pl' 

G (1 + n 2Pl [ 1 /--n-;Z>TB----;4-a;c-2 - ] n 2 B :rr;4 B2 ( a )2 
(C 40) Dlc = 2a2 • ± V 1 +~. G(I+n2Pl -1 =-----z2- (1 +n2Pl Gl2 T + ... 
fiihrt. Nimmt das zusatzliche Endmoment 9J1 oder der Angriffshebel a der Druckkraft 
immer mehr ab, nahert sich also die Tragerbelastung immer mehr einer "mittigen Druck-
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belastung", dann geht der aus (039) und (040) erhaltene Wert Dk stetig in den Wert 

Dk = n~:: uber; dieser Sonderwert, den wir hier aus der Lasung unseres Kipp-Problems 
abgeleitet haben, stellt bekanntlich die kleinste Eulersche Knicklast des an beiden Enden 
gelenkig gelagerten und in waagerechter Richtung ausknickenden Tragers vor. 

Die Gleichung (038) ist fur den ,,£lanschlosen" Trager (Sondeciall BFI = 0, vgl. den Ab
schnitt F) schon von MichelP und fill den doppelt-symmetrischen I-Trager von Timo
she nk 0 2 abgeleitet worden; das Kipp-Pro blem des auf Druck undreine Biegung beanspruchten 
I-Tragers mit verschieden dicken Flanschen wurde, wie hier erganzend vermerkt sei, 
von H. Bleich 3 einer praktisch verwendbaren Naherungslasung zugeftihrt. 

§ 5. Der Trager ist in waagerechter Richtung 
beiderseits starr eingespannt. 

1st der Trager mit Bezug auf die waagerechten Ausbiegungen starr eingespannt, dann 
sind die Einspanngrade 1/.r und I/.z unendlich groB, so daB sich fUr die Kennwerte (0 32) 
c= 1 und a=O ergibt. Die Kippbedingung (031) geht dann in 

(041) 2 (1 - cosVk)- Vk sin Vk = 0 

tiber und nimmt, wenn wir den halben Winkel einfuhren, die Form 

(042) sin if· (Sin if - if cos if)=o 
an. Sie zeciallt, wie wir erkennen, in die Kippbedingung 

(043) sin if =0 mit derLosung yk=2nn n=I,2,3 ... 

und in die Kippbedingung 

(044) (Sin if - ~k cos ~k) = 0 mit der Losung Vk = 8,9868, 15,4506, ... , 

wobei der ersteren die zur Mitte symmetrisch verlaufenden Kippfiguren (Abb. II b) und der 
letzteren die zur Mitte antimetrisch verlaufenden Kippfiguren (Abb. llc) zugeordnet 
sind; die Kippfiguren stellen hierbei, wie wir in Erinnerung bringen wollen, die maBstablich 
verzerrlen Verteilungsbilder des im Augenblick des Auskippens auftretenden Drillwinkels {} 
vor. Der baupraktisch maBgebenden tiefsten Verzweigungsstelle entspricht der Losungs
wert Vk = 2n, der - wenn wir ihn in (033) bis (036) einsetzen - zu den Beziehungen 

(045) 

(046) 

und 
4n2 B 16:n;4B2 (a)2 

(047) Dk =-Z2-- (1+4n2tJ)GZ2' T + ... 
ftihrt; die Formel (045) ist schon von Timoshenk0 2 angegeben worden. 

1st der Trager nicht nur an den Enden, sondern auch in der Mitte seiner Stutzweite an 
der Verdrillung oder der waagerechten Ausbiegung gehindert, dann ist - wie wir aus dem 
Vergleich der Lasungswerte Vk folgern kannen - nicht etwa die zweite "symmetrische" 
Lasung (043) mit der Kippfigur (Abb. II b), sondern die erste "antimetrische" Lasung 
(044) mit der in (Abb. 11 c) gezeichneten Kippfigur die maBgebende. 

1 Michell, A. G. M.: Wie FuBnote 2, S. 14. 
2 Timoshenko, S.: Ber. Polytechn. lnst. in Kiew, 1910, und Ann. Ponts Chauss., S. IX, Tom 16, 1913, 

Bd. IV, S. 73. 
3 Vgl. F. Bleich: Stahlhochbauten, Bd.2, Berlin 1933, Anhang, sowie F. u. H. Bleich: Vorber. II.lnt. 

Kongr. Briicken· u. Hochbau in Berlin 1936, S.907. 
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§. 6. Del' Trager ist in waagerechter Richtnng am linken Ende 
starr eingespannt nnd am rechten Eude gelenkig gelagert. 

Die Einspallllgrade betragen bier ~ == _1_ = 00 und ~ = 0, so daB wir fiir die beiden 
Tl CTr Tr 

Kellllzahlen a ____ oo und a-c=O erhalten_ Dividieren wir die Kippbedingung (031) durch a 
und setzen wir bierauf I/a = 0 und a . c = 0, dallll geht sie in die Gleichung 

(048) (y'k cos v'IC - sin v'IC) = 0 mit den Losungen v'IC = 4,4934, 7,7253, _ .. 

iiber, denen die in Abb. 11 d gezeichneten Kippfiguren entsprechen. Fiihren wir den Losungs
wert v'IC = 4,4934 in (033) bis (036) ein, dallll gewinnen wir die Beziehungen fiir die in der 
Baupraxis maBgebenden kleinsten Kipplastwerte. 

§ 7. Del' Trager ist in waagerechter Richtnng am linken Ende 
gelenkig gelagert nnd am rechten Ende elastisch eingespannt. 

Da der Einspallllgrad I/i, einen endlich groBen Wert besitzt und der Einspallllgrad 

J... == _1_ gleich Null sein solI, gilt hier c= 00. Dividieren wir die Kippbedingung (031) 
Tl CT, 
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durch c und setzen wir hierauf I/c = 0, dann gelangen wir zur Gleichung 

(049) v'IC cos VIC - (1 + a k) sin v'IC = o. 
Gehen wir nun mit Bezug auf das rechte Tragerende allmahlich vom Grenzfall der starren 
Einspallllung (I/i, = 00, somit i, = 0) zum Grenzfall der gelenkigen Lagerung (1/i, = 0, somit 
i r = (0) iiber, dallll ~immt die kleinste Losung von (049) vom Wert v'~---'4,4934 allmahlich 
bis auf den Wert v'~ = n und die erste "hohere" Losung vom Wert v'k = 7,7253 allmahlich 
bis auf den Wert v'k = 2n ab, wie aus den beiden Kurven "c = 00" in Abb. 12 zu entnehmen 
ist. Die diesen Losungen zugeordneten Kippfiguren (d. s. die maBstablich verzerrlen Ver
teilungsbilder des im Augenblick des Auskippens auftretenden Drillwinkels f)) gehen hierbei 
stetig von der in Abb. 12 links gezeichneten Figur in die rechts dargestellte Figur iiber. 
Fiihren wir den gefundenen kleinsten Losungswert VIC in (0 33) bis (0 36) ein, dallll erhalten 
wir die Beziehungen fiir die baupraktisch maBgebenden Kipplastwerte. 

~ 8. Del' Trager ist in waagerechter Richtuug am linken Ende starr 
nnd am rechten Eude elastisch eiugespannt. 

Da der Einspallllgrad des rechten Tragerendes einen endlich groBen Wert besitzt und der 

linke Einspanngrad ~ = _1_ unendlich groB sein solI, gilt hier c = o. Die kleinste Losung 
Tl CT, 

der Kippbedingung, die wir aus (031) durch Einsetzen von c = 0 gewinnen, sinkt - wenn 
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wirmit Bezug auf das rechte Tragerende vom Grenzfall der starren Einspannung (1', = 0) 
allmahlich zum Grenzfall der gelenkigen Lagerung (1', = (0) tibergehen, vom Wert VIC = 2 n 

allmahlicE: auf den Wert VIC = 4,4934 ab, wahrend die erste "hohere" Losung von Vk = 8,9868 
bis auf Vk = 7,7253 abnimmt (Kurven "c = 0" in Abb. 12); die diesen Losungen zugeordneten 
Kippfiguren gehen hierbei stetig von der in Abb. 12 links gezeichneten Figur in die rechts 
dargestellte Figur tiber. Fiihren wir den ffir den untersuchten Trager geltenden kleinsten 
Losungswert VIC in (033) bis (036) ein, dann erhalten wir die Beziehungen ffir die praktisch 
maBgebenden Kipplastwerte. 

§ 9. Der Trager ist mit Bezug auf die waagerechten Aushiegungen 
an heiden Enden elastisch eingespannt. 

1st der untersuchte, auf Druck und reine Biegung beanspruchte Trager an beiden Enden 
in waagerechter Richtung elastisch eingespannt und ist - wie wir vorerst annehmen wollen -
der Einspanngrad an beiden Enden der gleiche, dann gilt 1/1'/ = 1/'t''/' und daher c = 1. Setzen 
wir diese Kennzahl in die Kippbedingung (0 31) ein und gehen wir vom Grenzfall der starren 

9 9,98G8 
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Einspannung (tl = 1', = 0) allmahlich zum Grenzfall der gelenkigen Lagerung (tl = 1', = (0) 
tiber, dann sinkt die kleinste Losung von (031) vom Wert Vk- 2n allmahlich auf den Wert 
Vk=n und die erste "hohere" Losung vom Wert Vk=8,9868 bis auf den Wert vk=2n 
herunter, wie durch die beiden Kurven "c = 1" in Ab b. 13 festgelegt wird. Die diesen Losungen 
zugeordneten Kippfiguren (d. s. die maBstablich verzerrten Darstellungen der Verteilungs
kurven des im Augenblick der Auskippung auftretenden Drillwinkels {}) gehen hierbei stetig 
von der in Abb. 13 links gezeichneten Figur in die rechts dargestellte Figur tiber. Ftihren 
wir die im untersuchten Fall in Geltung stehende Losung in (033) bis (036) ein, dann ge
winnen wir die Beziehungen ffir die baupmktisch maBgebenden Kipplastwerte. 

1st der Einspanngrad des linken Tragerendes grundsatzlich doppelt so groB als der des 

rechten Tragerendes - gilt also ~ = 2 ~ und daher c = 1/2 - dann besitzen die Losungen 
7:1 7:, 

der Kippbedingung (031) die gleichen Grenzwerte wie friiher; sie liegen jedoch, wie die Kurven 
"c= 1/2" in der Abb. 13 erkennen lassen, ein wenig hoher. Betragt der linke Einspann-

grad jeweils bloB 20 % des rechten - gilt also ~ = -51 • ~ und daher c = 5 - dann liegen die 
7:1 7:, 

Losungen der Kippbedingung (0 31), wie die Kurven "c = 5" in der Abb. 13 zeigen, ein wenig 
tiefer als die ftir c= 1 gefundenen Losungskurven. Die in den Abb. 12 und 13 gezeichneten 
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Kurven finden sich zum Teil schon bei Weinhold l und in zwei Arbeiten iiber die Knick
stabilitat elastisch eingespannter Druckstabe, die Boros 2 und Inada 3 zum Verfasser haben. 

Wird der untersuchte, auf Druck und reine Biegung beanspruchte I-Trager an seinen 
Enden an der Verdrillung gehindert und an einem dieser Enden mit einem unbelasteten 

a ----r-- -~E- -3 den AnschluB mit Hille eines waagerecht ~ ~ 
Nachbartrager verbunden (wobei wir 

. I an #;l; ~ liegenden Gelenkbolzens durchfiihren 

d 

I IDl ' "" I I • I h E' L.-I~ 1 I miissen, wenn WIT otrec te mspann-
: I. I momente vom auskippenden Trager fern-

I 
I. 

D 

halten wollen), dann iibt dieser Nach
::£E~~~~~~~~~~~~;;-3-~ bartrager in waagerechter Richtung eine -;K:K - ~ ~ elastische Einspannung aus, deren Grad 

! T : : von der GroBe seiner waagerechten Biege-
l I 'I 

steifigkeit BN und seiner Stiitzweite IN 
abhangt. Ubertragen wir ein Losungs-

~o 

-E!!;;;;'~====-±=i :~f::rni;~!::!~~k~~::n~;s:c~::;:~ ~~ ~ K 
I I arniihrt, sinngemaB auf dieses ipp-Pro-
I "I 

blem, dann konnen wir die folgenden 
Feststellungen machen: Besitzt der Nach
bartrager die gleichen Abmessungen wie 
der untersuchte Trager (Abb. 14a), dann 

gilt Tr = 3l~N = 3 ~, iZ = 00 und daher 
a = 1/3, c = 00, so daB sich als kleinste 
Losung von (031) der Wert lik= 1,188 n 
ergibt. Lauft der Nachbartrager iiber 

Abb. 14. zwei gleichlange Felder durch (Abb.14 b), 
dann wird yk= 1,205n; besitzt er die 

Langel, ist er jedoch an beiden Seiten des untersuchten Tragers angeordnet (Abb. 14c), 
dann wird a = 1/3, c = 1 und demgemaB lik = 1,382n. SchlieBen wir diese beiden Nachbar
trager zu einem Tragerdreieck zusammen, wie es die Abb. 14d in del' Draufsicht zeigt, 
dann wird die Einspannwirkung weiterhin erhoht, da sich del' eine del' beiden Nachbar
trager (wie die Abb. 14d erkennen laBt) in waagerechter Richtung S-formig verbiegen muB; 
die kleinste Losung von (0 31) steigt dann auf den Wert yk= 1,46n an. 

§ 10. Der Trager wird in waagerechter Richtnng 
dnrch einen axial belasteten Nachbartrager elastisch eingespannt. 
Wird del' untersuchte, durch die Druckkraft D und die gegengleichen Endmomente lIn 

belastete und im weiteren kurz als "Haupttrager" bezeichnete Trager an beiden Enden 
an del' Verdrillung gehindert und auBerdem an seinem rechten Ende mit Hilfe eines 
waagerecht liegenden Gelenkbolzens an einen Nachbartrager angeschlossen, del' die gleichen 
Abmessungen wie del' Haupttrager aufweist und durch eine Axialkraft DN belastet 
ist (Abb. 15), dann hangt die Einspannwirkung dieses Nachbartragers und damit auch 
das Losungsergebnis unserer Kippuntersuchung zusatzlich von del' GroBe und dem 
Vorzeichen del' Kraft DN abo 

Um den EinfluB, den die Kraft DN auf den Einspanngrad nimmt, klarzustellen, denken 
wir uns den axial belasteten Nachbartrager vom Haupttrager abgeschnitten und an del' 
Schnittstelle del' Wirkung eines waagerechten Endmomentes Mo = 1 ausgesetzt. Zur Be
stimmung des in diesem Zustand auftretenden, auf die Querschnitts-Minimumachse (vgl. 
Abb. 1 b) bezogenen Biegemomentes M stehen uns die allgemeinen Beziehungen (A 21) zur 

1 Weinhold, J.: Wie FuBnote 2, S.23. - 2 Boros, P.: Wie FuBnote 3, S.23. 
3 Inada, T.: Wie FuBnote 3, S. 23. - 4 Borkmann, K.: Wie FuBnote 3, S.23. 
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Verfiigung, die hier 

(050) M = -Ml D-SN·y+K1 l: + Ku , 

lauten und nach Beachtung von (A 6) und (A 7) zur Gleichung 

(051) d2y (X) BN·--SN·y+M 1-- =M·D d X2 0 IN 1 

fiihren. Da der Nachbartrager beim Auskippen des Haupttragers keinerlei Verdrillung enahrt, 
verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, so daB wir einfach 

(052) d2Y_SN.y+Mo(I_~)_O 
dX2 BN BN IN-

erhalten; hierbei gilt SN=-DN, wenn der Trager durch eine Druckkraft belastet ist, und 
S N = + Z N, wenn er gezogen wird. Ermitteln wir die allgemeine Losungdieser Differential
gleichung und berechnen wir die beiden Integrationskonstanten mit Hille der beiden Rand
bedingungen x=O, y=O und x=IN, y=O, dann konnen wir die waagerechte Biegelinie 
und damit auch die unter dem Angriff Mo = I auftretende Endverdrehung 0 festlegen. Wir 
gelangen so zu den Beziehungen 

3(I-L) ~ IN tgrp DN 
o = 3 BN . rp2 ,q; = IN BN' 

3(~-1) lffN 
Zugbelastung: 0 = 3 ~N . ;tg; ,q; = IN V ~, 

(053) 
Druckbelastung: 

in die wir nach Voraussetzung BN=B und IN=I einzusetzen haben. Der Wert 0 wird
ahnlich wie der in Abb. 8b angegebene Wert Or - zur Festlegung der rechten Ein
spannziffer des Haupttragers ver
wendet und dient zur Bestim
mung der in unserer Kippbe
dingung (031) zur Geltung kom-

d Hill ·'B B7:r· t men en sgro e a= -l-; IS 

DN bzw. ZN gleich Null, dann 
wird der in (0 53) an zweiter 
Stelle stehende Faktor gleich 

Eins und daher 0 == Or = 3lB . 

Am linken Ende ist der 
Haupttragereinspannungsfrei ge-

lagert so daB ~==~ =0 und 
, 7:1 C7:r 

daher c = 00 wird. Setzen wir die 

gefundenen Kennzahlen a = B l7:r 

und c = 00 in die Kipp bedingung 
(031) ein und berechnen wir den 
kleinsten Losungswert V k, dann 
Mnnen wir mit Hille von (0 33) 
bis (036) die Beziehungen fiir die 
gesuchte kleinste Kipplast an
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schreiben. 1st DN = 0, dann gelangen wir zu dem in Abb. 14a dargestellten Fall und damit 
zum Losungswert -Vk = 1,188n. 1st DN positiv (Druckkraft), dann wird die Einspannwirkung 
des Nachbartragers herabgesetzt und daher auch VIC v~kleinert; ist DN negativ (Zugkraft), 
dann erfahrt die Einspannwirkung und damit auch Vk eine Erhohung. 

In Abb. 15 sind die kleinsten Losungen k der Kippbedingung in ihrer Abhangigkeit von 
der Axialkraft DN des Nachbartragers dargestellt worden; auf der Abszissenachse wurden 

die Werte ~; und auf der Ordinatenachse die Werte k/n2 aufgetragen. 1st DN= 0, 
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da,.nn ergibt sich k/n2 = 1,41 und damit Vk = 1,188n, wie wir schon in Abb. 14a angegeben 
haben. 1st DN negativ (Zugkraft), dann E!teigt k/n2 langsam an; ist DN jedoch positiv (Druck-

kraft), dann sinkt k/n2 rasch ab und erreicht im Sonderfall DN= :n;;2B den Wert k/n2= l. 
In diesem Sonderfall befindet sich der Nachbartrager mit Bezug auf die waagerechten 
Ausbiegungen im Eulerschen Knickzustand, so daB er auf den Haupttrager keinerlei 
Einspannwirkung auszuiiben vermag; die gefundene kleinste Losung Vk = n ist daher die 
gleiche, die wir bei der Kippuntersuchung des beiderseits einspannungsfrei gelagerten 
Tragers (vgl. den § 4 dieses Abschnittes) gewonnen haben. 

1st die Druckkraft im Nachbartrager groBer als die zum waagerechten Ausknicken 

erforderliche Eulerlast DN = :n;~f, dann tritt im Kraftespiel ein grundsatzlicher Wandel 
ein, da nun nicht mehr der Nachbartrager den Haupttrager, sondern umgekehrt der 
Haupttrager den iibermaBig gedriickten Nachbartrager zu stiitzen versucht. Dem
entsprechend wird die der tiefsten Verzweigungsstelle des Tragerpaares zugeordnete Losung 

4 kleiner als 1 und daher die Kippbelastung ID1k , Dk kleiner als im Fall des beider:n; 
seits einspannungsfrei gelagerten Tragers. Nimmt DN den Wert DN= 1,41 :n;;.B 
an, dann sinkt die kleinste Losung k der Kippbedingung auf Null herunter; dieser Losung 
entspricht, wie wir aus der Gleichung (C 34) entnehmen, entweder der Fall ID1 = 0, D = ° 
(unbelasteter Haupttrager) oder aber der Fall eines durch Endmomente ID1 =F ° belasteten 
Haupttragers, der zur Kompensation dieser Momentenbelastung die zusatzliche Zugbe-

lastung Z=-D= ~2 erfahrt. 

1st die Druckkraft im Nachbartrager DN> 1,41 :n;~2B und solI die Verzweigungsstelle des 

Gleichgewichtes nicht iiberschritten werden, dann muB im Haupttrager eine Zugkraft Z 
zur Wirkung gelangen. Diese Zugkraft muB schon im Fall ID1 = ° von Null verschieden 
sein und umso groBer angesetzt werden, je groBer die zusatzlich vorhandenen Endmomente 
ID1 sind; denn die Verzweigungsstelle des Tragerpaares wird hier, wie uns die Abb. 15 lehrt, 
schon bei einem negativen Losungswert k erreicht. Diese negativen Werte k wachsen bei 
geringfiigigen Erhohungen von DN sehr stark an, so daB es notwendig ist, bei der Dar
stellung der gefundenen GesetzmaBigkeit einen projektiv verzerrten OrdinatenmaBstab 
zu verwenden; der diesbeziigliche Teil der Losungskurve ist im Diagramm Abb. 15 getrennt 
gezeichnet worden. 

Nimmt die Druckkraft DN des Nachbartragers den Grenzwert DN = 2,0457 :n;;.B = 20,19 ~ 
an (d. i. die Eulersche Knicklast, die dem Nachbartrager mit Bezug auf waagerechte 
Ausbiegungen zugeordnet ist, wenn er an seinem linken Ende vollkommen starr ein
gespannt wird), dann laBt sich das Instabilwerden des Gleichgewichtes auch durch die 
Anordnung einer unendlich groBen Zugkraft Z = 00 nicht aufhalten; der Endpunkt der 
in der Abb. 15 dargestellten (der tiefsten Verzweigungsstelle des untersuchten Tragerpaares 

zugeordneten) Losungskurve ist demnach an der Stelle mit der Abszisse ~~~2 = 2,0457 und 
der Ordinate kjn2 = - 00 gelegen. 

Das Diagramm Abb. 15 weist in seinem Aufbau eine Symmetrie beziiglich der durch 
den Koordinatenursprung gehenden, unter 45° geneigten Geraden auf und dementsprechend 
findet sich das getrennt gezeichnete, im projektiv verzerrten MaBstab dargestellte Kurven
stiick auch im Bereich der negativen Abszissenwerte vor (Abb. 15, links oben). Die 
gewonnene Losungskurve stimmt hinsichtlich ihres Verlaufes mit einer der Losungskurven 
iiberein, die Borkmann1 im Rahmen seiner Untersuchungen iiber die Knickstabilitat 
elastisch eingespannter Druckstabe in der zweiten der genannten Abhandlungen 
veroffentlicht hat. Es sei erwahnt, daB Borkmann diese Knickuntersuchungen auch auf 
den Fall BN=F B, IN=F 1 ausgedehnt und dariiber hinaus auch die Losung fUr einen Druck
stab entwickelt hat, der an beiden Enden mit axial belasteten Nachbarstaben verbunden ist. 

1 Borkmann, K.: Wie FuBnote 3, S.23. 
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Ein grundsatzlich anderes Kipp-Problem liegt vor, wenn zwei auf Druck und Biegung 
beanspruchte Trager nebeneinander liegen und durch Querrippen miteinander ver
bunden sind. Dieses Problem - das im Flugzeugbau bei der Stabilitatsuntersuchung der 
Holm-Rippen-Roste auftritt - ist unter der Voraussetzung, daB die beiden Tragereinen 
"flanschlosen" Querschnitt besitzen (vgl. dazu den Abschnitt F) und daB die Rippenwirkung 
langs der Tragerachse gleichmaBig aufgeteilt werden darf, von Weinhold 1 der Losung 
zugeftihrt worden. 

D. Das Auskippen des durch eine stetig verteilte Querlast, 
durch Endmomente und durch Endquerkrafte belasteten I-Tragers. 

§ 1. Der allgemeine Fall. 
1st der Trager in axialer Richtung unbelastet, gilt also S = 0, dann geht die Differential

gleichung (A 27), die wir fiir einen Trager mit konstanter Flanschachsenentfernung abgeleitet 
haben, in die Gleichung 

(D 1) ~{B 0 . [fJ ({}"" + 2 Bin {}'" + BFl {}") _{}" _ 0' {}' _ Mil2 
{} _ pl2e {}]} = 0 

d~ Ml BFl BFl 0 BO 0 

tiber, in der die Striche Ableitungen nach der dimensionslosen Zahl ~ =xjl bedeuten und die 
HilfsgroBe fJ durch die Beziehung 

(D2) R _ BFI. (~)2 
P - 0 2l ' ( ;l r = const , 

festgelegt wird. Hierbei stellt 
B die auf die Querschnitts-Minimumachse (vgl. Abb. 1 b) bezogene Biegesteifigkeit des 

Tragers, 
BFI die auf diese Achse bezogene Biegesteifigkeit des Flanschenpaares (die nahezu so groB 

wie B ist), 
C die Drillungssteifigkeit des Tragers, 
p die orlliche Intensitat der stetig verteilten, lotrechten (auch wahrend des Auskippens 

lotrecht bleibenden) Querbelastung, 
e die lotrechte (nach oben positiv gezahlte) Entfernung der Elementarlast p . dx von der 

Tragerachse, 
Ml das durch die Querlast p, die lotrechten Endquerkrafte PI> P 2 und die lotrechten End

momente 9)11' 9)12 hervorgerufene, auf die Querschnitts-Maximumachse bezogene Biege
moment, 

h die gegenseitige Entfernung der beiden Flanschachsen und 
l die Tragerlange vor; 

B, BFb C, fJ, p, e und Ml diirfen stetige Funktionen von ~ sein, wahrend 
h und l Konstante sind. 
Die allgemeine Losung der linearen, homogenen Differentialgleichung (D 1) besitzt sechs 

Integrationskonstante, die durch sechs Randbedingungen bestimmt werden. Vier von diesen 
sechs Randbedingungen beziehen sich auf die Verdrillung des Tragers und den Verlauf 
seiner Achse, wahrend die beiden restlichen - wie wir schon im Abschnitt C an Hand von 
Abb.9 dargelegt haben - auf die Verwolbung der Querschnittsebenen Bezug 
nehmen. Wird diese Querschnittsverwolbung an einem der beiden Tragerenden gewaltsam 
verhinderl, dann lautet die zugehOrige Randbedingung in Ubereinstimmung mit (C 18) 

(D 3) {}i ~ ~~ = 0; 

kann sie sich jedoch frei ausbilden, dann wird die zugeordnete Randbedingung in Uberein
stimmung mit (C 19) durch die Beziehung 

(D 4) {}" = d2
{} - 0 - d/;2 -

ausgedrtickt. 

1 Weinhold, J.: Z. angew. Math. Mech. Bd.17 (1937) S. 270 und Bd. 18 (1938) S.272, sowie Ing.-Arch. 
Bd.9 (1938) S.411. 
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Hatten wir beispielsweise das Kipp-Problem eines Tragers zu untersuchen, der an beiden 
Enden in eine starre Masse eingegossen ist, dann miiBten wir durch die sechs Randbedingungen 
zum Ausdruck bringen, daB an den beiden Enden nicht nur die Verdrillung des Tragers, 
sondern auch die Verdrehung der Achsentangente und die Verwolbung der Querschnitts
ebenen restlos verhindert wird; die sechs Randbedingungen wiirden daher (vgl. dazu auch 
die Abb. 9 d) 

(D 5) { ~ = 0, 1J = 0 und y' = 0 und 1J' = 0 
~ = 1, 1J = 0 und y' = 0 und 1J' = 0 

lauten_ Fiihren wir die allgemeine Losung von (D1) in (D 5) em, dann gelangen wir auf 
ein System von sechs linearen, homogenen Gleichungen, das nur dann eine von der tri
vialen Nullosung verschiedene Losung flir die sechs Integrationskonstanten besitzt, wenn 
seine Koeffizientendeterminate LlK (d. i. eine sechsreihige Determinante) verschwindet. 
Die Gleichung Ll K = 0 stellt daher die gesuchte Kippbedingung VOL 

§ 2. Der Kragtrager nnd del' einf'ache Balkentrager 
mit "Gabellagernng". 

Integrieren wir die DiHerentialgleichung (D 1) zweimal nach ~, dann erhalten wir 

(D 6) fJ· (1J"" + 2 Bln 1J'" + BFI 1J")-1J"- 0' 1J' _ Mil 2 1J _ P 12 e 1J =_ M l l2 (K ~ + K ) 
BFI BFI 0 BOO B 0 I II , 

wobei die GroBen KI und Kn die Dimension eines Momentes besitzen und die Integrations
konstanten vorstellen. Es sind dies die gleichen Integrationskonstanten, denen wir schon in 
der Grundgleichung (A 24) begegnet sind; denn wenn wir in jener Grundgleichung S = 0 

setzen, ffir d~D den Ausdruck (A 25) einfiihren und an Stelle von x die dimensionslose 

Zahl ~= T als unabhangige Veranderliche verwenden, geht (A 24) unmittelbar in unsere 
Di£ferentialgleichung (D 6) liber. Wir dfirfen daher ffir K1 , Kn die im Abschnitt A ange
gebenen Beziehungen (A 21) und (A 22) anschreiben, die hier mit Rlicksicht auf S = 0 einfach 

{ Kn = (M1 ' 1J + M)x=o 
(D 7) KI = (M1 ' 1J + M)x=l-Kn , 
bzw. 

(D 8) I KI = l· (Q l 1J - Q) = const 

KII = (Ml 1J+M -K1 · ~) = const, 

lauten; hierbei stellt Ml das auf die Maximumachse des Tragerquerschnittes bezogene Biege
moment, Q1 die auf dieser Achse senkrecht stehende Querkraft, M das infinitesimale, auf die 
Minimumachse des Tragerquerschnittes bezogene Biegemoment, Q die infinitesimale, auf 
dieser Achse senkrecht stehende Querkraft, 1J den infinitesimalen Drillwinkel und l die 
Tragerlange vor. 

Wenn bei der Ausbildung des unendlich wenigausgekippten Gleichgewichtszustandes 
sowohl M als auch Ml oder 1J an beiden Tragerenden verschwindet, oder wenn sich ffir 
zwei beliebige Querschnittsstellen aussagen laBt, daB (Ql 1J-Q) bzw. (Ml 1J+M) gleich Null 
ist, dann gilt wegen (D 7) und (D 8) 

(D 9) K I = K II = 0, 
so daB (D 6) die Form 

(D 10) BFI BFI 0 BOO ' 1 
fJ· (1J"" + 2 Bin 1J'" + BFI 1JII) _ 1J" _ 0' 1J' _ M~ 12 1J _ P 12 e 1J = 0 

fJ = BJI . (2\ y, ( ;1 y = const, 

annimmt. Die allgemeine Losung dieser Di£ferentialgleichung, die bloB von vierter Ord
nung ist, enthalt vier Integrationskonstante, zu deren Bestimmung vier Randbedin
gungen aufgestellt werden mlissen; zwei von diesen Randbedingungen beziehen sich auf 
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die V erdrillung und den Achsenverlauf des Tragers, die beiden restlichen auf die Verwol
bung der Endquerschnittsebenen. Fiihren wir die allgemeine Losung in die Randbedingungen 
ein, dann gelangen wir auf ein System von vier in den Integrationskonstanten linearen, 
homogenen Gleichungen, das nur dann eine von der trivialen N ullosung verschiedene 
Losung besitzt, wenn seine Koeffizientendeterminante LlK (d. i. eine bloB vierreihige 
Determinante) verschwindet; die Gleichung LlK= ° stellt daher die gesuchte Kippbedin-
gung vor. 

Haben wir beispielsweise die Kippstabili
tat des in Abb. 16a dargestellten Krag- oder 
Konsoltragers zu untersuchen, der durch eine 
stetig verteilte, lotrechte (auch wahrend des a 
Auskippens lotrecht bleibende) Querlast p und 
eine am freien Tragerende angreifende, lot- pl--------- ------~ 
rechte (auch wahrend des Auskippens lotrecht 
bleibende) Einzellast P belastetist, dannkonnen 
wir diese Untersuchung mit der Feststellung 
einleiten, daB im infinitesimal ausgekippten 
Gleichgewichtszustand an der Querschnitts
stelle X= ° sowohl M als auch Ml ver
schwindet, und daB an der Querschnitts
stelle x=l nicht nur {}, sondern (da die 
Belastung wahrend des Auskippens nach Vor
aussetzung lotrecht bleibt) auch M und Q 
gleich Null ist; mit Rticksicht auf (D 7) oder 
(D 8) wird daher KI = Kn = 0, so daB wir 

c 

an Stelle von (D 1) die einfache Differential
gleichung (D 10) verwenden diirfen. Von den 
vier Randbedingungen, die wir der allgemei
nen Losung von (D 10) auferlegen mtissen, 
enthalt die erste eine Aussage tiber die GroBe 
des Drillmoments am freien Tragerende; sie 
lautet MD = 0, wenn wir annehmen, daB die d 
Einzellast P im Schwerpunkt des Endquer
schnittes angreift. Die zweite Randbedingung 
bringt zum Ausdruck, daB der Drillwinkel {} 
an der Einspannstelle verschwinden muB, und 
die beiden restlichen beziehen sich auf die 
Querschnittsverwolbung und fordern die Er
fiillung der Gleichung (D 4) fUr den freien und 
der Gleichung (D 3) fUr den eingespannten 

------iP 

Abb.16. 

Endquerschnitt. Da die im Abschnitt A fUr das Drillmoment abgeleitete Beziehung (A 11) 
wegen h = const 

(D11) MD = ~[{}'-p({}'''+ ~:~{},,)], p= BJI (:lY' 
lautet, nehmen die vier Randbedingungen des Kipp-Problems in jenen Fallen, in denen 
die Einzellast P im Schwerpunkt des Endquerschnittes angreift, die Form 

{ ~ = 0, ({)' -P{}"') = 0, und {}" = ° (D 12) 
~ = 1, {} = ° und {} = ° 

an. 
Untersuchen wir die Kippstabilitat des in Abb. 16b dargestellten Balkentragers, der 

an seinen heiden Enden durch "Gabeln" (vgl. dazu die Abb. 2 und 16c) an der Verdrillung 
gehindert wird und eine stetig verteilte, lotrechte (auch wahrend des Auskippens lotrecht 
bleibende) Querbelastung p erfahrt, dann konnen wir schon bei Beginn dieser Untersuchung 
feststellen, daB im infinitesimal ausgekippten Gleichgewichtszustand nicht nur {}, sondern 
auch M und Q an beiden Tragerenden sicher gleich Null ist; aus (D 7) oder (D 8) folgt dann 

Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues, Heft 2. 3 
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K1=Kn=0, so daB wir an Stelle von (D 1) die einfache Differentialgleichung (D 10) ver
wenden dUrfen. Von den vier Randbedingungen, die wir der allgemeinen Losung von (D 10) 
aufzuerlegen haben, fordert die erste und zweite fiir die beiden Tragerenden das Verschwinden 
des Drillwinkels {}, wahrend die dritte und vierte ZUlli Ausdruck bringt, daB sich die Endquer
schnittsebenen gemaB Abb. 16c (da keinerlei Stirnplatten nach Abb. 9c angeordnet sind) un
gehindert verwolben konnen; die vier Randbedingungen nehmen somit die Form an 

{ ~ = 0, {} = 0 und {}" = 0 
(D 13) 

~ = 1, {} = 0 und {}" = o. 
Raben wir die Kipp-Stabilitat des in Abb. 16d gezeichneten (gleichfalls in Gabeln ge

lagerten, jedoch beztiglich der Mitte symmetrisch ge bauten und symmetrisch be
lasteten) Balkentragers zu untersuchen, dann ist es zweckmaBig, die halbe Sttitzweite 
des Balkens als "Tragerlange 1" einzufiihren und demgemaB den Mittenquerschnitt des 
BaIkens als "rechten Endquerschnitt" dieses Tragers anzusehen; es darf dann auch eine 
lotrechte, in der Balkenmitte angreifende Einzellast Pals Belastung zugelassen 
werden, da diese Einzellast fiir unseren Trager eine "Endquerkraft" bedeutet. 1m in
finitesimal ausgekippten Gleichgewichtszustand ist an der Querschnittsstelle x = 0 - da 
wir ein Gabellager angeordnet haben und von der Belastung voraussetzen, daB sie auch 
wahrend des Auskippens lotrecht bleibt - sicher {} = 0, M = 0 und Q = 0, so daB sich 
aus (D 8) KI = Kn = 0 ergibt und die Differentialgleichung (D 1) die einfache Form (D 10) an
nimmt. Von den vier Randbedingungen, die wir der allgemeinen Losung von (D 10) auf
erlegen mtissen, beziehen sich die beiden ersten auf die Stelle x = 0 und bringen zum Aus
druck, daB hier der Drillwinkel {} verschwinden muB und die Querschnittsverwolbung (da 
wir keine Stirnplatte nach Abb. 9c angeordnet haben) frei moglich ist. Die beiden restlichen 
Randbedingungen beziehen sich auf die Querschnittsstelle x = 1 (BaIkenmitte) und enthalten 
eine Aussage tiber die GroBe des hier vorhandenen Drillmomentes Mn und eine Aussage 
tiber die an dieser Stelle auftretende Querschnittsverwolbung. Greift die Einzellast P im 
Querschnittsschwerpunkt an und suchen wir die tiefste Verzweigungsstelle des Gleich
gewichts, dann gilt Mn = 0 und {}' = 0, da die Kippfigur symmetrisch zur Balkenmitte 
verlauft und die Querschnittsverwolbung in der Symmetrieebene verschwinden muB; die 
vier Randbedingungen nehmen in diesem Fall die Form 

{ ~ = 0, {} = 0 und {}" = 0 
(D 14) ~ = 1, Mn = 0 und {}' = 0 

an, wobei die Forderung Mn = 0 durch die Forderung {}'" = 0 ersetzt werden kann, wenn 
wir (D 11) berticksichtigen und beachten, daB an der Stelle ~ = 1 wegen der vorausgesetzten 
Symmetrie nicht nur {}' sondern auch BFl verschwindet. 

§ 3. Zahlenbeispiel: Del' dnrch eine Einzellast belastete Kragtrager 
mit konstantem Qnerschnitt. 

Wir suchen die kleinste Kipplast des in Abb. 17 a dargestellten Kragtragers, der die 
Lange 1 = 5,00 m besitzt, am rechten Ende starr eingespannt ist und am freien Ende 
eine lotrechte (auch wahrend des Auskippens lotrecht bleibende) Einzellast P tragt; der 
Angriffspunkt dieser Einzellast ist auf der Minimumachse des Endquerschnittes in der 
Entfernung e vom Schwerpunkt des Querschnittes gelegen, wobei e positiv gezahlt wird, 
wenn sich der Angriffspunkt oberhalb des Schwerpunktes befindet. Fiir den Trager
querschnitt wahlen wir einen konstanten, doppeltsymmetrischen 1- Querschnitt mit der 
Flanschachsenentfernung h = 0,50 m; die auf die Minimumachse des Querschnittes bezogene 
Biegesteifigkeit des Tragers sei B= 57,00 tm2, die auf diese Achse bezogene Biegesteifigkeit 
des Flanschenpaares sei BFl ~ B und die Drillungssteifigkeit sei 0 = 2,38 tm2. Es sind dies 
die gleichen Werte, die den von TimoshenkoI, Foppl2 und Rartmann 3 vorgeftihrten 

1 Timoshenko, S.: Z. Math. u. Physik Bd. 58 (1910) S. 360. 
2 Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang, Bd.2, 2. Aufl., S.334. 
3 Hartmann, F: Wie FuBnote 3, S. 10. 
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Zahlenbeispielen (bei letzterem mit der Abanderung h = 0,492 m statt 0,500 m) zugrunde 
liegen; wenn wir uns auf einen Trager in ges ch weiBter Ausfiihrung beziehen, entsprechen 
sie angenahert dem in Abb.17b dargestellten, aus einem Stegblech 488·9 und je einer 
Gurtplatte 110· 12 gebildeten Trager (vgl. dazu den § 1 des Abschnittes A). 

Da M1=-P· x=-Pl'~, p=O, B=const, BFl = const, O=const ist und daher 

P = Bp ( ;1 ) 2 = const, Bin = B'F1 = 0' = 0 gilt, geht die Differentialgleichung (D 10) in die 

einfache Gleichung 

(D 15) Rf}'"'_f}"- P 2 14 1::2f} = 0 f}"" = d4
{} f}" = d2

{} 
fJ BO <; , - d~4 , - d~2 , 

iiber, die unter Zuhi1fenahme geometrischer Uberlegungen schon von Timoshenko1 ab-
gel.eitet .. worden ist. Fiihren wir die ~p 

HillsgroBe _ . ~~ ~I 
(D 16) k = Pd2 a'" ----+---------------ilO:f-=-+-

x=~l-----l 
ein, dann laBt sich (D 15) auch in der 1__-------l=5,oom.--------t 
Form 

schreiben, wobei in unserem Zahlenbei
spiel 

I P == B~l O( ;1 r = 0,059874, 
(D 18) 

B = 0,041754 

betragt. 
Von den vier Randbedingungen, die 

wir der allgemeinenLosungvon (D 15) auf

p 

(E_11f}o1Z 

-'188-9 

-11f1-12 
b 

p 

c 
Abb.17. 

erlegen miissen, enthalt die erste eine Aussage iiber die GroBe des Drillmomentes am freien 
Tragerende, wahrend die zweite zum Ausdruck bringt, daB der Drillwinkel f} an der Einspann
stelle des Tragers verschwinden muB; die beiden restlichen Randbedingungen beziehen sich 
auf die Verwol bung der Querschnittsebenen und fordern fiir die Stelle x = l die Erfiil
lung der Gleichung (D 3) und fiir- die Stelle x = 0 - da hier die Querschnittsverwolbung 
durch keinerlei Stirnplatte behindert wird - die Erfiillung der Gleichung (D 4). Fiir 
das am freien Tragerende vorhandene Drillmoment ergibt sich (vgl. dazu Abb. 17 c) die 
Beziehung 
(D 19) Mn!g=o= - p. e' f}!~=o' 
die, WeIm wir fiir Mn den aus (D 11) gewonnenen Ausdruck 

(D20) Mnl~=o= ~ (f}'I~=o-p·f}II'I~=J 
einfiihren und die HilfsgroBe (D 16) verwenden, in die Gleichung 

(D21) f}'1 -p'f}II'1 +k·!!...·f}1 =0 
~=o ~=o 1 0=0 

iibergeht. Die vier Randbedingungen konnen somit in der Form 

(D 22) 

geschrieben werden. 

t ~ = 0, {j' - P f}"' + k . f . f} = 0 und f}" = 0 

~ = 1, {} = 0 und f}' = 0 

Die Losung der Differentialgleichung (D 17) setzen wir als Potenzreihe 
00 

(D 23) f} = '!90 + f}~ . ~ + 61,8 (f)~ + k f f}o)' ~3 + 2: an . ~ 
n=5, 6, 7··· 

1 Timoshenko, Wie FuBnote 1, S.34. 

3* 
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au, die - wie wir leicht feststellen kannen - schon die beiden ersten der vier Rand
bedingungen (D 22) erfiillt; die GraBen Do und D~ sind hierbei (ebenso wie die Beiwerte an) 
Konstante und stellen die am freien Tragerende (;= 0) auftretenden Werte des Drillwinkels 
und seiner ersten Ableitung vor. Fiihren wir (D 23) in die Differentialgleichung (D 17) ein 
und ordnen wir die linke Seite dieser Gleichung nach steigenden Potenzen von ;, dann 
erhalten wir - da die Koeffizienten aller dieser Potenzen verschwinden mussen, wenn (D 17) 
erfiillt sein soli - eine ausreichende Zahl von Gleichungen, um samtliche Beiwerte an durch 
die beiden Sonderwerte Do, D~ ausdrucken zu kannen. Nach der Berechnung der an enthalt 
die Reihe (D 23), die nunmehr sowohl die beiden ersten Randbedingungen als auch die 
Differentialgleichung erfiillt, auBer der gesuchten HilfsgraBe k (dem "Eigenwert" des ma
thematischen Problems) nur mehr die Konstanten Do und D~, zu deren Bestimmung die 
beiden letzten der vier Randbedingungen (D 22) zur Verfugung stehen. Fiihren wir den 
Ausdruck fiir D in diese beiden Randbedirigungen ein, dann gelangen wir auf ein System 
von zwei in den Konstanten Do, D~ linearen, homogenen Gleichungen, das nur dann eine 
von der trivialen Nullasung (Do=O, D~=O, aile an=O, somit D=:=O) verschiedene 
Lasung besitzt, wenn seine Koeffizientendeterminante LlK verschwindet. Die Gleichung 
LlK= 0 stellt daher die gesuchte Kippbedingung vor; sie dient zur Ermittlung der Eigen
werte k und damit zur Bestimmung der den Verzweigungsstellen des Gleichgewichtes zu
geordneten Kipplasten.F}.. Eine baupraktische Bedeutung kommt hierbei nur dem klein
sten der reellen und positiven Eigenwerte zu, den wir mit min k bezeichnen und zur Fest
legung der kleinsten idealen Kipplast 

(D 24) . p. . k C mIll k = lllln . 12 

verwenden. 
Nehmen wir beispielsweise an, daB die Einzellast P im Schwerpunkt des oberen 

Flansches angreift (Abb. 17a), dann gilt e = + : = + 0,25 m und f = + 0,05, so daB 
der Ansatz (D 23) die Form 

00 

(D 25) D = Do + D~ ; + (2, 78363D~ + 0,13918 k Do) • ;3 + .E an . ;n 
n = 5,6,7··· 

annimmt und zur Kippbedingung 

(D 26) 1 
+ 29,7819 -1,1249· k - 3,0840.10-2 • k2 + 5,096·10-4· k3 + 
+ 3,185' 10-6 • k4 - 2,929.10-8 • k 5 -1,20 . 10-10 • k 6 + 1,67' 10-12 • k7 + 
+ 1,0· 10-14 • k8 - 4,6· 10-17 • k9 + ... = 0 

fiihrt; die kleinste Lasung dieser Kippbedingung betragt min k= 19,66 und liefert fiir die 
kleinste Kipplast den Wert 

(D 27) minPk = 19,66 2~~~ = 1,872t. , 

Greift die Einzellast P im Schwerpunkt des unteren Flansches an, so daB 

e = - : = - 0,25 m und daher f = - 0,05 ist, dann wird eine Kippbedingung erhalten, 
die sich von (D 26) bloB dadurch unterscheidet, daB die Beiwerte von k, k3 , kS, ... das 
entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen. Die kleinste Lasung dieser neuen Kippbedingung 
lautet mink=41,19 und ergibt 

(D 28) min Pk = 3,921 t, 

wobei bemerkt sei, daB die unter dieser Kipplast auftretende graBte Biegerandspannung 
max a= 1,9 t/cm2 schon in der Nahe der Proportionalitats- und Elastizitatsgrenze des ver· 
wendeten Werkstoffes (Baustahl St 37) gelegen ist. 

Greift die Einzellast P :weder im oberen noch im unteren Flanschschwerpunkt sondern 
im Schwerpunkt des Tragerquerschnittes an, ist also e=O und daher auch e/l=O, 
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dann wird eine Kippbedingung erhalten, die sich von (D 26) dadurch unterscheidet, daB die 
Glieder mit den ungeraden Potenzen von k verschwinden. Die kleinste Losung dieser Kipp
bedingung betragt min k = 32,90 und liefert 

(D 29) minPk = 3,132 t, 

so daB wir die folgenden Feststellungen machen diirfen: Ruckt der Angriffspunkt der Einzel
last P von der Tragerachse hinauf zur oberen Flanschachse, dann wird die kleinste 
Kipplast des untersuchten Tragers urn 40,2 % vermindert; ruckt er jedoch hinunter zur 
unteren Flanschachse, dann wird diese Kipplast urn 25,2% erhoht. 1m ersten Fall 
wird das Auskippen des Tragers durch das am freien Tragerende wirksame Drillmoment 
(vgl. Abb. 17 c) gefordert, im zweiten Fall jedoch behindert. 

Zahlentafel 2. Werte {}. 

xJl = ° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
h 

1,000 0,893 0,785 0,675 0,561 0,444 0,325 0,210 0,107 0,032 0,000 Fall:e= +2 
h 

Fall:e= - 2 1,000 1,094 1,170 1,207 1,186 1,088 0,908 0,655 0,368 0,115 0,000 

Fall: e = ° 1,000 0,957 0,907 0,842 0,755 0,642 0,503 0,345 0,186 0,056 0,000 

Fuhren wir die gefundenen Losungswerte k in das friiher erwahnte System der beiden 
Randbedingungen ein, dessen Koeffizientendeterminante mit L1 K bezeichnet worden war, 
dann laBt sich mit Rille dieses Gleichungssystems die relative GroBe der beiden Konstanten 
Do, D~ und damit auch die relative GroBe aller 
Beiwerte an bestimmen. Setzen wir die gewon
nenen Ergebnisse in (D 23) ein, dann konnen 
wir das Verteilungsgesetz des infinitesimalen, im 

!Zv 
'/1/ 

a 
Augenblick des Auskippens in Erscheinung treten- t 

6 den Drillwinkels 0. bis auf einen gemeinsamen VI a 
Faktor eindeutig festlegen und dieses Gesetz in 

, a 
maBstablicher Verzerrung durch eine Kurve (die 
sog. "Kippfigur") darstellen. Wahlen wir bei a !2 
dieser Darstellung als Einheit des OrdinatenmaB
stabes die am freien Tragerende auftretende 
Verdrillung Do, setzen wir also ganz willkiirlich 
Do = 1, dann erhalten wir in den drei untersuch-
ten Fallen (Last am oberen Flansch, Last am 

o 
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Abb.18. 

unteren Flansch, Last in der Tragerachse) die in der Zahlentafel 2 zusammengestellten 
Werte 0. und damit die in der Abb.18 gezeichneten Kippfiguren; die Verschiedenartigkeit 
des Verlaufes dieser drei Kippfiguren wird verstandlich, wenn wit bedenken, daB am freien 
Tragerende im ersten der drei Falle ein die Kippung forderndes, im zweiten ein ver
schwindendes und im dritten ein der Auskippung entgegenwirkendes Drillmoment 
wirksam ist. 

Raben wir das Verteilungsgesetz des Drillwinkels 0. bestimmt, dann konnen wir mit 
Rille der im Abschnitt A angegebenen allgemeinen Beziehungen auch den Verlauf der 
im Augenblick des Auskippens zur Geltung kommenden WirkungsgroBen u, y, M, Q und 
Mn bis auf einen gemeinsamen Faktor festlegen. Wir wollen von diesen GroBen das in
finitesimale Drillmoment Mn herausgreifen und fur den Fall "Lastangriff am oberen 
Flansch" als Funktion des Querschnittsortes darstellen. Wir konnten hierbei beispielsweise 
von der mittleren der drei Gleichgewichtsbedingungen (A 5) ausgehen, die mit Rucksicht auf 

(A 6) die Form d:!n = M~ M annimmt und nach Einfuhrung der aus (A 20) gewonnenen 

. h M M·n d· G'l· h dMn Mil.n pip 1:2.n li f t N h d E· BeZIe ung =- I·V Ie elC ung ~=-~'U'=-~\O 'U eer. ac em lll-

setzen der fur 0. gefundenen Potenzreihe und der Durchfuhrung der Integration wiirden 
wir so zu einer Reihenentwicklung gelangen, die den gesuchten Zusammenhang zwischen 
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MD und ~ festlegt; die auftretende Integrationskonstante laBt sich hierbei mit Hille von 
(D 19) bestimmen. 

Zu einer wesentlich ubersichtlicheren Darstellung des Drillmomentenverlaufes konnen 
wir gelangen, wenn wir von der Grundbeziehung (D 11) ausgehen. Diese Grundbeziehung 
laBt sich, da der Tragerquerschnitt ein konstanter ist und daher Bn = 0 gilt, in der Form 

(D 30) MD = ~ (f)' - fJ f}"') = [0' ::] + [_ BF~h2 . :3:a] 
schreiben, wobei der erste Term den der normalspannungsfreien Verdrillung (der 
sog. St. Venantschen Verdrillung) zugeordneten Anteil und der zweite Term den der 
Flanschbiegung entspringenden Anteil des dem angreifenden Drillmoment ent
gegenwirkenden Stabwiderstandes vorstellt. Fuhren wir das Verteilungsgesetz, das wir ffir 
den Drillwinkelf} im Fall "e = + hj2" (Lastangriff am oberen Flansch) gefunden haben und 
in welchem der Endwert f}o willkfirlich gleich Eins gesetzt worden ist, hier ein, dann erhalten 

Zahlentafel 3. 

x/l= 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

[0 ::] = -0,5062 -0,5190 -0,5514 -0,5601 -0,4366 0,0000 

[ BFl h2 J,31} ] _ +0,0383 +0,0339 -0,0270 -0,1848 -0,4-616 -0,9444 --4-' dx3 -

MD= -0,4679 -0,4851 -0,5784 -0,7449 -0,8982 -0,9444 

wir die in der Zahlentafel 3 angegebenen Zahlenwerte und den in der Abb. 19' darge
stellten Kurvenverlauf; der ffir x = 0 gewonnene Zahlenwert wird durch die Beziehung 
(D 19) kontrolliert, die gleichfallszum WertMD = -Pk·e·f}o=-I,S72 '0,25'1,00 =-0,4679tm 

-0,8 

a 
fall e=+t V r-

~ 
,...... 

G 
,,--~ ;p / 

"""" V ~ 
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~~_ OF! hZ. d itJ ,- If dx3 

-II 

'--- -- . t a,z x __ D._,If_---!.Il1G '-----z 
9,8 

i£_ 
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Abb. 19. 

7 
/ 

fuhrt. Die Abb.19 lehrt, daB das Drillmoment 
in der Nahe des freien Tragerendes ausschlieBlich 

vom St. Venantschen Term [0' ::] ubernom
men wird, was mit Rucksicht auf die freie Ver
wolbung des linken Endquerschnittes auch zu 
erwarten war; wie wir erkennen, muB dieser 
Term zusatzlich noch einen geringfugigen Drill
momentenbetrag des entgegengesetzten Vorzei

~a chens kompensieren, der von der Verbiegung der 
Flanschen im rechten Tragerteil herruhrt. In 
diesem rechten Teil der Tragerlange nimmt der 
St. Venantsche Anteil immer mehr ab, wahrend 

der durch die Flanschbiegung bedingte Widerstandsanteil [- BF~h2 . ;:~] stark anwachst. 

An der Einspannstelle (x = l) wird der erste Term gleich Null, da die auf die Querschnitts
verwolbung Bezug nehmende Randbedingung - die letzte der vier Randbedingungen 
(D 22) - das Verschwinden von df}jd x vorschreibt; das Drillmoment wird hier zur Ganze 
von den Flanschen ubernommen. 

Das Kipp-Problem des in Abb. 17a dargestellten Kragtragers ist von Hartmann! 
mit Hille der Energiemethode und des Ritzschen Verfahrens untersucht worden; in den 
3 Fallen e= 0,25 m, e = -0,25 m und e = 0 ergaben sich hierbei unter den gleichen Voraus
setzungen - (bloB ffir die Flanschachsenentfernung wurde an Stelle von h = 0,500 m der 
Wert h = 0,492 m in Rechnung gestellt) - der Reihe nach die Kipplasten min Pk = 2,07 t, 
4,40 t und 3,16 t. Die beiden ersten von diesen Werten sind um 10 bzw. 12 % groBer als 
die Losungsergebnisse (D 27) bzw. (D 2S); die GroBe dieser Abweichung ist dadurch be
dingt, daB der in die Rechnung eingefuhrte Ritzsche Naherungsansatz fur das Verteilungs
gesetz des Drillwinkels in den Fallen e = + 0,25 m und e = -0,25 m eine nur unvollkommene 
Anschmiegung an das in Abb. IS dargestellte Verteilungsgesetz gestattet. 

1 Hartmann, F.: Wie FuJ3note 3, S.IO. 
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Der Sonderfall e = 0 (Last im Querschnittsschwerpunkt) ist schon von Timoshenko1 

der Losung zugefiihrt worden. 1m untersuchten Beispielliefert die von Timoshenko ftir 
verschiedene fJ tabellarisch festgelegte (durch die Kurve "k4" in der Abb. 22 graphisch 
dargestellte) Losung 2 den Kipplastwert Pk = 3,11 t, der mit dem Wert (D 29) gut tiberein
stimmt. 

§ 4. Zahlenbeispiel: Der in Gabeln gelagerte, durch eine Mittenlast 
belastete Balkentrager mit konstantem Querschnitt. 

Wir suchen die kleinste Kipplast des in Abb. 20 a dargestellten Balkentragers, der die 
Lange L = 21 = 10,00 m aufweist, an den Enden in Gabeln nach Ab b. 2 und 16 c gelagert 
ist und in seiner Mitte eine lotrechte, wah
rend des Auskippens lotrecht bleibende Einzel
last 2 P zu tragen hat; der Angriffspunkt 
dieser Einzellast liegt auf der Minimumachse 
des Tragerquerschnittes in der Entfernung e 
vom Querschnittsschwerpunkt, wobei e nach 
oben positiv gezahlt wird. Der Tragerquer
schnitt sei der gleiche wie im friiheren Bei
spiel (vgl. Abb. 17b); die Flanschachsenent
fernung betragt somit h = 0,50 m, die auf 
die Minimumachse bezogene Biegesteifigkeit 
B = 57,00 tm2, die auf diese Achse bezogene b 

Biegesteifigkeit des Flanschenpaares BFl R:i B 
und die Drillungssteifigkeit 0 = 2,38 tm2 • 

Der Balken ist beztiglich der Mitte sym
metrisch gebaut und symmetrisch belastet, so 
daB es - im Einklang mit den Darlegungen im 

t p 
§ 2 dieses Abschnittes - zweckmaBig erscheint, 
das Balkensttick der Lange 1 = 5,00 m als 
"Trager" aufzufassen; der Querschnitt am Ort 
x = 1 = 5,00 m stellt dann den "rechten End
querschnitt" dieses Tragers vor und die dort 
wirksame Einzellast ist eine "Endquerkraft", 
deren Wirkung wir im Rahmen unserer Theo
rie zu berticksichtigen vermogen. Es gilt 
hier Ml=+P'x=+Pl~, p=O, B=const, 

12111111!1111!1111~11111!11!11~ ! 
c =---t-----=~-----="1 

:""1 I I ~ 
r-x=el---i' I 
I l=5,OOm I C=5,OOm I 

! 
Abb.20. 

BFl = const, 0 = const und daher {3 = BJI (:l r = const, BJl'! = B'FI= 0' = 0, so daB die Grund
gleichung (D 10) des Kipp-Problems mit der einfachen Differentialgleichung (D 17) tiber
einstimmt und auch die Hilfswerte (D 16) und (D 18) die gleichen sind wie friiher. Von 
den vier Randbedingungen, die wir der allgemeinen Losung von (D 17) auferlegen mtissen, 
beziehen sich die heiden ersten auf die Stelle x = 0 und bringen zum Ausdruck, daB hier der 
Drillwinkel {} verschwinden muB und die Verwolbung der Stirnflache - da wir keine Stirn
platte nach Abb. 9c angeordnet hahen - ungehindert moglich ist [Gleichung (D 4)]. Die 
beiden restlichen Randbedingungen beziehen sich auf die Stelle x = 1 der zur Mitte sym
metrischen Kippfigur und enthalten eine Aussage tiber das hier vorhandene Drillmoment 
und die hier auftretende Querschnittsverwolbung. Das Drillmoment MD andert sich in 
der Balkenmitte, wie die Abb. 20 b erkennen laBt, sprungweise um den Betrag 2 P . e' {} I~ = 1, 

1 Timoshenko, S.: Wie Ful3note 1, S. 34 und Ful3note 2, S.25. 
2 Die strenge Losung des Kipp-ProbleIns hangt, wie der Aufbau der Differentialgleichung und der ihr zuge

ordneten Randbedingungen erkennen lal3t, in den Fallen e/h=t=O (Last ober- oder unterhalb der Tragerachse) 
nicht nur von der Hilfsgrol3e {3 sondern auch von der VerhaItniszahl B ·h2/C ·l2 abo Da wir B· h2/C ·l2 = 4· {3. BjBFI 
schreiben konnen und mit praktisch ausreichender Scharfe BFI ~ B setzen diirfen, ist die Losung des Kipp
Problems auch in den Fallen e/h=t=O blol3 von {3 abhangig und kann daher im Rahmen dieser Annaherung -
wie dies in den Losungstabellenvon Timoshenko zutrifft - ausschliel3lich als Funktion von {3 dargestellt werden. 
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und zwar spring£ es mit Riicksicht auf die Symmetrie der Anordnung vom Wert ( + P . e . # I; = 1 ) 

auf den Wert (-P ·.e· # I~ = 1); ffir die Stelle ~ = 1 gilt daher die Beziehung 

(D31) MDI<=1= +P'e'#/;=1' 

"die, wenn wir ffir MD den aus (D ll) gewonnenen Ausdruck 

(D 32) M I - a (#' I - (J. #"'1 ) D<=1-l <=1 <=1 

einsetzen, die Form 

(D 33) #'1 -{J,#"'I -k!l..#1 =0 
<=1 <=1 l <=1 

annimmt. Beachten wir noch, daB die letzte der vier Randbedingungen durch die Gieichung 
(D 3) ausgedriickt wird, da eine Querschnittsverwolbung in der Symmetrieebene aus
geschlossen ist, dann konnen wir fUr diese vier Randbedingungen 

# = 0 und #" = 0, 
(D 34) 

{J #'" + k f # = 0 und #' = 0 

schreiben. 
Der Losung unserer Differentialgleichung (D 17) legen wir die Potenzreihe 

00 

(D 35) #= 2; an' ~ 
n =1,3, 5 ... 

zugrunde, die nur Glieder mit ungeraden Exponenten n um£aBt (die Glieder mit geradem n 
wiirden sich gleich Null ergeben) und die ersten beiden der vier Randbedingungen (D 34) 
schon erfiillt. Fiihren wir (D 35) in die Differentialgleichung (D 17) ein, ordnen wir die 
linke Gleichungsseite nach steigenden Potenzen von ~ und beachten wir, daB die Koeffi
zienten aller dieser Glieder verschwinden miissen, wenn (D 17) erfiillt sein soIl, dann konnen 
wir die Beiwerte as, a7 , a9 ••• durch ~ und a3 ausdriicken; in der Reihe (D 35) sind dann 
auBer der HilfsgroBe k (dem "Eigenwert" des mathematischen Problems) nur mehr die beiden 
Konstanten a l und ita unbekannt. Zur Bestimmung dieser Konstanten stehen uns die beiden 
letzten der vier Randbedingungen (D 34) zur Verfiigung. Setzen wir den eben gewonnenen 
Ausdruck ffir # in diese Randbedingungen ein, dann gelangen wir auf zwei in ~ und a3 lineare 
und homogene Gleichungen, die nur dann eine von der trivialen Nullosung (al =a3 = 0, 
daher auch aIle iibrigen an = 0, somit #~ 0) verschiedene Losung besitzen, wenn ihre 
Koe££izientendeterminante L1K verschwindet. Die Gleichung L1K = 0 stellt die gesuchte Kipp
bedingung vor und dient zur Ermittlung der Eigenwerte k und damit zur Festlegung der 
gesuchten Verzweigungsstellen des Gleichgewichtes. Von diesen Eigenwerten ist nur der 
kleinste der reellen und positiven Werte, den wir mit mink bezeichnen wollen und der 
zur kleinsten idealen Kipplast 

. (2R) . k 20 . k 80 (D 36) mm k = mm '--,;2 = mm '---yy:-

fiihrt, von baupraktischer Bedeutung. . 
Nehmen wir beispielsweise an, daB der Angriffspunkt der Einzellast 2P auf der oberen 

Flanschachse gelegen ist (Abb. 20a), so daB e= +hI2= +0,25 m und ell = +0,05 wird, 
dann gelangen wir auf diese Weise zur Kippbedingung 

{ 
+ 178,694 - 6,7497 k -1,4768 k2 + 3,052' 10-3 • k3 + 3,757·10-4· k4_ 

(D 37) -1,85. 10-7. k5 -1,59.10-8. k6 + 2,97' 10-12 • k7 + ... = 0, 

deren kleinste Losung mink=9,096 betragt und fiir die kleinste Kipplast den Wert 

(D 38) min(2Pk ) = 9,096 8~~~8 = 1,732t 

liefert. Greift die Einzellast 2P im Schwerpunkt des unteren Flansches an, so daB 
e = -h12 = -0,25 m und ell = -0,05 ist, dann wird eine Kippbedingung erhalten, die sich 
von (D 37) bloB dadurch unterscheidet, daB die Beiwerte von k, k3, k5. .. das entgegen-
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gesetzte Vorzeichen aufweisen. Die kleinste L5sung dieser neuen Kippbedingung lautet 
mink = 13,679 und ergibt fur die kleinste Kipplast den Wert 

(D39) min (2 Pk ) = 2,604t. 

Nehmen wir schlieBlich an, daB die Einzellast 2P im Schwerpunkt des Tragerquer
schnittes wirksam ist, so daB e=O und damit auch ell=O gilt, dann gelangeil wir zu 
einer Kippbedingung, die sich von (D 37) durch den Wegfall aller Glieder mit ungeraden 
Potenzen unterscheidet; die kleinste L5sung dieser Kipp bedingung betragt min k = 11,178 
und ergibt 
(D 40) min (2Pk ) = 2,128 t. 

Das hier behandelte Kipp-Problem ist schon von Timoshenko1 untersucht worden; 
die von Timoshenko fiir verschiedene Werte fJ tabellarisch zusammengestellten (durch 

. die Kurven "ks", "k7" und "ks" in der Abb. 23 graphisch festgelegten) L5sungen 2 f~hren 
im Rahmen unseres Zahlenbeispiels zu den Kipplasten min (2 Pk ) = 1,74 t, 2,59 t und 2,12 t, 
die mit den Wert en (D 38), (D 39) und (D 40) gut ubereinstimmen. 

§ 5. Zahlenbeispiel: Der in Gabeln gelagerte, gleichmiU3ig vollbelastete 
Balkentrager mit konstantem Querschnitt. 

Wir suchen die kleinste Kipplast des in Abb. 20 c gezeichneten Balkentragers, der die 
Lange L = 2l = 10,00 m aufweist, an beiden Enden in Gabeln nach Abb. 2 und 16 c gelagert 
ist und eine gleichmaBig verteilte, lotrechte (auch wahrend des Auskippens lotrecht bleibende) 
Querbelastung der Intensitat p zu tragen hat; der Angriffspunkt der einzelnen Elementar
lasten p . d x ist auf der Minimumachse des Tragerquerschnittes in der Entfernung e von 
der Tragerachse gelegen, wobei e. nach oben positiv gezahlt wird. Der Tragerquerschnitt 
sei der gleiche wie im fruheren Beispiel (vgl. Ab b. 17 b) ; die Flanschachsen -Entfernung 
betragt somit h = 0,50 m, die auf die Minimumachse bezogene Biegesteifigkeit B = 57,00 tm 2, 

die auf dieseAchse bezogene Biegesteifigkeit des Flanschenpaares BFIR:1 B und die Drillungs
steifigkeit 0 = 2,38 tm2• 

Mit Rucksicht auf die Symmetrie der Anlage und Belastung fassen wir auch hier das 
Balkenstuck der Lange l = 5,00 m als "Trager" auf und sehen dementsprechend den Quer
schnitt an der Stelle x = l als den "rechten Endquerschnitt" dieses Tragers an. Es gilt dann 

Ml = plx- ~ px2 = pl2 ( ~ - ~ ~2), B = const, BFI = const und daher fJ ;:; BJI (;l r = const, 
B~l = Bi!l = 0' = 0, so daB die Differentialgleichung (D 10) die Form 

(D41) fJ-&""--&"- i k2(~- ~ ~2t-&- ~ k-&=O 

annimmt, wobei 

(D 42) 

bedeutet und die Hilfswerte fJ und OIB durch die Beziehungen (D 18) bestimmt werden. 
Die Randbedingungen sind im Wesen die gleichen wie im friiheren Beispiel, nur mussen 
wir beachten, daB der durch (D 32) festgelegte Wert Mn an der Stelle x=l nunmehr gleich 
Null ist, da das Drillmoment nicht nur antimetrisch, sondern mit Rucksicht auf die 
Stetigkeit der auBeren Belastung auch stetig verlaufen muB. Wir haben daher fiir die 
vier Randbedingungen hier 

{ ~ = 0, 

~= 1, 
(D 43) 

-& = 0 und -&"= 0 
-&'" = 0 und -&' = 0 

zu schreiben. 
Die Lasung der Differentialgleichung (D 41) setzen wir als Potenzreihe 

00 

(D 44) -& = a1 ~ + a3 ~3 + as~5 + .2 an ~n 
n=7,8,9, 

1 Timoshenko, S.: Wie FuBnote 1, S. 34, und Fu13note 2, S. 25. - 2 Vgl. FuBnote 2, S.39. 
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an, die - wie wir uns leicht iiberzeugen konnen - schon die beiden ersten der vier Rand
bedingungen (D 43) erliillt. Fiihren wir (D 44) in (D 41) ein, dann konnen wir ebenso wie 
friiher die Beiwerte as, a7 , as, . .. durch a1 und as ausdriicken und damit erreichen, daB im 
Losungsansatz auBer der HilfsgroBe k (dem "Eigenwert" des mathematischen Problems) 
nur mem die beiden Konstanten a1 und as als Unbekannte vorkommen. Zur Bestimmung 
dieser Konstanten stehen uns die beiden letzten der vier Randbedingungen (D 43) zur Ver
fiigung. Setzen wir den eben gewonnenen Ausdruck ffir f} in diese beiden Randbedingungen 
ein, dann gelangen wir auf zwei in ar und as lineare, homogene Gleichungen, die nur dann 
eine von der trivialen Nullosung (a1=aS=0, daher auch aIle iibrigen an=O, somit 
f) == 0) verschiedene Losung besitzen, wenn ihre Koeffizientendeterminante LlK verschwin
det. Die Gleichung LI K = ° stellt daher die gesuchte Kippbedingung vor und dient zur Er
mittlung der Eigenwerte k und damit zur Bestimmung der den Verzweigungsstellen des 
Gleichgewichtes zugeordneten Belastungsintensitaten Pk. Von den reellen und positiven 
Eigenwerten ist nur der kleinste, den wir mit min k bezeichnen wollen und der den 
kleinsten kritischen Intensitatswert 

(D 45) . . k C mill Pk = mrn . 7,3 

liefert, von baupraktischer Bedeutung. Nehmen wir beispielsweise an, daB die Belastung P 
in der Hohe e = + hl2 = + 0,25 m oberhalb der Tragerachse wirksam ist, so daB ell = + 0,05 
betragt, dann erhalten wir auf diese Weise die Kippbedingung 

J + 17S,694 - 3,3747 k - 0,5359 k2 + 1,11S· 10-s . kS + 
I + I,S6 . 10-4. k4 - 6,21· 10-8 • k5 + 4,7· 10-11. k6 + ... = 0, 

(D 46) 

deren kleinste Losung min k = 16,25 lautet und zur Kippbelastungsintensitat 

(D 47) minpk = 16,25 ~:: = 0,309 tim 
fiihrt. 

Das hier geschilderte Problem ist schon von Timoshenko1 mit Hille der Energiemethode 
untersucht worden; die von Timoshenko ffir verschiedene Werte {3 tabellarisch ange
gebene (durch die Kurve "ku" in der Abb.23 graphisch dargestellte) Losung 2 liefert in 
unserem Zahlenbeispiel den Wert Pk= 0,300 tim, der mit (D 47) gut iibereinstimmt. 

§ 6. Die Losnngen von Timoshenko nnd Stussi fur die Kippbelastnilg 
von I-Tragern mit konstantem Qnerschnitt. 

Timoshenko1,s,4 hat das Kipp-Problem des I-Tragers mit konstantem, doppelt-sym
metrischem Querschnitt ffir verschiedene FaIle der Belastung und Lagerung der Losung 
zugefiihrt und Stiissi 5,6 hat einfache Naherungsformeln ffir die Kipplasten entwickelt, 
die den EinfluB der Flanschbiegung und den EinfluB der Hohenlage des Lastangriffspunktes 
deutlich erkennen lassen. Diese Losungsergebnisse sollen mit Riicksicht auf die ihnen zu
kommende baupraktische Bedeutung im folgenden kurz wiedergegeben werden; nach wie 
vor stellt hierbei B die auf die Minimumachse des Tragerquerschnittes bezogene Biege
steifigkeit des Tragers, BFI R:! B die auf diese Achse bezogene Biegesteifigkeit des Flanschen
paares, 0 die Drillungssteifigkeit des Tragers, h die gegenseitige Entfernung der Flansch
achsen, 1 die Tragerlange und {3 den Hillswert 

(D4S) 

vor. 

BFI (h)2 {3=(J 2Y =const 

1 Timoshenko, S.: Wie FuBnote 2, S.25. - 2 Vgl. FuBnote 2, S.39. 
3 Timoshenko, S.: Wie FuBnote 1, S.34. 
4 Timoshenko, S.: Theory of Elastic Stability, New York u. London, 1936, V. Kapitel; vgl. auch die dies

beziiglichen Referate im Handbuch der phys. und techno Mechanik, Bd. IV/I, S. 123, Leipzig 1931, oder im Vor
bericht des I. Int. Kongr. f. Briicken- u. Hochbau in Paris 1932, S. 129. 

5 Stiissi, F.: Wie FuBnote 3, S. 10. 
6 Stiissi, F.: Ber. der Eidg. Mat. Priifgs .. Aust. Ziirich Nr. 90 (1935) S.26. 
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a) Der Balken wird durch die Druckkraft D und die gegengleichen Endmomente 9Jl 
beansprucht und ist in Gabeln gelagert (Abb. 21a und f). Die Lasung rueser Aufgabe, rue 
im Abschnitt C, § 4, vorgefiihrt "W'UI'de, ergibt fiir das kleinste kritische Biegemoment rue 
Beziehung 

(D49) minWlk=n~'Vl +n2p ·11 1- !~. 
1m Sondedall D = 0 kann (D 49) in der Form 

a O.~~:~~ __________ -rL:~~~ 
l~ J::: 

(D 50) . on kliBO mIn .~Jlk = l-Z-

I I 
I I 

b 0 ~0. ~. 0 

: 9Jl : 

geschrieben werden, wobei kl in der Abb. 22 als Funk
tion von p dargestellt ist. 

b) Der Balken wird durch die Druckkraft D und 
die gegengleichen Endmomente 9Jl beansprucht und ist 
in waagerechter Richtung starr eingespannt (Abb. 21 a 
und g). Aus der im Abschnitt C, § 5, angegebenen 
Lasung folgt fiir das kleinste kritische Biegemoment 

c 

d 

I i' 
" I 

I 
I 
I 
I 
I 

A 
""" I 

I 
I 
I 

P 1 

. 2nlBO ---,/ DZ2 
(D51) mmWlk= Z Vl+4n2p V 1- 4n2]j' 

1m Sondedall D = 0 laBt sich diese Beziehung in der 
Form 

(D 52) 

e UHIIIHHIIIIIIIHHIIIIIl 
~ ~ 

schreiben und k2 aus dem Diagramm Abb.22 ent
nehmen. 

17,S·,---rr----,--,---"7r---, 

I 
I 

I I 
I' 

OraufSichf 

~3 
I 
1 
I 
I 

~3 
I I 
I 1 
I I 

h e$1 ~ ~l 
~:·---------l--------~.I 

Abb. 21. 

O'~----:~-:-2 --::-~q::-----a:Lw---:():-:-I,8--!l,o· "'~t-, .------;.1p 
fi- ~ 

Abb. 22. 

c) Der Balken Wird durch die Druckkraft D und das Endmoment 9Jl beansprucht und ist 
in Gabeln gelagert (Abb. 21b und f). Nach Stiissi gilt hier rue Beziehung 

(D 53) min Wl. ~ 5,56 {BG , / 1 + 11 2 P , II _ Dl2 
k"'" Z V ' V n 2 B ' 

fiir die im Sonderfall D = 0 

(D 54) . an k l BO mIn ~Jlk = a -Z-

geschrieben werden kann, wobei ka durch die Ordinaten der Kurve "ka" (Abb.22) bestimmt 
wird. Dem in der Gleichung (D 53) auftretenden Faktor 5,56 werden wir im Abschnitt F, 
Gleichung (F 18), in einem anderen Zusammenhang noch einmal begegnen; auch rue in den 
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Formeln (D 56), (D 57), (D 61), (D 67) auftretenden Beiwerte werden im Abschnitt F noch
mals in Erscheinung treten. 

d) Der Trager ist ein Kragtrager, der am freien Ende durch eine Einzellast belastet 
wird (A.bb.21c). Greiftdie Einzellast P im Schwerpunkt des Endquerschnittes an, ist 
also e = 0 (vgl. § 3 dieses Abschnittes), dann gilt nach Timoshenko die Beziehung 

D) 'p, k iBG ( 55 mm k = 4-lz-' 

deren Beiwert k4 in der Abb. 22 als Funktion der HillsgroBe fJ dargestellt ist. 1m Bereich 
fJ ;;;:0,03 kann diese Losung durch die Formel 

. iBG 1 
(D 56) mmPk 1'::::l4,01-lZ-' (1-1",8)2 

approximiert werden; fiir den Bereich fJ> 0,03, in welchem (D 56) auf Kipplasten fiihren 

ifOf--+--r+--+--+--~ 

'" II. 

~1~---+---?4-----~---+--~ 

wiirde, die sich von den Losungswerten (D 55) in 
stark anwachsendem MaBe unterscheiden, sei die 
neue Formel 

(D57) minPk 1'::::l4,01 v;o (1 + 2,7Vlf) 
vorgeschlagen. Greift die Einzellast P nicht im 
Schwerpunkt des Tragerquerschnittes, sondern am 
oberen oder unteren Flansch an, dann muB 
der Kipplastwert (D 56) bzw. (D 57) noch mit einem 
Faktor C multipliziert werden, der nach Stiissi 

(D 58) 

betragt. 

Coben = (VI + 1,69 fJ - 1,30 Vp) 
Cunten = (VI + 1,69 fJ + 1,30 Vp) 

o'-------L----:-L------::-L:----o.J.!2tI---o,25 Wenden wir die Gleichungen (D 57) und (D 58) 
0,050,10 p-.!S bei der Ermittlung der Kipplast des im § 3 dieses 

.Abb. 2:}. Abschnittes untersuchten Kragtragers an, dann 
erhalten wir 

I Last im Schwerpunkt, P, = 401 V57,O. 2,38 (1 ~ 27,100599) = 3 10 t 
k, 25 "'1" , 

(D 59) Last am Oberflansch, 11 = 3,10 (VI + 1,69' 0,0599 -1,30 VO,0599) = 2,27 t 

Last am Unterflansch, Pk = 3,10 (VI + 1,69' 0,0599 + 1,30 VO,0599) = 4,24 t. 
Der Vergleich dieser Werte mit den im § 3 gefundenen genauen Werten 11= 3,132 t, 1,872 t 
und 3,921 t zeigt nur im ersten der drei FaIle eine gute Ubereinstimmung; eine weitere Zu
scharfung der Formeln (D 58) erscheint daher wiinschenswert. 

e) Der Balken ist durch eine Mittenlast P belastet und in Gabeln gelagert (A.bb.21d 
und f). In den Fallen "Last im Querschnittsschwerpunkt", "Last am oberen Flansch" 
und "Last am unteren Flansch" gilt hier nach Timoshenko 

(D60) min 11 = ks" V;O, bzw. min11=ks' v;o, bzw. minPk =k7" V;o, 
wobei ks, k6 und k7 aus der Abb.23 zu entnehmen istl. 

Stiissi hat fiir den Fall "Last im Querschnitts-Schwerpunkt" die Formel 

(D 61) min P k I'::::l 16,94 V ! ° . VI + 10,2 fJ 
angegeben; greift Pam oberen oder unteren Flansch an, dann muB die rechte Seite dieser 
Gleichung noch mit dem Faktor 

(D 62) { coben = (Vl+3,24/1 - 1,80 Vp) 
Cunten = (VI + 3,24fJ + 1,80 Vp) 

multipliziert werden. 

1 Vgl. FuBnote 2, S. 39. 



Die Liisungen von Timoshenko und Stiissi fiir die Kippbelastung von I-Tragern mit konstantem Querschnitt_ 45 

Wenden wir die Formeln (D 61) und (D 62) im Rahmen des Zahlenbeispieles an, das 
wir im § 4 dieses Abschnittes untersucht haben, dann erhalten ~,die Werte 

I' ,:>,n»~ 

unk P 1"57,0. 2,38 ,/ l' 
Last im Schwerp t, k = 16,94 100 V 1 + 0,2'0,01497 = 2,12 t 

(D 63) Last am Oberflansch, Pk = 2,12 (VI + 3,24' 0,01497 -1,80 Vo,oI49"7) = 1,7l t 

Last am Untedlansch, P k = 2,12 (VI + 3,24' 0,01497 + 1,801"0,01497) = 2,63t, 
die mit den genauen Werten 11=2,128t, 1,732t und 2,604t gut iibereinstimmen. 

f) Der Bal)ien ist durch eine Mittenlast P belastet und in waagerechter Richtung starr 
eingespannt (Abb. 21 d u. g). Greift P im Schwerpunkt des Tragerquerschnittes an, dann 
gilt nach Timoshenko Z50.-----------~---, 

(D 64) min Pk = ks_VBO_;_O_, ,&!!!!!!tttt.ttttmt$. 

wobei ks durch die Ordinaten der Kurve "ks" (Abb. 23) 
zoo " l--_T~~J~---l 

bestimmt wird. 
g) Der Balken ist durch eine Mittenlast P belastet f 1S~ 

und wird sowohl an den Enden als auch in der Mitte in 
Gabeln gelagert (Abb. 21d u. h). Greift P im Schwer- 1r 

punkt des Tragerquerschnittes an, dann betragt die 
kleinste Kipplast nach Timoshenko 

D) 'R k VBO . ( 65 mm k = 9-l2-' 

der Beiwert k9 ist in seiner Abhangigkeit von P in 
der Abb.23 dargestellt worden. 

h) Der. Balken hat eine gleichmaBig verteilte 
Vollbelastung p zu tragen und ist in Gabeln gelagert 

o O/1S 0,10 0.15 
,8-

Abb. 24. 

o.zo 0.25 

(Abb. 21e u. f). In den Fallen "Last im Querschnittsschwerpunkt", "Last am oberen 
Flansch" und "Last am unteren Flansch" gilt hier nach Timoshenko 

(D 66) ' L- VBO b . tfl VBO b . L- V B ° mm Pk = '''10 -l3- zw. mm Pk = "'l.1 -za-' zw. mIn Pk = "'l.2 -ls-. -, 

wobei ~o, leu und k12 aus der Abb. 24 zu entnehmen istl. 
Nach Stiissi dad die kritische Belastungsintensitat, wenn die Last in der Tragerachse 

angreift, mit Hille der Formel 

(D67) . . minPk ~ 28,32 v;o y'l + lOP 

berechnet werden; ist die Last am oberen oder unteren Flansch wirksam, dann muE dieses 
Ergebnis noch mit dem Fak.tor 

(D68) { Coben= (VI + 2,10P-1,45VP) 
Cnnten = (y'l + 2,10 P + 1,45 VP) 

multipliziert werden. 
Wenden wir die Formeln im Rahmen des Zahlenbeispieles an, das wir im § 5 dieses 

Abschnittes untersucht haben, dann erhalten wir 

(D 69) mmpk =, 1000 vI + 10·0,01497· vI + 2,10' 0,01497 {
. 28 32 -y57,0. 2,38 ,/ (,/' 

- 1,45 1"0,01497) = 0,296 tim 
in guter Ubereinstimmung mit unserem strengen Losungswert min Pk = 0,309 tim. 
. i) Der Balken hat eine gleichmaBig verteilte Vollbelastung p zu tragen und ist in waage
rechter Richtung starr eingespannt (Abb. 21 e und g). Sind die Lastangriffspunkte in der 
Tragerachse gelegen, dann gilt nach Timoshenko 

(D 70) minpk = kts -v;o , 
wobei klS durch die Ordinaten der Kurve "klS" (Abb. 24) bestimmt wird. 

1 V gl. FuJ3note 2, S. 39. 



46 Auskippen des durch eine stetig verteilte Querlast, durch Endmomente u. Endquerkriifte belasteten I.Tragers. 

k) Der Balken hat eine gleichmiiJlige Vollbelastung p zu tragen und ist sowohl an den 
Enden als auch in der Mitte in Gabeln gelagert (Abb. 21e und h). In den Fallen "Last in 
der Tragerachse angreifend", "Last am oberen Flansch" und "Last am unteren Flansch" 
gilt hier nach Timoshenko 

. VBG -{B6. ,/BG 
(D 71) mmpk = k14 - ZS-' bzw. minPk = ~5-l3-' bzw. mmpk = k16 - l3-

wobei ~4' ~5 und k16 aus der Abb. 24 zu entnehmen istI. 
AbschlieBend sei noch vermerkt, daB wir den EinfluB, den die "endlich groBe Haupt

krummung" auf die Kipplast nimmt, in allen angefiihrten Formeln naherungsweise dadurch 
berucksichtigen konnen, daB wir an Stelle der vorhandenen Biegesteifigkeit B den im Ab
schnitt B abgeleiteten ideellen Wert Bid nach Gleichung (B 22) oder (B 23) in die 
Rechnung einfuhren. Auch sei daran erinnert, daB die angegebenen Kipplastwerte an die 
Voraussetzung des Hookeschen Formanderungsgesetzes gebunden sind und im Fall der 
"Auskippung ill unelastischen Formanderungsbereich" nach den im § 4 des Abschnittes A 
angegebenen Regeln abgemindert werden mussen. 

§ 7. TIber das Auskippen von Tragermasten. 
Schleifleitungen elektrischer Bahnen und auch Hochspannungsleitungen werden nicht 

selten an Masten montiert, die aus gewalzten Tragern (Walztrager mit Normalprofilen 
oder Peiner-Trager 2) bestehen; denn die Vorteile, die solche "Tragermaste" ill Vergleich 
zu den Gittermasten bieten - wie etwa die geringeren Anarbeitungs- und Erhaltungskosten, 
das gute Einfugen in das Landschaftsbild und die gute Streckenubersicht im Bahnbetrieb, 
die glatte (vor dem unbefugten Besteigen schutzende) Oberflache und die kleinen Funda
mente - vermogen die Nachteile des groBeren Werkstoffverbrauches und der geringeren 
Drillungssteifigkeit unter Umstanden erheblich zu uberwiegen. Wahrend die Stabilitats
probleme, die bei der Dimensionierung von Gittermasten auftreten 3, Probleme der S tab
knickung sind, kommt bei der Bemessung von Tragermasten das Stabilitatsproblem der 
Kippung - und zwar vor allem der Kippung unter einem waagerechten Spitzenzug
zur Geltung; der Mast stellt hierbei einen einseitig eingespannten, lotrechten Trager dar, 
der durch eine am freien Ende angreifende waagerechte Einzellast belastet wird 4. 

Da die durch (D 48) festgelegte HillsgroBe {J bei den im Mastbau vorkommenden Trager
querschnitten sehr klein ist, durfen wir den kleinsten kritischen Wert 1l des waagerechten 
Spitzenzuges mit Hilfe der Naherungsformel (D 56) bestimmen, in die wir - um dem 
EinfluB der "endlich groBen Hauptkrummung" angenahert Rechnung zu tragen - an Stelle 
der tatsachlich vorhandenen Biegesteifigkeit B den durch (B 22) festgelegten ideellen Wert 

D B B Bl Bl 
( 72) id = . Bl - B . Bl - 2 G 

einfuhren wollen; fUr die groBte Biegedruckspannung max ad, die im Trager unter der Last 
Pk auftreten wiirde, wenn der Tragerwerkstoff unbeschrankt dem Hookeschen Formande
rungsgesetz gehorchen wiirde, konnen wir dann die Beziehung 

(D 73) Pk l 4,OIl V Bid 6 
max ad = Wl = (l-l VfJ}2 .---w;-

anschreiben, in welcher l die freie Mastlange und 

(D 74) W - 2. Jmax 
1- h 

das Widerstandsmoment des Tragerquerschnittes bedeutet. 

1 V gl. FuBnote 2, S. 39. 
2 Vgl. Der P.Trager Bd. 4 (1933) S. 1, und Bd. 7 (1936) S. 15, sowie Les Poutrelles H (Paris) 1938, Heft 2. 
3 Bezuglich der Bemessung und baulichen Durchbildung von Masten aller Bauarten vgl. das Buch von 

K. Gir~mann u. E. Konigshofer: Die Hochspannungs.Freileitungen, Wien 1938. 
4 "Uber experimentelle Untersuchungen dieser Art vgl. K. Krummel: Elektr. Bahnen Bd. 5 (1929) S. 257; 

M. M. Claude: Les Poutrelles H (Paris) 1938, Heft 2. Die ersten Kippversuche mit einseitig eingespannten 
I-Tragern sind von S. Timoshenko (Mitt. T. H. St. Petersburg, 1906) durchgeftihrt worden. 
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Die in (D 73) amtretenden GraBen VB~G und Z liP = : . V BJI andern sieh bei den 
Walztragern mit Normalprofilen - wie schon Stussil erwahnt hat - angenahert linear 
mit dcr Tragerhohe h und Mnnen innerhalb des Profilbereiehes I 10 bis 160 mit Hille 
der Naherungsformeln 

VB.;;.G ~ 99 + 7,8 h 
I 

(D 75) h = 10 bis 30 em, 1 liP ~ 2,3 + 2,22 h 

h = 30 bis 60 em, 1 liP ~ 21,2 + 1,59 h 

bestimmt werden (vgl. Abb. 25); fiir die Peiner-Trager IP 14 bis IP 30 gewinnen wir in ahn-
lieher Weise (vgl. Abb. 25) GOO zoo 

t/cm 1300 em 

J V Bid' G ~ 424 + 30 h t/cm 
(D 76) WI 

Iz liP ~ - 39 + 7,68 h. SOD IZ00 

Bei der Ermittlung dieser Be
ziehungen ist fUr den Elastizitats- l/OO 1100 

modul E = 2100 t/em2, fur den 
Gleitmodul G = 810 t/em2, fur 

1000 
die Biegesteifigkeit des Flan- JOO 

sehenpaares BFI ~ Bid und fur 
die Drillungssteifigkeit C == G . In 900 

= G· 1,25 2: b t (vgl. Ab- 200 

150 

100 

50 

sehnitt A, § 1) eingesetzt worden; 150 800 /!lJ1O'-----IL9-':--:l:-":--'-:--30L-----:'l/O:-----5~O------:'6Vcm. 
die Tragerhohe h ist in em aus- 11, -

zudriieken und 1 liP wird in em, Abb. 25. 

VB~tG in t/em erhalten. Die Naherungsbeziehung (D 73) nimmt naeh der Einfuhrung von 
(D 75) und (D 76), wenn wir uus auf Walztrager 110 bis 130 beziehen, die Form 

(D 77) 
99+7,811, 

max ad ~ 4,011· (l- 2,3 _ 2,2211,)2' 

und wenn wir uns auf Peiner-Trager IP 14 bis IP 30 beziehen, die Form 

424+3011, 
(D 78) max ad ~ 4,01Z· (l + 39 _ 7,6811,)2 

an; h und 1 ist hierbei in em einzusetzen und max ad wird in t/em2 ausgedruekt. 
Stellen wir uns nun beispielsweise die Frage, wie groB die freie Mastlange 1 mindestens 

sein muB, damit das Auskippen unter einem waagereehten Spitzenzug noeh innerhalb 
des elastisehen Formanderungsbereiehes eintritt, dann konnen wir diese Frage 
leieht beantworten, wenn wir in die Gleiehungen (D 77) und (D 78) den Spannungswert 
maxad=ap~2,00 t/em2 einsetzen und 1 ermitteln. Wir gelangen so zu der Zusammen
stellung 

110 1 ~ 402 em 
120 601 em 

(D 79) 
130 800 em 
IP 14 1827 em 
IP 22 2426 em 
IP 30 3025 em, 

aus der wir entnehmen, daB die aus Walztragern mit Normalprofilen gebildeten Maste 
bei den praktiseh vorkommenden Langen 1 noeh innerhalb des elastischen Formanderungs-

I Stiissi, F.: Wie FuBnote 3, S.10. 
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bereiehes auszukippen beginnen, daB jedoeh die aus den breitflansehigen Peiner-Tragern 
gebildeten Maste iiber eine geniigend groBe Kippsteifigkeit verfiigen, um das Auskippen 
erst tief im unelastisehen Formanderungsbereieh zuzulassen. 

Wir konnen uns weiter aueh die Frage vorlegen, wie groB die freie Mastlange l hoehstens 
sein darf, wenn das Auskippen des Mastes unter dem waagereehten Spitzenzug nieht friiher 
als das ortliehe FlieBen des Baustahls eintreten soli, wenn also die vorhandene Sieherheit 
gegen das Auskippen ebenso groB sein soli wie die im Sinne der klassisehen FlieBtheorie 
vorhandene Sieherheit gegen den Beginn der ortliehen Plastizierung des Werkstoffes. Legen 
wir der Beantwortung dieser Frage das im Absehnitt A, § 4, gesehilderte Abminderungsver
fahren sowie die derzeit geltende deutsehe Kniekvorsehrift zugrunde, dann muB der ideelle 
Sehlankheitsgrad (A 31) kleiner oder gleieh 60 und daher die von unserer Kipptheorie ge
lieferte groBte Flansehdruekspannung max ad -:?;. 5,76 t/em2 sein. Fiihren wir den Wert 
max ad = 5,76 t/em2 in die Naherungsbeziehungen (D 77) und (D 78) ein und ermitteln wir 
die zugeordnete freie Mastlange l, dann gelangen wir zu den Werten 

tl,Gcm. 

JP16 

(D 80) 

I lO . l :::::: 169 em 
120 . 263 em 
130 . 
IP 14 
IP 22 
IP 30 

356 em 
718 em 
998 em 

1276 em. 

Diese Zusammenstellung lehrt, daB die aus Peiner-
a b Tragern gebildeten Maste - wenn ihre freie Lange 

Abb. 26. nieht zu groB ist - die erwahnte Forderung erfiillen 
und eine Kippsieherheit aufweisen, die theoretiseh 

angenahert ebenso groB ist wie die vorhandene Sieherheit gegen das Eintreten bleibender 
Verformungen. 

Wiirden wir die Kippsteifigkeit des Peiner-Mastes dureh geeignete konstruktive MaB
nabmen noeh weiter vergroBern, dann wiirde sieh aus unserer (an das Hookesehe Form
anderungsgesetz gebundenen) Kipptheorie fiir die unter Pk auftretende Flansehdruekspan
nung ein Wert max ad>5,76 t/em2 und damit fiir den ideellen Sehlankheitsgrad ein Wert 
Aid < 60 ergeben; da nun aber die deutsehen Kniekvorsehriften allen Sehlankheitsgraden 
A:;;;: 60 den gleiehen Kniekspannungswert ak = aF zuordnen, ist die Erzielung einer effek
tiven Kippspannung, die groBer als der Nennwert der FlieBgrenze ist, im Rahmen des 
gewahlten Reduktionsverfahrens ausgesehlossen. Diese Folgerung bezieht sieh allerdings 
nur auf das Erreiehen der Verzweigungsstelle des Gleiehgewiehtes, also bloB auf den 
theoretisehen Beginn des Auskippens. Das Verhalten des Tragermastes bei einer nur 
mangelhaften Erfiillung unserer idealisierenden Voraussetzungen wird hingegen einer 
giinstigen Beeinflussung dureh MaBnahmen, die eine Erhohung der Steifigkeit bewn-ken, 
fraglos zuganglieh sein; solehe MaBnahmen wiirden bezweeken, die Auspragung und damit 
die "Gefahrliehkeit" der Kipperseheinung noeh weiter zu mildern, um auf diese Weise die 
Mogliehkeit zu bieten, die Kippsieherheitszahl ein wenig herabzusetzen. 

Eine Erhohung der Drillsteifigkeit von Peiner-Masten laBt sieh - wie vermutet werden 
darf - mit Hilfe aufgesehweiBter Lasehenpaare erreiehen, die die freien Flansehrander mit
einander verbinden und daher das "offene" (dureh einen relativ kleinen Drillungswiderstand 
gekennzeiehnete) 1-Profil streekenweise in ein "gesehlossenes" (durch einen verhaltnismaBig 
groBen Drillungswiderstand gekennzeiehnetes) Profil verwandeln. Wie wirkungsvoll der 
Ubergang vom offenen zum gesehlossenen Quersehnitt theoretiseh zu sein pflegt, er
kennen wir an den folgenden Zahlenwerten: Bereehnen wir den Drillungswiderstand J D 

fiir das in Abb.26a gezeiehnete Profil IP 16, dann erhalten wir 

(D 81) JD ~ 1,:5 (2.16,0' 1,43 + 13,2' 0,93) = 40,6em4. 

SehweiBen wir jedoeh an beiden Tragerseiten 6 mm dieke Lasehen an, so daB im Bereich 
der Lasehenlange der in der Abb.26b dargestellte "gesehlossene" Quersehnitt entsteht, 
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dann ergibt sich fiir den Drillungswiderstand nach Bredtl der Wert 
4.1662 .1462 

In:::::l ( 14,6 16,6) = 3246,1 cm4, 
2 06+14 , , 

(D 82) 

der achtzigmal groBer als der friihere Wert ist. Allerdings wiirde dieser groBe Wert nur 
im Bereich der Laschen - und auch da nur grob naherungsweise - in Geltung stehen. 

Die Frage, in welchem MaBe die Drillungs- und die Kippsteifigkeit eines I-Tragers durch 
die Anordnung derartiger Laschenpaare (die ahnlich beansprucht werden wie die Binde
laschen mehrteiliger Druckstabe) erhoht werden kann, laBt .sich ebenso wie die Frage nach 
der zweckmaBigsten Lange und Austeilung der Laschen nur auf Grund der Ergebnisse syste
matischer Drill- und Kippversuche beantworten; erst nach der Durchfiihrung solcher 
Versuche kann beurteilt werden, ob und unter welchen Umstanden eine derartige konstruktive 
MaBnahme wirtschaftlich zu rechtfertigen ist. 

E. Ein Iterationsverfahren 
znr angenaherten Losnng der Kipp-Probleme. 

§ 1. Die Gl'undlagen des Vel'fahl'ens. 
Wir kniipfen an die drei Gleichgewichtsbedingungen (A 15) an, die wir im Abschnitt A 

abgeleitet haben. Die zweite von diesen drei Gleichungen hat 
d~ M 

(E 1) """"([X-Ml" + P ell = 0 "=73 

gelautet und fiir die dritte wurde nach Beriicksichtigung der ersten die Gleichung (A 16) 
gewonnen, die nach zweimaliger Integration in {A 20) iiberging und die Form 

(E2) M = -M1{}-Sy + KI 7 + Ku 

annahm; die GroBen KI und Ku stellten hierbei Integrationskonstante von der Dimension 
eines Momentes vor, die mit Hilfe der Beziehungen 

(E 3) { Ku = (Ml {} + S y + M)",~o 
KI = (Ml {} + S y + M)"'~l-KII 

oder 

1 
(E 4) 

KI = l ( Q1 {} + S ~; - Q) = const 

Ku = (Ml {} + S y + M -KI n = const 

bestimmt werden konnen. Die Gleichungen (E 1) und (E 2) bilden zusammen mit der im 
Abschnitt A angegebenen Gleichung (A 11) die Grundlage fiir ein Iterationsverfahren (Ver
fahren der "schrittweisen Annaherung"), das von Stiissi 2 entwickelt worden ist und im 
weiteren fiir zwei baupraktisch wichtige Lastfalle geschildert werden soli. Wir beziehen 
uns hierbei auf einen Trager mit konstantem Querschnitt (h = const, B = const, BFl = const, 
0= const) und diirfen daher (A 11) in der Form 

(E 5) 

schreiben, wobei 

(E 6) BFl ( h )2 fJ = ---c 2T = const 

bedeutet; auch wollen wir uns, urn die Darstellung noch weiter zu vereinfachen, auf Lagerungs
fane beschranken, in denen KI = Ku = 0 ist. 

Lastfall a): Der Trager wird durch eine stetig verteilte, langs der Trager
achse angreifende Querlast p sowie durch Endmomente 9J1 und Endquerkrafte 
P belastet. 

1 Bredt, R.: Z. WI Bd.40 (1896) S.785. - 2 Stiissi, F.: Wie FuBnote 3, S.lO. 

Forsehungshefte aus dem Gebiete "des Stahlbaues, Heft 2. 4 
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Fiir die Grundgleichungen (E 1), (E 2) wird hier, da e = S = 0 ist und K I = K II = 0 
vorausgesetzt wurde, 

(E7) 

(E 8) 

dMn_M1.M 
dx - B ' 

M=-M1f} 

erhalten und ffir die Grundgleichung (E 5) schreiben wir 

(E9) 

wobei 

(E 10) 

BFl ( h )2 fJ =(J 2Y = const , 

vorstellt. Die vorgegebenen oder willkiirlich angenommenen Intensitatswerte der auf den 
Trager einwirkenden Belastung, die wir mit p*, m*, P* bezeichnen wollen, seien mit einem 
gemeinsamen Multiplikator Il versehen, dessen kleinster kritischer Wert Ilk die gesuchte 
Kippbelastung IlkP*, Ilk m*, IlkP* festlegt. Bei der Durchfiihrung des Iterationsverfahrens 
gehen wir von einem plausibel angenommenen, die Randbedingungen erfiillenden Verteilungs
gesetz fiir den infinitesimalen Drillwinkel f}=/l(X) aus und ermitteln mit Hille von (E 8) 
das der gesuchten Kippbelastung IlkP*, Ilkm*, IlkP* zugeordnete Verteilungsgesetz des in
finitesimalen Biegemomentes M = 12 (X). Die Grundgleichung (E 7) nimmt nach der Einfiihrung 
dieses Gesetzes die Form dMn/dx = 13(X) an und liefert nach ihrer Integration die Ortsfunktion 
Mn = 14(X), in der die Integrationskonstante durch die dem Drillmoment auferlegte Rand
bedingung bestimmt wird. 1st Mn = 14 (x) bekannt, dann konnen wir die Differentialgleichung 
(E 9) integrieren und die auftretenden Integrationskonstanten mit Hille der beiden auf die 
Querschnittsverwolbung Bezug nehmenden Randbedingungen festlegen. Wir ge
langen so zum Verteilungsgesetz (j) = 15 (x), das in (E 10) einzusetzen ist und nach Durch
fiihrung der Integration und Erfiillung der vorgeschriebenen Randbedingung zur Losungs
kurve f}=/s(x) fiihrt, deren Ordinaten ebenso wie die Ordinaten M, Mn und (j) den noch un
bekannten Multiplikator Ilk enthalten. 1st das Verteilungsgesetz f}=/l(X) plausibel, d. h. in 
hinreichender Ubereinstimmung mit der maBgebenden "Kippfigur" angenommen worden -
wozu ein wenig Erfahrung und auch ein wenig Gliick gehort -, dann unterscheidet sich 
die gewonnene Losungskurve f}=/s(x) von der angenommenen Kurve f}=/l(X) im Wesen 
nur durch den OrdinatenmaBstab und zeigt daher einen zu f} = 11 (x) angenahert affinen 
V er la ufo Wir haben dann die von diesen beiden Kurven und ihren Koordinatenachsen ein
geschlossenen FlachenstiickeFI bzw. Fs - die letztere inAbhangigkeit vomMultiplikator Ilk
zu bestimmen und konnen Ilk unmittelbar aus der Gleichung 

(E 11) Fl =F6 

berechnen. Weicht jedoch der Verlauf der Losungskurve f}=/s(x) vom Verlauf der Aus
gangslrurve f}=/l(X) erheblich ab, dann miissen wir das geschilderte Verfahren unter 
Zugrundelegung der neuen, verbesserten Ausgangskurve so lange wiederholen, bis die beiden 
Kurven mit ausreichender Annaherung zueinander affin werden; erst dann darf der Flachen
inhalt Fl und Fs ermittelt und der kritische Multiplikator Ilk aus der Gleichung (E 11) be
stimmt werden. Liegen die unter der gefundenen Kippbelastung Ilk p*, Ilk m*, Ilk P* auftre
tenden GroBtspannungen oberhalb der Proportionalitats- und Elastizitatsgrenze des Werk
stoffes ("unelastische Kippung"), dann muB diese Kippbelastung eine Abminderung nach einer 
der im Abschnitt A, § 4, angegebenen Methoden erfahren. 

LastfaU b): Der Trager wird durch eine stetig verteilte, in der Achse an
greifende Querlast p, ferner durch Endmomente m und Endquerkrafte P 
und schlieBlich noch d urch eine Axialkraft von unveranderlich vorgege bener 
GroBe S belastet. 

Die Grundgleichungen (E 1), (E 2) lauten hier 

(E 12) 

(E 13) 

dMD 
a;x-=M1 u, 

M=-M1 f}-Sy 
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und fiir die Grundgleichung (E 5) wollen wir 

(E 14) dMn _ lTI 2 d2 'P _ BFl (~)2 _ 
dx -r-f3l dx2' f3- 0 2l -:-const, 

schreil:ien, wobei Peine durch die Beziehung 

(E 15) 

festgelegte HillsgroBe bedeutet. Beachten wir, daB mit Rucksicht auf (A 6) und (A 7) 
d2 y M . 

,,= - dx2 = B gilt, dann konnen wir der Gleichung (E 13) auch die Form 

d2 y 1 
(EI6) dx2 =]j(M1{}+Sy) 

geben und aus (E 14) und (E 12) die neue Gleichung 

(E 17) BFl ( h )2 f3=(j 2T =const, 

gewinnen. Bei der Durchfuhrung des Iterationsverfahrens gehen wir von einem plausibel 
angenommenen, die vorgeschriebenen Randbedingungen erfullenden Verteilungsgesetz fUr 
die infinitesimale (auf der Minimumachse des Tragerquerschnittes senkrecht stehende) 
Ausbiegung y= 11(x) aus und fUhren die Ortsfunktionen d2y/dx2 = 12(x) sowie das Verteilungs
gesetz Ml = T3(X) des unter der gesuchten Kippbelastung IlkP*, Ilk 9Jl*, IlkP* entstehenden 
Biegemomentes in die Differentialgleichung (E 17) ein. Integrieren wir diese Gleichung 
und bestimmen wir die auftretenden Integrationskonstanten mit Hille der beiden auf die 
Querschnittsverwolbung Bezug nehmenden Randbedingungen, dann gelangen wir zur Orts
funktion P=/4(x), die in (E 15) einzusetzen ist und nach zweimaliger Integration und Er
fUllung der vorgeschriebenen Randbedingungen zum Verteilungsgesetz des Drillwinkels 
{} = 15 (x) fUhrt. 1st dieses Gesetz bekannt, dann sind wir in der Lage, die Differentialgleichung 
(E 16) unter den vorgeschriebenen Randbedingungen zu integrieren; fUr S ist hierbei der 
gegebene konstante Wert einzusetzen. Wir erhalten auf diese Weise eine Losungskurve 
y= Is (x), deren Ordinaten ebenso wie die Ordinaten P und {} vom Multiplikator Ilk abhangig 
sind. 1st das Gesetz y = 11 (x) zweckentsprechend gewahlt worden, dann unterscheidet sich 
die gewonnene Losungskurve y=/s(x) von der angenommenen Kurve y=/l(x) im Wesen 
nur durch den OrdinatenmaBstab, so daB die beiden Kurven angenahert affin sind. Wir 
brauchen dann nur noch die von diesen beiden Kurven und ihren Koordinatenachsen 
eingeschlossenen Flachenstucke Fl bzw. Fs - die letztere in Abhangigkeit vom Multiplikator 
Ilk - zu berechnen und konnen diesen Multiplikator aus der Gleichung 

(E 18) Fl = F6 

unmittelbar bestimmen. Weicht der Verlauf der erhaltenen Losungskurve y = 16 (x) vom 
Verlauf der Ausgangskurve y=/l(x) erheblich ab, dann mussen wir das geschilderte Ver
fahren unter Zugrundelegung der verbesserten Ausgangskurve solange wiederholen, bis die 
beiden Kurven mit hinreichender Annaherung affin werden; erst dann darf Fl und Fs er
mittelt und der gesuchte kritische Multiplikator Ilk aus (E 18) berechnet werden. 

§ 2. Die Integration der auftretenden Differentialgleichungen. 
Die Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung vom Typ (E 7) und (E 10) 

laBt sich in bekannter Weise auf Quadraturen zuruckfuhren, wobei wir beispielsweise von 
der Simpsonschen Regel Gebrauch machen konnen. Die Integration der Differential
gleichungen zweiter Ordnung vom Typ (E 15) kann mit Hille der Seilkurve durchgefuhrt 
werden, deren Differentialgleichung bekanntlich 

(E 19) 

lautet, wenn qx die ortliche Intensitat der gegebenen (wirklichen oder gedachten) Belastung, 
H die Polweite und rJ die von der SchluBlinie gemessene Ordinate der Seilkurve bedeutet; 

4* 
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die beiden Randbedingungen des Problems werden durch das richtige Einlegen dieser 
SchluBlinie erfiillt. 

Zur Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung vom Typ (E 9), (E 16) und 
(E 17), die allgemein in der Form 

E " 1 ( ) "- d2 1J f3l2- t -/( ) ( 20) 'f} = fJ l2 'f} - m, fJ = d x2 , - cons, m - x 
geschrieben werden kann, stehen uns mehrere Methoden zur Verfiigung. Die allgemeine 
Lasung dieser Differentialgleichung lautet bekanntlich 

(E21) 'f}=IK + ~Jc:'6in~dcl'G:Oi ~ + [K _~JC:' G:oi-r;-dcl'6in~ 
1 lYfJ lyfJ lVfJ 2 lyfJ liP lyfJ' 

c=o c=o 
wobei Kl und K2 Integrationskonstante vorstellen; fordern die Randbedingungen beispiels-
weise 

E (22) 
fiir x=O, dy_O dx - , 

fiir x = l, y = 0, 
dann ergibt sich 

C=l C=l 

(E 23) I I f r; If' r; K1 = lVP ~gvP m·G:oi lyp dC- ll/p m·6m lyp dC, 
~o ~o 

Raben wir Kl und K2 bestimmt, dann HiBt sich die Lasungsfunktion 'f}=/l(X) fiir jede vor
geschriebene Ortsfunktion m = f(x) mit Rille von (E 21) durch Quadraturen festlegen. 

Abb. 27. 

Wegen der Kleinheit von f3 und der dadurch bedingten 
Kleinheit des Unterschiedes zwischen den 6in- und 
G:o i -Werten treten j edoch bei der Durchfiihrung dieser 
Rechnung - wie das Zahlenbeispiel in § 3 dieses Ab
schnittes erkennen lassen wird - sehr kleine Dif
ferenzen auf, deren ausreichend genaue Erfassung 
eine iiberaus enge Intervallteilung erforderlich macht; 
der Um£ang der Rechenarbeit wird dadurch ein der
artig groBer, daB dem Verfahren - wiewohl es das 
nachstliegende ist - im Rahmen unserer U ntersuchung 
keinerlei Bedeutung zukommt. Weitere Verfahren zur 
angenaherten Lasung der Differentialgleichung (E 20) 
sind das Kriimmungskreisverfahrenl, dann das Ver
fahren der Differenzengleichungen und schlieBlich 
das von Stiissi2 vorgeschlagene Verfahren, das all
gemeine Beachtung verdient und fiir die Lasung un
serer Aufgabe am geeignetsten ist. Die Grundge
danken dieses Integrationsverfahrens sind die fol
genden: 

Wir denken uns einen Balkentrager der Stiitzweite l durch irgendwelche Endmomente 
und durch eine stetig verteilte Querlast q", =F1 (x) belastet, so daB zwischen q", und den Biege
momenten 'f} =F2 (x) dieses Balkens der bekannte Zusammenhang 

(E 24) 

besteht. Unterteilen wir nun die Stiitzweite l in eine gerade oder ungerade Zahl gleich groBer 
Intervalle a und wiinschen wir an den Intervallgrenzen genaueWerte des Biegemomentes fJ 
zu erhalten, dann miissen wir uns die Belastung q", mittelbar - iiber Quertrager, die an 
den Intervallgrenzen gelegen sind - iibertragen denken und die von den einzelnen Langs
trag ern auf die Quertrager ausgeiibten Krafte Qo, Q1 ,Q2' ... bestimmen; das zugeordnete 
Biegemomentenpolygon gibt dann an den Intervallgrenzen die richtigen Werte 'f} an (Abb. 27). 

1 Vgl. E. Chwalla: Stahlbau Bd.8 (1935) S.46. - 2 Stiissi, F.: Wie FuBnote 3, S. 10. 
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Die an den Quertragerorten n ubertragenen Krafte Qo, Ql> Q2' ... lassen sich mit hinreichender 
Annaherung aus den bekannten baustatischen Beziehungen 

a 
Qn = 12(qn-l + 10 qn + qn+1) fiir n = 1 bis n =8, 

(E 25) Qo = 2a4 (7 qo + 6 ql - q2) Q9 = ~ (7 q9 + 6 q8 - q7); 

hei waagerechter Endtangente: Q9= ~ (10q9+2q8) 

berechnen, die sich auf die Abb. 27 beziehen und unter der Voraussetzung abgeleitet sind, 
daB die Verteilungskurve qz = F1 (x) innerhalb der aufeinanderfolgenden Intervallpaare 
dem Para belgesetz gehorcht1. 

Die an einem Quertragerort n ubertragene Kraft Qn gleicht dem Unterschied zwischen 
den Feldquerkraften des linken und rechten Nachbarfeldes und gehorcht daher der Beziehung 

(E 26) Q = 1]n -1]n-l 
n a 

1]n+l-1]n 
a 

Da sich Qn mit Hille von (E 25) auf qz und qz mit Hille von (E 24) auf r/, zuruckfuhren 
laBt, fuhrt die Beziehung (E 26) zu einem funktionalen Zusammenhang zwischen 'YJ und 
'YJ", der beispielsweise fiir die Orte n= 1 bis n= 8 der Abb. 27 durch die linearen Gleichungen 

(E 27) -~(11" + 1011"+ 11" ) _ _ 1]n-l~21]n+1]n+l U ~~ ~ ~+1- a n = 1,2,3, ... 8 

festgelegt wird. Um diesen funktionalen Zusammenhang bei der Auflosung unserer Dif
ferentialgleichung (E 20) zu verwerten, setzen wir die Gleichung (E 20) - die fUr die Orte 
(n-l), n und (n + 1) offenbar 

(E )" 1 ( )" 1 ( ) " I ( ) 28 'YJn-l = 7fi2 'YJn-l- mn-l, 'YJn = 7fi2 'YJn-mn , 'YJn+l = 7fi2 'YJn+ 1- mn+l 

lautet - in (E 27) ein und gelangen so zu den dreigliedrigen Gleichungen 

(E 29) (12y -1) 'YJn-l- (24y + 10) 'YJn + (12y -1) 'YJn+1 = - (mn- 1+ 10mn+ m n+1) , 
in denen 

(E 30) Y = fJ ( ~ r = BJI . (;a r = const 

bedeutet. Derartige Gleichungen konnen fUr aIle Zwischenpunkte des Tragers (in Abb. 27 
also fur n= 1 bis n= 8) angeschrieben werden. Fur die beiden Endpunkte (die Punkte 
n = 0 und n = 9 in Abb. 27) gelten ahnliche Gleichungen, bei deren Aufstellung aber nicht 
nur auf den durch (E 25) festgelegten geandertenAufbau der linken Seite von (E 27), sondern 
auch auf die beiden die Querschnittsverwolbung betreffenden Randbedingungen 
des Kipp-Problems Rucksicht genommen werden muB. Liegt beispielsweise der im 
§ 1 dieses Abschnittes geschilderte "Lastfall a" vor und wird die Vorwolbung des linken 
Endquerschnittes durch eine starre Stirnplatte oder eine starre Einspannung (vgl. Abb. 9c, d) 
restlos verhindert, dann muB wegen (018) und (E 10) 'YJo=O sein; der erste der gesuchten 
Losungswerte 'YJ ist dann unmittelbar bekannt, so daB die zur Bestimmung von 'YJo dienende, 
fur den Ort n = 0 geltende Gleichungszeile entfallt. Ware die Verwolbung des linken End
querschnittes ungehindert moglich (vgl. Abb. ge, f), dann muBte mit Rucksicht auf (0 19) 

1 Wiirde man die Lastverteilungskurve qx=F1(x) nicht durch Parabeln approximieren, sondern einfach 
durch ein Polygon mit den Ecken iiber den Intervallgrenzen n ersetzen, dann wiirde man an Stelle von (E 25) 
die Beziehungen 

a a a 
Qn = 6" (qn-l + 4qn + qn+l), Qo = 6" (2 qo + ql)' Q9 = 6" (2q9 + qa) 

erhalten, die schon von H. Miiller-Breslau (Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 5. Aufl., S. 179, Leipzig 
1924) verwendet worden sind. Diese Beziehungen liefern Ergebnisse von geringerer Genauigkeit als die Formeln 
(E 25), haben aber in den Fallen ungleicher Intervallange an 9= an + 1 den groBen Vorteil, daB sie sich unmittelbar 
in der Form 

aufspalten lassen. 
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und (E 10) 'r}~ = 0 sein. Diese Bedingung, fiir die wir - wie eine einfache Uberlegung 
zeigt - naherungsweise auch 

'71 - 1/0 'TJ~' a 1/;' a 0 (E31) -a---3---6-= 

schreiben diirfen, nimmt nach der Einfiibrung von (E 20) und (E 30) die Form 

(E32) (6y+2)17o-(6y-l)171=2mo+~ 

an; sie stellt im Fall freier Querschnittsverwolbung die dem Ort n = 0 zugeordnete, den 
Gleichungen (E 29) entsprechende Bedingungsgleichung vor. 

f, =B,8'IOZ 

o 

dHO=fJ{X) 
dx 

o 

Ho=/.{x) 

Z 

+ 

3 

3 5 G 

1J'=.!1 (x) 

7 8 9 

Die Auflosung der Differentialgleichung 
(E 20) wird somit bei dem geschilderten 
Naherungsverfahren auf die Auflosung 
eines Syst~ms einfa ch ge ba u ter, linea
rer Gleich ungen - der Gleichungen (E 29) 

'" und der den Randbedingungen entsprechen
.;;, den beiden Gleichungen - zuruckgefuhrt. 
~ 
",-

10 
§ 3. Zahlenbeispiel. 

Wir haben im Abschnitt D, § 3, die 
kleinste Kipplast eines Kragtragers ermit
telt, der die Lange l = 5,00 m aufweist und 
durch eine lotrechte Einzellast belastet 
wird, die im Schwerpunkt des freien End
querschnittes angreift und ihre lotrechte 
Richtung auch wahrend des Auskippens 
beibehalt; die Flanschachsen-Entfernung 
des Tragers hat hierbei h = 0,50 m, die auf 
die Querschnitts-Minimumachse bezogene 

10 BiegesteifigkeitB= 57,00tm2, die auf diese 
Achse bezogene Biegesteifigkeit des Flan
schenpaares BFI ~ B und die Drillungs
steifigkeit 0 = 2,38tm2 betragen. Wir haben 
fiir diesenTragernichtnur die Kipplast , son
dern auch die dieser Kipplast zugeordnete 
Kippfigur mit groBer Scharfe festgelegt 
(vgL die Zahlentafel 2, Fall "e = 0", und 
die Abb. 18, Kurve "e = 0") und sind daher 
in der Lage, unser Iterationsverfahren einer 
Uberpriifung zu unterziehen, indem wir 

o 1 Z 3 5 6 7 8 9 10 
ihm das genaue Verteilungsgesetz 1) = 11 (x) 
zugrunde legen; das Verfahren muB hier 
schon beim ersten Losungsschritt 
zum gesuchten Kipplastwert fuhren und 

CI-_a_---l--_a_--L __ ll_..J ___ l=!i.OOm. _______ ----...1.1 

Abb.28. 
dieser Kipplastwert muB mit dem strengen 

Losungswert (D 29) ubereinstimmen. Der Vergleich der erhaltenen Ergebnisse gibt uns die 
Moglichkeit, die Genauigkeit der durchzufiibrenden Naherungsintegrationen zu kontrollieren. 

Bei der Durchfiibrung dieser Untersuchung gehen wir, da der in § 1 dieses Abschnittes 
erwahnte "Lastfall a" vorliegt, von einem angenommenen Verteilungsgesetz 1) = 11 (x) aus, fur 
das wir vereinbarungsgemaB das in Abb. 28a dargestellte (mit dem Verteilungsgesetz 
"e=O" in Zahlentafel 2 und Abb. 18 ubereinstimmende) Gesetz wahlen. Der Baulast 
weisen wir den willkiirlich angenommenen Wert P* = 1 tzu, so daB die gesuchte Kipplast 
~=PkP*=Pk' 1 t betragt und die Gleichungen (E 8) und (E 7) die Form 
(E33) M= +Pkxl)=/2(x), 

(E34) 
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annehmen; in der Abb.28b sind die Werte d:!xn fiir die Zehntelpunkte der Tragerlange 
(Intervall-Lange a = l/10 = 0,50 m) dargestellt. Die Integration der Gleichung (E 34) wollen 
wir angenahert so durchfiihren, daB wir die iiber den Strecken a liegenden Flachenstiicke 
der KiIrve Abb. 28b mit Hille der Formel von Gregorius 

(E 35) 
a 

LI F f':::i If (Ylinks + 4 YMitte + Yrechts) 

der Reihe nach bestimmen und schrittweise summieren; ziehen wir in Riicksicht, daB das 
Drillmoment Mn am freien Tragerende verschwinden muB, dann gelangen wir auf diese 
Weise zu dem in Abb. 28c dargestellten VerteilungsgesetzMn=!4(x), 

1st M n = ! 4 (x) bekannt, dann konnen wir die Dif£erentialgleichung (E 9) nach einem 
der in § 2 dieses Abschnittes geschilderten Verfahren integrieren. Bedienen wir uns beispiels-
weise der allgemeinen LOsung (E 21), die in unserem Fall .. 

;!
~ 
~-

(E 36) 

<r 

cP = [K _1 .JM .C=' -' dr ] ft' r-X 
1 + 1 vP n om 1 vP <, \!.o z VIi 

o 
'" 

+ [K2 - l~P J Mn <foi I~P dC] Gin z;p 
o 

'll~~ 
..... '" .s ~ 

$ <;' 

a 

lautet, dann konnen wir die Ortsfunk
tion ([J = ! 5 (x) mit Hille einfacher Qua
draturen festlegen. Die auf die Quer
schnittsverwolbung Bezug nehmenden 
Randbedingungen verlangen -- wie 
wir im Abschnitt D, § 2, geschildert 
haben -- fiir den freienEndquerschnitt 
das Verschwinden von d2 f}ld x2 (frei 
mogliche Querschnittsverwolbung) und 
fiir den Einspannungsquerschnitt das 
Verschwinden von df}/d x (restlos ver
hinderte Querschnittsverwolbung), so 
daB wir mit Riicksicht auf (E 10) 

~ O~~--~2-=~3~=q~~~~---+--~--~~ 

I ;&-

'-·---------------l~5,OOm.----------------~ 

(E 37) [ fiir x = 0, 

fiir x = 1, 

d(JI -0 
dx -

([J = 0 

zu fordern haben; die Konstanten Kl 
und K2 betragen dann in sinngemaBer 
Ubereinstimmung mit (E 23) 

l 

1 1 J ' Kl = 1 Vp'Xg vP Mn<foi lV{idC 
o (E38) l 

__ 1 JM c=. -' dr K 0 1 {fJ n om 1 vP <, , 2 = . 

o 

b 

'----- .. 
~ 1 ~ 
~ l!i ~ 

Die Abb. 29a zeigt den Verlauf ""~ '>S1 ""~ 3 'I 5 

der Hilfsfunktionen Mn . Gin 1 ;P und Abb. 29. 

7 8 9 10 

Mn' <foi z ;P , wahrend die Abb. 29b und die Zahlentafel4 das mit Hille von (E 36) - durch 

schrittweise Anwendung der Quadraturformel (E 35) -- gewonnene Integrationsergebnis ([J = 
!s(x) enthalt. Gehen wir beider Durchfiihrungder Quadratur vondem fiirdieZwanzigstel
punkte festgelegten Mn-VerIauf aus, halten wir also den fiir die Integration erforderlichen 
Arbeitsaufwand in ertraglichen Grenzen, dann gelangen wir zu Losungswerten CP, die von 
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den strengen Werten um ein Viel£aches abweichen und daher im weiteren zu grob falschen 
lterationsergebnissen fiihren; selbst wenn wir uns mit einer Verdoppelung dieses Rechen
aufwandes abfinden und von einem MD-Verlauf ausgehen, dessen Ordinaten fiir die Vier
zigstelpunkte festgelegt sind, betragt der groBte FeWer der gefundenen Integrationsergeb
nisse immer noch mehr als 100%. Die GroBe dieser FeWer ergibt sich auf Grund eines Ver
gleiches mit den "exakten" Werten (/>, die gleichfalls in der Abb. 29b und der ZaWentafel4 

xjl = 0 0,1 
Mit 20 Interv. 0,0455 0,0493 
Mit 40 Interv. 0,0267 0,0289 

Exakt 0,0203 0,0221 
Nach Stiissi 0,0202 0,0219 

0,2 

I 
Zahlentafel 4. Werte - ""2 . <P. 

fL 

0,3 0,4 0,5. 0,6 
0,0613 0,0827 0,1150 0,1550 0,2127 
0,0359 0,0479 0,0649 0,0849 0,1080 

0,7 
0,2880 
0,1312 

0,0273 0,0362 0,0481 0,0614 0,0731 I 0,0789 
0,0272 0,0360 0,0479 0,0611 0,0726 0,0783 

0,8 0,9 1,0 
0,3872 0,5222 0,0000 
0,1516 0,1677 0,0000 
0,0731 0,0494 0,0000 
0,0724 0,0487 0,0000 

angegebensind und unterVerwendungvon (E 10) und (D 29) mitHilfe der imAbschnitt D, §3, 
gewonnenen strengen Losung {)= 11 (x) bestimmt wurden. Die abnorme GroBe der Abweichungen 

ist dadurch bedingt, daB sich die Werte MD' Sin ~fij und MD' <rof ~;- (vgl. die Abb. 29a) 
lvP lvP 

~ .. mit Riicksicht auf die Kleinheit von {J nur 
S!:- wenig unterscheiden, so daB bei der An-
~- ~ wendung von (E 36) sehr kleine Diffe

3 5 G 7 8 9 
.:r:-

"=k (x) .. 
::t 

+ 

o 1 2 3 'I 5 G 10 

ta-ka~a~ I 
... ---------l=5,OOm---------..l· 

Abb.30. 

renzen auftreten und der entstehende 
Quadraturfehler auch bei der Wahl sehr 
kleinerIntervall-Langen von der GroBen
ordnung des gesuchten Wertes (/> ist. 
Wir sahen uns daher im § 2 dieses Ab
schnittes veranlaBt, vor der Anwendung 
dieser Integrationsmethode bei der ange
naherten Losung von Kippaufgaben nach-
driicklichst zu warnen. 

Verwenden wir an Stelle dieses "direk-
ten", fiir unsere Zwecke jedoch ungeeig
neten Integrationsverfahrens das von 
S t ii s si vorgeschlagene Verfahren, dann 
haben wir die Differentialgleichung (E 9) 
durch ein System von linearen Glei
chungen zu ersetzen, die sich auf die ge
wahlten Unterteilungspunkte der Trager
lange beziehen und unmittelbar anschreiben 
lassen. Wir unterteilen die Stablange in 
zehn gleiche Teile, so daB n von n = 0 bis 
n= 10 wandert. Fiir den Ort n = 0 (freies 
Tragerende) gilt - da die Verwolbung der 
Stirnquerschnittsflache ungehindert mog

lich ist - eine Gleichung vom Typ (E 32) und fiir die Orte n = 1 bis n = 9 stehen Gleichungen 
vom Typ (E 29) in Geltung; die dem Ort n= 10 zugeordnete Gleichung falit aus, da wir 
fiir die Unbekannte (/>10 mit Riicksicht auf die gewaltsame Verhinderung der rechten End
querschnittsverwolbung unmittelbar (/>10= 0 [vgl. (0 18) und (E 10)] schreiben konnen. Das 
Gleichungssystem nimmt somit - wenn wir beachten, daB den GroBen'YJ und m in (E 20) 
die GroBen (/> lmd MD in (E 9) entsprechen - die Form 

n = 0, (6y + 2) (/>0 - (6y -1) (/>1 = 2 MD. + MD, 
n = 1, (12 Y -1) (/>0 - (24 Y + 10) (/>1 + (12 Y -1) (/>2 = - (MD. + 1O.MD, + MD,) 

(E 39) ........................................................ 
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

n = 9, (12y -1) (/>8 - (24y + 10) (/>9 + 0 = - (MD, + 10 MD. + MDlO ) 
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an und fiihrt, wenn wir es nach den Unbekannten <Po, <PI' <P2 ,... auflosen, zu dem in 
Abb. 30a dargestellten Verteilungsgesetz <P = 15 (x). Obwohl wir bloB 10 Unterteilungspunkte 
gewahlt haben, stimmt die gefundene Losungskurve mit der in Abb.29b gezeichneten 
"exakten" Losungskurve sehr gut iiberein. 

1st die Ortfunktion ~=/5(x) ermittelt, dann ist sie in (E 10) einzufiihren und zu inte
grieren. Diese Integration laBt sich wieder mit Hille der Beziehung (E 35) durchfiihren, 
doch miissen wir bei der Summierung der Teilllachen yom rechten Tragerende ausgehen, 
da sich die zugeordnete Randbedingung auf die Stelle x = l bezieht und fiir diese Stelle 
das Verschwinden von {} fordert. Wir gelangen auf diese Weise zu der in Abb. 30b dar
gestellten Verteilungskurve {}=/s(x), die - wie wir erwarten muBten - mit groBer An
naherung zur Ausgangskurve {}=iI(x) affin (d. h. in den Ordinaten gleichartig verzerrt) 
verlauft. Fiir den Flacheninhalt der Kurve {} = II (x) finden wir FI = 2,8402 und fiir den 
Flacheninhalt der Kurve {} = 16 (x) ergibt sich F 6 = 0,2869 .,u~, so daB die Gleichung (E 11) 

(E 40) 2,8402 = 0,2869,u~ 
lautet und ,uk = 3,146 liefert; fiir die gesuchte Kipplast wird daher der Wert 

(E 41) Pk =,uk· P* = 3,146·1 t = 3,146 t 

erhalten, der bloB um 0,4 % von dem im Abschnitt D, § 3, Gleichung (D 29), gefundenen 
LOsungswert Pt= 3,132 t abweicht. Der durch die naherungsweise Integration der Differen
tialgleichungen begangene Rechenfehler bleibt somit - wenn wir uns der angegebenen 
Losungsverfahren bedienen - innerhalb sehr enger Grenzen. 

F. Der Sonderfall BFl=O ("fianschloser" Trager). 

§ 1. Die Differentialgleichung des Problems. 
Da das beim Auskippen eines Tragers zur Geltung kommende Drillmoment MD langs 

der Tragerachse im allgemeinen veranderlich ist und der Tragerquerschnitt weder die Form 
eines Kreises noch die eines Kreisringes besitzt, ist die Verdrillung - zum Unterschied 
von der "reinen" Verdrillung - von N ormalspannungen begleitet; bei der Festlegung 
des funktionalen Zusammenhanges zwischen dem Drillmoment und dem Drillwinkel gilt 
daher nicht die einfache Formel 

(F 1) MD = O· ~: = ~ .{}' 
der St. Venantschen Theorie, sondern eine wesentlich verwickeltere Beziehung, wie wir 
sie im Abschnitt A, Gleichung (A 11) bis (A 14), angegeben haben. 1st nun der untersuchte 
Trager ein verhaltnismaBig langer Trager mit flanschlosem Querschnitt, dann 
ist der EinfluB, den die durch die Verdrillung bedingten Normalspannungen auf die Losung 
des Kipp-Problems nehmen, verhaltnismaBig klein und daher in erster Annaherung 
vernachlassigbar. Wir wollen uns im weiteren auf diesen Grenzfall beziehen und setzen 
demgemaB fiir die auf die Minimumachse des Tragers bezogene Biegesteifigkeit des Flan
schenpaares (vgl. Abb. 1 b) 
(F 2) BFI == 0, 

so daB die Gleichung (A 11) die einfache Form (F 1) annimmt. Die Kipplasten, die wir 
mit Hille dieser vereinfachten Theorie gewinnen, sind grundsatzlich zu klein; sie stellen 
untere Grenzwerte vor, die sich aber um so mehr den strengen Losungswerten annahern, 
je mehr sich die Abmessungen des Tragers den Abmessungen eines "relativ langen Tragers 
mit flanschlosem Querschnitt" anschmiegen. 

Setzen wir BFI == 0, dann geht die im Abschnitt A abgeleitete allgemeine Differential
gleichung (A 17) in die Gleichung 

(F 3) 
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tiber, in der die durch Striche angedeuteten Ableitungen #" -== ~~~, 0'-== ~~ , ... auf die 
di.ri:tensionslose Zahl ~ = x/I bezogen sind und 

B die auf die Minimumachse des Tragerquerschnittes bezogene Biegesteifigkeit des Tragers, 
o die Drillungssteifigkeit, 
p die Intensitat der stetig verteilten Querbelastung, 
e die nach oben positiv gezahlte Entfernung der Elementarlasten p' d x von der Tragerachse, 

Ml das durch die Querlast p, die Endmomente 9)1 und die Endquerkrafte P hervorge
rufene (um die Maximumachse des Tragerquerschnittes drehende) Biegemoment, 

S die an den Tragerenden mittig angreifende, als Zugkraft positiv gezahlte Axialkraft und 
I die Tragerlange bedeutet; S, I sind Konstante und B, 0, p, e, Ml sind stetige Funktionen 

der V erhaltniszahl ~. 

Die Gleichung (F 3) stellt auch hier eine lineare, homogene Differentialgleichung ffir den 
infinitesimalen Drillwinkel # vor, ist jedoch nicht von sechster, sondern nur mehr von 
vierter Ordnung. Dementsprechend unterliegt die allgemeine Losung von (F 3) nicht mehr 
sechs, sondern bloB vier Randbedingungen; die beiden auf die Querschnittsverwolbung 
Bezug nehmenden Randbedingungen fallen hier weg, da wir ja den EinfluB der die Ver
drillung begleitenden Normalspannungen und damit auch den EinfluB der verschieden
artigen Verwolbung der Querschnittsebenen nicht in Rticksicht ziehen. 

1st die Axialkraft des untersuchten Tragers S = 0, dann laBt sich durch zweimaliges 
Integrieren von (F 3) die Gleichung 

(F4) #"+ ~ #'+ ~~~2 # + p~e # =+ ~1~2 (KI~ +Kn) 

gewinnen, die auch unmittelbar aus (D 6) und (F 2) erhalten werden kann und deren Inte
grationskonstante K1 , Kn durch die Beziehungen (D 7) oder (D 8) festgelegt werden. Wenn 
bei der Ausbildung des unendlich wenig ausgekippten Gleichgewichtszustandes sowohl M 
als auch Ml oder # an beiden Tragerenden verschwindet, oder wenn wir ffir zwei beliebige 
Querschnittsorte aussagen konnen, daB (Ql#-Q) bzw. (M1#+M) gleich Null ist, dann 
wird KI = Ku = 0, so daB (F 4) in die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(F5) #//+ ~ #'+ ~i~2 #+ p~e #=0 

tibergeht. Wie wir im Abschnitt D, § 2, dargelegt haben, liegt dieser Fall sowohl beim lot
recht belasteten Kragtrager als auch beim lotrecht belasteten, in "Gabeln" gelagerten 
Balkentrager vor; die allgemeine Losung weist hier bloB zwei Integrationskonstante auf, 
so daB bloB zwei Randbedingungen erflillt werden mtissen und demgemaB auch die zur 
Kippbedingung fiihrende Koeffizientendeterminante .d K eine bloB zweireihige Deter
minante ist. Wir gelangen auf diese Weise zu einer wesentlich vereinfachten Kipptheorie, 
in deren Rahmen schon verschiedene Einzelprobleme der Losung zugefiihrt worden sind; 
diese Losungen sollen im folgenden kurz besprochen werden. 

§ 2. Der "fianschlose" Kragtrager. 
Wir wollen vorerst den EinfluB aufzeigen, den die Voraussetzungen tiber das V er hal ten 

der auBeren Belastung wahrend des Auskippens auf die Problemlosung zu nehmen 
vermag, und untersuchen zu diesem Zweck einen Kragtrager, der einen konstanten, flansch
losen Querschnitt aufweist und an seinem freien Ende durch ein Kraftepaar vom Moment 9)1 
auf reine Biegung beansprucht wird (Abb. 31a). Yom Momentenvektor 9)1, der vor dem Aus
kippen des Tragers waagerecht liegt und der Endquerschnittsebene des Tragers angehort, 
sei vorerst vorausgesetzt, daB er sich wahrend des Auskippens des Tragers parallel ver
schiebt (Abb. 31b); an der Einspannstelle x=1 des Tragers ist dann im unendlich wenig 
ausgekippten Gleichgewichtszustand sowohl der Drillwinkel # als auch die SchnittgroBe M 
und Q sicher gleich Null, so daB mit Rticksicht auf (D 8) KI = Ku = 0 ist und die Differential
gleichung (F 5) in Geltung steht. Diese Gleichung nimmt wegen Ml -==9)1, e= 0 und 0 = 0 
die Form 

(F 6) {)II + ~2~2 .# = 0 
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an und besitzt die allgemeine Losung 

(F 7) {} = Ksink ~ + It cosk~, 

deren Integrationskonstanten durch die beiden Randbedingungen 

(F 8) { ~ = 1, {} = 0 
~ = 1, M n = 0, also {}' = 0, 

bestimmt werden. Fiihren wir (F 7) in (F 8) ein, dann erhalten wir zwei in K und K lineare, 
homo gene Gleichungen, die nur dann mit einer von der N ullosung verschiedenen Losung 
vertraglich sind, wenn ihre Koeffizientendeterminante 

(F 9) LlE = - k (sin2 k + cos2 k) 
verschwindet. Da diese Determinante ffir aIle 9R =l= 0 einen von Null verschiedenen Wert auf
weist, besitzt hier das R~ndb~dingungspaar bloB die triviale, der e benen Gleichgewichtsfigur 
zugeordnete Nullosung K = It = 0, so daB ein A us
kippen des Tragers ausgeschlossen istl. 

Wird hingegen angenommen, daB der Momenten
vektor 9R, der vor dem Auskippen des Tragers 
waagerecht liegt und der Endquerschnittsebene des 
Tragers angehort, au ch wahrend des A us
kippens waagerecht und in der Endquer
schnittsebene gelegen bleibt (Abb. 31c), dann 

~ p 
a q:--t------- ~ 

x~l----l j 

ist zwar an der Einspannstelle nach wie vor {} = M = b 
Q = 0 und daher KI = KII = 0, so daB (F 6) und 
(F 7) unverandert erhalten bleibt, doch nehmen die 
beiden Randbedingungen nunmehr die Form 

(F 10) { ~ = 1, {} = 0 
~=O, Mn=O, also {}'=O 

an. Setzen wir (F 7) in (F 10) ein, dann gelangen 
wir wieder zu zwei in K und K linearen und homo

c 

!lIt1 
I 
L-:... __ -==-_-=--=--=--,...-__ _ 

fi~~~===-==I=I-
t 

Abb. 31. 

genen Gleichungen, die nur dann eine von der trivialen Nullosung verschiedene Losung 
besitzen, wenn ihre Koeffizientendeterminante 

(F 11) 
verschwindet. Dies ist fiir 

(F 12) k=~ 
2 ' 

also n = 1,2,3 ... 

tatsachlich der Fall, so daB hier Verzweigungsstellen des Gleichgewichts widerspruchsfrei 
zur Ausbildung gelangen 2. 

Wird der Kragtrager an seinem freien Ende durch eine lotrechte Einzellast P belastet, 
die in der Entfernung e oberhalb der Tragerachse angreift und ihre lotrechte Richtung 
auch wahrend des Auskippens beibehalt (Abb.32a), dann kann ebenso wie friiher aus
gesagt werden, daB beim Ubergang von der ebenen zur infinitesimal ausgekippten Gleich
gewichtslage sowohl {} als auch M und Q an der Einspannstelle gleich Null bleibt, so daB 
KI = KII = 0 ist und die Differentialgleichung (F 5) in Geltung steht. Da p = 0 und 
Ml = - P . x = - P . l . ~ ist, nimmt diese Differentialgleichung die Form 

(F 13) .o"+ ~ . .of + ~2X ~2{} = 0 

an; ihre allgemeine Losung weist zwei Integrationskonstante auf, zu deren Bestimmung 
zwei Randbedingungsgleichungen zur Verfiigung stehen. Die erste von diesen Gleichungen 

1 Lorenz, H.: Technische Elastizitatslehre, S. 357. Miinchen u. Berlin 1913. - Federhofer, K.: Sitzgsber. 
Akad. Wiss. Wien, IIa, Bd. 134, 1925, S. 94. - Weinhold, J.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 17 (1937) S.274. 

2 Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang, Bd. 2,2. AuH., S. 332. Miinchen u. Berlin 1928. 
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bringt zum Ausdruck, daB das Drillrnoment am freien Tragerende die GroBe MD I. = 0 

=-P·e·-ol.=o besitzt (vgl. dazu die Abb. 17c), und die zweite verlangt, daB der Drill
winkel an der Einspannstelle verschwindet; wenn wir (F 1) beachten, laBt sich fiir diese 
beiden Randbedingungen 

(F 14) 

schreiben. 

{ ~ = 0, 

~= 1, 

-0' + p~ Z e -0 = 0 

D=O 

Dieses Kipp-Problem wurde fiir den Fall, daB P im Schwerpunkt des Endquerschnittes 
angreift und der Querschnitt ein Rechteck der Brl3ite b = const und der Rohe h = hI . ~, 
0;;;;; n;:;;;: 1, ist, von Federhofer 1 der Losung zugeftihrt. Fiir die kleinste ideale Kipplast 
ergibt sich hierbei eine Beziehung der Form 

(F 15) . P, k vBWGW mlnk=l· Z2 , 

in welcher B(l)' 0(1) die an der Stelle ~ = 1 vorhandenen Steifigkeiten B, a bedeuten und 
fiir ~ die in der Zahlentafel 5 angefiihrten Werte Geltung besitzen. 1st die am freien Trager-

ende vorhandeue Querschnittshohe ho von Null 

~ 
verschieden und wachst diese Rohe mit zuneh-

a" : x'- t Z - :'' ---z --------. --~.I"---+J mendem ~ linear oder parabolisch bis zum ~nd-
- =<, ~ _~ wert ~ an, dann wird in den Fallen ho= '4~' 

~ ~, ! ~ der Reihe nach ~ ~ 3,72, 3,41, 2,98 
bzw. kl~ 3,99,3,77, 3,54 erhalten. 

Zahlentafel 5. 

b~~ n= ° 1/4 1/2 3/4 1 
kl = 4,013 3,614 3,214 2,811 2,405 
k2 = 12,854 12,049 11,243 10,433 9,619 
ka = 12,854 14,911 17,063 19,308 21,642 
k4 = 12,854 15,816 19,079 22,643 26,508 r Z + l , 

c -F ___ 2 ____ ± ___ 2 ___ * 1st der Tragerquerschnitt konstant und daher 
B = const, C = const und 0' = 0, dann geht 
(F 13) in 

Abb. 32. (F 16) -0" + ~2~ ~2D = 0 

tiber. Diese Differentialgleichung wurde unter Beachtu,ng der Randbedingungen (F 14) von 
Prandtl2 integriert; fiir den Fall sehr kleiner Werte ell ergab sich hierbei die Naherungs
beziehung 

(F 17) . VJiO ( e ,/ B) mm Pk = 4,0126 -Z2-· 1-1,03 T VeT ' 
wahrend fiir den Grenzfall e ~ - 00 (Einzellast P unendlich tief un t er h a I b der Trager 
achse angreifend) 

(F 18) min It = 5,56 -v;.c 
gefunden wurde; es ist dies der gleiche Wert, den wir fiir die kleinste Kipplast des unter
suchten Kragtragers erhalten wiirden, wenn wir am freien Tragerende die Verdrillung 
gewaltsam verhindern wiirden. Die im Sonderfall e = 0 (Einzellast P im Schwerpunkt des 
Endquerschnittes angreifend) aus (F 17) gewonnene Beziehung 

(F 19) min It = 4,0126 -v;.c 
stellt die von Prandtl2 und Michell3 ermittelte "klassische" Losung der Kipptheorie vor. 

1 Federhofer, K.: Verhandl. 3. Int. Kongr. Techn. Mech. in Stockholm 1930, Vol. 3, S. 66; Sitzgsber. Akad. 
Wiss. Wien, ITa, Bd.I40, 1931, S.237. 

2 Prandtl, L.: Wie FuBnote 1, S. 12. - 3 Michell, A. G. M.: Wie FuBnote 2, S.14. 
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Wird der Kragtrager durch eine stetig verteilte lotrechte Belastung P belastet 
(Abb. 32 b), deren Elementarlasten P . d x in der Entfernung e ober- oder unterhalb der Trager
achse angreifen und wahrend des Auskippens lotrecht bleiben, dann muB die Differential
gleichung (F 5) - in der die GraBen M I , B, 0, 0', P und e stetige Funktionen von ~ vor
stellen - unter Beachtung der Randbedingungen 

(F 20) { ~ = 0, MD = 0, also I}' = 0 
~=1, {}=o 

integriert werden. Diese Aufgabe ist fUr einen Trager, der eine in den Querschnittsschwer
punkten angreifende Gleichlast (p = const, e = 0) zu tragen hat und einen Rechteckquer
schnitt der Breite b=const und der Hahe h=~'~' 0 :s;;.n :s;;.1, besitzt, von Federhofer l 

gelast worden. Fiir die kleinste ideale Kippbelastung gilt hier die Beziehung 

(F 21) . k l/BWCW 
llllll Pk = 2' Z3 , 

in welcher B(1)' 0(1) die an der Stelle ~ = 1 vorhandenen Steifigkeiten B, 0 bedeuten und fiir k2 
die in der Zahlentafel 5 angegebenen Werte einzusetzen sind. Stellt p die artliche 1ntensitat 
des Eigengewichtes dieses Kragtragers vor, gilt also nicht nur h=~· ~ sondern auch 
p = PI .~, dann ergibt sich fiir das kritische Gesamtgewicht des Tragers I 

(F 22) 

wobei ka aus der Zahlentafel 5 entnommen werden kann. Besitzt der Trager einen konstanten 
Querschnitt (B = const, 0 = const, 0' = 0) und hat er die in der Achse angreifende Quer
belastung P=PI'~' O:s;;.n :s;;.1, zu tragen, dann wird fiir den kleinsten kritischen Wert der 
gesamten Querlast der Ausdruck I 

. -{JiG 
(F 23) mm Qk = k4 · -Z2-

erhalten, in den wir die in der Zahlentafel 5 angegebenen Beiwerte k4 einzusetzen haben. 
1st schlieBlich nicht nur der Tragerquerschnitt sondern auch die 1ntensitat der Querlast 
konstant (B = const, 0 = const, 0' = 0, P = const, e = 0), dann wird fiir min Pk der schon 
von Prandtl2 und Michel!3 angegebenen Wert 

(F 24) min Pk = 12,854 v:;c 
gewonnen. 

Wirken auf den untersuchten Kragtrager mehrere lotrechte Einzellasten ein, dann 
miissen wir uns den Trager an allen Lastangriffsorten durchschnitten denken und fiir jedes 
der so erhaltenen Tragerstiicke die allgemeine Lasung der Differentialgleichung bestimmen. 
Die zur :Jrestlegung der auftretenden 1ntegrationskonstanten erforderlichen Randbedingungen 
haben hierbei, soweit sie sich auf diese Schnittstellen beziehen, den Charakter von "Stetig
keitsbedingungen". Der Fall zweier gleich groBer Einzellasten (Abb. 32c) ist von Weinhold" 
mit Hille eines Iterationsverfahrens untersucht worden, das sich - da die maBgebende 
Differentialgleichung (F 5) bloB von zweiter Ordnung ist - als einfacher Sonderfall des 
im Abschnitt E geschilderten Iterationsverfahrens ergibt; fiir die kleinste Kipplast wurde 
hierbei der Wert 

(F 25) 
gefunden. 

minPk = 3,43 r:;.o 

§ 3. Der "fianschlose" Balken mit Gabellagerung. 
Wir untersuchen einen einfachen Balken der Lange L= 2l, der an seinen beiden Enden 

in "Gabeln" (vgl. Abb. 2 und 16c) gelagert ist und eine lotrechte Belastung zu tragen hat. 
Setzen wir wieder voraus, daB diese Belastung ihre Wirkungsrichtung auch wahrend des 

1 Federhofer, K.: Wie FuBnote I, S.60. - 2 Prandtl, L.: Wie FuBnote 1, S.12. 
3 Michell, A. G. M.:WieFuBnote2, S. 14. - 4Weinhold, J.: Z. angew. Math. Mech.Bd.14(1934) S. 379. 
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Auskippens beibehalt, dann ist {}, M und Q im infinitesimal ausgekippten Gleichgewichts
zustand an beiden Tragerenden sicher gleich Null, so daB KI=Krr=O wird und die ver
einfachte Differentialgleichung (F 5) in Geltung steht. 

1st der Balken in seiner Mitte durch eine lotrechte, auch wahrend des Auskippens lot
recht bleibende Einzellast P belastet, deren Angriffspunkt in der Entfernung e ober
oder unterhalb der Tragerachse gelegen ist (Abb.33a), dann mussen wir - wie wir im 
Abschnitt D, § 2, dargelegt haben - die linke Balkenhalfte als "Trager der Lange l" auf
fassen. Die diesem "Trager" zugeordnete Differentialgleichung (F 5) nimmt wegen 

M1 = + :; . x = + ~ l ; und p = 0 die Form 

(F 26) {}" + 0' {}' + P2l4 ;2 {} - 0 o 4BO -

an und besitzt eine allgemeine Losung, die zwei 1ntegrationskonstante aufweist. Von den 
zur Bestimmung dieser Konstanten dienenden Randbedingungsgleichungen fordert die 

P 
2 

-----+---

p 
erste das Verschwinden des Drillwinkels am Ort der 
"Gabel", wahrend die zweite zum Ausdruck bringt, 
daB das DrillmomentMn in der Balkenmitte mit Ruck
sicht auf die Symmetrie der Anordnung vom Wert 

+ P2 e {}I auf den Wert - P2 e {}I springt und 
<=1 <=1 

daher am rechten Ende unseres "Tragers" die GroBe 

M n = + ~2 e{} I besitzt (vgl. dazu die fUr den Fall einer ;=1 
Einzellast 2 P geltende Abb. 20 b); mit Rucksicht auf 
(F 1) konnen wir daher fUr die beiden Randbedingungen 

1;=0, {} =0 

(F27) ;=1, {}'-;~e{}=o 
JI schreiben. 

c ~HmllmBBmmmH!!BHHtH1 FUr den Balken mit konstantem Querschnitt 
__ --j----------~ (B=const, O=const, 0'=0) ist dieses Kipp-Problem 
,I r von Koroboff1 untersucht worden, wobei sich fur 
~x=~l~ -
!..1.-------l=Zl - sehr kleine Werte elL die Naherungsformel 

Abb.33. (F28) minPk = 16,936 ~ (1-3,48 1 V ~) 
ergab. Greift P im Schwerpunkt des Tragerquerschnittes an, ist also e=O, dann wird 
fUr die kleinste Kipplast der schon von Prandtl 2 und Miche1l 3 abgeleitete Wert 

F (29) minPk = 16,936 ~ 
gefunden, der - wie Timoshenk0 4 gezeigt hat - auf den Wert 

(F 30) minPk = 26,64 11120 

anwachst, wenn der Balken an seinen beiden Enden an Stelle der Gabellagerung eine in 
waagerechter Richtung wirkende starre Einspannung erfahrt. Greift P im Querschnitts
schwerpunkt, aber nicht in der Balkenmitte, sondern in der Entfernung A vom Gabellager 
an (Abb.33b), dann gilt nach Koroboff1 und Dinnikl> 

(F 31) minPk = k5 • 11120 , 

wobei fUr kl> die aus der Zahlentafel6 zu entnehmenden Werte einzusetzen sind. Weist der 
Balken einen Rechteckquerschnitt auf, dessen Breite konstant ist und dessen Rohe von 

1 Koroboff, A.: Ber. Polytechn. Inst. Kiew, 1911. - 2 Prandtl, L.: Wie FuBnote 1, S.12. 
3 Michell, A. G. M.: Wie FuBnote 2, S. 14. - 4 Timoshenko, S.: Wie FuBnote 2, S.25. 
5 Dinnik, A.: Ber. Donischen Polytechn. Inst. Nowotscherkassk, 2, 1913. 



Der "flanschlose" Balken mit Gabellagerung. 

Zahlentafel 6. 

0,50 I 0,45 I 0,40 I 
16,936 17,15 17,82 

0,35 I 0,30 I 0,25 
19,04 21,01 24,10 

0,15 I 0,10 
37,88 56,01 
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0,05 
111,6 

dem in der Balkenmitte vorhandenen Wert hm nach beiden Seiten geradlinig bis auf den 

Betrag ! hm oder ~ hm oder ! hm absinkt, dann ergibt sich im Fall einer im Querschnitts
schwerpunkt angreifenden Mittenlast P nach Federhofer1 

(F 32) minP.. = k . VBmCm 
k 6 L2 , 

wobei k6 ~ 15,26 bzw. 13,11 bzw. 10,82 betragt; nimmt die Tragerhahe nicht linear, sondern 
parabolisch ab, dann gilt sinngemaB k6 ~ 16,46 bzw. 15,17 bzw. 13,57. 

Hat der untersuchte, in Gabeln gelagerte Balken eine gleichmaBig verteilte Belastung 
zu tragen (Abb. 33c), deren Elementarlasten P . dx in der Entfernung e ober- oder unterhalb 
der Tragerachse angreifen, dann haben wir in die Differentialgleichung (F 5) fiir Ml die 

Beziehung Ml = P l2 (~- ~) einzufiihren und die Randbedingungen in der Form 

(F 33) { ~ = 0, 1} = 0 
~ = 1, M D = 0, also 1}' = 0 

zu schreiben. 1st der Balkenquerschnitt konstant (B = const, 0 = const, 0' = 0) und der 
Wert elL sehr klein, dann darf die kleinste kritische Belastungsintensitat nach Timo
shenko 2 mit Hilfe der Beziehung 

(F 34) minpk = 28,32 Via C (1-1,54 ~ -vg) 
berechnet werden, aus der sich im Sonderfall e= 0 (Gleichlast in der Tragerachse an
greifend) der Wert 

(F 35) min Pk = 28,32 fiJ1 
ergibt. 

AbschlieBend sei noch vermerkt, daB auch das Kipp-Problem eines in seiner lotrechten 
Symmetrieebene kreisfarmig gekriimmten Tragers unter der Voraussetzung eines kon
stanten, "flanschlosen" Querschnittes der Lasung zugefiihrt worden ist. Die erste Aufgabe 
dieser Art - die Kippung eines kreisfarmigen, in Gabeln gelagerten und durch eine lotrechte 
Scheitellast belasteten Balkens - ist von Hencky 3 mit Hilfe des von ibm entwickelten 
"Verfahrens der elastischen Gelenkkette" untersucht worden. Federhofer 4 behandelte 
das Kipp-Problem eines kreisfarmig gekriimmten Kragtragers, der durch eine 19trechte 
Endlast, eine lotrechte Gleichlast oder ein lotrechtes Endmoment belastet wird; Karas 5 

zeigte die Anwendung der Energiemethode und des Gelenkkettenverfahrens bei der. Lasung 
derartiger Probleme und untersuchte die von Hencky behandelte Aufgabe mit Hille einer 
von Federhofer 4 angegebenen Naherungsmethode. 

1 Federhofer, K.: Wie FuBnote 1, S. 60. - 2 Timoshenko, S.: Wie FuBnote 2, S.25. 
3 Hencky, H.: Eisenbau Bd. 11 (1920) S.437. 
4 Federhofer, K.: Bautechnik Bd. 2 (1924) S. 306; Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, ITa, Bd. 134 (1925) S.81. 
5 Karas, K.: Festschr. Dtsch. Techn. Hochschule Briinn, 1924, S. 240; Mitt. Hauptver. Dtsch. Ing., Briinn, 

Bd. 13 (1924) S.225; Bd. 14 (1925) S.26; Bd.16 (1927) S.66. 




