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Vorwort. 
1m Herbst 1940 entschloBsich G. PRANGE zur Herausgabe seiner 

mathematischen Einfiihrungsvorlesung. Ihren charakteristischen Zug 
erhalt diese Vorlesung durch eine enge Verkniipfung der mathemati­
schen Dberlegungen mit physikaJisch-technischen Fragestellungen, die 
einen fiir den kiinftigen Naturwissenschaftler und Ingenieur besonders 
geeigneten Zugang zu den begrifflichen Grundlagen der Infinitesimal­
rechnung erschlieBt. 

Der vom Verfasset folgerichttg eingehaltene Grundsatz, mathe­
matische Begriffsbildungen erst dann einzufiihren, wenn es zwanglos 
moglich ist und wenn der Leser ihre Notwendigkeit oder die damit ver­
bundenen Vorteile einsehen kann, fiihrt zu einer Darstellung, die in 
mancher Hinsicht von der iiblichen stark abweicht. Beispielsweise wird 
der Begriff des Differentials und die damit verbundene Schreibweise 
der Ableitung und des Integrals erst verhaItnismaBig spat eingefiihrt, 
da die Begriffe Flacheninhalt und Steigung bei den ganzen rationalen 
und auch bei den einfachsten gebrochenen rationalen Funktionen sich 
ohne diesen F ormalismus sehr einfach behandeln lassen. Erst bei der 
Begrundung der Substitutionsmethode ergibt sich fiir den Leser zwang­
los die Einfiihrung der neuen Symbolik. Der Leser lernt aber nicht erst 
auf Seite 265 das In.tegrieren und Differenzieren, wie ein fliichtiger 
Blick in das' Inhaltsverzeichnis befurchten laBt. 

Ahnlich verhalt es sich mit dem Prinzip der Reihenentwicklung, das 
dem Leser schon sehr bald nahe gebracht wird, und zwar in der Form: 
Zerlegung einer vorgelegten Funktion in eine ganze rationale Naherungs­
funktion und eine Verbesserungsfunktion'(Rest). Der Verfasser verzichtet 
bewuBt darauf, das Rechnen mit unendl:chen Reihen (Differenzieren, 
Integrieren usw.) in der iiblichen Weise gesondert zu behandeln, wei! 
er den Anfanger dazu erziehen will, bei allen Entwicklungen den Rest 
"mitzunehmen". Da dies bei den einfachen Funktionen, die in def mathe­
matischen Einfiihrungsvotlesung behandelt werden, keine Schwierig­
keiten bietet, so eriibrigen sich in diesem Rahmen die Oberlegungen 
iiber das Rechnen mit Pofenzreihen, die dem Verstandnis des Anfangers 
erfahrungsgemaB groBe Schwierigkeiten bereiten und oft mehr Schaden 
als Nutzen bringen. In der ganzen Vorlesung behalt er das formal urn­
standlichere, aber begrifflich einfachere Reclinen mit Naherung und Rest 
bei, das die neueren Autoren auch erst bei der Ableitung der binomischen 
Reihe aufzugeben pflegen, urn die hier etwas miihsame Abschatzung 
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des Restes zu vermeiden. Da aber der Begriff der gleichmaBigen und 
ungleichmaBigen Annaherung an Hand der gegebenen Entwieklungen 
sorgfaltig herausgearbeitet wird, so fehlt dem Leser nichts zum Ver­
standnis. einer modernen Darstellung der Reihenlehre. 

Die Grundlage des Buches bildet eine auBerordentlich umfangreiche 
Niederschrift der Vorlesung, die Herr Studienassessor H. THIELE (Han­
nover) nach den Manuskripten des Verfassers in langjahriger, ent­
sagungsvoller Arbeit hergestellt hat. Ihm gebuhrt an· dieser Stelle der 
erste Dank. 

Da G. PRANGE sehr bald nach dem AbschluB des Vertrages mit dem 
Springer-Verlag erkrankte, war es ihm nieht mehr moglich, mit der Dber­
arbeitung des Manuskriptes zu beginnen. Es liegen also keine Anhalts­
punkte dafUr vor, wie er sieh die Kurzung der auI3ergewohnlich breit 
gehaltenen ersten Niederschrift gedacht hatte. Ais mir der Verlag die 
Herausgabe antrug, sah ich die groBe Schwierigkeit dieser Aufgabe 
darin, eine Kurzung im Verhaltnis 2,5 zu 1 durchzufUhren, ohne den 
Aufbau und Charakter der Prangeschen Darstellung zu zerstoren und 
ohne wesentliche Abschnitte ganz fortzulassen. Durch eine straffere 
Gliederung der Darstellung, bei der es sich als notig erwies, einzelne 
Abschnitte neu zu fassen, hoffe ich, die Form gefunden zu haben, die 
dem Verfasser vorschwebte. 

Bei dieser Arbeit hat mir mein Assistent, Herr H. EPHESER, durch 
kritische Bemerkungen und wohldurchdachte eigene Vorschlage wert­
volle Hilfe geleistet. Ich danke ihm herzlich fUr seine ausgezeichnete 
Mitarbeit. 

In der vorliegenden Darstellung konnten zahlreiehe Anregungen 
berucksiehtigt werden, die Herr F. SCHOBLIK (Brunn) beim Lesen der 
Korrekturen gab. Ich bin ihm sowie den Herren H. SCHAFER (Braun­
schweig) und R. WEYRICH (Brunn) fUr freundliche Ratschlage zu Dank 
verpflichtet. 

Der Verlag hat in bekannter GroI3zugigkeit trotz der erschwerten 
Umstande das unverzogerte Erscheinen dieses Bandes ermoglicht und 
ihm die beste Ausstattung gegeben. Die Drucklegung des zweiten Ban­
des, in dem die Funktionen mehrerer Veranderlicher einschlieBlich der 
Vektorrechnung behandelt werden, ist fur das nachste J ahr in Aussicht 
genommen. 

Das Buch 5011 die Widmung tragen, die der Verfasser ihm mit~egeben 
hatte. 

Brunn, April 1942. v. KOPPENFELS. 
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Einleitung. 
Die Darstellung der Integral- und Differentialrechnung in dieser 

Vorlesung verfolgt das Ziel, die mathematischen Denkmittel zu ent­
wicke1n, die sich einerseits fiir die wissenschaftliche Erlorschung der 
Natur in der Physik und" den ihr verwandten Zweigen der Natur­
wissenschaft und andererseits fiir die Beherrschung der N atur in der 
wissenschaftlichen Technik als unentbehrlich erweisen. In dieser Ziel­
setzung kommt ein grundsatzlicher Unterschied gegeniiber dem Mathe­
matikunterricht; wie ibn die hOhefe Schule bietet, zum Ausdruck. 
Um diesen Unterschied klar herauszuarbeiten, wollen wir uns zunachst 
das Unterrichtsziel, dem unsere heutige hOhere Schule nachstrebt, ver­
gegenwiirtigen. 

Ais Idealziel des Unterrichts stellen sich die deutschen hOheren 
Schulen die universelle Entwicklung der menschlichen Geisteskrafte, 
ohne daB dabei die eine oder andere Seite bevorzugt werden solI. 
AIle Typen der hoheren Schule lehnen es ab, fiir einen bestimmten 
Beruf vorzubereiten und stellen als Ziel die AlIgemeinbildung des 
Schiilers hin. Wenn auf den einze1nen Schulgattungen die Lehrgegen­
stlLnc:Ie verschieden gew§.hlt werden, so solI damit nur der spezifischen 
Begabung des Schiilers Rechnung getragen werden, um jeweils auf dem 
fiir.ibn angemessenen Wege seine formale Durchbildung um so sicherer 
zu erreichen. AIle Schulgattungen siJ;ldsich dabei, sosehr sie sonst 
auseinandergehen, dariiber einig, da:B ohne eine eingehende Beschiif­
tigung mit der Mathematik dieses Ziel nicht erreicht werden kann. 
Fragen wir nach den Griinden hierfiir, so ~erden wir gleichzeitig Wesen 
und Ziele der Schulmathematik vor Augenhaben. 

Am einfachsten erhalten. wir eine Antwort, wenn wir den histo­
risch altesten Typ unserer Schulgattungen, das humanistisohe Gymna­
sium, betrachten. Der Leitgedanke dieses S~hultyps ist" der, iiber die 
Sprache in" die Kultur des klassischen Altertums einzudringen und 
durch Betrachtung der einfachen und durchsichtigen ErscheinID.lgen 
der Kwturentwicklung von Hellas und Rom den Schiiler das Verstiind­
nis fiir die S9viel kompliziertere Kultur seiner derzeitigen Umwelt ge­
winnen zu lassen. Warum beschiiftigt man sich da auf dem humanisti­
schen Gymnasium so ausfiihrlich mit der Mathematik? Keineswegs 
deshalb, well sie geeignet ware, das Verstiindnis fiir die technische Seite 
der Kultur des Altertums und ihre Bedeutung im Rahmen der Gesamt­
kultur zu erschlieBen. GewiB hat fUr die antike Kulturwelt auch .die 

PraJIIII-V.lCDppeDfels, Intecral- u. DlflenDtialreclmuug I. t 
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Technik ihre groBe Bedeutung gehabt, aber die Zeit des Neuhumapis­
mus, die das humanistische Gymnasium schuf, hat gerade diese Seite 
der antiken Kultur mehr oder weniger bewuBt ubersehen. Ihre ver­
haltnismaBig so bedeutende Stellung im Lehrplan dieser vorwiegend 
sprachlich eingestellten Schulgattung verdankt die Mathematik viel­
mehr der 'Oberlieferung, daB PLATO die Mathematik als unerlaBlich 
ffir die Ausbildung des menschlichen Geistes angesehen habe. PLATOS 
Mahnung: "M1J"el~ a.'yew",lTe1JTO~ elalTwl" uber dem Tor seiner 
Akademie fordert freilich die mathematische Ausbildung nicht als Selbst­
zweck, sondem sie solI gleichsam die Vorbereitung fur das Eindringen 
in die Philosophie PLATOS, die Ideenlehre, sein. Niemand, so will er sagen, 
k6nne diese verstehen, der nicht durch die Schule der Mathematik ge­
gangen sei, und in der Tat hat ja die Platonische Ideenlehre mit ihrer 
Umbildung des Allgemeinbegriffs zum Idealbegriff im mathematischen 
Denken ihre Wurzel. Die "Ideen" der Platonischen Philosophie stehen 
zu den ihnen zugehorigen wirkliclJ.en Dingen der Welt in dem gleichen 
Verhaltnis wie die Begriffe der Geometrie zu den Dingen unserer Um­
welt, die zu ihrer Au.<>bildung AnlaB gegeben haben, z. B. wie der geo­
metrische Begriff der geraden Linie zu einer mit dem Zeichenstift -auf 
dem Papier gezogenen Geraden. Sollte die . Geometrie diese Aufgabe 
einer Hilfswissenschaft fur die Platonische Philosophie erfullen k6nnen, 
so muBte sie freilich von den Problemen des praktischen Lebens los­
ge16st -und zu einem reinen Begriffssystem umgestaltet werden. So ist 
es in der Tat Plato gewesen, der, sowenig er Fachmathematiker war, 
den Antrieb zu der systematischen Darstellung der mathematischen 
Erkenntnis gab, wie sie sich (gegen 300 vor Christus) in den Elementen 
des EUKLID auskristallisiert hat. Hierist jede Beziehung zu den Anwen­
dungen abgestreift, und zwar so weit, daB die geometrischen Konstruk­
tionen des EUKLID fUr Zwecke des praktischen Konstruierens auf dem 
Zeichenbrett kaum brauchbar sind. DafUr erhalt der logische Aufbau 
des Systems eine unubertreffliche Darstellung. Der Neuhumanismus 
dachte folgerichtig im Sinne PLATOS, wenn er diese "EuklidiSche" Geo­
metrie an den Anfang des mathematischen Unterrichts in den Schulen 
stellte, wenngleich sie bei den' hohen Anspruchen,an die Abstraktions­
fahigkeit des Schtilers kaum als zweckmaBiger Lehrgegenstand auf der 
Unter- und Mittelstufe der Schule gelten kann. 

GewiB ist die Euklidische Geometrie heute nicht mehr der alleinige 
Gegenstand des mathematischen Unterrichts, aber auch fUr die anderen 
mathematischen Stoffgebiete, die die Schule behandelt, istder Geist 
der Euklidischen Geometrie richtunggebend geblieben. Man k6nnte 
meinen, das hatte anders werden mussen, als man neben dem humanisti­
schen Gymnasium die anderen Schtiltypen "realer" Tendenz entwickelte. 
Denn die Errichtung dieser "Realschulen" habe doch unter anderem auch 
den Sinn gehabt, die Mathematik aus ihrem Zusammenharig mit den 
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Problemen des praktischen Lebens· auf der Schule begreifen zu lehTen. 
Indessen behielt man auch hier im wesentlichen die gleiche Form 
des mathematischen Unterrichts bei. Der Hauptgrund hierfiir mag 
der sein, daB man auch bei den "realen" Anstalten an dem formalen 
Ziel der "allgemeinen Bildung" festhielt und dem mathematischen 
Unterricht-nach wie vor die Schulung des 10gischenDenkens als Auf­
gabezuwies. 

So kommt es, daB der Absolvent einer deutschen h6heren Schule 
vielfach kaum etwas davon weiB; daB die Griechen neben der "syste­
matischen" Mathematik, die heute losgelost von den Zwecken der An­
wendung in Naturwissenschaft und Technik rein als Selbstzweck da­
steht, noch eine andere Art, Mathematik zu treiben, kannten, eine Ma­
thematik, die in lebendiger Fiihlung mit dem praktischen Konstruieren 
und Rechnen stand. Von dieser sind uns auch nur verhaltnismaBig 
wenige Bruchstiicke iiberliefert, so z. B. die sog. "Heronische Dreieck­
formel" 

F = is (s - a) (s - b) (s - c) 

die den Dreiecksinhalt aus den der unmittelbaren Messung leicht zu­
ganglichen drei Seiten des Dreiecks zu berechnen lehrt, und die in das 
System des EUKLID so gar nicht hineinpaBt. 

DaB bis in die Zeit PLATOS (427-347v. Chr.) bei den Forschern die 
mathematische Wissenschaft aufs engste mit der Praxis desN aturforschers 
und Ingenieurs verkniipft war, ersieht man aus einer uns iiberlieferten Be­
merkung, nach der PLATO den ihm befreundeten ARCHYTAS, einen sehr 
bedeutenden Forscher der Zeit 1, getadelt habe, weil er die Geometric aUf 
Mcchanik und Maschinenkunst angewendet und damit die Wurde der 
Mathematik ganz vernichtet habe. Nun wird gewiB eine solche Berner.­
kung ein arges MiBverstehen des groBen Denkers bedeuten, aber sie 
enthalt doch den richtigen Kern, daB Plato die eigentliche Aufgabe der 
wissenschaftlichen Mathematik in anderer Richtung sah. Die mathe­
matische Forschung hat das ·freilich nicht gehindert, hier ihre Aufgabe 
im allgemeinen Rahmen we iter zu spannen. Wie bei ARCHYTAS 
findet sich bei den groBen Forschern auch nach PLATO meist die enge 
Verkniipfung neuer mathematischer Erkenntnisse mit neuen Fort­
schritten in der N aturerkenntnis und der N aturbeherrschung, wenn auch 
unter PLATOS EinfluB die auBere Darstellung der mathematischen 
Forschungsergebnisse jene Form erhielt, deren uniibertreffliches Vor­
bild die Euklidischen Elemente sind. 

DaB die Griechen eine verhaItnismaBig bedeutende Ingenieurwissen­
schaft entwickelt haben miissen, ist wohl nach den Oberresten der Bau-

1 Er spielte auch als politischer Fuhrer seiner Heimatstadt Ta"ent eine beoo 
deutende Rolle. 
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ten des klassischen Altertums selbstverstandlich. In den uberlieferten 
historischen Schriften lesen wir andererseits viel von den GroBtaten 
der Kriegsingenieure. Ais Beispiel moge der Bericht uber die Kampfe 
der sizilianischen Griechen mit den Karthagern angefiihrt werden. Wir 
lesen da, wie der Sieg der Griechen in der entscheidenden Schlacht dieses 
Krieges (bei' AkragCj.s) dadurch errungen wurde, daB es den Griechen 
mit Hilfe ihrer Wurfmaschinen gelang, die zum Angriff vorgefiihrten 
Kriegselefanten der Karthager auf das eigene Heer zuruckzutreiben. 
Noch bekannter ist die (von der Sage ausgeschmuckte) Tatigkeit des 
ARCHIMEDES (287 ?-212 v. Chr.) als Kriegsingenieur, die im zweiten Pu­
nischen Kriege den langen Widerstand von Syrakus bei der Belagerung 
durch die Romer ermoglichte. Auch alles ubrige, was wir vom Lebenswerk 
des ARCHIMEDES wissen, offenbart uns, wie bei diesem groBten mathe­
matischen Genie des Altertums das wechselseitige Durchdringen theore­
tischer Erkenntnis und ihrer Auswirkung in der Naturerforschung, wie in 
der Praxis der Technik, auf glanzvoller Hohe standl. Wenn wir EUKLID 
und A~CHIMEDES als Vertreter der beiden verschiedenen von uns skizzier­
ten Geistesrichtungen in der mathematischen F orschung und Lehre gelten 
lassen, so konnen wir sagen, daB sich die Schulmathematik, wenigstens 
ihrem Wesen nach, an EUKLID orientiert hat, wahrend die Vorlesung 
uber hohere Mathematik an der Technischen Hochschule sich den 
ARCHIMEDES als Vorbild wahlen muB. Denn die mathematische Ausbil­
dung ist hier nicht Selbstzweck, sondern solI dazu dieneri, den Techniker 
fur seinen Beruf mit einem wertvollenWerkzeug auszurusten. 

Urn gemaB diesem Ziel den Rahmen der Vorlesung abzustecken, 
mussen wir vorab das Wesen der Ingenieurtatigkeit zu kennzeichnen 
suchen. Solche allgemeinen Definitionen haben immer etwas Unbestimm­
tes an sich. Vielieicht kann man sagen, die Technik habe die Aufgabe, 
die Schatze der Natur fur den Menschen nutzba,r zu machen und die 
Naturkrafte in seinen Dienst zu stellen. Diese Aufgaben, die sich ubri­
gens in mannigfacher Weise durchdringen, hat der Mensch zunachst in 
primitivster Weise in Angriff genommen. W,aehsende Erfahrung und 
damit verbunden Spezialisierung lieB die Handwex:ke mit der Summe 
ihrer Berufskenntnisse entstehen. Eine Tecbnik im heutigen Sinne aber 
hat sich erst im AnschluB an die wissenschaftliche Erforschung del' N atur­
erscheinungen entwickelt, als es gelang, die Summe der handwerklichen 
Erfahrungen mit den Ergebnissen der exakten Naturwissenschaft zu 
einer Ingenieurwissenschaft zu verschmelzen. Weist man der' Technik 

1 Zu den bedeutendsten mathematischen Leistungen des' ARCHIMEDES ge­
hart seine Berechnung des Fll1cheninhaltes und des Schwerpunktes des Parabel­
segmentes. die er in enger Verkniipfung mit Vorstellungen und Begriffen der 
Mechanik durchgefiihrt hat (vgl. § 2. 12. S. 47ff.). Mit der Behandlung dieser und 
ahnlicher Probleme. die dem Gebiet der Infinitesimalrechnung angeharen. eilte 
er seiner Zeit um mehr a1s eineinhalb Jahrtausende voraus. 
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die Aufgabe der N aturbeherrschung zu, so zeigt diese Entwicklung mit 
groBter Deutlichkeit, wie richtig der alte Spruch ist: 

Naturae non imperatur, nisi parendo. 

Eine Beherrschung'der Natur laBt sich nur so erreichen, daB man sie 
nacho ihren eigenen Gesetzen zum Wirken zwingt. DaB in der Tat tech­
nisches Schaffen nur auf der Grundlage sorgfaItigster Naturb€Obachtung 
moglich ist, zeigt die Geschichte an vielen Beispielen,von PYTHAGORAS 
undARCHIMEDES an bis zu LEONARDO DA VINCI (1452-1519). Bei ihnen. 
allen paart sich die exakte Naturbeobachtung des Forschers mit der 
schopferischen Tat des Ingenieurs. 

Wenn dann auch die Naturwissenschaft selbstandig wird, sich ihre 
eigenen Ziele setzt und nicht mehr bewuBt, sondern nur noch mittelbar 
fiir die Fortentwicklung der Technik arbeitetl, so bleibt sie doch der 
Mutterboden, in dem die technischeArbeit wurzelt. Daher sind die Leit­
gedanken, die die Forschungsmethoden der Naturwissen~chaft bedingen, 
UIid die Mittel des Denkens, mit denen sie ihre Einzelergebnisse zu 
einem organischen Ganzen vereinigt, auch fUr die Technik notwendige 
Bestandteile ihrer Denk- und Arbeitsweise. Untersuchen wir daher, 
welche Rolle die Mathematik in der exakten Naturwissenschaft spielt, 
so werden wir uns zugleich iiber ihre Bedeutung fiir die Technik klar 
werden. 

Man hort oft, die exakte Naturwissenschaft sei ein Kind der Neuzeit, 
ihre Entwicklung setze etwa um 1600 ein undo beginne mit der Erfor­
schung der Gesetze der Sta:tik und der Aufklarung der Fallbewegung 
durch GALILEI (1564-1642). Hier habe man zuerst gelernt,. die Natur­
erscheinungen mit Hilfe mathematischer Oberlegungen zu verstehen. Das 
ist nur bedingt richtig, denn die Anwendung der Mathematik zur Be­
schreibung und Aufklarung von N aturerscheinungen haben bereits die hel­
lenischen Forscher des Altertums gelehrt, als sie die Astronomie entwik­
kelten. 1m Gegensatz zu den komplexen und vielfach miteinander ver­
sc4lungenen N aturvorgangen auf der Erde sind die Himmelserscheinungen 
fast einfach zu nennen, und die Beobachtung der Gestirne, auf die die 
Menschen von jeher viel Miihe verwendet haben, lieB deutlich die Gesetz­
maBigkeit ihrer Bewegung erkennen: Aus dem umfangreichen Beobach­
tungsmaterial, wie es die Babylonier angehauft hatten, konnte der hel­
lenische Forschergeist in ewig bewundernswerter Arbeit eine kine­
matische Theorieder Planetenbewegung geWinnen, die es ermoglichte, 
die Stellung der Planet en am Himmel fUr eine gewisse Zeit vorauszu­
berechnen. Mit MaB und Zahl wurden die Himmelserscheinungen er-

1 Die NaturwisseIlllChaft, deren Methode die Untersuchung der reinen Einzel­
erscheinung geworden ist, hat heute fiir die komplexen Vorgange eines technischen 
Prozesses sehr oft nur geringes Interesse. Daher mu13 'heute del' Ingenieur meist 
eigene Forschungen iiber die fiir ihn wichtigen Naturvorgi!.nge anstellen. 
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faBt und mathematische Oberlegungen ermoglichten ihre Beschrei­
bung und gedankliche Nachbildung. Wer von der heutigen Form der 
exakten Naturwissenschaft auf ihre geschichtliche Entwicklung schlie­
Ben wollte, konnte glauben, daB die in der Astronomie so erfolgreiche 
Methode alsbald auch zur Beschreibung der Naturerscheinungen auf der 
Erde herangezogen ware. Indessen, sosehr uns heute eine quantitative 
Auffassung der N aturerscheinungen selbstverstandlich erscheint, zu­
nacbst lag sie dem Menschen ganz fern. Die Vorstufe aller Naturerkennt­
nis, die instinktive anschauliche Naturbeobachtung, geht keineswegs auf 
quantitative Erkenntnis aus. Je starker die Intuition entwickelt ist, 
urn so mehr ist die Aufmerksamkeit auf das qualitative Geschehen ge­
richtet. Wir finden heute noch bei Dichtern undPhilosophen, die die 
Nachfahren jener "Seher" sind, denen die Menschheit die ersten Natur­
beobachtungen verdankt, eine scharfe Abneigung gegen die Verquickung 
des Geschehens m.it der Zahl, mit dem messenden Experiment. Man 
braucht nur an die Opposition GOETHES, der seinerseits doch die "be­
schreibenden" N aturwissenschaften, die Botanik, Zoologie, Mineralogie, 
durch wichtige Entdeckungen bereichern konnte, gegen NEWTONS Optik 
zu denken und kann in einem Physikbuch aus dem Besitz SCHOPEN­
HAUERS die wtitende Randbemerkung finden: 

"Es fragt sieh was? und nieht wieviel? 
Der Teufel hoI' Euren Kalktil!" 

Daher wird man verstehen, daB es der griechischen Forschung noch 
nieht ge1ang, den gleichen Schritt, der aus der Himmelsbeobachtung 
die Wjssenschaft der Astronomie' gemacht hatte, fUr das physikalische 
Geschehen auf der Erde zu wiederholen, wenngleich der Gedanke, daB 
in den Naturvorgangen quantitative Beziehungen verborgen liegen, ge­
legentlich auftaucht. Man denke an die Beobachtungen der Tonintervalle 
und ihre Abbildung durch einfache Zahlenverhaltnisse, die schon dem 
PYTHAGORAS gelaufig waren. Erst ARCHIMEDES macht bei seinen F orschun­
gen aus der Mechanik mit dies em Gedanken Ernst. Es gelingt ihm, .die 
einfachen quantitativen Gesetze der Statik starrer Korper (Hebe1gesetz) 
und derHydrostatik (A1+ftrieb) mit mathematischen Mitteln festzulegen. 
Nieht einmal in der Mechanik aber hat sieh das weiter auswirken konnen, 
geschweige denn in anderen Zweigen der Physik. Mit dem Tode des 
ARCHIMEDES ist die groBe schOpferische Zeit der hellenischen Wissen­
schaft zu Ende. 

Zwar blieb die Wissenschaft in dem anschlieBenden hellenistischen 
Zeitalter noch Jahrhunderte lang auf beachtenswerter Hohe, bevor sie 
sieh endgtiltig zum Niedergang neigte; den einmal abgesteckten Rah­
men aber hatsie nieht mehr zu durchbrechen vermocht. Sie hatte nicht 
mehr die innere Triebkraft, urn eine geistige Einstellung der Zeit zu 
tiberwinden, die in der Philosophie des Aristoteles ihren pragnanten Aus-
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druck fand. Bei ATistoteles wird gelehrt, daB Quantitiit und Qualitat 
gegenslitzlicheBegriffe seien, die einander ausschlieBenl . Als Quantitaten 
sollen dabei nur die sog. "a,ddierbaren" Dinge gelten, wie Langen, 
Flacheninhalte, Gewichte uSW. 'DaB hier der Gropenbegrill auftreten 
muB, liegt· auf der Hand. Beispielsweise wird man derStrecke, die 
durch Aneinanderreihen zweier gleicher Strecken entsteht, die dop­
pelte Unge der Teilstrecken beilegen. Hier kommt man also unmittel­
bar zum Messen, d. h.zu 'einer Zuordnung von Zahlen: Anders aber 
stand ARISTOTELES (384-322) den Erscheinungen gegeniiber, die eI; als 
QualitiUen bezeichriete. Freilich diente ihm diese Bezeichnung als eine 
Art Sammelbegriff, unter dem er alles zusammenfaBte, was nicht Quan­
titat in seinemSinne war, z. B. ebensowohl die Eigenschaften einer geo­
metrischen Figur wie physikalische Erscheinungen, Farbe, Temperatur­
zustand usw. Fiir diese Dinge schien ihm eine Kennzeichnung durch 
Zahlen ganz ausgeschlossen. 

Die Einstellung <ler Philosophie des Aristoteles wurde von urn so 
groBerer Bedeutung, als bei den Volkern des islamischen Kulturkreises, 
die nach dem Untergang'der antiken:,Welt der Wissenschaft eine ge­
wisse, wenn auch beschrankte Pflege. angedeihen lieBen, die Aristo­
telische Philosophie vor den anderen philosophischen Anslitzen der 
hellenischen Wissenschaft bevorzugt wurde. Noch iiberragender wurde 
diese Stellung des ARISTOTELES, als dann die von den· islamischen Ge­
lehrten bewahrte Wissenschaft an die· Volker der abendlandischen 
Christenheit weitergegeben wurde,Von 100~1500 ist ARISTOTELES das 
bewunderte Vorbild der Philosophenschulen des christlichen Abend-
landes gewesen. . 

Erst als von 1500 an die Reste der originalen hellenischen Wissen­
schaft bekannt wurden, konnte das Denken versuchen, die Fesseln des 
Aristotelischen Systems zu sprengen. Die Zeit von 150~1600 steM im 
Zeichen dieser Kampfe, die siegreich beendet werden mit der Aufklarung 
der Bewegung des freien Falles durch GALILEI. In der gro13en Schrift 
des G ALI LEI : . Dialoghi suimassimi sistemi cosmici, . Tolemaico e C oper­
nicanoB .steht das Ringen mit det Aristotelischen Philosophie iiberall 
im Vordergrunde. Aber als nun b~i der Untersuchung der Fallbewegung 
die mathematische Behandlungsweise so gute Erfolge zeigte, war der 
Bann gebrochen. In der Folgezeit verfiel die wissenschaftliche For­
schung dann in das entgegengesetzte Extrem. Die Aristotelische Philo­
sophie wurde abgelost durch die ·des DESCARTES (1596-1650). Jetzt 
sollte der Aristotelische Begriff der Qualitat ganz verbannt werden 
und alles Sein und Geschehen nur als quantitative Beziehung gelten. Am 

1 Vgl.·fiir da~ Folgende: PIERRE DUHEM:Ziel und Struktur der physikalischen 
Theorien II .. Tell 5. Kap. S. 139ff. Leipzig: Joh. Ambrosius Barth 1908. 

I Dialoge iiber die· heiden haupt&achlichsten Weltsysteme, das ptolemaische 
und das copernicanische. Deutsche 1Jbersetzung von E. STRAUSS. 
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bedeutsamsten hat sich dieser Wechsel der Auffassung in der Geometrie 
ausgewirkt. Hatte ARISTOTELES gelehrt, die geometrischen Eigenschaften 
derFiguren als qualitative Eigenschaften aufzufassen, so sehen wir jetzt 
in der Ausbildung der analytischen Geometrie den entgegengesetzen Ver­
such, fiir die geometrischen Eigenschaften der Figuren eine Darstellung an­
zugeben, die sie als reine Beziehungen zwischen Zahlen deuten will. In ana­
loger Weise wollte DESCARTES, urn aus der Physik alle Qualitaten zu ver­
bannen, beispielsweise als Wesen des Korpers nur Raumausfiillung (corpus 
= res mere extensa) anerkennen, so daB Eigenschaften wieHarte, Gewicht, 
Farbe usw. bewuBt beiseite geschoben werden sollten. Natiirlich fiihrte das 
zu keinem Erfolg, da sich darauf hOchstens eine ganz gekiinstelte Ph)'Sik 
hatte aufbauen lassen. Aber es gelang der Arbeit der Forscher des sieb­
zehnten Jahrhunderts, zwischen beiden Extremen die richtige Mitte zu 
halten. Den physikalischen Qualitaten bleibt ihr Recht, aber'es ist darum 
nicht nnmoglich, sie durch MaBzahlen zu charakterisieren, denn die 
Mef3barkeit ist keineswegs an unmittelbare Addierbarkeit gebunden. 
Damit werden die Begriffe, mit denen die Naturerscheinungen erfaBt 
werden, von jener Unbestimmtheit befreit, die den wissenschaftlichen 
Fortschritt behinderte, und erhalten die gleiche Scharfe und Bestimmt­
heit, die dem Zahlbegriff eigen istl. 

In der durch GALILEI eingeleiteten, rasch vorwartsdrangenden Ent­
wicklung der Naturwissenschaften faUt der Mathematik die Aufgabe zu, 
Begriffe zu schaffen, die eine quantitative Formulierung der Naturgesetze 
ermoglichen, und Rechenmethoden zu entwickeln, die das Natur­
geschehen gedanklich nachzubilden gestatten. Zugleich riickt in der 
Geometrie durch die Einfiihrurig der analytischen Methode der Fragen­
kreis der Quadraturen '(Bestimmung der Flacheninhalte krummlinig 
begrenzter Figuren) und verwandter Probleme wieder iI). den Vorder­
grund. Dabei nahm die mathematische Forschung des 17. Jahrhunderts 

1 Wie schwer die hier geschilderte Umstel~ung dem menschlichen Denken 
geworden ist. mag man daran ermessen. daB man noch in der Zeit Friedrichs 
des GroBen bei DIDEROT die Scherzfrage findet, wieviel Schneebll.lle notig seien. 
einen Of en zu heizen. Sie kennzeichnet die Auffassung der Aristotelischen Philo­
sophie nicht iibel und zeigt zugleich fiir unseren heutigen Standpunkt ihren 
gedanklichen Fehler. Ein elementarer quantitativer Begriff im Sinn des ARISTOTE­
LES ist hie~ die Wannemenge, die unmittelbare Addierbarkeit gestattet. In der Tat 
addieren sictJ. ja mit der ,Zusammenfiigung zweier Schneebll.lle die in ihnen enthalte­
nen WlI.rmemengen. Der Wllrmemenge gegeniiber steht die Temperatur, die nach 
ARISTOTELES nicht quantitativ erscheint, denn durch Zusammenbringen zweier 
Korper gleicher Temperatur erhillt man ja keineswegs eine hohere Temperatur. 
Aber gleichwohl kann man Temperaturen unter Zuordnung von Zahlen vergleichen, 
d. h. die [ntensitllt del' Qualitat messen, die nach ARISTOTELES nicht meBbar sein 
sollte. Denn man kann, indem man die Eigenschaft der WII.rme, die Korper aus­
zudehnen, heranzieht (Thermometer), die Intensitllt der Temperatur unmittelbar 
zu der L4ng' auf einer Skala in Beziehung setzen. Durch eine soIche Zuordnung 
der nicht addierbaren Intensitll.t einer nach ARISTOTELES qualitativen Erscheinung zu 
der Addierbarkeit zeigenden Lange wird die Intensitll.t meBbar gemacht. 
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den von ARCHIMEDES herriihrenden Gedanken der Infinitesimalrechnung 
wieder auf,. und es gelang, aus der Fiille der Einzelfragen einen Teil 
erfolgreich zu behandeln. Die entscheidende Tat am Ausgang des 17. J ahr­
hunderts war die Ausbildung eines neuen Rechenformalismus, der es er­
m6glicht, die Gesamtheit der Einzelfragen nach einer einheitlichen 
Methode zu behand~ln. Diesen Schritt taten in genialer Intuition gleich­
zeitig und unabhangig voneinander I. NEWTON (1642-1727) und 
G.W. LEIBNIZ (1646-1716), die zu den gr6Bten Forschern aller Zeiten 
zu zahlen sind i • 

Insbesondere war es LEIBNIZ, der die Form fand, die besondere 
Eignung fiir die Anwendung besitzt. Ein genaues Eindringen in diese 
Gedankengange und die sichere Beherrschung des Rechenformalismus 
geh6ren zu den Aufgaben, die sich diese Vorlesung stellt. Denn wenn man 
mit Hilfe mathematischer Uberlegungen sachliche Erkenntnis gewinnen 
will, so muB man die mathematischen Begriffe und Denkweisen mit 
der gleichen Sicherheit beherrschen wie die G.esetze der Logik, die man 
im taglichen Leben anwendet, ohne sich Hirer einzeln bewuBt zu werden. 

Diese Analogie zur Logik gibt uns einen wertvollen Hinweis fiir die 
Anlage einer mathematischen Einfiihrungsvorlesung, die in erster Linie 
fiir Naturwissenschaftler und Ingenieure bestimmt ist. So wichtig das 
Studium der Logik fiir den ist, der aus philosophisch-erkenntnistheore­
tischem Interesse sich iiber die Denkprozesse unterrichten will, so wenig 
wird man durch Lehre der logischen Denkformen einen jungen Geist 
dazu erziehen k6nnen, die Umwelt richtig zu beurteilen. Das Kind beginnt 
vielmehr seine Urteilsbildung so, daB es aus seinen vielen Einzelerfahrun­
gen richtiges logisches SchlieBen erlernt. Ganz' ebenso steht es aber 
mit den mathematischen SchluBweisen in ihrer Bedeutung fiir die An­
wendung. Nur durch BehC}.ndlung vieler konkreter Einzelprobleme wird 
man die Tragweite und Bedeutung der mathematischen Uberlegungen 
fiir die gedankliche Erfassung der Naturerscheinungen sich wirklich 
zu eigen machen k6nnen. Wir werden dem in unserer Darstellung da­
durch Rechnung tragen, daB wir die mathematischen Uberlegungen 
immer aus bestimmten Fragestellungen physikalischer und technischer 
Natur herauswachsen lassen und stets die Bedeutung der allgemeinen 
Uberlegungen und ihrer Ergebnisse durch zahlreiche Anwendungen 
veranschaulichen werden. Damit wiederholen wir im iibrigen nicht selten 
den historischen Entwicklungsgang, denn die mathematischen Metho­
den sind vielfach zur Behandlung ganz bestimmter physikalischer 
Probleme entwickelt worden. Durch diese Behandlungsweise wireI' 
nicht nur eine Summe mathematischer Kenntnisse vermittelt, sondern 
der Student lernt zugleich,aus einem physikalischen Einzelproblem 

1 Nahere Angaben fiber beide Forscher und ihre grundlegenden Arbeiten findet 
man bei S. KOWALEWSKI: GroBe Mathematiker, S. 74-140. Mfinchen: J. F. Leh­
mann 1938. 
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den mathematischen Kern herauszuschalen, wie es in seinem spateren 
Beruf oft seine Aufgabe sein wird; denn Physik und Technik streben 
das Ziel an, allein durch mathematische Schliisse vorauszusagen, wie 
in einem Einzelfalle ein Naturvorgang ablauft, und welchen EinfluB 
die vorliegenden Umstande auf die Gesamterscheinung haben. Fiir die 
Naturforschung wie fUr die Naturbeherrschung im technischen Schaffen 
ist das gleich wichtig. SoIl z. B. ein Ingenieur eine Maschine mit be­
stimmtem Zweck konstruieren, so ist sein Ziel, die Bedeutung jedes ein­
zelnen Umstandes, den EinfluB einer konstruktiven A.nderung usw. auf 
das Endergebnis zu erfassen. Die Losung einer solchen Aufgabe verlangt 
bei dem hochentwickelten Stand der heutigen Technik die Beherrschung 
der gedankIichen Hilfsmittel und der mathematischen SchluBweisen, 
die es ermagIichen, das Naturgeschehen wiederzugeben. Wir gehen 
abschIieBend noch kurz auf zwei Einwande ein, die niebt selten von 
seiten der Pra~is gegen die Mathematik erhoben werden. 

Der eine dieser Einwande kannte auf den ersten Blick bestechend 
wirken. Mansagt, die Mathematik kanne' fiir die Erkenntnis der Natur­
erscheinungen nichts niitzen, weil die mathematischen Schliisse doch 
nur eine rein logische Deduktion seien. Daher stelle das Endergebnis 
bestenfalls eine neue Form der Voraussetzungen dar, es kanne also 
sachlich nichts Neues herauskommen. Indessen sieht man leicht ein, daB 
dieser Einwand unberechtigt ist. Wenn man beispielsweise die drei 
Seiten eines Dreiecks gemessen hat, so ist damit gewiB auch der Flachen­
inhalt des Dreiecks bereits festgelegt. Aber niemand wird behaupten, 
daB (lie Formel, die den Dreiecksinhalt aus den Seiten berechnen lehrt, 
nichts Neues bringe und nutzlos sei. DaB sich diese Auffassung gleich­
wohl bei erfolgreichen Forschern und Ingenieuren nicht selten findet, 
laBt sich leicht psychologisch erklaren. Wenn jemand, dem mathe­
matische V'berlegungen nicht gelaufig sind, einen physikalischen Vor­
gang gedanklich erfassen will, so wird er ihn in miihsamer gedanklicher 
Arbeit zergliedern und sich so (durch vielleicht unistandliche und 
schwerfaIlige Denkprozesse) eine Einsieht erarbeiten, die letzten Endes 
doch auf ein Verst~ndnis mitHilfe quantitativ auswertbarer Begriffe 
hinauslauft. MuB er nun die gleiehen 'Oberlegungen in der Sprache der 
mathematischen Symbolik, die als Verstandigungsmitfel dient, wieder­
geben, so wird das fUr ihn nur eine Umsetzung seines Gedankenganges 
in eine andere Sprache sein. Diese kann ihn natiirlich nichts sachlich 
Neues lehren. ja, da ihm sein eigener (an sich vielleicht schwerfalligerer 
und miihsamerer) Gedankengang durch die geistige Arbeit, die ihn den 
Vorgang gedanklich erfassen lieB, sehr vertraut geworden ist, wird ihm 
die Darstellung mit den iiblichen Mitteln der Mathematik komplizierter 
und daher unniitz und iiberfliissig erscheinen. N atiirlich iibersieht er dabei, 
daB ihm bei hinreichender mathematischer Schulung hochstwahrscheinlich 
die gedankliche Beherrschung in einer weit einfacheren und durchsichti-
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geren Form gelungen ware. Man kann die Bedeutung einer mathematischen 
Ausbildung fUr den Naturforscher und Ingenieur mit der der Erlernung 
des Lesens und Schreibens fUr den Schriftsteller vergleichen. GewiB macht 
nicht die Beherrschung des Lesens und Schreibens den groBen,Dichter oder 
Schriftsteller, sondern der Flug seiner Gedanken und die Kunst seiner 
Sprache. Ja, es kann jemand ein groBer Dichter sein - WOLFRAM VON 
ESCHENBACH beweist es -, ohne Lesen und Schreiben zu beherrschen. 
Aber zu seiner Genialitat als Dichter muB dann noch ,ein einzigartiges 
Gedachtnis hinzukommen. In gleicher Weise ist es natiirlich die schOp­
ferische Kraft einer genialen Personlichkeit, die den groBen Naturforscher 
oder Ingenieur macht. Sie laBt sich dutch keine wie immer gestaltete 
Ausbildung erzeugen. Ja, es mag in einzelnen (wenn auch gewiB sehr 
se1tenen) Sonderfa1len fiir den Genius leichter sein, Neues in seinem 
Forschen oder Schaffen zu geben, wenn er an die Dinge mit seinen 
eigenen Gedanken, seiner eigenen Auffassung herantritt, als wenn er 
durch Aneignen des Schulwissens in ausgefahrene Geleise gezwungen 
wird. Ein Musterbeispie1 hierfiir ist FARADAYS Darstellung der Gesetze 
der Elektrizitat und des Magnetismus mit Hilfe der Kraftlinien. Man muS 
aber wohlbeachten, daB es sich auch in FARADAYS Theorien urn eine 
quantitative Erjassung der Erscheinungen der Elektrizitat und des Magne­
tismus handelt. Auch seine Beschreibung der elektrischen und magne­
tischen Felder mit Hilfe der Kraftlinien war eine mathematische, die 
nur von den zu seiner Zeit vorliegenden formalen Mitteln der Mathe­
matik keinen Gebrauch machte1• 

Ein zweiter Einwand, der nicht selten gegen eine tiefergehende 
Heranziehung mathematischer 'Oberlegungen ins Feld gefUhrt wird, 
bezieht sich auf den beriihmten Gegensatz zwischen Theorie und Praxis. 
Freilich hangt 'dieser Gegensatz im Grunde, nicht an der mathe­
matischen Form, die man der Theorie zu geben pflegt, sondern miiBte 
auch bei jeder anderen Form gedanklicher Nachbildung eines Gebie­
tes von N aturerscheinungen hervortreten. Er entspringt namlich dar­
aus, daB die Naturerscheinungen zu komplex,sind, als daB man alles, 
was in ihnen vorgeht, bei der gedanklichen· Erfassung beriicksichtigen 
konnte. Vielmehr muB man in jedem Fall dara~f sehen, dieZiige heraus­
zusuchen, die fiir aas Wesen des Vorganges bestimmend erscheinen, urn 
mit ihnen eine Theorie des V~rganges aufzubauen. Gibt man dieser 'Ober­
legung eine mathematische Form, so erhalten die Begriffe, mit denen 
man arbeitet, eine solche Scharfe und Prazision, daB die beim Aufbau 
der Theorie nicht beriicksichtigten Umstande vollkommen ausgeschieden 
werden. Daher kann auch in den Folgerungen aus'der Theorie, die im 
iibrigen die gleiche Prazision wie die Voraussetzungen haben, ihr Ein­
fluB nicht zur Geltung kommen, wahrend er doch in dem wirklichen Er-

1 Auf die Denkschwierigkeit der Faradayschen Theorie, daB von einem Ein­
heitspol 4 n "Kraftlinien" ausgehen. werde nur im Voriibergehen hingewiesen. 
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gebnis niemals ganz ohne Bedeutung sein wird. Inwieweit die vernach­
Hissigten Umstande fUr den wirklichen Vorgang von Bedeutung sind, 
hangt nicht nur von der Fragestellung selbst ab, sondern kann auch von 
den Bedingungen des Einzelfalles wesentlich mitbestimmt werden. Sie 
konnen das eine Mal nur von untergeordneter Bedeutung sein, ein an­
deres Mal dagegen den Vorgang ma13gebend beeinflussen. Dann wird 
nattirlich die an Rand des erst en V organges aufgestellte Theorie fUr 
den zweiten vollig unbrauchbar sein und man hort dann leicht von 
einem Versagen der Theorie sprechen. 

Ein ganz einfaches Beispiel hierftir ist die Theorie fUr die Bewegung 
eines gewor/enen Korpers. GALILEI, der Wurfbewegungen mit sehr kleinen 
Geschwindigkeiten untersuchte, vernachHissigte den Luftwiderstand, 
und vereinfachte dadurch den Vorgang so, da13 er einer theoretischen 
Durchdringung zuganglich wurde. Solange die Geschwindigkeit klein 
bleibt, spielt in der Tat der Luftwiderstand keine entscheidende Rolle, 
und die aus der Theorie gewonnenen Ergebnisse tiber gro13te Wurfweite, 
gro13te Rohe der Bahn usw. stimmen mit den Werten gut tiberein, 
die man wirklich beobachtet. Bei gro13eren Wert en der Geschwindigkeit 
aber, insbesondere sobald die Wurfgeschwindigkeit die Geschwindigkeit 
des Schalles tiberschreitet, versagt die "Theorie" vollkommen. Beispiels­
weise wiirde nach dieser "Theorie" das deutsche Militargewehr fiir 
einen Schu13 unter 45 ° die gro13te Reichweite von etwa 40 km besitzen, 
wobei das Gescho13 eine gro13te Rohe von 10 km erreichen mti13te. In 
Wirklichkeit erhalt man die gro13te Reichweite bei einem Zielwinkel 
von 32°, sie betragt nur rund 1/10 der theoretischen, namlich etwa 4 km. 
Dabei erreicht das Gescho13 auf seiner Bahn eine gro13te Rohe von 2,2 km. 
Die Galileische Theorie def Wurfbewegung ist also auf den Schie13-
vorgang nicht anwendbar. Aber das hangt nicht an ihrer mathemati­
schen Formulierung, ist vielmehr dadurch bedingt, da13 ein bei den 
hohen Miindungsgeschwindigkeiten moderner Feuerwaffen wesensbe­
stimmender Umstand, der Luftwiderstand, nicht beriicksichtigt ist. Man 
darf die Theorie nicht kurzerhand verwerfen, sondern hat sie zu ver­
feinern, indem man den Luftwiderstand quantitativ bestimmt und 
durch mathematische Dberlegungen seinen Einflu13 auf den Ablauf 
der Bewegung quantitativ ermittelt. 

In entsprechender Weise ist der sog. Gegensatz zwischen 1heone 
und Praxis stets zu erklaren, den man, wie gesagt, nicht selten mit der 
mathematischen Formulierung der Theorie in Zusammenhang bringen 
will. In Wirklichkeit lenkt die Pragnanz der quantitativen Begriffs­
bildungen den Blick davon ab, da13 zum Aufbau einer Theorie der 
wirkliche Vorgang stets durch einen vereinfachten, idealisierten ersetzt 
werden mu13. Der. Praktiker sieht den ganzen komplexen Vorgang 
als solchen; die Begriffe, mit denen er ihn gedanklich zu erfassen sucht, 
haben nicht die gleiche scharfe Pragnanz wie die der Theorie, so da13 
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auch die "Nebenumstli.nde", die die Theorie ganz ausschaltet, in seinem 
Blickfeld bleiben, und er so evtl. zu einem richtigeren Uneil iiber, das 
Ergebnis eines Vorganges kommt als die Theorie, bei der Dinge unbe­
riicksichtigt gelassen sind, die bei dem wirklichen Vorgange weseilt­
lich mitsprechen. Aber dafiir fehlt seiner Betrachtung jene Exaktheit 
quantitativer Begriffe, dje durch die mathematische Formulierung er­
reicht wird und die eine wirkliche rationelle Erkenntnis und Beherr­
schung der Naturerscheinungen allein erst moglich macht. Daher wird 
stets eine Erfassung mit den Mitteln mathematischen Denkens das 
ideale Ziel sein miissen, und die mathematischen SchluBweisen miissen 
jedem gelaufig sein, der die Natur erforschen odeI' beherrschen will. 
Schon GALILEI hat es ausgesprochen, und es gilt heute wie je, daB man, 
urn im groBen Buch der N atu, lesen zu konnen, die Mathematik beherr­
schen miisse, denn dieses Buch 

"egli e scritto in lingua rnatematica 
ed i caratteri sono triangoli, cerchi 
ed altre figure matematiche." 

("Es ist geschrieben in mathematischer Sprache und die Lettem sind 
Dreiecke, Kreise und andere mathematische Figuren" oder, wie Wir heute 
lieber sagen wiirden, die Lettem sind die mathematischen Zeichen und 
ihre Verkniiofungen.) 



Erstes Kapitel. 

Die ganzen rationalen Funktionen. 
§ I. Der Flicheninhalt "unter einer geraden Linie". 

It I. Die Bewegung des freien Falles. 

It II. Das Geschwindigkeitsgesetz (GALIUtI). Der Gedanke, die Fall­
bewegung quantitativ zu verfolgen, hatte sich schon vor GALILEI Bahn 
gebrochen, insbesondere hatten in der Zeit von 1550 bis 1600 eine Reihe 
vonF orschernAnsatze fiir die Geschwindigkeit der Fallbewegung versucht. 
Die unmittelbare Anschauung zeigt, daB die freie Fallbewegung nicht 
"gleichformig" erfolgt, d. h. keine Bewegung mit konstanter Geschwin­
digkeit ist, daB vielmehr die Geschwindigkeit des Korpers mit wachsen­
der Fallstrecke zunimmt. Es lagnahe, fiir diese Abhangigkeit der Ge­
schwindigkeit v von der Fallstrecke s zunachst einmal versuchsweise 
die einfachste Annahme zu machen, es sei v eine lineare Funktion 
von s (v = Cs), und dann im Experiment zu priifen, ob der Fallvorgang 
damit richtig wiedergegeben sei. Eine solche experimentelle Priifung 
des Ansatzes kann offensichtlich nur darin bestehen, daB man die in 
bestimmten Zeitabschnitten von Korpern durchfallenen Strecken aus­
miBt. Daher war mathematisch abzuleiten, welche Beziehung zwischen 
der gesamten F allstrecke s find der seit Beginn des F alles verllossenen 
Zei~ t besteht, wenn fUr die Geschwindigkeit der Ansatz v = C s ge­
macht wird. An der Losung dieser mathematischen Aufgabe hat man 
sich bereits vor GALlLEI versucht, und auch GALILEI selbst hat darauf 
langjahrige miihsame Arbeit verwendet. Die mathematische Aufgabe 
war jedoch fiir die damaHge Zeit zu schwierig, und darum machte 
sich GALILEI von dem Ansatz v = C s freP. Er ersetzte ihn durch die 
Annahme, die Geschwindigkeit v sei proportional der seit Beginn des 
Falles verflossenen Zeit t, d. h. durch den Ansatz 

(1) v=Ct. 

Auch fiir seine Priifung im Experiment gilt es, aus dieser Beziehung 
die Abhangigkeit der Fallstrecke s von der Zeit t zu berechnen. Gehorcht 
der fallende Korper dem so gefundenen Gesetz, so Hefert das Experiment 

1 Auch wenn ihm die LOsung dieser mathematischen Aufgabe gelungen wAre, 
ha.tte er sich zu einer Anderung seines Ansatzea entschlieBen miissen, weil das Ex­
periment die Unrichtigkeit des Ergebnisses gezeigt ha.tte. 
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zugleich den Zahlwert des bisher noch unbestimmt gelassenen konstan­
ten Faktors C. 

Die Losung dieser Aufgabe leiten wir mit einigen V orbereitungen ein. 
I, 12. Begriff der Funktionj Darstellung im Schaubild. Durch (1) ist 

jedem Wert ~ der Zeit ein bestimmter Wert v der Geschwilldigkeit zu­
geordnet; die Geschwindigkeit ist, wie man sagt, eine Funktion der Zeit. 
Allgemein werden wir unter einer Funktion irgendeine Vorschrift ver­
stehen, die Zahlwerten einer GroBe (hier der Zeit t) Zahlwerte einer ande­
ren GroBe (hier der Geschwindigkeit v) zuordnet. Wenn man nur 'zum 
Ausdruck bringen will, daB v eine Funktion von t ist, ohne auf die be­
sondere Art dieser Funktion einzugehen, so schreibt man etwa 

v = f(t). 
Dabei nennt man t die "unabhangige Veranderliche {Variable)", v die 
"abhangige Veranderliche". Der hier eingefiihrte Funktionsbegriff ist 
sehr allgemein; es ist z. B. nicht gesagt, daB danach eine Funktion 
immer durch einen analytischen Ausdruck beschrieben werden kann, 
wie das in unserem Fall durch (1) ge- v 
schehen ist. Der Zusammenhang zwi­
schen der unabhangigen und der ab­
hangigen Veranderlichen kann auch 
etwa in Form einer graphischen Dar­
stellung gegeben sein. 

Eine solche graphische Darstellung 
einer Funktionsbeziehung in einem 
Schaubild ist iibrigens in jedem Fall 

'[:0] E' 

o 
Abb. t. 

zweckmaBig. In bekannter Weise zeichnen wir dazu zwei aufein­
ander senkrechte Geraden, die wir in unserem Fall als t-Achse und 
v-Achse (Abb. 1) unterscheiden, wahlen auf der t-Achse einen be­
stimmten Punkt E als Einheitspunkt, und setzen fest, daB die 
Strecke 0 E eine Zeitspanne gleich der Zeiteinheit, also etwa 1 sec, 
darstellen soli. Jeder seit t ---.:. 0 verflossenen Zeitspanne t entspricht 
dann "eine bestimmte, von 0 aus abzutragende Strecke der t-Achse. 
Ebenso wahlen wir auf der t-Achse eine Strecke 0 E' als dieEinheit der 

Geschwindigkeit, sie sollalso etwa 1 cm oder 1 ~ darstellen. Es ent-
sec sec 

spricht dann auch jeder Geschwindigkeit von bestimmter GroBe eine 
Strecke bestimmter Lange auf der v-Achse. Die in der Formel (1) ge­
gebene Beziehung zwischen v und t stellt sich in einem !\olchen Schaubild 
als eine gerade Linie dar, die durch den Anfangspunkt hindurchgeht, 
und zwar gehort zu der, Abszisse t == 1 sec eine Ordinate, deren 
MaBzahl,gleich der von C ist. 

Nun sollte aber der Zahlwert der Konstanten Cinder Formel (1) 
zunachst unbestimmt bleiben und erst durch das Experiment gefunden 
werden. Bei dieser Auffassung entspricht der Forme! (1) im Schaubild 
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nicht eine einzelne Gerade durch den Anfangspunkt, vielmehr haben 
wir ein ganzes Buschel solcher Geraden vor uns; und zwar verlauft, wenn 
man C einen kleineren Zahlwert gibt, die zugehorige Gerade flacber, 
dagegen steiler, wenn der Zahlwert von C gro.Ber gewahlt wird (Abb.2). 
Der zu den einzelnen Geraden gehorige Zahlwert von C ist leicht dem 
Schaubild zu entnehmen. Er ist einfach gleich der MaBzahl der Lange 
derjenigen Ordinate, die zu dem Punkt t = 1 sec der t-Athse gehort; 
aber es muB wohl beachtet werden, daB nur die beiden MaBzahlen ein­
ander gleich sind, daB man dagegen, sobald man an die physikalische 
Bedeutung dieser GroBen denkt, keineswegs sagen kann, es sei die Or­
dinate gleich C. Denn wahrend die Ordinaten die Dimension einer Ge­
schwindigkeit haben, muB nach der Formel (1) C die Dimension einer 

. Geschwindigkeit .. 
Beschleumgung, d. h. Zeit haben, damit auf belden Selten der 

v t-s Gleichung (1) GroBen der glei-
chen Dimension stehen. Das ist 
aber unbedingt erforderlich, da 
man nul' physikalische GrofJen 
der gleichen Dimension messend 

c=1. vergleichenkann.Diezut=1 sec 
2 gehOrige Ordinate ist in der Tat 

v=C-1sec 
Abb.2. und besitzt die Dimension einer 

Geschwindigkeit. 
Wir wollen deshalb C auch nicht als Ordinate zu Abszisse t = 1 sec 

deuten, sondem C stets auffassen als das Verhiiltnis dieser Ordinate zri 
der zugehOrigen Abszisse. Statt der Einheit konnen wir auch eine be­
liebige Abszissenspanne (t2 - t1) wahlen und die zugehorige Ordinaien­
spanne (VI - Vt) bestimmen. Dann ist stets 

(2) C = v.- VI 

I. - 'I 
und entsprechend dieser Formel wollen wir C als die Steigung der geraden 
Linie bezeichnen 1. 

Diese Oberlegungen, die dem elementaren Gebiet der analytischen 
Geometrie angehoren, werden jedem gelaufig sein. Nur wollen wir hier 
noch ausdrucklich darauf hinweisen, daB man sich huten muB, zu viele 
aus der analytischen Geometrie gelaufige Vorstellungen in unser Schau­
bild zu ubertragen. Wenn man im mathematischen Unterricht der 
Schule eine systematische Darstellung der analytischen Geometrie gibt, 
so pflegt man sie als geometrische Disziplin aufzubauen und nur geome­
trische Gesichtspunkte im Auge zu haben. Hier aber dient uns das 
Schaubild zur Veranschaulichung physikalischer Gesetze.Wir werden 

I In den z. Z. eingefiihrten Schulbiichern wird auch die Bezeichnung Anstieg 
verwendet. 
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daher auch nur solche Dinge darin betrachte~ konnen, die einer unmittel­
baren physikalischen Deutung fiihig sind. Dazu gehOrt gewill der Begriff 
der Steigung der Geraden, dem hier physikalisch die Beschleunigung der 
Bewegung entspricht. Betrachtet man andererseits eine solche Figur rein 
vom geometi-ischen Standpunkt aus, so pflegt man zu sagen, die Sui­
gung einerGeraden seigleich dem Tangens des Winkels «, den die Gerade 
mit der horizontalen Achse bildet (C = tg «). Da die Funktion Tangens 
aber eine dimensionslose GroBe ist, so ist eine solche Deutung von C nur 
moglich, wenn die Strecken auf der Abszissen- und Ordinatenachse die 
gleiclie (physikalische) Dimension besitzen, und sie ist nur dann zweck­
maBig, wenn beide, wie in der eigentlichen Geometrie, Langen sind. Man 
kann ja beispielsweise den gleichen Vorgang auf verschiedene Arten dar­
stellen, indem man die MaBstabe der·Zeit- und Geschwindigkeitsskalen 
verandert. Bei einer solchen Anderung wurde der Winkel im allgemei­
nen ein anderer werden, wahrend die Steigung in dem oben angegebenen 
Sinne von dem gewahlten MaBstab unabhangig ist. Ebenso sinnlos ware 
es, durch-

den Abstand r zweier Punkte in der (v, t)-Ebene zu definieren, denn auf 
der rechten Seite dieser Gleichung waren dann ia zwei GroBen von ver­
schiedenen Dimensionen zu addieren. 

Nachdem wir die Abhangigkeit der Geschwindigkeit von der Zeit im 
Schaubild dargestellt haben, ist unsere nachste Aufgabe, hieraus das 
Weg-Zeit-Gesetz der Fallbewegung abzuleiten. Die experimentelle 
Priifung dieses Gesetzes entscheidet dann uber die Richtigkeit des An-

I, 13. Bewegung mit konstanter Ge- If t v~k 
satzes (1). ~ 

schwindigkeit. Zur Vorbereitung betrach- I 
ten wir den einfacheten Fall, daB bei '[~IIIIl~l\'I\\'I\\1I\~\\\\\\l\'I\\'I\\1I\\\\\\\\\!II\II\II\\\\\~~ 
einer Bewegung die Geschwindigkeit v }'~ 0 
konstant ist. Der analytischen Beziehung 'I[se~ : 

$ I 
(3) v=k I ~ 

entspricht· bei der Darstellung in einem 
Schaubild eine Parallele zu der '-Achse 
(Abb. 3a). Hier ist es offenbar sehr leicht, 
die· Wegstrecke zu berechnen, die der 
Korper in einer bestimmten Zeitspanne 
durchIauft, weil ja fur eine konstante Ge­
schwindigkeit unmittelbar aus ihrer Er­
'klarung 

G h · di k 't Wegstrecke esc WID g el = z.ts el panne 
die Beziehung 
(4) s = kt [m] 

I I 
I I 
I I 
I 
I 
I 

Abb.3b. 

8' 

Prange - v. Koppenfels, Integral- u. Differentialrechnung I. 2 

Abb 3a 

,t 

t 
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hervorgeht, wenn wir dem Zeitpunkt t = 0 die WegHinge s = 0 zu­
ordnen 1 . 

Das Produkt (k·t), des sen physikalische Dimension die einer Lange 
ist, lal3t sich nun in dem Schaubild der Abb.3a offenbar als Fliichen­
inhalt deuten, und zwar als Flacheninhalt unterhalb der Geraden v = k, 
wie wir kurz sagen wollen. Genauer ausgesprochen meinen wir damit 
den Flacheninhalt zwischen der Geraden v = k und der t-Achse, seitlich 
begrenzt von zwei Parallelen zur v-Acbse, deren eine bier die v-Achse 
selbst ist. Freilich ist bei dieser Deutung der Flacheninhaltsbegriff gegen­
uber der elementaren Geometrie etwas erweitert worden. Wahrend dort 
als Flacheneinbeit das Quadrat der Langeneinheit zu nehmen war, mussen 
wir fUr un sere Aufgabe zunacbst erklaren, was als Fliicheneinheit einzu­
fUhren ist. 

1m Sinne un serer Deutung ist als Fliicheneinheit die Wegstrecke von 
1 m anzusprecben, die der bewegte Korper bei der Einbeitsgeschwindig­
keit 1 m/sec in der Zeiteinheit 1 sec zurucklegen wurde. Sie wird in 
Abb. 3a durch.das schraffierte Rechteck dargestellt, dessen Seitenliingen 
gleich den Einheitsstrecken auf den beiden Achsen sind. Das Ausmessen 
des Flacheninhalts des groJ3en Rechtecks in Abb.3a erfolgt dann so, 
daJ3 man fragt, wie viele Einheitsrechtecke in ihm enthalten sind. Die 
so erhaltene MaJ3zabl gibt dann die Liinge des zuruckgelegten Weges 
an. Wir seben bereits an dies em Beispiel, daJ3 in einem Schaubild der 
in geeigneter Weise aufgefaJ3te Fliicheninhalt eine wichtige pbysikalische 
Bedeutung besitzt, und werden das auch weiterhin immer wieder be­
statigt tinden, so daJ3 die Aufgabe der Flacheninhaltsbestimmung in 
unseren Dberlegungen eine wicbtige Rolle spielen wird. 

Wir kehren nun zu der Beziehung (4) zuruck, die s und t verknupft. 
Auch ihre Aussage k6nnen wir in einem Schaubild geometriscb darstellen, 
indem wir in einer (s, t)-Ebene eine Gerade von der Steigung k durch 
den Anfangspunkt ziehen (Abb. 3 b). Urn die ZusammengehOrigkeit der 
beiden Beziehungen (3) und (4) besonders hervorzubeben, empfiehlt 
es sich, die beiden Schaubilder in der angegebenen Weise untereinan­
derzustellen und die Einheiten der Abszissenachsen in bei9,en Schau­
bildern gleich groJ3 zu wahlen. Auf den Ordinatenachsen kann man die 
Einheiten naturlich ganz unabhangig voneinander wahlen und wird 
die Wahl so treffen, daJ3 das Scha'ubild bei nicht zu groJ3en Abmessungen 
die wesentlichen Dinge zeigen kann. Die beiden Figuren von Abb.3 
stehen in dem Zusammenhang, daJ3 die Ordinate der unteren Figur zu 
jedem t den Wert des Flacheninhalts angibt, der in der oberen Abbildung 
zu dem entsprechenden t geh6rt; es ist also die MaJ3zahl der Lange A' B' 

1 Das Buchstabensymbol einer physikalischen GroBe soli, wenn nicht aus­
driicklich anderes bemerkt ist, die dimensionierte Grope bezeichnen. Bei der 
Einfiihrung einer neuen Bezeichnung fiigen wir die MaBeinheit in eckigen Klam­
mern hinzu. 
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immer gleich <l:er MaBzahl des FHi.cbeninhalts des Rechtecks ABC D, 
das in der angegebenen Weise ausgemessen ist. 

1,14. Bestimmung des FaUweges nach dem Schachtelungsverfahren. 
Wir kommen jetzt zu unserer eigentlichenAufgabe, aus dem Galileischen 
Ansatz (1)das Weg-Zeit-Gesetz der Fallbewegung abzuleiten, d. h. eine 
Rechenvorschrift anzugeben, mit deren Hilfe wir fUr jeden Wert der 
unabhangigen Veranderlichen t den zugehOrigen Wert der abhangigen 
Veranderlichen s berechnen konnen. 

Nun konnen wir freilich im Falle der Formel (1) nichiso wie im Falle 
konstanter Geschwindigkeit die Berechnung von s unmittelbar aus der 
Definition der Geschwindigkeit erschlieBen. Aber wir konnen das im 
Falle konstanter Geschwindigkeit gewonnene Ergebnis beniitzen, urn 
auch bei veranderlicher Geschwindigkeit die Wegstrecke s zu bestimmen. 
Dazu gehen wir von der selbstverstandlichen Tatsache aus, 'daB vonzwei 
gleichzeitig sich bewegenden Korpem offenbar derjenige einen langeren 
Weg zuriicklegt, dessen Geschwindigkeit wahrend der ganzen Zeit 
groBer als die des anderen ist. 

Wollen wir fUr den Zeitpunkt t = t* die zuriickgelegte Wegstrecke s* 
oerechnen, so iiberlegen wir uns, daB wahrend dieser Zeit die Geschwin­
digkeit von v = o auf den Endwert v* = C t* anwachst. Die zur Zeit t* 
zuriickgdegte Wegstrecke ist also groper als Null und kleiner als die 
Wegstrecke eines Korpers, der sich dauemd mit der GroBtgeschwindig· 
keit v* bewegt hatte. Dessen Wegstrecke wiirde nach 1,13 durch den 
Flacheninhalt des Rechtecks mit den Seiten t* und v* dargestellt werden 
(v* t* = Ct* ~). Die gesuchte GroBe s* erscheint danach gemaB 

0< s* <CtU 

zwischen zwei Grenzen eingeschachtelt. 
Diese Einschachtelung ist natiirlich sehr 
grob und kann leicht verfeinert werden. 
Wir konnen z. B. die Strecke t* halbieren 
(Abb.4) und eine Treppe vonzwei Stufen 
konstruieren, deren erste Stufe die Hohe 

Null, deren zweite die Hohe ~ hat. Die- Abb.4. 

ser Treppe entspricht eine Bewegung, bei der die Geschwindig-
. t.* 

keit des bewegten Korpers fiir den ersten Zeitabschnitt O:S;; t < 2 
gleich Null ist, wahrend sie. im zweiten Zeitabschnitt t; < t < t* den 

Wert ~* besitzt, auf den sie im Augenblick t = t; anspringt. Der bei 

dieser Bewegung zuriickgelegte Weg ist nach derselben Oberlegung 
gleich dem Flacheninhalt "unter" der Treppe (schraffiertes Rechteck 
in Abb. 4). Er ist kleiner als die gesuchte GroBe s*, weil die Geschwin­
digkeit dauemd kleiner ist als bei der durch die Gerade dargestellte 

2* 
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Bewegung. Dieser Treppe - wir wollen sie als untere Treppe bezeichnen 
- konnen wir eine obere Treppe gegeniiberstellen (Abb. 5), deren erste 

Stufe die Rohe -~: und deren zweite Stufe die Rohe v* besitzt. Wenn sie 

die Geschwindigkeit eines bewegten Korpers darstellt, so ist die von 
diesem zuriickgelegte Wegstrecke gleich dem FHicheninhalt unter der 
Treppe, die in Abb. 5 schraffiert ist. Sie muJ3 groJ3er sein als die gesuchte 
Wegstrecke s*. Die GroJ3e s* ist damit wieder eingeschachtelt zwischen 

zwei Flacheninhalten, und diese Ein­
schachtelung ist giinstiger, denn die untere 
Grenze ist gewachsen, die obere Grenze 

* gleichzeitig kleiner geworden, die SPanne 
zwischen beiden Grenzen ist also von bei. 
den Seiten her kleiner geworden. 

Damit ist uns zugleich der Weg gezeigt, 
wie wir die Einschachtelung fortgesetzt 

Abb.5. we iter verbessern konnen. Wir konnen jedes 
der beiden Intervalle der t-Achse, deren Lange die horizontale Breite 
einer Treppenstufe entsprach, erneut halbieren und dann statt der zwei· 
stufigen Treppen vierstufige konstruieren: eine vierstufige untere Treppe, 
die ganz unterhalb und eine vierstufige obere Treppe, die gam. oberhalb 
der Geraden verlauft (Abb. 6 und 7). Der Flacheninhalt tinter def unte­
ren Treppe ist kleiner und der Flacheninhalt unter der oberen Treppe 

v 

Abb.6. Abb.7. 

groJ3er als die gesuchte GroJ3e s*. Wieder aber ist die Schachtelung 
giinstiger geworden. 

Offenbar laJ3t sich dieses Verfahren ohne Ende fortsetzen, indem wir 
durch fortgesetzte Ralbierung der Intervalle der t-Achse zu achtstufigen, 
sechzehnstufigen usw. Treppen (unteren wie oberen) iibergehen. 

Die GroBe dieser Spanne zwischen der oberen und unteren Grenze 
der Schachtelung konnen wir fUr jeden Schritt des Konstruktionsver­
fahrens leicht angeben. Denn die untere Treppe entsteht dadurch aus 
der oberen Treppe, daJ3 wir diese urn eine Stufe nach rechts verschieben. 
Die Spanne ist also gleich dem Flacheninhalt der letzten Stufe der 
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oberen Treppe. Fiir den zweiten Schritt. also im FaUe der (22 = 4)­
stufigen Treppe ist die Spanne dementsprechend 

t* tU 
S -v* --C 2 - . 21 -- 21' 

Allgemein haben wir fUr den v-ten Schritt. also im FaIle 2~-stufiger 
Treppen, die Formel 

(5) 
t* t* 2 

S" = v* 2~ = C ?~-, 

die auch den Fall v = 0 einschlieBt. 
Auf Grund dieses Ergebnisses konnen wir ups nun leicht iiberzeugen, 

daB uns unser Schachtelungsverfahren die Moghchkeit gibt, die gesuchte 
Wegstrecke s* mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. WoUen wir 
etwa s* auf n Dezimalen der Langeneinheit [m] berechnen, so konnen 
wir in (5) die (positive, ganze) Zahl v so groB wahien, daB S~ kleiner 
als eine halbe Einheit der n-ten Dezimale, also 

S" < 10:+1 m 

wird. Dann stimmen die untere und die 
obere Grenze des beim v-ten Schritt auf­
tretenden Schachtelungsintervalls in den 
ersten n Dezimalen iiberein, und damit sind 
auch die ersten n Dezimalen der zwischen 
ihnen eingeschlossenen GroBe s* gefunden. 
Da sich auf diese Art beliebig viele Dezi­

Abb.8. 

malen von s* berechnen lassen, liefert uns der SchachtelungsprozeB, so 
konnen wir sagen, die gesuchte GroBe s*. 

1m Schaubild sehen wir nun, daB zwischen einer "unteren" und "obe­
ren"Treppe beliebiger Stufenzahl immer der FHicheninhalt des rechtwink­
ligen Dreiecks mit den Katheten t* und v* eingeschachtelt ist (Abb.8). 
Da aber das Schachtelungsverfahren die GroBe s* eindeutig fEstlegt, 
so muB sie mit dem Flacheninhalt dieses rechtwinkligen Dreiecks iiber­
einstimmen, d. h. mit dem "Flacheninhalt, der unter der Geraden 
v = Ct" iiegt, und den wir unmittelbar angeben konnen. Wir erhalten 

(6) 

Es tritt hier der besondere Umstand ein, daB wir die durch das 
Schachtelungverfahren zu ermittelnde GroBe nach Gleichung (6) auch 
mittels eines analytischen Ausdrucks - man sagt: in geschlossener 
Form - gewinnen konnen. Von einem allgemeinen Standpunkt aus mull 
das als ein AusnahmefaU· betracbtet werden, denn im allgemeinen wird 
sikh die durch eine Intervallschachtelung dargestellte Zabl nicht durch 
einen einfachen endlichen Ausdruck darstellen lassen. Wenn das wie in 
(6) ausnahmsweise eintritt, so konnen wir das gleichsam als einen gliick-
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lichen Zufall ansehen, der etwa dem ahnelt, daB eine Quadratwurzel 
"aufgeht". Aber in unseren nachsten Oberlegungen werden wir es zu­
nachst gerade mit solchen "Glucksfallen" zu tun haben. 

Zu dem Ergebnis (6) gelangte auch GALILEI, und er konnte leicht 
nachprufen, daB dieses Weg-Zeit-Gesetz mit den wirklichen Verhalt­
nissen (im luftleeren Raum) ubereinstimmt. Der Zahlwert der Konstan­
ten C ist die doppelte MaBzahl der Strecke, die ein freifallender Karper 
in einer Sekunde zurucklegt. Flir mittlere geographische Breite hat sich 
fur diese Konstante, die man mit g zu bezeichnen.pflegt, der Wert 

.... .... 

8 

................. 10[m.) t---7'i" 
" 

-----~~~O~~~1·~e~g.-~----~~ 

Abb.9. 

- 81~ g - 9, seca 

ergeben. 
Es ist zweckmaBig, auch hier 

den zuruckgelegten Weg in einem 
Schaubild anschaulich darzu­
stellen, und zwar in der glei­
chen Weise, wie wir es in Abb. 3 
fUr den Fall einer konstanten 
Geschwindigkeit getan haben. In 
Abb. 9 ist oben nochmals die 
Geschwindigkeit v als Funktion 
der Zeit t dargestellt. In der dar­
unter liegenden Figur haben wir 
zu jedem t die zugehOrige Ordi-

nate s = ; t2 aufgetragen. Diese 

Ordinate ist dabei in jedem Fall 
gleich dem Flacheninhalt des zu­
geharigen Dreiecks in der oberen 

Figur. Wir haben in Abb.9 unten eine dieser Ordinaten angedeutet 
und das dazugeharige Dreieck in der oberen Figur schraffiert. Die so er­
haltene krumme Linie ist aus den Elementen der analytischen Geome­
trie wohlbekannt. Sie ist eine Parabel, deren Scheitel in dem Nullpunkt 
unseres Koordinatensystems liegt und deren Achse vertikal steht (der 
links gelegene Teil der Parabel besitzt dabei fUr un sere Dberlegungen 
keine Bedeutung). 

ZusamIl1enfassend kannen wir sagen: das Einschachtelungsverfahren 
hat uns gelehrt, daB der Weg, den ein Karper beim freien Fall aus der 
Ruhe zurucklegt, im Geschwindigkeitsschaubild durch den Flachen­
inhalt unter der Geraden v = gt dargestellt wird. Fur die wirkliche Be­
rechnung dieses Flacheninhalts brauchen wir das Einschachtelungsver­
fahren nicht, da sich ja oer Flacheninhalt eines Dreiecks unmittelbar 
nach der Lehre der Elementargeometrie angeben laBt. 
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I, 2. Bedeutung des Scbachtelungsverfahrens ffir das Zablenrechnen 
(Begriff der Irrationa1zahl). 

DaB ein SchachtelungsprozeB der betrachteten Art eine einzelne 
ganz bestimmte Zahl liefert, kann man auch· so auffassen: die Angabe 
des Schachtelungsprozesses und die Angaoe der Zahl bedeuten ganz das 
gleiehe. Eine solche Auffassung wird dem Anfanger vielleicht im ersten 
Augenblick fremdartig vorkommen. Er wird eher geneigt sein. das 
Schachtelungsverfahren als ein Annaherungsverfahren aufzufassen, das 
N iiherungswerte fiir die Zahl s* liefere, denen der genaue Wert s* gegen­
iiberzustellen ware. Um das zu klaren, gehen wir ein wenig darauf ein, 
was man unter einem genauen Wert zu verstehen hat. Wir wahlen ein 
Beispiel aus den Elementen der Arithmetik. 

Wenn man nach der Zahl fragt, die zum Quadrat erhoben 2 ergibt, 
so wird wohl als genauer Wert 

(i 
angegeben. Indessen hat man damit doch nur ein Symbol angeschrieben, 
das einen RechenprozeB vertritt, der gestattet, die Zahl, deren Quadrat 
2 ist, mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu berechnen. Wenn man sieh 
dann den Sinn dieses Rechenverfahrens deutlich macht, so sieht man 
unmittelbar, daB es sich dabei um ein Einschachtelungsverfahren han­
delt, das dem eben betrachteten Schachtelungsverfahrert ganz entspricht. 
Man bestimmt zuerst die ganze Zahl, dann der Reihe nach die Ziffem 
der aufeinander folgenden Stellen hinter dem Komma. Wenn man sagt, 
die ganze Zahl vor dem Komma sei 1, so will man damitzum Ausdruck 
bringen, daB die gesuchte Zahl zwischen 1 und 2 liegen muB, d. h. man 
schlieBt den gesuchten Wert zwischen zwei Grenzen ein. Bestimmt man 
dann nach dem bekannten Verfahren die erste Dezimale nach dem 
Komma zu 4, so stellt man damit niehts anderes fest, als daB der ge­
suchte Wert zwischen 1,4 und 1,5 liegen muB, d. h. man bestimmt ein 
neues Intervall, dessen Lange auf den zehnten Tell der Lange des vori­
gen Intervalls zuriickgebracht ist. Die untere" Grenze ist groBer, die 
obere kleiner geworden. Die Bestimmung der aufeinander folgenden De­
zimalen fiihrt der Reihe nach zu den ineinander geschachtelten Inter­
vallen: 

1,41 < f2 < 1,42 

1,414 < y2 < 1,415 

1,4142 < f2 < 1,4143 . 

Auch hier kann dieses Verfahren unbegrenzt· fortgesetzt gedacht werden. 
Dem friiheren Schachtelungsverfahren ist es allerdings dadurch iiber­
legen, daB mit jedem folgenden Schritt die Spanne zwischen den Gren­
zen immer gerade auf den zehnten Tell der Spanne zwischen den Gren-
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zen des vorhergehenden Schrittes herabsinkt. Man sieht, -daB aber im 
ubrigen unser obiges Verfahren zur Berechnung·von s* mit diesem aus 
den Elementen bekannten Verfahren zur Berechnung einer Quadrat­
wurzel vollig gleichartig ist. 

Das Zeichen V2 . ist nur ein Symbol flir diesen RechenprozeB bzw. 
dieses Verfahren der Intervallschachtelung. Es ist unmoglich, durch 
eine endliche Anzahl von Angaben eiile Zahl festzulegen, deren Quadrat 
genau gleich 2 ist. Man konnte den Einwand machen, daB es gar keine. 
solche Zahl gibt, und es ablehnen, dem Symbol V2 die Bedeutung einer 
Zahl beizulegen. Flir die mathematische Beschreibung von Natur­
vorgangen, deren stetiger Ablauf sich geometrisch veranschaulichen 
HiBt, ware aber eine solche Auffassung unmoglich. Denn auf Grund 
des Pythagoreischen Lehrsatzes hat z. B. die Hypotenuse des recht­
winklig-gleichschenkligen Dreiecks mit den Katheten 1 ~ine Lange, 
deren Quadrat gleich 2 ist, so daB dieser Strecke das Symbol 
V2 als MaBzahl zuzuweisen ist (Abb.10). Fur die ausnahmslose Zu­
ordnung von MaBzahlen zu Strecken kommen wir daher mit den ratio­

nalen (d. h. den ganzen oder gebrochenen) Zah­
len nicht aus, sondern sind genotigt, durch Ein­
flihrung der sog. "irrationalen ~ahlen" den Zahl­
bereich zu erweitern. Diese Bezeichnung deutet· 

Vi' auf die groBe Denkschwierigkeit hin, die mit 
Abb.IO. diesem Begriff verbunden war. Der Lehrsatz des 

PYTHAGORAS ist gewiB fur Sonderfalle (a = 3, 
b = 4, c = 5 und ahnl.) schon lange vor PYTHAGORAS bekannt ge­
wesen. Die Leistung der PYTHAGOREER liegt darin, daB sie mit dem 
Nachweis der Allgemeingilltigkeit dieses geometrischen Satzes zur 
Entdeckung des Irrationalen kamen. In der griechischen Mathematik 
entstand aus dieser Entdeckung eine Krise, in deren Verlauf der 
klihne Schritt einer Erweiterung des Zahlbegriffs noch nicht getan 
wurde 1. 

Flir die QuadratWlirzeln aus ganzen Zahlen hatte man in dem pytha­
goreischen Lehrsatz das Mittel einer einfachen Konstruktion gefunden. 
Die Beschaftigung mit geometrischen Problemen flihrte aber alsbald zu 
IrratioJ;lalitaten, flir die eine solche einfache geometrische Konstruktion 
mi.ttels Zirkel und Lineal nicht angegeben werden konnte. Eine solche 
Irrationalitat ist Z. B. Vi auf die man gefiihrt wird, wenn man nach der 
Kantenlange eines Wlirfels fragt, dessen Rauminhalt doppelt so groB 
wie der des Wlirfels von der Kantenlange 1 ist. Fur diese Kantenlange 
eine Konstruktion mittels Zirkel und Lineal anzugeben, war lange 
Zeit die Bemuhung der griechischen Mathematiker. Wie popular das 

1 Vgl. HASSE-SCHOLZ: Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik. Pan­
Biicherei, Gruppe Philosophie, Nr. 3 (1928). 



1,2. Bedeutung des Schachtelungsverfahrens fur das Zahlenrechnen. 25 

Pmblem war, sieht man daraus, daB es der Mann auf der StraBe mit 
einem Spruch des Delphischen Orakels in Verbindung brachte, in dem 
Apollo die Befreiung von einer Pest an die Bedingung geknupft habe, 
den wurfelformigen Altar seines Tempels durch einen solchen von dop­
peltem Rauminhalt zu ersetzen. Besonders bekannt ist weiterhin das 
vergebliche Bemuhen urn eine entsprechende Konstruktion fUr die ent­
sprechende Zahl, die den Inhalt des Kreises millt, wenn man als Flachen­
einheit das Quadrat mit dem Kreishalbmesser als Seitenlange benutzt. 
Schon im mathematischen Elementarunterricht pflegt es auseinander­
gesetzt zu werden, wie die griechischen Mathematiker - Vollender des 
Werkes war ARCHIMEDEs-nach dem Verfahren der Intervallschachte­
lung griffen, als alle anderen Bemiihungen vergeblich blieben. J eder-. 
mann weill, wie man beim Kreis, ausgehend von dem ein- und umbe­
schriebenen rege1maBigen Sechseck, eine Folge von ein- nnd umbeschrie­
benen Vie1ecken konstruiert, indem man die Seitenzahl fortgesetzt 
verdoppelt. Die Inhalte des einbeschriebenen und umbeschriebenen 
Vielecks gleieher Seitenzahl bilden je die Grenzen eines Intervalls, in 
das der Kreisinhalt eingeschlossen ist. Indem man die Seitenzahlen 
die Folge 

6, 6.21 , 6.22 , 6.23 , .. " 6.2", ... 

durchlaufen HiBt, erhalt man eine Intervallschachtelung, bei der die 
Lange des Intervalls mit wachsender Nummer so klein wird, wie man 
will. 

Wenn man nun beim Kreis die gesuchte MaBzahl durch das Symbol:n; 
bezeichnete, so hatte man zur Darstellung von it keine elementargeo­
metrische Konstruktion, sondern nur die Intervallschachtelung, die 
diese Zahl mit jeder gewiinschten Genauigkeit-zu berechnen gestattete. 
Die EinfUhrung eines Zahlzeichens konnte demnach nur als Symbol 
fur den durch die Intervallschachtelung definierten RechenprozeB ge­
meint sein. 

In diesem Sinn haben wir in dem Schachtelungsverfahren nicht nur 
einen NaherungsprozeB zu sehen, sondern wir konnen einen Schritt wei­
ter gehen und sagen: ]ede intervallschachtelung definiert eine Zahl. In 
dem Wort "Schachtelung" ist zum Ausdruck gebracht, daB jedes Inter­
vall der Folge in dem vorhergehenden liegt, d. h. daB die unteren Grenzen 
der Intervalle nicht abnehmen, die oberen nieht zunehmen. Weiter ist 
vorausgesetzt, daB die "Lange" des Intervalls mit wachsender Nummer 
kleiner wird als jede beliebige positive Zahl e. Dieser Satz entspringt 
unserer Gleichsetzung von Zahl und Strecke (auf die wir im Rahmen 
dieses Buches nicht verzichten konnen). Denken wir uns namlich die 
Intervallschachtelung auf der Geraden entsprechend definiert, so 
fordertdie Anschauung die Anerkennung des Grundsatzes: 1st auf f!iner 
Geraden eine 1ntervallschachtelung gegeben, so gibt es stets genau einen 
Punkt, der allen 1ntervallen der Schachtelung angehOrt. In diesem Grund-
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satz, den man als Cantor-Dedekindsches Axiom bezeichnet, erkennen wir 
die Wurzel aller un serer Oberlegungenl. 

Man wird gut tun, sich immer wieder klarzumachen, daB die Defi­
nition einer. Irrationalzahl'als eines unendlichen nichtperiodischen Dezi­
malbruchs gar nichts anderes ist, als eine Definition mit Hilfe einer 
Intervallschachtelung, und daJ3 dam it gerade ausgesprochen ist, daB eine 
Intervallschachtelung eine Zahl reprasentiert. Ftir Zwecke des Zahlen­
rechnens wird man sie je nach der gewtinschten Genauigkeit durch die 
untere oder obere Grenze eines Intervalls von geeigneter Nummer zu 
ersetzen haben, da Zahlenrechnungen nattirlich nur mit rationalen Zahlen 
durchgefiihrt werden kannen. DaJ3 man heute die hiermit angedeuteten 
Operation en fast von selbst richtig ausftihrt, ohne sich tiber ihren 
eigentlichen Sinn Rechenchaft zu geben, ja daB man vielleicht so­
gar das Reden dartiber als lastige Umstandlichkeit empfindet, rtihrt 
daher, daJ3 wir in der Dezimalbruchrechnung, die uns eine durch Jahr­
hunderte sich hinziehende mathematische Arbeit vergangener Ge­
schlechter geschaffen hat, ein Instrument besitzen, das den Aufgaben 
des Zahlenrechnens in geradezu wundervoller Weise angepaJ3t ist. 

I, 3. Anwendungsbeispiele. 

Wir wollen an einer Reihe von Beispielen zeigen, wie man mit Hilfe 
des Einschachtelungsverfahrens die Berechnung physikalischer GraBen 
auf die Bestimmung von Flacheninhalten unter einer Geraden zurtick­
fiihren kann. 

Anwendung 1: Fltissigkeitsdruek. Der Druek einer Fltissigkeit nimmt 
linear mit der Tiefe zu. Ftir Wasser beispielsweise haben wir auf je 10 m Wasser-

tiefe eine Druekzunahme von 1 at, d. h. 1 kgz' Messen wir die Tiefe in em, so haben 
em 

wir, wenn wir von dem Druek der Luft tiber dem Wasser absehen2, also in der 
WasseroberfHiehe den Druek gleieh Null annehmen; 

( 1 at) p = k x k = 1000 em . 
Es sei nun die Aufgabe gestellt. die Gesamtkraft, die der Wasserdruek auf die 
reehteekige Seitenwand eines Behalters von der Breite b [em] austibt, zu ermitteln. 
Da die Wand reehteekig vorausgesetzt ist, so wiirde die Kraft, die in der Tiefe x [em] 
auf ainen Streifen der Wand von der Hohe 1 em ausgeiibt wird, gleich pb sein a. Be­
zeichnen wir diese Kraft. bezogen auf die Einheit der Wandhohe, mit S (xl. 50 haben 
wir die Beziehung 

1 Eine ausftihrliche Darstel!ung dieser ,Zu5ammenhange findet der Leser z. B. 
in v. MANGOLDT-KNoPP: Einfiihrung in die Hohere Mathematik Bd. 1 (1931) 
S. 173H. 

z D. h. den Wasserdruck in atti messen. 
3 Der Druck ist dabei tiberal! im Streifen konstant zu denken. 
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Bei ihrer Darstellung in einem Schaubild erhalten wir eine Gerade durch den 

A,nfangspunkt mit der Steigung bk [C~I]' Wenn wir nun an die Berechnung der 

Gesamtkraft auf die Behru.terwand gehen. so iiberlegen wir zunachst, daB diese 
Berechnung wieder sehr' einfach ware. wenn die Kraft S auf die Hoheneinheit nicht 
mit der Wassertiefe veranderlich. sondern konstant ware. Wir brauchten ja dann 
nur den konstanteh Wert von S mit der Wassertiefe x zu multiplizieren, also in dem 
Schaubild den Flacheninhalt des Rechtecks unter einer horizontalen Geraden zu 
bilden. Will man die Gesamtkraft fiir die wirklichen Verhaltnisse berechnen, so 
kann man wieder davon ausgehen, daB man die wirkliche (linear mit der Tiefe 
veranderliche) Druckverteilung durch eine fingierte Druckverteilung ersetzt. die 
stiickweise konstant bleibt und sich an den Grenzen der Teilbereiche sprungweise 
um einen endlichen Betrag andert. So konstruiert man zu der geraden Linie 
~ine untere und eine obere Treppe mit je 2" Stufen. Fiir eine solche Druckverteilung 
nach der Treppe stellt aber der Flacheninhalt unter dcr Treppe d\e Gesamtkraft 
vor. Berechnen wir also fiir jedes 11 die Flacheninhalte unter- der unteren und der 
oberen Treppe, 50 erhalten wir eine Intervallschachtelung, die uns die gesuchte 
Gesamtkraft liefert. Da die Intervallschachtelung nach dem Schaubild den Flachen­
inhalt unter der Geraden liefert. so wird aie Gesamtkraft des Wasserdrucks auf 
das Rechteck der Hohe h durch diesen Flacheninhalt dargestellt. :Wir finden fiir sie 

hi 
K = t S h = b k 2 [kg] 

und sehen. daB K als Funktion von h durch eine Parabe~ dargestellt wird. die die 
Ordinatenachse als Symmetrieachse besitzt. 

Anwendung 2: Dehnung eines Stabes. Formanderungsarbeit. Wird 
ein gerader Stab (konstanten Querschnitts) von der Unge I, der an einem Ende 
festgehalten wird. am anderen Ende in seiner Langsrichtung mit der Kraft P ge­
zogen, 50 wird er sich wegen seiner Elastizitat um ein bestimmtes Stiick Lll ver­
la~gern. 

Wir denken uns diesen belasteten Zustand aus dem unbelasteten dadurch her­
vorgegangen, daB die am Ende des Stabes angreifende Spannkraft S. die den Stab 
in einem bestimmten Spannungszustand im Gleichgewicht halt. aIimahlich yom 
Wert Null zumEndwert P ansteigt 1 • und zwar 50 langsam, daB wl!.hrend des ganzen 
Vorganges Gleichgewicht herrscht. Die durch S bewirkte Stabverll!.ngerung sei x. 
Wir fiihren noc'h die sog. SPannung des Stabes 

(f=~ [~] F cm. 

ein. die aus S durch Division mit der Querschnittsfll!.che F hervorgeht. l!lun gilt 
das sog. Hookesche Gesetz del' Elastizitiitslehre, nach dem die Liingeniinderung der 
Liingeneinheit 

gleich der SPannung a dividiert durch die Elastizitiitszahl des Stabmaterials ist: 

a 
A= E' 

Fiihren wir in die Forme1 des Hookeschen Gesetzes die Spannkraft S und die Un­
genl!.nderung x des Stabes ein. so ergibt sich zwischen S und x die lineare Be-

l Wiirde man die Kraft P plotzlich mit ihrer ganzen Stl!.rke angreifen lassen. 
so 'Wiirde nicht der zu untersuchende Gleichgewichtsfall eintreten. sondem ein 
Schwingungsvorgang. der schwerer zU iiberblicken ist. 



28 Die ganzen rationalen Funktionen. 

ziehung S=l!.~x. 
1 

Fiir x = Lll wird die Spannkraft S = P, d. h. bei der elastischen Verformung 
des Stabes wird x von Null so lange wachsen, bis S den Wert der wirkenden Kraft P 
erreicht hat. In einem Schaubild wird der Zusammenhang zwischen Spannkraft S 
und der VerHi.ngerung x des Stabes durch eine gerade Linie durch den Anfangs­
punkt dargestellt. Fragen wir nun nach der bei der Dehnung des Stabes um das 
Stuck x geleisteten Arbeit, der sog. Formanderungsarbeit, die als elastische Energie 
im Stabe aufgespeichert wird, so konnen wir wieder daran anknupfen, daB sich 
die Arbeit bei konstant bleibender Kraft einfach als Produkt aus Kraft und Stab­
verlangerung, die hier den von der Kraft zuruckgelegten Weg darsteUt, berechnen 
wurde. Wir ersetzen das wirkliche Anwachsen der Kraft durch ein ruckweises, 
das sich im Schaubild als eine Treppe darstellen wiirde, und erhalten so eine In­
tervallschachtelung, aus der man ersieht, daB die Formanderungsarbeit fiir jede 
Stabverlangerung x durch den Flacheninhalt des Dreiecks dargestellt wird, daB also 

1 1 FE 
A=--Sx=--x' 

2 2 1 

ist. Die Abhangigkeit der Formanderungsarbeit von der Stabverlangerung wird im 
Schaubild durch eine Parabel dargestellt. Fur x = Lll ergibt sich die Gesamtarbeit. 

Anwendung 3: Das Aufladen eines Kondensators: Ein Kondensator 
von der Kapazitat C [Farad] enthalt, wenn er zu der Spannung u [Volt] aufgeladen 
ist, die Elektrizitatsmenge: 

q = C u [Coulombj. 

Diese Beziehung, die wir auch in der Eorm 

1 
u=C q 

schreiben konnen, wird im Schaubild durch cine gerade Linie durch den Anfangs­

punkt mit der Steigung ~ dargestellt. Konnte man den Kondensator auf einer kon­

stanten Spannung u halten, so wurde das Hineinbringen von q Coulomb in den 
Kondensator, wie die Elektrizitatslehre lehrt, die Arbeit 

q u [Wattsekunden] 

tlrfordern1. In der gleichen Weise wie in den bisherigen Beispiclen konnen wir uns 
nun beim Aufladen des Kondensators eine fingierte Spannung~verteilung nach 
einer unteren und oberen Treppe denken und mit ihr eine Intervallschachtelung 
konstruieren, die zeigt, daB die Ladungsarbeit, bzw. die mit ihr identische im Kon­
densator aufgespeicherte elektrische Energie, durch den Flacheninhalt unter der 
Geraden gegeben wird, also 

1 1 
A = 2- 1.4 q = 2 C ql 

ist und in einem (A, q)-Schaubild durch eine Parabel dargestellt wird. 
Anwendung 4: Das Einspannmoment eines eingeklemmten Bal­

kens, der durch sein Eigengewicht belastet ist. Ein waagerechterBalken 
von der Lange 1 sei an dem Ende x = 0 eingeklemmt und rage frei vor. Sein Eigen­
gewicht auf dem laufenden Meter sei p [kg m-1]. Fiir elementare Betrachtungen 

1 Da 1 Coulomb = 1 Ampere. sec ist, so gilt 
Coulomb· Volt = Volt· Ampere. sec = Watt· sec. 

Die Wattsec ist ein MaB fiir die Arbeit. 
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iiber die Festigkeit des Balkens ist das Moment der Belastung in bezug auf den 
Emspannpunkt x = 0 von Bedeutung. Die Gewichte sind Kraite, die senkrecht 
nach unten gerichtet sind. Greift also ein Gewicht an einem horizontal gerichteten 
Hebe1arm an, so ist das Moment einfach gleich dem Produkt aus dem Gewicht 
und der Lange des Hebelarms. Nun handelt es sich hier allerdings um das Eigen­
gewicht des Balkens, das kontinuierlich iiber die Balkenlll.nge verteilt ist. Wir 
konnen aber offenbar wieder das Einschachtelungsveriahren, und zwar in folgender 
Weise, anwenden. BeiIq ersten Schritt denken wir das Gesamtgewicht des Balkens 
p I [kg] entweder im Punkte x = 0 oder im Punkte x = I angebracht und erhalten 
so fiir das Moment die primitive Einschachtelung 

pl.O<M<pl.l. 

Beim zweiten Schritt denken wir das Gesamtgewicht in zwei gleiche Teile zer­

legt und denken je eine Einze1kraft von del; GroBe P: [kg] entweder in den Punkten 

I I 
x = 0, x = 2 oder in den Punkten x = 2' 
x = I angebracht, so erhalten wir die giinsti­
gere Einschachtelung: 

pI I pI I 
--(O+1)<M<-- (1+2). 
2 2 2 2 

Dann betrachten wir 21 = 4 Einzelkrafte, je 

von der GroBe ~ I, die wir an den Stellen 

I I I 
x = 0, 4' 24' 3 4 , bzw. an den Stellen· 

I I I I 
x = 4' 24' 3 -4' 44 , anbringen. Die zu 

diesen Einzelkrliften gehorigen Momente er­
geben sich offenbar als FIacheninhalte unter 
einer vierstufigen unteren bzw. oberen 
Treppe, die zu der Geraden 

Q=px 

~. :r: 
Abb. II. 

konstruiert ist (Abb. 11). Setzt man die Einschachtelung in der angegebenen Weise 
fort, so werden die Grenzen fUr das gesuchte Moment stets durch die FIll.cheninhalte 
unter einer unteren bzw. oberen Treppe unter der Geraden geliefert. Man sieht, 
daB das Einschachtelungsveriahren als 'Wert des Einspannmoments den FIll.chen­
inhalt unter der Geraden liefert. Somit ist der Beitrag des zwischen der Stelle 0 
und x liegenden Stiicks des Balkens zum Einspannmoment durch 

Xl 
M(x) = p.£ 

gegebenl, und das Einspannmoment des ganzen Balkens von der Lange I wird 
somit 

II 
M=M(I)=P2' 

Die GroBe Q ist iibrigens nichts anderes als das Gewicht des zwischen den Ab­
szissen 0 und x liegenden Balkenstiicks. 

1 Diese Kurve ist nicht mit der in der Statik als Momentenlinie bezeichneten 
Kurve zu verwechseln, bei der das Moment nicht auf die Einspannstelle, sondern 
auf die jeweilige Schnittstelle bezogen ist. 
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I, 4. Der FUicheninhalt unter einer Geraden in beliebiger Lage. 

I, 41. Negative Steigungj Vorzeichen des Flacheninhaltes. In den 
bisher betrachteten Beispielen handelte es sich darum, den Flachen~ 
inhalt unter einer durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Ge­
raden 
(7) y =ax 
zu bestimmen, und die Beispiele' waren so gewahlt, daB a seiner physi­
kalischen Bedeutung entsprechend immer positiv war. Die Gerade ver­
lauft dann ganz im dritten und erst en Quadranten, und die Flachen­
inhaltsfunktion 

(8a) Po =~- x2 
2 

wird durch eine nach oben ge6ffnete Parabel mit vertikaler Achse dar­
gestellt. Erteilen wir der Konstanten a einen negativen Wert, so verlauft 
die Gerade im zweiten und vierten Quadranten, und die ihr durch (8a) 
zugeordnete Funktion wird durch eine nach unten geoffnete Parabel 
dargestellt, deren samtliche Ordinaten negativ sind. Es fragt sioh, ob 
auch hier die Deutung als Flacheninhalt sinnvoll bleibt. Vom rein geo­
metrischen Standpunkt aus mochte es auf den erst en Blick einfacher 
erscheinen, aIle Flacheninhalte als positive Gr6Ben anzusehen. Bei der 
Anwendung auf physikalische und technische Probleme erkennt man 
aber, daB das nicht zweckmaBig ist. Rechnen wir z. B. beim freien Fall 

y die Richtung senkrecht nach oben als 
positiv fii.. die Geschwindigkeit, so 

Y=-!3: mussen wir der Geschwindigkeit der 

:r: 

Abb.12. 

Fallbewegung, die doch senkrecht nach 
unten gerichtet ist, das negative Vor­
zeichen geben: 

v = - gt. 

Da bei dieser Festsetzung naturlich 
auch fiir den Fallweg die Richtung 
senkrecht nach oben positiv zu rech-
nen ist, so erhalten wir die negative 
Fallstrecke 

s = -g t" 2 . 

Wollen wir sie wieder als Flachenin­
halt deuten, so mussen wir dem Fla­
cheninhalt unter der Geraden mit 

negativer Steigung notwendig ein negatives Zeichen zuweisen. 
Wie laBt sich nun das V orzeichen eines Flacheninhaltes definieren ? 

Eine eindeutige Festsetzung daruber erhalten wir auf folgende Weise: 
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Wenn wir aul der x-Achse von 0 nach der Stelle x gehen (bei der ublichen 
Lage der x-Achse gehen wir also fUr positives x nach rechts, fUr negatives 
x dagegen nach links) und dann, in der dadurch gegebenen Richtung 
weiterlaufend, die betrachtete Fliiche umfahren, so erhalten wir eint!n be­
stimmten Umlaufssinn. Dieser ist in dem Falle eines negativen a (Abb. 12) 
dem Umlaufssinn des Uhrzeigers gleich, und zwar sowohl fUr po­
sitive wie negative x. 1m Fall 
eines positiven a ist dagegen der 
auf diese Weise erhaltene Um­
laufssinn der FHichenstiicke dem 
Umlaufssinn des Uhrzeigers ent­
gegengesetzt. Es ist ublich, den 
Umlaufssinn entgegengesetzt 
dem Drehsinn des Uhrzeigers 
als positiv, den mit dem Dreh­
sinn des Uhrzeigers uberein- -------31~4C~,.__--=-~-­
stimmenden Umlaufssinn da- x 
gegen als negativ zu bezeich­
nen. Einem Flacheninhalt wird 
nun ein positives oder negatives 
Vorzeichen gegeben, je nachdem 
der zugehorige Umlaufssinn po­
sitiv oder negativ ist, d. h. je 
nachdem der Umlaufssinn dem 
Drehsiim des Uhrzeigers ent­
gegengesetzt oder gleich ist. 

Die Formel (8a) gibt den 

a---J-

Abb. 13. 

Flacheninhalt, der zu der durch (7) dargestellten Geraden gehOrt, so­
wohl fUr positives wie auch fUr negatives a mit dem richtigen Vor­
zeichen an. 

Abb. 13 zeigt, wie die Gestalt der Flacheninhaltsparabeln 
a y=-x2 
2 

sich mit dem Parameter a andert. Seinem ab­
soluten Betrag nach miBt der "Beiwert" a die 
Offnung der Parabel. 

1,42. Beliebige Wahl des Anfangspunktes der 
Flacheninhaltszahlung. Wir haben bis jetzt den 
Flacheninhalt unter der Geraden immer vom 
Koordinatenanfangspunkt bis zu einer beliebi-

Abb.14. 

gen Stelle x betrachtet. Es wird indessen haufig notwendig sein, den 
Flacheninhalt von einer beliebigen erst en Stelle IX bis zu einer beliebigen 
zweiten Stellep (Abb. 14) zu berechnen. Diesen Fiacheninhalt wollen wir 
mit F! bezeichnen. Das bietet aber nicht die geringsten Schwierigkeiten, 
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denn dieser Flacheninhalt ergibt sich unmittelbar als die Differenz 
zweier yom Nullpunkt aus gerechneten Flacheninhalte 

F~ = F: - F: = ~- (/12 - (X2) *. 

Das Vorzeichen wird durch diese Formel von selbst richtig geliefert, 
denn eine Vertauschung der Grenzen ergibt: 

F~ = -F~. 
Als wir die Flacheninhaltskurve zeichneten, haben wir die untere 

Grenze des Flacheninhaltes nach x = 0 gelegt und die obere Grenze als 
veranderlich aufgefaf3t. Die Flacheninhaltskurve F~ ging daher durch 
den Anfangspunkt. Die oben angestellten Dberlegungen ermoglichen es, 
die untere Grenze statt nach x = 0 auch an eine beliebige andere Stelle 
x = Xo zu legen. Fassen wir die obere Grenze wieder als veranderlich 
auf und bezeichrien sie entsprechend mit x, so erhalten wir eine andere 
FHicheninhaltskurve 

(8b) F~~ = F~ _ p;.o = a x2 _ a x2 
~o 0 0 2 2 o· 

Diese neue Kurve konnen wir also unmittelbar zeichnen, indem wir bei 
a 

der fruheren Flacheninhaltskurve F~ = 2 x 2 alle Ordinaten urn dieselbe 

!J 

x 

Abb.15. 

Grof3e F~· vermindern (Abb. 15), 
d. h. die Parabel als Ganzes urn 
das Stuck Po· in Richtung der Or­
dinatenachse verschieben. Die nach 
unten verschobene Parabel schnei­
det die Abszissenachse in zwei 
Punkten. Der Flacheninhalt unter 
der Geraden hat also an zwei Stel­
len den Wert Null. Die eine dieser 
Nullstellen ist naturlich der 
Punkt xo, der die untere Grenze, 
d.h. den Ausgangspunkt fUr dieFla­
cheninhaltszahlung, bildet. Rechts 
von dieser Stelle steigt in Abb. 15 
die Flacheninhaltskurve an, da 
hier der Flacheninhalt unter der 
Geraden positiv zahlt und mit 

wachsendem x immer grof3er wird. Fur ein x links von x = Xo wird der 
Flacheninhalt ~. zunachst n~gativ, wie der Umlaufssinn zeigt, und ent­
sprechend nimmt die Flacheninhaltskurve negative Werte an. Gehen 

a III a * Man gebraucht auch die Schreibweise F~ = -2 Xl la und liest: "2" Xl, ge-

nommen zwischen den Grenzen ex und p". 
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wir aber mit x nach links tiber die Stelle x = 0 hinaus, so wird der weiter 
hinzukommende Flacheninhalt positiv, wie man am Umlaufssinn er­
kennt. Entsprechend biegt die Flacheninhaltskurve von hier an wieder 
nach oben urn, so daB an dieser Stelle der Scheitel der Parabel liegt. 
Gehen wir weiter nach links, so wird derhinzukomrnende positiv zu 
rechnende Flacheninhalt irnrner groBer, so daB er den negativen Anteil 
allmahlich aufhebt. An der Stelle x = - Xo ist der Flacheninhalt wieder 
gleich Null geworden. Gehen wir mit x noch weiter nach links, so wird 
der Flacheninhalt wieder positiv, da der positive Teil den negativen 
tiberwiegt, die Flacheninhaltskurve steigt entsprechend nach links hin 
irnmer mehr in die Rohe. Wir sehen auch hier wieder, wie zweckrnaBig 
es war, den Flacheninhalten ein bestirnrntes Vorzeichen zu geben, da 
nur so die Verhaltnisse durch eine einfache Formel wiedergegeben 
werden. 

Denken wir uns den Ausgangspunkt der Flacheninhaltszahlung zu­
nachst nicht naher festgelegt, so konnen wir die Formel (8b) auch so 
ausdrticken, daB wir sagen, der Flacheninhalt sei gleich 

F~+C, 

wo C eine willktirliche Konstante ist. Legen wir den Ausgangspunkt der 
Flacheninhaltszahlung an eine feste Stelle xo, so erhalt C den Wert 

a 
C=-Po·=--ro 2 

zugewiesen. Geben wir umgekehrt der Konstanten C einen festen Zahl­
wert, so ist darnit der Ausgangspunkt Xo flir die Flacheninhaltszahlung 
festgelegt. Nattirlich kann, sofern a in der Parabelgleichung positiv ist, 
flir C ·nur ein negativer Wert vorgegeben werden, wenn sich ein reeller 
Wert vOn Xu bestimrnen lassen solI. Wollen wir die Willktirlichkeit des 
Ausgangspunktes flir die Flacheninhaltszahlung andeuten, so schreiben 
wir nicht mehr F:., sondern F(x), und haben dann die Formel 

(8) F(x) = ~X2 + C 
2 

worin C eine willktirliche Konstante bedeutet. Es gehort dernnach zu 
einer Geraden 'V = a x nicht eine Flacheninhaltskurve, sondern eine 
ganze Schar solcher Kurven, entsprechend dern willktirlich gewahlten 
Werte der Konstanten C. Der Flacheninhalt zwischen zwei Punkten Xo 

und Xl ergibt sich liir jede dieser Kurven durch die Formel 

F:! =F(x1) -F(xo), 

da sich ftir eine feste Kurve die Konstante bei der Subtraktion heraus­
hebt. 

1 , 43. Der senkrechte Wurf. Uberiagerungsprinzip. Zu einer weiteren 
leichten Verallgemeinerung werden wir gefi.ihrt, wenn wir die Bewegung 
eines Korpers betrachten, der nicht wie bisher aus der Ruhe losgelassen. 

Prange.v. Koppenfels, Integral· u. Differentialrecbnung I. 3 
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sondern zu Beginn der Bewegung mit einer bestimmten Geschwindig­
keit senkrecht nach oben (oder nach unten) geschleudert wird. 

Rechnen wir die Richtung senkrecht nach oben positiv, so wird, wie 
GALILEI gelehrt hat, die Abhangigkeit der Geschwindigkeit von der 
Zeit dann durch den Ansatz: 

(9) v=vo-gt 

wiedergegeben, der damit in Obereinstimmung ist, daB der Korper zu 
Beginn der Bewegung, d. h. zu der Zeit t = 0, die Geschwindigkeit 
v = Vo [m/sec] besitzt. In dem Aufbau der Formel (9) steckt die Galileische 
Erkenntnis, daB man die konstante Geschwindigkeit vo, die der Korper 
nach dem Tragheitsgesetz bei einer kraftefreien Bewegung dauernd 
beibehalten wiirde, und die Geschwindigkeit (- gt), die er bei dem freien 

: :-==-0:::::::::: , , , , 

Abb.16. 

Fall aus der Ruhe annehmen wiirde, einfach 
zu addieren hat, urn die Geschwindigkeit des 
geworfenen Korpers zu erhalten. 1m Schau­
bild bedeutet dies, daB man' die Ordinaten 
der Geraden, die den beiden Teilgeschwindig­
keiten entsprechen, zu addieren hat. Diese 
Erzeugung d~r neuen Geraden durch die 
Addition der Ordinaten zweier bekannter Ge­
raden ist das einfachste Beispiel einer sehr 
wichtigen Methode, die als Oberlagerung oder, 
wie man auch sagt, Superposition bezeich­
net wird. 

Wenn Vo negativ ist, der Korper also nach unten geschleudert wird, 
nimmt die GroBe der Geschwindigkeit (abgesehen vom Vorzeichen) von 
ihrem Anfangswert aus in Obereinstimmung mit der Erfahrung immer 
mehr zu. 1st Vo dagegen positiv, so steigt der Korper zunachst in die 
Rohe, die Geschwindigkeit wird aber ihrer GroBe nach immer geringer, 
bis sie schlieBlich zu Null wird. In dies em Moment hat der Korper offen­
bar seine hochste Lage erreicht. Dann nimmt die Geschwindigkeit der 
GroBe nach wieder zu, sie erhalt aber das negative Vorzeichen, ist also 
senkrecht nach unten gerichtet, der Korper beginnt wieder nach unten 
zu fallen (Abb.16). 

Es entsteht nun die Frage, wie man aus dem Geschwindigkeitsgesetz 
(9) die Abhangigkeit des von dem Korper zuriickgelegten Weges s von 
der seit Beginn des Vorganges vergangenen Zeit t erschlieBt. Offenbar 
lauft das wieder auf eine Flacheninhaltsbestimmung hinaus, denn wir 
konnen in derselben Weise wie beim freien Fall den wirklichen Bewe­
gungsvorgang durch einen Jingierten Vorgang ersetzen, bei dem sich die 
Geschwindigkeit an einzelnen Stellen sprungweise andert, wahrend sie 
zwischen diesen Spriingen konstant bleibt. Der zu berechnende Flachen­
inhalt setzt sich aus einem Rechteck und einem Dreieck zusammen 
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(Abb. 16), so daB 

(10) s = Ft = vot - !gt2 

ist, wo in der Tat jeder der beiden Summanden der rechten Seite die 
Dimension einer Lange besitzt. Die beiden Summanden der rechten Seite 
lassen sich leicht einzeln deuten: vot als Flacheninhalt unter der Geraden 
v = Vo und entsprechend (- ~gt2) als Flacheninhalt unter der Geraden 
v = - gt. Die Uberlagerung der Ordinaten zieht also die Uberlagerung 
der FHicheninhalte nach sich. 

Dementsprechend zeichnen wir auch die Parabel (10) durch Uber­
lagerung der Geraden SI = vot und der durch den Anfangspunkt lau-

g 
fenden Parabel S2 = - 2t 2, d. h. wir addieren die Ordinaten beider 

Kurven unter Beriicksichtigung 
des Vorzeichens (Abb. 17)1. 

Die eben angestellten Uber­
legungen sind offenbar von der 
Wahl des Beispiels unabhangig. 

s 

Jede Gerade in beliebiger Lage 10[m] 

(11) y=mx+n 

mit w'illkiirlich vorgegebenen 
Konstanten m und n kann als 
die Uberlagerung der beiden 
Kurven 

Yl = m x und Y2 = n 
angesehen werden, und ihr Fla-

Abb.17. 

cheninhalt ergibt sich ebenfalls durch Uberlagerung der Flacheninhalte 
der beiden Geraden in der Form 

m 
F~=-x2+nx. 

2 

Hierzu ttitt bei einer andern Wahl des Anfangspunktes der Flachen­
inhaltszahlung noch eine additive Konstante, die eine Verschiebung der 
Parabel in Richtung ihrer Achse bewirkt. Wir schreiben die Flachen­
inhaltsfunktion daher in der Form 

(Fl. 11) F(x)=mx2+nx+C. 
2 

An wend ung 5: Eine Kette von der Lange I em], deren Gewicht auf d.lfd. Meter 
P [kgJm] betragt, hangt (etwa in einem Schacht) senkrecht herunter und soli auf­
gewunden werden. Wie groB ist die zum Aufwinden der Kette erforderliche Ar­
beit? 

1 Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die Parabel im (5, t)-Schaubild 
fiir den senkrechten Wurf nicht verwechselt werden darf mit der Bahnkurve beim 
schiefen Wurf (Wurfparabel). 

3* 
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Das Gewicht der Kette ist bei vollem Herabhangen gleich p Z (kg]. 1st von der 
Kette die Lange x [m] aufgewunden, so hat sich das Gewicht, da dann nur noch ein 
Teil der Kette herabhangt, auf 

Q = P (1 - x) [kg) 

vermindert. Dieser Gleichung entspricht in dem Schaubild eine Gerade, die 
fiir x = 0 das Stiick Q = pi auf der Ordinatenachse abschneidet und durch den 
Punkt x = I der Abszissenachse hindurchgeht. Mit Hilfe des Einschachtelungs-

verfahrens k6nnen wir uns nun leicht iiberzeugen, daB die Arbeit 
beim Aufwinden der Kette gleich dem Flacheninhalt unter dieser 
Geraden ist. Dazu brauchen wir uns nur zu iiberlegen, daB beim 
Aufwinden eines Einzelgewichtes, das an einem (gewichtslos gedach­
ten) Faden hangt, die geleistete Arbeit gleich dem Produkt aus 
dem Gewicht und dem Weg ist, den es beim Aufwinden zuriick-

I 
legt. Wir denken uns die Kette in n gleiche Teile von der Lange n-

. pi 
geteilt, deren jeae ein Gewlcht von n [kg] hat und ersetzen dann 

die Kette durch einen gewichtslosen Faden, an dem wir die Ein­

zelgewichte je von der Gr68e p 1 anbringen, und zwar entweder n 
an den unteren oder an den oberen Enden der Teilintervalle 
(Abb. 18). 1m ersten Fall ist die Arbeit beim Aufwinden des be­
lasteten Fadens gr6I3er als die beim Aufwinden der Kette, im zweiten 
Fall· kleiner. Stellen wir das Gewicht der belasteten Faden in der 
gleichen Weise wie oben das Gewicht der Kette als Funktion von x 
dar, so erhalten wir in beiden Fallen Treppen, weil das Gewicht 
des belasteten Fadens sich sprunghaft andert, wenn eines der 
Einzelgewichte oben ankommt, dazwischen aber ungeandert bleibt. 
Diese beiden Treppen sind offenbar obere und untere Treppen fiir 
die Gerade, und da die Arbeit beim Aufwinden des belasteten 

L Fadens gleich dem Flacheninhalt unter der Treppe ist, so folgt 
Abb.18. nach dem Einschachtelungsverfahren, daB die Arbeit beim Auf-

winden der Kette gleich dem Flacheninhalt unter der Geraden, also gleich 

A=plx-.P....xl 
2 

ist. Siewird in einem (x, A)-Schaubild durch eine Parabel dargestellt, die 
durch den NuUpunkt geht, nach unten gooffnet ist und fiir die Abszisse x = 1 
ihre gr6Bte Ordinate erreicht. Nur von x = 0 bis x = I dient die Parabel zur 
Veranschaulichung des Vorgangs. Ihre Scheitelordinate stellt die Gesamtarbeit 
A~=pll-IpJl=HI8 dar. 

I I 5. Die Parabel zweiten Grades und ihr Steigungsbild. 

I, 51. Allgemeines fiber den Verlauf, Bestimmung des Scheitels. Die 
Bestirnmung des Flacheninhaltes unter einer Geraden in beliebiger 
Lage hat uns auf die Funktion 

(12) y = a Xl + b x + c 
gefiihrt, die im Schaubild durch eine Parabel dargestellt wird. Sie ent­
steht aus der speziellen Parabel 

Yl = ax· 
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durch Parallelverschiebung. Schreiben wir namlich die Gleichung (12) 
in der Form: 

( b b2 ) b2 
Y = a X2 + b x + c = a x 2 + z- X + - + c - -~ 2 a 4a2 4 a 

oder 

(12a) Y _ (c - ~) = a (x + ~)2 
4 a 2 a ' 

so brauchen wir nur 

~ = x + 2ba, 'fJ = Y - (c - 4b~2) 

zu setzen, damit die Gleichung der gegebenen Kurve die Gestalt 

(12b) 'fJ = a~2 II 

erhalt. Die Einflihrung dieser neuen 
Koordinaten~, 'fJ in der Gleichung (12) 
kommt aber einfach auf eine Parallel­
verschiebung des Koordinatensystems 
hinaus, undo zwar besitzt der Null­
punkt des (~; 'fJ)-Systems in dem alten 
System die Koordinaten1 . 

b b2 

(13) xO=-2a' Yo=c- 4a . 

Also ist die Kurve (12) eine Parabel 
mit vertikaler Achse und der durch a 
bestimmten Offnung, deren Scheitel­
koordinaten durch (13) gegeben 

Abb,19. 

sind (~ = 0, 'fJ = 0 im neuen System). Zeichnerisch konnen wir sie durch 
Uberlagerung der urspriinglichen Parabel Yl = a X Z und der Geraden 
Y2 = b x + c gewinnen. Diese Konstruktion laCt sogleich anschaulich 
erkennen, daB. die resultierende Parabel die gerade Linie in ihrem 
Schnittpunkt mit der Ordinatenachse beriihren muB, worauf wir ubri­
gens nachher noch zuriickkommen. Abb. 19 gibt diese Konstruktion 
flir den Fall an, daB a > 0 und b < 0 ist. Der Leser moge sich selbst 
klarmachen, wie die entsprechenden Figuren aussehen, wenn flir a oder 
b das andere Vorzeichen gewahlt ist. 

Es sei noch erwlihnt, daB eine Parabel von allgemeiner Lage (12) 
durch Angabe dreier ihrer Punkte vollkommen festgelegt ist. Denn 
kennt man drei Punkte 

1 Wenn Z. B. die GraBen "0 und ,.. positiv sind. hat das neue Koordinaten­
system gegeniiber dem alten die in Abb. 19 angegebene Lage. 
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der ParabeI, so kann man aus den drei Iinearen Gleichungen 

1 
YI = a xi + b Xl + C, 

)'2 = a x~ + b x2 + C , 

Y3 =c a x~ + b Xa + C 

die drei in der Parabeigieichung auftretenden Konstanten im allge­
meinen eindeutig berechnen. Das entspricht vallig der Eigenschait 

y 
einer geraden Linie (in deren GIei­
chung zwei Konstante auftreten), 
durch zwei Punkte festgeIegt zu 
sein. 

I, 52. Die Steigung der Parabel. 
Die Aufgabe, den Flacheninhalt 
unter einer geraden Linie zu bestim­
men, vermittelte den Obergang von 
der Geraden zur Parabel ais ihrer 
Flacheninhaltskurve. Wir werden 

----......:::::"""+""""----b--~--.x"!: jetzt zeigen, daJ3 uns eine ganz 

Abb.20. 

andersartige Fragestellung von der 
Parabel wieder zur Geraden zu­
rtickflihrt. 

Wir kehren zur Bewegung des freien Falles zuriick und versuchen, 
die Geschwindigkeit dieser Bewegung an der Parabel 

(14) s = t(t) =gt2 
2 

unmittelbar zu deuten. Es ist dabei Iehrreich, so vorzugehen, als sci 
tiber die Geschwindigkeit der betrachteten Bewegung noch nichts be-

~. kannt, und wir stellen uns dement-

tlt 

Abb.21. 

sprechend die Aufgabe, aus dem Weg­
Zeit-Gesetz (14) die "Augenblicksge­
schwindigkeit" v zu einer beliebigen 
Zeit t zu bestimmen. Die Lasung dieser 
Aufgabe beginnen wir mit der Angabe 
einer mittleren Geschwindigkeit, die wir 
erhalten, wenn wir den vom Zeitpunkt t 
bis zum Zeitpunkt t + L1 t durchIaufenen 
Weg durch die Zeitspanne L1 t dividie­

ren l . Diese mittlere Geschwindigkeit IaJ3t sich im Schaubild ais Steigung 
der durch die Kurvenpunkte P und Q geIegten Sekante deuten (Abb. 21), 

1 Der Buchstabe Ll becleutet hier keinen Faktor. sonclern ist clas Zeichen fur 
"Differenz" (Zuwachs). DanachheiLltLl t (bzw. Ll x. Ll y • ... ): Zuwachs cler Verancler­
lichen t (bzw. x. y . ... ). 
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und WIr fiihren fiir diese GroBe daher die Bezeichnung ms ein: 

(14a) m8=f(t+~~-f(t)=_;_(t+,1~!2_t2 (Lit =l= 0) 

Hierin konnen wir durch LI t kiirzen und gelangen so zu der verein­
fachten Fonn 

(14b) m. =~-(2t+Llt) (Llt=l=0). 

Nun erinnern wir uns an die Beobachtung, daB die Geschwindigkeit 
eines frei fallenden Korpers bestandig zunimmt. Gibt man der Zeit­
spanne LI t den positiven Wert IX, so ist aus diesem Grunde die mittlere 

Geschwindigkeit ; (2 t + IX) sieher groBer als die Augenblicksgeschwindig­

keit zur Zeit t. In gleieher Weise sieht man auch, daB der Wert der 
mittleren Geschwindigkeit, der sich fiir negatives LI t = - IX ergibt, 

namlich ; (2 t - IX), kleiner ist als die gesuchte Augenblicksgeschwin­

digkeit. Damit sind wir nun in der Lage, die gesuchte GroBe v einzu­
schachteln. Wir lassen dazu die Zahl IX eine sog. Null/olge durchlaufen, 
d. h. eine Folge von Zahlen lXI' 1X2 , ••• , oc", ••• , deren jede kleiner ist 
als die vorhergehende und die sich mit wachsender Nummer n der Null 
beliebig nahern, ohne daB jedoch ein Element dieser Folge selbst Null 

ist. (Eine solche Nullfolge ist beispielsweise die Folge 1, 110 , 1~2' 1~3""') 
Dann kommen wir zu einer Folge von Ungleichungen 

(14c) (n = 1,2, ... ), 

die die gesuchte Augenblicksgeschwindigkeit in immer engere Intervalle 
einschachteln. Der Unterschied zwischen der oberen und unteren Grenze 
des Intervalls beim n-ten Schritt ist gleich g IX,. und geht mit wachsender 
Nummer nach Null. Wie wir oben ausfiihrlieh darlegten, erfaBt eine 
solche Intervallschachtelung einen ganz bestimmten Zahlwert, und dieser 
stellt die Augenblicksgeschwindigkeit dar. In unserem Fa:l ist diese 
Zahlleicht direkt anzugeben. Denn in jedem Intervall - unabhangig 
von der Nummer - liegt die Zahl gt eingeschlossen. Wenn also die 
Intervallschachte1ung eine einzige wohlbestimmte Zahl definiert, so 
kann diese nur die Zahl g t sein. Damit haben wir die Augenblicksgeschwin­
digkeit gefunden: 

(14') v = gt. 

Auch diese Augenblicksgeschwindigkeit konnen wir natiirlich als 
Steigung einer Geraden durch den Punkt P deuten. Diese Gerade muB 
offenbar flacher verlaufen als jede mit positivem LI t gebildete Sekante, 
jedoch steiler als jede mit negativem LI t gebildete Sekante. Sie trennt 
also die Sekanten mit positiver Abszissenspanne von denen mit negativer 
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Abszissenspanne. Diese Eigenschaft hat offen bar nur eine einzige Ge­
rade durch den Punkt P, namIich die Tangente der Parabel. Die Augen­
blicksgeschwindigkeit zur Zeit t ist damit als Steigung der durch den 
zugehorigen Parabelpunkt P gclegten Tangcntc gedeutet. 

Man bemerkt sofort, daB der Ausdruck (14b) der Sehnensteigung in 
die Darstellung (14') der Tangentensteigung iibergeht, wenn man 
Ll t = 0 sctzt. Es mul3 jedoch betont werden, daB man hierin nichts fiir 
den Begriff der Tangentensteigung Wesentliches sehen darf. Denn in der 
urspriinglichen Darstellung (14a) der Sehnensteigung konnen wir Ll t 
nicht gleich Null setzen, wei! dann die.sinnlose Operation einer Division 
durch Null auszufiihren ware, und die Moglichkeit der Kiirzung durch 
Llt, die uns zu (14b) fiihrte, ist lediglich ein besonders gliicklicher Um­
stand. Das Wesen der vorliegenden Fragestellung findet seinen Ausdruck 
in dem durchgefiihrten Schachtclungsprozel3. Mit der Tatsache, dal3 sich 
einfach Ll t = 0 setzen lal3t, hangt es natiirlich zusammen, dal3 wir die 
durch die Schachtelung erfal3te Zahl unmittelbar angeben konnten. 

Wir konnen un sere Oberlegungen von dem Beispiel des freien Falles 
losen und brauchen nur von vornherein die Begriffe "mittlere Geschwili­
digkeit" und "Augenblicksgeschwindigkeit" durch die Begriffe "Sehnen­
steigung" und "Tangentensteigung" zu ersetzen. Wenn wir dann von 
der Parabcl 

(15) Y = ax2 

ausgehen, so iibertragt sich fiir a> 0 die Oberlegung, die von (14) zu 
(14') fUhrt, ungeandert, wah rend bei a < Olediglich zu beachten ist, daB 
die obere und untere Grenze der Schachtelungihre Rollen vertauschen (der 
Leser mache sich das an Abb. 12 durch Einzeichnen von Sehnen klar). 
In beiden Fallen ergibt sich fiir die Tangentensteigung der Wert 

me = 2ax. 

Diese Tangentensteigung ist selbst eine Funktion von x. Man nennt 
sie die "Ableitttng" der FUllktion (15) und pflegt sie mit dem Symbol y' 
zu bezeichnen: 

(15') y'=2ax. 

Urn den Zusammenhang zwischen beiden Kurven besonders an­
schaulich vor Augen zu stellen, konnen wir die Ableitung y' als Kurve 
gerade so unter die Parabel zeichncn, wie wir im ersten Paragraph en 
die Flacheninhaltskurve unter die Ausgangskurve gezeichnet haben 
(gleiche Mal3stabe auf den x-Achsen !). Man nennt diese Gerade das 
Steigungsbild der Parabel (Abb. 22). 

In dem Scheitel der Parabel verlauft die zugehorige Tangente hori­
zontal, entsprechend erhalten wir hier fiir die Steigung den Wert Null. 
Nach rechts hin wird dann die Parabcl immer steiler, so dal3 die Tan­
gente eine immer stark ere Steigung besitzen mul3, genau wie die zu-
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gehOrige Stelgungskurve angibt. Fiir negative x ist zu beachten, daB 
infolge der Symmetrie der Parabel zu entgegengesetzt gleichen Abszissen 
entgegengesetzt gleiche Werte der Steigung gehOren. 

Urn die durch einen Parabelpunkt P (x, y) hindurchlaufende Parabel­
tangente zu konstruieren, tragt man von. P aus zunachst parallel zur 
x-Achse die Einheit als Abszissenspanp.e und im Endpunkt dieser Spanne 
parallel zur Ordinatenachse die Tangentensteigung mt als Ordinaten­
sp.anne abo Verbindet man den so erhaltenen Punkt mit dem Parabel­
punkt P, so hat man die Tangente der 
Parabel im Punkte P gefunden. 

Eine Parabel mit allgemeiner Lage 
des Scheitels: 

y=ax2 +bx+c 

besitzt, wie man sofort bestatigt, fUr 
LI x + 0 die Sehnensteigung 

m. = a (2 x + LI x) + b, 

und daraus gewinnt man durch Anwen­
dung des Schachtelungsverfahrens in der 
gleichen Weise, wie wir es oben durch­
fiihrten, die Tangentensteigung 

m, = 2ax+b. 

!I 

Abb.22. 

Das Ergebnis erscheint besonders anschaulich, wenn wir die Para­
bel als Oberlagerung der drei K urven 

Yl = a ,,2, Y2 = b x, Y3 = c 

auffassen. Man sieht, daB die Tangentensteigungen dieser drei Kurven: 

y;=2ax, y;=b, y;=O 

slch in der gleichen Weise wie die Ordinaten iiberlagern: 

y' = y; + y; + y; = 2ax + b + o. 
Wir werden spater feststellen, daB dieser Satz von der Oberlagerung 
der Tangentensteigungen allgemeine Giiltigkeit besitzt. Die Bestimmung 
der Ableitung der allgemeinen Parabel ist damit auf die drei Grund­
formeln 

zuriickgefUhrt. 

1 
y = 1, y' = 0, 

y=x, y'=1, 
y=x2 , y'=2x 

Urn auch geometrisch die Beziehung zwischen der Parabel und 
ihrer Ableitung anschaulich vor Augen zu stellen. werden wir nun 
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wieder die Parabel und das zugehorige Steigungsbild untereinandcr zeich­
nen (Abb. 23). Da die Steigung der Parabel in dem Scheitel den Wert 
Null annimmt, so la13t sich die Abszisse Xs des Scheitels als Nullstelle 
des Steigungsbildes leicht bestimmen. Aus 

folgt 
y'=2ax+b=o 

b 
Xo = - 2-a' 

und wenn wir diesen Wert in die Gleichung der Parabel einsetzen, so 

11 
1I=a.r'+b.r+c erhalten wir die Scheitelordinate: 

oX 

Dieses Ergebnis hatten wir fruher 
(S.31) auf einem ganz anderen Wege 
abgeleitet. Wir merken noch an, daB 
unsere Parabel durch den Punkt x=O, 
y = emit der Steigung y' = b hin­
durchgeht. Sic beruhrt also die Gerade 
'YJ = bx + c, die wir oben (Abb. 20) der 
Parabel Yl = ax2 uberlagerten, im 
Schnittpunkt mit der y-Achse. 

Abh.23. 

Zum Schluf3 sei noch auf den engen 
Zusammenhang der beiden an sich so 
verschicdenen Fragestellungen - Be­

stimmung des FHicheninhaltes unter einer Geraden und Bestimmung der 
Steigung ciner Parabel - hingewiesen: 

A. Wir gehen aus von einer beliebigen geraden Linie 

y = ax + b 
und bcstimmen den unter ihr gelegencn Flachcninhalt, der nach un­
seren fruheren Ergebnissen durch 

F(x)== a x2+bx+C 
2 

gegeben wird. Dabei ist C eine Konstante, die je nach der Wahl der 
Stelle, von der aus wir den Flacheninhalt abzahl-en, einen verschiedenen 
Wert besitzt. Wir konnen n~n diese Flacheninhaltskurve auch als selb­
"tandige Kurve betrachten und nach der Steigung dieser Parabel fragen. 
Nach unseren Oberlegungen erhalten wir fUr diese den Ausdruck 

F'=ax+b, 

der genau wieder die Gerade darstellt, deren Flacheninhalt wir bestimmt 
hatten. 

B. Umgekehrt konnen wir auch von der Parabel 

y = ax2 + bx + c 
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ausgehen und zunachst ihre Steigung bestimmen: 

y'=2ax+b. 

43 

Betrachten wir dieses Steigungsbild als selbstandige Kurve und bestim­
men den unter ihr gelegenen Flacheninhalt, so erhalten wir 

F = a x2 + b x + c. 
wobei die Konstante Cje nach der Stelle, von der aus wir den Flachen­
inhalt zahlen, aIle beliebigen Werte annehmen kann. 1m besonderen 
k6nnen wir diese Stelle gerade so wahlen, daB C = c wird. Dann sind 
wir aber ebenfalls auf die Ausgangskurve zuriickgekommen. 

Wir seh~n, daB hier die Flacheninhaltsbestimmung und die Bestim~ 
mung der Ta,ngentensteigung als zwei entgegengesetzte Operation en 
erscheinen, die sich gegenseitig aufheben, wie etwa Addition und Sub­
traktion oder Multiplikation und Division usw. Den inneren Grund fUr 
dieses zunachst sehr iiberraschende Ergebnis werden wir spater erkennen. 

§ 2. Der FHicheninhalt unter einer Parabel zweiten Grades. 

2, I. Die FUicheninhaltsaufgabe. 

2, II. Tragheitsmoment eines Rechtecks. Wir werden zunachst an 
einer der Festigkeitslehre entnommenen Aufgabe zeigen, daB die Be­
stimmung des Flacheninhalts unter einer Parabel fUr Probleme der 
Physik und der Technik von groBer Bedeutung ist. 

Hierzu betrachten wir einen Balken, der an den beiden Enden frei 
aufgelagert ist und irgendwelche Lasten tragt, unter deren EinfluBer 
sich durchbiegt. Fiir das Folgende setzen wir voraus, der Querschnitt 
des Balkens (senkrecht zu seiner Achse) seiein Rechteck. Schon 
GALILEI hat fUr die Verformung des Balkens eine Theorie aufgestellt. 
Er dachte sich - wohl angeregt durch die Struktur des als Baustoff 
dienenden Holzes - den Balken aus einzelnen Langsfasern zusammen­
gesetzt und stellte sich vor, daB diese Langsfa~ern bei der Durchbiegung 
zum Teil gedehnt, zum Teil zusammengedriickt wiirden. Die Fasern, 
die die horizontale Mittelebene des Balkens bilden - ihre Spur in der 
Querschnittsebene ist die horizon tale Mittellinie des Rechtecks -, werden 
weder gedehnt noch zusammengedriickt, sie heiBen daher die neutralen 
Fasern. Dehnung bzw. Pressung der unterhalb bzw.oberhalb der neu­
tralen Ebene liegenden Fasern sind urn so starker, je weiter die Fasern 
von der neutralen Ebene entfernt sind. Daraus schlieBt man dann, wie es 
iibrigens auch die alltagliche Erfahrung zeigt - man braucht ja nur zu 
versuchen, ein Lineal zu verbiegen -, daB sich der Balken unter dem 
EinfluB derselben Lasten sehr viel starker durchbiegt, wenn die langere 
Seite des rechteckigen Querschnitts horizontal ist, als wenn sie verti­
kal ist. In der Theorie der Balkenbiegung wird diese einfache Erfahrung 
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dahin prazisiert, daB bei gegebener Belastung die Ordinate der Durch­
biegungskurve des Balkens umgekehrt proportional sei dem sog. Triig­
heitsmoment des Balkenquerschnitts, bezogen aut eine horizontale Gerade 
durch den Schwerpunkt des Querschnitts. 

Der Begriff des Tragheitsmomentes, auf den wir hier treffen, tritt nicht 
nur bei dieser Aufgabe auf, sondern spielt uberhaupt in der Mechanik, 
insbesondere bei der Untersuchung der Drehbewegung eines starren 
K6rpers urn eine feste Achse, eine gro13e Rolle. Das Tragheitsmoment 
ist dort ein MaB fUr den Widerstand des rotierenden K6rpers gegen eine 
Beschleunigung der Drehbewegung und hat daher auch scinen Namen 
erhalten. 

Fur ein einzelnes Massenteilchen der Masse m [gr] * in der Entfernung 
r [cm] von der Achse, wird das Triigheits""toment in bezug auf die 
Achse durch 

1= mr2 

dargestellt; seine physikalische Dimension ist also [gr·cm2]. Aus diesem 
Begriff ist nun durch leiehte Verallgemeinerung die V orstellung von dem 
Tragheitsmoment einer Flache, etwa der Querschnittsflache eines Bal­
kens, entstanden. Zunachst laBt sich der Begriff des Tragheitsmoments 
sofort auf Massenverteilungen langs einer geradlinigen Strecke parallel 
zur Bezugsachse allwenden, da aIle Punkte einer solchen Strecke den­
selben Abstand, etwa r, von dieser Achse besitzen; als Wert des Trag­
heitsmomentes ergibt sich dann offenbar wieder 1= mr2, wobei unter m 
jetzt aber die Masse der gesamten Strecke zu verstehen ist. Damit 
k6nnen wir aber noch nieht unmittelbar zu einer flachenhaft verteilten 
Masse ubergehen, da in diesem FaIle einer bestimmten Masse kein be­
stimmter Abstand mehr zugeordnet werden kann. Urn dennoch an dieser 
Begriffsbildung festhalten zu k6nnen, miissen wir die Definition sinn­
gemaB erweitern, und dafur dient uns als Ausgangspunkt die Tatsachc, 
daB das Tragheitsmoment durch Entfernen einer Masse von der Bezugs­
achse vergr6Bert, dureh Nahern dagegen verkleinert ~ird. Wir betraeh­
ten wieder das Reehteck mit den Seiten a und b und wahlen als Bczugs­
aehse die eine Reehteeksseite der Lange a. Dieses Reehteek sei gleieh­
maBig mit Masse der Flaehendiehte (J [gr fern 2] * belegt, so daB seine Ge 
samtmasse dureh (Jab gegeben ist. Denkt man sich diese Gesamtmasse 
in die der Aehse gegeniiberliegende. Seite des Rechteeks versehoben, so 
stellt naeh unseren "Oberlegungen das dann erhaltene Tragheitsmoment 
(Jab bl sieher einen zu groBen Wert dar; andererseits ist der Wert Null, 
der sieh fUr das Tragheitsmoment ergeben wiirde, wenn die Gesamt­
masse des Reehteeks auf die Bezugsaehse konzentriert ware, sieher zu 
klein. Wir sind also auf diesem Wege zu einer ersten, freilieh noeh reeht 

• Hier ist im physikalischen Ma13system gearbeitet. in dem gr die Einheit der 
Masse ist. 
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groben Eingrenzung fUr die gesuchte GroBe I gelangt. Diese Einschach­
telung laBt sich nun aber ohne weiteres verbessern, indem man das 
Rechteck nicht als Ganzes betrachtet, sondern durch Geraden parallel 
zur Achse zunachst in 2, dann in 22 = 4, dann in 23 ... Streifen einteilt 
und fUr jeden die zugehorige Masse einmal auf dem der Achse zugewand­
ten, ein anderes Mal auf dem der Achse abgewandten Rand konzentriert 
denkt. Betracliten wir einen solchen Streifen einzeln, dessen abgrenzende 
Schnittgeraden von der Achse die AbsUinde x und x + ,1 x besitzen 
(Abb. 24), so erscheint der von diesem Streifen zum 
Tragheitsmoment gelieferte Beitrag ,1 I durch 

aa..1xx2 < ,11 < aa..1x (x + ,1x)2 
zwischen Grenzen eingeschlossen, und durch Zusammen­
fUgen aller dieser Ungleichungen erhalt man eine Ein­
grenzung fUr I, die sich beliebig verbessern laBt, wenn 

fi 
"---v---' 

a 
Abb.24. 

man den ProzeB der Halbierung der Streifen hinreichend oft wieder­
holt. Bei dem so berechneten I handelt es sich urn die fUr die Unter­
suchung der Drehbewegung bedeutsame GroBe. In der Festigkeits­
lehre, also etwa fUr das Problem der Balkenbiegung, ist naturlich 
von einer Massenbelegung abzusehen, es tritt an die Stelle der Masse 
die Flache selbst, der Faktor a wird also durch 1 ersetzt. Statt der Di­
mension [grjcm2] bekommt man dann die Dimension [cm4J. Man nennt 
diese GroBe zum Unterschied von dem eigentlichen Tragheitsmoment 
auch "Flachentragheitsmoment". Fur die- -d 
ses tritt an die Stelle der letzten Unglei- !/­

chung dann die folgende: 
ax2 ,1x < ,11 < a (x + ..1X)2 ..1x, 

von der wir im folgenden ausgehen 
wollen. 

Es ist nun bemerkenswert, daB sich 
genau dieselbe Eingrenzung und damit 
auch derselbe SchachtelungsprozeB er­
gibt, wenn man in ahnlicher Weise, wie 
dies in § 1 fUr die Gerade geschehen ist, 

or 

Abb.25. 

den Flacheninhalt unterhalb eines Bogens der Parabel y = a x 2 zu be­
rechnen sucht. In Abb. 25 ist diese Parabel gezeichnet, und zugleich sind 
in ihr die beiden Parallelen zur y-Achse mit den Abszissen x und x+,1 x 
eingetragen. Sie begrenzen einen Flachenstreifen der Breite ,1 x, den wir 
uns oben von der Parabel und unten von der x-Achse abgeschnitten denken. 
Zu diesem Flachenstreifen gehort ein unteres. Rechteck mit dem Inhalt 
a x2. ,1 x und ein oberes Rechteck mit dem Flacheninhalt a (x + ,1 x) 2. ,1 x. 
Somit erscheint der Beitrag des Streifens des rechteckigen Balken­
querschnitts zum Tragheitsmoment zwischen zwei Grenzen eingeschlos­
sen, deren Zahlwerte durch das untere und obere Rechteck des Parabel-
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streifens in Abb. 25. dargestellt werden. In der bekannten Weise des 
Einschachtelungsverfahrens teilen wir nun den rechteckigen Querschnitt 
in Abb. 25 in Streifen ein, indem wir die Hohe in 2° = 1, 21, 2z, ... , 
2" unter sich gleiche Teile zerlegen. Jeder dieser Teilungen entspricht 
bei der Parabel eine Zerschneidung in ebenso viele (also allgemein 2") 

Streifen von der gleichen Breite L1 x = :" und der Beitrag, den ein 

Streifen des Rechteckquerschnitts zum Tragheitsmoment liefert, ist 
eingeschachtelt zwischen die Flacheninhalte des unteren und oberen 
Rechtecks des zugeordneten Parabelstreifens. Das gesamte Tragheits­
moment des Streifens ist entsprechend eingeschachtelt zwischen dem 
Flacheninhalt unter der unteren Treppe und dem Flacheninhalt unter 
der oberen Treppe. Es ist leicht, den Unterschied 5" zwischen dem 
Flacheninhalt unter der unteren und der oberen Treppe anzugeben, 
denn die obere Treppe entsteht aus der unteren Treppe doch einfach 
dadurch, daB man jede Stufe urn eine Streifenbreite nach links ruckt, 
die v-te Stufe der unteren Treppe und die (v - 1)-te Stufe der oberen 
Treppe haben den gleichen Flacheninhalt. Also ist 5" gleich dem 
Flacheninhalt der letzten Stufe der oberen Treppe: 

b ab3 
5 = L1 x a b2 = - a b2 = -. 

" 2" 2" 

Mit wachsender Nummer v geht dieser Unterschied nach Null, das Ein­
schachtehingsverfahren mit der nicht abreiBenden Folge von immer 
enger werden den SChachtelungen liefert also eine bestimmte Zahl. Diese 
ist das Tragheitsmoment. Andererseits ist aber zwischen dem Flachen­
inhalt unter der unteren und der oberen Treppe stets der Flacheninhalt 
unter der Parabel selbst eingeschachtelt. Also muB das Tragheitsmoment 
des Balkenquerschnitts dem Flacheninhalt F~ unter der Parabel y = a x 2 

gleich sein. Offenbar haben wir hier eine entsprechende Konstruktion 
durcbgefiihrt, wie sie uns seinerzeit bei der Untersuchung des freien Falls 
und des senkrechten Wurfes zum Ziele fiihrte. Damals erhielten wir frei­
lich den Flacheninhalt unter einer geraden Linie, den wir nach den 
Regeln der Elementargeometrie berechnen konnten, wahrend wir bei 
der Aufgabe, den Flacheninhalt unter einer Parabel zu bestimmen, deren 
Losung wir uns jetzt zuwenden, nicht mit elementaren Hilfsmitteln 
zum Ziel kommen. 

2, 12 .Indirekte Methode der FUicheninhaltsbestimmung nach ARCHI­

MEDES. Wir konnen uns bei der Bestimmung des Flacheninhaltes auf die 
Parabel 

(1) 

beschranken, denn die Multiplikation mit einem Faktor a bedeutet im 
Fall a > 0 nur eine Streckung der Ordinaten, die bewirkt, daB jedes 
Rechteck und damit auch der Flacheninhalt sich mit a multipliziert. 
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1m Fall a < 0 tritt auBerdem (vgl. die umgeklappte Parabel in Abb. 12) 
eine Anderung des Umlaufsinnes des betrachteten FHichenstUckes ein. 

Nach dieser Vorbemerkung konnen wir die Bestimmung des Flachen­
inhalts unter der Parabel (1) unmittelbar an die Einschachtelung 
zwischen einer FQlge von unteren und oberen Treppen anknUpfen. Das 
hat schon ARCHIMEDES durchgeflihrtl. Er verknUpfte in geistvoller Weise 
liese Einschachtelung mit einer Problemstellung aus der Statik, deren 

einfachsten Fall wir bereits in Anw. 4 (S. 28 f.) als Beispiel fUr die 
Flacheninhaltsbestimmung unter der geraden Linie betrachtet haben. 
Es handelt sich urn das Einspannmoment eines frei vorragenden belaste­
ten Balkens. 

Die x-Achse moge die Achse des Balkens vorstellen, der bei x = 0 
in eine Wand eingemauert ist. Wir haben oben den Fall behandelt, daB 
dieser Balken eine kontinuierliche Belastung der konstanten Dichte 
p [kg m-1] tragt, beispielsweise sein Eigengewicht. Wir wollen jetzt an­
nehmen, daB die Belastungsdichte eine Funktion von x sei, und zwar 
moge eine Belastung der Dichte 

(2) p = 2 x 
angebracht seinll. Man kann sich etwa vorstellen, daB diese Belastung 
durch eine Dbermauerung des Balkens in Form eines rechtwinkligen 
Dreiecks hergestellt sei. In Abb. 26 ist die Belastungskurve (2) als 
Gerade mit der Steigung 2 gezeichnet. 

Wir wollen nun den Balken als Hebelarm auffassen, der urn den 
Punkt x = 0 drehbar ist, und fragen nach dem Drehmoment seiner Be­
lastung. Falls der Balken unter der Belastung im Gleichgewicht ist, muB 
die Einspannung des Balkens bei x = 0 ein Drehmoment von entgegen­
gesetzt gleicher GroBe erzeugen. Daher bezeichnet man das gesuchte 
Drehmoment als Einspannmoment des Balkens. 

Grenzen wir an der Belastungskurve zwischen x = ~ und x = ~ + L1 ~ 
einen Streifen von der Breite L1 ~ > 0 ab, so ist der zugehorige Lastanteil 
gleich dem Flacheninhalt des Trapezes, also gleich 

22~+LI~ L1~. 
2 

Den Beitrag dieser Last zum Einspannmoment - wir bezeichnen ibn 

1 Bez. des urspriinglichen Gedankenganges des ARCHIMEDES sei der Leser auf 
OSTWALDS Klassiker der exakten Wissenschaften N. 203 verwiesen (ARCHIMEDES: 
Die Quadratur der Parabel ... ). 

I Abweichend von unserem sonstigen Brauch bezeichnen wir in dieser "Ober­
legung mit :e, p, Q, M keine dimensionierten GroLlen, sondern lediglich MaLlzahlen. 
Es sei noch betont, daLl die Annahme einer linearen Abhangigkeit einigermaLlen 
kiinstlich ist, sie soil ja aber auch nicht einen wirklichen Sachverhalt wiedergeben, 
sondern uns zu einer mathematischen "Oberlegung dienen. In diesem Sinne ist es 
auch z,ulassig, vom Eigengewicht des Balkens abzusehen und ihn als gewichtslos 
vorauszusetzen. 
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mit LI M - konnen wir nicht ohne weiteres angeben, da dieser Last kein 
Hebelarm von bestimmter GroDe zugehort. Wir entnehmen der Figur 
indessen sofort, daD wir einen zu kleinen Wert erhalten, wenn wir fUr 
den Hebelarm den kleinstmoglichen Wert ~ wahlen, und einen zu groDen, 
wenn wir den grol3tmoglichen Wert (~+ LI~) wahlen. Damit batten 
wir die Einschachtelung erreicht. Es ist aber zweckmal3ig, noch etwas 
ungiinstiger zu schachteln und die wirkliche Last des Trapezstreifens bei 
der Berechnung der unteren Grenze durch eine zu kleine Last (unteres 
Rechteck), bei der Berechnung der oberen Grenze durch eine zu groile 
Last (oberes Rechteck) zu ersetzen, da man auf diese Weise einfachere 

p-~~-
1 d x x 

I 
y-2X' i 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Grenzen erhalt. Das Drehmoment der zu 
kleinen Last mit dem kleinsten Hebelarm ist 

2~2L1~, 

das der zu groDen Last mit dem grol3ten 
Hebelarm entsprechend 

2 (~ + LI ~)2L1 ~ , 

und wir haben fiir den Beitrag LI M des 
Streifens zu dem Einspannmoment die Ein­
schachtelung 

(3 a) 2 ~2 LI ~ < LI M < 2 (~ + LI ~)2 LI ~ 

gewonnen. Sie lal3t sich sehr einfach deuten, 
wenn wir in Abb. 26 unter die Belastungs­
kurve p = 2 x die Parabel y = 2X2 zeichnen. 
Denn wenn wir den Streifen zwischen den 

~--:--+--r-.cr---:J: Abszissen x = ~ und x = ~ + LI ~ in die 

Abb.26. 
Parabel iibertragen, so sind die beiden 
Grenzen, zwischen die wir LI M eingeschlos­

sen haben, gerade das untere und obere Rechteck, das zu dem Parabel­
streifen gehort. Daraus folgt nach der uns nun schon gelaufigen SchluG­
weise, daD das Einspannmoment der Lasten zwischen 0 und x gleich 
dem Flacheninhalt unter der Hilfsparabel y = 2x 2 , also doppelt so groB 
wie der gesuchte FHi.cheninhalt F~ unter der Parabel (1): 

(4a) M~ = 2F~ 

ist. 
Wir konnen nun mit ARCHIMEDES das Einspannmoment noch in 

einer zweiten Weise als FHicheninhalt unter einer Parabel bestimmen. 
Wir zeichnen dazu zunachst wieder die Belastungskurve (2) und be­
rechnen dann die Last Q~, die zwischen den Abszissen 0 und x auf dem 
Balken liegt. Diese Last ist der FHicheninhalt unter der Belastungs­
geraden, also 
(Fl. 2) Q~ = x2 , 
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wir wollen sie als,die Querkrajt an der Stelle x. bezeichnen1. Die Quer­
kraftkurve ist die Parabel (1), deren Flacheninhalt wir bestinunen wollen. 
Wir zeichnen das Schaubild der Querkraft unter die Belastungskurve und 
markieren auch bei der Querkraftkurve die Ordinaten, die zu den Ab­
szissen x = E und x = E + LI E gehOren. Die Differenz LI Q dieser Ordi­
naten miBt die in dem Streifen enthaltene Last (Abb. 27). 

J etzt konnen wir den Beitrag LI M unseres Streifens zorn Einspann­
moment in der Weise einschachteln, daB wir die wirkliche Last einmal 
mit dem zu kleinen Hebelarm E, das andere'Mal mit dem zu groBen 
Hebelarm (E + LI E) multiplizieren, 
daB wir also fUr den Beitrag LI M 
die Ungleichung 

(3b) ELlQ < LIM < (E + LIE) LlQ 

ansetzen, wobei LI Q der Lastanteil 
(Flacheninhalt) des Trapezes ist. Die 
hier auftretenden Grenzen lassen sich 
anschaulich an der Querkraftkurve 
als Rechtecke deuten, und zwar ist 
die untere Grenze das Rechteck mit 
der Horizontalseite E, das in der Figur 
schraffiert ist, und die obere Grenze 
das zugehorige Rechteck mit der 
Horizontalseite (E + LIE). Nach Aus­
fUhrung der Summation erscheint das 
Einspannmoment erneut zwischen 

Abb.27. 

zwei Treppen eingeschachtelt. fiir die iiht'f jetzt die Q-Achse die Grund­
linie ist. Da der Unterschied zwischen beiden, Flacheninhalten durch 
fortgesetzte Verfeinerung der Einteilung beliebig klein gemacht werden 
kann, so konnen wir schlieBen, daB das Einspannmoment gleich dem 
Flacheninhalt ist, der von der Parabel, der y-Achse und der Parallelen 
zur x-Achse durch den Punkt A (mit den Koordinaten x, Q = x 2) be­
grenzt wird. N ach Abb. 27 ist dieser' Flacheninhalt gleich dem Recht­
eck mit den Seiten x und X2, vermindert urn den Flacheninhalt F~ 
unter der Parabel (1): 

(4b) 

Wir haben so das Einspannmoment M~ auf zwei verschiedene Weisen 
durch ein8n Flacheninhalt ausgedriickt. und zwar beide Male durch 
einen Flacheninhalt an einer Parabel. 

1 In der Balkentlleorie wird freilich nicht dieser Ausdruck selbst als Quer­
kraft bezeichnet. sondern dieser Ausdruck verrnindert urn eine Konstante. die sog. 
Auflagerkraft des Balkens bei :¥ = O. Doch rn&ge die Bezeichnung hier gestattet 
sein. urn fiir ~ einen kurzen Narnen zu haben. 

Prange. V. KoppenfeJs. Integral· u. DifferentiaJrechnung I. 4 
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Setzen wir nun die beiden Adsdrucke (4a) und (4b) einander gleich, 
so erhalten wir die Beziehung 

2Po = x3 -F~ 
und konnen sie als Bestimmungsgleiehung fur den unbekannten Flachen­
inhalt Po unter der Parabel (1) auffassen. Aus ihr berechnet sieh fUr 
den Flacheninhalt der Wert 

(Fl. 1) F~ = l x3 • 

In dieser auBerordentlich geistvollen Weise, die mit anschauliehen Be­
griffen der Statik operiert, hat ARCHIMEDES das Schachtelungsverfahren 
zur Bestirnrnung des Flacheninhaltes unter der Parabel herangezogen. 
Wir haben sein Verfahren hier vorangestellt, weil es sieh, wie wir unten 
sehen werden, muhelos verallgemeinern laBt. Urn die Leistung des AR­
CHIMEDES richtig wert en zu konnen, muB man sieh vergegenwartigen, 
wie wenig zu seiner Zeit das formale Buchstabenrechnen ausgebildet 
war. Bei' der heutigen Entwicklung des algebraischen Rechnens 
brauchten wir naturlich eine Einkleidung, wie sie ARCHIMEDES be­
nutzte, nicht heranzuziehen, sondern konnen unmittelbar die Flachen­
inhalte unter der unteren bzw. oberen Treppe berechnen und von da aus 
die Werte des Flacheninhalts F~ unter der Parabel y = x 2 leieht er­
rnitteln. Die Durchfiihrung zeigt aber, daB die Oberlegungen, die wir 
dabei anzustellen haben, keineswegs einfacher sind als die Betrachtung. 
durch die ARCHIMEDES zurn Ziel karn. 

2,13. Direkte Methode. Wir denken uns die Strecke 0 bis x der 
Abszissenachse in n gleiche Teile geteilt und konstruieren die untere 
und die obere Treppe. Der k-te der n Streifen liegt zwischen den Ab-

szissen (k - 1)::' und k !. eingeschlossen. Mit den Ordinaten 
·n n 

xl X' 
y = (k - 1)2 n l bzw. y = k2 nl 

an der linken bzw. rechten Grenze des k-ten Streifens bilden wir das 
untere bzw obere Rechteck 

x 3 

(U. R.h = n3 (k - 1)2 bzw. 

Durch Summation ergeben sich die Flacheninhalte unter den beiden 
Treppen: 

x3 
(Untere Treppe)" = ~d02 + 12 + 22 + ... + (n _1)2), 

x3 
(Obere Treppe)" = ,,3 (12 + 22 + 32 + ... + n2) *. 

• Die Spanne zwischen beiden FUlcheninhalten ist 

x3 x3 
S = _.- nl = 

n n3 n' 
wie wir bereits oben sahen. 
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Urn geschlossene Ausdriicke fur diese Fliicheninhalte zu bekommen. 
miissen wir die Summe der n ersten Quadratzahlen bilden. Das Ill.Bt sich 
in folgender Weise erreichen. Wir bilden die dritten Potenzen der n + 1 
ersten ganzen Zahlen und schreiben diese in der folgenden Weise unter­
einander: 

13 - 13 +1 

23 - (1 + 1)3 =13 + 3011 +3.f +t 

33 (2 + 1)3 = 23 + 3· 2' + 3:2 +1 

43 - (3 + 1)3 =-33 + 3.31 + 3'3 +1 

. . 
n3 = {en - 1) + 1}3 = (n - 1)3 + 3· (n - i)· + 3. (n - 1) + 1 

en + 1)3 = (n + 1)3 + 3·n +1 
Wir addieren dann die linken und die rechten Seiten der so erhaltenen 
Gleichungen und beachten dabei, daB die dritten Potenzen 13, 23, 

33, 43 , ••• , n 3 sowohl auf der linken wie auf der rechten Seite der Glei­
chungen auftreten und sich daher bei der Bildung der Summe heraus­
heben. Es ergibt sich 

{n + 1)3 = 3 (12 + 21 + ra + ... + n2) 

+ 3{i + 2 + 3 + ... + n) + n + 1-

Hierin konnen wir die Summe der ganzen Zahlen nach der Summen­
regel fiir die arithmetische Reihe durch einen geschlossenen Ausdruck 
darstellen : 

1 + 2 + ... + n = n (n + ~ 
- 2 

und erhaIten nach einfacher Zusammenfassung: 

111+21+32+ •.. +nl =n(n+1)6(2n+t). 

Unter Benutzung dieser Summenforme1 erhaIten die Flll.cheninhalte 
unter den beiden Treppen die einfache Form 

xS(n-1)n(2n-1) Xa_( 1)( 1) 
(Untere Treppe)" = n3 6 = 3" 1 - n 1 - 2 " 

und 

COb T ) =xSn("+1)(2"+1)=.r(1+~)(1+~) ere reppe";,3 6 3" 2" ' 

so daB beim n-ten Schritt fiir den FIa.cheninhaIt unter der Parabel F~ 
die Einschachtelung 

~3 (1 _ !) (1 _ 2t,,) < Po < ~3 (1- + ~-) (1 + 21,,) 

4* 
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erreicht ist. Die Spanne zwischen den beiden Treppen ist 
x3 

SrI = -n ' 
sie kann also durch genugend groBe Wahl von n beliebig klein gemacht 
werden. Da ferner der Flacheninhalt der unteren Treppe stets kleiner, der 

der oberen Treppe stets gr6Ber als der Wert ~3 ist, so sehen wir, daB der 

durch die Treppenkonstruktion definierte Zahlwert kein anderer sein 

II kann als ~3. Damit ist die Formel (Fl. 1) 

auch auf direktem Weg abgeleitet. 
Nehmen wir noch einen MaBstabsfak­

tor a auf (vgl.. die Bemerkung zu Beginn 
von 2,12), so haben wir das Ergebnis, 
daB zu einer Parabel y = ax 2 die Fla-

-~~:£..L.2:Ioo.+-~"=.l-.--.r~ cheninhaltsfunktion F~ = a ~s gehOrt. In 

r:~a1 Abb.28 sind flir ein positives a die Para-
r,: bel und die zugehOrige Flacheninhalts-

kurve i~ der ublichen Weise untere1nander 
gezeichnet. Fur negatives a sind beide 
Kurven an der x-Achse gespiegelt. Lassen 
wir den Ausgangspunkt der Flacheninhalts­
zahlung unbestimmt, so tritt in dem Aus­

.r druck flir den Flacheninhalt eine zunachst 
unbestimmte Konstante auf. Wir k6nnen 
allgemein schreiben 

asS 
F(x) = -3 + c. 

Abb.28. Geometrisch entspricht dem, daB wir die 
Flacheninhaltskurve, die in Abb. 28 durch 

den Nullpunkt hindurchlauft, parallel zur y-Achse urn ein beliebiges 
Stuck verschieben. 

Wir kehren nun zu der Aufgabe zuruck, von der wir oben ausgingen, 
das Tragheitsmoment I des in Abb. 24 gezeichneten Rechtecks bez. der 
Horizontalseite (a) zu berechnen. Wir sahen, daB es gleich dem Flachen­
inhalt unter der Parabel y = a x 2 von x = 0 bis x = b ist, also 

1=- = --- [cm"J. aS31b ab3 

3 0 3 

Fur die Durchbiegung eines Balkens von rechteckigem Querschnitt 
kommt nicht dieses Tragheitsmoment, sondern das Tragheitsmoment 
des Balkenquerschnittes, bezogen auf eine horizontale Gerade durch den 
Schwerpunkt des Querschnittes, in Frage. Dieses ist gleich dem FIachen-



2. 1. Die Flacheninhaltsaufgabc. 53 

inhalt unter der Parabel y = ax2• genommen zwischen den Grenzen 

(- ~) und (+ }). es hat also die Gro/3e 

+ -~-
I = a x 3 i 2 = a b3 [ 4] 

3 L ~_ 12 001. 
2 

Wir sehen. da13 die Breite a in cler ersten. die Hohe b a:ber in der 
dritten Potenz eingeht. so da/3 ein und derselbe Rechtecksquerschnitt 
hochgestellt ein sehr viel gro/3eres Tragheitsmoment ergibt als quer­
gestellt (Vertauschung der Werte von a und b). Urn fUr einen Balken 
bei vorgeschriebener Querschnittsflache ein moglichst t:i1 
gro/3es Tragheitsmoment und infolgedessen eine mog- . 
lichst kleme Durchbiegung zu erhalten. muB man ~ ." 
den Flacheninhalt moglichst von der Mitte fort-
bringen. Nach diesem Grundsatz sind die sog. Doppel- C h.-- c 
T -Trager, deren Querschnitt in Abb. 29 angegeben Abb.29. 

ist. entworfen. 1st die Breite des Steges gleich a [em], die Breite der 
Flanschen gleich b [em] und hat der Steg die H6he h [em]. wahrend 
die Flanschen die Dicke c [em] aufweisen, so miissen wir, wenn wir 
das Tragheitsmoment des Profils bestimmen wollen, die beiden Para­
beln y = ax2 und y = bx2 zeichnen und den Flacheninhalt der Figuren 

bestimmen, die zwischen x = - ~ und x'= + ~ oben von der ersten 
. h h h h 

Parabel. zWlschen x = - c -2 und x= - 2 bzw. x = 2 und x =2 +c 

von der zweiten Parabel begrenzt werden (Abb. 30). Man sieht, 
wieviel mehr die Flanschen zum Tragheitsmoment beitragen als der 
Steg. Bei der Ausrechnung er­
halten wir. da der Flachen­
inhalt zu beiden Seiten der 
Ordinaten achse gleich groB 
ist, fiir das Tragheitsmoment 
den Wert 

oder 
I =112 [ah3 +2 bcnh2+6hc+4c2)]. 

!I 

Abb.30. 

I 
!I-ar 

Wir schlie13en eine Anzahl anderer Beispiele an, die auf die Bestimmung 
des Flacheninhaltes unter einer Parabel fiihren. 

Anwendung 6: Rauminhalt des Kreiskegels. Denken wir uns cine gerade 
Linie durch den Anfangspunkt eines (x. :)I)-Systems gezeichnet, und lassen w:r diese 
Gerade u:n die x-Achse rotieren, so wird einoKreiskegel erzeugt. Gehort zu der 
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Hohe h des Kegels der Grundkreishalbmesser 1', so ist die Gleichung der erzeugenden 
Geraden 

Um den Rauminhalt des Kegels zu finden, wenden wir das Einschachtelungsver­
fahren in folgender Weise an.-Fiir das 1ntervall zwischen x und x + LI x zeichnen wir 
das untere und obere Rechteck der Geraden. Bei der Drehung um die x-Achse 
erzeugen diese Rechtecke dann je eine kreiszylindrische Platte von der Hohe LI x, 

,. l' 
deren Grundkreise bzw. die Halbmesser Ii x und Ii (x + LI x) besitzen, und diese 

kreiszylindrischen Platten schachtehi den zu dem 1ntervall (x, x + LI x) gehorigen 
Kegel stumpf ein, so daB fiir: den Rauminhalt dieses Kegelstumpfes 

1'1 1'1 
~ hI Xl LI x < LI V < ~ hI (x + LI X)I LI x 

gilt. Sie zeigt, daB der Rauminhalt des Kegels gleich dem FH!.cheninhalt unter der 
Parabel 

ist. Wir erhalten also: 

rl x 3 1" 1 V = F~ = ~ hi '3 0 = '3 ~ 1'1 h. 

Anwendung 7: Angriffspunkt des Wasserdrucks auf eine recht­
eckige Flache. Wir haben oben die GroBe der Druckkraft des Wassers auf eine 
rechteckige Flache der Breite b ausgerechnet (Anwendung 1). Wir konnen jetzt auch 
den Angriflspunkt dieser resultierenden Druckkraft ermitteln (Abb. 31). Nach den 
Grundregeln iiber die Zusammensetzung paralleler Krafte finden wir ihn durch 
Heranziehung des Hebelprinzips. Es muB das Drehmoment des WasseTdrucks fiir 
eine beliebige horizontale Gerade gleich sein dem Drehmoment der resultierenden 
Druckkraft um dieselbe Gerade. Wir wahlen etwa die obere Wasserlinie als Dreh­
achse. 1st die Tiefe des Angriffspunktes der Druckkraft K gleich xo, so ist ihr 

Drehmoment um diese Achse 

M = K Xo [kg cm]. 

Ist andererseits in der Tiefe x unter dem Wasserspiegel 

Abb.31. 

S = b k x [kg] (k = _1 at) 
cm 1000 cm 

die GroBe des Wasserdrucltes, bezogen auf die Einheit 
der Wandhohe. so ist die Kraft LI K auf den Streifen zwischen den Geraden der 
Tiefe x und x + LI x eingeschachtelt durch die Ungleichung 

b k x LI x < LI M < b k (x + LI x) LI x . 

Aus dieser Einschacbtelung der Kraft erhalten wir eine Einschachtelung fiir den 
Beitrag LI M. den der Druck auf diesen Streifen zu dem Drehmoment M liefert. 
wenn wir die zu kleine Kraft mit dem kleinstmoglichen Hebelarm x und die zu 
groBe Kraft mit dem groBtmoglichen Hebelarm (x + LI x) multiplizieren. Es gilt 
also die Ungleichung 

b k Xl LI x < LI M < b k (x + LI X)I LI x • 

in der aIle drei Ausdriicke die Dimension [kg cm] besitien. Nach unserer SchluB­
weise folgt hieraus, daB das Moment M gleich dem von x = 0 aus gerechneten 
Flacheninhalt unter der Parabel 
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ist. 1st also die Wassertiefe gleich h [cm], so ist das Drehmoment 

M=bk- =bk- [kgcm]. x31" h3 

3 0 3 
Setzen wir die Ausdriicke fUr das Moment einander gleich, wobei wir in dem 
ersten fiir die Druckkraft K den auf S. 27 berechneten Wert 

hI 
K= bk2 [kg) 

einfiihren, so ergibt sich die Beziehung 

hI h3 
b k - Xo = b k -- , 

2 3 

aus der man die Tide des Angriffspunktes zu 

Xo = ih 
berechnet. 

Anwendung 8-: Der Schwerpunkt eines Drehparaboloides. UBt man 
die Parabel 

y' = 2PX, 

die symmetrisch zur x-Achse liegt, um ihre Symmetrieachse rotieren, so erhltlt man 
ein Drchparaboloid (Abb.-32). Es ist leicht,_ den Rauminhalt eines Stiicks dieses 
Drehparaboloids, das wir uns von der Ebene x = h abgegrenzt denken, auszurech­
nen. Denn wenn wir wie oben beim Kegel (Anw.6, S,53f.) durch die Punkte 
mit den Abszissen x und (x + A x) senkrecht zur x-Achse die Ebenen gelegt denken, 
so ist der Rauminhalt A V der zwischen ihnen eingeschlossenen Teile des Dreh­
paraboloides eingeschachtelt zwischen den beiden zylindrischen Scheiben mit den 
Grundkreishalbmessern y = ~2px und y = J2P (x + A x). Wir haben also fiir A V 
die Einschachtelung y ___ .'~--...... 

2pxnAx < AV < 2P·(X + Ax)nAx, 
aus der wir schlieBen, daB der Raumin­
halt des Drehparaboloides gleich dem 
Fli~cheninhalt unter der Geraden 

1]=2pn x 

ist.Wir finden somit fiir den Inhalt des 
Paraboloides den Wert 

V= pnxll: = ph1n. 

Das Drehparaboloid ist halb so groB wic Abb. 32. 
der Zylinder, der die gleiche Hohe und den 
gleichen Grundkreis besitzt. Um nun den Schwerpunkt des Drehparaboloids zu 
finden, der natiirlich auf der Symmetrieachse liegt, miissen wir das Hebelgesetz 
heranziehen. Wir berechnen das Drehmoment des Korpers um eine Achse, die im 
Anfangspunkt auf Jer (x, y)-Ebene senkrecht steht. Dazu denken wir uns den 
Korper wie eben in einzelne Scheiben zerschnitten und schachteln das Drehmoment 
der einzelnen Scheibe in der Weise ein, daB wir das Gewicht der zu kleinen 
Zylinderscheibe mit dem kleinstmoglichen Hebelarm x multiplizieren und ent­
sprechend das Gewicht der zu groBen zylindrischen Scheibe mit dem groBtmOg­
lichen Hebelarm, wobei das spezifische Gewicht konstant gleich " sei. Die Ein­
schachtelung lautet also 

2 px1n" LJx < AM < 2 p (x + Ax)tn" Ax, 
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und wir finden danach das Drehmoment des K6rpers als Flacheninhalt unter der 
Parabel 

Es ist also 

Denken wir uns andererseits den gesamten Rauminhalt (bzw. das Gesamtgewicht) 
des Drehparaboloides im Schwerpunkt vereinigt und hat dieser die Abszisse xo. so 
hat dieses Drehmoment den Wert 

M = ph2 nxo' 

Durch Vcrgleich beider Werte fiir M erhalten wir 

Xo = ~h. 
Der Schwerpunkt teilt also die H6he des Drehparaboloides im Verhaltnis 1 : 2. 

2, 14. Das UberlagerungsprinZip fUr die FUicheninhalte. Die allge­
meine Parabel zweiten Grades konnten wir durch Oberlagerung der 
Parabel Yl = ax2 und der Geraden Y2 = bx + c gewinnen. Es steht zu 
erwarten, daB sich dabei auch die Flacheninhalte der Teilkurven uber­
lagern. In der Tat uberlagern sieh mit den Ordinaten (y = Yl + Y2) 
auch die Rechtecke (R = R'l + R2)' 

Man k6nnte glauben, daB man damit aus den Einschachtelungen fUr 
die Flacheninhalte unter den beiden AusgangskurveQ ohne weiteres eine 

1/ 
Einschachtelung fUr den Flacheninhalt 
unter der resultierenden Kurve gefun­
den hatte. Indessen ist dabei eine 
Schwierigkeit, die wir in Abb. 33 deut­
lich vor uns sehen. Weim wir fUr die 
beiden Teilkurven die "linken" Recht­
ecke konstruieren, so ist das linke 
Rechteck fur di.e Parabel ein unteres 
Rechteck, fur die gerade Linie aber 
ein oberes Rechteck. Von den rechten 

----..::...t-="---~~¥...-,:r:~ Rechtecken ist entsprechend das zu 

Abb.33. der Parabel geh6rige ein oberes Recht­
eck, das zu der geraden Linie geh6rige 

dagegen ein unteres Rechteck. Wenn wir nun die Summe der linken 
bzw. rechten Rechtecke bilden, so haben wir je ein oberes und unteres 
Rechteck zu addieren, und wir k6nnen (wenigstens ohne genaueres Ein­
gehen auf die Figur) gar nieht mehr sagen, ob und in welCher Weise der 
Streifen der durch Oberlagerung gewonnenen Parabel zwischen den 
Rechtecksummen eingeschachtelt ist. In Abb. 33 ergibt die Summe 
der beiden linken Rechtecke ein unteres, die Summe der beiden rechten 
Rechtecke ein oberes Rechteck. Indessen wurde dies anders sein, wenn 
der Streifen zwischen dem Nullpunkt und dem Scheitel der Parabel 
liegen wiirde. 
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Um diese Schwierigkeit zu uberwinden, mach en wir folgende Ober­
legung: Bisher haben wir fUr jeden Streifen das zur Einschachtelung 
dienende untere und obere Rechteck so konstruiert, daB wir als 
Vertikalseite die kleinste bzw. gr6Bte Ordinate der Kurve in dem 
Streifen wahlten. Das ist aber nicht unbedingt n6tig. Fur eine Ein­
schachtelung des Streifens unter der Kurve genugt es, wenn die Verti­
kalseite des zu kleinen Rechtecks kleiner ist als die kleinste Ordinate der 
Kurve im Streifen, und die Vertikalseite des zu groBen Rechtecks 
gr6Ber als die gr6Bte Ordinate der Kurve. Wir k6nn.en daher im Streifen 
die kleinste Ordinate m1 der Parabel Yl = ax 2 und eben so die kleinste 
Ordinate m2 der geraden Linie Y2 = b x + c ·wahlen und mit ihrer Sum me 
(ml + m2) als Vertikalseite ein Rechteck konstruieren, und eben so die 
gr6Bte Ordinate Ml der Parabel Yl = ax2 und die gr6Bte Ordinate M2 
der Geraden Y2 = bx + c und mit ihrer Summe (Ml + M 2) als Vertikal­
seite das Rechteck konstruieren. Die beiden Rechtecke schachteln den 
Flacheninhalt ~F des Streifens unter der resultierenden Parabel ein, so 
daB wir die Ungleichung 

(5) (ml + m2) Llx < LlF < (Ml + M 2) Llx 

erhalten. Wenn sowohl die Kleinstwerte wie die Gr6Btwerte der Ordina­
ten beider Teilkurven im Streifen die gleiche Absz:isse besitzen, so ste11en 
die beiden Grenzen in unserem bisherigen Sinn <las untere bzw. obere 
Rechteck vor, im allgemeinen dagegen nicht. 

Urn nun in dieser neuen Weise den Flacheninhalt F~ unter der Para­
bel Y = Yl + Y2 einzuschachteln, denken wir uns das Intervall von 
Obis x in n gleiche Teile geteilt, die wir von 1 bis n numerieren. Da die 
Breite des einzelnen Streifens 

Llx = ~ 
n 

ist, so folgt aus (5) fur den Flacheninhalt F die Schachtelung 

: [(m~ll + m~l) + (m~2) + m~2» + ... + (m~n) + mt»)) < F 

F < : [(Mill + M~~» + (M~) + M~2» + ... +(M~") + M~')], 
wobei die oberen Indizes die Numerierung der Streifenwiedergeben. 
Wir schreiben diese Ungleichung nun in der Form 

x x 
n (m~l) + m~2) + ... + min» + n (m~ll + m~2) + ... + m~n» < F 

F < .'! (M(l) + M(2) + ... + M(n» + ~ (M~ll + M(2) + ... + M(n» 
nIl 1 n ~ 2 2 

Lassen wir die Zahl n die Folge 21, 22, 23, ••• durchlaufen, so daB 
bei jedem Schritt die einzelnen Streifen halbiert werden, so nimmt die 
linke Seite der Doppel-Ungleichung bestandig zu; die rechte zugleich 
bestandig abo Wenn wir noch zeigen k6nnen, daB gleichzeitig die Spanne 
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zwischen beiden durch hinreichend groBes n beliebig klein gemacht 
werden kann, so liegt eine Intervallschachtelung fUr den gesuchten 
Flacheninhalt unter der Parabel Y = Yl + Y2 vor. 

U m den Beweis zu fUhren, beach ten wir, daB in derletztcn Ungleichung 
die ersten Summanden links und rechts in unserem friiheren Sinne 
die unteren und oberen Rechtecksllmmen fUr den Flacheninhalt FI 
unter der Parabel YI = a x 2 vorstellen, daB also die Einschachtelung 

(6) ~ (m(1) + m(2) + ... + m(n» < F < ~ (M(1) + M(2) + ... + M(n» 
nil 1 In 1 I I 

gilt. Analog bilden die zweiten Summanden die Summe der unteren 
bzw. oberen Rechtecke fUr die Gerade Y2 = bx + c, so daB wir die 
Ungleichung 

(7) : (m~l) + m~2) + ... + m!1'» < F2 < -~ (M~l) + M~2) + ... + M~n» 
haben. 

Da (6) eine Intervallschachtelung fUr den Flacheninhalt FI darstellt, 
so k6nnen wir durch passende Wahl der Nummer n die Spanne zwi­
schen der unteren und oberen Grenze unter jeden Betrag herabdriicken. 
Praziser gesprochen, es laBt sich eine bestimmte Nummer NI angeben, 
so daB fUr alle n > Ni der Unterschied zwischen der oberen und unteren 
Grenze 

(6a) 

wird, wobei e eine (beliebig kleine) vorgegebene positive Zahl ist. 
Ebenso k6nnen wir, da (7) cine Intervallschachtelung fUr den Flachen­
inhalt F2 darstellt, eine Nummer N2 angeben, so daB fUr alle Num­
mem n > N 2 der Unterschied zwischen dcr oberen und unteren Grenze 

(7a) s(n)<~ 
2 2 

wird, unter e dieselbe positive Zahl wie in (6a) verstanden. 
Nun ist der Unterschied zwischen der oberen und unteren Grenze 

fUr den Flacheninhalt F 

(8) 

also haben wir, wenn N die gr6Bere der beiden Nummem NI und N2 
bedeutet, 

{8a) Sf") < e 

fUr alle Nummem n > N. Wir sehen daraus, daB ein wirklicher Ein­
schachtelungsprozeB vorliegt. 

Diese Betrachtung laBt uns aber z.ugleich die Beziehung 

F =FI +F2 
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zwischen dem Flacheninhalt F unter der Oberlagerungskurve und den 
Flacheninhalten FI und F2 unter den beiden Teilkurven ~rkennen, da 
die Addition von (6) und (7) zeigt, daB FI + F2 zwischen denselben 
Grenzen wie F eingeschachtelt ist. 

Der Flacheninhalt unter der resultierenden Kurve ist die Summe der 
Fliicheninhalte unter den beiden uberlagerten A usgangskurven. 

Die Oberlegung, die uns zu diesem Ergebnis gefiihrt hat, ist offenbar 
von der Gestalt der Teilkurven weitgehend unabhangig und laBt sich 
unver;indert ilbertragen, wenn an Stelle der Parabel und geraden Linie 
irgend zwei Kurven YI = 11 (x) und Y2 = 12 (x) ilberlagert werden, so­
fern ihre Eigenschaften denen der Parabel Yl = a x 2 und der Geraden 
Y2 = bx + c analog sind. D. h. man muB voraussetzen, daB man 
bei einer Streifenteilung fiir beide Kurven die kleinste undgroBte Or­
dinate in jedem Streifen angeben und also zu jedem Streifen ein un­
teres und oberes Rechteck konstruieren kann. Weiter muB filr jede 
der beiden Kurven die Spanne zwischen der oberen und der unteren 
Rechteckssumme mit wachsender Nummer nach Null gehen, so daB man 
filr jede von ihr den Flacheninhalt bestimmen kann. Sind diese Voraus­
setzungen erfiillt, so erhalten wir den Flacheninhalt unter der Kurve 

Y = I (x) = 11 (x) + 12 (x), 
die sich durch Oberlagerung der beiden Teilkurven ergibt, als Summe 
der Flacheninhalte unter den beiden Teilkurven. Aus der Addi­
tion der Ordinaten folgt die Addition der Flacheninhalte. Das ist ein 
Satz, der die Flacheninhaltsbestimmung auBerordentlich erleichtert. 

Ihm zur Seite tritt der ebenso wichtige Satz, daB die Multiplikation 
der Ordinaten einer Kurve mit einem konstanten Faktor die Multipli­
kation des Flacheninhalts mit demselben Faktor nach sich zieht. Das 
Vorzeichen des Flacheninhalts kommt dabei richtig heraus, denn ein nega­
tiver Faktor bewirkt eine Umklappung der Kurve und zieht darum 
eine Anderung des Umlaufssinnes nach sich. Der Flacheninhalt unter 
der allgemeinen Parabel 

(9) Y = a x 2 + b x + c 

ist damit auf die drei einfachen Flacheninhalte 

(10) 
f 

Y = 1, 

Y= x, 

I Y = X2, 

Po=x, 
Xl 

Po=2' 
X3 

Po = 3-
zurilckgefilhrt, und es ergibt sich bei willkilrlicher Wahl des Anfangs­
punktes der Flacheninhaltszahlung 

X3 Xl 
F (x) = a - + b - + ex + C, 

3 2 
(Fl. 9) 

wobei C eine beliebige Konstante ist. 
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Anwendung 9: Rauminhalt des Drehellipsoids. Eine Ellipse 

Xl y. 
aB + bi- = 1 

moge urn die x-Achse rotieren und so ein Drehellipsoid erzeugen. Die Scheibe des 
Ellipsoids. die die Ebenen mit den Abszissen x und (x + Ll x) ausschneiden. denken 
wir uns eingeschachtelt zwischen zwei Kreiszylinder. deren Grundkreishalbmesser 
die Ordinaten der Ellipse sind. die zu den Abszissen x bzw. (x +. Ll x) gehoren. Fiir 
positive Abszissen erhalten wir so die Ungleichung 

n bl (1 - ::) Ll x < Ll V < n bl (1 - (x +a~ X)I) Ll x. 

aus der wir entnehmen. daB der Rauminhalt des Drehellipsoids gleich dem FHi.chen­
inhalt unter der Parabel 

1/ = nbl (1 - ::) 
ist. deren Ordinaten die Dimension einer Flache besitzen. Es ist somit der Raum­
inhalt einer Schicht des Korpers zwischen den Abszissen 0 und x: 

V~ = n bl (x - ~ X 3
) 111 = n b8 x (1 _ ~ Xl) • 

3 a1 o 3al 

und der Gesamtrauminhalt des Drehellipsoids 

V:!:~ = 2 V~ = t n bl a. 
Anwendung 10: RalJminhalt des Zylinderhufs. Gegeben sei ein Kreis­

zylinder. Eine Ebene. die durch einen Durchmesser des Grundkreises hindurch­
geht und gegen dessen Ebene unter dem Winkel a: geneigt ist. schneidet von dem 
Zylinder eiIien Korper abo den man einen Zylinderhu/ nennt. Es soIl der Raum­
inhalt des Zylinderhufs berechnet werden. 

Wir wli.hlen in der Ebene des Grundkreises des Zylinders die Schneide des Hufes 
als x-Achse und legen zu ihr senkrecht die y-Achse. so daB der Grundkreis die Glei­
chung 

xl+y'=a' 
besitzt. Fiir die Flli.cheninhaltsbestimmung zerschneiden wir den Huf durch 
Ebenen senkrecht Z!lr Schneide in Scheiben. Die Schnittfigur einer solchen Ebene 
mit dem Zylinderhuf ist ein rechtwinkliges Dreieck. dessen eine Kathete die Lli.nge 

y = faD _Xl 

besitzt. wli.hrend die Lli.nge der anderen gleich (y tg a:) ist. Der Flacheninhalt eines 
solchen rechtwinkligen Dreiecks ist also 

F(x) = ty1tga: = ttga:(al - Xl). 

Legen wir zwei solche Ebenen senkrecht zur Schneide in den Punkten x und 
(x + Ll x). so grenzen sie eine Scheibe des Zylinderhufs von der Dicke Ll x abo Der 
Rauminhalt Ll V dieser Scheibe lli.Bt sich einschachteln zwischen zwei gerade Pris­
men der Hohe Ll x. deren Grundflli.chen das kleinere bzw. groBere der beiden recht­
winkligen Dreiecke ist. Bei einem positiven Werte von x und von Ll x haben wir 
also die Ungleichung 

ttg a: (as - X2) Ll x> Ll V> t tg a: (al -(x + Ll X)I). Ll X. 

Daraus schlieBen wir. daB der Rauminhalt des Zylinderhufs sich als Flacheninhalt 
unter der Parabel 

1/ = t tg a: (as - Xl) 



2. 2. Die ganzen rationalen Funktionen dritten Grades und ihre Steigungsbilder. 61 

berechnen HUlt. Wir erhalten somit 

v: = -.!.. tglX (at x _ X
3

) I'" = _1_- tglX x (al- XI) 
2 3 0 2 3 

und also fUr den Rauminhalt des ganzen Zylinderhufs den Ausdruck 

V!~ = 2 V~ = ~ a3 tg IX • 

2,2. Die ganzen rationalen Funktionen dritten Grades und ihre 
Steigungsbilder. 

Wir wenden uns der Untersuchung der allgemeinen Kurven mit der 
Gleichung 

(11) y = a x'd + bx2 + ex + d 

zu, worin a, b, e, d beliebige Zahlen sind. 
Urn die Kurve (11) zu zeichnen, 'k6nnen wir sie als Oberlagerung der 

bereits in 2,13 betrachteten speziellen Parabel dritten Grades y. = ax3 

und der allgerneinen Parabel zwei­
ten Grades Y2= bx2 + ex +d auf­
fassen (vgl. Abb. 34). Urn ihren Ver­
laufinAbhangigkeit von ihren Kon­
'stanten zu untersuchen, mussen wir 
ihr Steigungsbild kennen. Wir be­
stimmen es zunachst in 2. 21 fUr die 
spezielle Parabel dritten Grades. 

2,21. Das Steigungsbild der 
Kurve y = ~3. Der Wendepunkt. 
Aus dern Buschel der Sehnen, die 
durch einen Punkt P der Kurve 

(12) 

gehen, sondern wir eine einzelne aus, Abb.34. 

wenn wir einen zweiten Punkt auf 

I 
/ 
I 
I 
I 

/ 
.:r: 

der Kurve vorschreiben und ihn mit P verbinden. 1st x die Abszisse des 
Punktes P und (x + Ll x) die Abszisse des zweiten Punktes, so ist 
die Abszissenspanne beider Punkte gleich .1 x, die zugeh6rige Ordina­
tenspanne 

Ll y = (x + Ll X)3 - x'd 

und die Steigung der Sehne, dip die beiden Kurvenpunkte rniteinander 
verbindet, 
(13) Lly (x + LlX)3 - x 3 

m. = Llx = Llx 

oder, da sich .1 x herausheben laBt, 

(13a) m.=3x2+3xLlx+(Llx)2 (.1 x =+= 0). 

Wie zu erwarten war, erweist sie sich einerseits abhangig von der 
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Abszisse x des Punktes P der Kurve und andererseits von der Ab­
szissenspanne .1 x, die die einzelne der durch P laufenden Sehnen der 
Kurve aussondert. 

Fiir .1 x = 0 verliert der Ausdruck (13a) seine B,edeutung als Sehnen­
steigung, da ja nicht mehr von einer Sehne gesprochen werden kann, 
wenn die Abszissenspanne den Wert Null hat. Trotzdem aber besitzt 
die rechte Seite der Gleichung (13a) fUr .1 x = 0 einen bestimmten 
Wert, namlich 

(14) m=3x2, 

und es gibt naturlich auch eine Gerade durch P, deren Steigung diesen 
Wert hat!. 

Es ist unmittelbar klar, daB diese Gerade die Tangente der Kurt'e 
in dem Punkte P sein muB, denn setzen wir zunachst x positiv voraus, 
so ist die Sehnensteigung (13a) fur eine positive Abszissenspanne.1 x 
gr6Ber und fUr negative .1 x (solange wenigstens ihr absoluter Wert 
nicht allzu groB ist 2) kleiner als die Steigung (14). Die Gerade mit 
der Steigung (14) trennt also die Sehnen mit positiver Abszissenspanne 
von den en mit negativer Abszissenspanne, sie ist Tangente der Kurve. 
Eine ganz analoge t)berlegung gilt fiir Kurvenpunkte mit einer negativen 
Abszisse x. 

Eine Sonderbetrachtung erfordert der Punkt x = O. Hier hat die 
Sehnensteigung mit der Abszissenspanne .1 x die GroBe 

(15) m. = (.1 X)2, 

sie ist also sowohl fUr positive wie fUr negative .1 x positiv. Setzen wir 
darin .1 x = 0, so folgt m = 0, so daB die zugehOrige Gerade durch den 
Nullpunkt mit der Abszissenachse zusainmenfallt. Wir konnen nicht 
mehr sagen, daB die Gerade mit der Steigung m = 0 die Sehnen mit 
positiven Abszissenspannen von denen mit negativen Abszissenspannen 
scheidet. Fassen wir aber den Begriff der Tangente etwas allgemeiner 
als bisher, so k6nnen wir trotzdem auch noch im Nullpunkt von einer 
Tangente der Kurve sprechen (vgl. Abb. 35). Wir durfen nur nicht mehr 
verlangen, daB die Kurve in der unmittelbaren Nachbarschaft des Be­
ruhrungspunktes ganz auf der einen Seite der Tangente liegt, wie es in 
einem Punkte der Kurve, dessen Abszisse von Null verschieden ist, der 
Fall war. Vielmehr mussen wir, wenn wir den Begriff der Tangente fiir 

1 Die Moglichkeit, in dem Ausdruck (13 a) fiir die SehnensteiguI;lg .1 x gleich 
Null set zen zu konnen, ist ein besonders giinstiger Umstand. In dem Ausdruck (13) 
diirften wir es nicht tun, denn wir h1itten sonst die sinnlose Operation einer Divi­
sion yon Null durch Null zu vollziehen. 

2 Ber absolute Wert von .1 x dad nur so gro/3 werden, da/3 der absolute Wert 
von 3 xL1 x gleich (.1 x) 2 ist. Fiir soIche negative Abszissenspannen, deren absoluter 
Wert gro/3er wird, ist gerade wie fiir positive .1 x die Sehnensteigung m, gro/3er als 
die Steigung (14). 
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den Nullpunkt beibehalten und also auch die x-Achse als Tangente be­
zeichnen wollen, zulassen, daB die Tangente die Kurve durchsetzen darf, 
so daB die Kurve von der einen Seite an die Gerade heranlauft und auf 
der anderen Seite sich wieder von ihr entfernt. Was dann die x-Achse 
vor anderen Geraden durch den Nullpunkt als Tangente auszeichnet, 
ist dies: Es ist moglich, den Unterschied der Steigungen m, = (.1 X)2 
der Sehnen der Kurve gegen die Steigung m =.0 der x-Achse uI).ter 
jeden (noch so kleinen) positiven Wert e herabzudrucken, indem man 
eine Abszissenspan"ne .1 x von hinreichend kleinem Absolutbetrag (nam­
lich - V~ < .1 x < + y~ .wahlt. Diese Keimzeichnung der Tangente 
gilt fUr jeden Punkt und kann daher als 
allgemeine Defination dienen (vgl. 5,4). 
Die besondere Eigenschaft einer Tan­
gente, die Kurve im Beruhrungspunkt 
zu durchsetzen, bringt man dadurch 

y 

zum Ausdruck, daB man sie eine Wende- ----:b--+-=::::;~---::r:~ 

tangente der Kurve nenntl. Eine solche 
Wendetangente tritt uns hier bei der 
Kurve y = x 3 zum ersten Male ent­
gegen. Bei den Parabeln zweiten Grades 
gibt es noch keine Wendetangenten. 

Abb.35. 

Die Beziehung der Kurve zu der Wendetangente tritt besonders 
anschaulich in Erscheinung:, wenn wir an der Kurve entlanglaufen und 
dabei immer die Tangente der Kurve konstruiert denkcn. Wir sehen, 
wie die Tangente f9r negative x eine positive Steigung besitzt, die beim 
Fortschreiten im Sinne wachsender x kleiner wird, so daB sich die 
Tangente im Sinn des Uhrzeigers dreht, bis fUr x = 0 die Tangente 
horizontal veriauft. Geht man tiber x = 0 hinaus in das Gebiet der 
positiven x, so wachst die Steigung, die Tangente dreht siC;h im posi­
tiven Drehsinn, also entgegengesetzt dem Uhrzeiger. 1m Wendepunkt, 
dem Beruhrungspunkt der Wendetangente, andert die Drehung der 
Kurventangente ihre Richtung, die Drehung kommt in diesem Punkt 
gleichsam zum Stillstand (Abb.35). 

Unser Ergebnis, daB die Steigung der Tangente an die Kurve (12) 
y = x 3 in allen ihren Punkten durch mt = 3 x 2 gegebefl wird, Hi.l3t ·sich 
auch so aussprechen: 

Die Funktion (12) hat die Ableitung 

(12') 

1 1m Fall einer Wendetangente tritt, wie sich eben am Beispiel gezeigt hat, die 
Besonderheit ein, daB sich die Tangentensteigung nicht wie sonst zwischcn Schnen­
steigungen einschachteln laBt, sondern die Schnensteigungen nahcrn die Tangenten­
steigungen nur von einer Seik her an. Es sei ausdriicklich fcstgestcllt, da!} cine 
Wendetangente nicht, wie im vorliegenden Beispiel, horizontal zu scin brallcht. 
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Wir sehen, daB sich dies den bisherigen Ergebnissen uber die Ablei­
tungen der Kurven y = X2, Y = x und y = 1 in der schonsten Weise 
anpaBt. 

Das Steigungsbild ist hier eine Parabel zweiter Ordnung, deren Schei­
tel der Nullpunkt und deren Symmetrieachse die Ordinatenachse ist. 
In ihm entspricht dem Wendepunkt der Kurve (12) der Scheitel der 
Steigungsparabel (12'). Nach unseren obigen Uberlegungen war das zu 
erwarten, denn wenn die Ordinate des Steigungsbildes mit wachsendem 
x abnimmt, so dreht sich die Tangente der Ausgangskurve im negativen 
Drehsinn, nimmt sie dagegen mit wachsendem x zu, so dreht sich die 
Tangente im positiven Drehsinn. 1m Wendepunkte andert die Drehung 
ihre Richtung. Es muB also dem Wendepunkte ein tiefster (oder hoch­
ster) Punkt (Kleinstwert bzw. GroBtwert) im Steigungsbilde entsprechen. 

Wenn sich die Kurventangente mit wachsendem x im positiven 
Sinn dreht, so ist offenbar die Kurve so gekrummt, daB sie nach 
oben hohl Wild. Dreht sich die Tangente dagegen im negativen Sinne, 
so wird die Kurve nach unten hohl. Es gilt daher die Beziehung: Wenn 
die Ordinaten des Steigungsbildes mit wachsendem x wachsen, so ist 
die Ausgangskurve nach oben hohl. Nehmen dagegen die Ordinaten des 
Steigungsbildes mit wachsendem x ab, so ist die Kurve nach unten hohl. 
Ein Wendepunkt einer Kurve ist hiernach ein Punkt, in dem sich ein 
nach unten hohles Stuck der Kurve an ein nach oben hohles Stuck an­
schlieBt. 

Auf diese Beziehung zwischen der Kurve und ihrem Steigungsbilde 
hatten wir auch schon bei der Parabel zweiten Grades y = a x 2 + b x + c 
mit der Ableitung y' = 2ax + b eingehen konnen. Nur sind hier die 
Verhaltnisse auBergewohnlich einfach. 1st a> 0, so ist die Parabel uber­
all nach oben hohl, und in der Tat wachsen die Ordinaten des Steigungs­
bildes dauernd. Fur a < ° ist die Parabel nach unten hohl, un~ in der 
Tat ist das Steigungsbild eine fallen de Gerade. Die Steigungsbilder 
haben keinen hochsten oder tiefsten Punkt, so daB kein Wendepunkt 
auftreten kann. 

Fur diese Betrachtungen kommt es, wie wir sehen, auf das Steigen 
und Fallen der Ordinaten des Steigungsbildes an. Beim Wachsen der 
Ordinaten einer Kurve ist aber, wie wir wissen, die Steigung der Kurve 
positiv, beim Fallen negativ. Wenn wir uns also daruber klar werden 
wollen, ob und in welcher Weise die Ordinaten des Steigungsbildes 
wachsen oder abnehmen, so muBten wir das Steigungsbild als selb­
standige Kurve auffassen und deren Steigung bestimmen. Diese Steigung 
des Steigungsbildes konnen wir als zweite Steigung oder zweite Ableitung y" 
der Ausgangskurve bezeichnen. So gehort z. B. zu der Parabel zweiten 
Grades y = ax2 + bx + emit der erst en Ableitung y' = 2ax + b die 
konstante zweite Ableitung 

,v" = 2a. 
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Da die Para bel dritten Grades 

(12) 

die erste Ableitung 
(12') Y' = 3 x 2 

besitzt, so ist ihre zweite Ableitung 

( 12") Y" = 6 x . 

Man sieht, daB sie fUr negative x negativ, fUr positive x positiv ist und 
bei x = 0 verschwindet. Entsprechend nehmen die Ordinaten des ersten 
Steigungsbildes von links nach rechts fUr 
x < ° ab, fUr x > 0 zu. Die Kurve selbst 
ist fUr negative x nach unten, fiir posi­
tive x nach oben hohl. Die Stelle x = 0, 
wo die zweite Ableitung gleich Null wird, 
ist der Wendepunkt (Abb. 36). Wir sehen 
aus diesen Dberlegungen, daB eine Kur­
ve nach oben hohl ist, wenn ihre zweite 
Ableitung positiv, nach unten hohl, wenn 
ihre zweite Ableitung negativ ist. Ein 
Wendepunkt liegt vor, wenn die zweite 
Ableitung mit Vorzeichenwechsel durch 
Null geht. 

2, 22. tlberlagerungssatz fUr die Tan­
gentensteigungen. Wir gehen nun zur all­
gemeinen Parabel dritten Grades (11) iiber 
und fragen uns, ob wir ihre Steigung in 
einfacher Weise aus den Steigungen der 
Teilkurven gewinnen k6nnen. Da die 
Erzeugung einer Kurve durch Ober­
lagerung zweier anderer von groBer Be­
deutung ist, wollen wir die Betrachtung 

y 

.r 

Abb.36. 

nicht auf die Para bel dritten Grades beschranken, sondern gleich all­
gemein durchfiihren. Wir denken uns zwei Kurven 

(16) Yl = 11 (x) und Y2 = 12 (x) 

gegeben und aus ihnen durch Dberlagerung die neue Kurve 

(17) Y = I (x) = Idx.) + 12 (x) 

gebildet. Wir wollen voraussetr.en, daB wir die Ableitungen der beiden 
Teilkurven 
(16') y~ = f~ (x) und y~ = I~ (x) 

kennen, so daB wir fiir jeden Wert von x die Tangenten der beiden Kur­
yen (16) ziehen k6nnen. Was folgt daraus fiir die Ableitung der Funk­
tion (17)? 

Prange· v. Koppen!_ls, In tegral. u. Differentialrechnung J. 
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Urn diese Frage zu beantworten, gehen wir von den Sehnensfeigungen 
aus, die wir ftir aIle drei Kurven (16) und (17) an der Stelle x mit der Ab­
szissenspanne .1 x berechnen wollen. Da 

1 
m(}) It (x + LI x) - 11 (x) 

• LI x (16a) 
(2) _/z(X + Llx) -I. (x) 

ms - Llx 

und 

(17a) 

ist, so konnen wir aus 

I(x + Lfx) -/(x) 
m. = Llx 

I (x + .1 x) - I(x) = Idx + .1 x) --11 (x) + 12 (x + .1 x) - 12 (x) 

unmittelbar die Gleichung 

(18) m. = m~l) + m~2) 
ablesen, d. h. die Sehnensteigungen iiberlagern sich in der gleichen Weise 
wie die Ordinaten. 

Wenn wir nun fUr die beiden Einzelkurven im Punkte x die Tangenten 
ziehen, was nach Voraussetzung moglich ist, so werden die Sehnen­
steigungen m~l) und m~2) sich von den Steigungen I~ (x) bzw. I~ (x) dieser 
Tangenten urn sehr wenig unterscheiden, sofern wir die absolute GroBe 
von .1 x sehr klein wahlen. Genauer gesagt: Wenn wir eine positive (noch 
so kleine) Zahl e vorschreiben, so laBt sich dazu eine (von ihr abhangige) 
Lange 11 = 11 (e) > 0 bestimmen, so daB fUr alle .1 x, die der Ungleichung 

ILlxl<ll* 
gentigen, die Abweichung von Sehnen- und Tangentensteigung 

1 I~(x) - m~l) (x, LI x) 1 < e 

wird. In analoger Weise laBt sich auch eine Lange 12(e) > 0 bestimmen, 
so daB fUr alle 

lL1xl<12 
die Ungleichung 

1 I~(x) - m~2) (x, LI x) 1 < e 

gilt. 1st schlieBlich I die kleinere der beiden Langen 11 und 12 , so gelten die 
Ungleichungen gleichzeitig fUr alle L1.x, die der Bedingung 

(19a) ILlxl<1 
gentigen. 

Wenn wir nun auf der rechten Seite von (18) die Summe ft (x) + I~(x) 
addieren und wieder subtrahieren, so laBt sich die Sehnensteigung m, 
der Kurve y = I (x) in der Form 

m. = (Ii (x) + I~ (x» + (m~l) -- Ii (x)) + (m~2) -/~ (x») 

* Die senkrcchten Striche bedcuten den absoluten Betrag, also I a I = a flir 
a ~ 0, I a I = - a fiir a < O. 
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schreiben. Daraus geht hervor, daB sich fUr alle LI x, die der Ungleichung 
I LI x I < 1 gentigen, diese Sehnensteigung m8 von der Summe (t~ (x) + I~ (x)) 
urn weniger als 2 €. unterscheidet. Zeichnen wir daher durch den allen 
Sehnen gemeinsamen Punkt der Kurve y = I(x) die Gerade mit der 
Steigung 

(19) m = I~ (x) + I~ (x), 

so hat sie die Eigenschaft, daB ihre Steigung sich von der Steigung #Is 

der Sehne der Kurve y = 1 (x) urn so weniger unterscheidet, je kleiner 
wir LI x wahlen. Genauer gesagt: fUr aIle LI x, die der Ungleichung I LI x I < I 
gentigen, ist 

(19b) 1m - ms 1< 2€.. 

Nach den AusfUhrungen auf S.63 ist das kennzeichnend dafUr, daB 
die Gerade mit der Steigung m die Tangente der Kurve y = I(x) in dem 
betrachteten Punkt ist. Die Funktion (17) besitzt demnach die Ableitung 

(17') y' = I' (x) = I; (x) + I;(x). 

Was von den Sehnensteigungen galt, gilt also auch von den Tangenten­
steigungen. Durch Oberlagerung der Tangentensteigungen der beiden 
Einzelkurven erhiilt man die Tangentensteigung der resultierenden Kurve. 
Dieser allgemeine Satz wird uns im weiteren Verlauf unserer Dber­
legungen sehr wichtige Dienste leisten. Von gleicher Wichtigkeit ist der 
Satz: 

Wird eine Funktion y = 1 (x), die die Ableitung y' = f' (x) besitzt, 
mit einem konstanten Faktor multipliziert, so multipliziert sich die 
Ableitung mit demselben Faktor, weil eine Streckung der Ordinaten sich 
unmittelbar auf die Sehnen- und dam it auch auf die Tangentensteigungen 
tibertragt. Hier folgern wir zunachst, daB die Steigung der allgemeinen 
Parabel dritten Grades sich aus den Steigungen der vier Einzelkurven 

Yl=axs, Y2=bx2, Ys=cx, y,=d 
additiv zusammensetzt: 

(11') y' = y~ + y~ + y; + y~ = 3 a x2 + 2 b x + c. 

Es zeigt sich, daB die Flachenin~altsbestimmung unter der Kurve y' 
wieder zu y zurtickfUhrt, ein Ergebnis, das wir schon bei der Geraden 
und der Parabel zweiten Grades gefunden hatten. 

2, 23. Verlauf der allgemeinen Parabel dritten Grades. Bevor wir in 
unseren systematischen Dberlegungen weitergehen, stellen wir uns vor­
erst die Aufgabe, die verschiedenen Moglichkeiten des Verlaufs einer 
Parabel dritten Grades 

(11) y = ax3 + bx2 + ex + d 

in Abhangigkeit von den in der Gleichung auftretenden Parametern zu 
untersuchen. Hierzu eignen sich die Konstanten a,. b, c, d aber nicht 

S· 
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sehr gut, und daher fUhrt man zweckmaBig andere GroBen ein, die eine 
unmittelbare Bedeutung fUr den Kurvenverlauf haben. Zunachst stellen 
wir neben die erste Ableitung (11') noch die zweite: 

(11") y" = 6ax + 2b 

und bemerken, daB diese stets eine und nur eine Nullstelle 
b 

xo = - 3a 

besitzt. Diese Abszisse Xo teilt die x-Achse in zwei Bereiche, in deren 
einem y" positiv ist und daher y' ansteigt, wahrend in dem anderen y" 
negativ ist und daher y' fallenden Verlauf hat. Dementsprechend ist 
die Ausgangskurve auf der einen Seite von Xo nach oben, auf der anderen 
nach unten hohl, wahrend bei x = Xo der Obergang stattfindet, so daB 
hier ein Wendepunkt vorliegt. 

Jede Parabel dritten Grades 

y = axa + bx2 + ex + d 

hat genau einen Wendepunkt mit der Abszisse Xo = - 3ha ' 

Diese Wendepunktsabszisse Xo ist nun offenbar eine fUr den Kurven­
verlauf wesentliche GroBe, und wir werden daher unsere Gleichung so um­
schreiben, daB Xo als Parameter in sie eingeht. Man erhalt zunachS{ 
unmittelbar: 

y = a ( xa - 3 Xo x2 + -~- X + ~-) . 
Durch Addition und Subtraktion von ()x~x - x~) geht dies fiber in: 

y = a [(x - X0)3 + u- -3 x~) x + xg + ~ ] . 
Es falIt auf, daB das quadratische Glied vollstandig in (x - xo) 3 ein­
bezogen ist. Urn nun auch im linearen Glied an Stelle von x die Diffe­
renz x - Xo zu bekommen, addieren und subtrahieren wir jetzt noch 

(~ - 3 x~) X o, so daB entsteht: ,a 
y=a[(x-xo)3+(; -3X~)(X-Xo)+; xo-2x~+ :J. 

Flir die neu aufgetretenen Koeffizienten fUhren wir die Bezeichnungen 
ein: 

c C bl --3X2-----p a O-a 3al -' 

c d be 2 b3 d a Xo - 2 ~ + a = - 3 as + 27 Q3 + a = q, 

und damit erhalten wir 

(11 a) y = a [(x - XO)8 + P(x - xo) + q] . 
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Auch in der ersten und zweiten Ableitung wollen. wir die alten Konstanten 
durch die neuen ersetzen. Man findet leichtl: 

y' = a[3(x - XO)2 + P], 
y" = 6a (x - xo). 

Die in unserer Funktion auftretenden Konstanten sind jetzt a, xo, 
p, q, und wir wollen uns die Bedeutung dieser Parameter klarmachen. 
Xo ist die Wendepunktsabszisse; andert man Xo und halt dabei die an­
deren drei Parameter konstant, so versehiebt sich die Kurve nur hori­
zontal, ohne ihre Form zu andern, da ja in der Funktionsgleichung nur 
die Differenz x - Xo auftritt. Ebenso tritt, wenn man q einen anderen 
Wert gibt, eine reine Verschiebung der Kurve in vertikaler Richtung 
ein. Vollstandig iibersehbar ist auch der EinfluB von a, denn durch 
eine Anderung dieses Parameters werden aIle Ordinaten der Kurve in 
einem konstanten Verhaltnis gestreekt bzw. verkiirzt. Die Bedeutung 
von p schlieBlich erkennen wir an der ersten Ableitung, denn fUr x = Xo 

wird y = a p, so daB a p die Steigung der Wendetangente ist. Den 
EinfluB dieses Parameters auf die Kurvenform werden wir sogleich er­
kennen, wenn wir den allgemeinen Verlauf der Kurve untersuchen. 

y 
Dazu setzen wir a zunachst als positiv 

voraus. Fiir sehr groBe absolute Werte der 
Abszisse x wird stets das Glied x 3 iiber­
wiegen und daher das Vorzeichen von y be­
stimmen. Also gehoren zu groBen positiven 
Abszissenwerten x stets positive y, zugroBen 
negativen x stets negative y. Bedenkt man 
nun, daB die Funktion fUr keinen Wert --......,~I-f-----~ 
von x springt, daB sie also, wie man sagt, 
eine "stetige Funktion" ist, so schlieBt man 
daraus leicht, daB ihre Kurve die x-Achse 
mindestens einmal sehneiden muB. Urn den 
Kurvenverlauf genauer zu erkennen, ver­
folgen wir die Kurve, von groBen negativen 
Abszissen ausgehend, naeh rechts und rich­
ten unser Augenmerk zugleich standig auf 
daszugehorige Steigungsbild. Wir bemerken ---~--------;x~ 
dann, daB der zunaehst sehr stelle Anstieg 
der Kurve immer flaeher wird, bis die Abb.37. 

Steigung im Wendepunkt x = Xo ein Mini-
mum erreicht. Beim weiteren Fortsehreiten nach reehts nimmt die 
Steigung wieder zu. Die Steigung a p der Wendetangente ist die kleinste 
vorkommende Tangentensteigung. Es ist nun ein wesentlicher Unter­
sehied, ob p positiv oder negativ ist. 'lm ersten Fall (Abb. 37) bleibt die 

1 Hierzu ist es an dieser Stelle nocb erforderlich, vor der Bildung der Ableitun­
gen die Klammern auszumultiplizieren. 
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Steigungsparabel besUindig oberhalb der x-Achse, die Kurve y steigt un­
unterbrochen (denn auch die kleinste vorkommende Steigung ist ja noch 
positiv). 1st p jedoch negativ (Abb. 38), so schneidet die Steigungsparabel 
die x-Achse zweimal und verIauft zwischen diesen Schnittpunkten unter­
halb der x-Achse, so daB die Kurve y an den beiden Stellen, wo y' = 0 
ist, horizontale Tangenten hat und dazwischen fallend verIauft. LaBt 
man durch Andern des Parameters p den einen Kurventyp in den ande­
ren iibergehen, so iiberschreitet man den Grenzfall p = 0, in dem der 
Scheitel der Steigungsparabel auf die x-Achse faUt. Die Kurve hat in 

!I diesem Grenzfall eine horizontale Wende-
tangente, wie wir es bei y = x 3 gesehen 
hatten. 

Obwohl wir bei unseren Betrachtun­
gen a als positiv vorausgesetzt haben, 
iiberblicken wir auch den Fall eines nega­
tiven a vollstandig, denn ein Vorzeichen­

-#---;------"~,.f--~:& wechsel von a bewirkt lediglich einen Vor­
zeichenwechsel von y, so daB die Kurve 
einfach urn die x-Achse umgeklappt wird. 

Es sei an dieser Stelle eine Bemerkung 
iiber die manchmal auftretende <\ufgabe 
eingeschaltet, die Stellen zu bestimmen 
und zu untersuchen, wo eine Kurve eine 
horizontaleTangente besitzt. Solche Stellen 
sind, wie wir sahen, gegeben durch die 

----t------++---.t Nullstellen der ersten Ableitung der Funk­
tion. 1st an einer solchen St.eUe gleichzeitig 
die zweite Ableitung positiv, so hat die 
Funktion dort ein Minimum, denn ihre 
Kurve ist ja nach oben hohl. Bei negati-

Abb.38. ver zweiter Ableitung handelt es sich ent-
sprechend urn ein Maximum. Verschwin­

det zugleich mit der erst en auch die zweite Ableitung, so haben wir 
im aUgemeinen den schon besprochenen Fall eines Wendepunktes mit 
horizontaler Wendetangente vor uns. 

Wir wollen die Funktion dritten Grades jetzt hinsichtlich ihrer Null­
stellen, also der Schnittpunkte ihrer Kurve mit der x-Achse, unter­
suchen. Wir hatten bereits erkannt, daB jede Funktion dritten Grades eine 
Nullstelle besitzen muB. 1st nun p positiv oder gleich Null, so kann die 
Kurve mit einer jeden horizontalen Geraden nur einen Punkt gemeinsam 
haben, da sie ja standig steigt; daher liegt in diesem FaIle stets auch nUT 

eine Nullstelle vor. Bei negativem p besteht dagegen die M6glichkeit, 
daB die Kurve die x-Achse dreimal schneidet. Das braucht jedoch durch­
aus nicht einzutreten; denn man kann ja durch entsprechende Wahl 
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von q die Kurve auch so weit nach oIDen oder unten schieben, daB doch 
nur ein Schnittpunkt zustande kommt. 

Eine Parabel dritten Grades hat entweder einen oder drei Schnittpunkte 
mit der x-Achse. 

Eine scheinbare Ausnahme hiervon bildet der Fall, daB eine der bei­
den Stellen mit horizonta1er Tangente, die ja bei negativem p immer vor­
handen sind, auf die x-Achse fallt. Dann verschwindet y namlich flir 
zwei Werte von x. Aber in dem einen dieser Punkte schneidet die 
Kurve die x-Achse nicht, sondern sie beriihrt sie. Geht man von einer 
Lage der Kurve aus, in der sie drei Schnittpunkte mit der x-Achse hat, 
und verschiebt sie durch Veranderung von q so weit, bis dieser Grenz­
fall eintritt, so sieht man, wie bei diesem ProzeB zwei Nullstellen immer 
naher zusammenriicken und sich schlieBlich vereinigen. Aus diesem 
Grunde wird eine solche Nullstelle als "doppelte" Nullstelle angesehen. 
Bei dieser Zahlung bleibt dann der ausgesprochene Satz ausnahmslos 
richtig. Auf die Frage der Vielfachheit von Nullstellen werden wir weiter 
unten noch eingehen. Ebenso wird uns die Frage der Bestimmung der 
Nullstellen noch in etwas allgemeinerem Rahmen beschaftigm. 

Unsere Funktionsgleichung konnen wir, wenn wir fiir die Wende­
punktsordinate aq noch Yo schreiben, auf die Form bringen: 

y - Yo = a [(x - xo)3 + p (x - xo)]' 

Fiihren wir nun durch 

x - Xo = ~ , y - Yo = 11 

ein neues Koordinatensystem ein, dessen Anfangspunkt im Wende­
punkt liegt, so haben wir in diesen Koordinaten die Gleichung 

11 = a(~3 + p~) 
und darnit eine Normalform der Gleichung hergestellt, ahnlich der, 
die wir in 1,51 Gl. (12b) fiir die Parabel zweiten Grades gefunden 
hatten. An dieser Form erkennen wir nun eine wichtige Eigenschaft der 
Parabel dritten Grades. Zu zwei Werten von ~, die gleichen absoluten 
Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, gehoren namlich offen­
bar zwei Werte von 11, die sich eben falls nur im Vorzeichen unterscheiden. 
Das hat zur Folge, daB man die gleiche Kurve wieder erhalt. wenn man 
sie urn 180" urn ihren Wendepunkt dreht. 

J ede Parabel dritten Grades ist zentrisch symmetrisch in bezug auf ihren 
Wendepunkt. 

Diese Eigenschaft der Kurven erleichtert ihr~ Zeichnung erheblich; 
denn wenn man sie auf der einen Seite des Wendepunktes gezeichnet 
hat, braucht man nur diese Kurvenpunkte mit dem Wendepunkt zu 
verbinden und diese Strecken zu verdoppeln, urn die Kurve auch auf der 
anderen Seite zu erhalten. 
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§ 3. Die ganzen rationalen Funktionen beliebigen Grades. 

3, I. Flacheninhalt und Steigung der Kurve y _ z". 

1, II. Polares Trigheitsmoment eines Kreises. Wir beginnen mit 
einem Anwendungsbeispiel, das auf die Bestimmung des Flachenin­
haltes unter einer Parabel dritten Grades fiihrt. 

In einer Maschine dreht am einen Ende einer Welle ein Moment, 
wahrend an dem anderen Ende ein "widerstehendes Moment" angreift. 
Hierdurch wird die Welle, wie man sagt, tordiert oder gedrillt. Es ent­
steht die Frage, wie groB der Radius der Welle zu wahlen ist, damit 
sie die dadurch verursachte Beanspruchung, ohI}e zu brechen, aus­
halt. In der Festigkeitslehre wird gezeigt, daB hierfiir eine GroBe ent­
scheidend ist, die man als das polare Triigheitsmoment des Wellenquer­
schnitts bezeichnet. Dieses polare Tragheitsmoment des Wellenquer­
schnittes, der ein Kreis sein moge, ist etwas verschieden von dem in 2, 11 
behandelten Tragheitsmoment, das bei der Balkenbiegung eine Rolle 
spielt. Dort handelte es sich um das Tragheitsmoment in bezug auf 
eine Gerade, das man daher auch genauer als axiales Triigheitsmoment 
bezeichnet. Hier dagegen hat man ein Tragheitsmoment in bezug auf 
einen Punkt, namlich den Mittelpunkt des Kreises, zu bilden1 . Dem­
entsprechend wird nun das polare Tragheitsmoment einer Flache so 
definiert, daB man das einzelne Flachenelement mit dem Quadrat 
des Abstandes yom Pol multipliziert und tiber alle Flachenel!:mente 
summiert. Praziser wird diese Definition allerdings auch hier erst, 
wenn wir das Einschachtelungsverfahren heranziehen. Fur den Kreis 
geschieht das am einfachsten in folgender Weise: Um den Mittel­
punkt konstruieren wir zwei konzentrische Kreise mit den Halbmessern r 

Abb.39. 

und r + L1r (L1r> 0) (Abb. 39). Dadurch wird ein 
Kreisring mit dem Flacheninhalt 

L1 F = (r + L1 r)2 n - r2 n = n L1 r (2 r + L1 r) 

abgegrenzt. Der Beitrag Lt[, den dieser Kreisring zum 
polaren Tragheitsmoment [Hefert, laBt sich nun offen­
bar einschachteln zwischen einen zu kleinen Wert, 
den wir erhalten, wenn wir dem Abstand durchweg den 

kleinstmoglichen Wert r beilegen, und einen zu groBen Wert, der sich 
ergibt, wenn fur den Abstand durchweg der groBtmogliche Wert (r + Lt r) 

1 In seiner mechanischen Grundbedeutung' (vgl. S. 44) ist das Tragheits­
moment stets auf eine Achse. namlich die Drehachse. zu beziehen. Der 'Ol;ergang 
vom axialen zum polaren Tragheitsmoment. der nur fiir Flachentragheitsmomente 
sinnvoll ist. bedeutet im Grunde auch nichts anderes a)s daB die Bezugsachse nicht 
mehr in der Ebene des betrachteten Querschnitts liegt. sondern auf ihr senkrecht 
steht. 



3.1. Fll!.cheninhalt und Steigung der Kurve ,,= xft. 73 

gewahlt wird. So ergibt sich die Ungleichung 

r2 LJF < AI < (r + LJr)2 AF 
oder 

3Jr2(2r + LJr) LJr < AI < 3J(r + LJr)2(2r + LJr) Ar. 

In dieser Form ist die Ungleichung aber ziemlich unbequem weiter zu 
behandeln. Wir wollen die Einschachtelung daher durch eine andere 
Einschachtelung ersetzen, bei der die Grenzen weiter auseinanderge­
zogen sind, indem wir die untere Grenze des Intervalls verkleinern, 
die obere vergroBern. Dazu ersetzen wir in der unteren Grenze (21 + LJr) 
durch 2r und in der oberen Grenze (2r + LJ r) durch 2r + 211 r und er-
halten fiir LJ I die neue Einschachtelung 'l"ZU3 

23Jr3LJr < LJI < 23J(r + Ar)3LJr. 

Die Ausdriicke 23J r3 LJ r und 23J (r + LJ r) 3 LJ r 
lassen sich leicht als Flacheninhalt eines un­
teren bzw. oberen Rechtecks deuten. Wir 
brauchen dazu nur bei der Funktion 

1J = 23Jr3 

den Streifen zwischen der Abszisse r und 
(r + LJ r) zu zeichnen, um unmittelbar die Gren­
zen der Schachtelung als unteres und oberes 
Rechteck dieses Streifens zu erhalten. Denken 
wir uns daher das· Intervall von 0 bis R der 
Abszissenachse (wobei R der Halbmesser der 
Welle ist), in n gleiche Teile geteilt, so er­
scheint das gesuchte polare Tragheitsmoment 
I eingeschachtelt zwischen der unteren und 
oberen Rechteckssumme, die bei der Kurve zu 
dieser Teilung gehOrt (Abb.4O). Der Unter­

Abb.4O. 

N r 

schied der beiden Rechteckssummen ist gleich dem letzten oberen Recht-

eck, alsogleich 23JR3LJ r = 23J :' undgeht mit wachsendem nnach Null. 

Der durch diese Intervallschachtelung bestimmte Zahlwert muB offen­
bar einerseits gleich demFlacheninhaZt Fe unter der Kurve YJ = 23Jr3 und 
andererseits gleich dem gesuchten polaren Tragheitsmoment I sein. 

Wir finden 

Die Bestimmung des polaren Tragheitsmomentes fiir den Kreisquer­
schnitt ist also geleistet, sob aid man den Flacheninhalt unter der Parabel 
dritten Grades y. = x 3 bestimmt hat. Urn diesen Flacheninhalt zu be­
rechnen, kann man das auf ARCHIMEDES zUrUckgehende Verfahren an­
wenden, das uns bereits in 2,12 die Berechnung des Flacheninhaltes 
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x' 
unter der Parabel y = x 2 ermoglichte. Man findet 1 F~ = '4- und erhalt 

danach das polare Tragheitsmoment 

1= !!.. Ri. 
2 

3. 12. Flacheninhalt (vollstandige Induktion). Die bisher abge­
leiteten einfachen Formeln fUr die Flachellinhalte, die auf S. 59 zusam­
mengestellt sind, lassen das allgemeine Gesetz vermuten, daB zu einer 
Kurve 

(1) y = x", 

wo n eine positive ganze Zahl ist, der Flacheninhalt 
x ft +1 

(Fl. 1) F'" - _00 __ -

0- 11 + 1 

gehort. Zum Beweis dieser Formel wollen wir einen eigenartigen, in der 
Mathematik haufig begangenen Weg einschlagen. 

Wir nehmen an, wir wupten bereits, daB zu der Funktion 

y = xn- 1 

der Flacheninhalt 

gehOrt. 
Wenn beispielsweisc n = 3 ware, so wissen wir ja in der Tat, 

x 3 

daB fUr y = X 3- 1 = x 2 der Flacheninhalt F~ = 3" ist. So konnen wir wohl 

einen Augenblick denken, daB wir das auch bereits fUr irgend ein be­
liebiges n wiiBten. 

Nun mach en wir genau die gleichc Uberlegung, die wir in 2,12 fUr 
n = 2 angestellt haben. Wir stell en uns die x-Achse als einen (gewichts­
losen) Balken vor, der bei x = 0 eingeklemmt ist und denken auf dem 
Balken eine kontinuierliche Belastung angebracht, derell Starke an 
jeder Stelle x durch 

(2) p (x) = n xn- 1 

gegeben ist. Dann stellen wir uns die Aufgabe, das Einspannmoment des 
Balkens bei dieser Belastung zu ermitteln, und berechnen dieses Ein­
spann moment auf zwei Weisen. Einmal zeichnen wir uns wieder die 
Kurve, die die Gesamtlast links von der betrachteten Stelle x darstellt. 
Diese Ges.amtlast Q~ ist gleich dem von 0 bis x genom men en Flachen­
inhalt unter der Belastungskurve (2). Wir wollten voraussetzen, daB 
die zur Berechnung .dieses Flacheninhaltes dienende Formel bereits als 
richtig nachgewiesen sei, und haben danach 

(Fl. 2) Q'" -- xn 0- . 

1 Wir werden diese FHicheninhaltsformel in 3. 12 gleich fur beliebige Exponen­
ten ableiten. 
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Grenzen wir nun durch die Ordinaten bei E und E + .1 E (.1 E > 0) einen 
Streifen ab, so ist der in diesem Streifen enthaltene Anteil .1 Q der Be­
lastung gleich der zum Streifen gehorigen Ordinatenspanne der Kurve 
(Fl. 2). Fur den Anteil .1 M des Streifens zum Einspannmoment gilt 
die Einchachtelung1 

(3 b) E L1Q < L1M < (E + .1 E) L1Q, 

wobei die Grenzen ohne weiteres wieder als Rechtecke in der (Q, x)-Ebene 
gedeutet werden konnen (Abb.41). Daraus folgt, daB das Einspann­
moment gleich dem Flachenin-
halt "links" von der Kurve p-J:J! 
Q = x" ist (Abb. 41). Bezeich­
nen wir den Flacheninhalt un­
ter der Kurve (1) mit F~, so 
ist daher das Einspannmoment 

(4b) Wo=x,x"-Po. 

Dann drucken wir das Ein­
spannmoment noch in einer 
zweiten Weise aus, indem wir 
nicht die wirkliche zum Streifen 
geh6rige Last .1 Q beim Ein­
schachteln von .1 M verwen­
den, sondern sie fur die untere 
Grenze der Schachtelung durch 
das zum Streifen gehorige untere 
Rechteck und flir die obere 
Grenze durch das entsprechende 
obere Rechteck ersetzen. Da nun 
das untereRechteck denFlachen­
inhalt (n E"-l .1 E) , das obere den 
Flacheninhalt n (E + .1 E ),,-1 .1; 
besitzt, so erhalten wir, wenn 

J: J: 

Abb.41. 

wir den erst en mit dem kleinstmoglichen Hebelarm E des Streifens, den 
zweiten mit dem groBtmoglichen Hebelarm (E + .1 E) multiplizieren, flir 
den Beitrag .1 M die Einschachtelung 

(3 a) n E" .1 E < .1 M < n (E + .1 E)" .1 E. 

Zeichnen wir nun unter die Belastungskurve p (x) die Hilfskurve 

so sind die Grenzen der Schachtelung (3a) das untere bzw. obere Recht­
eck, das bei dieser Kurve zu dem Vertikalstreifen zwischen den Abszis-

1 Numerierung der Formeln wie in 2. 12. 
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sen E und (E + !.1E) gehOrt (Abb. 42). Daraus schlie Ben wir, genau wie 
friiher, daB das Einspannmoment gleich d€m Flacheninhalt unter 
der Hilfskurve, d. h. n-mal so groB wie der Flacheninhalt unter der 
Kurve (1) ist: 
(4a) M~ = nF~. 
Damit haben wir fUr das Einspannmom€nt die beid€n verschied€nen 
Ausdriicke (4a) und (4b) gefunden, und wenn wir sie einander gleich 

g-J:J! setzen, erhalten wir eine Bestim­
mungsgleichuilg fUr den Flachen­
inhalt F~, namlich 

Abb.42. 

nF~ = xn+1-F~, 

aus der 

(Fl. 1) 

hervorgeht. 
Damit haben wir folgendes 

Ergebnis gewonnen: 
Wenn die Voraussetzung, daB 

der Flacheninhalt unter der 
Kurve 

y = xn-1 

den Wert 
xn 

F~ = ---n 

besitzt, richtig ist, so muB der Flacheninhalt unter der Kurve 
y = xn 

den Wert 

besitzen. 
Auf Grund dieses Satzes konnen wir nun leicht die allgemeine Giiltig­

keit der Flacheninhaltsformel erkennen: Wir wissen namlich, daB fiir 
x3 

n = 3 zu der Funktion y = xn - 1 = Xl der Flacheninhalt F~ = 3" ge-

hort. Also muB nach unserem Satz zu der Funktion y = x 3 die Flachen­
x' 

inhaltsfunktion Po = 4 gehOren. 

Damit wissen wir. daB die Voraussetzung unseres Satzes fUr n = 4 
richtig ist, es muB also auch der Satz fUr n = 5 richtig sein, d. h. zu der 

x' 
Funktion y = xl gehOrt der Flacheninhalt F~ = -5' In dieser Weise 

fortfahrend erkennen wir die allgemeine Giiltigkeit der Bezi€hung (Fl. 1) 
fur die unendliche Folge aller positiven ganzen Zahlen. 
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Die hier angewandte SchluBweise ist eine der wichtigsten Beweis­
methoden der Mathematik. Man bezeichnet sie als den Schlup von n aul 
(n + 1) oder vollstiindige Induktion. Der Grundgedanke ist folgender: Man 
nimmt an. daB ein Satz fUr eine gewisse ganze Zahl richtig sei und zeigt. 
daB er dann auch fUr die nachsthOhere Zahl richtig sein muB. LaBt sich 
dann der Nachweis fUhren. daB er fUr eine bestimmte ganze Zahl. 
etwa n = 2 riehtig ist. so ist damit seine Gultigkeit fUr alle n> 2 er­
kannt. Man umspannt so mit endlich vielen Schlussen eine unendliche 
Mannigfaltigkeit von Einzelfallen. Hierin hat ein hervorragender Mathe­
matiker (H. POINCARE 1 in seiner erkenntnistheoretischen Schrift .. La 
science et l'hypothese") einen der Grunde sehen wollen. weshalb das 
mathematische Denken. trotzdem es mit den Hilfsmitteln der formalen 
Logik arbeitet. imstande ist. neue wesentliche Erkenntnis zu gewinnen, 
wahrend doch die Erkenntniskritik langst gelehrt hat. daB sonst durch 
bloBe Anwendung formalen Denkens. etwa der Syllogismen der formalen 
Logik, niehts wesentlich Neues erkannt werden kann (vgl. hierzu auch 
die Bemerkungen in der Einleitung S.10). 

3, 13. Die Steigung der Kurve y = z ... Nachdem wir den .l<Hichen­
inhalt fUr die Funktionen y = x" bestimmt haben. wollen wir jetzt ihre 
Tangentensteigung berechnen. Unsere frtiheren Ergebnisse lassen ver­
muten, daB die Funktion y = x" die Tangentensteigung m~") = nx,,-1 
besitzt, denn fur n = 1. 2, 3 haben wir dieses Gesetz als gultig erkannt. 
Wir nahmen wieder an, es sei fUr alle naturlichen Zahlen bis emschlieB­
lich n -1 bewiesen, und zeigen, daB es unter dieser Voraussetzung auch 
fUr n gultig ist. Damit ist dann das Gesetz allgemein bewiesen. Die 
Sehnensteigung der Funktion y = x" schreiben wir, in der Form 

(,,) (x + Llx)" - x" (+ L1 ) (x + LlX),,-l- xh1 + ,,-I m. = LI ::r = X X LI x _.. x 

= (x + L1x) m1,,-l) + X,,-1 = X,,-1 + xm:,n-l) + L1xm1,,-l). 

Lassen wir jetzt L1 x eine Nullfolge durchlaufen, so wird nach unserer 
Voraussetzung die Abweichung der Sehnensteigung min-I) der Kurve 
y = X,,-1 von m~n-l) = (n -1) X,,-2 beliebig klein, so daB in der Summe 
das zweite Glied gegen die Zahl (n -1) X"-1 strebt, wahrend das dri~+-e 
Glied der Null beliebig nahe kommt. Die Funktion 

(1) 

hat also die Ableitung 

(1') 

y=x" 

Auch dieses Resultat stimmt mit den fruheren Ergebnissen fUr 
n = 0, 1, 2 iiberein. Wir brauchen uns also nur die allgemeine For­
mel (1') als Grundregel zu merken. 

1 POlNCARi. H.: Wissenschaft und Hypothese. Deutsch von Fund L. LINDE­

MANN. S.9. Leipzig u. Berlin 1928. 
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Wir sehen wieder, daB die FHicheninhaltsbestimmung und die Stei­
gungsbestimmung entgegengesetzte Operationen sind; denn bestimmen 
wir zunachst zu der Funktion: 

y=x'P 

die Flacheninhaltskurve 
Sp+l 

F(x) = p+ 1 + C 

und suchen dann zu dieser Flacheninhaltskurve die Tangentensteigung, 
so ergibt sich 

F' (x) = p ~ 1 (p + 1) x'P = x'P. 

Wir konnen auch umgekehrt vorgehen und erst die Ableitung der Aus­
gangskurve bilden; wir mussen dann nur bei der folgenden Flachen­
inhaltsbestimmung, wenn wir zu der ursprunglichen Kurve selbst zu­
ruckkommen wollen, den Ausgangspunkt der Flacheninhaltszahlung 
in den Koordinatenanfangspunkt legen, damit die sonst auftretende 
additive Konstante verschwindet. 

Anwendung 11: Tragheitsmoment eines Drehellipsoides. Das Ellip­
soid denken wir uns durch Drehung der Ellipse 

s. yB 
aB + bl = 1 

urn die x-Achse erzeugt. Grenzen wir nun zwischen den Ebenen. die an den 
Stellen x und (x + .1 x) senkrecht zur x-Achse gelegt werden. eine Scheibe des 
Drehellipsoides abo so laBt sich der Beitrag. den diese Scheibe zum Tragheits­
moment des Drehellipsoides liefert. einschachteln zwischen die Tragheitsmomente 
der Kreiszylinder. deren Hohe gleich der Hohe .1 x > 0 der Scheibe und deren Grund­
flache gleich dem kleinsten bzw. groBten Kreise der Scheibe ist. 'Vir erhalten also 
fiir 0 ;:;;; x < a die Schachtelung 

71. 71. 
(y(x)' ---- eA s > AI > (y (x + Ax»'- eAx 

2 2 
(e = Massendichte) 

oder. da 

ist. 
71. ( (x + .1 X)I)B 71. ( XI)2 -b'1- eAx<LlI<-b' 1-- eAx. 2 a l 2 at 

Daraus folgt. daB das gesuchte Tragheitsmoment des DrehelJipsoides. bezogen auf 
die Drehachse. gleichdem doppeIten Flacheninhalt unter der Kurve 

7J = ~ e b'(1 - :!.~)a = ~ e b'(1 _ 2 Xl + s') 
2 at 2 a l a' 

i~t. der zwischen den Grenzen x = 0 und x = + a liegt. Der Flacheninhalt F: 
unter dieser Kurve ist 

71. ( 2 x3 1 X') F~ =- n b' x - - - + - -
2 " 3 at 5 a' • 
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so daB schlieBli ch das gesuchte Trllgheitsmoment 

I = F!~ = 2 Po = !&7f (! ab4 

wird. 
Flir b= a geht die Ellipse in einen Kreis, das Drehellipsoid in eine Kugel liber. 

Die Drehachse ist ein beliebiger Durchmesser der Kugel. Es ist also das Triigheits­
moment einer Kugel vom Halbmesser a, bezogen auf einen Durchmesser,' 

1= -lr;7f(! a5 

3, 2. Allgemeine Bemerkungen tiber den Verlauf der ganzen 
.rationalen Funktionen. 

Was k6nnen wir zunachst uber die Gestalt der Kurven y = xft aus­
sagen? Offenbar zeigen sie ein ganz verschiedenartiges Verhalten, je 
nachdem n eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 

Fur einen geraden Exponenten n = 2m mu/3 die Kurve 

y = x2m 

symmetrisch zu der y-Achse liegen, es ist 

(5) 1(- x) = I (x). 

Wenn dagegen n eine ungerade Zahl ist, n = 2m -+- 1, so sind die Ordi­
naten der Kurve 

y = x2m+l 

fiir positive und negative, absolut gleich gro/3e Werte von x entgegen­
gesetzt gleich. Es gilt 

(6) 1(- x) = - ! (x). 

Diese Kurven liegen also zentrisch symmetrisch zum Koordinaten-An­
fangspunkt. Solche Symmetrieeigenschaften, wie sie in den Gleichungen 
(5) oder (6) ausgesprochen sind, heben die Funktionen, die sie be sit zen , 
aus der Gesamtheit der Funktionen heraus. Denn bei einer beliebigen 
Funktion wird im allgemeinen keine einfache Beziehung zwischen I (x) 
und 1(- x) bestehen, wie man ja schon an der einfachen Funktion (11) 
S. 67 feststellen kann. Die Sonderstellung der Funktionen, die die oben 
genannten Eigenschaften besitzen, druckt man dadurch aus, da/3 man 
die Funktion eine gerade bzw. ungerade Funktion nennt, wenn fiir sie 
die Beziehung (5) bzw. (6) besteht fiir alle x ihres Definitonsbereiches. 

Wegen der Symmetrieeigenschaften (5) bzw. (6) k6nnen wir uns bei 
der Betrachtung der Kurven y = xft auf die positiven Werte von x 
beschranken, fiir die auch die Ordinaten stets positiv sind. Wir sehen 
unmittelbar, da/3 alle diese Kurven au/3er durch den Nullpunkt auch 
durch den Punkt x = 1, Y = 1 hindurchgehen. J e gr6J3er der Exponent 
wird, urn so niedriger verlauft die Kurve zwischen x = 0 und x = 1, 
wahrend sie fiir x > 1 bei gro/3en Werten von n immer steiler werden. 
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Die Kurven werden sich also mit wachsendem n immer mehr den in 
Abb. 43 und 44 angegebenen rechtwinkligen Haken nahern. Auf Grund 
der in 2, 14 und 2, 22 bewiesenen Oberlagerungssatze sind wir jetzt in 
der Lage, Flacheninhalt und Steigung fUr alle Funktiollen der Gestalt 

(7) 

zu bestimmen. Man bezeichnet eine solche Funk­
tion, weil bei ihrem Aufbau nur die rationalen 
Rechenoperationen1 beniitzt werden, als eine 

!I 

x 

Abb.43. 

rationale Funktion, ins­
besondere als eine ganze 
rationaleFunktion, da auf 
die Veranderliche x die 
Division nicht angewen­
det wird. 

Die Bezeichnung "ganze 
rationale Funktion" wird 
vielfach durch das kiirzere 
Wort "Polynom" ersetzt. 

Abb.44. 

Man unterscheidet die Funktionen dieser Art nach dem Grad, d. h. nach 
dem Exponenten der hochsten auftretenden Potenz von x. 

Bisher haben wir die ganzen rationalen Funktionen ersten Grades 
(gerade Linien) sowie die Funktionen zweiten und dritten Grades ein­
gehend behandelt. Bei den Funktionen hoheren Grades erfolgt die Dis­
kussion des Kurvenverlaufs in entsprechender Weise an Hand der Stei­
gungsbilder. Man kann dabei die Bildung der Ableitungen iiber die 
zweite hinaus fortsetzen und kommt so zu einer dritten und zu hoheren 
Ableitungen, die samtlich ganze rationale Funktionen sind, deren Grad 
bei jedem Schritt urn eine Einheit erniedrigt wird. Die (n - 1)-te Ab­
leitung einer ganzen rational en Funktion n-ten Grades ist daher eine 
ganze rationale Funktion erst ell Grades. Die darauf folgende n-te Ab­
leitung ist dann eine Konstante, und damit erkennt man, daB die 
(n + 1)-te Ableitung einer ganzen rationalen FUllktion n-ten Grades, 
und mit ihr auch alle folgenden, gleich Null sind. Man rechnet leicht 
aus, daB allgemein die k-te Ableitung dh Funktion 

y = x" 
durch 

y(k) = n (n - 1) (n - 2) ... (n - k + 2) (n - k + 1) X"-k 

gegeben ist. Das Symbol y(k) ist dabei so zu verstehen, daB der ein­
geklammerte obere Index k die eigentlich an das y zu setzenden k Strichc 

1 Als rationale Rechenoperationen bezeichnet· man in der Algebra die Grund­
operationen des Addierens. Subtrahierens, Multiplizierens und Dividierens. 
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vertritt. Flir k = n erhaIt man insbesondere 

yIn) = n (n - 1) (n - 2) ... 2·1 XO = 1· 2.3- ... (n ..!... 1) n = n! • 

Samtliche Ableitungen beeinflussen das Kurvenbild und dementspre­
chend wachst die Anzahl der zu unterscheidenden FaIle bzw. Lage und 
Zahl der NuIlsteIlen. Maxima. Minima und Wendepunkte mit zunehmen­
dem Grad rasch an. Auf die Ermittlung der Lage der NuIl!'teIlen werden 
wir in anderem Zusammenhang zurlickkommen. wahrend wir auf die 
systematische Kurvendiskussion verzichten k6nnen. da hierbei keine 
neuen Gesichtspunkte auftreten. Wichtig ist die fblgende Bemerkung: 
Flir Werte der unabhangigen Veranderlichen mit groBem Absolutbetrag 
wird das Verhalten der Funktion dUTch das Glied mit der h6chsten 
Potenz entscheidend beeinfluBt. Also besitzt eine ganze rationale 
Funktion geraden Grades flir positive und negative x mit groBem 
Absolutbetrag gleiches Vorzeichen. eine ganze rationale Funktion un­
geraden Grades dagegen verschiedenes V orzeichen. Daraus folgt un­
mittelbarl • daB die Anzahl der Nullstellen im ersten Fall gerade (~ 0). im 
zweiten Fall ungerade (~ 1) ist. 

3. 3. Der Taylorsche Satz flir ganze rationale Funktionen. 

3.31. Die Ableitungen im Nullpunkt. Die Koeffizienten einer ganzen 
rationalen Funktion n-ten Grades 

(7)' y =/(x) = ao + alx + a2 x 2 + ... + an_lx,,-l + a" xn 

lassen sich in einfacher Weise durch die Ableitungen von I (x) an der 
Stelle x = 0 ausdrlicken. Der erste Koeffizient gibt unmittelbar den 
Funktionswert flir x = 0 selbst an: 

ao = 1(0). 

Urn die Bedeutung der anderen Koeffizienten zu erkennen. bilden wir 

y' = rex) = a l + 2a2 x + 3 aax2 + ... + (n -1)a"_lx,,-2 + na"x,,-l 

und weiter aIle folgenden Ableitungen bis zur n-ten Ableitung 

yIn) = !In) (x) = n(n - 1) (n - 2) '" 2.1.an = n! an 

und setzen in den erhaltenen Ausdrlicken nachtraglich x = 0 ein. Dann 

• Diese Abkiirzung fiir das Pcodukt aus den ersten n natiirlichen Zahlen 
wird "n FakultAt" gelesen. Der Name (facultas = Moglichkeit) riihrt daher. daB 
n! die Anzahl der Anordnungsmoglichkeiten von n verschiedenen Elementen 
untereinander (z. B. die Anzahl der maglichen Verteilungen von n Personen 
auf n Pll1tzen) darstellt. 

1 Dieser SchluB. den wir hier der Anschauung entnehmen. wird im Anhang (5.5) 
noch seine strenge Begriindung finden. 

Prange-v.Koppenfels. Integral- u. DlfferentialrecbnuDg J. 6 
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erhalten wir: 

1'(0) 1"(0) 
a l = 11 . a2 =21 ' 

und konnen (7) in der Form 

(7a) y = I(x) 

= 1(0) + (~l x + 1"(0) x2 + ... + lin-I) (0) xn-1 + L':.~~) X" 
1 ! 2! (n - I)! n! 

schreiben. 
3. 32. Der binomische Satz. Dieser Zusammenhang zwischen den 

Koeffizienten und den Ableitungen der ganzen rationalen Funk­
tion 1 (x) im NuHpunkt ist vor aHem dann von Bedeutung, wenn die ganze 
rationale Funktion nicht von vornherein in der Gestalt (7) vorliegt, 
sondern in anderer Form gegeben ist. Ein wichtiges Beispiel ist die 
Funktion 

f(x) = (a + x)". 

Da ihre Kurve aus der Kurve y = x" dadurch hervorgeht, daJ3 diese urn 
das SHick a nach links geschoben wird, werden dabei auch die Kurven der 
Ableitungen mit verschoben, und wir erhalten: 

I' (x) = n (a + x)n-l, I' (0) = n an- 1 

/,,(x) = n (n - 1) (a + x)n-2 f" (0) = n (n - 1) an- 2 

l(k)(X) = n (n - 1) (n - 2) ... (n - k + 1) (a + x)n-k 

l(k)(O) = n (n - 1) (n -- 2) ... (n -- k + 1) an- k . 

Setzt man diese Werte in die Formel (7a) ein, so hat man damit 
die Funktion (a + x)n auf die Form (7) gebracht, man hat sie "ent­
wickelt". Man schreibt gewohnlich 

(8)' (a+x)n=an+ (;1 ) an- 1 x+ (; )an- 2 x2 + ... + (n~l)axn-l + (:) xn, 
indem man 

(n) = ~ (;I) = ~~ (n) = n (n-l) (n-2) ... (n-k+l) (n) = 1 
1 I!' 2 2! , ... , k k! ' n 

setzt. Diese an sich elementare Entwicklung (8) konnte auch ohne den 
Begriff der Ableitung gewonnen werden. Sie heiBt der "binomische Satz". 

Wenn wir den Ausdruck fUr (;) mit (n - k)! erweitern, erhalten 

wir die ktirzere DarsteHung: 

( n) n! 
k = ki-:-("n-- k)!' 

an der man insbesondere so fort die Gtiltigkeit von 
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erkennt. Es brauchen also nur diejenigen (:) tatsachlich berechnet zu 

werden, fUr die k < ~ ist, die anderen ergeben sich ays dieserSymmetrie­

eigenschaft. Mit ihrer Hilfe konnen wir auch dem zunachst sinnlosen 

Ausdruck (~) eine Bedeutung beilegen, indem wir festsetzen: 

SchlieBlich genilgen die Binomialkoeffizienten noch, Wle man ohne 
Schwierigkeit nachrechnet, der Beziehung: 

aus der die bekannte ilbersichtliche Zusammenstellung im Pascalschen 
Dreieck hervorgeht. 

3, 33· Entwicklung an einer beliebigen Stelle (Umordnung). Die Dar­
stellung (7a) laI3t sich erheblich dadurch verallgemeinern, daB 'mari I (x) 
nicht nach steigenden Potenzen von x, sondern nach steigenden Po­
tenzen von (x - xo) anordnet. 

Wir denken uns dazu an Stelle des (x, y)-Systems ein neues (;,Yj)­
Koordinatensystem eingefUhrt, fUr das die Stelle x = Xo der x-Achse 
zum Anfangspunkt wird, indem wir 

; = x - xo' y = 'TJ 

setzen, d. h., das Koordinatensystem in Richtung der x-Achse urn das 
Stilck Xo parallel verschieben. Filhren wir in (7) x =; + %0' Y = 'TJ ein, so 
erhalten wir filr die ganze rationale Funktion die Darstellung 

'TJ = ao + a1 (; + xo) + ... + an-I (~ + x o)n-l + an (; + xo)n 

oder, wenn wir ausmultiplizieren: 

'TJ = Co + c1 ; + ... + C,,_I ;n-l + c n ;n • 

wobei nach dem binomischen Satz 

(n-t) (n) 2 Cn- 2 = a n- 2 + a n- 1 n _ 2 %0 + an n _ 2 Xo 

Cn- 1 = a n- 1 + an ( 11 ) %0 n -- t 

6* 
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ist. Man erkennt unmittelbar. daB 

Co = 1 (xo) 

C1 
I' (xo) 

1 ! 

C2 
f" (xo) 

2! 

fin-I) (xo) 
C"_1 = (n - 1)! 

fin) (xo) 
=---C" n! 

wird und daher fUr die Funktion 1] die Darstellung 

= 1 ( ) + I' (xo) e + f' (xo) Et + ... + f ln- 1I (xo) En- 1 + fin) (Xo) En 
1] Xo 1.1 2! (n - i)! n! 

gilt. Gehen wir nun von den E,Y} zu x, y zuriick, so erhalten wir schlieB­
lich unsere ganze rationale Funktion (7) in der Form 

(7b) Y = 1 (xo) + f' !~o) (x - xo) + 1";;0) (x - xo)2 + ... + 
+ /,n-l) (xo) (x _ X )"-1 + fn (xo) (x _ x )" 

(n-1)! 0 n! 0 

dargestellt (Taylorscher Satz). Dieser Ausdruck entspricht der Gleichung 
(7a), in die er iibergeht, wenn wir Xo = 0 wahlen. 

3.34. Das Hornersche Schema. Die Berechnung der in (7b) auf-
.. f' (xo) f lft - 1) (xo) fin) (xo) . 

tretenden GroBen I(xo), -1!-'···' (n-1)!' -----n! geschleht zweck-
maBig nach einem Verfahren, das bald nach 1800 von dem Schwei­
zer Mathematiker HORNER angegeben worden ist und nach ihm als das 
"Hornersche Schema" bezeichnet wird. Bei diesem Verfahren wird 
durch geschickte Anordnung der Rechnung der Rechenaufwand sehr 
niedrig gehalten. 

Wir wollen es zunachst fUr eine Funktion vierten Grades 

(9) 

angeben, wo wir aIle Rechnungen vollstandig hinschreiben k6nnen. 
ohne iibermaBig viel Platz zu brauchen. Urn zunachst den Wert der 
Funktion selbst an der Stelle x auszurechnen, schreibt HORNER den Aus­
druck in der Form 

Der hierdurch angedeutete Rechnungsgang wird auch in der Schreib-
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weise sehr einfach, wenn man die Koeffizienten der Funktion so anordnet, 
wie es in der obersten Zeile des Schemas ,geschehen ist. Dann 
multipliziert man a, mit Xo. schreibt das Produkt unter a3 und 
addiert beide Zahlen, so daB man die run de Klammer (a,xo + as) in 
(9a) erhalt. Diese Summe multipliziert man nun erneut mit Xo und 
schreibt sie unter a2, urn durch Addition die eckige Klammer in (9a) 
zu bilden. Erneute Multiplikation mit Xo und Addition zu a1 gibt die 
geschweifte Klammer in (9a), die wieder mit Xo multipliziert und zu ao 
addiert wird. Ais letztes Glied der 3. Zeile des Schemas erMlt man 

schlieBlich den Funktionswert / (xo). Urn nun weiter I' (~o) in entsprechen-
1-

der Weise zu berechnen, ziehen wir die SchluBzeile der Rechnung heran, 
in die wir auch a, noch herunternehmm, wahrend die letzte GroBe, 
d. h. / (xo) selbst ausgeschieden wird. Dann rechnen wir mit dieser dritten 
Zeile genau so weiter wie vorhin mit der ersten Zeile und erhalten, wie 

man sieht, unmittelbar den Ausdruck I' ~~o). Die Fortsetzung dieses 

Rechenverfahrens liefert der Reihe nach die Ableitungen der ganzen 
rationalen Funktion an der Stelle xo' wobei die k-te Ableitung durch den 
Zahlfaktor k! dividiert erscheint. 

x = Xo 

a, as 

a,xo 

a, a,xo+aa 

a,xo 

a, 2a,xo + aa 

az 

a,x~+aaxo 

a~x~+aaXO+a2 

2a,x~ +asxo 

3a,x~+2asXo+a2 

aJ ao 

a,xg+aaX~+a2xO a4x~+aaxg+a2x~+alxO 

a4xg+aaX~+a2xO+alla4x~+ . .. + ao=/(xo) 

3 a, xg + 2aax~ + a2xO 

a, 3a,xo+a316a,x~+3a3xo+a2=i"'(xJ 
a,xo 

Wir erhalten so die Koeffizienten der Entwicklung nach Potenzen 
von (x - xo) durch sehr iibersichtliche und einfache Rechnungen, die 
bei wirklicher Zahlenrechnung auch kaum Schreibaufwand erfordern. 
Bei der Entwicklung von 
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ergibt sich hir Xo = 3 das folgende Schema: 

Xo = 3 2 - 3 - 7 0 8 
6 9 6 18 

2 3 2 6 ~ 
6 27 87 

2 9 29 I~ 
6 45 

2 15 174 
6 

2 121 

so daJ3 die Entwicklung 

y = 26 + 93 (x - 3) + 74(x - 3)2 + 21 (x - W + 2(x _. 3)4 

lautet. Es liegt auf der Hand, daJ3 die gleiche Rechnungsart, die wir hier 
bei der ganzen rationalen Funktion vierten Grades durchgehihrt haben, 
auch bei ganzen rationalen Funktionen beliebigen Grades angewendet 
werden kann. Man schreibt das Koeffizientensystem an' an-I' .. " aI' ao 
hin, hat immer nur mit der Zahl Xo zu multiplizieren und dazwischen zu 
addieren. Dabei mussen wir beachten, dafi aile (n + 1)-Koeffizienten 
hingeschrieben werden, auch solche, die Null sind. Da man diese in 
dem Ausdruck der Funktion nicht hinzuschreiben pflegt, so wird leicht 
der Fehler gemacht, dafi man den diesen Gliedem entsprechenden Koef­
fizienten Null fortHifit. 

Worin beruht nun eigentlich die Zweckmafiigkeit des Homerschen 
Schemas? Statt die Zahl Xo in die zweite und die dritte usw. Potenz zu 
erheben, die Multiplikationen auszuhihren und schlieJ3lich die einzelnen 
Glieder zu addieren, brauchen wir bei Anwendung der Schemas wegen 
des Rechnens mit Klammem weniger Multiplikationen auszufiihten. 
Dies bedeutet schon an und hir sich eine erhebliche Erspamis an 
Rechenarbeit. Wesentlich ist dabei aber noch der Gesichtspunkt, dal.\ 
die Multiplikationen immer mit derselben Zahl Xo auszuhihren sind. Wenn 
wir also hierzu den Rechenschieber verwenden, brauchen wir die Zunge 
des Schiebers nur einmal richtig einzustellen und k6nnen dann aIle 
Multiplikationen allein durch Verschieben des Laufers aushihren. Man 
wird die grofie Erspamis an Rechenarbeit, die hiermit eintritt, besonders, 
dann richtig schatzen lemen, wenn Xo und die Koeffizientm a v als Dezi­
malbruche gegeben sind. Vm z. B. 

y = 2,34 x3 - 1,97 x2 - 2,02 x - 3,48 

an der Stelle x = 1,74 mit ihren Ableitungen zu berechnen, braucht 
man bei Verwendung des Rechenschiebers nur einige Minuten, urn das 
Schema 
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Xo = 1,74 
2,34 -1,97 -2,02 -3,48 

4,07 3,65 2,84 

2,34 2,10 1,63 l-0,64 = I(xo} 
4,07 10,74 

2,34 6,17 11237 = I'(xo) 
I' 1 ! 

4,07 

2,34 1 10 24 = ('(xo) 
, 2! 

234 = ("(xo) 
, 3! 

durchzurechnen. Wenn die Genauigkeit des Rechenschiebers nicht aus­
reicht und wir eine Rechenmaschine verwenden, gilt genau das gleiche, 
da auch hier die Zahl xo, mit der jedesmal zu multiplizieren ist, nur 
einmal eingestellt werden muB. 

Ein weiterer Vorteil des Hornerschen Schemas liegt darin, daB die 
zugehorige Rechnung rein mechanisch ohne besondere Uberlegungen ab­
Hiuft. Der menschliche Geist kann sich nun einmal nur auf eine kurze 
Zeit vollig konzentrieren, so daB sich Rechenfehler einstellen, wenn 
bei Hingeren Rechnungen noch Nebeniiberlegungen notwenrlig sind. 
Diese Nebeniiberlegungen werden bei dem Hornerschen Schema vollig 
vermieden, so daB diese Rechnungen meist mit weniger Fehlern 
behaftet sind. Hierzu kommt noch die iibersichtliche Anordnung 
des Schemas, die eine Nachpriifung der Resultate unmittelbar gestattet, 
so daB bei umfangreicheren Arbeiten die Auswertung der Schemata auch 
mathematisch nicht ausgebildeten Hilfskraften iiberJassen werden kann. 

3, 35. Die Schmiegparabeln. Fiir die nahere Umgebung von x = xo, 
in der (x - xo) sehr kleine Werte besitzt, sind die Potenzen (x - xo)" 
urn so kleiner, je groBer der Exponent" ist. Daher werden die Beitrage 
der einzelnen Summanden in der Summe (7b) flir geniigend nahe an 
Xo gelegene Werte von x urn so geringer, je hoher der Exponent der Po­
tenz (x - xo) ist. Man wird daher sagen konnen, daB die Kurven mit 
den Gleichungen 

"10 = 1 (xo) 

"11 = I (xo) + (!7°) (.x - xo) = 170 + I' !7°) (x- xp) 

"12 = 1 (xo) + (~~o) (x - xo) + f'~7°) (x - XO}2 = "11 + 1"~7°) (x - XO)2 

/''''(xo) 
"I" = "1,,-1 + -n-I- (x - xo)" = y, 
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lleren rechte Seiten der Reihe nach aus dem ersten, den ersten beiden, 
den ersten drei, ... Gliedern von (7b) gebildet sind, die Parabel (7~) in 
der Umgebung von x = Xo naherungsweise darstellen, und zwar wird 
der Grad der Annaherung durch das jeweils neu hinzutretende Glied 
schrittweise verbessert. Die erste dieser Funktionen ('YJo) ist eine hori­
zontale Gerade· durch den Kurvenpunkt, die nachste ('YJl) die Tan­
gente der Kurve in diesem Punkt. Die Funktion 'YJ2 ist eine Parabel 
zweiten Grades, die durch den Kurvenpunkt geht und dort die gleiche 
Tangente wie die Kurve besitzt. Dariiber hinaus ist ihre (konstante) 
zweite Ableitung gleich der zweiten Ableitung der Kurve y = I (x) in 
clem betrachteten Kurvenpunkt. Man nennt eine Parabel mit diesH 

!I 
Eigenschaft eine Schmiegparabel der 
Kurve. Diese Bezeichnung ist dann 

""---'... auf die Gesamtheit dieser Niihe-
~, z 

\.7J2~1J1-0,6.r rungskurven iibertragen worden, in-
\ dem man Schmiegparabeln nullter, 

\ erster, zweiter, dritter, ... Ordnung 
-++-----:lH--:--~+---_\~\-~Z unterscheidet. Die Schmiegparabel 

\, n-ter Ordnung failt mit der vorge-
'. gelegten Para bel n-ten Grades selbst 

zusammen. Schmiegparabeln von 
h6herer· als der n-ten Ordnung gibt 
es bei einer ganzen rationalen ~unk­
tion n-ten Grades natiirlich nicht. 
Das Zeichm der Kurve in der 
Umgebung von x = Xo geschieht 
zweckmaBig so, daB man mit der 
Tangente .'/1 der Kurve beginnt und 

Abb. 45. dann durch jeweiliges Anbringen 
der Verbesserung zu den Schmieg­

parabeln zweiter, dritter usw. Ordnung aufsteigt (Abb. 45). 
Die Annaherung durch Schmiegparabeln ist nicht nur bei der Pa­

rabel n-ten Grades, sondern bei noch sehr viel allgemeineren Kurven 
moglich und besitzt, wie wir spater sehen werden, eine groBe Bedeutung. 
In dieser Hinsicht ist es besonders bemerkenswert, daB die obigen 
Gleichungen der Schmiegparabeln reinauBerlich in keiner Weise mehr 
die Bezugnahme auf die Parabel n-ten Grades (7) erkennen lassen 
und daher unmittelbar die Obertragung auf allgemeine Kurven ge­
statten. In diesem Umstand liegt die hauptsachliche Bedeutung der 
zunachst rein formalen Umschreibung von (7) in (7b) 

3, 4· Nullstellen der ganzen rationalen Funktionen. 
3,41. Abspa:ltung linearer Faktoren. Von besonderer Bedeutung wird 

die Darstellung einer ganzen rationalen Funktion (7) in der Gestalt (7b), 
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wenn die Entwicklungsstelle x = Xo eine Nullstelle von (7) ist. Da dann 
in (7b) wegen 

!(xo) = 0 

das erste Glied fortfa.llt, so konnen wir den linearen Faktor (x - xo) 
absondern und erhalten 

Y = I(x) 

[ I' (xo) I" (xo) I,n, (Xo) ] = (x - xo) -jT- + -2'- (x - xo) + ... + ~(x - xo),&-1 , 

d. h. t (x) 13.Gt sich als Produkt des linearen Faktors (x - xo) und einer 
ganzen rationalen Funktion (n - i)-ten Grades 

y = (x - xo) (a .. x .. - 1 + a~_2x .. -2 + ... + a~ x + a~) 
darstellen, in der der Koeffizient der hochsten Potenz xn-1 wieder a" 
ist, wahrend man die anderen Koeffizienten a~-2' ... , a~. a~ leicht be­
rechnen kann. Am einfachsten erhalt man sie,. indem man 

(a .. x" + a .. _1 x .. -1 + ... + a1x + ao) : (x - xo) 

ausdividiert. Man hat dann zugleich eine Kontrolle darin, daG diese 
Division ohne Rest aufgehen muG, wenn Xo eine Nullstelle von I (x) ist. 

Wenn die Kurve der Funktion y = I (x) in der Nullstelle -Xo die 
x-Achse beriihrte, so wollten wir, wie wir oben verabredet haben, die 
Nullstelle doppelt zahlen. Wir sehen jetzt unmittelbar den Grund fUr 
diese Festsetzung. Denn wenn die Kurve an der Nullstelle Xo die x-Achse 
beriihrt, so ist doch auGer I (xo) = 0 auch die erste Ableitung 

(xo) = O. 

In der Darstellung (7b) fallen demnach die beiden ersten Giieder fort, 
und wir konnen den Faktor (x - xo)2 absondern: 

y = !(x) 
= (x - xo)2 [";;0) + t" ;7°) (x - Xo) + , .. + I'''~(;o) (x - XO)"-2J. 

Sehen wir daher das Kennzeichen einer einfachen Nullstelle in der Mog­
lichkeit, den zugehorigen linearen Faktor (x - xu) abzusondern, so 
miissen wir in der Tat im letzten Fall die Nullstelle Xo doppelt zahlen, 
da sich 'det Faktor (x - XO)2 .absondern }aGt. 

1st die x-Achse an der Nullstelle Xo eine horizontale Wendetangente 
der Kurve, so ist auch noch 

('(xo) = O. 

Es fallen also in (7b) die drei ersten Glieder der rechten Seite fort, und 
wir konnen den Faktor (x - xu) 3 absondern. Daher ist es sinnvoll, wenn 
wir eine soIehe Nullstelle dreifach zahlen. Allgemein konnen wir sagen: 
Wenn an einer Nuilstelle Xo die ersten (v'- 1) Ableitungen 

(xo) = 0, (,(xu) = 0, ... , 1(1'-1)(xo) = 0 
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(I') 

sind. wahrend I (xo) + 0 ist, so Hif3t sich der Faktor (x - xo)" absondern. 
und I (x) wird das Produkt von (x - xo)" mit einer ganzen rationalen 
Funktion (n - v)-ten Grades, die an der Stelle x = Xo nicht verschwin­
det. Eine solche Nullstelle ist daher v-Iach zu ziihlen. 

Wenn wir eine Nullstelle einer ganzen rationalen Funktion gefunden 
haben, so werden wir entsprechend zunachst die Vie1lachheit dieser Null­
stelle feststellen. Man wird dazu am einfachsten mit Hilfe des Horner-

. f (x) /" (x ) .. 
schen Schemas der Relhe nach I(xo), -d-, 2f' '" berechnen, bls 

man auf einen von Null verschiedenen Wert stoBt. Hat man die Viel­
fachheit, so kann man I (x) durch die entsprechende Potenz von (x ---- xo) 
dividieren. Die Division .geht auf. Beispie]5wei~e hat die Funktion 

y = I(x) = xi ~ 3 x' ---- 2 X3 + 4 X2 + 24 x- 32 
die Nullstelle x = 2. Setzen wir fur x = 2 das Hornersche Schema an, 
so stellen wir fest, daB die Funktion und ihre beiden ersten Ableitungen 
an der Stelle x = 2 verschwinden; wahrend I'" (2) von Null verschicden 
ist. Also ist x = 2 eine dreifache Nullstelle, die Division von I (x) durch 
{x ---- 2)3 geht ohne Rest auf. Es ergibt sich y = (x ---- 2)3 (~2 + 3 x + 4). 

Da bei Kenntnis einer Nullstelle die ganze rationale Funktion y = I (x) 
als Produkt einer bestimmten Potenz eines linearen Faktors und einer 
ganzen rationalen Funktion niedrigeren Grades dargestellt wird, so 
konnen wir weitere Nullstel1en von I (x) in der Weise finden, daB wir eine 
Nullstelle der ganzen rationalen Funktion niedrigerem Grades auf­
suchen. Haben wir insbesondere eine einfache Nullstelle x = Xl gefunden, 
so zerlegen wir I(x) nach der Formel 

I{x) = (x - Xl) 11 (X) 

ad konnen dann die weiteren Nullstellen von I (x) finden, indem wir 
die Nullstellen von 11 (X), einer ganzen rationalen Funktion (n ---- i)-ten 
Grades ermitteln. 1st dann x2 eine Nullstelle von h (x), also 

h(x2) = 0, 

so geht die Division von 11 (x) durch (x ---- x2) ohne Rest auf, und wir 
erhaIten 

t(x) = (x ---- Xl) (X ---- X2) I. (x) , 

wo 12(x) eine ganze rationale Funktion (n ---- 2)-ten Grades ist. Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens konnen wir im gunstigsten Fall n 
Nullstellen von I(x) auffinden, Xl' X 2' ••• , X,. und haben dann die 
Produktzerlegung 

I(x) = a,. (x ---- Xl) (X - x2) (X - X3)'" (X - X,.); 

denn wenn wir I (x) durch die n Linearfaktoren dividiert haben, so muB 
sich eine Konstante ergeben, und diese muB naturgemaB gleich a,. sein. 
Diese Ober]egung zeigt, daB eine ganze rationale Funktion n-ten Grades 
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hOchstens n Nullstellen besitzen kann. - Besitzt sie genau n Nullstellen, 
so konnen wir mit deren Hilfe eine Produktzerlegung der Funktion in 
n Linearfaktoren herstellen. 

Treten Nullstellen auf, die mehrfach zu zahlen sind, ist aber die An­
zahl der richtig gezahlten Nullstellen nach wie vor gleich n, so hat die 
Produktzerlegung die Gestalt: 

I(x) = a" (x - Xl)l, (x - XI)l, •.• (x - x .. )I.". 

Dabei ist " die Anzahl der voneinander verschiedenen Nullstellen, 
wahrend bei richtiger Zahlung die Anzahl gleieh n ist, also 

Al + ~ + ... + A .. = n. 

Natiirlieh konnen einzelne der Ae auch gleich 1 sein. 
3.42. Nicht zerlegbar'e quadratische Faktoren. Das sind die Mog­

lichkeiten in dem Fall, daB die ganze rationale Funktion y = 1 (x) bei 
richtiger Zahlung genau n Nullstellen besitzt. Es konnen aber auch 
weniger als n Nullstellen vorhanden sein. 1st r die Anzahl der vorhande­
nen Nullstellen (jede richtig gezahlt), so laBt sieh I(x) darstellen als 
Produkt von r Linearfaktoren und einer ganzen rationalen Funktion 
(n - r)-ten Grades rp (x), die keine Nullstellen besitzt, 

I(x) = (x - XI) (x- xz) ... (x - xr) rp(x). 

Der Grad der Funktion rp (x) muB eine gerade Zahl sein. Denn eine ganze 
rationale Funktion, deren Grad eine ungerade Zahl ist, hat, wie wir oben 
sahen, mindestens eine Nullstelle. 1st dagegeIi der Grad eine gerade Zahl, 
so braucht keine Nullstelle vorhanden zu sein. 50 hat eine gewohnliche 
Parabel zweiten Grades 

y=ax'+2bx+c 

unter Umstanden keine Nullstellen. 5chreiben wir namlich 

a l (.~ +~-r + (a c - bB) 

ax' + 2bx + c = a(x+ !r + (c -- ~) =------~--a-·--- , 

so erkennen wir, daB diese Funktion fUr keinen reellen Wert von x Null 
werden kann, wenn 

ac - bl > 0 

ist, da dann im Zahler eine Summe aus zwei positiven Gliedern steht. 
Bei der ganzen rationalen Funktion vierten Grades 

y = a~x' + aax3 + asx· + alx + au 

kann es auch eintreten, daB keine Nullstelle vorhanden ist. Dann lassen 
sich in dem Ausdruck der rechten 5eite sieber keihe !inearen Faktoren 
abspalten. Wir konnten dann aber untersuchen, ob sich nicht vielleieht 
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die rechte Seite als Produkt zweier quadratischer Faktoren (mit reellen 
Koeffizienten) darstellen lallt, so daB sich die Darstellung 

y = a, (x 2 + 2 IXI X + PI) (X2 + 21X2 X + P2) 

ergeben wiirde, worin lXI' PI und 1X2' P2 gfwohnlich reelle Zahlen sind, 
die den Ungleichungen 

PI - IX~ > 0, P2 - IX~ > ° 
geniigen. 

In Einzelfallen laBt sich eine solche Zerlegung nach der Methode 
des Koeffizientenvergleiches leicht durchfiihren. Beispielsweise erhalt 
man 

x4 + 1 = (X2 -1- y:2 x + 1) (X2 - y2 x + 1). 

DaB man freilich bei beliebig gegebemm a" a3, "2' ... , ao durch einen 
derartigen Ansatz stets zum Ziel kommt und vier reelle Zahlen IX}> PI' 
1X2, P'l finden kann, die die Zerlegung ermoglichen, ist eine tiefliegende 
Tatsache der Algebra, deren Beweis wir an dieser Stelle noch nicht allge­
mein durchfiihren konnen. Auf den erst en Blick ist diese Tatsache sog~r 
einigermaBen iiberraschend, denn man sollte erwarten, daB es ebenso 
selbstandige, in keiner Weise weiter zerlegbare Ausdriicke vierten Grades 
gabe, wie es solche zweiten Grades gibt. Das ist nicht der Fall. Ja, es 
la13t sichdariiber hinaus allgemein nachweisen, daB jede ganze rationale 
Funktion, deren Grad eine genide Zahl ist, 

und die keine reellen Nullstellen besitzt, in v quadratische Faktoren 

)' = a2" (X2 + 2IXI X + PI)(X2 + 2 1X2 X + P2) ... (x2 + 2 IX" X + P,,) 

zerlegt werden kann, wo die lXI!' P!! (e = 1, 2, ... , /I) reelle Zahlen sind, 
die der Ungleichung 

Pl' - IX; > ° 
geniigen. Diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt. Natiirlkh konnen in 
dieser Zerlegung einzelne der quadratischen Faktoren einander gleich 
werden. 

Danach la13t sich allgemein jede beliebige ganze rationale Funktion 
n-ten Grades zerlegen in ein Produkt von linearen und quadratischen 
Faktoren: 

(10) Y = t(x) 

wobei 

= an{x - Xl);" (x - x2),· ... (x - xr);'r(x2 + 2 IX} X + PI)!"'" 

... (x2 + 2IXsX + P.) .... , 
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ist. Dieser Satz ist der sog. Funtiamentalsatz der Algebra. fiir den zuerst 
C. F. GAUSS (1777-185$) einen einwandfreien Beweis geliefert hat!. 
Wir sehen aus dem Satz insbesondere wieder, daB jede ganze rationale 
Funktion, deren Grad eine ungerade Zahl ist, auch eine ungerade An­
zahl von Nullstellen besitzt, wahrend eine Funktion, deren Grad eine 
gerade Zahl ist, notwendig eine gerade Anzahl von Nullstellm aufweisen 
muB (wobei wir Null als gerade Zahl mitnehmen). Wir haben diese Eigen­
tiimlichkeit schon in 3,2 bei der Betrachtung der KUIven festgestellt. 

3,43. Berechnung der Nullstellen (NawToJl). Esbleibt uns nun iibrig, 
Methoden anzugeben, urn die wirkliche Berechnung der Nullstellen einer 
ganzen rationalen Funktion auszufiihren, oder. was damit gleiehbedeu­
tend ist, die 'algebraische Gleichung n-ten Grades 

(11) 

aulzulosen. Fur eine Gleichung ersten Grades 

a1x + ao = 0 

ist die Auflosung trivial und erfordert nur rationale Operationen. Fur 
eine Gleichung zweiten Grades 

a2 x2 + a l x + ao = 0 

hat man, wie im Elementarunterrieht gelehrt wird. eine Quadratwurzel 
zu ziehen und kommt im iibrigen mit rationalen Operationen aus. In 
Verallgemeinerung dieses Ergebnisses war es lange Zeit das Bestreben 
der Mathematiker. die Auflosung ailer Gleichungen auf das Ausziehen 
von Wurzeln zuruckzufuhren. Aus jener Zeit stammt die Bezeieh­
nung der LosungeIi einer algebraischen Gleichung als Wurzeln. die auch 
beibehalten ist, trotzdem man seit mehr als 100 Jahren weiB. daB es 
keineswegs immer moglich ist, die Losungen von Gleichungen. deren 
Grad hoher als,4 ist, durch Ausziehen von Wurzeln zu gewinnen. Vbri­
gens bringt es bei der heutigen Durchbildung unsetcs Zahlenrechnens 
keine Rechenvorteile mit sieh, wenn man die Losung der Gleiehungen 

1 Wenn man die komplexen Zahlen (a + bi) einfiihrt, so laBt sich iedef' quadra· 
tische Ausdruck (~I + 2{J~ + y) in zwei Lirtearfaktoren zerlegen. Der Fundamen· 
talsatz der Algebr .. sagt dann aus, daB sich mit Hilfe der komplexen Zahlen 
jeder ganze rationale Ausdruck 

a,,~" + a"_l ~"-l + ... + al~ + ao 

in n Linearfaktoren zerlegen laBt, und zwar nur auf eine Weise. Wir haben diesl 
Formulierung des Satzes hier vermieden. weil wir die Zahl i als L05ung der qua 
dratischen Gleichung 

erst im zweiten Band einfiihren werden, wenn wir die komplexen Zahlen zur Ver­
cinfachung der Darstellung harmonischer Schwingungsvorgi1nge heranziehen 
werden. 
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in den Fallen, wo es moglich ist, auf das Ausziehen von Wurzeln zurtick­
fUhrt. Als das numerische Rechnen noch nicht so entwiekelt war wie 
heute, war dies freilich anders. Daher sah man damals auch vom 
Standpunkt des numerischen Rechnens einen groBen Fortschrittdar.in, 
als es bald nach 1500 gelang, die Auflosung der Gleichung dritten Grades 
auf das Ausziehen einer Quadratwurzel und zweier dritten Wurzeln 
zurtickzuflihren. Diese Methode zur Losung der Gleiehung dritten Gra­
des nennt man gewohnlich nach HIERONIMO CARDANO (1501-1576), 
einem bekannten vielseitigen 'Gelehrten der Renaissancezeit, die Car­
danische Formel, wenngleieh CARDANO, wie sich herausgestellt hat, 
nieht der Erfinder der Method,e ist. Heute wird man freilich ftir die 
numerische Auflosung einer Gleiehung dritten Grades 'die Cardani­
sche Formel weniger bentitzen, noch weniger fUr die Auflosung der 
Gleichung vierten Grades die von LUIGI FERRARI (1522-1566), einem 
Nachfolger des CARDANO, entwiekelte Methode. Der Wert dieser 
Methoden liegt fUr die heutige Entwieklungsstufe der l'4athematik 
nieht in ihrer Anwendung auf das numerische Rechnen, sondem darin, 
daB sie die algebraische Natur der Losungen der Gleichungen auf­
klaren. Das ist eine Aufgabe von zunachst wesentlich theoretischem 
Interesse, der zwar die heutige Algebra unter Entwicklung weit­
reichender Methoden fUr die Behandlung von Gleichungen belie big 
hohen Grades ihr besonderes Interesse zugewendet hat, die aber flir die 
numerische Auflosung der Gleiehungen weniger von Bed~utung ist. 
Hierbei kommt es darauf an, mit verhaltnismaBig geringem Rechen­
aufwand eine Reihe von Dezimalen der reellen Wurzeln anzugeben. 
Nach dem Vorbild des Rechnens mit Dezimalbrtichen wird es zweck­
maJ3ig sein, hier wieder nach dem Schachtelungsprinzip zu arbeiten. 
Wir werden zunachst (ohne eine groBe Genauigkeit anzustreben) die zu 
der Funktion 

y = anxn + an_1xn- 1 + .. ,+ a1x + ao 

gehorige Kurve zeiehnen, indem wir etwa flir eine Reihe ganzzahliger 
Werte von x die Funktionswerte bestimmen und die zugehorigen Punkte 
der Figur durch einen Kurvenzug verbinden. Da wir aus unscren allge­
meinen Betrachtungen tiber den qualitativen VerIauf der Kurve unter­
riehtet sind, konnen wir hieraus die ungefahre Lage der Nullstellen ent­
nehmen. G.enauer gesagt, wir konnen eine Anzahl von lntervallen be­
stimmen, die so klein gewahlt sind, daB in ihnen nur je eine Nullstelle 
liegt. Handelt es sieh insbesondere urn Nullstellen von ungerader Viel­
fachheit, so haben die beiden Ordinaten an den Enden des Intervalles 
entgegengesetztes Zeiehen. Nehmen wir jeweils die Mitte eines solchen 
Intervalls und berechnen fUr dieses x nach dem Homerschen Schema 
den zugehorigen Wert der FUnktion, so zeigt sieh, in welchem der beiden 
Teilintervalle die Nullstelle liegt, in demjenigen namlich, an dessen 
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Enden die Ordinaten entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Damit haben 
wir den gesuchten Wert bereits in engere Grenzen eingeschlossen. 

Wir wenden nun dasselbe VerfahI'en immer wieder an. indem wir das 
neu erhaltene Intervall jeweils wieder halbieren ... 1st die Unge des 
Intervalls kleiner als 110 , so haben wir die erste Dezimale nach dem 
Komma genau. 1st die Lange des Intervalls unter J ~o gesunken, so haben 
wir auch die zweite Dezimale genau. Man sieht, wie man der Reihe nach 
die einzelnen Dezimalen ermittelt, bis die verlangte GenauigkeH: er­
reicht ist. 

Sind die Koeffizienten a .. , a .. - 1 , ... , ao einer Gleichung gendu vor­
gegeben, so laBt sich bei hinreichendem :R:echenaufwand auch jede Wurzel 
der Gleichung mit beliebig vorgegebener Genauigkeit berechnen. In 
den Gleichungen jedoch, deren AuflosWlg fiir die Behandlung physika­
lischer oder technischer Probleme erforderlich ist, sind im allgfmeinen 
die Koeffizienten a selbst nur mit beschrankter Genauigkeit bekannt. 
Dann lassen sich auch die Wurzeln nur mit beschrankter Genauigkeit 
ermitteln, und es ist flir die Problemstellung von groBer Bedeutung, 
wie man aus der bekannten Genauigkeit der Koeff~ienten die hOchste 
erreichbare Genauigkeit der Wurzeln erschlieBen kann. Sind z. B. die 
Koeffizienten nur bis auf zwei Stellen nach dem Komma bekannt, so 
hat es keinen Sinn, die Wurzeln genauer zu berechnen als den Grenzen 
- 0,005 < " < 0,0.05 entspricht. Wenn die Kurve in der Nahe der 
Nullstelle sehr flach verlauft, wird sich der zugehorige Wurzelwert von x 
offenbar nur mit sehr geringer Genauigkeit berechnen lassen, so daB viel­
leicht nicht einmal die erste Dezimale nach dem Komrtla noch fest­
gelegt ist. Anderseits kann die Wurzelaber auch genauer bestimmt sein 
als die Koeffizienten. 

Haben wir z. B. die reelle Wurzel der Gleiehung 

~=27,0 

zu bestimmen. wobei die Sehreibweise andeuten soli. daB die reehte Seite auf eine 
Dezimale genau ist, so erhalten wir die Wurzel mindestens auf zwei Dezimalen genau. 
Denn setzen wir x = 3.01 = 3 {1 + 3~)' so ist ~ = 38 (1 + 8~O)3 IW 27.27*, und 
entspreehend wird fiir x = 2.99 ~ IW 27 (1 - l~O) =26.73. so daB wir sieber 
zwei Dezimalen in x = 3.00 ..• genau haben. 

Es bedarf daher jedesmal einer besonderen tJberlegung, um aus der 
gegebenen Genauigkeit der Koeffizienten auf die erreichbare Genauig­
keit der Wurzelbestimmung zu schlieBen. 

Das Einschachtelungsverfahren zur Bestimmung der einzelnen Wur­
zel, wie wir es eben beschrieben haben, ist natiirlich primitiv. Denn wenn 

... Wir ersetzen dabei den ganzen rationalen Ausdruek 

1] = (1 + E)3 

dureh die Sehmiegparabel erster Ordnung 

1]1=1+3E. 
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wir das erreichte Intervall jeweils einfach halbieren, so ist auf den be­
sonderen Verlauf der Kurve in dem Intervall keinerlei Riicksicht ge­
nommen. Schon friih hat man daher fiir die Einschachtelung ein giin­
stigeres Verfahren eingefiihrt. Wenn wir in den Endpunkten a und b 
des Intervalls die zugehOrigen Ordinaten I (a) und I (b) berechnet 
haben, so konnen wir ohne weiteres die Gleichung der Sehne aufstellen, 
die diese beiden Kurvenpunkte miteinander verbindet: 

y - f(a) f(b) - f (a) 
- x-a - = -r;:..-a---

Der Schnittpunkt dieser Sehne mit der x-Achse y = 0 hat die Abszisse: 

b-a 
x* = a -/(a) / (b) _/ (a) • 

~:r--'li-----'~f/-.j;--+-- Man berechnet nun nach dem Rornerschen 

Ii 

Schema den Funktionswert I(x*) und be­
stimmt aus dem Vorzeichen dieser Zahl, in 
welchem der beiden jetzt erhaltenen Inter­
valle die Nullstelle liegen muB (Abb. 46). 
Dann kann man dieses Intervall in der Regel 
noch dadurch verkleinern, daB man den 
Punkt (x*, I (x)*) mit demjenigen der bei­

r~-T""""H:--:!:--1-- den Punkte (a, I(a») bzw. (b, I(bl) verbindet, 

Ii 

dessen Ordinate das glefche Vorzeichen wie 
I(x*) hat (ob. Abb). Fallt der Schnittpunkt 
x** dieser Geraden I}1it der x-Achse in das In-

Abb.46. 
tervall a bis b, so sind x* und x** die Grenzen 

eines neuen Intervalls, das im allgemeinen sehr viel kleiner ist als das 
urspriingliche Intervall a bis b. Man kann dann von diesem Intervall 
aus das Verfahren wiederholm und so die Grenzen des Schachtelungs­
intervalls einander rasch so nahe bringen, daB sie in der verlangtm An­
zahl von Dezimalen iibereinstimmen. Damit ist dann die gesuchte 
Wurzel mit der gewiinschten Genauigkeit ermittelt. Diese Berechnungs­
weise wurde von den alten Mathematikern als Regel des lalschen An­
satzes (regula falsi) bezeichnet, weil man die wirkliche Kurve durch 
eine "falsche", namlich durch die Sehne, ersetzt, um einen Naherungs­
wert fUr die Wurzel zu erhalten. 

Dieses Verfahren der regula falsi uscheint keineswegs ideal, sondern 
laBt sich unmittelbar durch ein wesentlich vollkommeneres Verfahren er­
setzen. Raben wir namlich irgendwie einen Naherungswert x~ fUr die ge­
suchte Wurzel XCI gefunden, so daB der absolute Wert von f (x~) nicht 
mehr allzu groB ist, so konnen wir in diesem Kurvenpunkte (x:' I (x:» 
die Tangente konstruieren (Abb. 47). Bestimmen wir darauf den SChllitt­
punkt der Tangente mit der x-Achse, so wird seine Abszisse x:* im 
allgemeinen einen sehr guten Naherungswert fiir die gesuchte Nullstelle 
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angeben. Allerdings konnen wir unter ungiinstigen Umstanden einen 
schlechteren Wert bekommen (Abb. 48). An der vorher anzufertigenden 
Zeichnung wird man aber leicht erkennen konnen, wann ein solcher 
Ausnahmefall eintritt. 1m allgemeinen wird unser Verfahren zu einem 
besseren Naherungswert fUhren. 

Der Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse laBt sich leicht 
berechnen. Denn da die Tangente Schmiegungsparabel erster Ord­
nung an der Stelle x: ist, so lautet ihre Gleichung: 

y Y = I(x!) + f(x!)(x - x!), 
und der Schr.ittpunkt y 
dieser Geraden mit der 
x-Achse y = 0 hat die 
Abszisse : -h''---~-~:-----==.To''l!r~x 

Abb.47. 

** * f (xt) 
xo = xo - t'(xtj' 

Das zweite Glied auf der 
rechten Seite wird man 

Abb.48. 

dabei zweckmaBig als eine Verbesserung auffassen, die man an dem 
Na,herungswert x: anzubringen hat, urn einen (im allgemeinen) besseren 
Naherungswert x:* zu erhalten. Dabei wird man 1 (x:) und I' (x:) gleich­
zeitig nach dem Hornerschen Schema berechnen. Offenbar laBt sich das 
Verfahren unmittelbar wiederholen, indem wir von dem Naherungswert 
x:* ausgehen, nach dem Hornerschen Schema / (x:*) und I' (x:*) be­
rechnen und dann 

x*** = x** _ t (xt*) 
o 0 t'(xt*) 

als besseren Naherungswert berechnen. Die so bestimmte Folge von 
Naherungswerten 

x!, x!* x!**, ... 

wird schon in den erst en Gliedern die Wurzel mit der verlangten Genauig­
keit liefern, so daB man in der Regel bei diesem Verfahren mit ein, zwei 
oder drei Schritten auskommt. 

Dieses Verfahren stammt von 1. NEWTON (1642-1727). Es wird 
als das Newtonsche Ver/ahren zur Bestimmung der Nullstellen einer 
Gleichung bezeichnet und ist nicht nur auf ganze rationale Funktionen 
anwendbar, sondern auf jede Funktion, bei der in einer Umgebung der 
gesuchten Nullstelle die Existenz der 1. Ableitung gesichert ist. 

Auf ga be: Es soli en die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 

x3 - 6 Xi + 5 x + 11 = 0 

auf zwei Dezirnalen genau bestirnrnt werden. 
Urn den Verlauf der Kurve 

y = x3 - 6X2 + 5 ~+ 11 

angenahert zu liberschauen, rechnen wir flir eine Reihe von ganztahligen x die zu-
Prange.v. Koppenfels, Integral· u. Differentialrecbnung I. 7 
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gehorigen y aus: 

y 

01'121 31 41 ~ 

111111151-,1-':'1 
Als Nll.herungswerte fUr die Wurzeln haben wir somit 

xf = - 1 • xr = 3 und x: = 4. 

Urn den Nll.herungswert der ersten Wurzel ~ = - 1 zu verbessern. rechnen wir 
t (- 1) und f' (- 1) nach dem Hornerschen Schema aus und haben 

xt = - 1 -6 5 11 
-1 7 --12 

-7 12 l-=-i 
-1 8 
-8 I~ 

Also ist der verbesserte Nll.herungswert 

** + 1 Xl = - 1 + 20 = - 0.95· 

Rechnen wir fUr diese Abszisse den Wert der Funktion und der ersten Ableitung. 
so erhalten wir 

x:*=-0.95 - 6 5 11 
_-----,0;;'-.9':-'5:--_+--'-c:-6,-c.-;-60::--_- 11.02 

- 6.95 11.60 0.02 
- 0.95 7.50 
- 7.90 1'9.10 

Die Verbesserung wurde also nur noch die dritte Dezimale beeinflussen. x~*= - 0.95 
ist auf zwei Dezimalen genau die erste Wurzel. 

Fur die Verbesserung des Nll.herungswertes x:= 3 der zweiten Wurzel berechnen 
wir ebenso nach dem Hornerschen Schema: 

-1 
1(3)=-1. /'(3)=-4. x:*=3--.=2.75 

-4 
lind fur diesen verbesserten Wert: 

/(2.75)=0.19. 1'(2.75)=-5.32; x;** =2.79 
1(2.79) = - 0.05. 1'(2.79) = - 5.13; x:***= 2.78 

In der gleichen Weise verbessern wir den Nll.herungswert x: = 4 der dritten 
Wurzel: 

1(4) = - 1. 1'(4) = 5; 
1(4.2) = 0.25. I' (4.2) = 7.52; 

Wenn eine Gleichung n-ten Grades 

x:* = 4.2 
x:** = 4.17. 

(11) anxn + an_lxn- 1 + ... + alx + ao = 0 

gerade n Nullstellen Xl' x2 • ••. , Xn hat, so kann man die linke Seite als 
Produkt von n Linearfaktoren in der Form 

an (x -- Xl) (X - X2) ... (X - Xn) = 0 

darstellen. Daraus ergeben sich einige Kontrollen fUr die Richtigkeit der 
berechfleten Werte 

x~, x2 ' ••• , X n , 

deren Kenntnis gelegentlich von Bedeutung ist. 
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Betrachten wir, urn die Rechnungen abzukurzen, eine Gleichung 
vierten Grades mit vier reellen Wurzeln, so haben wir die Beziehung 

a4 oX' + aa x3 + az X Z + a l x + ao 

= a, (x - Xl) (x -. x2) (x - x3) (x - x4), 

die fUr alle Werte von x erfullt sein muB. Multipliziert man auf der 
rechten Seite aus, so findet man durch Koeffizientenvergleich 

Man hat hiernach bei der Berechnung der Wurzeln einer Gleichung 
vierten Grades die Kontrolle, daB die Summe der vier berechneten Wur-

zeIn gleich ( -- aa) und das Produkt der vier Wurzeln gleich (+ a~) sein 
\ ~ ~ 

muBI. 
Die Ausdrucke auf der linken Seite sind die Summen der Wurzeln, 

bzw. die Summen der Produkte von je zWei, drei, ... Wurzeln. Wenn 
man entsprechend das Produkt 

(x - Xl) (x - xz) ... (x - x,,) 

nach Potenzen von x geordnet anschreibt, so erhalt man durch Vergleich 
mit (11) die Beziehungen 

(Ha) 

Hat also eine Gleichung n-ten Grades n reelle Wurzeln, so gilt auch 
hier die entsprechende Kontrolle, daB die Summe und das Produkt 
aller Wurzeln in einfacher Weise durch den "ersten" llnd "letzten" 

Koeffizienten, a .. _l bzw. ao , ausgedruckt sind. (Es ist zweckmaBig 
a. an 

die Gleichung von vornherein durch an zu dividieren. so daB die Potenz 
x" den Koeffizienten 1 erhalt.) 

1 Die beiden mittleren Ausdriicke sind fiir eine Kontrolle zu unhandlich. 

7* 
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Wenden wir diese Kontrollen auf die drei Wurzeln 

Xl = - 0,95, Xz = + 2,78, xa = + 4,17 

der oben behandelten Gleichung an, so erhalten wir 

und 
XIXsxa = - 11.01, 

die im Rahmen der Rechengenauigkeit mit den negativen Werten des ersten und 
letzten Koeffizienten (6 bzw. - 11) der Gleichung iibereinstimmen. 

3, 44· Interpolationsformel von Lagrange. Da eine ganze rationale 
Funktion n-ten Grades, wie wir sahen, hochstens n Nullstellen besitZfn 
kann, muB jede solche Funktion 

y = a"x" + a .. _1x .. - 1 + ... + a1x + au, 

die mehr als n, etwa (n + 1) Nullstellen besitzt, notwendig fUr alle 
Werte von x, oder, wie man auch sagt, identisch in x gleich Null sein, 
d. h. es miissen alle ihre Koeffizienten 

a,,=O, a"_1=O, ... ,a1=O, au=O 

sein. Daraus folgt weiter, daB eine ganze rationale Funktion n-ten Grades 
eindeutig bestimmt sein muB\ wenn man fiir (n + 1) Werte von x 

ihre Funktionswerte 

vorschreibt. Denn wenn es zwei voneinander verschiedene ganze ratio­
nale Funktionen n-ten Grades !n (x) und gn (x) gabe, die fUr die ange­
gebenen Abszissen diese Funktionswerte annahmen, so ware die Differenz 

y = ! .. (x) - gn(x) 

eine ganze rationale Funktion von hochstens n-tem Grad, die die (n + 1) 
Stellen als Nullstellen be sit zen wiirde. Eine solche rationale Funktion 
muB aber identisch Null sein, d. h. die beiden Funktionen !,,(x) und 
g" (x) miiBten die gleichen Koeffizienten besitzen. 

E~ bleibt uns iibrig, die ganze rationale Funktion n-ten GIadeswirklich 
zu bilden, die an den (n + 1) Stellen die vorgegebenen Funktionswerte 
annimmt. Eine solche Funktion konnen wir fiir einen Sonderfall, wenn 
namlich die Funktionswerte 

... , 

sind, leicht angeben. Wir brauchen nur 

y(x) = C(x - x2)(X - %3)'" (x - Xn+l) 

anzusetzen, urn eine Funktion zu haben, die an den n-Stellen x = x2' 
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x = Xa •... , x = Xn +1 gleich Null· wird. Flir x = Xl hat sie den Wert 

Y(xl ) = C(XI - XS)(XI - xa) •.. (Xl - X,,+1), 

und wenn wir daher 
C= t 

(Xl - X1)(XI - X 3) • ' •• (Xl - X,,+l) 

setzen, so haben wir in der Funktion 

jill (X) = (X - x1)(x - xa) ..• (X - Xft+l) 

(Xl - X.)(XI - X3) ... (Xl - x"+l) 

die ganze rationale Funktion n-ten Grades der gewiinschten Art vor uns. 
Ebenso ist 

1(11 (x) = (x - xl)(x - xa) •.. (x - x .. +l) 
(xz - XI)(XI - x3 ) ••• (XI - X,,+l) 

die ganze rationale Funktion n-ten Grades die an den (n + 1) Stellen 
die Werte 

1(II(X1) = 0, 1(II(xl ) = 1, I(SI(xa) = 0, ... , jlll(xn+l) = 0 

annimmt. Entsprechend bilden wir die ganze rationale Funktion 1(3I(X), 
die flir X = Xa den Wert 1 und an den n anderen Stellen den Wert 0 
annimmt usw., schlieBlich die Funktion 

f(n+ll(x) _ (x - xI)(x - Xli)'" (x - x,,) 
- (X .. +l - Xl)(X .. + l - XI) ••• (x,,+l - x,,)' 

die flir X = x,,+1 den Wert 1 und an den n anderen Stellen die Werte 
Null annimmt. 

Aus diesen (n + 1) besonderen Funktionen 1(1) (x) , 1(21{x), ... , 
I(n+ 11 (x) k6nnen wir nun diejenige ganze rationale Funktion n-ten 
Grades, die an den Stellen Xl' xs,'" x,,+1 die vorgeschriebenen Werte 
AI' As, .. . An+l annimmt, durch Oberlagerung in der Form 

• 
I(x) = Al /(11 (X) + As/(ll(x) + ... + A"f("'(x) + A"+1/("+1I(x) 

aufbauen. Flihren wir darin die Ausdriicke der (n + 1) Funktionen 
Jl"1(x) ein, so Iiegt es nahe, in ihnen allen den gleichen Zahler 

(x - x1){x - x2) ••• (x ...,.... x,,)(x - X"+1) 

herzustellen, indem man im Zahler und Nenner mit (x - Xl)' bzw. 
(X - XI), .•. , bzw. (X - X"+1) erweitert. Dann kann der gemeinsame 
Zahler abgesondert werden, und man erhalt 

~ A t 
{12) l(x)=(x-X1)(X-XS)",(X-Xn+l)l( )( 1) ( ) __ + 

Xl-X. XI-Xa ... Xl-X,,+l X-Xl 
AI t 

+ (xz - xl)(xi - xa) ... (XI - x,,+1) X - XI + ... + 
+ A~ t ] 

(x .. +1 - x I )(x,,+1 - XI) ••• (x .. +1 ~ x .. ) X - x,,+1 

als die Darstellung der gesuchten ganzen rationalen Funktion n-ten 
Grades, die an den vorgeschriebenen Stellen die vorgeschriebenen 
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Werte annimmt. Man nennt diese Formel nach dem franzosischen Mathc­
matiker J. L. LAGRANGE (1736-1813), der von Friedrich d. Grol3en 
als Nachfolger EULERS an die Berliner Akademie berufen wurde, die La­
grangesche Interpolationsformel. Ais Interpolation bezeichnet man nam­
lich die Aufgabe, fUr eine Funktion t(x), von der an einer Anzahl Stel­
len x die Funktionswerte f (;,,~) bekannt sind, auch die Werte in den 
dazwischen liegenden Intervallen zu bestimmen, oder geometrisch ge­
sprochen, eine Anzahl bekalmter Punkte der (x, y)-Ebene durch 
eine Kurve zu verbinden. Unsere Formelleistet dies filr die Bestimmung 
der ganzen rationalen Funktion n-ten Grades, die durch die (n + 1) vo(­
geschriebenen Punkte hindurchgeht. Sie leistet allerdings noch mehr, 
denn sie gibt nicht nur die Interpolation, sondern auch die Extra­
polation, da sie auch die Funktionswerte aul3erhalb der betrachteten 
Intervalle zu berechnen gestattet. 

§ 4. Elemente der Differenzenrechnung. 
4, I. Die Newtonsche Interpolationsformel. 

4, II. Beispiel. Wir haben in § 3, 44 erkannt, dal3 eine ganze rationale 
Funktion n-ten Grades dadurch festgelegt werden kann, daB man zu n+1 
Werten der unabhangigen Veranderlichen die Fnnktionswerte vorschreibt. 
Dieses Ergebnis enthalt die bereits bekannten Tatsachen, daB eine gerade 
Linie durch zwei, eine Parabel zweiten Grades durch drei Punkte be­
stimmt ist. Wir haben auch bereits in del' Lagrangeschen Interpolations­
formel ein Mittel in der Hand, aus den gegebenen Kurvenpunkten die 
Gleichung der Parabel n-ten Grades abzuleiten. Diese Formel stellt aber 
nicht in allen Fallen das geeignete Mittel zum Aufbau einer ganzen ratio­
nalen Funktion dar, wie zunachst an einem Beispiel veranschaulicht 
werden solI. 

Zur experiment ellen Bestimmung des Weg-Zeit-Gesetzes fUr di~' 
Bewegung eines senkrecht nach unten geschieuderten Korpers seien in 
Zeitabstanden von "l" = 0,1 sek Messungen vorgenommen, deren Ergeb­
nisse wir in folgender Tabelle zusammenstellen: 

Fallzeit in sek 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 

Fallstrecke in em 

15 
40 
75 

120 
175 

Die Messungen seien unter konstanten Abwurfbedingungen so oft 
wiederholt, daB die angegebenen Werte als genau anzusehen sind. 
Unser MeBergebnis ist in Abb. 49 veranschaulicht. Wir stellen uns 
auf den Standpunkt, das Weg-Zeit-Gesetz .des senkrechten Wurfes 
sei uns nicht bekannt. Es ist dann eine naturgemal3e Aufgabe, eine 
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Funktion zu suchen. deren Kurve durch die 6 Punkte O. P lo P2• Pa, 
p ... P 6 der Abbildung hindurchlauft. Es ware nun sehr unzweckmaBig, 
aus den 6 Funktionswerten nach der Lagrangeschen Formel eine ganze 
rationale Funktion 5-ten Grades zu bestimmen; denn die Zahl 6 
ist ja vollig willkurlich gewahlt, und es liegt daher gar kein Grund 
zu der Annahme vor, daB die den Vorgang beschreibende Funktion 
gerade·vom 5-ten Grade sei. Es erscheint viel naturlicher, zunachst einen 
einfachen Ansatz zu machen und diesen 
dann immer mehr zu verbessern, bis 
man schlieBlich am Ziel ist. Fur die 
gesuchte Funktion s = I (t) werden wir 
daher als erste Naherung einen linearen 
Ansatz machen. Wir nehmen dazu die 
Gerade durch die Punkte 0 und PI' SO 
deren Gleichung lautet: 

11 (t) = !l. 1 mit !l = 150 cm/sek. 
T T 

s 

Abb.W. 

Die Figur zeigt uns unmittelbar, daB diese Naherung noch zu grob ist; 
denn auBer 0 und P1liegen alle Punkte erheblich oberhalb der Geraden. 
Wir werden daher einen Schritt weitergehen und als zweite Naherungs­
funktion eine Parabel zweiten Grades nehmen, die durch die Punkte 0, PI 
und P2 hindufchgeht. Zu ihrer Bestimmung konnten wir nun naturlich 
die Lagrangesche Interpolationsformel verwenden; es ist aber der ganzen 
Entwicklungsmethode angemessener, die zweite Naherung dadurch her­
zustellen, daB man, an der ersten eine Verbesserung anbringt, die das 
durch die erste ~aherung bereits Erreichte erhalt und daruber hinaus 
noch dafUr sorgt, daB die entstehende zweite Naherung 12(/) auch durch 
den Punkt P2 hindurchlauft. Fur 1 = 2-r = 0,2 sek hat nun 11 den Wert 
30 cm. Die Verbesserung VI (I) ist also dadurch festgelegt, daB sie bei 
t = 0 und bei t = -r verschwinden muB (damit 12 (t) auch durch 0 und PI 
hindurchlauft), und daB sie fUr 1 = 2-r den Wert d = 10 cm besitzen 
muG. Sie ist dam it gegeben durch: 

V (t) = t (t - T) d 
1 ,T.2T' 

und damit ergibt sich fUr die zweite Naherung: 

( 5 d) d 1 d 12(t) = 11(t) + V1(t) = ~-- t+-1 t2 =Vot+-ji t2 
T 2T 21" 2 1" 

mit 
2 sJ - d... f k d 1 I k2 * Vo = ~ = ,00 cm se , TI = OOOcm se . 

Es zeigt sich nun in unserem Falle, daB diese zweite Naherungskurve 
bereits auch durch die drei ubrigen festliegenden Punkte hindurchgeht, 

• Das Experiment hatte also fiir g den Naherungswert 10 m/sekl geliefert. 



lO4 Die ganzen rationalen Funktionen. 

so daB wir das Ziel bereits erreicht haben. Ware das nicht der Fall ge­
wesen, so hatten wir folgendermaBen fortfahreJ} mussen: Wir hatten 
an der zweiten Naherungsfunktion eine weiterc Verbesserung V2 (t) 
angcbracht mit der Eigenschaft, bei t = 0, 1", 21" zu verschwinden 
und bci t = 31" den Fehler der Funktion 12(t) auszugleichcn, so daJJ 
13 (t) = 12 (t) + V 2 (t) bei t = 3 1" den vorgeschricbenen Wert Sa = 75 cm er­
rcicht hatte. Wir erkennen, daB wir auf diesem Wege immer weiter hatten 
fortschreiten konnen und sehen, daB wir so zu eimm neuen Verfahren 
gelangen, eine ganze rationale Funktion aus vorgfschrifbenen J l'nktions­
wert en aufzubauen. Diese Entwicklung hat dm Charakter einer schritt­
weise immer besser werdenden Annaherung und ist in diesem Sinne mit 
der in § 3. '35 besprochenen Annaherung durch Schmiegparabel~ verwandt. 

4. 12. Ableitung der Newtonschen Interpolationsformel. Es handelt 
sich nun noch darum, dem an unserem Beispiel entwickelten Gedanken 
cine allgemeine Form zu geben. Wir beschranken uns dabei auf den 
praktisch wichtigsten Fall, daB die Abszissenwerte, fUr die die zugc­
horigen Ordinaten vorgeschrieben sind, untereinander gleiche Abstande 
haben (aquidistant sind). Wir such en eine ganze rationale Funktion 
von hochstens n-tem Grade, die an den (n + 1) Stellen xu' Xu + h, 
Xu + 2h, ... , Xu + nh die vorgegebenen Werte annimmt. 

In dem gleichen Sinn wie in 3,35 werden wir als nullte Naherungs­
funktion die horizontale Gerade durch Pu ansehen, wir setzen also 

fo(x) = t (xo)· 

Als erste Naherung nehmen wir eine line are Funktion, die auBer bei Xu 

auch bei Xo + h den vorgeschriebenen Wert besitzt. Das Verbesserungs­
glied, das wir zu 10 (x) hinzufiigen mussen, muf3 also bei Xo verschwinden 
und bei Xo + h den Wert 

(1 a) 

annehmen, den wir in der Form 

(1 ) 

schreiben 1. Wir erhalten damit fUr die erste Naherung: 

Il(x) = t(xo) + LPf(xtd~x - xo). 

Die in (1) eingefUhrte GroBe /P/(xo), der Fehler der nullten Naherungs­
funktion fUr die Abszisse Xo + h, oder, anders ausgedruckt, die Ordina­
tenspanne an der Kurve 1 (x), die entsteht, wenn man, von der Stelle Xo 

ausgehend, urn die Abszissenspanne h fortschreitet, wird die "erste Dille­
renz" der Funktion I (x) an der Stelle Xo genannt, wobei zu ihrer Fest-

1 In den Symbolen LP, ,12, ... bedeuten die Ziffern keine Exponenten, sondern 
Indizes. 
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legung auBer Xo auch noch die zugrunde liegende Abszissenspanne h 
angegeben werden muB. 

Urn nun zu der zweiten Naherung zu gelangen, werden wir zuerst den 
F ehler der erst en Naherungsfunktion bei Xo + 2h bestimmen und erhalh n: 

t(xo + 2h) - tl(XO + 2h) = t(xo + 2h) -. t(xo) - 2,11t(XO)' 

Bedenken wir, daB wir die in (1) definierte erste Differenz statt bei Xo 

auch an irgend einer anderen Stelle bilden und t (xo + 2h) durch 

t(xo + 2h) = I(xo + h) + A1t(xO + h) 

ersetzen konnen, so erhalten wir fUr den berechneten Fehler der erst en 
Naherungsfunktion: 
(2) t(xo + 2h) - II(XO + 2h) = ,11/(xo + It) - ,1lt(XO) = ,12/(xo). 

Den Fehler der ersten Naherungs­
funktion bei Xo + 2h finden wir also, !I 
indem wir aus den fUr Xo und Xo + h 
gebildeten ersten Differenzen aber­
mals die Diffetenz bilden. Man 
nennt diese GroBe daher die "zweite 
Ditterenz" an der Stelle Xo (Abb. 50). 

Urn diesen Fehler nun auszu­
gleichen, fUgen wirein Verbesserungs-
glied zu der erst en Naherung hinzu, 
das wir durch Multiplikation dieses 
Fehlers A 2 t (xo) mit einer ganzen 

~ 
'<::l 

ff.r,+zllJ, 

x,+h 

Abb.50. 

!I-.t.(z) 

J: 

rationalen Funktion zweiten Grades erhalten, die bei Xo und Xo + h ver­
schwindet und zugleich bei Xo + 2h den Wert 1 annimmt. Sie muB 
also !auten: 

(x - xo)(x - Xo - h) 
h'2h 

und damit ergibt sich fUr die zweite Naherungsfunktion: 

t ( ) = t( ) + Alf(xo) (x - xo) + Alf(xo) (x - xo)(x - Xo - h) 
2 X Xo 1 ! h 2! hi . 

Es ist vollig klar, wie die weitere Entwicklung vor sich zu gehen hat, 
und wir erkennen auch bereits das Bildungsgesetz. Wenn wir namlich 
in Erweiterung von (1) und (2) schreiben: 

(3) 

und so neben der erst en und zweiten noch hohere Differenzen einfUhren, 
wenn wir ferner die folgenden Abkiirzungen verwenden: 
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(x - x o) = G ( ) 
I! 1 x, 

(x - xo)(x - Xo - h) = G (X) 
2! 2, , 

(4) (x-xo)(x-xo-h)(x-Xo-21,) ... (x-Xo--(k-I)!I)=G () 
kl /, X 

so la/3t unser bisheriges Etgebnis vermuten, da/3 die k-te Naherungsfunk­
tion allgemein lautet: 

(5) fk(X) = f(xo) + L11f(X~G~i:) + L12f(X~~G2(X) + ... + Jkf(X~~Gk(X). 

Da wir diese Formel Hir den speziellcn Wert k = 2 bereits bewiesen 
haben, k6nnen wir uns zum Beweis ihrer Allgemeingtiltigkeit des in 
§ 3,12 besprochenen Schlusses der vollstandigen Induktion bedienen. 
Wir set zen also die Gtiltigkeit von (5) Hir die k-te Naherung voraus und 
beweisen, da/3 diese Formel dann auch Hir die (k + 1)-te richtig ist. 
Der Dbergang von der k-ten zur (k + i)-ten Naherungsfunktion be­
deutet die Hinzunahme eines Zusatzgliedes, das an den Stellen X = xo, 
Xo + h, ... , Xo + kh verschwindet und bei X = Xo + (k + 1)h den 
Fehler der in (5) gegebenen Naherungsfunktion ausgleicht. Wenn die 
Darstellung (5) auch fUr k + 1 richtig ist, mu/3 dieses Zusatzglied die 
Gestalt 

,1k+1 f(xo) Gk+l (x) 
hk+1 

besitzen. In der Tat verschwindet diese Funktion an den vorgeschrie­
benen Stellen und besitzt bei x = Xo + (k + 1) h den Wert ,1 k+ 1 t (xol. 
Aus (4) folgt namlich Hir nattirliche Zahlen 'V, r unmittelbar: 

(6) 

insbesondere ist also 
Gk+J(XO + (k + I)h) = 1 

hk+1 • 

Danach bleibt nur noch zu beweisen, da/3 der Fehler der k-ten Naherungs­
funktion an der Stelle Xo + (k + 1) h gleich ,1 k+l t (xo) ist. Es ist offen­
bar nach (6): 

(6a) h(xo + (k + i)h) = t(xo) + (k ~- I) ,11/(XO) + (k ~ I) ,12f(xo) 

+ ... + (k -; I) ,1kt(XO)' 

und wir mtissen jetzt fUr t (xo + (k + 1) h) eine ahnliche Darstellung 
suchen. Dazu beachten wir zunachst, da/3 unter der gemachten Voraus-



4. 1. Die Newtonsche Interpolationsforrnel. 107 

setzung der Giiltigkeit von (5) fUr die k-te Niiherung I(xo -I- kh) 
= ITc (xo + kh) ist, und daB daher gilt: 

I(~o + kh) = /(xo) + (~)L11/(xo) + G)L12/(xo) + ... -I- (~)L1TcI(xo). 

Hierin ersetzen wir nun Xo durch Xo + h, so daB sich. wenn wir noch 

(~) = 1 beach ten. ergibt: 

I(xo + (k -I- 1)h) = (~)/(xo + h) -I- (~)L11/(xo + h) + 

-I- G) L12 /(xo + h) + ... -I- (~)L1TcI(xo -I- h). 

Wenn wir hierin der Reihe nach einsetzen: 

/(xo -I- h) = I(xo) -I- L11/(xo) 
L11 I(xo -I- h) = L11/(xo) -I- L1 2/(xo) 

und dabei die schon in § 3, 32 erwahnten Beziehungen 

beriicksichtigen, erhalten wir: 

(6b) I(xo-l-(k+ 1) h) = I (xo) -I- (k~l )L11 I(xo) + (k~l) L12 I (xo) + ... + 

-I- (ktl)L1TcI(xo) -I- L1Tc+1/(xo)' 

Subtrahiert man (6a) von (6b). so erhalt man in der Tat das erwartete 
Ergebnis, so daB (5) fUr jedes beliebige k bewiesen ist. Wir k6nnen daher 
k jetzt auch gleich n setzen und die gesuchte durch unsere n + 1 Punkte 
bestimmte Funktion n-ten Grades hinschreiben: 

(7) 
L:J1 f(~o) .11 f(~o) 

I(x) = I .. (x) = I (xo) + -h-G1 (x) -I- h l- G2 (x) + ... + 
-I- ~~~~o) G .. (x) . 

Diese Formel wird als .. Ne·wtonsche Interpolationslormel" bezeichnet. 
Die in ihr auftretenden Polynome Gr (x) sind bei vorgeschriebenen Werten 
von Xo und h leicht anzugeben, die Koeffizienten der Entwicklung er­
geben sich. bis auf die Potenzen von h, durch wiederholte Differenz­
bildungen aus den n + 1 zahlenmaBig gegebenen Funktionswerten 
nach (3), wobei aber in diesen Gleichungen Xo auch durch Xo + h. 
Xo -I- 2h, .0 o. Xo -I- (n - i)k zu ersetzen ist. Der Gang der Rechnung 
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ist in dem nachstehenden Schema fUr n = 4 zusammengestellt: 

I(xo) 
) LlI/(xo) 

1 (xo + h) ) Ll2 1 (xo) 
) Lllt(xo+ h) ) Ll 3 t(xO) 

t(xo+ 2h) ) Ll 2 t(xO + h) ) Ll 4 t(xo) 
) Lllt(xo+ 2 It) ) Ll 3 /(xo+h) 

t (xo + 3 h) .) Ll2 t (xo + 2 It) 
) Lll t(xo+3 h) 

l(xo+4h) 

(An diesem Schema sieht man, daB sich aus n + 1 Funktionswerten 
keine hohere Differenz als die n-te bilden laBt, da es ja nur noch eine 
n-te Differenz gibt.) 

Unsere Ableitung der Newtonschen Formel zeigt auch die anschau­
liche Bedeutung der in (3) zunachst rein formal eingeftihrten hoheren 
Differenzen. Denn wir haben erkannt, daB Llk+1t(XO) der Fehler der 
k-ten Naherungsfunktion an der Stelle xo + (k + 1) h ist. 

Zu einem Sonderfall der Newtonschen Formel gelangen wir, wenn wir 
Xo = 0 und h = 1 setzen. Dann ist namlich: 

(8) 
X(X--1)(X-2)(X-3) ... (x-1'+O (X) 

Gr(x) = ! = , 
l' l' 

wenn wir die Schreibweise der Binomialzahlen auf diese "Binomial­
funktionen" iibertragen, und aus (7) wird: 

(9) t(x) = 1(0) + LlI/(O) G) + Ll 2 t(0) (~) + ... + LI"t(O) (:). 

Die Newtonsche Interpolationsformel zeigt in ihrEm Aufbau groBe 
Ahnlichkeit mit der Taylorschen Formel (§ 3,33). Die "Bausteine" sind 

hier an Stelle der Funktionen (~~it"~r die in (4) eingefUhrten Polynome 

Gr(x), und die Koeffizienten der Entwicklung erhalten wir anstatt durch 
Bildung der Ableitungen durch wiederholte Diffuenzbildung und nach­
folgende Division durch die Abszissenspanne h. An die Stelle der Ab­
leitungen sind also die "Differenzenquotienten" getreten, die aus den 
entsprechenden Differenzen einfach durch Division mit den entsprechen­
den Potenzen von h hervorgehen. Der ~rste Ditterenzenq1lotient hat die 
un mittel bar anschauliche Bedeutung der Sehnensteigung. 

4, 2. Die Differenzen als Funktionen. 

4,21. Definition und Grundeigenschaften. In der Newtonschen 
Interpolationsformel sind die an einer festen Stelle gEbildeten Diffe­
renzenquotienten als Koeffizienten aufgetreten, und der Aufbau die­
ser Formel veranlaBte uns, diese GroBen zu den Ableitungen einer 
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Funktion in Parallele zu setzen. Es liegt daher sehr nahe, jetzt die Be­
schrankung auf einen festen Zahlwert Xo der Abszisse x aufzugeben und 
die Differenzen bzw. Differenzenquotienten als Funktionen der Veran­
derlichen x aufzufassen, genau so, wie wir ja auch die Ableitungen einer 
Funktion wieder als Funktionen betrachtet haben. Wir ersetzen dem­
entsprechend jetzt in (3) Xo durch x und fUhren damit der Reihe nach die 
folgenden Funktionen ein: 

J I ~. i(.: ~ h; ~ ~. i(.; ~ ~.;. ,;.), 

I(x+h)- I(x) = Lll/(x) , 

Lll/(x + h) - Lll/(x) = LlB/(x) , 
(1O) 

Es ist klar, daJ3 zur Festlegung dieser Differenzenfunktionm die zu­
grunde liegende Abszissenspanne h vorzugeben ist. An Stelle der Diffe-

k " . t" r h h d' D'ff t' t LJrf(x) renzen onnen Wlr na ur IC auc Ie I erenzenquo len en -,;r-
betrachten. 

Der Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrem erst en Dif­
ferenzenquotienten ist mit dem Zusammenhang der Funktion und ihrer 
ersten Ableitung sehr eng verwandt; denn zu jedem Abszissenwert x 
gibt der erste Differenzenquotient die mit der Abszissenspanne h ge­
bildete Sehnensteigung an, genau so~ wie die erste Ableitung die Tan­
gentensteigung liefert. Dieser Zusammenhang laJ3t sich aber auch in 

umgekehrter Richtung betrachten. 1st namlich ~~~~! = g (x) und sind 

Xl und x2 zwei Abszissenwerte, die sich urn ein ganzzahliges Vielfaches 
von h unterscheiden, so gilt offenbar: 

(11) l(x2) -I(xl ) = {g (Xl) + g (Xl + h) + ... + g (x2 - h)}. h 
";0- h 

= Sg(x) h. 

Der Buchstabe S ist dabei das Symbol fUr die Summenbildung. Die 
Summe (11) ist die mit der Abszissenspanne h gebildete linke Rechtecks­
summe unter der Kurve g (x). Zwischen der Rechteckssumme und der 
Sehnensteigung besteht also die gleiche Reziprozitat, die wir immer 
zwischen dem Flacheninhalt unter einer Kurve und der Tangenten­
steigung gefunden hatten. Auch hierin findet die schon mehrfach be­
merkte enge Verwandtschaft einen bedeutsamen Ausdruck. 

Die in (11) eingefUhrte Symbolik wird auch dahingehend verallge­
meinert, daJ3 man die Grenzen fortlaJ3t und schreibt: 

(11 a) I(x) = S g (x) h. 

Es solI hierdurch nur ausgedriickt werden, daJ3 g (x) der erste mit 
der Abszissenspanne h gebildete Differenzenquotient von I (x) ist. 
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Die Bildung der Differenzen wird sehr erleichtert durch die beiden 
folgenden, aus (10) unmittelbar hervorgehenden Satze: 

(12) Llk[fl(X) + fz(x)] = Lltfl(X) + Lltfz(x), 

(13) Llt[af(x)J =aLltf(x), 

die natiirlich auch fiir die Differenzenquotienten gelten und die den 
Oberlagerungssatzen fUr die Ableitungen entsprechen. 

4.22. Die Differenzen der ganzen rationalen Funktionen. Wenn wir 
von der Funktion xn die erste Differenz bilden: 

Lll xn = (x + h)" - xn, 

so sehen wir mit Hilfe des binomischen Satzes (3,32), daB das Glied xn 
gerade herausfallt und eine ganze rationale Funktion (n - i)-ten Grades 
tibrigbleibt. Die gewonnenen Dberlagerungssatze geben uns dann die 
Moglichkeit, folgende Aussage zu machen: 

Die erste Dit/erenz einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades ist 
eine ganze rationale Funktion (n -i)-ten Grades. 

Durch fortgesetzte Anwendung dieses Satzes findet man weiter, daB 
die n-te Differenz einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades eine 
Konstante ist, und daB aIle hoheren Differenzen gleich Null sind. Sefbst­
verstandlich bezieht sieh das tiber die I;>ifferenzen Gesagte auch auf die 
Differenzenquotienten. Wir erkenIJen auch hier, wie groB die Ahnlich­
keit mit dem Verhalten der Ableitungen ist. 

Demgegeniiber fallt auf, daB, anders als bei den Ableitungen, die 
erste Differenz von XT keineswegs eine Lesonders einfache ganze ratio­
nale Funktion ist. Man sieht, daB man einen sehr langen Ausdruck fUr 
die erste Differenz einer ganzen rationalen Funktion erhalt, wenn man 
diese nach Potenzen von x aufbaut und gliedweise die erste Differenz bil­
det. Offenbar sind die Funktionen xT , von diesem Standpunkt aus geseh.en, 
gar nieht die einfachsten ganzen rational en Funktionen, und wir werden 
daher nach solchen Funktionen suchen, die in dieser Beziehung ein iiber­
sichtlicheres Verhalten zeigen. Da nun bereits in der Newtonschen Inter­
polationsformel im Vergleich zur Taylorschen Formel an die Stelle der 

Funktionen (x -;to)' die durch (4) definierten Funktionen G,.(x) getreten 

sind, liegt es nahe, diese auf ihre Differenzeneigenschaften zu unter­
suchen. 

Die Funktion Gr (x) hatten wir so eingefUhrt, daB sie an den Stellen 
xo, Xo + h, ... , Xo + (r -1)h verschwindet, an der Stelle Xo + rh 
aber den Wert hT annimmt. Der Differenzenquotient dies€[ Funktion, 
der natiirlich mit der gleichen Abszissenspanne h zu bilden ist, ver­
schwindet daher bei xo, Xo + h, ... , Xo + (r - 2) h und hat bei 
Xo + (r - 1) h den Wert hr- 1• Diese Eigenschaften hat aber gerade die 
Funktion Gr-1(x), und da LllGr(X) eine ganze rationale Funktion 
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(r - i)-ten Grades ist, die also durch Angabe von r Funktionswerten 
eindeutig bestimmt ist, muB gelten: 

(14) LfIGr{x) - G () 
h - r-l X • 

(Diese Beziehung laBt sich auch durch einfaches Ausrechnen sofort 
bestatigen.) Die Funktionen Gr(x) zeigen also in bezug auf die Dif­
ferenzenbij.dung ein besonders einfaches Verhaltm. 

Es ist immer moglich und fUr die Durchrechnung praktischer Auf­
gaben zweckmaBig, die unabhangige Veranderliche x so einzufiihren, 
daB die Abszissenspanne h gleich 1 und der Anfangswert Xo = ° wird. 
Dann treten die in (8) definierten Binomialfunktionen an die Stelle 
der Funktionen Gr (x), und wegen h = 1 fallen die Differenzenquotienten 
mit den Differenzen selbst zusammen. Aus der Gleichung (14) wird: 

( 15) 

oder ausgeschrieben: 

(15 a) 

Diese Beziehung ist uns flir den Fall, daB x eine natiirliche Zahl ist, 
schon in 3, 32 begegnet, jetzt kann aber in ihr x jeden beliebigen Wert 
besitzen. Die Umkehrung von (15) lautet mit der in (11 a) eingefiihrten 
Bezeichnungsweise: 

(1Sb) 

und wenn wir jetzt an das Summensvmbol Grenzen schreiben, so er­
halten wir die F ormel 

(is c) x.-l ( x ) =-~ (XI) _ (Xl) J r-1 r r' 

die der Differenzeneigenschaff (15) bzw. (15 a) der Binomialfunktion als 
Summeneigenschaft gegeniibertritt. Voraussetzung ist dabei selbst­
verstandlich, daB x2 - Xl eine ganze Zahl ist. Wahlt man insbesondere 
flir die untere Grenze den Wert 0, so kommt man zu: 

(n\ nS ( X) (0) (1) (n - 1', 
(iSd) r) = 0 r-1 = r-1 + r-1 +, .. + r-1) 

_ (r - 1) (r \ ... (n - 1) 
- r-1 + r-1/+ + r-1 

Bei der letzten Umformung ist beriicksichtigt, daB (,':'1) an den Stellell 

x = 0, 1, ... , r -. 2 verschwindet. Natiirlich kann man (15 d) auch ohnc 
Einfiihrung des Begriffes der Binomialfunktion unmittelbar aus der 
Differenzeneigenschaft der Binomialzahlen gewinnen. Es ist dies eine 
Beziehung, die zum sukzessiven Aufbau der Binomialzahlen dienen kann 
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und die in der Tat schon sehr fruh, namlich bei MICHAEL STlFEL 
(1486--1567), zu diesem Zweck verwandt wurde. 

Urn in einfacher Weise von einer ganzen rationalen Funktion I (x) 
die Differenzen bilden zu konnen, werden wir sie jetzt in folgender Weise 
aufbauen: 

I (x) = bo + bi ( :) + b2 ( ;) + ... + b,. ( : ) , 

denn mit (15) und mit dem Dberlagerungssatz lassen sich hiervon sofort 
die Differenzen hinschreiben. Es ergibt sich allgemein fUr die k-te Dif­
ferenz 

.1kl(x) = bk + bk+l (:) + bk+2 (;) + ... + b,. (n ~ k)' 
solange k < n ist. Setzt man hierin x = 0, so wird 

.1k l(o) = bk , 

und es folgt 

I(x) = 1(0) + .11 /(Or(:) + ... + .1nl(O)(:). 

Wir sind also auf einem anderen Wege wieder zu der Gleichung (9) ge­
langt. Stellen wir dieser Formel die in § 3,31 gewonnene gegenuber: 

x Xi xn 
I(x) = 1(0) + I' (0) 11 + t" (0) 2 t + ... + I(n) (0) n! ' 

so sehen wir noch einmal ganz klar, wie bei dieser Betrachtungsweise die 

Binomialfunktionen (X) an die Stelle der Funktionen x: und die Diffe-r r. 
renzen, die hier im Fall h = 1 mit den Differenzenquotienten identisch 
sind, an die Stelle der Ableitungen treten. 

4, 3. Differenzengleichungen. 

Von grof3erer Bedeutung als die Bestimmung der Differenzen einer 
gegebenen Funktion ist im allgemeinen die Aufgabe, eine Funktion I (x) 
zu suchen, deren erste Differenz eine vorgeschriebene ganze rationale 
Funktion ist. Urn diese Differenzengleichung erster Ordnung 

(16) .1 1 /(x) = g(x) 

aufzulosen, wird man die gegebene ganze rationale Funktion g (x) aus den 
Funktionen G .. (x), bzw., nachdem die Abszissenspanne auf 1 reduziert 
ist, aus den Binomialfunktionen aufbauen: 

(16a) g (x) = (Xo + (Xl ( ~ ) + (X2 ( ;) + ... + (Xk ( : ), 

denn wir wissen ja, daf3 die spezielle Differenzengleichung LJI/(x) = C ~ 1 ) 

die Lasung I(x) = (:)besitzt [vgl. (15)], und kannen daher nach dem 
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Obedagerungsprinzip die Losung von (16) in der Form 

(16b) I(x) = «0 ( 7) + otl (;) + ot2 (;) + ... + otk(k ~ 1) 

schreiben. Hierzu kann noch eine willkurliche additive Konstante 
treten, da diese die Bildung der Differenz nicht beeinfluBt. Es bleibt 
noch die Frage zu entscheiden, ob mit (16b) bereits aIle Moglichkeiten 
solcher Funktionen erfaBt sind, deren erste Differenz eine gegebene ganze 
rationale Funktion ist. Urn hieruber Klarheit zu erhalten, bilden wir aus 
zwei Funktionen Idx) und 12 (x), die die gleiche erste Differenz besitzen, 
die Funktion '11 (x) = 12 (x) -11 (x). Fur diese muB dann 

Ll1'P(x) = 0, 
d.h.: 

'11 (x + 1) = 'P(x) 

gelten (fur jedes x), die Funktion '11 muB, wie man sagt, eine .. periodische 
Funktion"· mit der Periode 1 sein. Zu jeder Funktion, die die vorge­
schriebene erste Differenz besitzt, konnen wir also eine beliebige peri­
odische Funktion mit der Periode 1 addieren, ohne an der ersten Differenz 
etwas zu andern. Wenn wir uns nun aber auf ganze rationale Funk­
tionen 1 (x) beschranken wollen, so muBte tp (x) gleichzeitig periodisch und 
ganz-rational sein, und diese beiden Forderungen sind nur dann vertrag­
lich, wenn tp (x) eine Konstante ist. Es sei namlich a irgend ein Wert von x, 
und man betrachte die Funktion rp (x) - tp (a). Diese muB offenbar bei 
x =a, x = a + 1 , ... Nullstellen besitzen, und diese Nullstellenfolge 
bricht nicht ab; das ist bei einer ganzen rationalen Funktion nur mog­
lich, wenn sie identisch verschwindet. 

Eine ganze rationale Funktion ist durch ihre erste Dillerenz bis aul eine 
additive Konstante bestimmt. Damit vervollstandigt sich die Analogie 
der Differenzen- und Summenbildung einerseits und der Steigungs- und 
Flacheninhaltsbestimmung andererseits, die noch einmal in der folgen­
den Formelgruppe zusammengestellt ist: 

I(x) 

I' (x) 
X,-l 

(I' - 1)1 

x·+1 

F(x) = (1'+ i)! + c 

I(x) = (;) 

Lll/(x) = (I' ~ 1) 
51(x) = (I': 1) + c. 

Die Einfuhrung der hoheren Differenzen fiihrt uns unmittelbar dazu, 
den Begriff der Differenzengleichung, wie wir ihn in (16) aufgestellt 
haben, zu verallgemeinern. Indem wir in (16) die erste Differenz durch 
die n-te ersetzen, kommen wir zu der Aufgabe, eine Funktion I (x) zu 
bestimmen, die der Dillerenzengleichung n-ter Ordnung 

(17) Llnl(x) = R(x) 
Prange·v.Koppenfels, Integral· u. Differentialrecbnung I. 8 
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geniigt, wobei R (x) eine ganze rationale Funktion (beliebigen Gra­
des) ist. Wir lasen diese Differenzengleichung in n aufeinanderfolgen­
den Schritten. Denn da 

ist, so haben wir zunachst 

,r-1/(x) = 5 R(x) + Ct = Rt (x) , 

wo Rt (x) wieder eine ganze rationale Funktion ist; und zwar ist ihr Grad 
urn eine Einheit. h6her als der der Funktion R (x). Dann finden wir 
weiter 

L1"-9/(x) = 5 Rt(x) + C2 = R2 (x), 

und so fahren wir fort, bis wir scplieI31ich 

I(x) = 5 Rn_t(x) + Cn = Rn(x) 

als eine ganze rationale Funktion finden, deren Grad urn n Einheiten 
haher als der von R (x) ist und die n wiIIkiirliche Konstanten enthalt. 
Das entspricht wieder genau der Bestimmung einer Funktion, deren 
n-te Ableitung als eine ganze rationale Funktion 

yIn) = R(x) 

vorgegeben ist. Hier hat man n Flacheninhaltsbestimmungen nachein­
ander auszufiihren, wobei sich der Grad der ganzen rationalen Funktion 
urn insgesamt n Einheiten erhaht und bei jeder FHicheninhaltsbestim­
mung eine wiIIkiirliche Konstante additiv hinzutritt, so daB in das Er­
gebnis ebenfalls insgesamt n wiIIkiirliche Konstanten eingehen. 

Anwendung 12: Hangebriicke. Bei einer Htingebrucke ist die Fahrbahn 
an einem (iiber zwei "Tiirme" gespannten) Seil aufgehangt, und zwar im allge­
meinen mit Hilfe einer Anzahl von Tragstangen, die mit Kabelschellen <hi dem Seil 
befestigt sind. Das Seil wird dabei als vollkommen biegsam vorausgesetzt, so daB 
es nur Langsspannungen iibertragen kann und zwischen zwei benachbarten Stellen 
geradlinig verlauft, also die Form eines Polygonzuges erhalt, dessen Ecken in den 
Befestigungspunkten der Tragstangen liegen. Die Spannweite I der Hangebriicke 
ist ein ganzzahliges Vielfaches des Tragstangenabstandes h 

1= nh, 

wo n urn 1 groBer als die Zahl der Tragstangen ist. Man sagt, die Briicke habe 
:r . 

n Felder. Als laufende Veranderliche fiihren wir das Verhaltnis ~ = II ein, wobel :r 

den horizontalen Abstand yom linken Aufhangepunkt bezeichnet. Der groBeren 
Allgemeinheit zuliebe wollen wir die Tiirme zunachst nicht als gleich hoch voraus­
setzen, wenngleich sie bei wirklichen Ausfiihrungen in der Regel gleich hoch zu sein 
pflegen. Auf jede Tragstange entfalle das Gewicht q [kg]. Wir denken uns die 
Fahrbahn in einzelne Stiicke aufgeteilt, die je von der Mitte zwischen zwei Trag­
stangen bis zu der nachstfolgenden Mitte reichen1. Wir wollen versuchen, eine Kurve 

1 Die beiden Endstiicke der Fahrbahn, die dann iibrigbleiben, konnen urn so 
mehr vernachlassigt werden, als ja die Fahrbahn an den Tiirmen selbst noch ge­
stfttzt wird. 
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anzugeben. auf der die Eckpunkte des Polygonzuges liegen. so daB die einzelnen ge­
radliIligen Stiicke des Seils als Sehnen dieser Kurve erscheinen. Dazu betrachten wir 
drei auf einander folgende Eckpunkte des Seilecks p". P,,+l' Pr+2' deren Ordinaten 
Y", Yr+l' Yr+2 sein magen. Sie grenzen zwei Seiten des Seilecks abo die wir als 'I'-te 
und ('I' + 1 )-te Seite ansprechen wollen. Die Zugkraft des Seils in der 'I'-ten Seite sei 
gleich T". die in der anstoBenden ('I' + 1)-ten Seite gleich T,,+l' Es erscheint zweck­
mll.Big. diese beiden Zugkrll.fte in eine Horizontalkomponente H" ,bzw. H,,+l und 
eine Vertikalkomponente V" bzw. V"+1 zu zerlegen. Offen bar ist das Krll.ftedreieck 
dem Dreieck P" Qr+l P,,+l an dem Briickenseilll.hnlich. so daB 

V,.:H,. = (Y,,+l - y,,):(x"+1 - x,,) = Ll}',,:h 

ist. Es gilt also 

V,.=H"Lly" 
h 

und entsprechend natiirlich 
auch 

V H LlY"+1 
,,+1 = "+1-h-

Urn nun zu einer Bestim­
mung der Zugkrll.fte in den 
einzelnen Seiten des Seilecks ~--.~imii~~:&~71ia~~3:w~m' ~~oZ1~71~~~r-_ 
zu kommen. betrachten wir If" If 
eine Ecke des Seils. etwa den Abb. 51 

Endpunkt PHI' Dort sind 
offenbar drei Krll.fte miteinander im Gleichgewicht. nll.mlich die beiden Zugkrll.fte 
in den anstoBenden Seilseiten· und das Gewicht q. das an der Tragstange hll.ngt. 
Dabei wirkt die Zugkraft in der ('I' + t)-ten Seite in der Richtung von PHI 

nach Pr+2 und istdaher gleich T,,+l' Dagegen ist der Zugkraft in der 'I'-ten Seite 
die Richtung von P,,+l p.ach P" beizulegen. Sie ist also gleich (- T,,) zu setzen. 
Wir erhalten die Gleichgewichlsbedingungen fiir die drei Krll.fte am Endpunkt 
P"+l' wenn wir die Summen der Horizontal- wie der Vertikalkomponenten gleich 
Null setzen. Das Gewicht q hat eine vertikale Richtung. so daB seine Horizontal­
komponente Null ist. Es miissen also die Horizontalkomponenten der beiden Zug­
krafte einander gleich sein. und die erste Gleichgewichtsbedingung lautet: 

H"+1- H ,,=O. 

Fiir die Vertikalkomponenten der drei Krll.fte erhalte"n \Vir entsprechend die zweite 
Gleichgewichtsbedingung 

V,,+l- V" - q = O. 

Offenbar sagt die erste Gleichung aus. daB die Horizontalkomponente der Zug­
kraft fiir aile Seiten des Seilecks den gleichen Wert hat. 'Vir sprechen daher kurz 
von einem Horizontalzug H des Seilecks und haben 

H,,= Const = H. 
Damit folgt aber 

v - H Lly" ,,- h' 

so daB die zweite Gleichgewichtsbedingung in 

oder 

H (.1 y"+1- Ll Y,,) = q 
h 

8* 
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iibergeht. Die Kurve, aut der die Ecken des Seilecks liegen, hat also eine konstante 
zweite Ditlerenz, und zwar ist 

Diese Differenzengleichung zweiter Ordnung llU3t sich sofort 100en. Wir erhalten 
zunlichst 

und dann weiter 

Die Ecken des Seilecks liegen aut einer Parabel zweiten Grades mit vertikaler Achse, 
die nack oben offen ist. 

In die Gleichung der Parabel sind die drei willkiirlichen Konstanten H, C1 

uod C2 eingegangen, zu deren Festlegung drei zuslitzliche Angaben erforderlich 
sind. Man wird dafiir die Ordinaten Yo und y, der Aufhlingepunkte sowie die Or­
dinate y. der niedrigsten Tragstange wlihlen. Die Konstanten C1 und C2 bestimmen 
sich sofort aus den beider .. Randbedingungen" 

Zur Bestimmung des Horizontalzuges miissen wir dann noch angeben, wie tief die 
Kette durchhlingen soli. Es geniigt dabei, sich auf den Fall gleich hoher Aufhlinge­
punkte (Yo = y,), der in der Praxis fast allein vorkommt, zu beschrlinken. Die Glei­
chung der Parabel erhlilt dann mit den aus den Randbedingungen berechneten 
Werten der Konstanten C1, C2 die einfache Form: 

qh 
y - Yo = 2 H; (; - n). 

Offenbar muLl man nun unterscheiden, ob die Zahl der Felder n eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist. 

1st n gerade (n = 2 e), haben wir also eine ungerade Anzahl, nlimlich (2 e - 1) 
Tragstangen, so flillt der Angriffspunkt der mittleren, also der v-ten Tragstangen 
mit dem Scheitel der Parabel zusammen, auf der die Ecken des Seilecks liegen. 
1st y die Ordinate dieses Scheitels, so haben wir als weitere Beziehung 

qh 
Yo-Y* = -2H el , 

und diese GrBLle stellt den .. Durchgang" d dar. Wir erhalten also fur den Horizon­
talzug H den Wert 

1st die Anzahl der Felder n ungerade (n = 2e + i), so haben wir eine gerade 
Anzahl (2 e) von Tragstangen, und die Sehne des mittleren Feldes ist horizontal. 
Der Scheitel der Parabel, die die Ecken des Seilecks verbindet, liegt also unter der 
Mitte dieser horizontalen Seileckseite, und wir kBnnen nicht den Durchgang d 
angeben, sondern nur den HBhenunterschied /j dieses horizontalen Gliedes gegen die 
Aufhlingepunkte. Man erhlilt dann 

H _ q k e (e + 1) _ q (1-1) (I + 1) 
- 2/j - 8hlJ . 
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§ S. Anhang zum erst en Kapitel: Der Grenzwertbegriff 
und seine Bedeutung. 

1m Verlaufe der Oberlegungen dieses Kapitels sind wir gerade an den 
entscheidenden Stell en immer wieder auf die Aufgabe gestoBen, gewisse 
nicht abbrechende Zahlenfolgen zu betrachten und uns zu fragen, ob die 
Elemente einer solchen Folge sich mit unbegrenzt wachsender Nummer 
irgend einer bestimmten Zahl beliebig naheril und welch en Wert diese 
Zahl gegebenenfalls hat. In den meisten Fallen wurde unsere Aufgabe 
dadurch sehr erleichtert, daB wir u'nsere gesuchte Zahl zwischen zwei 
solche Folgen einschachteln konnten. Aber bei der Steigungsbestimmung 
im Wendepunkt einer Kurve (S. 63) hatten wir auch bereits eine Auf­
gabe vor uns, bei der einesolche Einschachtelung nicht moglich war. 
Da nun im folgenden die Oberlegungen dieser Art eine noch groBere Be­
deutung erlangen werden, wollen wir an dieser Stelle den gedanklichen 
Kern dieser Grenzbetrachtungen herausarbeiten, uns die grundlegenden 
Begriffe klarmachen und einige Satze ableiten, die uns spater das Ar­
be it en mit diesen Begriffen sehr erleichtern werden. 

5, I. Grenzwerte von Zahlenfolgen, Konvergenz und Divergenz. 

Bei der Untersuchung unendlicher Zahlenfolgen muB man sich sehr 
davor hiiten, von endlichen Zahlenfolgen her vertraute SchluBweisen 
anzuwenden; denn infolge des Nicht-Abbrechens einer unendlichen Folge 
geht manches verloren, was sonst eine ganz selbstverstandliche Tat­
sache ist. So kann man z. B. aus endlich vielen Zahlen immer eine groBte 
und eine kleinste aussuchen. Schon die Betrachtungen der Folge 

1, 2, 3, .. ' 
aller natiirlichen Zahlen lehrt aber, daB dieser Satz sich auf unendliche 
Folgen nicht iibertragt; denn unter allen natiirlichen Zahlen kann man 
zwar eine kleinste angeben, namlich 1, nicht aber eine groBte. Anderer­
seits gibt es in der Folge 

1,~,i,,,· 

der reziproken natiirlichen Zahlen zwar ein groBtes, nicht aber ein klein­
stes Element, und die Folge 

0, +~, -~, +~, -~, +~, ". 
schlieBlich enthalt weder ein groBtes noch ein kleinstes Element. 

Wenn wir die drei bisher angefiihrten Zahlenfolgen betrachten, so 
erkennen wir, daB die erste von ganz anderer Art ist als die beiden 
anderen. Wahrendnamlich samtliche Elemente der zweiten Folge in 
dem Intervall zwischen 0 und 1 und die der dritten Folge samtlich 
zwischen -1 und + 1 liegen, iibersteigen die Elemente der ersten mit 
unbegrenzt wachsender Nummer jede noch so groBe Zahl. In dieser Hin­
sicht teilt man die unendlichen Zahlenfolgen in zwei Klassen und sagt: 
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Erklarung 1: Eine unendliche Zahlenfolge heiJ3t beschriinkt, wenn 
sich cine positive Zahl G angeben laBt, die von dem absoluten Betrag 
keines Elementes der Folge iibertroffen wird. 1st das jedoch nicht mog­
lich, so nennt man die Folge unbeschrankt. 

Man kann das auch so aussprechen: 
Erklarung 1 a: Man nennt eine Zahlenfolge beschrankt, wenn sich 

durch zwei Zahlen ein (endliches) Intervall abgrenzen laBt, iIi das samt­
liche Elemente der Folge fallen. 

Wir wollen nun insbesondere die zweite angefi.ihrte Folge, also die 
Folge der reziproken natiirlichen Zahlen, genauer untersuchen. Man wird 
vielleicht im erst en Augenblick geneigt sein, der Zahl 0 die Rolle des 
kleinsten Elementes dieser Folge zuzuweisen; aber eine solche Sprech­
weise ware unkorrekt, da die Zahl 0 gar kein Element der Folge ist. 
Die Bedeutung der Zahl 0 fi.ir unsere Folge beschreiben wir dagegen 
richtig mit der Bemerkung, daB die Elemente der Folge der Zahl 0 be­
liebig nahe kommen, wenn wir die N ummer nur hinnoichend groB wahlen. 
Diesen Sachverhalt driickt man fi.ir gewohnlich so aus: Die Folge strebt 
(konvergiert) gegen den Wert 0, wenn n unbegrenzt wachst, oder auch: 
Die Folge hat den Grenzwert (Limes) 0, und dafiir hat sich das Symbol 
eingebiirgert : 

lim .~. = 0, 
tt.~oo n 

das aber nicht zu dem Irrtum AniaB geben darf, der Wert 0 wiirde 
schlieBlich doch noch erreicht; denn es ist, wie gesagt, nur eine kurze 
Schreibweise zur Kennzeichnung der oben beschriebenen Eigenschaft 
der Zahl 0 in bezug auf un sere Folge. 

DaB der Grenzwert gerade Null war, war fi.ir die Erklarung des Be­
griffes natiirlich unwesentlich, und ebenso unwesentlich war auch, daB 
die Annaherung der Elemente an·diesen Grenzwert best an dig von oben 
her erfolgte; denn sie kann ebensogut auch von unten oder tells von oben, 
teils von unten erfolgen. Die Folge 

1 ..:.... 1, 1 + 1 , 1 _.1 , .. " 1 + (-:11", ..• 
2 3 n 

hat z. B. den Grenzwert: 

lim (1 + (-1)") = 1 , 
n-+oro n 

wie man ja sofort sieht. 
Wenn wir jetzt von einer Zahlenfolge ai' az, ... , an' ... sagen, Sle 

habe den Grenzwert a, so verstehen wir darunter in Verallgemeinerung 
des am Beispiel Erlauterten, daB sich die Elemente dieser Folge in belie­
bigem MaB der Zahl a nahern, wenn nur die Nummer hinreichend groB 
wird. Die Zahl a kann also, anders ausgedriickt, mit jeder beliebig€l1 
Genauigkeit durch ein Element der Folge angenahert werden, und diese 



S, t. Grenzwertc von Zahlenfolgen. Konvergenz und Divergenz. 119 

C;'enauigkeit wachst mit der Nummer des Elementes. Wir formulieren 
dies in folgender Weise genauer: Zu einer jeden "Toleranzzahl" f: 

laBt sieh eine Nummer N bestimmen, von der an alle Elemente 
der Folge zwischen die Grenzen a '- e und a + e fallen, und die 
positive Zahl e kann dabei beliebig klein gewahlt werden. 

Erklarung 2: Die Zahlenfolge aI' a2 , .•• , an' ... hat den Grenz­
wert a, wenn es zu jeder noch so klein en positiven Zahl e eine solche 
Nummer N gibt, daB fUr alle n > N die Ungleichung I an - a I < e er­
fUIlt i.st. 

Eine besonders kurze Formulierung ist folgende: 
E r k I a run g 2 a: Die Zahl a ist der Grenzwert der Zahlenfolge 

aI' a2 , ••• , wenn "fast alle" Elemente dieser Folge in das Intervall 
zwischen a - e und a + e fallen. Der etwas unbestimmt klingende Aus­
druck "fast alle" hat dabei den klaren Sinn: aIle mit Ausnahme einer 
endlichen Anzahl. 

Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, wollen wir eine "konver­
gente" Folge nennen, im Gegensatz dazu spricht man von "divergenten" 
Folgen. Es gilt: 

Satz 1: Jde konvergente.Folge ist bescltriinkt. 
Dies ist fast eine Selbstverstandlichkeit, und in der Tat ist der Beweis 

leicht zu fUhren, wenn man bedenkt, daB fast alie Elemente einer Folgc 
mit dem Grenzwert a zwischen den Grenzen a - e und a + e liegen 
und nur endlich viele Elemente nicht in dieses Intervall fallen. Satz 1 
ist aber keineswegs umkehrbar, denn schon die dritte der oben ange­
fUhrten Folgen ist ein Beispiel einer beschrankten, jedoch nicht konver­
genten Folge. 

Nachdem wir uns nun eine klare Vorstellung vom Wesen des Grenz­
wertbegriffes gebildet haben, wollen wir einige Beispiele untersuchen, 
die nicht ganz so primitiver Natur sind wie die zur einfUhrenden Er­
lauterung herangezogenen. 

Beispiel 1: Es sei p > 1 und wir betrachten die Folge: 

(1) 

Samtliche Elemente dieser F olge sind groBer als 1. Ware namlich an < 1, 
so miiBte auch a: = p ~ 1 sein, und das widerspricht unserer Vor­
aussetzung. We iter hat die Folge die Eigenschaft, daB jedes Element 
kleiner ist als das vorangehende. Ware namlich an+1 > am so miiBte, da 
ja beide groBer als 1 sind, a:!~ > a: sein, wahrend doch in Wirklich­
keit a:t~ = a: = p ist. Eine zahlenmaBige Zusammenstellung dieser 
Folge fUr irgend ein beliebiges p fUhrt auf die Vermutung, daB die Zahl'1 
der Grenzwert dieser Folge ist. Das laBt sieh in der Tat leicht bestati­
gen, wenn man von der fUr positive ex sieher giiltigen, unmittelbar aus 
dem binomischen Satz folgenden "Bernoullischen Ungleichung": 

(2) (1 + ex)" > 1 + n ex 
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ausgeht und darin IX = p-: 1 setzt, so daB sich 

ergibt. lieht man hieraus beiderseits die n-te Wurzel und nimmt noch die 

Ungleichung 1 < 'VP hinzu, so gelangt man zu der doppelten Un­
gleichung: 

(3) ~I P-1 
1 < rP < 1 +-. n 

Zu jeder noch so kleinen positiven lahl e kann man nun eine solche 
N-

N ummer N angeben, da/3 aN = V P < 1 + e ist, denn dazu braucht 
P-1 

man nur N > e zu setzen. Mit aN sind aber auch aIle folgenden 

Elemente kleiner als 1 + e, da un sere Folge ja bestandig abnimmt. 
Andererseits sind aber aIle Elemente gro/3er als 1, so daB von der Num­
mer N an aIle zwischen 1 und 1 + e faIlen, und damit ist un sere Be­
hauptung: 

(4) lim fP = 1 (P > 1) 
n~oo 

bewiesen. 
Beispiel 2: Es sei q eine beliebige (reeIle) Zahl, und wir betrachten 

die Folge: 

Das Verhalten dieser Folge hangt offenbar wesentlich von der lahl q ab, 
und wir miissen in dieser Hinsicht verschiedene FaIle unterscheiden. 

a) q > 1. In diesem Fall kann man schreiben: 
q = 1 + IX mit IX > O. Dann ist aber nach der Bernoullischen Un­

gleichung (2): 
an = qn > 1 + nIX, 

und daraus erkennt man, da/3 die Elemente an mit unbegrenzt wachsen­
dem n jede noch so gro/3e lahl iibersteigen. Die Folge hat also in unserem 
bisherigen Sinn keinen Grenzwert. Urn dariiber hinaus die Natur dieser 
Folge naher zu kennzeichnen, stellen wir fest: lu jeder noch so gro/3en 
positiven lahl G laI3t sich eine Nummer N angeben, so da/3 von aN an 
aIle Elemente der Folge groBer als G sind. Man sagt in diesem Fall, die 
Folge habe den Grenzwert + 00. Das widerspricht nicht der anfanglichen 
FeststeIlung, da/3 die Folge keinen Grenzwert hat; denn das Symbol 00 

ist ja keine eigentliche lah!. Als Ergebnis schreiben wir also: 

limq"=+oo. (q>1) 

b) q < -1. Dann ist 
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und da ja I q I > 1 ist, ubersteigt der absolute Betrag wie wir unter a) 
gesehen haben, aIle Grenzen, wahrend sich das Vorzeichen von Element 
zu Element jedesmal umkehrt. Die Folge besitzt keinen Grenzwert. 

c) - 1 < q < 1. Setzt man hier I q I = ~, so ist P > 1, und die 

Folge pn = ~ ubersteigt mit wachsendem n aIle Grenzen. Damit muG 
I q! 

aber I q In = iii mit unbegrenzt gro/3er werdendem n der Zahl 0 beliebig 

nahe kommen. Da sich qn hiervon nur durch das Vorzeichen unter­
scheiden kann. haben wir: 

(6) lim qn = o. 

Damit ist un sere Aufgabe ge16st, mit Ausnahme der beiden Sonc1er­
falle q = 1 und q = - 1, die aber sehr einfach zu ubersehen und ohne 
besonderes Interesse sind. 

Beispiel 3: ]etzt beschaftigen wir uns mit der Folge: 

( 7) ao = c, a1 == C (1 + q), a2 = C (1 + q + q2), •.. , 

an = C (1 + q + q2 + ... + qn), ... , 

deren Elemente die Teilsummen der geometrischen }{eihe sind. Fur die 
Untersuchung der Konvergenz ist die Form (7) ungeeignetl, da mit 
wachsender Nummer n auch die Anzahl der Glieder unbegrenzt steigt, 
aus denen das einzelne Element der Folge aufgebaut ist. Subtrahiert 
man nun von 

an q = c (q + q2 + q3 + ... + qn + qn+1) 

das Element an, so kommt man zu: 

an(q - 1) = c(qn+! - 1) 

und erhalt daraus unter der Voraussetzung q =1= 1 die wichtige Um­
formung 

1 _qn+l 
(8) an =c(1+q+q2+ ... + qn)=c l-q (q=1=1)*. 

Wenn wir in dem so umgeformten Ausdruck nun n unbegrenzt wachsen 
lassen, so wird davon nur das Glied qn+l betroffen, und wir konnen an 
Hand des Ergebnisses von Beispiel 2 den Grenzubergang leicht vcrfolgen. 
Es ergibt sich dann im Fall - 1 < q < 1 

1 _ qn+l 
(9) lim an = lim [c (1 + q + q2 + ... + qnn = lim c --'-----

10-+00 10-+00 10-.00 1- q 

-----

1 =c 1 _ q , 

1 Nur in den uninteressanten Sonderfallen q = o. q = - 1 . q = + 1 ist das 
Verhalten der Folge fur n ->- 00 nach (7) fofort zu uberblicken. 

* Diese Formel wird auch als .. Summenformel der endlichen geometrischen 
Reihe" bezeichnet. 
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wahrend die Folge fiir I q I > 1 keinen Grenzwert (wenigstens keinen 
endlichen) besitzt. An Stelle von (9) schreibt man meist: 

(9a) c (1 + q + q2 + q3 + ... ) = C _1_ .. 
1-q 

Die Punkte auf der link en Seite deuten an, daB die Reihe ohne Ende 
fortgesetzt werden solI, und man nennt (9a) die "Summenformel 
der unendlichen geometrischen Reihe". Vnter der Summe einer unend­
lichen Reihe hat man dabei den Grenzwert zu verstehen, dem die 
Summe der gewohnlichen (endlichen) Reihe zustrebt, wenn ihre 
Gliederzahl unbegrenzt wachst. Dieser Ausdruck hat also nur einen 
Sinn, wenn die Summen der endlichen Reihen eine konvergente Folge 
bilden. 

Diese Beispiele waren immer noch recht einfach. Man muB sich nam­
lich vergegenwartigen, daB sich die Aufgabe der Vntersuchung einer 
Zahlenfolge grundsatzlich in zwei Teilaufgaben spaltet: Es muB zuerst 
untersucht werden, ob eine Folge einen Grenzwert besitzt, anschlieBend 
muB gegebenenfalls dieser Gtenzwert bestimmt werden. Eine getrennte 
Behandlung der ersten Frage eriibrigte sich nun bei unseren Beispielen 
deshalb, weil wir die Grenzwerte von vornherein aus den Bildungs­
gesetzen unserer Folgen ablesen, gewissermaBen erraten konnten und 
dieses Ergebnis nur nachtraglich durch die "e-Probe" zu bestatigen 
brauchten (vgl. Beispiel 1 ; dagegen waren 2 und 3 so einfach, daB sich 
sogar die e-Probe eriibrigte). Ein solches Vorgehen ist natiirlich ,nicht 
mehr moglich, wenn durch den Grenzwert der zu untersuchenden Folge 
cine neue Zahl definiert wird. Ganz abgesehen davon ist aber eine so 
vollstandige Ubersicht iiber eine Zahlenfolge, die das Erraten ihres 
Grenzwertes ermoglicht, nur dann zu gewinnen, wenn das Bildungs­
gesetz der F olge sehr einfach ist. Diese Betrachtungen fiihren zu 
dem Bestreben, verwickeltere Folgen aus solchen mit einfacherem 
Bildungsgesetz aufzubauen. 

5,2. Das Rechnen mit Grenzwerten. 

Die Moglichkeit zu derartigen Zerlegungen geben uns einige einfache 
Satze, die wir jetzt ableiten wollen. Es seien al> a2 , ••. , an, ... bzw. 
bl> b2 , .•• , bn , ... zwei konvergente Zahlenfolgen mit den Grenzwerten a 
bzw. b. Dann gilt: 

(i0a) lim (an + b,.) = a + b, I (Summensa!,) 
,.4", 

(i0b) lim (a,. - b,.) = a - b, 
n4'" 

(1Oc) lim an btl = a b , (Produktsa tz) 
,.4 co 
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und wenn man die Voraussetzung macht, daB b + 0 ist. hat man weiter1 : 

(i0d) lim .a.. =.!!_ •. 
n~oo b" b 

( Quotientensatz) 

Der Beweis dieser Satze ist sehr einfach. Da a und b die Grenzwerte der 
belden Folgen sind, laBt sich zu jeder noch so kleinen positiven Zahl 13 

eine solche Nummer N angeben, daB fiir alle n > N 

(11 a) I a - an 1< E. 

(i1b) [b--bnl<E 

ist. Wenn aber diese beiden Ungleichungen bestehen. kann sich an + btl 
hochstens urn 213 von a + b unterscheiden, und da mit 13 natiidich 
auch 213 beliebig klein wird. ist (i0a) bereits bewiesen. Ebenso erkennt 
man auch die Richtigkeit von (10b). Zum Beweise des Produktsatzes 
(1Oc) betrachten wir die Differenz: 

a b - an bn = a b - a bn + a bn - an bn = a (b - bn) + bn (a - (J n) , 

fUr deren absoluten Betrag wir 

I a b - an btl I s I a II b - bn ! + ! btl II a - an 1 ' 
also nach (11 a) und (11 b): 

I a b - a" btl I < (I a I + I btl D 13 

erhalten. Da unsere beiden Folgen konvergent und damit nach Satz 1 
auch beschrankt sind. laBt sich stets eine positive Zanl G angeben. die 
groBer als I a I + I btl I ist. so daB 

I a b - a" btl I < G 13 

wird. Mit B wird auch GE beliebig klein, und damit ist auch (1Oe) be­
wiesen. Zum Beweis des Quotientensatzes (10d) bilden wir die Differenz: 

ab"-ab+ab-a,,b a(b .. - b)+b(a-an } 

bb" b b .. 

und daraus sehlieBen wir naeh (11a) und (11b): 

! a a"l lal+lbl 
; b - b" < I b " b" Ie. 

Da der Grenzwert b von Null versehieden vorausgesetzt wurde. so laBt 
sich zu jeder positiven Zahl" < I b I eine Nummer N derart angeben. daB 
fUr alle n > N aueh I bn I > " wird. Mit dieser Zahl " gilt dann 

l a a,,] lal+lbl 
b - b .. 1 < ". B • 

und da die rechte Seite dieser Ungleichung mit 13 beliebig klein wird. ist 
nun aueh (10d) bewiesen. Die Beziehungen (10a-d) besagen: 

• Enth5.1t die Folge der b" endlich oft die Zahl Null. so sind diese Elemente bei 
der Bildung der Quotientenfolge auszulassen. 
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Satz 2: Der Grenzwert einer Summe, einer Differenz, eines Pro­
duktes oder eines Quotienten ist gieich der Summe bzw. der Differenz, 
dem Produkt oder dem Quotienten der Grenzwerte der einzeinen Be­
standteile, sofem diese Bestandteile tiberhaupt konvergent sind und so­
fern im Fall des Quotienten der Nenner nicht den Grmzwert Null hat. 

Die angegebenen Voraussetzungen sind wesentlich und mussen 
bei der Anwendung dieser Satze genau beachtet werden. So kann man 
z. B. auf die Foige 

n+1 a =--­
" n-1 

keinesfalis den Quotientensatz anwenden, da weder die Zahierfoige noch 
die Nennerfoige einen Grenzwert hat. Auch die Anwendung des Produkt-

satzes auf die in der Form a" = n ~ 1 (n + 1) geschriebene Foige ware 

sinnIos, da zwar die Foige der ersten, nicht aber die Foige der zweiten 
Faktoren konvergent ist. Dennoch hat die Foige a" einen Grenzwert; 
wir brauchen ja nur 

n+1 = 1 + _2_ 
n- 1 n-1 

zu schreiben, urn zu erkennen, daB dieser Grenzwert 1 ist. Ebenso kann 
es auch bei einer Summe eintreten, daB beide Summanden keinen Grenz­
wert haben, wahrend die Summe konvergent ist. Besonders haufig tritt 
der Fall ein, daB bei einer Foige von Quotienten sowohl die Zahierfoige 
als auch die Nennerfoige den Grenzwert Null hat, wodurch die Anwen­
dung des Quotientensatzes unmoglich gemacht wird1• 

Vor der Anwendung der Grenzwertsatze muB man sich also stets 
davon tiberzeugen, ob die aus den einzeinen Bestandteilen gebildeten 
Folgen konvergent sind und ob nicht etwa bei einem Quotienten die 
Nennerfolge den Grenzwert Null hat. Wenn man sich tiber diese Voraus­
setzungen standig im klaren ist, kann man die Gn:nzwertsatze nun auch 
in der folgenden Form zusammenfassen: 

Sa tz 2a: Die rationalen Rechenoperationen sind mit dem Proze/3 der 
Grenzwerlbildung verlauschbar. 

Jetzt sind wir in der Lage, komplizierter aufgebaute Foigen auf ein­
fachere zurUckzuftihren. Wir finden z. B. 

lim (a + n) (b + n) _ lim (1 + -;.) (1 + ~) _ 1 
,,~co C + "z - ,,~co C -. 

1 + nl 

1 Die Bestimmung des Grenzwertes einer solchen Folge wird oft in einer sinn­
widrigen Ausdrucksweise als "Bestimmung des wahren Wertes" des "unbestimmten 
Ausdrucks 0/0" bezeichnet. und ebenso wird leider immer noch manchmal von den 

00 
"wahren WeTten" von 00' 0·00 und 00 - 00 gesprochen. 
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Ferner konnen wir durch Anwendung des Quotientensatzes unser bis­
her nur fUr p > 1 abgeleitetes Ergebnis 

lim YP = 1 

auf alle positiven p erweitern. 
Es muB in diesem Zusammenhang noch auf einen wichtigen 

Punkt hingewiesen werden. Hat man die Folge: 
1 2 3 n-1 

an = nl + nZ +;8 + ... + -1IZ-' 

so ist auf diese der Summensatz nicht anwendbar, weil die Zahl der Glie­
der dieser Summe von der Nummer des Elementes abhangt und ins­
besondere mit n iiber alle Grenzen wachst. Man erkennt auch leicht, daB 
man dabei zu einem falschen Ergebnis kommen wiirde. Denn da jedes 
einzelne Glied der Summe den Grenzwert Null hat, wiirde man aus dem 
Summensatz folgern, daB auch der Grenzwert der Summe Null ware. 
Man hat aber wegen 

1 + 2 + 3 + ... +n -1 =~ n (n -1) 

fiir an auch die Darstellung: 

a = _~_ n (n - 1) = _~ (1 _~) 
n 2 nZ 2 n' 

und daher ist der Grenzwert in Wirklichkeit gleich! Ebenso darf der 
Produktsatz nur angewandt werden, wenn die Anzahl der Faktoren von 
der Nummer des Elementes unabhangig ist. Fiir 

wiirde die falschliche Anwendung des Produktsatzes z. B. den Grenz­
wert 1 liefern, und wir werden in § 8 noch erkennen, daB das in der Tat 
unrichtig ist. 

S, 3· Hiufungsstellenprinzip und Konvergenzkriterien. 

Wenn wir von einer Zahlenfolge den Grenzwert erraten hatten, war 
es an Hand der in der Erklarung 2 gegebenen Ungleichung leicht mog­
lich, nachtraglich die vermutete Konvergenz der Folge zu bestatigen 
und die Richtigkeit des erratenen Grenzwertes zu erkennen. Die in­
teressanteren Falle sind aber die, in denen durch den Grenzwert einer 
Folge eine neue Zahl definiert wird, diese selbst also noch nicht bekannt 
ist. Dann zerfallt die Aufgabe, wie am SchluB von 5,1 schon ausgefiihrt 
wurde, in zwei Teile. Der erste Teil, namlich die Untersuchung, ob 
eine Folge konvergiert, kann dann nicht mehr mit Hilfe der Erklarung 2 
durchgefiihrt werden, da in der dortigen Ungleichung der noch nicht 
bekannte Grenzwert selbst vorkommt. Um diese Schwierigkeiten iiber-
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winden zu konnen, ist es notwendig, un sere Begriffsbildungen noeh etwas 
zu verfeinern. 

Wir konnen dazu an die schon einmal genannte F olge 

0, +~, -~, +~, ... , (-1)"(1-~), ... 
2 3 4 n 

anknupfen. Fur sie haben offen bar die Zahlen -1 und + 1 eine be­
sondere Bedeutung, wenn man sie aueh nicht als Grenzwerte dieser 
Foige ansprechen kann; denn in jede noch so enge Nachbarschaft einer 
dieser Zahlen fallen, wenn auch nicht fast aIle, so doch unendlich viele 
Elemente der Folge. pie Elemente der Foige drangen oder hau/en sich 
gegen diese Zahlen hin, und daher werden sie "Hiiu/ungsstellen" der 
Folge genannt. Wir sagen: 

Erklarung 3: Die ZahllX ist eine Haufungsstelle einer Zahlenfolge, 
wenn in jedes noch so schmale, IX in seinem Innern enthaltende Intervall 
unendlich viele Elemente dieser Folge fallen. 

Dem ist auch die zunachst scheinbar schwachere Formulierung gleich 
wertig: 

Erklarung 3 a: Die ZahllX ist eine Haufungsstelle einer Zahlenfolge 
wenn entweder IX selbst unendlich oft in der Folge vorkommt, oder in 
jede noch so enge Nachbarschaft von IX mindestens ein von IX verschie­
denes Element der Folge fallt. 

Es ist unmittelbar klar, daB eine Haufungsstelle im Sinn der Er 
klarung 3 auch Haufungsstelle im Sinn der Erklarung 3 a ist. Urn zu er­
kennen, daB auch die Umkehrung gilt, bleibt nur noch zu uberlegen: 
Wenn in jede beliebig enge Nachbarschaft von IX auch nur ein von IX 

verschiedenes Element der Folge fallt, so mussen es auch unendlieh 
viele sein; denn enthielte eine gewisse Umgebung der Zahl IX nur end­
lich viele von IX verschiedene Elemente der FoIge, so konnte man unter 
ihnen das IX am nachsten liegende auswahlen und darauf eine engere 
Umgebung von IX bestimmen, die kein von IX verschiedenes Element 
der Folge mehr enthielte. Das widerspricht aber der Voraussetzung. 

Von grundlegender Bedeutung ist nun der folgende Satz: 
Sat z 3 (W eierstrapscher H iiu/ungsstellensatz): ] ede beschriinkte 1tn­

eniliche Zahlen/olge besitzt mindestens ei1M Hiiu/ungsstelle. 
Dieser Satz besagt, daB in einem endlichen Intervall niemals un­

endlich viele Zahlen Platz finden konnen, ohne sich an mindestens einer 
Stelle dieses Intervalls zu haufen. Er leuchtet daher fUr die Anschauung 
unmittelbar ein. Seinen strengen Beweis fUhren wir, indem wir ein Ver­
fahren zur Auffindung einer Haufungsstelle angeben, bei dem wir er­
kennen, daB es unter allen Umstanden zum Ziel fUhren muB. Wir teilen 
das Intervall mit den Grenzen a und b, das samtliche Elemente der zu 

untersuehenden Folge enthii.1t, durch die Stelle c = a {-~ zunachst in 

zwei Teilintervalle. Es ist klar, daB mindestens eines dieser Teilintervalle 
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noch unendlich viele Elemente der Folge enthalten mul3. Dieses (oder, 
wenn das fur beide der Fall ist, eins von ihnen) betrachten wir weiter, 
halbieren es abermals und suchen unter diesen neuen Teilintervallen 
wieder eines aus, das' noch unendlich viele Elemente unserer Folge 
enthalt. Dies Verfahren k6nnen wir offenbar ohne Ende fortsetzen und 
gelangen so zu einer Folge von Intervallen, deren jedes vollstandig dem 
vorhergehenden angeh6rt, wobei die Intervallange jedesmal auf die 
Halfte sinkt. Wir haben somit eine Intervallschachtelung vor uns, die 
nach den AusfUhrungen von 1, 2 eine ganz bestimmte Zahl at erfassen 
muB. Da nun aber jedes Intervall unserer Schachtl'lungsfolge unendlich 
vi€le Elemente der gegebenen Zahlenfolge enthielt, fallen, anders aus­
gedruckt, in jede noch so enge Nachbarschaft der Zahl at unendlich viele 
Elemente der vorgelegten Folge, die Zahl at ist also eine Haufungsstelle. 
Damit ist die Existenz mindestens einer Haufungsstelle nachgewiesen1 . 

Aus der Erklarung 2 fUr den Grenzwert einer Folge ist ersichtlich, 
daB der Grenzwert selbstverstandlich eine Haufungsstelle der Folge ist. 
Die Einordnung des Grenzwertbegriffes in den allgemeineren Rahmen 
unserer jetzigen Betrachtungen gibt 

Sa tz 4: Der Grenzwert einer konvergenten Zahlenfolge ist ihre ein­
zige Haufungsstelle, und andererseits hat jede beschrankte Zahlenfolge 
mit nur einer Haufungsstelle diese zum Grenzwert. 

Zum Beweise des erst en Teils dieses Satzes hat man nur zu beachten, 
daB ja in jede noch so enge Umgebung des Grenzwertes bereits fast alle 
Elemente der Folge fallen und nur noch eine endliche Anzahl iibrigbleibt. 
Den Beweis der im zweiten Teil ausgesprochenen Umkehrung fiihren wir 
folgendermaBen: Es seien a' und a" (a" > a') die Grenzen eines Inter­
valls, das samtliche Elemente einer beschrankten unendlichen Zahlenfolge 
enfhalt, deren einzige Haufungsstelle at sei. Dann liegen zwischen at - e 
und at + e unendlich viele Elemente der Folge, wie klein die pesitive 
Zahl e auch gewahlt sein mag. Wurden nun auBer diesen Elfmenten 
noch unendhch viele existieren, so miiBte mindestens eines der beiden 
Intervalle von a' bis at - e oder von at + e bis a" unendlich viele Ele­
mente enthalten, und dann muBte nach demWeierstraBschen Hau­
fungsstellensatz auBer at noch mindestens eine we it ere Haufungsstelle 
vorhanden sein, was aber unserer Voraussetzung widerspricht. Es k6nnen 
also nur endlich viele Elemente nicht zwischen die Grenzen at -- e und 
at + e fallen, und damit ist (J. nach Erklarung 2 der Grenzwert der Folge. 

1 Das hier angewandte Beweisverfahren ist fiir die Behandlung so aligemeiner 
Fragestel1ungen charakteristisch, und der Leser wird es in diesem Atschnitt auch 
weiter noch in Ilhnlicher Form antreffen. Der Anfllnger, der gewohnt ist, sich eine 
allgemeine Oberlegung an konkreten Beispielen zu veranschaulichen. mage sich 
klarmachen, daB hier nicht die Durchftihrung des Schachtelungsprozesses, wie sie 
in einem Einzelfall vorgenommen wiirde, fiir den Beweis wesentlich ist, sondern 
Iediglich die Feststellung, daB in jedem Fall die Maglichkeit einer.solchen Schachte­
lung vorliegt. 
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Wir sind jetzt in der Lage, die zu Beginn dieses Abschnitts' ange­
schnittene Frage wiederaufzunehmen und eine Zahlenfolge ohne vor­
herige Kenntnis ihres eventuellen Grenzwertes hinsichtlich ihrer Kon­
vergenz zu untersuchen. Wir nehmen eine besonders wichtige Klassc 
von F olgen vorweg: 

ErkHi.rung 4: Eine Zahlenfolge heiJ3t "monoton zunehmend" bzw. 
"monoton abnehmend", wenn jedes ihrer Elemente groJ3er bzw. kleiner 
ist als das vorhergehende. Wi; wollen den Begriff der Monotonie aber 
noch dahin erweitern, daJ3 wir auch Gleichheit vonaufeinanderfolgenden 
Elementen zulassen. Bei dieser erweiterten Begriffsbildung ist die obige 
Unterscheidung durch "monoton nicht abnehmend" und "monoton 
nicht zunehmend" zu ersetzen. 

Sei jetzt a l , a2 , ••• , an, ... eine monoton nicht abnehmende Folge 
und IX eine Haufungsstelle dieser Folge. Dann kann kein Element der 
Folge groJ3er als IX sein; ware namlich etwa am = IX + l' (1' > 0), so 
miiJ3ten aIle folgenden Elemente nach Voraussetzung eben so groJ3 sein 
und sich damit mindestens urn l' von IX unterscheiden. Dann ware aber IX 

entgegen der Voraussetzung keine Haufungsstelle. Es gibt also ober­
von IX kein Element der Folge und erst recht keine Haufungsstelle. 
Eine monoton nicht abnehmende Folge kann also hochstens eine Hau·· 
fungsstelle besitzen und ganz entsprechendes gilt fUr monoton nicht zu­
nehmende Folgen. 1st die Folge iiberdies beschrankt, so ergibt sich zu­
sammen mit den Satzen 3 und 4: 

Sa tz 5: 1ede m.onotone beschriinkte Zahlenjolge ist konvergent. 

In der jetzigen Ausdrucksweise laBt sich das Schachtelungsverfahren folgender­
maBen beschreiben. Es liegen zwei Folgen vor. und zwar eine monoton nicht ab­
nehmende Folge a{. a2' ... und cine monoton nicht zunehmende Foige al'. a:; . ... ; 
es gilt fiir jedes n die Ungleichung: 

ai, < a'~ , 
womit die Beschranktheit beider Foigen gesichert ist. Jede der beiden Folgcn muB 
daher nach Satz 5 einen G{enzwert besitzen. Wenn nun weiter die Spanne a::-a~, 
den Grenzwert Null hat. miissen die Grenzwerte der beiden Folgen zusammen­
fallen. Die durch das Schachtelungsverfahren erfaBte Zahl ist dieser gemeinsame 
Grenzwert 

a = lim a;, = lim a~:. 
n-+oo n-+co 

Nach der Gewinnung dieser wichtigen Teilergebnisse beweisen wir 
nun den folgenden allgemeinen Satz: 

Satz 6 (Cauchysches Konvergenzkriterium): Eine Zahlen­
folge av a2 • ••• , an • ... ist dann und nur dann konvergent, wenn sich 
zu jeder noch so kleinen positiven Zahl e eine solche Nummer N angeben 
laJ3t, daB stets I a, - am I < 2 e ist, sobald nur lund m. groBer als N 
sind. 

Beweis: Dariiber, daB die Bedingungen von Satz 6 notwendig sind, 
braucht kein Wort verloren zu werden, denn das folgt sofort aus Erkla-
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rung 2. Urn diese Bedingungen auch als hinreichend zu erkennen, 
beachten wir als erstes, daB in diesen unter allen Umstanden die Be­
schranktheit der vorgelegten FoIge enthalten ist, womit nach dem 
WeierstraBschen Haufungsstellensatz (Satz 3) die Existenz mindestens 
einer Haufungsstelle gesichert ist. Es bleibt zu zeigen, daB es wirklich 
nur eine Haufungsstelle geben kann. Dies einzusehen nehmen wir 
an, die Folge besa/3e mehrere Haufungsstellen, und greifen unter 
ihnen zwei beliebige heraus, die wir ('I..' und CJ.." nennen. Es werde femer 
I CJ..' - CJ.." I = y > 0 gesetzt. Nach Voraussetzung fallen von der Num­
mer N an samtliche Elemente der Folge in ein Intervall der Lange 2 e, 
also geh6ren nur eine endliche Anzahl von Elementen nicht diesem In­
tervall an. Es mussen also samtliche Haufungsstellen, und damit so­
wohl CJ..' als auch CJ..", in diesem Intervall oder auf seinen Grenzen lie­
gen, d. h. esgilt: y < 2e. Das Bestehen dieser Ungleichung flir beliebig 
kleines e > 0 ist mit der Annahme y > 0 unvereinbar, die Haufungs­
werte CJ..' und CJ.." fallen also zusammen. Da CJ..' und CJ.." ganz belie big 
herausgesucht waren, folgt hieraus, daB samtliche Haufungswerte der 
Folge zusammenfallen mussen, d. h. aber, es gibt nur einen einzigen 
Haufungswert CJ.., und hiermit ist Satz 6 nach Satz 4 bewiesen. 

Un sere allgemeinen Untersuchungen uber Zahlenfolgen wollen wir 
nun mit der folgenden Betrachtung abschlieBen: Man kann aus einer 
unendlichen Zahlenfolge stets eine "Teilfolge" auswahlen, die ebenfalls 
unendlich ist, auch wenn sie durch Fortlassen unendlich vieler Ele­
mente entsteht. So laBt sich z. B. aus der Folge aller naturlichen Zahlen 
die Teilfolge aller ungeraden oder geraden Zahlen oder auch die aller 
Quadratzahlen herausnehmen. 1st nun a;, a:, ... eine unendliche Teil­
folge der Folge aI' a2 , .•• , so kann die Folge der a! sicher keine Hau­
fungsstelle haben, die nicht auch eine Haufungsstelle der Folge an ist, 
weil jedes Element der Folge a! auch der Folge an angeh6rt. Da nun 
selbstverstandlich jede Teilfolge einer beschrankten Folge wieder be­
schrankt ist, ergibt sich nach den Satzen 1, 3 und 4: 

Sa tz 7: Hat eine Zahlenfolge einen Grenzwert, so mu/3 auch jedt:' 
unendliche Teilfolge den gleichen Grenzwert besitzen. 

Besonders wichtig ist folgender Satz: 
Sat z 8: 1st CJ.. eine Haufungsstelle der Folge av a 2 , ••• , so kann man 

aus dieser Folge stets eine konvergente Teilfolge mit dem Grenzwert CJ.. 

heraussuchen. 
Beweis: Man gebe sich zunachst ein Intervall mit der Zahl CJ.. als Mitte 

VOf, suche in der Folge aI' a2, ••• das erste in dieses Intervall fallen de 
Element auf und nehme dieses zum erst en Element der Teilfolge. Darauf 
ersetze man das erste Intervall durch ein zweites, das ebenfalls CJ.. als 
Mitte hat, jedoch nur halb so lang ist, durchlaufe die Folge der an so lange 
weiter, bis man an ein in dieses zweite Intervall fallen de Element ge­
langt, und mache dieses zum zweiten Element der Teilfolge. Fahrt man 

Pronge. ,'. Koppenfe!s, Integral· II. Differentialrrchnllng I. 9 
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in dieser Weise fort, so erhalt man, weil oc eine Haufungsstelle ist 
(Erkl. 3a), eine nieht abbrechende Teilfolge. Diese Teilfolge hat aber 
auch, wie verlangt, den Grenzwert oc: denn da die zum Aufbau ver­
wandten ineinander liegenden Intervalle sich gegen die Zahloc hin zu­
sammenziehen, fallen in jedes noch so enge, oc enthaltende Intervall 
fast alle Elemente der Teilfolge. 

Wir bringen nun noch eine wiehtige Anwendung. Die zunachst nur 
fUr eine natiirliehe Zahl p definierte Potenz a'P wird bekanntlich durch die 
Festsetzung '" 

a-;'- = 1ya;; 
auf gebrochene Exponenten erweitert, wobei man a als positiv voraus­
setzen muB und zur Erzielung der Eindeutigkeit festsetzen kann, daB 
bei geradzahligem N enner des Exponenten die positive Wurzel zu neh­
men ist. Wir wollen nun aber auch die Beschrankung auf rationale Ex­
ponenten aufgeben und auch Symbolen wie aY2- oder an, allgemein a'P 
mit beliebigem p, einen Sinn beilegen. Hierzu denken wir daran, daB 
der unendliche Dezimalbruch, der die irrationale Zahl p ~ngibt, eine 
Intervallschach telung 

p~ <p < p;: 
mit rationalen p~ und p~ darstellt, deren Spanne bei geeigneter Numerie­
rung der Naherungsbriiche durch 

P" P' 1 ,,- n ~-= 10';-

gegeben ist. Wenn wir zunachst a > 1 voraussetzen, so folgt, wie man 
ohne weiteres erkennt, aus A > f-t (A und f-t rational) stets auch a). > ai'. 

Daher ist mit p~, p~, ... auch aP~, aP~, .•. eine monoton nieht ab­
nehmende, und ebenso aP'i, aP:f, ... eine monoton nicht zunehmende 
Folge. Es gilt femer fUr jedes n die Ungleichung: 

und daraus folgt sofort, daB beide Folgen auch beschrankt sein miissen, 
jede also einen Grenzwert hat. Die zugehorige Spanne ist: 

" , '('" ) ,( 1_ ) aP" - aP" = aP" aPn- P" - 1 = aP" alOft - 1 . 

Wegen der. Beschranktheit der Folge aP;' konnen wir eine Zahl G finden, 
die von keinem Elemen. dieser Folge iibertroffen wird, und damit ge­
winnen wir die Abschatzung: 

" . (IOn _ ) 
aP" - aP" < G -Va - 1 . 

10ft -
Da die F olge - Va eine Teilfolge der in 5, 1, Beispiel 1 behandel ten F olge 
ist, hat sie den Grenzwert 1, und damit folgt 

lim (aP;: - aP~) = n. 
n-.,.co 
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Die Folgen aP'" und aP;: haben also den gleichen Grenzwert, und diese 
Zahl werden wir unter dem Symbol aP verstehen: 

aP = lim aP;' = lim aP;: . 
'It ....... co n~co 

Die Berechtigung dazu hat man allerdings erst, wenn man noch gezeigt 
hat, daJ3 irgend eine andere die Zahl p erfassende Intervallschachtelung 
stets zu dem gleichen Grenzwert fUhrt. Das ist in der Tat nicht schwer 
zu zeigen, wir wollen hier jedoch darauf verzicbten. 

Wenn man in der Gleichung 

C:-y;, = a-P;' 

n iiber aIle Grenzen wachsen laJ3t, kommt man auf: 

und damit konnen wir unsere bisherige Beschrankung auf a > 1 fallen 
lassen. Ferner leitet man aus dem Produktsatz der Grenzwertrechnung 
sofort ab, daJ3 die Rechenregel 

auch fUr irrationale Exponenten Giiltigkeit hat. Die Ubertragung der 
Regel 

(aP)!l = apq 

ist ebenfalls ohne besondere Schwierigkeiten moglich. Es bleiben also 
aIle fUr rationale Exponenten gewonnenen Rechenregeln giiltig, und wir 
brauchen daher beim Rechnen mit Pot en zen nicht zwischen rationalen 
und irrationalen Exponenten zu unterscheiden. 

5, 4· Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit und Steigung. 
Den Grenzwertbegriff miissen wir nun noch in geeigneter Weise auf 

Funktionen iibertragen. Es sei durch zwei Zahlen a und b (die unter Um­
standen auch - 00 und + 00 sein konnen) ein Intervall abgegrenzt, 
und ~ sei eine dies em Intervall angehorende Zahl. Es liege ferner eine 
Funktion t (x) vor, die in dem ganzen Intervall a < x < b, unter Um­
standen mit Ausnahme der Zahl ~, definiert ist. Es kann nun sein, daJ3 
sich der Funktionswert I (x) einer Zahl g beliebig nahert, sobald nur die 
Zahl x hinreichend nahe an ~ heranriickt, und in einem solchen Fall 
werden wir g den "Grenzwert der Funktion" nennen, der erhalten wird, 
wenn x gegen ~ strebt. 

Erklarung 5: Es ist 
lim I(x) = g, 
:z:-+~ 

wenn sich zu jedem noch so kleinen positiven e ein positives <5 angeben 
laBt, so daB II (x) - g I < e wird, sobald nur I x - ~ I < <5 ist. 

9* 
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Diese Erklarung kann man auch durch folgende ersetzen: 
ErkHi.rung 5a: Es ist 

lim/(x)=g, 
x .... ~ 

wenn die zu einer gegen; konvergierenden Zahlenfolge Xl> x2, ••• , Xn , ••. 

gehorende Folge 1 (Xl)' 1 (X2) , ... , 1 (Xn), ... von Funktionswerten stets 
den Grenzwert g besitzt. 

Die Gleichwertigkeit dieser beiden Erklarungen ist leicht einzusehen: 
Wenn die Bedingungen der Erklarung 5 erfiillt sind und fast alle Elemente 
der Folge Xl' X2 ' ••• in das Intervall zwischen; - «5 und ; + «5 fallen, 
so liegen fast alle Elemente der Folge l(x1), I(~)' ... zwischen g - e 
und g + e, und das besagt gerade die Erklarung 5 a. Sind umgekehrt 
die Bedingungen der Erklarung Sa erfii1lt, so kann es sieher nieht in 
jeder noch so engen Nachbarschaft von; noch x-Werte geben, deren zu­
gehorige Funktionswerte sich von der Zahl g urn mehr als eine bestimmte 
feste Zahl r unterscheiden; ware das namlieh der Fall, so miiBten in 
jedem ; enthaltenden Intervall unendlieh viele soIche Zahlen liegen, und 
man konnte aus ihrer Gesamtheit eine Folge xi, x:, ... auswahlen, 
die den Grenzwert ; hatte. Die zugehOrige Funktionswertfolge 1 (xi), 
1 (x:), ... wiirde aber entgegen der Voraussetzun15 nicht gegen g konver­
gieren. Die Erklarungen S und Sa besagen also das gleiche. Die An­
wendung von Sa vereinfacht sich betrachtlich auf Grund des folgenden 
Satzes: 

Satz 9: Wenn man zeigen kann, daB die Folge 1 (Xl), 1 (x2) , ... kon­
vergent ist, sofern die Folge Xl> x2 , ••• den Grenzwert ; hat, so ist der 
Grenzwert lim 1 (xn) von der speziellen Wahl der x-Folge unabhangig 

und damit gleieh lim I(x). 
%--+e 

Man beweist dies en Satz dadurch, daB man von zwei verschiedenen 
gegen die Zahl ; konvergierenden F olgen x~, x~, ... und x~, x;, ... aus­
geht und lim 1 «) = g', lim 1 «) = g" annimmt. Fiir die neue Folge 

die sicher auch den Grenzwert ; hat, besitzt die zugehorige Folge tIer 
Funktionswerte die Zahlen g' und g" zu Haufungsstellen und ware, 
wenn diese beiden Zahlen voneinander verschieden waren, nicht kon­
vergent. 

Bei der Untersuchung einer Funktion wird man, falls man ihren 
Grenzwert, ahnlich wie bei einfachen Zahlenfolgen, erraten kann, zur 
Nachpriifung am besten die Erklarung 5 heranziehen. Liegen die Ver­
haltnisse jedoch nicht so einfach, so untersucht man zunachst, ob die 
Voraussetzung des Satzes 9 erfUllt ist, die ja auch eine notwendige Vor­
aussetzung fUr die Existenz cines Grenzwertes darstellt. Bei der Ausrech-
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nung des Grenzwertes kann man sich dann nach Satz 9 auf eine be­
stimmte beliebig herausgegriffene Folge Xl' X2' ••. mit dem Grenzwert ~ 
beschranken. 

1m ubrigen vereinfacht sich die Grenzwertbestimmung bei Funk­
tionen wieder durch den folgenden Satz, den man durch Anwendung des 
eben beschriebenen Verfahrens und aus Satz 2 erhalt: 

Satz 10: 1st 

und 

so gilt: 

(12a) 

(12b) 

(1.2c) 

lim fd x) = g1 
x ..... ~ 

lim f2(X) = g2' 
x ..... ~ 

lim [/1 (X) + 12 (X)] = gl + g2' 
x ..... ~ 

lim [/d x) - 12 (x)] = g1 - g2' 
x~1; 

und unter der weiteren Voraussetzung g2 =1= 0 gilt auch: 

lim fd x ) _ gl 
(12d) x ..... ~ fa(x) - g. 

Die Grenzwertbildung von Funktionen ist also ebenfalls mit den ratio­
nalen Rechenoperationen vertauschbar, wobei aber stlbstverstandlich die 
Voraussetzungen genau so beachtet werden mussen, wie das in 5,2 bei 
Zahlenfolgen ausgefUhrt wurde. 

Die grolle Bedeutung des jetzt erklarten Begriffes des Grenzwertes 
einer Funktion fUr die Kennzeichnung von Funktionen werden wir so­
gleich erkennen. Wir wollen jetzt voraussetzen, die Funktion 1 (x) sei 
auch an der Stelle ~ definiert. Dann sagen wir: 

Erklarung 6: Wenn der Grenzwert 

lim f(x) 
x ..... ~ 

existiert und gleich f (~) ist, so ist die Funktion 1 (x) "an der Stelle ~ 
stetig" . 

Zusatz: Gilt dies nur unter der Einschrankung, daB die Annaherung 
einseitig (von rechts oder von links) erfolgt, so nennt man die Funktion 
t (x) an der Stelle ~ "rechtsseitig" bzw. "linksseitig" stetig. 

Die bisher von uns behandelten ganzen rationalen Funktionen waren 
iiberall stetig, und daher ist man zunachst wohl geneigt, die Stetigkeit 
einer Funktion als eine Selbstverstandlichkeit hinzunehmen. Man mull 
sich demgegenuber aber stets dariiber klar sein, eine welch allgemeine 
Bedeutung dem Wort "Funktion" zukommt. Es ist durchaus mog 
Lich, daB die eine Funktion darstellende Kurve an gewissen Stellen 
springt, wie etwa die Treppenkurven, die uns immer als Hilfsmittel 
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bei der Flacheninhaltsbestimmung dienten. Solche Sprungstellen sind 
die einfachsten Falle der Unstetigkeit. Mit dem Begriff der stetigen 
Funktion hat man dagegen das Bild einer Kurve zu verbinden, die an 
keiner Stelle einen Sprung macht. 

Der Erklarung 6 kann man auf Grund von Erklarung 5 auch die 
folgende Form geben: 

Erklarung 6a: Eine Funktion I (x) heiJ3t an der Stelle x = ~ stetig, 
wenn sich zu jeder noch so klein en positiven Zahl e eine solche positive 
Zahl " finden laJ3t, daJ3 I I (x) - I (~) I < e wird, sobald nur I x - ~ I <" 
ist. 

Unmittelbar folgt aus den Erklarungen 6 und 5 a auch: . 
Sat z 11: 1st Xl' x2 , ••• eine unendliche Zahlenfolge mit dem Grenz­

wert ~ und ist I (x) eine bei x = ~ stetige Funktion, so ist 

lim l(x,J = 1m, 
n~oo 

wofiir wir auch 
lim I (xn) = I (lim xn) 

n ....... c:o " ..... 00 

schreiben konnen. Bei einer stetigen Funktion ist also, kurz gesagt, das 
Funktionszeichen mit dem Limeszeichen vertauschbar. 

Die Untersuchung, ob eine Funktion stetig ist, wird offbetrachtlich 
erleichtert durch den folgenden, aus Erklarung 6 und Satz 10 hervor­
gehenden Satz: 

Satz 12: Fur aIle Welte der unabhangigen Veranderlichen x, bei 
denen zwei gegebene Funktionen stetig sind, sind auch die Summe, die 
Differenz, und das Produkt stetig, und das gleiche gilt auch fiir den Quo­
tienten, mit Ausnahme derjenigen Stellen, an denen die Nennerfunktion 
den Wert Null hat. 

Aus diesem Satz folgt sofort die bereits erwahnte Tatsache der 
Stetigkeit aller ganzen rationalen Funktionen, weil die zu ihrem Aufbau 
dienenden Grundfunktionen 11 (x) = x und 12 (x) = const sicher stetig sind. 

Nach der Gewinnung des Stetigkeitsbegriffes erinnern wir uns nun 
daran, daJ3 wir fruher bei den Steigungsbestimmungen im Grunde auch 
schon immer Grenzwerte von Funktionen gebildet haben, ohne das 
allerdings in dieser Form auszusprechen. 1st naml~ch 

y = I(x) =-= xn 

und legt man durch die beiden Punkte dieser Kurve mit den Abszissen x 
und x + LI x eine Sehne, so hat deren Steigung den Wert 

ma = ~(:-*-~1--=--'-{~J = {x + LJLJx;" - x n
, 

den wir nun als Funktion der Abszissenspanne LI x ansehen. Diese Funk­
tion ist fiir LI x = 0 nicht definiert, wohl aber fiir aIle LI x 9= O. Ais Tan­
gentensteigung hatten wir fruher nun diejenige Zahl erkannt, der die 
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Sehnensteigung beliebig nahekommt, sofern nur ILl X I hinreichend 
klein wird, das heiBt aber, den Grenzwert 

mt = lim m •. 
.1"' .... 0 

Die Existenz dieses Grenzwertes ist dabei leicht zu erkennen, denn fiir 
jedes .1 x =+= 0 ist 

Lx + Lli;" - x" = (7)xn-1 + G)xn-2L1 x+ G)xn-3(L1 X)2 + ... + (.1 x)n-l. 

Da die rechte Seite dieser Gleichung auch fiir .1 x = 0 definiert und iiber­
dies als Funktion von .1 x (bei fest em x) stetig ist, so muB der Wert, den 
sie fiir .1 x = 0 annimmt, gleich dem Grenzwert der linken Seite sein. 
Es ist also 

mt = y' = /,(x) = nxn-l. 

Natiirlich war der Grundgedanke unserer friiheren Ableitung dieses 
Ergebnisses der gleiche wie hier, nur zogen wir damals noch nicht den 
Grenzwertbegriff heran. 

Den Gedanken der Bestimmung der Tangentensteigung werden 
wir natiirlich auch bei anderen Funktionen weiter verfolgen. Der Weg, 
cler uns dabei zum Ziel ftihrt, bleibt grundsatzlich unverandert: Es wird 
zunachst die Sehnensteigung 

1 (x + Ll x) - 1 (x) 
m. = Ll x 

gebildet. Dieser Ausdruck verliert stets fiir .1 x = 0 seinen Sinn; wenn 
er 'aber, als Funktion von Ll x aufgefaBt, fiir .1 x -+ 0 einen Grenzwert 
hat, so ist dieser Grenzwert die Tangentensteigung: 

I f'() l' I(x+.dx)-/(x) y = x = 1m --'------;c-'--
.1"' .... 0 .dol' 

Die Bestimmung dieses Grenzwertes ist im allgemeinen nicht so einfach 
wie bei den bisher betrachteten Funktionen. Wir miiBten dabei immer 
zu den in Erklarung 5 a und Satz 9 bereitgestellten Hilfsmitteln greifen, 
wenn uns nicht ein merkwiirdiger Zusammenhang mit dem Problem 
der Flacheninhaltsbestimmung, den wir in § 7 kennenlernen werden, 
die Aufgabe in den meisten Fallen sehr erleichtern wiirde. 

Man sieht unmittelbar ein, daB die Funktion t (x) an der betrachteten 
Stelle stetig sein muB, wenn der die Tangentensteigung definierende 
Grenzwert existieren solI. Man erkennt aber auch leicht, daB diese Be­
dingung nicht hinreichend ist; denn wenn z. B. die Kurve f (x) an der 
untersuchten Stelle geknickt ist, macht die Funktion, die die ~ehnen­
steigung in Abhangigkeit von der Spanne .1 x darstellt, bei L1 x = 0 
einen Sprung, und das bedeutet, daB man zwei verschiedene Grenz­
lagen der Sehne erhalt, je nachdem, ob .1 x von rechts oder von links 
her gegen Null strebt. Das sind aber in dieser Hinsicht noch die einfach-
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sten FaIle. WEIERSTRASSl hat eine Funktion angegeben, die tiberall stetig 
ist, bei der man aber dennoch an keiner Stelle eine Tangentensteigung 
definieren kann. Solche Eigenttimlichkeiten passen nicht in das an­
schauliche Bild, das wir mit dem Begriff der stetigen Funktion ver­
binden, und es wird damit klar, daB dieses Bild offenbar schon Ele­
mente enthalt, die tiber den Inhalt der Erklarung 6 bzw. 6a hinaus­
gehen, von denen wir aber andererseits un sere Anschauung kaum werden 
befreien k6nnen. Da man sich aber in jedem Augenblick dartiber klar 
sein muB, welche Voraussetzungen einer bestimmten Vberlegung zu­
grundeliegen, miissen wir unbedingt wissen, wie weit der Stetigkeits­
begriff reicht und bei welchen Fragestellungen die Stetigkeit einer Funk­
tion eine ausreichende Voraussetzung darstellt. 1m Hinblick auf das 
Beispiel von WEIERSTRASS k6nnen wir uns bei der Klarung dieser Fragen 
nicht mehr auf die Anschauung sttitzen. ~aher miissen wir allein aus 
der Stetigkeitsdefinition (Erklarung 6 bzw. 6a) rein logisch Folgerungen 
ziehen. Wir dtirfen uns dann nicht wundern, wenn die dabei erhaltenen 
Ergebnisse vom Standpunkt der Anschauung aIs Selbstverstapdlich­
keiten erscheinen; denn wir wollen uns ja dartiber klar werden, welche 
unserer Anschauung vertrauten Tatsachen der Stetigkeit entspringen. 
Wir werden dabei feststeIlen, daB sich das bei dem Steigungsbegriff 
festgesteIIte Versagen unserer Anschauung beim Flacheninhaltsbegriff 
nicht wiederholt. Das gibt uns die Berechtigung, in den folgenden 
Kapiteln wieder, wie bisher, an die Anschauung anzukntipfen, wenn wir 
uns beim Vordringen auf neues Gebiet immer auf Flacheninhaltsbe­
stimmungen sttitzen. Hierfiir gilt es, eine sichere Grundlage zu schaffen. 

5.5. Allgemeine Sitze fiber stetige Funktionen. 
Wenn wir es bei den folgenden Satzen mit Intervallen zu tun haben, so ist es 

il1ll1ler von Bedeutung, ob zu einem Intervall seine Grenzen hinzugerechnet werden 
oder nicht. Man fiihrt diesbeziiglich folgende Sprechweise ein: 

Erklarung 7: Ein Intervall a;;:i x;;:i b mit hinzugenommenen Grenzen wird 
cin "abgeschlossenes Intervall" genannt; sind dagegen die Grenzen nicht als zum 
Intervall gehorig betrachtet, schreibt man also a < x < b, so hat man ein "offenes 
Intervall"; bei Hinzurechnung einer der Grenzen, also etwa a ~ x < b, nennt man 
das Intervall "halboffen". 

Wenn wir es im folgenden mit Stetigkeit in einem abgeschl05senen Intervall zu 
tun haben, so geniigt es, in den Randpunkten "einseitige Stetigkeit" (Erk!. 6, Zu­
satz) anzunehmen, namlich rechtsseitige an der unteren, linksseitige an der oberen 
Grenze des Intervalls. 

Satz 13: Eine in einem abgeschlossenen Intervall a;;:i x;;:i b iiberall stetige 
Funktion ist dort auch beschrankt. 

Beweis: Ware die stetige Funktion f (x) in dem aogeschlossenen lmervall (ab) 
nicht beschrankt, so konnte man eine monoton und unbeschrankt ansteigende Foige 
positiver Zahlen PI' P2' P3' .•. vorschreiben und danach eine Foige Xl' x2• x3 ' .•• 

von samtlich dem IntervaU (ab) angehorenden Zahlen so bestimmen, daB fiir aile n 
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ware. Die Foige der Xn miil3tc dann Haufungsstellen besitzen. die samtlich dem 
abgesehlossenen Intervall (ab) angehiiren. 1st ~ eine dieser Haufungsstellen und 
x~. x; • ... eine gegen !; kom'ergicrende Teilfolge der Foige xl' x2' .. " die sieh 
naeh Satz 8 immer finden lal3t. so wtirde, obwohl 

lim x:,~!; 
n-. ro 

ware. die zugehiirige Foige der Funktionswerte nicht konvcrgcnt sein. Dann ware f (x) 
entgegen der Voraussetzung an der Stelle x =.; nicht stetig. Der Beweis zeigt, wie 
wesentlich es war, die Inten'allgrenzen in die Stetigkeitsvoraussetzung einzu­
beziehen. da ja die Haufungsstelle !; auch eine der Intervallgrcnzen sein kann. Ftir 
nieht abgesehlossene Intervalle ist Satz 13 in der Tat aueh nieht gtiltig, was wir 
aueh noeh an Beispielen bestatigt finden werden. 

Satz 13 besagt. dal3 man bei einer in einem abgeschlossenen Intervall stetigen 
Funktion cine obere und cine untere Sehranke angeben kann. die von den Werten 
der Funktion in diesem Interval! nieht tiber- bzw. untersehritten wird. Wir legen 
uns, an diese Feststellung ankniipfend. die Frage vor. ob man'unter allen miiglichen 
oberen Schranken eine kleinste und entsprechend unter allen miiglichen unteren 
Sehranken eine griil3te auswahlen kann. 'Urn diese Frage zunachst ftir die oberen 
Schranken zu beantworten, gehen wir von zwei Zahlen ex und fJ (ex < fJ) aus, von 
denen die Zahl fJ eine obere Sehranke sei. ex dagegen nieht. Halbieren wir das von 
,len Zahlen ex und fJ begrenzte Intervall, so hat sieher clnes der entstehenden Teil­
intervalle wieder die Eigensehaft. dal3 wohl sein oberes. nicht aber sein unteres 
Ende eine obere Sehranke der Funktionswerte darstellt. Dieses Teilintervall halbie­
ren wir abermals. treffen unter seinen Half ten wieder die gleiehe Auswahl und 
fahren in dieser 'Weise ohne Ende fort. Diese Intervallsehaehtelung erfal3t eine 
Zahl M, die die Eigensehaft hat. dal3 jede griil3ere. jedoch keine kleinere Zahl eine 
miigliche obere Sehranke ist. Dann ist aber aueh M selbst eine obere Schranke; denn 
wiirde M iibertroffen. so liel3en sieh aueh noeh griil3ere (M benaehbarte) Zahlen 
finden. die ebenfalls iibertroffen wiirden, und das widersprache unserer Feststel!ung. 
Mist also in der Tat die kleinstmiigliche obere Sehranke, und in ganz entsprechen­
der Weise lal3t sich nattirlieh aueh die Existenz einer griiBtmiigliehen unteren 
Sehranke m beweisen. Diese beiden eindeutig bestimmten Zahlen m und M hei13en 
die untere und die obere "Grenze" des \Yertevorrates der Funktion !(x) im ab­
geschlossenen Interval! (ab). \Yichtiger noeh als diese Feststellung der Existenz 
solcher Grenzen ist die Erkenntnis, da13 cliese beiden Werte von der Funktion aueh 
wirklich angenommen werden. dal3 also die Funktionswerte nieht etwa nur diesen 
Grenzen beliebig nahekommen. Es gilt 

Satz 14 (Satz von \VEIERSTRASS): Unter den \Yerten, die eine in einem ab­
geschlossenen Intervall stetige Funktion dort annimmt. gibt es stets einen grii13ten 
und einen kleinsten. 

Beweis: 1st M die obere Grenze des Wertevorrates der Funktion im abge­
schlossenen Intervall (a b), so wahlen wir uns eine mono ton aufsteigende Zahlen­
folge f.l1' f.l2' .•• mit dem Grenzwert 1\,1. \I\'egen der Bedeutung der Zahl .'11 kann 
man ansehlie13end eine solehe Foige Xl' x2 • ••• mit samtlieh dem abgeschlossenen 
Intervall angehiirenden x. dazu bestimmen. da13 flir aile n 

!(x,,) ~ f.ln 

ist. Unter den samtlieh in dem abgesehlossenen Intervall (ab) Jiegemlen Haufung~­
stellen dieser Folge wahlen wir jetzt wieder cine aus. die wir etwa !; nennen. und wir 
bestimmen aus der Folge Xn eine gegen !; konvergierende Teilfolgc x;.. \Ycgcll 

II. ~ f(x.) ~ M und lim lIn ='M 

ist aueh n-.'" 
lim f (x.) = .If. 

u-...oo 
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und dann muG auch ftir die Tcilfolge geltcn: 

lim f (x;,) = M 

Da nun 
lim x~ = ~ 

n-+oo 

ist und t (x) nach Voraussetzung an der Stelle ~ stetig sein muB, folgt aus Satz 11 : 

tW=M. 
In der gleichen \Veise zeigt man auch, daB die untere Grenze m wirklich angenom­
men wird, und damit ist Satz 14 bewiesen. 

Erklarung 8: Die DifferenzM - m = (J zwischen dem groBten und dem klein­
sten Wert, den eine Funktion in einem abgeschlossenen Intervall annimmt, nennt 
man die Schwankung der Funktion in diesem Intervall. 

Dieser Begriff gibt die Moglichkeit, folgenden Satz auszusprechen, der im Grund 
auf eine andere Formulierung der Stetigkeitsdefinition hinauslauft: 

Satz 15: .Ist die Funktion j(x) ander Stelle x = ~ stetig, so laBt sich zu jedem 
noch so kleinen positiven e ein solches positives {j bestimmen, daB die Schwankung 
der Funktion -j(x) in dem abgeschlossenen Intervall ~ - {j ~ x ~ ~ + {j nicht 
groBer als 2 e wird. 

Dies ist sofort einzusehen, denn schon das {j der Erklarung 6a leistet das Ge­
wtinschte (wegen dieser Bezugnahme haben wir in Satz 15 mit 2 e statt mit e ge­
arbeitet). 

Wir betrachten nun wieder eine in dem abgeschlossenen Intervall a ~ x ~ b 
stetige Funktion j(x). Wir geben uns eine feste positive lahl e vor und bestimmen, 
am linken Ende a beginnend, Intervalle, die liickenlos aneinanderliegen und von 
denen jedes die Eigenschaft hat, daB in ihm die Schwankung der Funktion t (x) 

e 
hochstens gleich 2- ist. Das ist nach Satz 15 natiirlich immer moglich. Wichtig und 

keineswegs selbstverstandlich ist aber, daB wir es dabei immer so einrichten konnen, 
daB wir nach .endlich vielen Schritten am r~chten Ende b unseres Grundintervalls 
ankommen, das Grundintervall also mit einer endlichen Anzahl solcher durch c 
bestimmter Intervalle auffiillen konnen. An sich ware es ja denkbar, daB man bci 
der Durchfiihrung dieser Konstruktion auf eine solche monoton aufsteigende Folgc 
a, Xl' x2 , ••• von Intervallgrenzen stieBe, die eine Haufungsstelle ~ ~ b hatte. 
Dann miiBte aber f(x) nach Voraussetzllng auch in ~ stetig sein und damit nach 
Satz 15 ein Intervall ~ - e ~ x ~ ~ + e existieren, in dem die Schwankung. der 

e . I Funktion hochstens gleich 2 ware. Da man nun mit der urspriinghchen Interva 1-

folge sicher nach endlich vielen Schritten die lahl ~ - e erreicht, konnte dann dieses 
bis ~ + e reichende Intervall angeschlossen werden. Die vorherige Intervallfolgc, 
die ~ zur Haufungsstelle hatte, war also ganz offensichtlich zu ungiinstig bestim·mt. 
Ebenso wie ~ konnten wir natiirlich auch noch jede weitere in das abgeschlossene 
Intervall (ab) fallende Haufungsstelle iiberbriicken. Wir schen, daB wir eine Folge 
von Teilintervallen aneinanderreihen konnen, deren Endpunkte sich in (ab) 
nirgends haufen. Ihre Anzahl muB endlich sein, weil sonst ein VerstoB gegen den 
WeierstraBschen Haufungsstellensatz (Satz 3) eintreten wiirde; unsere Behauptung 
ist also bewiesen. 

Unter den so aufgeoauten endlich vielen Intervallen, die das Grundintervall 
(ab) ausftillen, konnen wir nun das schmalste aussuchen und seine Breitc {j nemi.en. 
Wenn sich dann zwei dem Intervall a ~ x ~ b angehorende lahlcn hochstens urn {j 
unterscheiden, so liegen sie entweder in ein und demselben oder in zwei unmittelbar 
benachbarten Intervallcn der soeben aufgebauten Teilung. Daher konnen sich ihrc 
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Funktionswerte hochstens urn e unterscheiden. Da nun aber e jede beIiebig kIeine 
positive lah! sein kann, besagt das: 

Satz 16: 1st t(x) in dem abgeschIossenen IntervalI a ;::; X ~ b stetig, so IaBt 
sich zu jedem noch so k!einen positiven e ein solches positives <5 finden, daB stets 
I t (x2) - t (Xl) ! ~ e wird, sobald nur I x 2 - Xl I ~ <5 ist und Xl und x2 zu dem 
abgeschlossenen Intervall (ab)gehoren. 

Dieser Satz, der als .. Satz von der gleiehmaf3igen Stetigkeit" bekannt ist, sagt 
sehr viel mehr aus als die Erklarung 6a; denn das in jener Erklarung zu einem vor­
geschriebenen e gehorige lj bezog sich nur auf eine bestimmte Stelle X = ~, wahrend 
doch hier ausgedriickt ist, daB man ein lj finden kann, das gleich fiir das ganze In­
tervall (ab) ausreicht. Die AbgeschIossenheit ist natiirlich auch hier eine wesentliche 
Voraussetzung. 

Von grundlegender Bedeutung ist auch der folgende Satz: 
Satz 17 (Satz von BOLZANO I ): 1st j(x) in dem abgeschlossenen Intervall 

a ~ X ~ b iiberall stetig und haben t (a) und j (b) entgegengesetzte Vorzeichen, so 
muB es in diesem Intervall mindestens eine Stelle X = ~ geben, deren zugehoriger 
Funktionswert gleich Null ist. 

Beweis: Zunachst halbieren wir das Intervall (ab) und nennen die Mitte c. 
SolIte t (e) zufallig gleich Null sein, so hatten wir unser liel schon erreicht. 1st das 
aber nichtder FalI, dann hat eines der beiden entstandenen TeilintervalIe wieder die 
Eigenschaft, daB I (x) an seinen beiden Enden verschiedene Vorzeichen hat, und 
mit diesem beschaftigen wir uns weiter. Wir haIbieren es abermaIs und suchen unter 
den beiden neu entstandenen TeiIintervallen wieder dasjenige mit der urspriing­
lichen Eigenschaft aus. Wenn wir, so fortfahrend, nach endlich vieIen Schritten auf 
einen Teilpunkt stoBen, fiir den der zugehorige Funktionswert Null ist, sind wir 
wiederum am lie!. Andernfalls wird durch unsere Konstruktion eine Intervall­
schachtelung aufgebaut, bei der die Lange der Intervalle gegen den Grenzwert Null 
hin abnimmt. Daher erfaBt diese Schachtelung eine lahl ~. Jedes noch so enge In­
tervall dieser Folge hat die Eigenschaft, daB die Funktionswerte an seinen beiden 
Enden entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Ware I (~) von Null verschieden, so 
widersprache das aber der Stetigkeit der Funktion I (x) an der Stelle ~, die selbst 
dem abgeschlossenen Intervall (ab) angehort, I(~) ist daher gIeich NulI, womit 
unser Beweis gefiihrt ist. 

Hieraus folgt· nun sofort weiter: 
Satz 17a (Bolzano-WeierstraBscher lwischenwertsatz): 1st I(x) in 

dem abgeschlossenen Intervall (ab) stetig und ist I(b) =F I(a), so muB diese Funk­
tion jeden lwischenwert zwischen I (a) und I (b) an mindestens einer Stelle des In­
tervalls (ab) annehmen. 

(lum Beweise hat man nach Wahl einer belie big en festen lahI p zwischen I (a) 
und I(b) den Satz 17 auf die nach Satz 12 im abgeschlossenen Intervall (ab) 
sicher auch stetige Funktion g(x) = I(x) - p anzuwenden.) 

Diese Tatsache beherrscht unsere anschauliche Vorstellung vom Wesen einer 
stetigen Funktion. Und doch kann man aus ihr nicht auf die Stetigkeit einer 
Funktion schIieBen, denn auch eine nicht in dem ganzen Intervall (ab) stetige 
Funktion kann aile lwischenwerte annehmen, wie man sich miihelos klar­
machen kann. Eine Umkehrung hat der Satz 17a nur dann, wenn die 
betrachtete Funktion im Intervall (ab) monotonen Charakter hat, d. h. wenn aus 
xa > Xl entweder stets I (xa) > j(xl ) oder stets I (xa) < j(xl ) foIgt, sofern Xl und X2 

dem Intervall (ab) angehoren. (Wir wollen also stiickweise Konstanz nicht zu­
lassen und Iegen dem Wort Monotonie einen engeren Sinn bei, als wir es bei lahIen­
folgen getan haben.) Wenn eine solche monotoJe Funktion jeden lwischenwert 
annimmt, ist sie auch stetig. Zu jeder beliebigen ZahI ~ zwischen a und b gehort 

I 1781-1848. 



140 Die ganzen rationalen Funktionen. 

namJieh zunaehsl sichn "in Funktionswerl 1($) zwischen I(a) und I(b). Isl nun t: 

cine beliebig kleine positive lahl, so mUsscn auch die Funktionswerte / ($) - E und 
f ($) + t: von der Funktion I (x) innerhalb des Intervalls angenommen werden, und 
wir nennen die bctreffenden Stellen oc und {J. Aus der Monotonie folgt, daB die beiden 
lahlen oc und {J die lahl $ einschlieBen mUssen. \\"ir konnen also mit positiven 
(II und 62 schreiben: oc = .; - 61 , {J = $ + 02. 1st nun x irgend eine Zahl zwischen 
.; - 61 und $ + 62 , so muB der Funktionswcrt wegen c1er Monotonie zwischen 
1(1;) - t: und f($) + t: liegen, und damit ist I(x) nach ErkHirung 6a bei x = .; 
stetig. Das gilt fUr jede innere Stelle des Intervalls, und in enlsprechender \Veise 
lal.H sich die einseitigc Stctigkeit an den Intervallgrenzen zeigen. 

Es gilt also: 
Satz 18: Eine in dem abgeschlossenen Intervall a ~ x ~ b beschrankte und 

monotone Funktion, die keinen Zwischenwert zwischen I (a) und f (b) allslaBt, isl 
in diesem abgeschlossencn Intervall stetig. 

Eine Funktion dieser Art hat offen bar die Eigenschaft, daB jeder Zahl y, die 
dem von den Zahlen f (a) und f (b) begrenzten abgeschlossenen Interval! an­
gehort, genau ein \Vert x aus dem abgeschlossenen Interval! a ~ x ~ b zugehort, 
fUr den fix) = y ist. \Venn man nun x und y die Rol!en vertauschen laBt und yals 
unabhangige, x dagegen als abhangige Veranderliche betraehtet, so ist diese sog. 
Umkchrfuilktioll x = ({J (y) in dem in Betracht kommenclen Intervall sicher ein­
deutig definiert und hat, genau wie die Ausgangsfunktion, monotonen Charakter, 
wobei sic jeden \Vert x aus dem abgesehlossenen Intervall a ~ x ~ b genau einmal 
annimmt. Aus diesen Eigensehaften folgt nach Satz 18 das wichtige Ergebnis: 

Sat z 19: 1st y = I (x) eine im abgesehlossenen Intervall a ~ x ~ b de­
finierte stetige und (im engeren Sinnel ) monotone Funktion, so ist ihre Um­
kehrfunktion x = ({J (y) in dem von den Zahlen f (a) und I (b) begrenzten abgesehlos­
senen Interval! eindeutig erklart und eben falls stetig und monoton. 

5,6. Analytische Definition des FHicheninhaltes. 
Bei dem jetzt eingenommenen Standpunkt, der die Berufung auf die An­

sehauung nieht zula.Bt, mUssen wir auch den Flaeheninhalt als cine GroBe ansehen, 
deren Existenz noeh nicht gesichert ist und die analytiseh definiert werden mull. 
Dabei ist als erstes zu fragen, durch welche rein analytischen Angaben die Zahl, 
die dann als Flacheninhalt gedeutet werden soil, festzulegen ist. Wir wollen, urn 
darUbcr Klarhcit zu schaffen, das betrachtete Interval! von a bis b durch die Zahlen 
Xo = a, Xl' x2, ... , Xn = b in n Teilintervalle teilen, so daB das v-te Teilintervall 
durch die Zahlen X~_l und x~ begrenzt wird. f (x) win;l in dem abgeschlossenen 
Interval! (ab) als stetig vorausgesetzt, woraus nach Satz 16 die gleichmaBige Stetig­
keit in (ab) folgt. Nun sei My der groBte und m~ der kleinste Wert, den f (x) im ab­
geschlossenen v-ten Teilintervall annimmt. Mit diesen GroBen bilden wir die beiden 
Summen 

(13 a) 

(13 b) 

En = HZI (Xl - Xo) -\-- ,ffi2 (X2 - Xl) + ... + mn (xn - Xn- t ) 
n 

~ 2: m~ (Xv - x,._tl, 

v=l 
n 

Fn = 2: M~(x,.- Xv-I)· 

v=1 
Es ist sic her 

En;SFn. 

I ,,1m engeren Sinne· bedeutet, daB die Funktion entweder bestandig steigt 
oder bestandig fallt, jedoch nieht stUckweise konstant ist. 
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wobei das Gleichheitszeichen nur gelten kann, wenn f (x) = co~st ist. Diese beiden 
Summen haben offenbar in unserem friiheren Sinne die Bedeutung einer unteren 
und einer oberen Rechteckssumme. SolI nun die analytische Definition des Flachen­
inhalts das richtig wiedergeben, was wir geometrisch mit diesem Begriff verbinden, 
so miissen wir jetzt als Flacheninhalt eine lahl F verstehen, die stets zwischen 

En undF .. liegt, ganz gleichgii~ig, welche Unterteilung des Intervalls (ab) bei del' 

Bild ung del' Summen En und F n zugrunde gelegen hat. Wenn wir diese Aussage nun­
mehr als Definition des Flacheninhalts ansehen, so wird ersichtlich, welche Fragen 
noch zu klaren sind: Wir miissen feststellen, ob es iiberhaupt eine Zahl gibt, die die 
angefiihrten Eigenschaften hat, und miissen uns vergewissern, ob den gestellten Be­
dingungen wirklich nul' eine einzige ,lahl geniigt. 

Wir versuchen, eine Intervallschachtelimg zur Erfassung der gesuchten Zahl 
auf"zubauen. Daher woUen wir zunachst die Spanne 

n 

F~ - E .. = 2: (M .. -m~) (X .. -X,._l) 
,,=1 

untersuchen. Wenn wir ein beliebig kleines positives E vorschreiben und zu ihm 
das J des Satzes 16 bestimmen und dann die Teilung so fein wahlen, daB keins der 
Teilintervalle eine Lange groBer als'J hat, so ist nach Satz 16 in jedem Teilintervall 
die Schwankung M. - m,. hochstens gleich E, und damit bekommen wir die Ab­
schatzung 

F,.-E .. ::;:::;; E (b-a), 

aus del' wir sofort schlieBen, daB bei einer Folge von Teilungen, be.i der die groBte 
vorkommende IntervaUange dem Grenzwert Null zustrebt, die Spanne zwischen 

den Sum men En und Fn unbegrenzt abnimmt: 

lim (F .. ·-En) = O. 
n-+oo 

Damit brauchten die Folgen E .. und F .. natiirlich nicht konvergent zu sein. Wir 
wollen abel' jetzt iiber die lerlegungsfolge bestimmtere Voraussetzungen machen 
und verlangen, daB jede Teilung del' Folge aus del' vorhergehenden durch Hinzu­
nahme neuer Teilpunkte zu den schon vorhandenen entsteht. Bei diesem FrozeB 

del' .. Weiterteilung" kann dann namlicht:,. nicht abnehmen und F .. nicht zunehmen; 
denn wenn durch Hinzutreten eines neuen Teilpunktes aus einem Intervall zwei 
werden, so ist in jedem dieser Teilintervalle der kleinste Funktionswert mindestens 
gleich dem kleinsten Wert, den die Funktion in beiden zusammen annimmt, und 
entsprechendes gilt fiir den groaten. Wir haben auf diese Weise also erreicht, daa 

die Folge del' E .. eine monoton nicht abnehmende, die del' En eine monoton nicht 
zuneh~ende Folge geworden ist. Beide sind auaerdem wegen der Ungleichungen 

E .. ;:,i F .. auch beschrankt, so daB jede von ihnen einen Grenzwert hat. Wenn wir 
nun daran festhalten, daB die groBte vorkommende Intervallange nach Null streben 
solI, so hat gleichzeitig die Spanne den Grenzwert Null, und die Grenzwerte 
beider Folgen fallen zusammen. Wir haben dann tatsachlich durch eine 1n­
tervallschachtelung eine lahl F definiert, die die Ungleichung 

(13c) 
erfiillt. Dabei haben wir uns aber auf eine spezielle lerlegungsfolge beschrankt und 
wollen min noch zeigen, daB wir bei jeder anderen Zerlegungsfolge auf die gleiche lahl 
F stoBen wiirden. Erst del' Nachweis, daB diese Zahl von del' Zerlegungsfolge unah­
hangig ist, gibt uns das Recht, sie als "Flacheninhalt" zu definieren. Wir gehen von 
zwei vollig verschiedenen und ganz willkiirlichen Zerlegungen aus, die wir durch die 
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Symbole I und II kennzeichnen wollen. f!l) und f!ll) seien die unteren,];<1) und 

ji(ll) die oberen Rechteckssummen. Nun nehmen wir die Teilpunkte der lerlegungen 
I und II zusammen als Teilpunkte einer neuen lerlegung III und nennen die zu 

ihr gehorige untere Rechteckssumme f(lll), die obere F(lll). Da die lerlegung 
III sowohl aus I als auch aus II durch Weiterteilung entstanden ist, kann f(lll) 

nicht kleiner sein als f(l) oder ~ll), und ebenso kann FIll) nicht groBer sein ah, 

PCI) oder pill). Daraus folgt aber in Verbiildung mit 

f(ll1) ~ P(W) , 

daB 
und 

sein muB. Es kann also niemals eine untere Rechteckssumme groBer sein als eine 
obere, auch wenn beide mit ganz verschiedenen Teilungen gebildet sind. Unter 
solchen Umstanden kann es aber nur eine einzige lahl F geben, der sowohl untere 
als auch obere Rechteckssummen beliebig nahekommen konnen; daher muB der 
oben erhaltene gemeinsame Grenzwert diese bestimmte Zahl F gewesen sein, und 
sie de/inieren wir als den Flli.cheninhalt unter der Kurve / (x) zwischen den Grenzen a 
und b. Die Existenz des Flacheninhalts unter einer stetigen Kurve ist damit allge­
mein gesichert. 

Auf Grund dieser nun gewonnenen GewiBheit vereinfacht sich das Berechnungs­
verfahren. Haben wir namlich eine beliebige Folge von Teilungen vor uns, so wissen 
wir jetzt, daB es eine lahl F gibt, die fiir jedes n der doppelten Ungleichung 

E .. ~F~F" 
geniigt. Die lerlegungsfolge braucht dann nur noch der Bedingung zu geniigen, 
daB die Spanne zwischen unterer und oberer Rechteckssumme den Grenzwert Null 
hat, und dafiir ist, wie wir erkannt haben, hinreichend, daB die groBte vorkommende 
Streifenbreite gegen Null konvergiert. Es ist also nun nicht mehr erforderlich, daB 
jede lerlegung der Folge aus der vorhergehenden durch Weiterteilung entsteht. 
Man erhalt ·dennoch zwei lahlenfolgen, deren Elemente in der Grenze einander 
belie big nahekommen., ohne daB sie allerdings noch unbedingt eine Schachtelung 
im eigentlichen Sinn zu bilden brauchen, da wir durch das Aufgeben des Prinzips 
der Weiterteilung im allgemeinen die Monotonie der beiden Folgen verlieren werden. 
Wir werden allerdings kiinftig auch in solchen Fallen, wo eine lahl als gemeinsamer 
Grenzwert zweier Folgen erscheint, von denen die eine lauter zu kleine, die andere 
lauter zu groBe Elemente enthalt, ohne daB beide Folgen unbedingt monoton zu 
sein brauchen, kurz von Schachtelungen sprechen. Es ist also: 

F= limE .. = lim F... 
n+co n-+c:o 

Wir kommen zu einer noch allgemeineren Darstellung von F, wenn wir statt von 
n 

E. .. und F" von .2 /(~~) (x~ - X,._I) ausgehen, wo ~,. eine dem v-ten Teilinter­
,.=1 

vall angehorende lahl ist. Das fiihrt namlich zu 

n 
E .. ~ .2(f(~,,)(X,,-X"_I)] ~ F ... 

"'=1 
und daraus ergibt sich: 

F = lim {1; (f (~,.) (x" - X"_I)]~' (X"_I;;;;~";;;; X,.) . 
n .... ex> 

~~1 

Es ware danach also nicht erforderlich, in jedem Streifen erst den groBten und den 
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Ideinsten Funktionswert zu bestimmt.. Fiir die wirkliche Berechnung wird man 
allerdings immer gern die Schachtelun6 heranziehen. weil sie gleich einen Ober­
blick iiber die erreichte Genauigkeit gestattet. 

Alles. was wir bei der FI!l.cheninhaltsbestimmung bisher der Anschauung 
entnommen haben. hat hiermit nun seine strenge Begriindung gefunden. Wir 
konnen daher kiinftig.in dieser Hinsicht wie bisher weiterarbeiten. Insbesondere 
konnen wir bei der Aufteilung der FI!l.che in Streifen gleicher Breite bleiben. konnen 
aber auch gelegentlich zu einer anderen Aufteilung iibergehen. wenn uns das fiir 
die Berechnung zweckmll/3iger erscheint. Wir miissen dabei aber natiirlich darauf 
achten. da/3 in der Grenze die gro/3te vorkommende Streifenbreite gegen Null kon­
vergiert. eine Forderung. die ja auch anschaulich vollstllndig Idar ist. Zugleich hat 
sich auch gezeigt. da/3 sich unter jeder stetigen Funktion der Fillcheninhalt berech­
nen 1!l./3t. also auch im Falle des Vorliegens einer der in 5. 4 erw!l.hnten Ausnahmen. 
die die anschauliche Darstellung durch eine Kurve unmoglich machen. 

Zweites Kapitel. 

Die gebrochenen rationalen Funktionen 
und ihre FHicheninhaltsfunktionen. 

1m vorigen Kapitel haben wir uns ausschlieBlich mit den ganzen 
rationalen Funktionen beschaftigt, die aus der Veranderlichen x und kon­
stanten GroBen durch die drei Operation en : Addition, Subtraktion und 
Multiplikation entstehen. Wir gehen nun einen Schritt weiter und lassen 
auBerdem noch die Division durch die Veranderliche x zu; hierdurch 
gelangen wir zu den gebrochenen rationalen Funktionen. 

§ 6. Der Flicheninhalt unter der Hyperbel y = ! _ 
6, I. Verlauf der Kurve (Pol, Asymptoten, Tangentensteigung). 

Der einfachste Sonderfall dieser Funktionen entsteht offensichtlich, 
wenn wir die Einheit durch x dividieren: 

(1) 
1 

y=-. 
:If 

Wir zeichnen in bekannter Weise zunachst die Kur,[e, die durch diese 
Gleichung dargestellt wird. Dabei miissen wir den Wert :x = 0 aus­
schlieBen, da die Division durch Null eine unerlaubte Operation, die 
Kurve also flir diesen Wert von x nicht definiert ist. Flir aIle x =l= 0 wird 
die Funktion durch eine stetige Kurve dargestelltl. 

Flir x > 0 erkennt man, daB die Ordinaten positiv sind und mit wach­
sendem x immer kleiner werden. Die Kurve nahert sich, wie man sagt, 
mit wachsendem x asymptotisch der x-Achse. Wenn wir eine noch so kleine 
positive ZahlB vorgeben, so konnen wir stets eine Ordinate der Kurv.e (1), 
die kIeiner als B ist, erhalten, wenn wir nur die Abszisse x genligend 
groB wahlen, oder genauer gesagt: zu jeder vorgegebenen positiven 

1 Vgl. 5. 4 Satz 12. 
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Zahl e kann eine positive Zahl a bestimmt werden, so daJ3 fUr alle Ab­
szissen x > a die Ordinate y < e ausfallt. 

]etzt betrachten wir, von x = 1 ausgehend, die positiven Werte der 
Abszisse x, die kleiner als 1 sind, z. B. der Reihe nach die Werte x = t, 
1: 1, g ... Wir erhalten, je weiter x an Null herankommt, immer groBere 
Werte fUr die Ordinate. Die Kurve steigt also beliebig hoch an, oder, ge­
nauer gesprochen: Wenn wir eine beliebig groJ3e positive Zahl M vor­
schreiben, so laJ3t sich dazu eine positive Zahl b bestimmen, so daJ3 
die Kurvenordinate von (1) gr6J3er aJs M wird, sofern wir die 
positive Abszisse x kleiner als b wahlen. Man sagt daher: Wenn die Ab­
szisse x durch positive Werte auf Null zustrebt, so strebt die Ordinate der 
Kurve (1) nach (+00) und schreibt entsprechend 

(2a) lim y = + 00 . 
x~+o 

Beim Dbergang zu negativen Werten von x bedenken wir, daJ3 y 
nach (1) eine ungerade Funktion von x ist, d. h., daB 

(3) y( - x) = - y (x) 

gilt. Wir brauchen also nur die fUr die positiven Abszissen x gefundenel. 
Ordinaten an der entsprechenden Stelle (- x) der negativen Abszissen­
achse nach unten abzutragen, urn fUr die negativen Abszissenwerte den 
Kurvenzug zu erhalten (Abb. 52). Nahern wir uns dem Wert x = 0 auf 
der Halbachse der negativen x, so erhalten wir: 

(2b) lim y = - 00. 
x-~ -0 

Wir sehen also, daJ3 dem Abszissenwerte x = 0 in der Tat keine Ordinate 
zugehort. Wenn man dem Punkte x = 0 einen Funktionswert zuotdnen 
will, so kann das nur durch einen GrenzprozeJ3 geschehen, wie er in (2a) 
und in (2b) seinen Ausdruck findet. Man sieht, daJ3 dieser Funktionswert 
verschieden ausfallt, je nachdem man mit x von der einen oder von der 
anderen Seite her auf die kritische Stelle x =0 zugeht. Dabei ist noch zu 
beachten, daJ3 man tiberhaupt den Wert +00 bzw. -00 nur im weiteren 
Sinn als "Funktionswert" bezeichnen kann, denn das Symbol 00 ist 
nattirlich keineswegs den endlichen Zahlen ohne weiteres gleichzu­
setzen. Mit den \'Vorten: "y strebt nach +00, wenn x von rechts her 
auf Null zugeht", meinen wir eben nur, daJ3 y tiber jeden (noch so groBen) 
vorgegebenen positiven Wert hinausgebracht werden kann, so fern man 
dem x einen geeigneten kleinen positiven Wert gibt. DaJ3 man das Un­
endliche selbst nur in einem solchen GrenzprozeJ3 erfassen kann, hat man 
in dem Satze ausgedrtickt: "Das Unendliche ist nicht etwas Vorhandenes, 
sondern etwas Werdendes." Eine solche kritische Stelle einer Kurve, 
wie sie hier bei x = 0 vorliegt, pflegt man einen Pol der K urze zu nennen, 
und zwar ~pricht man hier insbesondere von einem einfachen Pole cler 
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Funktion im Gegensatz zu komplizierterem Verhalten bei spater zu be­
trachtenden Funktionen. 

Die Kurve ist aus den Elementen der analytischen Geometrie 
wohl bekannt als gleichseitige Hyperbel, und die beiden Koordinaten­
achsen werden als die Asymptoten dieser Hyperbel bezeichnet. Auch 
die etwas allgemeinere Kurve 

(4) 
c 

y= -x 

stellt eine gleichseitige Hyperbel dar. 
Zur Ermittlung del' Tangcntensteigung gehen Wir m der ublichcn 

Weise von der Steigung einer Sehne durch den Punkt P mit der Abszisse x 
aus, die mit der Abszissenspanne LI x 9= 0 konstruiert ist. Ihre Steigung 
ist allgemein: 

y(x-t-L1x)-y(x) m = --------~---.. 
• L1 x 

Fur die Hyperbel (1) ergibt sich 
daher mit LI x 9= 0 

1 1 

(5) m.= x+~:--x-= X(x+~x)' 
Auch hier hebt sich die Abszissen­
spanne LI x heraus, und wir k6n­
nen in dem Ergebnis LI x .= 0 
setzen. Der erhaltene 'Vert 

m = lim __ -:-:._1 ___ = _ 1. 
;1"' .... 0 x (x -t- .1 x) .... 2 

11 

oX 

Abb.52. 

verliert naturlich seine Bedeutung als Sehnensteigung. Fassen wir ihn 
dennoch als Steigung einer- Geraden durch den Punkt P auf, so er­
kennen wir, daJ3 diese Steigung kleiner ist als die der Sehnen mit posi­
tiver Abszissenspanne un.d gr6J3er als die der Sehnen mit negativer 
Abszissenspanne (Abb. 52). Die Gerade trennt also die Sehnen mit 
positiver Abszissenspanne von den en mit negativer Abszissenspanne, 
sie ist die Tangente der Hyperbel im Punkt P. Nach S. 135 kann dies 
unmittelbar aus der Existenz des Grenzwertcs geschlossen werden. Fur 
die Funktion (1) haben wir damit die Ableitung 

(1') 

gefunden. 
Fur die Hyperbel (4) ist die Tangentensteigung entsprechend 

(4') 
, C 

Y = - Xl' 

Prang •. v. Koppenr.I" Integral· u. Differontialrechnung I. 10 
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Der Vergleich von (4) und (4') zeigt, daB die Tangentensteigung auch 
in der Form 

(6) I Y Y = -~­
x 

geschrieben werden kann, und daraus sehen wir, daB die Tangente der 
Hyperbel (4) in dem Punkt mit der Abszisse x die x-Achse in dem Punkte 
mit der Abszisse 2 x schneidet. Urn also in dem Hyperbelpunkt P die 
Tangen~e zu konstruieren, hat man die Abszisse zu verdoppeln und 
den dadurch erhaltenen Punkt mit dem Kurvenpunkt P zu verbinden. 

6, 2. Beispiel fUr die Bedeutung der Kurve in der Tethnik .. (Isotherme 
Zustandsanderung eines idealen Gases.) 

Wir wollen zunachst an einem einfachen Beispiel aus der Warme­
mechanik zeigen, daB diesen Kurven fUr die mathematische Behand­
lung technischer Aufgaben groBe Bedeutung zukommt. 

Flir ein ideales Gas, bzw. einen liberhitzten Dampf, sind der Druck p, 
das Volumen v und die absolute Temperatur T durch die Zustands­
gleichung 

( 7) pv=MRT 

verknlipft (Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsches Gasgesetz). M bedeutet hier­
bei die Masse der eingeschlossenen Gasmenge, wahrend Reine Konstante 
ist. Nun solI bei einem Vorgang sich der Zustand des Gases in der Weise 
andern, daB die Temperatur konstant bleibt, oder, wie man auch sagt, die 
Zustandsanderung soil isotherm sein. Dann besteht nach (7) zwischen 
Druck p unci Volumen v des Gases die Beziehung p v = Const oder 

c 
(7a) p = --. 

v 

Wir erhalten also fUr den Zusammenhang zwischen Druck und Volumen 
des Gases eine Funktion der eben betrachteten Gestalt. Da das 
Volumen stets eine positive Zahl ist, brauchen wir der unabhangigen 
Veranderlichen v nur positive Werte zu geben und erhalten im Bild nur 
den einen Ast der gleichseitigen Hyperbel. 

Wir denken uns die Zustandsanderung etwa im Zylinder einer 
Warmekraftmaschine vor sich gehen und haben, nachdem der Dampf 
aus dem Kessel in den Zylinder eingestromt ist, ein bestimmtes 
Vol urn en Dampf unter einem bestimmten Druck im Zylinder. Das 
Volumen moge VI [ern 3] sein, der Druck PI [at]. Sollen p und v 
durch die Gleichung (7a) verknlipft sein, so ist PI VI = C, so daB wir den 
zur Zeichnung der Kurve (7a) erforderlichen Zahlwert der Konstanten C 
aus dem Anfangszustand des Gases in dem Zylinder berechnen konnen. 
1st die "Flillung" des Zylinders beendet, so wird das Gas sich selbst 
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iiberlassen, es "expandiert", d. h. es dehnt sich aus und schiebt 
dabei den Kolben vor sich her, bis die Epdstellung des Kolbens 
erreicht ist. Das Volumen ist dann gleich dem Zylinderinhalt v2 ge­
worden und der Druck hat abgenommen. Wenn wir voraussetzen, 
daB die Zustandsanderung isotherm erfolgt, d. h., daB wahrend der Ex­
pansion Druck und Volumen durch die Gleichung (7a) verkniipft sind, 
so ist der Druck des Gases am Ende der Expansion 

(7b) p - !:....- P1V1 
2 - V2 - V2 ' 

und wiihrend der Expansion hat zu jeder Stellung des Kolbens, d. h. zu 
jedem abgegrenzten Volumen vein Druck gehort, der durch die Ordinate 
der Kurve (7a) dargestellt wird. 

In der Wiirmemechanik wird nun die Frage gestellt, welche Arbeit 
das Gas bei der isothermen Expansion durch die Verschiebung des 
Kolbens nach auBen abgibt. 

Aus dem Druck berechnet man leicht die vom Gase auf den Kolben 
ausgeiibte Krall, denn da.der Druck die auf die Flacheneinheit bezogene 
Kraft ist, so brauchen wir nur den Druck mit der Flache des Kolbens zu 
multiplizieren. 

Wird also der Druck des Gases in Atmospharen gemessen (1 at = 
1 kg cm-2), und ist der Durchmesser des Zylinders gleich d [em], so 
ist die auf den Kolben ausgeiibte Kraft 

d2 ;n 
K=P4 [kg]. 

Wenn man in den Elementen der Mechanik die Arbeit einer Kraft bei 
einer bestimmten Verschiebung betrachtet, so geht man von dem Son­
derfall aus, daB die Richtung der Kraft und die Richtung der Ver­
schiebung iibereinstimmen und daB die Kraft wahrend der Verschiebung 
unverandert bleibt. 

In unserem Problem stimmt die Richtung der Kraft mit der Rich­
tung der geradlinigen Verschiebung dauernd iiberein, die GroBe der Kraft 
aber andert sich, weil der Druck wahrend der isothermen Expansion 
abnimmt. Wir werden daher vorab den einfacheren Fall behandelri, daB 
der Druck im Zylinder wahrend der Verschiebung konstant ist. (Das 
ist in Annaherung wahrend der Dauer der Fiillung des Zylinders der 
Fall, d. h. solange der Dampf aus dem Kessel, w6 er unter konstan­
tern Druck steht, in den Zylinder einstromt.) Wenn nun bei konstant 
gehaltenem Druck der Kolben eine Verschiebung s erfiihrt, so erhalten 
wir fUr die Arbeit der konstanten Kraft den Ausdruck 

d2 ;n 
A = K s=p~~s [kgcm]*. 

• Wollen wir als Einheit der Arbcit, wic iiblich, das Kilogrammeter einfiihren, 
so haben wir 

1 d2 ;n 
A = -p-s (kgm]. 

tOo 4 

to· 
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Das Produkt aus der KolbenfHiche und der Verschiebung s des Kol­
bens ist gleich der V olumenzunahme des Gases: 

d 2 n 
4 s = V2 -VI' 

also kann die Formel fUr die Arbeit des Gases bei konstantrm Druck 
in der Gestalt 

geschrieben werden. Die yom Gas geleistete Arbeit ist gleich 
dem Produkt des konstant bleibenden Druckes und der Vo­
lumenzunahme. Sie wird durch den Flacheninhalt unter der 
horizontalen Geraden dargestellt, die den Druck als Funk-

Abb.53. 

tion des Volumens wiedergibt. 
1m Fall der isothermen ZustandsaI1derung 

ist der Druck nicht konstant, sondern nimmt 
mit wachsendem Volumen abo Aber wir kan­
ll~n auch hier zum Ziele kommen, wenn 
wir wieder unser altes Verfahren der' Ein-

schachtelung heranziehen. Wir teilen das Volumenintervall in n gleiche 
Teile und konstruieren einen Idealvorgang, bei dem der Druck immer 
konstant bleibt, wahrend das Volumen sich urn eine der n Spannen ver­
mehrt. In dem Augenblick aber, in dem der Trennpunkt zweier Spann en 
uberschritten wird, mage der Druek sprungweise auf den Wert sinken, 
der dem erreichten Wert des Volumens entspricht; diesenWert mage er 
dann wahrend der folgenden Volumenspanne beibehalten usw. So er­
halten wir einen Vorgang, der der in Abb. 53 angegebenen oberen Trep­
penkurve entspricht. Die zugehorige Arbeit ist, wie man unmittelbar 
erkennt, gleich der Summe der Inhalte aller Rechtecke. Der so er­
haltene Wert fUr die Arbeit ist offenbar zu groB, da wir im. allgemeinen 
nicht den richtigen, sondern einen zu groBen Wert fUr den Druck an­
genommen haben. Sodann betrachten wir einen zweiten fingierten Vor­
gang, der einer unteren Treppenkurve entsprechen mage. Auch hier ist 
die zugeharige Arbeit gleich dem FHicheninhalt unter der Treppenkurve, 
und wir erhalten einen zu kleinen Wert. Damit haben wir die gesuchte 
Arbeit in Grenzen eingeschlossen. Wenn wir nun in der uns gelaufigen 
Weise der Zahl n der Reihe nach die Werte n = 1, 2, 22, 23, 24 , .•• zu­
wei sen , so erhalten wir eine Folge von Flacheninhalten, die zu der 
oberen Treppe geharen, und eine Folge von Flacheninhalten, die zu 
der unteren Treppe geharen. Die gesuchte Arbeit des Gases ist stets 
eingeschlossen zwischen dem FHicheninhalt unter der unteien Treppe 
und dem Flacheninhalt unter der oberen Treppe mit der gleichen Stu­
fenzahl. Offen bar ist der Unterschied zwischen dies en beiden Flachen­
inhalten gleich der Differenz aus dem ersten oberen und dem Ietzten 
unteren Rechteck und somit gleich 

S,. = c( 1 _ 1) (Llv)n 
vI v2 
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oder, da 

ist, 

Da dieser Unterschied mit wachsender Nummer nach Null geht, so er­
halten wir durch die Treppeneinschachteiung den Flacheninhalt von 

Vi bis V2 unter der Hyperbel p = E. Dies ist die gesuchte Arbeit. v 
Wir sehen, daB es auch bei der gleichseitigen Hyperbel von Bedeutung 
ist, den Fl1icheninhalt unter der Kurve zu berechnen. Dieser Aufgabe 
wenden wir uns jetzt zu. 

6, 3. Berechnung des Flacheninhaltes nach dem 
Schachtelungsverfahren. 

Wir kniipfen wieder an die Hyperbel y=: an. Fiir die Durch­

fiihrung der weiteren mathematischen "Obedegungen ist es notig, 
mit dimensionslosen GroBen zu arbeiten. Wir fassen· daher im folgenden 
x als reine Zahl auf. 

Bei den bisherigen Flacheninhaltsbestimmungen hatten wir den 
Flacheninhalt zunachst immer von der Stelle x = 0 an gezahlt. Bei der 
Hyperbel (1) ist dies offenbar nicht moglich, da die Funktion an die­
ser Stelle keinen endlichen Wert besitzt. Wir werden deshalb an der 
Stelle x = 1 beginnen und den Flacheninhalt zunachst bis zu einer be­
liebigen Stelle x > 1 ·bestimmen. 

Zur Ermittlung des Flacheninhaltes ziehen wir das Einschachte­
lungsverfahren heran und teilen, wie in dem oben behandelten Beispiel, 
das Intervall von 1 bis x in n gleiche Teile, so daB jedes Intervall die 
Lange 

hat. Sodann konstruieren wir die zugehorige obere und untere Treppen­
kurvc. Die Stu fen der Treppe werden durch die (n + 1) Punkte mit den 
Abszissen 

1,1 +Llx, 1 +2L1x; ... , 1 +nLlx= x 

bestimmt. 
Der Unterschied zwischen diesen beiden Flacheninhalten mit der 

gleichen N ummer n ist 

S =Llx - =Llx 1-- -----( t t) ( t ) t (x - 1)1 

n 1+0.L!x 1+nL!x x - n x ' 
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und man sieht, daB dieser Unterschied mit wachsender Nummer n nach 
Null geht. 

Diese Einschachtelung lieferl uns den Flacheninhalt F~ (vgl. 5,6 
Ende), und wir konnen ihn mit jeder gewunschten Genauigkeit leicht 
berechnen, denn ~ weicht sowohl von dem Flacheninhalt unter der 
unteren wie von dem unter der oberen Treppe urn weniger ab,· als der 
Unterschied dieser beiden betragt. 1st also eine Genauigkeit fur die Be­
rechnung von F~ vorgeschrieben, so brauchen wir nur n so groB zu wah­
len, daB diese Spanne kleiner wird als der zulassige Fehler von F~ ; dann 
wird sowohl die untere wie die obere Rechteckssumme den gesuchten 
Flacheninhalt mit der gewiinschten Genauigkeit liefem: Das ist prinzipiell 
sehr einfach; fur die praktische Durchfuhrung bleibt es allerdings un­
bequem, die Rechteckssumme wirklich durch Addieren der einzelnen 
Summanden zu bilden, denn es gelingt nieht, dafur einen geschlossenen 
Ausdruck anzugeben. 

Wenn wir nach einem Ausweg suchen, der uns zu einer fur das prak­
tische Rechnen bequemeren Berechnung des gesuchten Flachen­
inhaltsF~ fiihrt, so liegt die Frage nahe, ob die Zerlegung in Streifen 
gleieher Breite zweckmaBig war. Offenbar zwingt uns niehts zu dieser 
Wahl der Teilpunkte des Intervalls, vielmehr kann man auch mit 
oberen und unteren Rechteckssummen arbeiten, wenn das Gesetz, 
nachdem das Intervall in Teilintervalle zerlegt werden soll, ganz beliebig 
vorgeschrieben wird, nur muB mit wachsender Nummer die Breite 
jedes einzelnen Streifens nach Null gehen l • Bei der Hyperbel gelingt 
es nun in einfachster Weise, die Teilung so zu wahlen, daB alle unteren 
wie aile oberen Rechtecke unter sich Ilachengleich sind. 

Wir erhalten diese Teilung, wenn wir aus der vorgeschriebenen 
oberen Grenze x > 1 des Intervalls die n-te Wurzel 

(8) q,.=fx 

gezogen denken und als Teilpunkte die Punkte mit den Abszissen 

(8a) 

wahlen. Dann erhalten wir fiir die Langen der einzelnen Teilintervalle, 
d. h. fur die Breite der Streifen, die Werle: 

q,. - 1, q~ - q,., q! _ q~, ... , q: _q:-l, 

aus denen man durch Multiplikation z. B. mit den "rechten" Ordinaten: 

-, I' 3' ... J q,. q,. q" 

1 Wir haben uns in 5,6 davon iiberzeugt, daB diese Forderung bei der Be­
stimmung des Flacheninhaltes unter einer stetigen Funktion in der Tat ausreicht. 
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die unteren Rechtecke erh1ilt. die offensichtlich alle den gleichen Flachen­
inhalt 

q,.-1 

q" 

besitzen. Ebenso sieht man, daB der Flacheninhalt jedes oberen Recht­
eckes den Wert q,,-i hat. 

Bei unserer Teilung wird also die Abnahme der Rohe der Rechtecke 
beim Fortgehen nach rechts gerade durch die Zunahme der Breite wett­
gemacht (Abb. 54). Damit ergibt sich aber der Flacheninhalt unter der 
oberen Treppe gleich dem n-fachen y 
Flacheninhalt des einzelnen oberen 
Rechtecks: 

(9a) (Obere Treppe) .. = n (q .. - 1) 

und entsprechend der Flacheninhalt 
unter der unteren Treppe gleich dem 
n-fachen Inhalt des einzelnen unteren 
Rechtecks 

(9b) 
q -1 

(Untere Treppe)" = n ~- . 
q" 

Die Summation der oberen wie der 
unteren Rechtecke ist also hier in 

.r .r 
Abb. 54. 

einfachster Weise zu erreichen. Da der gesuchte Flacheninhalt zwischen 
dem Flacheninhalt unter der unteren Treppe und dem unter der oberen 
Treppe liegt, haben wir die Ungleichung 

n_ 

(10) n Y:y; 1 < ~ < ne¥x - 1). 

Die Spanne zwischen dem zu groBen und dem zu kleinen Wert ist 

()x-- S 
S = n -'-"--'-'-

n fX 
Man sieht dieser Spanne ohne groBe Muhe an, wie sie sich fUr groBer 

werdendes n verhalt: 
Bei der Untersuchung einfacher Grenzwerte hatten wir festgestellt 

(§ 5,1 Beispiel 1, S. 119), daB fUr :Ie > 1 die Zahlen Vx eine absteigende 
Folge mit dem Grenzwert 

lim yx= 1 

bilden. Mit Rilfe des binomischen Satzes konnten wir 'V x leicht zwischen 
zwei Grenzen einschachteln: 

'if.: X-1 
1 < fX < 1 +'-n-. 
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Hieraus folgt sofort, daB dIe Spanne mit wachsendem n nach Null gebt, 
denn wegen 1 < Vx wird 

und mit Rucksicht auf 

ergibt sieh weiter 

(11) 

("f:; - 1)2 (!lr- ). n II <n rX - 1 
fx 

~J- x - 1 rX -1 < --­n 

( n _ )2 fx - 1 (x - 1)2 
S =n----<--. 

n "r.; n 

Wir erkennen, daB die Spanne mit wachsendem n gegen Null gebt, 
daB also die Ungleiehungen (10) ein Einschachtelungsverfahren vorstellen, 
das den gesuchten Zahlwert des Flacheninhalts F~ und der gleichseitigen 

Hyperbel y = : liefertl. 

Wir haben in (11) zugleich eine sehr brauchbar.e Abschatzung des 
Fehlers gewonnen. Als Ergebnis halten wir fest, daB der FHicheninhalt 
unter der Hyperbel durch die Grenzwertformel 

(12) F~=lim[n(Vx-1)] (x>1) 
n-+oo 

gegeben wird, d. h. del" Unterschied zwischen F~ und n(Vx-1) kann 
durch geeignet groBe Wahl von n unter jeden Betrag herabgedruckt 
werden. Da dieser Unterschied kleiner sein muB als die in (11) ab­
geschatzte Spanne, so tritt· zu (12) noch die Abschatzungsformel 

(12a) (~,-) (x - 1)2 n rx-1 -~<---n (x> 1) 

hinzu, die angibt, welche Annaherung an den Grenzwert mit dem Ele­
ment der Nummer n aus der Folge erreieht wird. SolI etwaF~ auf v Dezi­
malen genau werden, so wird man ~ durch den Wert von n ('-}Ix - 1) er­
setzen durfen, vorausgesetzt, daB der Unterschied hochstens fUnf Ein­
heiten der (v + i)-ten Dezimalen betragt. Das ist nach (12a) sieher der 
Fall, wenn man n so groB wahlt, daB 

(12b) 

wird. 

(x - 1)2 5 1 
--n-- < 10"+1 = 2.10'" 

Damit ist die Aufgabe der FlacheninhaItsbestimmung vollkommen 
gelost; wir sind jetzt in der Lage, fUr jedes x > 1 den Flacheninhalt F~ 

1 DaB die beiden Zahlenfolgen. zwischen die wir in (10) den gesuchten Flachen­
inhalt eingeschlossen haben. denselben Grenzwert besitzen, ergibt sich auch sofort 
mittels des Quotientensatzes. 
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mit jeder gewunschten Genauigkeit zu berechnen, und mehr ist nicht 
notig und nicht moglich. Das Einschachtelungsverfahren erweist hier 
zum erst en Mal seine volle Kraft. 

Wenn wir· bisher bei den ganzen rationalen Funktionen das Ein­
schachtelungsverfahren zur Berechnung des FHicheninhaItes anwandten, 
so diente es uns nur dazu, eine geschlossene Formel fUr den FHichen­
inhaIt aufzufinden. Fur die allgemeine Parabel y = xn fanden wir fUr 

den FHtcheninhalt den Ausdruck F~ = x+n+l , d. h., es ist die Ordinate 
n 1 

y = xn mit der Abszisse x zu multiplizieren und das Produkt durch 
(n + 1) zu dividieren. Wir finden also den FHicheninhalt durch ratio­
nale Operationen. 

Hier spieIt demgegenuber das Einschachtelungsverfahren eine allge­
meinere Rolle. Es dient nicht zur Auffindung eines geschlossenen, unter 
Verwendung rationaler Operationen aufgebauten Ausdrucks, den es hier 
nicht gibt. Vielmehr liefert es selbst ein Rechenverfahren, das uns den 
Flacheninhalt mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen gestattet. 

Beim Anfanger wird dies Ergebnis haufig falsch aufgefaBt. Man 
findet nicht selten das MiBverstandnis, als sei eine Formel von dem Typ 

eine "gcnaue" Darstellung, wahrend eine Formel wie 

Pi = lim [n(VX - 1)] 
n~oo 

nur eine "Naherungsformel" sei. Eine soIche Auffassung ware aber 
falsch, da auch die erste Formel den FHicheninhalt nur "angenahert" 
liefert, sofern wir ihn durch einen Dezimalbruch darstellen wollen. Denn 
(abgesehen von Ausnahmefallen) wird die Division durch (n + 1) 
nicht aufgehen, sondern einen unendlichen Dezimalbruch liefern, und 
man wird dann festsetzen mussen, auf wieviel Dezimalstellen man den 
Flacheninhalt berechnen willl. Die wesentliche Bedingung daftir, daB die 
Bestimmung eines Zahlwertes "genau" ist, ist die, daB die Anzabl 
der Dezimalen, d. h. die Genauigkeit, beliebig festgelegt werden kann. 
Das ist aber bei beiden FlacheninhaItsformeln in gleicher Weise der 
Fall. Beide Formeln sind in demselben Sinn "genau". 

Fur das Zahlenrechnen besteht der einzige Unterschied der beiden 
Formeln darin, daB bei der erst en Formel die Berechnung des Flachen-

1 Selbst wenn man dagegen einwenden wollte, daB bei rationalem Zahler 
der Dezimalbruch periodisch wird, und somit durch Angabe endlich vieler 
Zahlen vollstandig gekennzeichnet werden kann, sieht man doch sogleich. daB 
schon die unabhangige Veranderliche x eine Irrationalzahl sein kann, und daB 
dann der Uhler x"+l nicht vollstandig. sondern nur auf eine (beliebig groBe) 
Zahl von Dezimalen genau angegeben werden kann. 
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inhaltes auf eine bestimmte Anzahl von Dezimalen etwas weniger mtih­
sam ist als bei der zweiten. 

Das eben besprochene MiBverstandnis wirkt sich nieht selten dahin 
aus, daB man einen prinzipiellen Gegensatz zwischen der Flacheninhalts-

bestimmung unter einer Kurve wie y = x" und der Hyperbel ,,= : 
sehen will: im ersten Fall ergebe sieh ftir die Abhlingigkeit des Flachen­
inhalts von der Veranderlichen x ein einfacher algebraischer Ausdruck 
als Funktionswert, wahrend man im zweiten Falle nur die Moglichkeit 
angegeben habe, den Funktionswert von x zu berechnen, aber k(!ine 
geschlossene Formel fUr die Funktion erhalte und somit niehts tiber 
ihre Eigenschaften aussagen konne. Selbstverstandlieh ist auch das un­
riehtig .. Man muG vielmehr die Sachlage so auffassen, daB die Auf­
gabe, den Flacheninhalt zu ermitte1n, uns eine Funktion, eben die 
Flacheninhaltsfunkfion, zunachst begrifflich definiert, und daB es nun 
gilt, aus dieser Definition ihre Eigenschaften zu ermitteln. Das ist irnmer 
moglich, und wir werden es an unserem Beispiel sogleich genauer 
durchftihren. Manchmal, allerdings selten, zeigt sich dann, daB die 
Flacheninhaltsfunktion zu den uns bereits gelaufigen Funktionen gehort, 
wie es bei der Flacheninhaltsbestirnmung unter der Kurve " = x" ein­
tritt. 1m allgemeinen aber ergibt sieh der Flacheninhalt als eine vollig 
neuartige Funktion. Beispielsweise tritt hier fUr die gleiehseitige Hy-

perbel y = ; die Flacheninhaltsfunktion tiber den Kreis der rationalen 

Funktionen hinaus, sie wird als eine transzendente Funktion bezeieh­
net (transcedere = tiberschreiten). 

1st die Flacheninhaltsfunktion von besonderer Bedeutung, d. h. tntt 
sie bei vie1en technischen oder aucb matbematischen, physikalischen 
Problemstellungen auf, so wird man ihr einen besonderen Namen geben 
und sie durch ein Symbol abktirzen. Man denke z. B. an die Trigono­
metrie, wo man vom Sinus, Kosinus, Tangens usw. sprieht. Der Flachen­
inhalt unter der Hyperbel ist eine Funktion von solcher Wiehtigkeit, 
daB man ibr zweckmaBigerweise einen besonderen Namen gibt. Wir 
ktirzen sie mit In x ab1 und scbreiben 

(12*) ~ = lim [nClIX - 1)] = lnx. 
,,-+'" 

Wegen ihrer haufigen Verwendung erschien eszweckmaBig, ihre Werte 
fUr veranderliches x in Tabellenform zusammenzustellen. 

Sagen wir noch ein Wort dartiber, wie man nach unseren 'Oberlegun­
gen die Berechnung einer solchen Tabelle auszuftihren hatte. Stellen wiruns 
z. B. die Aufgabe, F~l = In 11 auf drei Dezimalen genau zu berechnen, dann 

1 .. In" ist die Abkiirzung fiir .. Iogarithmus naturalis". Dieser Name wird in 
8, 3 seine ErkIlI.rung finden. 
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ist nach (12) der Ausdruck n('V11-1) zu berechnenJ wobei nach (12b) 
(x = 11, 'JI = 3) n > 2102 103 = 200000 zu nehmen ist. 

Die Bestimmung der n-ten Wurzel wird sehr erleiehtert, wenn man 
flir n eine Potenz von 2 wahlt, etwa n = 21.; dann braucht man nur Amal 
hintereinander die Quadratwurzel aus x zu ziehen. 

Fiir unsere Aufgabe der Berechnung von In 11 ist A so groB zu wahlen, 
daB 21. > 2'1 (jS wird, also, wie man leicht nachrechnet, A = 18 zu setzen. 
Wir haben dementsprechend 18mal hintereinander aus 11 die Quadrat­
wurzel auszuziehen, eine einfache, wenn auch etwas langwierige Auf­
gabe. Von der erhaltenen Zahl subtrahieren wir 1 und miissen die 
Differenz wieder 18mal nacheinander mit 2 multiplizieren. 1m ganzen 
ist also etwa mit 2'1(jS zu multiplizieren, wodurch eine Verschiebung 
der Dezimalstellen urn 6 Stellen nach links stattfindet. Daher miissen 
alle Quadratwurzeln auf mindestens 9 Stellen genau berechnet werden, 
wenn wir einen auf 3 Dezimalen genauen Zahlwert fiir In 11 erhalten 
wollen. 

6, 4. Einfachste Eigenschaften der Funktion In z 
(Additionstheorem) . 

Wenn man in dieser Weise die ganze Tafel der Funktion Inx be­
rechrien wollte, ware die notwendige Rechenarbeit sehr umfangreich. 
Es ist daher dringend erforderlich, die Eigenschaften der Funktion In x 
zu erforschen, urn mit ihrer Hilfe eine Verringerung der notwendigen 
Zahlenrechnung zu erhalten. 

Es seien Xl und x. > Xl zwei beliebig angenommene positive Werte 
der unabhiingigen Veranderlichen x. Die Differenz der zugehOrigen 
Funktionswerte 

k6nnen wir durch das zu groBe Rechteck mit der Breite x2 - Xl und 

der H6he ~ abschiitzen, es gilt also 
Xl 

Es folgt daraus unmittelbar, daB man die Differenz dieser beiden Funk­
tionswerte unter jede beliebig kleine positive Zahl 8. herunterdriicken 
kann, wenn man nur x. hinreiehend nahe an Xl heranriicken IaBt. Es 
wird namlich sieher In X. -In Xl < 8, sobald man nur X. - Xl < X18 

annimmt. Eine entsprechende Uberlegung lieBe sieh auch durchflihren, 
Wenn man die Stelle X. statt von rechts von links her gegen Xl riicken 
lieBe. Da die Zahl Xl> 0 willkiirlich gewahlt war, haben wil- somit 
erkannt, daB die In-Funktion flir aIle x> 0 stetig ist (vgl. 5,4 Erkla­
rung 6a), d. h., anschaulieh gesprochen, daB sie sieh durch einen nicht 
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unterbrochenen Kurvenzug wird darstellen lassen, wie wir das bei den 
bisher von uns betrachteten Funktionen gewohnt sind 1. 

Eine weitere Eigenschaft ergibt sich noch, wenn wir beachten, daB 
aus X 2 > Xl> 0 stets auch In x2 > In Xl folgt, weil der FHi.chen-

inhalt F:: wegen der positiven Ordinaten der Kurve y =: das posi­

tive Vorzeichen hat. Das bedeutet, daB die Funktion In x mit wachsen­
dem positivem x bestandig (monoton) steigt. Unser Ergebnis ist also: 

Die fur aile x> 0 definierte Funktion lnx ist eine stetige und monoton 
ansteigende Funkt,ion. 

Wir hatten uns in 6, 3 auf die Betrachtung der Flacheninhalte F~, 
bei denen x > 1 ist, beschrankt. Liegt x im Intervall 0 < x < 1, so wird 
der Flacheninhalt F~ negativ, weil der Umlaufsinn mit dem des Uhr­
zeigers zusammenfallt. Nun wollen wir aber einenAugenblick vom Vor­
zeichen absehen und - unter Xo eine positive Zahl groBer als 1 verstan-

den - den Flacheninhalt F~o mit dem Flacheninhalt I Ft· I vergleichen. 

(Dabei ist dann ~ < 1.) Ziehen wir zu diesem Zweck durch die bei-
xo 

den Punkte x = 1, Y = 1 und x = .~, y = Xo Parallelen zur Abszissen-
xo 

achse, so ist der Flacheninhalt, 'der von diesen beiden Horizontalen, 
der Hyperbel und der y-Achse begrenzt wird, absolut genommen gleich2 

dem Flacheninhalt F~o. Nun sieht man aber sehr 

leicht, daB der gesuchte Flacheninhalt I Ft.1 die gleiche 
absolufe GroBe hat, denn die beiden Rechtecke, urn 
die sich beide Flacheninhalte unterscheiden und die 
in Abb. 55 doppelt schraffiert sind, sind offenbar in-

haltsgleich. Das eine hat die Seitenlangen (1 - ;J 

.zoo 

Abb.55. 

und 1, das andere die Seiten­

langen ~ und (xo - 1). Es folgt 
xo 

also: 

Da be ide Flacheninhalte verschiedene Vorzeichen haben, so gilt 
1 

Ffo=-Fr', 
und da dies fUr jedes Xo > 0 gilt, haben wir die fundamentale Eigenschaft 

1 Es sind uns jedoch auch schon Unstetigkeiten begegnet, namlich die Spriinge 
der Treppenkurven, die wir fiir die Flacheninhaltsbestimmungen herangezogen 

hatten, sowie der Pol der Hyperbel y = ~ fiir x = o. 
X 

2 Dies ist in Abb. 55 dadurch besonders augenfallig gemacht, daB die Ein­
heiten auf beiden Achsen gleichgewahlt sind. Dann sind die betreffenden FlachEll­
stiicke kongruent. 



6,4. Einfachste Eigenschaften der Funktion In x (Additionstheorem). 157 

der In-Funktion: 

(13) InC) = -lnx (x> 0) 

gewonnen. 
Auf Grund diese.r Beziehung konnen wir nun auch die In-Funktion 

im Bereich 0 < x < 1 berechnen und danach die Kurve zeichnen 
(Abb. 56). Die erhaItene Kurve hat links von der Stelle x = 1 nega­
tive Ordinaten, wie es auch der geometrischen Deutung als FHichen­
inhalt der Hyperbel entspricht. Fur negative Werte von x ist der zuge­
horige FlacheninhaIt F~ nicht zu bestimmen, da wir die Flachenin­
haItsbestimmung von x = 1 an /I 

nicht iiber den bei x = 0 liegen-
den Pol der Hyperbel ausdehnen 
konnen. Anmerken wollen wir 
aber noch ausdrucklich, daB 
nach der Definition derIn-Funk­
tion 

In 1 = F~ = 0 

ist. 
Die Beziehung (13) ist ein 

Sonderfall einer allgemeinen /;'1: 

Eigenschaft der In-Funktion, 1 

die wir gewinnen, wenn wir den 
FlacheninhaIt ~. mit dem Fla-
cheninhaIt F:! <1:. • vergleichen 

Ij=Jn:r 

. 
(Abb. 57). Wir haben nach 
unseren DberIegungen bei der 
Berechnung von F~· eine Tei­
lung des Intervalls zu verwen­
den, deren Teilpunkte wir er­
haIten, indem wir 

oX 

und die Potenzen 

(14a) 

bilden. 

Abb.56. 

Wir konnen nun die GroBe qn benutzen, urn auch das Intervall Xl > 1 
bis x1XZ einzuteilen, indem wir als Abszissen der Teilpunkte 

(14b) 

wahlen. Jeder mit einem bestimmten n durchgefUhrten Teilung (14a) 
des Intervalles 1 bis x2 entspricht eine zugehorige Teilung (14b) des 
Intervalles Xl bis Xl %2 in n Teile. 
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Betrachten wir die Breiten der Teilintervalle, so stehen sich gegen­
tiber: 

Interval1 < 1, x2) I_I_n_te_rv_all __ < x_1_,_x_1 x2 ) 

1. Streifen: q" - 1 x1(q" - 1) 

2. Streifen: q"(q,, - 1) x1q.(q" -- 1) 

3. Streifen: q!(q" - 1) x1q!(q" - 1) 

n. Streifen: q:-l(q" - 1) 

Bei der Dbertragung auf das zweite Intervall sind also die Streifen-
breiten im Verhaltnis 1: Xl verlangert, die Ordinaten dagegen (auf Grund 

der Hyperbe1g1eichung) im reziproken Verhaltnis verkiirzt 
worden. Daher ist jedes untere und obere Rechteck des zwei­
ten Intervalls dem entsprechenden unteren und oberen Recht­
eck des ersten Intervalls flacheng1eich. Fiir beide Inter­
valle sind daher. die F1acheninhalte unter der unteren wie 
unter der oberen Treppe inhaltsgleich, und zwar gilt das fUr 
jedes n. 

Die beiden F1acheninhalte~' und~! '". werden also durch ein 
und diese1be Einschachte1ungs­
fo1ge geliefert. Da diese eine ganz 
bestimmte Zahl erfaBt, miissen 
beide Flacheninhalte einander 

.z;·oZ'z oZ' gleich sein: 
Abb.57. 

F~' = F:!'" •. 
Daraus gewinnen wir aber sofort eine grundlegende Eigenschaft der 
Funktion In x, wenn wir den Flacheninhalt ~,,". bilden. Offenbar ist 
namlich 

und daher 

oder 
(15) In(x1 x2)=lnx1 +1nx2 • 

Diese in dieser Gleichung ausgesprochene Eigenschaft der Funktion 
In x wird als das Additionstheorem der In-Funktion bezeichnet. Sie 
erleichtert die Aufstellung der Tabelle der In-Funktion betrachtlich. 
Denn urn In X fUr aile positiven ganzen Zahlen zu erha1ten, braucht 
man un sere Rechenmethode nur fUr die Primzahlen anzuwenden. 
Wenn wir die Tabelle der In-Funktion fUr alle positiven ganzzahligen 
Abszissen aufstellen wollen, so miissen wir zunachst In 2 und In 3 durch 
das Einschachtelungsverfahren bestimmen. Dann finden wir sogleich 
ohne neue Rechnung 

In4 = In2 + 1n2 = 21n2. 
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Zur Berechnung von In 5 ist wieder das Einschachtelungsverfahren 
heranzuziehen. Dagegen ergibt sieh 

In6 = In2 + ln3. 

Hat man weiter In 7 durch Einschachtelung ermittelt, so folgt 

In8='31n2, In9=2In3, In1O=ln2+ln5, 

und wir hatten erst wieder In 11 nach dern Einschachtelungsverfahcen 
auszurechnen usw. 

Wollen wir In x fUr die ersten 10000 ganzen Zahlen berechnen, so 
brauchen wir das Einschachtelungsverfahren nur fUr die darin enthal­
tenen Primzahlen anzuwenden, deren Anzahl noch unter 1250 liegt. Der 
Umfang der Rechenarbeit wird also durch das Additionstheorem auf 
den achten Teil reduziert. 

Wir haben bei der Ableitung der Formel (15) in der Figur voraus­
gesetzt, daB Xl und x2 grofier als 1 waren. Man tiberzeugt sich aber 
unmittelbar, daB das Additionstheorem auch gtiltig bleibt, wenn Xl 

und X2 zwei beliebige positive Zahlen sind. Wir fassen nun den Quo-

tienten Xl als ein Produkt auf und haben 
X 2 

oder nach (13) 

(15.a) 

Diese Formel macht klar, weshalb in die Tabelle der Funktion In X 

nur die nattirlichen Zahlen aufgenommen sind. Denn urn etwa In 3,75 
zu erhalten, hat man nur (In 375 -In 100) zu bilden. 

1st m eine positive ganze Zahl, so folgt dutch wiederholte Anwendung 
der Formel (15) 

(15b) In xm = mInx (m = 1,2,3, ... ). 

Aus dieser FormellaBt sieh ein wichtiger SchluB tiber das VerIlalten 
der In-Kurve ziehen. Da die Zunahme der Kurvenkoordinaten mit 
wachsendem x immer langsamer erfolgtl, konnte man im Zweifel sein, 
ob die Kurve jeden Wert tibersteigt, oder ob sieh eine horizontale 
Gerade derart angeben laBt, daB die Kurve stets unterhalb dieser Ge­
raden bleibt. Aus (iSb) folgt aber sofort, daB das erstere richtig ist. 
Setzen wir namlich x. = 2m, so konnen wir wegen In 2m = mIn 2 
fUr m sieher einen Wert angeben, mit dem z. B. In 2m = m In 2 > 106 

wird. Wir brauchen ja nur m > 1108. zu wahlen. Die In-Kurve tibersteigt 
n2 

1 Der Grund fUr diese Tatsache Iiegt in der besUlndigen Abnahme der 
1 

Ordinaten von )' = 'x (X > 0) . 
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also fiir geniigend groBe Werte von x jede angebbare Zahl, was wir 
kurz in die folgende Formel zusammenfassen konnen: 

limlnx=+oo. 
~ .... oo 

Freilich erfolgt das Anwachsen sehr langsam, in dem Beispiel hatten 
wir flir x einen Wert zu wahlen, der groBer als 21000000 ware 1. 

Aus der Beziehung (13) folgt ferner, daB 

limInx= -00 
% .... +0 

ist; die negative Ordinatenachse ist somit eine vertikale Asymptote der 
In-Kurve (vgl. Abb. 56). 

Die Beziehung (15 b), die bisher nur flir positive ganzzahlige Expo­
nenten nachgewiesen ist, laBt sich leicht auf beliebige Exponenten ver­
ailgemeinern. Denn ist beispielsweise m eine negative ganze Zahl 
(m = -p., p. = 1,.2, ... ), so haben wir 

In (x-I') = In (;1') = - In Xl' = - p. In x , 

so daB also die Beziehung fur positive und negative ganze Zahlen gilt. 
Ferner ist 

In Cyi)n = In x = n In Cjl:x) 
und somit 

In(Vx) = .~In x 
oder 

In(x!-) = : In x, 

und daraus schlieBt man sofort weiter 

(15 c) 
7J 1 

Inx;j =plnx Q =tlnx. 
q 

Die Beziehung (1Sb) gilt also fur aile Exponenten, die rationaleZahlen 
(Briiche) sind. 

1st nun m eine irrationale Zahl, so konnen wir sie durch einen Dezi­
malbruch mit jeder gewiinschten Genauigkeit approximieren: 

m = n + 'Ql + ~ + ... = lim m 
10 101 e .... oo p 

mit 

1 \VeT gelegentlich der bekannten Aufgabe, auf dem Schachbrett den einzelnen 
Feldern 

2° = 1, 21,- 23, ••• , 283. 

Weizenkornern zuzuordnen, die Menge des erforderlichen Weizens berechll",hat, weiB, 
welche ungeheuer groBe Zahl bereits 283 ist. 
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wo n irgend eine ganze Zahl undql' qz' ... je eine der Zahlen 0, 1 •...• 9 
ist. Zunaehst gilt sieher 

In Jt"e = me In x. 

In 5.3 haben wir ausgefiihrt, daB wir unter dem Symbol x"" den fUr 
positives x immer existierenden Grenzwert 

Jt" = lim Jt"e 
e-+ 00 

verstehen wollen. Damit ist aber 

In xm = In lim xrne. 

und da die In-Funktion eine stetige Funktion ist. kann naeh 5.4 Satz 11 
das Funktionszeichen mit dem Limes-Zeichen vertauseht werden, so daB 

In xm = lim In xme = lim (mil In x) .:-.- mIn x. 
e-+ oo e-+<» 

6,5. Praktische Berechnung der Werte der In-Funktion (Mercator). 

6,51. Verhalten der Niiherungsparabelnj gleichmiiBige und ungleich­
miiBige Annaherung. Trotz der Vereinfaehungen, die das Additions­
theorem der In-Funktion mit sich bringt, mag es immerhin noeh miihsam 
erseheinen, die Werte der Funktion In x fiir die Primzahlen naeh dem 
Einsehaehtelungsverfahren zu bereehnen, wie wir es oben fiir In 11 ange­
deutet haben. In der Tat laBt sich die Reehenarbeit noeh wesentlieh 
vereinfaehen, wie bereits bald naeh 1650 der Mathematiker NIKOLAUS 
MERCATORl zeigen konnte. Es gelang ihm namlieh. die Bereehnung des 
Flaeheninhaltes ~ unter der Hyperbel (1) auf die Bereehnung des 
Flaeheninhaltes ganzer rationaler Funktionen zuriiekzufUhren. Dazu 
daehte er ein neues Koordinatensystem (E. 'YJ) eingefiihrt. indem er die 
neue Ordinatenaehse dureh den Punkt x = 1 parallel zu der alten zog 
und die Abszissenaehse beibehielt. Die neuen Koordinaten t'YJ eines 
Punktes der Ebene hangen dann mit dem alten x, 'YJ dureh die Forrneln 

x=1+E 
'Y='YJ 

zusammen, und die Gleichung der Hyperbel (1) lautet in dem neuen 
Koordinatensystem: 

(16) 

Der gesuehte FHi.eheninhalt unter der Hyperbel. der oben mit ~ be­
zeiehnet wurde. wiirde jetzt mit F~ zu bezeichnen sein. Der gliiekliehe 
Gedanke des NIKOLAUS MERCATOR war nun der, naeh dieser Umforrnung 

1 1620-1687. Er dad nicht verwechselt werden mit GERHARD MERCATOR, dem 
Erfinder der Mercator-Projektion der Kartographie, der uber 100 Jahre fTuher lebte. 

Prange-v. Koppenfeh, Integral. u. Dlfferentfalreehnung I. 11 



162 Die gebrochenen rationalen Funktionen und ihre Flacheninhaltsfunktionen. 

die Division auf der rechten Seite von (16) wirklich durchzufiihren. Es 
ergeben sich dadurch nacheinander die F orrneln 

1 ; 
Y=1t;=1- 1 +; 

;1 
=1-~+--1+; 

;3 
=1_~+~2 __ 

1+; 

Sie bilden, wie man sieht, eine Kette, die sich unaufh6rlich weiter­
fuhren HiBt. Das allgemeine Glied dieser Kette hat offen bar die Ge­
stalt 

(16a) 1 
Y= 1+~ 

= 1 - ~ + ~2_ ~3+~' - + ... + (-1r-1 ~n-l+ (-1r 1 ~;' 

Das Gemeinsame aller dieser Darstellungen ist, daB sie die Hyperbel 
aufbauen durch Oberlagerung einer ganzen rationalen "N iiherungs­
funktion" 

!I 

(16b) Gn-d~) = 1 _ ~ + ~2 _ ~3 + ... + (_ 1)n-l ~n-l 

mit einer "Verbesserungsfunk­
tion" 

(16c) 

Wir sehen sofort, daB flir jedes ~ 
im Intervall -1 < ~ < +1 der 
absolute Betrag der Verbes­
serungsfunktion mit wachsender 
Nummer n abnimmt, denn fur 
I~I < 1 wirdl~ In<I~ln-l,alsoauch 
IVn (~) I < !Vn-l (~) \. Fur ~ = 1 ha-

-+--~--7f_----- Cum ben alle Verbesserungsfunktionen 
absolut genommen den gleichen 

+-1!--_-=+"-O __ * _______ ~ Wert t, fur ~ > 1 wachsen die ab-
o :r soluten Betrage der V n (~) mit der 

Nummer n. Die Naherungsfunk­
tionen Gn(~) werden also die Hy-

Abb. 58. perbel im Intervall-1 < ~ < + 1 
mit wachsender Nummer immer besser annahern, wahrend sie fur 
~ > 1 immer starker abweichen werden. 

Wir wollen den Aufbau der Hyperbel durch diese nberlagerung fur 
n = 1, 2, ... in Abb. 58 betrachten. Offenbar stellt die N iiherungs­
/unktion nullter Ordnung: 
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die horizontale Gerade dar, die durch den Punkt ~ = 0, '7 = 1 der Hy­
per belhindurchlauft. 

Die N iiherungsfunktion erster Ordnung 

Gl(~) = 1 - ~ 

ist eine Gerade, die durch den Punkt P (~ = 0, '7 = 1) hindurchgeht. 
Sie besitzt die Steigung (- 1), d. h. die gleiche Steigung, wie die Hy­
perbel selbst indem Punkt P, ist also die Tangenteder Hyperbel in 
diesem Punkt. Wahrend die Naherungsfunktion Go (~) die Kurve durch­
setzte, bleibt die Gerade G1 (~) ganz auf der einen Seite der Hyperbel. 

Die Niiherungsfunktion zweiter Ordmmg 
G2(~) = 1 - ~ + ~2 

ist eine gewohnliche Parabel, die durch den Punkt P hindurchgeht 
und dort die gleiche Tangente wie die Hyperbel hat. 

Der Verlauf der Naherungsfunktionen ist leicht zu uberblicken. 
AIle Naherungsparabeln bleiben fUr - 1 < ~ < ° unterhalb der Hy­
perbel und nahern die Hyperbel von unten mit wachsender Nummer 
immer besser an. Selbst fUr ~ = -1 wird die Ordinate mh jeder 
folgenden N ummer urn eine Einheit groBer (G n-l (- 1) = n), so daB 
die Naherungsparabeln gleichsam das Unendlichwerden der Hyperbel 
nachzumachen suchen, so gut das bei ihrer N atur moglich ist. Fur ~ = ° 
laufen aIle Naherungsparabeln durch den Hyperbelpunkt P hindurch. 
Wenn aber ~ > 0 wird, so verhalten sich die Naherungsparabeln Ver­
schieden, je nachdem ihre Nummer (und damit ihre Ordnung) eine ge­
rade oder ungerade Zahl ist. Die Naherungsparabeln gerader Ordnung 
durchsetzen die Hyperbel und nahern sie mit wachsender Nummer 
immer besser von oben an. Die Stelle, fUr die die Naherungsparabel 
ihren tiefsten Punkt erreicht, ruckt mit wachsender Nummer immer mehr 
auf ~ = 1 zu. Jenseits des tiefsten Punktes wird dann, wie man sieht, die 
Ann~herung verhaltnismaBig ungunstig, denn dannwendet sich die 
Naherungsparabel wieder nach oben, und zwar steigt sie urn so steller 
an, je hoher die Nummer wird. Ganz unabhangig von der Nummer 
gehen aIle diese Naherungsparabeln durch den Punkt (e = 1, '7 = 1) 
hindurch, so daB hier die Abweichung von der Hyperbel immer gleich 
~ wird. Jenseits von e = 1 tritt eine urn so scharfere Abkehr von der 
Hyperbel ein, je hOher die Ordnung der Naherungsparabel wird. 

Die Naherungsparabeln, deren Grad eine ungerade Zahl ist, nahern 
die Hyperbel auch fUr positive e von unten an, sie haben im Intervall 
0< e < 1 einen Wendepunkt, der mit wachsender Nummer immer wei­
ter auf die Stelle ~ = 1 ruckt. 1st fur die einzelne Naherungsparabel der 
Wendepunkt uberschritten, so kehrt sie sich von der Hyperbel abo Fur 
~ = 1 schneiden die Naherungsparabeln ungerader Ordnung die e-Achse, 
die Abweichung von der Hyperbel betragt !- Rechts von der Stelle 
e = 1 findet wieder eine scharfe Abkehr der Naherungsparabeln von 

11* 
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der Hyperbel statt, jetzt aber nach unten, wahrend bei den Naherungs­
parabeln gerader Ordnung die Abkehr nach oben erfolgte. 

Die Naherungsparabeln gerader Ordnung nahern sich mit wachsen­
dem Grade immer mehr einem Gebilde, wie es Abb. 59 zeigt. Es besteht 
aus dem Stuck der Hyperbel zwischen - 1 < ~ < + 1 und dem Teil 

1/ der Geraden ~ = 1, der oberhalb der Hyperbei 
liegt. Fur die Naherungsparabeln ungerader Ord­
nung bildet das gleiche Stuck der Hyperbel und 
das Stuck der Geraden ~ = 1, das unterhalb der 
Hyperbel liegt, das Gebilde, dem sie sich mit 
wachsender N ummer immer mehr anzunahern 
suchen (Abb.60). 

L!-~::::===-,. Diese Betrachtung fiihrt uns vor Augen, wie die 
o 1 ~ 

.. Hyperbel (16) in dem Intervall - 1 < ~ < + 1 
Abb.59. 

als Grenzgebilde ~iner Folge ganzer rationaler 
Funktionen G"_l (E) sich ergibt. An Hand der expliziten Darstellung (16c) 
bestatigt man sofort, daB fur eine beliebige Abszisse E des Intervalls der 
absolute Betrag I V ,,-1 (~) I beliebig klein gemacht werden kann, sofern 
nur die Nummer n genugend groB gewahlt wird (dies folgt aus lim~" = 0 

"-+00 
fiir I E I < 1, vgl. 5,1 Beispiel 2). Das heiBt aber: Es laBt sich zu jedem 
e> 0 eine Nummer N angeben, so daB fur aIle n> N 

IV .. _dE)I<e 
wird. Man schreibt dann statt der Limesgleichung 

(17) y = lim G .. - l (E) = lim (1 - E + EI- EB + - ... + (_1)"-1 ~"-1). 
,,-+00 ,,-+00 (-1<~<+1). 

kiirzer 

(17a) 

7J 

Abb.60. 

y = 1 - E + Ell - ~3 + ~,-+ . . . (-1 < E < + 1) 
und bezeichnet die rechte Seite als eine unend­
licne Reine oder genauer als eine (unendliche) 
Potenzreine. Die Schreibweise (17a) bedeutet also 
genau dasselbe wie die Schreibweise (17). Man 
muB in (17a) die rechte Seite, d. h. die Potenz­
reihe, durchaus.als Grenzwert einer Folge gan­
zer rationaler Funktionen G" (E) ansehen. Beide 
Gleichungen drucken dasse1be aus, namlich daB 

e man an jeder Stelle E des Intervalls den Funk-.. 
tionswert mit beliebiger Genauigkeit durch ein 
Polynom G,,(E) (mit genugend groBem n) dar­
stellen kann. Wenn man sich vor Augen halt, 

daB die Schreibweise (17) nur diese einigermaBen unbestimmte Aus­
sage enthl!.lt, so wird man klar erkennen, wieviel weniger sie be­
deutet, als unsere obige Erkenntnis, daB zu der ganzen rational en 
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Funktion G"_l (~) die ganz bestimmt~ Verbesserungsfunktion (16c) 
gehort. Gerade auf diese KenI1tnis der Verbesserungsfunktion ist be­
sonderer Wert zu legen, sobald eine Zahlberechnung praktisch durch­
geflihrt werden solI. 

Der Ausdruck (16c) der Verbesserungsfunktion macht auch anschau­
lich, daB die Annaherung der Hyperbel durch die ganzen rationalen 
Funktionen G" (~) nicht im ganzen Intervall -1 < ~ < + 1 gleieh­
maBig gut ist. Wir mussen ja schon die Grenzen des Intervalls aus­
schliepen, denn an der Grenze ~ = + 1 hat die Abweiehung stets die ab­
solute GroBe 1, gleichgultig welches der Wert der Nummer n ist, und an der 
Grenze ~ = - 1, wo die Hyperbel ihren Pol hat, kann von einer An­
naherung uberhaupt nieht gesprochen werden. Ein solches Intervall, 
bei dem die Grenzen fortgenommen sind, pflegt man als ein ol/enes 
I ntervall zu bezeiehnen und stellt es als solches dem abgeschlossenen Inter­
vall - 1 <g < + 1 gegenuber, zu dem die Grenzen hinzugerechnet 
werden 1. Fur jede Abszisse ~ in dem offenen Intervall kann man 
nach (16c) bei vorgeschriebener Genauigkeit ohne weiteres die Zahl n 
bestimmen, von der aus im Rahmen eben dieser Genauigke~t y durch 
G" (~) ersetzt werden darf. Aber es ist nieht moglich, fiir aIle Abszissen g 
des offenen Intervalls mit einer Nummer n auszukommen. Denn bei einer 
fest vor:~eschriebenen Genauigkeit wird die Nummer n, flir die diese Er­
setzung gilt, offenbar urn so groBer, je naher man den Grenzen des Inter­
valls kommt, und zwar ist die Nummer n bei einer Annaherung an das 
linke Ende ~ = -1 noch groBer zu nehmen als bei einer Annliherung an 
das rechte Ende g = + 1. Es kann also offenbar keine groBte Zahl n 
geben, die es liir aUe Punkte des Intervalls bei einer vorgeschriebenen 
Genauigkeit ermoglichen wiirde, die Hyperbel durch die Naherungs­
parabeln G" (~) mit dieser Nummer zu ersetzen. Denn wenn eine po­
sitive ganze Zahl n gegeben ist, so ist es stets durch hinreichend nahes 
Hera.ngehen an die Grenzen des Intervalls moglich. den absoluten Be­
trag der Verbesserungsfunktion groBer zu machen, als die vorgeschrie­
bene Genauigkeitstoleranz betragt. Man bezeichnet eine solche An­
naherung als eine ungleichmiipige Anniiherung. Es ist klar, daB in 
einem offenen Intervall, an dessen Grenzen di~ Abweichung zwischen 
der Naherungsfunktion und der angenaherten Funktion nicht unter 
eine (beliebig klein) vorgegebene Schranke herabgedriickt werden kann, 
die Annaherung stets eine ungleichmaBige sein muB. 

Greifen wir aus dem offenen Intervall - 1 < ~ < + 1 irgend ein 
abgeschlossenes Intervall heraus, z. B. das Intervall 

-a<~~+a, (O<a<1) 

und verlangen wir, daB in diesem abgeschlossenen Intervall die Abwei-

1 Diese Erklil.rung wird hier wiederholt, da dieser Abschnitt auch ohne 5,5 ver­
stil.ndlich sein soli. 
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chung der Naherungsfunktion G"_l (~von derHyperbel kleiner als eine 
vorgegebene positive Zahl e wird, so konnen wir eine Nummer N derart 
bestimmen, daB die Naherungsfunktion G" ($) fUr n > N in allen 
Punkten des abgeschlossenen Intervalls die verlangte Annaherung 
leistet. Denn wenn wir die Zahl N so bestimmen, daB an der linken 
Grenze $ = - a des abgeschlossenev Intervalls der absolute Wert der 
Verbesserungsfunktion 

aN 
! VN_d- a)! = i-a < e 

wird, so wird das fUr alle anderen Punkte $ des abgeschlossenen Inter­
valls erst recht der Fall sein, weil fUr sie 

( - a < $ :s:; + a) 

gilt. Es laBt sich also fUr das abgeschlossene Intervall eine Nummer an­
geben, die fUr alle Punkte des Intervalls ausreicht, die Abweichung der 
Naherungsparabeln von der Hyperbel unterhalb der vorgeschriebenen 
Toleranz e zu halten. Man spricht in solchem Fall von gleichmii/1iger 
A nniiherung. 

Der Unterschied zwischen gleichmaBiger und ungleichmaBiger An­
naherung wird besonders deutlich, wenn man sich klarmacht, daB fUr 
jedes abgeschlossene Teilintervall die Annaherung eine gleichmaBige 
ist, daB aber die zugehorige Nummer N urn so groBer wird, je mehr 
sich die Zahl a der 1 nahert. Fiir a -+ 1 wachst N iiber jede Grenze, so 
daB fUr das offene Intervall 

-1<$<+1 

die GleichmaBigkeit der Annaherung aufhort. 
Wenn wir nun davon ausgehen, daB fiir alle~. die Hyperbel die Dber­

Iagerung einer Naherungsparabel und der zugehorigen Verbesserungs­
funktion 

(16a) 1 
Y = 1 +g = G"-lm + V"-lm 

ist, so finden wir den Flacheninhalt Fg unter der Hyperbel, indem wir 
den Flacheninhalt unter der Niiherungsparabel bestimmen und dazu den 
Flacheninhalt addieren, der zu der Verbesserungsfunktion gehort. Fiir 
den Flacheninhalt unter der Naherungsparabel 

(16b) G"-l m = 1 - $ + $2 _ + ... + (_ 1)"-t $"_1, 

den wir mit H" ($) bezeichnen wollen, erhalten wir in bekannter Weise 
g2 ga gn 

H" m = e - 2 + 3 - + ... + ( - 1)"-1 n . 
Bezeichnen wir weiter den Flacheninhalt von 0 bis ~ unter der Kurve 
der Verbesserungsfunktion 

g" 
(16c) V"-l «(-) = (- 1t 1 + g 



6, S. Praktische Berechnung der Werte der In-Funktion (Mercator). 167 

mit R n (~), so ist der Flacheninhalt unter der Hyperbel 

F3 = Hn m + Rn m , 
oder, wenn wir flir F~ seinen Wert 

F~ = In (1 + ~) 
einsetzen, 

';2 ';3 ';' It-I ';" 
(18) In(1+~)=~--2 +]--"4+- ... +(-1) n+Rn(~)· 

Diese Beziehung gilt an sich flir jedes ~. Sie ist aber besonders wertvoll 
flir solche Werte von t die im Intervall - 1 < ~ < + 1 liegen. Denn flir 
diese Werte von ~ wird die absolute GroBe von V n (~) mit wachsender 
Nummer n immer kleiner und daher konnen wir schlieBen, daB auch der 
Betrag I Rn(~) I mit wac~sender Nummer klejn wird. Das ist wichtig, 
wenn wir die Darstellung (18) zu zahlenmaBiger Berechnung von In (1 +~) 
benutzen wollen, denn die genaue Bestimmung von Rn(~)' d. h. des 
Flacheninhaltes unter der Verbesserungsfunktion (16c) ist an sich schwie­
riger als die des gesuchten Flacheninhaltes unter der Hyperbel selbst. 
Wenn wir aber zeigen konnen, daB die absolute GroBe von Rn (~) mit 
wachsender Nummer n unter jede vorgegebene (noGh so kleine) positive 
GroBe e heruntergeht, so konnen wir nach der Formel (18) flir jede vor­
geschriebene Genauigkeit eine Zahl N angeben, So daB der Unterschied 
von In (1 +~) und der ganzen rationalen Funktion 

.; r r n~r 
Hn(~) = 1-2" +"3 - + ... + (-1) -,.-

fiir alle n > N unter der Abweichung bleibt, die gemaB der verlangten 
Genauigkeit zulassig ist. . 

Es wird also darauf ankommen, den Flacheninhalt Rn (~) nicht auszu­
rechnen, sondern seine absolute GroBe abzuschatzen. Fiir positive ~ sind 
nun die Ordinaten des absoluten Betrages der Verbesserungsfunktion 

.;n 
I V n-d~) I = 1 + .; (~> 0) 

stets kleiner als die Ordinaten der Funktion 
1} = ~n , 

so daB die absolute GroBe des Flacheninhaltes Rn (~) unter der Ver­
besserungsfunktionkleiner als der Flacheninhalt unter dieser Kurve 
wird. Wir haben fiir positive ~ 

';"+1 
(18a) IRn ml<n+l' (O<~<1) 

Fiir negative Werte von ~ sind die absoluten Werte der Ordinaten der 
Verbesserungsfunktion zwischen ~ = - a (0 < a < 1) und ~ = 0 klei­
ner als die der Kurve 

=J1L=I~1 1} I-a t-a' 
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und somit ist die absolute GroBe des FHi.cheninhaltcs untcr der Vcrbessc­
rungsfunktion von ~ = 0 bis ~ = - a dureh 

I 1 1;1t+ 1 a a n+ l 1 

I R .. (- a) 1< 11 _. a ;+1 iol = n+-l1-':::-a 
abgcsehatzt. Wenn wir sehlieI3lieh wieder (- a) clureh ~ crsetzcl1, so 
erhalten wir fUr negative ~ die Absrhatzung 

I ~ 1"'1 1 
(18b) ;R .. (~) 1< '1 +~ n+1' (0 < ~ < 1) 

Die beiclen Formeln U8a) unci (1Sb) zusammen gcbcn cinc Absehatzung 
von Rn (~) fUr aIle Werte von ~ im Intervall - 1 < ~ < 1. 

Wir sehen daraus, daB fUr positive ~ naeh (18a) der absolute Bctrag 
des Korrekturgliedes Rn (;) clureh geeignete Wahl der N ummer n unter 
jecle (noeh so kleine) po~itive GroBe 6 herabgedruekt werden kann, 50-

lange ; < 1 ist. Aueh fur; = 1 sclbst ist das noeh moglieh, cia ja 
naeh (18a) 

IR (1) 1< __ 1 .. n+1 
ist. Fur die Abszissenwerte; > 1 aber konnen wir aus cler Absehatzungs­
formel (18a) gar niehts sehlieBen, denn hier geht der Ausdruek auf 
der reehten Seite mit waehsendem n gegen (+ co). 

Fur negative; sehlieBen wir aus der Naherungsformel (18b), daB 
R .. (;), solange ; > -1 ist, mit waehsender Nummer naeh Null geht, 
daB aber, wenn man unter eine bcstimmte positive Zahl 6 herabkommen 
will, die Nummer n urn so groBer sein muB, je naher man der Stelle 
; =-1 kommt. 

Ais Ergebnis haben wir somit, daB die Naherungsfunktionen Hn (;) 
den Flaeheninhalt unter der Hyperbel, d. h. die Funktion In (1 + ;), in 
dem halbojjenen Intervall1 

-1<;<+1 

annahern, daB also in diesem Intervall 

In (1 + ;) = lim (~ _ ~2 + ~3 _ + ... + (_ 1)"-1 ~,,) 
.. ~ 00 1 2 3 n 

= L _ ~2 + ~3 _ + ... 
1 2 3 

ist. Fur die Zahlenreehnung ist es aber zweekmaBiger, 
~ ~2 ;3 n-1 ;" 

(18) In (1 + ;) = 1" - '2 + "3 - + ... + (- 1) n + Rn (;) 

beizubehalten und die Absehatzungsformeln 
;n+l 

(18a) IRn (;)I<n+1 (0<;<+1) 

(18b) IR (;) I < j£~_1_ (-"':'1 <; < 0) 
n n+11+; 

daneben zu haben. 

1 Vgl. 5, 5 Erklarung 7. 
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Oberraschend mag es zunachst erscheinen, daB der Flacheninhalt 
unter der Hyperbel durch die Naherungsfunktionen Hn(~) auch noch an 
der Stelle ~ = 1 angenahert wird, wahrend die Ordinate der Hyperbel 
fur ~ = 1 durch die Parabeln G n (~) nicht mehr angenahert wird, viel­
mehr Naherungskurve und Hyperbel hier eine Abweichung Von der ab­
soluten GroBe 1 aufweisen. Das liegt an dem Auftreten des Nenners 
(n + 1) auf der rechten Seite der Ungleiehung (18a), er sorgt daflir, daB 
das Nullwerden von I Rn (~) I mit wachsender Nummer, das fur 0 < ~ < 1 
gilt, erhalten bleibt, wenn ~ gegen 1 geht. Fur ~ = - 1 gilt etwas Ana­
loges nieht, denn wenn auch in (18b) der erste Faktor der rechten Seite 
mit wachsendem n noch nach Null geht, so ist er doch fur jedes n mit 

dem Faktor 1+1 zu multiplizieren, der flir ~ = - 1 seinen Sinn ver­

liert. 
In Abb. 61 ist die Kurve y = In x Y 

= In (1 +~) samt ihren ersten vier 
Naherungskurven gezeichnet. Man er­
kennt wieder das unterschiedliche Ver­
halten der Naherungsparabeln gerader 
und ungeradcr Ordnung, die fur 0 <~ < 1 
die In-Kurve von unten bzw. oben an­
nahern. 

6, 52. Berechnung der In-Tafel. Man 
wird zunachst meinen, daB diese 
Oberlegungen eine sehr geringe prak­
tische Bedeutung haben. Denn nach 
unseren obigen Ergebnissen brauchen 
wir die Funktion In x ja nur fur positive 
ganzzahlige Werte von x zu berechnen. 

7J 

Abb.61. 

Dazu scheint un sere Formel (18) aber lediglich fur ~ = 1 brauchbar. 
S\e liefert da 

(19) In 2 = 1 - ~ + ; - :"+ - ... + (-1)" n.b + R,.(1). 

wobei 

(19a) 

ist. Wollen wir nach dieser Formelln 2 berechnen, etwa auf 5 Dezimalen 

genau, so muBte n so groB gewahlt werden, daB I R" (1) I < -1~ii ausfallt, 

und das ware nach (19a) sieher der Fall, wenn n + 2 > 200000 wird. 
Wir brauchen also 200000 Glieder der Reihe (19), urn In 2 auf 5 Dezi­
malen genau zu berechnen, und zwar muBte jedes Glied der Reihe auf 
10 Dezimalen genau berechnet werden, damit wir sieher sind, daB der 
Abrundungsfehler in den einzelnen Gliedern die funfte Dezimale des 
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Resultates nicht beeinfIuf3t. Die aufzuwendende Rechenarbeit ist 
sieher noch grof3er als die bei der Berechnung von In 2 nach der Formel 

In 2 = lim n C}l2 - 1) , 
n-+CO 

wobei wir, wie wir oben sahen, n = 218 setzen mussen. 
Immerhin hat die Darstellung (19), die wir auch in der F'orm der 

unendliehen Reihe 

In 2 = 1 - ~ + ~ - ~- + ~ - + ... 
234 5 

schreiben konnen, groJ3es theoretisches Interesse, weil sie uns umge­
kehrt zeigt, daf3 die Teilsummen der rechts stehenden unendlichen Reihe 
den Grenzwert In 2 besitzen. 

Wenn wir nun also auch nicht In 2 mit der Darstellung (19) berechnen 
konnen, so ist die Formel (18) doch fUr die Berechnung der Tafel der 
In-Funktion von grof3er Bedeutung. Wollen wir namlich jetzt etwa 
In 3 berechnen, so konnen wir freilich nicht ~ = Z in (18) einsetzen, weil 
Rn (~) fUr ~ = Z nicht mit wachsendem n nach Null geht. Wir konnen uns 
aber in der Weise helfen, daJ3 wir ansetzen: 

In 3 = In (~ . 2) = In 2 + In @ = In 2 + In (I + ~). 
1st also In 2 bereits bekannt, so haben wir nur noch .In (1 + !) auszu­
rechnen, und das geschieht, indem wir in der FO£mel (18) ~ = ! setzen. 
Wollen wir dabei eine Genauigkeit von 5 Dezimalen erzielen, so darf 
bei In (1 + g) der Fehler nicht 5 Einheiten der 6. Dezimale ubersteigen, 
es muJ3 also nach (18a) 

(tln+l 5 
I R (1) 1< -- < ._- d. h. (n + 1) Z"+l > 2.105 

n 2 n+l 106' 

gelten. Diese Bedingung wird erfullt fUr n = 13, und demnach haben 
wir im Rahmen der verlangten Genauigkeit fUr In 3 den Wert 

1 1 1 1 1 1 1 
In 2 + "2 - "2 22 + "322 - + . . . + 13 2ia . 

Naeh dieser Formel berechnet ergibt sich der Zahlwert von In 3 aber 
sehr viel rascher als nach der fruher angegebenen Methode, zumal wir 
die einzelnen Glieder nur auf 8 Dezimalen zu berechnen brauchen, urn 
sieher zu sein, daJ3 die Abrundungsfehler keinen EinfluJ3 mehr auf die 
fUnfte Dezimale besitzen. 

Der dann zu bereehnende Wert In 5 erfordert wieder weniger Rechen­
aufwand. Wir gehen aus von der Formel 

In 5 = In 4 + In ~ = In 4 + In (1 + :V 
und hatten jetzt, urn eine Genauigkeit von 5 Dezimalen zu gewahr­
leisten, die Zahl n so zu bestimmen, daJ3 

(i)n+ t 5 
n+1 < 106 
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wird, und das ist schon fur n = 7 der Fall. 1m Rahmen der verlangten 
Genauigkeit wird In 5 gleich 

1 1 1 1 1 1 1 
III 4 + "4 - "2 4i + "3 4" - + ... + "] 47 . 

Dabei braucht <lie Berechnung der einzelnen Glieder nur auf 7 Dezi­
malen ausgefUhrt zu werden. 

Man sieht zugleich, wie die Berechnung von In (x + 1) allgemein in 
dieser Weise erfolgen kann, wenn In x bekannt ist, indem man von der 
Forme! 

(20) In (x + 1) = In x + In (~;_1) = In x + In (1 + ~) 
ausgeht. Dabei wird die Anzahl der Glieder in der ganzen rationalen 

Funktion, durch die man im Rahmen der Genauigkeit In ( 1 + :) ersetzt, 

mit gr6Ber werdendem x rasch sehr klein. Die Rechenarbeit ist also 
damit ungeheuer vereinfacht gegeniiber der Berechnung von In x mittels 
der Grenzwertdarstellung (12). 

Recht muhsam bleibt nur noch die Berechnung von In 2, mit der 
die Aufstellung der Tabelle zu beginnen hat. Urn auch diesen ersten 
Schritt zu erleichtern, k6nnen wir die Zahl 2 in zwei kleinere Faktoren 
aufspalten und schreiben etwa 2 = t~. Noch geschickter legt man 

dabei die Rechnung so an, daB man 2 = ~~~ = : ~ :~~ schreibt, da sich 

'lann in In 2 = In (1 + ~) -In (1 -~) aus den Entwicklungen beider 
Teile abwechselnd Glieder herausheben. Da sich der gleiche Gedanke 

mit Vorteil auch auf In (1 + :) anwenden laBt, formulieren wir ihn 

gleich allgemeiner, indem wir 

(21) 1 + ~ = 1 + C 
x 1-(; 

setzen, woraus sich zunachst 
1 

(21 a) C = 2X+t 

ergibt, also eine Zahl, die noch nicht einmal halb so groB ist wie : ' so 

daB sich die Rechenarbeit schon dadurch betrachtlich vermindert. 
GemaB (18) ist fUr 0 < C < 1: 

In (1 + C) = ~ _ C' + (;3 _ C' + _ ... _ (;in + R (C) 
1 2 3 'I- 2n 2n' 

wobei nach (18a) 
fa ('211+1 

IR2n (L,) 1< 2n+1 

ist. ·Setzen wir andererseits ; = - C, so haben wir mit 0 < C < 1: 

In (1 _ C) = _ (f. + (;. + (;3 + (;' + ... + Ctll
) + R (_'") 

1 2 3 4 2n in "', 
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wobci jctzt nach (18b) 
C21t + 1 1 

R2 n ( - C) < 2 n + 1 1 --C 
ist. 

Subtrahicrcn wir diese beiden Formeln voneinandcr, so foIgt 

(22) In (1 + C) -In (1- C) = In (i-!{) 

wobci 

(22a) 

wird. 

(c ~ ~ ~.I) = 2 -T + -3 + -5- + ... + 2-;-=--1- +52n (C) , 

(0::;;C<1) 

Das ermoglicht uns zunachst die Berechnung von In 2 mit vcrhalt­
nismaBig geringem Rechenaufwand. Fur C = k wi.rd r.ach (22) 

wobci 

In 2 - 2 (.!. + L.!. 4- .!. ~_ + ... + _ 1 1) + 5 (1) 
-- 3 3 33 - 5 35 2 n -- 1 32 • 1 2 nfl' 

15 (1) I < (-1)2'<+I._t 
I 2ft 3 2n+ 1 -i 

wird. Verlangen wir eine Genauigkeit von 5 DezimaIen, so muB n = 5 
gewahlt werden. Also wird In 2 mit der verlangten Genauigkeit durch 
die Formel 

2 (.!. .!. .!. .!. .!. .!. .!... .!. .!.) 
3 + 3 33 + 5 35 + 7 37 + 9 39 

geliefert. Dabei sind die einzelnen Glieder auf 7 Dezimalen zu berechnen, 
damit die Abrundungsfehier die fUnfte Dezimale nicht beeinflussen. 
Damit ist die Rechenarbeit auf ein MindestmaB herabgedruckt. Wir 
erhalten In 2 = 0,693 15. 

Urn die Formel (22) fUr die Berechnung von In (x + 1) bei bekannten 
Werten von In x auszunutzen, fUhren wir in (22) nach (21 a) wieder x 
ein und schreiben: 

In(x+1) _lnx=ln(X!l) 

1 ( 1 )1 .. +1] (1) 
+2n+12X+l +5u 2X+l ' 

wobei 
I (1) I 1 ( 1 ) ( 1 )1 .. +1 
152 ,. 2X+l <2n+l 2+ 2X 2x+t 

ist. Wollen wir jetzt In 3 aus In 2 berechnen, so haben wir: 

(1 1 1 1 1 1 1) 1 In 3 = In 2 + 2 - + ~ - + - - + ... + ---- + 52 (--) 5 3 53 5 56 2 n - I 5111- 1 ,. 5 ' 
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wobei I S (1)' 1 9 1 
2n "51<2n+1452n+1 

ist. Dieser Ausdruck wird bereits fur n = 4 kleiner als 1~8' so dal3 wir 

1m Rahmen der verlangten Genauigkeit fur In 3 

( 1111111) 
In 2 + 2 5- + 3 53 + 555 + 7 "57 

erhalten, und die einzelnen Glieder brauchen nur auf 6 Dezimalen 
genau berechnet zu werden. Die Rechenarbeit wird also sehr abge­
kurzt. Es gilt allgemein: 

Je grol3er x wird, mit urn so geringerer Rechenarbeit ist die Korrek­
tur an In x zu berechnen, die uns In (x + 1) liefert. 

Wir gehen abschliel3end noch kurz auf das Verhalten der Naherungs­
funktionen 

~ ~2 ~3 ~n 
Hn(~) = -1- - 2 + 3 - + ... + (- W- 1 n 

an den Grenzen .; = + 1 und .; = - 1 des Intervalls - 1 S .; < + 1 
ein. An der Grenze ~ = 1 wird In (1 + .;) durch die Reihe 

In2=1-~+~-~+- ••• 
234 

dargestellt. D~e Glieder der Reihe auf der rechten Seite sind abwechselnd 
positiv und negativ. Reihen mit dieser Eigenschaft nennt man alter­
nierende Reihen. Die Bedeutung fortgesetzten Wechsels des Vorzeichens 
von Glied zu Glied ist unmittelbar ersichtlich. Brechen wir die Reihe 
mit einem negativen Glied ab, so erhalten wir eine endliche Summe, die 
kleiner als In 2 ist. Denn wir k6nnen die Reihe in der Form schreiben: 

In 2. = (1 - ±) + (+ - ±) + (+ - i) + ... , 
die uns zeigt, daB wir bei Abbrechen mit cinem negativen Glied 
unendlich viele positive Summanden fortlassen. Brechen wir da­
gegen die Reihe mit einem positiven Glied ab, so erhalten wir eine cnd­
liche Summe, die gr6Ber als In 2 ist, denn die Schreibweise 

In 2 = 1 - (+ - +) - (± - +) - (i - ~) - ... 
zeigt an, daB wir beim Abbrechen mit einem positiven Glied unendlich 
viele negative Summanden fortlassen. 

Es wird also auf diese Weise In 2 zwischen zwei Foigen eingeschach­
telt, von denen die eine aufstei~, die andere absteigt. Die Annaherung 
dprch die aufsteigende Foige ist: 

1 1 1 
In 2 = N + M + 5'(' + ... , 

die durch die absteigende F olge ist: 
In 2 = 1 __ 1 ____ 1 ___ 1 __ •••• 

2'3 4'5 6'7 
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Die beiden Folgen lauten 

bzw. 
b b --1 __ 1_ b 1 1 
1=1. a- 2'3' a=1-2-]-W' 

An Hand der Abb. 62 iiberzeugt man sich leicht davon. daB Ill' all' 

a,.as • ...• alln; die unteren und bl • ba• b,. bs •...• ball' .• '. die oberen 

Rechteckssummen der Hyperbel y = : sind. die bei fortgesetzter Hal­

bierung des Intervalls 1 < x < 2 entstehen. Zur vollen Streifenbreite 1 
11 gehort das untere Rechteck mit dem Flatheninhalt I. 

das obere Rechteck mit dem Flacheninhalt 1. Bei der 
Halbierung des Intervalls kommt der Teilpunkt x = ~ 
mit der Hyperbelordinate y = § hinzu. so daB sich die 
"Untersumme" um das ReGhteck der Breite lund der 
Hohe (~-l) = ~ vermehrt. wahrend die "Obersumme" 
um das Rechteck der Breite lund der Hohe 1 - ~ = 1 
vermindert wird. In ahnlicher Weise erkennt man dann 

die weitere Entwicklung. 

6, 6. SchluBbemerkungen. 

1. Wenn wir die gewon­
nenen Ergebnisse dazu ver-

{ wenden wollen. die in 6. 2 
-t-----lJ1'---'fr-J~f~GL---------.:::c begonnene Berechnung der 

Abb. 62. Arbeit eines sich isotherm 
ausdehnenden idealen Gases 

zu Ende zu fiihren, also unter der Hyperbel 

p = PI VI 
V 

den Flacheninhalt zwischen VI und Va zu bestimmen, so miissen wir be­
achten, daB hierdie unabhlingige Veranderliche V eine dimensionierte 
GroBe ist und daher nicht in der gleichen Weise behandelt werden kann 
wie x (es ware beispielsweise sinnlos, etwa In V bilden zu wollen, wenn V 

ein Volumen ist). Wir werden daher mit 

V 
-=x 
VI 

eine dimensionslose GroBe als unabhangige Veranderliche einfiihren, 
so daB an die Stelle der urspriinglichen Hyperbel die neue Hyperbel 

p= p..! 
fit 

in einer (xp)-Ebene tritt. Die Grenzen VI und VII gehen hier in 1 und VI 
VI 
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uber. Da nun die Breite L1 'II eines Streifens der ('IIp)-Ebene aus der 
Breite L1 x des entsprechenden Streifens in der (xp)-Ebene durch Multi­
plikation mit '111 hervorgeht, ist die ges\lchte Arbeit gleich dem mit '111 

multiplizierten FUicheninhalt unter der Hyperbel p = ~l zwischen den 
v 

Grenzen 1 und ~, also 
VI 

Naturlich batten wir, wenn wir unter v lediglich die MaBzahl des 
Volumens hatten verstehen wollen, unmittelbar unter der ursprung­
lichen Hyperbel den Flacheninhalt zwischen '111 und '112 berechnen k6nnen 
und batten 

erhalten. Wenn man hierin zu einer anderen Volumeneinheit ubergeht, 
multiplizieren sich aIle'll mit einem konstanten Faktor, es andert sich 
In v also urn eine additive Konstante, die in der Differenz In '112 -In '111 

naturlich wieder herausfallt. Die zuerst durchgefUhrte Rechnung er­
scheint in dieser Auffassung als ein Sonderfall, insofern das V olu­
men '111 als Einheitsvolumen gewahlt war. Wir wollen jedoch grund­
satzlich an unserer Vereinbarung (vgl. S. 18 Fu/3n.) festhalten, da/3 
Buchstabensymbole, die physikalische Gr6Ben bezeichnen, stets die 
Dimensionen mit enthalten, und wollen den Dbergang zu dimensions­
losen Gr6Ben durch ausdruckliche EinfUhrung neuer Veranderlicher voll­
ziehen, wie es zuerst geschehen ist. Das mag an dieser Stelle wegen des 
besonders einfachen Ergebnisses als eine Komplikation erscheinen, ist 
es in anderen Fallen jedoch nicht, wei! namlich, wie wir noch sehen 
werden, ohnehin meist neue Veranderliche eingefUhrt werden mussen, 
urn vorliegende Flacheninhaltsaufgaben auf gewisse Normalformen zu 
bringen. Freilich k6nnen wir uns beim Flacheninhalt unter einer Hy­
perbeI diese Zwischenrechnung kunftig ersparen, wenn wir hie~ an­
merken, da/3 zur Hyperbel 

(23) 

der Flacheninhalt 

(Fl. 23) 

c 
Y= -­x 

P' = Cln!-
"". xo (xo>o, x>O) 

geh6rt, eine Beziehung, in der x auch dimensionsbehaftet sein kann. 
2. Die Funktion In x ist nach ihrer Entstehungsart nur fUr x > 0 

definiert. Will man den Flacheninhalt unter dem anderen Ast der 

Hyperbel y = ~ berechnen, so uberlegt man, daB fUr x = - ~ x 
F:i = F:i = In E (E > 0) 
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wird. Wir konnen die FHicheninhaltsformeln fUr beide Hyperbelaste in 
die eine zusammenfassen: 

F(x) = In I x! + const. 

Diese zusammengefaf3te Schreibweise dad nicht davon ablenken, 
daB die Stelle x = 0 bei cler Flacheninhaltsbestimmung nicht uber­
schritten werden darf. Ein bestimm~er Wert der Konstanten legt fUr 
x < ° einen anderen Anfangspunkt der Flacheninhaltszahlung fest 
als fUr x> 0, und zwar unterscheiden sich die beiden Anfangsstellen 
durch das Vorzeichen. 

§ 7. Der Fundamentalsatz tiber den Zusammenhang von 
Fla.cheninhalt und Tangentensteigung. Der Integraph. 

7, I. Steigung dec Funktion 1n:l:. 

Nachdem wir die Art der Berechnung der Funktion In x angegeben 
und die Eigenschaften der Funktion besprochen haben, stellen wir uns 
zum SchluB die Aufgal;>e, ihre Tangentensteigung zu bestimmen. 

Auch hierbei halten wir uns immer die Entstehungsart der Funktion 

In x als Flacheninhaltsfunktion der Hyperbel y = : vor Augen. Wir 

betrachten an einer beliebigen Stelle x die Funktion 

(1) 1] = ~ = In x 

und bilden mit einer willkiirlich gewahlten Abszissenspanne L1 x > ° 
die Sehnensteigung 

(2) LI '7 In (x+LI x) -In x 
m. = LI x = ---Ll-x----

In diesem Ausdruck kann L1 x nicht gleich Null gesetzt werden, da die 
Division 0: 0 keine sinnvolle Operation ist. Wir erinnern uns, daB bei 
der Bildung der Sehnensteigung einer Parabel sich der Faktor .1 x in 
Zahler und N enner forthob und darum der Grenzwert lim m. durch 

.1:t~O 

Einsetzen vop. LI x = 0 in den gekurzten Bruch sofort gefunden werden 
konnte, der sich dann als Steigung der Tangente deuten lieB. Ganz 
so leicht ist die Aufgabe hier nun nicht rnehr; wir kornrnen aber dadurch 
zurn Ziel, daB die Entstehungsart der In-Funktion es uns ermoglicht, 
die Sehnensteigung in einfachster Weise einzuschachteln. Schreiben 
wir namlich 

(2a) Ll1] = ms LI x = In (x + Llx) -In x, 

und bedenken wir, daB Ll1] den Flacheninhalt des Hyperbelstreifens 
zwischen den Ordinaten bei x und x + LI x darstellt, so k6nnen wir Ll1] 
wie ublich zwischen ein unteres und ein oberes Rechteck der Hyperbei 
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einschachteln und erhalten: 
Ax Ax -----:.- < In(x + L1x) - In x < .. ~. , 

X+LJX X 

oder nach Division durch L1 x > 0: 
1 In (x + A x) ~ In x ._ 1 

(3 ) x + A x < A x <:.. x' 
Lassen wir jetzt L1 x eine Nullfolge .!I 
durchlaufen, so sttebt die untere Grenze 
gegen den Wert der oberen, und damit er-
gibt sich als Grenzwert der zugehiirigen 
Sehnensteigungen: 

(4) 
. In (x + A x) .~ In x 1 

hm Ax =x· 
J", ... o 

Die Beschrankung auf positives L1 x 
kann fallen gelassen werden, denn fUr 
L1 x < 0 vertauschen sich nur die Gren­
zen in (3), und es ergibt sich der gleiche 
Grenzwert. In der iiblichen Weise schlie­
Ben wir, daB die Gerade mit der Stei­
gung (4) durch den Punkt (x, 'Y]) die 
Tangente der In-Kurve in diesem Punkt 
ist. Wir haben das Ergebnis, daB die 
Funktion (1). die Steigung 

( 1') 
, 1 

'Y]=­
x 

besitzt. Die Steigung un serer Flachen­
inhaltskurve ist also gleich der Ordi-

1j 

177 

Abb.63. 

nate der Ausgangskurve y =..!... Wir finden dam it aufs neue bestatigt, x _ 
daB die Flacheninhaltsbestimmung und die Steigungsbestimmun15 ent­
gegengesetzte Operationen sind, die sich gegenseitig aufheben. 

Fiir die Verallgemeinerung unserer UberJegung ist es zweckmaBig, 
ihr noch eine etwas andere Wendung zu geben und die Sehnensteigung m. 
der Flacheninhaltskurve an der Ausgangskurve selbst zu deuten. Offen­
bar konnen wir die Gleichung (2a) so auffassen, daB der Ryperbel­
streifen L1 'Y] in ein inhaltsgleiches Rechteck der Breite L1 x und der 
Rohe mg verwandelt worden ist. Die Einschachtelung (3) zeigt, daB diese 
Rohe m. groBer als die kleinste und kleiner als die groBte Ordinate der 

Ryperbel in dem hetrachteten Streifen ist. Da nun die Funktion y = ; 
in dem Intervall keinen "Sprung" macht, sondern aIle Werte annirnmt, 
die zwischen dem kleinsten und groBten Wert liegen, so muB es eine 
"mittlere Ordinate" yin demStreifen geben, die gleich m .• ist (Abb. 63). 

Prange. v. Koppen!els, Integral. u. Differentialrerhnung I. 12 
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Diese Deutung der Sehnensteigung als mittlere Ordinate der Ausgangs­
kurve macht besonders anschaulich, wie bei dem Grenziibergang Ll x_o 
die Ordinate y als Tangentensteigung der FHicheninhaltskurve heraus­
kommt. 

7.2. Tangentensteigung der FUicheninhaltsfunktion einer beliebigen 
stetigen Funktion. 

Die im vorigen Abschnitt durchgefiihde Dberlegung ist nicht auf 
die betrachtete spezielle Funktion zugeschnitten, sondern ermoglicht 
uns, den allgemeinen Zusammenhang zwischen Flacheninhalts- und 
Steigungsbestimmung aufzudecken. 

Hierzu gehen wir von einer beliebigen eindeutigen Funktion aus, die 
also jedem Zahlwert x der unabhangigen Veranderlichen genau einen 
Funktionswert y = I (x) zuordnet, und setzen iiber diese Funktion nur 
vora,us, daB sie sich durch einen ununterbrochenen Kurvenzug dar­
stellen laBt. Darin liegt, daB man fiir den absoluten Betrag der Diffe­
renz zweier Funktionswerte II (x2) -I (Xl) I eine beliebig kleine GroBe er­
halt en kann, wenn man nur die Abszissen Xl und x2 hinreichend nahe 
zusammenriicken laBt, und diese Aussage deckt sich mit der in § 5, 4 
Erklarung 6 bzw. 6a gegebenen Definition der Stetigkeit. Tatsachlich 
kommen wir mit der Voraussetzung der Stetigkeit von I (x) auch aus 
und brauchen die dariiber hinausgehende Forderung, daB es maglich 
sein soIl, diese Funktion in der iiblichen Weise durch eine Kurve dar­
zUstellen, nur, urn die jetzt folgenden Dberlegungen in einem Bilde 
veranschaulichen zu konnen. Unter einer stetigen Funktion laBt sich, 
wie wir in § 5, 6 gesehen haben, immer ein Flacheninhalt bestimmen, 
und so konnen wir auch zu der Funktion I (x) eine Flacheninhaltsfunk­
tion Y = F (x) konstruieren. Unsere Aufgabe ist es, (lie Steigung dieser 
Flacheninhaltsfunktion zu berechnen. In gewohnter Weise gehen wir 
von der mit einer beliebigen Abszissenspanne Ll x gebildeten Sehnen­
steigung 

AY F(x + Ax) -F(x) 
m, = Ax = Ax (Llx +< 0) 

aus. An der Ausgangskurve y = I (x) ist nun der Zahler dieses Bruches 
sofort als FHicheninhalt des von den Ordinaten x und x + Ll x begrenzten 
Streifens zu deuten, und daher kannen wir wegtm 

F(x + Llx) -F(x) = m,LJx 

die Sehnensteigung m. jetzt als Vertikalseite eines Rechtecks von der 
Breite LJ x auffassen, das diesem Streifen inhaltsgleich ist .• Die Lange 
dieser Rechtecksseite muB zwischen der graBten und der kleinsten von 
der Kurve I (x) in dem ·Streifen erreichten Ordinate liegen und daher 
selbst ein in diesem Intervall vorkommender Funktionswert sein, weil 
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ja die Kurve I(x) nach unserer Voraussetzung nirgends springt (vgl. 
auch § 5.5 Satz 17a). Es ist also 

m, = y = I(i} , (x. zwischen x und x + Llx) 

und damit haben wir die Sehnensteigung der FHi.cheninhaltsfunktion 
F (x) als eine in dem Streifen vorkommende mittlere Ordinate der Kurve 
I (x) gedeutet. Urn nun zur Tangentensteigung zu kommen, lassen wir LI x 
eine Nullfolge durchlaufen und bilden die zugehorige Folge der Sehnen­
steigungen. Die entscheidende Frage nach derExistenz eines Grenz­
wertes dieser Sehnensteigungsfolge und nach seiner GroBe ist auf Grund 
der eben gegebenen Deutung sehr leicht zu beantworten. Wenn namlich 
LI x gegen Null strebt. so muD X. das ja standig zwischen x und x + LI x 
eingeschlossen ist, dem Grenzwert x zustre"Qen. Dann konvergiert aber 
zugleich I (x) wegen der Stetigkeit" der Funktion I gegen den Grenzwert 
I(x) (vgl. 5,4 Erklarung 6). so daB I(x) die Tangentensteigung vOn F(x) 
sein muB. 1st also Y = F (x) die Flacheninhaltsfunktion zu der stetigen 
Funktion y = I (x). so ist stets 

Y' = F'{x) ;= I{x). 

Die bisher schon immer festgestellte Merkwiirdigkeit, daB Flachen­
inhalts- und Steigungsbestimmung entgegengesetzte Operationen sind, 
ist hiermit als allgemein giiltiges Gesetz erkannt, das wir den "Funda­
mentalsatz der Flacheninhaltsbestimmung" nennen. 

Bei unseren Vbedegungen sind wir von einer stetigen Funktion 
ausgegangen, haben deren Flacheninhaltskurve .bestimmt und haben 
dann die Tangentensteigung dieser Flacheninhaltskurve ermittelt. Man 
konnte daran denken, diesen Gedankengang umzukehren und, aus­
gehend von einer stetigen Funktion, versuchen, ihr Steigungsbild zu 
zeichnen, urn dann durch Flacheninhaltsbestimmung am Steigungsbild 
wieder zu der Ausgangskurve zuriickzukommen. Diese Vbedegung wiirde 
immer dann, wenn es uns gelingt, das Steigungsbild wirklich zu er­
mitteln. der vorhergehenden gleichwertig sein. Wir haben uns jedoch in 
§ 5, 4 iiberlegt, daB es nicht zu jeder stetigen Funktion ein Steigungs­
bild gibt, oder, was auf das gleiche herauskommt, daB nicht jede stetige 
Funktion als Flacheninhaltskurve einer anderen Kurve aufgefaBt werden 
kann. Die Flacheninhaltsbestimmung ist also gegeniiber der Bestimmung 
der Tangentensteigung das prinzipiell einfachere Problem. Dies ist der 
Gnind dafiir, daB wir es 'beim Aufbau dieset Vorlesung so stark in 
den Vordergrund geriickt haben. 

7, 3· Der Mittelwertsatz. 
An die zur Veranschaulichung unserer eben durchgefiihrten Vber­

legungen erfolgte Einfiihrung der mittleren Ordinate y konnen wir eine 
Bemerkung kniipfen, die von groBer Bedeutung ist. 1st I (x) eine belie­

t2* 
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bige stetige Funktion. und F (x) die zu ihr gehOrige Flacheninhaltsfunk-
tion, so ist F(b) -F(a) 

der Flacheninhalt unter f (x) zwischen a und b. Setzt man diesen gleich 
y. (b - a), so ist y eine Zahl, die zwischen dem gr6Bten und dem klein­
sten von der Funktion I (x) in dem abgeschlossenen Intervall a < x < b 
angenommenen Wert liegt. Als stetige Funktion muB f(x) diesen Wert 
zwischen x = a und x = b mindestens einmal annehmen (vgl. 5, 5 
Satz 17a), es ist also 

y = f(x). 

Flir die Abszisse x k6nnen wir schreiben: 

x = a + 1} (b -a), (0 < 1) < t) 
und haben dann: 

F(b) - F(a) = (b -- a) f(a + 1} (b - a)). 

Dies wird als M ittelwertsatz der Flacheninhaltsbestimmung bezeich­
net. Wenn wir umgekehrt von der 
Funktion F (x) ausgehen, nimmt er die 
folgende Gestalt an: 

1st F (x) eine Funktion, deren erste 
Ableitung in dem abgeschlossenen In­
tervall a < x ::::;;: b stetig ist, so gibt es 

L----I--L--e,--!-------vx- stets eine solche Zahl1} zwischen Null 

Abb.64. 
und Eins, daB 

F'(a + 1}(b - a)) = ~(bi = :(a) 

ist. 
Der anschauliche Inhalt dieses Mittelwertsatzes der Steigungs­

bestimmung ist in Abb. 64 gezeigt: Wenn die Kurve der Funktion F(x) 
zwischen a und b nirgends geknickt ist, so muB es mindestens eine Ab­
szisse x = a + 1} (b - a) zwischen a und b geben, bei der die Kurven­
tangente der durch die Kurvenpunkte mit den Abszissen a und b ge­
legten Sehne parallel ist. 

7, 4· Der Integraph. 

Auf den Fundamentalsatz gestlitzt, hat man einen Apparat konstru­
ieren k6nnen, der zu jeder gegebenen Kurve die zugeh6rige Flachen­
inhaltskurve aufzeichnet. Einpn ""lrhp.n Apparat nennt man einen "Inte­
graphen" 

Urn zu verstehen, wie der Apparat arbeitet, denken wir uns eine 
Kurve y(x) und ihre Flacheninhaltskurve Y(x) in gewohnter Weise un­
tereinander gezeichnet und fassen zwei Punkte mit derselben A bszisse x 



7. 4. Der Integraph. 181 

ins Auge. Nach dem Fundamentalsatz ist die Steigung der Flachen 
inhaltskurve gleich der Ordinate der Ausgangskurve, so da/3 wir 

Y'= Y= ~ 
1 

crhalten. Tragen wir also bei der Ausgangskurve von dem FuJ3punkt der 
Ordinate .aus nach links hin die Einheitsstrecke ab (A) und verbinden A 
mit dem Punkt P der Kurve, so ist die Hypotenuse A B dieses rechtwink­
ligen Dreiecks der Tangente der Fliicheninhaltskurve parallel. Da sich zu 
jedem Punkt der Ausgangskurve y = f (x) ein solches "Einheitsdreieck" 
konstruiert-m Hi./3t, so k6nnen wir allgemein sagen: 

Die T angente der Fliicheninhaltskurve 
ist stets der Hypotenuse des zttgehOrigen !I _~""L--_ 
E inheitsdreiecks der A usgangskurve par-
allel (Abb. 65). 

Daraus ergibt sich fi.ir die Zeich­
nung der Flacheninhaltskurve folgende 

Abb.65. 

y 

Abb.61i. 

Vorschrift: Man mu/3 den Zeichenstift so· fi.ihren, da/3 seine F ortschrei­
tungsrichtung (Tangentenrichtung) bestandig mit der Richtung der 
Hypotenuse des Eiriheitsdreiecks ubereinstimmt, das zu der Ausgangs­
kurve in dem betreffenden Punkt geh6rt. 

Wie laBt sich das nun durch einen Apparat verwirklichen? Offen bar ist es'zu 
nachst erforderlich, in jedem Punkt der Ausgangskurve die Hypotenuse des Ein­
heitsdreiecks festzulegen. Das erreichen wir einfach in der folgenden Weise (Abb. 66). 
Ein der y-Achse paralleles Linea:l kann auf zwei Radern in der Richtung der x-Achse 
parallel verschoben werden. An seiner Ungskante kann man einen Schlitten auf 
und ab bewegen. und an diesem Schlitten ist ein Stift angebracht. den wir 
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den Fahrstift nennen wollen. Offenbar konnen wir diesen Fahrstift einmal auf 
jede Abszisse einstellen, da ja das Lineal als Ganzes auf seinen Radern in 
Richtung der x-Achse verschoben werden kann, andererseits unabhangig davon 
auch auf jede Ordinate, da der Schlitten beliebig auf und ab bewegt werden kann. 
Es ist also moglich, den Fahrstift an der gegebenen Kurve y = f(x) entlang zu 
fiihren. Die Hypotenuse des Einheitsdreiecks ist dann die Verbindungslinie der 
augenblicklichen Stellung des Fahrstiftes mit einem Punkt der .x-Achse, dessen 
Abszisse urn eine Einheit kleiner ist als die Abszisse des Fahrstiftes. Dieser Punkt 
wird ein fester Punkt A des Lineals sein. In diesem Punkt des Lineals und iiber 
dem Fahrstift des Schlittens bringen wir je eine Muffe an, die beide urn eine verti­
kale Ach.se durch den Punkt A des Lfneals. bzw. den Fahrstift F, drehbar sind. 
Wenn wir durch die Muffen eine Schiene stecken, so gibt diese Schiene unmittelbar 
die Hypotenuse des Einheitsdreiecks an. 

An dem Apparat ist diese Schiene als ein Vier kant von verhaltnismaBig starkem 
quadratischem Querschnitt ausgebildet, sie liegt so in den Muffen, daB die Dia­
gonalen des Querschnitts horizontal bzw. vertikal sind. Die Muffen umfassen sie 
nur von unten, so daB die obere Kante freibleibt, was fiir spater wichtig ist. Die 
Stange ist im iibrigen blank poliert, so daB sie fast reibungsfrei durch die Muffen 
hindurchgleiten kann. Nach unseren obigen tJberlegungen miissen wir jetzt den 
Zeichenstift, der die Flacheninhaltskurve aufzeichnet, so fiihren, daB seine Fort­
schreitungsrichtung stets parallel zur Richtung der rechtkantigen Schiene ist. Wie 

laBt sich das erreichen? Wir machen dabei von der bekannten Tat­
sache Gebrauch, daB eine Rolle sich nur in der Ebene senkrecht zu 
ihrer Drehachse vorwarts bewegen laBt. Eine Verschie bung senkrecht 
zu dieser Ebene kann man nur dadurch erreichen, daB man sie wie 
einen Wagen (Abb.67) hin und her bewegt. Wenn man den. Rand 
einer Rolle durch Scharfen als Schneide ausbildet - wir werden 
dann von einer scharfrandigen Rolle sprechen -, so wird sie die 
Eigenschaft, sich nur in der Ebene senkrecht zu ihrer Drehachse 
bewegen zu lassen, in besonders hohem MaBe besitzen. Wie 
man diese Eigenschaft zur Zeichnung d·er Flacheninhaltskurve 
verwenden kann, wollen wir uns zunachst an dem einfachst mog­
lichen Fall klar machen. 

Die Kurve, deren Flacheninhalt gezeichnet werden soIl, sei die 
horizontale Gerade 

y = c. 

Abb.67. Gleitet der Fahrstift an dreser GeradeIi entlang, so verschiebt sich 
der Schlitten, der ihn tragt, relativ zum Lineal nicht, und daher 

erfahrt die rechtkantige Schiene nur eine. Parallelverschiebung. Urn die Flachen­
inhaltskurve aufzuzeichnen, muB der Zeichenstift die Gerade 

y= c(x - xu) 

beschreiben, sofern wir den Flacheninhalt von der Stelle Xu aus zahlen wollen. 
Wenn man die Flacheninhaltskurve genau unter die Ausgangskurve zeichnen 

will, so muB der Zeichenstift mit gleicher Abszisse wie der Fahrstift von dem Lineal 
mitgefiihrt werden. Urn seine Ordinate verll.ndern zu konnen, bringt man ihn an 
einem zweiten Schlitten an, der ebenfalls an dem Lineal auf und ab gleitet. Man muB 
nun dafiir sorgen, daB seine Ordinate in jedem Augenblicke gerade die Ordinate der 
Flacheninhaltsgeraden Y =_c (x - xu) ist. Urn das zu erreichen, bringt man an dem 
Schlitten des Zeichenstiftes eine scharfrandige Rolle an und stellt sie so ein, daB 
ihre Drehachse senkrecht zur (festbleibenden) Hypotenuse des Einheitsdreiecks 
steht. Dann kann sich die Rolle selbst riur- parallel zu der Hypotenuse .des Ein­
heitsdreiecks bewegen, und sie muB, wenn die Reibungswiderstande klein genug 
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sind. ihren Schlitten mitsa'mt dem daran angebrachten Zeichenstift mitnehmen. 
Der Zeichenstift wird sich also. wie er soil. parallel zur H;ypotenuse des Einheits­
dreiecks bewegen und eine Gerade mit der Steigung c beschreiben. Urn die Ge­
rade Y = c (x - xo) zu erhalten, muG man noch den Schlitten des Zeichenstiftes 
so einstellen, daB der Zeichenstift ftir x = Xo sich gerade auf der x-Achse des Fl3o­
cheninhalts-Schaubildes befindet. 

Nach dieser Vorbereitung verstehen wir leicht, wie der Apparat zu einer allge­
meinen Kurve :y = f(x) die Fl30cheninhaltskurve aufzeichnen' kann. Ftihren wir 
den Fahrstift an der Kurve entlang, so wird die Vierkantschiene von Stelle zu 
Stelle jetzt ihre Richtung 3ondern. Soil der. Zeichenstift dauernd zu· ihr parallel ge­
fiihrt werden, so mussen wir die scharfrandige Rolle so steuern, daB ihre Drehachse 
in jedem Augenblick zu der rechtkantigen Schiene senkrechtist. Dann bewegtsich 
der Zeichenstift stets in der gewunschten Richtung und zeichnet diegesuchte Fl3oche~­
inhaltskurve auf. Diese Steuerung l30Bt sich mit ziemlich einfachen Mitteln er­
reichen. Man bildet die Drehachse der scharfrandigen Rolle als Steuerarmaus 
und bringt gleichzeitig senkrecht zur rechtkantigen Schiene einen Bugel an, der 
sich l30ngs der Schiene verschieben kann. Urn zu groBe Reibung zu vermeiden. 
laBt man den Bugel auf zwei' Rollen langs der 
oberen Kante der Schiene laufen. Es bleibt 
nur noch ubrig, dafiir zu sorgen, daB die­
ser zur Schiene senkrechte Bugel und der 
Steuerarm der scharfrandigen Rolle dauernd 
parallel bleiben, und das erzwingt man 
einfach dadurch, daB man beide zu ei­
nem Parallelogramm koppelt, dessen Seiten 
durch Gelenke verbunden sind. Dadurch ist 
in Qer Tat die Beweglichkeit nirgends ge­
hemmt und die Parallelit30t gesichert. Be­
schreibt der Fahrstift die Ausgangskurve, so 
zeichnet der Zeichenstift die Fl3ocheninhalts­
kurve auf. Naturlich mussen aile Fehler, die 
durch die Reibung hineinkommen, so klein 
sein, daB sie keinen merklichen EinfluB auf 
das Ergebnis haben. AIle Reibungskrli.fte, 
die an den mannigfachsten Stellen auftreten, 
mussen also insgesamt gering sein gegenuber 
der Kraft,. die erforderlich ist, die scharf­

Abb.68. 

:z: • 

randige Rolle aus ihrer Ebene herauszudrehen. Man sieht, daB die Ausfuhrung des 
Apparates ganz auBerordentlich hohe Anforderungen an die Feinmechanik stellt. 
Ihnen Genuge getan zu haben, ist das Verdienst der Schweizer Werkstatte CORADI, 
der ein polnischer Mathematiker ABDANK ABAKANOWICZ die Anregung zum Bau des 
Integraphen gab (1878) (Abb. 68). Wollte man ubrigens die Flll.cheninhaltskurve, 
wie wir es in der Figur angedeutet haben, genau unter die Ausgangskurve zeichnen, 
so wurde das Lineal unbequem lang. Man kann die Lange des Lineals (und also auch 
die der zur Kopplung dienenden Parallelogrammseiten) auf die Halfte verkurzen, 
wenn man den Schlitten, der den Zeichenstift tr3ogt, nicht an der gleichen Seite des 
Lineals entlanglaufen IllBt, an der der Schlitten des Fahrstiftes entlangl3ouft, sondern 
an der entgegengesetzten Seite. Dann kann man die beiden x-Achsen zusammen­
fallen lassen, und die Ordinaten der Ausgangskurve und der FHl.cheninhaltskurve, 
die zusa.mmengehoren, haben einen horizontalen Abstand gleich dem horizontalen 
Abstand von Fahrstift und Zeichenstift. 



184: Die gebrochenen rationalen Funktionen und ihre FHicheninhaltsfunktionen. 

7,5. Allgemeine Bemerkungen tiber das Problem 
der Flacheninhaltsbestimmung. 

Wenn man den Fahrstift des Integraphen an der gleichseitigen Hy­

perbel y = : entlangfUhrt, so zeichnet der Zeichenstift unmittelbar 

die Flacheninhaltskurve 'YJ = In x auf. 
Wiirden wir die Funktion In x nicht bei vielen Aufgaben benatigen, 

sondern etwa nur bei einem einzelnen Problem und nur mit beschrankter 
Genauigkeit, so wiirde man nicht ihre ganze Theorie zu entwickeln 
brauchen, wie wir es in § 6 getan haben, sondern kannte sich mit der 
Zeichnung der Kurve (bzw. eines Kurvenstiickes) auf die fUr die Auf­
gabe erforderlichen Genauigkeit beschranken. Weil aber die In-Funktion 
auBerordentlich groBe Bedeutung fiir aile Zweige der physikalischen 
Anwendungen besitzt, wobei es auch von FaIlzu Fall ganz verschieden 
ist, mit welcher Genauigkeit man die Funktionswerte kennen muB, 
haben wir die Funktion systematisch untersucht, ihre Eigenschaften 
durchforscht und ein rechnerisches Verfahren zur Bestimmung de< 
Funktionswerte angegeben, das jede gewiinschte Genauigkeit zu er­
reich en gestattet. 

Eine entsprechende Bemerkung gilt fUr aIle Flacheninhaltsprobleme. 
Wenn man fUr irgend eine vorgelegte Kurve den Flacheninhalt zu bestim­
men hat, so liegt die Aufgabe entweder so, daB man nur den Verlauf der 
Flacheninhaltskurve, und zwar in der Regel auch nur mit beschrankter 
Genauigkeit, zu kennen braucht, oder es ist erforderlich, die Theorie der 
Flacheninhaltsfunktion zu beherrschen und ihre Eigenschaften zu 
kennen. 1m ersten Fall kann man sich auf ein Zeichnen der Flachen­
inhaltskurve etwa mit Hilfe des Integraphen beschranken. 1m zweiten 
FaIle aber muB man die Fliicheninhaltsbestimmung als Definition einer 
neuen Funktion ansehen, deren Eigenschaften unmittelbar aus der 
Flacheninhaltsaufgabe heraus zu ermitteln sind. Die im vorigen Para­
graphen durchgefUhrte Untersuchung der Funktion In x ist ein Muster­
beispiel dafiir. - Wenn man in der technischen Praxis auf eine Flachen­
inhaltsaufgabe staBt, so wird sich der Techniker in der Regel darauf 
beschranken kannen, die Aufgabe in de. erst en Art zu behandeln. 
Flir aIle Flacheninhaltsaufgaben aber, bei denen eine systematische 
Theorie der Flacheninhaltsfunktion unerlaBlich ist, werden Physik 
und Technik die Aufstellung einer solchen Theorie der Mathematik 
zur Pflicht machen. Die Mathematik hat diese Aufgabe fiir aIle 
diejenigen Flacheninhaltsfunktionen zu lasen, die in den Anwendungen 
haufig auftreten. 

Halt man sich diese Sachlage vor Augen, so ist man gegen ein arges, 
aber leider weit verbreitetes MiBverstandnis geschiitzt. Man hart namlich 
oft die Behauptung, daB man den FHicheninhalt nur in gewissen ein-
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fachen Hillen berechnen kanne, daB dies aber in der Mehrzahl der FaIle 
unmoglich sei. Damit meint man folgendes. Nur recht selten steht die 
Flacheninhaltsfunktion zu der Ausgangsfunktion in einer so einfachen 
Beziehung, wie es bei der Funktion 

y = xn , 

der Fall ist, wo die Flacheninhaltsfunktion eine Funktion der glci­
chen Art wie die Ausgangsfunktion ist. Schon bei der einfachsten 

gebrochenen rationalen Funktion y = : sehen wir, daB der Flachcn­

inhalt eine Funktion ganz anderer Art, namlich die Funktion In x de­
finiert, die nicht mehr rational ist, sondern als eine transzendente 
Funktion bezeichnet wird. 

In den wenigen Sonderfallen, in denen sich die Flacheninhaltsfunk­
tion durch bereits bekannte Funktionen ausdriicken laBt, brauchen wir 
natiirlich nicht erst nach den Eigenschaften der Flacheninhaltsfunktionen 
zu forschen und nach einem Verfahren zu suchen, mit dessen Hilfe 
sich die Funktionswerte berechnen lassen. Denn alles das entnehmen 
wir ohne weiteres den Eigenschaften der bekannten Funktionen, aus 
denen sich der Ausdruck fUr den Flacheninhalt zusammensetzt. Diese 
Vereinfachung meint man, wenn man sagt, in solchen Sonderfallen 
lasse sich der Flacheninhalt "explizit" angeben. 

In den anderen Fallen, in denen es nicht gelingt, die Flacheninhalts­
funktion durch bereits bekannte Funktionen auszudriicken - diese FaIle 
bilden die Regel -, darf man nicht etwa meinen, die Berechnung der 
GroBe eines einzelnen bestimmten Flacheninhalts mache Schwierig­
keiten. Wir k6nnen ja mit Hilfe des Einschachtelungsverfahrens einen 
solchen Zahlwert meist ziemlich rasch berechnen. Auch· die Flachenin­
haltskurve selbst k6nnen wir, wenn kein Integraph zur Verfiigung steht, 
numerisch mit verhaltnismaBig geringer Miihe konstruieren, sofem 
die verlangte Genauigkeit nicht allzugroB ist (vgl. 13, 5 S. 312). Hat man 
nun in einem bestimmten technischen Gebiet sehr haufig mit der gleichen 
Flacheninhaltsfunktion zu tun, so wird man eine Wertetabelle anlegen. 
Sind mehrere Zweige der Naturwissenschaft und Technik an der Flachen­
inhaltsfunktion interessiert, so wird man auch die Eigenschaften der 
Funktion sorgfaltig erforschen. Einer so nach allen Seiten hin erforsch­
tcn Funktion wird man dann einen besonderen Namen beile'gen und sie 
durch ein besonderes Funktionssymbol bezeichnen. Daniit erscheint sic 
dann als bekannte Funktion. 

Diese Entwicklung hat auch die In-Funktion durchgemacht. 
Wenn man als "bekannte" Funktionen -nur die rationalen Funktionen 
ansieht, so erscheint der Flacheninhalt unter den ganzen rationalen 
Funktionen als bekannt, weil er sich wieder als eine ganze rationale 
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1 
Funktion ausdriickt. Der FHi.cheninhalt unter der Hyperbel y =- aber, x 
die die einfachste gebrochene rationale Funktion ist, laBt sich mit Hilfe 
der "bekannten", d. h. der rationalen Funktionen nicht ausdriicken. 
Dies war die Sachlage, der man sich etwa urn 1600 gegeniibersah. We­
gen ihrer Wichtigkeit hat man alsbald diese Flacheninhaltsfunktion 
sorgfaltig studiert, ihre Eigenschaften festgestellt und ihr den Namen 
In x gegeben. Seither geh6rt nun der Flacheninhalt unter der Hy­
perbel zu den "bekannten" Funktionen, die sich explizit angeben 
lassen, weil man jetzt die Funktion In x zur Verfiigung hat. 

Der Anfanger sieht leicht einen Wesensunterschied, wo es sich nur 
urn eine graduelle Verschiedenheit in der Durchfiihrung der Aufgabe 
handelt. Wenn es notwendig ist, kann man die Eigenschaften jeder 
Flacheninhaltsfunktion so weit erforschen, wie es bei der Funktion In x 
geschehen ist. 

Nach dieser Zwischenbemerkung kehren wir zuriick zu der In-Funk­
tion und geben als AbschluB eiriige Anwendungen, bei denen es wichtig 
ist, daB man den Fundamentalsatz der Flacheninhaltsbestimmung 

Abb.69. 

kennt, daB man also weiB, die Funktion 

hat die Steigung 

y = lnx 

, 1 
Y =-. x 

Anwendung 13: Artesischer Brunnen. Zwi­
schen zwei wasserundurchlassigen Schichten befinde 
sich eine wasserfiihrende Schicht der Dicjl:e d[mj. In diese 
Schicht hineingetrieben sei ein artesischer Brunnen, 
dessen Querschnitt ein Kreis vom Durchmesser 21'0 [m] 
sei (Abb. 69). Der Druck des \-Vassers an der Brunnen-

sohle sei Po [:~J und die Ergiebigkeit des Brunnens sei Q [s:~J. Nach weIchem 

Gesetz muB nun in der wasserfiihrenden Schicht der Druck mit der Entfernung l' 
von der Brunnenachse zunehmen? Offenbar muB im Beharrungszustand durch 
den Mantel des Zylinders vom Halbmesser l' in jeder Sekunde die Wassermenge Q 
hindurchtreten. Durch die Flacheneinheit des Mantels tritt also, wenn wir an­
nehmen .diirfen, die Geschwindigkeit in der wasserfiihrenden Schicht sei unab-

hangig von der Hohe, die Wassermenge ~d [mkJ in der Sekunde hindurch. 
2n l' se 

Die Hydraulik macht die Annahme, daB diese GroBe, die offenbar die Stro­
mungsgeschwindigkeit ist, der Steigung der gesuchten Druckkurve p = P (1') pro­
portional sei, daB also die Gleichung 

(*) k p'(1') = --.SL ~ 
2nd l' 

gilt. Dabei ist k, die sog. Durchliissigkeit der Schicht, eine Materialkonstante, die 
m' 

die Dimension kg sek besitzt. Diese Gleichung sagt nach dem Fundamentalsatz 
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aus, daB die Funktion P (1') die Flaeheninhaltskurve zu der Hyperbel 

Q 
TJ=2ndk l' 

ist. Da zu Yo der Druck Po gehort, so wird (vgl. S. 175) 

r Q l' P - Po = F = --- In-,., 2ndk 1'0' 

Natiirlieh stellt diese Gleiehung den wirkliehen Vorgang nur insoweit riehtig 
dar, wie die Annahme (*) riehtig ist. DaB diese Annahme lediglieh eine Nahe­
rung sein kann, die nur fiir nieht zu groBe l' zulassig ist, sieht man schon dar­
aus, daB in (*) fiir l' - 00 aueh P -+ 00 gilt, wahrend doch selbstverstandlieh in 
sehr groBer Entfernung von der Bohrung ihr EinfluB in der wasserfiihrenden 
Sehicht immer weniger bemerkbar sein miiBte. Es miiBte also fiir" -+ 00 der 
Druek P gegen einen endlichen konstanten Wert streben. Aber in einer ge­
wissen Umgebung des Bohrlochs, d. h., wenn " nieht allzu groB wird, stellt die 
Annahme (*) die wirkliehen Verhaltnisse leidlieh gut dar, und so gibt aueh die 
SehluBformel hier den wirklichen Verlauf des Druekes angenahert wieder. 

Anwendung 14: induktivitat einer Spule. Urn einen Ring aus (geteil­
tem) Eisen, dessen Quersehnittein Reehteek mit der Hohe h [em] sein moge, wahrend 
der innere Halbmesser die Lange "1 [cm], der auBere die Lange 1'2 [em] besitze, sei 
ein Draht mit w Windungen herumgewiekelt. 

Wenn der Draht von einem Strom durchflossen wird, so bildet sich ein magne­
tisehes Feld aus, und wenn die Windungen einigermaBen dicht nebeneinander­
liegen, so verlaufen die magnetisehen Kraftlinien als Kreise in dem Eisenring, 
wahrend das AuBere des Ringes fast von magnetischen Kraftlinien frei bleibt. 
Langs einer solchen kreisformigen Kraftlinie hat die magnetisehe Feldstarke iiberall 
die Richtung der Kreistangente, und ihre GroBe ist aus Symmetriegriinden langs der 
Kraftlinie konstant. Die zu der Kraftlinie gehOrige magnetisehe Umlaufspanming 
hat also die GroBe 

H - 2 rn = Umlaufspannung [Amp], 

wenn l' der Halbmesser der Kraftlinie und H die zugehorige magnetische Feldstarke 
ist. Die Kraftlinie umschlingt einen Strom, dessen Gesamtstarke gleich der Anzahl 
der Windungen ist, multipliziert mit der im Draht vorhandenen Stromstarke i, 
also 

wi = umsehlungene Stromstarke 1. 

Naeh dem elektromagnetisehen Grundgesetz 

magnetische Umlaufspannung = umschlungene Stromstarke 

gilt also ftir die magnetische Feldstarke im Innern des Ringes das Gesetz: 

wi 
H = -- [Amp. em-I]. 

2n" 

IstJl die Permeabilitatdes Eisens, und bleiben wir vom Sattigungspunkt des Eisens 

1 Man nennt ihre MaBzahl gewohnlich die A mpere- Windungszahl, indem man 
sieh vorstellt, daB man statt der w Windungen, die einen Strom i fiihren, eine An­
ordnung von wi Windungen hMte, die ein Strom von 1 Ampere durchlauft. 
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hinreiehend weit entfernt, so ist die FluBdiehte im Innern des Ringes1: 

B = H = _~ [VOlt sekJ. 
# #2nf' ems 

Die Diehte 'J1 der magnetisehen Energie im Felde ist dann: 

'J1 = ~ H B = _1_ (W i)1 [watt sekJ . 
2 8nl # f' em3 

Um (laraus nun die gesamte in dem Ringe angesammelte magnetisehe Energie zu 
bereehnen, denken wir aus dem Ringe einen Hohlzylinder mit den Halbmessern f' 
und (f' + A f') herausgesehnitten. Dann ist der Inhalt dieses Hohlzylinders A V ein­
gesehaehtelt gemaB 

2 n f' h A f' < A V < 2 n(f' + A f') h A f'. 

Leider hat nun aber die Energiediehte 'J1 ihren gf'o/Jten Wert auf dem inneren 
Mantel und ihren kleinsten Wert auf dem Mantel des aupef'en Zylinders, so daB hier 
die Sehaehtelung 

gilt. Fiir die in dem Hohlzylinder enthaltene magnetisehe Energie A W haben wir 
also die Schaehtelung 

# B -Ih f'Af' "w # 8 -8h(r+Af')Af' -w ~ <£1 <-W ~ ------. 
4 n (f' + A f')1 4 n "I 

Wir sehen, daB die Spanne A;' in beiden Grenzen dieser Sehac;htelung so unange­
nehm auf tritt, daB es nieht ohne wei teres moglieh ist, diese Sehachtelung ars 
Rechtecksschaehtelung fiir den Flacheninhalt einer Kurve zu deuten. 

"Ober diese Schwierigkeit hilft uns aber der Fundamentalsatz hinweg. Wenn 
wir namlich die Energie W, die der Zylinder mit dem Halbmesser f' gegen den inne­
ren Zylinder (Halbmesser f'1) abgrenzt, mit W (f') bezeichnen, so besteht fiir die 
Sehnensteigung dieser Funktion die Schachtelung 

~wl ilh--"--~ < AW < ~WB i8 h ,,+ Af'. 
4n (r + .11')8 Af' 4n f'1 

11m elektrotechnischen MaBsystem wird die magnetische Feldstarke H in Amp. 
em 

. I k . d FI B . h B' Voltsek B d' P b'l-die ndu tion 0 er u die te 10 ~ gemessen, so da Ie ermea IIUt# 

Volt sek 
die Dimension A--- besitzt. Natiirlieh ist dann# fiir das Vakuum bzw. den Luft-mpcm -
raum nieht = 1, sondern es hat den Wert: 

_I Voltsek 
#0 = 4n 10 ------, 

Amp em 

was von der in der Physik iiblichen Festsetzung abweicht_ Bei der Benutzung von 
Tabellen ist darauf zu achten, daB der dort angegebene Wert der Permeabilitat 
noch mit diesem #0 multipliziert werden muB, urn das in unseren Formeln auf­
tretende # zu erhalten. Zum Teil wird auch in der Elektroteehnik, in "Obereinstim­
mung mit der Physik, # dimensionslos angenommen und fiir den leeren Raum = 1 
gesetzt. Die Konstante #0 wird in diesem Falle mit II bezeichnet und "Induktions­
konstante" genannt, und an die Stelle von B = #H muB die Gleichung B = II # H 
treten. Die Bezeichnungsweise ist in diesem Punkte noeh nicht ganz einheitlich. 
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Lassen wir hier LI r -+ 0 gehen, so werden bei diesem Grenziibergang die linke 
und die rechte Grenze der Schachtelung einander gleich. Als Grenzwert der 
Sehnensteigungen ergibt sich die Tangentensteigung W' ("), 

W'(,,) = 1'_ WI is ,,~. 
4n " 

Nach dem Fundamentalsatz schlie Ben wir hieraus, daB W (,,) die FU!.cheninhalts­
kurve zu der Hyperbel 

ist. Wegen W ("1) = 0 istdie in dem ganzen Ringe enthaltene magnetische Energie 

W == W("2) ;= F~' = J!..- WI is,, In ("2) [Watt sek]. 
I 4n "1 

Diese magnetische Energie ist dem Quadrat der Stromstll.rke proportional. Unter 
Einfiihrung der Induktivitil.tl L der Ringspule ist der Ausdruck der magnetischen 
Energie aber 

und'somit ergibt sich als Wert fiir die Induktivitat der Spule 

L = J!..- "In ( "2 ) wI [Henry], 
2n "~ 

wobei HENRY der in der Elektrotechnik iibliche Name fiir das Produkt (Ohm· sec) 
ist. 

§ 8. Die Umkehrung der Funktion In~; 
Exponentialfunktion und Logarithmus. 

Urn weiteren AufschluB iiber die Natur der Funktion y = In x zu 
erhalten, wollen wir die Verkniipfung zwischen den Verand~r1ichen x 
und y jetzt in der Weise auffassen, daB y die unabhangige Veranderliche 
ist, der wir irgendwelche Werte erteilen konnen, wahrend der zugehorige 
Wert von x erst durch den funktionalen Zusarnrnenhang gegeben wird. 
Das lauft darauf hinaus, daB wir die durch y == In x dargestellte Kurve 
gleichsarn "von der anderen Seite", namlich von der Ordinatenachse 
aus, ansehen. Der Gedanke der "Urnkehrung" einer Funktion wird sich 
spater noch oft als fruchtbar erweisen, wenn wir Funktionen untersuchen, 
die aus einer Flacheninhaltsbestimrnung hervorgehen. Urn nun auch 
bei dieser Betrachtung AnschluB an die iibliche Darstellung zu gewinnen, 
bei der die unabhangige Veranderliche x, die abhangige y genannt wird, 
gehen wir aus von 

x=lny 

und beginnen in gewohnter Weise damit, daB wir das zugehorige Kur­
venbild zeichnen. Wir sehen dann sofort, daB zu jedern beliebigen posi-

1 In der physikalischen Literatur wird diese GroSe als .. Selbstinduktionskoeffi­
zient" bezeichnet. 
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tivenoder negativen x ein positiver Wert von y gehort, der bei x = 0 
gerade gleich 1 ist, von dort aus nach rechts immer rascher nach + 00 

ansteigt, nach links jedoch bestandig gegen den Wert 0 hin abfallt, ohne 
diesen Wert selbst je zu erreichen. Wir wollen fUr diese Funktion das 
Symbol einfiihren: 

(1) y = E(x). 

Nach der Art, wie wir auf diese Funktion gefUhrt worden sind, nennen 
wir sie die "Umkehrfunktion" zur In-Funktion. Die Funktionen In und E 
stehen einander in dem gleichen Sinne gegeniiber wie die Prozesse des 
Potenzierens und des Wurzelziehens. Da die In-Funktion eine monotone 
stetige Funktion ist, gilt dies in gleicher Weise auch fUr die Umkehr­
funktion, wieesanschaulich unmittelbar einleuchtet und in § 5,5 Satz 19 
bewiesen wurde. 

8, I. Berechnung der Umkehrfunktion, Darstellung durch eine Reihe. 

8, I I. Die Grenzwertdarstellung. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe. 
die Umkehrfunktion y = E (x) zahlenmaBig zu berechnen und werden 
dabei natiirlich an die entsprechenden Oberlegungen fUr die In-Funktion 
ankniipfen. 

Die in 6,3 (10) gefundene Einschachtelung lautet, wenn wir, unserer 
jetzigen Bezeichnungsweise entsprechend, x durch y ersetzen: 

(~C) nny -- 1) 
n r Y - 1 > In y >'fy- (y> 1) 

Aus dem erst en Teil dieser doppelten Ungleichung folgt zunachst: 
,,- 1 
VY> 1 + -lny, n 

und wenn man dies mit n potenziert und zugleich y und In y durch 
E (x) und x ersetzt, ergibt sich; 

(2a) (x> 0) 

Ganz ahnlich formen wir den zweiten Teil der obigen doppelten Unglei­
chung urn: 

so daB sich 

(2b) 
1 

E(x) <---~ 
(1 - :r 

ergibt. Wir haben also jetzt zwei Zahlenfolgen: 

gn = (1 + :r. hn = (1 _1~)" 

(x> 0) 
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und fiirjedes beliebige n muB gelten: 

(2) g .. <E(x) <h .. : 

Es fragt sieh, ob wir damit wirklieh eine Sehaehtelung fiir E (x) bekom­
men haben, ob also die beiden Folgen gn und hn mit unbegrenzt waeh­
sender Nummer n dem gemeinsamen Grenzwert E (x) zustreben. Dies 

wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daB lim !" = 1 ist 1. Nun ist 
n-+oo " 

o g" (X2)" 1 - k~ = 1 - 1 - n2 

und fiir diese wegen g .. < h .. positive Zahl ergibt sieh dureh Ausreehnen 
naeh dem binomisehen Satz: 

g" (n)X2 (n)X4 x2 .. 
1 - h" = 1 n2 - 2 n' + - ... - ( - 1)" n2 .. · 

Wenn wir dar.in allen Gliedern das positive Vorzeiehen geben und auBer­

dem die Binomialzahlen (~) noeh dureh die sieher zu gro/3en Zahlen n k 

ersetzen, erhalten wir offenbar in 

einen Ausdruek, der bestimmt groBer als (1 - !:) ist; indem wir hier­

auf die Summenformel dergeometrisehen Reihe anwenden, finden wir 
also die Absehatzung 

Hierin fiihren wir nun den Grenziibergang n _ 00 dureh; man sieht 
sofort, daB der erste Faktor den Grenzwert 0, der zweite den Grenzwert 1 
besitzt, und damit ist: 

lim !" - 1. 
n-+co " 

Das heiBt aber, daB lim g .. = lim °h .. = E (x) ist. Wir haben also das 

Ergebnis: 

1 Wenn wir nur die Folgen g .. und h" ins Auge fassen wiirden, miiBten wir 
auBerdem zeigen, daB die erste monoton nicht abnimmt, die zweite monoton nicht 
zunimmt. Da wir aber wissen, daB zwischen IJ .. und h" immer ein und dieselbe feste 
Zahl E (x) liegt (Definition durch Umkehrung der In-Funktion). so konnen wir aus 

lim --.! = 1 auf die Existenz von lim g .. und lim It" und ihre Gleichheit mit E (x) 
"' ..... oohn 11.-+00 f'I, -+ 00 

schlieBen. 
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Die Funktion E(x) wird durek den Grenzwert gegeben1 : 

(3) E(x) = lim (1 + ~r = lim __ 1 __ • 
n~oo n n~oo (1 _ .~)" 

Die Bedeutung des Grenziiberganges 

lim (1 + ~)n 
ft-J>.CO n 

wird an Hand der folgenden Uberlegung besonders anschaulich: Ein 
Kapital K vermehrt sich bei einem ZinsfuB p = 100 x % im Laufe eines 
J ahres bei gewohnlicher einfacher Verzinsung auf K (1 + x). SchHigt 
man aber die Zinsen am SchluB eines jeden Monats zum Kapital, so 

multipliziert sieh dieses in jedem Monat mit dem Faktor (1 + 1:)' im 

ganzen Jahre also mit (1 + 1~y2, und diese Vermehrung ist sieher 

groBer als bei einfacher Verzinsung, wei! sich ja die wahrend des Jahres 
auflaufenden Zinsen bereits wieder mit verzinsen. Wiirde das Hinzu­
schlagen der Zinsen zum Kapital in noch kiirzeren regelmaBigen Zeit­
abstanden erfolgen, so wiirde dadurch die Vermehrung weiter vergroBert . 

. Der Faktor, mit dem sich das Kapital wahrend eines Jahres multipli-

ziert, ist dabei allgemein. (1 + :-r. Der Grenziibergang n-l> 00 bedeutet 

nun offenbar, daB die Zinsen in immer kiirzeren Zeitabstanden dem 
Kapital zugefligt und schlieBlich iiberhaupt laufend zu ihm gerechnet 
werden (stetige Verzinsung I). Diese Fragestellung hat JAKOB BERNOULLI 
(1654-1705) auf die Untersuchung dieses Grenzwertes geflihrt. Wir 
sehen, daB dieser Grenzwert in engem Zusammenhang mit dem Ge­
setz des natiirlichen Wachstums steht. Auf diese Bedeutung unserer 
Funktion E (x) werden wir weiter unten noch ausflihrlich eingehen. 

8,12. Die Potenzreihe. Wenn wir nun die Werte der Funktion (1) 
berechnen wollen, so erkennen wir zunachst, daB die Einschachtelung (2) 
flir die praktische Berechnung wenig brauchbar ist, da sie sehr miih­
same Rechnungen erfordert. Wir wollen das an einem Beispiel sehen 
und wahlen dazu x = 1, d. h. wir suchen denjenigen Wert von x, flir den 

lny = 1 

wird. Dieser Wert spielt, wie wir alsbald sehen werden, eine funda­
mentale Rolle, und man hat flir ihn daher ein besonderes Zeiehen, und 
zwar den Buchstaben e, eingeflihrt. 

1 Dies ist zunachst fiir x > 0 gE'zeigt, fiir x < 0 ist die Dberlegung die gleichE'. 
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Zur Berechnung der Zahl e haben wir nach (2) die Un~leichung 

I 1 )R 1 \ 1 + ~- < e < ---
n (1-~-r 

oder 

( n + ')" ( n )" -n < e < n --, . 

Lassen wir n die Reihe der ganzen Zahlen durchlaufen, so haben wir 
fUr n = 1, 2, 3, 4, ... 

2 <e<oo 
2,25 < e < 4 
2,370 < e < 3.375 
2,441 < e < 3,160 

woran man sieht, daO die beiden Grenzen nur sehr langsam einander 
naherrucken. 

Mit n = 1000 wurde man 

2,717 < e < 2,719 

erhalten. Die Rechenarbeit ware hier schon ungeheuer gro01. Trotzdem 
ist noch nicht einmal die dritte Dezimale nach dem Komma genau fest­
gestellt. 

So scheint es, als ob die Einschachtelung (2) fUr die praktische Rech~ 
nung der E-Funktion wenig brauchbar sei. Indessen laOt sich der Grenz­
prozeO leicht so umformen, daO die bei direkter Anwendung der Ein­
schachtelung (2) erforderliche Rechenarbeit auf einen kleinen Bruchteil 
sinkt. 

Wir gehen dazu von der Definition der E-Funktion durch den 
Grenzwert (3) aus, die Elemente der Folge 

als deren Grenzwert der Funktionswert E (x) erscheint, sind Produkte. 
Aber die Anzahl der Faktoren in einem Element ist gleich der Nummer n, 
also von Element zu Element verschieden, so daO wir den Produktsatz 
der Grenzwertrechnung nicht anwenden durfen. Darin gerade liegt es 
begrundet, daO die Rechenarbeit bei der Bestimmung des Grenzwertes 
so auOerordentlich groO wurde. 

Wir wollen nun die Potenz nach dem binomischen Satz entwickeln, 
also 

1 Wir miissen uns natiirlich vorstellen, daB keinerlei Rechenhilfsmittel wie Log­
arithmen bekannt sind, denn wir haben ja bisher nur die rational en Funktionen be­
trachtet. 

Prange-v. Koppenfe!s, Integra!- u. Differentia!rechnung I. 13 
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setzen. Dabei ist 

( n) 1 = n(n~ 1) ... (n - k + 1) = ~ (1 __ ~) (1 _ }_) ... (1 _ k - 1) 
k nk . k ! nk k ! n n n 

und somit wird 

(4) (1 + x)n = 1 + ~I- X + -; x2 (1 _ ~) + -; x3 (1 - ~) (1 _. -~ ) + 
n 1. 2. n 3. n n, 

+ ... + ~_1 xn-l(1-~) (1-~) ... (1-n-2) + 
(n-1)! n n n 

+ :! xn (1 __ :) (1 __ ~) ... (1 _ n : 1). 
Da die Anzahl der Summanden vonder Nummer n abhangig ist, so ist 
leider auch der Summensatz der Grenzwertrechnung nicht anwendbar, 
und diese Umformung scheint zunachst keine wesentliche Vereinfachung 
gegenuber. dem GrenzprozeB (3) herbeigefUhrt zu haben. 

Gleichwohl laBt sich aber durch eine geeignete Dberlegung die An­
wendung des Summensatzes ermoglichen und damit der Grenzwert 
bestimmen. Wir zerlegen jedes Element der Folge (4) in eine Summe aus 
zwei Gliedern, die wir kurz Hauptteil und Schwanz nennen wollen. Das 
geschieht derart, daB wir eine positive ganze lahl r < n fest auswahlen 
und in dem Hauptteil, den wir mit H~)(x) bezeichnen wollen, alle Glieder 
der rechten Seite von (4) aufgenommen denken, die eine Potenz von x 
enthalten, deren Exponent kleiner oder gleich r ist. Alle anderen Glieder 
der rechten Seite von (4) fassen wir zu dem Schwanz S~)(x) zusammen. 
Danach ist fUr alle n > r 

(5 a) H(')(x) = 1 + ~ x + ~ x 2 (1 - _1_) + ~- x3 (1 - -~) (1 - ~) + 
n 1! 2! . n 3! n n 

+ ... +:!xn(1- :)(1- ~) ... (1_n:1). 
(Fur n < r ist H~)(x) gleich der rechten Seite von (4) und S~) = 0.) Wir 
haben also fUr jedes n die lerlegung 

(5) (1 + -;r = H~)(x) + S;.r) (x). 

Betrachten wir nun fUr n = 1, 2, 3, ... zunachst die F olge der Haupt­
teile H~)(x), so stellt jedes Element der Folge, wenigstens sobald seine 
Nummer n groBer als die feste ganze lahl r ist, eine Summe vor, die 
unabhangig von der Nummer stets die gleiche Anzahl, namlich (r + 1), 
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Summanden enthalt. Da die Grenzwerte der Summanden fUr n -+ 00 

existieren und leicht angebbar sind, so erkennt man, daB die Folge der 
Hauptteile einen Grenzwert besitzt, und zwar ergibt sich unter An­
wendung der Grenzwei-tsatze (§ 5, 2) 

(6a) 
X Xl x3 x, 

lim H(,l(x) = H (x) = 1 + - + - + - + ... + ~~ ,.-+00" , 1 ! 2! 3! t·! . 

Nun haben wir weiter die Aufgabe, den Grenzwert der Folge der 
Schwanze S~I(X) zu bestimmen, und da mochte man glauben, daB unsere 
Aufgabe durch das Abtrennen des Hauptteils kaum gefOrdert sei. Denn 
die Bestimmung des Grenzwertes der Folge S~l (x) fur n -+ 00 erscheint 
von der gleichen Schwierigkeit wie die ursprungliche Aufgabe. Wir 
werden aber sehen, daB wir die Berechnung dieses Grenzwertes ver­
meiden konnen. Es genugt, die GroBe des Schwanzes fUr die Num­
mer n abzuschatzen. Die Veranderliche x kann sowohl positive wie 
negative Werte annehmen, die Faktoren, die sonst in den einzelnen 
Gliedern des Schwanzes auftreten, sind samtlich positiv. Ersetzen 
wir daher auf der rechten Seite x durch I x I, so wird die rechte Seite 
bei positivem x gleich und bei negativem x groBer als der absolute Be­
trag von S~l(x). Wir haben also zunachst fUr aIle x 

I S~)(x) I ~ (~~r:;! (1 - :) (1 - ~) ... (1 - ;) + 
+~(1-~)(1-~)· ... (1-~) + (,. + 2)! n n n 

+ .. , . + I :t (1 - :)(1 _ ~)( 1 _ n:- 1) 
Urn die rechte Seite dieser Ungleichung auf eine einfachere Form zu 

bringen, ersetzen wir aIle Klammern (1 - :), (1 - ~) ... durch 1, wo­

durch wir die rechte Seite vergroBern. Es gilt also erst recht die Un­
gleichung 

(r I x 1r+1 I x Ir+' I x I" I Sf/eX) 1< (,. + 1)1 + (,. + 2)! + ... +--,;-r. 
Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Ungleichung abkurzend mit 
a~l (x) und nennen die Folge 

at) (x) , at(x), ... , 

deren jedes Glied groBer ist als das entsprechende Glied der Folge 

I st)(x) I, I S~)(x) I, ... , 
eine zu dieser majorante Folge: 

I S~)(x) I < a~)(x). 
Unser Ziel ist, eine majorante Folge zu gewinnen, deren Verhalten beim 
Grenziibergang n -+ 00 leicht zu iiberblicken ist. Wir erreichen das, wenn 

13* 
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wirzu den o~)(x), die wir in der Form 

I x 1<+1 ( I x I I X II I x In-<-1 ) 
o![) (x) = (I" + 1 )! 1 + r + 2 + (I" + 2) (I" + 3) + ... + (I" + 2) (I" + 3) ... n 

schreiben, von neuem eine majorante Folge bilden, die dadurch entsteht, 
daB wir die Faktoren im Nenner samtlich gleich (r + 2) setzen. Damit 
haben wir die Folge 

,) _ I x 1<+1 ( I x I I X II I x In-<-1 ) 
s~ (x) - (I" + i)! .1 + I" + 2 + (I" + 2)2 + ... + (I" + 2)n-.-1 , 

und es gilt offenbar 

also erst recht 
IS![)(x) I <s![)(x). 

Die neue majorante Folge s~)(x) ist eine geometrische Reihe mit dem 
Quotienten 

I x I 
Q=I"+2' 

und daher kann die Summe leicht gebildet werden. Wir erhalten (vgl. 
§ 5, 1) 

( Ix I )n-< 
s(r)(x)=~1- r+2 
.. (1"+1)1 lxi' 

1---1"+2 
so daB wir fUr den absoluten Betrag des Schwanzes mit der Nummer n 
die Abschiitzung 

gewonnen haben. 
Die feste positive ganze Zahl r, die wir zu Anfang unserer 'Oberlegung 

ausgewahlt haben, denken wir uns nun so groB genommen, daB r + 2 > \ x \, 

also I"I~ ~ < 1 . ist. Dann ist offenbar 

lim (~)n-< = 0, 
........ "" 1"+2 

und daher folgt 1 

• _. (r) I x 1<+1 1 
(6b) I S,(x) I - ~ IS" (x) I < (I" + 1)1 I x I 

1---1"+2 
Es ist wohl zu beachten, daB hier <, nicht wie in der vorangegangenen 
Ungleichung < geschrieben ist. Denn wenn wir zwei Folgen vergleichen, 

1 DaB lim I S~)(x) i iiberhaupt existiert, folgt aus (5) und der bereits bewiesenen 
.. -+"" 

Existenz von lim (1 + :)" und lim H!:') (x) . 
ta-+co 11-+00 
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und die Elemente der einen Folge sind stets kleiner als die gleich­
numerierten Elemente der anderen Folge, so folgt daraus keineswegs, 
daB auch der Grenzwerl der ersten F olge kleiner als der Grenzwert der 
zweiten Folge ist. Der Unterschied gleichnumerierter Elemente beider 
Folgen kann ja mit wachsender Nummer immer kleiner werden, so daB 
die beiden Grenzwerte ubereinstimmen. 

Die Abschatzung (6b) zeigt nun, d'aB man es fUr jedes x durch ge­
eignete Wahl der positiven Zahl r stets erreichen kann, daB 

I 5" (x) 1 < B 

wird, unter Beine (beliebig kleine) vorgegebene positive Zahl verstan­
denio 

Nach der aus (5) folgenden Gleichung E(x) = Hr(x) + 5r (x) ist 
damit E (x) dargestellt als Grenzwert der ganzen rationaien Funktion 
H,,(x) 

". ...... 00 

• ( X Xl xr) 
=hm 1+,+-+" '+-,. 

".......00 1. 21 r. 

In dem fruheren Sinn (vgl. § 6, 5) konnen wir statt dessen auch sagen, 
daB E (x) durch die unendliche Reihe 

x Xl x3 
E(x) = 1 + - + - + - + ... 

I! 2! 3! 

dargestellt wird. Vervollkommnet wird diese Darstellung aber, wie ge­
sagt, imtner erst durch die Hinzunahme der Abschatzung des Fehlers, 
den man macht, wenn man die Reihe mit einem bestimmten Glied, 

etwa dem Glied x; abbricht. Fur praktische Zwecke ist es daher im 
1'. 

Grunde viel besser,statt der unendlichen Reihe oder des Grenzwerles 
zu schreiben: ' 

(6) X x2 x' 
E(x) = 1 + - + - + ... + - + 5 (x) I! 2! 1'! r 

und die Abschatzungsformel 
I x Ir+1 1 

(6b) 1 5" (x) 1 «1'+l)! Ixl 
1 - ---- -

1'+2 

(r + 2 > I x i) 

1 Die Fakultll.t (1' + 1)1 kann durch geeignete Wahl von l' sicher beliebig groB 
gegeniiber der Potenz , x ,<+1 gemacht werden, so daB der erste Faktor beliebig 
herabgedriickt werden kann. wll.hrend der zweite der 1 beliebig nahekommt. 

Genauer: Nach Wahl einer festen Nummer N > I x list 

I X INH I X IN I X II: I X IN I I x I )" 
(N+k)!= N! (N+I) ... (N+k)<N!\N+1 

I I .. IxIN+1: 
dd _x_ < 1 . t d I 0 un a N + 1 IS. wlr 1m (N + k)! = . 

1:-+00 _ 
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hinzuzufUgen. In der Literatur bezeichnet man Hr (x) als Partialsumme 
der unendlichenReihe und Sr (x) als Restglied. Die nicht gerade sehr gliick­
liehe Bezeichnung Restglied wiirde zweckmaBiger durch den Ausdruek 
Verbesserungsfunktion ersetzt. In der Tat handelt es sich doch darum, die 
transzendente Funktion E (x) durch eine ganze rationale Naherungs­
funktion r-ten Grades zu ersetzen und dabei fUr jeden Grad r der ganzen 
rationalen Funktion und jede Stelle x zu wissen, wie groB die Abweichung 
der Naherungsfunktion von der Funktion E(x) ist. Bei den Vorziigen, 
die eine ganze rationale Funktion fUr die Zwecke des praktiseheh Rech­
nens besitzt, ist es verstandlich, daB man immer versuchen wird, eine 
vorgelegte Funktion dureh eine ganze rationale Funktion anzunahern 
und diese Annaherung so einzurichten, daB sie mit wachsendem Grad 
der Naherungsfunktion immer besser wird, so daB der Unterschied der 
vorgelegten Funktion und der Naherungsfunktion an der betrachteten 
Stelle x nach Null strebt, wenn der Grad der Naherungsfunktion gegen 00 

geht. So versteht man, weshalb diese Grenzwerte ganzer rationaler Funk­
tionen, die sog. unendlichen Potenzreihen, eine groBe Rolle in der hohe­
ren Mathematik spielen. Man muB sich daher mit dem Sinn einer soIchen 
unendlichen Reihe, wie er in (6) und (6b) anschaulieh vor Augen ge­
stellt ist, griindlich vertraut maehen. Insbesondere muB man sich 
iiberzeugen, wie wichtig es ist, den Fehler genau abschatzen 7U konnen, 
wenn man eine Partialsumme an die Stelle des Grenzwertes treten laBt. 
Man wird dabei zweckmaBig immer den Vergleich unserer Darstellung 
mit den unendlichen Dezimalbriiehen vor Augen haben. Auch da bricht 
man den unendlichen Dezimalbruch mit einer endliehen Stellenzahl ab, 
und hat den Vorteil, daB man sofort eine obere Schranke fUr die ab­
solute GroBe des Fehlers, den man dabei macht, kennt, weil er ja (abso­
lut genommen) stets kleiner als eine Einheit der letzten mitgenommenen 
Dezimalen sein muB. 

Die Naherungsfunktionen 

X x2 x' 
H (x) = 1 + - + - + ... + ----

r 1! 2! ,.! 

nahern die Funktion E (x) fUr alle positiven und negativen Abszissen­
werte x an, weil man zu jedem vorgegebenen x eine positive ganze Zahl 
R so bestimmen kann, daB fUr alle Nummern r> R I Sr(x) I < B 
gilt, unter Beine (beliebig kleine) vorgegebene positive GroBe ver­
standen. 

Wahrend friiher bei der Hyperbel und bei der In-Funktion die An­
naherung durch die ganzen rationalen Funktionen nur fUr ein besehrank­
tes Intervall der Abszissenachse stattfand, haben wir hier eine An­
naherung fiir aIle Abszissenwerte. SoIche Funktionen, die sich fUr 
aIle x durch eine und dieselbe Folge ganzer rationaler Naherungs­
funktionen annahern lassen, bilden die einfachste Klasse der transzen-
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denten Funktionen. Man bezeichnet sie als ganze transzendente Funk­
tionen1. 

Das Auftreten der Fakultaten im Nenner der einzelnen Glieder ist 
offenbar der Grund dafiir, daB die Folge der ganzen'rationalen Funk­
tionen H .. (x) liir jede Stelle x die Funktion E(x) mit wachsendem r 
immer besser annahert. Urn das klarzumachen, denken wir fiir x einen 
groBen Wert gewahlt, etwa x = 100. Wir sehen, daB dann die Glieder 
in H .. (x) zunachst sehr groB werden. Denn wir bilden jedes folgende 
Glied aus dem unmittelbar vorhergehenden, indem wir im Zahler mit 
100 multiplizieren, wahrend im Nenner nur mit einer zunachst kleinen 
Zahl multipliziert wird. Wir haben so 

102 10' lOB 108 

E(100) = 1 + -1 + 1:"2 + :t:2-3 +:t:2-3~ + .. " 
und wir sehen, wie die einzelnen Summanden zunachst ungeheuer rasch 
wachsen. Beim 101. Glied aber 
multiplizieren sich Zahler und 
Nenner zugleich mit 100, und 
nun kommt die Wendung, der 
Zlihler kann sich bei dem Dber­
gang zu den folgenden Sum­
manden immer nur mit 100 
multiplizieren, wahrend der 
Nenner die Faktoren 101, 102, 
103, . .. erhlilt. Die Glieder 
nehmen wieder ab und urn so 
starker, je weiter wir kommen. 
Das tausendste Glied ist nur to 
des 999ten Gliedes usw. Man 
sieht es fast plastisch vor sich, 
wie die Fakultaten durch ihr 
nnerschopfliches Anwachsen die 
Potenzen des Zahlers vollig ab­
wurgen und jedes einzelne Glied 

!J 

Abb.70. 

so klein machen, daB die Teilsummen H f' (x) beschrankt bleiben. 
Die Betrachtung der Naherungskurven (Abb. 70) macht anschaulich, 

daB es' dem Wesen der als Naherungsfunktionen auftretenden ganzen 
rationalen Funktionen entspricht, die E-Kurve fiir positive Abszissen­
werte anzunahern. Denn mit wachsendem Grad steigen die ganzen ratio­
nalen Funktionen immer schneller empor und verhalten sich also ent­
sp;-echend der rasch emporsteigenden E-Kurve. Fur negative Abszissen­
werte dagegen widerspricht es im Grunde derNatur derganzenrationalen 
Funktionen, die E-Kurve anzunahern, die die negative x-Achse als Asym-

1 Der Sin'n dieser Bezeiehnungsweise wird erst im Gebiet komplexer Vcrllnder-
lieher verstllndlieh. . 
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ptote besitzt. Denn auch hier streben ja die ganzen rationalen Funktionen 
mit wachsendem x nach + 00 oder - 00, je nachdem ihr Grad eine 
gerade oder ungerade Zahl ist. Wenn gleichwohl diese Naherungsfunk­
tionen mit wachsender Nummer die E-Funktion immer besser annahern, 
soist das so zu verstehen, da/3 jede einzelne die E-Kurve bis zu ihrem 
tiefsten Punkt, wenn sie gerader Ordnung, oder bis zu ihrem Wendepunkt, 
wenn sie ungerader Ordnung ist, annahert, dann aber ihrer Natur folgt 
und nach (+ 00) bzw. (- 00) abbiegt. Weil aber die Lage des tiefsten 
Punktes bzw. des Wendepunktes sich mit wachsender Nummer immer 
mehr nach links hin verschiebt, so wird die E-Kurve im ganzen Gebiet 
der negativen x angenahert, obwohl die Naherungskurven dem inner­
lich widerstreben 1. 

8,13. Berechnung der Zahl e. Wir wollen die Bedeutung der Potenz­
reihendarstellung zunachst an dem friiheren Beispiel der Berechnung der 
Zahl e iiberlegen. Wir haben 

e = E(1) = Hr(1) + Sr(1). 

Wenn wir nun e auf fUnf Dezimalen genau berechnen wollen, so genugt 
es nach (6b), r so zu bestimmen, da/3 

is (1) 1< 1 1 < 5 
I r (r + 1)! 1 10 8 

l- r + 2 

wird. Dazu braucht man nur r = 9 zu wahlen. Somit ist der Wert von e 
im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit durch 

1 1 1 1 
H9 = 1 + jT + 2! + 3T + ... + 9! 

gegeben. Wenn wir nun diese einzelnen Summanden ausrechnen, so 
miissen wir sie nach einer endlichen Anzahl von Dezimalen abbrechen 
und mach en somit Abrundungsfehler, die eine Einheit der letzten mit­
genommenen Dezimalen betragen k6nnen. Solche Fehler treten bei den 
ersten drei Summanden noch nicht auf, so da/3 wir die Abrundungsfehler 
bei 6 Gliedern zu berucksichtigen haben. Wir werden daher auf 7 Dezi­
malen rechnen mussen, wenn die Abrundungsfehler die fUnfte Dezimale 
nicht beeinflussen sollen. 

Auf fUnf Dezimalen genau finden wir so 

e = 2,71828. 

Vergleichen wir den Aufwand der Rechenarbeit fUr die Gewinnung 
dieses Ergebnisses mit dem, der erforderlich war, urn dies Ergebnis mit 
der Einschachtelung (S. 193) zu gewinnen, so sehen wir, welch ungeheurer 
Vorteil die vorgenommene Umformung fUr die Rechenarbeit mit sich 
gebracht hat. 

1 Vgl. das andersartige VerhaIten der Niiherungsparabeln der HyperbeI und der 
In-Funktion (6.51). 
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8,2. Die Exponentialfunktion. 

Mit Hilfe der ganzen rationalen Naherungsfunktionen k6nnen wir eine 
Tafel der Funktion 

Y = E(x) 

leicht berechnen. Wir stellen uns aber die weitere Aufgabe, die Eigen­
schaften dieser Funktion zu erforschen, wie wir es bei der In-Funktion 
getan haben. Dabei kommt es uns zustatten, da/3 wir die Eigenschaften 
der In-Funktion bereits kennen. Schreiben wir 

x = lny 

und nehmen wir im Additionstheorem der In-Funktion (vgl. § 6, 4) 

In Yl + In Y2 = In(Yl Y2) 

wieder riickwarts die Ersetzung 

Yl = E(x l ), Y2 = E(x2) 

vor, so erhalten wir 

Xl + x2 = In (E (Xl) . E(X2))' 

Daraus folgt unmittelbar beim Ubergang zur E-Funktion 

E (Xl + X2) == E (Xl)' E (X2), 

eine Beziehung, die man als das "Additionstheorem" der E-Funktion 
bezeichnet. Wir k6nnen daraus sofort wichtige Folgerungen ziehen. 
Wegen 

In 1 = 0 
haben wir zunachst 

E(O) = 1 

und schlie/3en aus dem Additionstheorem 

1 =E(x)E(-x). 

Setzen wir in X = In Y fUr Y die Zahl e, so wird, wie wir wissen, X = 1; 
es gilt also 

1 = Ine, E(1) = e. 

Urn nun E (2) zu erhalten, wenden wir das Additionstheorem an und 
schreiben 

E(2) = E(1 + 1) = E(1)·E(1) = e·e = e2 

und haben dann weiter 

E(3) = E(2 + 1) = E(2).E(1) = e2.e = e3 

allgemein 
E(n) = E((n -1) + 1) = E(n -1)E(1) = en-I·e = en. 
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Es ist also allgemein fUr jedes positive ganzzahlige Argument n der 
Wert der E-Funktion gleich der Potenz der Zahl emit dem Argument n 
als Exponenten. 

Andererseits k6nnen wir auch schreiben 

E(O) = E(n - n) = E(n + (- n)) == E(n). E( - n) 

und somit ist 
1 

E( - n) = Ern)' 

E (-n) = e-n . 

Der obige Satz gilt also auch fUr negative ganzzahlige Argumente. 
Es Hi.Bt sich leicht iiberlegen, daB der Satz auch fur Argumente 

gelten muB, die Stammbriiche, d. h. Bruche mit dem Zahler 1, sind. 
Denn wir haben 

E(1) = E (n.~-) = E (~ + ~ + ... + .~) = [E(~)r, 
n - Summanden 

und somit ist 

Die Ausdehnung auf beliebige Bruche liegt unmittelbar auf der Hand. 
Denn es ist 

( P ) ( 1 1 1 ) [( 1 )JP (~)P " Eq- = E q + . q + ... + q = E -q- = e. = e· . 

P -Summanden 

Zusammenfassend k6nnen wir sagen: Fur aIle rationalen Abszissen x 
gilt 

E(x)=e"', 

d. h. der Zahlwert der E-Funktion fUr einen rationalen Wert der Ab­
szisse x ist gleich der Potenz der Basis emit dem Exponenten x. 

Urn die E-Funktion auch fUr irrationale Abszissen x zu untersuchen, 
beachten wir, daB jede irrationale Zahl durch einen unendlichen De­
zimalbruch dargestellt werden kann: 

x = a + ~l + ~!. + 1X3 +. . . = lim x 
101 102 103 n-+oo n 

mit 1X1 1X2 + IXn 
Xn = a + 101 + 102 ••• + 10-;; , 

wobei a eine beliebige ganze Zahl und 1Xl> 1X2' lXa •••• je eine ganze Zahl 
aus der Reihe 0, 1, 2, 3, ... , 9 sein kann. Nun ist Xn eine rationale 
Zahl, also 

E (xn ) = e"'n. 
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Andererseits ist die Funktion E (x) eine stetige Funktion. Also gilt 
nach 5,4 Satz 11: 

E (x) = E (lim xn ) = lim E (x,,) == lim e"'n . 
n---><D 

Dieser Grenzwert ist aber nach der Festsetzung von S. 131 gleich e"', 
und damit haben wir auch fUr irrationale Werte der unabhangigen Ver­
anderlichen x: 

E(x) = e"'. 
Die Funktion E (x) ist also ganz allgemein die Potenz mit der Basis e 

und dem Exponenten x und wird darum die Exponentialfunktion 
genannt. 

N achdem wir dieses einmal erkannt haben, erscheint die Funda­
mentalformel 

in der Form 

als ganz selbstverstandlich. Umgekehrt'haben wir es im Grunde aus der 
Fundamentalformel erschlossen, daD die Funktion E (x) mit e'" identisch 
ist. 

Es ist natiirlich eine grundlegende Erkenntnis, daD E (x) = e'" ist. 
Indessen dart man sie nach einer Richtung nicht miDverstehen. Man darf 
nicht etwa meinen, sie fUr die numerische Berechnung der Funktions­
werte heranziehen zu k6nnen, so daD man z. B. E (2) = e2 so berechnen 
wiirde, daD man die Zahl emit sich selbst multipliziert. Das wiirde be­
reits in diesem einfachsten Fall eine viel miihsamere Rechenarbeit er­
geben, als die Berechnung nach der Reihenformel fUr 

x x 2 ' 

E(x)=e"'=1+'i,+ 2'+'" 

und wenn x gar ein Dezimalbruch ware, miiDten Wurzeln aus e gezogen 
werden und die Rechenarbeit wiirde ins Ungeheure steigen. 

Theoretisch ist natiirlich die Erkenntnis, daD 

E(x) = e'" 

ist, auDerst wichtig, denn da aus 

y = E(x} 
folgt, daD 

x = Iny 
ist, so muD 

• x = In y = logy 

sein, d. h. die In-Funktion ist die Logarithmus-Funktion, bezogen auf die 
Zahl e als Basis. 
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Die Logarithmen, bezogen auf die Basis e, nennt man naturliche Log­
arithmen im Gegensatz zu den beim Zahlenrechnen gebrauchten Briggs­
schen Logarithmen. (Die Bezeichnung In ist die Abklirzung fUr: "Log­
arithmus naturaIis".) 

8, 3. Die Logarithmen und ihre Bedeutung fur das Zahlenrechnen; 
der Rechenschieber. 

Das Flacheninhaltsproblem der H yperbel y = : hat uns zu der Log­

arithmusfunktion geftihrt, die in der Elementarmathematik als eine 
zweite Umkehrung der Potenz eingefUhrt wird und fUr die Vereinfachung. 
des Zahlenrechnens groJ3e Bedeutung hat. In der Entwicklung des mathe­
matischen Denkens sind beide Fragestellungen sehr frlih miteinander 
verflochten worden. Wir wollen, urn dies verstandlich zu machen, einen 
Blick auf die geschichtliche Entwicklung des Rechnens mit Logarith­
men werfen. 

Das Zahlenrechnen ist dank der Geistesarbeit vieler Jahrhunderte 
heute zu einer Vollkommenheit in der Methode entwickelt, daJ3 die theo­
retische Mathematik di~ Arbeit hieran als abgeschlossen betrachtet und 
sich heute verhaltnismaJ3ig wenig darum klimmert. 1st es doch so, daJ3 
heute der Abc-Schlitze dank der wunderbaren Schmiegsamkeit des 
Zahlensystems Rechenaufgaben mlihelos lost, die noch vor wenigen 
Jahrhunderten nur groJ3en Rechenklinstlern gelungen waren. In frlihe­
rer Zeit, noch bis vor 100 Jahren dagegen pflegten groJ3e Mathematiker 
auch das Zahlenrechnen eifrig, zumal in jenen Zeit en die Wissenschaft 
noch nicht so spezialisiert war und die Forscher auJ3er im Gebiete der 
theoretischen Mathematik auch in dem ihrer Anwendung auf die Natur­
wissenschaft, wie Physik, Astronomie oder auch der Ingenieurwlssen­
schaften, tatig waren, so daJ3 sie mit umfangreichen Zahlenrechnungen 
vielfach zu tun hatten. 

Die Multiplikationen und Divisionen sind beim Zahlenrechnen be­
sonders mlihsam und waren es urn so mehr, je weniger die systematische 
Schreibweise der Zahlen, wie wir sic heute haben, ausgebildet war. So 
treffen wir schon frlih die Tendenz an, die Multiplikationen auf Addi­
tionen zurlickzuflihren, und es ist heute fast selbstverstandlich, daJ3 
sich hierzu der Potenzbegriff darbot. Bereits am AbschluJ3 der groJ3en 
Entwicklung der griechischen Mathematik, an deren Ende ihr groJ3ter 
Genius ARCHIMEDES steht (3. Jahrhundert v. Chr.), finden wir den Ge­
danken zum ersten Male auftauchen. Wie ARCHIMEDES es in der Sand­
rechnung klar ausspricht, daJ3 der Potenzbegriff eine systematische Aus­
bildung des Zahlensystems und der Zahlenschreibweise ermoglicht, so 
hat er auch gezeigt, wie der Potenzbegriff die ZurlickfUhrung des Multi­
plizierens auf das Addieren ermoglicht. Nach ARCHIMEDES kam eine 
Zeit langsamen Verfalls der Wissenschaft bei den Griechen, und erst 
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zwischen 1400 und 1500 beschaftigte man sich im Abendlande wieder 
mit mathematischen Fragen und der Weiterbildung des Zahlenrechnens 
auf mathematischer Grundlage. 

Ein Gedanke, wie er bei ARCHIMEDES auftauchte. findet sich wieder 
bei MICHAEL STIFEL (1487-1567). einem Augustinermonch. der sich 
spater auch seinem Ordensbruder LUTHER bei der Reformation anschloB. 
Ihm verdankt man viel fUr die Wiedererweckung des Zahlenrechnens 
und der Algebra. wenn er auch. da er Wissenschaftler war. nicht so be­
rfihmt geworden ist. wie die an sich unbedeutenderen Manner (ADAM 
RIESE usw.), die durch Abfassen popularer Lehrbficher fUr die Ver­
breitung der von den Wissenschaftlern wieder belebten Rechenkunst 
sorgten. 

STIFEL schreibt einmal die Reihen der ganzen Zahlen hin 

0,1,2,3,4,5, ... 

und dazu die Potenzen von 2, deren Exponenten diese ganzen Zahlen 
sind 

1,2,4,8,16,32, '" 

Die erste bildet die einfachste arithmetische Folge, die andere eine ein­
fache geometrische Folge. STIFEL ffigt die Bemerkung hinzu, daB man 
fiber die Beziehungen dieser beiden Folgen ein ganzes Buch schreiben 
konne. Er hat sich also tief in diese Zusammenhange hineingedacht. 
Aber zu einer unmittelbaren Auswirkung kamen diese Gedanken noch 
nicht gleich. 

Vielmehr gebrauchte man urn 1600, urn Multiplikationen vielstelliger 
Zahlen auszufUhren, wie sie in der Astronomie erforderlich waren, die 
trigonometrischen Formeln, die damals zum Allgemeingut geworden 
waren. In dem Kreis der Gelehrten urn TYCHO DE BRAHE (1600) fUhrte 
man die Multiplikation vielstelliger Zahlen unter Anwendung der Formel 

sin IX' sin fJ = ~ (cos (IX - fJ) - cos (IX + (J») 

auf Addition und Subtraktion zurfick. Wir wfirden heute hinzufUgen, 
daB noch mit einer geeigneten Potenz von 10 auf beiden Seiten zu multi­
plizieren sei. Diese Art zu rechnen wurde in ihrer Schule als die prostha­
pharetische Methode bezeichnet, weil ja die Winkel (~ + (J) und (x - /3) 
durch "Zusammen!ugen" und durch "Fortnehmen" gebildet sind. 

In dieser Zeit wurde andererseits der von MICHAEL STIFEL wieder 
aufgenommene Gedanke des ARCHIMEDES von JOBST BURGI (1552-1632) 
wehergebildet, der von der Uhrmacherkunst her zur Astronoinie ge­
kommen war und an der Sternwarte des Landgrafen WILHELM VON CASSEL 
einen Wirkungskreis gefunden hatte. Indessen wirkte BURGI nicht 
fiber seine unmittelbare Umgebung hinaus, und so brachie es in 
den Kreis der Gelehrten urn TYCHO DE BRAHE einige Aufregung, 
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als man die Nachricht erhielt, daB quidam Scotus, ein "gewisser 
Schotte" eine neue Methode zur Erleichterung des Zahienrechnens aus­
gebildet habe. Dieser Schotte, LAIRD NAPIER, BARON vON MERCHI­
STON, spielte in den politischen Kampfen der Zeit eine Rolle und be~ 
ruhigte in seinen MuBestunden seine Seele mit mathematischen Studien. 
Er gilt allgemein als der Erfinder der Logarithmen, und sicher war er ein 
genialer Mensch, dem unabhangig von anderen der entscheidende 
Schritt gliickte. 1m Jahre 1614 veroffentlichte er seine Entdeckung in 
einer kleinen Schrift, die man gewohnlich ais "Kanon mirificus" zitiert. 
Der leitende Gedanke laBt sich in folgender Weise einfach wiedergeben. 
Den gewohnlichen Zahlen, den numeri naturales, die w~r mit x bezeichnen 
wollen, sollen Hilfszahlen, numeri artificiales - wir bezeichnen sie 
mit Y - zugeordnet werden, und zwar wieder so, daB einer geometrischen 
Folge Xo = 1, Xl = q, x2 ~ q2, . .. , xn = qn, ... eine arithmetische 
Folge Yo = 0, YI' Y2'" ., Y .. ,· .. entspricht. Dies geschah - wenn wir 
den Ansatz geringfUgig abandern - sowohl bei BURGI wie bei NAPIER in 
der Weise, daJ3 der Zahl x.. = qn die Zahl 

Yn = n Iq- 11 
zugeordnet wurde. Urn mit diesem Ansatz zu einer hinreichend eng­
maschigen Tafel zu gelangen, muJ3te die Zahl q nahe bei 1 gewahlt wer-

den, und zwar setzte BURGI q = 1 + 1~4' wah rend NAPIER in dieser 

Richtung noch weiter ging und q = 1 - 1~7 setzte1. Sucht man die­

jenige Zahl x .. auf, fUr die das zugehOrige Yn = 1 ist, d. h. also die Basis2 

des Logarithmensystems, so erhalt man fUr das Biirgische System den 

Wert (1 + 1~4r04 , wahrend sich als Basis der Napierschen Logarithmen 

(1 - 1~ 7) 10
7 ergibt. Diese beiden Zahlen liegen auBerordentlich nahe 

bei e bzw. ~ (vgl. S. 193). Diese zunachst sicher merkwiirdig erscheinende 

Tatsache erklart sich natiirlich aus der oben beschriebenen Art des An­
satzes, bei dessen Aufrechterhaltung ein Heranriicken der Zahl q an 1, 
wie es im Sinne einer Verfeinerung der Tafeln lag, die Basis des Systems 

der Zahl e bzw.; i~mer naher bringen muBte. 

Wenn man sich an die in 6,3 von uns durchgefiihrte Bestimmung 

des Flacheninhalts unter der Hyperbel TJ = ~ erinnert, erkennt man, 

daB sich das oben angegebene Yn deuten laBt als Flacheninhalt der von 
1 bis Xn reichenden, mit geometrischer Teilung konstruierten n-stufigen 

1 NAPIER hatte die Anwendung auf trigonometrische Aufgaben im Auge und 
wahlte Ii < 1, damit sich ftir x < 1 ein positives v ergab. Er stellte eine Tafel ftir 
die Logarithmen der Sinusfunktion auf. 

2 BORGI und NAPIER selbst sprechen noch nicht von einer Basis. 
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oberen Treppe dieser Hyperbel. und man sieht. daB man dem tatsach­
lichen Hyperbelinhalt immer naher kommen muB, je mehr q an 1 heran­
riickt. Dieser Zusammenhang zwischen den Logarithmen und dem 
FHicheninhalt unter einer Hyperbel wurde in der Tat auch sehr bald 
erkannt, und zwar von GREGORIUS VON ST. VINCENTIUS (1584-1667), 
einem jiingeren Zeitgenossen N APIERS. N achdem sich diese Erkenntnis 
Bahn gebrochen hatte, gewann die Aufgabe der "Hyperbelquadratur" 
groBe Bedeutung, deren Losung urn 1650 NIKOLAUS MERCATOR gelang 
(vgl. 6, 5). 

Die Logarithmen erregten ungeheures Aufsehenund ihre Kenntnis 
verbreitete sich noch zu N APIERS Lebzeiten rasch. Schrieb doch kein 
Geringerer als KEPLER sogleich an NAPIER. daB seine Logarithmen not­
wendigerweise in das groBe Werk der Rudolphinischen Tafeln aufge­
nommen werden miiBten, an denen KEPLER damals arbeitete. In Eng­
land war es ein Lehrer der Rechenkunst HENRY BRIGGS (1556---1630), 
der die neue Erfindung begeistert aufnahm. Er war kein bedeutender 
Mathematiker, aber ein auBerst praktischer Mann. Ais NAPIER seine 
erste Logarithmentafel veroffentlichte; war er Lehrer in London und 
wurde spater Professor in Oxford. Der Eindruck, den die Erfindung 
der Logarithmen auf ihn machte, war so gewaJtig, daB er NAPIER 
alsbald selbst aufsuchte und sich von ihm ganz in die neue Theorie 
einweihen lieB. Dabei erkannte er sogleich mit praktischem Blick. daB 
fUr das gewohnliche Multiplizieren vielstelliger Zahlen das Zuriick­
gehen auf den Sinus am besten' ganz vermieden werde. Dann aber war 
die Wahl der Basis nicht mehr gleichgiiltig, wie fUr die Tafel der Log­
arithmen der Sinus, sondern als Basis muBte notwendig die Grundzahl10 
gewahlt werden. Diese Logarithmen wurden dann spater Briggssche 
Logarithmen genannt. Die naturlichen und die Briggsschen Logarithmen 
k6nnen leicht ineinandet umgerechnet werden, denn setzt man 

x = ell = 10s , (y = lnx, Z = 10glOX) 

so folgt wegen 10 = elnlO sofort y = zln 10. Wir erhalten also die Log-, 
arithmen mit der Grundzahl 10 aus den natiirlichen Logarithmen, 
indem wir sie durch In 10 dividieren: 

Inx 
log x = 1--. 

n10 

Die EinfUhrung der Zahl1 0 als Basis der Briggsschen Logarithmen hat 
bekanntlich zur Folge, daB man nur noch die "Mantissen" zu tabulieren 
braucht, oder was auf dasselbe hinauslauft, daB es ausreichend ist, 
die Logarithmen der Zahlen zwischen x = 1 und x = 10 zu berechnen. 

Auch das Aufzeichnen der ganzen Kurve 

y = log x 

erfordert danach nur, daB das Stiick zwischen x = 1 und x = 10 sorg­
faltig gezeichnet wird. Mit Hilfe dieses Kurvenstiicks entwirft man sich 
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auf der y-Achse eine sog. logarithmische Skala in dem Intervall von 
y = 0 bis y = 1 (Abb. 71)1. 

Hat in diesem Intervall der Punkt mit der Abszisse Xo die Ordinate Yo, 
so geh6ren zu den Abszissen 10R xo(n = ± 1, ± 2, ... ) die Ordinaten: 

Yo = log Xo + n log 10 = log Xo + n. 

Wenn man also zwischen y = 0 und y = 1 die Skala konstruiert hat, 
so kann man daraus sofort die Skala der log-Funktion fUr die ganze 
y-Iog .r 

I- --

~: 

f---
./ 

beiderseits unendlich 
lange y-Achse gewin­
nen. 

I-
0,5 

/' 
/" 

Die ganze Skala 
der log-Funktion auf 
der y-Achse besteht 
also aus kongruen­
ten T eilskalen der 
Lange 1. 

0 

/ n r z 3 'I 5 6 

Abb.71. 

7 8 9 10 :r: Es genugt offen­
sichtlich, ein einzel­
nes dieser kongruen­
ten Stucke herzu-

stellen, urn die ganze Skala anschaulich vor Augen zu haben. 
Man findet diese Skalen der log-Funktion auf dem Rechen­

schieber angebracht. Auf der Grundeigenschaft der Logarithmen: 
log (Xl' x 2) = log Xl + log x2 beruht die M6glichkeit, Multiplikationen 
und Divisionen in der bekanntel1 Weise mit dem Rechenschieber aus­
zufuhren. indem man durch Verschieben der Zunge die Strecken der 
Skalen addiert bzw. subtrahiert. 

Die gleichen logarithmischen Skalen, die man beim Rechenschieber 
verwendet, findet man beim sog. Logarithmenpapier wieder. Da hat man 
auf zwei rechtwinkligen Achsen die Logarithmen von X bzw. y aufge­
tragen, aber an die Punkte die wirklichen Werte von X und y ange­
schrieben. Wenn man nun eine Funktionsbeziehung der Gestalt 

y = C XR 

hat, wo C und n zwei ganz beliebi'ge Zahlen sein m6gen, so kann man 
diese Beziehung logarithmieren und erhalt 

log y = log C + n log X • 

Verwendet man also 'YJ =log y und ~ = log x als Koordinaten, so wird 
die Funktionsbeziehung durch eine gerade Linie dargestellt, wahrend 
man, wenn man y und x selbst als Koordinaten verwandt hatte, eine 
kompliziertere Kurve erhalten hatte. 

1 Der Grad der Unterteilung muLl sich dabei sprungweise andern. weil die 
Intervalle auf der y-Achse nach y = 1 hin kiirzer werden. 
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Haufige Anwendung findet dies bei der folgenden Aufgabe aus der 
Warmelehre. 

1m Zylinder einer Warmekraftmaschine ist die Beziehung zwischen 
Druck und Volumen des arbeitenden Gases im allgemeinen von der 
Gestalt 

pvn = C, 

wo n ein geeigneter Exponent ist. Fur isotherme Vorgange, die wir 
in 6, 2 betrachtet haben, ist nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz n = 1. 
Fur das Gegenstuck, den sog. adiabatischen Vorgang, bei dem die Zylin­
derwandungen als nicht leitend aufgefaf3t werden, so daf3 dem Gas 
weder Warme zugefuhrt noch entzogen wird, ist der Exponent gleich 
dem Quotienten der spezifischen Warmen, die das Gas bei konstant ge­
haltenem Druck bzw. Volumen besitzt. Dieser Quotient hat fUr die ge­
wohnlich verwendeten Gase den Wert 

n = 1,4. 

Der wirkliche Vorgang im Zylind~r liegt zwischen isothermem und 
adiabatischem Verhalten, so daf3 n zwischen 1 und 1,4 liegen wird, 
falls uberhaupt eine Beziehung der angegebenen Gestalt vorliegt. Man 
spricht dann von einer polytropischen Zustandsiinderung und bezeichnet 
die Kurve pvn = C als Poly trope. 

Hat man bei einem Versuch eine Anzahl zusammengehoriger 
Werte v und p gemessen, so braucht. man nur, urn zu prufen, ob der 
Vorgang polytropisch ist, die entsprechenden Punkte auf Logarithmen­
papier aufzutragen. Da 

logp + n logv = 10gC 

folgt, so mussen diese Punkte fUr einen polytropischen Vorgang auf eim;r 
geraden Linie liegen, und das kann man leicht prufen. Zugleich kann 
man in einfacher Weise den Zahlwert des Exponenten n bestimmen, 
denn (- n) ist ja die Steigung dieser geraden Linie. 

Wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, ergibt sich fur viele 
Naturvorgange eine Beschreibung mit Hilfe einer Formel der Gestalt 

y = CekfIJ • 

Wenn wir diese Gleichung logarithmieren, so ergibt sich die Beziehung 

log y = log C + k x log e, 

die linear in x und log y ist. Wenn wir daher auf der Abszissenachse 
die x selbst auftragen, auf der Ordinatenachse aber die Briggsschen Log­
arithmen von y, so wird diese Funktionsbeziehung durch eine 
gerade Linie dargestellt. Das ist offenbar besonders dann sehr bequem, 
wenn man die Funktion fUr verschiedene Zahlwerte von C und k zu 
zeichnen hat, oder wenn man C und k aus einer Reihe von Beobachtungen 
zusammengehoriger Wertepaare x, y zu ermitteln hat. Auch hier in-

Prange· V. Koppenfels, Integral. und Differentialrechnung I. 14 
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teressieren naturlieh nl:cht die Werte von log y, sondern die von y selbst. 
Man muB also auf der Ordinatenaehse eine logar!thmisehe Skala an­
bringen, wahrend man auf der x-Aehse eine gewohnliehe, gleiehmaBig 
geteilte (lineare) Skala verwendet. 

8,4. Die Steigung der Exponentialfunktion und das Gesetz des 
natiirlichen Wachsens. 

Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Tangentensteigung der 
Exponentialfunktion, die wir etwas allgemeiner als bisher in der Form 

(7) y = eh 

sehreiben. Wir gehen aueh hierbei von der In-Funktion aus, als deren 
Umkehrung wir die Exponentialfunktion gefunden haben. Da diese 
Oberlegung nieht nur auf die Exponentialfunktion besehrankt ist, so 
fiihren wir sie allgemein dureh. 

8, 41. Die Umkehrregel der Steigungsbestimmung. Es sei y = I (x) 
eine Funktion, fUr die sieh ein Intervall a S x ~ b abgrenzen laJ3t, 
in dem Sle stetig ist und monoton verlauft. (Bei der In-Funktion 

y 
konnen als Intervallgrenzen zwei be­
liebige positive Zahlen dienen.) Damit 
ist gewahrleistet, dlaB die Umkehrfunk­
tion x = cp (y) in dem von den Zahlen 
I (a) und I (b) begrenzten abgesehlosse­
nen Intervall eindeutig und ebenfalls 
stetig und monoton ist (vgl. S. 140). 
Es sei ferner Xo eine Stelle im Innern 
des Intervalls (a b). fUr die die Ab­
leitung f' (xo) existiert und =+= 0 ist. 
Hierdureh ist also im Kurvenpunkt 
P (xo, Yo) die Tangente festgelegt, in 

----"-+---;;;-----x- Abb. 72 stellt sieh f' (xo) als Quotient 

Abb.72. 

Q R: PQ dar. Nun ist es fUr die Ansehau­
ung unmittelbar klar, daB es fur die 
Tangente einer Kurve keine Bedeutung 

haben kann, ob in der analytisehen Darstellung dieser Kurve x oder y 
die unabhangige Veranderliehe ist; es muB also die Bildung der Ab­
leitung der Umkehrfunktion sieher auf die gleiehe Gerade als Tangente 
fUhren. Die Steigung dieser Geraden ha! aber, wenn jetzt y als un­

abhangige Veranderliehe angesehen wird, den Wert 5 R: P 5 = P Q: (iii, 
und dieser Wert muB gleieh cr/ (Yo) sein. Wir haben dam it gefunden, 

daB cp' (Yo) = I'(~o) ist, und da Xo willkurlieh gewahlt war, ist fUr jedes x 
aus dem Intervall a < x < b 

cp'(y) = I';X) , 
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wobei die beiden Zahlwerte x und y naturlich durch y = t (x) bzw., was 
dasselbe besagt, durch x = rp (y) verknupft sind. Unser Ergebnis, das 
wir in der Form 

(8) 1 
(x')v = (y'). 

schreiben konnen, heiBt die Umkehrregel fUr die Steigungsbestimmung. 
Streng genommen mull man die Berufung auf die Anschauung natiirlieh ver­

meiden; denn die Tangente wird ja im Grunde erst dureh den Grenziibergang von 
der Sehnensteigung her definiert. Zur Bildung der Ableitung der Umkehrfunktion 
x = 'I' (y) an der Stelle Yo hat man den Grenzii'bergang 

lim 'I' (Yo + .1 y) - 'I' (Yo) = lim .1 x 
£I 1/ .... 0 .1 y £I 1/ .... 0 .1 y 

durehzufiihren, wi!.hrend die Ableitung /'(xo) ja dureh den Grenzwert 

lim L1y 
£1"' .... 0.1:1 

definiert ist. Ein unmittelbarer Vergleieh dieser beiden Grenzwerte ist natiir­
lieh nieht ohne wei teres moglieh, da es sieh ja um zwei versehieden definierte 
Grenziibergi!.nge handelt. Wi!.hlen wir aber fiir den ersten Grenziibergang eine be­
Jiebige N ullfolge der .1 y, so wird jedem .1 y dieser Folge durch 

ein .1 x zugeordnet, und die so erhaltene Folge der .1 x ist wegen der Stetigkeit 
von rp(y) sieher eine Nullfolge. Da nun der zweite Gienziibergang naeh Voraus­
setzung eindeutig die Zahl f'(xo) festlegt und somit von der speziellen Wahl der 
Nullfolge nieht abhi!.ngt, konnen wir das dortige .1 x gerade die eben erhaltene Null­
folge durehlaufen lassen. Dann sind aber beide Grenziibergll.nge in gleicher Weise 
definiert und es kann der Quotientensatz zur Anwendung kommen, da ja /' (xo) 4= 0 
vorausgesetzt war. Auf diese Weise ist die Existenz des Grenzwertes '1" (Yo) gesiehert 
und das oben erhaltene Ergebnis (8) bestll.tigt. 

8, 42. Das Gesetz des natiirlichen Wachsens. Fur unsere Funktion 

., = ek II: folgt wegen x - -!.. In'' (x') -~-J -k J' V-ky 

(7') y'=ky=keh . 

Der Fundamentalsatz aus 7,2 ermoglicht es uns, im AnschluB daran 
auch den Flacheninhalt anzugeben. Die zu y = elc II: gehOrige Flachen­
inhaltsfunktion lautet namlich: 

(Fl. 7) 1 
F(x) = k eh + Const, 

wie man durch Bildung (ier Ableitung sofort bestatigt. 1st insbesondere 
die Zahl k = 1, so haben wir: 

y = .ell: , y' = ell: , F(x) = ell: + C. 

Dieses Ergebnis ist sehr bemerkenswert ; es sagt aus, daB die Funktion 
ell: mit ihrer eigenen ersten Ableitung identisch ist. Hat man allgemeiner 

14* 
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y = eh , so besteht zwischen der Funktion und ihrer ersten Ableitung 
die Beziehung: 

(9) y'=ky. 
Dieser iiberaus wichtige Zusammenhang macht die Exponentialfunktion 
zu einem der bedeutendsten Hilfsmittel fiir die Beschreibung von Na­
turvorgangen; denn er stellt nichts anderes dar als das Gesetz eines 
natiirlichen Wachstumsvorganges, bei dem die zeitliche Zunahme dem 
bereits vorhandenen Bestande proportional ist. Dies tritt uns in erster 
Linie in der organischen Natur entgegen, etwa bei dem natiirlichen An­
wachsen eines Waldbestandes. Da in. einer bestimmten Zeit die bereits 
vor.handenen Zellcn einen bestimmten Prozentsatz neuer Zellen bilden, 
muB das Anwachsen der Holzmenge in der Weise vor sich gehen, daB 
man ganz zwangslaufig auf die Gleichung 

y'=ky 
gefiihrt wird. Wir haben gesehen, daB diese Gleichung durch die Funk­
tion 

y = aeklll 

gelost wird, wobei a ein beliebiger konstanter Faktor ist, der die zu 
x = '0 gehorige Holzmenge angibt. Wir werden an spaterer Stelle noch 
erkennen, daB hiermit auch bereits alle Moglichkeiten solcher Funktionen 
erschopft sind, die diese Gleichung losen. 

Aus der Fiille der physikalischen und technischen Vorgange, die 
nach dem "Gesetz des natiirlichen Wachsens" verlaufen, seien einige 
charakteristische Beispiele angefiigt. 

Anwendung 15: Auskristallisieren eines Salzes aus einer Losung. 
Die in der Zeiteinheit auskristallisierte Menge ist dem jeweiligen Bestand proportio­
nal. Es gilt also die Gleichung 

- L q'(/) = yq (I) • 

wobei L das Volumen des LOsungsmittels. q (I) die Konzentration [gr/cm3] und y 
eine Materialkonstante ist. 

Flir die Konzentration als Funktion der Zeit ergibt sich 

_1'-t 
q = qoe L 

wenn qo die Konzentration zu Beginn (I = 0) des Auskristallisierens ist. Die Kurve. 
die den Vorgang darstellt. hat wegen des negativen Zeichens im Exponenten die 
positive Abszissenachse als Asymptote. 

Anwendung 16: Bremsvorgang. Ein (kleiner) Korper bewege sich auf einer 
geraden Linie mit konstanter Geschwindigkeit vo' Es werde dann eine Bremse in 
Tatigkeit gesetzt. die eine Kraft erzeugt. deren GroBe in jedem Augenblick pro­
portional der Geschwindigkeit des Korpers ist: 

K=-a.v. 

Das negative Zeichen ist genommen. weil bei positivem v die Kraft K als Bremskraft 
eine Verziigerung hervorruft. Das Newtonsche Bewegungsgesetz. nach dem die 
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wirkende Kraft gleich dem Produkt aus Masse m und Beschleunigung b ist, liefert 
uns dann die Bewegungsgleichung 

mb =-otv. 
Nun ist die Beschleunigung gleich der Ableitling der Geschwindigkeit nach der Zeit, 
die hier als unabhangige Veranderliche dient, also 

b = v', 
und statt der Masse fiihrt man in der Technik gem das Gewicht G des Korpers ein. 
Dabei ist bekanntlich 

G 
m=-, 

g 

unter g die Erdbeschleunigung verstanden. Die Bewegungsgleichung fiir den ge 
bremsten Korper lautet also 

oder 

G 
-v'(t)=-otv(t), 
g 

v'(t) =-k vet), 

Die Losung dieser Gleichung ist 

mit k = otg. 
G 

v = ce-kt, 

.lInd wenn der Bremsvorgang zu der Zeit t = 0 beginnt (v = vll fiir t = 0), muB 
die willkiirliche Konstante c den Wert Vo erhalten. Das Gesetz, nach dem die GL­
schwindigkeit abnimmt, ist also 

Wollen wir den Bremsweg 5 ais Funktion der Zeit 1 darstellen, so brauchen wir nur 
zu beachten, daB die Ableitung von 5 nach t gleich der Geschwindigkeit v 

s'(t) = v 

ist, daB also die Gleichung 

s'(t) = voe-kI 

gilt, und daB 5 = 0 fiir t = 0 ist. Es folgt 

5 (I) = - ~o e-H + C, 

und die Konstante C ist aus der Gleichung 

0=- Vo + C 
k 

zu berechnen, so daB 

set) = Vo (1 _ e-kl) 
k 

" 

Abb.7J. 

wird (Abb. 73). Obwohl also die Geschwindigkeit erst fiir 1-+00 gegen Null geht, 
hat der Bremsweg eine endlicke Lange: . 

I = lim set) = vo. 
t-+CXl k 

Anwendung 17: Entladung eines Kondensators tiber .einen Ohm­
schen Widerstand (Abb.74). In einem Kondensator von der Kapazitat C 
[Farad] sei eine elektrische Ladung q [Coulomb] aufgespeichert. Dann ist die 
Spannung am Kondensator 

q 
u= C [Volt]. 
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Diese Spannung treibt durch den Ohmschen Widerstand R [Ohm] einen Strom von 
der Starke i [Ampere). wobei nach dem Ohmschen Gesetz 

u= Ri 

ist. Gleichsetzen beider Spannungen ergibt 

q 
RC =L 

Andererseits 1st aber die Stromstarke i gleich der Abnahme der Ladung q in der 
Zeit. Genauer gesagt: Die Stromstarke ist die negativ genommene Ableitung der 

Abb.74. 

Ladung nach der Zeit. 

i(t) = -q'(t). 

Somit haben wir flir die Ladung als Funktion der Zeit die 
Gleichung 

q'(t) = - RiC q. 

Ihre Losung ist. wenn der Widerstand im Augenblick t = 0 an den Kondensator 
gelegt wird, 

• 
BO 

Daraus folgt die Stromstarke 

Der Strom setzt also mit dem Anfangswert 
. qo 
10= RC 

ein und geht mit wachsender Zeit asymptotisch gegen Null. Man mochte erwarten, 
daB del' Strom mit dem Werte io = 0 einsetzen wiirde, und das Ergebnis als 
paradox empfinden. Man muB aber beachten, daB wir hier vorausgesetzt haben, 
del' Stromkreis, iiber den sich der KOildensator entHidt, enthalte nul' Ohmschen 
Widerstand und sei frei von Selbstinduktion. In Wirklichkeit wird stets eine, wenn 
auch auBerordentlich kleine, Selbstinduktion vorhanden sein. Sie wiirde, wie wir 
hier noch nicht behandeln konnen, sich dahin auswirken, daB der Strom wirklich 
mit Null beginnt, aber sehr rasch zu dem Werte aufsteigt, den er nach unserer 
Formel haben muB, so daB schon fiir ganz kleine positive Werte von t die 
Formel eine gute analytische Darstellung fiir die bei sehr kleiner Selbstinduk­
tion wirklich auftretende Stromstarke ist. 

Geben wir unserer Endformel die Gestalt: 

indem wir also 

t 
i(t) = ~e-T 

RC ' 

T=RC 

setzen. so hat die GroBe T, die natiirlich die Dimension einer Zeit hat. die Bedeu­
tung derjenigen Zeit. nach del' del' Strom auf den e-ten Teil seines Anfangswertes 
gesunken ist. r wird in der Elektrotechnik die Zeitkonstante genannt. 

Anwendung 18: Einschalten einer Gleich-spannungin einen Strom­
kreis mit Widerstand und Induktivitat.Ein Stromkreis, der aus einer 
Spannungsquelle mit del' konstanten Gleichspannung U, einem Ohmschen Wider­
stand R und einer InduktivitM L besteht. wird zur Zeit t = 0 geschlossen. Es ist 
der zeitliche Verlauf des Stromes zu untersuchen (Abb. 75). 
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Den Ansatz gewinnen wir auf Grund der folgenden "Oberlegung: Wenn der durch 
eine Spule flieBende Strom seine Starke andert, so andert sich damit auch der 
magnetische InduktionsfluB durch die Spule, und dadurch wird in der Spule eine 
Spannung induziert, die der Anderungsgeschwindigkeit der Stromstll.rke, also ihrer 
zeitlichen Ableitung, proportional und so gerichtet ist, daB sie der Stromanderung 
entgegenwirkt. Sie ist durch - Li' (t) gegebenl. AuBer der von unserer Spannungs­
quelle abgegebenen Spannung U wirkt auf den Strom 
noch diese Selbstinduktionsspannung ein, so daB der 
Strom nach dem Ohmschen Gesetz der Gleichung 

U - Li'(I) = Ri(l) 
geniigen muB. 

Diese Gleichung unterscheidet sich von der im vori-

Il 

gen Beispiel bereits gelosten Gleichung, abgesehen von Abb.75. 

z. T. anderen Buchstaben, nur durch das Hinzutreten 
einer Konstanten U. Diese Abweichung laBt sich nun leicht beseitigen, indem man 
an Stelle der Funktion i (I) eine neue Unbekannte i (t) vermoge der Beziehung 

einfiihrt; offenbar gilt 

t(t) = i(t) _ U 
R 

i'(t) = i'(t). 

und die Gleichung fiir i (t) geht iiber in 

L ;; (t) + R 7(1) = o. 

Auf Grund der "Oberlegungen. im vorigen Beispiel konnen wir die LOsung [(t) sofort 
angeben: 

- -!!, 
i (I) = A e L • 

wo A eine zunachst unbestimmte Konstante ist. Fiir i (t) erhalten wir damit als 
LOsung unserer urspriinglichen Gleichung den allgemeinen Ausdruck: 

U -!!, 
i(t) = R +Ae L 

Die unbestimmte Konstante A wird durch die "Anfangsbedingung" festgelegt, daB 
im Augenblick t = 0, in dem der Stromkreis geschlossen wird, die Stroinstll.rke 
gleich Null sein muB. Das ergibt: 

so daB die von uns gesuchte Funktion schlieBlich lautet: 

U --, 
( R ) 

i(l) = R 1 - e L • 

Damit haben wir den Einschaltvorgang beschrieben. Die Stromstll.rke steigt, yom 

1 Das ist die eigentliche Definition der Induktiyitat L, wll.hrend die in An­
wendung 14 (S. 189) zur Ermittelung von L verwandte Gleichung W = I Li2 eine 
Folgerung hieraus darstellt, deren Ableitung jedoch erst an einer spateren 
Stelle durchgefiihrt werden kann (vgl. Anw. 20 S.283ff.). 
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Wert 0 zur Zeit t = 0 beginnend, monoton an und nahert sich asymptotisch dem 
Grenzwert1 

I. . ( U 
1m t t) =--. 

t-+oo R 

Man beachte, daB der Einschaltvorgang erst durch die Gleichung ftir i (t) in 
Verbindung mit dey Anfangsbedingung vollstandig beschrieben wird. Die Gleichung 
ftir sich allein hat namlich nicht bloB eine, sondern unendlich viele Losungen, die 

B 

Funktionen i (t) = ~ + A e -L' ftir beliebiges A. Die tatsachliche Losung des 

Problems ist bloB eine spezielle unter ihnen. 
U 

Unter diesen Losungen kommt tibrigens auch die Konstante 7i vor (ftir A = 0), 

die bei der oben vorgenommenen Vereinfachung der Gleichung ftir i (t) durch Ein­

ftihrung von i (t) an Stelle von i (t) eine Rolle spielte. Es wird sich spater zeigen, 
daB wir uns ahnliche Vereinfachungen, die auf der Kenntnis einer speziellen Losung 
der Gleichung beruhen, immer verschaffen konnen, wenn wir Gleichungen zu 
losen haben, in denen eine Funktion und ihre Ableitungen linear auftreten. 

Wenn wir, ahnlich wie am SchluB des vorigen Beispiels, 

schreiben, so hat die GroBe 

T=£ 
R 

eine Bedeutung, die d.er der GroBe T im vorigen Beispiel vollig gleichgeartet ist. 
Man nennt daher T auch hier die .. Zeitkonstante". 

§ 9. Verallgemeinerte Hyperbeln. 

9, I. Die Funktionen y == -;. 
:J; 

9, II. n == 2 Newtonsches und Coulombsches Gesetz. Nachdem uns 

die Flacheninhaltsbestimmung unter der Funktion + zu einem eingehen­

den Studium der In-Funktion und ihrer Umkehrung, der Exponential­
funktion, veranlaBt hat, nehmen wir nunmehr den Leitgedanken dieses 
Kapitels, die Untersuchung gebrochener rationaler Funktionen, wieder 
auf und wenden uns der Funktion 

(1 ) 

zu. 

1 
Y = x2 

Diese Funktion ist, ebenso wie die Funktion 1} = ~ fUr jedes x mit 

1 Diese konstante Stromstllrke wird praktisch nattirlich schon nach einer end­
lichen ,Zeit erreicht; es stellt sich also bald nach dem Einschalten ein .. Beharrungs­
zustand" (stationarer Zustand) ein. Der Einschaltvorgang kann als UberIagerung 
dieses Beharrungszustandes mit dem Vorgang e,ines .. freien Ausgleiches" aufgefaBt 
werden, womit man in der Elektrotechnik jeden Ausgleichs-, EntIadungs- oder 
Abklingvorgang bezeichnet, der ohne "Zwang", also ohne von au Ben zugeftihrte 
Spannung ablauft. 
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Ausnahme des Wertes x = 0 definiert. Fur x > 0 zeigen die Kurven beider 
Funktionen sehr ahnliches Verhalten: Sie haben beide positive Ordi­
naten, die mit wachsendem x bestandig abnehmen, und fUr beide Kurven 
ist die x-Achse horizontale, die y-Achse vertikale Asymptote. Fur x = 1 

wird y = 'fJ = 1; rechts von dieser Stelle verlauft die Kurve y = ; z 

unterhalb der Kurve 'fJ = ~ und nahert sich der x-Achse wesentlich z 
schneller als diese; links von der Stelle x = 1 hat die Funktion (1) 
die gro13eren Ordinaten, sie steigt rascher in die Hohe und schmiegt sich 
demgema13 der y-Achse nicht so eng an. Fur x < 0 gewinnen wir den 
Funktionsverlauf durch Spiegelung an der y-Achse, denn die Funktion (1) 
ist eine gerade Funktion. Der zweite Kurvenast liegt also hier im zweiten 

Quadranten, wahrend er bei der ungeraden Funktion 'fJ = ~ im dritten 

Quadranten liegt. 
Die Stelle x = 0 bezeichnet man wieder als "Pol" der Funktion (1), 

wobei man zur .naheren Kennzeichnung von einem Pol zweiter Ordnung 

spricht und zuin Unterschied davon den Pol der Funktion ~ als einen z 

Pol erster Ordnung bezeichnet. Die Funktion ~ verhalt sich in der Um-z 

gebung ihres Pols insofern anders als die Funktion ~ , als man dieses z 
Verhalten bei der Funktion (1) durch 

lim Y=+ 00, 
z~o 

richtig beschreibt, gleichgultig, ob man sich der Stelle x ~ 0 von rechts 
oder von links her nahert. Ein Pol zweiter Ordnung ist also im Gegensatz zu 
einem Pol erster Ordnung nicht mit einem Vorzeichenwechsel verbunden. 

Die Funktion (1) gewann groJ3e Bedeutung fUr die Physik, als NEWTON 
das Gra7litationsgesetz entdeckte1. Denn nacll dies em Gesetz wird· die 
anziehende Kraft zwischen zwei Massenpunkten m1 und m2 durch die 
Formel 

K = "ml m 2 
,.2 

dargestellt, wo r die Entfernung der beiden Massen und " eine univer­
selle Konstante (die Gravitationskonstante 2) ist. Dieses Newtonsche 
Gravitationsgesetz wurde das Vorbild fUr COULOMB, der als Gesetz 
fUr die Kraft K, mit der sich zwei elektrisch geladene Korper anziehen 
oder absto13en, die Formel 

(2) K = ele. 
,.2 

I Sein fur die Mechanik grundlegendes Werk "Ph-ilosophiae naturalis principia 
mathematica" erschien 1687. cm3 

2 Ihr Zahlwert ist im physikalischen MaBsystem 6,67' 10-8 --2' 
gsec 
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aufstellte, unter c1 und C2 die beiden elektrischen Ladungen verstanden. 
Da man bei einer elektrischen Ladung die Art der Elektrizitat durch 
das Vorzeichen (positive und negative Elektrizitat) zu kennzeichnen 
pflegt und zwei mit gleichartiger Elektrizitat geladene Korper sich ab­
stoBen, hat nach (2) die Kraft K fUr eine AbstoBung (Vorzeichen von 
c1 und c2 gleich) das positive, fUr eine Anziehung (Vorzeichen von c1 und 
c2 verschieden) dagegen das negative Vorzeichen. Da eine A.bstoBung 
auf eine VergroBerung des Abstandes r hinarbeitet, scheint diese Fest­
setzung iiber das Vorzeichen der Kraft durchaus sinngemaB. Dann wird 
es aber der Einheitlichkeit halber zweckmaBig sein, der Kraft der Gravi­
tation, die ja eine Anziehung vorstellt, das negative Vorzeichen zu 
geben und dementsprechend, da mv m2 und " positiv sind, 

(3) 

zu schreiben. 

K =_" m1 m. 
,.1 

Der Abstand r der heiden Korper ist positiv zu denken, so daB fUr 
die Darstellung der Kraftgesetze (2) und (3) nur der eine Ast der Kurve 
(r > 0) Bedeutung hat. Wir kniipfen an das Coulombsche Gesetz, also 
an die Formel (2) an, und wollen die eine elektrische Ladung - sie sei 
positiv und werde mit Co bezeichnet - in einem festen Punkt des 
Raumes, den wir als Anfangspunkt wahlen, angebracht denken1 . Ein 
mit der elektrischen Ladung C versehener kleiner Korper - wir wollen 
ihn als Probekorper bezeichnen - erfahrl dann an jeder Stelle des Rau­
mes von dem Konduktor eine Kraft, deren GroBe nach dem Coulomb­
schen Gesetz 

(2a) 

ist und die je nach dem Vorzeichen von c eine AbstoBung oder eine An­
ziehung vorstellt. Wir wollen im Augenblick e ebenfalls positiv nehmel)" 
so daB es sich urn eine AbstoBung handelt und betrachten die Bewegung 
langs einer Geraden, die durch den Mittelpunkt der Konduktor­
kugel hindurchgeht. Die Coulombsche AbstoBung leistet dann Arbeit, 
wenn ~ich der Probekorper von der Konduktorkugel entfernt, dagegen 
muB an ihm von auBeren Kraften Arbeit geleistet werden, wenn er sich 
auf die Konduktorkugel zu bewegen 5011, da ja dazu die Coulombsche 
AbstoBung iiberwunden werden muB. Fiir physikalische Problemstel­
lungen ist es wichtig, diese Arbeit zu bestimmen. 

Zu ihrer Berechnung konnen wir in gleicher Weise vorgehen wie oben 
in 6, 2 bei der Berechnung der Arbeit des expandierenden Dampfes. 
Ist PI (r = r1) der Anfangspunkt und P2 (r = r 2) der Endpunkt der 

1 Wir konnen uns das durch eine geladene Konduktorkugel verwirklicht denken, 
denn auBerhalb dieses Konduktors stimmt das elektrische Feld mit dem einer im 
Mittelpunkt dieser Kugel angebrachten Punktladung iiberein. 
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geradliriigen Bewegung, so tragen wir die beiden Punkte in das Schau­
bild ein, das uns die Kraft als Funktion von r darstellt, und teilen die 
Strecke P1Pz in n gleiche Teile. Wir k6nnen dann zu der Kurve 
eine untere und eine obere Treppe konstruieren und erhalten die 
gesuchte Arbeit eingeschachtelt zwischen dem FHi.cheninhalt unter 
der unteren und der oberen Treppe. Durch den GrenzprozeB n -+ 00 

erkennen wir dann in der iiblichen Weise, daB die gesuchte Arbeit, 
die die Coulombsche AbstoBung an dem K6rper leistet, wenn er von 
PI nach P z gefiihrt wird, gleich dem FliicheniMalt F~: unter der Kurve 
K eoe. 

= -;2 1St. 

Es erscheint daher notwendig, den Flacheninhalt unter der Kurve (1) 
zu bestimmen. Das ist aber nicht schwierig, denn wir sahen auf S. 145, 
daB die gew6hnliche Hyperbel 

die Steigung 

c 
'YJ=­x 

c 
r/ =--xl 

besitzt. Wenn wir hier C = -1 setzen, so folgt, daB die Kurve 

1 
'YJ=---x 

die Steigung 
, 1 

'YJ = x' 

besitzt. Da aber nach dem Fundamentalsatz die Ausgangskurve die 
Flacheninhaltskurve der Steigungskurve ist, so folgt unmittelbar, daB 

zu der Kurve y = ~ die Flacheninhaltsfunktion x 

(FI 1) 
1 

F(x) = - - + Const x 

geh6rt. Dabei k6nnen wir den Flacheninhalt von einer beliebigen Stelle 
aus zahlen, je nach dem Zahlwert, den wir der willkiirlichen Konstanten 
beilegen wollen. Nur dUrfen wir nicht bei x = ° beginnen, da eben so 
wie die Funktion yauch die Flacheninhaltsfunktion F(x) dort einen Pol 
besitzt. Zahlen wir von der Stelle x = + 1 aus, setzen wir also 

F(1)=O, 

so wird die additive Konstante gleich 1, und wir erhalten 

F(x)=Ff=1-~. x 

Natiirlich gilt diese Formel nur fiir positive Werle_von x. Denn negative x 
k6nnten von x = + 1 aus nur so erreicht werden, daB man den singularen 
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Punkt x = 0 iiberschreitet, was gewiB nicht zulassig ist [vgl. Abb. 76, 
wo die Kurve (1) mit der Flacheninhaltskurve (FI1) gezeichnet ist]. Will 
man eine Formel haben, die fUr negative x den Flacheninhalt darstellt, 
so muB man auch die Anfangsstelle fUr die Flacheninhaltszahlung im 
Gebiete der negativen x wahlen. 

Die Flacheninhaltskurve besitzt die horizontale Asymptote F = 1, da 

limFf=1 
z-+co 

ist. Der Flacheninhalt uhter der Kurve y = -; strebt also gegen den end­x 
lichen Wert 1, wenn x gegen + 00 strebt. Das erscheint zunachst paradox, 
denn man neigt unwillkiirlich zu der Annahme, daB zu einem Bereich, 

y der sich ins Unendliche erstreckt, 
auch ein unendlich groBer Flachen­
inhalt gehoren miisse. Wenn wir aber 
iiberhaupt von dem Flacheninhalt 
eines Bereiches, der sich ins Unend­
liche erstreckt, sprechen wollen -
und das erscheint fUr viele Zwecke 
notwendig -, so konnen wir den 

-======-----I-++.:~-+=="::x~ Flacheninhalt eines solchen Bereiches 

Abb.76. 

nur in der hier angegebenen Weise 
als Grenzwert definieren. Dann aber 
ergibt sich dn endlicher Wert fiir 

den Flacheninhalt. Die Kurve y=';' x 
zeigt hierbei ein ganz anderes Ver­
halten als die gewohnliche Hyperbel 

y =~. Denn wir sahen auf Seite 160, x 
daB der vOn x = 1 aus gezahlte Flacheninhalt unter der gewohnlichen 
Hyperbel nach 00 strebt, wenn x gegen 00 geht. Dieses verschiedene Ver­
halten wird offenbar bedingt durch die Art, wie die Kurven sich asympto-

tisch der x-Achse anschmiegen. Fiir die gewohnliche Hyperbel y = ! 
ist das Anschmiegen noch nicht so stark, daB der Flacheninhalt fiir 
x -+ 00 einem endlichen Grenzwert zustreben kann. Bei der 

Kurve y = ;8 ist dagegen das Anschrniegen an die x-Achse geniigend 

stark, urn fiir den Grenzwert des Flacheninhalts bei dem GrenzprozeB 
x -+ 00 einen endlichen Wert zu liefern. Wenn wir den Grenzwert des 
Flacheninhalts 

(4) 

setzen, so konnen wir der Limesgleichung die Gestalt 

F't'=1 
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geben. Wir konnen dies benutzen, urn den Anfangspunkt der FHi.chenin­
haltszahlung nach x = 00 zu legen. Dann hat der Flacheninhalt, der die 
positive Abszisse x bestimmt, naturlich einen negativen Zahlwert, wei! 
ja cler durch die Richtung von 00 nach x festgelegte Umlaufsinn des 
Flachenstucks mit dem Uhrzeigersinn ubereinstimmt. In der Tat er­
halten wir aus (Fl. 1), wenn wir mit Rucksicht auf 

F(oo) ~o 

die additive Konstante gleich N uil setzen 

(5 a) Poo=-~. x (x> 0) 

Abb. 77 stellt die Kurve der Funktion mit der FHi.cheninhaltskurve (5 a) 
dar. 

Wir konnenentsprechend auch 
im Gebiet der negativen x den 
Punkt x.= - 00 als Ausgangs­
punkt fur die Flacheninhaltszah­
lung wahlen. Dann haben wir in 
(Fl 1) ebenfalls die additive Kon­
stante gleich Null zu setzen, da ja 

F(-oo) = 0 

werden muB, und erhalten fUr ne­
gative x ebenfalls 

(5b) F:'oo = --~ (x < 0) x 

als Darstellung fUr den von 
x = - 00 aus gewahlten Flachen­
inhalt. Der Flacheninhalt wird fUr 
aIle negativert Abszissen positiv, da 
der Umlaufsinn entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinn ist (vgl. Abb. 
77). 

11 

Abb.77. 

Jetzt konnen wir nun unmittelbar die Arbeit bei der Bewegung 
des e1ektrischen Probekorpers im Kraftfeld des Konduktors berech­
nen, denn der diese Arbeit darstellende Flacheninhalt unter der Kurve 
(2a) ist 

·also die Arbeit 

Sind eo und e gleichnamig (AbstoBung), so. wird die Arbeit positiv, wenn 
'2 >'1 ist, d. h., wenn der Probekorper sich vom Konduktor entfemt, 
dagegen negativ fUr'l >, 2' d. h. wenn der Probekorper dem Konduktor 



222 Die gebrochenen rationalen Funktionen und ihre Flacheninhaltsfunktionen. 

naher kommt. Setzen wir insbesondere r1 = 00 und r2 = r, so stellt 

A (r) = _ coe 
I' 

die Arbeit dar, die die vom Konduktor ausgeiibte Kraft leistet, wenn 
der Probekorper langs der Geraden aus dem Unendlichen bis in die Ent­
fernung r an den Konduktor herangebracht wird. Diese Arbeit ist nega­
tiv, wenn eo und e gleichnamig sind, da bei der Bewegung gegen die 
Absto13ung dem Korper von auBen Arbeit zugefiihrt werden muB. Die 
Gro13e der zugefiihrten Arbeit ist gleich derpotentiellen Energie, die der 
Korper aufgenommen hat (und die er wieder abgeben konnte, wenn er 
sich der Absto13ung folgend wieder ins Unendliche zuriickbewegen 
wiirde). Diese potentielle Energie wollen wir mit (/>(r) bezeichnen und 
haben danach fiir sie den Ausdruck 

(/>(r) = _ A (r) = eo c . 
I' 

Den Quotienten 
CP(I') = tp(r) = Co 

e I' 

nennt man in der Elektrizitatslehre das elektrostatische Potential. Das 
Potential des Konduktors hat das gleiche Vorzeichen wie die Ladung eo, 
die er tragt. 

Das,Potential tp(r) ist bis auf das Vorzeichen der Flacheninhalt F: 
unter der Kurve der elektrischen F eldstiirke 

E=;~-. 
Da allgemein Flacheninhaltsbestimmung und Steigungsbestimmung 
entgegengesetzte Operationen sind, so folgt daraus umgekehrt, da13 die 
negativ genommene Ableitung des Potentials gleich der vom Konduktor 
aUf eine positive Einheitsladung ausgeiibten Kraft ist: 

E = _ tp'(r) = c: . ,. 
Da13 man die Feldstarke aus dem Potential einfach durch Bilden der Ab­
leitung berechnen kann, ist eine sehr wichtige Bemerkung. In ihrer vollen 
Bedeutung werden wir sie allerdings erst spater erkennen, wenn wir uns 
mit den Funktionen von mehreren Veranderlichen beschaftigen. 

Zur Ermittlung der Tangentensteigung der Kurve y = ;1 gehen .wir 

in,der iiblichen Weise von der Sehnensteigung aus, die hier 

t 
{x + A X)I - x2 2 x + A x 

m,= Ax =-;S-(x-+AX)8 (L1x+O) 

ist, und beniitzen den allgemeinen Satz, daB sich die Tangentensteigung 
aus der Sehnensteigung durch den GrenzprozeB L1 x ~ 0 gewinnen la13t. 
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Da sich der Faktor L1 X im Zahler und Nenner herausgehoben hat, ist 
der Grenzwert des Nenners der rechten Seite von Null verschierlen, so 
daB wir den Quotientensatz der Grenzwertrechnung anwenden durfen. 
Wir erhalten also 

lim (2X + A x) 

me = }!r::o ( - XZ2(: !~;)2) = - ;2 ,\:~o(X + Ax)- =.- ~3' 
£I z-+O 

Die Funktion (1) hat also die Ableitung 

(1') 
, 2 

Y=-x3 ' 

Fur die Konstruktion der Tangente in einem gegebenen Punkt der Kurve 
ist es wichtig, daB man y' auf die Form 

, 2 Y 
Y =-X- Y =--;-

2 

bringen kann, denn daraus ergibt sich die folgende einfache Konstruk­
tion: Auf der Abszissenachse tragt man von dem FuBpunkt derOrdinate 
des Kurvenpunktes P aus, fur positive x nach rechts hin, flir negative x 
nach links hin, die halbe Lange der Abszisse x abo Dann ist die Verbin­
dungsgerade dieses Punktes mit P die Tangente der Kurve im Punkt P. 

Die gleiche Konstruktion gilt offenbar auch fur die Kurve y = ~z (vgl. 

die entsprechende Tangentenkonstruktion bei der Hyperbel S. 146). 
9. 12, R> 2 Tangentensteigung und Flacheninhalt. Die Untersuchung 

des Steigungsbildes (1') der Kurve (1) nehmen wir zum AnlaB, gleichaIl­
gemein die Kurven 
(6) 

zu betrachten, wenn n eine beliebige positive ganze Zahl ist. In dieser 

Gesamtheit sind die beiden bisher betrachteten Kurven y = ..!..- und y =-; x x 
als die einfachsten Vertreter enthalten. 

Man pflegt aIle Kurven (6) als Hyperbeln zu bezeichnen, indem man 
den Begriff einer Hyperbel ahnlich wie den der Parabel verallgemeinert. 
AIle diese Kurven (6) haben fur x = 0 eine UnendlichkeitssteIle, die man 
als Pol n-ter Ordnung bezeichnet. Wenn n eine gerade Zahl ist (n = 2 r), 
so ist die Funktion eine gerade Funktion, sie hat die y-Achse als Sym­
metrieachse und aIle Kurvenordinaten sind positiv. AIle diese Kurven, 
welches auch der Wert von r sein mag, gehen durch die beiden Punkte 

x = 1, Y = 1 und x = -1, Y = 1 

hindurch. Je groBer r ist, urn so steiler steigen sie zwischen x = -1 und 
x = + 1 in die Hohe und urn so rascher nahern sie sich auBerhalb dieses 
Intervalls der x-Achse an. Das Grenzgebilde flir r -+ 00 sind 2 Haken, 
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bestehend aus den beiden Stiicken der x-Achse auBerhalb des Inter­
valls - 1 bis + 1 und den Stiicken der beiden Geraden x = 1 und 

y 

:r: 

Abb.78. 

x =-1 oberhalb der x-Achse (Abb. 78a). 
Wenn n eine ungerade Zahl ist 

(n = 2r + 1), so ist die Funktion (6) eine 
ungerade Funktion, die Kurven liegen 
zentrisch symmetrisch zu dem Koordina­
tenanfangspunkt und laufen durch die 
beiden Punkte 

x = 1, Y = 1 und x = -1, Y = -1 

hindurch. Mit wachsendem r nahern sie 
sich zwei rech twinkligen Haken (A b b. 78 b) . 

Es gelingt leicht, die Tangentenstei­
gung aller dieser Kurven zu berechnen. 
Fiir die Sehnensteigung erhalten wir 
namlich 

1 

(x + Ll XF - x-;; (x + Ll x)" - x" 
ms = L1 x = - L1 x xn (x + LI x}n ' 

und wenn wir die im Zahler stehende Potenz 
nach dem binomischen Lehrsatz ent­
wickeln, so lam sich der Faktor LI x her­
ausheben, so daB 

(7) xn-1 + G) X~-2 Ll x + (;) x n- 3 (Ll xjS + .. + (:) (Ll x)n-l 
m=- ---(Llx=l=O) 

• x" (x + Ll x)" 

wird. Urn die Tangentensteigung zu erhalten, miissen wir den Grel}z­
wert der Sehnensteigung fiir LI x -+ 0 bilden und k6nnen, da der Grenz­
wert des Nenners von Null verschieden ist, den Quotientensatz der 
Grenzwertrechnung anwenden. Danach ergibt sich 

(6') 
, . n 

mt=y =-~l' 

Wir k6nnen dies em Ausdruck fiir die Tangentensteigung die Gestalt 

, x" y 
y ='-x=-x 

n n 

geben und finden daraus eine einfache Konstruktion fiir die Tangente 
der Kurve in einem Punkte P, die der fUr n =, 2 angegebenen v611ig 
entspricht (Abb. 79). 

Unser Ergebnis, daB zu der Funktion 

(6) 1 
Y = xn = x-n 
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, n 1 
Y =---=-nx-n­xn+l 
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geh6rt, ordnet sich der allgemeinen Regel fUr die Bildung der Ableitung 
einer Pot en?: unter, wie wir sie in 3,13 gewonnen haben, wenn wir 
darin fUr die Exponenten jetzt auch negative ganze Zahlen zulassen. 

Auf Grund des Fundamentalsatzes fUhren wir nun muhelos auch die 
Flacheninhaltsbestimmung durch. Denn da fUr n > 1 die Funktion 

1 
Y = X"-1 

die Steigung 
, n-l 

Y = ----xn-
besitzt, so schlieBen wir nach Division 
durch (1 - n) aus dem Fundamentalsatz, 
daB umgekehrt zu der Funktion 

1 
y = x" 

die Flacheninhaltsfunktion 
1 1 

F(x) = - n-l X"-1 + Const 

geh6rt, vorausgesetzt, daB n > 1 ist. 

11 

Abb.79. 

Auch diese Formel entspricht der Regel fUr die Flacheninhaltsbestim­
mung bei einer Potenz mit positiven ganzzahligen Exponenten. Wir 
brauchen uns lediglich zu merken, daB zu der Funktion 

y = xn , 

wo n eine positive oder negative ganze Zahl ( 9= - 1) ist, die Flacheninhalts­
funktion 

(FI6) 
X"+1 

F(x) = -+ + Const n 1 

geh6rt. Als einzige Ausnahme mussen wir uns einpragen, daB diese 
Formel nicht gultig ist fUr n = -1. In diesem Fall der gew6hnlichen 

Hyperbel y = -.!.. fUhrt die Flacheninhaltsbestimmung auf eine neue x 
Funktion, den naturlichen Logarithmus. 1m ubrigen macht uns die 
Formel (F16) selbst auf diese Ausnahme aufmerksam, da ja bei ihr fUr 
n = - 1 die sinnlose Operation einer Division durch N ull auftreten 
wurde. 

Eine naheliegende Verallgemeinerung des Ergebnisses ergibt sich, 
wenn wir die Funktion 

1 
Y= (x- a)" 

Prange - v. Koppenfeis, Integral- und Differentialrechnung I. 15 
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untersuchen, deren Kurve durch Verschiebung der Kurve (6) urn die 
Strecke a nach rechts entsteht. Wir erhalten 

, n 
Y=- , (x_a)n+ 1 

1 1 
F (x) = - --, 'I-I + Const. 

n - (x- a) 

9,2. Oberlagerung verallgemeinerter Hyperbeln; Grundgedanke der 
Zerlegung rationaler Funktionen in Teilbruche. 

Das Oberlagerungsprinzip setzt uns instand, Steigung und Flachen­
inhalt auch fur Funktionen zu bestimmen, die in der Form 

) Al AI Aft 
(7 y=--+--+ .. . +---

(x - a l)" (x - as)" (x - aft)'" 

gegeben sind mit beliebigert positiven ganzzahligen Y". Die hierdurch 
dargestellte Kurve besitzt vertikale Asymptoten an den Stellen aI' a2, 

... , an, die nicht notwendig verschieden anzunebmen sind. Die zuge­
hOrige Tangentensteigung ist 

(7') y'=_Y Al _Y_~_ ••• _Y A .. 
1 (x _ al)'l+1 2 (x _ a.)ro+l fa (x _ a .. ), .. +1 

In dem Fall, daB alle Exponenten YI > 1 sind, ergibt sich fiir den Flachen­
inhalt 

(Fl. 7) 

__ '_~_ .. _ + c. 
r .. - 1 (x _ a .. )' .. -1 

FUr diejenigen Glieder, deren Exponent Y" = 1 ist, tritt natiirlich in 
der Flacheninhaltsformel der Logarithmus auf. Auch hier muB man 
beachten, daB durch die Flacheninhaltsformel stets nur ein solcher 
Flacheninhalt dargestellt werden kann, der ganz zwischen zwei vertika­
len benachbarten Asymptoten der Kurve liegt, so daB die Formel (F17) 
fiir die verschiedenen Intervalle zwischen zwei benachbarten vertikalen 
Asymptoten jeweils spezialisiert werden muB. 

Wenn wir in (7) die Teilbriiche zu einem einzigen Bruch zusammen­
fassen, so erscheint die Funktion als Quotient zweier ganzer rationaler 
Funktionen dargestellt. Dabei ist der Hauptnenner das Produkt der 
mit den jeweils hochsten Exponenten versehenen Teilnenner, die zu 
verschiedenen a" gehoren. MultipJiziert man aus und ordnet man Zahler 
und Nenner nach fallenden Potenzen von x, so erhalt die rationale 
Funktion die Form: 

IX ... x'" + ex"'-l X ... ~l + ... + exl x + IXo 
(8) y = P .. x" + P .. _1X .. - 1 + ... + Plx + Po ' 
wobei der Grad m des Zahlers offenbar kleiner wird als der Grad n des 
Nenners. Man bezeichnet eine rationale Funktion mit dieser Eigenschaft 
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als "echt gebrochen" im Gegensatz zu den "unecht gebrochenen" ratio­
nalen Funktionen, bei denen m ~ n ist. Bei diesen kann man die Division 
des Zahlers durch den Nenner so lange ausfiihren, bis nach Abspaltung 
eines ganzen rationalen Summanden ein echt gebrochener Rest ubrig­
bleibt. Es genugt also, wenn wir uns mit den echt gebrochenen rationa­
len Funktionen beschaftigen. Diese sind dadurch gekennzeichnet, daB 

limy = 0 
Z-.±a> 

wird, daB also die x-Achse beiderseitig horizontale Asymptote der Kurve 
istl. 

Die zusammengefaBte Darstellung (8), der man die Faktorenzer­
legung des Nenners nicht mehr ansehen kann; bedeutet im Rahmen 
unserer Fragestellung nicht, wie der Anfanger zu glauben geneigt ist, 
eine Vereinfachung. Fur die Frage der Flacheninhaltsbestimmung ist 
umgekehrt die Darstellung (7) geeigneter, da sie die Anwendung des 
Uberlagerungsprinzips ermoglicht. \Vir wollen daher versuchen, eine 
in der Form (8) vorgelegte gebrochene rationale Funktion in einfache 
Teilbruche zu zerlegen und mach en uns dabei zunachst den allgemeinen 
Gedankengang klar, nach dem wir vorzugehen haben. 

Der erste Schritt zur Losung dieser Aufgabe besteht in der Aufspal­
tung des Nenners der vorgegebenen rationalen Funktion in ganze ratio­
nale Faktoren. Wie wir auf S. 92 ausfuhrten, gibt uns der Funda­
mentalsatz der Algebra die Gewahr, daB es immer moglich ist, eine be­
liebige ganze rationale Funktion in Potenzen linearer und quadratischer 
Faktoren aufzuspalten. Auch davon, wie man diese Faktoren im Einzelfall 
findet, haben wir damals gesprochen. Man betrachtet die durch die gailze 
rationale Funktion dargestellte Kurve und bestimmt zunachst ihre reellen 
Nullstellen (etwa nach dem Newtonschen Verfahren). Einer p-fachen 
NullsteIle an der Stelle x = a entspricht ein Faktor (x - a)P der ganzen 
rationalen Funktion. Nach Abspaltung dieser Faktoren bleibt eine nir­
gends verschwindende ganze rationale Funktion ubrig, deren Grad 
eine gerade Zahl ist. Diese Restfunktion laBt sich schlieBlich in quadra­
tische Faktoren aufspalten. 

1st dies aUes geschehen, so besteht der zweite Schritt in der Zer­
legung in Teilbruche. Auf die Moglichkeit dieser Zerlegung und ihre 
Durchfiihrung im einzelnen werden wir spater eingehen (13,31). Jetzt 
kommt es uns nur auf die Typen der einfachsten Teilbruche an. Die linea­
ren Faktoren des Nenners gaben AniaB ~u Teilbriichen, die Hyperbeln 
von dem in diesem Paragraphen behandelten Typus darstellen. Daruber 
hinaus treten, den unzerlegbaren quadratischen Faktoren des Nenners 
entsprechend, Teilbruche hinzu, die sich von den bisher behandelten 
rationalen Funktionen dadurch wesentlich unterscheiden, daB sie keine 

1 Bei unecht gebrochenen Funktionen ist das "Verhalten im Unend,lichen" 
durch die abzuspaltende ganze rationale Funktion bestimmt. 

15* 
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Pole besitzen. Wir werden also im Verfolg unseres systematischen Auf­
baues der gebrochenen rationalen Funktion dazu gefiihrt, rationale Funk­
tionen mit unzerlegbarem quadratischem Nenner zu betrachten und ihre 
Flacheninhaltsfunktionen zu bestimmen. Dann haben wir in cler Tat alle 
Bausteine beisammen, aus denen sich die Flacheninhaltsfunktionen der 
allgemeinsten rationalen Funktionen aufbauen lassen. 

Die allgemeinste echt gebrochene rationale Funktion mit quadra­
tischem Nenner hat die Form: 

Bx+C 
(9) Y = Xl + 2 bx + c 

und laBt sich in dem Fall, daB der Nenner unzerlegbar ist, d. h. keine 
reellen Nullstellen besitzt, in der Form 

Bx+C 
Y = (x + h)1 + (c' _ hI) (c - b2) > 0 

schreiben. Fiihren wir durch 
x+h = ~ 

fc - h2 

eine neue Veranderliche ein 1, so verwandelt sich (19) in 
B* ~ + c* 

Y = ~I +-1-

mit neuen Konstanten B*, C*, und wir sehen, daB 

(9a) 
1 

Y = xl+ 1 
und 

die neuen Grundtypen sind, fiir die wir das Flacheninhaltsproblem l6sen 
miissen, urn hinsichtlich der allgemeinsten rationalen Funktionen Klar­
heit zu gewinnen. 

Anwendung 19: Arbei tim Gravi ta tionsfeld Erde-Mond. Auf derVer­
bindungslinie der MiUelpunkte von Erde und Mond wird jeder Korper sowohl 
von der Erde wie von dem Mond angezogen, gemaB dem Gesetz der Gravita­
tion. Es sei M die Masse der Erde, m die Masse des Mondes und Jl. die Masse des 
angezogenen Korpers. Ferner sei R der Abstand Erde-Mond und " die Gravita­
tionskonstante. Dann ist die von der Erde ausgeiibte Kraft, wenn der Korper den 
Abstand I' vom MiUelpunkt der Erde besitzt, 

MfI­
Kl = -" -;2' 

wobei das negative Zeichen andeutet, daB die Kraft entgegengesetzt zu der Rich­
tung wachsender I' wirkt. 

Die Kraft, mit der der Mond den Korper anzieht, ist entgegengesetzt gerichtet, 
sie muB also das positive Vorzeichen erhalten und ist daher 

mfl-
K. = + "(R-I')I 

1 1st x eine physikalische GroBe, so wird durch die angegebeneSubstitution 
gleichzeitig erreicht, daB die neue Veranderliche ~ dimensionslos ist. Man erkennt 
das, wenn man beachtet, daB der Ausdruck (9) in x dimensionsmaBig sinnvoll sein 
muB{vgl. S. 175). 
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Fiir die Gesamtkraft, die der Kerper erfahrt, ergibt sich somit die Darstellung 

MI-' ml-' 
K = - " rs + " (R _ 1')2 

Solange K negativ ist, iiberwiegt die Anziehung nach der Erde. 1st K positivj so 
wird der Kerper nach dem Mond gezogen. An der Stelle, an der K = ° ist. heben 
sich beide Krafte auf, so daLl der Kerper der Einwirkung der Schwere entzogen 
scheint. Fiir den Abstand 1'0 dieses Punktes auf der Verbindungslinie findet man 
durch Auflesen der quadratischen Gleichung 

M(R -1'0)2 - ml'o =0, 

da 1'0 kleiner als R sein muLl, den Wert 

R 
1'0 = ---:::= 

1 + Vii 
Das Massenverhaltnis Mond: Erde ist 

m R 
M = 0,0123, so daLl sich I' = -- = 0,9 R er-

1,11 
gibt. 

Die Kurve, die K als 'Funktion von I' dar­
stelIt, finden wir durch "Oberlagerung der beiden 
Teilkurven, wobei wir uns auf das Intervall 
° < I' < R beschranken kennen (Abb.80). Sie 
hat vertikale Asymptoten an den Stellen 1'=0 
und l' = R. 

K 

Es ist jetzt leicht meglich, die Arbeit Abb.80. 

zu berechnen, die bei einer Bewegung des 
Kerpers auf der Verbindungsgeraden von der Gravitation geleistet wird oder gegen 
die Gravitation aufzuwenden ist, je nachdem sich der Kerper im Sinn der An­
ziehung oder entgegengesetzt bewegt. Denn diese Arbeit ist, wie wir in 9, 11 sahen, 
gleich dem Flacheninhalt unter der Kraft-Weg-Kurve. 'Insbesondere ist es nicht 
ohne Reiz, die Arbeit auszurechnen, die erforderlich ist, um einen Kerper gegen 
die Schwerkraft" von der Oberflache der Erde nach dem Mond zu bringen, da 
Vorschlage zu derartigen Experimenten nicht selten von phantastisch veranlag­
ten Menschen gemacht werden. 

Der Flacheninhalt unter der Kraft-Weg-Kurve ist nach (FI 7) 

. MI-' ml-' 
F\I') = "--;- +" R -r + C. 

Wollen wir die Arbeit von der Oberflache der Erde aus rechnen, so muLl, wenn 
Wi1 mit a den Halbmesser der Erde bezeichnen, 

F(a) = ° 
sein. Danach bestimmt sich die Konstante C zu 

C = - "I-'(~ + ~--). a R-a 

Wir erhalten also fiir die Arbeit gegen die Schwerkraft, die wir von der Ober­
flache der Erde aus zll.hlen, den Ausdruck 

A (I') = _F~="I-'[(M - M) + (~- ~-)J. a I' R-a R-r 

Die Kurve der Arbeit A (r), die man durch "Oberlagerung der Teilkurven zeich­
net, beginnt mit dem Wert A (a) = ° und wachst mit wachsendem r bis zu der 

r 
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Stelle Yo = 0,9 R, wo die Kraft den Wert Null besitzt. Bier erreicht sie ihren Grollt­
wert. Bei weiter wachsendem l' nehmen die Ordinaten langsam ab, sie wtirden 
schlielllich negahv werden und flir l' ~ R gegen (- cx.) streben. Indessen haben flir 
die. Aufgabe nur die Werte bis l' = R - b Bedeutung, wo b der Halbmesser des 
Mondes ist. Die Ordinate A (R - b) hat nattirlich noch einen grollen positiven 'Nert, 
sie ·ist die.Gesamtarbeit, die bei der Uberftihrung des Korpers von der Erde auf den 
Mond erforderlich ist, und hat die Grolle 

A =A(R-b)="!lr(~-~~)+(~~- m)] 
La R-b R-a b 

[ M m J 
= "!l [R - (a + b)] a(R _ b) - b(R _ a) . 

Da a, b und auch (a + b) sehr klein gegen R sind, so erhalten wir cine sehr gute 
Naherung ftir diesen Wert, wenn wir R - a, R - b und R - (a + b) durch R er­
setzen. Es ist danach mit guter Naherung 

Der Gesamtbetrag der Arbeit ist die Differenz aus der Arbeit, die aufgewandt wer­
den mullte, urn den Korper von der Oberflache der Erde bis zu der Stelle l' = Yo 

zu bringen, und der Arbeit, die zurtickgewonnen wird, wenn sich der Korper von 
dieser Stelle bis zu der Oberflache des Mondes bewegt. 

§ 10. Der FHi.cheninhalt unter der Funktion y = a;2 ~ 1 • 

Die Kurve der Funktion 

(1) 

hat uberall positive Ordinaten, verlauft also ganz oberhalb der x-Achse. 
Sie besitzt bei x = 0 ihren Gr6J3twert y = 1 und £alIt von diesem Punkt 
aus symmetrisch zur y-Achse nach beiden Seiten hin ab, urn sich mit 
wachsendem absolutem Betrag von x der x-Achse immer mehr zu nahern. 
Die x-Achse ist Asymptote der Kurve. 

10, I. Annaherung der Flacheninhaltsfunktion durch rationale 
Funktionen. 

10, I I. Reihenentwicklung fur I x I < 1. Auch hier stellen wir uns 
die Aufgabe, den Flacheninhalt F~ zu berechnen, der von der Kurve, 
den beiden Achsen und der zur Abszisse x gehorigen Ordinate begrenzt 
wird. Fur die Berechnung dieses Flacheninhaltes konnten wir wie fruher 
das Flachenstiick durch Parallele zur Ordinatenachse in rechteckige 
Streifen zerschneiden, zu jedem Streifen das untere und obere Recht­
eck bilden und den Flacheninhalt zwischen die untere und die obere 
Rechteckssumme einschachteln. Der uns gelaufige Grenzprozel3 liefert 
dann den Flacheninhalt F; . Indessen wurde die Durchfiihrung des Grenz-
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iiberganges ziemlich miihsam werden. da sich fiir die Summen der unteren 
und oberen Rechtecke keine einfachen geschlossenen Ausdriicke an­
geben lassen. 

Viel bequemer kommen wir zum Ziel, wenn wir die Funktion in der 
gleichen Weise, wie wir es nach NIKOLAUS MERCATOR bei der Funktion 

y =..!.. taten, durch eine Folgeganzer rationaler Funktionen annahern. x 
Wir werden urn so mehr zu dieser Art der Behandlung gefiihrt. als 
die Funktion (i) schon selbst eine Gestalt der Art hat, wie sie N. MER­
CATOR fiir die Hyperbel erst kiinstlich herstellen mul3te. Wir filhren 
in (1) die Division aus und erhalten zuerst 

und wenn wir einen Schritt weitergehen: 

schlieI31ich allgemein nach n Schritten: 

x2n+2 
(2) Y = 1 - x2 + x' - x6 + - ... + (_·1)nx2n + (- 1)n+1 __ . 

1 + x 2 

Alle diese Formeln haben das Gemeinsame, dal3 die Funktion (1) dar­
gestellt wird als Dbedagerung einer ganzen rationalen Funktion 2n-ten 
Grades 

(2a) G2n (x) = 1 - x 2 + x' - + ... + (_1)nx2n, 

(n=O,f,2 ... ), 

die wir als Niiherungsfunktion der Nummer 2 n bezeichnen wollen, und ei­
ner zugeh6rigen Verbesserungs­
funktion 

x2n+2 
(2b) V2n(x)=(-1)n+11+X2' 

Der Zahler dieses Quotienten 
bewirkt, dal3 fiir aile x im Inter­
vall -1 < x < 1 der Absolut­
betrag der Verbesserungsfunk­
tion mit wachsender Nummer 
immer kleiner wird, dal3 also 

I V2n+2(X) I < I V2n(x) I Abb.81. 

gilt. Der Verlauf der Naherungsparabeln ist in Abb. 81 ersichtlich und 
an Hand der Darstellungen (2a) und (2b) leicht zu bestatigen. Fiir jede 
Abszisse x im Intervall - 1 < x < 1 k6nnen wir zu einer vorgegebenen 
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Genauigkeitsschranke e eine Nummer N ,bestimmen, so da/3 

(3) I I x2n+2 
V (x) =. ---- < e 

2n 1 + X2 

wird fUr aIle n, die der Bedingung n > N geniigen. 
Halten wir jetzt n fest und lassen wir 1 x 1 wachsen, so ist leicht zu 

sehen, da/3 dann auch 1 V 2n (x) 1 wachst. In der Tat ist 
, x*2n+2 _ x2n+2 +1.i'*2 x2(x*2n _ x2n) 
I V 2n (x*) 1 -I V 2n (x) 1 = - -. - (1+x*2f(l+ x2f-- > 0 

fiir 1 x* 1 > 1 x 1· Haben wir fiir eine bestimmte (positive) Abszisse 
x* (x* < 1) durch Wahl der Nummer n erreicht, da/3 1 V 2 n (x*) 1 < e 
wird, so ist erst recht 

1 V2n (x) i < e 

fiir alle x, deren absoluter Wert kleiner als 1 x* 1 ist. Es lal3t sich also 
eine Nummer N dem e so zuordnen, da/3 fiir das ganze abgeschlossene 

Intervall _ x* ;;:;; x < + x* 

die Ungleichung (3) erfiillt ist, sob aId n > N gewahlt wird. Das be­
deutet nach der auf S. 166 eingefiihrten Bezeichnungsweise: Die Nahe­
rungsfunktionen nahern die Funktion (1) in dem abgeschlossenen In­
tervall gleichmiifJig an. In dem ollenen Intervall 

-1<x<+1 
ist dagegen die Annaherung ungleichmiifJig. Man kann keine Nummer N 
angeben, so da/3 fiir aIle x des offenen Intervalls die Ungleichung (3) 
fUr n > N erfiiIlt ware. Denn wenn man mit einer noch so gro/3en gan­
zen Zahl N die Probe macht, so lassen sich immer Werte von x (nahe bei 
± 1) angeben, fiir die 1 V2n (x) 1 gr6/3er als e wird1. 

Wir k6nnen unser Ergebnis entsprechend der Bezeichnungsweise 
auf Seite 164 noch in dem Satze aussprechen: Die Funktion (1) kann 
in dem offenen Intervall - 1 < x < + 1 als Grenzwert einer ganzen 
rationalen Funktion dargestellt werden: 

y = lim (1 - x 2 + X4 - .x6 + - ... + (- 1)n x2n), 
n-HXl 

oder, was dasselbe bedeutet, in dem offenen Intervall haben wir fUr die 
Funktion die Darstellung durch eine unendliche Reihe 

y = 1 - x2 + X4 - x6 + - .... 
Freilich mu/3 man sich bei dieser Darstellung immer vor Augen hal­
ten, da/3 keine neue Erkenntnis gewonnen, sondern nur das obige Er­
gebnis in einer anderen Form ausgesprochen wird. Fiir den Anfanger 
ist diese Schreibweise sogar nicht ohne Gefahr, weil sein Blick dadurch 
von dem Wichtigsten der ganzen obigen Oberlegung abgelenkt wird, da/3 
wir namlich angeben k6nnen, wie hoch der Grad der ganzen rationalen 

1 
1 Naturlich ist in unserm Fall E < '2 zu nehmen. 
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Funktion sein muB, urn eine vorgeschriebene Genauigkeit zu erreichen, 
bzw., anders ausgedriickt, wie viele Glieder del' unendlichen Reihe man 
mitnehmen muB, urn die verlangte Genauigkeit zu erzielen, wahrend das 
durch die Formel (2) jedem unmittelbar vor Augen gestellt wird. Die 
Funktion (1) wird von den Naherungskurven G2 n (x) nur in dem Intervall 
- 1 < x < 1 angenahert, ahnlich wie wir es oben fUr die Hyperbel 

Y = 1 :~ kennengelemt haben. Wahrend aber bei der Hyperbel das 

Verhalten der Naherungskurven verstandlich war, weil die Hyperbel 
bei ~ = -1 ihren Pol hat, und diese singulare Stelle der Annaherung 
mit ganzen rationalen Funktionen Halt gebietet, mag es bei der von 
- 00 bis + 00 ganz regular verlaufenden Kurve einigermaBen unver­
standlich erschp.inen, daB die Annaherung bei x = + 1 bzw. x =-1 
aufhort. Ein tieferes Verstandnis dieser Erscheinungen laBt sieh 
in der Tat hier nicht gewinnen. Das wird erst moglich, wenn man zu der 
Theorie der Funktionen einer komplexen Veranderlichen iibergeht. 

Fiir das Intervall - 1 < x < + 1, in dem die Naherungskurven die 
Funktion (1) annahem, konnen wir nun mit ihrer Hilfe den Flachen­
inhalt F~ unter der Kurve in einfachster Weise ermittcln. Denn wenn wir 
nach (2) y als Uberlagerung einer ganzen rationalen Funktion und der 
zugehorigen Verbesserungsfunktion darstellen konnen, so muB der 
Flacheninhalt F~ sieh als Summe der Flacheninhalte unter den beiden 
iiberlagerten Kurven ausdriicken. Es ist also 

(4) 
x3 x5 x7 x2n+l 

F Z = x - -- + -~ - - + - " " " + (- 1)n -- + R (x) o 3 5 7 2 n + 1 2 n+l , 

wobei R2 n+l (x) der von Null bis x genommene Flacheninhalt unter der 
zur Verbesserungsfunktion (2b) gehorigen Kurve ist. Da nun aber fiir 
I x I < 1 die absoluten Werte der Ordinaten dieser Verbesserungskurve 
in dem ganzen Intervall von 0 bis x durch geeignet groBe Wahl von n 
beliebig klein gemacht werden konnen, so schlieBen wir, daB auch der 
zugehorige Flacheninhalt R2n+l (x) durch hinreichend groBe Wahl der 
Zahl n beliebig klein gemacht werden kann. Urn diese Vermutung zu 
beweisen, brauchen wir den Flacheninhalt R 2n+l (x) gar nicht exakt zu be­
rechnen, sondem konnen seine GroBe abschatzen. Offenbar ist I R2n+l (x) I, 
wenn wir x als positiv voraussetzen, der Flacheninhalt unter der Kurve 

. x2n+2 

IV2n (x) I = 1 +X2" 

Da aber (1 + x 2) groBer als 1 ist, so ,ist dieser Flacheninhalt sieher 
kleiner als der entsprechende Flacheninhalt unter der Kurve 

'YJ = X 2n+2, 

den wir ohne weiteres angeben konnen. Wir erhalten somit die Ab­
schatzung 

(4a) 
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Man erkennt unmittelbar, daC aus Symmetriegrtinden diese Formel 
auch fUr negatives x in dem Intervall - 1 < x < + 1 gilt. Es laCt sich 
also fUr I x I < 1 zu jeder positiven Zahl B stets eine Nummer N* an­
geben, so daC 

IR2n+l(x) i < B 

wird fUr aIle n, die der Bedingung n> N* gentigen. Diese Behauptung gilt 
hier sogar noch fUr x = ± 1 und verliert ihre Gtiltigkeit erst fUr I x I > 1. 
Damit haben wir F~ in dem geschlossenen Intervall - 1 ~ x < + 1 
durch den Grenzwert einer ganzen rationalen Funktion fUr n ~ 00 dar­
gestellt, und dies meint man, wenn man F~ als unendliche Reihe in der 
Form 

%3 %5 %7 

F~=x--+---+- ... 
3 5 7 

schreibt. 
SchlieClich wollen wir noch einen Blick darauf werfen, daC die Folge 

der Naherungsfunktionen des Flacheninhalts, bzw. die entsprechende 
Reihe, den Flacheninhalt auch noch fUr die Grenzen x = -1 und x = + 1 
des Intervalles darstellen, wahrend die Kurve von ihren Naherungs­
funktionen an diesen Grenzen ,,des Intervalles nicht mehr dargestellt 
wird. Offenbar hangt das davon ab, daC die gute Annaherung an die 
Kurve mit wachsender Nummer der Naherungsfunktion bis dicht an 
die Grenzen des Intervalls erzwungen wird und erst in der unmittelbaren 
Nahe der Grenzen die Abweichung von der absoluten GroCe t zwischen 
Kurve und Naherungsparabel erzeugt wird. Das hat auf den Flachen­
inhalt aber nur so geringen EinfluC, daC die Flacheninhaltsfunktion 
durch ihre Naherungskurve auch noch fUr die Grenzen x = + 1 und 
x = - 1 dargestellt wird. 

10, 12. Reihenentwicklung fUr I re I > 1. Fur \Verte von x, deren 
absoluter Betrag groCer als 1 ist, konnen wir auf dem angegebenen 
Wege den Flacheninhalt F~ unter der Kurve nicht mehr auffinden und 
mtissen nach einem anderen Weg suchen. Es gelingt auch leicht, eine 
Folge von Naherungskurven anzugeben, die die Funktion (1) fUr I x I > 1 
annahern. Sie sind freilich keine ganzen rationalen Funktionen mehr, 
aber in ihrer Eigenschaft uns eben falls wohl bekannt. Wenn wir namlich 
im Divisor die Reihenfolge der beiden Summanden andern und 

1: (X2 + 1), 
statt wie frtiher 

1: (1 + x 2) , 

nach dem elementaren Divisionsverfahren ausdividieren, so erhalten wir 
zuerst 

1 %2. Y = -- - ------
%2 %2 + 1 ' 
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darauf 
1 1 x' 

Y = Xl - x' + Xl +1 ' 
also schlieBlich nach n Schritten: 

1 

(5) 
1 1 1 1 Xh 

Y = -- - - + - - + ... + (- 1 ) .. -1_ + (- 1)" --. 
Xl x' x6 Xl.. -r2 + 1 

Wir fassen dies auf als eine Erzeugung der Funktion (1) durch 'Ober­
lagerung einer N iiherungsfunktion 

(5 a) ( 1) 1 1 1 1 H - = - - - + - - + ... + (- 1)n-l __ 2 n x xl x' x6 x2 .. 

und einer Verbesserungsfunktion 

1 

(5b) 
X"ift 

W 2 n (x) = (- 1)n 1 + Xl 

und betrachten zunachst die Beziehung 
der Folge der Naherungsfunktion, die 
jetzt Oberlagerungen allgemeiner H y­
perbeln sind, zu unserer 
Kurve. Flir Werte von 
x, die absolut groBer 
als 1 sind, nimmt offen-
bar die GroBe der Ver-
besserung nach (5 b) mit 
wachsender Nummer nab, und es gilt 

lim W 2n (x) = 0 (Ixl > 1). 
n ...... oo 

AI 
... : 
-1 

/Iat.r:J Y H,fzJ 
i I \ i 
:1 \: 
'I ' , \' 'I ' :, \i 
I, \i 
!/ \\ 
!I \\ 
iI \\ 
V \ 

o 

I 
I 
I: 
f! 
I! 

Die Naherungsfunktionen stellen also I: 
lit flir 1 xl> 1 die Funktion (1) mit ~I 

wachsender N ummer immer besser Hq(:&) .'far.&J 
~ ~a 

Der VerIauf der Naherungskurven ist leicht zu libersehen (Abb. 82.) 
Allgemein gilt, daB an jeder Stelle'l xl> 1 die Naherungsfunktion 

H 2n +2 (:) weniger von der Kurve abweicht als die Naheningsfunktion 

H 2 n ( -:i ), well die Verbesserung 

I W 2 .. +2(X) I < I W2n (x) I 
wird, sobald 1 xl> 1 ist. Fassen wir eine feste Stelle x (I xl> 1) ins Auge, 
so konnen wir zu jeder (noch so kleinen) positiven GroBe e eine N ummer N 
so bestimmen, daB 
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wird fur aIle Nummern n > N. Die zu e gehorige Nummer N ist urn so 
kleiner, je gro/3er I x list, und sie erhalt groile und gro/3ere Werte, wenn x 
naher bei + 1 bzw. - 1 gewahlt wird. In dem offen en Intervall I x I > 1 
urn den unendlich fernen Punkt haben wir daher eine ungleichmiipige 
Anniihe1'ung, weil sich keine endliche Nummer N angeben la/3t, so da/3 
fur aIle x aus diesem Intervall die Ungleichung gleichzeitig fur n > N 
erfiillt ist. Bestimmen wir dagegen zu einem Wert x*, des sen ab­
soluter Betrag gro/3er als 1 ist, die zugehorige Nummer N, so ist diese 
Nummer gewi/3 auch fur aIle x ausreichend, deren absolute Betrage gro/3er 
als I x* I sind. Wir konnen also fiir den Bereich I x I > I x* 1, den wir 
als abgeschlossenes Intervall urn den unendlich fernen Punkt auf­
fassen, eine Nummer N angeben, so da/3 die Ungleichung fiir aIle x 
des Intervalls erfullt ist. In diesem Intervall haben wir also eine gleich­
maBige Annaherung. 

Unser Ergebnis konnen wir auch so ausdriicken: Fur I x I > 1 laBt 
sich die Funktion (1) als Grenzwert darstellen gemaB 

y == lim (_1 __ ~ + ~ __ + . . . + ( _ 1 t- 1 _~_) , 
n-)ooo x2 Xi x 6 x2n 

oder was dasselbe bedeutet, als unendliche Reihe 

1 1 1 
Y = x2 - x'+ X6 - + .. '. 

Wegen I W2n (x) I < X2!+:i ist der Fehler, den wir machen, wenn wir die 

Reihe mit einem bestimmten Gliede abbrechen, seinem absoluten Be­
trage nach kleiner als der absolute Betrag des ersten nicht mehr mit­
genommenen Gliedes der Reihe. 

In der gleichen Weise, wie wir oben vorgegangen sind, konnen wir 
nun die Vberlagerung (5) 

y =X2~~ = H2n (:) + W 2n (x) 

benutzen, urn den Flacheninhalt unter der y~K.urve zu berechnen. Frei­
lich k6nnen wir dann die Flacheninhaltszahlung nicht mehr bei x = 0 be-

ginnen, da fur x = 0 H2n(~-) und W 2n (x) den Sinn verlieren. Wir be­

ginn en die Flacheninhaltszahlung an einer Stelle x > 0 und konnen als 
obere Grenze x = 00 wahlen, da un sere Kurve (1) ganz zwischen der x-

Achse und der allgemeinen Hyperbel y = ~2 verlauft, fur die der ent­

sprechende Flacheninhalt einen endlichen Grenzwert besitzt. Da der von 

x> 0 bis 00 gerechnete Flacheninhalt unter der Kurve y = :p (P > 2) 

gleich p ~ 1%1-=:1 ist, so ergibt sich fur den entsprechenden Flachen-
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inhalt unter der Naherungsfunktion (Sa) der Wert 

1 1 1 1 1 I 1)n.'l 1 1 
X _. "3 xii + 5' x5 - T ••. + (- 2 n - 1 x 2n - 1 ' 

Da ferner die Ordinaten der Verbesserungsfunktion (Sb) (absolut genom­
men) tiber all kleiner als die der Funktion 

1 
'YJ = z2n+2 

sind, so erhalten wir ftir den Flacheninhalt R;n-l (x) unter der Verbesse­
rungfunktion W2n (x) die Abschatzung 

(6a) (x> 0) 

Danach wird 

(6) Fa) - ~ - ~ ~ ·t ~.! - + ... + (_ 1 )n-l_1 - __ 1 - + R* (x) x - x 3 x3 5 x5 2n-1 X2n-1 2n-l , 

wobei ftir Rin-l(X) dieAbschatzung (6a) gilt. 1st nun x> 1, so geht Rin-l (x) 
mit wachsender Nummer gegen Null. Auch ftir die Abszisse x = 1 selbst 
bleibt das noch richtig. Wir erhalten damit flir I x I > 1 die DarsteIlung 

F trJ = lim (~_ ~~ + ~_! + _ ... + (_1)n-l_1 ____ 1_) 
x n-+ ex> X 3 x3 5 x5 2 n - 1 x2 n-l 

oder, was genau dasselbe bedeutet, die unendliche Reihe: 

co 111·1111 
F., = x - "3 x3 + 5' %5 - '7 x7 + - . . . . x > 1 

10, 13. Weitere Vereinfachungen. Wir stellen nun die beiden Fotmeln 

(7a) 

(7b) (x 2: 1) 

nebeneinander und erteilen in beiden x den flir be ide zulassigen Wert 
x = 1. Dann erhalten wir 

(7c) F~ = 1 - + + + -+ + - ... = F'l 

Abb.83. 

und haben damit die wichtige geometrische Tatsache festgestellt, 
daB der unter der Kurve (1) gelegene Fliicheninhalt Fe; durch die zu der 
Abszisse x = 1 gehiirige Ordinate halbiert wird (Abb. 83). 
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Damit sind wir nun auch imstande, den Flacheninhalt F~ fi.ir ein x 
anzugeben, das groBer als 1 ist. Denn wir konnen in diesem Fall 

F~ =Fo-F~ 

schreiben und haben somit 

(8) F~ = 2F~ -F;;, 

(x> 1) 

(x> 1) 

worin sich nach unseren Ubedegungen beide Summanden der rechten 
Seite ohne weiteres berechnen lassen. 

Aus den Formeln (7a) und (7b) laBt sich aber noch vie I mehr ablesen. 
Wahlen wir namlich einen positiven Wert von x - nennen wir ihn ~ -', 
der kleiner als 1 ist, dann ist 

Da der reziproke Wert ~ groBer als 1 ist, so bekommen wir aus (7b), 

wenn wir 

x= .; 
setzen, 

00 1 3 1 1 Fl' = ~ - - ~ + - ~5 __ ~7 + - .. " 
T 3 5 7 

und haben das wichtige Ergebnis 

(8a) 

in dem die Gleichung (7c) fi.ir x= 1 als Sonderfall enthalten ist. 1st 

x > 1, so ersetzen wir in (8a) x durch -~, das ja dann kleiner als 1 ist und 
x 

haben 

(8b) F: =F~. (x> 1) 

Die Gleichung F~ = 2F~ -F: laBt sich somit zu 

(9) F~ = 2FJ -Fox (x> 1) 
vereinfachen. 

Diese Formel liefert eine starke Verininderung der Rechenarbeit, 
wenn wir die Flacheninhaltsfunktion F~ zu der Kurve (1) mit einer be­
stimmten Genauigkeit in einer Tabelle darstellen wollen. Denn wir 
brauchen den Flacheni:nhalt nur fi.ir die Abszissen zwischen 0 und 1 zu 
berechnen, urn ihn vermoge der Formel (9*) sofort auch fi.ir die Werte 
von x > 1 angeben zu konnen. Beispielsweise haben wir 

1 

F~ = 2F~ -fr 
Bei der Berechnung dieser Flacheninhalte wird die Ermittlung von F5 
nach (7c) die groBte Rechenarbeit verursachen. 
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Wir mussen daher versuchen, die analytische Natur der Flachen­
inhaitsfunktion zu erforschen, urn von da aus eine Berechnung von F~ 
zu ermoglichen, die weniger Rechenarbeit erfordert. 

10,2. Deutung der FUicheninhalts{unktion am Kreis; 
die Funktion arc tg ~. 

Die Flacheninhaltsbestimmung bei unserer Kurve lal3t sich in einen 
eigentumlichen Zusammenhang bringen mit der Flacheninhaltsbestim­
mung beim Kreis. Urn den Zusammenhang moglichst unmittelbar ein­
zusehen, wahlen wir die Einheiten auf der x- und y-Achse gleich groBl. 
Dazu gehen wir von der gewohnlichen Rechtecksschachtelung aus. 
Ein Streifen .,1F zwischen den Abszissen x und (x + .,1 x) wird zwischen 
das zugehorige untere und obere Rechteck gemaB der Formel 

(10 ) Llx AF Llx 
a 1 + (x + Ll X)I < LJ < 1+ Xl 

eingeschachtelt. Wir konnen uns nun die Aufgabe stellen, die analyti­
schen Ausdrucke fUr das obere und untere Rechteck aus der Strecke x 
und der Spanne .,1 x mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, ohne auf die 
Kurve selbst zuriickzugehen. Dazu schreiben wir die Ungleichung (1 Oa) 
zweckmaBig in der Form 

1 Llx t Llx 

it + (x+ LlX)lf1 + (X+LlX)8 < .,1F < J'1+x2l'1 + Xl· 

Die GroBe -Vi + x 2 ergibt si~h unmittelbar als Lange der Strecke 
H P, die den Punkt x der Abszissenachse mit dem hOchsten Punkt der 
Kurve x = 0, y = 1 verbindet. 

Urn die verkurzte Differenz u-t/zt 
A Llx k . . h 

LJ g = ,,---= zu onstrUleren, zelC -
,1 + x2 

nen wir den Einheitskreis urn den 
Punkt H, der von den Strahlen H P :J: 

und H P* in den Punkten Q und Q* 
geschnitten wird, und ziehen durch Q U 

und Q* Parallelen zur x-Achse 
(Abb. 84). Die Betrachtung ahnlicher 
Dreiecke liefert dann sofort die 
Proportionen 

.,1x: f1+X2 = .,1g: 1 

.,1x: -.'1+ (x + .,1X)2 = .,1g*: 1. 

o 

Abb.84. 

Der doppelte Flacheninhalt des Dreiecks mit der Grundlinie .,1 g, bzw . 
.,1 g*, und der Spitze H sind offenbar inhaltsgleich dem oberen bzw. dem 

1 Dies ist sinnvoll, da x und y reine Zahlen sind (vgl. S. 228). 
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unteren Rechteck unserer Einschachtelung (lOa), denn die Hohen u 
und u* der beiden Dreiecke bestimmen sich aus den Proportionen: 

": 1 = 1: Y1+X2 
u*:1 = 1: {t + (X-+L"lX)2. 

Wir erhalten also: 

1 Ll) Llx 
2(2" g =1+X2' 

Bedenken wir nun, daJ3 der Kreissektor Ll 5, den die beiden Verb in dungs­
linien H P und H p* im Einheitskreis urn H bestimmen, offenbar ein­
geschachtelt ist zwischen den Flacheninhalten der Dreiecke HQ 5 und 
H 5* Q*, die wir als zugehoriges ii#fJeres und inneres Dreieck unter­
scheiden wollen, so gewinnen wir die Ungleichungen 

Llx Llx 
(10 b) 1-+T~.+LJ X)2 < 2 Ll 5 < 1 "+x2 . 

Zu jedem einzelnen Streifen der Kurve zwischen den Abszissen x und 
x + Ll x gehOrt ein Sektor des Einheitskreises, und die Formel (10b) 
zeigt, daJ3 der doppelte Flacheninhalt dieses Sektors eben so zwischen 
dem zum Streifen gehorigen unteren und oberen Rechteck. eingeschach­
telt wird, wie der Flacheninhalt Ll F des Streifens selbst. 

Grenzen wir nun durch Wahl eines Punktes P der x-Achse mit der 

Abszisse x einen bestimmten Flacheninhalt F"o unserer Kurve y = _1._2 
1 + x 

y 

oX 

ab, so bestimmt die Verbindungslinie H P einen 
Punkt Q des Kreises,und es ist jetzt leicht zu 
sehen, daJ3 

F~ = 2· Kreissektor HOQ 
ist. Denn schachteln wir den Fla­
cheninhalt F~ zwischen einer un­
teren und oberen Rechteckssumme 

oX ein, so ordnen wir, indem wir die 
Abb.85. Teilpunkte von OP durch Verbin­

den mit dem Punkte H auf den Kreisbogen OQ iibertragen, der oberen 
Rechteckssumme eine auJ3ere Dreieckssumme (Abb.85) und der unteren 
Rechteckssumme eine inn ere Dreieckssumme zu. Der Kreissektor 
HOQ ist zwischen der auBeren und inneren Dreieckssumme in der 
gleichen Weise eingeschachtelt, wie der Flacheninhalt F~ zwischen 
der oberen und unteren Rechteckssumme. Da der Grenziibergang 
auf einen eindeutig bestimmten Zahlwert fiihrt, so miissen beide 
Flacheninhalte einander gleich sein. Nun gehort aber zum Sektor 
ein Kreisbogen, und der Zahlwert des Bogens ist doppelt so groJ3 wie 

der des Sektors. Der Bogen w = 6Q hat also den gleichen Zahlwert 
wie der Doppelsektor, d. h. wie der Flacheninhalt F selbst, so daJ3 



10,2. Deutung der Flacheninhaltsfunktion am Kreis. 24J 

der Flacheninhalt F unter der Kurve y = _+1 2 und der Bogen w 
1 x 

des Einheitskreises ube~einstimmen. J eder Flacheninhalt F bestimmt 

einen Bogen w des Einheitskreises, und dieser Bogen w = OQ wird durch 
die Strecke 0 P = x auf der Tangente des Kreises in 0 gekennzeichnet. 
Man schreibt daher auch kurz 

x = tgw 

und meint damit, daJ3 x durch den Bogen des Einheitskreises von der 
Lange w al;; Tangente in der Weise bestimmt ist, wie es die Abb. 85 
zeigt. 

Hiernach erklart sich der flir die Flacheninhaltsfunktion gebrauch­
liche Name 4 rcustangens, in Zeichen: 

(11) F~ = w = arc tg x. 

Das solI heHlen: Der Zahlwert des Flacheninhalts F~ ist gleich dem Zahl­
wert des Bogens (arcus), des sen Tangente die Lange x besitzt. In dieser 
Schreibweise,bedeutet danach arc den Nominativ von arcus, wahrend tg 
als Genetiv von tangens aufzufassen ist. In England ist die Schreib­
weIse 

F~ = arc (tg = x) 

ublich, die etwas deutlicher den Sachverhalt zum Ausdruck bringt, da~ 
das zweite und dritte Zeichen auf der rechten Seite den Relativsatz: 
"dessen Tangente gleich x ist" vertreten. Die Schreibweise (11) darf den 
Anfanger nicht dazu verleiten, die Zeichen tg x in derWeise zu ver­
einigen, wie er es aus der elementaren Trigonometrie gew6hnt ist, und 
zu glauben, daJ3 es sich hier urn die Tangensfunktion der Veranderlichen 
x handelt, wahrend es doch umgekehrt bedeuten solI, daJ3 die Tan­
gensfu~ktion den Wert x annimmt (tg = x). 

Die Flacheninhaltsfunktion arc tg ist ebenso wie die In-Funktion 
eine transzendente Funktion, die im Interva11 -1 < x< + 1 durch den 
Grenzwert einer ganzen rationalen Funktion, die Potenzreihe in x 

(7a*) 
1 1 1 

arc tg x = x -3 x3 + 5 x5 - 7 x7 + - ... I x I < 1 

dargestellt wird. Ihre Haupteigenschaften sind gegeben durch die For­
mel (9*), die jetzt 

(9*) 

lautet. 

1 arc tg x = 2 arc tg 1 - arc tg _.­x 

Fur x = 1 ist der zugehorige Sektor ein halber Quadrant, so daJ3 der zu­

geh6rige Bogen w des Einheitskreises die Lange ~ besitzt und wir 
:rt 

F~ = arc tg 1 = 4" 
Prange. v. Koppenlels, Integral. nnd Diflerentiairechnung. 16 
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erhalten. Damit verwandelt sich (9*) in 

(9**) 
:II: t 

arc tg x = -2- - arc tg x· 

Aus (7a*) entnehmen wir fUr x = 1 

(12) :II: 1 1 t --=1--+··-----+-··· 
4 3 5 7 

Ais es LEIBNIZ etwa urn 1685 gelang, die Zahl n statt durch den 
komplizierten (wenn auch numerisch rascher zum Ziel fiihrenden) 
GrenzprozeB des ARCHIMEDES durch den GrenzprozeB (12) auf­

!I 
zufinden, cler nur rationale Zahlen beniitzt, 
war damit eine bedeutsame Erkenntnis ge­
wonnen. Die Reihe (12) wird als die Leib­
nizsche Reihe lur n bezeichnet. Freilich 
ist die Reihe fUr die numerische Berech-

nung von ~ sehr ungeeignet. Urn sie durch 

eine bessere Darstellung zu ersetzen, ziehen 
wir einige elementargeometrische Eigenschaf­

oX' ten des Kreises heran. 
Abb.86. Tragen wir namlich von A aus (Abb. 86) 

in dem Kreis den Halbmesser A B ab, so 
nehmen wir ein Sechstel des Kreisinhaltes fort, und der Sektor 

OH B hat den Flacheninhalt ~ - :11:6 =~. Das von B auf HO gefallte 
4 12 

Lot Q B ist danach gleich der halben Seite des eingeschriebenen Sechs-
ecks, also Q B = !, und wenn wir die Verlangerung von H B mit det 
x-Achse in C zum Schnitt bringen, so ergibt sich OC = x aus der Pro­
portion 

x:QB = HO:HQ 
oder 

-x· 1 -" 1 .] ''"'3-"2 - .2" y •• 

Zu x = 1_ gehort also der Sektor vom Flacheninhalt "1;. 
l3 

Wir haben also 
1 :II: arc tg -- == --r)" 6 . 

Setzen wir in der Reihenentwicklung (7a*) x = r~ ein, so finden Wlr 

:II: 1 1( 111111 ") (f2a)C; = arc tg l'3 = r:3 1 -- "3 -3- + '5- -32 - -7" -fa + - . .. . 

Brechen wir hier mit dem Glied ± ~ 2 n ~ 1 };; ab, so ist der F ehler 
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absolut kleiner als das folgende Glied [vgl. (4a) S. 233], also 

IR 1<~_1 __ 1_ 
.. t3"2n+33"+1' 

Wollen wir arc tg ;3 = ~ auf flinf Dezimalen genau haben, so mussen 

wir n so groB wahlen, daB 
1 1 1 5 

l"32n+3 3"+1 < 106 

wird. Das ist sicher der Fall flir n = 8. Wir brauchen also nur die ersten 
neun Glieder in der Klammer zu berucksichtigen und jedes von ihnen 
nur auf 7 Dezimalen zu berechnen. 

Damit ist auch arc tg 1 (= :) miihelos 

bestimmbar. 
Es bleibt nun zu ubetlegen, wie man 

bei der Berechnung von arc tg x vor­
zugehen hat, wenn x nahe bei 1 liegt. 
Wir mach en uns die Verhaltnisse am 
Kreis klar (Abb. 87) und verbinden 
den Mittelpunkt H des Einheitskreises 
mit den Punkten A (x = 1) und Q 
(Abszisse x < 1) der x-Achse, wobei 
die Verbindungslinie H A und H Q den 
Kreis in B bzw. R schneiden moge. 
Dann ist 

7C 
- - arc tg x = 2· Sektor BH R . 

'" 

y 

Abb.87. 

Den Flacheninhalt dieses Sektors (der schmal ist, wenn x nahe bei 1liegt) 
konnen wir leicht berechnen, wenn wir ihn in die Lage S H 0 drehen. Be­
zeichnen wir den Tangentenabschnitt 0 U, der gleich B V sein muB, 
mit t so wird 

(13 a) 
7C 

arc tg e = 4 - arc tg x . 

Die Ermittlung von ~ gelingt leicht an Hand der Abb. 87. Wir fallen 
vom Punkte Q auf die Gerade H B das Lot mit dem FuBpunkt W 
und haben dann in Q W A ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck 

vor uns mit der Hypotenuse (1- x), dessen Katheten die Lange 1 ~x 

besitzen. Da ferner A H gleich Y2 ist, so finden wir die Proportion 

1 - x (,r;; 1 - X) e: ~2 = H B:HW = 1: r2 - l2 ' 
also 

(13 b) 
16* 
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Aus (13a) und (13b) folgt 

arc tg x = ~- - arc tg (~---.:)* . 
4 1 + x ' 

und diese Darstellung kurzt die Rechenarbeit wesentlich ab, wenn x nahe 

bei 1 liegt, da dann ~+---=-~ sehr klein ist und zur Berechnung von 
1 x 

arc tg ~+~x nur wenige Glieder der arc tg-Reihe erforderlich sind. 
1 x 

Aus (13) gewinnen wir auch eine noch einfachere Berechnung von n, 
d . 1 . d 1 - x 1 d 'b' h enn setzen Wir x = 2' so Wir 1+; = 3' un es ergi t SIC 

]I; 1 1 
(12b) 4 = arc tg-2- + arc tg 3' 

die von dem genialsten der zahlreichen groBen Mathematiker des acht­
zehnten Jahrhunderts, LEONHARD EULER (1707-1783), angegeben, 
wurde. Nun ist 

1 1 1 1 1 1 1 1 
arctg-i =2- - '3-23 + 5 20 -]2.7 + - ... 

Wollen wir eine Genauigkeit von funf Dezimalen erreichen, so muB der 
absolute Betrag des erst en nicht mehr mitgenommenen Gliedes der 
Reihe 

1 1 5 
2n+322"+3 < 106 

sein. Das ist fUr n = 6 gewiB erfUllt. Fur alle I x I < t ist die Anzahl der 
mitzunehmenden Glieder niemals groBer als 7, und wir brauchen die 

einzelnen Glieder hochstens 
auf 7 Dezimalen zu rechnen. 
Fur kleinere x sind naturlich 

,x' weniger Glieder erforderlich. 

Die Berechnung der Funk­
tionswerte arc tg x erfolgt so, 
daB man fUr 0< x < 0,5 die 

~ Reihe (7a*) nimmt, fUr 0,5 <x 
-------,-----:;ofn--+-----~,x < 1 mit der Umformung (13) 

arbeitet und schlieBlich fur 
-====---___ ---1---________ x> 1 die Formel (9**) heran­

Abb,88, zieht. 
Da die Funktion arc tg x ungerade ist, so ist hiermit ihrVerlauf auch fUr 

negative x bestimmt. 
Die Kurve geht fUr x = ° durch Null, steigt fUr positive x an und 

erreicht fUr x = 1 den Wert -;-. Bei weiterem Wachsen von x nahert sie 

* Diese Formel ist ein Sonderfall des sog. "Additionstheorems" des Arcus­
tangens 

Vgl. 17. 3. 
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sich asyrnptotisch der im Abstand-i zur x-Achse gezogenen parallelen 

Geraden (vgl. Abb. 88). Flir negative x verlauft die Kurve entsprechend 
als ungerade Funktion. Wir konnen in jedem Punkt sogleich die Tan­
gente zeichnen, denn deren Steigung ist ja nach dem Fundamentalsatz 

gleich der Ordinate der Ausgan;skurve y = 1 ~ x 2 ' sie nimmt von dem 

Wert 1 (bei x = 0) ab und nahert sich flir 1 x 1- 00 dem Wert Null, 
entsprechend dem Auftreten der beiden horizontalen Asymptoten im 

n 
Abstand ± 2' 

10,3. Die Funktion ;v = tg w. 
Die Untersuchung der Flacheninhaltsfunktion w = F~ = arc tg x zu 

der Funktion y = _~+' 2 entsprach ganz der in § 6 durchgeflihrten Be-
l x 

handlung der Funktion In x als FHicheninhaltsfunktion der gewohnlichen 

Hyperbel y = -:-. Gerade so, wie wir dann in § 8 von der In-Funktion 

zur Exponentialfunktion eO: libergingen, konnen wir hier die Flachen­
inhaltsfunktion umkehren. d. h. fragen, wie groB die Abszisse x ist, die 
zu einer vorgeschriebenen GroBe w des Flacheninhaltes (also des Kreis­
bogens) gehort. Diese Funktion 
(14) x=tgw 

ist aus der Trigonometrie wohlbekannt. Der einzige Unterschied besteht 
darin, daB das Argument (der Winkel) w im Elementarunterricht meist 
im "GradmafJ" gem essen wird, wahrend wir hier mit dem "BogenmafJ" 
(Lange des Bogens des Einheitskreises) arbeiten1. 

Die Tangensfunktion ist eine ungerade Funktion. We it ere Eigen­
schaften erhalten wir leicht aus denen des Arcustangens. Aus (9**) ge­
winnen wir, wenn wir x = tg w einflihren, 

w = !!.. - arc tg (_1_) 
2 tgw 

bzw. 

tg(!!.. -w) =_, 
2 tgw' 

wofiir man in der elementaren Trigonometrie ctg w schreibt. Setzt man 

so erhalt man 

n 
W = V - 2' 

tg(n - v) = __ 1_ = ___ , __ = - tgv. 
tg (v - ~) tg (% - v) 

1 Der Vollwinkel 360° hat. ins BogenmaB ubertragen. die GroBe 2 n, und all­
gernein gilt die Proportion 
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Freilich wtirde diese Formel zunachst keine unmittelbare Bedeutung 

besitzen, denn die Funktion x = tgw ist nur im Intervall - ~ < w < + ~ 
definiert, dem nicht beide Werte (n - v) und v angehOren konnen. 
Man kann diese Formel aber bentitzen, urn die Funktion tg w auch fUr 
andere Werte von w als die dieses Intervalles zu erklaren. Dazu wird 
man III ihr zweckmaJ3ig (- v) durch w ersetzen und hat dann 

(15) tg(n + w) = tgw. 

i3t die Funktion tg w in dem Intervall - -~ > w > -i bekannt, so wird 

sie durch diese Periodizitiitslormel auch in dem Intervall ~- < w < 321"C er­

klart, und zwar nimmt sie in diesem Intervall -die gleichen Werte wie in 

dem Intervall -~ < w < -i an. Lesen wir die Formel (15) von rechts 

nach links, so ermoglicht sie entsprechend die Erklarung der Funktion 

tg w in dem Intervall - 321"C < W < - ; . Da ferner 

tg(2n + w) = tg(n + w) = tgw 

ist, so sehen wir, daB wir die Funktion tg auch in dem Interva1l 3
21"C < w < 521"C 

IC erklart hab~n, und so fort-
schreitend laJ3t sie sich 
dann offenbar fUr aIle 
Werte von x = -00 bis 
+ 00 erklaren. Die Funk­
tion ist, wie man sagt, 

+-::-:;~-d--=+--:;t----;;f.;--=+-r--+=--?:::--+~ periodisch mit der Peri­
W ode n, d. h., teilen wir die 

w-Achse in Strecken der 
Lange n, so ist der Ver­
lauf der Kurve, die die 
Funktion darstellt, in 

Abb. 89. allen Streifen der gleiche 
(Abb.89). 

Dieser Gedanke, die Funktion x = tg w als eine p~riodische Funktion 
aufzufassen, ist durchaus im Einklang mit ihrer Deutung am Einheits-

---.. 
kreis. Denn hier liegt es nahe, den Doppelsektor bzw. Bogen OP des 
Kreises, der die unabhangige Veranderliche darstellt, nicht auf das 

Intervall von - ~ bis + ~, d. h. den unteren Halbkreis, zu be-

schranken (vgl. Abb. 90). Lassen wir aber w tiber + ~ hinaus wachsen, 

so geht der Abschnitt der Tangente OQ = x von sehr groBen positiven 

zu sehr groBen negativen Werten tiber. Es nimmt also x fUr ~- < w < n 
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die gleichen Werte an wie fUr - .~. < w < O. Entsprechendes gilt, wenn w 

uber den Wert ( - ~) von unten auf den oberen Halbkreis ubertritt. 

Wenn wir in dieser Weise fUr w das Intervall - n ~ w < + n einge­
fUhrt haben, s6ist der ganze Kreisumfang ausgeschopft. Aber es hindert 
uns nichts, den Kreis in der einen wie in der anderen Richtung ein zweites, 
ein drittes usw. Mal zu durchlaufen und so fur w den Wertebereich von 
-00 bis + 00 einzufUhren. Dabei wiederholen sich naturlich die Werte 
der Tangensfunktion. Sie ist periodisch mit der Periode n. 

Diese Periodizitiit der Tang~ns!unktion laJ3t nun umgekehrt die 
Funktion Arcustangens als eine unendlich vieldeutige Funktion erscheinen. 
Denn zu einem Punkte Q auf der Tangente gehoren unendlich viele Werte 
des Kreisbogens, die sich urn ganzzahlige (positive und negative) Viel­
fache von n unterscheiden. Die Kurve der Funktion, die diese Viel­
deutigkeit zur Darstellung bringt, erhalten wir aus der Kurve der Tan­
gensfunktion (Abb. 89), indem wir sie urn die Mittellinie des ersten und 
dritten Quadranten umklappen. Von diesen unendlich vie len Kurven­
zugen, die ubereinanderliegen, pflegt man denjenigen, den wir oben als 

Flacheninhaltsfunktion F~ der Kurve y = 1 ~ x2 bestimmt haben, als 

den Hauptwert des Arcustangens zu bezeichnen. 
Die Kurve der Umkehrfunktion x = tg w zeigt an den Stellen 

das gleiche Verhalten wie die Hyperbel 

1 
Y=­x 

5.71: 
±Z' ... 

an der Stelle x = o. Wir werden daher sagen konnen, daJ3 die Tangens­
funktion an den angegebenen Stellen einfache Pole besitzt. Sie erscheint 
so als transzendente Verallgemeinerung der gebrochen rationalen Funk­
tionen, bei denen Pole in endlicher Zahl auftreten. 

Nun laJ3t sich, wie wir wissen, jede gebrochene rationale Funktion 
als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen darstellen, die keine 
Pole besitzen, sondern fUr endliche Werte der unabhangigen Verander­
lichen nur Werte annehmen, die ebenfalls endlich sind. Die Pole einer 
gebrochenen Funktion entsprechen dabei den Nullstellen des Nenners. 
Ganz von selbst kommen wir so zu der Frage, ob sich nicht auch die 
Tangensfunktion als Quotient zweier Funktionen darstellen lasse, die 
beide fUrendliche Werte der unabhangigen Veranderlichen w nur end­
liche Werte annehmen, wobei die Pole von tg w durch die Nullstellen 
des Nenners erzeugt wurden. Es ist sehr leicht, solche Funktionen an­
zugeben, wenn wir an die Deutung von tg w als Tangente des Einheits-
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kreises den ken (Abb. 90). Denn offenbar ist 

- OQ RP lip 
tgx=OQ======. 

HO HR SP 

Dabei ist RP die zu dem Bogen w gehOrige Lange der Halbsehne, und diese 
Halbsehne hat fur aIle w zwischen (- 00) und (+ 00) eine endliche Lange, 
da sie hachstens dem Kreishalbmesser 1 gleich werden kann. Die Strecke 
5 P ist entsprechend die Halbsehne, die zu dem komplementaren Bogen 

---;--- :rr. RP=---w 
2 

gehOrt. Diese komplementare Halbsehne 5 P wird gleich Null fur 

w ~ ± -i, ± 32"!. und veranlaBt damit das Unendlichwerden der Funk­

tion tg x. 
So wurden wir die H albsehnenfunktion1 

sin w einfiihren, aus der dann tg w gemaB 

sinw tgw = ---
sin (-i - w) 

abgeleitet werden kann, und hatten nun die 
e Eigenschaften dieser Funktion zu erforschen. 

--~~~----~~ 
Wir gehen darauf erst an spaterer Stelle ein 

Abb.90. und bemerken hier nur, daB sie sich eben so 
wie oben die Exponentialfunktion fiir alle 

Werte der unabhangigen Veranderlichen durch ein und dieselbe unend­
liche Reihe darstellen laBt, daB sie also in der oben eingefiihrten Be­
zeichnungsweise eine ganze transzendente Funktion ist. Die transzen­
dente Funktion tg w laBt sich danach als Quotient zweier ganzer tran­
szendenter Funktionm darstellen und erscheint auch hierin als transzen­
dente Verallgemeinerung der gebrochenen rationalen Funktionen. 

Aus diesen Oberlegungen, so knapp sie sind, wird man ersehen, daB 
unser Flacheninhaltsproblem der Funktion 

1 
y = 1-+-:;-2 

zu den trigonometrischen Funktionen gefiihrt haben wurde, wenn deren 
Theorie nicht bereits sehr fruh in der Elementargeometrie entwickelt 
worden ware. Freilich - cum grano salis verstanden - war es nur der 
Zufall, daB in der Entwicklung der Mathematik so fruhzeitig praktische 
Aufgaben aus der spharischen Astronomie und der Geodasie zu lasen 
waren, det schon die griechischen Mathematiker die trigonometrischen 
Funktionen einfiihren lieB. Fur den Aufbau der Theorie stand hier im 

1 Die merkwiirdige Bezeichnung Sinus (= Busen) statt Sehne beruht auf einem 
eigenartigen MiBverstandnis, auf das wir spater zurii-ckkommen. 



11, 1. Deutung der Rechteckssummen an der Substitutionskurve. 249 

Anschlul3 an die Aufgaben der spha.rischen Astronomie die zu einem 
Kreisbogen gehorige Sehue im Vordergrunde des Interesses. So begannen 
sie mit den einfach:;ten der trigonometrischen Funktionen, mit dem 
Sinus, und stellten Sinustafeln her. Eine soiche ist in dem gral3en astrono­
mischen Werk des PTOLJiMAUS, dem sog. Almagest, iiberliefert1, wo 
auch die Methode, die zu ihrer Berechnung diente, auseinandergesetzt 
wird. Dabei ful3te man auf komplizierten elementargeometrischen Eigen­
schaften des Kreises, wie sie in dem sog. "Lehrsatz des PTOLEMAUS" 
ausgesprachen wird, der sich noch in ii.lteren Schulbiichern der Elementar­
geometrie findet. Die Tangensfunktion wurde erst eingefiihrt, als man 
haufig mit dem Quotienten aus der Sehne und der komplementaren 
Sehne zu tun hatte, und gar der Arcustangens trat ganz zuriick. 

Entsprechend dieser historischen Entwicklung werden die trigono­
TIletrischen Funktionen schon verhaltnismal3ig friih im Schulunterricht 
eingefiihrt. Die Oberlegungen in dies em Para graph en zeigen, dal3 auch 
ein ganz anderer Zugang zu den trigonometrischen Funktionen moglich 

ist, namlich durch das Flacheninhaltsprablem der Funktion y = __ L 2" 
1+X 

Hatte man diesen Weg beschritten, so wiirde man die Flacheninhalts-
funktion arc tg x gerade so wie den Logarithmus als neue Funktion 
haben einflihren mussen, die durch das Flacheninhaltsproblem selbst 
definiert wiirde, und ware dadurch zu einem Aufbau der Theorie der 
trigonometrischen Funktionen gefiihrt, wie wir sie hier skizziert haben. 
Eine in dieser Weise entwickelte Theorie der trigonometrischen Funktio­
nen ist in der gleichen Weise wie die oben gegebene Theorie des Log­
arithmus ein Vorbild dafiir, wie wir vorzugehen hatten, urn eine "un­
bekannte" Flacheninhaltsfunktion zu einer bekannten zu machen. 

§ I I. FHicheninhaltsbestimmung fUr die Funktion y = 1 ~XX2. 
Methode der Substitution. Differenz und Differential einer 

Funktion. 
II, I. Deutung der Rechteckssummen an der Substitutionskurve. 

Nachdem der Flacheninhalt flir die Funktion y = x2 ~1 bestimmt ist, 

wendeD wir uns entsprechend den Oberlegungen am Schlul3 des § 9, 2 
der Aufgabe zu, das Flacheninhaltsproblem flir die Funktion 

(1 ) 

1 Sie ist aber schon lange vor PTOLEMAlJS, der urn 150 n. eM. lebte, entwickelt 
worden, da PToLEMlus als Epigone in seinem Buche auf den ArbciteI\ frliherer 
Forscher, namentlich des HIPPARCH (etwa 150 11. Chr.) fu13t. Das V;erk des PTOLE­
MAUS wurde als "ij p.6y{m:1J (n;VTa~tc;" bezeichnet, woraus kurz"if P.tY{CfTIJ" ge­
worden ist. Indem man dann spater in der islamischen Zeit den griechischenArtikel 
durch den arabischen ersetzte, entstand hieraus die Bezeichnung "Almagest". 
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zu lOsen. Die zugeh6rige Kurve geht durch den Nullpunkt, steigt fUr 
x> 0 zunachst bis zu einem Gr613twert (bei x = 1) an, urn dann wieder 
abzunehmen und sich flir x -+ 00 wegen 

1 lim ~ 
lim ~ = 2 lim _x_ = 2 x-+oo x = 0 

x-+oo x2 + 1 x-+oo + 1 + I' 1 1 - 1 1m-
x 2 x---+co x2 

asymptotisch derNullzunahern (Abb. 91a). Ferner ist y(- x) = - y(x). 
Urn den Flacheninhalt unter dieser Kurve zwischen den festen Gren­

zen 0 und a > 0 zu berechnen, zeigen wir, dal3 der gesuchte Flacheninhalt 
einem anderen, uns bereits bekannten Flacheninhalt gleich ist. Die Me­
thode, die uns diesen Nachweis erm6glicht, verwendet einen ganz an-

deren Leitgedanken als das eben bei der Funktion y = 1 ~ x2 angewandte 

Verfahren der Reihenentwicklung und ist eben falls flir die Flachen­
inhaltsbestimmung von grundlegender Bedeutung. 

Wir gehen von der besonderen Eigenschaft unserer Funktion aus, 
dal3 in dem Quotienten (1) der Zahler (2x) gleich der Ableitung des 
Nenners (1 + x 2) ist, wenn man beide als selbstandige Funktionen von x 
auffal3t. Fuhren wir daher die Hilfsfunktion 

(2) u (x) = x2 + 1 

ein, so lal3t sich die Funktion (1) in der Form 

0) 
schreiben. 

u'(x) Y = ---­
u(x) 

Zur Bestimmung des Flacheninhaltes F; unter der Kurve (1) teilen 
wir in gewohnter Weise das Intervall 0 bis a in n Teile, die wir aIle gleich 
grol3 wahlen k6nnen, so dal3 jeder die Breite 

Llx ='!.. 
n 

besitzt. Nach unserem bisherigen Verfahren mul3ten wir nun eine Re<;ht­
eckssumme bilden, die zu dieser Intervallteilung geh6rt, z. B. die "linke 

n-l 

Rechteckssumme".2 YtLlx, und ihren Grenzwert flir n -+ 00 bestim-
o 

men. Da indessen die unmittelbare Berechnung des Grenzwertes dieser 
Summe ziemlich grol3e Muhe mach en wurde, so wollen wir sie zu um­
gehen suchen. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion (2), die in einer 
(x, u)-Ebene eine Parabel darstellt, deren. Scheitel im Punkt x = 0, 
u = 1 liegt, und deren Achse mit der u-Achse ubereinstimmt (Abb. 91 b). 
Wir grenzen auch hier auf der x-{\chse das Intervall 0 bis a ab und teilen 
es in n gleiche Teile, markieren die zugehOrig,en Ordinaten der Parabel-

a 
ihre Lange im Teilpunkt Xi = i-- werde mit U i bezeichnet- und kon­n 
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struieren in diesen Kurvenpunkten auch die Tangenten an die Parabel 
(Steigungen u~). 

Nach (3) erhalten wir fUr die linke Rechteckssumme der Kurve (1) 
den Ausdruck 

(4) 
,.-1 ,.-1 

'7y . L1 x =. )! u: L1 x. 
.LJ • ~ u· 
00' 

Die 1m Zahler auftretenden Pro­
dukte u~ L1 x haben nun eine einfache 
geometrischeBedeutung an der Para­
bel (2). Da die Tangente im Punkt 
(Xi, Ui) der Parabel die Steigung u~ 
besitzt, ist das Produkt (u~ L1 x) die 
zu der Abszissenspanne L1 x geh6rige 
Ordinatenspanne dieser Tangente. 
Urn die Summe (4) zu bilden, haben 
wir also in jedem Streifen die Ordi­
natenspanne der Tangente, die die 
Parabel im linken Randpunkt des 
Streifens beruhrt, durch die Ordi-
nate der Parabel im linken Rand-
punkt zu dividieren. Die Bestimmung 
des Grenzwertes dieser Summe, die 
den Flacheninhalt liefert, ist eine 
kompliziert aussehendeAufgabe. Die 
Sachlage ware sehr viel einfacher, 
wenn wir im Zahler der einzelnen 
Summanden statt der Ordinaten­
spanne der Parabeltangente die 
Ordinatenspanne der Parabel selbst 

!I-~ 
1+Z' 

1 

erhalten hatten. Wir hatten es dann mit .der Summe 
"-1 

(5) .2JAu, 
o u j 

zu tun, wobei in bekannter Weise 

(6) L1 U i = U i +1 - U i 

Abb.91 a. 

a .r 
Abb. 91 b. 

gesetzt ist. Der Grenzwert dieser Summe ist un schwer anzugeben, da 
sie sich in folgender Weise als eine linke Rechteckssumme deuten laBt. 
Wir zeichnen die Hyperbel 

(7) 
1 

'Y}=--­
u 

und markieren auf der u-Achse das Intervall, das von den Punkten 
U = 1 und U = U = 1 + a2 begrenzt wird. Dies sind die beiden Werte 
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von u, die als Ordinaten zu den Abszissen x = 0 und x = a unserer Pa­
rabel (2) gehOren. Das Intervall 0 < x < a der x-Achse hatten wir bei 
der Parabel in n gleiche Teile geteilt. Ubertragen wir die Teilpunkte 
durch Parallele zuru-Achse auf die Parabel und dann durch Parallele 
zur x-Achse auf die u-Achse, so wird das Intervall 1 < u < if eben falls 
in n-Teile zerlegt, aber diese Teile sind jetzt von ungleicher Lange. Wir 
ubertragen diese Teilung des Intervalls 1 < u < " von der Ordinaten­
achse der Parabel (2) auf die Abszissenachse der Hyperbel (7) (Abb. 91c), 
wo jetzt u die unabhangige Veranderliche ist. Dadurch entsteht eine 
Streifenteilung dieser Hyperbel, und die Summe (5) ist die zu dieser Tei­
lung geh6rige linke Rechteckssumme der Hyperbel. Wenn nun auch die 
Breite der einzelnen Streifen verschieden ist, so geht doch die Breite 
jedes Streifens fur n_ 00 nach Null, und diese Eigenschaft. der 
Streifen reicht aus, urn schlieBen zu k6nnen, daB der Grenzwert der 

Summe (5) gegen den Flacheninhalt F~ unter der Hyperbel geht, der 
von den beiden Parallelen u = 1 und u = U = 1 + a2 zur Ordinaten­
achse abgegrenzt wird. Wir wissen, daB dieser Flacheninhalt gleich In u 
ist und haben somit 

(8) (
n-l 

lim 2JL1U1) = In if = In (a2 + 1) . 
n--+-oo 0 u, 

Freilich haben wir nun nicht den Grenzwert der Summe (5), sondern den 
Grenzwert der Summe (4) zu bilden, aber wir werden zwischen beiden 
Grenzwerten eine Beziehung herstellen k6nnen. Beide unterscheiden sich 
dadurch, daB in der Summe (5) im Zahler des zu dem einzelnen Streifen 
geh6rigen Summanden die Ordinatenspanne der Parabel (2) selbst auf­
tritt, wahrend an ihrer Stelle in der Summe (4) die Ordinatenspanne der 
Parabeltangente steht. . 

I I, 2. Begriff des Differentials einer Funktion. 

Die eben angestellte Uberlegung zeigt uns, daB es wichtig ist, neben 
der Ordinatenspanne der Kurve auch die Ordinatenspanne ihrer Tan­
gente zu betrachten. Man hat deshalb fUr diese Spannen besondere Be­
zeichnungen eingefUhrt. Wir den ken uns eine beliebige Kurve 

(9) y = I(x) 

und konstruieren im Punkt mit der Abszisse x ihre Tangente, die die 
Steigung t' (x) besitzt. Gehen wir nun von dem Punkt x aus auf der 
Abszissenachse urn das beliebige Stuck L1 x vorwarts, so erhalten wir 
zwei Ordinatenspannen, namlich die Ordinatenspanne der Kurve und 
die Ordinatenspanne der Tangente. Die Ordinatenspanne der Kurve 
y = I (x) selbst bezeichnet man mit L1 y, so daB also 

(9a) L1y = I(x + L1x) - I(x) 
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ist, und nennt sie die Ordinatendilferenz oder kurz die Dilferenz der Funk­
tion I (x), die zu der Abszissenspanne .1 x gehi:irt. Diesen letzten Zusatz 
laBt man vielfach als selbstverstandlich fort. 

Fur die Ordinatenspanne der Kurventangente schreibt man, urn sie 
von der Ordinatenspanne der Kurve zu unterscheiden, d y - es ist also 

(9b) dy = f' (x) .1 oX 

- und nennt sie das Dilferential der Funktion I (x) an der Stelle x, das 
zu der Abszissenspanne .1 x gehort. Auch hier 1a13t man diesen letzten 
Zusatz als selbstverstandlich fort. Indessen muJ3 sich der· Anfanger stets 
vor Augen halten, daB sowohl die Differenz wie das Differential an einer 
Stelle x ganz verschiedene Werte .besitzen konnen, je nach der GroJ3e, 
die man fUr die beliebig wahlbare Abszissenspanne .1 x vorschreibt. 
Das Differential kann j~ nach der Gestalt der vorliegenden Kurve 
y = I (x) kleiner oder groJ3er als die Differenz sein (Abb. 92a und 92b). 

g 

:c 
Abb.92a. 

9 

:c :c+d:z; 

Abb.92b. 

In unserem Beispiel der Funktion (2) u = x 2 + 1 ist an der Stelle x 
bei gegebener Abszissenspanne .1 x die Differenz 

(2a) L1u = ((x + L1X)2 + 1) - (x2 + 1) = 2xL1x + (L1X)2 

und das Differential 

(2b) 

Der Unterschied 

(2c) 

du = II (x) .1 x = 2 x .1 x. 

L1u - du = (.1%)2 

ist in diesem Sonderfall unabhangig von der Stelle x, an dem Diffe­
renz und Differential gebildet sind, und nur abhangig von der GroBe 
der Abszissenspanne. Das ist im allgemeinen naturlich nicht der Fall. 
Fur eine beliebige Funktion ist der Unterschied der Differenz und des 
l)ifferentials sowohl von x wie von .1 x abhangig. 

II,3. Abschatzung der "Liickensum~e". 
In der Rechteckssumme (4) unseres Beispiels, deren Grenzwert gleich 

dem gesuchten Flacheninhalt ist, konnen wir jetzt die zu den einzelnen 
Streifen der Parabel gehi:irigen Dilferentiale du, eingefUhrt denken. 
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Dann erhalten wir fUr sie die Gestalt 

(10) 

d. h. jeder Summand ist gleich dem Quotienten, der das Dil/erential 
der Parabel, das wir mit der Streifenbreite LI x fUr die linke Grenze des 
Streifens zu bilden haben, als Zahler und die zugehOrige Ordinate der 
Parabel als Nenner besitzt. Urn auch diese Summe nun an der Hy­
perbel (7) zu deuten, bestimmen wir in jedem Teilpunkt das zur Abszis­
senspanne LI x gehorige Differential dUi der Parabel und projizieren 
es auf die Ordinatenachse (Abb. 91 b). Bei dieser neuen Teilung der 
u-Achse, die wir unverandert in die Abb. 91 c ubertragen, schlieBen die 
Spannen dUi nicht mehr luckenlos aneinander, wie es bei den Spannen 
LI Ui der Fall war. 

Unsere Summe besteht aus Rechtecken, deren Horizontalseiten die 
Differentiale dUt und deren Vertikalseiten die Ordinaten der Hyperbel an 
den linken Enden der Intervalle sind. Nach (2c) ist dUi = LI U,: - (LI x) 2, 

so daB sich 
n-l n-l n-l 

(11) '\]duj '\].1 U/ A) '-7 I 
£)-=-- = ,.Q ~- - (LJ X 2.LJ-

o Uj 0 U j 0 U/ 

ergibt. Die rechte Seite ist gleich der Summe der aneinander schlieBen­
den linken Rechtecke der Hyperbel, vermindert urn die Summe der den 
Lucken entsprechenden Rechtecke, die wir kurz "Luckensumme" 
nennen wotlen. 

Der gesuchte Flacheninhalt F~ unter der Kurve (1) ist gleich dem 
Grenzwert der auf der linken Seite von (11) stehenden Rechteckssumme. 
Wir fUhren daher den Grenzubergang fUr n ~ 00 aus und erhalten 

(12) F~ = lim J}~~/i = lim ]L1uu/ - lim [(LI X)2 :f-~] 
n--+co 0 'I n--+oo 0 t 11.-+00 0 I 

oder, da der Grenzwert des ersten Gliedes der rechten Seite den Flachen­
inhalt unter der Hyperbel darstellt: 

[ 
n-l] 

F~ = In (1 + a2) - lim (LI X)2 21: . 
n-+oo 0 i 

(12a) 

Urn den Grenzwert des zweiten Gliedes auf der rechten Seite zu finden, 
beach ten wir, daB diese Slimme aus lauter positiven Summanden be­
steht und daher der Grenzwert der eckigen Klammer fUr n ~ 00 nicht 
negativ werden kann. Da alle Ordinaten der Hyperbel, abgesehen von 
1}o = 1, kleiner als 1 sind, so gilt 

n-l 

2J~<n, 
o u, 
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und wegen LI X = ~ folgt weiter n n-l 
~ 1 a2 

(Llx)2 £J u. < Ii' 
o • 

so daB sich fUr den Grenzwert die Ungleichung 

(13) [ n-l] 
lim (LI X)2 2I~ ::; lim :2 = 0 

n-+oo 0 t n~ro 

ergibt. Wir schreiben das Ergebnis in der Form 

(13 a) 

und halten fest: In unserem Beispiel strebt bei dem Grenzproze/1 n -? 00 

die Liickensumme nach Null. 
Es ergibt sich also der gleiche Grenzwert, gleichviel ob in den einzelnen 

Gliedern der Summe im Zahler das Differential oder die Differenz der 
Funktion u (x) steht. Damit haben wir unser eingangs gestelltes Flachen­
inhaltsproblem F~ fUr die Kurve 

2x 
(1) Y = 1 + x2 

ge16st. Der Flacheninhalt ist gleich dem Flacheninhalt unter der Hy­

perbel1] = ~ zwischen den Grenzen u = 1 und u = 1 + a 2• Es ist also u 

(Fl.1) F~=ln(1+a2). a>O 

Diese Funktion ist, wenn wir statt a wieder x schreiben, eine gerade 
Ftmktion von x und liefert den Flacheninhalt unter der ungeraden Funk­
tion (1) auch fUr negative Werte von x. 

Die Kurve der Flacheninhaltsfunktion Y = F~ = In (1 + x 2) geht 
mit horizontaler Tangente durch den Nullpunkt, sie wachst mit wach­
sendem absolutem Werte von x und wird sich fUr sehr groBe Werte von x 
nur wenig von In x 2 = 2 In I x I unterscheiden. Sie wird also selbst un­
endlich, wenn auch nur sehr schwach, sobald x nach unendlich strebt. 

II,4. Methode der Substitution bei der Flacheninhaltsbestimmung. 

Die im vorigen Abschnitt durchgefUhrten Dberlegungen lassen sich 
leicht verallgemeinern und zu einer Methode ausbauen, die es in vielen 
Fallen erm6glicht, die Bestimmung eines unbekannten FHi.cheninhaltes 
auf bereits bekannte Flacheninhalte zuruckzufUhren. Man bezeichnet 
diese Methode, die auf der EinfUhrung einer neuen u~abhangigen Ver­
anderlichen beruht, als die Methode der Substitution. Der Kerngedanke 
ist, eine Substitution 

u = g(x) 
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zu finden, mit deren Hilfe die vorgegebene Funktion 

y =-_c t (x) 
auf die Gestalt 
(14) t(x) =!p[g(x))·g'(x) 

gebracht werden kann, unter !p(u) eine in einem Intervall «(X, P) be­
schrankte Funktion verstanden, deren Flacheninhaltsfunktion bekannt 
ist. Diese Form ist notig, damit die Rechteckssumme unter der Aus­
gangskurve sich im SchaubHd der Substitutionsfunktion wieder als 
Summe von Rechtecken deuten laBt, deren Vertikalseiten die Ordinaten 
dJ:r Funktion !p (u) und deren Horizontalseiten die Differentiale der neuen 
Veranderlichen u sind. In dem Beispiel des vorigen Abschnittes hat-
ten wir 
(14) 

und es wurde 

gesetzt., Dann war 

und 

2x 
t(x) = 1 +x2' 

U = g(x) = 1 + x2 

1 
!p(U) = u' also 

1 
rp(g(x)) = g(x) 

t (x) = g'(~). 
g(x) 

Wir nehmen jetzt allgemein an, daB die Funktion g(x) in dem be­
trachteten Intervall stetig und umkehrbar eindeutig ist und eine gleich­
falls stetige erste Ableitung besitzt. Wird nun der Flacheninhalt unter 
der Kurve y = t (x) zwischen den Grenzen x = a und x = b als Grenz­
wert der linken Rechteckssumme dargestellt 

n 

(15 ) F(~ = lim 2]t(xp- 1)iJx, 
n--+-co 1 

wobei xI! = a + (! iJ x (iJ x = b -: Ii) sein moge, so erhalt er die Form 

n 

(15 a) 

Der (gleichmaBigen) Teilung des Intervalles a ::;: x ::;: b entspricht eine 
(ungleichmaBige) Teilung des Intervalles der u-Achse zwischen 

(X = g(a) und {J = g(b) 
in n Teile, wobei 

iJup_1 = up - UI!-l = g(xl!) - g(xp_i) 

durch die Hilfskurve u = g(x) bestimmt ist. Neben die n Differenzen 
iJ"e treten dann entsprechend n Differentiale 

dUe- 1 = g' (xp _ 1) iJ x, 

die groBer oder kleiner als die zugehorigen Differenzen sein konnen. 
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Z. B. wiirde zur Bestimmung des FHicheninhaltes unter der Funktion 

y = ~ lnx 
x 

der Substitutionsansatz 

U = Inx, 

zu mach en sein, und fiir die Rechteckssumme wiirde sich 

n n 

(*) 2J Ye-l Ll x = :IJ ue- 1 d ue- 1 
I t 

crgeben. Da hier die Differentiale du jeweils gro13er sind als die mit gleicher 
Abszissenspanne gebildeten Differenzen, so. wiirden die Projektionen der du 
auf die u-Achse sich iiberdecken (Abb. 93). Die Summc 

n 

.2J ue- 1 (d ue- 1 - Llue- 1), 

1 

die den Unterschied der Sum­
me (*) von einer gewohnlichen 
Rechteckssummc 

" 
.2Jue-t llue-t 

t 

der Substitutionskurve dar­
stellt, wiirde also nicht als 
"Liickensumme", sondern als 
"Oberdeckungssumme" zu be­
zeichnen sein. SchlieJ3lich konn­
ten bei ein und derselben Sub­
stitution beide Faile cintreten, 
wenn namlichdie Substitutions­
kurve sowohl nach oben wie 
nach unten hohle Teile besitzt. 
Das mathcmatische Problem, 
das in der Abschatzung dieser 
Summe beim Grenziibergang 
besteht, bleibt aber immer das 
gleiche, und wir konnen es, 
ohne auf die Anschauung Bezug 
zu nehmen, allgemein lasen. 

u-

u 

Abb.93. 

Bei Einfiihrung dieser Differentiale in (15 a) ergibt sich der Flachen­
in halt F! als der Grenzwert 

It 

(15 b) F~ = lim }} 11' (ue- 1) dUe;-l' 
n--+-oo J 

Andererseits ist der Flacheninhalt (/>! unter der Kurve 

1] = tp(u) 
Prange-v. Koppenfel<, Integral- nnd Differenti.lrecbnnng I. 17 
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als Grenzwert der gewohnlichen Rechteckssummen durch 
n 

(16) CP: = lim 2J rp(u1H) LlUI'_I 
11.-+00 1 

gegeben, und wir erhalten dahff: 
n 

(17) F! -- CP: = lim 2J rp(U'-I) (dUI'_l - LlUI'_l)' 
.11.-+00 1 

Wenn wir zeigen k6nnen, daB dieser Grenzwert gleich Null ist, so ist der 
gesuchte FHicheninhalt F! gleich dem FHicheninhalt cp!. den wir nach 
Voraussetzung berechnen k6nnen. Nun ist fUr jeden Streifen nach dem 
Mittelwertsatz (vgl. 7, 3): 

Ll UU-I = go (xu) - g (XU-I) = g' (~"-l) Ll x, 
wobei ~I'-I eine dem e-ten Streifen angeh6rende Abszisse ist, fiir 
die also X U- 1 < ~U-l < xe gilt, deren genauer Wert fiir uns jedoch un­
wichtig ist. Damit bekommen wir: 

dUU- I -- LluU- I = [g'(xe- 1) - g'(~e-I}J Ll x. 

Da nun die Funktion g' (x) in dem Intervall a <: x < b als stetig voraus­
gesetzt ist, k6nnen wir immer durch eine geniigend feine Teilung, d. h. 
hinreichend groBes n, die Schwan kung dieser Funktion in jedem Streifen 
unter eine beliebig kleine positive Zahl e herunterdrticken (vgl. § 5, 5, 
Satz 16). Dann ist fUr jedes e: 
(17a) I g'(XU- I) - g'(~e-I) 1< e 
und daher: 

IduU-I -'LluU_II < eLlx. 
Wenn man beachtet, daB der absolute Betrag einer Summe nie groBer 
ist als die Summe der absoluten Betrage der Summanden, so gewinnt 
man hieraus fUr die in (17) rechts stehende Summe die Abschatzung: 

n n 

! 2}rp(UI'-I) (due_I - LluU- I) l<}} I rp(ftU- I) Ie Llx. 
1 I 

Da Wir die Funktion rp(u) im Intervall (oc, fl) als beschriinkt voraus­
setzten, so gibt es eine positive Zahl M, die an keiner Stelle des 
Intervalls von I rp(u) I iiberschritten wird. Damit k6nnen wir un sere 
Abschatzung noch vereinfachen, indem wir samtliche 19'(UU-l) I auf 
der rechten Seite der letzten Ungleichung durch die Zahl M ersetzen. 
Dann entsteht, wenn man noch 

einsetzt: 
nLlx=b-a 

n 

i 2J 9'(UI'-I) (d ue- 1 - Ll1~1'_1) I < M (b - a) e. 
1 
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Da diese Ungleichung lediglich eine Folge der Ungleichung (17a) ist, 
laBt sie sich wie jene fUr jedes noch so kleine positive e durch Hinzu­
bestimmen eines hinreichend groBen n stets erfiillen. Das heiBt aber, daB 
ihre linke Seite den Grenzwert Null hat, und damit ist nach (17): 

(17b) 

Ein einfacher Sonderfall dieser Flacheninhaltsbestimmung durch 
Substitution ist iibrigens die oben durchgefUhrte Berechnung des 
Flacheninhalts unter den allgemeinen Hyperbeln 

f 
y = (x - a)h' 

Denn wenn wir oben diese Hyperbeln mit der durch Parallelverschie­
bung entstehenden Hyperbel 

1 Y = ---
u h 

verglichen, so machten wir die einfache Substitution 

fI=x-a. 

Da aber hier u' (x) = 1 ist, so wird einfach du = Ll u = Llx, und die mit 
du gebildeten Rechtecke sind identisch mit den Rechtecken, die 
mit Ll u gebildet sind, so daB die Obereinstimmung der Flacheninhalte 
unter den beiden Kurven unmittelbar deutlich ist. 

II,S. Beispiel einer Differentialgleichung, die durch Trennung der 
Veranderlicben zu losen ist. 

Die Erkenntnis, daB die mit qen Differentialen du einer Hilfsfunk­
tion u = g(x) gebildete Rechteckssumme der Kurve 

f/=qJ(u) 

beim Grenziibergang ebenso den Flacheninhalt unter der Kurve liefert 
wie eine Rechteckssumme, die mit d~n Langen der aneinander stoBenden· 
Teilintervalle Ll u gebildet ist, hat grundlegende Bedeutung und er­
moglicht die Losung vieler neuen Aufgaben. Wir wollen das zunachst 
an einem Beispiel zeigen und kniipfen dazu an die Anwendung 13 
(S. 186) an, die wir etwas abandern. 

Das Grundwasser stehe im durchlassigen Erdreich iiber einer un­
durchlassigen Schicht. Ein Brunnen yom Halbmesser,.o gehe bis auf die 
undurchlassige Schicht hinab. Die in der Sekunde entnommene 
Wassermenge sei Q[m3/sec]: Sie wird im Beharrungszustand durch Zu­
stromen aus dem Grundwasser wieder gedeckt, so daB der Wasserstand 
im Brunnen dauernd gleich h sei. Es soIl die Hohe z des Grund-

17* 
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wassers in der Umgebung des Brunnens als Funktion des Abstandes r 
von der Brunnenachse bestimmt werden 1. 

Wenn wir urn die Achse des Bohrloches einen Zylinder mit dem Halb­
messer r konstruieren (Abb.94), so hat das SHick des Mantels, das 
vom Grundwasser durchsetzt wird, die Hohe z, und die Flache des 
Mantels ist gleich 2:n r z. Da durch jeden dieser Zylindermantel im Be­
harrungszustand die Wassermenge Q [rna/sec) hindurchstromen muB, so 
stromt durch die Flacheneinheit im Durchschnitt die Wassermenge 

Z .Q __ [m/sec] 
2 nrz 

in der Sekunde hindurch. Die Hydraulik 
macht die Annahme, daB diese Menge der 
Steigung der Druckhohenkurve, also hier 
der Wasserstandshohe, proportional ist. 

--'~~~~~11!111'>!1_--"1: Diese Steigung ist nicht nur am Grunde, 
,. sondern auch an jeder Horizontalebene 

Abb.94. einer beliebigen Hohe a tiber dem Grunde 
durch z' (r) gegeben, da sich die Wasserstandskurve bei diesem trbergang 
von der Grundebene zu einer beliebigen Horizontalebene nur urn die 
additive Konstante a andert. Daher erhalten wir zur Bestimmung der 
Funktion z (r) die Gleichung 

(18) Q -
kz' (r) = ---. 

2n rz 

Wenn wir nun, wie wir einmal einen Augenblick voraussetzen wollen, 
die gesuchte Funktion z = z(r) bereits gefunden und ihre Steigung 
z' (r) bestimmt hatten, so konnten wir zu - jeder Abszissenspanne LI r 
das Differential 

d z = z' (r) LI r 

bilden. Fiihren wir es in die Gleichung (18) ein, so erhalt sie die Gestalt 

(18a) Q L1r 
2z dz = ---- -. 

n k r 

Man pflegt eine solche Gleichung eine Differentialgleichung zu nennen. 
Dieser Name ist aus der Schreibweise unmitteloar verstandlich. Urn die 
Gleichung (18a) zu deuten, zeichnen wir in einem (z, 1])-System die Ge­
rade 

.1] = 2z 

und in einem (r, ~)-System die Hyperbel 

Q t 
~ = :nk --.y. 

1 Diese Druckhohe kann unmittelbar als MaO fiir den Druck genommen wer­
den, da der Druck am Grund der \Vasserstandshohe propoptional ist. Fiir den 
folgenden Ansatz vgl. FORCHHEIMER, Hydraulik (1914) S.434 
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\Vare die gesuchte Funktion z (r) bekannt, so wiirde sie jedem Punkt 
derr-Achse einen Punkt auf der z-Achse zuordnen (Abb.95). Damit 
gewinnen wir zugleieh eine anschaulicheDeutung. der Gleichung (18a). 
Denn wahlen wir eine willkurliche Abszissenspanne Ll r, so konnen wir 
die rechte Seite der Gleichung (18a) auffassen als ein mit Ll r gebildetes 
linkes Rechteck der Hyperbel. 

Andererseits konnen wir, sobald die Funktion z(r) bekannt ist, das 
zu Ll r gehOrige Differential 

dz = z'(r) Llr 

bilden. Tragen wir das yom Punkt z aus 
auf der z-Achse ab, so ist durch die Ordi­
nate der Geraden in z als Vertikalseite 
mid dz als Horizontalseite ebenfalls ein 
Rechteck bestimmt, und der FHicheninhalt 
dieses Rechtecks ist niehts anderes als die 
linke Seite der Gleichung (18a). Die ZT 

Gleichung (18a) sagt also aus, daB die e 
beiden Rechtecke unter der Hyperbel und 
der Geraden fHichengleieh sind. 

Wenn wir daher auf der r-Achse ein 
Intervali r1 < r ~ r2 abgrenzen, denen 
durch die Funktion z (r) ein Intervall 
Z1 < Z < Z2 auf der z-Achse zugeordnet 
wird, so,muB der Flacheninhalt unter der 
Hyperbel, der. von den beiden Vertika­
len r = r1 und r = r2 abgegrenzt wird, 
gleieh dem Flacheninhalt unter der Ge­
raden zwischen den Vertikalen z = Z1 und 
z = Z2 sein. Denn teilen wir das Inter-

z 

,., l' rz 
Abb.95. 

vall '1 < r < r 2 in n (z. B. untereinander gleiche) Teile, soentspricht dem 
durch die Funktion z = z (r) eine Teilung des Intervalls Zt < z < zz. Den 
(linken) Rechtecken der Hyperbel sind nun freilich die (linken) Rechtecke 
der Geraden flachengleieh, deren horizontale Seiten die Differentiale sind, 
so daB sie sieh nieht unmittelbar nebeneinander legen, wie es die Rechtecke 
tun wiirden, deren horizontale Seiten die Differenzen Ll z waren. Aber der 
Grenzwert einer solchen Rechteckssumme fUr n ~ 00 ist gleichwohl, 
wie wir gesehen haben, der Flach'eninhalt unter der Geraden. Da nun 
fUr jedes n die beiden Rechteckssummen gleich sind, so folgt, daB auch 
ihre Grenzwerte iibereinstimmen. Die Flacheninhalte F;~ unter der 
Hyperhel und 4>:: unter der Geraden sind gleich, und die Funktion 

z = z(r) 

vermittelt die Substitution, durch die der Flacheninhalt unter der Hy­
perbel auf den Fllicheninhalt unter der Geraden zuriickgefUhrt wird. 

7' 
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Vennoge dieser Eigenschaft ist nun aber umgekehrt die Funktion 
z = z(r), die wir ja in Wirklichkeit erst bestimmen soilen, unmittelbar 
zu ennitteln. Denn da wir wissen, daB dem Punkt r = ro (d. h. die Brun­
nenwandung) der r-Achse der Punkt z = h (Wasserstandshohe im 
Brunnen) der z-Achse zugehort, so finden wir zu jedem r das zugehorige 
z, indem wir den Flacheninhalt ~. unter der Hyperbel berechnen und 
dann einen gleichgroBen Flacheninhalt (J)~ unter der Geraden abgrenzen. 
Da nun der Flacheninhalt unter der Hyperbel 

1":. = JL In!:.-. 
" n k "0 

und der Flacheninhalt unter der Geraden 

(J)~ = Z2 - h2 

ist, so erhalten wir durch Gleichsetzen der beiden Flacheninhalte 

(19a) 
Q ,. 

Zl -hI = -In­
nk "0' 

eine Beziehung, die uns z als Funktion von r liefert und die Gieichung 
des Grundwasserspiegels in der Umgebung des Brunnens vorsteilt 1. 

Bei der Hersteilung dieser Losung (19a) der Differentialgleichung (18a) 
haben wir davon Gebrauch gemacht, daB in der Aufgabe festgesetzt 
wurde, es soIle dem Werte r = ro der Wert z = h zugehoren Erst da­
durch ist die Losung eindeutig bestimmt worden. An sich hat eine solche 
Differentialgleichung unendlich viele Losungen. Denn man kann beliebig 
zwei Werte r = ro und z = Zo einander zuordnen, von denen al,ls die 
Flacheninhalte ~o unter der Hyperbel und 4>:. unter der Geraden gE!­
zahlt werden soIlen. Stets muB die Funktion z(r), die man durch Gleich­
setzen der Flacheninhalte 

erMlt, eine Losung der Differentialgleichung (18a) sein, gieichgiiltig, 
welche Werte ro und Zo erhalten. 

Bei unserer Aufgabe haben wir bisher r ais unabhangige, z als ab­
Mngige Veranderliche aufgefaBt. An sich erscheinen die beiden Ver­
anderlichen r und z ganz gleichberechtigt, so daB wir statt l' auch z 
als unabhangige Veranderliche hatten wahlen konnen. Als L6sung der 
Aufgabe haben wir dann r als Funktion von z 

r = r.(z) 

zu bestimmen, und diese Funktion muB offenbar die Umkehrfunktion 
zu z = z (r) sein. Daher ist die Ableitung dieser Funktion r' (z) mit der 

1 Auch ftir diese Forme1 gelten nattirlich die auf S. t87 ausgesprochenen Ein­
schrankungen. Denn ftir , ....... 00 strebt auch nach Form~l (t 9a) z nach 00, 

wahrend sich doch als Grenzwert die ursprtingliche Hohe des Grundwasserspiegels 
vor Herstellung des Bohrloches ergeben mtiBte. 
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Ableitung z' (T) der Funktion Z(T) nach der Umkehrregel der Steigungs­
berechnung durch 

T' (z) = Z, ~t') 

verknupft (vgl. 8, 41). Der. urspriingliche Ansatz. (18) fUr unsere Auf­
gabe erhalt dadurch bei der jetzigen Auffassung die Gestalt 

') 2nk T(Z = gTZ. 

Zu einer beliebigen Span~e LIz der unabhangigen Veranderlichen Z ge­
hOrt eine Differenz LI T und em Differential 

dT = r(z) LIz 

der abhangigen Veranderlichen T. Wenn wir dieses Differential in die 
letzte Gleichung einfuhren, so geht sie in 

(18b) 
Q dr 
----=2zLlz 
nk r 

uber.Diese Form unterscheidet sich von (18a) nur dadurch, daB jetzt Z 

die unabhangige, r die abhangige Veranderliche ist und dementsprechend 
die Differenz LIz, dagegen das Differential dT auftritt. In ganz derselben 
Weise wie vorher gewinnen wir eine geometrische Deutung der Diffe­
rentialgleichung an Hand der beiden Hilfskurven, deren Rollen jetzt 
vertauscht sind. Wir konnen die friihere 'Oberlegung genau wiederholen, 
nur liegen jetzt die Rechtecke unter der Geraden glatt nebeneinander, 
wahrend die Rechtecke unter der Hyperbel, da die HoriZontalseiten die 
Differentiale dT sind, ubereinander greifen oder Lucken zwischen sich 
lassen. Da das aber fur den Grenzwert unwesentlich ist, haben wir auch 
hier, urn T als Funktion von Z zu finden, den Flacheninhalt unter der 
Geradenzwischen Zo und z abzugrenzen und T so zu bestimmen, daB der 
von To aus gezahlte FIacheninhalt unter der Hyperbel ibm gleich wird. 
Dies fiihrt wieder auf die Formel (19a). 

Die Gleichberechtigung der beiden Formen 

(18a) 

(18b) 

Q L1,-
2zdz = -k-' n r 

Q dl' 
-k- = 2zLlz n I' 

der Differentialgleichung, die wir jetzt ·festgestellt haben, legt den Ge­
danken nahe, diese A.quivalenz auch durch gleiche Schreibweise zum 
Ausdruck zu bringen. Man muB dann allerdings auf die Moglichkeit 
verzichten, bereits an der Schreibweise zu erke~nen, welche der beiden 
Veranderlichen als unabhangige und welche als abhangige angesehen 
werden solI. Zur Begriindung der neuen Schreibweise mussen wir kurz 
auf den Begriff des Differentials zuriickkommen. 
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Nach der Definition des Differentials hat es zunachst keinen Sinn, 
vom Differential der unabhangigen Veranderlichen zu sprechen, denn 
bei der Erklarung des Differentials einer Veranderlichen wurde voraus­
gesetzt, daB es sich um die abhiingige Veriinderliche einer Funktion, etwa 

u = g(x) 

handele. Das Differential war erklart als Produkt der Ableitung der 
Funktion an einer Stelle x und einer willkiirlichen Spanne der unab­
hangigen Veranderlichen 

du = g'(x) L1x. 

Man kann hochstens in dem Sinn ein Differential der unabhiingigen Ver­
iinderlichen einflihren, daB man die Funktion zu 

u=x 

spezialisiert. Wegen u' (x) = 1 hatten wir flir das Differential dieser 
Funktion 

du=~L1x, 

und da u = x ist, so konnten wir schlieBlich statt du auch d x schreiben 
und wiirden 

dx=L1x 

crhalten. Wenn man also in diesem Sinn von dem Differential d x 
der unabhangigen Veranderlichen sprechen will, so muB man das Dif­
ferential einfach gleich der Spanne L1 x setzen. Fur die unabhiingige 
Veriinderliche sind Differential und Differenz identisch, wahrend fiir die 
abhangige Veranderliche einer Funktionsbeziehung (abgesehen von tri­
vialen Sonderfallen) Differenz und Differential stets verschieden sind. 
So trivial diese Festsetzung begrifflich erscheint, von so grundlegender 
Bedeutung ist sie fiir die formale Ausbildung der Rechenmethode (des 
sog. Kalki.ils) geworden. Wir gehen darauf im nachsten Paragraphen 
ausfiihrlich ein und bemerken hier nur noch, daB bei dieser Einflihrung 
des Differentials der unabhangigen Veranderlichen die beiden Formen 
(18a) und (18b) der Differentialgleichung unseres hydraulischen Pro­
blems unmittelbar identisch werden: 

(18c) 
Q dr 2zdz =---. 
nk l' 

Es steht uns frei, in (18c) eine der beiden Veranderlichen r oder z als un­
abhangige Veranderliche auszuwahlen und die Gleichung dement­
sprechend im Sinne von Gleichung (18a) oder von Gleichung (1Sb) auf­
"ufassen. 
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§ 12. Die Bedeutung der Differentialschreibweise fiir die 
Ausbildung des Kalkiils. 

12, I. Die Steigung als Differential quotient. 

Die Einfuhrung der Differentiale der abhangigen und unabhangigen 
V ~randerlichen emer Funktionsbeziehung 

(1) y = t(x) 

ermoglicht uns, fiir die Ableitung der Funktion eine Schreibweise einzu­
fiihren, die fur die formale Durchfiihrung der Rechenoperation auBer­
ordentlich vorteilhaft ist. Nach seiner Definition ist das Differential d y 
der abhangigen Veranderlichen 

(2) dy = /,(x)dx. 

Daher kann die Tangentensteigung f' (x) als Quotient der beiden Diffe­
rentiale d y und d x : 

(2a) I'(x) = d y 
. dx 

dargestellt werden. Vom Standpunkt einer rein begrifflichen Betrach­
tung erscheint diese Schreibweise einigermaBen bedeutungslos. Denn sie 
ist ja eine reine Tautologie. Nach wie vor muB die Tangentensteigung 
der Kurve als Grenzwert der Sehnensteigung bestimmt werden. Erst 
wenn man die Ableitung f' (x) kennt, ist das Differential d y durch die 
Formel (2) bestimmt, die ja geradezu die Definition fur das Differential 
d y ist. Da d y nach dieser Definition dem Produkt aus f' (x) und der will­
kurlich gewiihlten Abszissenspanne dx gleich ist, ergibt sich naturlich 
f' (x), wenn wir d y durcn d x dividieren. 

1m Zusammenhang mit der Schreibweise der Ableitungen als Di/­
terentialquotienten hat sich fiir den ProzeB ihrer Bildung der Ausdruck 
"Differentiation" (Differenzieren) eingeburgert. Dieser ProzeB voll­
zieht sich naturlich nicht, wie die Schreibweise vermuten lassen konnte, 
in der Art, daB man zunachst die Differentiale und dann aus ihnen den 
Quotienten bildet, sondern man hat nach wie vor von der Sehnen­
steigung auszugehen und dann den Grenzubergang Ll x -+ 0 auszufiihren. 

: ~ ist nur ein neues Symbol fiir die Differentiation der GroBe y "nach x", 
und es wird aus diesem Grunde zumeist auch gar nicht als Quotient ge­
lesen, sondern in der Form:"dy nach dx". Man schreibt sogar statt 

d~~) haufig :~ t(x), eine Schreibart, in der klar zum Ausdruck kommt. 
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daB iJdi kein Quotient, sondern lediglich das Symbol filr die Differen­

tiation nach x ist. 
Die Einfilhrung der Differentialsymbolik ist von groBer Bedeutung 

gewesen, denn sie hat es ennoglicht, dem fonnalen Rechnen mit den Ab­
leitungen eine Geschmeidigkeit zu geben, die ihre Brauchbarkeit filr 
die Anwendungen wesentlich erhOht hat. Mit ihrer Hilfe gelingt es 
namlich, eine Menge begrifflicher Dberlegungen im formalen Rechnen 
wiederzugeben und damit bei ihrer Anwendung die immer wiederholte 
Ausfilhrung der begrifflichen Dberlegung zu ersparen. 

I2,2. Die Umkehrregel. 

Ein erstes, sehr einpragsames Beispiel hierfilr erhalten wir, wenn wir 
die Umkehrregel der Steigungsbestimmung (8,41) mit Hilfe der neuen 
Bezeichnungsweise aussprechen. Denken wir in der durch (1) gegebenen 
Funktionsbeziehung y als unabhangige und x als abhangige Ver­
anderliche aufgefaBt und schreiben sie entsprechend 

x = tp(y), 

so ist jetzt d y als Differential der unabhangigen Veranderlichen eine be­
liebig wahlbare GroBe. Aus der Steigung tp' (y) der Funktion tp (y) er­
halten wir dann filr das zugehOrige d x nach der Definition des Differen­
tials der abhangigen Veranderlichen den Ausdruck 

dx = tp'(y) dy, 

so daB sich die Ableitung von tp (y) wieder als Quotient zweier Differen­
tiale 

') d x tp (y = d Y 

schreibt. Nach der Umkehrregel besteht zwischen den Steigungen beider 
Funktionen ie y = I (x) und x = tp (y) die Beziehung 

') 1 tp (y = I' (x)" 

Wenn w .. daher die Ableitungen durch die beiden D~fferentialquotienten 
ersetzen, so erhalten wir 

d x 1 
fly =-d-y' 

dx 

Diese Formel erscheint nach auBen hin als Selbstverstandlichkeit, 
und ihren begrifflichen Inhalt erkennt man erst, wenn man bedenkt, 
daB d y und d x auf beiden Seiten dieser Gleichung verschiedene Bedeu­
tungen haben. Rechts ist dx frei wahlbar, und"aus ihm bestimmt sich 
nach (2) das abhangige Differential dy, das wir, urn diese Bedeutung 
klar hervorzuheben, einmal d y (x) nennen wollen. Links ist umgekehrt 
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d Y das unabhangige Differential, aus dem sich das abhangige Differential 

dx(y) = x' (y) dy 

berechnet. Mit diesen ausfUhrlichen Bezeichnungen haben Wlr 
dx(y) _ 1 

(3 a) dy - dy(x) 

dx 

und hierin kommt der eigentliche Sinn der Beziehung klar zum Aus­
druck. 

Der Wert der Formel (3) fUr die Anwendungen besteht darin, daB sie 
die Umkehrregel als Ergebnis formalen Rechnens erscheinen HiBt. Wer 
sich die Schreibweise der Ableitung als Quotient der Differentiale zu 
eigen gemacht hat, wird rein formal den reziproken Wert des Quotienten 
hinschreiben, sobald er durch Ubergang zu der Umkehrfunktion die 
Rolle der unabhangigen und abhangigen Veranderlichen vertauscht, 
ohne daB er es notig hat, auf den begrifflichen Gehalt der Umkehrregel 
zuruckzugehen. Damit tritt fUr die DurchfUhrung komplizierter Auf­
gaben eine groBe Erleichterung der geistigen Arbeit ein, denn hat man 
einen Teil der begrifflichen Uberlegung als formales Rechnen ausge­
schieden, so kann man sich leichter auf die ubrigen Teile. der Aufgabe 
konzentrieren. 

12,3. Die Kettenregel. 

Noch bedeutsamer tritt diese FormaIisierung begrifflicher Uber­
legungen vermoge der neuen Schreibweise hervor, wenn wir uns der 
Herleitung der wichtigsten allgemeinen Regel fUr die Bestimmung der 
Steigung oder, wie wir jetzt sagen konnen, fUr die Bildung des Di//e­
rentialquotienten zuwenden. Urn von einem einfachen Beispiel auszu­
gehen, wollen wir die sog. Glockenkurve 

(4) y = e-'" 

betrachten, die in vielen Gebieten der Anwendungen eine wichtige Rolle 
spieltl. Die Kurve ist symmetrisch zur y-Achse und hat uberall posi­
tive Ordinaten. Sie nimmt ihren GroBtwert y = 1 an der Stelle x = 0 
an und fallt nach beiden Seiten hin asymptotisch zur x-Achse ab 
(Abb.96a). Fur ein genaues Aufzeichnen der Kurve werden wir die 
Tafel der Exponentialfunktion heranziehen. Dann muB man zunachst 
zu der einzelnen Abszisse x den Exponenten 

(4a) u = -%2 

1 In der Elektrotechnik tritt sie auf bei der Kabeltelegraphie. Sie beherrscht 
die Theorie der Warmeleitung und ist von ganz anderem Gesichtspunkt aus ftir die 
Theorie der Beobachtungsfehler und ihrer Ausgleichung von grundlegender Be­
deutung. 
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bestimmen und kann dann zu dem Exponenten u die Ordinate y aus der 
Tafel der Exponentialfunktion 

(4b) 

entnehmen. Die Funktion (4) erscheint hiernach ersetzt durch eine zwei­
gliedrige Kette von Funktionen. 

Zur Bestimmung der Steigung der Ausgangskurve an der Stelle x 
oz, gehen wir in gewohnter 

y~e Weise von der Steigung 
einer Sehne aus, deren 
zweiter Schnittpunkt mit 
~er Kurve durch erne 

.==--------+---...L..t-t----==~;r;- Abszissenspanne Ll x fest­
gelegt wird, und bestim-

Abb.96a. men daraus die Steigung 

Abb.96b. 

Abb.96c. 

der Tangente, indem wir 
den GrenzprozeB Ll x -+ 0 

;r; durchfiihren. Fur die Seh­
nensteigung m. erhalten 
wir direkt 

(5) 
e-(Z+ <lz)'- e-Z' 

m.=- Llx 

(Llx> 0) 

Wir konnen aber auch die 
zuLl x gehOrigeOrdinaten­
spanne Ll y . (Abb. 96a) 
durch die Kette der Abb. 
96 b und 96c bestimmen. 
Wir miissen dazu in 
Abb.96b die Abszissen­
spanne Ll x erntragen, die 
zugehorige Ordinaten­
spanne Ll u dieser Abbil­
dung ablesen und schlieB­
lich Ll u in Abb. 96c als 
Abszissenspanne abtra­

gen. Dann erhalten wir als zugehorige Ordinatenspanne dieser Abbildung 
die gesuchte GroBe Ll y. Wenn wir nun Zahler und Nenner des Diffe­
renzenquotienten in (5) mit der GroBe Ll u =1= 0 erweitern. die in Abb. 96b 
Ordrnatenspanne. in Abb. 96c Abszissenspanne ist. so konnen wir 
schreiben: 

(6) 
Lly Llyodu 

m.= odx = LluLlx' 
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Hierin ist ~: = (m.h die zur Abszissenspanne LI u gehorige Sehnenstei­

gung der Exponentiaifunktion (4b) und ~ :- = (m.)2 die zu der Abszissen­

spanne LI x gehorige Sehnensteigung der Parabel (4a). Wir sehen also, 
daB 

(6a) ms = (m')l (mS )2 

ist, vorausgesetzt, daB wir die Abszissenspanne in Abb. 96c gleich der 
zu LI x gehorigen Ordinatenspanne in Abb.96b wahlen. Dies ist fur 
die Gi.i1tigkeit der' Gleichung (6 a) unbedingt notwendig. Die Sehnen­
steigung der Kurve (4) ist somit gleich dem Produkt der Sehnensteigun­
gen der beiden Kurven (4a) und (4b) der Kette, wenn beide Sehnert in der 
angegebenen Weise bestirnmt werden. 

Wenn wir nun, urn die Tangentensteigung der Kurve (4) zu er­
halten, den Grenzubergang LI x --+ 0 machen, so fuhren wir ihn zweck­
maBig an der Forme! (6) durch. 

Fur die Ableitung 

(7) , I· I· Lt y Y = mt = 1m ms =, 1m x 
.1 x-+O A x-+O Lt 

erhalten wir dann nach dem Satz liber den Grenzwert eines Produktes 

, I· (Lty) I· (LtU) Y = 1m Ltu 1m .iJx . 
Jx-+O .1 x-+O 

Urn anzudeuten, daB bei der Bildung der Ableitung y' die Veranderliche x 
als unabkiingige Veriinderlicke gedient hat, konnen wir den Index x 
an y' setzen und besser 

(7a) (y')., = lim (~~) lim (~;) 
Jx-+O Jx-+O 

schreiben. 
Der zweite Grenzwert auf der rechten Seite dieser FormellaBt sich 

sogleich angeben. Denn da ~: = (m.)2 die Sehnensteigung der Para­

bel u = - x2 ist, so ist der Grenzwert 

lim (~U) = lim (ma)2 = (u')x 
J~O aX Jx-+O 

die Steigung dieser Parabel. 
Der Grenzwert des ersten Faktors wlirde sich sehr leicht bestirnm.en 

lassen, wenn er nicht fur LI x -')0 0, sondern fur LI u -')0 0 durchzufi.ihren 
ware. Dann bedeutete 

I . Lt y (') Im Ltu =yu 
Ju-+O 

die Tangentensteigung der Kurve (4b) y = eU • Nun sind aber die Span­
nen LI x und LI u durch 

Llu = -(x + LlX)2 + x2 = -(2x + Llx)Llx 
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so einfach miteinander verknupft, daB mit Li x auch Li u eine zulassige 
Nullfolge durchlauft1 und bei dem erst en Faktor in (7a) Li x -+ 0 durch 
Li u -+ 0 ersetzt werden kann. Es ergibt sich also 

(7b) (y')", = (y')u (u')"" 

d. h. die Tangentensteigung der Funktion y = e-",I ist das Produkt der 
Tangentensteigungen der beiden Funktionen y = eU und u = - X2, 

die die Kette bilden: 

(y')", = eU (-2x) = - 2xe-"'·. 

Bevor wir daran gehen, dieses Ergebnis zu verallgemeinem, mussen 
wir uns noch damber klarwerden, daB die soeben ausgeftihrte Rechnung 
nicht immer moglich ist. Wenn sich namlich durch Vorgabe eines bestimm­
ten Li x =l= 0 das zugehorige Li u gerade zu Null ergibt, ist das Erweitem 
des Bruches mit Li u eine sinnlose Operation. In unserem Falle, wo 
u = -x2 war, liegt darin keine groBe Gefahr; denn wenn bei festem x 
die Spanne Li x eine Nullfolge durchlauft, kann hOchstens fur einen 
einzigen Wert Li x dieser Sonderfall eintreten, und das laBt sich natiir­
lich ohne weiteres umgehen. Wenn wir nun aber zur Gewinnung eines 
allgemeingtiltigen Ergebnisses mit ganz beliebigen Funktionen arbeiten, 
die wir im einzelnen gar nicht kennen, fehIt uns die Dbersicht uber 
das Eintreten dieses Sonderfalles, und es ware durchaus moglich, daB 
er bei einer Nullfolge der Li x unendlich oft eintritt. Unsere am Beispiel 
durchgeftihrte Dberlegung, die sich sonst ohne weiteres auf allgemeine 
Untersuchungen ubertragen lieBe, wird in solchen Ausnahmefallen ver­
sagen, und man muBte diese getrennt behandeln. Urn solche lastigen 
Fallunterscheidungen zu vermeiden, gehen wir einen etwas anderen 
Weg. 

Es seien zwei Funktionen u = h (x) und y = g (u) gegeben, so daB 

y =/(x) = g[h(x)] 

wird. Wir befinden uns an einer Stelle xo. der die Funktion h(x) den 
Wert h(xo) = Uo zuordnet. Wir mussen' voraussetzen, daB die Ablei­
tungen h' (xo) und g' (uo) existieren. Das hat folgende Bedeutung: 
schreibt man 

so ist wegen 

sieher 

I · Au h' ) 1m Ax = (xo 
;I :1:--.0 

lim 1Jl(Lix) = o. 
;1:1:--.0 

1 Worauf bei der Bildung derNullfolge zu achten ist, wird im Anschlu13 an 
dieses Beispiel auseinandergesetzt werden. 
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Ware 'YJl (Ll x) eine bekannte Funktion, so erhielte man zu jedem Ll x das 
zugehOrige Ll u in der Form 

Llu = [h'(xo) + 'YJl(Llx)] Llx. 

Der Zusammenhang zwischen Ll u und Ll y laBt .sich natiirlich auf eine 
ganz entsprechende Form bringen: 

Lly = [g'(uo) + 'YJ2(Llu)] Llu, 
und es ware wieder 

lim 1J2(Llu) = o . 
.1u-+O 

Wenn nun Ll x gegen Null strebt, gilt das gleiche wegen der Stetigkeit der 
Funktion h (x) an der Stelle Xo auch von Ll u, so daB wir die letzte Glei­
chung auch durch 

lim 'YJ2(Llu) = 0 
.12:-+0 

ersetzen kOnnen. Durch Einsetzen des Ausdruckes fUr Ll u in die Glei­
chung fUr Ll y folgt: 

Lly = [t(uo) + 'YJ2(Llu)][h'(xo) + 1/dLlx)] Llx 

oder auch wegen Ll x =1= 0 

~~ = [g'(uo) + 1/2(Llu)][h'(xo) + 1/1(Llx)]. 

Fiir Ll x ~ 0 liefert dann der Produktsatz der Grenzwertreclmung: 

1· LlY_I· f(xo+LlX)-f(Xo)_I'( )-"'( )h'( ) 1m AX - 1m A - Xo - 5 Uo xo· 
.12:-+0£1 .12:-+0 £IX 

Dabei war die Stelle Xo vollig willkiirlich angenommen. Wir haben also 
damit folgenden allgemeinen Satz: 

1st y durch die beiden Funktionen y = g(u) und u = hex) mittel­
bar als Funktion von x gegeben, 

(8) y = I(x) = g [h(x)] , 

also durch eine (wenn auch nur zweigliedrige) Funktionenkette, so gilt 
fiir die Ableitung dieser Funktion: 

(9) I' (x) = g' (u) h' (x), 

sofern die Ableitungen g' (u) und h' (x) existieren. Die Ableitung der 
Funktion y = I (x) ist gleich dem Produkt der Ableitungen der beiden 
Funktionen 

y = g(u), u = hex), 

mit deren Hilfa die Funktion y = I (x) erzeugt wird, indem man sie wie 
Glieder einer Kette aneinanderreiht. Man nennt diese Regel fiir die Bil­
dung der Ableitung die Kettenregel der Differentialrechnung. Mit ihrer 
Hilfe kann man die Differentiation einer Funktion von komplizierterem 
Bau immer auf die Differentiation einfacherer FUnktionen zuriickfiiltren. 
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Ersetzen wir in der Kettenregel die Ableitungen durch die Quotienten 
der Differentiale, so lautet sie 

(9a) 
dy 
dx 

dy du 
du dx· 

Nach au/3en hin erweckt diese Beziehung den Eindruck, als sei ihre 
rechte Seite aus der linken einfach durch Erweitern mit du entstanden. 
Indessen mu/3 man sich hier wieder vor Augen halten, da/3 die Differen­
tiale verschiedene Bedeutung haben, je nachdem, ob sie im Zahler oder 
im Nenner stehen. Man muBte genauer schreiben: 

dy(x) dy(u)du(x) 
(9b) --;&-- =-du ax . 

In dieser Gleichung konnendx und du willkurlich gewahlt werden. 
Ihren begrifflichen Inhalt erkennt man besonders klar, wenn man dem 
unabhangigen Differential du gerade denjenigen Wert erteilt, der sich 
aus dem gegebenen dx fUr das abhangige Differential du(x) ergeben hat. 
Dann besagt die obige Gleichung namlich, daB die beiden im Grunde 
doch vollig verschieden definierten abhangigen Differentiale d y (x) 
und d y (u) ubereinstimmen. Dieser eigentliche begriffliche Kern wird 
in der Schreibweise (9a) naturlich verwischt. 

Hat man sich den begrifflichen Inhalt der Kettenregel einmal uber­
legt, so wird man sich diesen Inhalt gern mit Hilfe der Formel (9a) 
einpragen, die ja wegen ihrer Analogie zu einer algebraischen Identitat 
leicht als vereinfachendes Hilfsmittel in das Blickfeld tritt, sob aId die 
unmittelbare Differentiation nach x Schwierigkeiten bereitet. Die 
Schreibweise (9a) fuhrt dan.n fast von selbst dazu, die beiden Dif­
ferentialquotienten der rechten Seite durch zwei selbstandige, unab­
hangig voneinander zu vollziehende Grenzprozesse zu bilden. 

Beispiele: 1. Wir wissen, da/3 die Funktion 

(10) y = In(1 + x 2 ) 

die Ableitung 

(10') 
, 2X 

Y = 1 + x2 

besitzt, weil wir ja oben In (1 + x 2) als die FlacheninhaItsfunktion zu 
der Funktion (10') bestimmt haben. Wir brauchen uns aber keineswegs 
die Zuordnung (10) und (10') als eine Regel fUr die Steigungsbestirn­
mung einzupragen. Wenn wir die Ableitung der Funktion (10) be­
stimmen wollen, werden wir vielmehr die Funktionsbeziehung (10) 
durch die zweigliedrige Kette 

y = In u, U = 1 + x2 

ersetzen und haben dann in der Tat 

~!' =~!' ~ = ~2x = __ 2~~. 
d x dud x H 1 + Xli 



12, 3. Die Kettenregel. 

2. Urn den Differentialquotienten von 

y=(ax+b)" 
zu bilden, schreibt man 

und erMlt: 
y=U", u=ax+b 

~y. = nu,,-la = na(ax + b),,-l 
dx 
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3. Ebenso ergibt sich die frfiher (S. 211) direkt gebildete Ableitung von 

y = e1u 

fiber die Kette 

4. Ffir die Funktion 

y = e", u = kx 
dy --- = e" k = ke1H: 
dx 

1 
y=1+XB' 

deren Flacheninhalt wir in § 10 hestimmt haben, finden wir fiber die 
Kette 

1 
Y = 14' 14 = 1 + x2 

die Ableitung 
dY=_~2X=_~_' 
d x UB, (1 + XI)2 

In dieser Weise wird man auch ganz von selbst dazu kommen, eine 
zweigliedrige Kette, wenn die Differentiation der beiden Funktionen, 
die die Kette hilden, noch Schwierigkeiten machen sollte, durch eine 
Kette von mehr als zwei Gliedem zu ersetzen. An die Stelle der Funk~ 
tion y = y (x) tritt dann die dreigliedrige Kette 

y = y(u), .14 = u(v), V = v(x), 

und fUr die Ableitung erhalten wir 
dy dydudv 
--=---, 
dx du dv dx 

wobei die drei Ableitungen der rechten Seite unabMngig voneinander 
nach den Differentiatio,nsregeln zu bilden sind. Es liegt auf der Hand, 
daB es keine Schwierigkeiten macht, die Gliederzahl der Kette weiter zu 
erhohen und so auf Funktionen immer einfacherer Gestalt zu kommen, 
deren Ableitungen unmittelbar den Grundformeln zu entnehmen sind. 

5. Ais Beispiel nehmen wir etwa die Funktion 

y = [In(a l + X2)]3 

und erhalten fiber die Kette 

y = 143, 14 = In v, v = a2 + Xl 

Prange - v. Koppeofe\s, Integral- uod Differeotia\rechouog I. 18 
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die Ableitung 
dy 1 6x 1 
~ = 3u2-2x = -- [In(u2 + X2)]2. 
dx v a2+x2 

12,4. Der FUi.cheninhalt als Integral. 

Die ZweckmaBigkeit der Differentialschreibweise, die wir schon bei 
der Bildung der Ableitung erkannten, wird weiter hervortreten, wenn wir 
zur Flacheninhaltsbestimmung ubergehen. Raben wir den Flacheninhalt 
unter der Kurve 

y = t(x) 

zwischen den Grenzen x == a und x = b zu bestimmen, so stellen wir 
eine Streifenteilung her und bilden eine Rechteckssumme. Da x die un­
abhangige Veranderliche ist, so k6nnen wir die Breite Ll x eines Streifens 
auch mit d x bezeichnen und haben dann fUr den Inhalt etwa des linken 
Rechtecks eines einzelnen Streifens die Darstellung 

t(x) dx, 

wo x die Abszisse des linken Endes des Streifens ist. Es ist dann def 
Flacheninhalt 

n 

(11) 

Ais Symbol fUr die Vollziehung eines solchen Grenzprozesses hat nun 
LEIBNIZ ein einfacheres Zeichen eingefUhrt als das etwas schwerfallige 
groBe Sigma mit dem Limes-Zeichen davor. Er gibt die Summenbildung 
statt durch das groBe griechische Sigma durch ein groBes lateinisches S 
wieder und druckt den GrenzprozeB einfach dadurch aus, daB er diesem 
Seine stilisierte FormS gibt. Die Indizes zur Numerierung der einzelnen 
Reihensummanden werden fortgelassen, dagegen die Grenzen des Fla­
cheninhalts an das Zeichen angeschrieben. Die Formel (11) schreibt sich 
dann 

b 

(11 a) F~ ft(x) dx, 
a 

der begriffliche Inhalt aber ist ganz derselbe geblieben, der er in (11) 
war. Es soIl das Intervall zwischen x = a und x =.b nach vorgeschrie­
benem Gesetz in n Teile geteilt, dann eine Rechteckssumme gebildet 
und der Grenzwert der Summe fUr n -+ 00 bestimmt werden 1. 

LEIBNIZ bezeichnet diesen ProzeB als Integration und nennt das Zei­
chen entsprechend das Integralzeichen. Der Ausdruck 

b 

ft(x)dx 
a 

1 Es sei daran erinnert, dan wir die Existenz dieses Grenzwertes, den wir jetzt 
als Integral bezeichnen, in 5,6 flir jede im Intervall a ~ x ~ b stetige Funktion 
f(x) bewiesen haben. 
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wird das bestimmte Integral der Funktion t(x) zwischen den Grenzen a 
und b genannt. Die Funktiori t(x) heiBt der Integrand des Integrals. 

Offensichtlich hli.ngt der Wert des bestimmten Integrals einer Funk­
tion t (x) von den beiden Grenzen a und b abo Aus der Definition des 
Integrals als Flacheninhalt bzw. Grenzwert einer Rechteckssumme folgt 
sofort: 

b II 

ft(x)dx= -fl(x)dx. 
II b 

In der Tat bewirkt die Vertauschung der Grenzen des Integrals, daB der 
Durchlaufungssinn der zugehorigen Strecke der x-Achse und damit auch 
der Umlaufssinn des Flachenstiicks sich umkehrt. 

Schalten wir in dem Intervall (a, b) einen Punkt c ein, so ist der zu 
dem Intervall (a, b) gehOrige Flacheninhalt offenbar gleich der Summe 
der Flacheninhalte, die zu den Intervallen (a, c) und (c, b) gehOren, also 

ebb 

ft(x)dx+ft(x)dx =ft(x)dx. 
II C II 

Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Beziehung auch erhalten bleibt, 
wenn c nicht im Innern, sondern auBerhalb.des Intervalls (a, b) liegt. 
Auch ist es fiir die Giiltigkeit dieser Beziehung gleichgiiltig, ob die untere 
Grenze a kleiner als die obere Grenze ist oder umgekehrt. Das Integral 
hat den Wert Null, wenn.beide Grenzen iibereinstimmen. 

Ralten wir die untere Grenze, d. h .. den Ausgangspunkt der Flachen­
inhaltszahlung fest, so wird das Integral eine Funktion der oberen 
Grenze allein. Wlr bezeichnen die obere Grenze dann zweckmaBig mit x 
und erhalten in 

den Flacheninhalt unter der Kurve y = t (x) als Funktion von x dar­
gestellt. Diese Schreibweise hat noch den einen Nachteil, daB auf der 
rechten Seite der Gleichung x in doppelter Bedeutung auftritt: Einer­
seits ist x die obere Grenze des Integrals, andererseits die Integrations­
veriinderliche, die zwischen der unteren Grenze a und der oberen Grenze 
x variieit. Um die Moglichkeit eines MiBverstandnisses auszuschlieBen, 
ist es zweckmaBig, die Integrationsveranderliche mit einem anderen 
Buchstaben zu bezeichnen und 

II: 

F: =f t(u)du 
G 

zu schreiben. Man muB sich vor Augen halten, daB dieses Integral bei 
festgehaltener unterer Grenze nur eine Funktion der oberen Grenze ~ 
ist. Die Rolle der Integrationsveranderlichen, deren Bezeichnung 
vollig gleichgiiltig ist, ist der eines Summationsindex vergleichbar, der 
ja ebenfalls auf den Wert der Summe gar keinen EinfluB besitzt. 

1S* 
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Beispielsweise schreibt man fur die Summe der ganzen Zahlen von 1 

bis n bekanntIich .2i = n(n + 1}, und man k6nnte dafur ebensogut 
. 1 2 

n n(n+1) .-Z k = 2 schreiben. Der Wert der Summe hangt nur von dem 
k=l 

letzten Wert des Index (das ist in diesem Falle n), nicht aber von dem 
"laulenden Index" ab, den man mit i oder k oder mit einem anderen 
Buchstaben bezeichnen konnte. 

In vieIen Fallen ist es nicht notwendig, die Anfangsstelle der Flachen­
inhaltszahlung, also die untere Integrationsgrenze, von vornherein fest­
zulegen. Man gelangt dann zu der nur bis auf eine additive Konstante 
bestimmten Flachcninhaltsfunktion, fUr die wir 

'" F(x) = JI(u) du 
schreiben mu13ten. Man verwendet dafUr das Symbol 

(12) F(x) = JI(x) dx. 
Dieses sogenannte unbestimmteI ntegral ware, genau genommen, in der Form 

x 

F(x) =JI(u)du + C 
a 

zu schreiben, wobei C eine willkurliche Konstante darstellt. 
Das in unseren fruheren Oberlegungen (2, 14) eingehend behandelte 

Oberlagerungsprinzip fUr die Flacheninhalte driickt sich in der neuen 
Schreibweise als Summenregel der Integralrechnung aus: 

J[I (x) + g (x)]dx = JI(x) dx + J g(x) d x, 
und der Satz, daB bei einer MaBstabsanderung der Kurvenordinaten 
(Multiplikation mit einem konstanten Faktor) sich der Flacheninhalt 
mit dem gleichen Faktor multipliziert, lautet als weitere Grundregel 
der Integralrechnung: Ein konstanter Faktor im Integranden darf vor 
das Integralzeichen gezogen werden, es gilt also: 

Jal(x)dx = aJ/(x)dx. 
Unsere bisher ausgefUhrten Flacheninhaltsbestimmungen erhalten 

als Grundlormeln der I ntegralrechnung die Gestalt 

Jxn d x = xft +1 + Const (n = positive oder negative ganze Zahl, 
n + 1 ' ausgenommen n = -1) (§ 3 und § 9) 

J";dx=Jdxx=lnlx!+Const*, (§6) 

J e'" d x = e'" + Const, (§ 8) 

J-1-dx~J-_d~. = arctgx+ Const. (§1O) 
1 + Xl 1 + Xl . 

Fur n = 0 ergibt die erste Formel f 1 dx =fdx = x + Const. 

• Bei der Berechnung dieses Integrals in 6,6 S. 176 hatte~ wir gesehen, daB 
das Integrationsintervall den Punkt x = 0 nicht enthalten darf. 
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12,5. Der Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung. 

Die in § 7 festgestellte Reziprozitiit zwischen Fliicheninhalts- und 
Steigungsbestimmung liiBt sich mit Hilfe der neuen Schreibweise fol­
gendermaBen darstellen: 1st I (x) eine im Intervall (a, x) stetige Funktion 
mit der Fliicheninhaltsfunktion 

:J: 

(13a) F(x) = fl(~)d~. 
II 

so besitzt diese Fliicheninhaltsfunktion die Steigung 
dF 

(13b) dx =/(x). 

Hat umgekehrt eine Funktion F(x) die stetige Ableitung (13b), so liiBt 
sie sich in der Form (13a) dar~tellen. Man kann diesen Sachverhalt auch 
in einer einzigen Gleichung ausdriicken, indem man entweder 

(13) 

oder 

(13*) 

:J: 

f dF 
F(x) = dfd~ 

II 

:J: 

d f-I(x) = dx I(~)d~ 
II 

schreibt. Die erste Gleichung sagt aus, daB die Integration eines Diffe­
rentialquotienten wieder auf die Ausgangsfunktion zuriickfiihrt. Die 
zweite Gleichung sagt aus, daB der Differentialquotient eines bestimmten 
Integrals nach seiner oberen Grenze den an der oberen Grenze gebil­
deten Wert des Integranden ergibt. Mit unbestimmten Integralen ge­
schrieben lauten diese F ormeln: 

fdF 
F(x}+C= dxdx, 

I(x} = ddxf I(x) d x. 

Diesen grundlegenden_ Zusammenhang bezeichnet man als F undamental­
satz der Integral- und Dilferentialrechnung. 

12, 6. Die Substitutionsmethode. 

Wir haben schon in § 11 gesehen, daB die Einfiihrung einer neuen 
Veranderlichen eine Integrationsaufgabe betrachtlich vereinfachen 
kann. Durch die inzwischen gewonnene Kettenregel der Differential­
rechnung und den Fundamentalsatz eroffnet sich dazu ein neuer Zu­
gang. Istnamlich in dem unbestimmten Integral 

4J(u) = f !pc") au 
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die Veranderliche u wieder eine Funktion einer anderen Verander-
lichen x: 

u = g(x) 

mit stetiger erster Ableitung, so ist damit auch ~ mittelbar eine Funk­
tion von x: 

~ [g(x)] = F(x). 

Die Ableitung dieser Funktion ist (sofern sie existiert) auf Grund der 
Kettenregel gegebell durch: 

F' (x) = ~' (u) g' (x), 

und darin ergibt sich fur den ersten Faktor rechts nach dem Funda­
mentalsatz: 

so daB wir haben: 
41 (u) = 9'(u) , 

F'(x) = 9'[g(x)]g'(x). 

Das fuhrt aber nach dem Fundamentalsatz zu 

also: 
(14a) 

F(x) =f9'[g(x)]g'(x)dx, 

f 9' [g(x)]g'(x) dx =f 9'(u) duo 

In diese Gleichung sind fur x und u naturlich zusammengehOrige Werte 
einzusetzen. Sie gibt die Moglichkeit, ein Integral, das in der Verander­
lichen x eine komplizierte Gestalt hat, unter Umstanden in ein einfache­
res Integral in u zu verwandeln. Es kommt jedoch auch vor, daB die An­
wen dung dieser Beziehung in umgekehrter Richtung eine Vereinfachung 
bringt. Bleiben wir bei dem ersten Fall, so ist noch zu bemerken, daB 
nach Ausfiihrung der Integration in u wieder fur u der Ausdruck g(x) 
einzusetzen ist, urn das gesuchte unbestimmte Integral in x als Funktion 
von x zu erhalten. 

Dieses nachtragliche Zuriickrechnen auf x erubrigt sich bei der Aus­
wertung bestimmter Integrale, wenn man die Integrationsgrenzen mit 
auf die neue Veranderliche transformiert, also beachtet, daB zu den 
x-Werten a und b die u-Werte ex = g(a) und (J = g(b) gehOren, so daB 
man zu schreiben hat: 

b g(b) fJ 

(14) f 9' [g(x)] g' (x) d x = f 9'(u) du = f 9'(u) du, 
a gOO a 

ein Ergebnis, das wir in 11,4 schon unmittelbar abgeleitet haben. 
An dieser Stelle tritt nun die Kraft der Leibnizschen Schreib­

weise deutlich in Erscheinung. Schreibt man namlich in (14a) die 
Ableitung als Differentialquotienten, so erhaIt diese Beziehung die 
besonders einpragsame Gestalt 

S 9'(u)::dx = S 9'(u)du, 
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die ihrer auBeren Erscheinung nach als eine Selbstverstandlichkeit an­
muten konnte, die dies aber ebensowenig ist wie die Kettenregel, ein 
Sachverhalt, den die Oberlegungen von ii, 4 unmittelbar vor Augen 
fiihren. Fiir das formale Rechnen ist aber die iiberaus einfache Ge­
stalt dieser Beziehung von groBter Bedeutung; denn man braucht 
sich dafiir nur zu merken, daB b~im 'Obergang von einer Integrations­
veranderlichen x zu einer anderen Veranderlichen u auch das Differen­
tial dx durch du auszudriicken ist: 

du du 
d x = d u = g'(3)"' 

d3 

Auf diese Weise konnen wir z. B. das Integral 

J(ax+b)ndx 

jetzt sehr einfach behandeln, indem wir 

ax + b = te 

setzen, so daB sich der Integrand in die einfache Potenz un verwandelt. 
Zugleich ist wegen 

fiir d x der Wert 

einzusetzen, und es wird 

dl4 ---- =a 
d3 

f 1 f 1 un+1 1 (a3+b)n+l 
(a x + b)n d x = a Un du = Ii n + 1 + C = a n + t + C. 

Wenn wir hieran den Wert der Substitutionsmethode deutlich ge-
sehen haben, diirfen wir ihre Reichweite andererseits doch nicht iiberJ 
schatzen. Denn solI eine .Substitution u = g(x) zu einer Vereinfachung 
fiihren, so muB sich der urspriingliche Integrand I(i) ja in der Form 
tp[g(x)]g' (x) schreiben lassen, damit das Differential du an Stelle von 
dx..erscheint, und es muB die Funktion tp eine einfachere Funktion sein 
als I(x). Will man denumgekehrten Weg gehen und mit einer Substi­
tution x . h(u) zum Ziele kommen, so geht das Integral fI(x) dx in 
fl[h(u)]h'(u) du iiber, und es muB daher das Produkt I[h(u)]h'(u) eine 
einfachere Funktion sein als die Funktion I(x). Fiir beide Fane laBt sich 
das auch so ausdriicken: Es geniigt nicht, daB bei der Einfiihrung einer 
neuen Veranderlichen u an Stelle von x die Funktion I(x) in eine ein­
fachere Funktion von u iibergeht - solche Substitutionen lieBen sich 
ohne Miihe in groBer Zahl angeben, und die einfachste ware,/(x) selbst 
gleich u zu setzen, -sondem es muB das Produkt/(x) dx in einen ein­
facheren Ausdruck tp (u) du iibergehen. Man muB dabei also zwei ver-
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schiedene, einander haufig widersprechende Forderungen zugleich er­
fiillen, und das machf die Aufsuchung einer geeigneten Substitution in 
hohem MaBe zu einer Sache der personlichen Geschicklichkeit, stellt im 
allgemeinen sogar die Anwendbarkeit der Substitution uberhaupt in 
Frage. Auf aIle FaIle konnen fur die Anwendung der Substitution auf die 
Auswertung von Integralen keine allgemeinen Regeln gegeben werden, 
man moB vielmehr die Besonderheiten der einzelnen Aufgabe beriick­
sichtigen. Wenn zwei sehr ahnlich aussehende Integrale vorliegen, kann 
fur das eine die Substitution zum Ziele fiihren, fur das andere vollig 
versagen. Wir wollen zwei Beispiele betrachten, die dies ins Licht setzen. 

Dazu nehmeIi wir die auf S. 267 behandelte Glockenkurve 

,,= e- z' 

wieder heran und fragen nach der Flacheninhaltsfunktion 

F(x) =Je-z1dx, 

die als GAusssches Fehlerintegral bezeichnet wird. Da man das Integral 
der Exponentialfunktion 

Jezd x = eZ + Const 

kennt, so konnte man auf den Gedanken kommen, die Substitution 

u= x2 

zu versuchen, durch die e-ZI in e-U ubergeht. Da aber 

du=2x'dx 
ist, so wiirde 

• du 1 du e- z dx=e-u- = -e-u -
2x 2 fu 

und 

J 1 se-u 
e- z' dx = -2 r~dzt. 

Das so erhaltene Integral ist aber keineswegs einfacher als das ur­
spriingliche, so daB die Substitution keinen Vorteil gebracht hat. Ais 
Gegenstuck betrachten wir die Funktion " = xe-z• und stellen uns die 
Aufgabe, das Integral 

JxcZ1dx 

zu berechnen. Hier fuhrt die Substitution u = x 2 zum Ziel, es wird 

J xe-z"dx = ~Je-udu 
und da 

J e-U du = - e-U + Const 
ist, so folgt 

J xe-zl dx = - ~e-z' + Const. 
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Wird die untere Grenze nach Null geJegt, so ergibt sich 

'" ( 15) I ~ e-;2 d~ = ~ (1 - e-"'"). 
o 

Die rechte Seite von (15) liefert fiir den GrenzprozeB x -;.00 den Grenzwert t. 
Es hat also einen Sinn, von dem bis ins Unendliche sich erstreckenden Flachen­
inhalt F;:' unter der Kurve y = xe-zl zu sprechen, und zwar ist 

(15a) 

Daraus konnen wir aber sogleich schlieBen, daB es auch einen Sinn hat, fiir die 
Glockenkurve y = e-zl den Flacheninhalt von 0 bis 00 zu berechnen .. Denn fiir 
x > 1 ist e-zl stets positiv und kleiner als xe-"'o. Da also die Glockenkurve fiir x > 1 
zwischen der x-Achse und der Kurve y = xe-zl verlauft, so muB auch 

00 

Ie-""dx 
o 

einen e.ndlichen Wert besitzen. Das gleiche gilt 
dann, da der Integrand eine gerade Funktion 
ist, von dem Integral 

+00 00 

F = Ie-"o dx = 2[e-,,· dx. 
-00 

Vom unbestimmten Integral her wiirde die 
Berechnung dieses bestimmten Integrals, das 
von groBer Wichtigkeit fiir die Anwendungen 
ist. erhebliche Schwierigkeiten bereiten. 
Mittels eines Kunstgriffes gelingt es jedoch 
leicht, seinen Wert anzugeben. 

z 

Abb.97a. 

Wir lassen die Glockenkurve (Abb.97a) 
urn die Ordinatenachse rotieren, so daB eine 
DrehfIache' entsteht. Sie bestimmt mit der 
Ebene, die durch Rotation der Abszissenachse 
crzeugt wird, einen Drehkorper, den wir den 
Glockenkorper nennen wollen. 

Der Rauminhalt dieses Glockenkorpers steht in s~hr einfacher Beziehung zu 
dem Flacheninhalt unter der Glockenkurve. Die Darstellung wird symmetrischer, 
wenn wir die Bezeichnung der Koordinaten ein wenig abandern. Denken wir die 
durch Rotation der Abszisse.nachse entstandene Grundebene als (x, y)-Ebene 
eingefiihrt un.d die Ordinatenachse als z-Achse bezeichnet, 50 erhalten wir fiir 
jeden Punkt der (x, y)-Ebene als zugehorige z-Koordinate der Drehflache 

wo I' der Abstand des Punktes von der Drehachse, also 

rl=xl+yl 

ist. In der (x. y)-Ebene wollen wir uns nun cin Quadrat abgrenzen mit der Seiten­
lange 2a, so daB :tr = a, :tr = - a bzw. y = a, y = - a die . Gleichungcn seiner 
vier Seiten sind, und suchen den Rauminhalt desjenigen Teils des GlockenkOrpers 
zu bestimmen, der iiber diesem Quadrat steht (Abb. 97a). Wir legen nun an irgend 

II 
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einer Stelle x eine zur x-Achse senkrechte Ebene und betrachten die Schnittfigur 
dieser Ebene mit der Drehflltche 

z = e-" = r" e-fli • 

Da in der Schnittebene x konstant ist, so ist auch rei ein konstanter Faktor. Die 
Schnittkurve in einer Ebene x = Const entsteht also aus der Schnittkurve der 
Ebene x = 0, indem man ihre Ordinaten im Verhaltnis 

r": 1 

verkleinert. Bezeichnen wir daher die Flache des Querscbnitts, den die Ebene 
x = 0 aus dem fiber dem Quadrat stehenden Teil des Glockenkerpers ausschneidet, 
mit 

+a 
F!~(O)=fe-flldy, 

_a 

so ist der entsprecbende Flacheninhalt fUr eine beliebige Ebene x = Const 

F!~(x) = rl F!~(O). 

Da wir somit den Flacheninhalt aIler dieser Querscbnitte kennen, ist es leicht, den 
Rauminhalt des fiber dem Quadrat stebenden Teiles des Glockenkerpers anzuge­
ben. Denn wenn wir den Flacheninhalt der Querscbnitte als Funktion von x auf­
tragen, so gibt der Flacheninhalt dieser Figur UJlS den Rauminhalt an. Es ist also 

+a 
Vla) =F!~ (0) frtdx. 

-a 
Nun ist aber wieder 

+a 
f r" dx = F!~(O), 

-a 
und somit haben wir 

V(a) = F!~(O) F!~(O). 

Das heiflt, der RauminhaIt des Anteils des Glockenkerpers, der fiber dem Qua­
drat steht, ist gleich Mm Quadrat des Flltcheninhaltes, den eine Mittelebene aus­
schneidet. Lassen wir nun a gegen 00 gehen, so geht die linke Seite in den Raum­
inhalt V des ganzen Glockenk6rpers fiber, der sich nach allen Richtungen ins Un­

endliche erstreckt. Die recht~ Seite wird 
andererseits gleicb dem Quadrat des Fla­
cheninbaltes F, den die ganze Glockenkurve 
mit ihrer Abszissenachse bestimmt. Da dieser 
Flacheninhalt endlich bleibt, so bleibt auch 
der Rauminhalt endlich, und wir haben die 
Beziehung 

z 

Abb.97b. 

!/ 

Del' Rauminhalt des GlockenklJrpers ist gleich 
dem Quadrat des Flacheninhaltes einer seiner 
Achsenschnitte. 

Damit ist gezeigt, dafl die Berechnung des gesuchten Integrals aquivalent 
ist mit der Bestimmung des Rauminhaltes des Glockenkerpers. Kennen wir diesen 
Rauminhalt V bestimmen, so erhalten wir das gesucbte Integral 

+co 

(16a) F=fr·dx=tV. 
-co 

FUr die Berechnung des Glockenkorpers konnen wir nun seine Eigenschaft als 
Drehkorper heranziehen (Abb. 97b). Wir legen in der (x, y)-Ebene zwei Kreise mit 
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den Halbmessern t' und (t' + ,1 t') um den Anfangspunkt. Sie sind die Grundkreise 
zweier Zylindermll.ntel, die einen HohIzylinder begrenzen. Fur den Rauminhalt ,1 V 
dieses Hohlzylinders hli.tten wir die Einschachtelung 

e-(r+.1r)" ,1G < ,1 V < e-rl ,1G, 

worin ,1G der FIll.cheninhalt des Ringes der (x, y)-Ebene ist, den die beiden Kr~ise 
begrenzen: 

,1G = (t' + ,1,,)In:- rln:. 

Setzt man dies ein, so ergibt sich nach Division durch ,1 t' 

n(2r+,1r) e-(r+.1r)1 < ,1 V < 1f(2r + ,1 r) e-r' 
-LIt' 

und nach Vollzug des Grenzuberganges ,1 t' ->- 0 

dV 
Tr=2ne-rl , 

so daB der Inhalt des ganzen Glockenk6rpers nach (15a) 

(16bJ 
00 

V = 2 nJe-r·rdr = n 
o 

wird. Setzen wir schlieBlich diesen Wert in (16a) ein, so erhalten wir fur den FIll.chen­
inhalt. unter der Glockenkurve 

(16) 

Wir wollen unseren Blick noch einmal kurz auf die Darstellung 

F(x) + C = J~~dx 
des Fundamentalsatzes riehten. Wenn man darin gewissermaBen F als 
neue Integrationsveranderliche einfiihrt, gelit die Formel tiber in 

F + C =JdF. 

Die Bedeutung dieser Schreibweise liegt in dem hier zum Ausdruck 
kommenden freien Arbeiten mit den Differentialen, bei dem man un­
abhangige und abhangige Veranderliche nicht mehr zu unterscheiden 
braucht. Durch diese Moglichkeit wird sogar die Anwendung des Fun­
damentalsatzes in seiner ersten Fassung (13) zu einer formalen Rech­
nung, bei der man nach (13 b) zunachst 

dF = f(x)dx 

schreibt und dann auf beiden Seiten Integralzeichen davor setzt: 

JdF =Jf(x)dx. 

Dann liefert die Ausfiihrung der Integration auf der linken Seite 

F + C =ff(x)dx. 

Anwendung 20: Kinetische Ener,gie einer geradlinig bewegten 
Masse. Ein lll.ngs einer Geraden beweglicher K6rper der Mass~ m, der sich im 
Augenblick t = 0 in Ruhe befinden m6ge, gen!.t unter der Einwirkung einer Kraft 
in Bewegung. Nach Ablauf einer Zeit t1, wll.hrend deren sich die Bewegungsrichtung 
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nicht umgekehrt haben soll, sei die Wegstrecke 51 zuriickgelegt, und die Geschwin­
digkeit habe den Wert VI' Wir fragen nach der Arbeit, die wahrend der Zeit tl an 
dem bewegten Korper geleistet worden ist. 

Von der Anfangslage des Korpers aus messen wir in seiner Bewegungsrichtung 
de'n Weg s, und wir wollen Krafte und Geschwindigkeiten positiv zahlen, wenn sie 
die Richtung wachsender 5 haben. Die wirkende Kraft K kann sich natiirlich im 
Laufe der Bewegung andern, und wir sehen sie daher als Funktion von 5 an. Dber 
diese Funktion K(5), deren Verlauf im einzelnen auf unser Ergebnis keinen EinfluB 
haben wird, wollen wir zunachst voraussetzen, daB sie im Intervall 0 ~ 5 ~ 51 

stetig ist. Man erkennt dann, daB die gesuchte Arbeit A gleich dem FlacheninhaIt 
unter der Kurve K (s) sein muB, also 

., 
Al=fK(5)d5. 

o 

Nun ist 5 eine Funktion der Zeit t, und wir konnen so mit auch die Kraft als Funktion 
der Zeit darstellen: 

K[5 (t)] = K (t). 

Urn in das Integral an Stelle von 5 die GroBe t als Integrationsveranderliche einzu­
fiihren, haben wir auBerdem nur noch fiir ds den Wert 

d5 
d5 = dt dt = s'(I) dl = v(l) dl (V (I) = Geschwindigkeit) 

einzuflihren, so daB wir nunmehr haben: 

" 
A l = fK(I) v(t)dl. 

o 

Nach dem Grundgesetz der Dynamik muB nun weiter die wirkende Kraft in jedem 
Augenblick dem Produkt aus der tragen Masse m und der Beschleunigung gleich 
sein, also 

und damit gelangen wir zu 

- dv 
K(t) = m v'(I) = m-, 

dl 

A 1 = Imv~;dl. 
o 

Hierin la.flt sich aber sofort durch formales Kiirzen der Differentiale dl die GroBe v 
als neue Integrationsveranderliche einfiihren, und man hat in 

., 
A 1 =fmvdv 

o 

einen Ausdruck flir die Arbeit, in den bemerkenswerterweise der Verlauf der Funk­
tion v (t) iiberhaupt nicht mehr eingeht. Die Auswertung des Integrals liefert 

Al=t mvi· 
Wir konnen die iiber die Funktion K (s) gemachten Voraussetzungen jetzt auch 

weniger speziell annehmen und statt der Stetigkeit im ganzen Intervall 0 ~ 5 ;:::;; sl 
in diesem Intervall Beschranktheit und stiickweise Stetigkeit verlangen, also in 
diesem Intervall Sprungstellen in endlicher Zahl zulassen. (Dann ist lediglich das 
Integrationsintervall zu unterteilen.) Ferner laBt sich unsere Dberlegung auch so­
fort auf hin und her gehende Bewegungen libertragen, indem man die Zeitskala 
geeignet unterteilt und dadurch die Bewegung aUs einsinnigen Bewegungen zu­
sammensetzt. 
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Das wichtige Ergebnis lautet: Um einen Kerper der Masse m in geradIiniger 
Bewegung aus dem Ruhezustand bis zur Geschwindigkeit v zu beschleunigen, ist 
die Arbeit 

T=t m v2 

zu leisten. Diese Arbeit wird natiirlich wieder frei, wenn der Kerper wieder bis zum 
Ruhezustand gebremst wird. Eine Masse m, die sich mit der Geschwindigkeit v 
bewegt, hat also in sich eine Energie t mv2, die man die "Bewegungsenergie" oder 
"kinetische Energie" (leider auch "lebendige Kraft") nennt. Der gefundene ~usam­
menhang ist, wie wir hier noch nicht zeigen kennen, nicht auf geradlinige Bewegun­
gen beschrankt, sondern hat allgemeine GiiItigkeitl. 

12,7. Trennung der Veranderlichen. 

Schreiben wir das in § 8 behandelte "Gesetz des natiirlichen Wach­
sens" mit Differentialen: 

so laBt es sich in die Form 

dJ!=kdx 
:Y 

umsetzen, in der die Veranderlichen getrennt sindll• In dieser Differential­
gleichung brauchen wir zwischen unabhangiger und abhangiger Veran­
derlicher nicht mehr zu unterscheiden, wir gewinnen die Funktions­
beziehung zwischen y und x unmittelbar durch Integration. Es ergibt 
sich 

lny=kx+C, 
und daraus folgt 

y = ekOl+O 

oder, wenn wir eO = K setzen, 

y=Kekz • 

Aus dieser Losungsschar wird eine einzelne Losung dadurch ausgeson­
dert, daB man der Konstanten K einen bestimmten Wert erteilt. Bei 
vorliegenden Anwendungsaufgaben ist meist ein bestimmter "Punkt" 
gegeben, durch den die Losungskurve hindurchgehen muB, d. h. zu einer 
Abszisse Xo ist eine Ordinate Yo vorgeschrieben. Dann ergibt sich die 
Konstante K aus der Gleichung 

Yo = K ekOl., 

und man erhalt 
y = Yo ek c""",.) 

(vgl. Anwendung 15-18, S. 212ff.). 

1 Die hier angewandte Methode kann auch dazu dienen, aus der in An­
wendung 18 (S. 215) gegebenen Definition der Induktivitat L die in Anwen­
dung 14 (S. 189) benutzte Formel fur die magnetische Energie herzuleiten. 

B Den begrifflichen Inhalt dieser formalen Umschreibung haben wir bereits 
in 11, 5 klargemacht. 
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Man sieht, wie man vermoge der neuen Schreibweise die Losung dcr 
Gleichung 

y'=ky 

unmittelbar. l1lit Hilfe formalen Rechnens und der Anwendung der 
GrundformeIn der Integration findet. Diese Methode der "Trennung der 
Veranderlichen" werde noch an einigen weiteren Beispielen erlautert. 

Anwendung 21: Meteor im Gl'avitationsfeld der Erde. Wir betrachten 
die Bewegung einer Masse m, die von einer ruhenden Masse M nach demo Gravi­
tationsgesetz angezogen wird und sich geradlinig auf sie zubewegt. Es 5011 die Ge­
schwindigkeit v der Masse m als Funktion ihres Abstandes l' von der ruhenden 
Masse bestimmt werden. 

Nach dem Bewegungsgesetz ist das Produkt aus der Masse und der Beschleuni­
gung gleich der wirkenden Kraft. 1st nun v die Geschwindigkeit, die wir zunlichst 
als Funktion der Zeit t auffassen wollen, so ist die Beschleunigung gleich ihrer Ab­
leitung 

dv 
b = v'(t) = dt' 

und die Bewegungsgleichung lautet zunachst 

dv mM 
m dt = - 'X---;a , 

wo 'X die Gravitationskonstante ist oder, da sich m heraushebt, 

dv = _ 'XM-.!.. 
dt " 

In dieser Formentspricht die Differentialgleichung noch nicht del' gestellten Auf­
gabe, denn in ihr ist die Geschwindigkeit v als Funktion del' Zeit t aufgefaBt. Da 
es uns auf ihre Abhllngigkeit von l' ank~mmt, hssen wir v durch Vermittlung von l' 
als Funktion von t auf und schreiben v [1' (I)] statt v (t). Dann ist nach del' Ketten­
regel del' Differentialrechnung die Ableitung nach t: 

dv dv dr dv 
dt=driii=dr v , 

denn :; ist offenbar die Geschwindigkeit v. Mit diesem Ausdruck fur die Be­

schleunigung erhllit dte Bewegungsgleichung die Gestalt 

dv 1 
v-=-'XM-

dr rS 

oder, wenn wir die Veranderlichen trennen, 

dr 
v dv = - 'X M 1'1' 

Das ist die Differentialgleichung, die Geschwindigkeit v und Abstand r verknupft. 
Aus ihr erhalten wir, wenn wir integrieren, 

1 1 
-- v! = 'X M - + c . 
2 r 

Urn die willkurliche Konstante festzulegen, mussen wir fur einen Wert von l' die 
Geschwindigkeit v vorschreiben. Wir wollen ann ehmen, die Masse m befinde sich 
bei Beginn del' Bewegung im Ruhezustand(v = 0) in so groBer Entfernung von der 
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im Anfangspunkt ruhenden Masse M, daB. wir keinen groBen Fehler begehen, 
wenn wir fiir diese AnfangsJage ,. = 00 setzen. Offenbar erhalten wir dann fiir eden 
Wert Null und haben zwischen v und ,. die Beziehung 

v =J!2 ",.M. 
Diese Gleichung wenden wir auf die Bewegung eines Meteors im GravitationsfeId 
der Erde an. Ohne die Konstanten " und M zu kennen, konnen wir ihr Produkt 
aus uns wohlbekannten GroBen berechnen, denn an der Oberflliche der Erde; deren 
Radius wir R. nennen, hat die Beschleunigung den Betrag 

so daB sich 

"M 
ji2=g, 

e 

V= V2g:~ 

ergibt. An der Oberflliche der Erde hlitte also die Geschwindigkeit den Wert 

v. = J2g R. 

und mit g = 981 cm/sec2, R. = 6,37.108 cm folgt 

km 
v. = 11,2 sec' 

Diese GroBenordnung der Geschwindigkeit macht es verstlindlich, daB die Meteore 
in der Lufthiille durch die Reibungso stark erhitzt werden, daB sie in WeiBglut ge­
raten und verbrennen bzw. schmelzen oder verdampfen. 

Anwendung 22: Barometrische Hohenformel. Wir wollen untersuchen, 
wie sich in ruhender Luft der Luftdruck P mit der Hohe x iiber dem Erdboden 
lindert, wenn die Temperatur eine vorgegebene Funktion von x ist. Die Dichte der 
Luft werde mit (! (x) bezeichnet. 

Wir betrachten nun eine Luftsliule von konstantem Querschnitt F [cm2] und 
denken sie mit zwei horizontalen Ebene~ geschnitten in den Hohen x und (x + dx), 
wobei dx als Differential der unabhlingigen Verlinderlichen vollig willkurlich wlihl­
bar ist (d x = L1 x). Fur das Gewicht L1 G des betrachteten Stucks der Luftsliule, 
dessen Rauminhalt L1 V = Fdx ist, wiirden wir nun, da (! sicher mit wachsendem x 
abnehmen muB, nach unserer fruheren Betrachtungsweise die Einschachtelung 

( g = 9,81-;) 
sec 

erhalten. Nach Division durch dx und Vollzug des Grenzuberganges d x->- 0 er­
gibt sich 

(*) dG 
G'(x) = - =Fg(!(x), 

dx 

wobei G (x) das Gewicht der gesamten Luftsliule yom Erdboden bis zur Hohe x ist. 
Nun ist der Druck in der Hohe x gleich dem Gesamtgewicht der dariiber ste­

henden Luftsliule, dividiert durch den Querschnitt F. Bezeichnen wir den Druck 
an der Erdoberflliche mit Po' so ist offen bar 

G(x) 
Po-P(x)= F' 

und daraus folgt dUTCh Differentiation nach x 

G'(x) = -FP'(x). 
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Set zen wir dies in die Gleichung (*) ein, so hebt sich F heraus und wir erhalten 

'( dp ( P x)=dx=-ge x ). 

Nun beachten wir, daB das Gewicht G einer Luftmenge mit dem Volumen v und der 
Massendichte e durch die Gleichung 

G = gev 

verknupft ist. Durfen wir ferner die Luft als ideales Gas auffassen, so gilt als Zu­
standsgleichung das sogenannte Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz: 

G 
pv=-RT, 

g 

die fur das Einheitsvolumen iibergeht in 

P=e RT . 
Mit 

lautet die Differentialgleichung 

dP dx 
-p = -g RT(x) 

Wir erhalten durch ihre Integration 

Das auf der rechten Seite stehende Integral konnen wir erst auswerten, wenn uns T 
als Funktion von x bekannt ist. Wir machen daruber einige Annahmen. Die ein­
fachste ware die, daB wir T als konstant voraussetzen: 

T(x) = To. 

Dann erhalten wir fiir den Luftdruck das Gesetz 

'p) gx 
In (Po = -lfT~ bzw. p = poe 

gx 

R To 

Bei konstant bleibender Temperatur nimmt also der Luftdruck nach dem Gesetz 
der Exponentialfunktion mit der Rohe ah. 

Besser als diese einfachste Annahme ist es indessen, die Temperatur T als 
eine Funktion von x anzusetzen, die linear mit x abnimmt: 

T= To (1 -Of.x). 

Dann erhalt das Luftdruckgesetz die Form 

In ~~=- /Tofl ~~Of.~ = ~Rf£To rz~ ~;~_ 
• Of. 
o 

und die Auswertung ergibt 

In ~ ~.: T.I{---J ... ~: T. In I' - •• J. 
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so daB schlieBlich 
g 

P = Po (1 -, OC 3)IXRTo 

folgtl. 

Die in diesen Beispielen sich bietende Moglichkeit, die Losung ex­
plizit herzustellen, darf uns nicht iibersehen lassen, daB an sich der Uber­
gang von einer Differentialgleichung 

g(y) dy = I(x) dx, 

in der die Veranderlichen getrennt sind, zu der zugehorigen Beziehung 

f g(y) dy = fl(x) dx + Const 

zwischen Integralen, die L6sung der Differentialgleichung noch nicht 
in expliziter Form liefert, sondern zunachst nur aussagt, daB diese Lo­
sung durch Bestimmung der Grenzwerte von zwei Summen gefunden 
werden kann. In allen behandelten Beispielen konnten wir nur deshalb 
die explizite Losung sofort anschreiben, weil wir das Ergebnis der Grenz­
prozesse auf Grund unserer bisherigen Ergebnisse, die wir als elemen­
tare Integrationsformeln festgelegt haben,sofort iiberschauten. 

§ 13. Differentiationsregeln und Integrationsmethoden. 
13, 1. Grundregeln der Differentialrechnung. 

Die Bildung des Differentialquotienten vorgelegter Funktionen wird 
auBerordentlich vereinfacht, wenn man einige Differentiationsregeln be­
achtet, deren einfachste wir uns bereits bei den Steigungsbestimmungen 
am Anfang des Buches klargemacht haben. Wir sahen in 2, 22: Hat eine 

Funktion u (x) die Ableitung ~~ und ist c eine Konstante, so besitzt die 

Funktion y = c u (x) die Ableitung 

(1 ) dy d(c u) du 
dx = ----ciX = c dx • 

d. h. die Multiplikation mit einem konstanten Faktor kann mit dem 
DifferentiationsprozeB vertauscht werden. 

Gehen wir von zwei Funktionen u(x), v(x) aus, deren Ableitungen 
wir kennen, so hat die Aufstellung des Uberlageruhgssatzes fUr die Stei­
gungen in 2, 22 gezeigt, daB wir dann auch die Ableitungen der SumIpe 
und Differenz bilden k6nnen und daB diese die Werte 

d(u+v)_du ~l 
d x - dx + dx 

, (Summenregel) 
d(tt - v) du dv 

dx ="'IiX - dx 

(2) 

besitzen. 

1 Durch den Grenzproze13 oc -+ 0 erhillt man hieraus natiirlich die Formel fiir 
konstante Temperatur. 

Prange·v. Koppenfels. Integral- und DiffereDtialrecbDung 1. 19 
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Von Wichtigkeit erscheint es, zu fragen, ob man auch fUr das Pro­
dukt zweier solcher Funktionen y = u (x) v (x) eine ahnlich einfache 
Regel aufstellen kann. Gehen wir wieder von der Definition der Ab­
leitung durch den GrenzprozeB 

y' = lim y(x + Llx) -~_~ 
Ll :1:-+0 LI x 

aus, so haben wir die Ordinatenspanne: 

y (x + L1 x) - y (x) = u (x + L1 x) v (x + L1 x) - u (x) v (x). 

Es erleichtert die DurchfUhrung des Grenzprozesses, wenn wir hier das 
Produkt u (x + L1 x) v (x) einmal subtrahieren und dann wieder addieren. 
Damit erhalten wir namlich 

y(x + L1x) - y(x) 

= u(x + L1 x) [v (x + L1 x) - v (x)] + vex) [u(x + L1 x) - u(x)] 

und somit fUr die Sehnensteigung die Darstellung 

y(x + LI x) - y(x) 
m. =--- Llx - -

= u(x + L1 x) ~t:+ Llx.L-=~t:) + v(x) u(xt .1 x )-:-: u(x) . 
Llx Llx 

Der Grenziibergang L1 x --+ 0 ist hier sehr einfach durchzufiihren. Es ergibt 
sich 

dy I· (+ A ) I· v(x+Llx)-v(x)+ - = un u X .LI X 1m -. 
dx Ll :1:->0 Ll :1:-+0 LI X 

so daB, da die Differentialquotienten von u (x) und v (x) nach Voraus­
setzung existieren, 

dy = ~(u v) = u dv + v du 
dx dx dx dx 

wird. Das ist die Produktregel der Dilferentialrechnung. 

Urn auch fUr den Quotienten y =: ~;~ zu einer Differentiationsregel 

zu gelangen, bilden wir die Sehnensteigung 

m = y(x + Llx) - y(x) = _l_[U~j-_Llx) _ U(X)] 
• LlxLlx v(x+Llx) vex) 

vex) u(x + Llx) - u(x) vex + LI x) 
= ----v(X +Lfx)vT~)Llx---

Wenn wir hier im Zahler v (x) u (x) addieren und wieder subtrahieren, 
so konnen wir die Sehnensteigung in der Form 

( ) u(x+Llx)-u(x) (v(x+Llx)-v(x) 
v x LI x - u x) LI x 

m. = - ---- --~-.-- ------------- --------------
vex + LI x) vex) 
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schreiben. In dieser Fonnel laBt sieh nun offenbar der Grenziibergang 
L1 x - 0 leicht vollziehen. Unter der Voraussetzung, daB vex) an der 
betrachteten Stelle nieht verschwindet, konnen wir den QUCitientensatz 

der Grenzwertrechnung anwenden und erhalten y' = ;: als Quotienten 

der Grenzwerte von Zahler und Nenner. Der Grenzwert des Zahlers ist 

du dv 
v(x) - - u (x) -dx dx' 

wahrend der Grenzwert des Nenners wegen der Stetigkeit von v (x) 
gleieh v2 (x) ist. Die Formel 

(4) 
v~_uiv_ 

dx dx 
v2 

wird als Quotientenregel dcr Differentialrechnung bezeichnet. 
Die hier zusatnmengestellten Differentiationsregeln bilden zusammen 

mit der Kettenregel (12,3) die Grundregeln fur die Differentiation. Sie 
zeigen, daB die Ableitung einer Funktion, die man irgendwie aus Funk­
tionen mit bekannter Ableitung aufgebaut hat, sieh stets wieder aus 
der gleichen Funktion und ihren Ableitungen in einfacher Weise zu­
sammensetzt. 

Zur Einiibung dieser Regeln bestimme man die Maxima, Minima und Wende-
2x 

punkte der Kurve y = 1 + x 2 • Man findet: 

d y , 1 - x2 d y' 3 - x2 

d x = Y = 2 (t + X2)2' d x = y" = - 4 x (t + X2)3 . 

Ferner bestatige man: 

d~ (x e-z2) = (1 - 2 x 2) e- z2 ; 

d x-a . a 
-- arc tg --- = -~- . 
dx x+a x2+a2 

Man kann der Produkt- und Quotientenregel eine besonders ein­
pragsame und fUr viele Anwendungen zweckmaBige Gestalt geben, in 
der beide Regeln vollig gleiehartig erscheinen. Multiplizieren wir (3) 
mit dx und dividieren durch y = u(x) vex), wobei wir y(x) =l= 0 vor­
aussetzen miissen, so erhalten wir 

(3*) dy = du + ~ 
y u v 

und in entsprechender Weise an allen Stellen, an denen y = ~~} nieht 

verschwindet, 

(4*) 
du dv 

Hierbei sind dy, du und dv abhangige Differentiale, die durch die gleiche 
Abszissenspanne d x bestimmt sind. Man nennt dies auch logarithmische 

19* 
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Diflerentiation der Funktion y (x), denn man kann die Gleichung (3*) 

bzw. (4*) erhalten, werin man die Ausgangsformel y = uv bzw. y = ~ v 
erst logarithmiert und dann differenziert, wobei allerdings u (i) > 0 
und v (x) > 0 vorausgesetzt werden muB. Die logarithmische Differen­
tiation ist vor allem dann zweckmaBig, wenn die Funktion y (x) ein Pro­
dukt aus mehr als zwei Faktoren ist: 

y(x) = /1 (x) 12 (x) ... In (X) , 

denn man findet durch mehrfache Anwendung von (3*) das iibersicht­
liche Ergebnis 

y' I~ 12 I~ - = - + - + ... + -_ ... 
y ~ ~ ~ 

13. 2. Produktintegration. 

Es liegt der Versuch nahe, die Differentiationsregeln vermoge des 
Fundamentalsatzes auf die Integralrechnung zu iibertragen. Bei den 
beiden ersten Regeln, die sich in (1) und (2) ausdriicken, fiihrt das auf 
den schon in 12,4 unmittelbar aus der Definition des Integrals geschlos­
senen Satz iiber die Multiplikation mit einem konstanten Faktor (MaB­
stabsanderun~n und die Summenregel der Integralrechnung (V'ber­
lagerung der Flacheninhalte, 2,14). 

In gleicher Weise versuchen wir, die Produktregel der Differentia­
tion in eine entsprechende Regel fUr die Integration umzusetzen. Schrei­
ben Wir sie in der Form 

, d(uv) , 
uv =~-vu 

und setzen wir voraus, daB die Ableitungen u' (x) und v' (x) in dem In­
tervall a < x ::;; b existieren und stetig sind, so konnen wir diese Glei­
chung zwischen den Grenzen a und b integrieren und erhalten 

b b " f u(x) v' (x) dx = J d~:) dx - J vex) u'(x) dx 
a a a 

und weiter, da sich das zweite Integral nach dem Fundamentalsatz aus­
werten laBt, 

b b b 

(5) I u(x) v' (x) dx = u(x) vex) I -Iv (x) u' (x) dx. 
a a a 

Diese Formel wird als Formel der Produktintegration bezeichnet. Sie 
fiihrt vermoge der Produktformel der Differentiation das Integral 

Iu(x)v'(x)dx 
in das Integral 

IV(X)fi(x)dx. 
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iiber. 1st das zweite dieser beiden Integrale einfacher auszuwerten als 
das erste,. so bringt die Anwendung der Formel eine Erleiehterung der 
Integrationsaufgabe mit sieh, wie das die folgenden Beispiele zeigen 
werden. In def Literatur wird diese Methode haufig als partielle I nte­
gration oder "Integration naeh Teilen" (per partes) bezeiehnet. Fiihrt 
man die Differentiale 

v'(x)dx=dv, u'(x)dx=.du 

ein, so erMlt (5) die Gestalt 

(5*) fudv=uv-Jvdu, 

in der sie sich besonders leieht einpragt. Es ist aber zur Vermeidung 
von MiBverstandnissen zu beachten, daB u und v nicht zwei voneinander 
unabhangige Gr6.Ben, sondern beide Funk#onen von x sind. 

Beispiele: 
1. Wir behandeln zunachst das Integral 

fXlnxdx. 

Wiirde man u(x) = x, v'(x) = In x setzen, so hatte man zur Bestim­
mung von v (x) die Funktion In x zu integrieren. Einfacher kommen wir 
zum Ziel, wenn wir 

u(x)=lnx, v'(x)=x 
setzen. Dann wird 

') 1 
U (x = x-' 

x 2 

vex) = 2' 
und die Formel (5) liefert 

f x In x d x = x2In x - f x~ ~ d x 
2 2 x 

und weiter 
(6) f x In x d x = i x2 (21n x -- 1) + Const . 

2. Die Methode der Produktintegration fiihrt auch in Fallen zum Ziel, 
in denen der Integrand nicht unmittelbar als Produkt erscheint. Bei­
spielsweise k6nnen wir das Integral 

auswerten, indem wir 

setzen. Dann wird 

und wir erhalten 

flnxdx 

u=lnx, dv=dx 

du=~dx, V=X, 
x 

(7) fIn x dx = x In x - f x -1 dx = x (In x-i) + Const. 

3. In der gleichen Weise bestimmt sich der Flacheninhalt unter der 
Kurve 

y = aretg x. 
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Hier setzt man 

so dall 

tt = arc tg x; d v = d x, 
I 

du=-+ 2dx, v=x, 
I x 

fare tg x d x = x arc tg x - fi- 4X X2 d x 

wird. Da, wie wir frtiher (S. 255) sahen, 

f x I 
I + xi dx = 21n (1 + x 2) + Const 

wird, so folgt 

(8) j arc tg x d x = x arc tg x - ~ In (1 + x2) + Canst. 

4. Als weiteres Beispiel betraehten wir das Integral 

j xn e- X dx, 

wo n eine positive ganze Zahl ist. Set zen wir hier 

u = xn , d v = e-X d x , 

du ~~ nxn-1dx, t'~, - e-x , 

so wird 

(9) j xn e- X dx = - xn e- X + nj xn- 1 e- X dx. 

Damit haben wir das Integral auf ein einfaeheres zurtiekgefUhrt, weil 
in dem Integral auf der reehten Seite der Exponent von x urn eine Ein­
heit erniedrigt ist. Man bezeiehnet eine solche Formel als Rekursions­
forme!. (Hatten wir 1t = e- x, dv = xndx gesetzt, so hatte sich wegen 

v = _x+n+~ der Exponent urn eine Einheit erhoht.) Dureh noehmalige 
J! I 

Anwenclung cler Formel ergibt sieh 

jxn-1c-xdx = _xn-1e- x + (n + 1)!xn- 2 e-x dx 

und daher 

jxnc-xdx = -xne-X - nxn-1e-x + n(n + 1)jxn- 2 e-x dx. 

Fahrt man in dieser Weise fort, so gelangt man schliel3lich zu 

jxoe-xdx =je-xdx= _e- X 

und erhalt die Endformel 

(10) j xn e-xdx = - [xn + nxn- 1 + n(n - 1) x n- 2 + ... + 
+ n (n - 1) (n - 2) ... 3·2 x + n (n - 1) (n - 2) .. ·3·2· 1] e-X + C 

n 

= - [n! + ~~-ixrJe-x + C. 
r=1 

Wir fragen uns, ob man dieses Integral ins Unendliche erstreeken kann. 
Da die Anzahl (n + 1) der Summanden nicht von x abhangt, konnen 
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wir bei dem erforderlichen Grenzubergang x ~ 00 den Summensatz 
der Grenzwertrechnung anwenden. Es bleiben dann die Grenzwerte 

lim (xr e-"') (r = 0, 1, 2, ... , n) 
",-+ex> 

zu berechnen. Wahrend nun fUr r = 0 unmittelbar ersichtlich ist, daB 
der Grenzwert gleich Null ist, konnen wir das fUr r + 0 nicht unmittel­
bar erkennen, weil das Nullwerden des Faktors e-'" durch das Unend­
lichwerden von xr kompensiert werden konnte. Wir mussen daher eine 
genauere O"ntersuchung durchfUhren und gehen dazu von der Tatsache 
aus, daOin der Reihe 

X x2 x k 
e'" = 1 + + - + ... + - + ... 

t! 2! h! • 

die fUr jedes beliebige x die Funktion e'" darstellt, fUr x > 0 jedes ein­
zelne Glied positiv ist. Es gilt also fur alle x > 0 und fur jede naturliche 
Zahl k die Ungleichung 

x k 

e'" > iii' 
aus der durch Obergang zu den reziproken Werten 

'" h!. e- < xk-

wird. Hieraus entsteht durch Multiplikation mit xr: 

h! 
xr e-'" < xk - r • 

Sobald man nun die willkurliche naturliche Zahl k groOer als r wahlt, 
hat die rechte Seite fUr x ~oo den Grenzwert 0, und damit muO fUr die 
linke Seite, die ja ebenfalls stets positiv ist, gelten: 

(11) lim (xr e-"') = o. 
:1:-+00 

Man pflegt das in der Form auszudrucken: die Funktion e-'" strebt star­
ker gegen Null, als jede,noch so hohe Potenz xr gegen 00 strebt. 

Damit konnen wir nun das Integral tatsachlich bis ins Unendliche 
erstrecken, denn das unbestimmte Integral (10) hat fUr x -~oo den 
Grenzwert C. Da es zugleich fur x ~ 0 den Wert (- n! + C) annimmt, 
haben wir das Ergebnis: 

(12) 

Man kann in dieser Beziehung auch eine neue Definition des Symbols n! 
sehen und hat dann die Moglichkeit, diesem Symbol auch fur nicht ganz­
zahliges n einen Sinn beizulegen, was fUr manche Zwecke vorteilhaft. ist 
(Gammalunktion) . 
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In der Theorie der Ausgleichung der Beobachtungsfehler bei Messungen hat 
man neben dem Integral der Glockenkurve 

'" fe-;2 dl; 
o 

Integrale der Gestalt 
z 
f I;n e-;2 dl; 
o 

zu oerechnen, wo n eine ganze Zahl grel3er als 1 ist. In diesem Fall setzen wir 
zweckmal3ig 

Dann ist 
du = (n - 1) 1;"_2 dl;, v = -1 e-;" (S.280), 

so dal3 die Produktintegration 

z '" f I;n e-;2 dl; = - -} ",n-l e-z2 + n ~ 1 f I;n-2 e-;2 d I; 

o 0 

liefert. Das ist eine Rekursionsformel, mit deren Hilfe wir den Exponenten der 
Potenz 1;" unter dem Integralzeichen schriUweise urn je zwei Einheiten vermin­
dern kennen. Offenbar kommen wir so entweder, wenn n eine ungerade Zahl ist, 
auf das Integral 

z 
f I; e-;2 d I; = - t e-zo 

o· 
zuriick oder, wenn n eine gerade Zahl ist, auf das Integral 

z 
fe-os dl;. 
o 

das eigentliche Gauf3sche Fehlerintegral. 
Erstreckt man das Integral bis + 00, so folgt die Rekursionsformel 

jl;n e-;o dl; = n ~ 1 jl;n-2 e-e· dl;, 

o 0 

da das ausintegri~rte Glied ",n-l e-z" natiirlich noch sehr viel starker dem Grenz­
wert Null zustrebt als das oben betrachtete Glied xn- 1 e-". 1st n eine gerade Zahl 
n = 2", so ergibt die wiederholte Anwendung dieser Formel schliel3lich (vgl. S. 283) 

"" 
(13) f l;.· e-;" dl; = 2" -12" - 3 ... ~ ~ f;;. 

- 2 2 222 
o 

Wir kommen hier noch einmal auf das Gaul3sche Fehlerintegral 
z 

<Ji(x) =fe-e· dl; 
o 

zuriick, von dem wir ja bisher nur festgestellt haben, dal3 es fiir x -+ 00 dem Grenz­
wert t ~n zustrebt. Da es nicht gelingt, dieses Integral durch eine Substitution 
auf ein bereits bekanntes zuriickzufiihren, wird man die Kurve des Integrandendurch 
ihre Schmiegparabeln ersetzen, urn auf diesem Wege den zu einem vorgeschriebenen 
Wert x geherigen Integralwert fP (x) mit der verlangten Genauigkeit zu berech-
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nen. Bei der Durchfiihrung ergibt sich jedoch fiir gr6Dere Werte von x ein sehr 
erhcblicher Rechenaufwand, und es liegt daher der Versuch nahe, ahnlich wie 

in § 10 bei der Funktion arc tg x cine nach Potenzen von·~ fortschreitende Ent-. 
x 

wicklung herzustellen, die fiir groDe Werte von x besser zur Darstellung der Funk­
tion geeignet ist. Dazu setzen wir 

Z ro 00 00 

fre2 d; = fe-Pd; -fe-e2 d$ =! f; _fe-e2 d; 
o 0 x x 

und schreiben fiir das Integral auf der rechten Seite 

Ie-e2 d~ = I21; 2~ e-E2 d;. 
x x 

Durch Produktintegration mit dem Ansatz 

u = 211; dv = 2; e-e' d; 

erhalten wir 

oder 
00 00 f -E" 1 e-x2 1 fe-eo e d;=2X--2 ~d;. 

x x 
Offenbar ist, so fern die untere Grenze x > 1 ist, der Integrand in dem rechts 
stehenden Integral im ganzen Integrationsintervall kleiner als in dem links 
stehenden Integral. Ganz von selbst bietet sich damit der Gedanke, den ProzeD 
zu wieder holen, indem man 

setzt und 

1 
u=2t;3 

du=-.l.-.!..d; 
2 ;' 

bildet. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die obere Formel ergibt sich dann 

fOOe-SO d; = ~ e-so (1 - -.!.. -.!..) + -.!.. .l. f";,-I;" d;. 
2x 2x· 22;' 

s x 

Damit haben wir das Bildungsgesetz erkannt._ Wir k6nnen allgemein schreiben 
00 

fe-e2dt;=21xe-zO(1- ~ :. + ~ ~ ;,-+ ... +(-1)n ~ ~ ; .. . 2n2-1 x!n)+ 

135 + (- 1)"+1 - - - . 
222 
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Wir fassen das auf wie iIi frilheren analogen Fallen als eine Darstellung des In­
tegrals als Summe aus einer Hilfsfunktion 

(14a) Hn(x) 

= ...!_ e-z' (1 __ 1 _1 + .!...:..1 ~ _ + . 
2 x 2 x2 2·2 X4 

und einer Verbesserungsfunktion 

(14 b) 

und schreiben entsprechend 

(14) 

Eine eingehende Untersuchung zeigt nun, daB der Absolutbetrag I Rn (x) I der Ver­
besserungsfunktion mit steigender Nummer n zunachst abnimmt, von einer be­
stimmten Nummer an, die von der Stelle x abhangig ist, jedoch wieder anwachst. 
1m Gegensatz zu allen bisher behandelten Fallen ist es also mit dieser Darstellung 
nicht moglich, den Funktionswert mit jeder gewilnschten Genauigkeit zu berech­
nen, sondern die erreichbare Genauigkeit ist beschrankt. Die angegebene Entwick­
lung kann infolgedessen so lange filr die Berechnung einer Tabelle dieser . Funktion 
verwandt werden, wie die ·erforderliche Genauigkeit die Grenze des Erreichbaren 
nicht ilbersteigt. 

Die Beispiele haben uns deutlich gemacht, da/3 die Produktintegra­
tion fiir die Integralrechnung nicht dieselbe Rolle spielt wie die Pro­
duktregel in der Differentialrechnung. Die Produktintegration ist keine 
Regel, die es immer moglich macht, ein Produkt zu integrieren, wenn die 
Integrale der einzelnen Faktoren bekannt sind. Es handeIt sich viel­
mehr bei der Produktintegration urn eine Methode, die man zwar in ge­
eigneten Fallen mit Erfolg anwenden kann, die aber keineswegs immer 
zum Ziel fiihrt. 

13,3. Integration der gebrochenen rationalen Funktioneq, 
Partialbruchzer legung. 

Wiirden wir schlie/3lich versuchen, die Quotientenregel der Dif­
ferentialrechnung vermoge desFundamentalsatzes fiir den Ausbau der 
Integralrechnung nutzbar zu machen, so wiirden wir erkennen, da/3 
dies infolge ihres verwickeIten Aufbaus nicht gelingt. Es zeigt sich 
hierbei besonders deutlich, da/3 die VerhaItnisse grundsatzlich anders 
liegen als bei der Differentialrechnung, denn wahrend sich dort die 
Ableitung eines Quotienten rational aus Zahler- und Nennerfunktion 
und ihren Ableitungen aufbaute, so tritt hier, wie wir gesehen haben, 

1 1 
schon das Integral von - und ebenso das Integral von -+--2 aus dem x 1 x 
Kreis der rationalen Funktionen hinaus und fiihrt auf Funktionen eines 
ganz anderen Typus, auf die transzendenten Funktionen y = In x bzw. 
y = arc tg x. 
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Wir mussen daher nach einer anderen Zerlegung einer solchen Funk­
tion in einfachere Bestandteile suchen, bei der sich die Integrale der Teil­
funktionen unrnittelbar zu dem Integral der Gesamtfunktion zusammen­
setzen lassen. Dafiir besteht aber offenbar nur dann Aussicht, wenn diese 
Teilfunktionen additiv miteinander verknupft sind. Das fuhrt uns zu 
dem schon in 9,2 kurz erlauterten Gedanken der Zerlegung in Teil­
bruche (Partialbruche) zuruck und veranlaBt uns, diese Methode hier 
eingehender zu behandeln. 

13,31. Grundsatzliches Vorgehen .. Sollte in der vorgelegten. Funk­
tion cler Zahler von h6herem Grad sein als der Nenner, so kann man 
(vgi. auch 9, 2) durch Division eine ganze rationale Funktion abspalten 
und behalt eine necht gebrochene" Restfunktion zuriick, deren Zahler also 
von niedrigerem Grad ist als der Nenner. Wir k6nnen daher jetzt die 
Ausgangsfunktion von vornherein als echt gebrochen voraussetzen und 
schreiben sie in der Form: 

Z(x) 
t(x) = N(x)· 

Der erste Schritt zur Teilbruchzerlegung besteht nun, wie auch schon 
in 9, 2 ausgefuhrt wurde, in der Aufspaltung der Nennerfunktion in ihre 
(linearen und quadratischen) Elementarfaktoren, durch die der Nenner 
die Gestalt 

(15) N(x) = (x-a1)h(x-a2)'2 ... (X2+ 2b1 X + c1)"" (x2+ 2b2 x + c2)ml .•• 

erhalt. 1st das geschehen, so folgt als zweiter Schritt die eigentliche 
Zerlegung, fur die die folgenden allgemeinen Gesichtspunkte gelten: 
Zu jedem Faktor (x - a)' des Nenners geh6rt ein Ausdruck cler Form 

(16) 

zu jedem 
der Art 

(17) 

Al A z A, . 
x - a + (x - a)2 + ... + (;--=--a)i' 

Faktor (x 2 + 2bx + c)m des Nenners gehOrt em Ausdruck 

und die vorgelegte Funktion ist die. Summe allef dieser Teilbruche. Hin­
sichtlich der Linearfaktoren handelt es sich hierbei urn den schon in 
9, 2 besprochenen Aufbau einer gebrochenen rationalen Funktion 
durch Dberlagerung allgemeiner Hyperbeln, bei dem jeder Ausdruck 
der angegebenen Art einem Pol x = a der vorgelegten Funktion zu­
gehOrt. 

Wir. wollen uns klar roachen. daB die Teilbruchzerlegung in der Tat die an­
gegebene Forro haben rouB und daB sie unter ailen Urnstl!.nden rooglich ist. Es 
sei x = a eine l-fache Nullstelle des Nenners. so daB dieser sich in der Forro 
N(x) = (x - a)'g(x) schr~iben Il!.Bt. worin g(x) ein Polynoro bedeutet. das den 
Faktor (x - a) nicht roehr enthl!.lt. so daB sicher g(a) =1= 0 ist. Ferner diirfen wir 
voraussetzen, daB der Zl!.hler Z(x) bei x = a keine Nu1lstelle hat; denn wAre das 
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der Fall, so ktinnte man eine solche gemeinsame Nullstelle von Zahler und Nenner 
durch Kurzen des Bruches beseitigen. Dann ist die Stelle x = a ein PoU-ter Ord­
nung fur die Funktion 

Z(x) Z(x) 
N(x) = (x-...=-afic(x)· 

A 
Daher spalten wir von ihr einen Teilbruch (---I--)i ab, indem wir schreiben: 

x-a 

_~~ ___ - _~I___ ~1~t=---~~) 
(x - a)1 g(x) - (x - a)' + (x - a)'g(x) . 

Da der Grad des Polynoms g(x) kleiner ist als der des ganzen Nenners N(x), ist die 
Restfunktion wiederum echt gebrochen. In ihr ist es nun immer mtiglich, die noch 
nicht festgelegte Konstante A I so zu bestimmen, daB der Zahler fur x = a ver­
schwindet; denn man hat nur 

A _Z(a) 
1- g(a) 

zu wahlen, und diese Zahllal.lt sich wegen g(a) of 0 unter allen Umstanden angeben 
und fallt wegen Z (a) = 0 von Null verschieden aus. Hat man A I aber so bestimmt, 
so kann man den Bruch durch (x - a) mindestens einmal kurzen und hat damit 
erreicht, daB die Restfunktion den Linearfaktor (x - a) in einer niedrigeren Potenz 
enthalt als die ursprungliche Funktion. Den eben ausgefiihrten AbspaltungsprozeB 
ktinnen wir darauf wiederholen, so daB in der neuen Restfunktion die Potenz des 
Faktors (x - a) im Nenner abermals erniedrigt wird, und wenn wir in dieser Weise 
fortfahren, behalten wir zuletzt g(x) al1ein im Nenner zuriick. Der Faktor Ix - a)1 
des Nenners in der ursprungiichen Funktion gibt also tatsachlich zu einer Folge 
von Teilbriichen AnlaB, wie sie oben angegeben wurde (unter den Koeffizienten 
A I _ l , AJ-2' ... , Al kann auch die Zahl Null vorkommen). Urn die quadratischen 
Faktoren in der gleichen Weise behandeln zu ktinnen, miiBten wir den Bereich der 
reellen Zahlen verlassen und die komplexen Zahlen heranziehen, durch deren 
Einfiihrung die im Reellen nicht zerlegbaren quadratischen Faktoren auch in Linear­
faktoren gespalten werden ktinnen. Da wir im Rahmen dieses Buches die kom­
plexen Zahlen aber erst an einer spateren Stelle besprechen wollen, beschranken wir 
uns hier auf'diese Andeutung. 

Hiemachbleibt noch die Aufgabe, die obenmitAk' Bko Ck (k = 1,2, ... ) 
bezeichneten Koeffizienten zu bestimmen. (1st n der Grad des N enners 
der vorgelegten Funktion, so ist die Gesamtzahl dieser Koeffizienten 
ebenfalls n, wie man sich leicht iiberlegt.) Ein Weg, der hierbei immer 
zum Ziel fiihrt, ist der folgende: Man schreibt die Funktion in der zer­
legten Form mit unbestimmten Koeffizienten A k, B k, Ck auf, wobei zu 
jedem Pol eine Entwicklung (16) und zu jedem quadratischen Faktor 
eine Entwicklung (17) gehOrt, und bringt sie anschlieBend auf den 
Hauptnenner N (x), wobei man den Zahler nach Potenzen von x ordnet. 
Die Koeffizienten des Zahlerpolynoms sind dann aus den unbestlm_mten 
Gr6Ben A k, Bk, Ck zusammengesetzt, miissen aber doch andererseits 
mit den entsprechenden Koeffizienten der vorgelegten Funktion iiberein­
stimmen. Damit ergibt sich ein System linearer Gleichungen, aus denen 
man die unbestimmten Koeffizienten berechnen kann. (Da bei dieser 
Rechnung der Zahler den Grad n - 1 bekommt, hat man fiir die n un-
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bekannten GroBen in der Tat genau n Gleichungen.) In vielen Fallen 
kommt man wesentlich schneller ans Ziel, als es nach diesen Ausflih­
rungen scheinen mag; die prakti$cheDurchfiihrung der Zerlegung er­
[autern wir an Beispielen. 

13, 32. Beispiele fUr die Durchfiihrung der Teilbruchzerlegung. Als 
erstes Beispiel betrachten wir eine rationale Funktion mit zerlegbarem 
quadratlschem Nenner, flir die die Zerlegung in der Form 

px+q Al A2 
(x - Xl) (X - x2 ) = x-~X; + X - x2 

anzusetzen ist. Bringen wir die rechte Seite auf den Hauptnenner, so 
miissen wegen der GleiChheit der Nenner auch die Zahler iibereinstim­
men, und zwar tur alle Werte von x. Man bringt dies dadurch zum Aus­
druck, daB man schreibt: 

p x + q == Al (X -- X2) + A2 (X - Xl) 

oder geordnet: 

p X + q =0 (AI + A 2) X - (AI X2 + A2 Xl)' 

Damit diese Gleichung flir jedes X erfiillt ist, miissen offenbar die Be­
ziehungen 

Al + A2 = P 
Al x2 + A2 Xl = _. q 

gelten, aus denen man sofort 

berechnet. DaHlit ist die Zerlegung in Teilbriiche fiir diesen einfachsten 
Fall geleistet. Die Berechnung der Konstanten Al und .12 aus der 
Identitat gestaltet sich noch etwas einfacher,wenn man bedenkt, daB 
die beiden Seiten der Identitat lineare Funktionen (Geraden) sind, bei 
denen aus der Ubereinstimmung an zwei Stellen bereits die identische 
Ubereinstimmung folgt. Die rechte Seite der Identitat legt es nahe, die 
Ubereinstimmung gerade an den Stellen Xl und x2 zu erzwingen. Dann 
erhalt man die Gleichungen: 

P Xl + q = Al (Xl --, x2 ) 

P X2 + q = Az (X2 - Xl), 

die dadurch ausgezeichnet sind, daB in jeder nur ein unbekannter Koeffi­
zient auftritt. 

Zahlenbeispiele: 
1 1 1 1 1 

X2 - 1 = "2 X - 1 -"2 x + 1 ' 

x+13 3 2 
(x - 5) (x + 1) = x - 5 - x -f " 
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Wir geben weitere vier Beispiele an, die s1imtlichen M6glichkeiten entsprechen, 
die im Fall eines Nenners vom dritten Grade eintreten k6nnen. 

1. Drei ein/ache Nullstellen. Wir betrachten die Funktion 

x 2 - 3 x + 3 x 2 - 3 x + 3 
y = x3 -4-;'2 - 7X-:-~10 = (x + 2) (x - 1-o-)-:-(X-__ -c5::-:c) • 

Der Teilbruchansatz 

AI' A. As 
y = -~- + ~-- + -~-

X+2 X-1 x-S 

fuhrt auf die IdentitlU 

xi - 3 x + 3 == A d x - 1) (x - 5) + A 2 (x - 5) (x + 2) + A 3 (x + 2) (x - 1), 

aus der sich I durch Einsetzen von x = - 2, x = 1, x = 5 der Reihe nach ergibt: 

13=21 A I • 1=-12A 2 , 13= 28As. 

so daB die Funktion durch die Teilbruchdarstellung 

13 1 13 
Y = 21 (x + 2) - 12(X--=-1) + 28(x - 5) 

ersetzt werden kann. 
2. Eine ein/ache und eine doppelte Nullstelle. Fur die Funktion 

x2 _ 5 x + 2 
Y = ----~ 

(X_2)2(X-- 5~ 

haben wir den Ansatz 

zu machen und mussen AI' A 2 , A3 aus der Identit1it 

x 2 - 5 x + 2 == AI(X - 5) + A 2 (x - 2) (x - 5) +A3(x- 2)2 

bestimmen. Fur x = 5 finden wir As = 2/9. Durch Einsetzen von x = 2 kann 
naturlich nur der erste Koeffizient, n1imlich Al = 4/3 ermittelt werden. Urn A2 zu 
finden, setzen wir etwa x = 0 und finden mit den berechneten Werten von AI' A3 
schlieBlich A2 = 7/9, so daB wir fUr die rationale Funktion die Darstellung erhalten: 

4 7 2 
Y =:3 (x - 2)"2 + 9 (x =--i) + 9-(x c=5)' 

3. Eine drei/ache Nullstelle. In der Funktion 

3 x2 _ 17 x + 21 
Y = -~(x=--2)3---

ordnen wir den Z1l.hler nach Potenzen von (x - 2) und bilden zur Bestimmung 
der Koeffizienten das Hornersche Schema (3, 34) : 

3 -17 21 
x=2 6 -22 

3 -11 C:. 
6 

---
- 5 

I Die beiden Seiten der Identit1l.t stellen Parabeln zweiten Grades dar, die ganz 
zur Deckung kommen, wenn sie in drei Punkten ubereinstimmen. 
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Wir erhalten die Darstellung 

3 XU - 17 x + 21 == - 1 - 5 (x - 2) + 3 (x - 2)2 

und k6nnen die Funktion durch die Teilbruchzerlegung 

1 5 3 
Y = - (x - 2)3 - (x - 2)2 + X - 2 

ersetzen. 
4. Eine ein/ache Nullstelle (ein unzerlegbarer quadrati scher Faktor). Flir die 

Funktion 
15 x 2 + 66 x + 21 

Y = (x -1) (x 2 + 4 x + 29) 

haben wir die Teilbruchzerlegung 

A Bx+C· 
Y = x-=1 + X2+ 4X+-29 

und erhalten die Ktmstanten A, B, C aus der Identitat 

15 x 2 + 66x + 21 = A (X2 + 4 x + 29) + (B x + C) (x -1). 

Setzen wir x = 1, so ergibt sich A = 3. 
Fiihren wir diesen Wert in die IdentitM ein und bringen das erste Glied von 

rechts auf die linke Seite, so erhalten wir 

12x2+ 54x-66 =(Bx+ C)(x-1). 

Rier ist die linke Seite in der Tat durch (x - 1) teilbar. Es folgt 

12x+66==Bx+C. 

so daB die Teilbruchzerlegung die Gestalt 

3 12x+66 
Y = x - 1 + %2 + 4 x + 29 

besitzt. 

13, 33. Integration der Teilbriiche. Die bei der Zerlegung entstandenen 
Teilbriiche sind von zwei verschiedenen Typen, namlich 

1. 
A 

(x-a)" ' 

Bx+C 
2. fX2~+-2~bx +C7 

mit c - b2 > 0 (wegen der U nzerlegbarkeit). 

Die Funktionen des ersten Typus sind sofort zu integrieren; denn es ist 

(18a) a) fiir p > 1: f (X~ a)" dx = - p~ 1 (X_Aa)JH + Const, 

(18b) b) fiir p = 1: f~dX = Ain Ix-al + Const. x-a 

Die Funktionen des zweiten Typus werden wir zunachst noch aufspalten, 
indem wir schreiben: 

(19) 
Bx+Bb+C-Bb 

(x2 +2bx+ct 
B 2(x+b) C-Bb 
2 (X2 + 2.b i + c)r + (XU + 2 b x + c)' . 
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Hiervon ist der erste Summand wieder leicht zu integrieren, denn mit 
der Substitution 

x2 +2bx+c=w, 
2 (x + b) dx = dw 

geht das zu berechnende Integral (von dem konstanten Faktor ab­
gesehen) in 

iiber, und das Ergebnis lautet: 

.. f 2(x+b)dx 1 1 
(19a) a) fur r> 1: (X2+ 2bx + c{ = - I' _ t (x2+2bx -I- &)1"-1' 

(19b) b)fiirr=1: f 2 (X+b)dX =In(x2 +2bx+c) 
X2+ 2bx +c. 

(die Absolutstriche konnen hier fehlen, da der quadratische Ausdruck 
ja keine Nullstellen hat und daher ohnehin standig positiv ist). 

Damit bleiben nur noch die durch das zweite Glied in (19) gekenn­
zeichneten Ausdriicke zu integrieren, also die Funktionen 

p 

Fiihrt man 

als neue Veranderliche ein und bezeichnet man die positive GroBe 
c - b2 mit ot2, so lautet das auszuwertende Integral, wenn wir von dem 
unwesentlichen konstanten Faktor wieder absehen: 

fU2-~~2Y . 
Fiir r = 1 ist dies ein bekanntes Integral, denn mit der Substitution 
t = ot1', dt = otd1' erhalt man 

f dt 1 f dr: 1 . 1 t ------ = -- ~- =-- arc tg l' + Const = - - arc tg - + Const. 
tl + exl ex r: 2 + 1 ex ex ex 

Es ist also nur noch der Fall r > 1 zu behandeln. Wir schreiben 

und wenden auf das Integral 

f(t2~2ex2rdt 
Produktintegration an, indem wir 

u = t, edt 
dv = (/2+ ex.Y 
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setzen, dann ist du = dt und 

V = J(tl~:I)r = +J~: = -- ~r ~ I z:-t 
und wir erhalten 

J tl 1 t 1 J dt 
(t2+ClI{dt = - 2(r-1)(t2 +Cl2t-1 + 2("-1) (t2 +Cl2 )"-1' 

Setzen wir das in die obige Formel ein, so ergibt sich 

J dt 1 (1 t. 2 r - 3f dt ) 
(/2 + Cl2)" = as 2 r - 2 (t2 + Cl2)'"-1 + 2 r - 2 (tl + Cl1)r-l . 

Das ist eine Rekursionsformel, die das vorgelegte Integral auf ein 
einfacheres zurtickfiihrt, namlich auf ein solches, in dem der Exponent 
im Nenner urn eine Einheit vermindert ist. Durch (r - 1)-malige An­
wendung dieser Formel kommt man also auf das bekannte Integral 

zurtick. 

J dt 1 t -- = -arctg­
tl + Cl2 Cl Cl 

Machen wir die Transformation x + b = t wieder rtickgangig, so 
wird 

(19c) 

1 (1 x.+b 2r- 3S dx ) 
= c-bl 2r-2(x2 +2bx+c)"-1 + 2,.-2 (xl +2bx+ct 1 • 

Wir sind damit jetzt in der Lage, jede. beliebige rationale Funktion zu 
integrieren, und es hat sich das tiberraschende Ergebnis gezeigt, daB wir 
zwar tiber den Bereich der rationalen Funktionen hinauskommen, daB 
aber die Funktionen Logarithmus und Arcustangens die einzigen neuen 
(transzendenten) Funktionen sind. 

Beispiel: Man berechne 

_J2X3 -XB + 13X+34 
] - (X2 _ 2 x + 10)2· dx. 

Teilbruchzerlegung: 

2x3-x2 +13 x +34 Btx+C t B.x+Ci 
(Xl - 2x + 10)2 = x 2 _ 2x + 10 + (X2- __ 2x + 10)2' 

Koeffizientenvergleich ergibt: Bl = 2, C1 =.= 3, B2 = -1, C2 = 4 

J 2X3 -X2 +13 x +34 d J 2X+3 d S -x+4 d 
J= (x2 -2X+10)2· x= x l -2x+1O x+ (x2-2x+10)2 x. 

Aufspaltung des 2. Integrals nach (19): 

J * J -X+-l d 1J-2(X-1)+6 d = (x2-2x + 10)2 X = -2 (Xl _ 2 x + 10)1 X 

. 1 1 J dx 
= "2 Xl - 2x + 10 + 3 (x2 ~ 2x + 10)1' 

Prange· v. Koppenfels, Integral. und Differentialrechnung I. 20 
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Anwendung der Rekursionsformel (19c): 

J* - -!- 1 ~{~ x - 1 _~f __ d! } 
- 2 XU - 2 X + 10 + 3 2 XU - 2 X + 10 + 2 XU - 2 X + 10 

=-~{XU: 2~ ':r 10 + f ;u-~-f~-+-1-0}' 
Einsetzen in die Ausgangsformel: 

J - ~ X + 2 +- ~f 12 X + 19 dx 
- 6 XU - 2 X + 10 6 X2 - 2 x + 10 . 

Aufspaltung des Integrals nach (19): 

J =_! X+2 +-_~f12(X-1)+31dX 
6 X2 - 2 X + 10 6 XU - :i X + 10 

1 X + 2 1 (2 2 ) 31 x - 1 C = -6 x 2 --2 x ---t1o +- n x _. x+- 10 + 18 arc tg- 3- +- onst. 

Man bestatige die Richtigkeit des Ergebnisses, indem man die Ableitung 
bildet und ihre Obereinstimmung mit dem Integranden nachweist. 

Anwendung23: Bestimmung der Staukurve in einem Gerinne von 
rech teckigem Querschni tt. Zur Einleitung betrachten wir die ungehinderte 
freie Stromung des Wassers in einem Gerinne von beliebigem Querschnitt der 
Gro/3e F. Dabei ist'die freie Oberflache des Wassers eine Ebene, die mit der Hori­
zontalebene den gleichen-Winkel ex einschlie/3t wie die Erzeugenden der (als Zylin­
derflache angenommenen) Wandung. In der Hydraulik wird gezeigt. da/3 unter 
dem Einflu/3 der Turbulenz in einem Querschnitt.die Geschwindigkeit des stromen­
den Wassers nahezu die gleiche konstante Gro/3e v besitzt, so da/3 die in der Zeit­
einheit geforderte Wassermenge Q durch 

Q=Fv 

gegeben wird. Die gleichfOrmige Stromung des Wassers im Gerinne kommt so zu­
stande, da/3 die Schwerkraft, die das Wasser im Gerinne heruntertreibt, und die 
Reibungskraft, die an der Wandung des GeTinnes auftritt und die Bewegung des 
Wassers zu hindern sucht, im Gleichgewicht sind. Grenzen wir uns durch zwei 
Querschnitte, die im Abstande Isenkrecht zu den Erzeugenden der Wandung ge­
legt sindl, eine bestimmte Wassermenge ab, so ist deren Gewicht 

G="FI, 

wenn wir das spezifische Gewicht des Wassers mit y bezeichnen2, und die Schwere 
erzeugt in Richtung der Bewegung die Kraft 

K = G sin ex = y F I sin ex {I:d "F loe . 

FUr die Reibungskraft R macht die Hydraulik die Annahme 

R =i'_ Cvu U I, 
2g _ 

wobei v die Geschwindigkeit, U die Lange des benetzten Umfangs und C (dimensions­
los) die empirisch fUr das Gerinne zu bestimmende Reibungszahl ist. 

1 Es macht, da der Winkeloe sehr klein ist, kaum einen Unterschied, ob wir die 
Querschnitte vertikal oder senkrecht zu den zylindrischen Erzeugencen legen. 

2 Wenngleich die Ma/3zahl von y gleich 1 ist, behalten wir !loch diesen Faktor 
bei, urn tiber die physikalischen Dimensionen aller auftretenden Gro/3en im Bilde 
zu sein. 
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1m Falle der freien ungehinderten Stromung im Gerinne mussen sich die beiden 
Krl1fte K und R. die in entgegengesetzter Richtung wirken. gegenseitig aufheben. 
so daB ffir die Stromung 

gilt. 

.YF1(ex-C~ ~v')=O g 2F 

Nun denken wir uns in das Gerinne ein Wehr zum Aufstauen des Wassers ein­
gebaut. Dann wird der Wasserspiegel nicht mehr eine Ebene sein. sondern eine 
zylindrische Fll1che mit horizontalen Erzeugenden. deren Grundkurve die Spiegel­
liunle oder StauliunlB ist. Diese zu berechnen. filhren wir ein (x. y)-System ein. 
dessen x-Achse eine der Erzeugenden der Wandung des Gerinnes ist. wl1hrend die 
y-Achse auf ihr senkrecht steht (Abb~ 98). 1st nun 

y = y (x) 

die Gleichung der· Spiegelkurve. so ist ihre Steigung ~: gleich dem Tangens des 

Winkels. den die Kurventangente mit der x-Achse bildet und. da auch dieser Winkel 
sehr klein ist. nll.herungsweise gleich dem 
Winkel selbst. Andererseits schlieBt die 
x-Achse den Winkel ex mit der 'Horizon­
talen ein. also ist 

dy 
at - ---

dx 

der Winkel der Spiegelkurve mit der Ho­
rizontalen. das sogenannte Spiegelgeflille_ 
Nun wiederhoien wir genau die Betrach­
tung. die wir eben filr die ungehinderte 
Stromung des Wassers angestellt haben. 
Wir grenzen in der Umgebung der Stelle x 

Abb.98. 

eine Wassermenge zwischen zwei benachbarten. im Abstand Lli parallelen Quer­
schnitten abo deren Gewicht also" F Lli ist. Dann ilbertrl1gt sich auch auf diese. 
gestaute Stromung das Ergebnis der ungehinderten Stromung. daB die von der 
Schwere erzeugte Kraft in Richtung der Spiegeltangente gleich dem Produkt aus 
dem Gewicht und dem Spiegelgefll.lle ist. 

yFLII (ex - ~~). 
Ebenso ilbernimmt man filr die Reibung an der Wandung den Ausdruck: 

Die Differenz der beiden Krafte 

(*) YFLll{(ex-~~)-Cf 2r;.vl} 
ist hier aber nicht Null. wie bei der urigehindert~n Stromung. ihre Differenz er­
zeugt vielmehr die Beschleunigung (bzw. Verzogerung). die das Wasser bei seiner 
Bewegung erfl1hrt. wenn es in der Richtung auf das Hindernis zu fortschreitet. 

Um nun die Beschleunigung zu finden. gehen wir am besten von der Energiegl~i­
chung aus. Danach muB die Arbeit der Kraft (*) bei einer Verschiebung LI x gleich 
der zugehorigen Anderung der Bewegungsenergie dieser Masse 

1 yFLII I - --v 
2 g 
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sein. Wir haben damit, wenn wir gleich durch das Gewicht (I' F Lll) ktirzen, die 
Gleichung 

( ex _ dy _ C ~ ~ v2')Llx = LI (V2) 
dx g 2F 2g 

oder, wenn wir den Grenztibergang LI x ~ 0 machen und v = ~ einsetzen 1, 

ex - ~~ - c ~ 2~~: = 2~ d~ (;2) =-~: ;a ~:, 
eine Gleichung, die die Ableitung der gesuchten Staukurve mit dem Querschnitt 
des Gerinnes verkntipft. 

Jetzt nehmen wir an, der Querschnitt des Gerinnes sei ein Rechleck der Breite b, 
und zwar sei die Breite b groJ3 gegen die Wassertiefe y, so daJ3 der benetzte Umfang 

U=b+2YFt<b 

wird. Der FHicheninhalt des Querschnittes ist 
F=by. 

Die Grundgleichung vereinfacht sich zu 

ex _ dy _ C ~ Q2 ~ =_~ ~ dy 
dx 2g b2 y3 b~g y3 dx 

oder 

dy (1 _, iE ~) - ex _ C -.!_ 2. 2 ~ 
d X b 2 g y3 - 2 g b2 y3' 

Dies ist die Differentialgleichung der Spiegelkurve ftir das rechteckige Gerinne 
mit geringer Tiefe. Zur Abktirzung setzen wir noch 

Q2 
_ '3 

b2 g - I\. , 

wobei Yo offenbar die Wassertiefe ftir ein freies Abstromen des Wassers ist, wie man 

erkennt, wenn man ~~ = 0 einftihrt. Dann ftihrt die Trennung der Veranderlichen 

zu der Beziehung 
y3_ A3 ( yg-A3) 

otdx = -3--ady= 1 +'-3--3 dy, 
Y -Yo Y - Yo 

aus der 

ex x + Const = y + (y3 - Aa)J~ o y3_ y3 

folgt, Zur Auswertung des Integrals set zen wir 

~=7], J~-~f~'L Yo y3 - yg - y8 7]3 - 1 

und gelangen tiber die Teilbruchzerlegung 

1 (_1 ___ ~~) 
3 7] - 1 7]2 + 7] + 1 

zu dem Ergebnis 

J ~L = ~ In i 7] - 1: - ~ In (7]2 + 7] + I) -- -.!-= arc tg (2 7] =!- 1) 
7]3-1 3 6 13 13 

1 [~2 + 7] + 1] 1 2 1] + 1 
=- 6 ln (7] _ 1)2 -}3arc.tg n + Const. 

1 Q hangt nicht von x ab, denn da das Wasser unzusammendrtickbar ist, geht 
durch jeden Querschnitt die gleiche Wassermenge. 
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Dieses Integral, genommen zwischen den Grenzen '7 und 00, ist von dem um 
die Entwicklung der Hydraulik sehr verdienten franztisischen Techniker J. BRESSE 

(1850)· aufgestellt worden und ftihrt nach ihm die Bezeichnung "Bressesche Funk­
tion" : co 

1 (1]) = J--~'1.. . 
1]3 - 1 

'I 

Die Gleichung der Staukurve ist also. 

IX X -+ Const = y - -~-:.~~ 1 (1'-) . 
Yo Yo 

Die Konstante wird schliel3lich dadurch bestimmt, daB ftir ein vorgegebenes x (der 
Ort des Wehrs) die Wassertiefe y vorgeschrieben ist, 

x=a, y=h. 

Dann lautet die Gleichung 

IX (x - a) = (y - h) - yg ~ l3 [I (2'.) - 1 ('~)J . 
}'o Yo Yo 

Darin ist Yo die Wassertiefe bei hinreichender Entfernung yom Wehr (lim )' = Yo), 
% ........ -00 

die Staukurve hat also die Parallele y = Yo zur Gerinnsohle als Asymptote. Wtirde 
man sie tiber das Wehr hinaus fortsetzen, so sieht man, daB ftir x ..... + 00 die Tiefe y 
nach (+ (0) geht, und man erkennt dann, daB ftir x ..... "+ 00 

dy 
d:t ..... IX 

gilt. Wir erhalten also eine zweite Asymptote, und zwar ist sie, da sie mit der Sohle 
des Gerinnes den Winkel IX bildet, horizontal. Ftir die wirkliche Staukurve hat man 
es mit einem Sttick dieser Kurve zu tun. 

13, 4. Grundsatzliche Bemerkungen iiber Differentiation und 
Integration. 

Von den beiden Prozessen des Differenzierens und Integrierens haben 
wir in den beiden ersten l\apiteln immer die Integration (Flacheninhalts­
bestimmung) als den begrifflich einfacheren an die Spitze gestellt. Wir 
bemerkten bereits, daB eine stetige Funktion stets ein Integral besitzt, 
daB jedoch die Stetigkeit keine ausreichende Voraussetzung fUr die 
Differenzierbarkeit darstelltl. Es ist in diesem Zusammenhang not­
wendig, noch einmal auf die groBe Allgemeinheit des Funktionsbegriffes 
hinzuweisen und zu betonen, daB beispielsweise auch eine von einem 
schreibenden MeBinstrument gezeichnete Kurve unter diesen Begriff 
fallt. In all diesel) Fallen, in denen die .Funktionsbeziehung nicht in 
Form einer Gleichung vorliegt, tritt die einfachere Natur des Integral­
begriffes besonders klar in die Erscheinung. Der Flacheninhalt unter einem 
Kurvenzug existiert unter allen Umstanden, und zu seiner Ermittlung 
kann man sich des in 7,4 besprochenen Integraphen bedienen. Kleine 
Ungenauigkeiten im Kurvenverlauf, wie sie beim Aufzeichnen unver-

1 Vgl. 5.6 S. f40ff. bzw. 5, ~ S. f3G. 
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meidlieh sind, haben dabei nur einen sehr geringen EinfluB auf das 
Ergebnis. Beim Differenzieren dagegen wurde jede kleine Unebenheit 
in der gezeiehneten Kurve im 5teigungsbild eine starke Schwankung 
bewirken, und die Anforderungen an die Zeichengenauigkeit sind daher 
beim Differenzieren sehr viel h6here als beim Integrieren. Wir k6nnen 
zusammenfassend sagen: Die Integration ist ein summierender, gHi.Uen­
der ProzeB, die Differentiation hangt dagegen von den Eigenschaften 
einer Funktion im kleinen abo 

Anders freilich falit der Vergleieh aus, wenn man nieht an den be­
grifflichen Kern beider Prozesse, sondern an ihre formai-rechnerische 
Durchfiihrung denkt. Wenn wir uns mit Funktionen beschaftigen, die 
in Form von Gleichungen gegeben sind - und diese Funktionen stehen 
naturlich im Mittelpunkt unseres Interesses ~, so k6nnen wir die Dif­
ferentiation nach festen Regeln ausfiihren, deren rein formale Anwen­
dung immer zum Ziel fiihrt. Dabei zeigt sieh, und wir werden das auch 
weiterhin immer bestatigt finden, daB die Differentiation einer irgendwie 
zusammengesetzten Funktion niemals auf eine Funktion komplizier­
teren Grundcharakters fiihrt (die Ableitung einer rationalen Funktion 
z. B. ist stets wieder rational). Dagegen konnten wir fur die Integration 
langst nieht in dem gleiehen AusmaB Regeln aufstellen, sondern es 
lieBen sieh nur gewisse Methoden aufzeigen, ein gegebenes Integral auf 
andere, moglicherweise einfachere oder bekannte, zuriickzufiihren. Ge­
wiB konnten wir auf solche Weise eine Reihe von Integralen durch "be­
kannte" Funktionen (vgl. die Ausfiihrungen in 7, 5) ausdriicken; dies 
ist jedoch grundsatzlich als Ausnahme anzusehen, wahrend man in der 
Regel ein Integral geradezu als Definition einer neuen Funktion anzu­
sehen hat, deren Eigenschaften an Hand der vorliegenden Integrations­
aufgabe zu studieren sind, wie wjr es bei den Funktionen In x und 
arc tg x durchgefiihrt haben. Aus diesem Grunde kann, wenn man das 
Augenmerk in erster Linie auf die Ausbildung des formalen Rechnens 
riehtet, die Differentiation ais der einfachere der beiden Prozesse er­
scheinen. Dies ist der Grund dafiir, daB haufig die Differentialrechnung 
vorangestellt und erst dann die Integration ais Umkehrung der Diffe­
rentiation eingefiihrt wird, ein Aufbau, der nieht der historischen Ent­
wickiung entsprieht, der aber bis in die jungste Zeit in der Lehrbuch­
literatur ublich war. Erst in den Ietzten Jahrzehnten hat sieh, unter dem 
EinfluB von F. KLEIN (1849-1925) die Auffassung starker durchgesetzt, 
daB im mathematischen Unterricht das Begriffliche den Vorrang ein­
zunehmen hat. Dann ist es aber zweckmaBig, den Integralbegriff voran­
zustellen. Auf solche Weise werden auch am besten die DenkmiUei 
entwickelt, die fUr die Beschreibung und Beherrschung von Naturvor­
gangen wesentlich sind; das werden die den verschiedensten Gebieten der 
Physik entnommencn Anwendungsbeispiele dem Leser vor Augen ge­
fiihrt haben. 
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Es ist nun noch eine Bemerkung tiber die Auswertung von Integra­
len zu machen, die sich nicht durch "bekannte" Funktionen ausdriicken 
lassen. Ein eingehendes Studium der Eigenschaften einer durch ein sol­
ches Integral definierten Funktion wirp man nur dann vornehmen, 
wenn dieses Integral haufiger auftritt ~der wenn seine Beherrschung 
yom systematischen Standpunkt aus notwendig erscheint. Handelt es 
sich hingegen nur urn die Losung einer einzelnen Aufgabe, bei der ein 
bestimmtes Integral mit vorgeschriebener Genauigkeit zu berechnen 
ist, so wird man entweder einen Integraphen verwenden, oder, wenn die 
damit erreichbare Genauigkeit nicht ausreicht, numerische Auswertungs­
methoden heranziehen. TIber diese sei im fo1genden kurz einiges ausge­
fiihrt. 

13, 5. Numerische Integration. 
I3. 5I. Fehlerabschiitzung bei Interpolation durch ganze rationale Funktionen. 

Fur die numerische Berechnung eines bestim,mten Integrals geht man von dem 
Grundsatz aus, den Integranden durch Naherungsfunktionen von einfacherem 
Typus zu ersetzen und damit Naherungsformeln zu entwickeln. Es ist dann un­
erlaBlich, diese Formeln durch Fehlerabschatzungen zu erganzen, urn stets uber 
die Genauigkeit der Rechnung im Bilde zu sein. Als Nliherungsfunktionen kommen 
in erster Linie ganze rationale Funktionen in Frage, die wir in der Weise festlegen 
konnen, daB ihre Ordinaten fur eine Anzahl von Abszissenwerten mit den Ordinaten 
der vorgelegten Funktion ubereinstimmen. 

j(x) sei eine im Intervall a ~ x ~ bdefinierte stetige Funktion, und unter 
!p" (x) werde diejenige ganze rationale Funktion p-ten Grades verstanden, deren 
Werte an den p + 1 Intel'polationsstellen ';0' ';1' ';2' ... , .;" mit den Werten der Funk­
tion j (x) an diesen Stellen ubereinstimmen l : 

!p" (.;~) = f (~~) (a ~ ~~ ~ b, v = 0, 1, ... , p) . 

Fur die Abweichung 
R,,(x) = j(x) - !p,,(x) , 

deren GroBe wir bestimmen wollen, setzen wir dementsprechend an: 

R" (x) = e (x) (x - ';0) (x -~I) ... (x - .;,,) . 

1m folgenden setzen wir nun uber die Funktion j(x) noch voraus, daB sic im 
Intervall a ~ x ~ b stetige Ableitungen bis einschl. zur (p + 1)-ten besitzt. Dann 
gelingt namIich die Abschll.tzung des Faktors I.! (x) leicht durch folgenden Kunst­
griff: Fur eine beliebige, im folgenden £estzuhaJtende Zahl x. aus dem Intervall 
(a, b), die lediglich mit keiner der ,Zahlen .;~ zusammeilfalIen" solI, denken wir 
uns das zugehorige I.! (x*) bestimmt und bilden darauf die Hilfsfunktion 

H (x) = R" (x) - I.! (x*) (x - ';0) (x - ';1) ... (x -.;,,) (I.! (x*) ist eine Konstante). 

Diese Funktion hat die Zahlen ';0' ';1' ~2' ... ~" und auBerdem x* zu NulIstelIen, 
sie verschwindet also im Intervall a ~ x ~ b an mindestens p + 2 verschiedenen 
Stellen. Nun folgt aus dem in 7, 3 abgeleiteten Mittelwertsatz der Differential­
rechnung der Steigungsbestimmung, daB zwischen zwei NulIstelIen eincr Funktion, 
die eine stetige erste Ableitung besitzt2, stets mindestens eine NulIstelIe dieser ersten 

1 HinsichtIich der FestI~gung dieser Funktion vgl. 3,44 und 4, 12. 
2 Diese Folgerung aus dem Mittelwertssatz, die, wie der Mittelwertssatz selbst, 

fiir die Anschauung unmittelbar einleuchtend erscheint, ist als Satz von ROLLE 
bekannt. 
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Ableitung liegt. Daraus folgern wir, dall im Intervall a ~ x ~ b H'(x) mindestens 
(p + '1)-mal, H" (x) mindestens p-mal, ... und sehlielllieh H(P+l) (x) mindestens 
einmal versehwindet. Da nun tp~+l) (x) =c 0 ist, ergibt sieh 

H(Hl) (x) = f(HI) (x) - (p + 1)! e (x*) , 

und dieser Ausdruck mull, wie wir soeben erkannt haben, an einer dem abgeschlos­
senen Intervall (a, b) angehorenden Stelle % verschwinden, so dall 

f(HI) (x) 
e (x*) = (p +IT! 

wire!. Da nun x* im Intervall (i:z, b) willkiirlich an genom men war, konnen wir 
hieraus schliellen, dall fiir aile x des Intervalls a ~ x ~ b ~ie Ungleichung 

gilt, wenn unter M(p+l) eine obere Sehranke fiir I j<p+l) (x) i (a ~ x ~ b) verstan­
den wird. Damit haben wir folgende Fehlerabschatzung: 

Wir haben bei der Ableitung dieser Formel stillsehweigend vorausgesetzt, dall 
die p + 1 Interpolationsstellen ~p samtlich voneinander verschieden seien. Es mull 
daher noch bemerkt werden, dall aueh mehrere dieser Stell en zusammenfallen 
konnen. Wenn die Interpolationsstelle ~I auf eine andere lnterpolationsstelle ~k 
riickt und schlielllieh in der Grenze mit ~k zusammenfallt, so ist das Ergebnis, dall 
fiir x = ~k nicht nur die Ordinaten, sondern aueh die Steigungen von f (x) und 
tp" (x) iibereinstimmen, so dall die Abweichungsfunktion R" (x) und ebenso auch die 
Hilfsfunktion H(x) dort eine doppelt zu zahlende Nullstelle besitzt (vgl. 3,41). 
Dann sind zwar fiir H(x) nur p + 1 voneinander verschiedene Nullstellen ge­
siehert, und der Mittelwertssatz garantiert dementsprechend fiir H' (x) nur p Null­
stellen. zu ihnen tritt jedoch noeh die Stelle ~k' an der H' (x) ebenfalls verschwinden 
mull, und damit bleibt die obige UberJegung auch auf diesen Fall anwendbar. 
Wir konnten in ahnlicher Weise noch zeigen, dall die gewonnene Abschatzungs­
forme I ihre Giiltigkeit behalt, wenn mehr als zwei Interpolationsstellen zusammen­
fallen. 

13, 52. Die einfachsten Formeln zur numerischen Integration. Urn 
b 

das bestimmte Integral f I (x) d x zu berechnen, dessen Integrand I (x) 
a ' 

eine im Intervall a < x :S b stetige Funktion sei, teilen wir dieses Inter-

vall zunachst in n Teilintervalle der Lange h = b - a. Die Teilpunkte 
n 

nennen wir der bequemeren Schreibweise wegen 

a = xo ' a + h = Xl' ... , a + v h = x,., ... , b - h = x n- l ' b = xn . 

Flir diese Zahlen werden die Funktionswerte !(xo), I(xl ), ... , I (xn ) 

berechnet (Wertetabelle). 
a) Die Rechtecksregel. Als nachstliegenden und ersten Nahe­

rungswert flir den Flacheninhalt unter der Kurve y = I (x) nehmen wir 
die mit der soeben hergestellten Teilung konstruierte linke Rechtecks-
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summe, wirschreiben d&mentsprechend die folgendeNaherungsformel an: 
b 

(20) fl(x) dx ~ h [/(xo) + l(xI ) + ... + I(xn- I )] • 
a 

Urn uber die Genauigkeit AufschluB zu erhalten, bedenken wir, daB hier in jedem 
Teilintervall, das von x" bis x,,+1 reicht, die Kurve y = I (x) durch die horizontale 
Gerade 1/ = I (x,,) ersetzt ist, die im Sinn des vorigen Abschnitts eine Naherungs­
funktion nullter Ordnung darstellt. Fur die Ordinatendifferenz beider Kurven gilt 
daher1 , sofern die Ableitung I' (x) im Intervall a ~ x ~ b existiert und ihr Absolut­
wert die ,lahl Mill nicht ubersteigt: 

: Ro(x) I ~ M(11 (x - x,,) 

Durch Integration zWischen den Grenzen x" und x,,+1 findet man, daB der bei 
Anwendung der Naherungsformel (20) auf ein einzelnes Teilintervall entfallende 
Fehler II" der Ungleichung 

genugt, und damit erhalten wir fur den Gesamtfehler V die Abschatzung 

(20*) I V I ~ t MOl h2 n = t MIll (b - a) h . 

b) Die Trapezregel. Urn die Annaherung zu verbessern, denken 
wir uns jeden der durch die Wertetabelle festliegenden Kurvenpunkte 
mit dem folgenden durch eine Sehne verbunden und ersetzen den Fla­
cheninhalt jedes einzelnen Streifens durch den Inhalt des von qieser 

h 
Sehne begrenzten Trapezes, also durch "2[f(x,,) + l(x .. + 1)]. LaJ3t man 

hierin 11 die Werte 0, 1, , , " n - 1 annehmen und summiert, so gelangt 
man zur Naherungsformel 

b 

(21) f 1 (x) dx ~ h [! I(a) + 1 (Xl) + l(x2) + .. , + I(xn- I ) + ! I(b)) , 
a 

Wenn im Intervall a ~ x ~ b neben der ersten auch noch die zweite Ableitung des 
Integranden stetig ist und M(2) eine obere Schranke fur ihren Absolutwert bedeutet, 
so gilt fUr die Ordinatendifferenz von Kurve und Sehne im Teilintervall 

x" ~ x ~ x .. +1 
nach 13,51: 

I Rl (x) ! ~ t MIll I (x - x,,) (x - XI>+I) ! (x,. ~ x ~ ¥Hl) . 

lntegriert man dies von x" bis x"+1' so erhalt man fur den Fehler v"' der bei An­
wendung von (21) auf das einzelne Teilintervall entfallt: 

I II" I ~ If MIll h3 

und fur den Gesamtfehler V gewinnen wir daraus die Abschatzung: 

(21*) I V I ~ 1\ MI21 (b - a) h2 , 

c) Die Simpsonsche Regel. Eine noch wesentlich bessere An­
naherung wird erreicht, wenn man die Kurve y = 1 (x) durch Bogen von 

1 Dies kann man auch ohne Berufung auf 13, 51 lInmittelbar aUS dem 
Mittelwertssatz (7.3) folgern. 
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Parabeln zweiten Grades ersetzt, die jeweils fur drei Abszissenwerte 
diese Kurve schneiden (vgl. Abb. 99). Wir mussen jetzt fUr n eine gerade 
Zahl nehmen: n = 2m. Eine Parabel zweiten Graq.es, die an den SteIl en 
x,._l> x,. und X..+l die Kurve y = f(x) schneidet, ist nach der Newton­
schen Interpolationsformel (4, 12) 1 durch die Gleichung 

'}'J = f(x ) + L1_~tiXV-I) (x _ X ) + L ,12f (XV-I) (x -- x ) (x - x) 
'/ ,.-1 h v-I 2 h2 ,,-1 V 

gegeben, die wir auch in die Form 

1] = f (xv) + ,11 f ~"~l) (x - xv) + .~ ,121 tV-I) (x - x,.l (x - x" + h) 

bringen konnen. Da diese K urve 1m 
doppelten Teilintervall 

X,,_l < x < xv+1 

die Funktionskurve ersetzen solI, h.aben 
%,,+1 

wir nun das Integral J 1] dx auszuwer-
%"_1 

ten. Mit der Substitution 

L-~X~P-_l----~X~P----~X~P~-'----~X (22 a) x -- x,. = h U , dx = h dtt 

Abb.99. nimmt dies die Gestalt an: 
Xv+1 1 1 f 1] dx = 2 hf(x,.) + h..1 1 f(xv- 1) f udu + .~ ..1 2 f(xY-l) f u (u + 1) du 

"',,-1 -1-1 
h . 2 

= 2 h f(xv) + -2 L:J2 f(X"-l) "3 
h = 3- U(X,.-l) + 4 f(x,,) + f(X"+l)]' [vgl. S. 105, (3)] 

Diese Naherungswerte fUr die Flacheninhalte der Doppelstreifen sind 
nun zu addieren, indem man v die Zahlenfolge 1,3,.,., 2m -1durch­
laufen lafit und summiert. Dann entsteht die als "Simpsonsche Regel" 
bekannte Naherungsformel: 

b 

(22) ff(X)dX ~ -~-U(a) + 4f(xI ) + 2f(x2 ) + 4f(xa) + 2f(X4) + 
a 

+ . , . + 2 f(X2m- 2) + 4 f (X2m- I ) + f(b)] . 
Beziiglich des Fehlers wird man zunachst vermuten, er sei der dritten Potcnz 

von h proportional und enthaite als Faktor die obere Schranke fiir den Absolutwert 
der dritten Ableitung des Integranden. Es wird sich jedoch sogleich zeigen, daB 
die Verhaltnisse giinstiger liegen. Man bedenke zunachst, daB sich an dem Wert des 
von %,,-1 bis %,,+1 erstreckten Naherungsintegrals nichts andert. wenn man von 
der Parabel zweiten Grades zu einer Parabel dritten Grades iibergeht. indem man 

1 Man konnte auch von der Lagrangeschen Interpolationsformel (3,44) aus­
gehen - und dies ist in allgemeineren Fallen in der Tat zweckmaBig - aber hier 
kommen wir mit der Newtonschen Interpolationsformel schneller zum Ziel. 
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ein Glied der Form c (x - x._1) (x -- x,,) (x - x.+1) hinzufiigt. Die Integration 
dieses Zusatzgliedes liefert namlich mit (22a) 

1 
chI f (u + 1) u (u - 1) du = 0 (Integrand ungerade Funktion). 

-1 

Wir konnen also den Fehler so abschatzen. als hatten wir von vornherein unter 
Mitberiicks'ichtigung dieses Zusatzgliedes eine Naherungskurve dritten Grades 
verw~ndet. Wir konnen dabei sogar noch iiber den Faktor c frei verfiigen und denken 
uns diesen so bestimmt. daO die Naherungskurve dritten Grades an der Stelle x. 
auOer der gleichen Ordinate auch noch die gleiche Steigung besitzt wie die Funk­
tion f (x). Dann ist die Parabel dritten Grades eine Interpolationskurve. fiir die 
die Zahlen X._1 und x" + 1 einfache Interpolationsstellen sind. wahrend x .. im Sinne 
der SchluObemerkung von 13.51 doppelt zu zahlen ist. Dann gilt fiir die Abwei­
chungsfunktion R3 (x) die Abschatzung 

M(<<' 
I R3 (x) ! ~ 4T I (x - X"_l) (x -- x,,) 2 (x - x"+1) i • (X"-l ~ X ~ x"+1) , 

sofern der Integrand f (x) eine stetige vierte Ableitung besitzt, fiir deren absoluten 
Betrag M(<<' eine obere Schranke ist. Durch Integration ergibt sich mit der Substi­
tution (22a). 

f+: R3 (x) I dx ~ ~;4' h5 f, (u + I) u2 (u - 1) I du = 

x_, -1 
1 

M(I, J M(I, 
=_h6 u 2 (1-u2)du=--h5 

4! 90. ' 
-1 

und durch Multiplikation mit der Anzahl m der Doppelstreifen erhalt man wegen 
b-a 

mil = -2- folgende Fehlerabschatzung zur Simpsonschen Regel: 

M(I, 
(22*) I V I & 180 (b - a) hI . 

Mit jeder der drei abgeleiteten Formeln kann natiirlich die G'rnauig­
keit beliebig weit getrieben werden, wenn die Streifenbreite h hinrei­
chend klein genommen wird. Die Hauptrechenarbeit ist dabei nichf die 
Bildung der Summen, sondern die Aufstellung der Wertetabelle. Es ist 
klar, daB man, soweit das iiberhaupt moglich ist, immer die Simpson­
sche Regel bevorzugen wird, weil die Za:hl n der Teilintervalle, die zur 
Erreichung einer vorgeschriebenen Genauigkeit erforderlich ist, bei ihr 
im allgemeinen am kleinsten ausfallen wird. Es sei noch bemerkt, daB 
die angegebenen Fehlerabschatzungen unter Umstanden ihren Sinn 
verlieren konnen, wenn der Integrand nicht analytisch, sondern em­
pirisch gegeben ist und wenn infolgedessen die Funktionswerte I (x) 
selbst nur mit beschrankter Genauigkeit bekannt sind. SchlieBlich sei 
noch betont, daB wir uns hier auf die Angabe der einfachsten Methoden 
beschranken muBten und daB man unter Heranziehung hoherer Metho­
den noch zu sehr viel giinstigeren Formeln gelangen kann. Ein Eingehen 
darauf ist jedoch im Rahmen dieser Vorlesung nicht moglich. 
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§ 14. Die Taylorsche Forme!' 

14, 1. Die Schmiegparabeln und die Darstellung der hoheren 
Ableitungen als Quotienten von Differentialen. 

Wir wollen im folgenden auch die haheren Ableitungen in der von 
LEIBNIZ eingefUhrten Differentialschreibweise darstellen. Von der be­
trachteten Funktion 

(1) y = f(x) 

setzen wir voraus, daB sie in einem vorgegebenen abgeschlossenen In­
tervall stetige Ableitungen bis zur (n + i)-ten Ordnung besitzt. Die 
meisten Funktionen, mit denen man es fUr gewahnlich zu tun hat, lassen 
sich beliebig oft differenzieren, so daB fUr n jede natiirliche Zahl genom­
men werden kann. 

14, II. Die Folge der Schmiegparabeln. Wir kniipfen an die "Ober­
legung an, die uns von der ersten Ableitung y' = f' (x) zu dem ersten 
Differential d y hinfUhrt,e. Wir konstruierten dazu an der betrachteten 
Stelle Xo die Tangente, also diejenige Gerade, die fUr x = Xo die gleiche 
Ordinate besitzt wie die Kurve f(x) und deren konstante erste Ableitung 
mit der Ableitung f' (xo) iibereinstimmt: 

(2) '11t = f (xo) + f' (xo) (x -- xo) . 
Wir gehen nun einen Schritt weiter und wollen eine Parabel zweiten 
Grades 

rl2 = a x2 + b x + c 
so bestimmen, daB fUr x = Xo nicht nur Funktionswert und erste Ab­
leitung, sondern auch die zweite Ableitung mit den entsprechenden 
GraBen der Funktion I (x) iibereinstimmen. Daswird erreicht, wenn wir 
setzen: 

(3) 

Diese Parabel beriihrt dann nicht nur die Kurve I (x) an der Stelle xo, 
wie es schon die Tangente tut, sondern ihre Steigung andert sich dart 
auch in gleicher Starke wie die der Kurve I (x), so daB beide Kurven gleich 
stark gekriimmt sind. Daher schmiegt sich die Parabel (3) der Funktions­
kurve in der Umgebung der Stelle x = Xo an, wir nennen sie eine 
"Schmiegparabel". Wir brauchen natiirlich hierbei nicht stehen zu blei­
ben, sondern wir kannen zu Parabeln .haheren Grades aufsteigen und 
entsprechend immer mehr Ableitungen an der Entwicklungsstelle Xo 

mit den Ableitungen der Funktion I(x) zur Ubereinstimmung bringeri. 
Wir wahlen also allgemein in einer Parabel n-ten Grades 

7J n = G .. (x) = ao + a l x + a2 x2 + ... + an x" 
die darin auftretenden (n + i) Konstanten so, daB sie an der betrach­
teten Stelle Xo die gleiche Ordinate sowie die gleiche erste, zweite, ... , 
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n-te Ableitung wie die gegebene Kurve (1) besitzt. Die so eindeutig be­
stimmte Folge von Parabeln bezeichnen wir als die Folge der Schmieg­
parabeln der Kurve (1) an der Stelle x = xo' Dabei stellt die Tangente 
die Schmiegparabel erster Ordnung vorl. 

Wenn wir nun von einer Parabel n-ten Grades an einer Stelle oX = Xo 
die Ordinate G (xo) und die Ableitungen his zur Ordnung n 

G~(xo), G; (xoL ... , G~") (xo) 

kennen, so laBt sich, wie wir in 3,3 sahen, die Gleichung der Parabel in 
der Gestalt 
G (x)=G (x)+ G:,(xo) (x-x)+ G::(xo) (x-x )2+ ... +G~,n)_(Xo)(x_x)n 

.. nOlI 0 2! 0 n! 0 

schreiben. SolI nun die Parabe: Schmiegparabel n-ter Ordnung der 
Funktion y = I (x) an der Stelle x = Xo sein, so muB Hir diese Stelle, 
wie wir eben festgesetzt haben, 

(4a) G .. (xo) = !(xoL G~k)(xo) = l~k)(XO) k = 1, 2, ... , n 

gelten. Somit ist die Gleichung der Schmiegparabel n-ter Ordnung der 
Kurve y = I (x) lur die Stelle x = Xo 

(4) 17 .. = !(xo) + f~~o) (x - xo) + I"d~o) (x - XO)2 + ... + 
+ I(n~(~o) (x _ xo)" . 

Lassen wir n die Folge der ganzen Zahlen n = 1, 2, 3, ... durchlaufen, 
so erhalten wir die ganze Folge der Schmiegparabeln der verschie­
denen Ordnungen, deren erste (n = 1) die Tangente (2) der Kurve 
y = I (x) . an der Stelle x = Xo ist. 

Wir bestatigen zunachst, da/3 die frtiher aufgestellten Na.herungs­
funktionen in unserem jetzigen Sinn Schmiegparabeln sind. 

a) Bei der Funktion 
1 Y =-­x 

hatten wir nach MERCATOR die Na.herungsfunktionen in der Umgebung 
der Stelle x = 1 entwickelt und 

G .. (x) = 1 -- (x - 1) + (x - 1)2 -- + ... + (- i)" (x .- i)" 

gefunden (vgl. 6, 51). Wegen 

1 f 1" 1 . 2 (n n' ! (X) =7 X ' (X) = - x2 ' ! (X) = + --xa' ... , I ) (X) = ( - 1)" xn~l ' 
also 

! (1) = 1 , ICk) (1) = ( - 1)k k! (k = 1,2, ... ) 

1 1m Sinne der Bemerkungen am Schlu£!. von 13.51 sei darauf hingewiesen. 
da£! man die Schmiegparabel auch durch Zusammenrticken der n + 1 1nterpola­
tionsstellen einer interpolierenden Para bel n-ten Grades entstanden denken kann. 
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bestatigt man sofort, daB die Schmiegparabe1 n-ter Ordnung 

1(1) + 1'(1) (x _ 1) + 1"(1) (x - 1)2 + ... + l(n)!.Q (x - 1)" 
1! 2! nl 

mit der Naherungsfunktion G" (x) iibereinstimmt. 
b) 'Da wir die Naherungsparabeln flir die Funktion 

y = lnx 

hieraus durch Integration in der Form 

H (x) = X-I _ (x - 1)~ + (~_:----.!.l_~ _ + ... + (_ 1),,+1 (x ---.!.l". 
" 1 2 3 n 

gewonnen hatten, so iiberzeugt man sich leicht, daB auch diese Schmieg­
parabe1n sind, d. h. daB auch bei ihnen an der Entwicklungsstelle x = 1 
die Ableitungen bis zur n-ten Ordnung mit denen der Funktion In x 
iibereinstimmen 1. 

c) Das gleiche gilt (vgl. 10, 11) flir die Naherungsfunktionen 

Gan(x) = 1 - x 2 + x. - + ... + (-1)" x 2 " 

der Funktion 

.1 
y= 1+XI 

sowie flir die Naherungsfunktionen 
x x 3 xl x2n+l 

H 2 "+1(x) = -1- -3 + 5-- + ... + (-1)" 2n+1 

der durch Integration gewonnenen Funktion 

y = arctgx. 

(Man bilde die Ableitungen an der. Stelle x = 0.) 
d) SchlieBlich iiberzeugen wir uns noch davon, daB auch die in 

8, 12 gegebene Darstellung der Exponentialfunktion 

y = eZ 

mit Hilfe der Naherungsparabeln 
x Xl xft 

H,,(x)=1+ 1T + 21 + ... +ni 
sich wegen ylk) (0) = 1 in den neuen Rahmen einordnet. 

14,12. Die hoheren Diffentialquotienten. Bei der Erklarung des ersten 
Differentials einer Funktion machten wir davon. Gebrauch, daB bei 
einer geraden Linie die Ordinatenspanne oder, in der Sprechweise der 
Differenzenrechnung (§ 4), die erste Differenz Lily der Abszissenspanne 
L1 x proportional ist: 

1 Zur einfacheren Sprechweise pflegt man den Funktionswert selbst als Ab­
leitung der Ordnung Null zu zQhlen. 
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und zwar ist der Proportionalitatslaktor gleich der Steigung, d. h. gleich 
der (konstanten) ersten Ableitung der Geraden 

Ll1] = 1]'Llx. 

Diese Eigenschaft der Geraden haben wir nun in § 4 verallgemeinern 
konnen, als wir die hOheren Ditlerenzen Ll 2/(x), Ll 3/(x), ... einer Funk­
tion einfUhrten. Wir sahen in 4, 22, daB die mit einer beliebigen Abszissen­
spanne Ll x gebildete n-te Ditlerenz einer Para bel n-ten Grades 
(S) 1] = G,.(x) = ao + alx + ... + a,. x,. 

der n-ten Potenz der Abszissenspanne proportional ist, und zwar gilt I 
(Sa) Ll"1] = n!an(Llx)~. 
Der Proportionalitatsfaktor ist gleich der n-ten Ableitung der Parabel 
n-ten Grades, so daB 
(S b) Ll"1] = 171n ) (Llx)" 

wird. So erscheint die Beziehung Lli GI = G; Ll x als erstes Element der 
Folge der Beziehungen (Sb), die fur die Parabeln ersten, zweiten, drit­
ten, ... , allgemein n-ten Grades gultig ist. Fur die Schmiegparabeln (4) 
nimmt die ~eziehung (S,a) offensichtlich die Gestalt 
(Sc) Ll"1]n = lIn) (xo) (Llx)n 

an, d. h. fUr die Schmieg para bel n-ter Ordnung der Funktion y = 1 (x) 
an der Stelle x = Xo ist die n-te Ditltirenz gleich der n-ten Potenz der A b­
szissenspanne Ll x multipliziert mit dern-ten Ableitung der Funktion 1 (x) 
an der betrachteten Stelle. 

Diese n-te Ditlerenz der Schmiegparabel n-ter Ordnung soU nun 
das n-te Dillerential der Funktion y = I(x) genannt.und mit 

dny 

bezeichnet werden, so daB hiernach 

(6) 
ist. Fur n = 1 kommt diese Definition auf die Definition des bisher allein 
betrachteten erst en Differentials 

dy=f(x)L1x 

zuruck, das wir in 11, 2 neben die erste Differenz cler Funktion 
Lly = I(x + Llx) - I(x) 

gestellt haben. Fur n = 2 tritt ebenso neben die zweite Differenz 
Ll2y = Ll/(x + Llx) - Ll/(x) = I(x + 2 Llx) .- 2/(x + Llx) + I(x) 

das zweite Differential 
d2y = t" (x) (LlX)2, 

das die entsprechend gebildete zweite Differenz der Schmiegparabel 
zweiter Ordnung ist. 

1 Beim Ausrechnen sind nur die hochsten Potenzen zu beachten. 
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Fur die unabhangige Veranderliche x gibt es naturlich nur das erste 
Differential 

,dx = dx, 

das zweite und alle hoheren Differentiale der unabhangigen Verander­
lichen sind identisch Null, wie sich aus der Erklarung der zweiten Dif­
ferenz fUr die Funktion y = x ergibt. 

Schreiben wir in (6) fUr die Spanne Ll x der unabhangigen Verander­
lichen jetzt noch d x, so erhalt diese Beziehung die Gestalt 

(6a) d"y=r)(x)(dx)n. 

die mit (6) vollkommen gleichbedeutend ist. GemaJ3 dieser Darstellung 
haben wir dann 

(6b) f(n)( ) = dny 
x dx'" 

d. h. die n-te Ableitung einer Funktion y = f(x) la(Jt sich schreiben als 
Quotient des n-ten Differentials der abhangigen Veranderlichen und der 
n-ten Potenz des Differentials d x der unabhangigen Veranderlichen. So mit 
haben wir fUr die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Funktion 
y = f (x) die Darstellung als Differentialquotienten 

d2 y d3 y dny 
d X2' d x 3 '.' •• , ~d x;' , •.. , 

wobei das Differential im Zahler die mit dx gebildete hochste (von 
Null verschiedene) Differenz der Schmiegparabel zweiter, dritter, ... , 
n-ter Ordnung ist und im Nenner die entsprechende Potenz des Diffe­
rentials d x = Ll x der unabhangigen Veranderlichen steht. Man spricht 
in diesem Sinne statt von der zweiten Ableitung vom zweiten, dritten, 
... , n-ten Differentialquotienten der Funktion. Diese Schreibweise ist 
von LEIBNIZ angegeben und hat sich eingeburgert, wenngleich sie fUr 
die hOheren Ableitungen nicht die gleiche Umsetzung der begrifflichen 
Uberlegungen in formales Rechnen mit sich bringt, wie wir es oben fUr 
die erste Ableitung kennengelernt haben. 

Wenn man z. B. die zweite Ableitung einer Funktion y ~ t (x) mit 
Hilfe der Kette 

(7) y = g(u) , u = h(x) 

bestimmen will, so konnteman auf Grund der formalen Schreibweise (6b) 
d2 y 

erwarten, daJ3 man dx2 erhalt, wenn man das Produkt 

d2 y du2 _ d2 y (dU)2 
du2 dX2 - du2 dx 

bildet. Indessen ware das falsch, wenigstens wenn man den Quotienten 

dd2 ~ als die zweite Ableitung von y nach u, d. h. als die zweite Ableitung u 
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g" (u) auffassen wollte. Denn da die zweite Ableitung durch Differen­
tiation der erst en Ableitung 

I'(x) = g'(u)h'(x) 
entsteht, so ist 

/" (x) = ddx [g' (u) h' (x)] = d~11~_~ h' (x) + g' (u) h" (x) , 

und da nach der Kettenregel 

d~(~) = dg'i!1 d~ = g"(U) h'(x) 
dx du dx 

ist, so folgt weiter 

(8) /,,(x) = g"(u) [h'(X)]2 + g'(u) h"(x). 

Wollen wir statt der Ableitungen die Differentialquotienten schreiben, 
so geht sie in 

(8~\ d2f(x) = d~gJ~) [dh(XlJ2 + dJJ!!l~~Jx) 
.", dx2 du2 dx du dx2 

tiber. Vielfach schreibt man dies, da y = I (x) = g (tt) ist, kurz 

(8b) 

Indessen soilte man die Formel eigentlich in der Gestalt 

(8c) 

schreiben. Denn dann wtirde man klar erkennen, daB das zweite Diffe­
rential auf der linken Seite d2 y(x) und das zweite Differential auf der 
rechten Seite d 2 y(u) ganz verschiedene Gro/3en sind, was in der Schreib­
weise (8b) leicht iibersehen werden kann. Nach der Definition ist 
d 2 y (x) die zweite Differenz der Schmiegparabel der Kurve y = I (x), 
gebildet mit der Spanne LI x = dx der unabhangigen Veranderlichen x, 
wahrend d 2 y(u) die zweite Differenz der Schmiegparabel der Kurve 
y = g(u) bedeutet, die auch mit einer ganz anderen Abszissenspanne 
LI u = d u gebildet istl. 

14, .2. Die Taylorsche Entwicklung. 

Die in 14, 11 durchgefiihrte Konstruktion der Schmiegparabeln, die 
auf schrittweiser Dbereinstimmung der Ableitungen der vorgelegten 
Funktion mit denen der ganzen rationalen Naherungsfunktionen an der 

1 '" d d' U h d "t D'ff . I . d 2 y f .. !ir e man Ie mrec nung es zwel en I erentla quottenten dx 2 au 

die neue Verlinderliche u lediglich durch Erweitern mit (du)2 zu vollziehen su­
chen. so erglibe sich zwar die richtige Beziehung 

di;:J = di~;) (=:r. 
aber hierin ist der erste Faktor nicht die zwcite Ableitung der Funktion y = ·g(u). 

Prange·v. Koppenfels. Integral· ucd Differentialrec:hnuog I. 21 
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Entwicklungsstelle beruht, laBt erwarten, daB in einer gewissen Umge­
bung der Entwicklungsstelle die Annaherung sich mit wachsender Num­
mer verbessert. Dieses Verhalten haben wir an den Beispielen immer 
festgestellt, in denen wir die GroBe des Fehlers 

(9) R.(x) = I(x) - G.(x) 

in seiner Abhangigkeit von der Stelle x und der Nummer n leicht uber­
blicken konnten. Eine solche Genauigkeitsdiskussion mussen wir nun 
auch im allgemefuen Fall durchfUhren, urn die Annaherung der vor­
gelegten Funktion durch Schmiegparabeln fUr die Berechnung der 
Funktionswerte ausnutzen zu konnen und sie zu einem brauchbaren 
Hilfsmittel der Integralrechnung auszubauen. 

14.21. Die Integraldarstellung des Restgliedes. Zur Gewinnung einer 
geschlossenen Darstellung des Restgliedes (9) gehen wir aus von der 
horizontalen Geraden durch den Kurvenpunkt 

Go(x) = 1 (xo) , 

die wir als Schmiegparabel nullter Ordnung ansehen. Fur die weitere 
Entwicklung ist es vorteilhaft, in 

I(x) = /(xo) + Ro(x) 

die Verbesserungsfunktion als bestimmtes Integral 

zu schreiben. Dann konnen wir aus der Darstellung 
.: 

I(x) = I(xo) + f /'(E) d~ 
2>0 

durch fortgesetzte Produktintegration die Folge der Schmiegparabeln 
schrittweise gewinnen, wobei jedesmal das zuruckbleibende Integral 
die Verbesserungsfunktion darstellt. Setzen wir zunachst 

so wird 

und 

u ='= I'm ' dv = dE, 

du = I" (E) dE 

v = E + Const. 

Hier wahlen wir nun die Integrationskonstante so, daB v (E) an der oberen 
Grenze x des Integrals verschwindetl, setzen sie also gleich (- x) und 
haben dann 

v=E-x. 

1 Man muB beachten, daB fiir die Ausfiihrung der Integration nach ~ die obere 
lJrrenze If als eine teste Konstante aufzufassen ist. 
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Die Formel der Produktintegration liefert damit fur das Integral 
die Darstellung 

x x 

J f (~) d~ = /'(~) (~ -- x) 1:0 - J (~ - x) t" (~) d~ 
~ ~ 

x 

= - f' (xo)(xo - x) - f (~ - xj f" (~) d~ • 
xo 

so daB wir 
x 

fix) = f(xo) + !'{tol (x - xo). -- J~'~-: t"(~) d~ = ~l(X) + R1(X) 
xo 

erhalten. Das Integral formen wir erneut durch Produktintegration 
urn und set zen 

u = t"(~). 

Es folgt 

~-x 
dv =---1-' d~. 

(~- X)2 
V =---~ 2' ' 

wobei wir bei der Funktion v die Integrationskonstante wieder so ge­
wahlt haben, daB v an der oberen Grenze x des Integrals verschwin-
det. Damit wird ' 

x 

fix) = f(xo) + f'~~o) (x - xo) + f'~lo) (x - XO)2 + p~ ~!X)2 t"'m d~ 

= G2 (x) -+- R 2 (;c)· 
Man vermutet hiernach, daB allgemein in 

fix) =" Gk(x) + Rk (x) 

die Verbesserungsfunktion 

xo 

,"0 

sein wird und beweist die Richtigkeit durch den SchluB von k auf 
(k + 1). 1st die Formel fUr ein bestimmtes k richtig, so laBt sioh 
in der Tat unmittelbar zeigen, daB sie auch fUr (k + 1) richtig sein muB. 
Denn wenn man in dem Integral Produktintegration mit 

( I: )k 
U = flk+l) (~), dv = ~ ~!x d~ 

(~_ x)k+1 

v= (k+1)! 

21* 
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also fIJ 

I(x) = Gk+l (x) + ( __ 1)k+l J(~k={GII l(k+2)(~) d~. 
flJo 

Gilt dahet die Darstellung fUr irgend eine Nummer k, so gilt sie auch fUr 
(k + i), und da ihre Richtigkeit fUr k = 1, 2 nachgewiesen wurde, 
so gilt sie allgemein fUr k ~ n, wenn die Existenz und Stetigkeit der 
(n + i}-ten Ableitung gesichert ist. 

Wir haben also fUr die vorgelegte Funktion y = 1 (x) die Darstellung 

(9) I(x) = G,.(x) + R,.(x), 

worin Gn (x) die Schmiegparabel n-ter Ordnung an der Stelle Xo 

f'(x ) t" (x ) I(n) (x ) 
(4) Gn(x) = I(xo) + j-t-(x-xo)+2i'-- (X __ XO)2+ ... +~(x-xo)" 

ist, und die Verbesserungsfunktion (das sogenannte Restglied) durch ein 
bestimmtes Integral 

fIJ 

(10) R,.(x) = J<x _;})ft 1(,.+1) m d~ 
flJo 

ausgedriickt erscheintl. Man pflegt die Darstellung (9) in der Litera 
tur als die Taylorsche Formel zu bezeichnen 2. 

14. 22. Abschatzung des Restgliedes. Zwei einfache Satze iiber In­
tegrale geben uns die Moglichkeit, die Integraldarstellung (10) des Rest­
gliedes in eine handlichere Form umzusetzen. 

Wir denken uns die durch das Integral 
b 

f h(x) dx 
a 

dargestellte Flache unter der Kurve 'fJ = h (x) in ein inhaltsgleiches Recht­
eck mit der Horizontalseite (b-a) verwandelt. 1st die Funktion hex) im 
Intervall a < x < b stetig, so muB an mindestens einer Stelle x des In­
tervalls die Kurvenordinate h (x) der Vertikalseite 'fJ dieses Rechtecks 
gleich sein. Dieser schon in 7,3 abgeleitete Mittelwertssatz der Integral­
rechnung driickt sich in der F ormel 

b 

f h(x) dx = h(i)(b - a) 
a 

aus. Diese Formelliefert uns unmittelbar eine erste vereinfachte Dar­
stellung des Restgliedes. In dem Intervall von der Entwicklungsstelle Xo 

bis zu der betrachteten Stelle x gibt es nach dieser Mittelwertsformel 

1 Hierin ist (- 1)ft (~ - x)n durch (x _ ~)n ersetzt. 
2 BROOK TAYLOR (1685-1731). - Den Sonderfall der.Formel, den man erhait, 

wenn man Xo = 0 wahlt, benannte ·man friiher nach dem schottischen Mathema­
tiker C. MACLAURIN, doch diese Bezeichnung soUte endlich aufgegeben werden, 
denn es erscheint durchaus unzweckmaBig, fiir einen Sonderfall einer Formei einen 
besonderen Namen einzufiihren. 
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mindestens eine Abszisse X, fUr die 

'" 
R" (x) = J (x -:/)" 11 .. +1) (~) d~ = 1(·:1; (i) (x - x)" (x - xo) 

"'0 
gilt. Urn auszudrucken, daB x zwischen Xo und x liegen muB, pflegt man 

x = x(l + {}. (x - xo), x - x = (1 - {}) (x - xo) 

zu schreiben, wobei {} eine bestimmte Zahl zwischen 0 und 1 ist, auf 
deren genauen Wert es im einzelnen nicht ankommt. Wir erhalten also 

(x X )"+1 
(lOa) R,,(X) = -=-nT-- (1 - {})" 1'''+J)(xo + {}. (x - xo))' 

Diese Darstellung des Restgliedes pflegt man nach CAUCHY (178<}--1857) 
zu benennen. 

Sie laBt erkennen, wie die Abweichung R" (x) = I (x) - G" (x) einer­
seits von der Entfernung (x - xo), andererseits von dem Grad n der 
Schmiegparabel abhangt. Zur Abschatzung der Abweichung ist sie 
naturlich nicht unmittelbar zu verwenden, da ja der zu x gehorige Wert 
von {} unbekannt ist. Man mull daher so verfahren, daB man denjenigen 
Wert von {} bzw. von x heraussucht, fur den die rechte Seite in (10a) 
den groBtmoglichen Wert annimmt. Da dann sicher l Rn (x) I unterhalb 
des so bcstimmten GroBtwertes der rechten Seite bleibt, hat man eine 
obere Schranke fUr den Fehler. 

Neben diese einfache Abschatzung des Rn (x) darstellenden In­
tegrals empfiehlt es sich, noch eine andere zu stellen, die fUr manche 
Zwecke geeigneter ist. Bei dieser geht man davon aus, daB der Integrand. 
in dem Integral fur R" (x) ein Produkt zweier Funktionen 1"'+1) (~) und 
(x-~)" ist, deren eine, namlich (x-~)" im ganzen Integrations­
bereich von ~ = xobis ~ = x das gleiche Vorzeichen besitzt. 

Urn fUr die Abschatzung eine geeignete Formel zu gewinnen, den ken 
wir uns ein Integral gegeben, dessen Integrand ein Produkt zweier ste­
tiger Funktionen ist: 

/) 

f g (x) h (x).dx, 

" 
deren eine, etwa h(x), im ganzen Integrationsintervall nicht negativ sei: 

h (x) ~ O. (a < x < b) 

Sei m der kleinste und M der groBte Wert, den g (x) im Intervall a < x < b 
annimmt, so gilt 

Iff h (x) < g.(x) h (x) :::;: M h (x) 

fUr jede Stelle des Intervalls. Daraus folgt sofort 
b" b 

Iff f h (x) dx < f g (x) k (x) dx < M f g h (x) dx . 
If" " 
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Es gibt daher eine Zahl f.1, zwischen m und M, fUr die die Gleichung 
b h 

f g (x) h (x) dx = f.1, f h (x) dx 
a a 

gilt. Da nun aber nach Voraussptzung g (x) eine stetige Funktion ist, 
so nimmt sie im Integrationsbereich aile Werte zwischen ihrem Kleinst­
wert m und ihrem Gr6Btwert M wirklich an. Es gibt also mindestens 
eine Abszisse x im Intervail, fiir die 

f.1, = g(i) 

ist. Mit dieser Abszisse x erhalten wir schlieBlich die Formel 
b b 

f g (x) h (x) dx = g (X)f h (x) dx , 
a a 

die eine naheliegende Erweite1'ung des Mittelwertsatzes der Integralrech­
nung darstellt. 

Mit Hilfe dieser Mittelwertsformel gewinnen wirnun leicht eine 
neue Darstellung fUr das Restglied (10), denn da (x - e)" im Integrations­
intervall sein Vorzeichen nicht andert, so k6nnen wir in (10) 

h (e) = (x - er, g (e) = ~ 1',,+1) (e) 
nl 

setzen und erhalten dann ., 
R,,(X) = r:1;(x)J(x-erde. 

Durch Auswertung des Integrals ergibt sich 

(10b) 

worin {}* eine bestimmte, nicht naher bekannte Zahl zwischen 0 und 1 
ist. Diese Darsteilung des Restgliedes stammt von L. J. LAGRANGE 

(1736-1813)1. 
An Hand dieser beiden Darsteilungen fUr das Restglied ist im Einzel­

fall zu priifen, ob fiir ein gegebenes x der absolute Betrag des Restgliedes 
mit wachsender Nummer n nachNull strf'bt. 1st dies fiir alle x einer Um­
gebung der Entwicklungsstelle Xo der Fall, So sagenwir, daB sich die 
Funktion in dieser Umgebung in eine Taylorsche Reihe entwickeln laBt 
und bringen dies durch die Schreibweise 

I(x) = I(xo) + I'~~o) (x -xo) + f"~;o) (X~-xo)2 + ... 
zum Ausdruck. Die oben gegebenen Darstellungen des Restgliedes geben 
uns die M6glichkeit, in jedem Einzelfall abzuschatzen, wie viele Glieder 

1 Natiirlich H!.l3t sich diese Restdarstellung auch durch die "Oberlegungen aus 
13, 51 gewinnen (vgl. FuBnote 1 S.317). 
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der Reihe notig sind, urn eine vorgeschriebene Genauigkeit zu erreichen. 
In der Praxis wendet man fUr die Genauigkeitsabschatzung oft ein ver­
einfachtes Verfahren an. Ersetzt man in der Lagrangeschen Restformel 
die mittlere Abszisse i durch die Abszisse Xo der Entwicklungsstelle, so 
erMlt man nach (10b) 

f (R+l)( ) 
___ xo_ (x -x )n+1 
(n + i)! 0' 

und dies ist in der Taylorschen Reihe das erste nicht mehr mitgenommene 
Glied. Wenn sich die (n + 1)-te Ableitung r+lI(x) in der Umgebung 
der· Entwickiungsstelle Xo nicht allzu stark andert, so wird f"+1) (i) von 
P,.+1) (xo) nicht sehr verschieden sein, und der Ausdruck gibt wenigstens 
naherungsweise die GroBe des Fehlers wieder, den man macht, wenn 
man I(x) durch G,.(x) ersetzt. Man sagt dann, daB man einen Fehler 
der GroBenordnung (x - xo),.+1 macht, wenn man die Reihe mit dem 
Glied n-ter Ordnung abbricht. Nur wenn in der Taylorschen Reihe die 
Glieder abwechselnd positives und negatives Vorzeichen haben - man 
spricht in diesem FaIle von einer alternierenden Reihe -- und die Folge 
der absoluten Betrage der Rethenglieder monoton nach Null 'strebt, 
steIlt das erste nicht mehr mitgenommene Glied wirklich eine obere 
Schranke· ftir den Fehler dar. Urn das zu erkennen, schreiben wir das 
(n + 1)-te Glied der Reihe als Differenz G .. +1(x) - G,.(x) und beachten, 
daB das folgende Glied G,.+z(x) - G,.+1(x) entgegengesetztes Vorzeichen 
und klein.eren absolutenBetrag hat. Daher liegt der Wert G,.+2(x) 
zwischen G,.(x) und G"+1(x). Ebenso muB der Wert G,.+s(x) zwischen 
G .. +1(x) und Gn+2(x) liegen usw. Daher fallen aIle Naherungswerte 
G,.#(x) (v = 2, 3, ... ) zwischen G,.(x) und G,.+1(x). und das gleiche gilt 
fUr den Grenzwert. Daraus folgt 

I/(x) - G .. (x) I = I R,. (x) ! < IG"+1 (x) - G,. (x) I, 

d. h. b"ei einer alternierenden Taylorschen Reihe entscheidet in der Tat 
das erste nicht mehr mitgenommene Glied tiber die GroBe des Fehlers, 
den man durch "Abbrechen der Reihe" macht, sobald die Absolut­
betrage der Glieder monoton nach.Null streben. 

Besondere Bedeutung bl!Sitzen diejenigen Falle, in denen man eine 
Taylorsche Entwicklung nach dem linearen Gliede abbricht und da­
durch an die Stelle eines komplizierten Funktionszusammenhanges eineo 
einfachen linearen Zusammenhang treten laBt (Ersatz der Funktions­
kurve durch ihre Tangente). Schreibt man x - Xo = LI x und 
I(x) - 1 (xo) = LI y, so ergibt sich: 

L1y = '(xo) L1~ + R1(x) 

und nach der Lagrangeschen Restformel: 

1 L1 y = ((xo) L1 x + 2i f' (xo + {} Llx) (L1 X)2 , 
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oder auch: 
LI = I' ( ) LI (1 + I" (xo + f) Ll x) LI ) = d (1 + I" (xo + D Ll x) LI ) Y Xo X 2!'(xo) X y 2 I' (xo) X. 

Wenn die zweite Ableitung f" (x) im Intervall zwischen Xo .und Xo + Ll X 

beschrankt und f' (xo) =+= 0 ist, strebt die Klammer mit LI x -+ 0 der 
Grenze 1 zu. Die Differenz LI y stimmt also mit dem Differential d y bis 
auf Glieder haherer Ordnung iiberein, d. h. bis auf Glieder, die in LI x 
von haherer als der ersten Potenz sind. Der "relative" (prozentuale) 
Fehler, den man macht, wenn man LI y durch d y ersetzt, kann unter jede 
beliebige positive Schranke heruntergedriickt werden, wenn man LI x 
hinreichend klein vorgibt. Um diese Tatsache zum Ausdruck zu bringen, 
sprach man friiher vielfach von "unendlich klein en GraBen", und der 
Wechsel von den Bezeichnungen LI x und LI y zu dx und d y wurde dabei 
als ein Symbol fUr den Obergang zu solchen unendlich klein en GroBen 
angesehen. Betrachtungen "im unendlich kleinen" (infinitesimale Be­
trachtungen), wie sie auch heute noch hie und da angewandt werden, 
um gewisse Ergebnisse moglichst rasch aufzufinden, haben in sich keine 
Beweiskraft, sondern bediirfen in jedem FaIle hst einer Rechtfertigung. 
Die Sprechweise von unendlich kleinen GraBen beansprucht heute im 
Grunde nur noch historisches Interesse, da sie in der Entstehungszeit 
der Differential- und Integralrechnung eine groBe Rolle gespielt hat. Nur 
so genialen Mathematikern wie LEIBNIZ, NEWTON, den BERNOULLI, 
EULER und LAGRANGE war es moglich, mit den damals noch nicht sicher 
begriindeten Begriffen so zu arbeiten, daB sie zu richtigen Ergebnissen 
gelangten, und es sind zu jener Zeit in der Tat auch gelegentlich falsche 
Schliisse gezogen worden. Es entsprang daher einer inneren N otwendig­
keit, daB im 19. Jahrhundert eine kritische Stromung einsetzte, die nach­
traglich eine sichere begriffliche Grundlage fUr das schuf, was in genialer 
Intuition gewonnen war. CAUCHY und WEIERSTRASS sind die Haupt­
vertreter dieser Richtung. In der von Ihnen geschaffenen strengen Be­
griindung hat der Ausdruck "unendlich klein", der keinen klaren Be­
griff wiedergibt, natiirlich keinen Platz mehr. 

Viertes Kapitel. 

Die einfachsten irrationalen Funktionen 
und ihre Integrale. 

§ IS. Potenz mit beliebigem Exponenten (y = ;.,:U). 

Wir haben uns bisher mit den rationalen Funktionen und ihren 
Integralen beschaftigt und sind dabei so weit gekommen, daB wir diese 
Funktionenklasse vollstandig beherrschen. Wir wenden uns nun den 
sogenannten irrationalen Funktionen zu, deren einfachste die Pot en zen 
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Y = x'" sind, deren Exponenten nun nicht mehr ganze Zahlen sind, 
sondem beliebige Brtiche oder auch irrationale Zahlen sein konnen 
(tiber die Bildung von Pot en zen mit irrationalen Exponenten vgl. S. 130). 

15, I. Der allgemeine Funktionsverlauf, Differentiation und 
Integration. 

Ein einfaches Beispiel fUr das Auftreten einer derartigen Funktion 
entnehmen wir der Rydraulik. Wir betrachten die Uberstromung eines 
Wehres, des sen Krone in der Tiefe hunter dem Wasserspiegel liegt. 
Unter der vereinfachenden Voraussetzung, dail keine Storungen durch 
die Reibung eintreten, hat die Geschwindigkeit der Wasserteilchen in der 
Ebene des Wehrs in der Tiefe x unter dem Wasserspiegel den Wert 

v = f2gx (g = 9,81 s~). 

Ferner sei angenommen, das Wasser strome bis zum Erreichen.der Wehr­
ebene horizontal. Es sei noch die 'Breite b des Wehres gegeben, und wir 
fragen nach der in der Zeiteinheit tiberstromenden Wassermenge. Wir 
denken uns in der Wehrebene zwei horizontale Geraden in den Tiefen x 
und x + LI x unter dem Wasserspiegel gezogen, die einen Rorizontal­
streifen der Rohe LI x abgrenzen. Innerhalb dieses Streifens liegt 
die Stromungsgeschwindigkeit zwischen den Grenzen f 2g x und 
f2g(x + LI x). Da man nun die in der Zeiteinheit durch eine Flache 
tretende Wassermenge durch Multiplikation dieser Flache mit der zu 
ihr senkrechten Stromungsgeschwindigkeit erhalt, ergibt sich ftir den 
Durchfluil durch diesen Strei,fen die Einschachtelung 

f2gxbLlx<LlQ< f2g(x+Llx)bLlx. 

Daraus entnehmen wir aber, dail das Differential dQ der Wassermenge 
Q (x), die zwischen dem Spiegel und der Tiefe x durchstromt, 

dQ = f2gx bLlx = y2gxbdx 

ist und erhalten daraus Q (x) selbst durch Integration. 1st h die Tiefe 
der Krone des Wehrs unter dem Wasserspiegel, so ist die Wassermenge Q, 
die in der Zeiteinheit tiber das Wehr stromt, 

h 

Q= V2gb!y-xdx. 
o 

Es ist also wichtig, dieses Integral auszuwerten, d. h. den Flacheninhalt 
zu der Funktion 
(1 ) Y= yx 
zu bestimmen. Urn uns zunachst durch Zeichnung ein Bild von dem 
Verlauf dieser Funktion zu machen, bedenken wir, dail die Umkehr­
funktion x = y2 
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die uns wohlbekannte Parabel zweiten Grades ist. Die irrationale 
Funktion (1) geht also in eine rationale iiber, wenn wir sie von der an­
deren Achse aus betrachten (Abb. 1(0). Als unterscheidendes Merkmal 
der Funktion (1) gegeniiber den rationalen Funktionen tritt hervor, daB 
die Funktion niche mehr eindeutig ist. Fiir positive Abszissen (x> 0) ge­
horen zu jedem Wert der unabhangigen Veranderlichen x zwei Werte der 
Funktion y, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Man pflegt entspre­
chend die Funktion (1) als zwe.iwertig zu bezeichnen und nennt die beiden 
spiegelbildlich zur x-Achse gelegenert Kurvenziige'Zweige der mehrdeuti­
gen Funktion. Fiir x = 0 werden die Ordinaten der beiden Zweige gleich, 
die beiden Zweige hangen hier zusammen. Daher pflegt man den Null­
punkt als Verzweigungspunkt zu bezeichnen. Fiir negative Abszissen 
(x> 0) gibt es keine reellen Ordinaten, so daB die Kurve ganz in der 
rechten Halbebene (x> 0) verlauft. Auch das ist anders als bei den 
rationalen Funktionen, wo sich fUr jede Abszisse (abgesehen von den 
Nullstellen de!? Nenners) auch ein reeller Funktionswert berechnen lieB. 

!/ 
Das Fliicheninhaltsproblem fiir die Funk­

tion (1) bietet nun, nachdem wir in dieser Kurve 
die Parabel wiedererkannt haben, keinerlei 
Schwierigkeiten. Denn der gesuchte Flachen­
inhalt Po unter unserer Kurve ist offenbar 

oX gleich dem Rechteck aus der Abszisse x und 
der Ordinate y = {x als Seiten, vermindert 
um den von uns friiher berechneten Flachen,. 
inhalt unter der Parabel x = y2. Dieser Flachen­
inhalt ist 

.. ~ 
so daB wir 

V:i:-
F~ = x (i -- f y2 d y 

oX o 
oder 

OJ - [Y3Jl'i 2 ,/-Fo = x fX - 3 0 = -fx fX 

erhalten1• 

Vi 
1 Es ist dabei zu beachten, daB f y 2dy positiv ist, obwohl der Flachen­

o 
inhalt im Sinn des Uhrzeigers umlaufen wird. Denn da jetzt y die Abszisse 
und x die Ordinate ist, so erscheint die Funktion in einem Koordinaten-

Ordinate r 
system +------ dargestellt, das durch Spiegelung an der Ordinatenachse aus 

Abszisse I 
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Diese Formel pragt sich leicht ein, denn sc~eibeIi. wir statt def 

Wurzel eine Potenz mit gebrochenem Exponenten ({x = :i). so lautet 
sie 

(FI1) 
~ a ., f 1 a i- xl' F 0 = xl" dx = - x = - . 

o . 3 L 
2 

Vergleichen wir sie mit der Integralformel 
X,,+l 

fx"dx = -+ + Const. n 1 

die wir oben fiir aile ganzzahligen n (n 9= -1) abge!eitet haben, so 
sehen wir, daB sie sich dieser unterordnet, wenn wir n = 1 nehmen. 
Wir brauchen uns also nur einzupragen, daB die letzte Forme! auch fiir 
n = 1 giiltig bleibt. 

Ais Anwendung k6nnen wir nun die Wassermenge Q [m3/sec] berech­
nen, die in der Zeiteinheit iiber das Wehr flieBt. Nach (5. 329) haben 
wir namlich jetzt· 

Die Wassermenge ist also ebenso groB, wi~ sie sein wiirde, wenn die Ge­
schwindigkeit iiber dem ganzen Querschnitt bh konstant ware, und zwar 
i der Geschwindigkeit an der Krone des Wehrs. 

Ebenso wie der Fiacheninhalt laBt sich auch die Steigung derKurve 
y = yi leicht ermitteln, wenn wir von der Umkehrfunktion 

x = y2 
aUsgehen, deren 5teigung 

dx ·_·=2y 
dy 

ist. Nach der Umkehrregel (12, 2) finden wir 

(1') 
dy 1 1 .1 1 -- = .. _. = - = -x'" 
dx 2y 2 fx 2 

und erkennen, daB wiederum die zunachst nur fiir ganzzahlige Expo­
nenten n bewiesene Regel 

y=x", dy = nxn-l 
dx 

jOrdinate 
dem'gewohnlichen Koordinatensystem • hervorgegangen ist. Bei dieser 

I Abszisse 
Spiegelung aber kehrt s~ch der Umlaufsinn um. Denkt man das Auge unter die 
Zeichenebene gebracht, so ist bei diesem Anblick "von unten" der Umlaufsinn 
dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt, also positiv. 
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auch fUr n = i giiltig bleibt. An Hand des Steigungsbildes (Abb. 100) 
sieht man, dati die Steigung nach + 00 oder nach - 00 strebt, je nach­
dem man in den Verzweigungspunkt der Kurve (Nullpunkt) auf dem 
oberen Zweig oder auf dem unteren Zweig hineingeht, die Steigung 
strebt nach Null, wenn x gegen 00 geht. Die positive x-Achse ist ent­
sprechend Asymptote fUr die beiden Zweige des Steigungsbildes. 

!J 

Abb. tOt. 

Genau so wie fUr die Quadratwurzel 

Y = yx = xt 
lassen sich Flacheninhalt und Steigung 
auch fUr die allgemeineren Funktionen 

(q = positive ganze Zahl) 

bestimmen. Die Umkehrfunktionen 

sind die uns wohlbekannten "verallgemeinerten Parabeln", deren Ver­
lauf wir friiher eingehend untersucht haben, unter besonderer Hervor­
hebung des Unterschiedes fUr gerade und ungerade Exponenten. 1st 
hiernach q eine gerade Zahl, so ist die Funktion fUr positive x zweiwertig,. 
wahrend zu negativem x kein reelles y gehort. Der Nullpunkt ist ein 
Verzweigungspunkt, in dem die beiden Zweige zusammenhangen 
(Abb. 101). 1st dagegen q eine ungerade Zahl, so ist die Funktion 
eindeutig und hat auch fUr negative x reelle Werte (Abb. 102). 

1 ! 
Von der Funktion y = xq konnte man leicht iibergehen zu y = xq 

!J 
1jJ, q ganze Zahlen) und fUr diese 
Funktionen Flacheninhalt und Stei­
gung ermitteln. Durch einen Grenz­
iibergang im Exponenten (S. 130) 

--------1'-----'-----=.r~ konnte man schliel3lich zu beliebigen 

Abb. TOO. 

Exponenten at gelangen und fUr y = x'" 
die entsprechenden Aufgaben 16sen. 
Wir sind jedoch in der Lage, auf einem 
wesentlich kiirzeren Wege gleich das 
allgemeine Ergebnis zu gewinnen. Wir 

beginnen mit der Steigungsbestimmung und bedenken, daB wir statt x 
auch eln x schreiben konnen, so daB un sere Funktion die Gestalt 

(2) Y = X'" = eo: In x 

annimmtl. Mit 
y = etl , U = at In x 

1 

1 Wie wir schon bei der Funktion y = Xq sahen, ist die Funktion im FaIle 
cines rationalen Exponenten unter Umstanden mehrdeutig. Wir bes.;:hrlinken uns 
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ergibt sich durch Anwendung der Kettenregel 

Das Ergebnis 

(2') 

dy dydu at at at - = --- = e"- = _e«ln% = - -x«. 
dx du dx x x x 

dy = 1Xx«-1 
dx 

zeigt, daB die zunachst nur fur ganzzahlige Exponenten abgeleitete 
Potenzregel fUr beliebige (rationale oder irrationale) Exponenten giiltig 
bleibt. 

In gleicher Weise ubertragt sich die Integrationsformel von ganz­
zahligen auf beliebige Exponenten. Schreiben wir 

Y = XIX = -~-- (IX +- 1) XIX 
at+ 1 ' , 

so ist der Zahler nach dem vorigen die Ableitung von x«+1, und wir 
schlieBen daraus nach dem Fundamentalsatz, daB 

(Fl2) J x«+1 
XIX dx = -- + Const 

at+l 

ist. Wie wir schon fruher bemerkten, versagt diese Formel fUr IX = --1, 
und wir sehen jetzt, daB diese Ausr..ahme die einzige ist. 

In diesem Zusammenhang wollen wir noch dIe Frage behandeln, 
unter welchen Bedingungen es moglich ist, den Flacheninhalt unter 
der Kurve x« ins Unendliche zu erstrecken. An sich enthalt die Definition 
des bestimmten Integrals die V oraussetzung eines endlichen Integra­
tionsintervalles, und wenn wir als obere Grenze das Symbol 00 ver­
wenden wollen, ist dem erst durch die Grenzwertdefiniton 

co (0 

I x«dx = lim Ix«dx 

ein Sinn beizulegen, wie das ja in ahnlichen Fallen schon fruher ge­
schehen ist (vgl. S.220, 281, 295). Die Existenz dieses Grenzwertes 
muB also untersucht werden. Es ist 

%0 

und man erkennt,daB fur IX < -1 der Grenzwert 

wIX+I 
lim -- = 0 

OJ ..... co Dt +1 

ist, wahrend er fUr ot 2 -1 nicht existiert. 

bei diesen Funktionen grunds~tzlich auf den Zweig, der positiven Werten der un­
abh~ngigen Ver~nderlichen x positive Funktionswerte y zuordnet. In der Schreib­
weise (2) wird dieser Festsetzung Rechnung getragen, da ja die Funktion In x bei 
unserer Beschr~I1kung auf die reellen Zahlen eindeutig ist und die ExponentiaI­
funktion nur positive 'Verte annimmt. 
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In ganz ahnlicher Weise mussen wir hinsiehtlich der Integrations­
grenze x = 0 verfahren, falls (X negativ ist; denn ein bestimmtes Integral 
im eigentlichen Sinn laBt sieh nur berechnen, wenn del' Integrand im 
ganzen Integrationsintervall mit EinschluB der Grenzen beschrankt ist. 
Fur die Falle (X = -1, - 2, ... haben wir auch bereits gesehen, daB 
sieh der Flacheninhalt nicht bis zur Stelle x = 0 erstrecken laBt; aber 
das schlieBt ja nieht aus, daB fiir andere Zahlwerte von (x, fUr die der 
Integrand mit x _ 0 nieht so rasch anwachst, sieh ein Flacheninhalt 
bis zur Stelle x = 0 angeben lassen konnte, Wir werden daher dem fur 
(X < 0 noch nieht definierten Ausdruck 

"'0 J x«dx, 
o 

ganz ahnlich wie vorhin, die Bedeutung 
So 

lim x«dx = lim _0 ___ _ f ~+1_8«+1 

< .... 0 <~o IX + 1 
• 

zuschreiben und die Existenz dieses Grenzwertes nachprufen. Nun ist 
,,«+1 

lim ·-=.0, 
..... 0 1X+1 

sobald (X + 1 positiv, also (X > -1 ist, wahrend fUr (X ~ -1 kein Grenz­
wert existiert. 

Unsere Ergebnisse fassen wir nun zusammen: 1st der Exponent 
(X < -1, so kann man das Integral uber die Funktion x« zwar bis 00, 

nieht aber bis 0 erstrecken; ist (X > -1, so laBt sieh im Gegensatz dazu 
das Integrationsintervall wohl bis 0, nieht aber bis 00 ausdehnen. Der 
Grenzfall (X = -1, der auf die In-Funktion fiihrt, nimmt eine Sonder­
stellung ein, well fUr dieses Integral weder 0 noch 00 eine mogliche 
Integrationsgrenze ist (vgl. auch S. 160). 

Integrale der beiden soeben besprochenen Arten, die keine eigent­
lichen Integrale im Sinn der Definition darstellen, sondem erst durch 
zusatzliche Grenzprozesse erklart werden mussen, werden uneigentliche 
Integrate genannt. 

Anwendung 24: Arbeit eines idealen Gases bei .adjabatischer Zu­
standsanderung. Besondere Bedeutung haben diese Funktionen fur die Thermo­
dynamik, die die theoretische Grundlage fiir die Konstruktion von WlI.rme-Kraft­
Maschinen darstellt. Es handelt~sich dort stets darum, die Anderungen der Zu­
standsgro/3en (Druck p und Volumen V) eines Gases (oder Dampfes) zu verfolgen. 
In Abschnitt 6, 2 haben wir schon die "isbthermen" Zustandsii.nderungen be­
handelt, die bei konstanter Temperatur ablaufen. Von ii.hnlicher Wichtigkeit sind 
diejenigen Zustandsii.nderungen, die ohne WlI.rmegewinn oder -verlust vor sich 
gehen, und die man "adiabatisc"" nennt. Wahrend die isothermen Vorgii.nge 
durch die Gleichung 

pV= Const 
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beschrieben wurden, lautet die entsprechende Gleichung ftir die adiabatischen Vor­
ga,Iige: 

pV" = Const, 

worin " eine Konstante darstellt, die ftir die meisten Gase den Zahlwert 

" = 1,40 ... 

besitzt (sie ist der Quotient aus den spezifischen Warmen des Gases bei konstan­
tern Druck und bei konstantem Volumen)l. Die hierdurch dargestellten Kurven 
der V p-Ebene haben sowohl die positive p-, als auch die positive V-Achse zu 
Asymptoten. Die Zeichnung dieser Kurven kann man sich durch die Konstruktion 
ihrer Tangenten erleichtern, die grundsatzlich in der auf S. 225 ftir die Funk-

tionen ; .. angegebenen Weise vorgenommen werden kann, wobei nur die ganzeZahln 

durch die Zahl" zu ersetzen ist. 
Wir wollen nun die Arbeit berechnen, die ein Gas leistet, das sich von einem 

Volumen VI adiabatisch auf ein Volumen V2 ausdehnt: Das Differential dieser 
Arbeit ist (vgJ. S. 148) 

dA =apdV. 
Hierbei wird in der Technik die Arbeit in Kilokalorien (kcal), der Druck in tech­

nischen Atmosph:l.ren (1 at = 1 :!2) ~nd das Volumen in cms gemessen, und es ist 

1 kcal 1 kcal 
a = 427 mkg = 4,27-:tO' cm kg 

das mechanische Warmetlquivalent. Nun ist der funktionale Zusammenhang 
zwischen p und 'V durch 

p V" = PI V~ 

gegeben, und damithaben wir flir die Arbeit das Integral 

V. v. • 
A = P d V = -!,,-' d V = PI V~-- = ~1~1 1 - --.l J Jp V" [Vl-"]V. P V [ (V)"-IJ 

V 1-" VI ,,-1 V2 

VI VI 

15.2. Der erweiterte binomische Satz. 

Wir erhalten eine einfache Verallgemeinerung der Funktion y = X«, 
wenn wii- die Grundzahl x durch eine lineare Funktion von x ersetzen, 
so daB die Potenz eines Binoms 

y = (ax + W 
entsteht. Mit Hilfe der Substitution 

u = ax + b, du = adx 

ergibt sich auch fur diese Funktion in einfachster Weise sowohl die 

1 Die Ableitung dieser Beziehung aus den thermodynamischen Grundgesetzen 
konnen wir erst im zweiten Bande mit den Funktionen von mehreren Ver:l.nder­
lichen durchfiihren. Wir werden dann mit Hilfe von Kurvenintegralen di~ thermo­
dynamischen Vorgange genau verfolgen konnen. 
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Ableitung nach der Kettenregel 

dy ( b)a-l iix = ex ax + a, 

wie auch das Integral 
du 1 ua+1 1 (ax+ b)a+l 

fydx =f(ax + b)adx =fulLa = a 1%+1 + C = -;-----;-+-1- + C. 

Von besonderer Wiehtigke!t ist hier die Taylorsche Entwicklung, d. h. 
die Aufstellung der Folge der Schmiegparabeln. Schreiben wir 

y = ba (1 + -~xr 
und setzen dann abkiirzend 

so wird 

_ax =~, 
b 

y = ba (1 + ~t· 
Wir konnen daher unsere allgemeinen Oberlegungen an der Funktion 

(3) y = (1 + x)'" 

durchfiihren. 
In dem Sonderfalle, daB ex eine positive ganze Zahl s ist, ist diese 

Funktion selbst eine ganze rationaleFunktion vomGrad s. Der elementare 
binomische Satz, den wir in 3,32 abgeleitet haben, zeigt, wie eine solche 
ganze rationale Funktion nach Potenzen von x geordnet werden kann. 

y=(1 +x}'=1 +(;)X+(;)X2+ .. ·+C~1)XB-l+(:)X •. 
wobei die Binomialzahlen (~) durch 

( s) = s (s.:::- ~)_. __ .J~:-:-_~:+--.!l = __ 5_! __ 
k 1·2 ... k (s-k)!k! 

erklart sind und die Symmetrieeigenschaft C ~ k) = (~) besteht. 

Dieser spezielle binomische Satz ist niehts anderes als die Taylor­
Entwicklung der Funktion (1 + x)' an der Stelle x = 0 (vgl. die in 3,32 
gegebene Ableitung). Wenn auch diese Auffassung fUr gewohnlich zu­
riicktritt, weil die :folge der Schmiegparabeln mit der Ordnung s ab­
brieht, so liegt doch gerade in dieser Auffassung der entscheidende Ge­
sichtspunkt fUr die Verallgemeinerung auf nicht ganzzahlige Exponen­
ten ex. Die Bildung der Ableitungen von 

I(x} = (1 + x)'" 
ergibt 

rk)(x) = ex (ex -1) '" (ex - k + 1) (1 + x)a-k, (k = 1,2, ... ) 

und wir erhalten an der Entwieklungsstelle x = 0 

1(0)=1, 1'(0) = IX, f'(0)=ex(IX-1), .. ·,/(n)(O)=cx(ex-1) ... (ex-n+1). 
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Danach h,at die Gleichung der Schmiegparabel n-ter Ordnung die Ge­
stalt 

(3) G (x) = 1 + ~ x + a.(a. ~) x2 + ... + a.(a. - 1) ... (a. - n + 1) x" 
.. 1! 2! n!' 

Es empfiehlt sich, die abgekiirzte Schreibweise der Binomialzahlen bei­
zubehalten und 

Cf.(a. - 1~ ---: 2l;" (a. - ~±~) = (:) 

zu schreiben1 . Diese Folge der Binomialzahlen 

(~), (~), (;), ... 
bricht nicht ab, wenn ()( keine positive ganze Zahl ist, da dann im 
Zahler niemals der Faktor Null vorkommt. 

Wir wenden un sere Naherungsformel 

(4) 

auf zwei haufig vorkommende Sonderfalle an. Die Funktion 

y = {1+ x = (1 + x)! 

besitzt die Folge der Schmiegparabeln 

1 1 1 ·3 1 '3·5 
Gn(x) = 1 +2X-Nx2+2'4.6x3_2:4~.x4+··· + 

(n =1, 2, ... ), 

und die Funktion 
1 ( )-t Y={f== 1+% 

r 1 +X 
besitzt die Folge der Schmiegparabeln 

G (x) ~ 1 -- ~ x + ~ x2 - ~~X3 + ~~ X4- + ... 
n 2 2.4 2·4.6 2·4·6·8 

+ (_ 1)" 1 ·3·5·:. (2 n - 1) x" 
2·4·6 ... 2n (n=1,2, ... ). 

Zeichnet man einige dieser Schmiegparabeln, so sieht man, daB sie die 
Ausgangskurve nur in dem Intervall - 1 < x < + 1 der unabhangigen 
Veranderlichen annahern und daB sie sich mit wachsender N ummer 
immer scharfer von der Kurve abwenden, sobald man nach links oder 
rechts hin die Grenzen dieses Intervalls iiberschreitet. 

Anwend ung 25. Der Ersatz einer Quadratwurzel durch eine Funktion ersten 
oder zweiten Grades wird sehr haufig bei Aufgaben der technischen Praxis ange­
wandt. Wir entnehmen ein ganz einfaches Beispiel der Geodasie. Will man bei 

1 kist natiirlich eine positive ganze Zahl. 
Prange. v. Koppenfeis, lntegrai- und Differentialrecbnung 1. 22 
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Li!.ngenmessungen in geneigtem Gelande die MeBJatte auf den Boden· aufiegen, 
gleichwohl aber den Horizontalabstand der beiden Enden du MeBJatte bestimmen, 
so mull man den Hohenunterschied h der beiden Endpunkte beobachtcn. 1st die 
Lange der MeBJatte gleich I, so hat man als Horizontalabstand 

Wenn hier h sehr klein gegen I ist, so konnen wir im Rahmen der Mellgenauigkeit 
die Quadratwurzel durch die Schmiegparabel erster Ordnung crsetzen und finden so 

Bezeichnen wir, wie ublich, die an 1 anzubringende Verbesserung mit Lll, schreiben 
wir also a = 1 - LI 1, so ist die Verbesserung 

1 hi 
Llt .... --. 

2 I 

Urn die Annaherung dureh Sehmiegparabeln zu einem brauehbaren 
Reehenverfahren auszubauen, ist es n6tig, fUr ein bestimmtes x die 
Gute der Annaherung genauer zu untersuehen. Die Hilfsmittel wurden 
dazu in 14, 2 bereitgestellt. Wir knupfen an die von CAUCHY gegebene 
Darstellung des Restgliedes (10a) (S. 325) an, die fUr Xo = 0 die Form' 

xn+l 
R" (x) = -;t (1 - 1J)'I I(Ml) (1J x) (0 < 1J < 1) 

hat. Mit I(x) = (1 + x)" ergibt siehl 

(4a) Rn (x) = X~;l (1 - 1J)n ex ((1, - 1) ... (ex -- n) (1 + 1J x)a-n-l 

(0<-0<1). 

Zuerst wollen wir feststellen, fUr welche Werte von x die Folge der 
Restglieder den Grenzwert Null hat, d. h. fUr welche Werte von x die 
Funktion (1 + x)" dureh die unendliehe Reihe 

1 + (7) x + (~) X2 + . . . 
dargestellt wird. Fur x > 1 kann das sieher nieht der Fall sein; denn 
man sieht unmittelbar, daJ3 der Quotient aus zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern der Reihe: 

C(-n --x 
n+1 

mit unbegrenzt waehsender Nummer der Grenze - x zustrebt, so daJ3 
fUr x > 1 die absoluten Betrage der ReihengIieder von einer gewissen 
Nummer an standig zunehmen und ein Annahern der Funktion nieht 
mehr moglieh ist. Wir besehranken uns daher weiterhin auf x-Werte, 
die der Ungleiehung 

1 Die einfacher erscheinende Lagrangesche Form des Restgliedes wurde in 
diesem Fall nur fur x > 0 brauchbar sein. 
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genugen. Das Restglied zerlegen wir nun in folgender Weise in drei 
Faktoren: 

(4b) ( I - {} )n () 1 Rn (x) = 1+ {}x (1 + X)IX- Pn' 
wobei wir abkurzend 

P _«(<<-I)(<<-2) ... (<<-n) n+1 
n- n! x 

gesetzt haben. 1m erst en Faktor ist wegen 0 < () < 1 und x > -1 der 
(positive) Zahler sieher kleiner als der Nenner, so daB fur jede!;l n dieser 
Faktor zwischen 0 und 1 liegt. Der zweite Faktor, der nur insofem von 
n abhangig ist, als die Zahl () sich mit der Nummer n andert, liegt 
sicher zwischen 1 und (1 + X),,-1. Die groBere dieser beiden Zahlen ist 
somit eine Schranke S, unterhalb deren der (positive) zweite Faktor 
flir alle n liegt. Daher haben wir 

I Rn (x) i < S I Pn I· 
Zu der Folge der Pn beachten wir, daB das (n + 1)-te Element dieser 
Folge aus dem n-ten durch Multiplikation mit dem Faktor 

Pn+l =« - (n + ~x = (_~ ___ 1)x 
P.. n + I n + I 

hervorgeht und daB die Folge dieser Faktoren offenbar den Grenzwert 
- x besitzt, der ja nach Voraussetzung seinem absoluten Betrage nach 
kleiner als 1 ist. Geben wir uns nun eine Zahl q vor, die groBer ist als I x I, 
jedoch kleiner als 1, so konnen wir daher sieher eine Nummer N so dazu 
bestimmen, daB . 

jP;:lj < q 

ist, sobald nur n > N gewahlt wird. Daher ist 

rPn+l1 < I Pn i q, 
IPn+21 < IPn+l1 q < Ip .. 1 q2, 

und allgemein 
IP .. +ml < IPnlqm. 

Mit m -+ 00 geht nun wegen q <: 1 die rechte Seite gegen den Grenzwert 
Null, und urn so mehr muB das daher flir die linke Seite gelten. Die 
Folge der dritten Faktoren von (4b) hat also den Grenzwert Null, und 
damit haben wir erkannt, daB flir jedes x· (-1 < x < 1) 

lim R'I (x) =0 
........ "" 

ist, so daB im Innem dieses Interyalls die durch die Schmiegparabeln 
erreiehbare Genauigkeit unbegrenzt ist. . 

. Wir brauchen nun noch Abschatzungen fur Rn (x), mit deren Hilfe 
wir die fiir die Berechnung der Funktionswerte notwendige Genauig­
keitsbestimmung leieht ausfiihren konnen. Hierzu gehen wir von der 

22* 
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Darstellung (4b) des Restgliedes aus und ersetzen den zweiten Faktor, 
der nach unseren obigen 'Oberlegungen kleiner als 1 ist, durch die Zahl1, 
so daB wir 

(4c) I R,. (x) I < (1 + t?X)",-1 (n + 1) I (n ~ ,) II X ,,.+1 

haben. Urn zu handlichen Ausdriicken zu gc1angen, mussen wir hierin 
den ersten Faktor noch durch einen einfacheren Ausdruck ersetzen, 
der die unbestimmte GroBe 00 nicht enthalt. Hierbei sind allerdings 
einige Fallunterscheidungen nicht zu vermeiden. 1st IX > 1, so ist der 
Exponent positiv und daher fUr x > ° 

(1 + {}X)"'-1 < 2",-1, 

fur x < ° aber 
(1 + t?X)",-1 < 1 . 

Wenn IX < 1, der Exponent also negativ ist, ist umgekehrt fur x:> ° 
(1 + t?X)",-1 < 1 , 

dagegen fUr x < 0, 
(1 + t?X)",-1 < 2",-1. 

Un sere Abschatzung lautet daher: 

(4d) . I ( oc )1 I R,. (x) I < I' (n + 1) I + I I X 111+1 , 
I /I 1 I 

und dabei gilt fUr die Konstante y: 

x<o 
IX>1 11'=1 

• IX < 1 I' = 2a- 1 

2a- 1 1'= 
1'=1 

In vielen Fallen laBt sich diese Abschatzung miihelos noch verfeinern. Vor 
allem beachte man, daB die binomische Reihe fur positives x alternierend 
wird, sobald n die ZahllX ubersteigt (bei negativem IX altemiert sie von 
vornherein). Sobald dann die absoluten Betrage der Reihenglieder ab­
nehmen, ist also die einfache Abschatzung durch das erste nicht mit­
genommene Reihenglied moglich, die natiirlich giinstiger als die oben 
angegebene ist, weil der Faktor (n + 1) fortfallt. 

Auch fur negatives x laBt sich die Restgliedabschatzung noch ver­
feinem, sofem IX > -1 ist. Wir gehen dazu aber nicht von der allge­
meinen Restglieddarstellung aus, sondern· von der unendlichen Reihe, 
von der wir ja bereits bewiesen haben, daB sie fur \ x \ < 1 die Funktion 
(1 +.xt darstellt. In dieser Reihe entsteht das (k + 1)-te Glied aus dem 
k-ten durch Multiplikation mit 

oc-k k-oc 
k+1 x = k+1\xl, 

dieser Faktor ist wegen IX> - 1 absolut genommen kleiner als \ x \' 
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sobald k > at; 1 wird. Vergleichen wir also die Reihe 

R (x) = ( at ) x"+1 + ( ,at ) x"H + ... 
" n+1 n+2 

= ( at ) x"+1 (1 + at - n - 1 X + . . .) 
n+l n-f-2 

mit der geometrischen Reihe 

(n~l)x"+1(1 + Ixl + IxI2 + ... ), 

so sehen wir, daB beide Reihen gleiche Anfangsglieder haben, daB jedoch 
alle folgenden Glieder der geometrischen Reihe in der Klammer die ent­
sprechenden Glieder der Reihe fiir R" (x) absolut genommen iibertreffen, 

sobald n + 1 > at -; 1 wird. Daher k6nnen wir R" (x) durch die Sum­

me der geometrischen Reihe abschatzen und erhalten somit fUr 
- 1 < x < 0 und at > - 1 die Abschatzung 

(4e) I ( at) I 1 II at ) 'II x In+l I R,,(x) 1< n + 1 x,,+1 1 -I x r= I \n + 1 1 + x 

( at - 3) n>-2 - , 

die natiirlich sehr viel feiner ist als (4d), sofem x nicht nahe bei -1 liegt. 

IS. 3. Integration irrationaler Funktionen durch Substitution. 

Nachdem wir die allgemeine Potenz x'" differenzierl h ... ben, sind wir 
auf Grund der Differentiationsregeln in der Lage, die Ableitungen aller 
Funktionen zu bilden, die aus den bisher behandelten Funktionen durch 
rationale Rechenoperationen und Bildung be1iebiger Potenzen aufgebaut 

sind. Z. B. ergibt die Differentiation der Funktion y = eafC tg f::~ 
y = e", "= arctgv, v= fW, X-I 

W=--­
X+l ' 

dy = dy dudv dw = e" _1 __ 1 ___ 2 __ =1_, ,earctgVii: 
dx auavdwax I+ V2 2}W(X+1)2 2 Xl'X2-1 . 

Der entsprechende Versuch, Integrale solcher Funktionen durch 
Anwendung der Substitutionsmethode auf bekannte Integrale zuriick­
zufiihren, scheitert natiirlich im allgemeinen an der dieser Methode 
eigentiimlichen Schwierigkeit, daB die zunachst scheinbar gelungene 
Vereinfachung des Integranden bei der Umrechnung des Differentials 
wieder zerst6rl wird. Schon die Integration der Funktion (1 + x 2}"', 

die doch nur wenig komplizierter erscheint a1s die im vorigen Abschnitt 
behandelte Funktion (1 + x)"', gelingt in dieser Weise bei beliebigem at 

nicht, wie sich der Lltser unmittelbar iiberzeugen kann. Immerhin gibt 
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es aber gewisse Typen von Integralen, die sich durch Substitution 
auswerten lassen. 

Fiihrt man in dem Integral 

f V~:-:!dX 
den Integranden selbst als neue Veranderliche ein, 

so wird 

und 

V~:-~ ~ =-~ u, 

d· un - b 
X = -_._-.. 

a - c. un' 

(ad -- b c) It u n - 1 

dx = ( )2 du, a - CU" 

SO daB sich das obige Integral in 

n (a d - b c)f--~n-. du 
. (a- CUn )2 

verwandelt. ,Dies ist ein rationales Integral, das sich durch Partial­
bruchzerlegung auswerten laBt, wobei die Rechnung allerdings recht 
umfangreich ,werden kann. Dal3 wir hier zum Ziel gelangen, hat seinen 
Grund darin, daB sich x als rationale Funktion von 14 ergibt und damit 
auch' bei der Umrechnung des Differentials nur ein in u rationaler 
Fak.tor hinzukommt. 

A n we nd u n g 26. Wir greifen zuriick auf die friiher (Anwendung 21, S. 286) be­
handelt'e Aufgabe, den Ablauf der geradlinigen Bewegung eines Korpers gegen die 
ruhend gedachte Erde zu bestimmen. Die Geschwindigkeit v der Bewegung ist mit 
der Entfernung r vom Erdmittelpunkt durch die Gleichung 

~ v2 = It M -l- C 
2 1'" 

verkniipft. \Vir wollen jetzt voraussetzen, der bewegte Korper sei zu Beginn der 
Bewegung in der Entfernung a vom Erdmittelpunk,t in Rube (v = 0). Dann 

"M 
wird C = - -a- und daher (vgl. S.286/87) 

~ v2 = " M (~ __ ~) = g R2 (~ __ 1_) 
2' r a e r a 

und weitcr 

~: = ± R. V2: va ~;. 
Hier ist, da r mit wachsendem t abnimmt, das negative Zeichen zu wahlen. Die 
Trennung der Veranderlichen liefert die Differentialgleichung 

woraus durch Integration 

R.I/2 gdt=_I1_ r- dr , 
f a Va-r 

r 

f 11- ~- dr 
Va-r 

Il 
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hervorgeht. welln die Bewegung zu der Zeit t = 0 beginntl. In dem lntegral ist der. 
Radikand 'eine gebrochene linearf' Funktion der unabhangigen Veranderlichen r. 
\"'ir mach en daher die Substitution 

und haben 
a u2 2 au. 

r = ---, dr = ----du. 
1 + u 2 (1 + U 2)2 

Damit ergibt sich 

J 1/ r dr = 
Ya-r f u2 

2a ----duo 
(1 + u 2)2 

An Stelle der Methode der Partialbruchzerlegung wenden wir Produktintegration 
an. durch die wir rascher zum Ziel kommen. Es wirel 

1 (U f dU) I ( u ' 
= - '2 1 + u2 - I +~/2 = 2- arc tg u ~ 1+ l/2) . 

Also erhalten wir 

JV_r dr=aarctg1/ r--tr(a-r)+Const 
a-r Ya-r 

und folglich stellt die Beziehung 

V¥g --- V--r- n 
R. - t = lr (a - 1') - a arc tg -- + a-

a a - r 2 

den zeitlichen Ablauf der Bewegung dar. 

Diese Methode bleibt natiirlich auch dann anwendbar, wenD- im 
Integranden die Wurzel irgendwie rational mit x verkniipft ist. Beson­
ders interessant und auf den ersten Blick iiberraschend ist in diesem 
Zusammenhang, da/3 sich auch Integrale der Form 

J y(ax + b) (ex + d) dx 

in dieser Weise behandeln lassen. Man braucht namlich dafiir nur 

f ~/ax + b Y cx+d (ex + d)dx 

zu schreiben, um zu erkennen, da/3 die Einfiihrung der neuen Wurzel 
als Veranderliche u das Integral ratiunal macht. Das ergibt 

ex + d = ad - be dx = (ad - be) ~--- du 
a-cu2 ' (a-eu2)2 ' 

1 Dieses Integral ist bez. der unteren Grenze ein uneigentliches Integral, da 
der Integrand fiir r = a unendlich wird (vgl. die Erklarung auf S. 334). Da (a - r) 

in der Potenz - t auftritt und der hinzutretende Faktor 1'r in der Lmgebung der 
Stelle r = a stetig ist. so bietet es keine Schwierigkeit. das Integral in entsprechen­
der Weise. wie auf S. 334 ausgefiihrt wurde. durch einen Grenziibergang zu erklliren. 
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und dall}it haben wir 

fV~~-*! (ex + d) dx ~ 2 (a-d - be)2 f(a :~U;U2)3du. 
Damit allerdings sind die Integrale, die sich auf rationale zuriickfiihren 
lassen, auch bereits im wesentlichen erschopft. Schon wenn der Inte­
grand eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten oder vierten 
-Grades ist, ist eine solche Zuriickfiihrung auf bekannte Integrale im 
allgemeinen nicht mehr moglich, und man wird auf vo1lig neue Funk­
tionen (die sog. elliptisehen Funktionen) gefiihrt, deren Behandlung iiber 
den Rahmen dieser Vorlesung hinausgeht. 

§ 16. Die Funktion Va a!2 + 2 {la! + y und ihr Integral; 
die Funktionen arc sin a! und tit ~a1t a! • 

Besondere Bedeutung besitzen die Funktionen, die aus x und 
l'lX ;2-+2{jx + y rational aufgebaut sind. Die Differentiation bietet 
keine Schwierigkeit, und die Integration lieBe sich grundsatzlich mittels 
einer rationalen Substitution durchfiihren, die im Fall reeller Nullstellen 
des Radikanden in 15,3 behandelt wurde. 1m Hinblick auf die Bedeu­
tung dieser Integrale ist es jedoch zweckmaBig, bei ihrer Behandlung 
unmittelbar an ihre Deutung als Flacheninhalte anzukniipfen. 

16, I. Die drei Grundtypen. 
Das Integral 

bringen wir auf eine iibersichtlichere Form, indem wir 

1 ri}'~-fJ~ Q(X)=lXx2+2{Jx+Y=--(IXX+{J)2+ _ .. --
ri ri 

schreiben. Offenbar erhalten wir verschiedene Grundtypen, je nachdem, 
ob die Diskriminante lXy_{J2 positiv oder negativ ist. 1st sie gleich Null, 
so steht unter dem Wurzelzeichen ein vollstandiges Quadrati, und der 
Integrand ist von vornherein rational in X. 1m Fall IX y - {J2 < 0 ver­
wandelt sich der quadratische Ausdruck Q (x) durch die Substitution 

~---' ri x +/1 
f/12 - riy 

in 

1 Wir miissen uns in diesem Fall auf oc > 0 beschranken. da sonst der Radikand 
bestandig negativ wird. 
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im Fall cxy - p2 > 0 durch die Substitution 

rx.x+{J 
~=-=-­

trx.l'-P 
in 
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Beim Ausziehen der Quadratwurzel muB in beiden Fallen weiter unter­
schieden werden, ob cx positiv oder negativ ist. 

Diskriminantc 1 Substitution 

2 I: _ rx.x + {J I. cxy-p < 0, cx < 0, lO - JI-----'=, 
,P-rx.l' 

II. cxy_{32 < 0, cx > 0, ~ =!!:.~ + P 
fP-rx.Y' 

III (J 2 ° ° : I: rx. x + P .cxy- > ,cx> ,i lO =-·0= 
i yal'-P' 
I 

IV. cxy_{J2 > 0, cx < 0, i 

Radikand 

I Q2(~) b~stlndig negativ 

Radikaud 
pos. fUr 

I~I < 1 

1~12 t 

~ beliebig 

Da wir immer im Reellen bleiben, kommen fUr uns nur positive Radi­
kanden in Frage, so daB Fall 4 ausscheiden muG, und da bei der Um­
rechn.ung der Diff~rentiale auf die Veranderlichen E nur konstante 
Faktoren hinzutreten, so kommt das Ausgangsintegral je nach den Wer­
ten der Koeffizienten cx, p, y immer auf eines der drei· Integrale 

I. f 11 - ti dE, II. f r E2 - id ~ , III. f r ~2 + 1 dE 
zuriick, wobei von den konstanten Faktoren abgesehen ist. Mit diesen 
drei Integralen haben wir uns im folgenden zu beschaftigen. 

I6, 2. Integration von Kreis und Hyperbel. 

Die beiden ersten Integrale k6nnen wir von ~ = 0 aus rechnen. 
Dann stellt . 

% 

F~ = J i1-=~2d~ . 
o 

das schraffierte Segment des Einheitskreises 

E2 + 'r/2 = 1 
dar (Abb. 103) und 

% 

F~ = f Vi +~2d~ 
o 

das Segment unter der Hyperbel 

1]1-E'=1, 

Abb. tOl. 

die wir auch kurz als Einheitshype,bel bezeichnen wollen (Abb. 104). 
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Da wir uns zur Erforschung dieser Integrale geometrischer Bezie­
hungen bedienen werden, halten wir, abweichend von unserem sonstigen 
Brauch im folgenden an der Wahl gleicher Eiilheiten auf den Achsen 

fest. Wir werden z. B. 
Eigooschaften des Kreises 
ausnutzen, die ihn vor einer 
Ellipse auszeichnen. 

Fiir das zweite der oben 
cingefiihrten Integrale muB 
die untere Grenze > 1 ge­
wahlt werden, da die Hy­
perbel 

E2.-'YJ2 = 1 

zwischen E = -1 und 
~ = + 1 keine reellen Punk­
te besitzt. Hier ist 

z 

Ff = J i~2-~ 1 dE 
1 

gleich dem schraffierten 
Abb.I04. Segment der Hyperbel in 

Abb. 105. Wir stellen dieses Integral vorlaufig zuriick; seine Bestimmung 
ergibt sich miihelos, wenn wir das vorige Integral naher betrachtethaben. 

Die Drehsymmetrie des 
Kreises legt es nahe, bei der 
Flacheninhaltsbestimmung 
statt yom Segment yom Sek­
tor auszugehen, und dies er­
weist sich auch bei der Hy­
perbel al~ zweckmaBig. Seg­
ment F~ und Sektor S~ sind 

::----__ bei beiden Kurven durch die 

Abb.105. 

_d_ s., = _~_p _ 1 
dx 0 d x 0 2 

Beziehung 

Po-S~ = LJOPQ = ~xy 
verkniipft. Urn den Sektor als 
Funktion von x auszudriicken, 
bild . .. h dS~ d en Wlr zunac st !Iii un 

erhalten fiir den Kreis mit 
y =f1 - x 2: 

~~ (x -y1-~-X2) 
r _.--- '1 d ,--.----- 1 1 

l'1 - x 2 -- - - (x l'1 - x 2) = -:=-- .. 
. 2 dx 2 ft _ X2 



16. 2. Integration von Kreis und Hyperbel. 

und fur die Hyperbel mit y = Vi + x 2 : 

:xS~ = ddxPo - ~ d~ (x Vi +x2) 

= Vi +xl -~~(x Vi + Xl) = ~. 1 _ . 
2dx 2f1+xs· 

Daraus finden wir die Flacheninhalte der Sektoren: 

und 

Kreissektor 

II: 

Hyperbelsektor S~ = ~f. 1 c dE. 
2. }1+;' 

o 
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Jedes dieser Integrale ist also gleich dem Flacheninhalt des Doppel­
sektors P'O P, der zur Halbsehne x gehort. 

Beim Kreis ist, wie aus der Elementargeometrie bekannt, der 
Flacheninhalt des Sektors mit der Lange s des zugehorigen Kreisbogens 
durch die Beziehung 

Sektor = ,.s 
2 

verknupft, und also hat hier beim Einheitskreis der Flacheninhalt des 
Sektors P' 0 P den gleichen Zahlwert wie die Lange des Bogens AP, der 
zu der Halbsehne -x gehort. Daher hat man siclt gewohnt zu sagen, 
u sei der Bogen (lateinisch: arcus), der zu der Halbsehne x gel:.ort, und be­
zeichnet im Fall des Kreises das Integral als eine Arcus-Funktion. 
Bei der Hyperbel gibt es eine so einfache Beziehung zur Bogenlange 
nicht, so daB man hier die Bezeichnung Area-Funktion (area = Flachen­
inhalt) verwendet. Zwei an sich ganz gleichartige Dinge werden aus 
diesem Grunde ganz verschieden bezeichne"t. Man muB sich huten, sich 
durch die verschiedene Benennung verleiten zu lassen, uber die innere 
Zusammengehi:irigkeit beider Funktionen hinwegzusehen. 

Die Halbsehne x wird eigentumlicherweise mit dem lateinischen 
Worte: "sinus" bezeichnetl. Man unterscheidet dementsprechend sinus 

1 Die Bezeichnung der Sehne mit sinus. das ja im Lateinischen Busen bedeutet. 
beruht auf einem eigentiimlichen Millverstandnis. 

Die· griechischen Astronomen schufen fiir die Zwecke 
der sphArischen Astronomie eine Sehnentafel. indem sie 
zu jedem Winkel fII die LlI.nge s der Sehne berechneten. die 
zu ihm gehort. wenn .... man ihn als Umfangswinkel in den 
Einheitskreis eintril.gt. Von den Griechen iibernahmen sie die 
Inlle, und diese vervollkommneten das Rechnen mit der Tafel.­
iildem sie den Umfangswinkel durch den halben Mittelpunkts-
winkel ersetzten. und dementspre~hend auch die Sehne halbier- Abb. 106. 
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cyclicus = Halbsehne des Kreises, und sinus hyperbolicus = Halbsehne 
der Hyperbel. Meist lal3t man beim Kreise den Zusatz cyclicus weg, 
spricht kurz yom Sinus, wahrend man bei der Hyperbel zur Unter­
scheidung den Zusatz "hyperbolicus" beibehalten mul3. In der Schrift 
druckt man den Unterschied dadurch aus, dal3 man den Kreissinus mit 
Antiquabuchstaben schreibt, also sinus oder abgekurzt sin, wahrend 
man fur den Hyperbelsinus Erakturbuchstaben verwendet, also @linus 
oder abgekurzt @lin schreibt. Der Flacheninhalt des Doppelsektors ist 
dann beim Kreise der arcus, der zum sinus x geh6rt. Man schreibt dem­
entsprechend in ahnlicher Weise, wie wir es in 10,2 getan haben, 

x 

S~ =-' f1l1d~ ~ arc sin x. 
,_ ';2 

o 

Bei der Hyperbel ist der Doppelsektor die area, die zum hyperbolischen 
Sinus geh6rt. Man schreibt das, indem man auch fUr area die Fraktur­
buchstaben verwendet, und somit haben wir dann 

x 

S'" . . f d ~ . - - Il{ _. o -- -.-.- - ~ t ~tlt x , 
}1 + ~2 

o 

wobei die Zeichen im Sinne unserer friiheren Ausfiihrungen den Satz 
wiedergeben: die area, deren @linus gleich x ist, oder abgekiirzt 
~t (@lin = XlI. 

Mit dieser Namengebung fUr die Flacheninhaltsfunktionen ist na­
tiirlich uber die wirkliche Berechnung noch nichts gesagt. 

Setzen wir aber voraus, daB wir aus der Elementargeometrie ~ine 
gewohnliche Sinus-Tafel kennen, so ist der Wert des ersten Integrals fiir 
jeden Wert von x sofort anzugeben. Da indessen in der Elementar­
geometrie die Sinus-Tafel nicht berechnet zu werden pflegt, wollen wir 
hier fUrs erste die Kenntnis einer Sinus-Tafel nicht voraussetzen, zumal 
fUr das Integral des Hyperbelsektors eine analoge Tafel nicht zur Ver­
fUgung steht. Wir wollen vielmehr die Berechnung der Integrale auf 
direktem Wege in Angriff nehmen. 

ten (Abb.l06). Diese neue indischc Halbschncntafel lernten dann die Volker des 
islamischen Kulturkreises kennen, die sich der arabischen Sprache und Schrift be­
dienten. Man iibernahm das Sanskritwort fiir Halbsehne als Fremdwort ins Ara­
bische, schrieb es aber natiirlieh mit arabischen Buchstaben. Die Handschriften 
in semitischen Sprachen enthalten nur die Schriftzeichen der Konsonanten, und 
die Konsonanten des indischen Fremdwortes waren zuHi.llig die gleichen wie die des 
arabischen Wortes fiir "Busen". Als dann vom 12. Jahrhundert ab die Volker des 
europaischen Abendlandes die Schriften der arabischen Mathematiker kennen­
lernten und sie ins Lateinische iibertrugen, wurde das aus dem Indischen stam­
mende Fremdwort als wirkliches arabisches Wort angesehen und kurzerhand mit 
sinus iibersetzt, so daB damit die Halbsehne eine Bezeichnung ohile jeden Sinn 
erhielt, die ihr bis heute geblieben ist. 

1 Beidc Funktionen sind auf Grund dieser Ddinitionen nach 7,3 stetig. 
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I6,3. Berechnung der Funk~ionen arc sin x. und Wf em x. 
16,31. Anniherung durch Schmiegparabe1n. Zur Gewinnung der 

Schmiegparabeln der Funktion arc sin x bilden wir zunachst die Schmieg­
parabeln von 

f = (1 -X2)-!. 
fl - Xl 

Da dies eine gerade Funktion ist, konnen bei ihrer Entwicklung an der 
Stelle x = 0 nur gerade Potenzen von x auftreten, so daB jede Schmieg­
parabel ungerader Ordnung 2 " + 1 mit der vorangehenden Schmieg­
parabel der geraden Ordnung 2" zusammenfallt. Die Herleitung der 
Schmiegparabeln kann dabei in der Weise vorgenommen werden, daB 
man den obigen Ausdruck als Funktion von x 2 ansieht und nach dem 
binomischen Satz nach Potenzen von x 2 erttwickelt, wodurch entsteht: 

1 = 1 + ..!.. x2 + !...:l x' + ... + 1 . 3 ... !2 n - 1) x2n + R (x2). 
1'1 - xa 2 2·4 2·4 ... 2 n " 

Die SChmiegparabeln nahem slmtIich die Funktion von unten an, 
R" (x2) ist bestandig positiv. Wir gehen nun durch Int,egration zur Ar­
cussinusfunktion iiber: 

(1 ) 
. x 1 x3 1 . 3 xi 1 . 3 ... (2 n - 1) x ln+1 

arc smx = - +-- + ---- + ... + ---------- + 
1 23 2·45 2·4 ... 2n 2n+l 

+ V2"i-l(X) , 
mit 

S 

V2"+1(X) = I R"W·)d~. 
u 

Urn uns iiber die G.roBe des Restes V2"+1 (x) klarzuwerden, kniipfen wir 
an die auf S. 341 gegebene Abschatzungsformel (4e) an, in der wir nur x 
durch - E2 ersetzen miissen, so daB wir zu der doppelten Ungleichung 
'kommen: 

o ~ R eE2) ~ 1 . 3 ... (2 n + 1) ';"'+2 
-" - 2·4 ... (2 n + 2) 1 _ ';2 ' 

wobei die Gleichheitszeichen nur fiir E = 0 gelten. Urn nachher ein ein­
facheres Integral zu bekommen, vergrobem wir diese Abschatzung, 
indem wir im Nenner E durch. x ersetzen, und haben damit fiir aIle ~ 
im abgeschlossenen Intervall 0 < ~ :s;;: x: . 

O~R (EJ)~1'3 ... (2n+l)§2n+2. 
-" -2·4 ... (2n+2)I-xl 

Daraus aber konnen wir sofort fiir 0 < I x I < 1 schlieBen: 

I Is R (E2) dE I ~ 1 . 3 ... (2n+ 1) 1 I IS ~2"+2d~ I 
u" -2.4 ... (2n+2)I-XZ u ' 

also: 

(1 a) 
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Durchlauft n die Foige alIer natiirlichen Zahlen, so bleibt der Zahlfaktor 
1 . 3 ... (2 n + 1) b h" -k .. I' h . h kl' lid d 't 'It 
2.4 ... (2n +2) esc ran t, nam lC SlC er emer as 2' un aml gl 

fUr x < 1 sieher 

lim V2,a+l (x) = o. 
Il-+ex> 

Es laBt sich mit den Schmiegparabeln also jede beliebige Genauigkeit 
erreichen, die Funktion wird fUr aIle I x I < 1 durch die unendliehe 
Reihe 

(1 b) 
. x 1 X3 1 • 3 Xi 1 . 3 . 5 x' 

arcsmx = - + --- + -- + ----- + ... 
1232·452·4·67 

dargestellt (Abb. 107). 
Es sei noch erwahnt, daB diese Entwieklung auch fiir die Grenzen 

u 

-1 +1 oX 

Abb.107. 

x = ± 1 giiltig bleibt. Die Zahl der 
Glieder, die mitgenommen werden 
miissen, urn eine vorgeschriebene Ge­
nauigkeit zu erreichen, wachst je­
doch stark, wenn wir uns diesen Gren­
zen nahern, und zur Berechnung 

II 

Abb. tOS. 

von arc sin 1 = ; ist die Reihe praktisch unbr:auchbar. Beachten 

wir aber, daB zur Halbsehne x = ~ der Bogen -~ geh6rt (Abb. 108), 

so gewinnen wir in 

(1 c) :n; l' 1 1 1'3 1 --. = - + -- --+- ---- + ... 
6 1 ·2 2 3' 23 2·4 5.25 

eine Reihe, die ohne alIzu groBen Rechenaufwand den Wert von n auf 
einige Dezimalen genau liefert. Urn eine Genauigkeit von fUnf StelIen 
zu erzielen, sind, wie man an Hand unserer Restabschatzung (1a) be­
statigt, sieben Glieder erforderlich. 

Die Funktion u = arc sin x ist eine ungerade Funktion. Bei der 
Zeichnung der Kurve beachte man, daB die Ableitung 

du 1 
-=---
dx 



(2) 
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im Intervall 0 < X < 1, vom Wert 1 anfangend, monoton gegen 00 hin 
ansteigt. Die Funktion selbst nimmt im gleichen Intervall bestandig 

von 0 bis !!.. zu. Flir x = 1 besitzt die Kurve eine vertikale Tangente. 
2_ 

Hat man arc sin 1 = ~ gefunden, so kann man sich bei der Bere~h-

nung von arc sin x auf denWertebereich von x = 0 bis x = ~ be­f2 
schranken. Denn offenbar gilt auf dem Kreise 

. :n . 
arcsm x = 2" - arcsmy, 

also, wenn wir y = Vi-xi einsetzen, 

• :n • '/1--2 arc sm x = "2 - arc sm f - x . 
1 

Flir x = -= erhalten wir den Funktionswert auf 5 Dezimalen genau, f2 
wenn wir 13 Glieder der Reihe mitnehmen, so dal3 die ganze Rechen-
arbeit in ertraglichen Grenzen bleibt. 

Urn auch die Funktion ~t 6in x dUTCh Schmiegparabeln anzunahern. 
gehen wir entsprechend von der Funktion 

_1_ = (1 + x2r! 
1'1 -+- X2 

aus und entwickeln sie nach dem binomischen Satz: 

__ 1_ = 1 _ ~X2 + ~X4 -...l- .•• + (_1)n 1 ' 3 ... (2n- 1)x2n + 
II -+- x 2 2 2·4' 2·4 ... 2n 

+ R:(x2). 

Durch Integration folgt 

X lx3 l'3x6 
~t6inx= ---- + --_.+ . 

1232·45 

1· 3 (2n-l) X 2n +1 . +(-1)n ........ ------- + 
2·4 ... 2n 2n+l 

+ Vtn+dx) 
mit <I: 

V2n+1 (x) = J R: W) d~ 
o 

Da die Glieder der Entwicklung des Binoms abwechselnde Vorzeichen 
haben, so k6nnen wir unter der Voraussetzung 1 x 1 < 1 den Rest dUTCh 

t R* (~2) I < 1 . 3 ... (2 n + 1) I ~ 12"+2 
," =2·4 ... (2n+2) 

abschatzen, weil der absolute Betrag des Fehlers kleiner ist als der abso­
lute Betrag des ersten nicht mehr mitgenommenen Gliedes (vgl. S.327). 
Hieraus gewinnen wir wegen 
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die Abschatzung 

(2a) 

In der gleichen Weise wie bei der Funktion arc sin x erkennen wir, daB 
durch Wahl einer hinreiehend groBen Zahl n dieser Wert unter jede 
beliebige positive Schranke herabgedriickt werden kann und gewinnen 
damit fiir alle I x I < 1 die Darstellung 

(2b) 
. x 1 x 3 1 • 3 x 5 

9ft Sm x ~-~ - - --- + --- -- + ... 
1 2 3 2·4 5 ' 

die iibrigens auch an den Grenzen noch giiltig bleibt. 
Wenn man hiemach die Funktion u = 5ll:t Sin x berechnen wollte, 

so wiirde nur fiir solche Werte von x, deren absoluter Betrag nicht we­
sentlich groBer als ~ ist, die Rechenarbeit in ertraglichen Grenzen blei­
ben, wie man aus derAbschatzung (2 a) des Restgliedes V;"H (x) entnehmen 
kann. Dazu kommt, daB die Reihe fUr solcheWerte von x, deren ab­
soluter Betrag groBer als 1 ist, die Funktion 5ll:t Sin x iiberhaupt nieht 
mehr darstellt. Wenn wir also die Funktion in ihrem ganzen Vedauf 
von x = - 00 bis x = + 00 darstellen, so miissen wir eine andere Me­
thode fiir die Berechnung der Funktionswerte anzugeben suchen. Dies 
ist leicht moglich, wenn wir uns daran erinnem, daB wir schon friiher 
(§ 6) den Flacheninhalt unter der Hyperbel, deren Asymptoten aufein­
ander senkrecht stehen, berechnet haben. Die Herstellung dieses Zu­
sammenhanges wird sieh auch fur die Auswertung der Integrale als wicn­
tig erweisen. 

x6, 3Z. Zuriickfiihrung auf die Funktionen In:l: und arc tg:l:. Bei 
der friiheren Darstellung der Hyperbel waren ihre Asymptoten als Koor­
dinatenachsen gewlihlt. Wir fuhren sie jetzt wieder als X- und Y-Achse 
ein und stellen sie als neues Koordinatensystem dem x y-System gegen­
iiber. Der Zusammenhang zwischen beiden wird durch die Gleiehungen 

y + x = X Y2- , y - x = Y Y2 , 
die man unmittelbar der Abb. 109 entnimmt, gegeben. 

Es folgt 
y2_x2 = 2XY, 

und somit wird die Gleichung der EinheHshyperbel in den Koordi­
naten X, Y: 

X·Y=~. 

Der Scheitel A (x A = 0, Y A = 1) der Hyperbel hat insbesondere die 
neuen Koordinaten 

Der Abb. 109 entnehmen wir nun unmittelbar, daB der Sektor A 0 P 
gleich ist dem Flacheninhalt des oben von der Hyperbel begrenzten Ge-
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bietes Q R P A, vermehrt urn das Dreieck A 0 Q und vermindert urn 
das Dreieck PO R. Beide Dreiecke sind inhaltsgleich, wo auch'immer 
der Punkt P auf der HyperbeIIiegen mag, denn auf Grund der Hyperbel­
gleichung wird 

LfAOQ=li.,t·Y.,t =~ 
2 4 ' 

und 
XY 1 

Lf POR = -- = -. 
2 4 

Also gilt 
~ ~r ISin x = Sektor A 0 P = Flacheninhalt Q R P A . 

N ach unseren fruheren ~ 
Ergebnissen wird der 
Flacheninhalt unter der " 
Hyperbel ~ "-

I 1 ~ 
Y=2X " 

durch 

F1. = ~ (In X - In Xo) 

gegeben, und somit wird 

9tr ISinx=lnX -InXA • Abb.1Q9. 

Kehren wir jetzt wieder zum (x, y)-System zuruck. so erhalten Wlr 

~r ISin x = In ~tl' - In ~ 
f2 }2 

= In (x + y) 
oder schIieBlich 
(3) 

Die Funktion ~r ISin x lapt sick also auf die In-Funktion zuriickfiihren. 
panach ist es ohne besondere Muhe moglich, aus einer Tafel der Funk­
tion In x eine Tafel der neuen FUilktion mr ISin x fUr aile x zu berechnen, 
so daB wir die Reihenentwicklung (2b) an sich gar nicht brauchen. Im­
merhin ist es fUr manche Zwecke wichtig, diese Darstellung zu kennen, 
denn man kann oft bedeutende Vereinfachungen erzielen, wenn man 
die Funktion mr Sin x fUr kleine x durch eine Schmiegparabel mit 
niedriger Nummer ersetzen dart. An dieser Darstellung bestatigen wir, 
daB die Funktion u = mr Sin x eine ungerade Funktion 1 ist. Da die 

1 In der Tat ist 
~--. ((tj-'+ %"2- x) (tl + x2 + X)) 

In ( x + r 1 + ( . X)2) = In it 1 + x 2 - x) = In ~---~---:==-==---.--
\ X + }1 + x 2 

~ In ( 1 )=-In(x + f1=t- x2). 
x + Yl + xl 

Prange. v. Koppenlels, Integral. tund Diflerentialrechnung l. 23 
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Steigung iiberall positiv ist, so wachst u mit wachsendem x, wobei 
aber die Steigung abnimmt. Fiir sehr gro13e positive Werte von x ist 
angenahert 

In (x + y1 -+ x-2 ) = In x (1 + V-1 -+~) ~ In 2 x = In x + In 2 , 

so daD die Kurve asymptotisch wie die Kurve In x verlauft, wenn diese 
urn das Stiick In 2 nach oben geschoben ist. 

In ahnIicher Weise wie wir die Funktion m:t ®in x durch die In-Funk­
tion ausgedriickt haben, konnen wir die Funktion arc sin x auf den 
Arcustangens zuriickfiihren. Allerdings kommt dieser Frage hier fiir 
die Darstellung der Funktion keine so wesentliche Bedeutung zu, wie 
bei m:t ®in x, da wir ja die Werte der Funktion arc sin x fiir aIle in 
Betracht kommenden x mit Hilfe der Reihenentwickiung ohne Miihe 
gewinnen konnen. Wir erinnern uns daran, da13 die in § 10 eingefiihrte 
Funktion arc tg x angibt, wie gro13 der verdoppeIte Sektor bzw. der 
Bogen des Einheitskreises ist, der zu einer gegebenen Tangente x gehort. 
Ziehenwir daher im Punkte A an den Kreis die Tangente und bringen 

sie mit OP in R zum Schnitt, wobei die Lange 
_.,r.....;;::----7 H von A R mit t bezeichnet werden mi)ge, so ist 

x 

Ahh.ll0. 

_+-=-_-,f( 

arc sin x = arc tg t . 

Aus der Abb. 110 Iiest man unmittelbar die Pro-
portion 

t:x=1:y 

ab, so dal3 

( ) . x x 
4a arc Slil x = arc tg - = arc tg-=c:~ 

:J' t 1 -- x 2 

wird. Haben wir daher nach der friiheren Vor­
sehrift eine Tafel der Arcustangensfunktion be­
rechnet, so konnen wir mit ihrer Hilfe auch fiir 

-t--~--+'--=:+-=--I--- die Funktion arc sin x eine Tafel aniegen. x 

Abb. 11 1. 

Die Beziehung (4a) IaJ3t sich iibrigens noeh 
durch eine andere ersetzen, die auf den erst en 
Blick verwiekeIter erscheint, aber fiir die an­
schlie13enden Bemerkungen wiehtig ist. Wenn wir 
den Punkt P mit dem tiefsten Punkt B des 
Kreises verbinden und urn B dureh 0 den Kreis 
schiagen, des sen HaIbmesser eben falls gleich 1 

ist, so ist offenbar der Bogen A P doppeIt so gro13 wie der Bogen 0 C 
(Abb.111). Also wird 

arc (tg =c AR) = 2 arc (tg = OD), 
und cia 

OD:OB=QP:QB 
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oder 

ist, so folgt 

arc tg _x __ . = 2 arc tg ( __ x -=) . 
• 1 - x 2 1 + fl - Xl 

Somit haben wir nach (4a) 

(4b) arc sin x = 2 arc tg (-~-=) . 
1 +}1 - x 2 

16, 33. Der innere Grund fUr die Rationalisierbarkeit der Integrate. 
Die ZuriickfUhrung der -Funktionen 2(r Sin x und arc sin x auf die 
Funktionen Logarithmus und Arcustangens bedeutet, daB die in die­
sem Paragraphen behandelten Integrale sich "rationalisieren", d. h. 
sich in rationale Integrale verwandeln lassen. Diese Tatsache, auf die 
wir schon in 15, 3 aufmerksam wurden, k6nnte im Fall des Kreises iiber­
raschen, da wir die Kreisgleichung nicht wie die Hyperbelgleichung durch 
eine Koordinatentransformation auf eine rationale J:orm bringen k6nnen. 

Den inneren Grund dafiir kann man aber leicht erkennen. Betrach­
ten wir namlich, urn mit der Hyperbel y2 - x 2 = 1 zu beginnen, die 
Schar der geraden Linien 

( 5) y=-x+,u, 
die zu einer Asymptote der Hyperbel parallel sind, und bringen wir sie 
mit der Hyperbel zum Schnitt, so gibt es fUr jede Gerade einen und mer 
einen Schnittpunkt, der fiir posi­
tives,u auf dem oberen, fiir negati­
ves,u auf dem unteren Ast Iiegt 
(Abb.112). Die Abszisse xdes Schnitt­
punktes bestimmt sich aus der 
Gleichung 

(,u-X)2 -x2 = 1 

oder 

die in x linear ist, zu 

(5 a) 
p.2 - 1 

X=-~ 
2 P. , 

und die zugehOrige Ordinate ist 

p.2 + 1 
(5b) y=~. 

y 

.x. 

Abb.112. 

Die Koordinaten des Schnittpunktes sind also rationale Funktiotien von ,u, 
wobei ,u der Abschnitt der Geraden auf der Ordinatenachse ist. Fiir 
,u = 1 haben wir den Scheitel des oberen Astes. Lauft ,u von 0 bis 1, so 
durchlauft der Schnittpunkt die linke Halfte des oberen Astes, lauft ,u 

23* 
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von 1 bis 00, so durchlauft er die rechte Halfte. Da x und y rationale 
Funktionen von p sind, wird auch das Integral, das den doppelten 
Flacheninhalt des Sektors darstellt, das Integral einer rationalen Funk­
tion, wenn wir die GroBe pals Integrationsveranderliche einfuhren, indem 
wir die Beziehung (Sa) als Definitionsgleichung einer Substitution deu­
ten. Es wird clann 

nnd somit 

f 1'1 ~~2 ~- f~: = fdJ~t oder 2(t Gin x = In .ll + C. 

Da Zll x = 0, y ~-~ 1 cler Wert It = 1 gehort, so ist C ~ 0, also 

nnd wir haben 

2lt 6in x = In (x + y) = In (x + Yi-+x2). 

Wir sehen, die "Oberfiihrung des Integrals flir den verdoppelten Hy­
perbeisektor in das Integral einer rationaien Fnnktion wird dadurch 
erreicht, daB sich die Koordinaten x und y des einzeinen Punktes der 
Hyperbel ais rationale Funktionen einer H ilfsveranderlichen p ausdrucken. 
Wodurch ist das bedingt? Wenn wir die Hyperbei mit einer Geraden 
zum Schnitt bringen, wie wir es hier tun, mussen sich zwei Schnitt­
punkte ergeben, und eine Gieichung fur die Abszissen der Schnittpunkte 
muB zunachst quadratisch sein. Hier aber vereinfacht sich die quadratische 
Gieichungunmitteibar zu einer linearen Gieichung (Sa), indem x 2 heraus­
fant: N ur dadurch wird x rational in p. Diese Vereinfachung tritt des­
halb ein, weil aIle Geraden als Parallele zu einer Asymptoten die Hy­
perbel in dem einen ihrer beiden "unendlich fernen Punkte" treffen. 
Von der quadratischen Gieichung kennen wir also bereits flir jedes p 
die eine der beiden Losungen. Daher laBt sich durch Abtrennen dieser 
Losung der Grad der Gleichung urn erne Einheit erniedrigen, und zwar 
mit rationalen Mitte1n1, so daB eine line are Gleichung entsteht. Hier, 
wo die eine Wurzel im Unendlichen liegt, kommt das dadurch zum Aus­
druck, daB x 2 aus der quadratischen Gleichung sich unmitteibar heraus­
hebt. DaB wir gerade die Schar der Para\Ieigeraden zu einer Asymptoten 
gewahit haben, ist zwar bequem, aber nicht unbedingt erforderlich. 
Wesentlich ist nur, daB aIle Geraden durch ein und denseiben Punkt 
der Hyperbei hindurchgehen, damit die eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung bekannt ist. 

I FUr eine endliche Wurzel Xl ware durch den \Vnrzplfaktor (x - ;1')) zu divi­
dieren. wie wir daR in 3.41 dargelegt habt'n. 
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Es ist hiernach klar, daB sich die ganze Betrachtung auf den Kreis 
x 2 + y2 = 1 ubertragen laBt. Wir mussen den Kreis mit einem Geraden­
buschel schneiden, dessen Mittelpunkt auf dem Kreise liegt. Dann wer­
den sich die Koordinaten x und y als rationale Funktionen der HilfsgroBe 
ausdrucken, die die einzelne Gerade im Busche! festlegt. ZweckmaBig 
wahlen wir als Mittelpunkt des Buschels den tiefsten Punkt des Kreises 
(x = 0, y =; -1), so daB 

(6) 1 y=--x-1 
p: 

die Gleichung der einzelnen Geraden des Buschels 
ist, deren jede den Kreis auBer in dem Buschel­
mittelpunkt D noch in einem und nur' einem 
Punkte P schneidet (Abb. 11})1. Durchlauft # 
die positiven Werte von 0 bis + 00, so durch­
lauft der Punkt P den rechten Halbkreis (x > 0) 
von A bisD. Zu den negativen Wert en von # ge­
hOrt entsprechend der linke Halbkreis (x < 0). 
Zur Bestimmung der Schnittpunkte der Geraden (6) 
ergibt sich zunachst die quadratische Gleichung 

x2 + (: - 1 Y = 1 , 

Abb.1I3. 

mit dem Kreis 

die sich aber zu einer linearen Gleichung vereinfacht, da wir die eine 
Wurzel x = 0 ja bereits kennen. In der Tat laBt sich der Faktor x 
ausklammern : 

x [x (1 + 1;2) - ~ ] = 0, 
und durch Nullsetzen des zweiten Faktors ergibt sich die Abszissc 

(6a) x= ~ 
1 + ILl 

des Schnittpunktes P. Die zugehOrige Ordinate ist 

(6 1-~ 
b) y = 1 + p.2· 

Beide Koordinaten des Schnittpunktes P sind also auch hier rationale 
Funktionen der Hilfsgrope #. Das hat zur Folge, daB das Integral, das 
den Flacheninhalt des Kreissektors miBt, in das Integral einer ratio­
nalen Funktion ubergeht, wenn wir die Gleichung (6 a) als Definitio~ 
einer Substitution auffassen, die die Integrationsveranderliche x durch 
die neue Integrationsveranderliche # ersetzt. Da 

1 - p.1 
dx = 2(1 +p.2)B d# 

1 Mit Riicksicht auf spatere Formeln ist die Steigung mit .L bezeichnet. 
. " 
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ist, so ergibt sich 

f rld~ xi = f~:- = 2 f 1 ~it2 oder arcsin x = 2arctgp + C. 

Da zum Punkt x == 0, )' = 1 der Wert p = ° geh6rt, wird 

arc sm x =-= 2 arc tg ------ = 2 arc tg --== , . x 0 ( x ) 
y + 1 1 + fl -- x 2 

wie es nach (4 b) sein sollte. 
Die Flacheninhaltsbestimmung flir die Funktion' y~ x Z-+2{3 x + y 

HiJ3t sich hiernach stets auf die Bestimmung der Flacheninhalte 
rationaler Funktionen zuruckflihren 1. Rein theoretisch betrachtet, 
brauchte man daher die neuen Funktionen arc sin x und m:r Sin x gar 
nicht einzuflihren. Man tut es nur, wie schon am Anfang dieses Para­
graphen bemerkt wurde, aus Grunden der ZweckmaBigkeit. 

16, 4. Auswertung einfacher irrationaler Integrale. 
16, 41. Grundintegrale. Nachdem wir nunmehr die heiden Integrale 

(7a) 

(7b) 

z J d~ • 
-== = arc sin x , 
}1 - ~2 

U 

x 

fl~;+1 = ~reinx 
o 

kennen, sind wir in der Lage, die am SchluB von 16,1 als Grundtypen 
angegebenen drei Integrale auszuwerten. Fur das erste und dritte er­
gibt sich unmittelbar durch Dbergang von den Sektoren zu den Seg­
menten (vgl. S. 346) 

z 

(8a) f y 1 - ez de = ~ x i 1- X2 + t arc sin x , 
o 

z 
(8b) f i~z + 1 de = ~ x yxz + f + ! W"r Sin x . 

o 
1 Von diesem Standpunkt muB allerdings die Bezeichnung arc tg x ftir die 

1 
FHicheninhaltsfunktion zu y = 01+-;2 als sehr unzweckmaBig erscheinen. Es 

wtirde ftir die systematische Auffassung vorzuziehen sein, ftir diesen Flachen­
inhalt ein Funktionssymbol einzuftihren, das nicht an den Kreis (d. h. an 
die irrationale Funktion) erinnert. Denn nur dann wird der Gedanke deutlich her­
vortreten, daB die Zurtickftihrung der Integration einer irrationalen Funktion 
(Kreis) auf die einer rationalen yom systematischen Standpunkt aus als Fort­
schritt erscheint. Wir haben oben ausgeftihrt, daB die Bezeichnung arc tg x ftir 

1 
den Flacheninhalt unter der Kurve y = 1+ X2 sich historisch erklart, wei! eben 

die Theorie der trigonometrischen Funktionen unabhll.ngig von der Aufgabe der 
oFlacheninhaltsbcstimmung entstanden ist und fcrtig vorlag, als man die Integral­
rechnung auszubildcn begann. 
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Das zweite der Integrale k6nnen wir an der gleichen Hyperbel deuten 
wie das dritte, wenn wir 1] als Integrationsveranderliehe und entspre­
ehend y als obere Grenze ansehen. Dann stellt 

11 11 

f y1]2 -'1 d1] = f ~ d1] 
1 1 

den in Abb. 114 sehraffierten Flaeheninhalt dar. ,'\us diescr Abhildung 
liest man zugleieh ab: 

11 '" f y1]2 -1 d1] + f y';2+1d'; = xy. 
1 0 

woraus naeh (8b) hervorgeht: 

II 

f Y1J2-1d11 = ~xy-Plr.sillx 
I 

= ! Y yY2 - "1 -! 2lr !Sin -yy2 - 1 . 

Wir fiihren hierin wieder die Bueh­
stab en ~ und x an Stelle von 1] und 
y ein und erhalten damit: 

x 

(8e) f y~2_1 d~ 
1 

= ~ x y x 2 - 1 - prr !Sin y x 2 - L Abb. 11~. 

r-;-----
Wenn man den hier auftretenden Ausdruck 2lr !Sin l x 2 - 1 differen-
ziert, ergibt sieh 

d _. ,r::.~-- 1 x - f 
- 2lr 1::l1ll rx2 --1 = ------__ -=--=--= = --== , 
dx }1 + (x3 - 1) Vx2 - 1 }XL 1 

und damit erhalten wir die (7a) und (7b) vollig entspreehende Formel: 

x di; ---
(7e) f-= = ~[r !Sin yx2 --1 * 

1 }i;2 -- 1 

[Die Stelle ~ = 1 ist hier eine Unendlichkeitsstelle des Integranden, 
so daB an sieh ein uneigentliehes Integral vorliegt (vgl. S. 334); 
dieses existiert, da der Integrand in der GroBenordnung (.; - 1 )-r ge­
gen 00 strebt (vgl. ebenfalls S. 334)]. Wir haben damit die Integration 
der drei Grundtypen a1.lsgefiihrt, und zwar in (8a). (8b) und (8e); gleieh­
zeitig haben wir aueh erkannt, daB die Integrale (7a)-(7e), die diesen 
vollig entspreehen, jedoeh die Quadratwurzel im Nenner haben, auf 
iibersichtliehere Ausdriieke fiihren. Daher werden aBgemein die In­
tegrale (7a), (7b), (7c) als Grundintegrale angesehen. 

16,42. Weitere Integrale. Hiernaeh k6nnen wir nun grundsatzlich aBe 
Integrale be!Iandeln, deren Integranden rationale Funktionen von x und 

* Hierfiir werden wir in 17,23 s_ 378 die Bezeichnung ~r \£oj x einfiihrcn. 
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einer Quadratwurzel aus einem quadratischen Ausdruck in x sind. Der 
erste Schritt ist dabei der, diese Quadratwurzel mit Hilfe der in 16, 1 

gegebenen Substitutionen auf eine der drei Normalformen Y1--=-X2', 
yX2+-i, {x2~1 zu bringen. Da es nun, wie in 16,33 gezeigt wurde, 
immer gelingt, sowohl x als auch die Wurzel rational in einer neuen 
Veranderlichen fl, auszudriicken, k6nnen soIche 1ntegrale stets auf ratio­
nale 1ntegrale zuriickgefiihrt werden. Man setzt 

a) im Falle {f-=X2: 
. 2fl . 2(1 -II") 

X = 1- -I- 112' dx ~ [1'-i- l;'ij2' dfl, , 

b) im FaIle yx2 + 1: 

c) im FaIle y.~2 ---1 : 
. It2 -I- 1 
X~, ---' - , 

211 

fl2 -I- 1 

2 It ' 

r'--- 112 -- 1 
lx2 -1 = ~-'. 

2 II 

[Der Fall c) geht aus b) 
Rollen vertauschen.] 

hervor, wenn x und die Quadratwurzel die 

Diese Rationalisierung der 1ntegrale stellt einen immer gangbaren 
Weg zu ihrer Auswertung dar, sie ist jedoch keineswegs in allen Fallen 
der kiirzeste. Wir besprechen aus diesem Grunde noch ein anderes Aus­
wertungsverfahren, dessen Leitgedanke der ist, ein vorgelegtes Inte­
gral in einfachere Teilintegrale aufzuspalten, die sich auf die Grund­
integrale von 16,41 oder auf andere einfache Integrale zuriickfiihren 
lassen. Der Radikand der Quadratwurzel sci ein beliebiger quadratischer 
Ausdruck 

(9) Q (x) = IX x 2 + 2 f3 x + y, 

und der Integrand baue sich aus x und V Q (x) irgendwie rational auf. 
Man kann diesen Integranden dann stets in soIcher Weise identisch 
umformen, daB, unter Umstanden nach Abspaltung eines rationalen 
Integrals, ein Integral der Form 

fZ(X) dx 

N(x) '}'(i(x) 

zuriickbleibt, unter Z (x) und N (x) Polynome verstanden. Dieses Inte-

l It . . d . d' . 1 F kt' Z (x). T il gra zerspa en Wlr nun, In em Wlr Ie ratlOna e un Ion N(x) In e-

briiche zerlegen. 

1. 1st ~i:~ unecht gebrochen, so liefert die Zerlegung zunachst ein 

Polynom, und dieses kann auf Grund von 3,33 nach Potenzen von 

(x + ~) oder, was auf das gleiche herauskommt, nach Potenzen von 
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(CtX + [J) geordnet werden. Man kommt auf diese Weise zu Integralen 
der Form 

f(CX{g1t}P dx. 

1m FaIle p = 1 ergibt die Substitution 

Q(x) = ft, (CtX + [J)dx= !du 

das Integral ! S 1t-i d u, und wir erhalten damit: 

(10) -___ -'-_ dx = yQ(x) + Const. f rt.x + fJ ,r ---
}Q(x) 

1st p > \, so kann man Produktintegration anwenden, indem man 

rt.x +fJ (CtX + [J)P-l = u, ---- dx = dv 
1'Q(x) 

setzt. Man tommt dann nach einer kleinen Rechnung, die der Leser 
miihelos sell),;t ausfiihren kann, zu der Rekursionsformel 

(10a) f (rt.x+{!)P 1 - ,/----- • --1'=--" --- dx = -p- (Ct X + [J)P 1 yQ (x) -I­
Q(x) 

p - 1 f(rt.x -I- {!)p-2 + --p-- (Cty -- [J2) -jQ(x) dx, 

mit deren Hilfe man den Exponenten p schrittweise urn je zwei Ein­
heiten erniedrigen kann, bis man bei geradem p schlieBlich auf das 

Integral f r'&~xi zuriickkommt, das sich nach 16, 1 in eins der drei 

Grundintegrale (7a-c) verwandeln laBt. 
1m Fall einer ungeraden Zahl p ,-= 2 k + 1 kommen wir einfacher 

zum Ziel mit der Substitution 

(10b) v<Hx) = y, rt._x....~! dx = dy 
W(x} , 

die wegen 
(CtX + [J)2 = CtQ(x) - (Cty - [J2) 

clas Integral rationalisiert: 

-~. -- dx =J(Cty2 + [J2 - Cty)kdy. f {rt.x -1- fJ)2k+1 
1'Q(x) 

2. Die von den Linearfaktoren cler Nennerfunktion N(x) her­
riihrenden Teilbriiche ergeben Integrale cler Form 

f C; - ~~ ~-Qfx) . 
Substituieren wir hierin 

1 x-a=­z ' 
dz dx= --
Z2 ' 
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so geht zugleich Q (x) in einen Ausdruck der Gestalt 

1 
Q(x) = z2 (oc* Z2 + 2f3* Z + y*) 

uber, und das Integral verwandelt sich in 

-J r~¥Z2+~)~Z+ 1'* d z 

und wir gelangen somit zu den unter 1. behandelten Integralen zuruck. 
3. Schliel3lich liefern die von den quadratischen Elementarfaktoren 

von N (x) herruhrenden Teilbruche Integrale der Gestalt 

J B x + C dx 
(x2--t2bx+-cr- fQ (x) . 

Fur diese nicht sehr haufig auftretenden Integrale laBt sich zwar auch 
ein besonderes Auswertungsverfahren angeben, jedoch bringt es dem 
fruheren Rationalisierungsverfahren gegenuber keine Rechenvorteile. 
Eine gesonderte Behandlung empfiehlt sich lediglich in dem Ausnahmc­
fall, daB sich der quadratische Nenner von dem Radikanden nur urn 
einen konstanten Faktor unterscheidet, daB also 

b=l, c=?' 
ex ex 

ist. Dann liegt, von einem konstanten Faktor abgesehen, das Integral 

J Bx.LC 
(YQ(;))2m+l dx 

vor, das WIr folgendermaBen zerlegen: 

f (Y~~;t2tl dx = : J (ig(~J&+i dx + ex C_ ex f!_lJ J (l Q(:))2m+i' 

Das erste Integral geht mit der Substitution (10b) in f )~2:-; uber. Fiir 

den zweiten Summanden mer ken wir zunachst im Fall m = 1 die 
Formel an: 

(11 a) 

deren Richtigkeit man leicht durch Differenzieren bestatigt. 1st 111 > 1, 
so schreiben wir 

J (rQ (:))-2m+i = J(Q (x;)"'~l (Y;,(:W' 
und mit der Substitution 

(11 b) 
dx 

(t (iiX))3 
1 dt 

exy - f32 

bei der sich weiter 
Q(x) = exy - f32 

ex - t2 
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ergibt, erhalten wir 

(11) f (lQ(:»)2m+l = rctr~ pl)m f (ex -- t2)m-l dt. 

AbschlieBend sei bemerkt, daB neben den hier behandelten Aus­
wertungsmethoden noch eine weitere M6glichkeit darin besteht, durch 
Substitution die im nachsten Paragraphen zu behandelnden Kreis- oder 
Hyperbelfunktionen einzufiihren. Das ist in vielen Fallen zweckmaBig, 
und wir werden in 17, 4 ·noch darauf zuriickkommen. 

Anwendung27: Raumin. 
hal t eines Ringkorpers. 
Ein Kreis yom Radius a rotiere 
urn eine Gerade. die in seiner 
Ebene verlauft und von seincm 
Mittelpunkt den Abstand e > a 
hat. Dadurch entsteht ein Ring­
karper mit kreis/al'migetll Aeh­
sensehnitt (Torus). 

Wahlen wir die Drehachse 
als z-Achse und die- I'-Achse 

z 

Abb.1I5. 

dazu senkrecht durch den Mittelpunkt des Kreises. so haben wir 

(I' - e)2 + Zl = a B 

als Gleichung qes Kreises (Abb. 115). Eine zur z-Achse senkrechte Ebene schneidet 
aus dem Ringkorper, solange ihre Hohe z kleiner als a ist, einen Kreisring heraus. 
dessen innerer bzw. auBerer Halbmesser 1'1 bzw. 1'2 sich aus der Kreisgleichung zu 

I'l=c-faL ':zi , I'a=c+faz _-ili 

ergebcn. Der Flacheninhalt des Kreisringes ist somit 

F(z) = (I'~-I'nn = 4enfal_zB. 

Wir fragen nach dem Rauminhalt V (zo) des Ringkorpers zwischen der Symnletrie­
ebene z = 0 und einer Ebene z = zo' Das Differential dieser Funktion V (z) ist offen­
bar 

so daB 

ist. Mit 

wird 

und nach (Sa) crhaltcll wir 

-~- = ~. dz = a d~ 
a 

I, . 
V (zo) = 4 a2 en.r f~~2 d~ 

o 

v (zo) = 2 as c n (; V t - :~ + arc sin ;) . 

Fiir den voUstandigen Ringkorper ergibt sich also V = 2 V (a) = 2 aBc ;n2. 
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Anwendung28: Potentialfeld eines senkrecht stehenden geraden S t a­
bes. Ein gerader Stab von der Lange I steht in der Hohe h (unteres Ende) senkrecht 
zur eben gedachten Erdoberflache. Die Stabachse wahlen wir als z-Achse. Die lineare 
Dichte derLadungseigleichq (Gesamtladung gleichq '1), wobei als Einheit derElcktri-

zitatsmenge zunachst die elekt1'ostatische Einheit (-~9 Coulomb) beniitzt werden 
3·10 

moge. Wir wollen das Potential c]J berechnen, das der geladene Stab in einem be· 
liebigen Raumpunkt P erzeugt. Das Potential an der Oberflache der Erde wird 
gleich Null gesetzt. Da offen bar das Potential achsensymmetrisch um die z-Achse 
verteilt ist, bezeichnen wir den Abstand des Punktes P von der z-Achse mit t' und 
suchen das Potential c]J als Funktion von l' und z zu bestimmen. Die Schwierigkeit 
der Aufgabe liegt darin, daB die Ladung des Stabes eine bestimmte Ladungsver­
teilung an der Oberflache der Erde erzeugt (Influenz) und diese erst aus der Be­
dingung, daB auf der Erde iiberall das Potential gleich Null ist 

c]J(t',O)=o, 

bestimmt werden miiBte. Nun kann man aber diese Schwierigkeit, wie W. THOMSON 
(LORD KELVIN) gezeigt hat, durch einen einfachen Kunstgriff vermeiden. Wir spie­
geln den Stab an der Ebene, die die Erdoberflache vertritt und denken uns das 
Spiegelbild mit einer gleichverteilten elektrischen Ladung, aber von entgegen­
gesetztem Vorzeichen (- q) versehen. Man sieht leicht ein, daB bei dieser An­
ordnung keine Arbeit geleistet wird, wenn man einen geladenen Probekorper in der 
Symmetrieebene verschiebt, daB also in der Ebene z = 0 in der Tat das Potential 
konstant ist und gleich Null gesetzt werden kann, da es auf eine additive Konstante 
nicht ankommt (Abb. 116). 

Nun konnen wir das Potential c]J (1', z) leicht berechnen. Denken wir auf dem 
oberen Stabe zwischen den Hohen z = ~ und z = ~ + d ~ ein Element abgegrenzt, 
so ist dessen Ladung dQ = q d~. Daher erzeugt das Element in einem Punkt P, 
der von ihm den Abstand (! = lrs + (z--=' ~)2 hat, den Beitrag 

Abb.116. 

Mit der Substitution , 

q d~ 

Y1'a + (z -=-€)2 
zum Potential. Auf Grund des 'Oberlagerungsprin­
zips ist das von dem oberen Stab erzeugte Potential 

h+Z 

c]Jl (t', z) = f tra :·t}~t)2 . 
h 

Da das von dem unteren Stab erzeugte Potential 
entsprechend aufgebaut ist, so ergibt sich fur das 
Gesamtpotential der Anordnung der Ausdruck 

h+l -h 

c]J (t', z)= q {f lr2~.~(:·- ~)2 - f yr2 }(~=~)2 } . 
h -h-l 

z .. ~ 
=u, 

r 
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Somit erhalten wir fur das Potential die Darstellung 

{ . z - ~ /hH . z - ~ i-h } 11>(,., z) =- q m:t6m--- - -- m:t6m--1 
,. h r ,-h--l 

oder 

{( z -II Z-,-h)' ( z~(h-j-l) z+(11 + l))} 
cfJ(,.,z) =!l m:t6in - r-- + m:t6in--;- - m:t6in ~-r - + m:t6in _c __ --;---- • 

An der Formel bestatigen wir sofort, da/3 fur :; -~-- 0 

1])(",0)=0 
ist fUr alle r. 

Setzen wir 
I]) (r, z) 0-' Const, 

so erhalten wir die PotentialfHi.chen des elektrischen Feldes; sie sind Drehflachen 
mit der z-Achse als Drehachse, und diese Gleichung stellt in der (r, z)-Ebene die 
Meridiankurve der einzelnen DrehfIache vor. 

Anwendung29: Schwerpunkt eines Ellipsen­
segmentes. Von der Ellipse 

x2 y2 
-all +-b"2 = 1 

schneidet die Gerade 

x = c (Icl < a) 

ut 
b 

o c 

das in Abb. 117 schraffierte Segment abo Unter Abb. 117. 

der Voraussetzung eines konstanten Gewichtes 

a 

pro Fillcheneinheit (y) ist der Schwerpunkt dieses Flllchenstiicks zu berechnen. 
Dieser Schwerpunkt liegt selbstverstandlich auf der x-Achse, wie unmittelbar 

aus den Symmetrieverhllitnissen hervorgeht. Zur Berechnung seiner Abszisse x. 
gehen wir von dem durch die Schwer kraft hervorgerufenen Moment aus, das wir auf 
den Nullpunkt beziehen. Da man sich die gesamte Schwerkraft im Schwerpunkt 
angreifend denken kann, ergibt sich fur das Moment die erste Darstellung 

a a 

!If = x.F)'~ x, 21' f \'dx= x, 2 ~ IJ fa"2- x2dx. 

c 

Das gleiche Moment erhalten wir auch, wenn wir die von den elnzelnen Flachen­
streifen herruhrenden Beitrage addicren, so da/3 sich die zweitc Darstellung 

a a 

M = J' J x . 2 Y d x = 2 ~ y f x f-;i2-::':: :r2 d .r 

crgibt. Aus diesen beiden Gleichungen gewinnen wir sofort fUr x. die Formel 

a 
J X }a2 - x 2 dx 

-c 
X. = -a------ --

Jra2"::x2d.-r 
c 

Das im Nenner stehende Integral bringen wir durch die Substitution 

x = au, d x = a d II 
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in die Gestalt 

und damit k6nnen wir es unmittelbar nach (Sa) auswerten: 

1 

f II --u2du = [+U .1 ~ u2 + -}arcSin u]~ 
c a 

" 1 ( c V~~:It C\ ="2 ~ -a- t -- a2 + -2- ~ arc sin a) . 
Damit ergibt sich 

a 

f --~- a2 (:It C ) t --ya2~x2dx=- - -~arcsin- .---cl"a2~c2. 
2 2 a 2 

\Vir k6nnen als Nebenergebnis anmerken, daB man hi era us durch Multiplikation 

mit 2·b_ den FHicheninhalt des Ellipsensegmentes erhalt, daB dieser also durch 
<l 

F = ab - -arcsin- -- l.a2 _e2 (:It e) be ~-~ 
2 a a' 

gegeben ist, eine Formel, die uns fur c = 0 der. halben Ellipseninhalt sofort mit 
! ab:lt angibt. Zur Berechnung von x, ist nun noch das im Zahler stehende Integral 
auszuwerten. In ihm substituieren wir 

a2 ~ x 2 = w, x d x = - ! d w , 
so daB sich ergibt: 

a 0 a2-c2 

f Xl-a-2---. . -1"2 dx = -~- f y;;; dw = ..t.. f wi dw = ..t..l(a2 .. e2)". 
2 2 3 

c a2 -c2 0 

Damit haben wir das Ergebnis 

2 l(a2 - c2 )" 

x, = -3- ~(~ ~ arc sin ~_) ~ e raz-c2· 
1m Sonderfall der HalbellipsC' (c = 0) bestimmt sich die Schwerpunktsabszisse 
daraus zu 

4a 
X6 = ~~--. 

3:1t 

§ I7. Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen. 
17, I. Die Kreisfunktionen. 

17, II. Vieldeutigkeit von arc sin:.c; Periodizitat von sin u und cos u. 
Bei der Beschreibung des Zusammenhangs zwischen der Halhsehne x 
und dem Bogen 11 des Einheitskreises, den die Funktion u = arc sin x 
vermittelt, haben wir jedem Wert der Halbsehne x (0 < x < 1) einen 

Bogen 1t aus dem Intervall 0 < u < -~ zugeordnet. Beim Durchlaufen 

der arc sin·Linie von x = 0 bis x = 1 wandert der entsprechendc 
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Punkt des Einheitskreises von seiner Anfangslage (x = 0, y = 1) durch 
den ersten Quadranten bis zur Stelle (x = 1, Y = 0) (Abb. 121, S. 372)1. 
Einen vollstandigen Einblick in die Verhaltnisse gewinnen wir jedoch 
erst dann, wenn wir die bisherige Beschrankung aufgeben und unseren 
Punkt tiber die Endlage hinaus weiterlaufen lassen. Dabei stellt sich nun 
heraus, daB die Eindeutigkeit der Funktion arc sin x verloren geht; 
denn wahrend beim Durchlaufen des vierten Quadranten (im Drehsinn 
des Uhrzeigers) der Bogen u weiter anwachst, nimmt x wieder von 1 bis ° 
ab, so daB sich damit bereits jedem Werte x zwischen ° und 1 zwei Werte 
von u zuordnen. Diese beiden Bogen erganzen sich zu n (Supplement­
winkel). 1m dritten und zweiten Quadranten nimmt x negative Werte 
an, und zwar laufen die "Verte zunachst von Obis - 1, dann wieder 
nach ° zurtick. Damit ist der Einheitskreis vollstandig umlaufen und 
der Bogen u auf 2 n angewachsen. Wir konnen den Einht:itskreis auch 
ein zweites Mal umlaufen. Danh muB sich offenbar alles wiederholen, mit 
dem einzigen Unterschied, daB das jetzt entstehende Kurvensttick um 
2 n nach oben verschoben ist. Da sich dies ohne Ende fortsetzen laf3t, 
entsteht eine nicht abbrechende Folge tibereinanderliegender gleich­
artiger Kurvenstticke. die sich im tibrigen ohne Sprung oder Knick 
alleinallderfUgen. Bei rtickwartiger Durchlaufullg des Eillheitskreises er­
haltell wir eine vollkommen gleichartige Fortsetzullg der Kurve, die 
unterhalb der x-Achse liegt und eben falls nicht abbricht. Dabei erweist 
sich die Funktion u = arc sin x offenbar als ungerade Funktion und 
ahnlich wie'die Funktion ardg x (10,3) als unendlich vieldeutig; denn ist 
11 ein zur Halbsehne x gehoriger Bogen, so gehort zur gleichen Halbsehne 
zunachst auch der Bogen n - u, dann aber auch aIle Bogen 1J + 2nk 
und n - it + 2 n k mit beliebiger ganzer Zahl k. 

Diese Vieldeutigkeit ist der Grund dafUr, daB man es im allgemeinen 
vorzieht, den Zusammenhang zwischen u und x in der umgekehrten 
Richtung zu betrachten, also u als unabhangige und x als abhangige 
Veranderliche anzusehen. Dann hat man namlich in 
(1) x = sinu 

eine stetige Funktion, die jedem Wert des Bogens u genau einen Wert der 
Halbsehlle x zuordnet 2. Die Vieldeutigkeit der Funktion u = arc sin x hat 
die Periodizitiit der Funktion x = sin u zur Folge (Periodenlange 2n). 
Ftir jedes u gilt: 

(1a) sin(u+2n)=sinu. 

Unsere obigen Uberlegungen zeigen ferner, daB stets 
(1 b) sin (n - u) = sin 1-' 

1 Die vorn iiblichen Brauch abweichende Winkeizahillng ergibt sich allS der 
horizontalen Lage der x-Achse (11 = arc sin x). 

2 Aus der Monotonie und Stetigkeit jedes Zweiges der FlInktion 11 = arc sin x 
folgt nach 5. 5 Satz 19 die Stetigkeit von sin u. 
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ist, und weiter ist klar, daB die Sinusfunktion eine ungerade Funktion ist: 

(1 c) sin (- u) = - sin u. 

In diesen drei Beziehungen kommen die wesentlichsten Eigenschaften 
dieser Funktion zum Ausdruck. Aus ihnen folgt noch 

(1 d) sin (u + ~) = sin (u -~) = - sin (n - u) = - sin u . 

Die Sinuskurve ist eine Wellenlinie, bei der jede einzelne Welle in sich 
symmetrisch ist und die unter der u-Achse verlaufenden Bogen mit den 
tiber ihr liegenden kongruent sind. Die Nullstellen dieser Funktion sind 

u=o, ±~, ±2~, ... ,±k~, ... 
Die Kurve verlauft vollstandig zwischen den Geraden x = 1 und x =-- 1. 
wobei sie den GroBtwert 1 an den Stellen 

1 ~'5~'9}' ... U= 
:If :If -3 2 , -7 2 , ... , 

den Kleinstwert - 1 an den Stellen 

I -%, -5~, -9~, ... 
u=b-i, 7~, ... 

annimmt. An allen diesen Stellen ist nattirlich die Kurventangente hori­
zontal. 

Nach (1 a) ist klar, daB man den Verlauf der Sinusfunktion nur im 
Intervall 0 < tt < 2 ~ berechnet zu haben braucht, urn ihn in seiner 
Gesamtheit zu tiberblicken. N ach (1 d) kann man sich aber bereits auf 
die Bestimmung der Funktionswerte fUr das Intervall 0;;£ u < ~ be-

schranken, und nach (1 b) kommt man sogar mit dem Intervall 0 :s;; u < ~ 
aus. Ftir dieses Intervall sind daher die gebrauchlichen Sinustafeln 
berechnet. Das Aufstellen einer solchen Tafel wird noch durch eine Be­
ziehung vereinfacht, die wir auf Grund des pythagoraischen Lehrsatzes 
sofort aus Abb. 121 ablesen, wenn wir beachten, daB x die Halbsehne 

des Bogens u und y die Halbsehne des Bogens -i- - u ist. Da namlich 

der Punkt (x, y) auf dem Einheitskreise liegt, ist x2 + )'2 =, 1, also 

sin2u + sin2(~- -u) = 1. 

Danach k6nnen wir ·die Funktionswerte zwischen u =~ und u =!! 
4 2 

aus denen zwischen u = 0 und u =!!- berechnen: 
4 

(1 e) sin (% - u) = 1/1 - s[n2u , 
wobei hier fUr die Quadratwurzel das positive Zeichen zu nehnwn i"t. 
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Den Bogen ~ - u, der den Bogen u zu einem Viertelkreis erganzt, 

nennt man den zu u komplementaren Bogen. Fur den Sinus des komple­
mentaren Bogens sagt man kurz Kosinus (das bedeutet: complementi 
sinus) und schreibt 

(2) sin G -u) = cosu. 

Wegen 

haben Wlr 
. ( n) cos l' = sm 1$ + 2 

und sehen, daJ3 die Kosinus-Kurve entsteht, wenn man die Sinus-Kurve 

urn ~ nachlinks verschiebt (Abb.118). Der Kreiskosinus cos 1t ist also wie 
2 . 

cler Kreissinus periodisch mit der Periode 2 n: 

(2a) cos (u + 2 n) = cos l' ,. 

und aus (1 b), (1 c) folgen die entsprechenden Beziehungen 

(2b) 

(2c) 

cos (n - u) = - cos u 

(Symmetrie bez. der Nulldurchgange), 

cos ( - 1$) = cos u 

(Symmetrie bez. cler Scheitelordinate). 

Die letzte Beziehung hringt zum Ausdruck, daB cos 11 eine gerade Funk-
tion ist. Die Funktions- oZ'-sinu 

werte von sin u und 
cos u sind fUr gleiche 
Abszissen u nach (1 e) --.,-------zF--+--+---'--~---.-__,..._ 
durch die Beziehung 

(3) sin2 u + cos2 u = 1 

verknupft. 

17, 12. Differentia­
tion und Reihenentwick- ---f--L.-+--'-~,------~~--~ 
lung. Bei der Bildung der U 

Ableitung der Funktion 

Abb. tl8. 
x = sin u k6nnen wir 
uns wegen der Periodi­
zitat auf eine volle Welle der Lange 21i beschranken. Wir betrach-

ten zunachst das Interyall 0 ~ ,u ~ ~-, in dem die Umkehrfunktion 

Prange ·v. Koppenfels, Integral. und Differentialrecbnuog I. 24 
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u = arc sin x eindeutig ist. Nach der Definition von 

u = arc sin x 
ist 

du 1 

dx f1 -- x 2 ' 

wobei der Quadratwurzel das positive Zeichen zu geben ist. Somit 
haben wir fUr den Kreissinus nach der Umkehrregel (12, 2) die Ableitung 

(1') ~- sin u = ,/ 1 - sin! u = cos u . 
du r 

DaB diese zunachst fUr das Intervall 0 S;; u < ~ abgeleitete Beziehung a11-

gemein giiltig ist, ergibt sich unmittelbar aus den Symmetriebeziehungen. 
Zunachst folgt aus der Symmetrie der Sinuslinie bzw. der Scheitel-

ordinate u = ~ , daB die Kurve in zwei zu ihr symmetrischen Punkten 

entgegengesetzt gleiche Steigung hat. Damit erweitert sich der Giiltig­
keitsbereich der Beziehung (1') wegen (2b) auf das Intervall 0 S;; u < n. 
Fiir das Intervall - n < u < 0 beachten wir, daB die Ableitung einer 
ungeraden Funktion eine gerade Funktion seirt muB und haben damit 
die Formel in vollem Umfang als richtig erkannt. 

Als Nebenergebnis merken wir an. 

( d sin O() = lim si~~=-_.sirl~ = lim sin 0( = 1 . 
dO( 0<=0 0<-+0 0( - 0 0<-+0 0( 

Diesen auBerordentlich wichtigen Grenzwert kann man auf Grund 
einer anschaulichen Dberlegung auch nach dem Einschachtelungsver­
fahren leicht ermitteln. Da der Flacheninhalt des Sektors yom Offnungs­
winkel IX offenbar gr6Ber ist als das rechtwinklige Dreieck mit den 
Katheten sin 0( und cos IX und kleiner als das rechtwinklige Dreieck mit 

~in' 1a; 

o --
---CDsa; , 

Abb.119. 

den Katheten tg IX und 1 (vgl. Abb. 119), so gilt 

sin IX cos IX < IX < tg IX , 

also fUr jeden Winkel IX > 0 

cosa <~ < __ 1_. 
SIll 0( COSO( 

Hieraus folgt wegen der Stetigkeit der Cosinus­
Funktion die obige Limesgleichung. 

In der Abb. 118 ist die Kosinuslinie als 5teigungsbild unter die Sinus­
linie gezeichnet. Der Vergleich beider Kurven zeigt, daB die Sinuslinie 
an ihren Nu11stellen die gr6Bte bzw. kleinste Steigung besitzt, so daB in 
dies en Punkten die zweite Ableitung gleich Null sein muB, und die 
Nullstellen also Wendepunkte der Sinuslinie sind. Die Wendetangenten 
haben die Steigung (+ 1) bzw. (-1). 

Wollen wir nun die Ableitung des Kreiskosinus bilden, so gehen wir 
am einfa.chsten von der Beziehung (2) aus. Denn dann ergibt sich mit 
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Hilfe der Kettenregel unrnittelbar 

(2') d cos U (:I/: ) (1) . ---- = cos ~ -" . - = - SIn u . 
du 2 

Damit sind wir in der Lage, fur den Kreissinus wie fUr den Kreis­
kosinus die Ableitungen beliebig hoher Ordnung zu bilden. Wir haben 

I(u) = sinu, I'(u) = cosu, 

I"(u) =-sinu, I'" (u) = - cos u 

und entnehmen dieser Zusammenstellung zunachst die Beziehungen 
d2 sinu . d2 cos U 
- .du2 -- = - SIn u, -du2- = - cos u , 

die die Grundlage fUr die mathematische Behandlung der Schwingungs­
lehre }:lilden. Wir sehen weiter, daB bei beiden Funktionen die 4. Ablei­
tung auf die Ausgangsfunktion zuruckfUhrt, so daB die Ableitungen des 
Kreissinus wie des Kreiskosinus sich im Viertakt wiederholen: 

1(4 v)(u) = I(u) , 1(4 v t-l)(u) = I'(u) usw. (v = 1,2, ... ) 

Darauf gestutzt, k6nnen wir nun die Aufgabe, eine Tafel der Funk­

tion x = sin u fUr den Wertebereich 0 < u ~ % zu berechnen, leicht 

mittels der Taylorschen Formel erledigen. Wir bilden die Folge der 
Schmiegparabeln des Kreissinus fUr die Entwicklungsstelle u = O. 

Fur die Funktion I (u) = sin u verschwinden an der Stelle u = 0 
die Funktion selbst und ihre samtlichen Ableitungen gerader Ordnung, 
und fUr die Ableitungen ungerader Ordnung erhalt man 

I' (0) = 1, /'" (0) = - 1, 1(5) (0) = 1 , ... 

Fur g(u) = cos u sind bei u = 0 nur die Ableitungen gerader Ordnung 
von Null verschieden, und zwar wird: 

g (0) = 1, gil (0) = - 1, g(4) (0) = 1 .... 

Damit ergeben sich unmittelbar die beiden Darstellurigen: 
. • U u3 u5 U 2n - 1 
(4a) smu=---+---+··.+(_1)n-l +R (u) * 

1! 3! 5! (2n--l)! 2n 

~ ~ ~n 
(Sa) cosu=1--+----+ ... +(-1)n-+R* (u). 

2! 4! (2n)! 2,,+1 

Auf Grund der Lagrangeschen Re~tformel (vgl. 14, 22) gilt dabei: 

(4b) 

(S'b) 0< {}* < 1 

* Die hingeschriebene Schmiegparabel der Ordnung 2n - t deckt sich mit der 
folgenden (der Ordnung 2n). so daB das Restglied die Nummer 2n erhalt. 

24* 
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Daraus ist zu erkennen, daB in beiden Fallen fiir jedes beliebige u die 
Folge der Restglieder dem Grenzwert Null zustrebt, so daB die Funk­
tionen sin u und cos u fiir jedes endliche u durch die unendlichen Reihen 

(4) 
• U u3 uli 

S10 U = -II - 3! + 5! - + ... , 
u2 u' 

(5) cosu = 1 - 2! + 4! - + ... 
dargestellt werden. Diese Funktionen sind also in der auf S.19geingefUhrten 
Bezeichnungsweise ganze transzendente Funktionen wie die Exponential-

.x-sinu tJ,(u) funktion. Das Rest-
glied ist dabei absolut 
genpmmen hochstens 
gleich dem Absolut­
betrag des ersten 
nicht mehr mitge­
nommenen Reihen­
gliedes. Dies geht aus 
den obigen Darstel­
lungen hervor und 

Abb.I20. 

kann auch aus dem Alternieren der Reihen gefolgert werden. An Hand 
der Abb. 120 sieht man, wie die Schmiegparabeln bemiiht sind, die 
Wellen der Sinuslinie nachzubilden. 

!I 

JC 

Abb.121. 

17.13. tg u und ctg u. Wir erinnern 
uns, daB wir in 10, 3 bereits die Funk­
tion tg u eingefiihrt hatten und dar­
unter die Lange der zum Bogen u des 
Einheitskreises gehorigen Tangente ver­
standen (Abb. 121). Man liest aus dieser 
Figur sofort die Beziehung 

(6) 
sin u 

tgu = ----
cosu 

ab, die wir jetzt als Definitionsgleichung 
der Tangensfunktion ansehen konnen. 
Ihr entnehmen wir sofort die Haupt­
eigenschaften der Tangensfunktion: Sie 
verschwindet an den Nullstellen des 

Zahlers, also fUr u=O, ±n, ±2n,. '" und die Stellenu= ± ~ , ± 3j-, ... , 
an denen der Nenner gleich Null wird, sind einfache Pole dieser Funktion. 
1m iibrigen hat die Tangensfunktion die Periode n: 
(6a) tg (f~ + n) -= tg u 

und ist cine ungerade Funktion: 
(6b) tg (- u) = - tgu. 
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Man fUhrt nun noeh die Kotangensfunktion (eomplementi tangens) ein, 
die man dureh 

ctg u = tg ( ~ - ~t) 
,2 

definiert und fUr die danaeh gilt: 

(7) 
t _ cosu _ 1 

e g u -- sin u - tg It • 

Diese Funktion hat ihre N ullstellen bei u = ± ~-, ± 3 ~-, ... und ihre 

Pole bei It = 0, ± n, ± 2 n, . .. und ist selbstverstandlieh eben so 
wie die Tangensfunktion eine ungerade periodisehe Funktion mit der 
Periode n (Abb. 122). 

Die Quotientenregel der Differentialreehnung (S. 291) setzt uns 
instand, die Ableitungen von tg It und ctg tt zu bilden. Es ist: 

d t u = cos U cos 11 - sin u (--:- sin u) 
du g cos2 u 

und damit naeh (3): 

(6') 
d 

(iu tg t~ = cos2 U 

. = 1 + tg2 tt. 

In gleieher Weise erhalt 
man: 

(7') 
d -1 
du ctgu = sin2 u 

= - (1 + etg2 u). 

17. 14. Die arcus-Funktio­
nen (zyklometrische Funktio-
nen). Die Funktionen arc sin x 
und arc tg x, auf die . wir 
bei der Lasung von Inte­

x=ctgu 

Abb. 122. 

grationsaufgaben unmittelbar gesto/3en. waren, werden fUr gewohnlich 
als Umkehrungen der Funktionen sin tt und tg it eingefUhrt. Ihnen stellt 
man dann noch. die Funktionen arc cos x und arc ctg x an die Seite, 
die ganz entsprechend erklart sind. Zwischen ihnen bestehen nach De­
finition die einfachen Beziehungen 

(8) 
n . 

arc cos x = ·2 - arc Sin x , 

(9) 
n 

arc ctg x = 2 - arc tg x , 

so daB wir in arc cos x und arc ctg x keine neuen Funktionen zu sehen 

u 
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haben. Es sei noch angemerkt: 

(8a) 

(9a) 

areeosx = arcsin ii-Xl, 

1 
arc ctg x = arc tg X . 

Die Differentiationsregeln fUr die arcus-Funktionen ergeben sich un­
mittelbar aus ihren Definitionen: 

d. 1 d -1 
-d arcslnx="I!_' --arccosx=-=, 

x r1-XI dx f1-X2 

d 1 d -1 
-arctgx = ~~ -arcctgx = --. 
dx 1 + Xl ' dx 1 + x. 

Es lassen sich auch die Integrale dieser Funktionen leicht angeben; denn 
fur f arc sin x d x erhalt man durch Produktintegration mit 

" = arc sin x ,. dv == dx. 
dx 

d"=-=-, V=X f1 - Xl 

sofort: 

fare sin x dx = x arc sin x - f;...:!. x = x arc sin x + if - x2 + Const 
. r1 - Xl 

und entsprechend gewinnt man: 

farc tg x dx = x arc tg x -iln (1 +x2) + Const. 

17.2. Die Hyperbelfunktionen. 

17.21. ein U und 5o, u. In der gleichen Weise wie die Funktion 
u = arc sin x konnen wir auch die Funktion 

" = 2ft @ihix 
umkehren. Wir haben dann die Funktion 

x = @iin", 

die uns zu einem vorgegebenen Doppelsektor u der Hyperbel 
y2- x ll = 1 

die Halbsehne x liefert und darum, wie wir schon in 16,2 erwahnten, 
Hyperbelsin"s (sinus hyperbolicus) genannt wird (Abb. 124). 

Wir knupfen an die Darstellung 

" = 2ft @iin x = In (x + i 1 + x2) 

an, die uns die Moglichkeit gibt, die Umkehrfunktion x(u) auf die Ex­
ponentialfunktion zuruekzufUhren. Wir bilden 

eU = x + yi + Xl, (eU - X)2 = 1 + x2 

und finden hieraus 

(10) 
. . ed _e-U 

X = @im" = --_ .. 
2 
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Der Funktion x = Sin u stellen wir entsprechend wie beim Kreis 

y == (fof u (Hyperbel-Cosinus) 

an die Seite, die dem Doppelsektor u die (positiv zu nehmende) Ordi­
nate y zuordnet (Abb. 124)1. Aus der Hyperbelgleiehung folgt dann 

(11) @;of1u - Sin2 u = 1. 

Der Zusammenhang mit der Exponentialfunktion wird hiernach durch 

(12) @;ofu =.; Vi + Sin-; = ~ f4 + (~U=-ruj2-= etl ~ e-" 

gegeben. 
Diesen Darstellungen entnimmt man sofort, daB Sin u eine unge­

rade, @;of u eine gerade Funktion ist: 

Sin ( --- u) = - @Sin u @;of( - u) = @;of u . 

Man kann Tafem des Hyperbel-Sinus und des Hyperbel-Cosinus 
in einfachster Weise erhalten, wenn man eine Tafel der Exponen­
tialfunktion zur VerfUgung hat. Ebenso kann man die Kurven 
der Hyperbelfunktionen leieht aus 
denen der Exponentialfunktion er­
halten. Wegen lim e-U = 0 unter-

u-+oo 
scheiden sieh beide Kurven fUr die 
Hyperbelfunktionen fur groBe positive 
Werte von u wenig von der Funk­
tion leu (Abb. 123). Durch Differen­
tiation erhalten wir aus (10) und (12) 

:u Sinu = @;ofu. :u@;of u = Sinu. 

aus denen sieh wegen 

Sin 0 = 0 @;of 0 = 1 

die Entwicklungen • Abb.123. 

(13 a) 
• U u3 tl' u Bn - 1 U 2 .. +1 

Smu = - + - + -- + ... + --- + (fof{) 11, . ---0-
t! 3! 5! (2n-t)! (2n+t)! 

u2 II' u2 .. U 2 •HZ 
@;ofu = 1 + - + - + ... +---+ (fof{)*l' --2! 4! (2n)! 0 (2n+2)! 

(14a) 

ergeben mit 0 < {) < 1, 0 < {)* < 1 (vgl. S. 371 unten)._ Beseitigt 
man zur Abschatzung der Restglieder die nieht bekannten GroBen {). {)* 

dadurch. daB man @;of {)u und @;of {}* u durch den sieher groBeren 

1 Wollte man der eigentlichen Bedeutung "complementi sinus" entsprechend y 
als Halbsehne eines komplementil.ren Doppelsektors deuten. So wiirde dieser -
abweichend von den Verhlltnissen beim Kteise - in keiner einfachcn Beziehung 
zum Dop~ktor u stehen. 
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Wert [01U ersetzt, so erkennt man, daB be ide Restgliedfolgen den 
Grenzwert Null besitzen und die Funktionen 6in u und [01 u fUr jedes 
endliche u durch die unendlichen Reihen 

(13) 
• U u3 u6 

elm u = -- + - + - + ... 
1! 3! 5! ' 

u 2 u C 
[0' u = 1 + - + - + ... , 2! 4! (14) 

dargestellt werden. Die soeben besprochene Restgliedabschatzung ist 
fUr eine Genauigkeitsbestimmung deshalb nicht besonders gut geeignet, 
weil der zu berechnende Wert [01 u selbst darin vorkommt. Daher 
kniipfen wir zu diesem Zweck besser an die Restabschatzung fUr die 
Exponentialfunktion (S. 196) an. Aus 

U u2 u3 U 2fi 
eU = 1 + - +- + - + ... + ---- + S (u) 

1! 2! 3! (2n)! 2n 

und 
u ~ ~ ~n 

e-U = 1 -- + - - - + - ... + ~ + S (- u) 
1! 2! 3! (2n)! 2n 

folgt nach (10) und (12) 
• U u3 u2n - 1 1 

elm1t =, -1! + i! + ... + (in~ 1)! + 2 [S2n(u) -S2n(-U)], 

u 2 uC u 2n 1 
[Ol u = 1 + 2! +41 + ... + (2n)! + -2 [S2n(U) + S2n(-U)]. 

Auf S. 196 haben wir gesehen, daB fUr S2n (u) die Abschatzung 

i U 12n+1 1 
I S 2n(U) I S (2n+iTf-~I-u-1 . 

1---
2n+2 

gilt, und die gleiche Abschatzung gilt natiirlich auch fur S2n (- u). Daher 
gibt die rechte Seite der letzten Ungleichung eine Schatzung sowohl fUr 
die Abweichung des 6in u von seiner Schmiegparabel der Ordnung 
2 n - 1 wie fUr die Abweichung des [01 u von seiner Schmiegparabel 
der Ordnung 2 n. 

17. 22. ~ U und (,itf) u. In volliger Analogie zu den Kreisfunktionen 
fUhren wir auch hier zwei weitere Funktionen ein: 

( 15) 
Sin u eU -- e-D 1 - e-2u 

:tg U = (£0\ U = eD + e-~ = 1 + e-iU ' 

(16) 
(£0\ u CU + c-u 1 + c-2u 

[tg u = STill = e"~c-'; =1=-e=iu ' 

die man als Hyperbeltangens bzw. Hyperbelkotangens (tangens hyper­
bolica und cotangens hyperbolica) bezeichnet. Der Hyperbeltangens ist 
dabei die Lange der zum Doppelsektor u gehorigen Hyperbeltangente 
(Abb. 124). Die Figur zeigt, daB zum Unterschied vom Kreise die Lange 
der Tangente stets kleiner ist als die der Halbsehne; auch eine geome-
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trische Deutung des Kotangens ist der Figur zu entnehmen.Beide Funk­
tionen sind ungerade. Fur jedes beliebige endliche u gilt 

I %g u I < 1 , .Y 

I <£tg u I> 1. 

Fur u = 0 hat %g u eine 
einfache N ullstelle. <£tg u 
jedoch einen einfachen 
Pol (Abb. 125, 126). 
F~rner ist 

lim .%g" 

= lim <£tg u = 1 
u-.+oo 

eine Eigenschaft, die 
aus den obigen Defini­
tionsgleichungen sofort 
abzulesen und auch an 
Abb. 124 leicht zu er­
kennen ist. 

Die Ableitungen die­
ser Funktionen werden 
wieder nach der Quotientenregel gebildet. 

( 15') 

(16') 

17,23. Die Area-Funktionen. Ne­
ben die Funktion ~t Sin x stellen 
wir, genau wie bei den Kreisfunk­
tionen, die drei weiteren Umkehrfunk-

u 

o\bb.125. 

Abb.124. 

Es ergibt sich: 

Abb.126. 

u 
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tionen ~t (to) x, 91t:tg x, ~t (ttg x. Die Gleichungen (8) und (9) 
fUr Kreisfunktionen finden sich hier nicht wieder (vgl. die FuBnote 
auf S. 375), so daB den Funktionen ~t (to) x und ~t (ttg x eine selb­
standigere Bedeutung zukommt als den entsprechenden Funktionen 
arc cos x und arc ctg x. Die Verkniipfung dieser Funktionen unter­
einander ist durch die Beziehungen 

~t(tO) x = ~t @lin yx2 -1, 

~t (ttg X = ~t:tg ~ x 

beschrieben. Die Funktion ~t (to) x ist definiert fUr x:2 1, ~t:tg x 
fUr I x I < 1, ~t (ttg x fUr I x I > 1. 

Von den Differentiationsformeln 

d eli t;!:.' 1 
d'At~tnx =.=, 

x Y1 + x2 

d 1 
d-·~t (to) X = .r::o--' 

x rxl - 1 

d Il( ~ 1 
~ 'At "Lg X = --
dx 1 -- x 2 

d 1 -- ~t(ttgx =-­
dx 1 - X2 

(ix 1< 1), 

(Ix I> 1) 

ist uns die erste bereits bekannt, die iibrigen gewinnt man leicht auf 
Grund der Umkehrregel. Die zweite dieser Formeln liefert in Verbin­
dung mit 9lt (to) 1 = 0: 

II: 

f _d~. = ~t(tof x (vgl. 16,4, S.359). 
f~2 - 1 

1 

Aus der dritten und vierten der obigen Formeln folgt weiter: 

(lxl<1), 

II: J d$ 
1 _ t2 = ~ t (ttg x . (lxl>1). 

00 

Diese beiden Integralformeln be sit zen keine selbstandige Bedeutung, 
sondern sind nur angefUhrt, urn die Analogie zur Integraldefinition von 
arc tg x zu zeigen. Man kann das Integral unmittelbar durch Partial­
bruchzerlegung auswerten und erhalt: 

(17) 

(18) 

1 1+X 
~t:tgx = --In ---

2 1 -x' 

1 x+ 1 
~t (ttg X = - 111-- . 

2 X-1 

(Ix 1< 1), 

(Ix I> 1). 
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Damlt erscheinen aIle Area-Funktionen auf den Logarithmus zuriick­
gefiihrt; denn in 16.32 hatten wir ja schon die Beziehungen 

(19) Wt 6ittx = In (x + l"1 +x2) , 

und daraus folgt, wenn x und l".%2+-1 die Rollen vertauschen 

(20) Wr trof x = In (x + l"x2 -1) 

gefunden. 

17,3. Die Additionstheoreme der Kreis- und Hyperbelfunktionen. 

Wir mer ken hier zunachst die aus dem Schulunterricht bereits be­
kannten Additionsformeln 1 

sin·(IX ± P) = sin IX cos p ± cos IX sin p , 
cos (IX ± P) = cos IX cos P =F sin IX sin p 

an. Setzt man in den ersten beiden Formeln p = IX, so erhalt man 

sin 2 IX = 2'sin IX cos IX, 

cos 2 IX = COS2 IX - sin2 IX = 2 COS2 IX - 1 = 1 - 2 Sin2 IX. 

Die letzte dieser Formebl braucht man haufig auch in der Gestalt 

COS2 IX = ~ (1 + cos 2 IX) 
oder 

SinlIX = ~ (1 - cos 2 IX) . 

Die Additionstheoreme der Tangens- und Kotangensfunktion sind 
ebenfalls leicht zu gewinnen; denn es ist 

t (IX + P) _ sin (a. + P) = sin a. cos p + cos a. sin P 
g - cos (a. + P) cos a. cos P - sin a. sin p , 

also 
( ± P) tg a. ± tg P und 

tg IX = 1 =t= tg a. tg P ct (IX ± P) = ctg a. ctg P =t= 1 • 
g ctg P ± ctg a. 

Daraus. Ieitet man wieder unmittelbar ab: 

t 2 IX = 2 tg a. 
g 1 - tg2 a. ' 

ctg2 a. - 1 ctg 2 ex = --~ .. 
2 ctg a. 

Nach der Zusammenstellung dieser an sich bekannten Ergebnisse 
stehen wir nunmehr vor der Aufgabe, entsprechende Formeln auch fiir 
die Hyperbelfunktionen aufzustellen. Wir k6nnten dazu an der Hyperbel 
yl - Xl = 1 geometrische Uberlegungen durchfiihren, ahnlich denen, 
die zu den Additionstheoremen der Kreisfunktionen fiihrten. Indessen 
kommen wir rascher zum Ziel, wenn wir von der Zuriickfiihrung der 
Hyperbelfunktionen auf die Exponentialfunktion Gebrauch machen, 

1 Dabei gehoren einerseits die oberen, andererseits die unteren Vorzeichen zu­
sammen. 
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die ja ein sehr einfaches Additionstheorem besitzt. Man bestatigt die 
Richtigkeit der Formeln 

6in (IX ± fJ) = Sin IX ~of fJ ± ~of IX 6in fJ ' 
~of (IX ± fJ) = ~of IX ~of fJ ± Sin IX Sin p 

sofort, indem man auf den rechten Seiten die Hyperbelfunktionen durch 
die Exponentialfunktion ausdriickt. Aus diesen beiden Formeln lassen 
sich wiederum alle andern ableiten: 

eiin 2 IX· = 2 Sin IX ~of IX , 

~of21X = ~Of21X + 6in21X = 2~of21X -1 = 1 + 2 ein21X 

und weiter 
%gex ± 'lgfl 

~g (IX ± fJ) = 1 ± ~g ex %g fl ' 

~t (IX ± R) = ~tg od!tg fl ± 1 . 
9 t' ~tg fl ± ~tg at 

In der volligen Gleichartigkeit des Aufbaus der Additionstheoreme 
kommt eine sehr enge innere Verwandtschaft zwischen Kreis- und Hy­
perbelfunktionen zum Ausdruck. DaB sich diese Zusammenhange nicht 
unmittelbar zeigen, hat seinen Grund in unserer Beschrankung auf den 
Bereich der reellen Zahlen. Wenn wir im zweiten Band die komplexen 
Zahlen eingefiihrt haben, werden wir erkennen, daB auch die Kreisfunk­
tionen mit der Exponentialfunktion verkniipft sind, und dann werden 
Kreis- und Hyperbelfunktionen so gleichartig erscheinen, daB die Ver­
wendung verschiedener Funktionssymbole beinahe iiberfliissig wil"d. 

17,4. Integrate mit Kreis- und Hyperbelfunktionen. 

17,41. Grundintegrale. Die in 17,1 und 17,2 gewonnenen Diffe­
rentiationsformeln kehren wir jetzt urn und erhalten auf diese Weise 
die folgenden Grundformeln der Integration: 

Jsin"du = - cosu + <;, Jeinudfl = ~of u + c, 
J cos 1$ du = sin u + C , J~of u du = Silt U + C, 

f du ------ = tgu + C 
cosHu ' 

J du 
-.-2- = -ctgu + C, 
Sln u 

J du 
~012 U = ~g u + C, 

J du -,-- = -~tgu + C. 6m2 u 

Wir fiigen noeh die Integrale der Tangens- und Kotangens-Funktionen 
an, die man leicht durch Substitution auswerten kann. So berechnet 
man Jtg u du mit der Substitution v = cos u, dv = -sin u du: 

f tgudu = - f ~~, 
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und bei den iibrigen Integralen geht man entsprechend vor. Es ergibt 
sich: 

ftgudu = -In I cosu 1+ C, f~gudu = In~oi u + C. 

fctgudu = In! sinu 1+ C. f~tgudu = In I 6inu 1+ C. 

1st das Argument mit 

durch die Substitution 

einer Konstanten multipliziert, 

au = v du = -~ dv , a 

f cosaudu = : sin au + C usw. 

so erhalt man 

Anwendung 30. SenkrechterWurf mit Beriicksichtigung des Luft­
widerstalides. Ein Kerper cler Masse m werde im Augenblick t = 0 mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Vo senkrecht nach unten geschleudert. AuBer der Schwer­
kraft wirkt auf ihn noch die Bremskraft des Luftwiderstandes. die in jedem Augcn­
blick der Geschwindigkeit entgegengerichtet ist und fUr deren GroBe man nahe­
rungsweise setzen kann 

Dann l<;lutet die 

K. =-- Rv2 • 

Bewegungsgleichung: 

dv 
m de = 111 g _ .. R v2 

oder mit der Rezeichnung R = my: 

dv de = g_yv2 

(R = Const > 0) 

Durch Trennung der Veranderlichen (vgl. 12. 7) und Integration1 findet man: 

" 11 

t =fg~;V2= ~fT--' __ v2 

fl. fl. Y 

da zum Zeitpunkt t = 0 die Anfangsgeschwindigkeit v = Vo gehort. Setzen wir; 

V=Vf", dv=l/fdlt, 
so folgt: 

" 
1 f du 

t = ly g. 1 - u2 • 

Vfvo 
Fiir die Auswertung des Integrals ist zu unterscheiden. ob die untere Grenze 

groBer oder kleiner als 1 ist. ob also Vo < Vf oder Vo > V ~ ist. 1m ersten 

Fall ergibt sich (vgl. S. 378); 

I ~ I:, [~·%g;r~·%g vH (,.< v{)· 
1 Die gleiche Bezeichnung von Integrationsveranderlicher und oberer Grenze 

kann hier nicht zu lVfiBverstandnissen fiihren. 
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im zweiten Fall; 

I = t [~t\itgVV - ~t\itg vV~l r'tc ~ ~ 
i' i' 

Da hierin t als unabhllngige Verllnderliche zu behandeln ist, ergibt sich die Auf­
gabe, diese transzendenten Gleichungen nach v aufzulOsen. Dies gelingt leicht auf 
Grund der Additionstheoreme von t 7,3, die, auf die Umkehrfunktionen iiber­
tragen, lauten: 

¥It i:g x - ~t!tg" = ~t!tg ( x -" ) • 
t - X" 

~t\itg x - ~tQ:tg" = 9(tQ:tg (t - x ") • 
x --" 

Das Ergebnis der Auflosung ist dann; 

v = V~. Vo + Vf %g <fYi-') 

I' V ~ + Vo %g <fy-g I) 

Jig J/f. + Vo \itg HI' g t) 
v = y _~-,r,----,y,-------==-___ _ 

I' Vo + V ~- Q:tg <ryg I) 
Fiir t -+ 00 ergibt sich in beiden Fllllen die Grenzgeschwindigkeit v,. = V~· , wo­

bei die Annllherung an diesen Grenzwert im €'rsten Fall von unten, im zweiten 
Fall von oben edolgt. 

1st insbesondere die Anfangsgeschwindigkeit Vo = 0, so erhalten wir die Ge­
schwindigkeit 

v = y'~- !tg <ry g t) • 

Wenn wir daraus den Ort des bewegten Korpers als Funktion der Zeit-bestimmen 
ds 

wollen, so haben wir, da v = de ist, die Differentialgleichung 

ds= ~·%g(fygl)dl 
zu integrieren und finden: 

5 = l/g J%g <}'Yg I) dl = ..!..In Q:o\ <}"Yg I) . r i' i' 

17,42. Integrale rationaler Funktionen von sin u und cos u bzw. 
~in u und «Sof u. Fiir Integrale, deren Integrand eine beliebige rationale 
Funktion von sin u und cos u oder von Sin u und (iof u ist, laBt sich ein 
stets zum Ziel fiihrendes Verfahren der Auswertung angeben. Diese In­
tegrale hangen namlich aufs engste mit den in 16,4 behandelten In­
tegralen zusammen, deren Integrand ein rationaler Ausdruck in x und 
einer Quadratwurzel aus einem Polynom zweiten Grades ist, das sich 
in eine der drei Normalformen von 16,1 bringen laBt. Man erkennt 
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diesen Zusammenhang sofort, wenn man beispielsweise in ein Integral 
der Gestalt 

J R (sin u. cosu) du 
(R ist das Symbol fiir einen rationalen Ausdruck) 

die GroBe 
sinu = x 

als neue Veranderliche einfiihrt. wobei noch 

cosu = Vi Xl 

und 
dx dx 

du=~=·= 
COS" VI - Xl 

zu beachten ist. Es entsteht dann ein Integral der Form 

JR*(x. Vi-x2)dx. 
unter R* wieder einen rationalen Ausdruck verstanden. Ein derartiges 
Integral aber laBt sich nach S. 360 durch die Substitution 

x = ~ Vi _ x2 = I - pI 
I + pI • I +pB 

rationalisieren. Fiir den unmittelbaren Obergang von der Verander­
lichen u zur Veranderlichen I' ist es wichtig. daB sich I' als Tangens des 

Winkels ~- eigibt; denn es ist 

" tg -2 
sin u = 2 sin ~ cos·~ = 2 tg ~ COS2~ = 2 • 

2 2 2 2 'taU 

" cosu = 2cos2 2 

Ii g2" 

I - tgB~-
_ 1 = ___ 2 ___ 1 = ___ 2 

I + tga~ 1+ tg l _"-
2 2 

Dis Ergebnis ist also: Ein Integral. dessen Integrand eine rationale 
Funktion von sin u und cos u ist. kann man stets in ein rationales In­
tegral verwandeln. indem man 

" tg 2 = I' 

als neue Veranderliche einfiihrt. wobei 

sinu=~ COSU=I-p2 du=_?:3~ 
1 + pI • 1 + pi • 1 + pi 

zu setzen ist. (Die letzte Gleichung folgt aus u = 2 arc tg 1'.) 
Wenn an Stelle der Kreisfunktionen Hyperbelfunktionen vorliegen. 

konnte man in der entsprechenden Weise vorgehen und 

" i;9"2 = t 
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setzen, wodurch 

6inu = -~!. 
1 -- /2 ' 

du=~ 
1 -- /2 

wurde. Indessen kommt man hier mit der Substitution 

6in 1$ + <rOl U = eU = p, 
ft2 + 1 <rOl u = -~-

2ft ' 
du = d,l 

ft 

schneIlerzum Ziel, die ubrigens, wie der Leser sofort erkennen wird, mit 
den auf S. 360 ausgefiihrten Substitutionen b) bzw. c) identisch ist. Man 
kann hier vollig auf die Hyperbelfunktionen verzichten, wenn mart den 
Integranden von vornherein als rationale Funktion der GroBe e" an­
sieht. Man hat dann ein Integral 

JR (e u ) du, 

das mit der Substitution 

re = In p" 

in ein rationales Integral 

dll 
du=--~ 

II 

JR*(p,) dp, 
ubergeht. 

17,43. Einige trigonometrische Integrale. Das eben beschriebene 
Integrationsverfahren ist zwar, wie schon gesagt, immer anwendbar, 
fur eine Reihe besonderer Falle ist die Losung jedQch auf einem we sent­
lich kurzeren Wege moglich. Die Vereinfachung kann entweder dadurch 
cintreten, daB die Rationalisierung leichter durchfiihrbar ist, oder da­
durch, daB man das vorgelegte Integral auf eines der Grundintegrale 
von 17,41 zuruckfiihren kann. Die wichtigsten Beispiele so1cher be son­
deren FaIle seien hier zusammengestellt. 

1. Jsin2 udu r Jcos2 udu. 

Hier kommt man am raschesten durch Einfiihrung des doppelten Argu­
ments zum Ziel, denn nach S. 379 ist 

f sin2udu =~f(1-COS2u)du = ~--..1sin2u = ~-..!.sinucosu, 
2 2 4 2 2 

fCOS2U du =~-f(1 + cos 2u) du ~ ~ +...1 sin 2u = ~- + ..!sinu cosu *. 
2 2 4 2 2 

Anwendung 31: Effektivwert cines Wechselstromes. Als Mall fUr die 
Starke eines Wechselstromes der Form 

• ( ) A. (2n) 1 / = 15m y/ 

* Der Kiirze halber lassen wir im folgenden die willkiirliche Integrationskon­
stante fort. 
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ftihrt man in der Elektrotechnik den "Effektivwcrt" I ein .Ilnd versteht darunter 
die Starke eines Gleichstromes, der im Mittel die gleiche Leistung abgibt wie der 
Wechselstrom, sofern beide Strome den gleichen Ohmschen Widerstand durch­
flieBen. 

Das Differential der im Ohmschen Widerstand R in Warme umgesetzten Arbeit 
ist durch 

dA = i2(t) R, dt 

gegeben, und daher stellt sich die Arbeit wahrend einer vollen Periode durch 

T '1' 

AT = fi 2(I) Rdt = £2R fSin2 C; t) dt 

o 0 

dar. Setzen wir darin 

so geht dies in 
2", 

dt=~d1t 
2n 

AT = £2 R ~fSin21tdU = i 2R T_ [~_ -~sin 2UJ2'" = _1 £2RT 
2n 2n 2 4 0 2 

o 

tiber, und als mittlere Leistung erhalt man 

N=AT=~£2R. 
T 2 

Ein Gleichstrom, der, den gleichen Ohmschen Widerstand R durchflieBend, die 
Leistung N hervorbringt, besitzt die Starke 

i 
1=-=. Y2 

Dieser Ausdruck stellt daher den Effektivwert des Wechselstromes dar. 

2. [sin2n+ludu, [cos2n+ludu. 

Diese Integrale lassen sich besonders leicht rationalisieren: 

[sin2n+ludu = [(1 - cos2 u)n sin 1ldu 

wird durch die Substitution 

cosu = z, sin udu = - dz 

III das rationale Integral 

-- f (1 - z2)ndz = - f j; (-1)k G) z2k dz = j; (_1)'k+1 G) :t::1
1 

k~O k~O 

verwandelt. Bei [cos2 n+l U du geht man ganz entsprechend vor. 

3. [sin 2n 1Jdu, [cos2nudu. 

Hier k6nnen wir eine Rekursionsformel gewinnen, die das vorlie­
gende Integral auf ein gleichartiges zuriickfiihrt, bei dem aber die Zahl n 

Prange-v. Koppenfels, Integral- und Differentialrechnung I. 25 
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urn eine Einheit niedriger ist. Man kommt zu dieser Formel durch Pro­
duktintegration": 

1 sin2n U du 

= 1 sin2n- 1 u sin u du 

= - sin2n- 1 ucos u + (2n - 1)1 sin2n- 2 u cos2 u du 

= - sin 2 n-l U cos U + (2 n - 1) 1 sin 2 n-2 U d u - (2 n - 1) 1 sin 2 n U d u . 

Das letzte Glied auf der rechten Seite ist wieder das Ausgangsintegral. 
Bringt man es auf die linke Seite, so folgt 

J. 2 cosusin2n-1u 2n-lf' -sm n U du = - ------.. - + --... sm2n 2 u du . 
2n 2n 

Auf dem gleichen Wege findet man 

f sinucos2n-lu 2n-'IJ cos2nudu = '-.. '--... + -.---- COS2n-2 udu. 
2n 2n 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln kann man den Exponen­
ten schrittweise urn je zwei' Einheiten errliedrigen und schliel3lich bis 
Null abbauen. 

Wir merken noch an, dai3 wir hiermit auch die Integrale der Form 

1 sinP u cosa u du 

behandeln k6nnen. Sind beide Exponenten gerade, so ersetzt man etwa 
sin 2 u durch 1 - cos 2 u und kommt damit auf die eben besprochenen 
Integrale zurtick. 1st dagegen mindestens ein Exponent ungerade, etwa 
q = 2n + 1, so setzt man sin u = z, wodurch das Integral sich in 

verwandelt . 

Das Integral 

1 zP (1 -z2)ndz 

J du f du 
4. sTri"U ' cos-;; . 

f d U f sin U d 11 

sin it = 1=<:oS2 it 
geht durch die Substitution 

cos f,t = z, sin u du = - dz 

in das lritegral 

- fl~Z2 
tiber, das wegen I z I < 1 das Ergebnis -} In : ~~ liefert .(vgl. S. 378). 
Damit haben wir 

2 sin2 ~-f du 1 1 - cos U 1 2 I U I --;-- = -In-- = -In---- = In tg- , 
Sill 11 2 1 + cos 1/ 2 2 cos2 ~ 2 

2 
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ein Ergebnis, das man auch mit der Substitution tg : =!1 miihelos ge­
winnen kann. In gleicher Weise ergibt sich 

1 - cos (u +~) 
fc::u = {- In: ~:::: = -} In ------( ----~). = In j tg (~- + :) I· 

1+COS u+2" 

Wir schreiben das Integral in der Form 

und substituieren 
b 
;tgu = z, ~~=dz 

a cos! u ' 
so daB wir 

-------=- --=-arct -t u f du 1 f dz 1 (b) 
a2 cos2 u+b2 sin2 u ab 1+z2 ab gag 

erhalten. 

6. J sin mu sin nudu, f cosmu cosnudu, f sin mu cosnudu 

(m und n natiirliche ZahIen). 

Wir nehmen den Fall m = n vorweg: 

f sin2nudu = ~ - sin 2 nu I 
2 . 4 n (vgl. Beispiel 1), f U sln2nu 

cos2 nudu = 2" + ~ 
smnu cosnu u = -- sm2nu u = - ---. f · d if· d cos2nu 

2 4n 

Sind m und n voneinander verschieden, so formen wir die Produkte mit 
Hilfe der Additionstheoreme (17,3) in Summen urn: 

sin mu sin nu = l [cos (m - n) u - cos (m + n) u] , 
cos mu cos nu = ~ [cos (m + n) u + cos (m - n) u] , 
sirrmu cos nu = l [sin (m + n) u + sin (m - n) u] 

und erhalten: 

f . . d sin(m~n)u sin(m+n)u 
smmu smnu u = 2(m-n) - 2(m+n) 

f d - sin (m - n) u + sin (m + n) u 
cos mu cos nu u - 2 (m _ n) 2 (m + n) 

f . d cos(m-n)u cos(m+n)u 
sm mu cos nu u = - ( ) - - ( ). 2 m-n . 2 m+n 

25* 
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AbschlieBend sei bemerkt, daB Integrale, die sich aus Hyperbelfunk­
tionen aufbauen, nach den entsprechenden Methoden behandelt werden 
konnen; auf eine Aufzahlung im einzelnen wollen wir jedoch verzichten. 

Eine kurze Bemerkung ist schlieJ31ich noch tiber die Integrale mit 
emer Quadratwurzel aus einem Ausdruck zweiten Grades zu machen, 
deren grundsatzliche Behandlung in 16,4 besprochen wurde. Da sich die 
dart gegebene allgemeine Integrationsmethode mit der in 17,42 be­
sprochenen deckt, konnen die in diesem Abschnitt behandelten Ver­
einfachungen sich auch fUr jene Integrale auswirken. Man bringt sie 
daher vielfach durch Substitution in die Form von Integralen mit Kreis­
oder Hyperbelfunktionen, damit die Moglichkeit einer solchen Erleich­
terung gegebenenfalls ausgenutzt werden kann. 

Anwendung 32: Trl1gheitsmoment des Ringkorpers. Von dem in 
Abb. 115 (S.363) dargestellten Ringkorper, dessen Oberfll1che die Gleichung 

(c ~ a) 

besitzt, ist das Trl1gheitsmoment in bezug auf die Drehachse (z-Achse) zu bestim­
men (das spezifische Gewicht sei konstant = 1'). Wir denken uns den Ringkorper 
mit zwei Kreiszylinderml1nteln geschnitten, deren gemeinsame Achse die z-Achse 
ist und deren Radien Y und Y + LlY(Lh > 0) sind. Unterwerfen wir Y zunl1chst der 
Bedingung c - a ~ Y < Y + LI Y ~ c, so ergibt sich ftir den von den beiden Zylinder­
ml1nteln begrenzten Ring die folgende Eingrenzung seines Volumens LI V: 

[(Y+Lly)2- y2]n· 2la2- (Y- C)2< LI V < [(Y+Lly)2- 1'2]n·2 JaiC--(r+-Ll1'-c)ii. 

Den Beitrag LI I dieses Ringes zum Trl1gheitsmoment konnen wir zugleich folgender­
maBen einschachteln: 

L 1'2 LI V < A I < Z (y -1- LI r) 2 LI V·. 
g g 

Kombiniert man diese beiden Schachtelungen und vollzieht nach Division durch 
A r den Grenziibergang LI r -+ 0, so ergibt sich: 

I'(r) = 4n.! r3 la2 - (r - e)l, . g 

wenn unter I (r) das Trl1gheitsmoment desjenigen Teils des Ringkorpers verstanden 
wird, der in das Innere des Zylinders vom Radius y fl1llt. Wir haben dabei bisher 
y < c vorausgesetzt. Ftir. die auBerdem noch in Frage kommenden Werte von y 

zwischen c und c + a ergibt sich zwar eine andere Schachtelung, weil sich bei LI V 
die Grenzen vertauschen, nach dem Grenztibergang ist jedoch das Ergebnis das 
gleiche, und daher istdie letzte Gleichung ftir aile in Frage kommenden Werte von l' 
erfiillt. Daraus aber folgt 

c+a c+a 

1= fI'(r)dr=4n{-f r3la2-(r-- c)2dr, 

c-a c-a 

• 1m technischen MaBsystem, in dem das kg die Einheit der Kraft ist, 
hat die Masseneinheit noch keinen besonderen Namen erhalten und wird aIs 

kg (g = 9 81n:-) geschrieben. 
g \ 'sek2 
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und dieses Integral formen wir durch Einfiihrung von x = y- c als neuer Integra­
tionsver.a.nderlichen in 

a a' 

1 = 4n ~ f(C+X)3 fall - xB dx = 4n ; [caf fas -x2dx 
-a -a 
a a a 

+ 3 CBf x"(al _x2 dx + 3c f x2ya2 - x2dx + f xafa2 -X2dX] 
-a -a -a 

urn. Die Integranden des zweiten und vierten Integrals sind ungerade Funktionen 
von x. und daher mull die Integration von - a bis a den Wert Nullliefern. Daher 
bleibt nur iibrig: 

a a 

1= 4n ; (C3 f fa2 - X2 dx + 3 C f x2 fa2 - x2 dX) . 
-a -a 

Das erste Integral hat den Wert! a2n. und damit haben wir 
a 

1= 2n2 L a2c3+ 12nL cfxsfas -x2dx. 
g g 

-a 
Mit der Substitution 

x = a sin u. dx ~ a cos u du. fa2 - X2 = a cos u 
verwandelt sich dies in 

2 

1 = 2 n 2 L aB C3 + 12n L c a'fsin2 u COSS u du. 
g g 

n 
2 

Nun ist sins u cos2 u = t sin2 2u. und daher geht das auszuwertende Integral mit 
n 

der Substitution 2u = v in J. f sin2 v dv iiber und hat somit den Wert _no Damit 
-n 8 

lautet unser Ergebnis: 

1=2n2 ; (c3 a2+! cal). 

Fiihren wir das Gesamtgewicht des Ringes 
G = r V = r' 2nl as C 

ein. 50 5chreibt sich das Ergebnis in der Gestalt 
(vgl. S. 363) 

1 = ~. (c2 + ! as). 

17.44. Weitere Integrale. Wir behandeln nun noch einige Integrale, 
in denen die Kreisfunktionen in Verbindung mit anderen Funktionen 
auftreteno Die einfachsten derartigen Integrale sind f u cos cud 1t und 
f u sin cu duo Man wertet sie nach dem Verfahren der Produktinte­
gration aus: 

f 0 d u I 1 0 

U Slll CU U = - c cos Cfl T C2 SIn CU , 

f ucoscudu = ~sincu +'-;COSC1Io c C 
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Hierauf lassen sich auch alle Integrale der Form J u" sin u du und 
J u" cos u du zuriickfiihren, indem (nach der Methode der Produkt­
integration) der Exponent urn je eine Einheit abgebaut wird: 

JU"sinudu = -u"cosu + nJu"-lcosudu, 

J u" cos u du = u" sin u - n J U,,-1 sin u du. 

SchlieBlich interessiert noch der Fall, daB die Kreisfunktionen mit 
der Exponentialfunktion verkniipft sind. Man erMlt 

f eCIU cos b u du = ; eCIU sin b u - : fell" sin b u du , 

woraus durch abermalige Produktintegration 

f ell .. cos bu du - ~ ell .. sin bu + ~ ell .. cos bu - alfell" cos bu du - b b' b2 

entsteht, ein Ausdruck, in dem rechts das auszuwertende Integral selbst 
wieder auftritt. Bringt man es auf die linke Seite, so folgt 

f b d acosbu+bsinbu ea .. cos u u = ea .. a2 + b2 • 

Man findet in gleicher Weise auch 

f . b d asinbu - bcosbu ea .. SIn u «= ' ea .. 
aD + b2 • 

17. S. Die Differentialgleichung y" + ky == O. 
In 17,12 stellten wir fest, daB beim Kreissinus und beim Kreis­

kosinus die 2, Ableitung jeweil,; gleich dem negativenFunktipnswert ist. Wir 
konnen dies auch so aussprechen: die beiden Funktionen y = sin x 
und y = cos x sind Losungen der Differentialgleichung 

dly 
dx2 + y = O. 

Der Gestalt der Differentialgleichung entnehmen wir sofort, daB auch 
Yl = A sin x und Y2 = B cos x Losungen sind, unter A und B beliebige 
Konstanten verstanden. Weiter sehen wir, daB wir durch "Oberlagerung 
dieser beiden Losungen wieder eine Losungerhalten. In der Tat be­
friedigt a uch 

Y = Yl + Y2 = Acosx + Bsinx 
die Differentialgleichung. In dieser Losung treten zwei willkurliche Kon­
stanten auf. Wir werden spater sehen, daB wir damit die allgemeine 
Losung gefunden haben, d. h., daB jede Losung der Differentialgleichung 
durch geeignete Wahl der Konstanten gewonnen werden kann. Auch 
wenn wir die Differentialgleichung dadUJ'ch ein wenig verallgemeinem, 
daB wir Y mit einem positiven Faktor ,,2 multiplizieren, ihr also die Ge­
stalt 
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geben, k6nnen wir leicht LOsungen angeben. Denn eine L6sung die!5er 
Gleichung ist jede Funktion, die sich mit (- "II) muitipliziert, wenn 
man sie zweimal differenziert. Wie die Kettenregel der Differentiation 
erkennen laBt, sind cos (" x) und sin (" x) so1che Funktionen, und daher ist 

y = A cos ("x) + B sin ("x) 

cine L6sung mit :/lwei willkiirlichen Konstanten. (Allgemeine Losung.) 
Ganz entsprechend hat die Differentialgleichung 

d2:y _ "lIy = 0 
dxB 

die beiden Funktionen (iof (" x) und Sin (" x) zu Losungen, aus dcnen 
man durch Vberlagerung die Losung 

y = A (iof (" x) + B 6in (" x) 
mit zwei willkiirlichen Konstanten A, B aufbauen kann. 

Mit Hilfe dieser Ergebnisse wollen wir zwei Aufgaben aus der Festig­
keitslehre behandeln, bei denen Kreis- und Hyperbelfunktionen ein­
ander gegeniibertreten. 

Anwendung33:Elastische Linie eines geraden Stabes (exzentrischcr 
Druck). Ein gerader Stab von der LlI.nge 1 sei in der Gleichgewichtslage vertikal. 
An seinem unteren Ende (x = o) sei er eingespannt. an seinem oberen Ende (x = I) 
wirke eine Last P exzentrisch als Druck. Dabei sei die Entfernung des Angri.ffs­
punktes von der Stabachse gleich p. lnfolge der Belastung biegt sich der Stab 
durch. so daB er nicht mehr mit der x-Achse zusammenfllllt. Man solI die Gestalt 
der elastischen Linie " = ,,(x) ermitteln. 

Die Ordinate :Y (x) der elastischen Linie ist fiir einen Querschnitt in der Hohe x 
gleich der horizontalen Entfernung des zu x gehorigen Punktes der Stabachse 
von der x-Achse (der Vertikalen durch die Einspannstelle). Insbesondere sei "1 die 
Auslenkung des oberen Stabendes (x = I) 1. Da danach" die 
horizontale Entfernung der Wirkungslinie der Kraft von 
der x-Achse gleich (P + :YI) ist. so ist in der Hohe x der Ab­
stand der Stabachse von der Wirkungslinie der Last gleich 
(P + :YI - ,,) (Abb.127). Daher hat das Biegemoment in 
diesem Querschnitt die GroBe . 

M(x) = p. (P + :YI-:Y)' 

Andererseits ergibt sich als eine Folge des Hookeschcn 
Gesetzes. daB bei elastischer Verformung eines Balkens das 
Biegemoment der zweiten Ableitung der Biegelinie pro· 
portional ist. es gilt 

~:Y 9 
EJ dxB = M(x). 

Abb.127. 

wobei E der Elastizitatsmodul und J das axiale Tragheitsmoment des Balkenquer­
schnittsist. Dahererhalten wir zur Bestimmung der elastischeIi Linic die Differential-
gleichung dB:y • 

EJ dx2 = p. (P + :YI - :Y). 

1 Wir beschrli.nken uns hier auf kleine Auslenkungen. so daB wir fiir die 
Lange der Projektion des gebogenen Stabes auf die x-Achse wieder 1 setzen diirfen 
und die in der Figur mit p beze:.;hnete Strecke horizontal annehmen konnen. 
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Urn ihre Lasungen aufzusuchen, empfiehlt es sich, zunachst 

p + y,- y = 1] 

zu setzen. Dann ist, da p und y, konstant sind, 

d 2 y d 21] 

- dx2 = dx~' 

und die- Differentialgleichung geht in 

d 2 1] 
dx2 + x 2 7j = 0 

tiber. Ihre Lasung ist 
1] = A cos x x + B sin x x , 

und somit erhalten wir als Gleichung der elastischen Linie 

y (x) = Y.' + P - (A cos x x + B sin x x) . 

Hierin treten vorlaufig drei unbekannte GraBen auf, namlich die Auslenkung y, 
des oberen Stabendes und die beiden willkiirlichen Konstanten A und B. 
Zu ihrer Bestimmung haben wir die Bedingungen, daB der Stab am unteren Ende 
eingespannt sein soli, die zu den beiden Gleichungen 

y(O) = 0, - -0 ( dY ) 
dx 2:=0-

fiihrt, und weiter wissen wir, daB am oberen Stabende (x = I) die Auslenkung y 
gleich y, sein muB. Daraus folgt 

p = A cos x 1 + B sin xl, 

wahrend die erste Randbedingung bei x = 0 zu A = y, + p und die zweite zu 
B = 0 fiihrt. Danach erhalten wir 

y, = p (-~--- - 1) , 
cos x 1 

so daB schlieBlich die Gleichung der elastischen Linie die Gestalt 

y(x) = co~-;;I(l - cosxx) = (V P ) [1 - cos (V;; x)] 
cos EJ 1 

erhalt und die in Abb. 127 dargestellte Kurve liefert. 
Anwendung34: Elastische Linie eines geraden Stabes (exzentrischer 

Z ug). Nun wollen wir fiir den gleichen Stab die elastische Linie bestimmen, wenn 
ein exzenlrischer Zug statt des exzentrischen Druckes als Belastung auftritt. Wir 
legen dazu zweckmaBig das Koordinatensystem so, daB ftir das obere Ende x = 0 
wird. Hier soli der Stab eingespannt sein: 

y(o) = 0, ( d Y ) = o. 
dx x=o 

An dem unteren Ende (x = I) wirkt die Last P, deren Angriffspunkt von der Stab­
achse urn das Stuck p entfernt ist. Der Stab biegt sich unter der Last durch, wobei 
die Auslenkung des unteren Endes wieder mit y, bezeichnet werde. Dann hat 
an der Stelle x der Punkt der Stabachse den Abstand (p - y, + y) von der Wir­
kungslinie der Kraft, so daB das Biegemoment im Querschnitt x 

M (x) = (P - YI + y) P 

ist (Abb. 128). Setzen wir diesen Wert in die allgemeine Gleichung der elastischen 
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Linie ein, so ergibt sich ftir die elastische Linie des exzentrisch gezogenen Stabes die 
Differentialgleichung . 

d 2 y 
EJ dx2 = (p - y, + y) P. 

Setzen wir hierin 
'1/ =p-y,+ y, 

so erhalten wir 

Ihre Uisung ist 

und so mit lautet die Gleichung der elastischen Linie 

Y (x) = y, - p + A ~oi "X + B 6in "x. 

Die beiden Einspannbedingungen ftihren zu den Gleichungen 

A = P - y" B = 0, 

und da fiir x = 1 die Auslenkung Y (I) = YI sein muB. tritt als 
dritte Gleichung 

hinzl1 , so daB 

YI = P (1 - ~~;t) 
wird und sich als Gleichung der elastischen Linie 

ergibt. Die zugehorige Kurve sieht man in Abb. 128. 

p x 
Abb.128. 

Die elastische Linie eines Stabes Wird sonach ftir exzentrischen Druck durch 
Kreisfunktionen. ftir exzentrischen Zug durch Hyperbelfunktionen dargestellt. 

Fiinftes Kapitel. 

Die F QURIERSchen Reihen. 

§ 18. Mathematische Darstellung der harmonischen 
Schwingungen. 

18, I. Frequenz, Amplitude und Phase. 
Fur die Naturbeherrschung, die die Technik zu verwirklichen sucht, 

spielen die periodischen Vorgange eine besonders wichtige Rolle. Denn 
urn die Naturkrafte zum Wirken im Dienste des Menschen zu bringen, 
wird es in der Regel am zweckmaBigsten sein. sie zu zwingen, in einer 
Maschine einen periodisch sich wiederholenden Vorgang auszufuhren. 
Daher ist es notwendig, die mathematischen HilfsmiUel zur Beherr­
schung periodischer Vorgange fUr Naturforschung und Technik zu ent­
wickein. Wir stellen uns'die Aufgabe, die uberall endlichenperiodischen 

g 
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Funktionen einer Veranderlichen zu untersuchen, der wir im Hinblick 
auf die Anwendungen die Bedeutung der Zeit beilegen. 

Die Grundlage flir diese Untersuchung bildet die Funktion sin x. Sie 
stellt den am leichtesten ubersehbaren Fall einer einfachen Schwingung 
dar, mit dem wir uns im folgenden zunachst beschaftigen. Man kanri 
diese Schwingung durch Projektion einer gleichfol'migen Kreisbewegung 
auf einen Durchmesser des Kreises entstanden denken. 

Die erste Angabe, die man zur Kennzeichnung einer Schwingung zu 
machen hat, ist die Schwingungsdauer T, d. h. die Dauer einer vollen 
Schwingung, nach der sich der Vorgang zum erstenmal wiederholt. Wenn 
wir von der Funktion sin x ausgehen, die die Periode 2 n besitzt, so 

mussen wir offenbar x = 2; t setzen, urn in 

sin 2n t 
T 

eine Funktion mit vorgeschriebener Schwingungsdauer Tzu bekommen. 
Hinsichtlich des Kurvenbildes bedeutet diese Einflihrung der neuen 
Veranderlichen nur erne MaBstabsanderung. Statt der Schwingungs­
dauer T pflegt man meist die Schwingungszahl pro Sekunde (Frequenz) 

1 f = --- [sec-I] * 
T 

anzugeben. Urn die Formeln ubersichtliche'r schreiben zu konnen, flihrt 
man ferner 

2n 
2nf=T=£O 

als Kreisfrequenz (oder "zeitliches WinkelmaB") ein und arbeitet in der 
Schwingungslehre mit der Grundfunktion sin £0 t.· Erinnern wir uns an 
die eingangs erwahnte Erzeugung einer Schwingung durch Projektion 
einer gleichformigen Kreisbewegung, so konnen wir £0 als Winkelge­
schwindigkeit dieser Kreisbewegung deuten. 

Eine weitere GroBe, die die reine Schwingung kennzeichnet, ist ihre 
Amplitude (Scheitelwert), der fur die Funktion sin £0 t gleich 1 ist. Durch 
Multiplikation mit einer Konstanten erhalt man cine Schwingung c sin £0 t 
von beliebigem Scheitelwert c. 

SchlieBlich ist es noch notig, eine Verschiebung der Schwingungs­
kurve in Richtung der Zeitachse in Betracht zu ziehell, denn wir mussen 
UIlS von der Besonderheit frei machen, . daB die Zeitzahlung gerade im 
Augenblick eines Null-Durchganges beginnt. Wir schreiben 

y = c sin [£0 (t - to)] 

* HierfUr wird. besonders in der Elektrotechnik. 1 Hertz [Hz] und 1000 Hz 
= 1 kHz geschrieben. 
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oder mit y = - w to: 
(1 ) y = c sin (w t + y) . 

Man pflegt das Argument des Sinus als Phase 1• die GroBe y als Phasen­
konstante (Null-Phase) zu bezeichnen (Abb. 129). Hat die Phasenkon-

!I-csin(wt+rJ 

Abb.l29. 

stante insbesondere den Wert y ~ ~ • so ist 

y = c cos w t (Kosinus-Schwingung). 

Schwingungen der Form (1) nennt man rein harmonische Schwingungen. 

18,2. Oberlagerung harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz. 

Jede harmonische Schwingung mit der Phasenkonstanten y laBt sich, 
da nach dem Additionstheorem des Kreissinus 

y = c sin (wt + y) = csinycoswt + ccosysinwt 

ist, als Uberlagerung einer Sinus- und einer Kosinusschwingung der 
gleichen Frequenz mit geeigneten Amplituden erzeugen. Umgekehrt er­
halt mandurch Uberlagerung einer Sinusschwingung und einer Kosinus­
schwingung von gleicher Frequenz eine harmonische Schwingung dieser 
Frequenz mit bestimmter Phasenkonstante. Die Konstanten c und y be­
stimmen sich aus den beiden Gleichungen 

a=csiny, b=ccosy, 
so daB also 

c = IVaI + b"jl, 

wird. Man schreibt flir die Phasenkonstante vielfach auch 
a a 

{g y = b' Y = arc tg b . 

Indessen ist dies weniger zu empfehlen, da sich hieraus stets zwei 
zWIschen 0 und 2n gelegene Werte von y ergeben, die sich genau urn n 
unterscheiden. Die V orzeichen des Sinus und des Kosinus bestimmen 
dagegen vollig eindeutig den Quadranten, in dem y liegt. Das Er-

1 Vgl. die Bezeichnung "Mondphase". 
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gebnis besagt, daB durch Uberlagerung zweier harmonischer Schwin­

gungen gleicher Frequenz, die den Phasenunterschied ~- besitzen, wieder 

eine harmonische Schwingung derselben Frequenz entsteht. Das ist 

aber keineswegs durch den Phasenunterschied ~- der beiden iiberlagerten 

Schwingungen bedingt. Vielmehr liefert auch die Uberlagerung zweier 
Sinusschwingungen gleicher Frequenz, wenn ihre Phasenkonstanten ganz 
belie big sind, stets wieder eine Sinusschwingung derselben Frequenz. 
In der Tat ist 

a sin (w t + I)() + b sin (w t -+- {3) = (a cos I)( + b cos {3) sin w t + 
+ (a sin I)( + b sin{3) coswt 

und somit 

(2) a sin (w t + I)() + b (sin w t + {3) = c sin (w t + y) , 

wobei c und y aus den Gleichungen 
a cos I)( + b cos {3 =-= c cos y , 
a sin I)( + b sin {3 = c sin y 

berechnet werden. Offenbar ergibt sich 

(2a) c2 = a2 + b2 + 2 a b cos (I)( - {3) 

und 

(2b) 1 ffiny ~ :~::!::~. 
cosy = ---G---~' 

Der Scheitelwerl c und die Phasenkonstante y der resultierenden 
harmonischen Schwingung lassen sich aus den Scheitelwerten a, b und den 
Phasenkonstanten 1)(, {3 der beiden gegebenen harmonischen Schwingungen 
am einfachsten graphisch ermitteln. Tragt man namlich in einem Punkt 0 
einer Geraden an diese die Winkel I)( und {3 an und grenzt auf den freien 

- -
Schenkeln dieser Winkel die Streckeri 0 A = a und 0 B = b ab (Abb. 130), 

--------

Abb.130. 

r: so braucht man nur den aufgespann­
ten Haken A a B zum Parallelogramm 
A aBC zu erganzen. Dann hat die Dia-

gonale 0 C dieses Parallelogramms die 
Lange c, und der Winkel von a C mit 
der Ausgangsgeraden ist gleich y. In 
der Tat ist ja ~ A a B = I)( - {3 und 
somit 

aBC = n - (I)( - {3). 

Daher ist nach dem Kosinussatz der elementaren Trigonometrie 

ac = (a2 + b2 + 2 a b cos (I)( -- {3). 



18, 3. Oberla.gerung harmonischer Schwingungen verschiedener Frequenzen. 397 

Andererseits ist 
OC cos!, = a cos (X + b cosp, 

OC sin y = a sin (X + b sin f3 , 

also in der Tat der Winkel von OC mit der Ausgangsgeraden gleich y. 
Diese Konstruktion ist der Ausgangspunkt ftir eine Darstellung der 

harmonischen Schwingungen, die zuerst in der Wechselstromtechnik sy­
stematisch ausgebildet wurde und von da aus allmahlich in andere Ge­
biete der Schwingungslehre Eingang gefunden hat. Es handelt sich urn die 
Darstellung der Schwingungsvorgange mittels "umlaufender Vektoren", 
die wir erst im 2. Band entwickeln werden, da man dazu die komplexe 
Schreibweise ben6tigt. 

18,3. tiberlagerung harmonischer Schwingungen verschiedener 
Frequenzenj Schwebungen, Modulation. 

Wahrend die Oberlagerung zweier harmonischer Schwingungen 
gleicher Frequenz zu einem sehr einfachen Ergebnis fi.ihrte, liegen die 
Dinge im allgemeinen sehr viel verwickelter, wenn sich zwei Schwin­
gungen verschiedener Frequenzen tiberlagern. Eine solche Oberlagerung 
ftihrt nur dann wieder auf eine periodische Funktion, weim die Fre­
quenzen, also auch die Perioden der Teilschwingungen in einem ratio­
nalen Verhaltnis stehen, wenn also 

w / n 
~ = _/1 = ~ (nl und n2 ganze Zahlen) 
W 2 2 n 2 

ist, oder, anders ausgedrtickt, wenn sich zwei ganze Za'hlen n1 und n2 

so angeben lassen, daB n1 Tl = n2 T2 ist. Die GroBe n1 Tl = n2 T2 = T 
ist dann eine Periode der durch Oberlagerung entstandenen Funktion, 
und zwar ist sie die kleinste, wenn n1 und n2 keinen gemeinsamen Teiler 
enthalten. Bei irrationalem Frequenzverhaltnis ist die durch Ober­
lagerung entstandene Funktion nicht mehr periodisch; da sich jedoch 
eine irrationale Zahl mit jeder beliebigen Genauigkeit durch eine ratio-

n 
nale Zahl ~ annahern laBt, wird innerhalb gewisser Toleranzgrenzen n2 

doch eine Periodizitat vorliegen, die sogar bis zu beliebiger Genauigkeit 
gesteigert werden kann, wenn man die Genauigkeit des Naherungs­
bruches ftir das irrationale Frequenzverhaltnis hinreichend erh6ht. Man 
nennt solche Funktionen fastperiodische Funktionen. Uber den Verlauf 
der entstehenden Kurven, die sich ja in jedem Einzelfall mtihelos zeich· 
nen lassen, kann man unter den bisherigen allgemeinen Voraussetzungen 
keine Aussagen machen. 

Ein gewisser Oberblick ist aber in dem praktisch besonders wichtigen 
Fall leicht zu gewinnen, daB die Frequenzen der zur Uberlagerung kom­
menden Schwingungen sich nur wenig unterscheiden, daB also ihre Dif· 
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ferenz klein gegen diese Frequenzen selbst ist. Dann laBt sich der ganze 
Vorgang namlich so ansehen, als iiberlagerten sich zwei Schwingungen 
gleicher Frequenz, deren Phasenunterschied sich langsam mit der Zeit 
andert, und zwar nach einer linearen Funktion. Sind beide Schwin­
gungen im Augenblick t = 0 "in Phase", so wachst der Phasenunter­
schied proportional der Zeit nach dem Gesetz 

qJ = (COl - CO.) t 
aJ;!. (unterco1 so11 die gr6Bere der beiden Frequenzen verstanden werden). 
Die Amplitude der resultierenden Schwingung, die in der Nahe von 
t = 0 zunachst groBe Werte be'sitzt, da sich die gleichphasigen Teil­
schwingungen addieren, nimmt mit wachsendem Phasenunterschied 
dann ab, bis der Phasenunterschied den Wert:n; erreicht hat. Von da an 
wachsen die Amplituden wieder, urn nach der Zeit 

2.71: T, = ------, 
Wl-WI 

nach der der Phasenunterschied auf 2:n; angewachsen ist, wieder ihren 
anfanglichen Gr6Btwert zu erreichen. Bei der 'Oberlagerung ist also ein 
Schwingungsvorgang entstanden, dessenAmplitude sfch periodisch mit der 
Frequenz II-I. andert (Abb. 131). Diese Erscheinung der "Schwebfmgen" 
beobachtet man am einfachsten bei zwei fast gleichgestimmten Scha11-
erregern, wo sie als periodische Intensitatsschwankungen deutlich h6r­
bar werden. Beim Stimmen von Musikinstrumenten wird von dieser 
Erscheinung oft Gebrauch gemacht. Von groBer Wichtigkeit ist sie in 
der Hochfrequenztechnik. 

Urn rechnerisch einen Einblick in diesen Vorgang zu gewinnen, 
werden wir den Ausdruck 

a l sin colt + a. sin cost 
zunachst nach den Additionstheoremen umformen: 

a1 sin COl t +'a. sin co2t = (a1 + a2) cos W_l~ W2 t sin Wl ~W2 t + 

+ ( ) . Wt - W2 t W l + W2 t a l - a2 sm -'2-- cos --2--- . 
Hierin setzen wir 1 

Wl-W2 (a1 + a2) cos -2- t = a (t) cos qJ (t) , 

(a1 - a2) sin Wt ~ W2 t = a (t) sin qJ (t) , 

t Diese nicht ganz zwangslaufig erscheinende Aufspaltung gewinnt ihre Be­
rechtigung dadurch, daB die Funktion a(t), die als verallgemeinerte Amplitude an-

gesehen wird. die einzige periodische Funktion mit der Periode ~ ist. deren 
Wt-WI 

Kurve in jedem Fall die Einhiillende der Schwingungskurve ist. Die Verwendung 
des Begriffes der verallgemeinerten Amplitude ist nur dann physikalisch sinnvoll. 
wenn die Differenz WI - WI klein gegen die Kreisfrequenzen w l und WI selbst ist. 
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so daB 

at sin w t t + a2 sin w 2 t = a (t) sin (Wt ~ W2 t + q; (t) ) 

wird. Fur die Amplitude a (t) gewinnt man durch Quadrieren und Ad­
dieren bei Beachtung der Beziehung 

cos2 at -- sin2 at "'"-= cos 2 at 

den Ausdruck 

a (t) = j Vai + a~ + 2 a l a2 cos (WI - w 2) t J . 

Die GroBe q; (t) kbnnte man aus 

t (t) = at ~ a2 t W t ~ W~ t 
gq; a + a g 2 

t 2 

berechnen, jedoch ist meist der Ablauf des Schwingungsvorganges im 
einzelnen unwichtig, und es kommt im wesentlichen nur auf die Ampli­
tude an t; Diese zeigt nun in der Tat das bereits erwartete Verhalten, und 

1---------- - --- - - - - - - -- lS -- - - - - -- - -----..::--::. -::...-'"j 

Abb.131. 

wir erkennen dabei, daB a(t) zwischen dem GroBtwert at + a2 und dem 
Kleinstwert at - a2 schwankt, ein Ergebnis, das wir auch unserer obigen 
Betrachtung unmittelbar entnehmen konnen. Es sei hier ausdrucklich 
bemerkt, daB die Funktion, nach der sich die Amplitude zeitlich andert, 
keine harmonische Schwingung ist (Abb. 131). 

Von ahnlicher Wichtigkeit wie die Schwebungen sind die sog. "modu­
lierten Schwingungen". In der elektr.ischen Nachrichtentechnik wird 
als Trager einer Obermittlung im allgemeinen, wenn es sich nicht gerade 
urn die einfachste Form der gewohnlichen Telegraphie oder Telephonie 
handelt, eine Schwingung hoher Frequenz verwendet, der das zu uber­
mittelnde Zeichen irgendwie aufgepragt (aufmoduliert) werden muB. 
Die einfachste Moglichkeit einer solchen Modulation besteht darin, das 
Zeichen auf die Schwingungsamplitude einwirken zu lassen. Sehen wir 
von dem Fall der Telegraphie ab, in dem die Signale durch Ein- und 
Ausschalten der Schwingimg gegeben werden k6nnen, so haben wir als 
erste Moglichkeit die anzusehen, daB das zu ubermittelnde Zeichen selbst 
wieder eine harmonische Schwingung. etwa ein Ton ist. Es sei die Kreis­
frequenz W des Zeichens klein gegenuber der Kreisfrequenz D der Trager-

1 Es sei bemerkt, daB es nicht sinnvoll wAre, 9' (t) als Verallgertleinerung der 
Phasenkonstante zu bezeichnen. 
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schwingung. Es liegt dann eine Schwingung der Form 

y = a cos Qt 

vor, deren Amplitude wiederum nach dem Gesetz einer harmonischen 
Schwingung um einen Mittelwert ao schwankt: 

a = ao + c cos w t , 
so daB 

y = (ao + c cos w t) cos Q t 

wird. Die Trageramplitude ao muB dabei selbstverstandlich groBer sein 

als die Modulationsamplitude c, ihr Quotient -~ wird Modulationsgrad ao 
genannt und gewohnlich in % angegeben. Es ist nun wichtig, daB man 
eine solche modulierte Schwingung auch als Dberlagerung dreier rein 
harmonischer Schwingungen ansehen kann. Das erkennt man an Hand 
der Umformung 

cos Q t cosw t = + [cos (Q + w) t + cos (Q - w) t], 

die fUr y die Darstellung 

y = ao cos Q t +~ [cos (Q + w) t +cos (Q - w) t] 

liefert. Die modulierte Schwingung erscheint also als eine Dberlagerung 
der Tragerschwingung mit zwei "Seitenschwingungen" (Seitenbandern), 
deren Kreisfrequenzen Q + w und Q - w sind. Diese Tatsache ist in­
sofern von groBer praktischer Bedeutung, als aus ihr klar wird, daB 
bei der drahtlosen Telephonie bzw. beim Rundfunk jeder Sender nicht 
eine einzelne Frequenz, sondern ein gewisses Frequenzband ausstrahlt. 

Neben der so eben behandelten "Amplitudenmodulation" gewinnt in 
der Technik neuerdings eine andere Art der Modulation an Bedeutung, 
die darin besteht, daB bei einer Schwingung das Argument des Sinus 
Abweichungen von seiner linearen Zeitabhangigkeit erfahrt. Man spricht 
dabei von "Frequenzmodulation" oder "Phasenmodulation"l. Auch 
bei dieser Modulationsart laBt sich der entstehende Vorgang in rein har­
monische Scliwingungen zerlegen, die Zerlegung ist jedoch nicht so ein­
fach wie bei der Amplitudenmodulation. 

18,4. Grundton und Obertone. 

Ein besonders bedeutsamer Fall der Dberlagerung harmonischer 
Schwingungen liegt vor, wenn die Frequenzen der zu iiberlagernden 
Schwingungen ganzzahlige Vielfache einer Grundjrequenz sind. Mit 
diesem Fall beschaftigen wir uns im folgenden ausschlieBlich und be-

1 Der Unterschied zwischen beiden liegt nicht im Wesen der Modulation selbst, 
sondern lediglich in ihrem Grad und in der Art ihrer technischen Ausnutzung. 
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trachten also Funktionen der Gest3.J.t 

(3) y = c1 sin (wt + 1'1) + c2 sin (2wt +1'2) + .. ,+ c"sin(nwt+l'n}. 

FUr alle Teilschwingungen, aus denen y durch Vberlagerung zusammen­

gesetzt ist, ist T = 2 n eine Periode. Sie ist allerdings nur fiir die erste 
W 

Teilschwingung die kleinste Periode, wahrend fiir die ,,-te Teilschwin-

gung (" > 1) T. = T = 2n die kleinste Periode ist, die man auch 
" JlW 

primitive Periode nennt. Die Funktion (3) stellt danach immer. einen 
periodischen Vorgang mit der Periode T dar, dessen "Profil" man durch 
geeignete Wahl der Konstanten mannigfache Formen geben kann. 

Schwingungsvorgange dieser Form hat man zunachst in der Akustik 
angetroffen. Die Tonempfindungen werden bekaI1Iltlich durch Bewe­
gungsvorgange ausge16st, die sich yom Schallerreger durch die Luft 
zum Ohre hin fortpflanzen. Der deutsche Physiker H. v. HELMHOLTZ l 

hat entdeckt, daB das menschliche Ohr einen Schall dann als Klang 
empfindet, wenn der zugrunde liegende Bewegungsvorgang periodisch 
ist, andernfalls nur als Gerausch. Es zeigt sich dabei, daB die empfundene 
TonhOhenskala der Frequenz~kala (im logarithmischen MaBstab) ent­
spricht. 1st insbesondere die Bewegung des tonenden Korpers .ein~ har­
monische Schwingung, so bezeichnet man den zugehorigen Klang als 
einen reinen Ton (Sinuston), und es ist eine Grundtatsache der Akustik, 
daB sich jeder beliebige Klang als ein gleichzeitiges Erklingen einer An­
zahl reinet: Tone darstellt. Ein Klang in diesem Sinn liegt nicht nur dann 
vor, wenn etw~ auf einem Klavier rhehrere Tasten angeschlagen werden, 
sondern auch beim Anschlagen einer einzelnen Taste. Wenn das Ohr in 
diesem Fall auch nur einen einzelnen Ton von bestimmter Hohe wahr­
nimmt, so ist dies doch kein reiner Ton, denn neben den Grundton treten 
noch die Obertiine, deren Frequenzen die ganzzahligen Vielfachen der 
Grundfrequenz sind2: 

Die Schwingungsform hangt von den Intensitaten und Phasenkon­
stanten der Teilschwingungen abo Fiir ·die Klangempfindung ist die ge-

1 1821-1894. Vgl. H. v. HELMHOLTZ: Die Lehre von den Tonernpfindungen 
(Braunschweig 1863). 

I Die Folge der Obertone wird, musikalisch gesprochen, durch die Oktave,die 
zweite Quinte, die zweite Oktave, die dritte grol3e Terz, die dritte Quinte usw. zurn 
Grundton gebildet, denen bzw. die doppelte, dreifache,vierfache, fiinffach,e, sechs­
fache ... Frequenz des Grundtones entspricht. Zur Vereinfachung der Zlhluilg 
wird heute, abweichend von der friiheren Nurnerierung der Obertone, der Grund­
ton als 1. Tealton des Klanges bezeichnet und darin die Folge der Obertolle als 
2., 3., ... Teilton angcschlossen. 

'¥:7tf-=t~=r5IC~~ 
Grund-I 
~on 

ObertOne 

Prange·v.Koppenfels, IJltegral. und D1fferentialrechnung I. 26 
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genseitige Phasenlage der Teiltone bedeutungslos, die Klangfarbe wird 
aHein durch die Intensitaten bestimmt1. 

Da jeder periodische Bewegungsvorgang, dessen Frequenz im Hor­
barkeitsbereich liegt, eine Klangempfindung auslost und sich anderer­
seits jeder Klang in reine Tone zerlegen laBt, erhebt sich die Frage, ob 
und in welcher Weise jede beliebige periodische Funktion als eine 
t)berlagerung harmonischer Schwingungen dargesteHt werden kann. 
Dabei wird man nicht mit endlich vielen solcher Schwingungen aus­
kommen konnen, sondern im Sinne der Grenzwertrechnung eine Folge 
unendlich vieler harmonischer Schwingungen zur t)berlagerung heran­
ziehen. 

§ 19. Entwicklung einer periodischen Funktion 
in eine trigonometrische Reihe. 

Wahrend wir uns in 18,4 klargemacht haben, wie man aus harmo­
nischen Schwingungen durch Dberlagerung neue Schwingungen ge­
winnenkann, wenden wir uns jetzt der entgegengesetzten Aufgabe zu, 
daB wir einen Schwingungsvorgang gegeben denken und ihn in harmo­
nische Schwingungen aufzulosen such en (harmonische Analyse). Wir 
werden versuchen, ein vorgelegtes "Schwingungsprofil" durch eine Funk­
tion der Form 

fPn (t) = Co + c 1 sin (w t + 'Y)) + c2 sin (2 w t + 'Y2) + ... + 
+cnsin(nwt+'Yn) 

anzunahern, indem wir die 2 n + 1 Konstanten co' Cv ... , cn' 'Yv 'Y2' .. ','Yn 
geeignet bestimmen. Wir vermuten, daB die Genauigkeit sich unbe­
grenzt steigern laBt, weIin wir die Zahl n hinreichend groB wahlen, so 
daB fUr aIle t des Periodenbereiches 0 < t < T die Grenzwertgleichung 

1 (t) = lim fPn (t) 
n~oo 

gelten wird. 
Es ist die Frage, ob man Einschrankungen flir die periodischen 

Funktionen machen mu/3, wenn· eine solche Darstellung gelingen solI, 
und welche q.as sind. Zunachst wird man versucht sein, zu glauben, da/3 
wenigstens Stetigkeit der Funktion verlangt werden mUsse, da die har­
monischen Schwingungen selbst stetig sind. Nun hat man aber in Natur­
forschung und Technik mit periodischen Funktionen zu tun, die im 
Perioden-Intervall an einzelnen SteHen in der Weise unstetig werden, 
daB sie endliche SprUnge ausflihren. Das einfachste Beispiel einer solchen 
Funktion hat man in 

f +C 
I(t) = l-c 

0<1< ~ 
T . 
2<1< T 

1 Daruber hinaus sind fur die Klangempfindung die Anklingvorgange noch 
von entscheidender Bedeutung. 
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vor sieh, die z. B. eine in regelmaBigen Zeitabstanden kommutierte 
Gleiehspannung vorstellt. Es wird sich zeigen, daB auch solche Funktionen 
in der angegebenen Weise durch Vberlagerung harmonischer Schwin­
gungen dargestellt werden k6nnen. Der Grund fUr diese zunachst tiber­
raschende Tatsache liegt darin, daB in der Folge der Naherungsfunk­
tionen zwar noch jede einzelne stetig ist, daB sie jedoch mit wachsen­
der Nummer die Unstetigkeiten mehr und mehr nachzubilden suchen, 
so daB das Grenzgebilde eine unstetige Funktion sein kann. 

19, I. Bestimmung der Koeffizienten der Naherungspolynome. 
Der einfacheren Schreibweise wegen reduzieren wir fUr die folgeri.­

den Vberlegungen die Periode T der vorgelegten periodischen Fimktion 
durch die Substitution x = OJ t auf die Periode 2 n und gehen von einem 
im IntervalP -n < x <n gegebenen Profil {(x) aus, das wir durch 

t(x+2kn)=t(x) (k=±1,±2, ... ) 

periodisch fortgesetzt denken. Dabei setzen wir voraus, daB t (x) im Peri­
odenintervall bis auf endlich viele Sprungstellen stetig ist und im Peri­
odenintervall nur endlich viele Gr6Bt- und Kleinstwerte besitzt. An den 
Sprungstellen von t (x) existiert nattirlieh kein Funktionswert. Man 
kann hier nur von den Grenzwerten der Funktion reden, die man erhalt, 
wenn man x von rechts oder links her auf die Sprungstelle x = xo 
rticken laBt. Wir wollen diese beiden Grenzwerte mit {(xo + 0) und 
{(xo - 0) bezeiehnen. 

Die Naherungsfunktionen tp .. (x) der gegebenen Funktion {(x) setzen 
wir in der Form 

tp .. (x) = Co + C1 sin (x + YI) + c 2 sin (2x + Y2) + ... + c"sin (nx + Y .. ) 

an. Unsere erste Aufgabe ist dann, die (2n + 1) Konstanten co' cl> ... , 
C .. ' YI> ... , Y .. geeignet auszuwahlen. Dabei wird man als Ziel vor Augen 
haben mussen, daB. die vorgelegte Funktion {(x) im ganzen Intervall der 
Lange 2 n angenahert werden solI, daB also die Abweichungsfunktion 

R" (x) = t (x) - tp .. (x) 

tiber das ganze Intervall hin so. klein gemacht werden solI, wie es irgend 
geht. Das ist zunachst freilich sehr unbestimmt ausge~rtickt und besag~ 
nieht viel mehr, als daB die Genauigkeit der Annaherung nieht an eint 
zelhen Stellen des Intervalls besonders hoch getrieben werden solI, 
wenn dafUr an anderen Stellen eine starkere Abweiehung in Kauf ge­
nommen werden mtiBte. Unsere erste Aufgabe ist es dementsprechend, 
genauer zu prazisieren, was wir unter einer solchen, das ganze Inter­
vali betreffenden guten Annaherung zu verstehen haben. Man k6nnte 

1 Wir konnten statt dessen auch das Intervall 0. ~)If < 2;>( oder ein beliebiges 
anderes Intervall der LAnge 2;>( verwenden. 
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daran denken, den Mittelwert der Abweichungsfuriktion R" (x) fiir das 
Periodenintervall 

+,,; 

~fR,,(x) dx 
2n 

- .. 
durch geeignete Wahl der Konstanten so klein als moglich zu machen. 
Indessen sieht man sofort ein, daB das kein brauchbares MaB fiir 
die Giite der Annaherung sein kann. Dieses Integral kann ja sehr klein 
werden, auch wenn die Abweichung der Funktionen f (x) und rp" (x) fUr 
Teilbereiche des Intervalls sehr groB ist, denn die auf einzelne Teil­
bereiche entfallenden Beitrage zum Integral konnten verschiedenes Vor­
zeichen besitzen und sich gegenseitig aufheben. Urn diese Moglichkeit 
auszuschlieBen, muB man offenbar dafiir sorgen, daB alle Beitrage zum 
Integral das gleiche Vorzeichen besitzen. Am einfachsten erreicht 
man das, wenn man statt des Integrals iiber R" (x) das Integral iiber 
(R" (x)) 2 als MaB fUr die Abweichung einfiihrt. Danach kann man die 
Forderung aufstellen, es sollen die Konstanten in rp" (x) so bestimmt 
werden, daB das iiber die Periodenlange genommene Integral 

+n +n 
f (R,,(X))2dx = f (I (x) - rp,,(x))2dx 

-n -:n; 

so klein wie moglich wird. Diese Forderung ist in der sogenannten Aus­
gleichsrechnung als die Methode yom Kleinstwert der Fehlerquadrate oder, 
wie man kurz zu sagen pflegt, Methode der kleinsten Quadrate wohl­
bekannt. Zu ihr kommt man. in der Ausgleichsrechnung, wenn man 
das iibliche Verfahren der elemeiltaren MeBtechnik, zur Bestimmung 
des Wertes einer wiederholt gemessenen GroBe das arithmetische 
Mittel der MeBergebnisse zu bilden, in naturgemaBer Weise verall­
gemeinert. 

Bezeichnen wir den Wert des Integrals mit V ft' so erhalten wir 
zunachst 

+n +n +n 
V" = f f2dx - 2f frp"dx + f rp~dx. 

-n -n -n 

Urn die beiden letzten Integrale urnzuformen, geben wir dem Ansatz 
fUr die Naherungsfunktion rp" (x) die Gestalt 

" 
(1 ) rp" (x) = ~o + 2J (a" cos 'l' x + b" sin 'l' x) , 

1 

indem wir 
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setzen. Es treten dann aIle (2 n + 1) Konstanten in q; (x) gleichbe­
rechtigt auf, und ilire Bestimmung wird tibersichtlich. Wir erhalten zu­
nachst, indem wir die Quadrate der Glieder von tp" (x) in die erste Zeile 
nehmen und die doppelten Produkte der Glieder folgen lassen: 

~ n " " 

+ .lJ 2J. a.t all cos A x cos I' x + 2J2J. b.t bll sin AX sib I' x +' 
1 1 1 1 

n n 

+ 2J 2 a" bT cos (J x sin T x . 
1 1 

Dabei mtissen in den Doppelsummen die Summationsbuchstaben A, I' 
bzw. (J, T unabhangig voneinander alle Werte annehmen. 

Wenn wir nun das Integral 

+n 
f (q;" (X))2 dx 

-n 

bilden, so sehen wir alsbald, daB die ersten beiden einfachen Summen 
keine Beitrage zum Integralliefern. Denn offenbar ist ftir aIle 11 

+:If: +:T 
fcosllxdx=O, f sinllxdx = 0, 

-:If: -;r 

da die einzelnen Integrale tiber 11 Perioden der Funktionen Sinus und 
Kosinus erstreckt sind, und das Integral tiber die einzelne Periode einer 
harmonischen Schwingung gleich Null ist. 

Bei der' AuswertuIig der Integrale 

+,. +:If: 
f cos AX cOSI'X dx. f sinAx sinl'xdx, 

-,. -" 

+n 
f cos (J x. sin T x dx 

-,. 

ersetzen wir in den Integranden die Produkte der trigonometrischen 
Funktionen auf Grund der Additionstheoreme fUr Kosinus und Sinus 
dUTch Summen, wie \vir es in 17, 43 (S. 387) ausgefUhrt haben. Den dor­
tigen Ergebnissen entnehmen wir, daB die Integration von -:n bis +:n 
bei dem dritten Integral fiir jedes Indexpaar (1, T den Wert Nul1liefert, 
da die Integrale tiber ganzzahlige Vielfache der Periode des Integranden 
erstreckt sind. Das gleiche gilt auch fiir die beiden ersten Integrale, so­
fern A + p. ist. 
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Fur ;. = p, ergibt sich 
+n +'" 
f cos2 p, x dx = :n , J sin2p,xdx =:n, (p, = 1,2, ... ) 

-n -n 
so daB 

+n n n 

_[ (fjJn (x))2dx =:n (~~ + ? a~ + 11 b;) 

folgt. Andererseits ist 

+n +n ' n +n n +n J f(x)fjJ,,(x)dx= ~~J f(x)dx + La" J f(x)cosvxdx+ lIb" J f(x)sinvxdx, 
-3f -n 1 -;Tf 1 -l{ 

so daB wir schliel3lich fUr V" die Darstellung 

+n +n 
V n = f (R,,(X))2dx = f (f(x))2dx-

-n 

+n n +... " +:t 

- [ao J f(x) dx + 22J a" J f(x) cos vx dx + 22] b" J f(x) sin vx dxJ + 
-n 1 -n 1 -n 

erhalten. Der Wert des Ausdruckes V" hangt ab von der Wahl der 
(2n + 1) Konstanten ao, aI> a2, ... , a", bI , b2, ... , btl. Wir wollen, urn 
dies auszudeuten, V" (ao, aI' ••• , a", bI> ... , btl) schreiben. Die Abhangig­
keit von diesen Konstanten ist im ubrigen eine sehr einfache. V" stellt 
sich dar als eine Summe von Gliedern, deren jedes nur von einer einzigen 
der (2 n + 1) Konstanten abhiingt: 

+n +n 
V n (ao, aI' ... , an' bI , "', bn) = J f2 (x) dx + H:n a5 - 2 ao J f dx] + 

-n -n 
+n +n 

+ [:n a~- 2a I f f(x) (cosxdx)] + ... + [:na~ -2a" f f(x)cosnxd x] + 
-n -n 

+n +n 
+ [:n bi - 2 bi f f(x) sin x dxJ+ ... +[:n b~ - 2 btl J f(x) sin nx dx]. 

-n -n 

Hierin sollen die Konstanten ao, aI' ... , an' bI , ... , bn SO bestimmt 
werden, daB V" den kleinstmoglichen Wert annimmt. Das konnen wir 
offenbar einfach in der Weise erreichen, daB wir fur jeden einzelnen deT 
Summanden den Kleinstwert aufsuchen. Setzen wir etwa die erste Klam­
mer gleich 1]0' also 

+n 

fJo = :n a5 - 2 ao J f (x) d x , 
-n 
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so konnen wir ao als die unabhangige und 110 als die abhangige Ver­
anderliche ansehen. Tragen wir zu jedem Wert von ao den zugehorigen 
Wert von 110 als Ordinate auf, so erhalten wir offenbar eine Parabel 
zweiten Grades, die nach oben offen ist. Der Kleinstwert von 110 ent­
spricht dem Scheitel dieser Parabel, den wir aus der Bedingung 

df]o = 0 
dao 

erhalten. Wir finden so fUr ao den Wert 
+n 

(2a) ao = ~ f 1 (x) dx . 

Ganz entsprechend nimmt 
+n 

-n 

+n 
11" = n a; - 2 a" J 1 (x) cos y x dx bzw. ~,,= nb:-2b"J 1 (x) sinyxdx 

-;c 

den kleinsten Wert an, wenn 

df]" = 0 
da" 

ist, und daraus ergibt sich 

+n 

-n 

bzw. 

+n 

(2b) a" = ~ f I(x)cosyxdx, b,,= ~f I(x)sinyxdx. 
-n -3l 

Die N aherungsfunktion 

tp" (x) = -io + a l cosx + ... + a" cos n x + bl sin x + ... +. b" sin n x 

gibt also die in unserem Sinn bestmogliche A nnaherung an die vorgegebene 
Funktion I(x), wenn wir ihren (2n + 1) Koelfizienten die Werte (2a), 
(2b) geben. 

DaB sich diese Koeffizienten durch bestimmte Integrale iiber den 
ganzen Bereich der Periode der vorgelegten Funktion f (x) darstellen, 
erscheint durchaus verstandlich, denn da die Annaherung an f (x) fur 
das ganze Intervall die bestmogliche sein soIl, mussen auch aIle Werte 
der Funktion 1 (x) in diesem Intervall zum Aufbau der Ko~ffizienten 
herangezogen werden. Dagegen iiberrascht es auf den erst en Blick, 
daB die Werte der einzelnen Koeffizienten ao, a", b" gar nicht von der 
Zabl n, der Nummer unserer Naherungsfunktion tp" (x), abhangen. Wenn 
wir von der Naherungsfunktion tp .. (x) zu tpn+l (x) iibergehen wollen, so 
brauchen wir nicht alle (2n + 3) Koeffizienten zu bestimmen, sondern 
k6nnen die (2n + 1) Koeffizienten: 

ao, al , .• ••• , a .. , bl , •.• , b .. 
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aus lP .. (x) iibernehmen und haben nur die zwei neuen Koeffizienten 
+,. 

a"+1 = ~f f(x) cos (n + 1) xdx, 
-n 

+,. 

b .. +l = -~-f f (x) sin (n + 1) x d x 
-n 

hinzuzufUgen. Es geht also die Naherungsfunktion lP"+1 (x) aus der 
Naherungsfunktion lP,,(x) hervor, indem an dieser nur eine Verbesserung 
angebracht wird: 

lP .. +l (x) = fIJ .. (x) + an +1 cos (n + 1) x + b-,,+1 sin (n + 1) x. 

Die Folge der Naherungsfunktionen 

flJo (x) , lPl (x) , flJ2 (x), .•• 

zcigt in dieser Beziehung den gleichen Charakter wie die Folge der ganzen 
rationalen Naherungspolynome G" (x) beim Taylorschen Satz. Auch da 
erhielten wir Gn+l (x) aus Gn (x) durch HinzufUgen eines Korrekturgliedes. 

Unser Ziel ist, Aussagen iiber die Giite der Annaherur1g zu machen, 
d. h. den Fehler R" (x) in Abhangigkeit von der Stelle xund der Nummern 
zu untersuchen. Die Hauptfrage ist dabei, ob sich durch hinreichend 
groBe Wahl der Nummer n jeder Genauigkeitsgrad der Annaherung er­
reichen laBt. Wir werden darauf in 19, 4 ausfUhrlich zuriickkommen. 
Hier iiberzeugen wir uns zunachst davon, daB die Koeffizienten an und b" 
mit wachsender Nummer nach Null streben, daB also 

+,. 
lim a .. = lim _1 f f (x) cos nx dx = 0, 

fI, ...... OO n-..oo n 
-n 

+,. 
lim bn = lim ~ f f (x) sin nx dx = 0 

11-+00 11--)1000 n -,. 
wird. Denn fUr ein bestimmtes n wird, wenn wir fUr die Koeffizienten 
ao, all ... , an' bll ... , b" die Werte (2a, ~b) einfUhren, 

+n 
Vn = f (R .. (X))2dx 

-n 
+n • =_£ (t (X))2 dx - n (_~o + (af + bf) + ... + (a~ + b~)) . 

Da der Integrand (R,,(X))2 im ganzen Intervall positiv ist, so ist 
+,. 

V" = f (R .. (X))2 dx :2 0, 
-n 
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und es folgt +n 

aD 1 f 2° + ai + bi + ... + a; + b; < n- (t(x))2dx. 

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist von der Nummer n unab­
hangig und stellt eine obere Schranke dar. die von den Elementen 
der Folge 

-i~ + (ai + bi) + (a~ + b~) + ... + (a; + b;) (n = 1. 2. 3 .... ) 

nicht iiberschritten wirdl. Andererseits entsteht jedes Element aus dem 
vorhergehenden durch Hinzufugen einer positiveh GroBe. Die Folge 
ist also monoton und beschriinkt und muB daher nach Satz 5 aus 5,3 
einen Grenzwert besitzen. Dies ist aber nur moglich, wenn die absoluten 
Werte voil a" und'b" mit unbegrenzt wachsendem n beliebig klein werden. 

Man hat fUr die Koeffizienten a". b" der Naherungsfunktion C{J" (x) 
in neuerer Zeit den NamenFourierkoellizienten gepragt. Freilich ist dieser 
Name historisch nich t ganz berech tigt, denn schon bei EULER (1707-1783) 
wird die Annaherung einer Furiktion I (x) durch eine Naherungsfunktion 
der Gestalt C{J" (x) betrachtet, deren Koeffizienten durch die Integrale (2) 
bestimmt sind. Von 1775 an sind dann diese Annaherungen im Besitz 
der Mathematiker gewesen und vielfach in Sonderfallen angewandt wor­
den. Dem franzosischep Mathematiker J. B. FOURIER (1768--1830), nach 
dem man dann den Namen Fouriersche Niiherungen bildete. der sich ein­
geburgert hat, gebuhrt das Verdienst, daB er von 1810 an als erster die 
groBe Allgemeinheit dieset Naherungen hervorgehoben hat, indem er 
aussprach, daB beliebige periodische Funktionen, die sogar Unstetig­
keitsstellen besitzen durfen, sich durch solche Ausdrucke C{J" (x) annahern 
lassen. 

I9,2. Berechnung der Fourierkoeffizienten einiger einfacher Profile. 

Wir wollen nun fur eine Reihe periodischer Funktionen, deren Pro­
file eine einfache analytische Darstellung zuiassen, die Fourierkoeffi­
zienten berechnen. Dabei ist e!! zweckmaBig, auf die Symmetrieeigen­
schaften des Profils zu achten und von vornherein festzustellen, ob ein 
Tell der Fourierkoeffizienten verschwindet. 

fst I (x) eine ungerade Funktion, gilt also 

I(-x) = -/(x) , 
so ist natiirlich 

nOn 

ao = ~ f I (x) dx = ~ (f I (x) dx + f I (x) dX) = o. 
, -n -n 0 

1 Diesen Sachverhalt bezeichnet man als .. Besselsche Ungleichung". 



410 Die FOURIERSchen Reihen. 

Die gleiche Zerlegung der 1ntegrale der anderen Koeffizienten gibt mit 
Riicksicht darauf, daB I (x) cos "II x eine ungerade, I (x) sin "II x eine gerade 
Funktion von x ist, 

" 
a~= ~-ff(x)cOS"llXdX = 0, 

-'" 

n 

b~= ~ff(x)sin"llxdx, 
o 

d. h.: die Fourier-Entwicklung einer ungeraden Funktion enthiilt nur 
Sinus-Glieder. 

1st f (x) dagegen eine gerade Funktion, so wird 
n 

ao =~J f (xl dx , 
o 

und da I (x) cos "II x eme gerade, f (x) sin "II x eine ungerade Funktion 
von x ist, weiter 

" 
a~= ~If(XlCOS"llXdX, 

o 

'" 
b~= ;ff(xlsin"llxdx = o. 

-n 

Die Fourier-Entwicklung einer geraden Funktion enthiilt nur Kosinus­
Glieder. 

1. Rechtecksprofil. Dieses Profil (Abb. 132) stellt keine stetige, son­
dem nach Art der Treppenkurven eine stiickweise konstante Funktion 
dar, die wir durch die Gleichungen 

f(xl = {
-h 
+h 

-n<x<O 
O<x<n 

darstellen k6nnen. Urn die Definition vollstandig zu machen, werde fiir 

!J 

- l 
1 

f-.'t" +J( :IJ 

Abb.132. 

x = 0 der Funktionswert f (0) = 0 angenommen. Als ungerade Funktion 
besitzt sie die Fourierkoeffizienten 

n 

a~=O,· b =~!!.fSin"llXdx=_2h:osvxln =2h(~_CoSvn). 
~ n n vo nv v 

o 
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1st'll eine geradeZahl (= 2e), so wird cos 2e n = 1 und danach b2e = 0; 
1st dagegen 'II eine ungerade Zahl (= 2e + 1), so ergibt sich wegen 
cos (2e + 1)n = -1: 

b _ 4h_1_ 
2e+1 - :n 2 e + 1 

(e = 0, 1,-2, ... ) 

Wir erhalten die Folge der trigonometrischen Naherungspolynome 

(x) = 4 h (Sin x + sin 3 x + sin 5 x + ... + sin (2 n + 1) X) 
912 n+l :n 1 3 5 2 n + 1 

(n=0,1,2, ... ). 

An der Unstetigkeitsstelle x = ° verschwinden aUe Naherungspolynome. 
Die Tatsache, daB alle Sinus-Glieder, deren Argument ein gerad­

zahliges Vielfaches von x ist, fortfallen, hatte man von vornherein ein­
sehen k6nnen. Sie liegt in der weiteren Symmetrieeigenschaft 

j (n - x) = j (x) (Symmetrie bez. der Mittellinie x = ~) 
begriindet. Da namlich, 
wovon man sich am Rur­
venbildleicht iiberzeugt, 
nur die Sinusschwingun-

y 

gen sin (2e + 1) x die --....---+-----'o...---r-----=~--r-----''---x 
gleiche Symmetrie be­
sitzen (fUr die Sinus­
schwingungen sin 2 ex 

gilt demgegeniiber 
j(n-x)=-j(X»)' so 
kommen sie fUr die An­

Abb.133a. 

naherung allein in Frage ..... --:>"--~r-+-~---:'-~~~-...:.,..--;I---.:t._ 
Man sieht an den x 

Abb. 133a, b, c anschau­
lich, wie die Naherungs­
funktionen mit wach-
sendem n immer ge­
nauer das Profil dar­
zustellen suchen. Die 

F ourierkoeffizien ten 
gehen mit wachsender 
Nummer, wie es sein 
muB, nach Null, und 
zwar wie die Elemente der Folge 

In der Tat hat man 

Abb. f33b. 

!I 

,- ,,-, 
'- ,- ,_/ 

Abb.133e. 

(e = 0,1,2, ... ). 

4h 
(2e + 1) b2e +1 = - = Const. n 

x 
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Bei genauer Zeichnung tritt hier noch eine besondere Erscheinung auf. 
In unmittelbarer Nahe der Sprungstellen ist die Naherung weniger gut 
als auf den horizontalen Strecken. Mit wachsender Nummer der N1i.he­
rungsfunktion werden die horizontalen Stucke' immer genauer darge­
stellt, an den Sprungstellen selbst aber schieBt die Funktion ein Stuck 
tiber die Horizontale hinaus. Nach ihrem Entdecker, dem amerikanischen 
Physiker GIBBS, bezeiehnet man diese Eigentumlichkeit der unstetigen 
Funktion als Gibbssche Erscheinung. Wir wollen nieht naher darauf ein­
gehen und bemerken nur noch, daB die Annaherung der horizontalen 
Stucke des Profils offenbar so zustande kommt, daB die Naherungsfunk­
tionen in Wellen, die immer niedriger werden, urn die horizontalen Stucke 
als Mittellage hin und her schwanken. Da nun die Wellen zugleich mit 
der Abnahme ihres Ausschlags auch eine immerkleinere Periode er­
halten, so werden die Zacken mit wachsender Nummer immer steiler. 
Wep.n daher auch die Ordinaten des Profils und der Naherungskurven 
sieh immer weniger unterscheiden, so weicht doch die Steigung der Niihe-

rungskurve von der des Pro/ils 
!J stark ab, und zwar immer star-

ker mit wachsender Nummer. Es 
werden also hier ntlr die Ordinaten, 

\------LJ~:------*-::c nicht aber die Steigttngen ange­

Abb.134. 

, nahert. 
2. Trapezpro/il. Ein anderes 

fUr die Elektrotechnik sehr wieh-
tiges Profil dieses Typs zeigt die 

Abb. 134. Es ist das Trapezpro/il, das fUr 0 < x < 1/: durch die Glei-
chungen h 

-x O~x:::;;a a 

/ (x) = h a < x < 1/: - a 
h 

-a- (1/: - x) 1/: - a :::;; x < 1/: 

beschrieben und fUr negative x als ungerade Funktion fortgesetzt werde. 
Da es die gleiehe Symmetrie wie das eben behandelte Rechtecksprofil 
aufweist (I (1/: - x) = 1 (x», so konnen wir die Naherungsfunktion von 
vornherein in der Form 

9'2.&+1 (x) = b1 sin x + ba sin 3 x + ... + bU +1 sin (2 n + 1) x 

ansetzen und erhalten fUr die Koeffizienten 
:If 

2 

b2e+1 = ~ f / (x) sin (2 e + 1) x d x 
o 

:c 
II 2 

= ~ { ~ f x sin (2 e + 1) x dx + h f sin (2 e + 1) x dX} • 
o II 
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Wird das erste Integral durch Produktintegration ausgewertet 
(vgl. 17, 44), so folgt 
. 'b _ 4 h sin (2 I] + 1) a 

2e+l - na (21] + 1)2 (e = 0, 1, 2, ... ) 

Die Folge der Naherungsfunktionen fiir unser Profil ist somjt 

( 4 h {Sin a. . sin 3 a . sin (2 n + 1) a • } 
9'2n+1 x)=;;--; 7smx+38sm3x-!-· .. + (2n+1)2 sm{2n+1)x. 

(n = 0,1,2, ... ) 

Die Fourierkoeffizienten gehen hier mit wachsender Nummer wie die 

Elemente der Folge (2 I] ~ 1)2 (e = 0, 1, 2, ... ) nach Null. In der Tat ist 

b2e+1 {2e + 1)2 = -±-~ sin (2e + 1) a, 
n a 

ein Ausdruck, der flir jedes (noch so groBe) e endlich bleibt. 
Wir merken den Unterschied an: Beim Rechtecksprofil ist die 

Funktion unstetig und weist endliche Spriinge auf; ihre Fourierkoeffi-

zienten gehen mit wachsender Nummer 'wie die Elemente der Folge ! 
nach Null. Beim Trapezprofil (f{x) stetig) gehen die Fourierkoeffizienten 

mit wachsender Nummer wie die Elemente der Folge ~a, also starker 

nach Null. Dementsprechend ist die Naherung bei gleicher Nummer we­
sentlich besser als beim Rechtecksprofil. 

Anwendung 35: Unterdriickung der dritten Teilschwingung in 
Stromerzeugern. In dem Trapezprofil kann man lcicht die. 3. Teilschwin­
gung zum Verschwinden bringen, man braucht dazu nur die GroBe a so 

zu wll.hlen, daJ3 sin 3 a = 0 wird, also a = ~ zu setzen. Der Leser iiberzeuge sich 
3 

ohne Rechnung, allein durch Betrachtung der Symmetrieverhll.itnisse davon, 

daJ3 unter der Annahme a = -} alle Koeffizie~ten b", deren Nummer durch 3 teil­

bar ist, verschwinden. Die erste NlI.herungsfunktion, die reine harmonische 
Welle 

'PI (x) = 6 f! h sin x, 
. n 

(All 1,05 h sin x) 

nahert dann das Trapezprofil sehr gut an, da neben diese Grundschwingung 
als nlI.chste Oberwelle erst die fiinfte Teilschwingung tritt, deren Koeffizient 

. Sn 
12 sm 3 q3 

b6 = :7iih 25 =- 2sn;.h ( All - 0,04 h) 

ist. Man kann daher auch umgekebrt das Trapez/Wolil als gute N iiherung I"r eine 
reine ha;monische Welle ansehen. Hiervon macht man beispielsweise in den elek­
trischen Stromerzeugern Gebrauch. Urn der erzeugten Wechselspannung in Nlihe­
rung die Gestalt einer harmonischen Schwingung 'zu geben. richtet man die elek­
trischen Maschinen so ein, daJ3lll.ngs der Oberflliche des Ankers von einem Polpaar die 
Kraftliniendichte als Funktion des Ortes durch ein Trapezprofil der angegebenen 
GestaltdargesteUt wird, bei dem die horizontale Strecke gleich t der Halbperiode ist. 
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3. Symmetrisches Dreiecksprofil. Ais Sonderfall erhalten wir aus dem 

Trapezprofil fUr a = ~ ein Dreiecksprofil, das durch 

dargestellt wird. Wir erhalten 

m (x) = 8 h (sin x _ sin3x + sin 5x + ..• + (-it sin (21~_+~_~) . 
'1'211+1 n2 9 25 (2 n + 1)2 

(n = 0,1,2, ... ) 

Durch eine Koordinatenverschiebung ~ = x + }, 'YJ = y + h kommt 

Ilf , 
I 
I 

!I 
dieses Profil in eine andere 
Lage, so daB es als gerade 
Funktion erscheint. Man 
kann die Funktion dann 

:r kurz in der Form 

---------------e-
Abb.135. schreiben (Abb.i35). Dureh 

Umrechnung von CfJ2n+l (x) etgibt sich 

111 (~) = h _ ~ (COS'; + COS 11 + ~~ __ H + •.• + <:~:(~~±_I)J) 
T2n+l n 2 1 9 25 (2n+"1)2 ' 

(n = 0,1,2, ... ) 

ein Ergebnis, das der Leser auch unmittelbar ableiten mage. 
4. Intermittierende Sinusschwingung. Dieses Profil entsteht in der 

Elektroteehnik als Stromform bei einem ideal arbeitenden Einweg­
Gleichriehter. Die rechte Halfte des Profils (Abb.136) wird durch die 

Abb.136. 

l!.. !!. 

Gleichungen 

f( x) = heosx ° <x<!!­- - 2 

t(x) = ° !"-- < x <n 
2 - -

dargestellt. Die Funktion 
ist gerade, und wir haben 
dementspreehend 

b~ = 0, a" = 2: JcosXCOS1lXdX = ~,([COS(1I+1)X+COS(:V-1)X] dx 
o 0 

= ~ [s~_(: :1) ~- + s~~(~~~_~ ~-] 11 > 1. 
n V-t-l v~l 
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Dieser Ausdruek versehwindet, wenn 11 eine ungerade Zahl ist, und wird 
fUr v = 2e (e = 0, 1,2, ... ) 

h [1 1 ] 2 h (- 1 )1!+1 
a2U = n ( - 1)1! 2 (! + 1 - 2 (! - 1 = -n (2 (! - 1) (2 (! + 1) , 

so daB wir nach (1)', S. 404 die Naherungspolynome 

h h 
'P2n(X) = n + Teos x 

+ 2 ? (COS 2 x _ cos 4 x + cos 6 x _ + ... + ( -1 t+l cos 2 n x ) 
11: 1 . 3 3 . 5 5 . 7 (2 n + 1) (2 n - 1) 

(n = 1,2, ... ) 
erhalten. 

5. Kommutierte Sinusschwingung. Dieses Profil, das als Kurvenform 
des aus einem Doppelweg­
Gleichrichter austretenden 
Stromes entsteht, wird 
dureh 

I(x) = hlsinxl 

dargestellt (Abb. 137) und 
Abb.137. 

hat statt der Periode 2 n die Periode n (Frequenzverdoppelung). 
set zen daher 2 x = ~ und erhalten fUr das Profil 

I(x) = g(~) = hsin I ; I 

b .. = 0, 

und damit die Naherungspolynome: 

=2 h _ 4 k (~~l COS2~+ cos H + ... + _~~co~lI~ __ ~) 
gJn 11: 11: 1'3 + 3'5 5'7 (2n-1)(2n+l) 

.. 
:r 

Wir 

= 2 k _ 4 k (COS 2 x + co~~ + co: 6 ~ + ... + cos 2 n x ) . 
11: 11: 1 . 3 3· 5 5 . 7 (2 n - 1) (2 n + 1) 

19., 3. Numerische Bestimmung der Fourierkoeffizienten fur ein 
vorgelegtes Profit mit der Methode der Fensterschablonen. 
Die bestimmten Integrale, durch die die Fourierkoeffizienten dargestellt wer­

den, lassen sich nur in ganz wenigen Fll.llen mit Hilfe der elementaren Funktionen 
auswerten. In der Praxis ist nun obendrein das Profil der periodischen Funktion 
gar nicht analytisch gegeben wie in den behandelten Beispielen, sondern durch 
ein Registrierinstrument aufgezeichnet, in der Wechselstromtechnik z. B. durch 
den Oszillographen. Dann muLl man die Integrale der Fourierkoeffizienten ao. a~, b~ 
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durch instrumentelle, numerische oder graphische Methoden auswerten. Wir wollen 
im folgenden ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten 
besprechen, das sich als besonders brauchbar erwiesen und weiteste Verbreitung 
gefunden hat. Bei der Entwicklung dieses Verfahrens geht man davon aus, daB die 
Integrale, die die Koeffizienten darstellen, sich nll.herungsweise durch en"dliche 
Summen ersetzen lassen. Es handelt sich dann vor allem darum, die Auswertung 
dieser Summen in iibersichtlicher Weise und mit dem geringst moglichen Rechen­
aufwand durchzufiihren. Die Aufgabe wird sehr einfach, wenn die vorgelegte Funk­
tion y = I (x) in ihrern Feriodizitll.tsbereich 0 ~ x < 2 n iiberall positiv ist. 1st 
sie nicht von selbst iiberall positiv, so werden wir zweckmll.Big zu ihr eine so groBe 
Konstante addieren, daB die Summe iiberall positiv ausfll.llt. Hierdurch erfll.hrt nur 
das konstante Anfangsglied eine Anderung, die sich am SchluB durch Subtraktion 
der Konstanten wieder riickgll.ngig machen Ill.Bt. Urn die Integrale durch endliche 
Surnmen zu ersetzen, wird der Bereich der Periode fiir aIle Fourierkoeffizienten 
in eine feste Anzahl von unter sich gleichen Intervallen geteilt, und zwar erweist 
es sich als zweckrnll.Big, 24 Teilintervalle zu wll.hlen. Die Teilpunkte haben die 
Abszissen 

(e = 1, 2, 3 •... , 24) 

An die Stelle der Integrale fiir die Koeffizienten treten danach die endlichen Sum-
men 

24 24 

a."=1~2l(xe)cos(ve :z). 
1 

p,,= 1~.2}I(Xe)Sin(ve 1~)' (v=o, 1, •.. ) 
1 

Man wird im ersten Augenblick sehr im Zweifel sein, ob diese endlichen Sum men 
brauchbare Nll.herungswerte fiir die Integrale liefern, denn beim Ersatz des Integrals 
durch eine Rechteckssumme muB eigentlich vorausgesetzt werden, daB sich der Inte­
grand im Bereich zwischen zwei Teilpunkten nur wenig andert, und diese Eigen­
schaft haben die vorliegenden Integranden I (x) cos vx bzw. I (x) sin vx nicht, da 
sie in dem Periodenbereich v-mal auf- und abschwingen. Es zeigt sich aber, daB die 
Summen fiir die Fourierkoeffizienten bis zur Nummer 10 ausgezeichnete Nll.he­
rungswerte liefern. Wir konnen uns diese Tatsache plausibel machen, wenn wir 
den Ubergang vom Integral zur Summe statt in die Losung in die Aufgabe selbst 
verlegen und die Aufgabe stellen: Es sollen die Koeffi:t:ienten a.", p" in der Nll.herungs­
funktion 

VI .. (x) = ~o + (a.l cos x + PI sin x) + (a.. cos 2 x + PI sin 2 x) + ... + 
2 

+ (a. .. cos n x + P .. sin n x) " 

so bestimmt werden, daB die Naherungskurve bestmoglich an den 24 Profilpunkten 

(xe = e 1~ , y~ = I (Xe») vorbeilauft. Dabei soIl die bestmogliche Annaherung wieder 

in dern Sinn verstanden sein, daB die Quadratsumme der Abweichungen 

24 

V .. = .lJ [/(xe) - VI .. (xe)]1 
1 

ein Minimum wird. Die Uberlegungen und auch die Rechnungen verlaufen fiir die 
Summen genau 50 wie fiir die Integrale. Man kornmt zu dem bemerkenswerten 
Ergebnis, daB sich als Koeffizienten a.", P .. gerade die obigen Summen ergeben. Wenn 
wir somit die Fourierkoeffizienten durch die Summen ersetzen, so erhalten wir eine 
Nll.herungsfunktion, die an den 24 gleichmll.Big iiber die Periode verteilten Punkten 
bestmoglich vorbeigeht. Dadurch wird verstll.ndlich, daB diese Nll.herun.gsfunktion 
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mit der fruher bestimmten Nilherungsfunktion sehr nahe zusammenfalIt und daB 
die Summen gute Nliherungswerte fur die Fourilirkoeffizienten a", b" ergeben. 

Es bleibt uns nur noch ubrig, diese Summen zu berechnen. Da kommt es uns 
nun zustatten, daB wir die Anzahl der Teilintervalle der Periode gleich 24 gewlihlt 

haben. Dem Bogen.!!...- entspricht der Winkel 15°, und bei der Berechnung der 
12 

Sinus und Kosinus der Vielfachen dieses Winkels konnen wir uns, wie man un­
mittelbar am Einheitskreis sieht, auf die Zahlwerte 

sin 1 S°, sin 30°, sin 45°, sin 60°, sin 75°, sin 90° = 1 

beschrlinken, nur muB fUr jeden einzelnen Faktor uberlegt 'werden, mit welchem 
dieser 6 Werte er absolut genommen ubereinstimmt und welches Vorzeichen er 
hat. Da nach Voraussetzung alle I(xe) positiv sifld, so haben die Summanden das 
Vorzeichen des betr. Kosinus oder Sinus. 

Auf diese "Oberlegungen gestiitzt, hat man nun folgendes einfache. Rechen­
verfahren entwickelt. 

Man multipliziert alle 24 Werte I(xe) der Reihe nach erst mit sin 15°, dann 
mit sin 300, sin 45°, sin 60° und sin 75°, hat also 5 ·24 = 120 Multiplikationen aus­
zufUhren. Das' ist keine.groBe Arbeit, da man ja jedesmal die 24 Werte mit dem 
gleichen Faktor zu multiplizieren hat. Die Ergebnisse trligt man in ein vorgedrucktes 
Schema ein, in das man auch noch f(xe) sin 90° = I(xe) aufzunehmen pflegt. Es 
sind also 6 Spalten und 24 ZeBen, insgesamt also 144 Zellen erforderlich: 

!(Xe) f(xe) X !(xe) X !(xe) X f(xe) X !(xe) X f(xe) X 
X sin 15° X sin 30° X sin 45° X sin 60° X sin 75° X sin 90° 

l(x1) 

!(x2 ) 

!(X24 ) 

Durch Summation der vorderen oder der letzten SpaIte erhlilt man zunlichst 0:0 

Wenn wir dann die Summen in ex" bzw. p,. aufsuchen wollen, so wissen wir, daB die 
absoluten Werte der Summanden unter den 144 Zahlwerten unserer Tabelle ent­
halten sind. Man muB sich nur uberlegen, welche von ihnen in die gesuchte Summe 
eingehen und welches Vorzeichen ihnen dabei beizulegen ist. Die Stellung dieser 
Glied~r in dem Schema der Tabelle fUr einen bestimmten Koeffizienten ~st stets die 
gleiche, sie ist unabhlingig von der zu analysierenden Funktion /(x). Da die I(xe) 
weiter slimtlich positiv sind, ist auch das Vorzeichen, mit dem sie in die Summe ein­
gehen, stets das gleiche. Man kann sich daher ein filr allemal anmerken, welche ZeBen 
des Schemas die Summanden der Summe eines bestimmten Koeffizienten enthalten, 
und welches Vorzeichen der einzelnen Zelle fUr diesen Summanden beizulegen ist. 
WeiB man das, so kann man die einzelnen Summanden mit dem richtigen Vor­
zeichen dem Schema entnehmen und die Summe berechnen. Damit das auch von 
nicht mathematisch ausgebildeten Rechenhilfskrllften ausgefUhrt werden kann, 
hat man das gleiche Zellenschema wie oben auf Bllittern aus durchsichtigem Papier 
angebracht und fUr .jeden der Koeffizienten 0:", p" ein Blatt so hergerichtet, daB 
die Zellen, die nicht zu der Summe beitragen, durch Schwarzfarbung undurch­
sichtig gemacht sind, wlihrend die Zellen, die beitragen, durchsichtig sind. Dabei 

Prange-v. Koppenfels, Integral- und DifferentlalrecbDUDg Y. 27 
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ist noch durch Farbung unterschieden, ob der Beitrag dieser Zelle positiv oder nega­
tiv in die Summe eingehtl. 

Will man nun einen bestimmten Koeffizienten berechnen, so legt man das zu­
gehorige durchsichtige Blatt tiber das Zellenschema mit den berechneten Zahl­
werten, entnimmt dem Schema zunachst alle positiven Beitrage, addiert sie und 
bildet dann ebenso die Summe aller negativen Beitrage. Schliel.llich zieht man dann 
diese zweite Teilsumme von der ersten ab und dividiert die Differenz durch 12. 

19,4. Der Beweis von DIRICHLET, daB ein Profil durch die zugehorige 
FOURIERsche Reihe dargestellt wird. 

19,41. Integraldarstellung des Restgliedes. In den Beispielen haben 
wir gesehen, daB die Naherungsfunktionen PlI (x), die wir durch Berech­
nung der Fourierkoeffizienten zu den betrachteten Profilen konstruier­
ten, die vorgelegte Funktion t (x) iiberall im Periodenbereich mit wach­
sendem n immer besser annahern. Wir wollen nun untersuchen, welchen 
Bedingungen die Funktion t(x) geniigen muB, wenn es moglich sein soll, 
die Annaherung beliebig weit zu treiben. Da unsere Beispiele schon sehr 
allgemeine Profile vorstellten, konnen wir erwarten, daB wir keine 
groBen Einschrankungen iiber die Natur der Funktion t (x) zu machen 
brauchen. 

Wir denken uns ein Profil 

y = f(x) 

gegeben, dessen Periode der einfachen Schreibweise halber wieder auf 
2n reduziert sei, und wollen annehmen, daB die zugehorigen Fourier­
koeffizienten und die Folge der Naherungsfunktionen 

(1 ) 

n 

p,,(x) = ~o +.2 (a" cos 'JIX + b,.sin'JIx) 
1 

bestimmt sei. Dann bilden wir die Differenz 

(n = 1, 2, ... ) 

und untersuchen ihre GroBe fiir jede Stelle x des Periodenbereiches. 
Wir wollen auch Sprungstellen der Funktion t (x) mit in die Betrachtung 
einbeziehen und nur voraussetzen, daB ihre Anzahl im Periodenintervall 
endlich ist. An einer solchen Sprungstelle bilden wir die beiden Grenz­
werte t (x + 0) und t (x - 0), die man erhalt, wenn man von der rechten 
Gder von der linken Seite her auf die Stelle x zugeht. Als Funktionswert 
an einer solchen Stelle x wollen wir dann das arithmetische Mittel 

f(x + 0) + I(x - 0) 
2 

ansehen und der Abweichungsfunktion an emer solchen Stelle ent-

1 1m Buchhandel sind solche Blatter unter dem Namen Zipperer-Tafeln 
kauflich. 



19,4. Der Beweis von DIRICHLET. 419 

sprechend den Wert 

(3) R,,(x) = I(x + 0) ~ I(x - 0) -lPn(x) 

zuweisen. Fur jede Stelle, an der I (x) stetig ist, stimmen I (x + 0) und 
I(x - 0) uberein, sie sind beide gleich I(x), und somit enthalt diese allge­
meine Definition von Rn(x) die fruhere Darstellung (S. 403) als Sonder­
fall. Fur ein festes x hangt die GraBe des Restes von der Nummer nab, 
und wir untersuchen, ob es maglich ist, sie durch passende Wahl von n 
unter eine vorgegebene positive (noch so'ldeine) Zahl e herahzudrucken. 
Kannen wir das zeigen, so gilt fUr dieses x nach der Definition des Grenz­
wertes 

lim Rn (x) = 0 
n-+oo 

oder, was dasselbe ist, 
f (x) = lim IPn (x). 

n-+oo 

Kannen wir es insbesondere fUr jeden Wert von x im ganzen Perioden­
bereich zeigen, so laBt sich die vorgegebene Funktion I (x) als Grenzwert 
unserer Folge der Fourierschen Naherungsfunktionen IPn(x) darstellen. 

Der Beweis, daB in der Tat diese Grenzwertgleichung fUr sehr 
allgemeine Funktionen gilt, ist in voller mathematischer Strenge zuerst 
1829 von P. G. LEJEUNE-DIRICHLET (1805-1859), einem der bedeutend­
sten der deutschen mathematischen Forscher des vorigen Jahrhunderts, 
gefiihrt worden. 

Urn die Fehlerfunktion R" (x) ubersichtlich darzustellen, schreiben 
wir zunachst die Naherungsfunktion (1) in geschlossener Form. Die 
Fourierkoeffizienten sind 

+n +n 

(2) a" = ~f f(z)cosvzdz, b,,= ~f I(z)sinvzdz, (v=O,1,2, ... ) 
-n -n 

wobei wir den Integrationsbuchstaben mit z bezeichnet haben, urn im 
folgenden eine Verwechselung mit der Veranderlichen x zu vermeiden. 
Fuhren wir diese Werte in (1) ein, so ergibt sich zunachst 

+n 

91,. (x) = 21n f 1 (z) dz + 
-n 

,,+n +n 

+ ~.2; (cQsvx f I(z) cosvzdz + sin vx f fez) sin vZdZ) , 
1 -n -n 

und da hillsichtlich der Integration nach z die Faktoren cos v x und 
sin v x konstante GraBen sind, kpnnen Wir sie unter die Integralzeichen . 

21· 
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ziehen. Wir erhalten damit 
+n .. +n 

If .. (x) = 21" f f (z) dz + -;-2 f f (z) (cos vz cos vx+ sin vz sin vx) dz 
-n 1 -n 

+n .. 

= ~ f f(z) C + l] cosv(z -x)) dz. 
-n 1 

Damit ist die Naherungsfunktion If .. (x) als ein bestimmtes Integral 
dargestellt, wobei x ein Parameter im Integral ist, der fur die Ausfuh­
rung der Integration nach z als Konstante anzusehen ist. Die Darstellung 
wird fUr unsere Zwecke brauchbarer, wenn wir statt z die neue Inte­
grationsveranderliche g = z - x, dg = dz einfUhren. Die Grenzen des 
"transformierten Integrals sind (-1& - x) und (+ 1& - x). Da aber der 
Integrand die Periode 2 n besitzt, so konnen wir statt des Integrations­
intervalles (- n - x) bis (n - x) auch das Integrationsintervall (- 1&) 
bis (+ 1&) wahlen (vgl. S. 4031), d. h. fur die Integration na.ch ~ die 
alten Grenzen beibehalten. Danach erhalt jetzt If .. (x) die Forrp 

+n .. 

1f1l(x) = ~ f f(g + x) C + l]cosvg)dg. 
-n 1 

Die im Integrationsintervall stetige Funktion .. 
(4) Gn(~)= ~ +2cosv~, 

1 

die fUr ~ = 0 den Wert 
(4a) Gn(o) = ! (2n + 1) 

annimmt, laBt sich fUr ; =+= 0 noch einfacher schreiben. Multiplizieren 

wir namlich die Summe mit sin ; , so konnen die Sinusprodukte in be­

kannter Weise (vgl. S. 387) in Differenzen umgeformt werden. Es gilt 
also im ganzen Intervall mit Ausnahme des Nullpunktes: 

11 .. 

~- (1 + 22 cos v~) = --:--r [sin .( + .2 2 sin i. cos v;] 
2 2sm ~ 2 _ 2 

1 2 ~-l 

n 

;~~~ J. [sin ; + ?l (sin ~" :- 1 ~ - sin 2" ;- 1;)] 
2 ,.-

und man erkennt, daB sich in der Klammer alle Glieder bis auf eines 
zerstoren, daB also 

(4b) 

sin 2n + 1 ~ 
1 2 

Gn(~) = 2--~l:-
sin~ 

2 
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ist. Die durch (4a) und (4h) erklarte Funktion wollen wir im folgenden 
kurz Sinusquotie.nt nennen1• Damit haben wir fUr die Naherungsfunk­
tionrp .. (x) die iibersichtliche Darstellung 

+n 

rp .. (x) = 21nJ I(x +~) O" .. (~) d~ 
-n 

gewonnen. Zerlegen wir das Integral in zwei Bestandteile, indem wir 
erst von -7t bis 0, sodann von 0 bis + 7t integrieren, und ersetzen wir 
hier im ersten Bestandteil ~ durch -~, so folgt leicht 

n n 

(ta) rp .. (x) = 2in J I(x -~) O"n(~) d~ + i.!;; J f(x +~) O"nm d~. 
o 0 

Nun laBt sich auch die Abweichungsfunktion 

R ( ) _ 1(% + 0) + 1(% - 0) ( ) 
.. x - 2 -rp .. X 

selbst durch bestimmte Integrale der gleichen Gestalt darstellen, denn 
integriereri wir den Sinusquotienten von 0 his 7t, so erhalten wir nach (4) 

n 

S O"n(~) d~ = 7t, 

o 

da fiir jedes v das Infegral von cos v~, iiber cine volle Periode erstreckt, 
verschwindet. Also wird 

n 

/(x + O)~ I(x - 0) = 21n J U(x + 0) + I(x - 0)] O"n (~) d~, 
o 

und wir erhalten, wenn wir hiervon den Ausdruck (t a) subtrahieren, 
n 

(3 a) R .. {x) = 2inJ (f(x+O)-f(x+~)] O"n m d~ 
o 

n 

+ inS (f{x-O)-/(x-mO"n(~) d~, 
o 

eine Darstellung, die auch fUr solche Sten~ gilt, an denen I(x) un­
stetig ist. 

19, 42. Das Verhalten des Sinusquotienten. Die heiden Integrale, die 
in (3a) auftreten, sind von gleichem Typus. Der Sinusquotient erscheint 
multipliziert mit einer Funktion g(~), die fUr ~ = 0 den Wert Null 

1 DaB in der Tat lim a" (~) =2 n + 1 ist,folgtauchausder auf S.370abgeleiteten 
~-o 

. . sin Gt 
Glelchung hm --= 1 . 

.. -+0 Gt 
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annimmt. Wir haben nun zu zeigen, daB der absolute Wert eines Inte­
grals der Gestalt 

'" f g(e) <Tn (e) de 
o 

unter der Voraussetzung, daB 

g(O) = 0 

ist, durch hinreichend groBe Wahl der Zahl n unter jede vorgegebene 
positive Zahle herabgedrtickt werden kann. Die Moglichkeit dieses Nach­
weises beruht darauf, daB der Sinusquotient den Charakter einer ab­
klingenden Schwingung hat. 

Urn dies einzusehen, verfolgen wir von e = 0, <Tn (0) = 2n + 1 
den Wert des Sinusquotienten mit wachsendem e in dem Intervall 
o < e < n. Er hat tiberall Nullstellen, wo der Zahler verschwindet, 

II:I b h t 1 f" 2 n + 1 t d h f" onr51 a gese en von s- = 0, a so ur -2-"'= en, . . ur 

(e = 1, 2, ... n) . 

1m tibrigen verlauft der Sinusquotient in dem Streifen der 
(;,1})-Ebene, den die beiden Kurven 

1} = ±1 
. ~ 

Sln-
2 

e abgrenzen, da der Za.hler stets zwischen 
-P...L-I-~- (+ 1) und (-1) bleibt. Die Breite jeder 

einzelnen Halbschwingung ist 2:: 1 

(Abb. 138). 
In zwei aufeinanderfolgenden Halb­

schwingungen haben die Ordinaten entgegengesetztes Vor­
zeichen, und ihr absoluter Betrag ist in der folgenden kleiner 
als in der vorhergehenden. 

Wir sahen oben, daB der Flacheninhalt unter dem Sinus­
Abb.138. quotienten ganz unabhangig von der Nummer n den Wertn 

besitzt. und veranschaulichen uns das leicht an der Figur. 
Ftir groBe Werte von n wird die erste Halbschwingung sich mehr und 
mehr einem rechtwinkligen Dreieck annahern, dessen Katheten die 

Langen (2n + 1) und 2:: 1 besitzen, so daB der zugehorige Flachen­

inhalt sich mehr und mehr dem Werte n nahert. 1m tibrigen Verlauf 
der Kurve heben sich je zwei aufeinanderfolgende Halbschwingungen 
angenahert auf, so daB sich der gesamte, auf die erste Halbschwin-
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gung folgende FHicheninhalt mit wachsender Nummer n mehr und 
mehr der _Null nahert. Der gesamte Flacheninhalt unter dem Sinus­
quotient en stimmt fiir wachsendes n immer mehr mit dem Inhalt der 
erst en Halbschwingung iiberein. 

Wir gewinnen in diese Verhaltnisse genauen Einblick. wenn wir im 
Innern des Integrationsintervalls eine beliebige Stelle (1. annehmen und 
uns davon iiberzeugen. daB die Limesgleichung 

'" 
( 5) lim J an(~)d~=O 

n----+oo ex 

gilt. Hierzu suchen wir fUr jede Nummer n die erste auf die Zahl (1. 

folgende N ullstelle von an (~) auf und nennen sic ~n- Die so erhaltene 
Zahlenfolge gv g2' ... hat den Grenzwert (1.. Das Integrationsintervall 
von (1. bis n zerlegen wir in die beiden Teilintervalle {(1., gn) und 
(gn' n). Fiir das erste Teilintegral haben wir die Abschatzung 

<n 

J a (g) d ~ < _1 __ (g - (1.) < _1 -~ ~ 
n - . c;; n . C;; 2n + 1 . 

'" Sill 2 Sill -2-
(Sa) 

Fiir das zweite Teilintegral ergibt sich aus dcm Vcrlauf der Kurvc, 
die den Charakter einer abklingenden Schwingung besitzt, daB der ab­
solute Betrag des Integralwertes klcincr ist als die absolute GroBe des 
Flacheninhaltes der erst en auf ~ = gn folgenden Halbschwingung 1 : 

J
:. 2n + 1 /: I 
sln-2-· ' ----dgl < • 1 

sin - ~ 
~n 2 , 

2" <n+- ---

I I 52 '1+1. 2n+ll=dl:j < --- SIn - c:; c:; , 
. ~.. 2 

SIn -2- ~n 

und dafiir konnen wir wegen g n > (1. schreibcn 

(5b) 

Da nun die Schranken der beiden Integralc (5 a) und (5 b) mit n --'>- 00 

nach Null streben, so gilt die behauptete Limcsgleichung, und zwar un­
abhangig von der Lage der Stelle (1. im Innern des Intervalls (o n). 
Andererseits sahen wir, daB das von 0 bis n erstreckte Integral 
des Sinusquotienten den Wert n besitzt, und da dies unabhahgig 

1 Vgl. die Ausfiihrungen tiber alternicrcndc Reihcn (5.327). 
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von n gilt, so konnen wir daraus in Verbindung mit der letzten Formel 
schlieBen, daB die Limesgleichung 

a: 

lim f CTn(~)d~ = n 
n-)oro 0 

besteht. 
Es ist flir dasFolgende zweckmaBig, das Resultat noch etwas zu ver­

allgemeinern, indem wir den Sinusquotienten mit einer stetigen Funk­
tion h (~) multiplizieren, die im Intervall von 0 bis n nicht negativ und 
monoton nicht zunehmend ist. Die Kurve 

_ h (t~ (t) _ h (;) . 2 n + 1 t Y - <;1 CTn <; - --:-~ SIll -2- <; 

Sln--
2 

hat ebenso wie die Kurve des Sinusquotienten den Charakter einer 
abklingenden Schwingung und verlauft zwischen den Hilfskurven 

?]=± h(;) 
. ; 

Sln--
2 

hin und her. Wenn wir die obigen Oberlegungen Schritt fiir Schritt 
wiederholen, so erhalten wir die Ungleichung 

" f h (a) rl 2 n 4 ] 
h(~)CTnWd~ <~ 2n+l+2n+l' 

Sln­
a: 2 

aus der sich die Limesgleichung 

" (6) lim f h(~) CTnW d~ = 0 
n-+ co a. 

ergibt. Wenn wir weiter fiir dieses ot den Flacheninhalt 

aufsuchen, so folgt in der gleichen Weise wie friiher, daB dieser Flachen­
inhalt kleiner (oder hOchstens gleich) ist dem Flacheninhalt der ersten 
Halbschwingung. In der ersten Halbschwingung ist aber der Sinus­
quotient iiberall positiv. Daher vergroBern wir das Integral, wenn 
wir die mit wachsendem ~ abnehmende Funktion h (~) im ganzen In­
tegrationsbereich durch ihren GroBtwert h (0) ersetzen. Es wird also 

2n 2n 

und da die erste Halbschwingung des Sinusquotienten ganz im Innern 
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des Reehteeks der Breite 2 ~: 1 und der Hohe 2n + 1 liegt, so folgt 

ex 

(7) 0< I h(~) a,,(~) d~ < 2nh(0). 
u 

Dasist cine Abschatzungsformcl, die fUr un sere Zwecke von grund­
legender Bedeutung ist 1. 

19.43. Abschatzung des Restes. Nach diesen Vorbereitungen konnen 
wir unsere Aufgabe, die Abweichungsfunktion 

R" (x) = f (x) - cp" (x) 

abzuschatzen, in Angriff nehmen. Diese setzt sich nach (3 a) S. 421 aus 
zwel Integralen der Form 

n; 

(8) I" = I g(~) a,,(~) d~ 
o 

zusammen, worin fiir die Funktion g (~) eimnal: 

(Sa) g(~) = 2~[t(x + 0) -/(x + m, 
das andere Mal 

(8b) 
1 

g (~) = -- [t (x - 0) - / (x - m 
2;'1; 

zu setzen ist, so daJ3 in beiden Fallen 

(8 e) 

wird. 

g(O) = 0 

Von der Funktion g(~) verlangen wir auJ3er dem Bestehen der 
Gleiehung (8e) noeh, daJ3 sie im abgesehlossenen Intervall 0 < ~ < n 
stetig 2 sein soIl und in diesem Intervall nur endlich oft GroBt- oder 
Kleinstwerte annimmt. Zerlegen wir nun das Integral (8) im Sinne der 
A usfUhrungen von 19, 42: 

ex n: 

1ft = I g(~) a" (~)d~ + I g(~) an(~)d~. 
o ex 

so konnen wir auf Grund der eben gemachten Voraussetzung den Teil­
punkt (X so nahe an die Stelle ~ = 0 heranriieken, daB g (~) im Intervall 
o < ~I< (X .monoton verlauft. Wegen 

g(~) = g(IX) + [g(~) - g(IX)] 

crhalten wir dann fUr das erste Integral die Abschatzung 
ex ex ex 

I I g(~) an (~)d~ I s;: I g (IX) II an (~)d~ + I I g(~) - g (IX) i a,,(~)d~ . 
o u 0 

1 Sie gilt auch ftir h W == 1. 
2 Die Stetigkeitsvoraussctzung wird weiter unten noch gcmildert. 
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Da die Funktion I g (~) - g (oc) I aIle in 19, 42 tiber h (~) gemachten 
Voraussetzungen erfUllt, kann hierin auf beide Integrale die Abschat­
zungsformel (7) (auf das erste mit h (~) = 1) angewandt werden. Bei 
Beachtung von (8c) erhalt man: 

IX 

(9) If g(~) <T,,(~)d~jl :::;: 4n g(oc). 
o 

Urn die Ergebnisse von 19,42 auch auf das von oc bis n erstreckte 
Integral anwenden zu konnen, fassen 
wir (das ist wegen der vorausgesetzten 
endlichen Anzahl von GroBt- und 

~ KleinS±werten stets moglich) g (~) als 
Dberlagerung zweier monotoner und im 
Intervall 0 < ~ ::::: n stetiger Funktionen 
gl (~). und g2 (~) auf, deren erste nicht 
abnimmt, wahrend die zweite nicht zu­
nimmt. Fur gl (~) nehmen wir die 

e Stucke der Kurve g(~) aus den Teil­
intervallen, in denen g (~) wachst, und 
reihen sie aneinander, wie es Abb. 139 
zeigt, d. h. wir halten in den Inter­
vallen, in denen g(~) abnimmt, die 
Funktion gl (~) konstant gleich dem Wert, 

-+--.I..,~--+--t--+-t--;e- mit dem sie in das betreffende Intervall 
eintritt. Ebenso nehmen wir die ab­
steigenden Teile der Funktion g(~) und 

Abb.139. reihen sie mit Einschaltung horizontaler 
Stucke zu einer stetigen, monoton nicht 

zunehmenden Funktion g2 (~) zusammen. Es gilt dann 

Setzt man nun 
g(~) = glm + g2(~)' 

gl (~) = gl (n) - hi (~) , 
g2m = g2(n) + h2(~)' 

so erfillien hi (~) und h2 (~) wieder die Voraussetzungen uber die Funk­
tion h (~) (S. 424). Dann wird: 
;>t :rr;>t 

f g(~) <Tn (~)d~ = [gl (n) + g2(n)] f <Tn(~)d~ - f hi (~) <Tn (~) d~ + 
IX IX IX 

;>t 

+ f h2 (~) <Tn (~)d~ . 
IX 

Hieraus folgt auf Grund der Limesgleichungen (5) und (6): 
;>t 

(10) lim f g(~) <Tn(~) d~ = O. 
n-»co a. 
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Wir konnen nachtraglich leicht auch den Fall einbeziehen, daB die 
Funktion g (~) im Intervalle von 0 bis Jt endlich viele Sprungstellen 
von der.Hohe Ce (e = 1, 2, ... , p) aufweist. Durch Wahl eines hin­
reichend kleinen rJ. kann immer erreicht werden, daB in das Intervall 
(0, rJ.) keine solche Sprungstelle fiillt, so daB diese nur bei der Integra­
tion von rJ. bis Jt zu berucksichtigen sind .. Dann fassen wir g (;) 
auf als Dberlagerung einer Funktion y (~), die stetig ist. und einer 
Funktion cp(~), die die gleichen Un- g(~) 
stetigkeiten wie g (~) aufweist, aber 
zwischen den Unstetigkeitsstellen 
konstant bleibt, wie es die Abb. 140 
zeigt: 

g(;) = y(;) + cpc;). 

Da nun 
:rr: p " f cp(;) (Jnc;) d; = 1}cef (In(;) d; 

~ 1 ~e 

ist und mit Rucksicht auf (5) 
:rr: 

lim I (Jnc;)d; = 0 
n .... oo 1;/1 

gilt, so bleibt die Limesgleichung 
(10) bestehen. e 

Wir konnen nun den Nachweis Abb.I40. 

fUhren, daB das Integral (8) fUr 
n -- 00 den Grenzwert Null besitzt. Fur den ersten Teil hatten wir die 
Abschatzung (9) gewonnen, die uns ermoglicht, durch Wahl eines 
hinreichend kleinen rJ. den Absolutwert dieses Integrals unter eine be-

liebig vorgegebene positive Schranke ~ herunterzudrucken, da die FlHlk­

tion g (;) bei ; = 0 rechtsseitig stetig ist und g (0) = 0 ist. Auf 
Grund der Limesgleichung (10) konnen wir danach eine Nummer N an­
ge~en, so daB fUr aIle n > N der Absolutbetrag des zweiten Teilintegrals 

ebenfalls kleiner als ~ wird. Also gilt: 

n ~ n 

iI g(;)(Jn(~)d;1 < II gc;)O'n(;)d;i + II g(;)O'n(;)d;1 < e. 
o 0 ~ 

Die Differenz un serer Profilfunktion und der trigonometrischen 
Naherungsfunktion stellte sich nach (3a) fUr eine feste Stelle x als Summe 
zweier Integrale der Form (8) dar. Wir erkennen daher, daB fUr alle Funk­
tionen t (x), die in dem Periodenintervall endlich bleiben, nur endlich viele 
U nstetigkeitsstellen besitzen und auch nur endlich viele Grol3t- und Kleinst-
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. " I(x+o} +/(x-o} 
werte aufwelsen, dIe Abwelchung R,,(x) = 2 -tp,,(x) 

an jeder Stelle des Periodenintervalls absolut genommen beliebig klein 
gemacht werden kann, sofern nur die Nummer der Naherungsfunktion 
geniigend groB gewahlt wird l . Man sagt in diesem Fall: Die Funktion I (x) 
wird durch die Fouriersche Reihe dargestellt, und schreibt 

(11) I (x) = ;0 + (al cosx+bl sin x) + (a2 cos 2x + b2 sin 2x) + .... 

Es sei bemerkt, daB bei diesem auf DIRICHLET zuriickgehenden Beweis 
keine Voraussetzungen iiber die Differenzierbarkeit der Funktion I(x) 
erforderlich sind. Setzt man stiickweise Differenzierbarkeit voraus, so 
laBt sich der Beweis einfacher erbringen2• Die fortschreitende Entwick­
lung der mathematischen Wissenschaft hat inzwischen dazu gefUhrt, 
das Problem in einen viel weiteren Fragenkreis einzuordnen, fUr dessen 
Behandlung neuartige Begriffe und Methoden herausgearbeitet sind3• 

1 Dber Verallgemeinerungen der Voraussetzungen vgl. v. MANGOLDT-KNOPP: 
Einfiihrung in die Hohere Mathematik (7. Auf!.) Bd.3 S.515. 

2 Vgl. R. COURANT: Vorlesungen iiberDifferential-Integralrechnung Bd.1 S.367. 
3 Eine geschlossene Darstellung dieses Fragenkreises findet man in COURANT­

HILBERT: Methoden der Mathematischen Physik (2. Auf!.) Bd. t Kap. II. 



SchluBhemerkung. 
Wir sind in dieser Vorlesung nach dem Grundsatz verfahren, unter 

B.eschrankung auf den Bereich der reellen Zahlen die wichtigsten Funk­
tionen und Funktionenklassen in systematischer Gliederung zu behan­
deln und zugleich ihre Bedeutung fUr die Beschreibung von Naturvor­
gangen darzulegen. Diese besondere Art des Aufbaues konnte nicht ohne 
EinfluB auf die Auswahl des Stoffes bleiben. Wahrend beispielsweise das 
Kapitel tiber die Fourierschen Reihen, das nicht zum Stoff des ersten 
Teils·der EinfUhrungsvorlesung zu gehoren pflegt, den nattirlichen Ab­
schluB der begonnenen Linie bildet, hatte sich andererseits etwa die 
Geometrie ebener Kurven (Bogenlange, Krtimmung) nicht zwanglos 
einfUgen lassen, weil bei all unseren Betrachtungen Kurven nur die Be­
deutung von Schaubildern fUr funktionale Zusammenhange besaBen und 
wir dementsprechend maBgeometrische Betrachtungen bewuBt in den 
Hintergrund haben treten lassen (vgl. S. 16/17). (Wo sie tiberhaupt ein­
gefUhrt worden sind (§ 10, § 16-17), gehOrten sie dem Gebiet der Ele­
mentargeometrie anund waren im Grunde nur Mittel zum Zweck einer 
Vereinfachung der Sprechweise.) Wir werden auf diese Dinge im zweiten 
Band eingehen, wenn wir in der Vektorrechnung das geeignete Mittel 
zur Darstellung geometrischer Zusammenhange entwickelt haben 
werden. 
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_. weiter siehe DifferAntiation 
Taylorsche Entwicklung (vgl. Reihen-

entwicklung) 321 
Reihe 326 
Satz flir ganze rationale Funktionen 
81 

Teilbruchzerlegung (Partialbruchzerle-
gung) 226-28. 298-306 

Teilfolge 129 
Torus (Ringkorper). Rauminhalt 363 
-. Tragheitsmoment 388 
Tragheitsmoment (Flachentragheits-

moment) eines Rechtecks' 43-45. 
52-53 
axiales 72 
polares 72 
Ringkorper 381> 

Transzendente Funktion 1 5~. 185 
Trapezprofil 412 
Trapezregel 313 
Trennung der Veranderlichen 259-6-1. 

285-86 
Trigonometrische Funktionen siehe 

Kreisfunktionen 
- Integrale 380-390 

Oberlagerung von Schwingungen bei 
gleicher Frequenz 395-97 

- - bei verschiedener Frequenz 397 
bis 400 

Uberlagerungsprinzi p (Summenregel). 
Integralrechnung (Flacheninhalts­
bestimmung) 56-59 
Differentialrechnung (Steigungsbe­
stimmung) 65-67 

Umkehrfunktion 140 
28* 



436 Sachverzeichnis. 

Umkehrfunktion der Funktion In x 190, 
siehe auch Exponentialfunktion 

Umkehrregel der Differentialrechnung 
210, 266 

Umkehrung einer monotonen stetigen 
Funktion 140 
der In-Funktion 190 
des Arcustangens 245 
des Arcussinus 367 
des Areasinus 374 
der Kreisfunktionen 373 
der Hyperbelfunktionen 377 

Umordnung 83-84 
Unbestimmte Koeffizienten, Methode 

der 99, 300 
Uneigentliches Integral 220, 334 
Unendlich (00) 120, 144 
- kleine GroBen 328 
Unendliche Reihe 122, 164 
-, alternierende Reihe 173, 232 
UngleichmaBige Annaherung 161, 232 
Unstetigkeit, Sprungstelle 134 
-, Pol 144, 217, 223 
Untere Grenze 13 7 

Variable 15 
Veranderliche, abhangige und unabhan-

gige 15 
Verbesserungsfunktion siehe Rest 
Verzinsung, stetige 192 
Verzweigungspunkt einer Funktion 330 
Vieldeutigkeit der Funktion arc tg ;r 247 

Vieldeutigkeit der irrationalen Funk-
tion 330 

- arc sin x 366 
Vielfachheit von Nullstellen 90 
- von Interpolationsstellen 312 
Vollstandige Induktion 74-77 

WEIERSTRASS 136, 328 
-, Satz von 137 
WeierstraBscher Ha ufungsstellensa tz 

126 
Wendepunkt 63, 68 
Wendetangente 63 

Zahlen, irrationale 23 
-, rationale 23 
Zahlenfolgen 11 7-31 
-, Beschranktheit 118 

Divergenz 119 
Grenzwert 1 f9 
Konvergenz 119 
Teilfolge 129 

Zeitkonstante 214, 216 
Zustandsanderung, adia ba tische 209, 3 34 
-, isotherme 146 
-, polytropische 209 
Zweige einer Funktion 330 
Zwischenwertsatz, BOLzANound WEIER-

STRASS 139 
Zyklometrische Funktion siehe Arcus­

Funktion 
Zylinderhuf 60 
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