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Vorwort.

Im Herbst 1940 entschloB sich G. PRANGE zur Herausgabe seiner
mathematischen Einfiihrungsvorlesung. Ihren charakteristischen Zug
erhilt diese Vorlesung durch eine enge Verkniipfung der mathemati-
schen Uberlegungen mit physikalisch-technischen Fragestellungen, die
einen fiir den kiinftigen Naturwissenschaftler und Ingenieur besonders
geeigneten Zugang zu den begrifflichen Grundlagen der Infinitesimal-
rechnung erschlie3t.

Der vom Verfasser folgerichtig eingehaltene Grundsatz, mathe-
matische Begriffsbildungen erst dann einzufithren, wenn es zwanglos
moglich ist und wenn der Leser ihre Notwendigkeit oder die damit ver-
bundenen Vorteile einsehen kann, fithrt zu einer Darstellung, die in
mancher Hinsicht von der iiblichen stark abweicht. Beispielsweise wird
der Begriff des Differentials und die damit verbundene Schreibweise
der Ableitung und des Integrals erst verhdltnismiBig spat eingefiihrt,
da die Begriffe Flicheninhait und Steigung bei den ganzen rationalen
und auch bei den einfachsten gebrochenen rationalen Funktionen sich
ohne diesen Formalismus sehr einfach behandeln lassen. Erst bei der
Begriindung der Substitutionsmethode ergibt sich fiir den Leser zwang-
los die Einfithrung der neuen Symbolik. Der Leser lernt aber nicht erst
auf Seite 265 das Integrieren und Differenzieren, wie ein fliichtiger
Blick in das Inhaltsverzeichnis befiirchten 1if3t.

i Ahnlich verhilt es sich mit dem Prinzip der Reihenentwicklung, das
dem Leser schon sehr bald nahe gebracht wird, und zwar in der Form:
Zerlegung einer vorgelegten Funktion in eine ganze rationale Naherungs-
funktion und eine Verbesserungsfunktion (Rest). Der Verfasser verzichtet
bewuBt darauf, das Rechnen mit unendlichen Reihen (Differenzieren,
Integrieren usw.) in der iiblichen Weise gesondert zu behandeln, weil
er den Anfinger dazu erziehen will, bei allen Entwicklungen den Rest
,,mitzunehmen‘‘. Da dies bei den einfachen Funktionen, die in der mathe-
matischen Einfithrungsvorlesung behandelt werden, keine Schwierig-
keiten bietet, so eriibrigen sich in diesem Rahmen die Uberlegungen
iiber das Rechnen mit Potenzreihen, die dem Verstindnis des Anfingers
erfahrungsgemiB groBe Schwierigkeiten bereiten und oft mehr Schaden
als Nutzen bringen. In der ganzen Vorlesung behilt er das formal um-
standlichere, aber begrifflich einfachere Rechnen mit Niherung und Rest
bei, das die neueren Autoren auch erst bei der Ableitung der binomischen
Reihe aufzugeben pflegen, um die hier etwas mithsame Abschitzung
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des Restes zu vermeiden. Da aber der Begriff der gleichmiBigen und
ungleichmiBigen Anniherung an Hand der gegebenen Entwicklungen
sorgfiltig herausgearbeitet wird, so fehlt dem Leser nichts zum Ver-
stindnis. einer modernen Darstellung der Reihenlehre.

Die Grundlage des Buches bildet eine auBerordentlich umfangreiche
Niederschrift der Vorlesung, die Herr Studienassessor H. THIELE (Han-
nover) nach den Manuskripten des Verfassers in langjihriger, ent-
sagungsvoller Arbeit hergestellt hat. Ihm gebiihrt an’ dieser Stelle der
erste Dank.

Da G. PrRANGE sehr bald nach dem AbschluB des Vertrages mit dem
Springer-Verlag erkrankte, war es ihm nicht mehr méglich, mit der Uber-
arbeitung des Manuskriptes zu beginnen. Es liegen also keine Anhalts-
punkte dafiir vor, wie er sich die Kiirzung der auBergewéhnlich breit
gehaltenen ersten Niederschrift gedacht hatte. Als mir der Verlag die
Herausgabe antrug, sah ich die groBe Schwierigkeit dieser Aufgabe
darin, eine Kiirzung im Verhiltnis 2,5 zu 1 durchzufiihren, ohne den
Aufbau und Charakter der Prangeschen Darstellung zu zerstéren und
ohne wesentliche Abschnitte ganz fortzulassen. Durch eine straffere
Gliederung der Darstellung, bei der es sich als notig erwies, einzelne
Abschnitte neu zu fassen, hoffe ich, die Form gefunden zu haben, die
dem Verfasser vorschwebte.

Bei dieser Arbeit hat mir mein Assistent, Herr H. EPHESER, durch
kritische Bemerkungen und wohldurchdachte eigene Vorschlige wert-
volle Hilfe geleistet. Ich danke ihm herzlich fiir seine ausgezeichnete
Mitarbeit.

In der vorliegenden Darstellung konnten zahlreiche Anregungen
beriicksichtigt werden, die Herr F. ScHOBLIK (Briinn) beim Lesen der
Korrekturen gab. Ich bin ihm sowie den Herren H. SCHAFER (Braun-
schweig) und R. WEYRICH (Briinn) fiir freundliche Ratschlige zu Dank
verpflichtet.

Der Verlag hat in bekannter GroBziigigkeit trotz der erschwerten
Umstinde das unverzogerte Erscheinen dieses Bandes erméglicht und
ihm die beste Ausstattung gegeben. Die Drucklegung des zweiten Ban-
des, in dem die Funktionen mehrerer Verinderlicher einschlieBlich der
Vektorrechnung behandelt werden, ist fiir das nichste Jahr in Aussicht
genommen.

Das Buch soll die Widmung tragen, die der Verfasser ihm mitgegeben
hitte.

Briinn, April 1942. v. KOPPENFELS.
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Einleitung.

Die Darstellung der Integral- und Differentialrechnung in dieser
Vorlesung verfolgt das Ziel, die mathematischen Denkmittel zu ent-
wickeln, die sich einerseits fiir die wissenschaftliche Erforschung der
Natur in der Physik und den ihr verwandten Zweigen der Natur-
wissenschaft und andererseits fiir die Beherrschung der Natur in der
wissenschaftlichen Technik als unentbehrlich erweisen. In dieser Ziel-
setzung kommt ein grundsitzlicher Unterschied gegeniiber dem Mathe-
matikunterricht, wie ihn die hoéhefe Schule bietet, zum Ausdruck.
Um diesen Unterschied klar herauszuarbeiten, wollen wir uns zunichst
das Unterrichtsziel, dem unsere heutige héhere Schule nachstrebt, ver-
gegenwirtigen.

Als Idealziel des Unterrichts stellen sich die deutschen héheren
Schulen die universelle Entwicklung der menschlichen Geisteskrifte,
ohne daB dabei die eine oder andere Seite bevorzugt werden soll.
Alle Typen der hoheren Schule lehnen es ab, fiir einen bestimmten
Beruf vorzubereiten und stellen als Ziel die Allgemeinbildung des
Schiilers hin. Wenn auf den einzelnen Schulgattungen die Lehrgegen-
stinde verschieden gewihlt werden, so soll damit nur der spezifischen
Begabung des Schiilers Rechnung getragen werden, um jeweils auf dem
fiir ihn angemessenen Wege seine formale Durchbildung um so sicherer
zu erreichen. Alle Schulgattungen sind sich dabei, sosehr sie sonst
auseinandergehen, dariiber einig, daB ohne eine eingehende Beschif-
tigung mit der Mathematik dieses Ziel nicht erreicht werden kann.
Fragen wir nach den Griinden hierfiir, so werden wir gleichzeitig Wesen
und Ziele der Schulmathematik vor Augen haben.

Am einfachsten erhalten .wir eine Antwort, wenn wir dén histo-
risch #ltesten Typ unserer Schulgattungen, das humanistische Gymna-
sium, betrachten. Der Leitgedanke dieses Schultyps ist- der, iiber die
Sprache in" die Kultur des klassischen Altertums einzudringen und
durch Betrachtung der einfachen und durchsichtigen Erscheinungen
der Kulturentwicklung von Hellas und Rom den Schiiler das Verstind-
nis fiir die soviel kompliziertere Kultur seiner derzeitigen Umwelt ge-
winnen zu lassen. Warum beschiftigt man sich da auf dem humanisti-
schen Gymnasium so ausfithrlich mit der Mathematik? Keineswegs
deshalb, weil sie geeignet wire, das Versténdnis fiir die technische Seite
der Kultur des Altertums und ihre Bedeutung im Rahmen der Gesamt-
kultur zu erschlieBen. GewiB hat fiir die antike Kulturwelt auch die

Prange - v. Koppenfels, Integral. u. Differentialrechnung I. 1



2 Einleitung.

Technik ihre groBe Bedeutung gehabt, aber die Zeit des Neuhumanis-
mus, die das humanistische Gymnasium schuf, hat gerade diese Seite
der antiken Kultur mehr oder weniger bewuBt iibersehen. Ihre ver-
hiltnismiBig so bedeutende Stellung im Lehrplan dieser vorwiegend
sprachlich eingestellten Schulgattung verdankt die Mathematik viel-
mehr der Uberlieferung, daB Prato die Mathematik als unerliBlich
fir die Ausbildung des menschlichen Geistes angesehen habe. PLATOS
Mahnung: ,,Mndsic ayewuéronros eiditw!” tber dem Tor seiner
Akademie fordert freilich die mathematische Ausbildung nicht als Selbst-
zweck, sondern sie soll gleichsam die Vorbereitung fiir das Eindringen
in die Philosophie PLATOS, die Ideenlehre, sein. Niemand, so will er sagen,
konne diese verstehen, der nicht durch die Schule der Mathematik ge-
gangen sei, und in der Tat hat ja die Platonische Ideenlehre mit ihrer
Umbildung des Allgemeinbegriffs zum Idealbegriff im mathematischen
Denken ihre Wurzel. Die ,,Ideen‘‘ der Platonischen Philosophie stehen
zu den ihnen zugehorigen wirklichen Dingen der Welt in dem gleichen
Verhiltnis wie die Begriffe der Geometrie zu den Dingen unserer Um-
welt, die zu ihrer Ausbildung AnlaB gegeben haben, z. B. wie der geo-
metrische Begriff der geraden Linie zu einer mit dem Zeichenstift -auf
dem Papier gezogenen Geraden. Sollte die Geometrie diese Aufgabe
einer Hilfswissenschaft fiir die Platonische Philosophie erfiillen kénnen,
so muBte sie freilich von den Problemen des praktischen Lebens los-
gelést. und zu einem reinen Begriffssystem umgestaltet werden. So ist
es in der Tat Plato gewesen, der, sowenig er Fachmathematiker war,
den Antrieb zu der systematischen Darstellung der mathematischen
Erkenntnis gab, wie sie sich (gegen 300 vor Christus) in den Elementen
des EUKLID auskristallisiert hat. Hier ist' jede Beziehung zu den Anwen-
dungen abgestreift, und zwar so weit, daB die geometrischen Konstruk-
tionen des EUKLID fiir Zwecke des praktischen Konstruierens auf dem
Zeichenbrett kaum brauchbar sind. Dafiir erhilt der logische Aufbau
des Systems eine uniibertreffliche Darstellung. Der Neuhumanismus
dachte folgerichtig im Sinne PLATOS, wenn er diese ,,Euklidische* Geo-
metrie an den Anfang des mathematischen Unterrichts in den Schulen
stellte, wenngleich sie bei den' hohen Anspriichén, an die Abstraktions-
fahigkeit des Schiilers kaum als' zweckmiBiger Lehrgegenstand auf der
Unter- und Mittelstufe der Schule gelten kann.

GewiB ist die Euklidische Geometrie heute nicht mehr der alleinige
Gegenstand des mathematischen Unterrichts, aber auch fiir die anderen
mathematischen Stoffgebiete, die die Schule behandelt, ist der Geist
der Euklidischen Geometrie richtunggebend geblieben. Man konnte
meinen, das hitte anders werden miissen, als man neben dem humanisti-
schen Gymnasium die anderen Schultypen ,realer’ Tendenz entwickelte.
Denn die Errichtung dieser ,,Realschulen’’ habe doch unter anderem auch
den Sinn gehabt, die Mathematik aus ihrem Zusammenhang mit den
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Problemen des praktischen Lebens'auf der Schule begreifen zu lehren.
Indessen behielt man auch hier im wesentlichen die gleiche: Form
des mathematischen Unterrichts bei. Der Hauptgrund hierfir mag
der sein, daB man auch bei den ,,realen’ Anstalten an dem formalen
Ziel der ,,allgemeinen Bildung'* festhielt und dem mathematischen
Unterricht nach wie vor die Schulung des logischen Denkens als Auf-
gabe zuwies.

So kommt es, daB der Absolvent einer deutschen hoheren Schule
vielfach kaum etwas davon wei3; daB die Griechen neben der ,,syste-
matischen’* Mathematik, die heute losgelést von den Zwecken der An-
wendung in Naturwissenschaft und Technik rein als Selbstzweck da-
steht, noch eine andere Art, Mathematik zu treiben, kannten, eine Ma-
thematik, die in lebendiger Fithlung mit dem praktischen Konstruieren
und- Rechnen stand. Von dieser sind uns auch nur verhiltnismiBig
wenige Bruchstiicke iiberliefert, so z. B. die sog. ,,Heronische Dreieck-
formel’

F=Ys(s—a)(s—b)(s—c) (s=a+z+c),
die den Dreiecksinhalt aus den der unmittelbaren Messung leicht zu-
ganglichen drei Seiten des Dreiecks zu berechnen lehrt, und die in das
System des EUKLID so gar nicht hineinpaBt.

Da8 bis in die Zeit PLATOS (427—347 v. Chr.) bei den Forschern die
mathematische Wissenschaft aufs engste mit der Praxis desNaturforschers
und Ingenieurs verkniipft war, ersieht man aus einer uns iiberlieferten Be-
merkung, nach der PLATO den ihm befreundeten ARCHYTAS, einen sehr
bedeutenden Forscher der Zeit?, getadelt habe, weil er die Geometrie auf
Mechanik und Maschinenkunst angewendet und damit die Wiirde der
Mathematik ganz vernichtet habe. Nun wird gewiB eine solche Bemer-
kung ein arges MiBverstehen des groBen Denkers bedeuten, aber sie
enthilt doch den richtigen Kern, daB Plato die eigentliche Aufgabe der
wissenschaftlichen Mathematik in anderer Richtung sah. Die mathe-
matische Forschung hat das freilich nicht gehindert, hier ihre Aufgabe
im allgemeinen Rahmen weiter zu spannen. Wie bei ARCHYTAS
findet sich bei den groBen Forschern auch nach Praro meist die enge
Verkniipfung neuer mathematischer Erkenntnisse mit neuen Fort-
schritten in der Naturerkenntnis und der Naturbeherrschung, wenn auch
unter Pratos EinfluB die #uBlere Darstellung der mathematischen
Forschungsergebnisse jene Form erhielt, deren uniibertreffliches Vor-
bild die Euklidischen Elemente sind.

DaB die Griechen eine verhiltnismiBig bedeutende Ingenieurwissen-
schaft entwickelt haben miissen, ist wohl nach den Uberresten der Bau-

1 Er spielte auch als politischer Fiihrer seiner Heimatstadt Tarent eine bes
deutende Rolle.
q*
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ten des klassischen Altertums selbstverstandlich. In den iiberlieferten
historischen Schriften lesen wir andererseits viel von den GroBtaten
der Kriegsingenieure. Als Beispiel mége der Bericht fiber die Kimpfe
der sizilianischen Griechen mit den Karthagern angefithrt werden. Wir
lesen da, wie der Sieg der Griechen in der entscheidenden Schlacht dieses
Krieges (bei Akragas) dadurch errungen wurde, daB es den Griechen
mit Hilfe ihrer Wurfmaschinen gelang, die zum Angriff vorgefithrten
Kriegselefanten der Karthager auf das eigene Heer zuriickzutreiben.
Noch bekannter ist die (von der Sage ausgeschmiickte) Tatigkeit des
ARCHIMEDES {287 ?—212v. Chr.) als Kriegsingenieur, die im zweiten Pu-
nischen Kriege den langen Widerstand von Syrakus bei der Belagerung
durch die Rémer erméglichte. Auch alles iibrige, was wir vom Lebenswerk
des ARCHIMEDES wissen, offenbart uns, wie bei diesem groSten mathe-
matischen Genie des Altertums das wechselseitige Durchdringen theore-
tischer Erkenntnis und ihrer Auswirkung in der Naturerforschung, wie in
der Praxis der Technik, auf glanzvoller Hohe stand!. Wenn wir EUKLID
und ARCHIMEDES als Vertreter der beiden verschiedenen von uns skizzier-
ten Geistesrichtungen in der mathematischen Forschung und Lehre gelten
{assen, so kénnen wir sagen, daB sich die Schulmathematik, wenigstens
ihrem Wesen nach, an EUKLID orientiert hat, wihrend die Vorlesung
iber hohere Mathematik an der Technischen Hochschule sich den
ARCHIMEDES als Vorbild wihlen muB. Denn die mathematische Ausbil-
dung ist hier nicht Selbstzweck, sondern soll dazu dienen, den Techniker
fir seinen Beruf mit einem wertvollen Werkzeug auszuriisten.

Um gemiB diesem Ziel den Rahmen der Vorlesung abzustecken,
miissen wir vorab das Wesen der Ingenieurtitigkeit zu kennzeichnen
suchen. Solche allgemeinen Definitionen haben immer etwas Unbestimm-
tes an sich. Vielleicht kann man sagen, die Technik habe die Aufgabe,
die Schitze der Natur fiir den Menschen nutzbar zu machen und die
Naturkrifte in seinen Dienst zu stellen. Diese Aufgaben, die sich iibri-
gens in mannigfacher Weise durchdringen, hat der Mensch zunichst in
primitivster Weise in Angriff genommen. Wachsende Erfahrung und
damit verbunden Spezialisierung lieB die Handwerke mit der Summe
ihrer Berufskenntnisse entstehen. Eine Technik im heutigen Sinne aber
hat sich erst im AnschluB an die wissenschaftliche Erforschung der Natur-
erscheinungen entwickelt, als es gelang, die Summe der handwerklichen
Erfahrungen mit den Ergebnissen der exakten Naturwissenschaft zu
einer Ingenieurwissemschaft zu verschmelzen. Weist man der Technik

1 Zu den bedeutendsten mathematischen Leistungen des' ARCHIMEDES ge-
hort seine Berechnung des Flacheninhaltes und des Schwerpunktes des Parabel-
segmentes, die er in enger Verkniipfung mit Vorstellungen und Begriffen der
Mechanik durchgefiihrt hat (vgl. § 2, 12, S. 47ff.). Mit der Behandlung dieser und
dhnlicher Probleme, die dem Gebiet der Infinitesimalrechnung angehéren, eilte
er seiner Zeit um mehr als eineinhalb Jahrtausende voraus.
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die Aufgabe der Naturbeherrschung zu, so zeigt diese Entwicklung mit
groBter Deutlichkeit, wie richtig der alte Spruch ist:

Naturae non imperatur, nisi parendo.

Eine Beherrschung ‘der Natur 148t sich nur so erreichen, daB8 man sie
nach.ihren eigenen Gesetzen zum Wirken zwingt. DaB in der Tat tech-
nisches Schaffen nur auf der Grundlage sorgfiltigster Naturbeobachtung
moglich ist, zeigt die Geschichte an vielen Beispielen, von PYTHAGORAS
und ARCHIMEDES an bis zu LEONARDO DA ViNCI (1452—1519). Bei ihnen
allen paart sich die exakte Naturbeobachtung des Forschers mit der
schopferischen Tat des Ingenieurs.

Wenn dann auch die Naturwissenschaft selbstindig wird, sich ihre
eigenen Ziele setzt und nicht mehr bewuBt, sondern nur noch mittelbar
fiir die Fortentwicklung der Technik arbeitet!, so bleibt sie doch der
Mutterboden, in dem die technische Arbeit wurzelt. Daher sind die Leit-
gedanken, die die Forschungsmethoden der Naturwiésen§chaft bedingen,
und die Mittel des Denkens, mit denen sie ihre Einzelergebnisse zu
einem organischen Ganzen vereinigt, auch fiir die Technik notwendige
Bestandteile ihrer Denk- und Arbeitsweise. Untersuchen wir daher,
welche Rolle die Mathematik in der exakten Naturwissenschaft spielt,
so werden wir uns zugleich iiber ihre Bedeutung fiir die Technik klar
werden.

Man hért oft, die exakte Naturwissenschaft sei ein Kind der Neuzeit,
ihre Entwicklung setze etwa um 1600 ein und beginne mit der Erfor-
schung der Gesetze der Statik und der Aufklirung der Fallbewegung
durch GALILET (1564—1642). Hier habe man zuerst gelernt, die Natur-
erscheinungen mit Hilfe mathematischer Uberlegungen zu verstehen. Das
ist nur bedingt richtig, denn die Anwendung der Mathematik zur Be-
schreibung und Aufklarung von Naturerscheinungen haben bereits die hel-
lenischen Forscher des Altertums gelehrt, als sie die Astronomie entwik-
kelten. Im Gegensatz zu den komplexen und vielfach miteinander ver-
schlungenen Naturvorgéingen auf der Erde sind die Himmelserscheinungen
fast einfach zu nennen, und die Beobachtung der Gestirne, auf die die
Menschen von jeher viel Mithe verwendet haben, lieB deutlich die Gesetz-
miBigkeit ihrer Bewegung erkennen. Aus dem umfangreichen Beobach-
tungsmaterial, wie es die Babylonier angehduft hatten, konnte der hel-
lenische Forschergeist in ewig bewundernswerter Arbeit eine kine-
matische Theorie der Planetenbewegung gewinnen, die es erméglichte,
die Stellung der Planeten am Himmel fiir eine gewisse Zeit vorauszu-
berechnen. Mit MaB und Zahl wurden die Himmelserscheinungen er-

1 Die Naturwissenschaft, deren Methode die Untersuchung der reinen Einzel-
erscheinung geworden ist, hat heute fiir die komplexen Vorginge eines technischen
Prozesses sehr oft nur geringes Interesse. Daher muB heute det Ingenieur meist
eigene Forschungen iiber die fiir ihn wichtigen Naturvorginge anstellen.
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faBt und mathematische Uberlegungen erméglichten ihre Beschrei-
bung und gedankliche Nachbildung. Wer von der heutigen Form der
exakten Naturwissenschaft auf ihre geschichtliche Entwicklung schlie-
Ben wollte, konnte glauben, daB die in der Astronomie so erfolgreiche
Methode alsbald auch zur Beschreibung der Naturerscheinungen auf der
Erde herangezogen wire. Indessen, sosehr uns heute eine quantitative
Auffassung der Naturerscheinungen selbstverstindlich erscheint, zu-
nichst lag sie dem Menschen ganz fern. Die Vorstufe aller Naturerkennt-
nis, die instinktive anschauliche Naturbeobachtung, geht keineswegs auf
quantitative Erkenntnis aus. Je stirker die Intuition entwickelt ist,
um so mehr ist die Aufmerksamkeit auf das gualitative Geschehen ge-
richtet. Wir finden heute noch bei Dichtern und Philosophen, die die
Nachfahren jener ,,Seker*’ sind, denen die Menschheit die ersten Natur-
beobachtungen verdankt, eine scharfe Abneigung gegen die Verquickung
des Geschehens mit der Zahl, mit dem messenden Experiment. Man
braucht nur an die Opposition GOETHES, der seinerseits doch die ,,be-
schreibenden* Naturwissenschaften, die Botanik, Zoologie, Mineralogie,
durch wichtige Entdeckungen bereichern konnte, gegen NEwToNs Optik
zu denken und kann in einem Physikbuch aus dem Besitz SCHOPEN-
HAUERS die wiitende Randbemerkung finden:

,,Es fragt sich was? und nicht wieviel?
Der Teufel hol’ Euren Kalkiil!“

Daher wird man verstehen, daB es der griechischen Forschung noch
nicht gelang, den gleichen. Schritt, der aus der Himmelsbeobachtung
die Wjssenschaft der Astronomie gemacht hatte, fiir das physikalische
Geschehen auf der Erde zu wiederholen, wenngleich der Gedanke, daB
in den Naturvorgingen quantitative Beziehungen verborgen liegen, ge-
legentlich auftaucht. Man denke an die Beobachtungen der Tonintervalle
und ihre Abbildung durch einfache Zahlenverhiltnisse, die schon dem
PyTHAGORAS geldufig waren. Erst ARCHIMEDES macht bei seinen Forschun-
gen aus der Mechanik mit diesem Gedanken Ernst. Es gelingt ihm, die
einfachen quantitativen Gesetze der Statik starrer Korper (Hebelgesetz)
und der Hydrostatik (Auftrieb) mit mathematischen Mitteln festzulegen.
Nicht einmal in der Mechanik aber hat sich das weiter auswirken kénnen,
geschweige denn in anderen Zweigen der Physik. Mit dem Tode des
ARCHIMEDES ist die groBe schépferische Zeit der hellenischen Wissen-
schaft zu Ende.

Zwar blieb die Wissenschaft in dem anschlieBenden hellenistischen
Zeitalter noch Jahrhunderte lang auf beachtenswerter Héhe, bevor sie
sich endgiiltig zum Niedergang neigte; den einmal abgesteckten Rah-
men aber hat sie nicht mehr zu durchbrechen vermocht. Sie hatte nicht
mehr die innere Triebkraft, um eine geistige Einstellung der Zeit zu
tiberwinden, die in der Philosophie des Aristoteles ihren prignanten Aus-
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druck fand. Bei Aristoteles wird gelehrt, daB Quantitit und Qualitt
gegensitzliche Begriffe seien, die einander ausschlieBen?. Als Quantititen
sollen dabei nur die sog. ,,addierbaren Dinge gelten, wie Lingen,
Flicheninhalte, Gewichte usw. ‘DaB hier der Grifenbegriff auftreten
muB, liegt auf der Ha‘n’d. Beispielsweise wird man der Strecke, die
durch Aneinanderreihen zweier gleicher Strecken entsteht, die dop-
pelte Linge der Teilstrecken beilegen. Hier kommt man also unmittel-
bar zum Messen, d. h. zu einer Zuordnung von Zahlen. Anders aber
stand ARISTOTELES (384—322) den Erscheinungen gegeniiber, die er als
Qualititen bezeichnete. Freilich diente ihm diese Bezeichnung als eine
Art Sammelbegriff, unter dem er alles zusammenfaBte, was nicht Quan-
titit in seinem Sinne war, z. B. ebensowohl die Eigenschaften einer geo-
metrischen Figur wie physikalische Erscheinungen, Farbe, Temperatur-
zustand usw. Fiir diese Dinge schien ihm eine Kennzeichnung durch
Zahlen ganz ausgeschlossen.

Die Einstellung der Philosophie des Arlstoteles wurde von um so
groferer Bedeutung, als bei den Volkern des islamischen Kulturkreises,
die nach dem Untergang' der antiken>Welt der Wissenschaft eine ge-
wisse, wenn auch beschrinkte Pflege angedeihen lieBen, die Aristo-
telische Philosophie vor den anderen philosophischen Ansitzen der
hellenischen Wissenschaft bevorzugt wurde. Noch iiberragender wurde
diése Stellung des ARISTOTELES, als dann die von den islamischen Ge-
lehrten bewahrte Wissenschaft an die Vélker der abendlindischen
Christenheit weitergegeben wurde. Von 1000—1500 ist ARISTOTELES das
bewunderte Vorbild der Philosophenschulen des christlichen Abend-
landes gewesen. '

Erst als von 1500 an die Reste der originalen hellenischen Wissen-
schaft bekannt wurden, konnte das Denken versuchen, die Fesseln des
Aristotelischen Systems zu sprengen. Die Zeit von 1500—1600 steht im
Zeichen dieser Kampfe, die siegreich beendet werden mit der Aufklirung
der Bewegung des freien Falles durch GaLiLer In der grofien Schrift
des GALILEL: Dialoghi sui massimi sistemi cosmici, Tolemaico e Coper-
nicano® steht das Ringen mit der Aristotelischen Philosophie iiberall
im Vordergrunde. Aber als nun bei der Untersuchung der Fallbewegung
die mathematische Behandlungsweise so gute Erfolge zeigte, war der
Bann gebrochen. In der Folgezéit verfiel die wissenschaftliche For-
schung dann in das entgegengesetzte Extrem. Die Aristotelische Philo-
sophie. wurde abgeldst durch die des DESCARTES (1596-—1650). Jetzt
sollte der Aristotelische Begriff der Qualitit ganz verbannt werden
und alles Sein und Geschehen nur als quantitative Beziehung gelten. Am

1 Vgl. fiir das Folgende: PIERRE DUHEM: Ziel und Struktur der physikalischen
Theorien II..Teil §. Kap. S. 1391f. Leipzig: Joh. Ambrosius Barth 1908.

2 Dialoge iiber die beiden hauptsachlichsten Weltsysteme, das ptolemiische
und das copernicanische. Deutsche Ubersetzung von E. STrauss.
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bedeutsamsten hat sich dieser Wechsel der Auffassung in der Geometrie
ausgewirkt. Hatte ARISTOTELES gelehrt, die geometrischen Eigenschaften
der Figuren als qualitative Eigenschaften aufzufassen, so sehen wir jetzt
in der Ausbildung der analytischen Geometrie den entgegengesetzen Ver-
such, fiir die geometrischen Eigenschaften der Figuren eine Darstellungan-
zugeben, die sie als reine Beziehungen zwischen Zahlen deuten will. In ana-
loger Weise wollte DESCARTES, um aus der Physik alle Qualititen zu ver-
bannen, beispielsweise als Wesen des Korpers nur Raumausfiillung (corpus
=resmere extensa) anerkennen, so daB Eigenschaften wieHérte, Gewicht,
Farbeusw. bewuBt beiseite geschoben werden sollten. Natiirlich fithrte das
zu keinem Erfolg, da sich darauf héchstens eine ganz gekiinstelte Physik
hitte aufbauen lassen. Aber es gelang der Arbeit der Forscher des sieb-
zehnten Jahrhunderts, zwischen beiden Extremen die richtige Mitte zu
halten. Den physikalischen Qualititen bleibt ihr Recht, aber es ist darum
nicht ﬁnméglich, sie durch MaBzahlen zu charakterisieren, denn die
MepBbarkeit ist keineswegs an wummittelbare Addierbarkeit gebunden.
Damit werden die Begriffe, mit denen die Naturerscheinungen erfaBt
werden, von jener Unbestimmtheit befreit, die den wissenschaftlichen
Fortschritt behinderte, und erhalten die gleiche Schirfe und Bestimmt-
heit, die dem Zahlbegriff eigen ist?.

In der durch GALILEI eingeleiteten, rasch vorwirtsdringenden Ent-
wicklung der Naturwissenschaften fillt der Mathematik die Aufgabe zu,
Begriffe zu schaffen, die eine quantitative Formulierung der Naturgesetze
ermoglichen, und Rechenmethoden zu entwickeln, die das Natur-
geschehen gedanklich nachzubilden gestatten. Zugleich riickt in der
Geometrie durch die Einfithrung der analytischen Methode der Fragen-
kreis der Quadraturen (Bestimmung der Flicheninhalte krummlinig
begrenzter Figuren) und verwandter Probleme wieder in den Vorder-
grund. Dabei nahm die mathematische Forschung des 17. Jahrhunderts

1 Wie schwer die hier geschilderte Umstellung dem menschlichen Denken
geworden ist, mag man daran ermessen, da3 man noch in der Zeit Friedrichs
des GroBen bei DipEROT die Scherzfrage findet, wieviel Schneeballe nétig seien,
einen Ofen zu heizen. Sie kennzeichnet die Auffassung der Aristotelischen Philo-
sophie nicht iibel und zeigt zugleich fiir unseren heutigen Standpunkt ihren
gedanklichen Fehler. Ein elementarer quantitativer Begriff im Sinn des ARISTOTE-
LESs ist hier die Wdrmemenge, die unmittelbare Addierbarkeit gestattet. In der Tat
addieren sich ja mit der Zusammenfiigung zweier Schneeballe die in ihnen enthalte-
nen Wirmemengen. Der Wirmemenge gegeniiber steht die Temperatur, die nach
ARISTOTELES nicht quantitativ erscheint, denn durch Zusammenbringen zweier
Kérper gleicher Temperatur erhilt man ja keineswegs eine héhere Temperatur.
Aber gleichwohl kann man Temperaturen unter Zuordnung von Zahlen vergleichen,
d. h. die Intensitdt der Qualitat messen, die nach ARISTOTELES nicht meBbar sein
sollte. Denn man kann, indem man die Eigenschaft der Warme, die Korper aus-
zudehnen, heranzieht (Thermometer), die Intensitit der Temperatur unmittelbar
zu der Ldnge auf einer Skala in Beziehung setzen. Durch eine solche Zuordnung

der nicht addierbaren Intensitit einer nach ARISTOTELES qualitativen Erscheinung zu
der Addiervbarkeit zeigenden Ldnge wird die Intensitit meBbar gemacht.
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den von ARCHIMEDES herrithrenden Gedanken der Infinitesimalrechnung
wieder auf,.und es gelang, aus der Fiille der Einzelfragen einen Teil
erfolgreich zu behandeln. Die entscheidende Tat am Ausgang des 17. Jahr-
hunderts war die Ausbildung eines neuen Rechenformalismus, der es er-
moglicht, die Gesamtheit der Einzelfragen nach einer einheitlichen
Methode zu behandegln. Diesen Schritt taten in genialer Intuition gleich-
zeitig und unabhingig voneinander I. NEwWTON (1642—1727) und
G. W. LEiBNIZ (1646—1716), die zu den gré8ten Forschern aller Zeiten
zu zdhlen sind?.

Insbesondere war es LEiIBNIZ, der die Form fand, die besondere
Eignung fiir die Anwendung besitzt. Ein genaues Eindringen in diese
Gedankenginge und die sichere Beherrschung des Rechenformalismus
gehoren zu den Aufgaben, die sich diese Vorlesung stellt. Denn wenn man
mit Hilfe mathematischer Uberlegungen sachliche Erkenntnis gewinnen
will, so muB man die mathematischen Begriffe und Denkweisen mit
der gleichen Sicherheit beherrschen wie die Gesetze der Logik, die man
im tiglichen Leben anwendet, ohne sich ihrer einzeln bewuBt zu werden.

Diese Analogie zur Logik gibt uns einen wertvollen Hinweis fiir die
Anlage einer mathematischen Einfithrungsvorlesung, die in erster Linie
fiir Naturwissenschaftler und Ingenieure bestimmt ist. So wichtig das
Studium der Logik fiir den ist, der aus philosophisch-erkenntnistheore-
tischem Interesse sich iiber die Denkprozesse unterrichten will, so wenig
wird man durch Lehre der logischen Denkformen einen jungen Geist
dazu erzichen kénnen, die Umwelt richtig zu beurteilen. Das Kind beginnt
vielmehr seine Urteilsbildung so, daB es aus seinen vielen Einzelerfahrun-
gen richtiges logisches SchlieBen erlernt. Ganz ebenso steht es aber
mit den mathematischen SchluBweisen in ihrer Bedeutung fiir die An-
wendung. Nur durch Behandlung vieler konkreter Einzelprobleme wird
man die Tragweite und Bedeutung der mathematischen Uberlegungen
fir die gedankliche Erfassung der Naturerscheinungen sich wirklich
zu eigen machen kénnen. Wir werden dem in unserer Darstellung da-
durch Rechnung tragen, daB wir die mathematischen Uberlegungen
immer aus bestimmten Fragestellungen physikalischer und technischer
Natur herauswachsen lassen und stets die Bedeutung der allgemeinen
Uberlegungen und ihrer Ergebnisse durch zahlreiche Anwendungen
veranschaulichen werden. Damit wiederholen wir im iibrigen nicht selten
den historischen Entwicklungsgang, denn die mathematischen Metho-
den sind vielfach zur Behandlung ganz bestimmter physikalischer
Probleme entwickelt worden. Durch diese Behandlungsweise wird
nicht nur eine Summe mathematischer Kenntnisse vermittelt, sondern
der Student lernt zugleich, aus einem physikalischen Einzelproblem

1 Nahere Angaben iiber beide Forscher und ihre grundlegenden Arbeiten findet

man bei S. KowaLEWsKI: GroBe Mathematiker, S. 74—140. Miinchen: J. F. Leh-
mann 1938.
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den mathematischen Kern herauszuschilen, wie es in seinem spiteren
Beruf oft seine Aufgabe sein wird; denn Physik und Technik streben
das Ziel an, allein durch mathematische Schliisse vorauszusagen, wie
in einem Einzelfalle ein Naturvorgang ablduft, und welchen Einfluf3
die vorliegenden Umstinde auf die Gesamterscheinung haben. Fiir die
Naturforschung wie fiir die Naturbeherrschung im technischen Schaffen
ist das gleich wichtig. Soll z. B. ein Ingenieur eine Maschine mit be-
stimmtem Zweck konstruieren, so ist sein Ziel, die Bedeutung jedes ein-
zelnen Umstandes, den EinfluB einer konstruktiven Anderung usw. auf
das Endergebnis zu erfassen. Die Lésung einer solchen Aufgabe verlangt
bei dem hochentwickelten Stand der heutigen Technik die Beherrschung
der gedanklichen Hilfsmittel und der mathematischen SchluBweisen,
die es ermoglichen, das Naturgeschehen wiederzugeben. Wir gehen
abschlieBend noch kurz auf zwei Einwidnde ein, die nicht selten von
seiten der Praxis gegen die Mathematik erhoben werden.

Der eine dieser Einwinde konnte auf den ersten Blick bestechend
wirken. Man sagt, die Mathematik konne fir die Erkenntnis der Natur-
erscheinungen nichts niitzen, weil die mathematischen Schliisse doch
nur eine rein logische Deduktion seien. Daher stelle das Endergebnis
bestenfalls eine neue Form der Voraussetzungen dar, es kénne also
sachlich nichts Neues herauskommen. Indessen sieht man leicht ein, da3
dieser Einwand unberechtigt ist. Wenn man beispielsweise die drei
Seiten eines Dreiecks gemessen hat, so ist damit gewiB auch der Flichen-
inhalt des Dreiecks bereits festgelegt. Aber niemand wird behaupten,
daB die Formel, die deﬁ Dreiecksinhalt aus den Seiten berechnen lehrt,
nichts Neues bringe und nutzlos sei. Dal3 sich diese Auffassung gleich-
wohl bei erfolgreichen Forschern und Ingenieuren nicht selten findet,
1aBt sich leicht psychologisch erkliren. Wenn jemand, dem mathe-
matische Uberlegungen nicht geliufig sind, einen physikalischen Vor-
gang gedanklich erfassen will, so wird er ihn in mithsamer gedanklicher
Arbeit zergliedern und sich so (durch vielleicht umstindliche und
schwerfillige Denkprozesse) eine Einsicht erarbeiten, die letzten Endes
doch auf ein Verstindnis mit Hilfe quantitativ auswertbarer Begriffe
hinauslduft. MuB er nun die gleichen Uberlegungen in der Sprache der
mathematischen Symbolik, die als Verstindigungsmittel dient, wieder-
geben, so wird das fiir ihn nur eine Umsetzung seines Gedankenganges
in eine andere Sprache sein. Diese kann ihn natiirlich nichts sachlich
Neues lehren. Ja, da ihm sein eigener (an sich vielleicht schwerfilligerer
und mithsamerer) Gedankengang durch die geistige Arbeit, die ihn den
Vorgang gedanklich erfassen lieB, sehr vertraut geworden ist, wird ihim
die Darstellung mit den iiblichen Mitteln der Mathematik komplizierter
und daher unniitz und iiberfliissig erscheinen. Natiirlich iibersieht er dabei,
daBihm beihinreichender mathematischer Schulung héchstwahrscheinlich
die gedankliche Beherrschung in einer weit einfacheren und durchsichti-
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geren Form gelungen wire. Man kann die Bedeutung einer mathematischen
Ausbildung fiir den Naturforscher und Ingenieur mit der der Erlernung
des Lesens und Schreibens fiir den Schriftsteller vergleichen. GewiB macht
nicht die Beherrschung des Lesens und Schreibens den groBen Dichter oder
Schriftsteller, sondern der Flug seiner Gedanken und die Kunst seiner
Sprache. Ja, es kann jemand ein groBer Dichter sein — WOLFRAM VON
ESCHENBACH beweist es —, ohne Lesen und Schreiben zu beherrschen.
Aber zu seiner Genialitdt als Dichter muB dann noch ein einzigartiges
Gedichtnis hinzukommen. In gleicher Weise ist es natiirlich die schép-
ferische Kraft einer genialen Personlichkeit, die den gro8en Naturforscher
oder Ingenieur macht. Sie 14Bt sich durch keine wie immer gestaltete
Ausbildung erzeugen. Ja, es mag in einzelnen (wenn auch gewi3 sehr
seltenen) Sonderfillen fiir den Genius leichter sein, Neues in seinem
Forschen oder Schaffen zu geben, wenn er an die Dinge mit seinen
eigenen Gedanken, seiner eigenen Auffassung herantritt, als wenn er
durch Aneignen des Schulwissens in ausgefahrene Geleise gezwungen
wird. Ein Musterbeispiel hierfiir ist FARADAYS Darstellung der Gesetze
der Elektrizitit und des Magnetismus mit Hilfe der Kraftlinien. Man mu8
aber wohl beachten, daf3 es sich auch in FARADAYS Theorien um eine
quantitative Evfassung der Erscheinungen der Elektrizitidt und des Magne-
tismus handelt. Auch seine Beschreibung der elektrischen und magne-
tischen Felder mit Hilfe der Kraftlinien war eine mathematische, die
nur von den zu seiner Zeit vorliegenden formalen Mitteln der Mathe-
matik keinen Gebrauch machtel.

Ein zweiter Einwand, der nicht selten gegen eine tiefergehende
Heranziehung mathematischer Uberlegungen ins Feld gefiihrt wird,
bezieht sich auf den berithmten Gegensatz zwischen Theorie und Praxis.
Freilich hingt dieser Gegensatz im Grunde. nicht an der mathe-
matischen Form, die man der Theorie zu geben pflegt, sondern miiBite
auch bei jeder anderen Form gedanklicher Nachbildung eines Gebie-
tes von Naturerscheinungen hervortreten. Er entspringt nimlich dar-
aus, daB die Naturerscheinungen zu komplex sind, als da man alles,
was in ihnen vorgeht, bei der gedanklichen Erfassung beriicksichtigen
konnte. Vielmehr muB man in jedem Fall darauf sehen, die Ziige heraus-
zusuchen, die fiir das Wesen des Vorganges bestimmend erscheinen, um
mit ihnen eine Theorie des Vorganges aufzubauen. Gibt man dieser Uber—
legung eine mathematische Form, so erhalten die Begriffe, mit denen
man arbeitet, eine solche Schirfe und Prizision, daB die beim Aufbau
der Theorie nicht berticksichtigten Umstinde vollkommen ausgeschieden
werden. Daher kann auch in den Folgerungen aus'der Theorie, die im
iibrigen die gleiche Prizision wie die Voraussetzungen haben, ihr Ein-
fluB nicht zur Geltung kommen, wihrend er doch in dem wirklichen Ez-

1 Auf die Denkschwierigkeit der Faradayschen Theorie, daB von einem Ein-
heitspol 4 % ,,Kraftlinien'* ausgehen, werde nur im Voriibergehen hingewiesen.
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gebnis niemals ganz ohne Bedeutung sein wird. Inwieweit die vernach-
lassigten Umstinde fiir den wirklichen Vorgang von Bedeutung sind,
hidngt nicht nur von der Fragestellung selbst ab, sondern kann auch von
den Bedingungen des Einzelfalles wesentlich mitbestimmt werden. Sie
koénnen das eine Mal nur von untergeordneter Bedeutung sein, ein an-
deres Mal dagegen den Vorgang malBgebend beeinflussen. Dann wird
natiirlich die an Hand des ersten Vorganges aufgestellte Theorie fiir
den zweiten vollig unbrauchbar sein und man hért dann leicht von
einem Versagen der Theorie sprechen.

Ein ganz einfaches Beispiel hierfiir ist die Theorie fiir die Bewegung
eines geworfenen Korpers. GALILEI, der Wurfbewegungen mit sehr kleinen
Geschwindigkeiten untersuchte, vernachlissigte den Luftwiderstand,
und vereinfachte dadurch den Vorgang so, daB er einer theoretischen
Durchdringung zuginglich wurde. Solange die Geschwindigkeit klein
bleibt, spielt in der Tat der Luftwiderstand keine entscheidende Rolle,
und die aus der Theorie gewonnenen Ergebnisse iiber grote Wuriweite,
groBte Hohe der Bahn usw. stimmen mit den Werten gut iiberein,
die man wirklich beobachtet. Bei grofieren Werten der Geschwindigkeit
aber, insbesondere sobald die Wurfgeschwindigkeit die Geschwindigkeit
des Schalles iiberschreitet, versagt die ,,Theorie’* vollkommen. Beispiels-
weise wiirde nach dieser ,,Theorie’* das deutsche Militirgewehr fiir
einen Schuf unter 45° die grofte Reichweite von etwa 40 km besitzen,
wobei das GeschoB eine gr6B8te Hohe von 10 km erreichen miiBte. In
Wirklichkeit erhilt man die groSte Reichweite bei einem Zielwinkel
von 329, sie betrigt nur rund ‘1 der theoretischen, nimlich etwa 4 km.
Dabei erreicht das GeschoB auf seiner Bahn eine gré8te Héhe von 2,2 km.
Die Galileische Theorie der Wurfbewegung ist also auf den SchieB-
vorgang nicht anwendbar. Aber das hingt nicht an ihrer mathemati-
schen Formulierung, ist vielmehr dadurch bedingt, daB ein bei den
hohen Miindungsgeschwindigkeiten moderner Feuerwaffen wesensbe-
stimmender Umstand, der Luftwiderstand, nicht beriicksichtigt ist. Man
darf die Theorie nicht kurzerhand verwerfen, sondern hat sie zu ver-
feinern, indem man den Luftwiderstand quantitativ bestimmt und
durch mathematische Uberlegungen seinen EinfluB auf den Ablauf
der Bewegung quantitativ ermittelt.

In entsprechender Weise ist der sog. Gegensatz zwischen Theorie
und Praxis stets zu erkliren, den man, wie gesagt, nicht selten mit der
mathematischen Formulierung der Theorie in Zusammenhang bringen
will. In Wirklichkeit lenkt die Prignanz der quantitativen Begriffs-
bildungen den Blick davon ab, daB zum Aufbau einer Theorie der
wirkliche Vorgang stets durch einen vereinfachten, idealisierten ersetzt
werden muB. Der Praktiker sieht den ganzen komplexen Vorgang
als solchen; die Begriffe, mit denen er ihn gedanklich zu erfassen sucht,
haben nicht die gleiche scharfe Prignanz wie die der Theorie, so daB
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auch die ,,Nebenumstinde‘, die die Theorie ganz ausschaltet, in seinem
Blickfeld bleiben, und er so evtl. zu einem richtigeren Urteil iiber das
Ergebnis eines Vorganges kommt als die Theorie, bei der Dinge unbe-
riicksichtigt gelassen sind, die bei dem wirklichen Vorgange wesent-
lich mitsprechen. Aber dafiir fehlt seiner Betrachtung jene Exaktheit
quantitativer Begriffe, die durch die mathematische Formulierung er-
reicht wird und die eine wirkliche rationelle Erkenntnis und Beherr-
schung der Naturerscheinungen allein erst méglich macht. Daher wird
stets eine Erfassung mit den Mitteln mathematischen Denkens das
idéale Ziel sein miissen, und die mathematischen SchluBweisen miissen
jedem geliufig sein, der die Natur erforschen oder beherrschen will.
Schon GALILEI hat es ausgesprochen, und es gilt heute wie je, daB man,
um im groBen Buch der Natur lesen zu kénnen, die Mathematik beherr-
schen miisse, denn dieses Buch

,»,egli e scritto in lingua matematica
ed i caratteri sono triangoli, cerchi
ed altre figure matematiche.”

(,,Es ist geschrieben in mathematischer Sprache und die Lettern sind
Dreiecke, Kreise und andere mathematische Figuren® oder, wie wir heute
lieber sagen wiirden, die Lettern sind die mathematischen Zeichen und
ihre Verkniipfungen.)



Erstes Kapitel.

Die ganzen rationalen Funktionen.

§ 1. Der Flacheninhalt ,,unter einer geraden Linie‘‘.
1, 1. Die Bewegung des freien Falles.

1, 11. Das Geschwindigkeitsgesetz (GariLer). Der Gedanke, die Fall-
bewegung quantitativ zu verfolgen, hatte sich schon vor GALILEI Bahn
gebrochen, insbesondere hatten in der Zeit von 1550 bis 1600 eine Reihe
vonForschern Ansitze fiir die Geschwindigkeit der Fallbewegung versucht.
Die unmittelbare Anschauung zeigt, daB die freie Fallbewegung nichs
,.gleichformig' erfolgt, d. h. keine Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit ist, da3 vielmehr die Geschwindigkeit des Kérpers mit wachsen-
der Fallstrecke zunimmt. Es lag -nahe, fiir diese Abhingigkeit der Ge-
schwindigkeit v von der Fallstrecke s zunichst einmal versuchsweise
die einfachste Annahme zu machen, es sei v eine lineare Funktion
von s (v = Cs), und dann im Experiment zu priifen, ob der Fallvorgang
damit richtig wiedergegeben sei. Eine solche experimentelle Priifung
des Ansatzes kann offensichtlich nur darin bestehen, daB man die in
bestimmten Zeitabschnitten von Korpern durchfallenen Strecken aus-
miBt. Daher war mathematisch abzuleiten, welche Beziehung zwischen
der gesamien Fallstrecke s und der seit Beginn des Falles verflossenen
Zeit ¢ besteht, wenn fiir die Geschwindigkeit der Ansatz v = Cs ge-
macht wird. An der Lésung dieser mathematischen Aufgabe hat man
sich bereits vor GALILEI versucht, und auch GALILEI selbst hat darauf
langjihrige miithsame Arbeit verwendet. Die mathematische Aufgabe
war jedoch fiir die damalige Zeit zu schwierig, und darum machte
sich GALILEI von dem Ansatz v = Cs freil. Er ersetzte ihn durch die
Annahme, die Geschwindigkeit v sei proportional der seit Beginn des
Falles verflossenen Zest ¢, d. h. durch den Ansatz

(1) v=_Ct.

Auch firr seine Priifung im Experiment gilt es, aus dieser Beziehung
die Abhingigkeit der Fallstrecke s von der Zeit ¢ zu berechnen. Gehorcht
der fallende Kérper dem so gefundenen Gesetz, so liefert das Experiment

1 Auch wenn ihm die Losung dieser mathematischen Aufgabe gelungen wire,
hitte er sich zu einer Anderung seines Ansatzes entschlieBen miissen, weil das Ex-
periment die Unrichtigkeit des Ergebnisses gezeigt hatte.
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zugleich den Zahlwert des bisher noch unbestimmt gelassenen konstan-
ten Faktors C.

Die Losung dieser Aufgabe leiten wir mit einigen Vorbereitungen ein.

1, 12, Begriff der Funktion; Darstellung im Schaubild. Durch (1) ist
jedem Wert # der Zeit ein bestimmter Wert v der Geschwindigkeit zu-
geordnet; die Geschwindigkeit ist, wie man sagt, eine Funktion der Zeit.
Allgemein werden wir unter einer Funktion irgendeine Vorschrift ver-
stehen, die Zahlwerten einer GréBe (hier der Zeit ¢) Zahlwerte einer ande-
ren GroBe (hier der Geschwindigkeit v) zuordnet. Wenn man nur ‘zum
Ausdruck bringen will, daB v eine Funktion von ¢ ist, ohne auf die be-
sondere Art dieser Funktion einzugehen, so schreibt man etwa

v=f().

Dabei nennt man ¢ die ,,unabhingige Verinderliche (Variable)”, v die
,-abhingige Veranderliche”. Der hier eingefithrte Funktionsbegriff ist
sehr allgemein; es ist z. B. nicht gesagt, daB danach eine Funktion
immer durch einen analytischen Ausdruck beschrieben werden kann,
wie das in unserem Fall durch (1) ge- v
schehen ist. Der Zusammenhang zwi-

schen der unabhingigen und der ab- |
hingigen Veridnderlichen kann auch R ) |jreH
etwa in Form einer graphischen Dar- s y bty
stellung gegeben sein. e

Eine solche graphische Darstellung 0 - 7§ec] 2 a—
einer Funktionsbezichung in einem Abb. 1.

Schaubild ist iibrigens in- jedem Fall

zweckmiBig. In bekannter Weise zeichnen wir dazu zwei aufein-
ander senkrechte Geraden, die wir in unserem Fall als #-Achse und
v-Achse (Abb. 1) unterscheiden, wihlen auf der #Achse einen be-
stimmten Punkt E als Einheitspunkt und setzen fest, daB die
Strecke OF eine Zeitspanne gleich der Zeiteinheit, also etwa 1 sec,
darstellen soll. Jeder seit ¢ == 0 verflossenen Zeitspanne ¢ entspricht
dann ‘eine bestimmte, von 0 aus abzutragende Strecke der #-Achse.
Ebenso wihlen wir auf der ¢-Achse eine Strecke OE’ als die Einheit der

Geschwindigkeit, sie soll also etwa 1 :?H; oder 1 5:; darstellen. Es ent-

spricht dann auch jeder Geschwindigkeit von bestimmter GréBe eine
Strecke bestimmter Lange auf der v-Achse. Die in der Formel (1) ge-
gebene Beziehung zwischen v und ¢ stellt sich in einem solchen Schaubild
als eine gerade Linie dar, die durch den Anfangspunkt hindurchgeht,
und zwar gehort zu der Abszisse # == 1 sec eine Ordinate, deren
MaBzahl gleich der von C ist.

Nun sollte aber der Zahlwert der Konstanten C in der Formel (1)
zunichst unbestimmt bleiben und erst durch das Experiment gefunden
werden. Bei dieser Auffassung entspricht der Formel (1) im Schaubild
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nicht eine einzelne Gerade durch den Anfangspunkt, vielmehr haben
wir ein ganzes Biischel solcher Geraden vor uns; und zwar verlduft, wenn
man C einen kleineren Zahlwert gibt, die zugehérige Gerade flacher,
dagegen steiler, wenn der Zahlwert von C groBer gewihlt wird (Abb. 2).
Der zu den einzelnen Geraden gehérige Zahlwert von C ist leicht dem
Schaubild zu entnehmen. Er ist einfach gleich der MaBzahl der Linge
derjenigen Ordinate, die zu dem Punkt £ = 1 sec der {-Achse gehért;
aber es muB wohl beachtet werden, daB nur die beiden MaBzahlen ein-
ander gleich sind, daB man dagegen, sobald man an die physikalische
Bedeutung dieser GroBen denkt, keineswegs sagen kann, es sei die Or-
dinate gleich C. Denn wihrend die Ordinaten die Dimension einer Ge-

schwindigkeit haben, muB nach der Formel (1) C die Dimension einer

Geschwindigkeit . . .
__ZeTgv haben, damit auf beiden Seiten der

Gleichung (1) GroBen der glei-
chen Dimension stehen. Das ist
aber unbedingt erforderlich, da
man nwur physikalische Grifen
der gleichen Dimension messend
vergleichen kann, Diezu =1 sec

Beschleunigung, d. h.

v C=3

=1

i c-% . . L
1[aH- ¢ gehorige Ordinate ist in der Tat
0 e o v=C-1sec
Abb, 2, und besitzt die Dimension einer
Geschwindigkeit.

Wir wollen deshalb C auch nicht als Ordinate zu Abszisse ¢ = 1 sec
deuten, sondern C stets auffassen als das Verhdlinis dieser Ordinate zu
der zugehorigen Abszisse. Statt der Einheit kénnen wir auch eine be-
liebige Abszissenspanne (¢, — ¢;) wihlen und die zugehorige Ordinaten-
spanne (v, — v;) bestimmen. Dann ist stets

Vg — V.
@ c=2i
und entsprechend dieser Formel wollen wir C als die Stesgung der geraden
Linie bezeichnenl.

Diese Uberlegungen, die dem elementaren Gebiet der analytischen
Geometrie angehéren, werden jedem geldufig sein. Nur wollen wir hier
noch ausdriicklich darauf hinweisen, da man sich hiiten muB, zu viele
aus der analytischen Geometrie gelidufige Vorstellungen in unser Schau-
bild zu iibertragen. Wenn man im mathematischen Unterricht der
Schule eine systematische Darstellung der analytischen Geometrie gibt,
so pflegt man sie als geometrische Disziplin aufzubauen und nur geome-
trische Gesichtspunkte im Auge zu haben. Hier aber dient uns das
Schaubild zur Veranschaulichung physikalischer Gesetze. Wir werden

1 In den z.Z. eingefiihrten Schulbiichern wird auch die Bezeichnung Anstieg
verwendet.



1, 1. Die Bewegung des freien Falles. 17

daher auch nur solche Dinge darin betrachten kénnen, die einer unmittel-
baren physikalischen Deutung fihig sind. Dazu gehért gewill der Begriff
der Steigung der Geraden, dem hier physikalisch die Beschleunigung der
Bewegung entspricht. Betrachtet man andererseits eine solche Figur rein
vom geometrischen Standpunkt aus, so pflegt man zu sagen, die Stei-
gung einer Geraden seigleich dem Tangens des Winkels «, den die Gerade
mit der horizontalen Achse bildet (C = tg «). Da die Funktion Tangens
aber eine dimensionslose GroBe ist, so ist eine solche Deutung von C nur
moglich, wenn die Strecken auf der Abszissen- und Ordinatenachse die
gleiche (physikalische) Dimension besitzen, und sie ist nur dann zweck-
miBig, wenn beide, wie in der eigentlichen Geometrie, Lingen sind. Man
kann ja beispielsweise den gleichen Vorgang aut verschiedene Arten dar-
stellen, indem man die MaBstabe der<Zeit- und Geschwindigkeitsskalen
verandert. Bei einer solchen Anderung wiirde der Winkel im allgemei-
nen ein anderer werden, wihrend die Steigung in dem oben angegebenen
Sinne von dem gewihlten MaBstab unabhingig ist. Ebenso sinnlos wire

e, durch 7= (fy — 1)+ (3 — vy

den Abstand 7 zweier Punkte in der (v, #)-Ebene zu definieren, denn auf
der rechten Seite dieser Gleichung wiren dann ia zwei Gré8en von ver-
schiedenen Dimensionen zu addieren.

Nachdem wir die Abhangigkeit der Geschwindigkeit von der Zeit im
Schaubild dargestellt haben, ist unsere nichste Aufgabe, hieraus das
Weg-Zeit-Gesetz der Fallbewegung abzuleiten. Die experimentelle
Priifung dieses Gesetzes entscheidet dann iiber die Richtigkeit des An-
satzes (1). v

1, 13. Bewegung mit konstanter Ge- A A
schwindigkeit. Zur Vorbereitung betrach- [&K]
ten wir den einfacheren Fall, daB bei ls= ,
einer Bewegung die Geschwindigkeit v , 0 4
konstant ist. Der analytischen Beziehung el |
3) v==F g E
entspricht- bei der Darstellung in einem }
Schaubild eine Parallele zu der #Achse | ‘
(Abb. 3a). Hier ist es offenbar sehr leicht, j
die - Wegstrecke zu berechnen, die der
Korper in einer bestimmten Zeitspanne
durchliuft, weil ja fiir eine konstante Ge- 7559
schwindigkeit unmittelbar aus ihrer Er- Abb. 3b.
‘klarung

7[m)

L ¢

Wegstrecke
Zeitspanne

Geschwindigkeit =
die Beziehung
4 s = k¢ [m]

Prange - v. Koppenfels, Integral- u. Differentialrechnung I. 2
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hervorgeht, wenn wir dem Zeitpunkt ¢ = 0 die Weglinge s = 0 zu-
ordnenl.

Das Produkt (%-2), dessen physikalische Dimension die einer Linge
ist, 148t sich nun in dem Schaubild der Abb.3a offenbar als Flichen-
inhalt deuten, und zwar als Flicheninhalt unterhalb der Geraden v =%,
wie wir kurz sagen wollen. Genauer ausgesprochen meinen wir damit
den Flicheninhalt zwischen der Geraden v = & und der {-Achse, seitlich
begrenzt von zwei Parallelen zur v-Achse, deren eine hier die v-Achse
selbst ist. Freilich ist bei dieser Deutung der Flicheninhaltsbegriff gegen-
iiber der elementaren Geometrie etwas erweitert worden. Wihrend dort
als Flacheneinheit das Quadrat der Lingeneinheit zu nehmen war, miissen
wir fiir unsere Aufgabe zunichst erkliren, was als Fldcheneinheit einzu-
fithren ist.

Im Sinne unserer Deutung ist als Flickeneinheit die Wegstrecke von
1 m anzusprechen, die der bewegte Korper bei der Einheitsgeschwindig-
keit 1 m/sec in der Zeiteinheit 1 sec zuriicklegen wiirde. Sie wird in
Abb. 3a durch.das schraffierte Rechteck dargestellt, dessen Seitenlingen
gleich den Einheitsstrecken auf den beiden Achsen sind. Das Ausmessen
des Flicheninhalts des groBen Rechtecks in Abb. 3a erfolgt dann so,
daBl man fragt, wie viele Einheitsrechtecke in ihm enthalten sind. Die
so erhaltene MaBzahl gibt dann die Linge des zuriickgelegten Weges
an. Wir sehen bereits an diesem Beispiel, daB in einem Schaubild der
in geeigneter Weise aufgefaBBte Flicheninhalt eine wichtige physikalische
Bedeutung besitzt, und werden das auch weiterhin immer wieder be-
stitigt finden, so daB die Aufgabe der Flicheninhaltsbestimmung in
unseren Uberlegungen eine wichtige Rolle spielen wird.

Wir kehren nun zu der Beziehung (4) zuriick, die s und ¢ verkniipft.
Auch ihre Aussage kénnen wir in einem Schaubild geometrisch darstellen,
indem wir in einer (s, ¢)-Ebene eine Gerade von der Steigung & durch
den Anfangspunkt ziehen (Abb. 3b). Um die Zusammengehorigkeit der
beiden Beziehungen (3) und (4) besonders hervorzuheben, empfiehlt
es sich, die beiden Schaubilder in der angegebenen Weise untereinan-
derzustellen und die Einheiten der Abszissenachsen in beiden Schau-
bildern gleich groB zu wihlen. Auf den Ordinatenachsen kann man die
Einheiten natiirlich ganz unabhingig voneinander wihlen und wird
die Wahl so treffen, daB das Schaubild bei nicht zu groBen Abmessungen
die wesentlichen Dinge zeigen kann. Die beiden Figuren von Abb. 3
stehen in dem Zusammenhang, daB die Ordinate der unteren Figur zu
jedem ¢ den Wert des Flicheninhalts angibt, der in der oberen Abbildung
zu dem entsprechenden ¢ gehort ; es ist also die MaBzahl der Linge A’ B’

1 Das Buchstabensymbol einer physikalischen GréBe soll, wenn nicht aus-
driicklich anderes bemerkt ist, die dimensionierte GréBe bezeichnen. Bei der
Einfithrung einer neuen Bezeichnung fiigen wir die MaBeinheit in eckigen Klam-
mern hinzu.
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immer gleich der MaBzahl des Flicheninhalts des Rechtecks A BCD,
das in der angegebenen Weise ausgemessen ist.

1, 14. Bestimmung des Fallweges nach dem Schachtelungsverfahren.
Wir kommen jetzt zu unserer eigentlichen Aufgabe, aus dem Galileischen
Ansatz (1) das Weg-Zeit-Gesetz der Fallbewegung abzuleiten, d. h. eine
Rechenvorschrift anzugeben, mit deren Hilfe wir fiir jeden Wert der
unabhingigen Veridnderlichen ¢ den zugehdrigen Wert der abhingigen
Veranderlichen s berechnen kénnen.

Nun kénnen wir freilich im Falle der Formel (1) nicht se wie im Falle
konstanter- Geschwindigkeit die Berechnung von s unmittelbar aus der
Definition der Geschwindigkeit erschlieBen. Aber wir kénnen das im
Falle konstanter Geschwindigkeit gewonnene Ergebris beniitzen, um
auch bei verinderlicher Geschwindigkeit die Wegstrecke s zu bestimmen.
Dazu gehen wir von der selbstverstindlichen Tatsache aus, daB von zwei
gleichzeitig sich bewegenden Kérpern offenbar derjenige einen lingeren
Weg zuriicklegt, dessen Geschwindigkeit wihrend der ganzen Zeit
groBer als die des anderen ist.

Wollen wir fiir den Zeitpunkt ¢ = ¢* die zuriickgelegte Wegstrecke s*
berechnen, so iiberlegen wir uns, daB wihrend dieser Zeit die Geschwin-
digkeit von v = 0 auf den Endwert v* = C#* anwichst. Die zur Zeit £*
zuriickgelagte Wegstrecke ist also gréfer als Null und kleiner als die
Wegstrecke eines Korpers, der sich dauernd mit der GroBtgeschwindig:
keit v* bewegt hitte. Dessen Wegstrecke wiirde nach 4,13 durch den
Fliacheninhalt des Rechtecks mit den Seiten #* und v* dargestellt werden
(v*¢* = Ct*%). Die gesuchte GroBe s* erscheint danach gemiB

0 < s* < Ct*? v

zwischen zwei Grenzen eingeschachtelt.
Diese Einschachtelung ist natiirlich sehr
grob und kann leicht verfeinert werden. \
Wir koénnen z. B. die Strecke ¢* halbieren
(Abb. 4) und eine Treppe von zwei Stufen

_

Null, deren zweite die Hohe 2 hat. Die- Ab: 4.
ser Treppe entspricht eine Bewegung, bei der die Geschwindig-
keit des bewegten Kérpers fiir den ersten Zeltabschmtt 0t < =

e

gleich Null ist, wihrend sie im zweiten Zeitabschnitt —2— <t t* den
: ]
Wertw besitzt, auf den sie im Augenblick ¢ = t— anspringt. Der bei

dieser Bewegung zuriickgelegte Weg ist nach derselben Uberlegung
gleich dem Flicheninhalt ,,unter’ der Treppe (schraffiertes Rechteck
in Abb. 4). Er ist kleiner als die gesuchte GréBe s*, weil die Geschwin-
digkeit dauernd kleiner ist als bei der durch die Gerade dargestellte

2%
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Bewegung. Dieser Treppe — wir wollen sie als untere Treppe bezeichnen
— konnen wir eine obere Treppe gegeniiberstellen (Abb. 5), deren erste
Stufe die Hohe v,: und deren zweite Stufe die Héhe v* besitzt. Wenn sie
die Geschwindigkeit eines bewegten Korpers darstellt, so ist die von
diesem zuriickgelegte Wegstrecke gleich dem Flicheninhalt unter der
Treppe, die in Abb. 5 schraffiert ist. Sie mul} gréBer sein als die gesuchte
Wegstrecke s*. Die Groe s* ist damit wieder eingeschachtelt zwischen
v zwel Flicheninhalten, und diese Ein-
/ schachtelung ist giinstiger, denn die untere
Grenze ist gewachsen, die obere Grenze
gleichzeitig kleiner geworden, die Spanne
zwischen beiden Grenzen ist also von bei-
den Seiten her kleiner geworden.

Damit ist uns zugleich der Weg gezeigt,
wie wir die Einschachtelung fortgesetzt
weiter verbessern kénnen. Wir kénnen jedes
der beiden Intervalle der ¢-Achse, deren Linge die horizontale Breite
einer Treppenstufe entsprach, erneut halbieren und dann statt der zwei-
stufigen Treppen vierstufige konstruieren: eine vierstufige untere Treppe,
die ganz unterhalb und eine vierstufige obere Treppe, die ganz oberhalb
der Geraden verliduft (Abb. 6 und 7). Der Flicheninhalt unter der unte-
ren Treppe ist kleiner und der Flicheninhalt unter der oberen Treppe

S5

] \\\\\‘\“\\\

I

Abb. 6. Abb, 7.

‘

groBer als die gesuchte GroBe s*. Wieder aber ist die Schachtelung
glinstiger geworden.

Offenbar 148t sich dieses Verfahren ohne Ende forisetzen, indem wir
durch fortgesetzte Halbierung der Intervalle der ¢-Achse zu achtstufigen,
sechzehnstufigen usw. Treppen (unteren wie oberen) iibergehen.

Die GroBe dieser Spanne zwischen der oberen und unteren Grenze
der Schachtelung kénnen wir fiir jeden Schritt des Konstruktionsver-
fahrens leicht angeben. Denn die untere Treppe entsteht dadurch aus
der oberen Treppe, daB wir diese um eine Stufe nach rechts verschieben.
Die Spanne ist also gleich dem Flicheninhalt der letzten Stufe der
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oberen Treppe. Fiir den zwesfen Schritt, also im Falle der (22 = 4)-
stufigen Treppe ist die Spanne dementsprechend
1* t*2

Sa=v"5=Co%-

Allgemein haben wir fiir den »-ten Schritt, also im Falle 2”-stufiger
Treppen, die Formel
¥ tx2

(5) S,=v 5 =C%,
die auch den Fall » = 0 einschlieBt.

Auf Grund dieses Ergebnisses kénnen wir uns nun leicht iiberzeugen,
daB uns unser Schachtelungsverfahren die Mégtichkeit gibt, die gesuchte
Wegstrecke s* mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Wollen wir
etwa s* auf # Dezimalen der Lingeneinheit [#] berechnen, so kénnen
wir in (5) die (positive, ganze) Zahl » so groB wihlen, daB S, kleiner
als eine halbe Einheit der #-ten Dezimale, also

5

0n+1

S, <

wird. Dann stimmen die untere und die
obere Grenze des beim #»-ten Schritt auf-
tretenden Schachtelungsintervalls in den
ersten # Dezimalen iiberein, und damit sind
auch die ersten # Dezimalen der zwischen

ihnen eingeschlossenen GroéBe s* gefunden. Abb. 5.

Da sich auf diese Art beliebig viele Dezi-

malen von s* berechnen lassen, liefert uns der SchachtelungsprozeB, so
konnen wir sagen, die gesuchte GréBe s*.

Im Schaubild sehen wir nun, daB zwischen einer ,,unteren‘‘ und ,,obe-
ren‘ Treppe beliebiger Stufenzahl imrher der Flicheninhalt des rechtwink-
ligen Dreiecks mit den Katheten #* und v* eingeschachtelt ist (Abb. 8).
Da aber das Schachtelungsverfahren die GroSle s* eindeutig festlegt,
so muB sie mit dem Flicheninhalt dieses rechtwinkligen Dreiecks iiber-
einstimmen, d. h. mit dem ,Flicheninhalt, der unter der Geraden
v = Ct" liegt, und den wir unmittelbar angeben konnen. Wir erhalten

(6) s* = Lo*tx = 1Cp*2,

" Es tritt hier der besondere Umstand ein, daB wir die durch das
Schachtelungverfahren zu ermittelnde Gré8e nach Gleichung (6) auch
mittels eines analytischen Ausdrucks — man sagt: in geschlossener
Form — gewinnen kénnen. Von einem allgemeinen Standpunkt aus muB
das als ein Ausnahmefall betracbtet werden, denn im allgemeinen wird
sich die durch eine Intervallschachtelung dargestellte Zahl nicht durch
einen einfachen endlichen Ausdruck darstellen lassen. Wenn das wie in
(6) ausnahmsweise eintritt, so kénnen wir das gleichsam als einen gliick-
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lichen Zufall ansehen, der etwa dem &hnelt, da eine Quadratwurzel
,,aufgeht”. Aber in unseren nichsten Uberlegungen werden wir es zu-
nichst gerade mit solchen ,,Gliicksfillen* zu tun haben.

Zu dem Ergebnis (6) gelangte auch GALILEI, und er konnte leicht
nachpriifen, daB dieses Weg-Zeit-Gesetz mit den wirklichen Verhilt-
nissen (im luftleeren Raum) {ibereinstimmt. Der Zahlwert der Konstan-
ten C ist die doppelte MafBzahl der Strecke, die ein freifallender Kérper
in einer Sekunde zuriicklegt. Fiir mittlere geographische Breite hat sich
fiir diese Konstante, die man mit g zu bezeichnen pflegt, der Wert

v m

g =981 sec?
ergeben.

Es ist zweckmiBig, auch hier
den zuriickgelegten Weg in einem
Schaubild anschaulich darzu-
stellen, und zwar in der glei-
chen Weise, wie wir es in Abb. 3
s fiir den Fall einer konstanten
Geschwindigkeit getan haben. In
Abb. 9 ist oben nochmals die
i Geschwindigkeit v als Funktion
- der Zeit ¢ dargestellt. In der dar-

“f2]

- 5-4¢° unter liegenden Figur haben wir

3 zu jedem ¢ die zugehorige Ordi-

\\\ 10{m] nate s = %t’ aufgetragen. Diese
=3 e ¢ Ordinate ist dabei in jedem Fall

Abb. 9. gleich dem Flicheninhalt des zu-

gehorigen Dreiecks in der oberen
Figur. Wir haben in Abb.9 unten eine dieser Ordinaten angedeutet
und das dazugehoérige Dreieck in der oberen Figur schraffiert. Die so er-
haltene krumme Linie ist aus den Elementen der analytischen Geome-
trie wohlbekannt. Sie ist eine Parabel, deren Scheitel in dem Nullpunkt
unseres Koordinatensystems liegt und deren Achse vertikal steht (der
links gelegene Teil der Parabel besitzt dabei fiir unsere Uberlegungen
keine Bedeutung).

Zusammenfassend konnen wir sagen: das Einschachtelungsverfahren
hat uns gelehrt, daB der Weg, den ein Korper beéim freien Fall aus der
Ruhe zuriicklegt, im Geschwindigkeitsschaubild durch den Flichen-
inhalt unter der Geraden v = g¢ dargestellt wird. Fiir die wirkliche Be-
rechnung dieses Flicheninhalts brauchen wir das Einschachtelungsver-
fahren nicht, da sich ja der Flicheninhalt eines Dreiecks unmittelbar
nach der Lehre der Elementargeometrie angeben 1i8t.
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1, 2. Bedeutung des Schachtelungsverfahrens fiir das Zahlenrechnen
(Begriff der Irrationalzahl).

DaB ein SchachtelungsprozeB der betrachteten Art eine einzelne
ganz bestimmte Zahl liefert, kann man auch so auffassen: die Angabe
des Schachtelungsprozesses und die Angabe der Zahl bedeuten ganz das
gleiche. Eine solche Auffassung wird dem Anfénger vielleicht im ersten
Augenblick fremdartig vorkommen. Er wird eher geneigt sein, das
Schachtelungsverfahren als ein Anniherungsverfahren aufzufassen, das
Niherungswerie fiir die Zahl s* liefere, denen der genaue Wert s* gegen-
iberzustellen wire. Um das zu kliren, gehen wir ein wenig darauf ein,
was man unter einem gemauen Wert zu verstehen hat. Wir wihlen ein
Beispiel aus den Elementen der Arithmetik.

Wenn man nach der Zahl fragt, die zum Quadrat erhoben 2 ergibt,
so wird wohl als genmauer Wert

V2

angegeben. Indessen hat man damit doch nur esn Symbol angeschrieben,
das einen Rechenproze8 vertritt, der gestattet, die Zahl, deren Quadrat
2 ist, mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu berechnen. Wenn man sich
dann den Sinn dieses Rechenverfahrens deutlich macht, so sieht man
unmittelbar, daB es sich dabei um ein Einschachtelungsverfahren han-
delt, das dem eben betrachteten Schachtelungsverfahren ganz entspricht.
Man bestimmt zuerst die ganze Zahl, dann der Reihe nach die Ziffern
der aufeinander folgenden Stellen hinter dem Komma. Wenn man sagt,
die ganze Zahl vor dem Komma sei 1, so will man damit zum Ausdruck
bringen, daB die gesuchte Zahl zwischen 1 und 2 liegen mu8, d. h. man
schlieBt den gesuchten Wert zwischen zwei Grenzen ein. Bestimmt man
dann nach dem bekannten Verfahren die erste Dezimale nach dem
Komma zu 4, so stellt man damit nichts anderes fest, als daB der ge-
suchte Wert zwischen 1,4 und 1,5 liegen muB, d. h. man bestimmt ein
neues Intervall, dessen Linge auf den zehnten Teil der Linge des vori-
gen Intervalls zuriickgebracht ist. Die untere Grenze ist groBer, die
obere kleiner geworden. Die Bestimmung der aufeinander folgenden De-
zimalen fithrt der Reihe nach zu den ineinander geschachtelten Inter-
vallen:

14 <y2<1,42
1414 < Y2 < 1,415
1,442 < Y2 < 1,4143 .

Auch hier kann dieses Verfahren unbegrenzt forigesetzt gedacht werden.
Dem fritheren Schachtelungsverfahren ist es allerdings dadurch iiber-
legen, daB mit jedem folgenden Schritt die Spanne zwischen den Gren-
zen immer gerade auf den zehnten Teil der Spanne zwischen den Gren-
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zen des vorhergehenden Schrittes herabsinkt. Man sieht, daB aber im
iibrigen unser obiges Verfahren zur Berechnung von s* mit diesem aus
den Elementen bekannten Verfahren zur Berechnung einer Quadrat-
wurzel véllig gleichartig ist.

Das Zeichen }/2 ist nur ein Symbol fiir diesen RechenprozeB bzw.
dieses Verfahren der Intervallschachtelung. Es ist unmdglick, durch
eine endliche Anzahl von Angaben eine Zahl festzulegen, deren Quadrat
genau gleich 2 ist. Man konnte den Einwand machen, daB es gar keine
solche Zahl gibt, und es ablehnen, dem Symbol 2 die Bedeutung einer
Zahl beizulegen. Fiir die mathematische Beschreibung von Natur-
vorgingen, deren stetiger Ablauf sich geometrisch veranschaulichen
14Bt, wiire aber eine solche Auffassung unmdéglich. Denn auf Grund
des Pythagoreischen Lehrsatzes hat z. B. die Hypotenuse des recht-
winklig-gleichschenkligen Dreiecks mit den Katheten 1 eine Linge,
deren Quadrat gleich 2 ist, so- daB dieser Strecke das Symbol
Y2 als MaBzahl zuzuweisen ist (Abb. 10). Fiir die ausnahmslose Zu-
ordnung von MaBzahlen zu Strecken kommen wir daher mit den ratio-

nalen (d.h. den ganzen oder gebrochenen) Zah-
len nicht aus, sondern sind genétigt, durch Ein-

7, { fiithrung der sog. ,,srrationalen Zahlen'* den Zahl-
bereich zu erweitern. Diese Bezeichnung deutet-

3 auf die groBe Denkschwierigkeit hin, die mit
Abb. 10. diesem Begriff verbunden war. Der Lehrsatz des

PyTHAGORAS ist gewiB fiir Sonderfille (a = 3,
b=4,c=5 und dhnl) schon lange vor PyTHAGORAS bekannt ge-
wesen. Die Leistung der PYTHAGOREER liegt darin, daf3 sie mit dem
Nachweis der Allgemeingiiltigkeit dieses geometrischen Satzes zur
Entdeckung des Irrationalen kamen. In der griechischen Mathematik
entstand aus dieser Entdeckung eine Krise, in deren Verlauf der
kithne Schritt einer Erweiterung des Zahlbegriffs noch nicht getan
wurde.

Fiir die Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen hatte man in dem pytha-
goreischen Lehrsatz das Mittel einer einfachen Konstruktion gefunden.
Die Beschiftigung mit geometrischen Problemen fiihrte aber alsbald zu
Irrationalititen, fiir die eine solche einfache geometrische Konstruktion
mittels Zirkel und Lineal nicht angegeben werden konnte. Eine solche
Irrationalitdt ist z. B. :i/?, auf die man gefithrt wird, wenn man nach der
Kantenlinge eines Wiirfels fragt, dessen Rauminhalt doppelt so groB3
wie der des Wiirfels von der Kantenlinge 1 ist. Fiir diese Kantenlinge
eine Konstruktion mittels Zirkel und Lineal anzugeben, war lange
Zeit die Bemiithung der griechischen Mathematiker. Wie populdr das

1 Vgl. Hassge-ScHoLz: Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik. Pan-
Biicherei, Gruppe Philosophie, Nr. 3 (1928).
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Preblem war, sicht man daraus, daB es der Mann auf der StraBe mit
einem Spruch des Delphischen Orakels in Verbindung brachte, in dem
Apollo die Befreiung von einer Pest an die Bedingung gekniipft habe,
den wiirfelfdrmigen Altar seines Tempels durch einen solchen von dop-
peltem Rauminhalt zu ersetzen. Besonders bekannt ist weiterhin das
vergebliche Bemiithen um eine entsprechende Konstruktion fiir die ent-
sprechende Zahl, die den Inhalt des Kreises milt, wenn man als Flichen-
einheit das Quadrat mit dem Kreishalbmesser als Seitenlinge beniitzt.
Schon im mathematischen Elementarunterricht pflegt es auseinander-
gesetzt zu werden, wie die griechischen Mathematiker — Vollender des
Werkes war ARCHIMEDES — nach dem Verfahren der Intervallschachte-
lung griffen, als alle anderen Bemiihungen vergeblich blieben. Jeder--.
mann wei, wie man beim Kreis, ausgehend von dem ein- und umbe-
schriebenen regelmiBigen Sechseck, eine Folge von ein- und umbeschrie-
benen Vielecken konstruiert, indem man die Seitenzahl fortgesetzt
verdoppelt. Die Inhalte des einbeschriebenen und umbeschriebenen
Vielecks gleicher Seitenzahl bilden je die Grenzen eines Intervalls, in
das der Kreisinhalt eingeschlossen ist. Indem man die Seitenzahlen
die Folge
6, 6-21, 6-22, 6-28,...,6-2" ...

durchlaufen 1iBt, erhidlt man eine Intervallschachtelung, bei der die
Linge des Intervalls mit wachsender Nummer so klein wird, wie man
will.

Wenn man nun beim Kreis die gesuchte Mafizahl durch das Symbol =
bezeichnete, so hatte man zur Darstellung von & keine elementargeo-
metrische Konstruktion, sondern nur die Intervallschachtelung, die
diese Zahl mit jeder gewiinschten Genauigkeit-zu berechnen gestattete.
Die Einfithrung eines Zahlzeichens konnte demnach nur als Symbol
fiir den durch die Intervallschachtelung definierten RechenprozeB8 ge-
meint sein.

In diesem Sinn haben wir in dem Schachtelungsverfahren nicht nur
einen Niherungsprozef zu sehen, sondern wir kénnen einen Schritt wei-
ter gehen und sagen: Jede Intervallschachielung definiert eine Zahl. In
dem Wort ,;Schachtelung® ist zum Ausdruck gebracht, daB jedes Inter-
vall der Folge in dem vorhergehenden liegt, d. h. daB die unteren Grenzen
der Intervalle nicht abnehmen, die oberen nicht zunehmen. Weiter ist
vorausgesetzt, dafl die ,,Linge’* des Intervalls mit wachsender Nummer
kleiner wird als jede beliebige positive Zahl &. Dieser Satz entspringt
unserer Gleichsetzung von Zahl und Strecke (auf die wir im Rahmen
dieses Buches nicht verzichten konnen). Denken wir uns nimlich die
Intervallschachtelung auf der Geraden entsprechend definiert, so
fordert die Anschauung die Anerkennung des Grundsatzes: Ist auf einer
Geraden eine Intervallschachtelung gegebem, so gibt es stets gemau einen
Punkt, der allen Intervallen der Schachtelung angehort. In diesem Grund-
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satz, den man als Cantor-Dedekindsches Axiom bezeichnet, erkennen wir
die Wurzel aller unserer Uberlegungen?.

Man wird gut tun, sich immer wieder klarzumachen, daB die Defi-
nition einer. Irrationalzahl als eines unendlichen nichtperiodischen Dezi-
malbruchs gar nichts anderes ist, als eine Definition mit Hilfe einer
Intervallschachtelung, und daBB damit gerade ausgesprochen ist, daB eine
Intervallschachtelung eine Zahl représentiert. Fiir Zwecke des Zahlen-
rechnens wird man sie je nach der gewiinschten Genauigkeit durch die
untere oder obere Grenze eines Intervalls von geeigneter Nummer zu
ersetzen haben, da Zahlenrechnungen natiirlich nur mit rationalen Zahlen
durchgefithrt werden kénnen. Dafl man heute die hiermit angedeuteten
Operationen fast von selbst richtig ausfithrt, ohne sich iiber ihren
eigentlichen Sinn Rechenchaft zu geben, ja daB man vielleicht so-
gar das Reden dariiber als listige Umstéindlichkeit empfindet, rithrt
daher, dal wir in der Dezimalbruchrechnung, die uns eine durch Jahr-
hunderte sich hinziehende mathematische Arbeit vergangener Ge-
schlechter geschaffen hat, ein Instrument besitzen, das den Aufgaben
des Zahlenrechnens in geradezu wundervoller Weise angepaft ist.

1, 3. Anwendungsbeispiele.

Wir wollen an einer Reihe von Beispielen zeigen, wie man mit Hilfe
des Einschachtelungsverfahrens die Berechnung physikalischer GréBen
auf die Bestimmung von Flicheninhalten unter einer Geraden zuriick-
fithren kann.

Anwendung 1: Flissigkeitsdruck. Der Druck einer Fliissigkeit nimmt
linear mit der Tiefe zu. Fiir Wasser beispielsweise haben wir auf je 10 m Wasser-

. k .
tiefe eine Druckzunahme von 1at, d.h. 1 ‘;i Messen wir die Tiefe in cm, so haben

wir, wenn wir von dem Druck der Luft iiber dem Wasser absehen?, also in der
‘Wasseroberfliche den Dryck gleich Null annehmen;

p=rFx <k=Lfﬁ),
1000 cm

Es sel nun die Aufgabe gestellt, die Gesamtkraft, die der Wasserdruck auf die
rechteckige Seitenwand eines Behilters von der Breite b [cm] ausiibt, zu ermitteln.
Da die Wand rechteckig vorausgesetzt ist, so wiirde die Kraft, diein der Tiefe » [cm]
auf einen Streifen der Wand von der Héhe 1 cm ausgeiibt wird, gleich pb sein3. Be-
zeichnen wir diese Kraft, bezogen auf die Einheit der Wandhohe, mit S (#), so haben
wir die Beziehung

S=bkx[§].
cm

! Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Zusammenhinge findet der Leser z. B.
in v. MancoLDT-KNoOPP: Einfithrung in die Héhere Mathematik Bd. 1 (1931)
S. 1731f.

2 D. h. den Wasserdruck in atii messen.

3 Der Druck ist dabei iiberall im Streifen konstant zu denken.
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Bei ihrer Darstellung in einem Schaubild erhalten wir eine Gerade durch den
k
Anfangspunkt mit der Steigung bk [E:_n%] . Wenn wir nun an die Berechnung der

Gesamtkraft auf die Behilterwand gehen, so iiberlegen wir zunichst, da8 diese
Berechnung wieder sehr einfach wire, wenn die Kraft S auf die Hoheneinheit nicht
mit der Wassertiefe veranderlich, sondern konstant wire. Wir brauchten ja dann
nur den konstanten Wert von S mit der Wassertiefe » zu multiplizieren, also in dem
Schaubild den Flicheninhalt des Rechtecks unter einer horizontalen Geraden zu
bilden. Will man die Gesamtkraft fiir die wirklichen Verhiltnisse berechnen, so
kann man wieder davon ausgehen, daB man die wirkliche (linear mit der Tiefe
veranderliche) Druckverteilung durch eine fingierte Druckverteilung ersetzt, die
stiickweise konstant bleibt und sich an den Grenzen der Teilbereiche sprungweise
um einen endlichen Betrag 4ndert. So konstruiert man zu der geraden Linie
eine untere und eine obere Treppe mit je 2" Stufen. Fiir eine solche Druckverteilung
nach der Treppe stellt aber der Flicheninhalt unter der Treppe die Gesamtkraft
vor. Berechnen wir also fiir jedes » die Flicheninhalte unter der unteren und der
oberen Treppe, so erhalten wir eine Intervallschachtelung, die uns die gesuchte
Gesamtkraft liefert. Da die Intervallschachtelung nach dem Schaubild den Flichen-
inhalt unter der Geraden liefert, so wird aie Gesamtkraft des Wasserdrucks auf
das Rechteck der Hohe A durch diesen Flacheninhalt dargestellt. Wir finden fiir sie

hl
K=}Sh=>bk= [k

und sehen, da K als Funktion von A durch eine Parabel dargestellt wird, die die
Ordinatenachse als Symmetrieachse besitzt.

Anwendung 2: Dehnung eines Stabes. Formdnderungsarbeit. Wird
ein gerader Stab (konstanten Querschnitts) von der Linge /, der an einem Ende
festgehalten wird, am anderen Ende in seiner Langsrichtung mit der Kraft P ge-
zogen, so wird er sich wegen seiner Elastizitit um ein bestimmtes Stiick A7 ver-
langern.

Wir denken uns diesen belasteten Zustand aus dem unbelasteten dadurch her-
vorgegangen, daB die am Ende des Stabes angreifende Spannkraft S, die den Stab
in einem bestimmten Spannungszustand im Gleichgewicht halt, allmihlich vom
Wert Null zum Endwert P ansteigt?, und zwar so langsam, daB wihrend des ganzen
Vorganges Gleichgewicht herrscht. Die durch S bewirkte Stabverlingerung sei #.
Wir fithren noch die sog. Spannung des Stabes

ST kg
o= F [cm’]
ein, die aus S durch Division mit der Querschnittsfliche F hervorgeht. Nun gilt

das sog. Hookesche Gesetz der Elastizititslehve, nach dem die Ldngendnderung der
Léangeneinheit

x
b=7
gleich der Spannung ¢ dividiert durch die Elastizititszaht des Stabmaterials ist:
=2
=%

Fiihren wir in die Formel des Hookeschen Gesetzes die Spannkraft S und die Lan-
genanderung # des Stabes ein, so ergibt sich zwischen S und » die lineare Be-

1 Wiirde man die Kraft P plstzlich mit ihrer ganzen Starke angreifen lassen,
so wiirde nicht der zu untersuchende Gleichgewichtsfall eintreten, sondern ein
Schwingungsvorgang, der schwerer zu iiberblicken ist.
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ziehung S — FE .
4

Fiir ¥ = Al wird die Spannkraft S = P, d. h. bei der elastischen Verformung
des Stabes wird # von Null so lange wachsen, bis S den Wert der wirkenden Kraft P
erreicht hat. In einem Schaubild wird der Zusammenhang zwischen Spannkraft S
und der Verlangerung x des Stabes durch eine gerade Linie durch den Anfangs-
punkt dargestellt. Fragen wir nun nach der bei der Dehnung des Stabes um das
Stiick # geleisteten Arbeit, der sog. Formdnderungsarbeit, die als elastische Energie
im Stabe aufgespeichert wird, so kénnen wir wieder daran ankniipfen, daB sich
die Arbeit bei konstant bleibender Kraft einfach als Produkt aus Kraft und Stab-
verlingerung, die hier den von der Kraft zuriickgelegten Weg darstellt, berechnen
wiirde. Wir ersetzen das wirkliche Anwachsen der Kraft durch ein ruckweises,
das sich im Schaubild als eine Treppe darstellen wiirde, und erhalten so eine In-
tervallschachtelung, aus der man ersieht, daB die Forminderungsarbeit fiir jede
Stabverlingerung x durch den Flicheninhalt des Dreiecks dargestellt wird, daB also
1 FE
ist. Die Abhangigkeit der Forminderungsarbeit von der Stabverlingerung wird im
Schaubild durch eine Parabel dargestellt. Fiir # = A1 ergibt sich die Gesamtarbeit.

Anwendung 3: Das Aufladen eines Kondensators. Ein Kondensator
von der Kapazitit C [Farad] enthilt, wenn er zu der Spannung % [Volt] aufgeladen
ist, die Elektrizititsmenge:

A=—1-Sx= 2
2

¢ = C u [Coulomb].

Diese Beziehung, dic wir auch in der Form

u=_c—q

schreiben kénnen, wird im Schaubild durch eine gerade Linic durch den Anfangs-
. . 1 .
punkt mit der Steigung < dargestellt. Kénnte man den Kondensator auf einer kon-

stanten Spannung # halten, so wiirde das Hineinbringen von ¢ Coulomb in den
Kondensator, wie die Elektrizititslehre lehrt, die Arbeit

q % [Wattsekunden]

erfordern!. In der gleichen Weise wie in den bisherigen Beispiclen kénnen wir uns
nun beim Aufladen des Kondensators eine fingierte Spannungsverteilung nach
einer unteren und oberen Treppe denken und mit ihr eine Intervallschachtelung
konstruieren, die zeigt, daB die Ladungsarbeit, bzw. die mit ihr identische im Kon-
densator aufgespeicherte elektrische Energie, durch den Flicheninhalt unter der
Geraden gegeben wird, also

1 1
A= - =-——q3
2"1=5¢1

ist und in einem (4, ¢)-Schaubild durch eine Parabel dargestellt wird.
Anwendung 4: Das Einspannmoment eines eingeklemmten Bal-
kens, der durch sein Eigengewicht belastet ist. Ein waagerechter Balken
von der Lange ! sei an dem Ende # = 0 eingeklemmt und rage frei vor. Sein Eigen-
gewicht auf dem laufenden Meter sei p [kg m~1]. Fiir elementare Betrachtungen

1 Da 1 Coulomb = 1 Ampere - sec ist, so gilt
Coulomb + Volt = Volt - Ampere - sec = Watt - sec.
Die Wattsec ist ein MaB fiir die Arbeit.
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iiber die Festigkeit des Balkens ist das Moment der Belastung in bezug auf den
Einspannpunkt # = 0 von Bedeutung. Die Gewichte sind Krafte, die senkrecht
nach unten gerichtet sind. Greift also ein Gewicht an einem horizontal gerichteten
Hebelarm an, so ist das Moment einfach gleich dem Produkt aus dem Gewicht
und der Linge des Hebelarms. Nun handelt es sich hier allerdings um das Eigen-
gewicht des Balkens, das kontinuierlich iiber die Balkenlinge verteilt ist. Wir
konnen aber offenbar wieder das Einschachtelungsverfahren, und zwar in folgender
Weise, anwenden. Beim ersten Schritt denken wir das Gesamtgewicht des Balkens
p 1 [kg] entweder im Punkte ¥ =0 oder im Punkte # = / angebracht und erhalten
so fiir das Moment die primitive Einschachtelung

pl-o<M<pl-l.
Beim zweiten Schritt denken wir das Gesamtgewicht in zwei gleiche Teile zer-

i
legt und denken je eine Einzelkraft von de); GroBe g‘ [kg] entweder in den Punkten

! »
¥ =0, x-—?odermdenPunktenx—— 7/ .
A ~

< =

x =l angebracht, so erhalten wir die giinsti- -
gere Einschachtelung: ¢

P otn<m<tl ) (112

Dann betrachten wir 22 = 4 Einzelkrifte, je

l
von der GroBe 1)4— die wir an den Stellen ” T
! !

¥x=0, —, 27, 3%, bzw. an den Stellen

l i 4 1
= 27, 3*4", 47 ,
diesen Einzelkraften gehorigen Momente er- "
geben sich offenbar als Flicheninhalte unter
einer vierstufigen unteren bzw. oberen 4
Treppe, die zu der Geraden

Q=p=x
konstruiert ist (Abb. 11). Setzt man die Einschachtelung in der angegebenen Weise
fort, so werden die Grenzen fiir das gesuchte Moment stets durch die Flacheninhalte
unter einer unteren bzw. oberen Treppe unter der Geraden geliefert. Man sieht,
daB das Einschachtelungsverfahren als Wert des Einspannmoments den Flachen-
inhalt unter der Geraden liefert. Somit ist der Beitrag des zwischen der Stelle 0
und # liegenden Stiicks des Balkens zum Einspannmoment durch

anbringen. Die zu

Abb. 11,

M (x) =
gegeben!, und das Einspannmoment des ganzen Balkens von der Linge ! wird
somit
3

Die GroBe Q ist iibrigens nichts anderes als das Gewicht des zwischen den Ab-
szissen O und # liegenden Balkenstiicks.

1 Dijese Kurve ist nicht mit der in der Statik als Momentenlinie bezeichneten
Kurve zu verwechseln, bei der das Moment nicht auf die Einspannstelle, sondern
auf die jeweilige Schnittstelle bezogen ist.
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I, 4. Der Fliacheninhalt unter einer Geraden in beliebiger Lage.

1, 41. Negative Steigung; Vorzeichen des Flicheninhaltes. In den
bisher betrachteten Beispielen handelte es sich darum, den Fliachen-
inhalt unter einer durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Ge-
raden

(7) y=ax
zu bestimmen, und die Beispiele'waren so gewihlt, daB 4 seiner physi-
kalischen Bedeutung entsprechend immer positiv war. Die Gerade ver-

lauft dann ganz im dritten und ersten Quadranten, und die Flichen-
inhaltsfunktion

(8a) Fo = a?

wird durch eine nach oben gedffnete Parabel mit vertikaler Achse dar-
gestellt. Erteilen wir der Konstanten « einen negativen Wert, so verlauft
die Gerade im zweiten und vierten Quadranten, und die ihr durch (8a)
zugeordnete Funktion wird durch eine nach unten getffnete Parabel
dargestellt, deren simtliche Ordinaten negativ sind. Es fragt sich, ob
auch hier die Deutung als Flicheninhalt sinnvoll bleibt. Vom rein geo-
metrischen Standpunkt aus moéchte es auf den ersten Blick einfacher
erscheinen, alle Flicheninhalte als positive GroBen anzusehen. Bei der
Anwendung auf physikalische und technische Probleme erkennt man
aber, daB3 das nicht zweckmiBig ist. Rechnen wir z. B. beim freien Fall
y die Richtung senkrecht nach obex als
positiv fir die Geschwindigkeit, so

y=-2x miissen wir der Geschwindigkeit der
T z Fallbewegung, die doch senkrecht nach

”’////{{4 ”;/// unten gerichtet ist, das negative Vor-

zeichen geben:

v=—gl.

Da bei dieser Festsetzung natiirlich
auch fiir den Fallweg die Richtung
senkrecht nach oben positiv zu rech-
nen ist, so erhalten wir die wegative
Fallstrecke

s =_—_€t2.
2

Wollen wir sie wieder als Flichenin-
halt deuten, so miissen wir dem Fli-
cheninhalt unter der Geraden mit
negativer Steigung notwendig ein negatives Zeichen zuweisen.

Wie 148t sich nun das Vorzeichen eines Flicheninhaltes definieren ?
Eine eindeutige Festsetzung dariiber erhalten wir auf folgende Weise:

Abb. 12.
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Wenn wiv auf der x-Achse von O nach der Stelle x gehen (bei der iiblichen
Lage der x-Achse gehen wir also fiir positives x nach rechts, fiir negatives
x dagegen nach links) und dann, in der dadurch gegebemen Richiung
weiterlaufend, die betrachtete Fliche wmfahren, so erhalten wir einen be-
stimmten Umlaufssinn. Dieser ist in dem Falle eines negativen a (Abb. 12)
dem Umlaufssinn des Uhrzeigers gleich, und zwar sowohl fiir po-
sitive wie negative x. Im Fall
eines positiven a ist dagegen der
auf diese Weise erhaltene Um-
laufssinn der Flichenstiicke dem
Umlaufssinn des Uhrzeigers ent-
gegengesetzt. Es ist iiblich, den
Umlaufssinn  entgegengesetzt
dem Drehsinn des Uhrzeigers 7
als positiv, den mit dem Dreh-
sinn des Uhrzeigers iiberein-

2
y=%x

stimmenden Umlaufssinn da-
gegen als negativ zu bezeich-
nen. Einem Flicheninhalt wird
nun ein positives oder negatives
Vorzeichen gegeben, je nachdem
der zugehorige Umlaufssinn po-
sitiv oder negativ ist, d.h. je
nachdem der Umlaufssinn dem
Drehsinn  des Uhrzeigers ent-
gegengesetzt oder gleich ist. Abb. 13.

Die Formel (8a) gibt den
Flacheninhalt, der zu der durch (7) dargestellten Geraden gehért, so-
wohl fiir positives wie auch fiir negatives ¢ mit dem richtigen Vor-
zeichen an.

Abb. 13 zeigt, wie die Gestalt der Flicheninhaltsparabeln

y =
sich mit dem Parameter a indert. Seinem ab-
soluten Betrag nach miBt der ,,Beiwert” a die 7
Offnung der Parabel.

I, 42. Beliebige Wahl des Anfangspunktes der
Flicheninhaltszihlung. Wir haben bis jetzt den :
Flicheninhalt unter der Geraden immer vom Abb. 14,
Koordinatenanfangspunkt bis zu einer beliebi-
gen Stelle x betrachtet. Es wird indessen hiufig notwendig sein, den
Flicheninhalt von einer beliebigen ersten Stelle « bis zu einer beliebigen
zweiten Stelle 8 (Abb. 14) zu berechnen. Diesen Flacheninhalt wollen wir
mit F? bezeichnen. Das bietet aber nicht die geringsten Schwierigkeiten,
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denn dieser Flicheninhalt ergibt sich unmittelbar als die Differenz
zweier vom Nullpunkt aus gerechneten Flicheninhalte

Fi=F! —F; = _ (8 — o) *.

Das Vorzeichen wird durch diese Formel von selbst richtig geliefert,
denn eine Vertauschung der Grenzen ergibt:
Fy = —F%.

Als wir die Fliacheninhaltskurve zeichneten, haben wir die untere
Grenze des Flacheninhaltes nach ¥ = 0 gelegt und die obere Grenze als
verinderlich aufgefaBt. Die Flacheninhaltskurve F§ ging daher durch
den Anfangspunkt. Die oben angestellten Uberlegungen erméglichen es,
die untere Grenze statt nach x = 0 auch an eine beliebige andere Stelle
x = x, zu legen. Fassen wir die obere Grenze wieder als verdnderlich
auf und bezeichnen sie entsprechend mit x, so erhalten wir eine andere
Flacheninhaltskurve

1 a a
(8b) Fil=F{ —Fpe= ;2 —

2
x5,

Diese neue Kurve kénnen wir also unmittelbar zeichnen, indem wir bei

der fritheren Fliacheninhaltskurve F§ = % x2 alle Ordinaten um dieselbe
GroBe Fg° vermindern (Abb. 15),

=A%,

g . d. h. die Parabel als Ganzes um

o das Stiick F2 in Richtung der Or-

%:%‘ il -  dinatenachse verschieben. Die nach

O i unten verschobene Parabel schnei-
y-4z* det die Abszissenachse in zwei

der Geraden hat also an zwei Stel-

f-3x%C  len den Wert Null. Die eine dieser
Nullstellen ist natiirlich der

AERal Punkt #,, der die untere Grenze,
d.h.den Ausgangspunkt fiir dieFli-
\J\ / ¥ cheninhaltszihlung, bildet. Rechts
von dieser Stelle steigt in Abb. 15

die Flicheninhaltskurve an, da

Abb. 15. hier der Flicheninhalt unter der
Geraden positiv zdhlt und mit

wachsendem x immer gréBer wird. Fiir ein x links von x = x, wird der
Flicheninhalt F;, zunichst negativ, wie der Umlaufssinn zeigt, und ent-
sprechend nimmt die Flicheninhaltskurve negative Werte an. Gehen

F E Punkten. Der Flicheninhalt unter

a
* Man gebraucht auch die Schreibweise F& = und liest: vy %2, ge-

ISR
®

nommen zwischen den Grenzen « und B*.
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wir aber mit x nach links iiber die Stelle x = 0 hinaus, so wird der weiter
hinzukommende Flicheninhalt positiv, wie man am Umlaufssinn er-
kennt. Entsprechend biegt die Flicheninhaltskurve von hier an wieder
nach oben um, so daBl an dieser Stelle der Scheitel der Parabel liegt.
Gehen wir weiter nach links, so wird der hinzukommende positiv zu
rechnende Flicheninhalt immer gréBer, so daB er den negativen Anteil
allmahlich aufhebt. An der Stelle x = — x, ist der Flicheninhalt wieder
gleich Null geworden. Gehen wir mit x noch weiter nach links, so wird
der Flicheninhalt wieder positiv, da der positive Teil den negativen
tiberwiegt, die Flacheninhaltskurve steigt entsprechend nach links hin
immer mehr in die Hohe. Wir sehen auch hier wieder, wie zweckmiBig
es war, den Flicheninhalten ein bestimmtes Vorzeichen zu geben, da
nur so die Verhiltnisse durch eine einfache Formel wiedergegeben
werden.

Denken wir uns den Ausgangspunkt der Flicheninhaltszihlung zu-
nichst nicht niher festgelegt, so kénnen wir die Formel (8b) auch so
ausdriicken, daB wir sagen, der Flicheninhalt sei gleich

F:—l_c’

wo C eine willkiirliche Konstante ist. Legen wir den Ausgangspunkt der
Flicheninhaltszihlung an eine feste Stelle x4, so erhdlt C den Wert

— To __ 2 .2
C——F0°——~2~x0

zugewiesen. Geben wir umgekehrt der Konstanten C einen festen Zahl-
wert, so ist damit der Ausgangspunkt x, fiir die Flicheninhaltszihlung
festgelegt. Natiirlich kann, sofern a in der Parabelgleichung positiv ist,
fiir C»nur ein negativer Wert vorgegeben werden, wenn sich ein reeller
Wert von x, bestimmen lassen soll. Wollen wir die Willkiirlichkeit des
Ausgangspunktes fiir die Flicheninhaltszihlung andeuten, so schreiben
wir nicht mehr F:o, sondern F (x), und haben dann die Formel

(8) F(x)=52+4C

worin C eine willkiirliche Konstante bedeutet. Es gehort demnach zu
einer Geraden v = ax nicht eime Fliacheninhaltskurve, sondern eine
ganze Schar solcher Kurven, entsprechend dem willkiirlich gewihlten
Werte der Konstanten C. Der Flicheninhalt zwischen zwei Punkten x,
und x, ergibt sich fiir jede dieser Kurven durch die Formel

Fa=F(x) — F (%),
da sich fiir eine feste Kurve die Konstante bei der Subtraktion heraus-
hebt.

1, 43. Der senkrechte Wurf. Uberlagerungsprinzip. Zu einer weiteren
leichten Verallgemeinerung werden wir gefithrt, wenn wir die Bewegung
eines Korpers betrachten, der nicht wie bisher aus der Ruhe losgelassen,

Prange -v. Koppenfels, Integral- u. Differentialrechnung I. 3
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sondern zu Beginn der Bewegung mit einer bestimmten Geschwindig-
keit senkrecht nach oben (oder nach unten) geschleudert wird.

Rechnen wir die Richtung senkrecht nach oben positiv, so wird, wie
GALILEI gelehrt hat, die Abhingigkeit der Geschwindigkeit von der
Zeit dann durch den Ansatz:

9 V=1, —g!

wiedergegeben, der damit in Ubereinstimmung ist, daB der Kérper zu
Beginn der Bewegung, d.h. zu der Zeit £ = 0, die Geschwindigkeit
v = vy[m/sec] besitzt. In dem Aufbau der Formel (9) steckt die Galileische
Erkenntnis, dal man die konstante Geschwindigkeit v, die der Korper
nach dem Trigheitsgesetz bei einer kriftefreien Bewegung dauernd
beibehalten wiirde, und die Geschwindigkeit (— g¢), die er bei dem freien
Fall aus der Ruhe annehmen wiirde, einfach
zu addieren hat, um die Geschwindigkeit des
geworfenen Korpers zu erhalten. Im Schau-

7 bild bedeutet dies, daB man die Ordinaten
der Geraden, die den beiden Teilgeschwindig-
keiten entsprechen, zu addieren hat. Diese
Erzeugung der neuen Geraden durch die

‘ Addition der Ordinaten zweier bekannter Ge-

\ raden ist das einfachste Beispiel einer sehr

wichtigen Methode, die als Uberlagerung oder,

1
'
i
|
i
|
'
'

wie man auch sagt, Swuperposition bezeich-
net wird.

Wenn v, negativ ist, der Korper also nach unten geschleudert wird,
nimmt die Gr6Be der Geschwindigkeit (abgesehen vom Vorzeichen) von
ihrem Anfangswert aus in Ubereinstimmung mit der Erfahrung immer
mehr zu. Ist v, dagegen positiv, so steigt der Koérper zunichst in die
Hohe, die Geschwindigkeit wird aber ihrer Gré8e nach immer geringer,
bis sie schlieBlich zu Null wird. In diesem Moment hat der Kérper offen-
bar seine héchste Lage erreicht. Dann nimmt die Geschwindigkeit der
GroBe nach wieder zu, sie erhilt aber das negative Vorzeichen, ist also
senkrecht nach unten gerichtet, der Kérper beginnt wieder nach unten
zu fallen (Abb. 16).

Es entsteht nun die Frage, wie man aus dem Geschwindigkeitsgesetz
(9) die Abhingigkeit des von dem Koérper zuriickgelegten Weges s von
der seit Beginn des Vorganges vergangenen Zeit ¢ erschliefft. Offenbar
lauft das wieder auf eine Flicheninhaltsbestimmung hinaus, denn wir
kénnen in derselben Weise wie beim freien Fall den wirklichen Bewe-
gungsvorgang durch einen fingierten Vorgang ersetzen, bei dem sich die
Geschwindigkeit an einzelnen Stellen sprungweise dndert, wihrend sie
zwischen diesen Spriingen konstant bleibt. Der zu berechnende Flichen-
inhalt setzt sich aus einem Rechteck und einem Dreieck zusammen

Abb. 16.
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(Abb. 16), so daB
(10) s=Fb=vyt —3gt?

ist, wo in der Tat jeder der beiden Summanden der rechten Seite die
Dimension einer Linge besitzt. Die beiden Summanden der rechten Seite
lassen sich leicht einzeln deuten: v4¢ als Flicheninhalt unter der Geraden
v = vy und entsprechend (— 3g¢?) als Flicheninhalt unter der Geraden
v = — gt. Die Uberlagerung der Ordinaten zieht also die Uberlagerung
der Flicheninhalte nach sich.

Dementsprechend zeichnen wir auch die Parabel (10) durch Uber-
lagerung der Geraden s; = v,¢ und der durch den Anfangspunkt lau-

%12, d.h. wir addieren die Ordinaten beider

Kurven unter Beriicksichtigung
des Vorzeichens (Abb. 17). 5
Die eben angestellten Uber-
legungen sind offenbar von der -
Wahl des Beispiels unabhingig.
Jede Gerade in beliebiger Lage %M

(1) y=mzx+mn

mit willkiirlich  vorgegebenen \t
Konstanten » und # kann als
die Uberlagerung der beiden oo di?
Kurven ¢

fenden Parabel sy == —

J','Vgt

s=ypt-Jt¢
75ed e

1 L 1 1

=)

y1=mx und y,==n -
. Abb. 17.
angesehen werden, und ihr Fli-

cheninhalt ergibt sich ebenfalls durch Uberlagerung der Flicheninhalte
der beiden Geraden in der Form

F§ = % 2+ nx.
Hierzu tritt bei einer andern Wahl des Anfangspunktes der Flichen-
inhaltszihlung noch eine additive Konstante, die eine Verschiebung der
Parabel in Richtung ihrer Achse bewirkt. Wir schreiben die Flichen-
inhaltsfunktion daher in der Form

(F1. 11) F®)=2#+nz+C.

Anwendung §5: Eine Kette von der Lange ! [m], deren Gewicht auf d.1fd. Meter
p [kg/m] betragt, hangt (etwa in einem Schacht) senkrecht herunter und soll auf-
gewunden werden. Wie groB ist die zum Aufwinden der Kette erforderliche Ar-
beit?

1 Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die Parabel im (s, £)-Schaubild
fiir den senkrechten Wurf nicht verwechselt werden darf mit der Bahnkurve beim
schiefen Wurf (Wurfparabel).

3*
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Das Gewicht der Kette ist bei vollem Herabhingen gleich p 7 [kg]. Ist von der
Kette die Lange ¥ [m] aufgewunden, so hat sich das Gewicht, da dann nur noch ein
Teil der Kette herabhangt, auf

Q=29 (@— ) ke]
vermindert. Dieser Gleichung entspricht in dem Schaubild eine Gerade, die
fir ¥ = 0 das Stiick Q = p/ auf der Ordinatenachse abschneidet und durch den
Punkt » = der Abszissenachse hindurchgeht. Mit Hilfe des Einschachtelungs-
verfahrens kénnen wir uns nun leicht iiberzeugen, daB die Arbeit
beim Aufwinden der Kette gleich dem Flacheninhalt unter dieser
Geraden ist. Dazu brauchen wir uns nur zu iiberlegen, da8 beim
Aufwinden eines Einzelgewichtes, das an einem (gewichtslos gedach-
ten) Faden hingt, die geleistete Arbeit gleich dem Produkt aus
dem Gewicht und dem Weg ist, den es beim Aufwinden zuriick-

!
legt. Wir denken uns die Kette in »# gleiche Teile von der Linge w

: !
geteilt, deren jeae ein Gewicht von %—[kg] hat und ersetzen dann
die Kette durch einen gewichtslosen Faden, an dem wir die Ein-
l
zelgewichte je von der GroBe % anbringen, und zwar entweder

an den unteren oder an den oberen Enden der Teilintervalle
(Abb. 18). Im ersten Fall ist die Arbeit beim Aufwinden des be-
lasteten Fadens groBer als die beim Aufwinden der Kette, im zweiten
Fall - kleiner. Stellen wir das Gewicht der belasteten Faden in der
gleichen Weise wie oben das Gewicht der Kette als Funktion von »
dar, so erhalten wir in beiden Fillen Treppen, weil das Gewicht
des belasteten Fadens sich sprunghaft #ndert, wenn eines der
Einzelgewichte oben ankommt, dazwischen aber ungeindert bleibt.
Diese beiden Treppen sind offenbar obere und untere Treppen fiir
die Gerade, und da die Arbeit beim Aufwinden des belasteten
Fadens gleich dem Flicheninhalt unter der Treppe ist, so folgt
nach dem Einschachtelungsverfahren, daB die Arbeit beim Auf-
winden der Kette gleich dem Flicheninhalt unter der Geraden, also gleich

Abb. 18.

A =plx—};—x’

ist. Sie wird in einem (¥, 4)-Schaubild durch eine Parabel dargestellt, die
durch den Nullpunkt geht, nach unten gedffnet ist und fir die Abszisse v =1
ihre groBte Ordinate erreicht. Nur von # =0 bis # = I dient die Parabel zur
Veranschaulichung des Vorgangs. Ihre Scheitelordinate stellt die Gesamtarbeit
A\ =p2—}plt=}p dar.

1, 5. Die Parabel zweiten Grades und ihr Steigungsbild.

1, 51. Allgemeines iiber den Verlauf, Bestimmung des Scheitels. Die
Bestimmung des Flicheninhaltes unter einer Geraden in beliebiger
Lage hat uns auf die Funktion

(12) y=ax*+bx+c
gefithrt, die im Schaubild durch eine Parabel dargestellt wird. Sie ent-
steht aus der speziellen Parabel

y=ax
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durch Parallelverschiebung. Schreiben wir namlich die Gleichung (12)
in der Form:

y=ax2+bx+c=a(x2+22—2x+4b—:z)+c—Ib;
oder
(12a) y—(c—1a) =a(3+33)"

so brauchen wir nur

E=x+2%, n=y~(c —b2—>

T 4a?
zu setzen, damit die Gleichung der gegebenen Kurve die Gestalt
(12b) n=ag® y
erhilt. Die Einfithrung dieser neuen 7
Koordinaten&, 7 in der Gleichung (12)
kommt aber einfach auf eine Parallel-
verschiebung des Koordinatensystems
hinaus, und zwar besitzt der Null- (z3)

punkt des (£, 7)-Systems in dem alten
System die Koordinaten?!: D3

b b2 W
(13) o=~ 54 yo=c—-4—;.

Alsoist die Kurve (12) eine Parabel z ¢ z
mit vertikaler Achse und der durch a $oz-2p, 9=y-Y
bestimmten Offnung, deren Scheitel- Abb, 19.
koordinaten durch (13) gegeben
sind (£ = 0, y = 0 im neuen System). Zeichnerisch kénnen wir sie durch
Uberlagerung der urspriinglichen Parabel y, = ax? und der Geraden
vy, = bx + ¢ gewinnen. Diese Konstruktion 14Bt sogleich anschaulich
erkennen, daB, die resultierende Parabel die gerade Linie in ihrem
Schnittpunkt mit der Ordinatenachse berithren muB, worauf wir ibri-
gens nachher noch zuriickkommen. Abb. 19 gibt diese Konstruktion
fiir den Fall an, daB @ > 0 und b < 0 ist. Der Leser mége sich selbst
klarmachen, wie die entsprechenden Figuren aussehen, wenn fiir  oder
b das andere Vorzeichen gewahlt ist.

Es sei noch erwihnt, daB eine Parabel von allgemeiner Lage (12)
durch Angabe dreier ihrer Punkte vollkommen festgelegt ist. Denn
kennt man drei Punkte

Py (%y, 51), Po(%s, ), Ps(%3, ys)

1 Wenn z. B. die GroBen %, und ¥, positiv sind, hat das neue Koordinaten-
system gegeniiber dem alten die in Abb. 19 angegebene Lage.
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der Parabel, so kann man aus den drei linearen Gleichungen

yw=ax24+bx +c,
yo=axs+ bx,+c,
Vs =axi+bux,+c

die drei in der Parabelgleichung auftretenden Konstanten im allge-
meinen eindeutig berechnen. Das entspricht vollig der Eigenschaft
einer geraden Linie (in deren Glei-
chung zwei Konstante auftreten),
durch zwei Punkte festgelegt zu
sein.
1, 52. Die Steigung der Parabel.
y-azy Die Aufgabe, den Flicheninhalt
unter einer geraden Linie zu bestim-
men, vermittelte den Ubergang von
der Geraden zur Parabel als ihrer
Fliacheninhaltskurve. Wir werden
. 7 jetzt zeigen, daBl uns eine ganz
andersartige Fragestellung von der
Abb. 20. Parabel wieder zur Geraden zu-
riickfithrt.

Wir kehren zur Bewegung des freien Falles zuriick und versuchen,

die Geschwindigkeit dieser Bewegung an der Parabel

Y=Y1+Y2 ¥

Yp=bz+c

(14) s=ft)=>e

unmittelbar zu deuten. Es ist dabei lehrreich, so vorzugehen, als sei
iiber die Geschwindigkeit der betrachteten Bewegung noch nichts be-
s kannt, und wir stellen uns dement-
) sprechend die Aufgabe, aus dem Weg-
Zeit-Gesetz (14) die ,,Augenblicksge-
schwindigkeit’ v zu einer beliebigen

A Zeit ¢ zu bestimmen. Die Lésung dieser
Aufgabe beginnen wir mit der Aungabe

e | ae einer mittleren Geschwindigkeit, die wir
= ¢ erhalten, wenn wir den vom Zeitpunkt ¢
bis zum Zeitpunkt ¢ + A¢ durchlaufenen

Weg durch die Zeitspanne A¢ dividie-

ren'. Diese mittlere Geschwindigkeit 148t sich im Schaubild als Steigung
der durch die Kurvenpunkte P und Q gelegten Sekante deuten (Abb. 21),

Abb. 21.

1 Der Buchstabe A bedeutet hier keinen Faktor, sondern ist das Zeichen fiir
,, Differenz‘‘ (Zuwachs). DanachheiBt At (bzw.Ax, 4y, .. .): Zuwachs der Verander-
lichen ¢ (bzw. %, y, .. .).
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und wir fithren fiir diese GréBe daher die Bezeichnung m, ein:

t4+-AH) —f (¢ 14 AH% — 12
(142) m’=f(+A)t f():_gd(+d)t (41 4 0)

Hierin kénnen wir durch A¢ kiirzen und gelangen so zu der verein-
fachten Form

(14b) m, =5 (2¢4 A1) (At £ 0).

Nun erinnern wir uns an die Beobachtung, dall die Geschwindigkeit
eines frei fallenden Kérpers bestindig zunimmt. Gibt man der Zeit-
spanne A¢ den positiven Wert a, so ist aus diesem Grunde die mittlere

Geschwindigkeit —;1 (2t 4 «) sicher groBer als die Augenblicksgeschwindig-

keit zur Zeit ¢ In gleicher Weise sieht man auch, daB der Wert der
mittleren Geschwindigkeit, der sich fiir negatives A¢= — a ergibt,

nimlich »g— (2t — &), Kkleiner ist als die gesuchte Augenblicksgeschwin-

digkeit. Damit sind wir nun in der Lage, die gesuchte GroBe v einzu-
schachteln. Wir lassen dazu die Zahl « eine sog. Nullfolge durchlaufen,
d. h. eine Folge von Zahlen o, a,,..., %, ..., deren jede kleiner ist
als die vorhergehende und die sich mit wachsender Nummer » der Null

beliebig nihern, ohne daB jedoch ein Element dieser Folge selbst Null
11 1

JT(SJ 1—0_3: W,.-..)

Dann kommen wir zu einer Folge von Ungleichungen

ist. (Eine solche Nullfolge ist beispielsweise die Folge 1

(14c) ~§(2t—an)<v<§(zt+a,,) m=1,2,..),

die die gesuchte Augenblicksgeschwindigkeit in immer engere Intervalle
einschachteln. Der Unterschied zwischen der oberen und unteren Grenze
des Intervalls beim #-ten Schritt ist gleich g «, und geht mit wachsender
Nummer nach Null. Wie wir oben ausfithrlich darlegten, erfaBt eine
solche Intervallschachtelung einen ganz bestimmten Zahlwert, und dieser
stellt die Augenblicksgeschwindigkeit dar. In unserem Fa’l ist diese
Zahl leicht direkt anzugeben. Denn in jedem Intervall — unabhingig
von der Nummer — liegt die Zahl g¢ eingeschlossen. Wenn also die
Intervallschachtelung eine einzige wohlbestimmte Zahl definiert, so
kann diese nur die Zahl g £ sein. Damit haben wir die Augenblicksgeschwin-
digkeit gefunden:
(14" v=g»_.

Auch diese Augenblicksgeschwindigkeit kénnen wir natiirlich als
Steigung einer Geraden durch den Punkt P deuten. Diese Gerade muf3
offenbar flacher verlaufen als jede mit positivem A¢ gebildete Sekante,

jedoch steiler als jede mit negativem A¢ gebildete Sekante. Sie trennt
also die Sekanten mit positiver Abszissenspanne von denen mit negativer
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Abszissenspanne. Diese Eigenschaft hat offenbar nur eine einzige Ge-
rade durch den Punkt P, nimlich die Tangente der Parabel. Die Augen-
blicksgeschwindigkeit zur Zeit ¢ ist damit als Steigung der durch den
zugehorigen Parabelpunkt P gelegten Tangente gedeutet.

Man bemerkt sofort, dal der Ausdruck (14b) der Sehnensteigung in
die Darstellung (14°) der Tangentensteigung iibergeht, wenn man
At = 0 setzt. Es mul} jedoch betont werden, dafl man hierin nichts fiir
den Begriff der Tangentensteigung Wesentliches sehen darf. Denn in der
urspriinglichen Darstellung (14a) der Sehnensteigung konnen wir At
nicht gleich Null setzen, weil dann die sinnlose Operation ciner Division
durch Null auszufithren wire, und die Méglichkeit der Kiirzung durch
At, die uns zu (14b) fithrte, ist lediglich ein besonders gliicklicher Um-
stand. Das Wesen der vorliegenden Fragestellung findet seinen Ausdruck
in dem durchgefithrten SchachtelungsprozeB3. Mit der Tatsache, dal3 sich
einfach A¢ == 0 setzen liBt, hingt es natiirlich zusammen, dafl wir die
durch die Schachtelung crfalite Zahl unmittelbar angeben konnten.

Wir kénnen unsere Uberlegungen von dem Beispiel des freien Falles
16sen und brauchen nur von vornherein die Begriffe ,,mittlere Geschwin-
digkeit’ und ,,Augenblicksgeschwindigkeit** durch dic Begriffe ,,Sehnen-

steigung’‘ und ,,Tangentensteigung zu ersetzen. Wenn wir dann von
der Parabel

(15) y=ax?

ausgchen, so iibertragt sich fiir @ > 0 dic Uberlegung, die von (14) zu
(14') fuhrt, ungedndert, wihrend bei a < 0 lediglich zu beachten ist, daf}
die obere und untere Grenze der Schachtelung ihre Rollen vertauschen (der

Lescr mache sich das an Abb. 12 durch Einzeichnen von Sehnen klar).
In beiden Fillen ergibt sich fiir die Tangentensteigung der Wert

m,=2ax.

Diesc Tangentensteigung ist sclbst eine IFunktion von x. Man nennt

sie die ,,Ableitung’’ der Funktion (15) und pflegt sie mit dem Symbol 3’
zu bezeichnen:

(15) y =2ax.

Um den Zusammenhang zwischen beiden Kurven besonders an-
schaulich vor Augen zu stellen, konnen wir die Ableitung y” als Kurve
gerade so unter die Parabel zeichnen, wie wir im ersten Paragraphen
die Fliacheninhaltskurve unter die Ausgangskurve gezeichnet haben
(gleiche MaBstibe auf den x-Achsen!). Man nennt diese Gerade das
Stetgungsbild der Parabel (Abb. 22).

In dem Scheitel der Parabel verliuft die zugehorige Tangente hori-
zontal, entsprechend erhalten wir hier fiir die Steiging den Wert Null.
Nach rechts hin wird dann die Parabel immer steiler, so dafl die Tan-
gente eine immer stirkerc Steigung besitzen muf}, genau wie die zu-
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gehorige Steigungskurve angibt. Fiir negative x ist zu beachten, daB
infolge der Symmetrie der Parabel zu entgegengesetzt gleichen Abszissen
entgegengesetzt gleiche Werte der Steigung gehéren.

Um die durch einen Parabelpunkt P (x, y) hindurchlaufende Parabel-
tangente zu konstruieren, trigt man von. P aus zunichst parallel zur
x-Achse die Einheit als Abszissenspanne und im Endpunkt dieser Spanne
parallel zur Ordinatenachse die Tangentensteigung m, als Ordinaten-
spanne ab. Verbindet man den so erhaltenen Punkt mit dem Parabel-
punkt P, so hat man die Tangente der
Parabel im Punkte P gefunden.

Eine Parabel mit allgemeiner Lage
des Scheitels:

y=ax*4+bx+c

besitzt, wie man sofort bestitigt, fiir
Ax # 0 die Sehnensteigung z

m=a(x+ Ax)+ 0, v

¥

und daraus gewinnt man durch Anwen-
dung des Schachtelungsverfahrens in der
gleichen Weise, wie wir es oben durch- z
fithrten, die Tangentensteigung

my=2a%+b. Abb. 22.

Das Ergebnis erscheint besonders anschaulich, wenn wir die Para-
bel als Uberlagerung der drei Kurven
yi=asx®, y,=0bx, yy=c
auffassen. Man sieht, daB die Tangentensteigungen dieser drei Kurven:
y1=2ax, y;=0b, y:’3=0
sich in der gleichen Weise wie die Ordinaten iiberlagern:
Y=yi+y:+ty;=2ax+b+0.

Wir werden spiter feststellen, daB dieser Satz von der Uberlagerung
der Tangentensteigungen allgemeine Giiltigkeit besitzt. Die Bestimmung
der Ableitung der allgemeinen Parabel ist damit auf die drei Grund-
formeln

y=1, ¥ =0,

y=x, f =1,

y=2x2, ¥ =2x
zuriickgefiihrt.

Um auch geometrisch die Beziehung zwischen der Parabel und

ihrer Ableitung anschaulich vor Augen zu stellen, werden wir nun



49 Die ganzen rationalen Funktionen.

wieder die Parabel und das zugehorige Steigungsbild untereinander zeich-
nen (Abb. 23). Da die Steigung der Parabel in dem Scheitel den Wert
Null annimmt, so 148t sich die Abszisse x, des Scheitels als Nullstelle
des Steigungsbildes leicht bestimmen. Aus

'=2ax4+b=0
folgt
b
%o=— 2a’
und wenn wir diesen Wert in die Gleichung der Parabel einsetzen, so
y-axozec erhalten wir die Scheitelordinate:
bB

L7 b
y0:“4'a2+ b(" é’a>+0:0—(a

Y

Dieses Ergebnis hatten wir friiher
(S.37) auf einem ganz anderen Wege

! / %z abgeleitet. Wir merken noch an, daB§
\y unsere Parabel durch den Punkt x=0,
; y = ¢ mit der Steigung y' =& hin-

) y-2ax+d
! , durchgeht. Sie beriihrt also die Gerade
: y 7 =bx + ¢, die wir oben (Abb. 20) der

Parabel 1y, = ax? iiberlagerten, im
& Schnittpunkt mit der y-Achse.

Zum Schluf} set noch auf den engen
Zusammenhang der beiden an sich so
verschicdenen Fragestellungen — Be-

stimmung des Flicheninhaltes unter einer Geraden und Bestimmung der

\

Abb. 23.

Steigung einer Parabel — hingewiesen:
A. Wir gehen aus von einer beliebigen geraden Linie
y=ax-+b

und bestimmen den unter ihr gelegenen Fliacheninhalt, der nach un-
seren fritheren Ergebnissen durch

F(x):::xz—{—bx—{—C

gegeben wird. Dabei ist C eine Konstante, die je nach der Wahl der

Stelle, von der aus wir den Flicheninhalt abzéhlen, einen verschiedenen

Wert besitzt. Wir kénnen nun diese Flicheninhaltskurve auch als selb-

stindige Kurve betrachten und nach der Steigung dieser Parabel fragen.

Nach unseren Uberlegungen erhalten wir fiir diese den Ausdruck
Fr=ax+0,

der genau wieder die Gerade darstellt, deren Flicheninhalt wir bestimmt

hatten.
B. Umgekehrt kénnen wir auch von der Parabel

y=axt4+bx+c
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ausgehen und zunichst ihre Steigung bestimmen:
y’ =2ax+ b.

Betrachten wir dieses Steigungsbild als selbstindige Kurve und bestim-
men den unter ihr gelegenen Flicheninhalt, so erhalten wir

F=ax*+4+bx+C,

wobei die Konstante C-je nach der Stelle, von der aus wir den Flichen-
inhalt zihlen, alle beliebigen Werte annehmen kann. Im besonderen
konnen wir diese Stelle gerade so wihlen, daB C = ¢ wird. Dann sind
wir aber ebenfalls auf die Ausgangskurve zuriickgekommen.

Wir sehen, daB hier die Flicheninhaltsbestimmung und die Bestim-
mung der Tangentensteigung als zwei entgegengesetzte Operationen
erscheinen, die sich gegenseitig aufheben, wie etwa Addition und Sub-
traktion oder Multiplikation und Division usw. Den inneren Grund fir
dieses zunichst sehr iiberraschende Ergebnis werden wir spiter erkennen.

§ 2. Der Fliacheninhalt unter einer Parabel zweiten Grades.

2, 1. Die Fliacheninhaltsaufgabe.

2, 11. Triagheitsmoment eines Rechtecks. Wir werden zunichst an
einer der Festigkeitslehre entnommenen Aufgabe zeigen, daB die Be-
stimmung des Flicheninhalts unter einer Parabel fiir Probleme der
Physik und der Technik von groBer Bedeutung ist.

Hierzu betrachten wir einen Balken, der an den beiden Enden frei
aufgelagert ist und irgendwelche Lasten trigt, unter deren EinfluB .er
sich durchbiegt. Fiir das Folgende setzen wir voraus, der Querschnitt
des Balkens (senkrecht zu seiner Achse) sei ein Rechteck. Schon
GALILEI hat fiir die Verformung des Balkens eine Theorie aufgestellt.
Er dachte sich — wohl angeregt durch die Struktur des als Baustoff
dienenden Holzes — den Balken aus einzelnen Lingsfasern zusammen-
gesetzt und stellte sich vor, daB diese Lingsfadern bei der Durchbiegung
zum Teil gedehnt, zum Teil zusammengedriickt wiirden. Die Fasern,
die die horizontale Mittelebene des Balkens bilden — ihre Spur in der
Querschnittsebene ist die horizontale Mittellinie des Rechtecks —, werden
weder gedehnt noch zusammengedriickt, sie heiBen daher die neutralen
Fasern. Dehnung bzw. Pressung der unterhalb bzw. oberhalb der neu-
tralen Ebene liegenden Fasern sind um so stirker, je weiter die Fasern
von der neutralen Ebene entfernt sind. Daraus schlieBt man dann, wie es
iibrigens auch die alltigliche Erfahrung zeigt — man braucht ja nur zu
versuchen, ein Lineal zu verbiegen —, daB sich der Balken unter dem
EinfluB derselben Lasten sehr viel stirker durchbiegt, wenn die langere
Seite des rechteckigen Querschnitts horizontal ist, als wenn sie verti-
kal ist. In der Theorie der Balkenbiegung wird diese einfache Erfahrung
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dahin prézisiert, daB bei gegebener Belastung die Ordinate der Durch-
biegungskurve des Balkens umgekehrt proportional sei dem sog. Trig-
hettsmoment des Balkenquerschnitts, bezogen auf eine horizontale Gerade
durch den Schwerpunkt des Querschnitts.

Der Begriff des Tragheitsmomentes, auf den wir hier treffen, tritt nicht
nur bei dieser Aufgabe auf, sondern spielt i{iberhaupt in der Mechanik,
insbesondere bei der Untersuchung der Drehbewegung eines starren
Korpers um eine feste Achse, eine grofe Rolle. Das Triagheitsmoment
ist dort ein MaB fiir den Widerstand des rotierenden Kérpers gegen eine
Beschleunigung der Drehbewegung und hat daher auch scinen'Namen
erhalten.

Fiir ein einzelnes Massenteilchen der Masse m [gr] * in der Entfernung
7 [cm] von der Achse, wird das Trdgheitssioment in bezug auf dic
Achse durch

I=mr?

dargestellt; seine physikalische Dimension ist also [gr-cm?]. Aus diesem
Begriff ist nun durch leichte Verallgemeinerung die Vorstellung von dem
Trigheitsmoment einer Fliche, etwa der Querschnittsfliche eines Bal-
kens, entstanden. Zunichst 148t sich der Begriff des Trigheitsmoments
sofort auf Massenverteilungen lings einer geradlinigen Strecke parallel
zur Bezugsachse anwenden, da alle Punkte einer solchen Strecke den-
selben Abstand, etwa 7, von dieser Achse besitzen; als Wert des Trig-
heitsmomentes ergibt sich dann offenbar wieder I = mr2, wobei unter m
jetzt aber die Masse der gesamten Strecke zu verstehen ist. Damit
kénnen wir aber noch nicht unmittelbar zu einer flichenhaft verteilten
Masse iibergehen, da in diesem Falle einer bestimmten Masse kein be-
stimmter Abstand mehr zugeordnet werden kann. Um dennoch an dieser
Begriffsbildung festhalten zu kénnen, miissen wir die Definition sinn-
gemilB erweitern, und dafiir dient uns als Ausgangspunkt die Tatsache,
daB das Trigheitsmoment durch Entfernen einer Masse von der Bezugs-
achse vergroBert, durch Nihern dagegen verkleinert wird. Wir betrach-
ten wieder das Rechteck mit den Seiten 2 und b und wihlen als Bezugs-
achse die eine Rechtecksseite der Linge a. Dieses Rechteck sei gleich-
miBig mit Masse der Flachendichte o [grjcm?] * belegt, so daf seine Ge
samtmasse durch cab gegeben ist. Denkt man sich diese Gesamtmasse
in die der Achse gegeniiberliegende. Seite des Rechtecks verschoben, so
stellt nach unseren Uberlegungen das dann erhaltene Trigheitsmoment
oab b? sicher einen zu groBen Wert dar; andererseits ist der Wert Null,
der sich firr das Trigheitsmoment ergeben wiirde, wenn die Gesamt-
masse des Rechtecks auf die Bezugsachse konzentriert wire, sicher zu
klein. Wir sind also auf diesem Wege zu einer ersten, freilich noch recht

* Hier ist im physikalischen MaBsystem gearbeitet, in dem gr die Einheit der
Masse ist.
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groben Eingrenzung fiir die gesuchte GroBe I gelangt. Diese Einschach-
telung 148t sich nun aber ohne weiteres verbessern, indem man das
Rechteck nicht als Ganzes betrachtet, sondern durch Geraden parallel
zur Achse zunichst in 2, dann in 22 = 4, dann in 22. .. Streifen einteilt
und fiir jeden die zugehorige Masse einmal auf dem der Achse zugewand-
ten, ein anderes Mal auf dem der Achse abgewandten Rand konzentriert
denkt. Betrachten wir einen solchen Streifen einzeln, dessen abgrenzende
Schnittgeraden von der Achse die Abstinde x und x 4 A4 x besitzen
(Abb. 24), so erscheint der von diesem Streifen zum

Trigheitsmoment gelieferte Beitrag AI durch Azt
cgadxx®< Al <cadx(x+ Ax)? z ¢

zwischen Grenzen eingeschlossen, und durch Zusammen-

filgen aller dieser Ungleichungen erhilt man eine Ein- Abb“ﬂ

grenzung fir I, die sich beliebig verbessern 146t, wenn
man den ProzeB der Halbierung der Streifen hinreichend oft wieder-
holt. Bei dem so berechneten I handelt es sich um die fiir die Unter-
suchung der Drehbewegung bedeutsame GréBe. In der Festigkeits-
lehre, also etwa fiir das Problem der Balkenbiegung, ist natiirlich
von einer Massenbelegung abzusehen, es tritt an die Stelle der Masse
die Fliche selbst, der Faktor ¢ wird also durch 1 ersetzt. Statt der Di-
mension [gr/cm?] bekommt man dann die Dimension [cm*]. Man nennt
diese GroéBe zum Unterschied von dem eigentlichen Trigheitsmoment
auch ,,Flichentrigheitsmoment'. Fiir die-
ses tritt an die Stelle der letzten Unglei- y-at /
chung dann die folgende:

ax?Ax < Al < a(x + 4x)? Ax,

von der wir im folgenden ausgehen
wollen.

Es ist nun bemerkenswert, dal3 sich
genau dieselbe Eingrenzung und damit
auch derselbe Schachtelungsprozel er- FrYr
gibt, wenn man in dhnlicher Weise, wie
dies in §1 fiir die Gerade geschehen ist,
den Flicheninhalt unterhalb eines Bogens der Parabel y = a2 zu be-
rechnen sucht. In Abb. 25 ist diese Parabel gezeichnet, und zugleich sind
in ihr die beiden Parallelen zur y-Achse mit den Abszissen x und x+A4 %
eingetragen. Sie begrenzen einen Flichenstreifen der Breite 4 x, den wir
unsoben von der Parabel und unten von der x-Achse abgeschnitten denken.
Zu diesem Flidchenstreifen gehort ein unteres. Rechteck mit dem Inhalt
ax® A x und ein oberes Rechteck mit dem Flicheninhalta(x + A x)2- A x.
Somit erscheint der Beitrag des Streifens des rechteckigen Balken-
querschnitts zum Trigheitsmoment zwischen zwei Grenzen eingeschlos-
sen, deren Zahlwerte durch das untere und obere Rechteck des Parabel-

Abb. 25.
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streifens in Abb. 25 dargestellt werden. In der bekannten Weise des
Einschachtelungsverfahrens teilen wir nun den rechteckigen Querschnitt
in Abb. 25 in Streifen ein, indem wir die Hohe in 20 =1, 21 22 ..
2” unter sich gleiche Teile zerlegen. Jeder dieser Teilungen entspricht
bei der Parabel eine Zerschneidung in ebenso viele (also allgemein 27)

. . . b . .
Streifen von der gleichen Breite 4x = o+ und der Beitrag, den ein

Streifen des Rechteckquerschnitts zum Trigheitsmoment liefert, ist
eingeschachtelt zwischen die Flicheninhalte des unteren und oberen
Rechtecks des zugeordneten Parabelstreifens. Das gesamte Trigheits-
moment des Streifens ist entsprechend eingeschachtelt zwischen dem
Fliacheninhalt unter der unteren Treppe und dem Flicheninhalt unter
der oberen Treppe. Es ist leicht, den Unterschied S, zwischen dem
Flicheninhalt unter der unteren und der oberen Treppe anzugeben,
denn die obere Treppe entsteht aus der unteren Treppe doch einfach
dadurch, daB man jede Stufe um eine Streifenbreite nach links riickt,
die »-te Stufe der unteren Treppe und die (v — 1)-te Stufe der oberen
Treppe haben den gleichen Flicheninhalt. Also ist S, gleich dem
Flicheninhalt der letzten Stufe der oberen Treppe:
b ab?
S,=Azabt=_;ab* ="

Mit wachsender Nummer » geht dieser Unterschied nach Null, das Ein-
schachtelungsverfahren mit der nicht abreilenden Folge von immer
enger werdenden Schachtelungen liefert also eine bestimmte Zahl. Diese
ist das Trigheitsmoment. Andererseits ist aber zwischen dem Flichen-
inhalt unter der unteren und der oberen Treppe stets der Flicheninhalt
unter der Parabel selbst eingeschachtelt. Also muB das Trigheitsmoment
des Balkenquerschnitts dem Flicheninhalt F3 unter der Parabel y = a2
gleich sein. Offenbar haben wir hier eine entsprechende Konstruktion
durchgefiihrt, wie sie uns seinerzeit bei der Untersuchung des freien Falls
und des senkrechten Wurfes zum Ziele fithrte. Damals erhielten wir frei-
lich den Flicheninhalt unter einer geraden Linie, den wir nach den
Regeln der Elementargeometrie berechnen konnten, wiahrend wir bei
der Aufgabe, den Flicheninhalt unter einer Parabel zu bestimmen, deren
Loésung wir uns jetzt zuwenden, nicht mit elementaren Hilfsmitteln
zum Ziel kommen.

2, 12 .Indirekte Methode der Flicheninhaltsbestimmung nach ArcHI-
Mebes, Wir konnen uns bei der Bestimmung des Flicheninhaltes auf die
Parabel

(1) y = a2

beschrinken, denn die Multiplikation mit einem Faktor a bedeutet im
Fall @ > 0 nur eine Streckung der Ordinaten, die bewirkt, daB jedes
Rechteck und damit auch der Flicheninhalt sich mit 4 multipliziert.
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Im Fall ¢ < 0 tritt auBerdem (vgl. die umgeklappte Parabel in Abb. 12)
eine Anderung des Umlaufsinnes des betrachteten Flachenstiickes ein.

Nach dieser Vorbemerkung kénnen wir die Bestimmung des Flachen-
inhalts unter der Parabel (1) unmittelbar an die Einschachtelung
zwischen einer Folge von unteren und oberen Treppen ankniipfen. Das
hat schon ARCHIMEDES durchgefiihrt!. Er verkniipfte in geistvoller Weise
liese Einschachtelung mit einer Problemstellung aus der Statik, deren
einfachsten Fall wir bereits in Anw. 4 (S. 28 {.) als Beispiel fiir die
Flicheninhaltsbestimmung unter der geraden Linie betrachtet haben.
Es handelt sich um das Einspannmoment eines frei vorragenden belaste-
ten Balkens.

Die x-Achse moge die Achse des Balkens vorstellen, der bei x = 0
in eine Wand eingemauert ist. Wir haben oben den Fall behandelt, da8
dieser Balken eine kontinuierliche Belastung der konstanten Dichte
p [kg m~1] trigt, beispielsweise sein Eigengewicht. Wir wollen jetzt an-
nehmen, daB die Belastungsdichte eine Funktion von x sei, und zwar
moge eine Belastung der Dichte

(2) p=2x
angebracht sein?. Man kann sich etwa vorstellen, daBB diese Belastung
durch eine Ubermauerung des Balkens in Form eines rechtwinkligen
Dreiecks hergestellt sei. In Abb. 26 ist die Belastungskurve (2) als
Gerade mit der Steigung 2 gezeichnet.

Wir wollen nun den Balken als Hebelarm auffassen, der um den
Punkt ¥ = 0 drehbar ist, und fragen nach dem Drehmoment seiner Be-
lastung. Falls der Balken unter der Belastung im Gleichgewicht ist, muB3
die Einspannung des Balkens bei x = 0 ein Drehmoment von entgegen-
gesetzt gleicher Gréfe erzeugen. Daher bezeichnet man das gesuchte
Drehmoment als Einspannmoment des Balkens.

Grenzen wir an der Belastungskurve zwischen x = fund x = & + A&
einen Streifen von der Breite 4£ > 0 ab, so ist der zugehorige Lastanteil
gleich dem Flicheninhalt des Trapezes, also gleich '

22—“;"5415.

Den Beitrag dieser Last zum Einspannmoment — wir bezeichnen ihn

1 Bez. des urspriinglichen Gedankenganges des ARCHIMEDES sei der Leser auf
OstwaLps Klassiker der exakten Wissenschaften N. 203 verwiesen (ARCHIMEDES:
Die Quadratur der Parabel .. .).

2 Abweichend von unserem sonstigen Brauch bezeichnen wir in dieser Uber-
legung mit », p, Q, M keine dimensionierten Gro8en, sondern lediglich MaBzahlen.
Es sei noch betont, daB die Annahme einer linearen Abh#ngigkeit einigermaB8en
kiinstlich ist, sie soll ja aber auch nicht einen wirklichen Sachverhalt wiedergeben,
sondern uns zu einer mathematischen Uberlegung dienen. In diesem Sinne ist es
auch zulissig, vom Eigengewicht des Balkens abzusehen und ihn als gewichtslos
vorauszusetzen.
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mit A M — koénnen wir nicht ohne weiteres angeben, da dieser Last kein
Hebelarm von bestimmter GroBe zugehort. Wir entnehmen der Figur
indessen sofort, daBB wir einen zu kleinen Wert crhalten, wenn wir fir
den Hebelarm den kleinstmoglichen Wert & wahlen, und einen zu groflen,
wenn wir den groBtmoglichen Wert (£ + A§) wihlen. Damit hitten
wir die Einschachtelung erreicht. Es ist aber zweckmilig, noch etwas
ungiinstiger zu schachteln und die wirkliche Last des Trapezstreifens bei
der Berechnung der unteren Grenze durch eine zu kleine Last (unteres
Rechteck), bei der Berechnung der oberen Grenze durch eine zu grolle
Last (oberes Rechteck) zu ersetzen, da man auf diese Weise einfachere
Grenzen erhidlt. Das Drehmoment der zu
kleinen Last mit dem kleinsten Hebelarm ist

2824¢,

” | das der zu groBen Last mit dem groBten

y=2x°

| Hebelarm entsprechend
2(5 + 4§)r4E,

|

|

! und wir haben fiir den Beitrag AM des
E Streifens zu dem Einspannmoment die Ein-
! schachtelung

Z (3a) 2824E < AM <2(E+ AR AE

gewonnen. Sie 140t sich sehr einfach deuten,

wenn wir in Abb. 26 unter die Belastungs-

kurve p =2 x die Parabel y = 242 zeichnen.

Denn wenn wir den Streifen zwischen den
7 GIE x = Abszissen x =§ und x = { + A& in die
Parabel iibertragen, so sind die beiden
Grenzen, zwischen die wir A4 M eingeschlos-
sen haben, gerade das untere und obere Rechteck, das zu dem Parabel-
streifen gehort. Daraus folgt nach der uns nun schon geldufigen Schlul-
weise, daB das Einspannmoment der Lasten zwischen 0 und x gleich
dem Flicheninhalt unter der Hilfsparabel y = 2x2, also doppelt so grof3
wie der gesuchte Flicheninhalt F§ unter der Parabel (1):

(4a) MG = 2Fy
ist.

Wir koénnen nun mit ARCHIMEDES das Einspannmoment noch in
einer zweiten Weise als Flicheninhalt unter einer Parabel bestimmen.
Wir zeichnen dazu zunichst wieder die Belastungskurve (2) und be-
rechnen dann die Last Q2, die zwischen den Abszissen 0 und x auf dem
Balken liegt. Diese Last ist der Flicheninhalt unter der Belastungs-
geraden, also
(F1.2) 0F = «%,

Abb. 26.
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wir wollen sie als die Querkraft an der Stelle x bezeichnen!. Die Quer-
kraftkurve ist die Parabel (1), deren Flicheninhalt wir bestimmen wollen.
Wir zeichnen das Schaubild der Querkraft unter die Belastungskurve und
markieren auch bei der Querkraftkurve die Ordinaten, die zu den Ab-
szissen x# = & und ¥ = & 4 A gehoren. Die Differenz AQ dieser Ordi-
naten miBt die in dem Streifen enthaltene Last (Abb. 27).

Jetzt kénnen wir den Beitrag A M unseres Streifens zum Einspann-
moment in der Weise einschachteln, daB wir die wirkliche Last einmal
mit dem zu kleinen Hebelarm &, das andere'Mal mit dem zu grofen
Hebelarm (& + 4¢) multiplizieren,
daB wir also fir den Beitrag AM *" “
die Ungleichung

(3b) E4Q < AM < (§+ 4£)4¢Q

ansetzen, wobei AQ der Lastanteil
(Flicheninhalt) des Trapezes ist. Die
hier auftretenden Grenzen lassen sich
anschaulich an der Querkraftkurve
als Rechtecke deuten, und zwar ist
die untere Grenze das Rechteck mit
der Horizontalseite £, das in der Figur

schraffiert ist, und die obere Grenze %

das zugehérige Rechteck mit der ,

Horizontalseite (£ + 4£). Nach Aus- L

. . . ] 7 &£ Edt & x
fithrung der Summation erscheint das Abb. 27

Einspannmoment erneut zwischen

zwei Treppen eingeschachtelt, fiir die :her jetzt die Q-Achse die Grund-
linie ist. Da der Unterschied zwischen beiden, Flicheninhalten durch
fortgesetzte Verfeinerung der Einteilung beliebig klein gemacht werden
kann, so kénnen wir schlieBen, daB das Einspannmoment gleich dem
Flacheninhalt ist, der von der Parabel, der y-Achse und der Parallelen
zur x-Achse durch den Punkt 4 (mit den Koordinaten x, Q = 2% be-
grenzt wird. Nach Abb. 27 ist dieser Flicheninhalt gleich dem Recht-
eck mit den Seiten x und x?% vermindert um den Flicheninhalt F§
unter der Parabel (1):

(4Db) Mi=x-2*—F}

Wir haben so das Einspannmoment M§ auf zwei verschiedene Weisen
durch einen Flacheninhalt ausgedriickt, und zwar beide Male durch
einen Flicheninhalt an einer Parabel.

! In der Balkentuneorie wird freilich nicht dieser Ausdruck selbst als Quer-
kraft bezeichnet, sondern dieser Ausdruck vermindert um eine Konstante, die sog.
Auflagerkraft des Balkens bei # = 0. Doch mdge die Bezeichnung hier gestattet
sein, um fiir @ einen kurzen Namen zu haben.

Prange - v. Koppenfels, Integral- u, Differentialrechnung I. 4
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Setzen wir nun die beiden Ausdriicke (4a) und (4b) einander gleich,
so erhalten wir die Beziehung
2F; = x* —F§
und koénnen sie als Bestimmungsgleichung fiir den unbekannten Flichen-

inhalt F§ unter der Parabel (1) auffassen. Aus ihr berechnet sich fiir
den Flicheninhalt der Wert
(F1.1) F§ =128,
In dieser auBerordentlich geistvollen Weise, die mit anschaulichen Be-
griffen der Statik operiert, hat ARCHIMEDES das Schachtelungsverfahren
zur Bestimmung des Flicheninhaltes unter der Parabel herangezogen.
Wir haben sein Verfahren hier vorangestellt, weil es sich, wie wir unten
sehen werden, miihelos verallgemeinern 148t. Um die Leistung des Ar-
CHIMEDES richtig werten zu kénnen, mufl man sich vergegenwirtigen,
wie wenig zu seiner Zeit das formale Buchstabenrechnen ausgebildet
war. Bei der heutigen Entwicklung des algebraischen Rechnens
brauchten wir natiirlich eine Einkleidung, wie sie ARCHIMEDES be-
nutzte, nicht heranzuziehen, sondern kénnen unmittelbar die Flichen-
inhalte unter der unteren bzw. oberen Treppe berechnen und von da aus
die Werte des Flicheninhalts Fj unter der Parabel y = x? leicht er-
mitteln. Die Durchfithrung zeigt aber, daB die Uberlegungen, die wir
dabei anzustellen haben, keineswegs einfacher sind als die Betrachtung,
durch die ARCHIMEDES zum Ziel kam.

2, 13. Direkte Methode. Wir denken uns die Strecke 0 bis x der
Abszissenachse in » gleiche Teile geteilt und konstruieren die untere
und die obere Treppe. Der k-te der n Streifen liegt zwischen den Ab-

szissen (k — 1);;: und % ;z eingeschlossen. Mit den Ordinaten
2 a
y=(k—1)?2, baw. y=4k1;

an der linken bzw. rechten Grenze des k-ten Streifens bilden wir das

untere bzw obere Rechteck
3 x3
(U R)k = - k — 1)2 bZW. (O R)k = ;1,_5 k2.

nd

Durch Summation ergeben sich die Flicheninhalte unter den beiden
Treppen:

(Untere Treppe), = ZZ (024124224 - .« 4 (n —1)3),

(Obere Treppe), = ':;: (124224324 - .. 4 n?) ™

* Die Spanne zwischen beiden Flicheninhalten ist

3 3

x x

S,=-znt= |
n3 n

wie wir bereits oben sahen.
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Um geschlossene Ausdriicke fiir diese Flicheninhalte zu bekommen,
miissen wir die Summe der # ersten Quadratzahlen bilden. Das 148t sich
in folgender Weise erreichen. Wir bilden die dritten Potenzen der # + 1
ersten ganzen Zahlen und schreiben diese in der folgenden Weise unter-
einander:

E = 13 = +1
2 = (1+1) =13 +3-12 +3-1 + 1
3 =Q+1)p =2 +3.22 +3:2 +1
# =03+1p =3 +3-32 +3-3 +1
3 ={n—D+1P=m -1 +3-(n = )2 +3-(n — 1) + 1
(1= (n+1P =n +3-n +3-n + 1

Wir addieren dann die linken und die rechten Seiten der so erhaltenen
Gleichungen und beachten dabei, daB die dritten Potenzen 13, 23,
33, 43, .. ., n3 sowohl auf der linken wie auf der rechten Seite der Glei-
chungen auftreten und sich daher bei der Bildung der Summe heraus-
heben. Es ergibt sich
(n+1P3=3(12+224+324 ... +n?)
+301 +2+3 + - F+n)+n+1.

Hierin kénnen wir die Summe der ganzen Zahlen nach der Summen-
regel fiir die arithmetische Reihe durch einen geschlossenen Ausdruck
darstellen:

1+2+...+‘n=ﬁ.(f_2i1_)

und erhalten nach einfacher Zusammenfassung:

12 422 4324 ... +n2="_(1’_+_1)6(_2ﬁiﬂ_

Unter Benutzung dieser Summenformel erhalten die Flicheninhalte
unter den beiden Treppen die einfache Form

d(Untere Treppe), = — _’3—"—’)"6(2-—"——l) = %’_(1 — 7) (1 — 2_’;)
un
(Obere Treppe),, = ‘s—"‘—*‘—"(n-l_ 1)6(2"+ n_= (1 + )( + 5';)

so daB beim #-ten Schritt fiir den Flicheninhalt unter der Parabel Fg
die Einschachtelung

S= D08 <m <3+ e

4%
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erreicht ist. Die Spanne zwischen den beiden Treppen ist

%3
Sﬂ = n?

sie kann also durch geniigend groBe Wahl von # beliebig klein gemacht

werden. Da ferner der Flicheninhalt der unteren Treppe stets kleiner, der
3

der oberen Treppe stets groBer als der Wert % ist, so sehen wir, daB der

durch die Treppenkonstruktion definierte Zahlwert kein anderer sein

3
¥ y-ax’ kann als % Damit ist die Formel (F1. 1)

auch auf direktem Weg abgeleitet.
Nehmen wir noch einen MaBstabsfak-
tor @ auf (vgl. die Bemerkung zu Beginn
von 2,12), so haben wir das Ergebnis,
daB zu einer Parabel y = ax? die Fli-

3
cheninhaltsfunktion F§ =a % gehort. In

?*
8
‘aiL{. 5

Abb. 28 sind fiir ein positives a die Para-
bel und die zugehorige Flicheninhalts-
kurve in der iiblichen Weise unteretnander
gezeichnet. Fiir negatives 4 sind beide
Kurven an der x-Achse gespiegelt. Lassen
wir den Ausgangspunkt der Flacheninhalts-
zéhlung unbestimmt, so tritt in dem Aus-

X

T druck fiir den Flicheninhalt eine zunichst
unbestimmte Konstante auf. Wir kénnen
allgemein schreiben

F(x) = 5;“3 +cC.

Abb. 28. Geometrisch entspricht dem, daf wir die

Flicheninhaltskurve, die in Abb. 28 durch

den Nullpunkt hindurchliduft, parallel zur y-Achse um ein beliebiges
Stiick verschieben.

Wir kehren nun zn der Aufgabe zuriick, von der wir oben ausgingen,
das Trigheitsmoment I des in Abb. 24 gezeichneten Rechtecks bez. der
Horizontalseite () zu berechnen. Wir sahen, daB es gleich dem Flachen-
inhalt unter der Parabel y = ax% von x = 0 bis x = b ist, also

— P ab e
I= 3 = 3 [cm?].
Firr die Durchbiegung eines Balkens von rechteckigem Querschnitt
kommt nicht dieses Trigheitsmoment, sondern das Trigheitsmoment
des Balkenquerschnittes, bezogen auf eine horizontale Gerade durch den
Schwerpunkt des Querschnittes, in Frage. Dieses ist gleich dem Fliachen-
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inhalt unter der Parabel y = a4x2, genommen zwischen den Grenzen
b b\ . o
<— —2—> und (+ 2-), es hat also die GroGe

Wir sehen, dal3 die Breite 4 in der ersten, die Hohe b aber in der
dritten Potenz eingeht, so dall ein und derselbe Rechtecksquerschnitt
hochgestellt ein sehr viel gréBeres Tragheitsmoment ergibt als quer-
gestellt (Vertauschung der Werte von @ und b4). Um fiir einen Balken
bei vorgeschriebener Querschnittsfliche ein méglichst
groBes Trigheitsmoment und infolgedessen eine mog- o
lichst kleme Durchbiegung zu erhalten, muB man }-p&es
den Flicheninhalt moglichst von der Mitte fort-
bringen. Nach diesem Grundsatz sind die sog. Doppel-
T-Triger, deren Querschnitt in Abb. 29 angegeben
ist, entworfen. Ist die Breite des Steges gleich a [cm], die Breite der
Flanschen gleich & [cm] und hat der Steg die Hohe 4 [cm], wihrend
die Flanschen die Dicke ¢ [cm] aufweisen, so miissen wir, wenn wir
das Trigheitsmoment des Profils bestimmen wollen, die beiden Para-
beln y = ax? und y = bx? zeichnen und den Flicheninhalt der Figuren

>

. . . h h
bestimmen, die zwischen x = -—?und x =+ 5 oben von der ersten
. h h h h
Parabel, zwischen x = —¢ Y und x= — Y bzw. x = Y und x = +c

von der zweiten Parabel begrenzt werden (Abb. 30). Man sieht,
wieviel mehr die Flanschen zum Trigheitsmoment beitragen als der

Steg. Bei der Ausrechnung er- bz’
halten wir, da der Flichen- \ ¥ e/
inhalt zu beiden Seiten der
Ordinaten achse gleich gro8
ist, fiir das Trdgheitsmoment 7
den Wert

s et | yras®

et AN | L
2 ¢ F3
oder z
Abb. 30.

I = [ah3+2bc3h2+0hc+4c?)].
Wir schlieBen eine Anzahl anderer Beispiele an, die auf die Bestimmung

des Flicheninhaltes unter einer Parabel fithren.

Anwendungé6: Rauminhaltdes Kreiskegels. Denken wir uns eine gerade
Linie durch den Anfangspunkt eines (#, y)-Systems gezeichnet, und lassen wir diese
Gerade um die x-Achse rotieren, so wird ein*Kreiskegel erzeugt. Gehért zu der
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Hohe 4 des Kegels der Grundkreishalbmesser 7, so ist die Gleichung der erzeugenden
Geraden y
Y=g %
Um den Rauminhalt des Kegels zu finden, wenden wir das Einschachtelungsver-
fahren in folgender Weise ansFiir das Intervall zwischen » und # + 4 » zeichnen wir
das untere und obere Rechteck der Geraden. Bei der Drehung um die x-Achse
erzeugen diese Rechtecke dann je eine kreiszylindrische Platte von der Hohe 4 #,
r 4 . .

deren Grundkreise bzw. die Halbmesser i und x (# + A x) besitzen, und diese
kreiszylindrischen Platten schachteln den zu dem Intervall (¥, # + 4 x) gehérigen
Kegel stumpf ein, so daB fiir den Rauminhalt dieses Kegelstumpfes

72 73
nh—zx’Ax<AV<n7§

gilt. Sie zeigt, daB der Rauminhalt des Kegels gleich dem Flicheninhalt unter der
Parabel

(»+4x32Ax

]
N=74 2
ist. Wir erhalten also:
P g P
V=Rt T T
Anwendung 7: Angriffspunkt des Wasserdrucks auf eine recht-
eckige Flache. Wir haben oben die Gré8e der Druckkraft des Wassers auf eine
rechteckige Flache der Breite b ausgerechnet (Anwendung 1). Wir kénnen jetzt auch
den Angriffspunkt dieser resultierenden Druckkraft ermitteln (Abb. 31). Nach den
Grundregeln iiber die Zusammensetzung paralleler Krifte finden wir ihn durch
Heranziehung des Hebelprinzips. Es muB das Drehmoment des Wasserdrucks fiir
eine beliebige horizontale Gerade gleich sein dem Drehmoment der resultierenden
Druckkraft um dieselbe Gerade. Wir wihlen etwa die obere Wasserlinie als Dreh-
achse. Ist die Tiefe des Angriffspunktes der Druckkraft K gleich #,, so ist ihr
Drehmoment um diese Achse

M = K x, [kg cm].

————————  Ist andererseits in der Tiefe # unter dem Wasserspiegel
S —————————
e ——
e 5=bkx[£g_](k__._1_it.)
Abb, 31. cm 1000 cm

die GroBe des Wasserdruckes, bezogen auf die Einheit
der Wandhohe, so ist die Kraft A K auf den Streifen zwischen den Geraden der
Tiefe x und » 4+ A4 eingeschachtelt durch die Ungleichung

bhxAx < AM <bk(x+Ax)Ax.

Aus dieser Einschachtelung der Kraft erhalten wir eine Einschachtelung fiir den
Beitrag A M, den der Druck auf diesen Streifen zu dem Drehmoment M liefert,
wenn wir die zu kleine Kraft mit dem kleinstmoglichen Hebelarm # und die zu
groBe Kraft mit dem gro6Btmoglichen Hebelarm (x 4 A4 ) multiplizieren. Es gilt
also die Ungleichung

bEA?Ax < AM < bk (x + Ax)2 A%,

in der alle drei Ausdriicke die Dimension [kg cm] besitzen. Nach unserer Schlug-
weise folgt hieraus, daB das Moment M gleich dem von # = 0 aus gerechneten
Flacheninhalt unter der Parabel

n= bk &8
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ist. Ist also die Wassertiefe gleich & [cm], so ist das Drehmoment
3h 3
M=k 2~ o2 2 [kgem].
3o 3

Setzen wir die Ausdriicke fiir das Moment einander gleich, wobei wir in dem
ersten fiir die Druckkraft K den auf S. 27 berechneten Wert

h2
K=bk— [kg]

einfiithren, so ergibt sich die Beziehung

3
bkixo_bk-’;—

aus der man die Tiefe des Angriffspunktes zu

¥o=1%h
berechnet.
Anwendung 8: Der Schwerpunkt eines Drehparaboloides. Lat man
die Parabel
ye=2px,

die symmetrisch zur x-Achse liegt, um ihre Symmetrieachse rotieren, so erhilt man
ein ‘Drehparaboloid (Abb.32). Es ist leicht, den Rauminhalt eines Stiicks dieses
Drehparaboloids, das wir uns von der Ebene ¥ = & abgegrenzt denken, auszurech-
nen. Denn wenn wir wie oben beim Kegel (Anw. 6, S, 53f.) durch die Punkte
mit den Abszissen x und (¥ 4 A4 x) senkrecht zur #-Achse die Ebenen gelegt denken,
so ist der Rauminhalt A V. der zwischen ihnen eingeschlossenen Teile des Dreh-
paraboloides eingeschachtelt zwischen den beiden zylindrischen Scheiben mit den
Grundkreishalbmessern y = "’sz und y = 29 (¥ + 4%). Wir haben alsofir4v
die Einschachtelung y

2prxpAx <AV <2p-(x + Ax)ndx,

aus der wir schlieBen, daB der Raumin-
halt des Drehparaboloides gleich dem
Flicheninhalt unter der Geraden

n=2pnx

ist. Wir finden somit fiir den Inhalt des
Paraboloides den Wert

]
i
]
T
[}
[}
i

\

13
V=pns?| =phin
0

Das Drehparaboloid ist halb so groB wie Abb. 32.

der Zylinder, der die gleiche Hohe und den

gleichen Grundkreis besitzt. Um nun den Schwerpunkt des Drehparaboloids zu
finden, der natiirlich auf der Symmetrieachse liegt, miissen wir das Hebelgesetz
heranziehen. Wir berechnen das Drehmoment des Kérpers um eine Achse, die im
Anfangspunkt auf Jder (¥, y)-Ebene senkrecht steht. Dazu denken wir uns den
Korper wie eben in einzelne Scheiben zerschnitten und schachteln das Drehmoment
der einzelnen Scheibe in der Weise ein, daB wir das Gewicht der zu kleinen
Zylinderscheibe mit dem kleinstméglichen Hebelarm » multiplizieren und ent-
sprechend das Gewicht der zu groBen zylindrischen Scheibe mit dem gréB8tmog-
lichen Hebelarm, wobei das spezifische Gewicht konstant gleich y sei. Die Ein-
schachtelung lautet also

2paypydx < AM <2p(x + AxPnyAdx,



56 Die ganzen rationalen Funktionen.

und wir finden danach das Drehmoment des Korpers als Flacheninhalt unter der
Parabel

E=2pnyst.
Es ist also
2 h 2
M=2pny —| =—phny.
3o 3

Denken wir uns andererseits den gesamten Rauminhalt (bzw. das Gesamtgewicht)
des Drehparaboloides im Schwerpunkt vereinigt und hat dieser die Abszisse #,, so
hat dieses Drehmoment den Wert

M =ph?x%,.
Durch Vergleich beider Werte fiir M erhalten wir
xg=1%h.
Der Schwerpunkt teilt also die Hohe des Drehparaboloides im Verhiltnis 1 : 2.

2, 14. Das Uberlagerungsprinzip fiir die Flicheninhalte. Die allge-
meine Parabel zweiten Grades konnten wir durch Uberlagerung der
Parabel y; = @ %2 und der Geraden y, = bx + ¢ gewinnen. Es steht zu
erwarten, daf3 sich dabei auch die Flicheninhalte der Teilkurven iiber-
lagern. In der Tat iiberlagern sich mit den Ordinaten (y = y; 4+ ¥,)
auch die Rechtecke (R == R, + R,).

Man kénnte glauben, daBB man damit aus den Einschachtelungen fiir
die Flicheninhalte unter den beiden Ausgangskurven ohne weiteres eine
Einschachtelung fiir den Flicheninhalt
unter der resultierenden Kurve gefun-
den hitte. Indessen ist dabei eine
Schwierigkeit, die wir in Abb. 33 deut-
lich vor uns sehen. Wenn wir fiir die
beiden Teilkurven die ,linken‘ Recht-
ecke konstruieren, so ist das linke
Rechteck fiir die Parabel ein unteres
Rechteck, fiir die gerade Linie aber
ein oberes Rechteck. Von den rechten
z odi~g Rechtecken ist entsprechend das zu

Abb. 33. der Parabel gehorige ein oberes Recht-
eck, das zu der geraden Linie gehérige
dagegen ein unteres Rechteck. Wenn wir nun die Summe der linken
bzw. rechten Rechtecke bilden, so haben wir je ein oberes und unteres
Rechteck zu addieren, und wir kénnen (wenigstens ohne genaueres Ein-
gehen auf die Figur) gar nicht mehr sagen, ob und in welcher Weise der
Streifen der durch Uberlagerung gewonnenen Parabel zwischen den
Rechtecksummen eingeschachtelt ist. In Abb. 33 ergibt die Summe
der beiden linken Rechtecke ein unteres, die Summe der beiden rechten
Rechtecke ein oberes Rechteck. Indessen wiirde dies anders sein, wenn
der Streifen zwischen dem Nullpunkt und dem Scheitel der Parabel
liegen wiirde.

4
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Um diese Schwierigkeit zu iiberwinden, machen wir folgende Uber-
legung: Bisher haben wir fiir jeden Streifen das zur Einschachtelung
dienende untere und obere Rechteck so konstruiert, daB wir als
Vertikalseite die kleinste bzw. gréSte Ordinate der Kurve in dem
Streifen wihlten. Das ist aber nicht unbedingt nétig. Fiir eine Ein-
schachtelung des Streifens unter der Kurve geniigt es, wenn die Verti-
kalseite des zu kleinen Rechtecks kleiner ist als die kleinste Ordinate der
Kurve im Streifen, und die Vertikalseite des zu groBen Rechtecks
groBer als die groBte Ordinate der Kurve. Wir kénnen daher im Streifen
die kleinste Ordinate #, der Parabel y;, = ax? und ebenso die kleinste
Ordinate m, der geraden Linie y, == b x 4 ¢'wihlen und mit ihrer Summe
{(m, + m,) als Vertikalseite ein Rechteck konstruieren, und ebenso die
groBte Ordinate M, der Parabel y, = a x? und die gréBte Ordinate M,
der Geraden y, == b -+ ¢ und mit ihrer Summe (M, + M,) als Vertikal-
seite das Rechteck konstruieren. Die beiden Rechtecke schachteln den
Flacheninhalt AF des Streifens unter der resultierenden Parabel ein, so
daB wir die Ungleichung
(5) (my +my) Ax < AF < (M, + M,) A%
erhalten. Wenn sowohl die Kleinstwerte wie dic GréBtwerte der Ordina-
ten beider Teilkurven im Streifen die gleiche Abszisse besitzen, so stellen
die beiden Grenzen in unserem bisherigen Sinn das untere bzw. obere
Rechteck vor, im allgemeinen dagegen nicht.

Um nun in dieser neuen Weise den Flicheninhalt 3 unter der Para-
bel ¥y = 9; + ¥, einzuschachteln, denken wir uns das Intervall von
0 bis x in # gleiche Teile geteilt, die wir von 1 bis # numerieren. Da die
Breite des einzelnen Streifens

Ax = =

n
ist, so folgt aus (5) fir den Flicheninhalt F die Schachtelung
%[(m(ll) + m®) + (mP - mPy 4 - (P 4 mP)) < F
F< | [(MP+ M) + (MP + MP) +- - - +(MP + M),
wobei die oberen Indizes die Numerierung der Streifen ‘wiedergeben.
Wir schreiben diese Ungleichung nun in der Form
X

,,,,, (m® 4+ m® 4. - . mY) + Z (mP +m@ 4+ mp) <F

n
F<~57(M‘11)+M(12’+- Ce M) + %(M(zl)‘f‘M(zm‘*" e M)

Lassen wir die Zahl # die Folge 2%, 22, 23, ... durchlaufen, so daB
bei jedem Schritt die einzelnen Streifen halbiert werden, so nimmt die
linke Seite der Doppel-Ungleichung bestindig zu, die rechte zugleich
bestindig ab. Wenn wir noch zeigen konnen, daB gleichzeitig die Spanne
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zwischen beiden durch hinreichend groBes # beliebig klein gemacht
werden kann, so liegt eine Intervallschachtelung fiir den gesuchten
Flicheninhalt unter der Parabel y = y; 4 y, vor.

Um den Beweis zu fithren, beachten wir, daB in der letzten Ungleichung
die ersten Summanden links und rechts in unserem fritheren Sinne
die unteren und oberen Rechtecksummen fiir den Flicheninhait F,
unter der Parabel y; = ax? vorstellen, daBl also die Einschachtelung

(6) o (w2 + P+ oo b l) <Fy < - (MP+MP + - -+ M)

gilt. Analog bilden die zweiten Summanden die Summe der unteren
bzw. oberen Rechtecke fiir die Gerade y, = bx 4 ¢, so daB wir die
Ungleichung

(7) P 4P D) <Fy < T (MP A+ MP - -+ M)

haben.

Da (6) eine Intervallschachtelung fiir den Flicheninhalt F, darstellt,
so konnen wir durch passende Wahl der Nummer #» die Spanne zwi-
schen der unteren und oberen Grenze unter jeden Betrag herabdriicken.
Préziser gesprochen, es 1t sich eine bestimmte Nummer N, angeben,
so daB fiir alle # > N, der Unterschied zwischen der oberen und unteren
Grenze

(6a) SM < <

wird, wobei & eine (beliebig kleine) vorgegebene positive Zahl ist.
Ebenso kénnen wir, da (7) eine Intervallschachtelung fiir den Flichen-
inhalt F, darstellt, eine Nummer N, angeben, so daB fiir alle Num-
mern # > N, der Unterschied zwischen der oberen und unteren Grenze
(7a) Sp <=
wird, unter ¢ dieselbe positive Zahl wie in (6a) verstanden.

Nun ist der Unterschied zwischen der oberen und unteren Grenze
fiir den Flacheninhalt F

(8) S S(ln) + 5(2"),

also haben wir, wenn N die groBere der beiden Nummern N, und N,
bedeutet,

(8a) S < ¢

fiir alle Nummern # > N. Wir sehen daraus, daB ein wirklicher Ein-
schachtelungsprozeB vorliegt.
Diese Betrachtung 148t uns aber zugleich die Beziehung

F=F,+F,
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zwischen dem Flicheninhalt F unter der Uberlagerungskurve und den
Flacheninhalten F; und F, unter den beiden Teilkurven erkennen, da
die Addition von (6) und (7) zeigt, daB F, 4+ F, zwischen denselben
Grenzen wie F eingeschachtelt ist.

Der Flicheninhalt unter der resultierenden Kiurve ist die Summe der
Flicheninhalte unter den beiden tiberlagerien Ausgangskurven.

Die Uberlegung, die uns zu diesem Ergebnis gefiihrt hat, ist offenbar
von der Gestalt der Teilkurven weitgehend unabhingig und 148t sich
unverindert iibertragen, wenn an Stelle der Parabel und geraden Linie
irgend zwei Kurven y, = f,(x) und y, = f,(«) iiberlagert werden, so-
fern ihre Eigenschaften denen der Parabel y, = ax? und der Geraden
¥y = bx + ¢ analog sind. D. h. man mufl voraussetzen, dal man
bei einer Streifenteilung fiir beide Kurven die kleinste und gréB8te Or-
dinate in jedem Streifen angeben und also zu jedem Streifen ein un-
teres und oberes Rechteck konstruieren kann. Weiter muB fiir jede
der beiden Kurven die Spanne zwischen der oberen und der unteren
Rechteckssumme mit wachsender Nummer nach Null gehen, so da3 man
fiir jede von ihr den Flicheninhalt bestimmen kann. Sind diese Voraus-
setzungen erfiillt, so erhalten wir den Flicheninhalt unter der Kurve

y=1®)=hH& +f,(%),
die sich durch Uberlagerung der beiden Teilkurven ergibt, als Summe
der Flicheninhalte unter den beiden Teilkurven. Aus der Addi-
tion der Ordinaten folgt die Addition der Flicheninhalte. Das ist ein
Satz, der die Flicheninhaltsbestimmung auBerordentlich erleichtert.

Thm zur Seite tritt der ebenso wichtige Satz, daB3 die Multiplikation
der Ordinaten einer Kurve mit einem konstanten Faktor die Multipli-
kation des Flacheninhalts mit demselben Faktor nach sich zieht. Das
Vorzeichen des Flacheninhalts kommt dabei richtig heraus, denn ein nega-
tiver Faktor bewirkt eine Umklappung der Kurve und zieht darum
eine Anderung des Umlaufssinnes nach sich. Der Flicheninhalt unter
der allgemeinen Parabel

9) = ax®+ bx+c¢
ist damit auf die drei einfachen Flicheninhalte
I y=1, Fy =%,

xa

(10) y==#  F=3,
a2 _*

y=2a' Fg=7

zuriickgefiihrt, und es ergibt sich bei willkiirlicher Wahl des Anfangs-
punktes der Flicheninhaltszdhlung

(FL.9) F(x):ai‘;+bfzf+cx+c,

wobei C eine beliebige Konstante ist.
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Anwendung 9: Rauminhalt des Drehellipsoids. Eine Ellipse

¥ 48

a® b2

moge um die #-Achse rotieren und so ein Drehellipsoid erzeugen. Die Scheibe des

Ellipsoids, die die Ebenen mit den Abszissen ¥ und (¥ + 4 x) ausschneiden, denken

wir uns eingeschachtelt zwischen zwei Kreiszylinder, deren Grundkreishalbmesser

die Ordinaten der Ellipse sind, die zu den Abszissen x bzw. (¥ + 4 %) gehéren. Fiir
positive Abszissen erhalten wir so die Ungleichung

=1

nb"‘(1 —g)Ax<AV<nb’(1 —(x——}.aiAL)’)Ax,

aus der wir entnehmen, daBl der Rauminhalt des Drehellipsoids gleich dem Flichen-
inhalt unter der Parabel

22
11=nb”(1 —a—z)

ist, deren Ordinaten die Dimension einer Fliache besitzen. Es ist somit der Raum-
inhalt einer Schicht des Koérpers zwischen den Abszissen 0 und »:

3
z:nbzx(i —ii~>.
0 3 a?

1 %3
Vimat (s =5 )

und der Gesamtrauminhalt des Drehellipsoids
Vit =2Vi=4nba.

Anwendung 10: Rauminhalt des Zylinderhufs. Gegeben sei ein Kreis-
zylinder. Eine Ebene, die durch einen Durchmesser des Grundkreises hindurch-
geht und gegen dessen Ebene unter dem Winkel & geneigt ist, schneidet von dem
Zylinder einen Koérper ab, den man einen Zylinderhuf nennt. Es soll der Raum-
inhalt des Zylinderhufs berechnet werden.

Wir wihlen in der Ebene des Grundkreises des Zylinders die Schneide des Hufes
als #-Achse und legen zu ihr senkrecht die y-Achse, so dafl der Grundkreis die Glei-
chung

P y‘l — a
besitzt. Fiir die Flicheninhaltsbestimmung zerschneiden wir den Huf durch
Ebenen senkrecht zur Schneide in Scheiben. Die Schnittfigur einer solchen Ebene
mit dem Zylinderhuf ist ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete die Linge

y = }/;3—— 23
besitzt, wihrend die Liange der anderen gleich (y tg ) ist. Der Flicheninhalt eines
solchen rechtwinkligen Dreiecks ist also
F(¥)=}yttga = tgo(ad — ).
Legen wir zwei solche Ebenen senkrecht zur Schneide in den Punkten # und
(# + 4 #), so grenzen sie eine Scheibe des Zylinderhufs von der Dicke 4 x ab. Der
Rauminhalt 4 V dieser Scheibe 148t sich einschachteln zwischen zwei gerade Pris-
men der Héhe A4 #, deren Grundflachen das kleinere bzw. gréBere der beiden recht-

winkligen Dreiecke ist. Bei einem positiven Werte von » und von 4 x haben wir
also die Ungleichung

itgo(a? —4)Ax > AV > Ltga(a® —(x + Ax)%) - Ax.

Daraus schlieBen wir, da8 der Rauminhalt des Zylinderhufs sich als Flacheninhalt
unter der Parabel

n=}tga(a® — %)
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berechnen 148t. Wir erhalten somit

2
fo l—tgax(a’-—%)

1 3
pz— Lyt (z __)
0= goladx 3= 2

und also fiir den Rauminhalt des ganzen Zylinderhufs den Ausdruck
V=2V = 2 adtga.
2, 2. Die ganzen rationalen Funktionen dritten Grades und ihre
Steigungsbilder.

Wir wenden uns der Untersuchung der allgemeinen Kurven mit der
Gleichung
(11) y=ax*+bx*+cx+d
zu, worin a, b, ¢, d beliebige Zahlen sind.

Um die Kurve (11) zu zeichnen, kénnen wir sie als Uberlagerung der
bereits in 2,13 betrachteten speziellen Parabel dritten Grades y, = a x3
und der allgemeinen Parabel zwei-
ten Grades y, = bx% + cx 4 d aui-
fassen (vgl. Abb. 34). Um ihren Ver- \
laufin Abhingigkeit von ihren Kon- \
stanten zu untersuchen, miissen wir \
ihr Steigungsbild kennen. Wir be- \
stimmen es zunichst in 2, 21 fir die
spezielle Parabel dritten Grades. //\

2,21. Das Steigungsbild der /
Kurve y=a®. Der Wendepunkt. i
Aus dem Biischel der Sehnen, die /’
durch einen Punkt P der Kurve ‘l\

(12) y =4 =iy
gehen, sondern wir eine einzelne aus, Abb. 34.

wenn wir einen zweiten Punkt auf

der Kurve vorschreiben und ihn mit P verbinden. Ist x die Abszisse des
Punktes P und (x + A x) die Abszisse des zweiten Punktes, so ist
die Abszissenspanne beider Punkte gleich A4x, die zugehorige Ordina-

tenspanne

yrdbexed g

dy = (x4 Ax)® — 13

und die Steigung der Sehne, die die beiden Kurvenpunkte miteinander

verbindet,
A x4+ Ax)P — 23
(13) m=) = EIE (4% +0)

oder, da sich A4 x herausheben l48t,
(13a) m,=3x2+3xAx+ (4x)? (4% 4 0).

Wie zu erwarten war, erweist sie sich einerseits abhingig von der
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Abszisse x des Punktes P der Kurve und andererseits von der Ab-
szissenspanne 4z, die die einzelne der durch P laufenden Sehnen der
Kurve aussondert.

Fiir 4x = 0 verliert der Ausdruck (13a) seine Bedeutung als Sehnen-
steigung, da ja nicht mehr von einer Sehne gesprochen werden kann,
wenn die Abszissenspanne den Wert Null hat. Trotzdem aber besitzt
die rechte Seite der Gleichung (13a) fiir Ax = 0 einen bestimmten
Wert, nimlich

(14) m=3 a2,

und es gibt natiirlich auch eine Gerade durch P, deren Steigung diesen
Wert hat?.

Es ist unmittelbar klar, daB diese Gerade die Tangente der Kurve
in dem Punkie P sein muB, denn setzen wir zunichst x positiv voraus,
so ist die Sehnensteigung (13a) fiir eine positive Abszissenspanne 4 x
grofer und fir negative Ax (solange wenigstens ihr absoluter Wert
nicht allzu groB ist? kleiner als die Steigung (14). Die Gerade mit
der Steigung (14) trennt also die Sehnen mit positiver Abszissenspanne
von denen mit negativer Abszissenspanne, sie ist Tangente der Kurve.
Eine ganz analoge Uberlegung gilt fiir Kurvenpunkte mit einer negativen
Abszisse x.

Eine Sonderbetrachtung erfordert der Punkt » = 0. Hier hat die
Sehnensteigung mit der Abszissenspanne 4 x die GroBe

(15) m, = (4 x)2,

sie ist also sowohl fiir positive wie fiir negative 4 x positiv. Setzen wir
darin 4 x = 0, so folgt m = 0, so daB die zugehdrige Gerade durch den
Nullpunkt mit der Abszissenachse zusammenfillt. Wir konnen nicht
mehr sagen, daB die Gerade mit der Steigung m = 0 die Sehnen mit
positiven Abszissenspannen von denen mit negativen Abszissenspannen
scheidet. Fassen wir aber den Begriff der Tangente etwas allgemeiner
als bisher, so kénnen wir trotzdem auch noch im Nullpunkt von einer
Tangente der Kurve sprechen (vgl. Abb. 35). Wir diirfen nur nicht mehr
verlangen, daB die Kurve in der unmittelbaren Nachbarschaft des Be-
rithrungspunktes ganz auf der einen Seite der Tangente liegt, wie es in
einem Punkte der Kurve, dessen Abszisse von Null verschieden ist, der
Fall war. Vielmehr miissen wir, wenn wir den Begriff der Tangente fiir

1 Die Méglichkeit, in dem Ausdruck (13a) fiir die Sehnensteigung 4 x gleich
Null setzen zu konnen, ist ein besonders giinstiger Umstand. In dem Ausdruck (13)
diirften wir es nicht tun, denn wir hétten sonst die sinnlose Operation einer Divi-
sion von Null durch Null zu vollziehen.

2 Der absolute Wert von 4 » darf nur so groB werden, da8 der absolute Wert
von 3 x4 x gleich (4 »)?ist. Fiir solche negative Abszissenspannen, deren absoluter
Wert groBer wird, ist gerade wie fiir positive 4 # die Sehnensteigung m, groBer als
die Steigung (14).
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den Nullpunkt beibehalten und also auch die x-Achse als Tangente be-
zeichnen wollen, zulassen, daB die Tangente die Kurve durchsetzen darf,
so daB die Kurve von der einen Seite an die Gerade heranliuft und auf
der anderen Seite sich wieder von ihr entfernt. Was dann die x-Achse
vor anderen Geraden durch den Nullpunkt als Tangente auszeichnet,
ist dies: Es ist moglich, den Unterschied der Steigungen m, = (4 x)?
der Sehnen der Kurve gegen die Steigung m = 0 der x-Achse unter
jeden (noch so kleinen) positiven Wert ¢ herabzudriicken, indem man
eine Abszissenspanne 4 x von hinreichend kleinem Absolutbetrag (nim-
lich —]/8*<AAx < 4+ Ve) wihlt. Diese Kennzeichnung der Tangente
gilt fiir jeden Punkt und kann daher als
allgemeine Defination dicnen (vgl. 5, 4). gz
Die besondere Eigenschaft einer Tan- ¥
gente, die Kurve im Berithrungspunkt ]
zu durchsetzen, bringt man dadurch —
zum Ausdruck, dall man sie eine Wende- 7 z
tangente der Kurve nennt!. Eine solche
Wendetangente tritt uns hier bei der
Kurve y = %% zum ersten Male ent-
gegen. Bei den Parabeln zweiten Grades
gibt es noch keine Wendetangenten.

Die Beziehung der Kurve zu der Wendetangente tritt besonders
anschaulich in Erscheinung, wenn wir an der Kurve entlanglaufen und
dabei immer die Tangente der Kurve konstruiert denken. Wir sehen,
wie die Tangente fijr negative x eine positive Steigung besitzt, die beim
Fortschreiten im Sinne wachsender x kleiner wird, so daB3 sich die
Tangente im Sinn des Uhrzeigers dreht, bis fir x = 0 die Tangente
horizontal verliuft. Geht man iiber x = 0 hinaus in das Gebiet der
positiven x, so wichst die Steigung, die Tangente dreht sich im posi-
tiven Drehsinn, also entgegengesetzt dem Uhrzeiger. Im Wendepunkt,
dem Berithrungspunkt der Wendetangente, dndert die Drehung der
Kurventangente ihre Richtung, die Drehung kommt in diesem Punkt
gleichsam zum Stillstand (Abb. 35).

Unser Ergebnis, daBl die Steigung der Tangente an die Kurve {12)
y = 3 in allen ihren Punkten durch m; = 3 x? gegeben wird, 148t sich
auch so aussprechen:

Die Funktion (12) hat die Ableitung

(12) y =3,

Abb. 35.

1 Im Fall einer Wendetangente tritt, wie sich eben am Beispiel gezeigt hat, dic
Besonderheit ein, daB sich die Tangentensteigung nicht wie sonst zwischen Sehnen-
steigungen einschachteln 1aBt, sondern die Sehnensteigungen nahern die Tangenten-
steigungen nur von einer Seite her an. Es sei ausdriicklich festgestellt, daB cine
Wendetangente nicht, wie im vorliegenden Beispiel, horizontal zu scin braucht.
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Wir sehen, daB sich dies den bisherigen Ergebnissen iiber die Ablei-
tungen der Kurven ¥y = 2%, y = x und y = 1 in der schonsten Weise
anpaBt.

Das Steigungsbild ist hier eine Parabel zweiter Ordnung, deren Schei-
tel der Nullpunkt und deren Symmetrieachse die Ordinatenachse ist.
In ihm entspricht dem Wendepunkt der Kurve (12) der Scheitel der
Steigungsparabel (12’). Nach unseren obigen Uberlegungén war das zu
erwarten, denn wenn die Ordinate des Steigungsbildes mit wachsendem
x abnimmt, so dreht sich die Tangente der Ausgangskurve im negativen
Drehsinn, nimmt sie dagegen mit wachsendem x zu, so dreht sich die
Tangente im positiven Drehsinn. Im Wendepunkte dndert die Drehung
ihre Richtung. Es muB also dem Wendepunkte ein tiefster (oder héch-
ster) Punkt (Kleinstwert bzw. GréBtwert) im Steigungsbilde entsprechen.

Wenn sich die Kurventangente mit wachsendem x im positiven
Sinn dreht, so ist offenbar die Kurve so gekriimmt, da8 sie nach
oben hohl wiird. Dreht sich die Tangente dagegen im negativen Sinne,
so wird die Kurve nach unten hohl. Es gilt daher die Beziehung: Wenn
die Ordinaten des Steigungsbildes mit wachsendem x wachsen, so ist
die Ausgangskurve nach oben hohl. Nehmen dagegen die Ordinaten des
Steigungsbildes mit wachsendem x ab, so ist die Kurve nach unten hohl.
Ein Wendepunkt einer Kurve ist hiernach ein Punkt, in dem sich ein
nach unten hohles Stiick der Kurve an ein nach oben hohles Stiick an-
schlief3t.

Auf diese Beziehung zwischen der Kurve und ihrem Steigungsbilde
hitten wir auch schon bei der Parabel zweiten Grades y = ax? +-bx+¢
mit der Ableitung y’ = 2a4x + b eingehen koénnen. Nur sind hier die
Verhiltnisse auBergewohnlich einfach. Ist a > 0, so ist die Parabel iiber-
all nach oben hohl, und in der Tat wachsen die Ordinaten des Steigungs-
bildes dauernd. Fiir @ < 0 ist die Parabel nach unten hoh!l, und in der
Tat ist das Steigungsbild eine fallende Gerade. Die Steigungsbilder
haben keinen héchsten oder tiefsten Punkt, so daB3 kein Wendepunkt
auftreten kann.

Fiir diese Betrachtungen kommt es, wie wir sehen, auf das Steigen
und Fallen der Ordinaten des Steigungsbildes an. Beim Wachsen der
Ordinaten einer Kurve ist aber, wie wir wissen, die Steigung der Kurve
positiv, beim Fallen negativ. Wenn wir uns also dariiber klar werden
wollen, ob und in welcher Weise die Ordinaten des Steigungsbildes
wachsen oder abnehmen, so miiten wir das Steigungsbild als selb-
standige Kurve auffassen und deren Steigung bestimmen. Diese Steigung
des Steigungsbildes konnen wir als zweite Steigung oder zweite Ableitung "'
der Ausgangskurve bezeichnen. So gehért z. B. zu der Parabel zweiten
Grades y = ax% + bx 4 ¢ mit der ersten Ableitung y’ = 2ax + b die
konstante zweite Ableitung

r

y' = 2a.
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Da die Parabel dritten Grades

(12) y =2
die erste Ableitung

(12) y =34t
besitzt, so ist ihre zweite Ableitung
(12" Yy’ = 06x.

Man sieht, daB sie fiir negative x negativ, fiir positive x positiv ist und

bei x = 0 verschwindet. Entsprechend nehmen die Ordinaten des ersten

Steigungsbildes von links nach rechts fiir

x << 0 ab, fiir x > 0 zu. Die Kurve selbst v

ist fiir negative x nach unten, fiir posi-

tive x nach oben hohl. Die Stelle x = 0,

wo die zweite Ableitung gleich Null wird,

ist der Wendepunkt (Abb. 36). Wir sehen

aus diesen Uberlegungen, daB} eine Kur-

ve nach oben hohl ist, wenn ihre zweite

Ableitung positiv, nach unten hohl, wenn v

ihre zweite Ableitung negativ ist. Ein

Wendepunkt liegt vor, wenn die zweite

Ableitung mit Vorzeichenwechsel durch

Null geht. 7t
2, 22. Uberlagerungssatz fiir die Tan-

gentensteigungen. Wir gehen nun zur all- Y

gemeinen Parabel dritten Grades (11) iiber

und fragen uns, ob wir ihre Steigung in 1t

einfacher Weise aus den Steigungen der 7 x

Teilkurven gewinnen konnen. Da dic

Erzeugung einer Kurve durch Uber-

lagerung zweier anderer von groSer Be- Abb. 36.

deutung ist, wollen wir die Betrachtung

nicht auf die Parabel dritten Grades beschrinken, sondern gleich all-

gemein durchfithren. Wir denken uns zwei Kurven

y-x’

(16) y1="h(x) und y,=/f,(x)
gegeben und aus ihnen durch Uberlagerung die neue Kurve
(17) y=1(x)=f(%) + f2(%)

gebildet. Wir wollen voraussetzen, daB wir die Ableitungen der beiden
Teilkurven

(16) yi=h(x) und y;=f;(x)

kennen, so daB wir fiir jeden Wert von x die Tangenten der beiden Kur-
ven (16) ziehen konnen. Was folgt daraus fiir die Ableitung der Funk-
tion (17)?

Prange - v. Koppenfels, Integral- u. Differentialrechnung I. 5
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Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von den Sehnensteigungen
aus, die wir fiir alle drei Kurven (16) und (17) an der Stelle x mit der Ab-
szissenspanne A x berechnen wollen. Da

hiz+dzx) — f1(%)

mY =
(16a) A
m? — f(x + d%) — f,(#)
s Ax
und
_ Hax+42) — (%)
(17a) My = o

ist, so konnen wir aus

fla+Ax) —f(x) = H(x+ Adx) — [, (%) + [ (x + 42) — [ (x)
unmittelbar die Gleichung
(18) m, = m® + m
ablesen, d. h. die Sehnensteigungen diberlagern sich in der gleichen Weise
wie die Ordinaten.

Wenn wir nun fiir die beiden Einzelkurven im Punkte x die Tangenten
ziehen, was nach Voraussetzung moglich ist, so werden die Sehnen-
steigungen m{" und m sich von den Steigungen f; () bzw. f; (%) dieser
Tangenten um sehr wenig unterscheiden, sofern wir die absolute GroBe
von 4 x sehr klein wihlen. Genauer gesagt: Wenn wir eine positive (noch
so kleine) Zahl ¢ vorschreiben, so 148t sich dazu eine (von ihr abhingige)
Linge !, = I, (¢) > 0 bestimmen, so daB fiir alle A4 x, die der Ungleichung

|dx | < 4,*
geniigen, die Abweichung von Sehnen- und Tangentensteigung
[ fi(x) —mP(x, Az) | <e
wird. In analoger Weise 146t sich auch eine Linge /,(¢) > 0 bestimmen,
so daB fir alle
| dx| <1,
die Ungleichung
| fo(2) — mP (x, dx) | <e
gilt. Ist schlieBlich / die kleinere der beiden Lingen /; und J,, so gelten die
Ungleichungen gleichzeitig fur alle A.x, die der Bedingung
(19a) |dx| <1
geniigen.
Wenn wir nun auf der rechten Seite von (18) die Summe f; (x) + f3 (%)

addieren und wieder subtrahieren, so 148t sich die Sehnensteigung m,
der Kurve y = f(%) in der Form

m, = (fi(2) + f2 (0) + (m" — [ (%)) + (M — f3(x))

* Die senkrechten Striche bedcuten den absoluten Betrag, also |a| = a fiir
a20, |a| =—a fir a <0.
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schreiben. Daraus geht hervor, daB sich fiir alle 4 x, die der Ungleichung
| Ax | < 1geniigen, diese Sehnensteigung m, von der Summe (f; (x) +/; (%))
um weniger als 2 ¢ unterscheidet. Zeichnen wir daher durch den allen
Sehnen gemeinsamen Punkt der Kurve y = f(x) die Gerade mit der
Steigung

(19) m = fi(x) + (%),

so hat sie die Eigenschaft, daB ihre Steigung sich von der Steigung
der Sehne der Kurve y = f(x) um so weniger unterscheidet, je kleiner
wir 4 x wihlen. Genauer gesagt : fiiralle A x, die der Ungleichung |4 x| <!
geniigen, ist

(19b) |m—m, | <2e.

Nach den Ausfilhrungen auf S. 63 ist das kennzeichnend dafiir, daB

die Gerade mit der Steigung m die Tangente der Kurve y = f(x) in dem
betrachteten Punkt ist. Die Funktion (17) besitzt demnach die Ableitung
(17) Y =1(x) = fi(x) + f2(x).

Was von den Sehnensteigungen galt, gilt also auch von den Tangenten-
steigungen. Durch Uberlagerung der Tangentensteigungen der beiden
Einzelkurven erhdlt man die Tangentensteigung der resultievenden Kurve.
Dieser allgemeine Satz wird uns im weiteren Verlauf unserer Uber-
legungen sehr wichtige Dienste leisten. Von gleicher Wichtigkeit ist der
Satz:

Wird eine Funktion y = f(x), die die Ableitung 3y’ = f'(x) besitzt,
mit einem konstanten Faktor multipliziert, so multipliziert sich die
Ableitung mit demselben Faktor, weil eine Streckung der Ordinaten sich
unmittelbar auf die Sehnen- und damit auch auf die Tangentensteigungen
iibertragt. Hier folgern wir zunichst, daB die Steigung der allgemeinen
Parabel dritten Grades sich aus den Steigungen der vier Einzelkurven

yr=ax, y,=0bx yy=cx, y,=d
additiv zusammensetzt:
(11) Y=yityetystyi=3ax*+2bx+c.
Es zeigt sich, daB die Flicheninhaltsbestimmung unter der Kurve y’'

wieder zu y zuriickfithrt, ein Ergebnis, das wir schon bei der Geraden
und der Parabel zweiten Grades gefunden hatten.

2, 23. Verlauf der allgemeinen Parabel dritten Grades. Bevor wir in
unseren systematischen Uberlegungen weitergehen, stellen wir uns vor-
erst die Aufgabe, die verschiedenen Moglichkeiten des Verlaufs einer
Parabel dritten Grades

(11) y=ax*+bx*+cx+4d

in Abhingigkeit von den in der Gleichung auftretenden Parametern zu
untersuchen. Hierzu eignen sich die Konstanten a,.5, ¢, d aber nicht
5#
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sehr gut, und daher fithrt man zweckmiBig andere GréBen ein, die eine
unmittelbare Bedeutung fiir den Kurvenverlauf haben. Zunichst stellen
wir neben die erste Ableitung (11’) noch die zweite:

(11") y' =6ax+ 2b
und bemerken, daf3 diese stets eine und nur eine Nullstelle
_ b
xo = — ;a’

besitzt. Diese Abszisse x, teilt die x-Achse in zwei Bereiche, in deren
einem '’ positiv ist und daher y" ansteigt, wihrend in dem anderen y"’
negativ ist und daher y’ fallenden Verlauf hat. Dementsprechend ist
die Ausgangskurve auf der einen Seite von x, nach oben, auf der anderen
nach unten hohl, wihrend bei x = x, der Ubergang stattfindet, so daB
hier ein Wendepunkt vorliegt.

Jede Parabel dritten Grades

y=ax*+bx+cx+d
b
ﬁ .

Diese Wendepunktsabszisse x, ist nun offenbar eine fiir den Kurven-
verlauf wesentliche GréBe, und wir werden daher unsere Gleichung so um-
schreiben, daBl «x, als Parameter in sie eingeht. Man erhdlt zunichst
unmittelbar:

hat genaun einen Wendepunkt mit der Abszisse %y = —

d
y =a(x3—3xox2+-£-x+—a-).
Durch Addition und Subtraktion von (3x3x — x3) geht dies iiber in:
d
Y :a{(x—— %)% + (: —Sxﬁ)x—i— xg—i-;].

Es fillt auf, daB das quadratische Glied vollstindig in (x — x;)3 ein-
bezogen ist. Um nun auch im linearen Glied an Stelle von x die Diffe-
renz ¥ — %, zu bekommen, addieren und subtrahieren wir jetzt noch

( % — 3x§) %4, 50 dal entsteht:
d
y=al:(x—x0)3+(%—325(2))(9&—xo)—{—;cxo——-ng—}-?].

Fiir die neu aufgetretenen Koeffizienten fithren wir die Bezeichnungen
ein:

und damit erhalten wir

(11a) y=al(x — %)® + p(x — %) + ¢q].
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Auch in der ersten und zweiten Ableitung wollen. wir die alten Konstanten
durch die neuen ersetzen. Man findet leicht!:
Yy =al3(x — %)* + 8],
Yy =6a(x — x,).

Die in unserer Funktion auftretenden Konstanten sind jetzt a, x,,
9, ¢, und wir wollen uns die Bedeutung dieser Parameter klarmachen.
x, ist die Wendepunktsabszisse; dndért man x, und hilt dabei die an-
deren drei Parameter konstant, so verschiebt sich die Kurve nur hori-
zontal, ohne ihre Form zu 4ndern, da ja in der Funktionsgleichung nur
die Differenz x — x, auftritt. Ebenso tritt, wenn man ¢ einen anderen
Wert gibt, eine reine Verschiebung der Kurve in vertikaler Richtung
ein. Vollstindig iibersehbar ist auch der EinfluB von a, denn durch
eine Anderung dieses Parameters werden alle Ordinaten der Kurve in
einem konstanten Verhiltnis gestreckt bzw. verkiirzt. Die Bedeutung
von p schlieBlich erkennen wir an der ersten Ableitung, denn fiirr x = x,
wird y =ap, so daB ap die Steigung der Wendetangente ist. Den
EinfluB} dieses Parameters auf die Kurvenform werden wir sogleich er-
kennen, wenn wir den allgemeinen Verlauf der Kurve untersuchen.

Dazu setzen wir a zunichst als positiv
voraus. Fiir sehr groBe absolute Werte der
Abszisse x wird stets das Glied x3 iiber-
wiegen und daher das Vorzeichen von y be-
stimmen. Also gehéren zu groBen positiven
Abszissenwerten x stets positive y, zugroB3en
negativen x stets negative y. Bedenkt man pa
nun, daB die Funktion fiir keinen Wert
von x springt, daB sie also, wie man sagt,
eine ,,stetige Funktion'* ist, so schlie3t man ¥
daraus leicht, daB ihre Kurve die x-Achse
mindestens einmal schneiden muB. Um den
Kurvenverlauf genauer zu erkennen, ver-
folgen wir die Kurve, von grofen negativen
Abszissen ausgehend, nach rechts und rich-
ten unser Augenmerk zugleich stindig auf
daszugehoérige Steigungsbild. Wir bemerken z
dann, daB der zunichst sehr steile Anstieg
der Kurve immer flacher wird, bis die Abb. 37.
Steigung im Wendepunkt x = x; ein Mini-
mum erreicht. Beim weiteren Fortschreiten nach rechts nimmt die
Steigung wieder zu. Die Steigung a p der Wendetangente ist die kleinste
vorkommende Tangentensteigung. Es ist nun ein wesentlicher Unter-
schied, ob p positiv oder negativ ist. Im ersten Fall (Abb. 37) bleibt die

1 Hierzu ist es an dieser Stelle noch erforderlich, vor der Bildung der Ableitun-
gen die Klammern auszumultiplizieren.

¥
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Steigungsparabel bestindig oberhalb der x-Achse, die Kurve y steigt un-
unterbrochen (denn auch die kleinste vorkommende Steigung ist ja noch
positiv). Ist p jedoch negativ (Abb. 38), so schneidet die Steigungsparabel
die x-Achse zweimal und verlduft zwischen diesen Schnittpunkten unter-
halb der x-Achse, so daB die Kurve y an den beiden Stellen, wo y' = 0
ist, horizontale Tangenten hat und dazwischen fallend verlauft. LiBt
man durch Andern des Parameters p den einen Kurventyp in den ande-
ren iibergehen, so iiberschreitet man den Grenzfall § = 0, in dem der
Scheitel der Steigungsparabel auf die x-Achse fillt. Die Kurve hat in

v diesem Grenzfall eine horizontale Wende-
tangente, wie wir es bei y == x% gesehen
hatten.

Obwohl wir bei unseren Betrachtun-
gen a als positiv vorausgesetzt haben,
iiberblicken wir auch den Fall eines nega-
tiven a vollstindig, denn ein Vorzeichen-
wechsel von a bewirkt lediglich einen Vor-
zeichenwechsel von y, so daf8 die Kurve
einfach um die x-Achse umgeklappt wird.

Es sei an dieser Stelle eine Bemerkung
4 iiber die manchmal auftretende Aufgabe
eingeschaltet, die Stellen zu bestimmen
und zu untersuchen, wo eine Kurve eine
horizontale Tangente besitzt. Solche Stellen
sind, wie wir sahen, gegeben durch die
Nullstellen der ersten Ableitung der Funk-
tion. Ist an einer solchen Stelle gleichzeitig
die zweite Ableitung positiv, so hat die
Funktion dort ein Minimum, denn ihre
Kurve ist ja nach oben hohl. Bei negati-

Abb. 38. ver zweiter Ableitung handelt es sich ent-

sprechend um ein Maximum. Verschwin-

det zugleich mit der ersten auch die zweite Ableitung, so haben wir

im allgemeinen den schon besprochenen Fall eines Wendepunktes mit
horizontaler Wendetangente vor uns.

Wir wollen die Funktion dritten Grades jetzt hinsichtlich ihrer Null-
stellen, also der Schnittpunkte ihrer Kurve mit der x-Achse, unter-
suchen. Wir hatten bereits erkannt, da jede Funktion dritten Grades eine
Nullstelle besitzen muB. Ist nun p positiv oder gleich Null, so kann die
Kurve mit einer jeden horizontalen Geraden nur einen Punkt gemeinsam
haben, da sie ja stindig steigt; daher liegt in diesem Falle stets auch nur
eine Nullstelle vor. Bei negativem p besteht dagegen die Moglichkeit,
daB die Kurve die x-Achse dreimal schneidet. Das braucht jedoch durch-
aus nicht einzutreten; denn man kann ja durch entsprechende Wahl

N I
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von g die Kurve auch so weit nach oben oder unten schieben, daB doch
nur ein Schnittpunkt zustande kommt.

Eine Parabel dritten Grades hat entweder einen oder drei Schnittpunkie
mat der x-Achse.

Eine scheinbare Ausnahme hiervon bildet der Fall, daf3 eine der bei-
den Stellen mit horizontaler Tangente, die ja bei negativem p immer vor-
handen sind, auf die x-Achse fillt. Dann verschwindet y nidmlich fiir
zwei Werte von x. Aber in dem einen dieser Punkte schneidet die
Kurve die x-Achse nicht, sondern sie beriihrt sie. Geht man von einer
Lage der Kurve aus, in der sie drei Schnittpunkte mit der x-Achse hat,
und verschiebt sie durch Verinderung von ¢ so weit, bis dieser Grenz-
fall eintritt, so sicht man, wie bei diesem ProzeB zwei Nullstellen immer
niher zusammenriicken und sich schlieBlich vereinigen. Aus diesem
Grunde wird eine solche Nullstelle als ,,doppelte’* Nullstelle angesehen.
Bei dieser Zihlung bleibt dann der ausgesprochene Satz ausnahmslos
richtig. Auf die Frage der Vielfachheit von Nullstellen werden wir weiter
unten noch eingehen. Ebenso wird uns die Frage der Bestimmung der
Nullstellen noch in etwas allgemeinerem Rahmen beschaftigen.

Unsere Funktionsgleichung kénnen wir, wenn wir fiir die Wende-
punktsordinate a ¢ noch ¥y, schreiben, auf die Form bringen:

Yy — Yo =al(x — x%)* + p (x — %)].
Fiuhren wir nun durch
x—x=E&, y—y,=1

ein neues Koordinatensystem ein, dessen Anfangspunkt im Wende-
punkt liegt, so haben wir in diesen Koordinaten die Gleichung

n=a(f®+p¥)

und damit eine Normalform der Gleichung hergestellt, dhnlich der,
die wir in 1,51 Gl. (12b) fir die Parabel zweiten Grades gefunden
hatten. An dieser Form erkennen wir nun eine wichtige Eigenschaft der
Parabel dritten Grades. Zu zwei Werten von &, die gleichen absoluten
Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, gehéren nimlich offen-
bar zwei Werte von #, die sich ebenfalls nur im Vorzeichen unterscheiden.
Das hat zur Folge, daBl man die gleiche Kurve wieder erhilt. wenn man
sie um 180" um ihren Wendepunkt dreht.

Jede Parabel dritten Grades ist zemtrisch symmetrisch in bezug auf thren
Wendepunkt.

Diese Eigenschaft der Kurven erleichtert ihre Zeichnung erheblich;
denn wenn man sie auf der einen Seite des Wendepunktes gezeichnet
hat, braucht man nur diese Kurvenpunkte mit dem Wendepunkt zu
verbinden und diese Strecken zu verdoppeln, um die Kurve auch auf der
anderen Seite zu erhalten,

