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Vorwort. 
Die mathematische Literatur besitzt eine groBe Zahl brauchbarer 

Lehrbiicher iiber die Funktionentheorie, die ja eines ihrer wichtigsten 
Gebiete darstellt. Das vorliegende Buch beabsichtigt nicht, die Zahl 
dieser Lehrbiicher zu vermehren. Vielmehr ist sein Ziel im Doppeltitel 
zu suchen. In der Entwicklung der exakten Wissenschaften spielen 
funktionentheoretische Methoden eine stets wachsende Rolle. Wahrend 
der Physiker durch seine Ausbildung haufig in enge Beziehung zur 
Funktionenlehre getreten ist, fehlt dem Techniker in der Regel eine 
geniigende Kenntnis dieser mathematischen Methoden. Es gibt aller
dings seit langerer Zeit eiuige besonders auf technische Aufgaben zu
geschnittene Verfahren der angewandten Mathematik, die letzten Endes 
auf den Satzen der Funktionentheorie beruhen. Die Entwicklung der 
theoretischen Technik drangt jedoch selbst immer mehr dazu, diese 
speziellen Verfahren von ihren Sondersymbolen zu befreien und sie 
von einem hoheren Standpunkt aus als Zweig der allgemeinen Mathe
matik zu betrachten. 

Das AuBeninstitut der Technischen Hochschule Berlin und der 
Elektrotechnische Verein Berlin haben auf Anregungen vieler in der 
Praxis tatigen Ingenieure im Wintersemester 1929/30 den Versuch ge
macht, durch eine gleichzeitige Darstellung dieses Gebietes sowohl von 
seiten der reinen Mathematik als auch der Anwendungen dem oben 
genannten Ziel naher zu kommen. Nach acht einfiihrenden mathe
matischen Vortragen von Herrn R. Rothe folgte eine Reihe An
wendungen, die jeweils in einer Doppelstunde behandelt wurden. Die 
beschrankte Zeit zwang jeden der Vortragenden zu auBerster Kiirze, 
so daB der vorgetragene Stoff nur als erste Einfiihrung gelten kann. 
Damit ist bereits ausgesprochen, daB die im Text angegebene Literatur 
nicht nur einen Quellennachweis darstellt, sondern zur Erweiterung 
und Vertiefung des Stoffes unentbehrlich ist. 

Die Abgrenzung der Anwendungen ergab sich teils aus Riicksicht auf 
den Horerkreis - die Mehrzahl der Harer waren Mitglieder des Elektro
technischen Vereins -, teils durch die Wahl der Vortragenden. So 
findet man fast ausschlieBlich elektrotechnische Anwendungen, zumal 
da ein zweiter der Stromungslehre gewidmeter Vortrag im Druck aus
fallen muBte. 



IV Vorwort. 

Die Drucklegung der Vortrage gab die Gelegenheit, manche Fragen 
ausfiihrlicher zu behandeln, als es beim Vortrag selbst moglich war. 
Dadurch wird den Horern der Vortragsreihe die Moglichkeit geboten, 
durch die Lektiire den V ortragsstoff in geschlossenerer Form zu ver
arbeiten. 

Die Herausgeber danken Herrn Geheimrat Professor Dr. E. Orlich 
und Herrn Oberingenieur Dr. e. h. C. Trettinfiir die vielen Anregungen, 
Ermunterungen und Unterstutzungen bei der Herausgabe der Vortrage. 
Ebenso sei der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir ihr Ent
gegenkommen bei der Drucklegung herzlichst gedankt. 
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Erster Teil. 

Mathematische Grnndlagen. 
Einfiihrnng in die Fllnktionentheorie. 

Von R. Rothe, Berlin. 

A. Komplexe Zahlen und Veranderliche; analytische 
Fnnktionen. 

1. Erklarung der komplexen Zahlen lmd ihre Deutung als Vektoren. 
In den folgenden Vorlesungen wird es sich hauptsachlich um Eigen
schaften der komplexen Zahlen handeln. Zwar wird wohl jeder Leser 
wissen, wie man mit komplexen Zahlen, d. h. "Zahlen" von der 
Form a + i b, rechnet; namlich genau so, wie mit gew6hnlichen 
reellen Zahlen, nur daB man i2 = - 1 setzt. Aber iiber die Erklarung 
der komplexen Zahlen und iiber ihre reale Bedeutung wird noch etwas 
zu sagen sein, um so mehr, als nicht selten dariiber noch unklare Vor
stellungen bestehen; iibrigens ist die sogenannte "symbolische" Methode 
der Wechselstromtechnik nichts anderes als eine Rechnung mit ima
ginaren Zahlen. 

Unter der komplexen Zahl z = x + i y solI im folgenden niemals 
etwas anderes verstanden werden als ein geordnetes Paar (x, y) der 
der beiden reellen Zahlen x, y. Geometrisch kann man sie sich in einer 
Ebene (der "komplexen" z-Ebene) als Abszisse und Ordinate eines 
Punktes (x, y), der auch z heiBt, in einem rechtwinkeligen kartesischen 
Koordinatensystem vorstelIen, odor auch als skalare Komponenten eines 
Vektors, der vom Mittelpunkte nach dem Punkte z gezogen ist, und 
der ebenfalls mit z bezeichnet wird. Das + -Zeichen in z = x + i Y 
soll bedeuten, daB der Vektor z die geometrische Summe (Resultante) 
der beiden Vektoren 

x = (x, 0) und i y = (0, y) 

darstellt. Fiir x = 1, Y = 1 erhalt man die beiden Einheitsvektoren 

1 = (1, 0) und i = (0, 1), 

womit zugleich die reale Bedeutung der sogenannten "imaginaren" Ein
heit i und damit ihre begriffliche Existenz gegeben ist: i ist der V ek-

Rothe·Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 1 



2 Komplexe Zahlen und Veranderliche; analytische Funktionen. 

tor yom Nullpunkte nach dem Punkte 1 del' y-Achse. 
z = x - iy heiBt bekanntlich del' zu z konjugierte Vektor; er ist 

zu z symmetrisch beziiglich del' x-Achse. 
Statt durch seine Komponenten x, y laBt sich del' Vektor z auch 

bestimmen durch seine Lange (seinen Betrag) r = I z I und seine Ab

!I 

x 

weichung cp = arc (z) ("Arcus" odeI' "Phase" 
odeI' "Argument von z"), diese bis auf ganze 
Vielfache von 2 n (einer vollen Umdrehung) ge
geben; I z I und arc (z) sind einfach die Polar
koordinaten des Punktes z. Aus x = r cos cp, 
y = r sin cp (Abb. 1) folgt 

z = x + i y = r (cos cp + i sin cp) = r ei 'P , ( I) 

Abb. 1. Zerlegung einer worin 
komplexen Zahl. ei'P = cos cp + i sin cp (2) 

den Vektor von del' Abweichung cp und yom Betrage I bedeutet. 
Weiter ist 

arc (z) = arc cos'::" = arc sinJL = arc tg JL. (3) r r x 

Ferner merke man I ei'P I = ~z cp +-~in2 cp = I und /~- = i. 
1st z eine Funktion del' reellen Veranderlichen t, d. h. sind x und y 

Funktionen del' reellen Veranderlichen t, so wird damit in del' z-Ebene 
eine Kurve dargestellt, del' geometrische Ort del' Punkte z = x + iy. 

Zum Beispiel stellt ei'P, wenn cp = cp (t) ist, und t die Zeit bedeutet, 
einen sich um den Nullpunkt drehenden Einheitsvektor dar. Hierauf 
beruht das Verfahren del' Wechselstromdiagramme. 

2. Bemerkungen zur Multiplikation und Division komplexer Zahlen. 
Das Produkt zweier komplexer Zahlen z = Zl . Z2 ist als komplexe 
Zahl definiert durch 1 z 1 = 1 Zl . zzl = 1 Zll ·1 zzl und arc (z) = arc (Zl Z2) 

= arc (Zl) + arc (zz); die Abweichung befolgt dasselbe Additionsgesetz 
wie die Logarithrnusfunktion. Die Multiplikation besteht also geo
metrisch aus einer Abweichungsanderung, d. h. Drehung, in Verbindung 
mit einer Betragsanderung, d. h. Streckung odeI' Verkiirzung (Dreh
streckung). 

Insbesondere merke man: 

I Z2 i = I Z 12 = Z Z = Xz + yZ, arc (ZZ) = 2 arc (z) , 

arc (ei"z) = arc ei "+ arc (z) = 0: + arc (z), le':"zl = lei"I' !Zl = iz\, 

also liz I = I i II z [ = I z [ , da I i I = I; arc (iz) = arc (i) + arc (z) = -~ + arc (z) . 

Die Multiplikation eines Vektors mit ei " (0: > 0) bedeutet daher reine 
Drehung des Vektors urn den Winkel 0: im positiven Sinne. Insbesondere 
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bedeutet die Multiplikation eines Vektors mit i eine reine Drehung um 

den Winkel ~ im positiven Sinne1 • Weiter ist 

also 

li21 = lil2 = 1; 

i 2 = - 1 *, 

arc (i2) = 2 arc (i) = n, 

(- i)2= - 1, 

arc (zn) = narc (z) fUr n > ° , ganz, 

ebenso 

(ei'P)n = ein<p, d. h. (cos cp + i sin cp)n = cos n cp + i sin n cp 

(Moivrescher Lehrsatz). 

z = :1 (Z2 =l= 0) wird so erklart: 
-2 

arc (z) = arc G~) = arc (Zl) - arc (Z2) . 

Mit der Schreibweise 
1 z - - (z )-1 - -. -. z - 1 - Z!2 
1 I , 

ist jetzt zn fUr aile z =l= ° auch fur negative ganzzahlige n erklart. 

(4) 

3. Wurzelausziehen und Kreisteilung. Um die Wurzeln komplexer 
Zahlen zu erklaren, suche man bei gegebenem z aile L6sungen w der 
Gleichung wn = z fUr n > 0, ganzzahlig. Setzt man 

z = rei 'P (gegeben) , w = R ei'i> (gesucht), 
dann ist 

Die Gleichheit zweier Vektoren hat zur Folge die Gleichheit ihrer 
Betrage und die trbereinstimmung der Abweichungen bis auf Vielfache 
von 2 n; daher ist 

Rn = r, 

arc (ein'i» = arc (ei'P) + k· 2n (k=0,±I,±2, ... ). 

Man erhalt also R = V;-, wobei fUr R als absoluten Betrag der ein
deutig bestimmte reeile positive Wurzelwert zu benutzen ist, und 

(fJ = .~ + k.~·'! 
n n (k= ±O, ± 1, ±2 ... ). 

1. Die Auffassung, i a sei em "Symbol" fiir die Drehung um den Winkel Ct, 

und i ein "Symbol" fiir die Drehung urn 900 im positiven Siune, ist hier unzu
langlich. Wir haben es stets mit Zahlen und Vektoren zu tun, aber nicht mit "Sym
bolen". 

* Die Gleichung x 2 = - 1 hat hier also die durchaus smnvolle L6sung x = ± i, 
die man auch mit ± 1 = 1 bezeichnet; vgl. 3. Man muB nur beachten, daB - 1 
einen bestimmten Vektor bedeutet, und man darf die bier erklarte Multiplikation 
nicht mit der Multiplikation reeller Zahlen verwechseln. 

1* 
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Nun wiederholen sich abel' die moglichen Werte von (/J, sobald k um n 
vermehrt odeI' vermindert wird. Daher geniigt es, k = 0, I, 2, ... , 
(n - I) zu nehmen. Also ergeben sich genau n Losungen del' vor
gelegten Gleichung: 

'p nr- H~- + k 2~") 
w" = R e' k = 1 r . e , k = 0, I,' 2, ... (n - I); (5) 

sie heiBen n-te Wurzeln aus z: w" = 'Vi. Geometrisch liegen die n 
zugehorigen Punkte W/c auf dem Kreise vom Halbmesser R um den 
Nullpunkt als Mittelpunkt, und zwar sind es die Teilpunkte des 
Kreisumfangs bei seiner Teilung in n gleiche Teile durch n-fache 
Zerteilung des Winkels 2 n ("Kreisteilung"), beginnend beim Schnitt-

punkte mit dem Strahle der Abweichung !£.. Hieraus folgt z. B., daB n 

unter i -=--1 die beiden Vektoren + i und - i zu verstehen sind. 

4. Komplexe Veranderliche und Funktionen. Sind x und y ver
anderlich, so heiBt z eine komplexe Vedi.nderliche. 

1st Zo eine komplexe feste Zahl, so bedeutet lim z = zo, oder z --'.>- Zo, 
daB z schlieBlich nur solche Werte annimmt, fiir die I z - zol < 8 wird, 
wie klein auch die positive reelle Zahl 8 gewahlt werden mag. 

Den Werten von z mogen nun durch irgendeine V orschrift Werte 
einer anderen komplexen Veranderlichen w zugeordnet sein: w heiBt 
dann eine komplexe Funktion von z, w = t(z). 

Durch die Funktion w = t(z) werden die Punkte der w-Ebene auf 
die Punkte der z-Ebene bezogen, oder, wie man sagt, die beiden Ebenen 
werden aufeinander "abgebildet". 

Sind Zo und Wo feste komplexe Zahlen, so bedeutet 

limt(z) = W o , 
Z---+Zo 

oder w --'.>- Wo fiir z --'.>- zo, daB sich nach beliebiger Wahl von 8 (reell 
positiv) eine GroBe (j (8) (ebenfalls reell positiv) so bestimmen lasse, 
daB It (z) - wol < 8 wird fiir aIle Iz - zol < (j (8). 

5. Stetigkeit komplexer Funktionen. Eine reeIle Funktion t(x) der 
reellen Veranderlichen x heiBt bekanntlich an del' Stelle x stetig, 
wenn fiir ein beliebig vorgegebenes positives 8 eine positive Funk
tion (j (8) so bestimmt werden kann, daB fiir aIle h, fiir die I hi < (j (8) 
ist, auch 

It(x+h)-t(x)I<E 

wird. Genau entsprechend heiBt eine komplexe Funktion j (z) an del' 
bestimmten Stelle z stetig, wenn 

I j(z + l) - j(z) 1< 8 fur aIle III < (j(8); (6) 

dabei ist aber jetzt j(z + l) - j(z) die Differenz zweier Vektoren, 
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ebenso ist 1 ein Vektor der z-Ebene. Man kann die Bedingung der Stetig
keit auch so schreiben: 

limf(z +1) = j(z). 
I --+0 

6. Differenzierbarkeit komplexer Funktionen. Wenn sich der 
Differenzenquotient einer reellen Funktion einer reellen Verander
lichen x in folgender Form darstellen laBt: 

fix + hl- fix) = f'(x) + rp(x, h), 

d. h. in zwei Summanden derart zerlegen laBt, daB der erste von h un
abhiingig ist, und beim zweiten fUr h --+ 0: rp(x, h) --+ 0 gilt, dann heiBt 
bekanntlich f(x) differenzierbar und f'(x) die Ableitung von f(x). Da
nach ist 

j '( ) = I. fix + h) -- fix) 
X 1m k . 

h--+O 

1m Reellen kann h, als Punkt der reellen Achse gedeutet, sowoh1 
von positiven, wie auch von negativen Werten der Null beliebig nahe 
kommen. 

Diese Definition der Differenzierbarkeit laBt sich auf komplexe 
Funktionen iibertragen: 

lim f(z + l) ~ f(zt = f' (z); 
1--+0 l 

(7) 

oder 

Ii: + l~ - f(z) = j'(z) + rp(z, 1) (8) 

mit 
lim rp (z, 1) = 0 ; 
1--+0 

1 ist jedoch hier ein Vektor, dessen Endpunkt auf jeder beliebigen Kurve 
gegen den Nullpunkt konvergieren kann; der Grenzwert f' (z) muB dabei 
unabhangig von der Wahl dieser Kurve sein. 

7. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichlmgen. Es sei 

w = j(z) = ~t + iv = u(x, y) + iv(x, y); 

u, v sind reelle Funktionen der reellen Veranderlichen x und y. 
Ferner sei 1 = h + ik. Nun soll sich doch derselbe Wert des 

Differentialquotienten ergeben, wenn die Konvergenz 1 --+ 0 unabhangig 
vom Wege des Punktes 1 ist, wenn sie also z. B. bewirkt wird einmal 
durch 

h =0; 

und ein anderes Mal durch 

h --+ 0; 

k--+O, 

k=O. 
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1m ersten FaIle erhiilt man 

f'() = au + .!.!.!...=aw z ax ~ ax - ax' (9) 

im zweiten FaIle dagegen 

/,(z) = ~_ au + av = ~ aw . 
~ ay ay $ ay (10) 

Mithin ist 
att + i!.!.!... = ~ au + !.!.!... 
ax ax i ay ay' 

Durch Trennung der reellen und imaginaren Bestandteile folgen die 
Cauchy -Riemannschen Differentialgleichungen 

au av av au 
ax = ay; ax = - ay' (11) 

Falls die komplexe Funktion f(z) an der Stelle z, oder fur aIle Werte 
von z in einem Bereiche eine Ableitung besitzt, heiBt sie dort analy
tisch (regular). 

Vbrigens kaml umgekehrt aus dem Bestehen der Gleichungen (11) die 
Existenz von f' (z) gefolgert werden, falls nur die vier partiellen Ab
leitungen stetig sind. 

S. Potentialgleichung. Aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen 
folgt durch partielle Differentiation, falls diese moglich ist, 

a2u azu a2v azv 
ax2 + ay2=Llu=O; ax2 + ay2=Llv=O. (12) 

Realteil und Imaginiirteil jeder analytischen Funktion geniigen fiir sich 
derselben partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, der Potential
gleichung, deren "allgemeine" Losung mit zwei willkurlichen Funktionen 

lautet. u =F(x + iy} + G(x - iy) 

9. Konstruktion analytischer Funktionen. Exponentialfunktion. Es 
seien nun u und v irgend zwei Losungen der Potentialgleichung LI u = 0, 
oder - wie man auch kurz sagt - harmonische Funktionen. 

Dann ist im allgemeinen u + i v keineswegs eine analytische 
Funktion von z = u + iy. FUr eine gegebene harmonische Funktion u 
muB vielmehr, damit u + iv analytisch werde, die zugehorige harmo
nische Funktion v so bestimmt werden, daB die Cauchy-Riemann
schen Differentialgleichungen gelten. Danach muS 

av av au au 
dv == ax dx + 7iii dy = - 7iii dx + ax dy 

ein vollstandiges Differential sein, und die Integration ergibt 

v = f ( - :; dx + :: dy) + C, (13) 

wo C eine reelle willkurliche Konstante bedeutet. 
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Beispiel: Es sei u = e<ll· cos y; dann liefert die.vorstehende Formel (13) 

v = f (e"'sin y dx + e"'cos Y dy) = f d(e"'sin y) = e<llsin y + C. 

Demnach ist 

W = u + iv = e"'(cosy + isiny) + C = e<ll·eiy + C = I(z) 

eine analytische Funktion, hat also eine Ableitung, und zwar ist nach (9) 

f'(z) = e'" • ei 11 = W - C = 1 (z) - C. 

Wahlt man nun C = 0, so wird 

/,(z) = I(z) und 1(0) = 1 

iibereinstimmend mit den Eigenschaften der reellen Exponentialfunk
tion e"'. Daher heiBt 1 (z) = e<ll· eiy die Exponentialfunktion im Kom
plexer:, und man schreibt 

eZ = exp (z) = e"'· eiy = e",+iy. (14) 
Fiir x = ° folgt 

eiy = exp (iy) = cosy + isiny. * (15) 
Vbrigens ist 

(k = 0, ± 1, ± 2, ... ), 

d. h. die Exponentialfunktion hat die "primitive" Periode 2 ni. 
10. Weitere Beispiele analytischer Funktionen. Elementare Funk

tionen. Es sei 

dann wird 

r---
1t = In j z I = In V x2 + y2 = In r, 

iht x 
ax = U<Il = + T2; 

au y 
7fY = u 'll = + j:2 ; 

a2u y2 _ x2 
ax2 = 'U",,,, = -;:4-

a2 u x2_y2 
ay2 = Uy 11 = ---r;t--- ; 

die Potentialgleichung (12) LI U = ° ist daher erfiillt. Jetzt folgt nach (13) 

* IDerin liegt begriindet, was in der FuBnote 1, Seite 3 iiber e"a gesagt 
wurde; denn eia ist nicht nur ein Einheitsvektor, sondern auch eine Exponen
tialfunktion. 
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und also 

v = arc tg .JL + C = arc (z) + konst. x 

Damit ist eine neue analytische Funktion gewonnen: 

w = u + iv = In Izl + iarc (z) + konst. 

FUr konst = 0 wird sie als Logarithmus des komplexen Argumentesz 
bezeichnet: 

w = log z = In Izl + i arc (z) = f (z). (16) 

Ihre Ableitung ist nach (9) und (10) 

dw = dlogz =/,(z) = ow = _ i ow =!!3!... + i!!.Y.- = au _ i AU 
dz dz ax oy ax ax ax oy 

x . y x-iy 1 I 
= r2 - ~ r2 = X2 +y2 = x+iy =-Z' 

wie beim reellen Logarithmus. 
Da arc (z) nur bis auf Vielfache von 2 n bestimmt ist, so ist der Loga

rithmus eine unendlich vieldeutige Funktion; ihre einzelnen, zu dem
selhen Argumentwert z gehorigen Werte unterscheiden sich um k· 2 n i 
(k = 0, ± 1, ± 2, ... ). 

Mittels des Logarithmus kann eine Potenz von z mit beliebigem 
Exponenten folgendermaBen erkHirt werden: 

zn = enlogz (n beliebig, auch komplex). 

Als Beispiel ergibt sich die Eulersche Formel 

.' '1' i(O+ i(~2+k2n)) -~2-k2n 
~t = et ogt = e = e (k = 0, ± 1, ± 2, ... ) . 

Ferner ist jetzt definiert die ganze rationale Funktion 

g (z) = ao + a1 z + a2 Z2 + ... + an zn , 

worin n > 0 und ganzzahlig ist, und die gebrochene rationale Funktion 

r (z) = ao + al z + a2 Z2 +.:-=--±~~ n > 0, ganzzahlig 
bo + b1 z + b2 Z2 + ... + bm zm rn > 0, ganzzahlig 

sofern nicht der Nenner verschwindet. Dies findet an rn Stellen statt; 
dort ist r(z) nicht analytisch, da ja dort auch r'(z) nicht vorhanden ist. 

Mittels der Definition von zn fUr beliebiges n sind erklart V;, Fio--+ aj Z, 

usw., schlieBlich aile "algebraischen" Funktionen, das sind Losungen 
algebraischer Gleichungen, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von Z sind, 

ro (z) wn + r1 (z) wn - 1 + r 2 (z) wn - 2 + ... + 1'n _ 1 (z) W + r n (z) = 0 . 

Beispiel: 
'tV = V Z3 + Va z + b . 
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Die explizite Darstellung durch Wurzelausdriicke ist jedoch fiir algebra
ische Funktionen nicht wesentlich, ja nicht einmal immer moglich 
(Abelscher Satz). 

Es gibt transzendente, d. h. nichtalgebraische Funktionen. Zum 
Beispiel kann weder eine periodische noch auch eine unendlich viel
deutige Funktion algebraisch sein. Transzendente Funktionen sind also 
eZ und log z sowie die daraus gebildeten trigonometrischen Funktionen. 

1. . 
cosz = 2(etz + e- tZ), 

. 1 ( . . 
Sin z = 2 i et z - e-t Z) , 

t z=sinz 
g cosz' 

t cos z 
cgz=sinz 

und ihre Umkehrungsfunktionen, die Kreisfunktionen 

arc sin z = ];..log (i z ± i:t=-~), . ~ 

arc cos z = ];..log (z ± i~-=--i) , 
~ 

1 VI + iz arc tg z = --,-Iog -1-'-' 
~ - ~z 

1 ViZ-1 arc ctg z = --;-log ;------+ 1 . 
~ .~ Z 

(17) 

(18) 

(19) 

Es lohnt sich, diese Funktionen in der Form u + iv oder auch in 
der Form Rei(f> im Hinblick auf ihre Anwendungen genauer zu unter
suchen l . 

11. Eindeutige und mehrdeutige Funktionen. Abbildung der z·Ebene 
auf die w·Ebene. Von den im vorhergehenden angefiihrten "elemen
taren" Funktionen sind die ganzen und gebrochenen rationalen Funk
tionen sowie die Exponentialfunktion und die trigonometrischen ein
deutige Funktionen, dagegen die nichtrationalen algebraischen Funk
tionen mehrdeu tig, der Logarithmus und die Arcusfunktionen sogar 
unendlich vieldeutig. 

Dadurch, daB man bei den nicht eindeutigen Funktionen eine stetige 
Folge von Werten passend auswahlt, kann man einen "Zweig" der viel
deutigen Funktion herstellen, der seinerseits eine eindeu tige Funktion 

bildet, z. B. indem man von den zwei Werten von Vz den einen bevor
zugt, oder bei log z denjenigen, fiir den der Periodizitiit,smodul gleich 
Null ist (Hauptwert des Logarithmus): 

Log z = In I z I +i arc (z) , 

wo 0 < arc (z) < 2 n ist. 

1 Vgl. F. Emde: Sinus- und Tangensrelief in der Elektrotechnik. Braun
schweig 1924. 
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Wir werden im folgenden zunachst nur eindeutige Funktionen be
trachten, wozu bei mehrdeutigen die eben genannten Zweige gerechnet 
werden konnen. 

Man beweist leicht, daB fiir die elementaren analytischen Funktionen 
die Rechenregeln der Differentialrechnung formal ebenso gelten wie 
bei reellen differenzierbaren Funktionen. Zum Beispiel ist fUr w = zn 

= exp (n log z) = exp (n In -V x 2 + y2 + in arc tg ~ + 2 k n ni) 

aw alogz 1 
ax = exp (nlog z) .n~ = exp (nlogz) .n z 

= nz"-l, 

also (zn)' = nzn-l, fiir jeden Wert von z, falls n - 1 > 0, andernfalls 
nur fur z =l= 0. 

Durch jede Funktion w = t(z) der komplexen Veranderlichen z wird 
eine Beziehung der Punkte del' z-Ebene mit den Koordinaten x, y auf 
die Punkte der w-Ebene mit den Koordinaten u, v vermittelt. Bei den 
eindeutigen Funktionen entspricht jedem Punkte der z-Ebene hochstens 
ein Punkt der w-Ebene, bei den mehrdeutigen aber mehrere Punkte. 
Man sagt, die z-Ebene werde auf die schlichte odeI' auf die mehrfach 
iiberdeckte w-Ebene abgebildet. Diese Abbildung hat besondere 
Eigenschaften, wenn w = t(z) eine analytische Funktion ist. Darauf 
werden wir im letzten Abschnitte zuriickkommen. 

B. Linienintegrale im Reellen. Zusammenhange mit 
der Potentialtheorie und der Stromungslehre. 

1. Linienintegrale reeller Funktionen. Es seien 

p (x, y) ; q (x, y) 

zwei reelle Funktionen der reellen Veranderlichen x und y. Wir be
trachten x und y als eindeutige Funktionen einer neuen reellen Varia
beln t. Es ist dann 

x = x (t) ; y = y(t) odeI' z = z (t) = x (t) + iy(t) 

die Parameterdarstellung einer Kurve. Die Kurve heiBt "glatt", wenn 
x' (t), y'(t) stetig sind; die Tangentenrichtung der Kurve andert sich 
dann stetig. 

Ais Linienintegral 
ZI 

L = J (p (x, y) dx + q (x, y) dy) , 
Zo (0) 

erstreckt langs des Kurvenstiickes (0), wird folgendes reelles bestimmtes 
Integral erklart: 

tl 

L = J (p (x (t), y (t)) ·x' (t) + q(x (t),y (t))y' (t)) dt, 
t, 
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wobei die Werte to und tl die Grenzpunkte Zo = Xo + i Yo = x (to) + i y (to) 
= z (to) und Zl = Xl + iYI = X (t l ) + iy (tl ) = Z (t l ) bestimmen. 

Das Integral hangt ab von den Funktionen p und q, dem Linien
stiicke (0), den Grenzen Zo und Zl' Damit das Integral existiere, geniigt es, 
daB das Linienstiick (0) abteilungs
weise glatt ist. 

2. Der Integralsatz von Gautt Es 
sei (0) eine geschlossene, stetige und 
stiickweise glatte Kurve, die nach 
Abb.2 einen einfach zusammenhan
genden Bereich PE) von der Eigen
schaft begrenzt, daB jede Parallele 
zur Y- oder x-Achse die Kurve in 
hochstens zwei Punkten trifftl. 

If 

.x 

Ferner seien p, q zwei auf (0) 
Abb. 2. Znm GanBschen Integralsatze. 

stiickweise stetige Funktionen von x und y, fiir die im Innern von 

(58) ~q, ~P vorhanden und stetig sein sollen. Es gilt dann 
uX uy 

ff(~! - ~:)dXdY=f(Pdx+qdY). 
(18) (0) 

(20) 

Das Doppelintegral ist -tiber den von (0) umrandeten Bereich (58), das 
Linienintegrallangs der Randlinie (0) zu erstrecken (Umlaufsintegral), 
und zwar im mathematisch positiven Sinne, d. h. so, daB das Innere 
von (58) zur Linken bleibt. 

Beweis: Man hat (vgl. Abb. 2) 

a, y, (x) a, y, (x) 

ff~:dXdY= JJ~:dXdY= f(f~~dY)dx 
(18) x=ao Y=Y1(X) a o Y1(X) 

a1 a1 at 

= f [p (X'?/2 (x)) - P (x, YI (x))] dx = J p (x, '!h (x)) dx - J P (x, YI (x)) dx 
a o ao a, 
Ai Al .A o At 

= f p dx - J p dx = - J p dx - J P dx , 
Ao ~ ~ ~ 

(A"B" A ,) (A o,B"A,) (A" B " A o) (A"B".d ,) 

d. h. 

1 Einfach zusammenhangend wird ein berandeter Bereich genannt, wenn 
er durch jede Kurve, die zwei beliebige Punkte seines Randes verbindet, in zwei 
getrennte Gebiete zerlegt wird. - Die weitere oben angegebene Eigenschaft ist 
nicht wesentlich. 
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Die Anwendung der entsprechenden Umformung des Flachenintegrales 

II :~ dxdy 
(8) 

fiihrt auf f qdy, und Subtraktion dann sogleich auf die zu beweisende 
(0) 

Formel des Gau.Bschen Satzes. 
3. Der Greensche Satz. Man setze im GauBschen Satz: 

alP . alP 
p = - CPTy' q = CPa;;' 

wobei cP stetige erste Ableitungen, 1p stetige zweite Ableitungen in (18) 
und auf (0) besitzen sollen; dann ist 

f f cp/J 1pdx dy + f f (cp",1p", + CPy1py) dx dy = f cp(1p",dy - 1pydx) . 
(8) ($) (0) 

!J n Nach Abb. 3 gilt nun 
/'.. 

dx = ds·cos{} = + ds·cos(n,y) , 
/'.. 

dy = ds·sin{} = - ds·cos(n, x), 

falls {} den Winkel bezeichnet, den 
die im Umlaufssinn zu nehmende 

7J Richtung der Tangente von (0) mit 
x der positiven Richtung der x-Achse 

Abb.3. Tangente, Normale, Bogenelement. bildet, und n die nach dem Innern 
von US) weisende Richtung der 

Kurvennormale von (0) bedeutet. Mithin ist 

~ dy - alP dx = _ (alP cos (n~) + alP cos (n/'..y)) ds = _ alP . ds 
ax iJy iJx' ay' an' 

wobei ~~ die Ableitung von 1p in der Normalen-Richtung genannt wird. 

Daher folgt 

II cp/J1pdxdy + I I (~: ~~ + ~i ;~) dxdy = - ~ cP ~~ ·ds. (21) 
(is) . ($) (0) 

4. Integrabilitatsbedingllng. Wenn die Funktionen p (x, y) und 
q (x, y) der Bedingung 

(22) 

geniigen, und zwar fiir jeden Punkt im Innern von (18) und auf dem 
Rande (0), so folgt aus dem GauBschen Integralsatze (20): 

t (pdx + qdy) = 0 (23) 

fiir die Randlinie (0) und jede stetige und stiickweise glatte geschlossene 
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Kurve im Innern von (58). 1st umgekehrt das vorstehende Umlaufsintegral 
gleich Null, so muB auch 

ff(:~ - :~)dxdy = 0 

sein, und zwar fiir den Bereich (58) und jeden in ihm enthaltenen Teil
bereich. Das ist aber nur moglich, wenn die Funktion unter den Integral
zeichen verschwindet. Die obige Bedingung (22) ist also notwendig und 
hinreichend fiir das Bestehen der Gleichung (23). 

In diesem FaIle hangt das Linienintegral 
Z, 

J (pdx + qdy) 
ZO (C) 

nicht mehr vom Integrationswege (G), sondern nur noch von der Wahl 
der Punkte Zo und Zl ab; denn fUr irgendzwei verschiedene Wege (G) 
und (G'), die zwischen Zo und Zl verlaufen, ist 

Z1 Zo 

f (pdx + qdy) + J (pdx + qdy) = :f (pdx + qdy) = 0, 
ZO (C) z, (C') (C +C') 

also 
21 Z1 

J (pdx + qdy) = J (pdx + qdy). 
ZO (C) ZO (C') 

Das Integral 
Z 

J (pdx + qdy) 
'0 

wird also bei festgehaltenem Zo eine Funktion lediglich des Endpunktes z 

z 
f (pdx + qdy) = F(x, y), (24) 

Zo 

falls die Bedingung (22) erfiillt ist, die daher"Integrabilitatsbedingung" 
heiBt. Damit ist dann p dx + q dy = dF x, y), oder auch 

of 
q=ay' 

5. Veranschaulichung durch ein Vektorfeld; Wirbelstarke und 
Potential. Es sei m = p + i q ein Vektor der x y -Ebene mit den 
Komponenten p(x, y) und q(x, y). Wir werden im folgenden mauch 
als Geschwindigkeitsvektor einer stromenden Fliissigkeit deuten. Ais 
Arbeit des Vektors langs der Kurve (G) wird-wie in der Mechanik -
das Integral definiert 

Z 

J (pdx + qdy), 
ZO (C) 

in dem ja unter dem Integralzeichen das skalare Produkt des Vektors m 
und des vektorischen Wegelements dx + idy vorkommt. 



14 Linienintegrale im Reellen. 

Das Arbeitsintegral langs einer geschlossenen Kurve (Randintegral) 

:Ii (pdx + qdy) 
(0) 

heiBt Zirkulation oder Wirbelstarke des Vektors langs (0). 
Wenn die Wirbelstarke langs j eder geschlossenen Linie des Feldes 

gleich Null ist, 
!f (pdx + qdy) = 0, 

heiBt das Feld des Vektors III wirbelfrei. Die hierzu notwendige und 
hinreichende Bedingung ist nach dem eben Gesagten 

aq op ax ay' (25) 

Man kann dann setzen 
z 
f (pdx + qdy) = u(x, y), 

Zo 

(26) 

Diese bis auf eine Konstante bestimmte Funktion u = u(x, y) heiBt 
das Potential des Vektors 2L Man nennt III den Gradienten von u: 

au .au 
III = fiX + ~ay = gradu. (27) 

6. Quellung eines Vektorfeldes. Die nach dem Inneren von (IS) ge
richtete Normalkomponente An des Vektors III ist (Abb. 4) 

-" '-" dy dx 
An = p·cosux + q·cosuy = - P'dS + q ds' 

Durch Integration folgt 

:Ii An ds =:Ii (- pdy + qdx) =:Ii (qdx - pdy). 

Das linksstehende Integral ist der Unterschied 
t der bei der Durchstromung von (l8) ein- IDld 

Abb. 4. Normalkomponente austretenden Fliissigkeitsmengen. Es heiBt (J'e 
eines Vektors. 

nachdem Vorzeichen!) Quellung oder Ab-
sorption. Falls die Quellung in jedem Bereiche (l8) identisch ver
schwindet, ist das Feld q uellenfrei. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung hierfiir ist 

a(-p) aq 
--ax Dy 

div III = !!.J!... + Dq = o. 
ax ay 

(28) 
oder 

7. Potentialgleichung. In einem wirbelfreien Vektorfeld, das also 
ein Potential n besitzt, geniigt dieses nach (25) und (26) der Differential-
gleichung a2 u a~u 

Lln=ax2+a y2=O. (29) 
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Eine LOsung dieser Gleichung ist nach (12) der reelle Teil von f (z), 

u = ffief(z) , 

wobei f (z) eine analytische Funktion des komplexen Argumentes z ist_ 
Wir setzen im q uellenfreien Felde wegen (28) 

av av 
p = ay; - q = ax; (30) 

die Stromfunktion v geniigt dann wegen (25) ebenfalls der Potential
gleichung 

Liv = o. 
8. Das wirbel· und quellenfreie ebene Vektorfeld. In einem solchen 

bestehen zugleich die Gleichungen (26) und (30), d. h. 

av au au av 
p = ay = ax' q = ay = - ax; 

das sind die Cauchy-Riemannschen Gleichungen (11). Daher sind u 
und v die Komponenten einer analytischen Funktion von z; v heiBt das 
zu u konj ugierte Potential. Da aber nach (28) und (25) 

ap a(- q) ap a(- q) 
ax = fFy ; ay = - ax-

ist, so ist auch der konj ugierte Vektor 

§'r=p-iq 

eine analytische Funktion von z = x + i y. 
Die Kurven der xy-Ebene, die die Eigenschaften haben, daB in 

jedem ihrer Punkte die Tangentenrichtung mit der Richtung des Feld
vektors iibereinstimmt, heiBen Feldlinien. Ihr Anstieg ist also 

~ q 
dx 'P ' 

ihre Differentialgleichung 
pdy-qdx=O. (31) 

Die Linien u = konst heiBen Aquipotential- oder Niveaulinien. 
Ihre Differentialgleichung ist 

. ihr Anstieg also 

Also folgt : Feldlinien 
senkrecht. 

du = pdx + qdy = 0, (32) 

dy _ .J!. 
dX q 

und Aquipotentiallinien schneiden einander 

Die Kurven v = konst heiBen Stromungslinien oder Strom
linien; ihre Differentialgleichung ist 

dv= -qdx+pdy=O; 

die Stromlinien stimmen also mit den Feldlinien iiberein. 
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9. Beispiel eines ebenen wirbel- und quellenfreien Vektorfeldes. Es 
sei der Feld vektor 

mithin 

2£ =;l; + iy = _z_ = ~ + i JL = __ 1_ = ~ 
X2+y2 Izl2 r2 r2 x-iy z' 

y 
q = r 2 • 

Als gleichwertige Darstellung in Polarkoordinaten hat man 

I 1 I 1 1 
12£1 = :-z"--:. = -I" = -;;.-; 

i I -I ' 
arc (5n) = arc tg JL = arc (z) , x 

sodaB auch 

Die Probe nach (25) und (28) ergibt 2( als wirbel- und quellenfrei. Daher 
kann man die beiden Potentiale berechnen: 

~ Z Z 

U = J (p dx + qdy) = J (;2 dx + ~ dy) = J x d;! ~2dy 
Zo Zo 'Zo 

Z 1 Jd (x2 -L y2) r ---
= 2 X2~ y2 = In lx2 + y2 + konst = In [Zi + konst, 

Zo 
z z 

v -J(-- JL dx + .:,Tdt) -J- ydx + xdy _ __ x_ _ x 
Z Z j' x2 d JL J d JL 

- r2' r2.v - x2 + y2 - x2 + y2 - ( Y )2 
Zo Zo • 1+-;-

Zo Zo 

= arc tg (~) + konst = arc (z) + konst. 

Es ist jetzt wirklich 

VJ = u +i v = In (z) + i arc (z) + konst = log z + konst 

eine analytische Funktion von z, und es ist 

dw = :r.. = au _ i!!.1!. = p __ i q = ~{ 
dz z ax ay , 

gleich dem konjugierten Vektor, ebenfalls eine analytische Funktion 
von z, wahrend 2( selbst diese Eigenschaft nicht hat. 

10. Aufgabe aus der Flugteehnik. Man gehe aus von der analy-
tischen Funktion 2 

W = U + i v = ("/.. (z + :) - i fJ log z 
fur reelle ("/.., fJ und a, bestimme daraus zuerst die Komponenten des 
konjugierten Vektors 

- dw ( a2) • 1 
2( = dz = ("/.. I - -~2 -- % fJ . -i 

und hieraus den Vektor 2( = p + iq selbst. 
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Es soll eine Zeichnung der Stromlinien v = konst, der Aquipoten
tiallinien u = konst und der "Staupunkte" der Flussigkeitsstromung 
angefertigt werden 1. 

Die Aquipotentiallinien sind die Kurven 

(' a2x ) Y 
u = IX. X + ~+ 2 + f3arctg- = konst, x Y x 

die Stromlinien die Kurven 

v = IX. (Y - X2a: Yy2) - {3ln VX2 + y2 = konst. 

Zu diesen gehort insbesondere der Kreis x 2 + y2 = a 2. Auf ihm liegen 
auch die Staupunkte, d. h. die Punkte, in denen 2( = 0 ist. Da mit 

2( auch it = ~: verschwindet, so erhiilt man die Staupunkte aus der 

Gleichung IX. Z2 - i {3 Z - IX.a 2 = O. Es gibt also (falls IX. 9= 0 ist) zwei 
Staupunkte 

sie liegen wegen IZll = IZ21 = a beide auf dem obigen Kreise, wenn die 
Quadratwurzel reell ist, spiegelbildlich zur y-Achse. 

c. Integrationen im Komplexen. 
1. Unbestimmtes Integral im Komplexen. Besteht zwischen zwei in 

einem Bereiche (5S) analytischen Funktionen J (z) und I (z) die Beziehung 

J'(z) = d~;Z) = I(z) , 

ist also im Bereiche (5S) die Funktion f (z) die Ableitung von I (z), so heiBt 
umgekehrt (wie im Reellen) I (z) ein unbestimm
tes Integral von f (z). Die allgemeine Losung der 
obigen Differentialgleichung ist 

J I(z) dz = I (z) + 0, 
wobei 0 eine beliebige (komplexe) "Integrations
konstante" ist. 

2. Bestimmtes Integral im Komplexen. Es sei Abb.5. Zur Erklarung des 

I (z) eine im Bereiche (00) komplexe (nicht not- bestimmten Integrals im 
;u Komplexen. 

wendig analytische) Funktion und (0) ein stuck-
weise glattes Kurvenstuck in (5S) mit den Endpunkten Zo und z (siehe 
Abb.5). Ferner seien auf (0) eine beliebige Zahl von Zwischenpunkten 

Zl> Z2' Z3 ••• Zn-l 

und z" = z gewiihlt, dann sind 

z .. - Z'._1 = LI z .. (2 = 1,2, '" n) 

1 Literatur: Fuchs u. Hopf: Aerodynamik. S. 49. Berlin 1922. 
Rothe·Ollendorff·Pohlhausen, Fuuktionentheorie. 2 
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Sehnenvektoren der Kurve (G). Endlich wahle man zwischen den 
Punkten Z)._l' Z;. auf der Kurve (G) beliebig einen weiteren Punkt Ci., 

der auch mit z;. -1 oder mit z). zusammenfallen kann und bilde die Linien-
summe n 

2) f(C;.) f1 z,. = Ln. (33) 
!. = 1 

Strebt sie mit immer feinerer Unterteilung (n -'7- 00, i f1 z).i -'7- 0) einem 
festen, von der Wahl der Zwischenpunkte und der Art der Unterteilung 
unabhangigen Grenzwerte zu, so heiBt dieser Grenzwert da s be s t im m te 
Integral der komplexen Funktion f (z) langs des Weges (G) zwischen 
den Grenzen z = Zo und z = z; in Zeichen 

Z 

lim Ln = f f (z) dz. (34) 
Zo (0) 

Der Wert des Integrals hangt auBer von der Funktion t (z) noch von 
den Grenzen des Integrales und im allgemeinen auch vom Verlauf 
des Weges (G) a b. 

Man kann wie im reellen Falle zeigen, daB das Integral, d. h. der 
lim Lm existiert, wenn f (z) langs des Integrationsweges stetig 1st. 

Der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem 
unbestimmten, dessen Auffindung in der reellen Integralrechnung ja 
das Hauptproblem bildet, wird nun fur analytische Funktionen f (z) 
durch den folgenden Satz hergestellt. 

3. Der Hauptsatz der Funktionentheorie. Es sei f (z) in einem einfach zu
sammenhangenden Bereiche (m) u berall analytisch und eindeutig, dann ist 

Abb. 6. Zum Hauptsatze der 
Fuuktionentheorie. 

1. das bestimmte Integral 
2 

f f(z) dz 
20 (0) 

unabhangigvom VerlaufedesWeges(G),also 
n ur eine FunktionF (z) der oberen Grenzez, 

2. F (z) ist ebenfalls uberall analytisch 
im gleichen Bereiche (IS), 

3. die Ableitung von F (z) ist identisch 
mit dem Integranden f (z). 

Wird die Behauptung 1. einen Augenblick als bewiesen vorausge
setzt, so folgt fur zwei beliebige stuckweise glatte, ganz in (m) verlaufende 
Wege (G) und (G1) (siehe Abb. 6), die die Punkte Zo und Zl verbinden: 

z z Zo 

f=f=-f 
oder 

20 (0) 20 (0,) z (0,) 

Z 20 

f + f = 0, 

d. h. 
20 (0) Z (0,) 

§f(z)dz = 0: (35) 
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Das Integral iiber einen beliebigen geschlossenen Weg hat unter den 
obigen Voraussetzungen den Wert Null. In dieser Form heiJ3t Behaup
tung 1. der Cauchysche Integralsatz oder der Hauptsatz der 
Funktionen theorie. 

4. Fortsetzung. Beweis der Behauptung 1. (des Hauptsatzes der 
Funktionentheorie). Man gehe auf die Liniensumme (33) 

" Ln = .2 / (CA) . Ll ZA 
i. = 1 

zuriick und wahle C). = Zi.' Dann ist 

ZA = X;. + i YA , 

LlzA=LlxA+iLlYA 

und fUr f (z) = u(x, y) + iv(x, y) 

/(CA) = /(z;.) = U(XA' YA) + iV(XA' Yi.}· 

Somit wird die Liniensumme 
n 

L" = .2 [U(XA' y;.) + iv(x;., YA)]' [Llx;. + iLlYl] 
;.=1 

" 
= .2 [U(XA' YA}·LlxA- V(XA' YA)·LlYA] 

i. = 1 

" + i".2 [v (X,i' YA)' Ll Xi. + U(XA' YA)' Ll YA]' 
).=1 

Nimmt man hier den Grenziibergang 

n -+ 00, aIle LlXi. -+ 0, LlYA -+ 0 

VOl', so geht Ln in das bestimmte Integral (34) iiber, weil f (z) im ganzen 
Bereiche analytisch und daher auch langs des Integrationsweges stetig 
ist; die beiden Summen auf der rechten Seite gehen dabei in die reellen 
Linienintegrale iiber, und es wird 

z x, y :2', Y 

lim Ln = J /(z)dz = J (udx - vdy) + i J (vdx + udy). 
n-+ (D Zo (C) Xo, Yo (C) Xo. Yo (C) 

Wahlt man fiir (0) einen geschlossenen Weg, so ist 

:Ii /(z) dz = p (udx - vdy) + i:li (vdx - udy). 
(C) 

Nach der Voraussetzung soll nun /(z) analytisch sein, es miissen 
also die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten: 

ou OV OU OV 
ax ay' ay - ox' 

Das sind aber nach dem GauJ3schen Integralsatze gerade die not
wendigen und hinreichenden Bedingungen fUr das Verschwinden der 

2* 
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beiden Integrale. Somit ist der Beweis1 erbracht, daB 

<j fez) dz = 0 
Z 

ist, oder was dasselbe besagt, daB F (z) = J f (z) dz vom Integrations. 

wege unabhangig ist. 
Zo 

5. Fortsetzung. Beweis der Behauptungen 2. und 3. Man zerlege 
z 

F(z) = J j(z)dz = U(x, y) + iV(x, y) 
Zo (0) 

und findet nach dem V orhergehenden 
Z 

U = J (udx - vdy), 
Zo 

z 

V = J (vdx + udy). 
Zo 

Auf Grund der Identitat 
Z 

U=J(au dx+ au d ) ax ay y 
Zo 

gibt der Vergleich mit oben 
au au 
-=u ax ' -=-v ay , 

und in gleicher Weise 
av av 

daraus folgen 
-=v ax ' -=u' ay , 

au av au av 
ax ay' ay = - ax' 

die Oauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fur den reellen 
und den imaginaren Bestandteil von F (z). 

Somit ist F (z) analytisch und besitzt eine Ableitung F' (z) mindestens 
im gleichen Bereiche (58) wie / (z). Damit ist die Behauptung 2. bewiesen. 

Nachdem das Bestehen von F' (z) nachgewiesen ist, kann man nach 
(9) schreiben: 

F') d F) a F ( au. a v 
(z = dz (z = ax z) = ax + ~a;; 

und nach dem V orhergehenden 

F'(z)=u+iv=/(z), 
womit Behauptung 3. bewiesen ist. 

1 Dieser auf dem GauJ3schen Integralsatze beruhende Beweis erfordert natiir
Hch auJ3er den obigen Voraussetzungen noch diejenigen, die beim Beweise des 
GauJ3schen Integralsatzes selbst gebraucht wurden, insbesondere daJ3 die partieilen 

. au au av av . 
Ableltungen -:0--' ~ , -:0--' ~ stetIg seien. Es gibt andere Beweise des Hauptux uy ux uy 
satzes der Funktionentheorie, die hiervon frei sind. 
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6. Mehrfaeh zusammenhangende Bereiehe. Der Cauchysche In
tegralsatz war unter der Voraussetzung abgeleitet worden, daB die 
geschlossene Kurve einen einfach zusammElnhangenden Bereich Uill

schlieBt, der ganz in dem Definitionsbereiche (~) der Funktion t (z) ge
legen ist. Wenn t (z) ubrigens auf dem Rande von (~) uberall analytisch 
ist, gilt der Cauchysche Integralsatz auch fur diese Randlinie. Er gilt 
aber auch noch, wie wir sehen werden, wenn der eingeschlossene Bereich 
mehrfach z~sammenhangend ist. In Abb. 7 C 
ist ein Bereich (~) von dreifachem Zusam
menhange dargestellt; bei dies em sind erst 
drei von den Kurven, die je zwei beliebige 
Punkte des Randes verbinden, erforderlich, 
um ihn in zwei getrennte Bereiche zu zer
legen; denn z. B. AB und OD zerlegen ihn 
noch nicht, sondern verwandeln (~) in einen 
einfach zusammenhangenden Bereich, wenn 
man nur iestsetzt, daB die Schnitte A B 
und OD nicht uberschritten werden durfen. Abb.7. Dreifachzusammenhilngen· 

Um den Cauchyschen Satz auch fur mehr-
der Bereich, aufgeschnitten. 

fach zusammenhangende Bereiche (~) abzuleiten, verwandle man den 
Bereich durch Einziehen geeigneter Schnitte, wie A B, 0 D, in einen 
einfach zusammenhangenden, gehe nun von einem beliebigen Punkte P 
des Randes aus und durchlaufe ihn in irgend einem Sinne, etwa dem 
in Abb. 7 durch Pieile angedeuteten, mathe
matisch positiven, bei dem das Innere des Be
reiches stets zur Linken bleibt, bis zuruck zu P. 
Dabei sollen die Schnitte A B, 0 D, die die ge
trennten R:;,nder (01), (02), (03 ) verbinden, im 
Hin- und Hergange durchlaufen werden. Ist t (z) 
eine im Innern von (~) und auf allen Randern 
(01 ), (02 ), (03 ) analytische Funktion, so ist sie 
auch auf A B, 0 D analytisch, mithin ist das In
tegral § 1 (z) dz, erstreckt uber den Gesamtranddes Abb.8. Zur Integration urn 

aufgeschnittenen, nunmehr einfach zusammen- cinen dreifach zusammen-
hiingenden Bereich. 

hangenden Bereiches gleich Null. Das Integral 
zerfallt aber in eine Summe von mehreren einzelnen, von denen sich 
die uber A B und BA, OD und DO erstreckten aufheben. Somit ist 

p + § + §/(z)dz = 0; 
(0,) (0 2 ) (0 3 ) 

hierbei ist (01 ) im mathematisch positiven Sinne durchlaufen, dagegen 
(02) und (03) im negativen. Wenn aile Rander in demselben (positiven) 
Sinne durchlaufen werden, ist (Abb. 8): 

p I(z) dz = p I(z)dz + P I(z) dz. (36) 
(0,) (0 2 ) (OJ) 
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Diese Formel ist deswegen wichtig, weil sie auch dann gilt, wenn I(z) 
im Innern der von O2, 0 3 umschlossenen Gebiete nicht analytisch ist. 
Beachtenswert ist der Fal,l des zweifach zusammenhangenden Bereiches 

(Abb. 9). Hier ist 

:f I(z) dz = :f I(z) dz; (37) 
(0) (K) 

d. h. man kann den geschlossenen Integrationsweg (0) 
durch jeden anderen, ganz in seinem Innern liegen
den (K) ersetzen, wenn nur I(z) in dem Ringbereiche 

Abb.9. Zweiiach zwischen (0) und (K), sowie auf (K) selbst noch 
zusammenhangender analytisch ist; im Innern von (K) braucht dagegen 

Bereich. 
I(z) nicht analytisch zu sein. 

7. Beispiele zum Hauptsatze der Funktionentheorie. a) Das Integral 

(0) 

zu berechnen. 

Die Funktion I(z) = ~ ist fur jeden Wert z analytisch, auBer fur z 
z = o. Wenn daher die einfach geschlossene Kurve (0) den N ullpunkt nicht t umschlingt, hat das Integral den Wert Null. 

Wenn aber (0) den Nullpunkt umschlieBt, 
so schlage man um den N ullpunkt einen 
Kreis (K) von hinreichend kleinem Halb
messer (}, so daB K ganz innerhalb (0) ver-----

Abb. 10. Integrationsweg um· 
schlieBt den NnlJpunkt. 

lauft (Abb. 10). Dann ist nach (37) 

(0) (K) 

Mit 

z=(!'eirp , (}=iz;; cp = arc (z) 

ist fur den Kreis (K) (} = konst, cp = 0 ... 2 n, daher 

also 

Somit ist 

f~~ = {~ni' 
(0) 

dz . d 
-=2' m 
Z ' , 

2", 

f dzz = iJ dcp = 2ni. 
o 

{ 
nicht umschlieBt, 

je nachdem (0) den Ursprung (38) 
- umschlieBt. 



Abschiitzung des Integralwertes. 

b) Zu bereehnen: l' (z - zo)'" dz, wenn m ganzzahlig ist. 
(0) 

23 

Wenn m > ° ist, dann ist f (z) = (z - zo)'" fiir jeden Wert von z 
analytiseh, und dann hat das Integral den Wert Null. Wenn aber m < 0, 
dann ist I (z) fur z = Zo nieht mehr analytiseh. Umsehlingt jetzt der 
Integrationsweg (0) den Punkt Zo nieht, so ist aueh jetzt noeh das Integral 
gleiehNull. Wenn aber (0) den Punktzo umsehlieBt, 
so sehlage man um Zo einen Kreis (K) von so kleinem 
Halbmesser e, daB (K) ganz im Innern von (0) ge
legen ist (Abb. U). Dann ist naeh (37) 

:f (z - zo)mdz = :f (z - zo)mdz. 
(0) (K) 

Mit 

Abb. 11. Integrationsweg 
umschlieBt den Punkt Zo. 

2:r 2n i(1fl+l)q; 2~ 
:f = I em. eim'P. eei'P. idcp=iem+1 • I ei(m+l)'Pdcp=iem+1. [e_. ,--] 

(K) 0 0 2 (m + 1) 0 

c 

111 + 1 

=_e __ .[ei (m+l)2"';_eO] =0 wenn m+1+0. ~{So M=-I m+] , 

Fiir m = - 1 wird der Integralwert 2 ni. Somit ist 

{o im allgemeinen; (39) :f (z - zo)mdz = 
(0) 2ni, W~;lll~ t ~ 10u,nd(0)denPunktzoumsehlieBt. 

8. Abschatzung des Integralwertes. Es sei I (z) eine auf der rektifi
zierbaren Kurve (0) analytische und auf dem Kurvenstucke von Zo 
bis z dem Betrage nach beschrankte Funktion, d. h. 

I/(z)I<M, 
wo Meine feste reelle Zahl bedeutet. 

Dann gilt fUr das Integrallangs (0) die Absehiitzung 
z 

III(z)dzl <M·l, 
Zo 

wenn l die Bogenlange des Kurvenstuckes (0) von Zo bis z ist. 

(40) 

Beweis: Setzt man in der Liniensumme (33) die Absolutwerte 
und fur II (el,) I die obere Schranke M, so gilt 

Z n 

II f(z)dzl <.M .lim"E iLlz;.l· 
~ 1=1 

Es ist aber 
n Z Z 

lim"EILlzaf = I idzl = I Ydx2 + dy2= l. 
J. = 1 Zo Zo 

9. Bemerkungen zum Hauptsatze der Funktionentheorie. a) Wir 
werden spater (in 14) beweisen: wenn umgekehrt f (z) in einem ein-
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fach zusammenhangenden Bereiche (IB) iiberail stetig ist, und wenn fiir 
j ede geschlossene Kurve (0) in (IB) 

pi (z)dz = 0 
(0) 

ist, so ist 1 (z) in (IB) iiberail analytisch. Dieser Satz (von Morera) steilt 
also die Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes dar. 

b) Natiirlich gibt es auch Faile, in denen 

pi (z) dz = 0 
(C) 

ist, ohne daB 1 (z) im Innern von (0) iiberail analytisch ist. Zum Beispiel 
kann man in folgendem Faile, der haufig genug vorkommt, ailein aus den 
Eigenschaften von 1 (z) langs des Integrationsweges (0) schlieBen, daB 
das Integral verschwinden muB: wenn 1. 1 (z) langs (0) stetig ist -
andernfails ware die Existenz des Integrales selbst in Frage gestellt -, 
2. 1 (z) die Ableitung einer anderen Funktion F (z) ist, die ihrerseits 
langs (0) analytisch und eindeutig ist. Denn setzt man 1 (z) = F' (z) 
oder 1 (z) dz = dF (z) und nimmt auf (0) zwei beliebige Punkte Zo und Z1> 
so hat man 

Zl Zo 

P I(z) dz = J dF(z) + J dF(z) = F(Zl) - F(zo) + F(zo) - F(Zl) = o. 
(C) ZO z. 

V gl. hierzu das Beispiel 7 b fUr rn < -- 2 . 
c) ManchmallaBt sich auch das Integral 

z 

J 1 (z) dz 
Zo (0) 

aus der Erklarung als Grenzwert einer Liniensumme (33) unmittelbar 
errechnen. Zum Beispiel ist 1 (z) = 1, so hat man 

Z n 

J dz = lim,2: (z," - Z;._l) = lim (z - zo) = z - Zo (41) 
Zo ;.=1 

unabhangig vom Integrationswege; also ist 

P dz = o. (42) 

Oder fiir 1 (z) = z setze man zuerst I;;. = Z;., sodann C i. = Z;. -1; dann 
entstehen die Liniensummen 

und 

n 
Ln =.2) Z;. (z;. - Z;._1) 

).=1 

n 

deren Summe 

L~ =,2: Z;._l (zJ. - Z2_1) , 
;.= 1 

n 
Ln + L~ =,2: (ZJ. - Z2 Z;'_l + .2;'_1 Z;. - Z1--1) = Z2 - Z~ 

i. = 1 
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ist. Also ist 
z 

limLn + limL~ = f zdz = Z2 - z~, (43) 
Zo 

ebenfalls unabhangig vom Integrationswege, mithin ist auch 

fzdz=O. (44) 

10. Die Cauchysche Integralformel. Es sei wieder f (z) eine im Bereiche 
(\8) iiberall analytische Funktion; man betrachte jetzt die Funktion 

j(z) 
z -zo' 

worin Zo eine im Innern von (58) gelegene Stelle ist. Diese Funktion ist 
nicht analytisch in (58). SchlieBt man aber den Punkt Zo durch einen 
Kreis (K) von hinreichend kleinem Radius 12 aus dem Bereiche (58) aus 
(vgl. Abb. 11), so gilt nach (37) 

t{(~~: = t :(~~~-. 
(0) (K) 

Langs (K) ist (Einfiihrung von Polarkoordinaten) 

z = e ei 'I' + zo; 

und also 
2n: 

1. t(z)d~ =ff(eei'P + zo) .idcp. ':P' z - Zo 

(0) 0 

dz 'd -- = ~ ,cp 
Z - Zo 

(45) 

Da f (z) als analytisch vorausgesetzt wurde, gilt die Stetigkeits
bedingung 

sofern 
leei<pi < 1'](8), d.h. 1121 <'Y}(8) 

ist und 8 eine beliebig kleine positive Zahl, 'Y} (8) aber eine durch 8 
bestimmte ebenfalls positive Zahl bedeutet. Man kann dii'le Bedingung 
auch in der Form schreiben: 

f(zo + e eifP ) = !(zo) + {}, 
wobei {} eine komplexe GroBe mit der Eigenschaft i{}i < 8 bedeutet. 
Nunmehr laBt sich das Integral (45) in folgende Form iiberfiihren 

t f()d~ 2", 2.-.: 2.-.: 

Z ~-/- = iff (Zo) d cp +i J {} d cp = 2 n i f (zo) + i f {} d cp • 
o '1'=0 '1'=0 '1'=0 

(0) 

Das zweite IntegrallaBt sich abschatzen: 
2:n: 2.-.: 

If {}dcp 1< 8f dcp = 8·2n, 
'1'=0 '1'=0 
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daher ist 

I A: t(z) ·dz - 2ni/(zo) 1< 8·2n. ':P' z - zo 
(0) 

Da nun 8 beliebig klein gewahlt werden darf, so folgt daraus 

A: t(z) . dz -? . I( ) ':P' z-zo - ..,n~· zo, (46) 

oder, lediglich mit anderen Bezeichnungen, 

I(z) = _1_. A: t(~) d1;. (47) 
2n~:f"~-z 

(0) 

Dies ist die Cauchysche Integralformel. Sie lehrt, den Wert der 
Funktion I (z) im Innern eines einfach zusammenhangenden Bereiches (~) 
aus den Werten der Funktion am Rande (C) zu berechnen. 

Auch diese Formel gilt fUr mehrfach zusammenhangende Bereiche, 
wenn nur aile einzelnen Rander im mathematisch-positiven Sinne 
(das Innere zur Linken!) durchlaufen werden. 

Wendet man die Formel (47) auf einen Kreis mit dem Mittelpunkte z 
an, so hat man 1; - z = rei<p, d1; = (1; - z) idrp zu setzen, und erhalt 

2:n: 

I(z) = 2~f j(1;)drp; (48) 
'P = 0 

d. h. der Funktionswert im Mittelpunkt eines Kreises ist gleich dem 
arithmetischen Mittelwert ihrer Randwerte. Bezeichnet man mit 111 
das Maximum der Randwerte 1/(1;)1, so ist nach der Abschiitzungsformel 
(40) : 

I I(z) I <M. (49) 

Dnd hieraus folgt weiter, daB das Maximum des absoluten Betrages 
einer analytischen Funktion nicht im Innern eines Kreisbereiches ge
legen sein kaim, es miiBte denn I (z) selbst iiberall den festen Wert M 
haben. 

11. Das Poissonsche Integral. Man wahle in der Cauchyschen 
Integralformel als Randkurve einen im Definitionsbereiche (~) der Funk
tion I (z) gelegenen Kreis vom Halbmesser R, dessen Mittelpunkt als 
Nullpunkt der z-Ebene genommen werde; das ist immer moglich, indem 
man z - c statt z setzt, wo c die dem Mittelpunkt etwa zukommende 
komplexe Konstante bedeutet. Es sei z = r·ei<p ein innerer Punkt dieses 
Kreises (r < R), so hat man nach der Cauchyschen Integralformel (47) 
mit 1; = R·eifJ 

2" 

I( i) 1 f !(R.ei-lt).Rei-lt d _u (;;;0) 
r· e 'P = 2- R i-lt ;m 'U • u n e -reT 

{}=o 
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Weiter sei Zl = r l' ei 'P1 ein Punkt in US), jedoch auBerhalb des Kreises 
gelegen (rl > R), so ist 

I(z) 
z - zt 

innerhalb des Kreises analytisch. Das Kurvenintegral dieser Funktion 
Hings des Kreises vom Radius R verschwindet deshalb: 

2", 

1 I f(Rei .?"). Reiff _ 
2- R'ff . df} - ° . n e~ -rle~rpl 

#=0 

Man wahle nun insbesondere Zl so, daB 

arc (Zl) = arc (z) , 

wird. Bei dieser Wahl geht der Punkt Zl 

aus Z durch eine Transformation mittels 

/ 
/ 

V 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

reziproker Radien hervor, deren Zentrum Abb.12. Reziproke Radien. 

der Nullpunkt (Mittelpunkt des Kreises 

(51) 

vom Radius R) ist. In Abb. 12 ist angegeben, wie man Zl konstruieren 
kann, wenn Z gegeben ist. 

Indem man das Integral (51) von dem ersten (50) abzieht, kann man 
das Ergebnis nach einer einfachen Zwischenrechnung in folgender Weise 
zusammenfassen: 

2", 

I . 1 II'J} R2_r2 f} 
(r'e''P)=2:n (Re' )R2-2Rrcos(q;-fJ)+r2d • (52) 

1}=0 

Jetzt zerlege man f(z) = w in Realteil u und Imaginarteil v; dann gilt 
fur beide eine Formel von der Form 

(53) 

Diese Formel heiBt das Poissonsche Integral. Da u der Potential
gleichung genugt: 

L!u=o, 
so lOst das Poissonsche Integral die sogenannte erste Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fiir ein'en kreisformigen Bereich, indem danach das 
Potential fur einen beliebigen inneren Punkt aus den Randwerten be
rechnet werden kann. Insbesondere ist fiir den Nullpunkt (1' = 0) 

2", 

u(O,O) = '/n I u(R, {}) . d{} . 
1}=O 

(54) 

U (0,0) ist also del' Mittelwert von u langs des Randes fiir den PolaN 
winkel f} als Argument del' Mittelbildung. 
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Hieraus folgt noch, daB u (r, q;), das als stetige Funktion ja mindestens 
ein Maximum und ein Minimum in jedem berandeten Bereiche haben 
muB, diesen gr6Bten und kleinsten Wert auf dem Rande selbst an
nehmen muB. 

12. Ableitullgen einer allalytischen Funktion. Eine in einem Be
reiche (m) und auf seinen Rande (0) analytische Funktion besitzt in 
jedem inneren Punkte von (m) Ableitungen beliebiger Orduung, und 
diese sind samtlich in (m) analytisch. 

Zum Beweise bilde man den Differenzenquotienten 

/(zo + h) - /(zo) 
h 

wobei sowohl Zo als auch noch Zo + h in dem Bereiche (m) liegen sollen. 
Mittels der Ca uchyschen lntegralformel (46) kann dafUr geschrieben 
werden: 

/(zo + h) - /(zo) = _1_. {A: ~~ _ ,.h JJ:) dZ} 
h 2n'ih :Y'z-zo-h :Y' z-zo 

(C) 

=2 ~ i . f (z - Zo:~:) ~zzo - h) 

_ ~. f,.h J(z) dz h,.h ____ !(z)~_J 
- 2 nil:Y' (z - 20)2 + :Y' (z - 20)2 (z - Zo - h)J . 

Bei geeigneter Einschrankung von Ihl ist nun 

. /(z) 1< M' 
• (z - ZO)2 (z -- Zo - h) J = 1 , 

daher kann man nach (40) abschatzen: 

I /(zo+h) -/(zo) _ _ 1_,.hj(z)dz 1< lW.ZJ!!l 
h 2ni:y'(z-zo)21 = 2n ' 

(0) 

worin l die Bogenlange des lntegrationsweges (0) bedeutet. 
Nimmt man jetzt den Grenzubergang h --;.. 0 vor, so wird 

1· /(zo + h) - /(zo) = /'( ) = _1_ f /(2) dz 
1m h - Zo 2' ( )2 

h--+(J n~ z - Zo 

(0) 

odeI' in anderer Bezeichnung 

/'(z) = _1_ 1. t(l;) d1; (55) 
2ni:y' (1; - Z)2' 

(C) 

Man erkennt durch Vergleich mit del' lntegralformel (47) fUr / (z), daB 
man die Differentiation nach z rein formal unter dem Integralzeichen 
vornehmen dad. lndem man diese SchluBweise wiederholt, findet man, 
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daB man auch weiter rechts unter dem Integralzeichen differenzieren 
darf, und man erhii,lt 

" 2 A: f(1;)d1; 
I (z) = 2nt':Y' (1; _ Z)3' (56) 

tcn )( ) = ~A: f(C)dC 
z 2ni':Y'(1;-z)n+l" (57) 

Diese Formel (57) stellt also die n-te Ableitung einer analytischen Funk
tion in Form eines bestimmten Integrales dar, unter dem die Funktion 
t (z) selbst auftritt. 

13. Fortsetzung. Beispiele. Aus den SchluBfolgerungen des vorigen 
Paragraphen ergibt sich ohne weiteres, daB eine in einem Bereiche 
analytische Funktion t (z) dod Ableitungen belie big hoher 
Ordnung besitzt, und daB diese samtlich ebenfalls analy
tische Funktionen sind. 

Dieses Ergebnis ist insofern merkwiirdig, als allein aus der Tat
sache, daB t (z) differenzierbar ist, mit Notwendigkeit folgt, daB t (z) 
auch Ableitungen jeder Ordnung besitzt. 1m Reellen ist das bekannt
lich keineswegs so. Man kann nicht einmal behaupten, daB, wenn t (xj 
differenzierbar ist, auch nur die Ableitung t' (x) stetig sei, geschweige 
denn differenzierbar. 

Wir wollen nun zunachst die Cauchyschen Formeln (47), (55), 
(56) und (57) auf einige einfache Funktionen anwenden. 

a) Fiir t (z) = 1 liefert (47) unmittelbar 

A:~~=2ni 
':Y'C -z 

in Dbereinstimmung mit (39); und (57) ergibt, da jede Ableitung von 
t (z) verschwindet: 

A: d1; 
':Y' (1; - z)n+l = 0 I 

(n > 1) • 

b) Es sei t(z) = z; dann erhalt man aus (47) 

2 · A:Cd1; 
n~z=:fC-z· (58) 

Es verlohnt sich, diese Formel durch unmittelbare Ausrechnung zu be
weisen. Dazu ersetze man die Kurve (0) durch einen ganz von ihr um
schlossenen Kreis (K) vom Halbmesser e und dem Mittelpunkte z (etwa 
wie Abb. 11 angibt). Das Integral (58) ist dann nach (37) gleich dem 
iiber den Kreis zu erstreckenden. Hierin setze man;; = z + eei'P, so 



30 Integrationen im Komplexen. 

ist langs des Kreises (K) cp die 1ntegrationsveranderliehe, und man hat 
sehlie13lieh 

f C f C 2", 2,,; f ~ -z = C ~ Cz = J (z + e ei <P) i d cp = 2 n i z + e i J ei <P d cp = 2 n i z , 
<p=o <p=o 

(C) (K) 

da das letzte Integral versehwindet, also dasselbe Ergebnis wie vorher. 
e) 1st wieder f (z) = z, so ergeben die Formeln (55) und (57) un

mittelbar 

2 . 1. CaC 
n ~ = 'Y' (C - Z)2 , 

(n> 2, ganzzahlig) . (59) 

Der Leser versuehe zur Ubung aueh diese 1ntegrale dureh unmittelbare 
Bereehnung zu ermitteln. 

d) Es sei f (z) = zm (m beliebig). 1st m < 0, so soll der Nullpunkt 
au13erhalb des von der Kurve (0) umsehlossenen Bereiehes liegen. Jetzt 
hat man 

f(n)(z) = m (m - 1) (m - 2)· .. (m - n + 1) zm-n, 

und damit liefert (57): 

. 1. CmdC 
2 n ~. m (m - 1) (m - 2)· .. (m - n + 1) zm-n = n! 'Y' (C _ z);;-+-l 

oder naeh Division dureh n! und Benutzung des Binomialkoeffizienten 

(m beliebig; n > 0, ganzzahlig). (60) 

e) Sehlie13lich sei noeh f(z) = eZ , dann ist f(n)(z) ebenfalls gleich eZ , 

und man hat nach (57) 

(61) 

Die 1ntegrationskurve darf dabei beliebig in der z-Ebene gelegen sein, 
da die Exponentialfunktion in der ganzen Ebene analytiseh ist. Man 
ersetze die 1ntegrationskurve wieder durch den Kreis (K) um den Punkt z 
als Mittelpunkt und mit beliebigem hinreiehend kleinem Halbmesser. 
Fur 1; = z + eei<p wird dann aus (61): 

daher 

2", 

2ni eZ = n! ;: f exp (e ei<p) • e- ni<p idcp , 
<p=o 

2", 

2nen = n! J exp (Q cos cp -I- i (e sin cp - ncp») dcp, 
<p=o 
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und daraus durch Trennung des Reellen vom Imaginaren: 
2", 

2n !~ = f el1COSCP cos (e sin cp - ncp) dcp , 
'1'=0 

2:l: 

o = J ellCOSCP sin (e sin cp - ncp) dcp . 
'1'=0 
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(62) 

(63) 

Diese Integrale diirften schwieriger zu berechnen sein, wenn man nur 
die Mittel der reellen Integralrechnung benutzt. 

14. Beweis des Satzes von Morera. Wie bereits in 9 bemerkt, ist dieser 
Satz die Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes und lautet 
folgendermaBen: Wenn I(z) in einem einfach zusammenhangenden 
Bereiche (5E) uberall stetig ist, und wenn fur j ede geschlossene Kurve (0) 
in (5E) 

g; / (z) dz = 0 
(0) 

ist, so ist f (z) in (5E) uberall analytisch. 
Beweis: Da jedes geschlossene Integral in (5E) verschwindet, ist 

das Linienintegral 
z 

F(z) = J f(C) dC 
~ =Zo 

vom Wege unabhangig und allein eine Funktion des Endpunktes z. Nun 
hat man, wenn z + h ebenso wie z in (5E) gelegen ist, 

z+h 

F(z + h) - F(z) = ~ f f(C) dC. 
h h 

z 

Aus der angenommenen Stetigkeit der ]'unktion f (z) folgt aber 

I(C) = /(z) + cp(C, z) 

mit Icp (C, z)1 < 10, falls nur IC - zl hinreichend klein ist. Demnach"wird 

z--!-h 

I F (z + h) - F (z) _ f ( ) I = I ~ • f" cp (C z) d C i <~ 10 • I h I = 10 
i h z: i h 'i :h! I ' 

Z 

d. h. es ist 
limF(z + h) - F(z) = F'(z) = I(z). 
h-O h 

F (z) ist also eine analytische Funktion von z mit der Ableitung f (z). 
Nach 12 ist aber diese Ableitung wieder eine analytische Funktion, 
was zu beweisen war. 

15. Darstellung einer analytischen Funktion durch die Cauchysche 
Integralformel. 1st f (C) in allen Punkten C einer Kurve (0) stetig, so 
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ist fur j eden nich t auf (0) gelegenen Punkt z 

(z) = _l_Jf(ndt; 
cp 2ni It;-z (64) 

(C) 

eine analytische Funktion. 1st namlich auch z + h ein nicht 
auf (0) gelegener Punkt, und bildet man 

tp(z + h) - tp(z) = _l_J I(t;) dt; 
h 2ni (t;-z)(t;-z-h)' 

(C) 

so kann wie in 12 gezeigt werden, daB 

lim tp(z + h) - tp(z) = _1_J /(t;) dt; 
h---+O h 2ni (t; - Z)2 

(C) 

sein muB. Das Integral existiert aber, weil die zu integrierende Funktion 
auf dem ganzen Integrationswege stetig ist. Also hat cp (z) fur jeden 
nicht auf (0) gelegenen Punkt eine Ableitung, ist also auBerhalb (0) 
uberall analytisch. 

Freilich ist nicht gesagt, daB fUr geschlossene Kurven (0) die "Rand
werte" cp(C), falls sie uberhaupt existieren, mit den Werten fC') uber
einstimmen. Dies ist auch gar nicht immer der Fall. Zum Beispiel, wenn 
f(z) in eiIIem Bereiche (58) mit der Randlinie (0) analytisch ist, und z 

auBerhalb von (0) liegt, so ist ct~~ fiir alle Punkte in (58) und auf (0) 

ebenfalls analytisch; also ist nach dem Cauchyschen Hauptsatze (35) 

(z) = _1_. ,( /(t;) dt; = o. 
cp 2 n t;Y' t; - Z 

(C) 

Die Randwerte von cp (z) stimmen also gewiB nicht mit den Werten 
f (C) uberein. 

D. Potenzreihen im Komplexen. 
1. Allgemeines tiber unendliche Reihen im Komplexen. Es sei 

eine unendliche Folge komplexer Zahlen Wi, = u). + iv). (A = 1, 2, 3, ... ). 
Falls sowohl die unendliche Reihe UI + U 2 + . . . wie auch die unend
liche Reihe VI + v2 + .. " die beide reelle Glieder haben, konvergiert, 
und wenn ihre Summen u und V sind, so heiBt die Reihe mit kom
plexen Gliedern WI + W 2 + ... konvergent, ihre Summe u + iv, d. h. es ist 

lim (WI + W 2 + ... + W n ) = U + i v . 
1'1..-+00 

FUr Reihen mit komplexen Gliedern gilt folgender Hilfssatz: 
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Wenn IWII + IW21 + IW31 + ... konvergiert, dann konvergiert auch 
WI + W2 + W3 + ... Es ist namlich IW;.I = fur + vi > jUl.j, und auch 
IW}./ > Iv}.I. Die Reihe IWII + IW21 + ... ist also eine Oberreihe sowohl 
der Reihe lUll + IUzl + . ", als auch der Reihe hi + hi + .. " 
mithin konvergieren diese, demnach auch U I + U 2 + ... und VI + V 2 + .. " 
also auch die Reihe WI + W z + .. '. 

2. GleichmaBige Konvergenz. Es seien jetzt die einzelnen Reihen
glieder W}. Funktionen der komplexen Veranderlichen z. Falls die Reihe 
WI + W z + ... konvergiert, so ist auch ihre Summe ljJ (z) eine Funktion 
von z: 

Das bedeutet genauer folgendes: Es sei 

r n (z) = ljJ (z) - (WI (z) + Wz(Z) + ... Wn (z») = Wn+1 (z) + Wn+2 (z) + ... 
der nte Rest der Reihe; dann muB sich nach Annahme einer reellen, 
belie big kleinen, positiven Zahl 8 eine ebenfalls reelle positive GroBe 
N = N (8, z) so bestimmen lassen, daB 

j rn(z) 1< 8 wird fur aIle n > N(8, z). 

Die Schranke N, die die Mindestzahl der Glieder bestimmt, die man 
addieren muB, um den Rest r n der Reihe unter einen vorgegebenen Be
trag 8 zu drucken, hangt im allgemeinen von dieser GroBe 8, wie auch 
yom Argumentwert z abo Falls nun aber fur aile Werte von z eines 
Bereiches der z-Ebene N nicht von z, vielmehr nur von 8 abhangt, heiBt 
die Reihe in diesem Bereiche gleichmaBig konvergent. Der Begriff 
der gleichmaBigen Konvergenz ist fUr die folgenden Betrachtungen be
sonders wichtig. Einige Eigenschaften der gleichmaBig konvergenten 
Reihen sind schon aus der elementaren Reihenlehre im Reellen bekannt ; 
ihre Beweise lassen sich wortlich auf das Komplexe ubertragen, wes
wegen sie hier fortgelassen sind. 

a) Satz von WeierstraB. Eine unendliche Reihp 

wI(z) + w2(z) + ... 
ist in einem Bereiche (58) gleichmaBig konvergent, wenn 

I w}.(z) I <a). (A. = 1, 2, 3, ... ) 

unddieReihemitdenpositivenfestenreellen Gliederna}.: a l + a2 + .. . 
konvergent ist. 

b) Eine in einem Bereiche (58) gleichmaBig konvergente Reihe 
WI (z) + W z (z) + .. " deren Glieder in diesem Bereiche stetige Funk
tionen von z sind, hat in diesem Bereiche auch eine stetige Funktion zur 
Summe. 

c) Eine in einem Bereiche gleichmaBig konvergente Reihe 
wl (z) + W z (z) + .. " deren Glieder in diesem Bereiche stetige Funk-

Rothe-OJlendorff·Pohlhausen, Funktionentheorie. 3 
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tionen von z sind, liiBt sich Htngs jeder im Innern dieses Bereiches ge
legenen Kurve (0) gliedweise integrieren. Darunter ist folgendes zu 
verstehen: 1st f(z) = WI (z) + Wz (z) + .. " so ist auch 

f I(z) dz = f wdz) dz + f w2 (z)dz + .... 
(0) (0) (5) 

Bei gleichmiiBig konvergenten Reihen darf man also im Innern des 
Bezirkes der gleichmaBigen Konvergenz die beiden Grenziibergange 
(Reihensummation und Integration) vertauschen. Die Integration ist 
gliedweise erlaubt. 

3. Darstellung einer analytischen Funktion durch eine gleichmaBig 
konvergente Reihe gegebener analytischer Funktionen (Doppelreihensatz 
von WeierstraB). Es seien iJ.(z) (A = 1,2,3, ... ) unendlich viele Funk
tionen, die in einem Bereiche (~) und auf seinem Rande (0) durchweg 
eindeutig und analytisch sind. Wenn die Reihe 

I(z) =/dz) +/2(Z) +/3(Z) + ... (65) 

iiberall in (~) und auf (0) gleichmaBig konvergent ist, so stellt ihre 
Summe t(z) dort ebenfalls eine eindeutige und analytische Funktion 
dar, ihre Ableitung kann in jedem ganz im Innern von (~) gelegenen 
Teilbereiche (~1) durch die Reihe 

/,(z) = I~(z) + I;(z) + I~(z) + . . . (66) 

bestimmt werden, und diese Reihe ist in (~I) ebenfalls gleichmiWig kon
vergent. Man dad also unter den gemachten Voraussetzungen die Reihe 
(65) gliedweise differenzieren. 

Beweis. Da die Reihe.2 iJ. (z) in (~) und auf (0) gleichmaBig konver
giert und aus lauter stetigen Summanden besteht, ist ihre Summe nach 
2b gleichfalls stetig und die Reihe selbst nach 2c gliedweise integrier
bar. Daher ist nach dem Cauchyschen Satze 

:P I (e) de = :p .21a(e) de = .2:P Ide) de = 0, 
(0) (0) !. !. 

da ja aIle Funktionen Ii. (z) auf (0) analytisch sein sollen. Dasselbe Er
gebnis findet man, wenn man die Integration statt liber den Rand (O) 
iiber irgend eine beliebige andere einfach geschlossene Kurve erstreckt, 
die ganz im Innern von (~) gelegen ist. Nach dem Satze von Morera 
(C, 14) stellt also I(z) eine in (~) analytische Funktion dar. Um deren 
Ableitung zu bestimmen, beachte man, daB auch die Reihe 

~~- ,,~~ 
(C - Z)2 - L.I (C - Z)2 

!. 

(67) 

langs (0) gleichmaBig konvergiert, jedoch darf der Punkt z nicht auf (0), 
sondern muB im Innern von (~) gelegen sein. Diese Reihe ist daher eben
falls gliedweise langs (0) integrierbar, womit nach (55) .die behauptete 
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Formel (66) bewiesen ist. Der n te Rest en (z) dieser Reihe ist aber 

en(z) = 1~+1 (z) + 1~+2 (z) + ... = 2~i P (C ~CZ)2(tn+l(C) + In+2(C) + ... J 

(C) 
1 A: dC 

= 2ni':f' (C - Z)2 rn (C), 
(0) 

wo r n (C) den nten Rest der gegebenen Reihe .2 I J. (C) auf (0) bedeutet. 
Wegen der gleichmaBigen Konvergenz dieser Reihe ist aber I r n (C) I < 8. 

Bezeichnet man nun mit (j den kleinsten aller Werte, die I C - z I an
nimmt, wenn z fest im Innern von (\8) bleibt, wahrend C den Rand (0) 
durchlauft (Abb. 13), so ist nach (40) 

(68) 

wobei L die Bogenlange der Kurve (0) bedeutet. Weil 8 beliebig klein 
war, ist auch 8} beliebig klein zu wahlen. Beschrankt man nun z auf einen 
beliebigen Bereich (\81)' des sen Randlinie (a}) 
jedoch ganz innerhalb von (0) verlauft, so gelten 
dieselben Schliisse, wofern nur unter (j die klein
ste Entfernung zwischen den Punkten von (\8}) 
und denen von (0) verstanden wird. Damit ist 
die gleichmaBige Konvergenz der Reihe .2 I;. (z) 
in jedem abgeschlossenen Bereiche (\8}) nach
gewiesen, der ganz im Innern von (m) gelegen 
ist. Offenbar gelten dieselben Schliisse auch fUr Abb, 13, Kleinste Entfernung zweier Randlinien. 
die Ableitungen beliebiger Ordnung; man braucht 
nur in (67) die Potenz (C - Z)2 durch eine hahere zu ersetzen. 

Wir werden alsbald beweisen, daB jede analytische Funktion sich 
durch eine Potenzreihe darstellen laBt. In diesem Sinne stellt also die 
Formel (65) eine Reihe von Potenzreihen dar. Dieser Umstand erklart 
die Bezeichnung als Doppelreihensatz. 

4. Verallgemeinerung. Wir wollen nun eine weittragende Verall
gemeinerung des Doppelreihensatzes aussprechen und beweisen, bei 
del' sich herausstellt, daB bereits die gleichmaBige Konvergenz 
der Reihe ~/J.(z) auf dem Rande (0) des Bereiches (m) ge
n iigt, um aIle sonstigen Aussagen des Satzes daraus ableiten zu kannen. 
Del' Beweis ist natiirlich jetzt ganz anders zu fiihren; hierbei zeigt sich 
aufs schanste die Tragweite und die Starke der funktionentheoretischen 
Methoden. Vorausgesetzt sei wieder, daB I!.(z) (J,. = 1,2, ... ) in (m) und 
auf dem Rande (0) iiberall analytisch und eindeutig seien; ferner daB 
langs des Randes (0) die Reihe 11 (C) + 12 (C) + ... gleichmaBig kon
vergiere. Behauptet wird: 1. In jedem ganz im Innern von (0) gelegenen 
Bereiche (\81) mit dem Rande (C\) konvergiert die Reihe .2h(z), 2. ihre 

3* 
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Summe ist in (181) analytisch, 3. die Reihe konvergiert in (181) gleich
maBig, 4. ihre Ableitung in (181) erhalt man durch Differentiation del' 
einzelnen Glieder: .J: I';. (z), 5. diese Reihe del' Ableitungen konvergiert 
in (5B1) ebenfalls gleichmaBig, 6. sie besitzt dort Ableitungen beliebig 
hoher Ordnung. 

Beweis. Es sei I; eine Veranderliche auf dem Rande (0) von (18). Da 
dort die II. (I;) analytisch, also samtlich stetig sind, und da .J: IJ. (I;) gleich
maBig konvergiert, ist auch ihre Summe I (I;) = .J: I J. (I;) eine stetige 
Funktion von I; . Nun sei zein Punkt im lunern von (18). Dann ist auch 
die Reihe 

.!!JJ = '" fl. (~) 
~-z ~ ~-z' 

I. 

bei festem z, langs des Randes (0) gleichmaBig konvergent, besteht 
aus lauter stetigen Gliedern und hat eine stetige Summe. Sie darf also 
nach 2 c gliedweise integriert werden, und man hat 

_1 . ft(~)d£ =;;: -l-f /i.(~)d~ 
2ni ~-z ~ 2ni ~-z' 

I. 
(0) (0) 

Da abel' die I).(z) im lnnern von (0) uberail analytisch sind, so ist auf 
derrechten Seite die Cauchysche lntegralformel (47) anwendbar, das 
Ate Glied wird danach gleich h(z). Es ist also 

~1. ts~)d~ = "'I (z). 
2nt:f' ~ - z ~ I. 

I. 

(ex) 

(0) 

Da nach C, 15 die linke Seite eine bestimmte Funktion cp (z) darsteilt, 
ist die Behauptung 1. erwiesen. Nach C, 15 ist auch cp (z) in einem Be
reiche analytisch, in dem jeder Punkt z von den Punkten des lntegra
tionsweges (0) verschieden ist. Bei dem Bereich (181) mit EinschluB seines 
Randes (01) trifft das zu. Also ist auch die Behauptung 2. richtig. Be
zeichnet man mit en (z) den n ten Rest del' Reihe (ex), mit r n (I;) den del' 
nach Voraussetzung gleichmaBig konvergenten Reihe .J: f). (1;), so ist 
Ir n (I;) I < s fUr aile hinreichend groBen Werte von n und aile Punkte I; 
auf (0). Man braucht en (z) nur in del' Form 

en (z) = I n+dz) + Inn (z) + ... = 2~ if /'! z Un+dl;) + I n+2 (I;) + ... ) 
(0) 

1 1. d~ 
= 2ni:f'~-zrn(l;) 

(0) 

zu schreiben, um genau wie in (68) zu erkeunen, daB 

len (z)I<21n ~L=S1 
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gemacht werden kann, womit die gleichmaBige Konvergenz (Behaup
tung 3.) del' 2: f!. (z) in ()!h) und auf (01) bewiesen ist. Nun hat man 

g; (z) =..2/1. (z) 

als gleichmaBig konvergente Reihe analytischer Funktionen in (181) und 
auf seinem Rande (01) und hierauf kann man jetzt den Doppelreihen
satz anwenden, woraus sich aile anderen Behauptungen miihelos ergeben. 

5. Potenzreihen. Unter einer Potenzreihe versteht man bekannt
lich eine Reihe von del' Form 

a o + adz - a) + a2 (z - a)2 + ... , 
worin a, ao, aI' a2, ... komplexe feste Zahlen bedeuten. Dadurch, daB 
man z statt z - a schreibt, d. h. durch eine Verschiebung des Anfangs
punktes in den Punkt z = a kann man stets die Potenzreihe auf die Form 

00 

I.1S (z) =..2 a,t zi. (69) 
).=0 

bringen. Einige einfache Satze beweisen sich im Komplexen genau so 
wie im Reeilen: 

a) Wenn eine Potenzreihe fUr einen beliebigen Wert z = Zo konver
giert, so konvergiert sie absolut fUr aile Werte Izl < IZol, d. h. an ailen 
Punkten del' komplexen Ebene, die in einem Kreise liegen, dessen 
Mittelpunkt del' Nullpunkt ist, und del' durch den Punkt Zo geht. 

b) Jede Potenzreihe I.1S (z) konvergiert entweder nul' fiir z = 0, odeI' 
fUr aile komplexen Werte von z (bestandig konvergente Potenzreihe), 
odeI' drittens gibt es eine positive Zahl r (den Konvergenzradius) 
del' Art, daB I.1S (z) fUr aIle Izi < r konvergiert, fUr aile Izl > r divergiert. 
Dbrigens ist 

r = 1 : lim sup ~. 
11-)-00 

Beispiele. 

I.1S (z) = 1 + I! z + 2! Z2 + 3! Z3 + ... kon vergiert nur fiir z = ° ; 
Z Z2 Z3 

I.1S (z) = 1 + TI + 2! + 3! + . .. konvergiert fur aIle z; 

I.1S (z) = 1 + z + Z2 + Z3 + . .. konvergiert nul' fur I z I < 1 . 

Die zweite Reihe ist die bestandig konvergente Potenzreihe mit del' 

Summe eZ , die dritte ist die geometrische Reihe mit del' Summe 1 ~ z 

und dem Konvergenzradius r = 1. 
c) Del' Kreis mit dem Konvergenzradius als Halbmesser heiBt der 

Kon vergenzkreis. Auf ihm gibt es wenigstens einen Punkt, in dem 
die Potenzreihe (69) nicht mehr konvergiert. 

d) Wenn zwei Potenzreihen..2 a!.z!. und..2 b!.z)· fUr aIle Werte I z I < r 
den gleichen Wert haben, so sind sie identisch, d. h. es ist ao = bo, 
a l = bl , a2 = b2 , ••• 
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e) GleichmaBige Konvergenz einer Potenzreihe. Jede Po
tenzreihe konvergiert gleichmaBig im Innern und auf dem Rande eines 
jeden Kreises um den Nul1punkt, dessen Radius kleiner als der Kon
vergenzradius ist, d. h. der im Innern des Konvergenzkreises und zu 
diesem konzentrisch gelegen ist. 

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem W eierstraBschen Satze2a. 
Denn ist r der Konvergenzradius, e der Radius des inneren konzen
trischen Kreises, und ist e<JzoJ<r, 
so konvergiert die Reihe ~ (zo) = 2) a).z~ absolut, und 2) J a). I I z~ list eine 
konvergente Oberreihe mit festen GliedernfUr die Reihe~ (z), wo I zl < e ist. 

6. Potenzreibenentwicklung analytiscber Funktionen (Taylorscbe 
Reibe). FUr reelle Werte von z und h gilt bekanntlich die Taylorsche 
Reihenentwicklung 

f (z + h) = f (z) + f~(~) h + r~(;) h2 + ... , 
falls f (z) fUr reelles z beliebig oft differenzierbar ist und falls 
lim Rn (z, h) = 0 ist, wobei unter Rn(z,h) das n te Restglied der 

n-+oo 

Taylorschen Formel verstanden wird. 
Um di.8se Reihe auf das Komplexe zu iibertragen, setze man in der 

Cauchyschen Integralformel (47) Z = Zo + h: 

f{z + h) = ~ 1, f(~)d~. 
o 2 n ~ :f ~ - Zo - h 

(0) 

Hierbei ist anzunehmen, daB f (z) in einem Kreise (K) mit der Rand
linie(O), der die Punkte Zo und Zo + h in seinem Innern enthalt, iiber
all analytisch sei. 

Nun hat man identisch 
1 1 

~ - z~~- h = (~ -zo) (1 _ ,~:~_) 
= _1_ [1 + ~~_~ _ + _j!=- + ... 

~ ~- Zo ~ - Zo (~ - ZO)2 

hn hn +1 l 
daher ist + (~- zo}, + (~- zo)n(~ -z~=h)~' (70) 

_1_.1, f(~)d~ = _1_. [1, t(~)d~ + hrh, I(C)d~" 
2n~:f~-zo-h 2n~ 'j' ~-zo 'j (~~-zo)" 

+ h2 1, t(~) dL + ... + hn 1, _j_(~) d~ 
'j'(~-zo)" 'j'(~_zo)n+1 

+ hn+1 1, . __ ~tj~ldf_ --] (71) 'j' (~- zot+ 1 (~- Zo - h) . 

Samtliche Integrale sind iiber die Randlinie (0) zu erstrecken. 
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Nach der Cauchyschen AbschatzungsformellaBt sich aber zeigen, 
daB 

ist; andererseits sind die tibrigen Integrale nach (55), (56), (57) den 
Ableitungen von I (z) mit den entsprechenden Fakultaten proportional, 
womit die Taylorsche Reihe 

I (zo + h) = I (zo) + h /'(zo) + ;; f" (zo) + . . . (72) 

oder 
I I I' (z - zo)2 I" (z) = (zo) + (z - zo) (zo) + 2! (zo) + ... (73) 

bewiesen ist. Sie konvergiert innerhalb eines Kreises um Zo als Mittel
punkt, dessen Radius gleich der Entfernung von Zo bis zu dem 
nachsten Punkte ist, in dem die Funktion I (z) nicht mehr analy
tisch ist. 

Nach (57) laBt sich die Taylorsche Reihe auch so darstellen: 

I(zo + h) = J; ai.hi., (74) 
'-=0 

worin 
a = _1_1. ~_r!S_ 

). 2ni:Y'(C_ zo)A.+l 
(A = 0, 1,2,3, ... ) (75) 

(0) 

ist. Die Koeffizienten konnen daher auch durch Integration gewonnen 
werden. 

Die Tatsache, daB jede analytische, d. h. differenzierbare Funktion 
einer komplexen Veranderlichen sich in eine Potenzreihe entwickeln 
laBt, hat nicht ihresgleichen in der reellen Funktionentheorie. Dort 
geniigt nicht einmal die Existenz samtlicher Ableitungen dazu, wie 

das Beispiel I (z) = exp ( -:;/ ) zeigt. 

7. Analytische Fortsetzung. Es sei I(z) in eine Potenzreihe nach 
Potenzen von z - Zo entwickelt 

I (z) = 1; aJ. (z - zo))., (76) 
).=0 

wobei die Vorzahlen ai, durch die Formeln (75) bestimmt sind und 
worin zein innerer Punkt des von (0) umrandeten Kreises (Kol mit 
dem Mittelpunkte Zo ist, in dem die Funktion I (z) tiberall regular ist. 

Ferner sei Zl ein weiterer innerer Punkt dieses Kreises (Ko); dann 
laBt sich I (z) offenbar auch nach Potenzen von z - Z1 entwickeln, und 
diese Entwickelung gilt in einem Kreise (Kl ) mit dem lVIittelpunkte Zv 

wofern nur I (z) in ihm tiberall regular ist. Es ist nun sehr wohl moglich, 
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daB dieser Kreis (K1 ) iiber den vorigen (Ko) hinausreicht (Abb.14). Man 
sagt dann, die analytische Funktion t (z) sei iiber den urspriinglichen 
EntwickIungsbereich analytisch fortgesetzt worden. In dieser Weise 
kann man fortfahren und kann die Funktion t (z) in einem Bereiche 
der z-Ebene, unter Umstanden auch in der ganzen Ebene durch Potenz
reihen darstellen, deren jede nach WeierstraB ein Funktionselement 
genannt wird. 

Wir wollen uns die Verhaltnisse an einem einfachen Beispiele kIar-

Abb. 14. Analytische 
Fortsetzung. 

machen. Es handle sich etwa um t (z) = .~. Man 

erhalt, sofern der Kreis (Ko) nicht den Nullpunkt 
umschlieBt, fiir die Entwickelung nach Potenzen 
von z - Zo: 

_ 1 rh dC _ !. 1 
aJ. - 2ni 'Y' C (C -- zo)l+l - (- 1) • zt+l ' 

also 
lIz - Zo (z - ZO)2 
-=---0 +-3- -- + .... (77) 
Z Zo Zii Zo 

Diese Reihe konvergiert in einem Kreise (Ko) mit dem Mittelpunkte zo, 
auf dessen Rande der Nullpunkt gelegen ist, d. h. im Kreisgebiete 

Iz - zoi < /zol· 
Denn fiir z = 0 hart t (z) auf, analytisch zu sein. Wahlt man nunmehr 
einen von Zo verschiedenen Punkt Zl in dies em Kreise, so kann man ganz 
analog entwickeln 

1 _ 1 Z - Z, + (z - ZrJ2 + 
Z - Zl - zi zr- - .... 

Diese Reihe konvergiert im Kreisgebiet (K1 ) 

/Z-Zl/< /zll, 
welches das oben genannte Kreisgebiet (Ko) bei geeigneter Wahl von Zl 
nur zum Teil iiberdeckt. Man kann sogar einen Punkt Z2 so wahlen, 
daB das Konvergenzgebiet (K2), Iz - Z2\ < \Z2\' keinen einzigen Punkt 
mit (Ko) gemeinsam hat, namlich wenn der Kreis (K2) den Kreis (Ko) 
im Nullpunkte beriihrt. Man erkennt hier die Maglichkeit, die ganze 
Ebene mit derartigen sich iiberlagernden Kreisgebieten zu iiberdecken, in 

deren jedem die Funktion .!.. durch eine konvergente Potenzreihe dar-
Z 

gestellt wird. 
Ein anderes Beispiel ist die Funktion t (z) = z"" (m ganzzahlig). Die 

Koeffizienten der Taylorschen Entwicklung von z"" nach Potenzen von 
z - Zo sind in (60) bestimmt worden. Man hat daher 

z"" = zg' + (7) z1l'-l (z - zo) + G) z1l'-2 (z - ZO)2 + .. " (78) 

und diese Reihe bricht ab beim Gliede (z - zo)"" und stellt eine ganze 
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rationale Funktion dar, wenn m ~ 0 ist; ist aber m < 0, konvergiert 
sie und ist giiltig fiir 1 z - z~ 1 < 1 Zo I. Der N ullpunkt darf mithin fiir 
m < 0 nicht in dem Konvergenzkreise, der Zo als Mittelpunkt hat, ent
halten sein; vielmehr geht der Konvergenzkreis durch den Nullpunkt, 
denn z = 0 ist ja die einzige Stelle, an der t (z) fiir m < 0 aufhOrt, ana
lytisch zu sein. Die analytische Fortsetzung der Funktion t (z) = zm 
kann genau so geschehen wie vorher bei Z-l. 

E. Laurentsche Reihe. Residuensatze. Singmare Stellen. 
1. Die Laurentsche Reihe. Es sei t (z) in dem aus zwei konzentri

schen Kreisen (K) und (K') mit dem Mittelpunkte Zo bestehenden Ring
gebiete (~) (Abb. 15) einschlieBlich des Randes analytisch. Ferner 
seiz = Zo + h imInnern von (~) gelegen. Der Cauchysche Integralsatz, 
angewendet auf dieses Ringgebiet, liefert 

2~i ~ (; ~~(;Ld~ h = t;(zo + h), 

wobei die Integration uber die Gesamtbegrenzung 
von (~), die sich aus (K) und (K') zusammensetzt, 
zu erstrecken ist, d. h. es ist 

t(zo + h) = 2~~[~ -~], (79) 

(K) (Kf) 

Abb. 15. Ringgebiet. 

wo beide Kreise im positiven Sinne zu durchlaufen sind. Beide Integrale 
werden einzeln berechnet. Nun hat man wie in D, 6. Formel (70) zuerst 

1 1 h h2 -------- - - + ----- + --- + ... 
(; - Zo - h - (; - Zo (; - ZO)2 (; - ZO)3 

hn hn + 1 

+ (; - Z;;j~:;:l + lC-=-zo)'l+1 (; - z~ -=kf' 
und indem man hierin C - Zo mit h vertauscht, weiter 

1 1 (;-zo (;-zo)2 (;_zo)n ((:-zo),,+1 
(; - Zo - h = T+ --v- + -70- + ... + -';,;-:;:-l-h,n+l(f:-zo-h)· 

Durch Eintragen dieser Entwicklungen in den Ausdruck (79) fur t (zo + h) 
entsteht n 

f (zo + h) = 2) a;. hi. + R~ + R~ 
A~ -(n+l) 

mit bestimmten, alsbald anzugebenden Koeffizienten ai., wahrend R~ 
und R~ folgende Integrale (Restintegrale) bedeuten: 

R;, = 2~i ~ hn+1(C-=-- zj5~)(~~ Zo ~-h)' 
(K) 

R" = _1_ A: (; - ZO),,+1 t(;) d_~ 
n 2ni'f' hn+1(;_zo-h)· 

(K') 
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Da sich die Integration in R~ auf den Kreis (K) bezieht, kann sowobl 
1; - zo, als auch 1; - Zo - h auf dem Integrationswege nirgends ver
schwinden, denn die Punkte Zo und Zo + h liegen im Innern von (K). 
Da weiterhin I (1;) auf (K) analytisch ist, ist II (1;)1 beschrailkt, und daher 

I f(e) [< M 
le-zo-h ' 

wo .1.11 eine reelle positive Konstante bedeutet. Bezeichnet man mit (} 
den Halbmesser von (K), so ist 

--= <1-[ h [ 'h 
e - Zo 12 

Fur R~ hat man also nach der Cauchyschen Abschatzungsformel (40) 

, 1 Ihln + 1 Ihin+1 IR I <-·----·M·2:nfl = --·Mfl. 
nl - 2n en + 1 <:: en + 1 <:: 

F ·· . b jhl n + 1 0 S .. h ur n -+ 00 1st a er 7+1-+ . omIt 1st auc 

limR~=O. 
11.-+00 

Auf entsprechendem Wege beweist man 

limR;; = 0; 

daher hat man endgultig 
+00 00 

(SO) 

(81) 

t (zo + h) = .2a). hi. = .2al. (z - zo)i., (82) 
1.=-00 }.=-co 

und die Koeffizienten a;. haben darin folgende Werte 

ai. = 2~i· f -/~~~f+l' (A = 0, + 1, + 2, + 3, ... ) (83) 
(X) 

und 

a;. = 2~i· f /~~~f+l (A = - 1, - 2, - 3, - 4, ... ). (84) 

(XI) 

Es ist auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes klar, daB statt der 
Kreise (K) und (K') in (83) und (84) auch beliebige andere rektifizier
bare einfach geschlossene Kurven (G) und (G') genommen werden 
durfen, falls sie nur den Puilkt Zo umschlieBen, und I (z) in den Ring
gebieten zwischen (G) und (K) und zwischen (GJ

) und (K') regular ist. 
1m Innern von (G) und auBerhalb (G') braucht t (z) durchaus nicht 
regular zu sein, insbesondere auch nicht im Puilkte Zo selbst. 

Die Formel (S2) heiBt in Verbindung mit (83) und (84) die Laurent
sche Reihe. Wennsamtliche a). fUr A = - 1, - 2, - 3, ... , die durch 
(84) bestimmt sind, den Wert Null haben, geht (82) in die Taylorsche 
Reihe (74) uber. 
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2. Beispiele Laurentscher Reihenentwicklungen. a) Die rationale 
gebrochene Funktion 

1 
z (z -1) 

ist mit Ausnahme der beiden Stellen z = 0 und z = 1 iiberall regular. 
Daher kann sie in einem Ringgebiet entweder um z = 0 oder urn z = 1 
entwickelt werden. 1m ersten Fall findet man unter Benutzung der 
geometrischen Reihe (77) 

1 1 1 1 
z(z-I)= -z'l-z = -z·(I+z+z2 + .. . ), 

d. h. 
1 1 --- = - - - 1 - z - Z2 - ••• 

z(z-l) z (z =l= 0) (85) 

1m zweiten Faile schreibt man 

1 1 1 1 , 
z(z--=1) = z -T (z -1) + 1 = z -1 (1 - (z - 1) + (z - 1)2 - + ... ), 
also 

____ 1 __ = _1 __ 1 + (z _ 1) _ (z _ 1)2 + _ ... 
z(z-l) z-1 (z =l= 1) (86) 

In beiden Entwicklungen tritt jedesmal nur ein Glied mit negativem 
Index (A = - 1) auf. 

b) die Funktion 

liiBt sich in jedem den Nullpunkt umschlieBendenRinggebiete in folgende 
Reihe entwickeln 

~ 1 1 1 
e Z = 1 + z • I! + Z2. 2! + Z3 • 3! + . . .. (z =l= 0) (87) 

Hier sind also aIle Glieder der Laurentschen Reihe mit nicht posi
tivem Index und nur solche vorhanden. 

3. Das Residuum. Fur den Koeffizienten a_ 1 der Laurentschen 
Reihenentwicklung gilt die Formel 

a-I = 2~i ~ t(C) de. (88) 

(K') 

Diese komplexe GroBe heiBt das Residuum von t(z) an der Stelle 
z = zo: 

(89) 

Wenn die Laurentsche Reihe fUr t(z) in der Umgebung von z = Zo 
bekannt oder leichter zu berechrien ist als das Integral, kann man hier
von zur Bestimmung des Integrals Gebrauch machen. Ein sehr ein-



44 Laurentsche Reihe. Residuensatze. Singulare Stellen. 

faches Beispiel ist t (z) = ~; hier ist das um den Nullpunkt genommene z 
Integral 

1. dz 2' 'Y' z = n~· 1; 

denn die Laurentsche Reihe besteht in diesem FaIle nur aus dem 

einen Gliede ~ mit dem Residuum a-I = 1. Man vgl. dazu die Berechnung z 
der Formel (38). 

Ebenso leicht beweist man, daB 

~ e~ dz = 2nix (90) 

ist, falls der Integrationsweg den Nnllpunkt einmal umschlieBt. Denn 
man hat nach (87) 

-"'- X x 2 x 3 

e Z = 1 + --;:; + -;;-2' + --;;--3' + ... , w z .. ·. z·. 
also ist 

woraus sofort (90) folgt. 
Die Formel 

2~i ~ t (t;) dt; = lRef t (Z)z = zo (91) 

ist, wie man sieht, eine Erweiterung des Ca u c h y schenIntegralsatzes (35). 
4. Der Residuensatz. Es sei t (z) eine Funktion, die im Innern 

eines Bereiches (\8) mit Ausnahme der Stellen 

und auf dem Rande (0) von (\8) iiberall analytisch ist. Durch Inte

Abb. 16. Zum Residuensatze. 

gration langs des in Abb. 16 angedeuteten 
Weges, auf dem t (z) iiberall analytisch ist, 
folgt 

:I' f ( t;) d t; = :I' + :I' + . . . + p . 
(0) (KI) (K2) (Kn) 

Mit Benutzung des Residuenbegriffes (91) ist 
also 

1 1. " 
2ni'Y' f(t;) dt; = )~1lRelf(z)z=z) .. (92) 

(0) 

Diese Formel heiBt der Residuensatz. Die Summe auf der rechten 
Seite ist iiber aIle diejenigen Stellen im Inneren von (0) zu erstrecken, 
an denen f (z) aufh6rt, regular zu sein. 
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Beispiel. Fiir die Funktion f(z) = z(z ~ 1) hat man fiir einen Inte

grationsweg naeh Abb. 17, der die Punkte 0 und 1 umsehlingt, 

1 1. dl; _ _ _ t 
2ni:f 1;(1; -1) - 1 + 1 - O. ~.,....' __ 

Das folgt sofort aus den Entwieklungen (85) 
und (86), aus denen die Residuen von f (z) 
an den Stellen 0 und 1 unmittelbar zu ent
nehmen sind. 

5. Singulare Stellen einer anal~iiscben 
Funktion. AIle Stellen der z-Ebene, an denen Abb. 17. Umlauf urn zwei singulare 

Pnnkte. 
eine sonst analytisehe Funktion keine Ab-
leitung besitzt (nieht regular ist), heiBen singulare Stellen von t(z). Man 
unterscheidet bei eindeutigen Funktionen die Pole oder auBer
wesentlieh singulare Stellen von den wesentlieh singular en 
Stellen. Es sei Zo eine singulare Stelle. Man entwiekle t (z) in eine 
Laurentsche Reihe naeh Potenzen von z - zoo Dann kommen darin 
gewiB Potenzen von z - Zo mit negativen Exponenten vor, sonst ware 
ja z - Zo keine singulare Stelle. Nun sind zwei Falle moglich. 

a) Es sei 

t(z) = ~-=-~+~~+ ... +~+aO...Lal(z-zO)+···' (93) (z - zo)m (z - zo)m-l z - Zo I 

wobei die Potenzen von z - Zo mit negativen Exponenten in endlicher 
Zahl auftreten. Die Stelle z = Zo heiBt dann ein Pol der Funktion t(z). 
1st a_m 9= 0 und - m der absolut groBte der negativen Exponenten, 
so verhalt sieh die Funktion 

tl(Z) = (z - zo)m. i(z) 

an der Stelle Zo regular, dann heiBt m die "Ordnung" des Poles Zo; oder 
t(z) hat an der Stelle Zo einen Pol mter Ordnung. 

Die Summe aller Glieder mit negativen Exponenten von z - Zo, 

also den Ausdruek 

~ + ~ . + ... +--~-=."'--
z -- Zo (z - zo)2 (z - zo)m . 

nennt man in diesem Falle oft den" H a u p t teil" der Funktion. 
b) Es sei 

o 

i(z) = 2( a_I. )i + a1 (z - zo) + a2 (z - ZO)2 + ... , (94) 
J.~oo z-zo 

wobei jetzt die Potenzen von z - Zo mit negativen Exponenten in un
endlieher Anzahl auftreten. Dann heiBt Zo eine wesentlieh singulare 
Stelle. Jetzt ist es nieht moglieh, dureh Multiplikation von t (z).mit einer 
noeh so hohen Potenz von z - Zo eine bei Zo regulare Funktion zu erzeugen. 
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Zum Beispiel hat die rationale FunktioIi 

I 
f(z)=z(z_I)2 

bei z = 0 einen Pol erster Ordnung und bei z = 1 einen Pol zweiter 
Ordnung. Dagegen hat die Funktion 

1 

fez) = e Z , 

wie aus del' Entwicklung (87) folgt, bei z = 0 eine wesentlich sin~ulare 
Stelle. 

c) Eine Funktion, die (im Endlichen) keine anderen singularen 
Stellen als Pole hat, heiBt eine meromorphe Funktion, odeI' vom 
Charakter einer rationalen Funktion. 

Sa. Es gibt eine einfache Formel fiir den Zusammenhang 
zwischen del' Anzahl del' Pole und del' Nullstellen, die eine 
eindeutige analytische Funktion f (z) im Innern eines Bereiches (m) be
sitzt, in dem sie sonst regular ist: 

I 1. f' (z) 
2 ni 'f I (z) dz = N - P, (94a) 

(0) 

worin (0) die Randlinie des Bereiches bedeutet, N und P dagegen die 
Anzahlen del' Nullstellen und del' Pole, die t (z) im Innern von (m) hat, 
jede Nullstelle und jeder Pol jedoch sooft gerechnet, wie die zugehorige 
Ordnungszahl angibt. In del' Umgebung von Zo hat man namlich 

fez) = am(z - zo)m + am+1(z - zo)m+l + ... 
wo m > 0 ist, wenn Zo eine Nullstelle mter Ordnung ist, dagegen m < 0 
fUr einen Pol mit del' Ordnungszahl - m. Ferner ist 

/,(z) = am m(z - zo)m-l + am+1(m + 1) (z - zo)m + .. " 
daher 

I' (z) rn 
f (z) = z - Zo + ~ (z - zo) , 

wo ~ (z - zo) eine gewohnliche Potenzreihe sein solI. Mithin ist 

(I' (z)) 
m = mel -I ( ) . z Z= Zo 

Denkt man sich diese Betrachtung fUr jede del' n verschiedenen Null
stellen, deren Ordnungszahlen N 1, N 2, ••• N n seien, und jeden del' p ver
schiedenen Pole, deren Ordnungszahlen PI' P 2, •.• P p seien, durch
gefiihrt, so ergibt del' Residuensatz (92), angewendet auf die Funktion 
f' (~) / t (z), unmittelbar das gewiinschte Ergebnis (94a), wenn man noch 

Nl + N2 + ... + N n = N, 

setzt. 
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Beispiel. Die Funktion f(z) = z(tz ~1i;2 hat in einem Bereiche, in 

dessen Innern die Punkte z = - 1, 0, + 1 gelegen sind, N = 2, P = 3, 
und es ist 

l.f'(z) dz = 1. 2dz _fdZ -f 2dz = -2ni. 
~' t (z) ~fz + 1 z z - 1 

Bemer kung. 1st f (z) im Bereiche ($B) iiberall regular, also P = 0, 
so gibt das Integral (94a) die Anzahl der Nullstellen in ($B). 

6. Der "unendlich ferne" Punkt. Das Verhalten einer eindeutigen 
analytischen Funktion f(z) fiir absolut groBe Werte von z oder, wie 
man sagt, im unendlich fernen Punkte laBt sich auf das Verhalten 
einer anderen Funktion cp(1;) am Nullpunkte 1; = ° zuriickfiihren. Denn 
setzt man 

so ist 11;1 ~ ° fiir Izl ~ 00. 

Es sei 

f (z) = f ( ~ ) = cp (1;) . 

Wenn nun cp (1;) bei 1; = ° sich regular verhalt, so sagt man auch von 
f(z), daB diese Funktion sich im Unendlichen regular verhalte. Wenn 
cp (1;) bei 1; = ° einen m-fachen Pol oder eine wesentlich singulare Stelle 
hat, so legt man dasselbe Verhalten der Funktion f (z) am unendlich 
fernen Punkte bei. 

So ergibt sich zum Beispiel, daB f (z) = ~ sich im Unendlichenregular z 
verhalt; f (z) = Z2 hat "bei z = 00" einen Pol zweiter Ordnung; f (z) = eZ 

dagegen hat im Unendlichen eine wesentlich singulare Stelle, dann 
vgl. (87) -

( 1) ...1c 1 1 f Y = rp (1;) = e!; = 1 + C. l! + 12~2! + . . . 
hat eine solche bei 1; = 0. 

Die Bezeichnung "unendlich ferner Punkt der z-Ebene" oder "z = 00" 

ist natiirlich nur im iibertragenen Sinne zu verstehen, und man darf sich 
darunter nichts Anschaulich-Geometrisches vorstellen wollen. Wenn man 
von dem Verhalten einer analytischen Funktion f(z) in der "abge
schlossenen" komplexen Ebene redet, meint man ihr Verhalten fiir 
komplexe Werte von z und iiberdies fiir Izl ~ 00 im obigen Sinne. 
Hieriiber gibt es einen merkwiirdigen Satz, der aussagt, daB jede ana
lytische Funktion, wenn sie iiberhaupt verschiedener Werte fahig ist, 
an wenigstens einer Stelle der abgeschlossenen Ebene einen singularen 
Punkt besit:z;en muB. 
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7. Satz von Liouville. Eine eindeutige analytische Funktion, die 
sich in der abgeschlossenen komplexen Ebene uberall regular verhalt, 
ist eine Konstante. 

Beweis. Da I (z) uberall, auch fUr z = 00, regular sein soli, ist jl (z)1 
uberall beschrankt, d. h. es gibt eine Konstante K derart, daB 

I/(z) 1 < K 

ist fiir jedes z und auch ,fur Iz[-+ 00. Nun seien z und z + h zwei ver
schiedene Punkte der z-Ebene, und es sei (0) ein Kreis urn z als Mittel
punkt von so groBem Radius R, daB z + h noch im Innern und urn 
mindestens ! R vom Rande des Kreises gelegen ist (Abb. 18) Nach der 
Cauchyschen Integralformel (47) ist 

Abb. 18. Zum Satze 
von Liouville. 

I(z+h) -/(z) = 2~if(c-!-h- C~z)/(C)dC 
(0) 

= _1_ A: h t(C) dC 
2 n i:r' (C - z - h) (C - z) 

(C) 

und also nach (40) 
2,,; 

I I(z + h) - I(z) I < 21n ~~I.~ f Rdcp = 2 I hl K . 

'P = 0 

Man kann aber R beliebig groB, also die rechte Seite beliebig klein 
machen, und zwar fur jeden Wert von z und von h. D. h. es ist 

I(z + h) = I(z) , 

mithin ist I (z) konstant, w. z. b. w. 
8. Bemerkungen iiber mehrdeutige Fnnktionen. Wir mussen uns hier 

mit einigen Beispielen begnugen, an denen jedoch die bei mehrdeutigen 
Funktionen noch auftretenden Singularitaten deutlich erkennbar sind. 

a) W = 1z- zoo Diese Funktion hat fur jeden von Zo verschiedenen 
Wert von z zwei verschiedene Funktionswerte, die man als die beiden 
Zweige der Funktion unterscheidet, namlich fur z - Zo = rei<p 

icp 

WI = I i~1 e2 
und 

W 2 = I i~ I ei (i + n) . 
Nur fur z = Zo hat w den einen Wert Null. Man nennt daher z = Zo 

einen Verzweigungspunkt von w. Urn das Verhalten von w = I(z) 
= yz - Zo in der Umgebung des Verzweigungspunktes zu studieren, 
setze man w = e eiD, und lasse nun den Punkt z langs einer einfach 
geschlossenen Kurve den Punkt Zo umlaufen. Dabei wachst cp = arc (z) 

von einem Anfangswerte CPo bis CPo + 2 n, wahrend {} = arc (w) von dem 
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Anfangswerte Do = I 'Po bis zu I 'Po + n = Do + n wachst. Man ge
langt auf diese Weise, von einem Werte des einen Zweiges, etwa WI' aus
gehend zu den Werten des anderen Zweiges w2, und erst nach einem 
abermaligen Umlauf in der z-Ebene um den Verzweigungspunkt Zo er
halt man den urspriinglichen Wert WI wieder. Einem doppelten Um
lauf in der z-Ebene um den Punkt Zo entspricht also ein einfacher Um
lauf in der w-Ebene um den Punkt W = O. 

Riemann hat den Begriff der mehrblattrigen (hier bei W = -yz - Zo 

zweiblattrigen) Ebene eingefiihrt, indeI)1. fiir jeden der beiden Zweige 
WI und W 2 eine besondere z-Ebene benutzt wird, und diese so iibereinander 
gelegt werden, daB sich die Werte von z decken. Beiden so entstandenen 
Blattern ist der Verzweigungspunkt z = Zo gemeinsam, denn dort ist 
WI = w2• Um der Tatsache gerecht zu werden, 
daB erst nach zweimaligem Umlauf um den 
Verzweigungspunkt z = Zo die urspriinglichen 
Werte von W wieder erhalten werden, denkt 
man sich die beiden Blatter langs irgend 
einer von z = Zo ausgehenden Halbgeraden 

Abb. 19. Zweiblattrige Riemann· (oder auch irgendeiner ins Unendliche gehen- sche FIache. 

den doppelpunktslosen Kurve) so zusammen-
geheftet, wie die Abb. 19 angibt. Wenn man nun in dieser zweiblattrigen 
"Riemannschen Flache" von einem Punkte der Geraden ausgehend 
den Punkt Zo umlauft, so erhalt man, den Werten des oberen Blattes 
zugeordnet, die Werte des einen Zweiges WI; ist man nunmehr wieder 
an der Geraden angelangt, so hat man jetzt auf das untere Blatt iiber
zugehen, dem die Werte W 2 zugeordnet sind; ein abermaliges TIber. 
schreiten der Geraden leitet wieder auf das obere Blatt hiniiber. 

b) W = yz - zoo Diese Funktion ist fiir z =l= Zo m.deutig und hat 
bei z = Zo einen Verzweigungspunkt m ter Ordnung, indem die zugehorige 
Riemannsche Flache aus m verschiedenen BIattern besteht, von denen 
das erste mit dero mten langs des von Zo ausgehenden "Verzweigungs
schnittes" zusammenhangt. 

c) w=logz=lnlzl +iarc(z)+2kni (k=O,±I,±2, ... ). 
Diese Funktion ist unendlich vieldeutig; z = 0 ist hier, wie man sagt, 
ein Wind ungspunkt unendlich hoher Ordnung, well die zugehorige 
Riemannsche Flache aus unzahlig vielen Blattern besteht, die aile im 
Punkte Zo zusammenhangen. 

DaB die Verzweigungs- und Windungspunkte zu den singularen 
Punkten gehOren, sieht man leicht ein; denn z. B. ist fiir W = -yz- Zo 

dw 1 

dz l'z - zo 

nur vorhanden, wenn z =l= Zo ist. 
Rothe·Ollendorff·Pohlhausen, Funktionentheorie. 4 
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F. Anwendungen und vermischte Satze. 
1. Bereehnung eines bestimmten Integrales. Es sei das Integral 

fur den in Abb. 20 gezeichneten, geschlossenen Weg zu berechnen, und 
V zwar in dem Grenzf~ll, wo R ~ 00 und 
j z-fbene r ~ 0 streben. Da 1m Innern des Be

reiches die Funktion eiZjz uberall analy
tisch ist, gilt 

t izdz_O e -. z (95) 

I Die Integration werde nun in folgende 
Abb.20. Integrationsweg, geschlossen. 

Teile zerlegt: 
I. Langs des Halbkreises vom Radius R ist z = Rei 'P; 

dz = Rei'P·idcp = z·idq;. 
II. Langs der x-Achse von - Rbis - r ist z = x, dz = d x. 

III. Langs des Halbkreises vom Halbmesser r ist z = r' ei'P ; 
dz = z' idcp. 

IV. Langs der x-Achse von + r bis + R ist wieder z = x, d z = d x. 
Die Summe dieser vier Integrale muB dann nach (95) gleich Null sein. 
Das Integral I kann abgeschatzt werden. Es ist namlich 

n n n~ 

IIi = If eiRcos'P.e-Rsin'Pdcp I <I f e-Rsin'PdCPI =2f e- RSin 'l'd1jJ. 
o 0 0 

Dieses Integral kann man weiter zerlegen in 
e ,,/2 

f +f, 
o e 

wo C > 0 beliebig klein genommen werden kann, und davon ist das 
erste Integral wegen e -Rsin'!, < 1 fiir 0 < 1jJ < e hochstens gleich e, das 

zweite aber wegen e-RSin,p < e-Rsine hochsteng gleich e-Rsine (~ - 8) 
< ; e-Rsine. Mithin ist zusammen 

III <2(e+; e-Rsine). 

Nunmehr laBt sich R so groB nehmen, daB ; e -Rsine < 8 wird; man 
braucht namlich nur 

zu wahlen. Dann wird aber 

In~-lne 
2 

R>-.~--· 
sIn e 

III < 48, 

(96) 
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also beliebig klein, d. h. 
limI=O. (97) 

R-;.-co 

FUr das Integral III findet man mit Benutzung der Potenzreihe 
fiir eZ 

" 
III = -if exp(irei'P)d<p 

'1'=0 

'" . f { .' i2 r2. i3 r 3 . } = - ~ 1 + ~ re~'P + --e2~'P + -es>,!, + ... dIP. 
'1'=0 2! 3! 

(98) 

Die in { } stehende Reihe ist aber fiir aIle in Betracht kommenden Werte 
von <p gleichmii.I3ig konvergent (vgl. D, 2 a), denn das (A + 1) te Gliedistdem 

r). 

absoluten Betrage nach < Il!' diese GroBe aber von <p unabhangig und 

gleich dem (A + I)ten Gliede der konvergenten Reihe fiir er mit positiven 
reellen Gliedern. Mithin ist in (98) die Integration Glied fUr Glied ge
·stattet. Die auftretenden Integrale sind von der Form 

JeJ.i'Pd<p = .~ (ei.i:< - 1) 1 
o Il ~ 

I ( )J. ,I =n (-1 -1),) 

(A = 0, 1, 2, ... ) (99) 

also gleich 0 oder 2ijA, je nachdem A gerade oder ungerade ist. Daher 
wird 

III = -i(n + rS(r)), (100) 
worin 

( ~ ~ ~ \ 
S(r) = 2 -1 + -, - ~ + -,- -- + ... ) 3.3 D.D 7.7 , (101) 

eine bestandig konvergente Potenzreihe mit \ S(r) \ < 2\ cos r\ < 2 ist. 
Aus (lOO) folgt also 

lim II I = - in. (lO2) 

Endlich lassen sich die Integrale II und IV fiir R -+ 00 und r -+ 0 
in der Form zusammenfassen: 

o -co +co 

lim (II + IV) = f + f = f eixd:, 
-co 0 -co 

(103) 

und es gilt jetzt, indem man aIle Integrale addiert und (95), (97), (102) 
beriicksichtigt, im Grenzfalle fiir R -+ 00 und r -+ 0: 

(104) 
- co 

4* 
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Durch Zerlegung in den reellen und imaginaren Bestandteil folgt hieraus 

'f' (Xl dx cosxx = 0 (105) 
-00 

und 
+00 

f . dx 
slnxx~ = n (106) 

- 00 

oder, wie man leicht sieht, 
00 

f . dx n 
SlllX-;:- = ~2 . (107) 

o 

Es ist nicht ganz einfach, dieses Integral ohne Zuhilfenahme komplexer 
Betrachtungen zu berechnen. 

2. Hakenintegrale. Die in abgekiirzter Bezeichnung geschriebenen 
letzten Formeln, insbesondere (104), geben insofern den Sachverhalt 

~y nicht in aller Scharfe wieder, als der Nullpunkt 
i selbstverstandlich auszuschlieBen ist. Wenn man 
, daher in (95) den Integrationsweg nach Abb. 20 

___ ...JA '3 beibehalt, jedoch fiir den Grenzfall R -» 00, so 
r x erhalt man aus (95) und (97) 
I 
i 

Abb.21. Hakell. 

feiZ~Z=O Z ' 
(108) 

-"'4 

wobei der Haken den Integrationsweg (vgl. 
Abb.21) andeutet (HakenintegraF); hierbei ist der Nnllpunkt durch 
einen Halbkreis nach oben von beliebigem Radius r umgangen. 

y 

-----j-- ---~ x 

Abb. 22. Haken. 

Mittels der Substitution 

-iz=C, dz d~ 

z T 
wird der Integrationsweg um arc ( - i) = 3; ge

dreht, und man erhalt das Hakenintegral (Abb.22) 

Bei der Umkehr der Integrationsrichtung andert das Integral nur sein 
Vorzeichen; also ist auch (Abb. 23) 

f? e-;-df = O. (109) 

J Diese Bezeichnung riihrt von A. Korn her. 
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Nun sei t eine reelle Veranderliche. 1st t > 0, so bedeutet es nur eine 
MaBstabsanderung der z-Ebene, wenn man in (109) t 1; statt 1; einfiihrt. 
Man erhiilt also 

J} e-t~ dt = 0 fUr t > o. (110) 
!f 

Fa.lls aber t negativ oder Null ist, erhaIt das ------+ 
Integral einen anderen Wert. Um ihn zu finden, 

----;;;-

werde zunachst fiir den in Abb. 24 gezeichneten 
geschlossenen Integrationsweg das Integral 

1 1. iz dz 
2ni'j'e Z 

.x 

Abb. 23. Haken. 

berechnet. Da z = 0 im umfahrenen Gebiet die einzige Singularitat 
eiz 

von - ist, so ist das Integral nach z 
(88) gleich 

( BiZ) mel - . z z=o 
ei~ 

Die Laurentsche Reihe von in z 
der Umgebung von z = 0 lautet 
e' z 1 i i2 i3 

Z = Z + Tf + 2! z + 3! Z2 + ... 
Das Residuum ist also gleich 1. Abb. 24. Geschlossener Integrationsweg. 

Mithin ist auch [fiir R ~ 00 mit 
Beriicksichtigung von (97)] das Hakenintegral (Abb. 25) 

-1_J iz dz = 1 2 . e • 
n~ z (111) 

---....r'>-
n 

Die Substitution iz = 1; ergibt eine Drehung der z-Ebene um +"2 ; 
also wird 

J}e~ dt = 2ni. (1l2) 

Setzt man t1; statt 1;, wobei auch wieder 
t> 0 reell sein soll, so erhalt man 

J}et~t;=2ni fiir t>O. (1l3) 

Die linke Seite geht in die von (IlO) iiber, 

w 
i 
i 

------~~----~~~ 
I 
i 

Abb. 25. Haken. 

wenn man - t statt t schreibt, d. h. wenn man dort t negativ nimmt. 
Um das Ergebnis fUr den Fall t = 0 zu vervollstandigen, betrachte 

man das Integral 
JdC. 

C ' 
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fiir den Weg der Abb. 26 verschwindet es, da im umschlossenen Gebiet 
keine Singularitaten der Funktion llC liegen: 

t dt = O. (114) 

Dieses geschlossene Integral kann aber aus dem von - Ri bis + Ri mit 
Umgehung des Nullpunktes erstreckten Hakenintegral und dem Kreis-

~y bogenintegrallangs des Halbkreises (H) vom 
+iff i Radius R zusammengesetzt werden (Abb. 26) ; 

___ 1 
I 

-iff I 

i 
Abb. 26. Geschlossener 

Integrationsweg. 

es ist also 
+Ri 

ft~t+ fdt-=o. 
-Rd 111) 

Auf dem Halbkreise (H) ist e; = R'eirp , 

de; = ie;·dcp, also wird 

Da dieses Resultat von .R ganzlich unabhangig ist, kann man sogleich 
zur Grenze R -+ 00 ubergehen und findet 

It d, . rT=tJ"l, (115) 

wo jetzt die Integration uber die ganze imaginare Achse unter Um
gehung des Nullpunktes nach rechts zu erstrecken ist. 

3. StoJUunktion. Die Ergebnisse. der Formeln (110), (113) und (115) 
lassen sich so zusammenfassen: 

fur 

fur 

fUr 

t < 0, 

t=O, 
t> o. 

(116) 

Die hierdurch bestimmte reelle lmstetige Funktion S(t) wird ein dis
kontinuierlicher Faktor genannt. 

Wir wollen eine solche unstetige Funktion, die beim Ubergang von 
negativen zu positiven Argumentwerten plotzlich von 0 auf 1 springt 
- daB sie beim Nullpmikte selbst. den Zwischenwert Yz annimmt, ist 
nicht wesentlich -, als eine StoBfunktion bezeichnen. Solche Funk
tionen treten z. B. auf, wenn man in eine stromlose elektrische Leitung 
p16tzlich einen Strom einschaltet oder - wie man sagt - einen Strom-' 
stoB schickt. 

Wenn man wie ublich mit sgnt (Vorzeichen von t) den Wert + 1, 
0, - 1 bezeichnet, je nachdem t positiv, Null, oder negativ ist, kann 
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man S (t) leicht durch die Funktion sgnt ausdrUcken. Es ist 

S(t) =2~if?et~di =! (l+sgnt). (117) 

Die Abb. 27 zeigt den Verlauf diesel' StoBfunktion. 
Eine StoBfunktion, die fUr t = to von 0 auf den positiven Wert K 

springt, ist einfach 

K.S(t-to)· (118) 

Wir werden darauf in einem 
del' nachsten Paragraphen zuriick
kommen. 

4. Lineare Differentialgleichungen 
nnd die sogellannte Heavisidesche 
Operatorenrechnung. Bekanntlich 
hangt die Bestimmung del' elasti

F(t) 

1~'-"-----

~f 
-------::o?----------t 

i 
Abb.27. StoJ3funktion 8(t). 

schen odeI' harmonischen Schwingungen von del' Integration einer odeI' 
mehrerer linearer Differentialgleichungen ab, die je nach del' Zahl 
del' Dimensionen des Mediums gewohnliche Differentialgleichungen odeI' 
partielle sein konnen. Auch die Theorie del' periodischen elektrischen 
Erscheinungen, wie del' elektromagnetischen Schwingungen des Xthers 
odeI' die schwingenden V organge beim Strom und bei del' Spamlung in 
einem Kabel odeI' einer Doppelleitung griindet sich auf das Studium 
solcher linearer Differentialgleichungen. Wir wollen uns hier mit dem 
einfachsten Fall derlinearen gewohnlichen Differentialgleichungen 
beschaftigen. 

FUr vieleZwecke bedient man sich in diesel' Theorie einer symbolischen 
Bezeichnungsweise fiir die vorkommenden Differentiationen nach del' 
unabhangigen Veranderlichen. Obwohl diese Bezeichnung, die auf 
Lei bniz zuriickgeht, schon seit dem achtzehnten Jahrhundert (La
grange) bekannt ist, und obwohl sie in mehreren alteren Lehrbiichern1 

ausfiihrlich behandelt worden ist, belieben doch die Elektrotechniker, 
sie jetzt nach Heaviside zu benennen. 

Es sei t die unabhangige reelle Veranderliche, in den physikalischen 
Anwendungen meist die Zeit, und x eine reelle odeI' komplexe 
Funktion von t, die jedoch geniigend oft differenzierbar sein soll. Ferner 
selen 

ao' aI' a2 , .•. am 
gegebene Funktionen von t, odeI' auch Konstanten. Wir betrachten 
den linearen Differentialausdruck mter Ordnung (falls am + 0 ist) 

(U8) 

1 Z. B. G.Boole: Treatise on the Calculus offiniteDifferences. Cambridge 1860. 
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Um ihn bequem schreiben zu konnen, setze man 

dx d d2 x d2 
X Dx - x - D 2x at = at = , fIi2 - dt2 - , 

und betrachte Dx als ein "Produkt" des "symbolischen Operators" D 
mit x; in Wirklichkeit ist D, vor x gesetzt, lediglich ein "Befehl", x 
nach t zu differenzieren. SchlieBlich betrachte man 

Dm = DD ... Dmmal 

als die symbolische m te Potenz von D. Dann HiBt sich der obige lineare 
Differentialausdruck (118) in der Form 

L (D) x = (ao + aID + a2 D2 + ... + amDm) x (120) 

schreiben, worin die "ganze rationale Funktion von D" 

L (D) = ao + aID + az D2 + ... + amDm, (121) 

ein linearer Differentialoperator mter Ordnung, nichts anderes als der 
"Befehl" ist, die darauffolgende Funktion x in der durch (118) vor
geschriebenen Weise zu behandeln. 

Die Gleichung 
L(D)x = T(t) (122) 

ist also eine homogene lineare Differentialgleichung mit der "Storungs
funktion" T (t). 1st diese etwa der erregenden Beschleunigung propor
tional, so liefert die Integration von (122) die x-Komponente einer 
Schwingung, die insbesondere harmonisch heiBt, wenn ao, av ... am 
Konstanten sind. Es sei Xo eine Partikularlosung von (122), d. h. 

L (D) Xo = T (t) , 

so geniigt x - Xo der zu (122) gehorigen homogenen Differential
gleichung 

L (D) (x - xo) = 0 , (123) 

die ausgeschrieben also lautet 

d d2 dm 
ao (x - xo) + a l at (x - xo) + a2 aJ2 (x - xo) + ... + am dt m (x - x o) = o. 

o. Gekoppelte Schwingungen. Es sei nun ein System von n solchen linea
ren Differentialgleichungen mit n unbekanntenFunktionen Xl' x2, '" Xn 
von t und n gegebenen erregenden Funktionen T 1 , T 2 , ..• Tn von t 
vorgelegt: 

Lll (D) Xl + Ll2 (D) X2 + ... + LIn (D) Xn = TI (t), 1 
L21 (D) X2 + L22 (D) X2 + ... + L 2n (D) Xn = T2 (t), 

~nl'(;) ~l ~ ~n~ (~) ~2 ~ ' •• ' • '+' L~n ~D~) ~n' 'T ~ (t;. I 
(124) 
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Wir scb,reiben es in der kurzen Form 

n 
2: Lik(D) X k = T; (t) , 
k=1 

(j = 1, 2, ... n). 

(125) 

Hierin bedeuten die L; k (D) n 2 lineare Differentialoperatoren von der 
Form (121), etwa 

L;k(D) = a;k, 0 + a;k,ID + aik,2D2 + ... + ajk.m;kDm;,., (126) 

(j, k = 1, 2, 3, ... n) 

worin m;k die Ordnung des Operators L;k(D) bezeichnet, und die 
Koeffizienten a, k,1 gegebene Funktionen von t oder Konstanten sind. 

Durch die n 2 Gleichungen (124) oder (125) sind die n Schwingungs
groBen Xl' X2 , ••• x" gekoppelt. Ein Beispiel dafiir sind die elektro
magnetisch gekoppelten Strome J I • J 2 und Spannungen VI' V2 zweier 
verketteter elektrischer Schwingungskreise (Abb.28), die den Diffe
rentialgleichungen 

L dJl MdJs vol cClt+ Tt- 1= , 

L dJ2 M dJ1 V I 2Tt+ Tt+ 2=0, 

G dVl J ITt+ 1=0, 

(127) 

Abb. 28. Zwei gekoppelte Stromlrreise. 

genugen, worin G1 , G2 die Kapazitaten, L 1 , L2 die Induktivitaten der 
einzelnen Stromkreise, M ihre wechselseitige Induktivitat bedeuten. 

In dem vorstehenden System (127) ist im Vergleich mit (124) fur 
Xl = J 1 , x2 = J 2 , X3 = VI' x 4 = V2 

Ln (D) = LID, L 12(D) = MD, LlS(D) = -1, L 14 (D) = 0, 

L 2l (D) = MD, L 22 (D) = L 2D, L 23 (D) = 0, L 24(D) = + 1, 

LS1(D) = + 1, L 32 (D) = 0, Las (D) = GlD, L 34 (D) = 0, 

L 41 (D) = 0, L 42 (D) = - 1, L 43 (D) = 0, L44 (D) = G2 D • 

6. Lineare homogene Systeme mit festen Koeffizienten. Wir wollen 
nun annehmen, daB die Koeffizienten a; k, I. samtlich von t unabhangig 
seien, ferner daB die vorgelegten Gleichungen homogen seien (123). Das 
System lautet dann 

n 
2: L;k(D) Xk = 0 

k=1 
(j = 1, 2, ... n). 

(128) 
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Die Auflasung dieses Systems ist, me hier ohne Beweis mitgeteilt werde, 

Xk(t) = Plk(t) eT1t + P 2k (t) eM + ... , (129) 

worin fl' r2 , ••• , die sogenannten "Eigenwerte" des Problems, die 
Wurzeln der algebraischen Gleichung (Hauptgleichung) 

Lll (r) LI2 (r) ... LI n (r) 

Ll (r) = L2I (r) L22 (r) ... L2n (r) = 0 (l30) 

L"I (r) Ln2 (r) ... L",,(r) 

bedeuten, und die Funktionen P Ik (t), P 2k (t), ... Polynome von t (mit 
willkiirlichen festen Koeffizienten), deren Grad jedesmal um I kleiner 
ist als die Vielfachheit der betreffenden Wurzel rl , r2 , ... der Haupt
gleichung (130). Diese Lasung (129) ist, wie man sieht, eine naheliegende 
Verallgemeinerung des Falles einer einzigen Unearen Differential
gleichung 

L(D)x = 0 

mit konstanten Koeffizienten. 
Man integriere danach das System (127), das zu den homogenen 

gehOrt. 
7. Lineare Systeme mit konstanten Koefiizienten, die durch har

monische Scllwingungen erregt werden. Nun betrachten wir wieder das 
System (125), jedoch mit konstanten Koeffizienten ajk,}..' und nehmen 
an, daB die erregenden Beschleunigungen T j (t) harmonische Schwin
gungen seien. Man kann in diesem FaIle, statt von Sinus- oder Kosinus
funktionen auszugehen, diese zu Exponentialfunktionen ill Komplexen 
zusammenfassen, und also 

(j = 1, 2, ... n) (131) 

setzen, wo AI' A 2 , ... An reelle Konstanten und ebenso peine kom
plexe Konstante bedeuten soIl, durch die die gemeinsame Kreisfrequenz 
und gegebenenfaIls, namlich wenn 

)He p < 0 (132) 

ist, auch die gemeinsame Dampfungskonstante aller erregenden Schwin
gungen gegeben ist. Das sieht man sofort ein, wenn man p = (J. + iw 
setzt und Tj(t) in der Form 

T j (t) = Aj elXt (cos wt + i sin wt) 

schreibt. Die GraBen AI' A 2 , ••• An bedeuten die Schwingungsweiten. 
Wir betrachten also jetzt das System 

n 
2) Ljk(D)Xk = AjePt 

k=l 

(j = 1,2, ... n) 

(133) 
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und beschranken uns der Einfachheit wegen auf den Fall, wo die ge
gebene komplexe Kortstante P nicht zu den Eigenwerten des Problems 
gehOrt, d. h. wo die Deierminante 

L11 (p) L12 (p) ... L1 n (p) 

LI (p) = L21 (p) L22 (p) ... L2n (p) =1= 0 (134) 

Ln1 (p) Ln2 (p) ... Lnn (p) 

ist. Um das System (133) zu integrieren, bemerke man, daB es geniigt, 
ein System von PartikularlOsungen zu finden; denn danach hat man, 
zufolge der Bemerkung in (123), nur noch das zugehorige homogene 
System zu integrieren, wofiir die allgemeine Losung ja bekannt ist (129). 
Macht man nun fiir das System (133) den Ansatz 

Xk(t) = Ok(P) ePt (k = 1, 2, ... n), (l35) 

wo die 0k(P) noch unbestimmte Konstanten (d. h von t unabhangige 
GroBen) bedeuten, so geniigt er den Gleichungen (133), falls nur die 
Bedingungen 

n 
.2 Ljk(p) 0k(P) = Aj 

k=l 

(j = 1, 2, ... n) 

(136) 

erfiillt sind, wie eine leichte Rechnung zeigt. Das sind n lineare Glei
chungen mit den Unbekannten 0k(P) (k = 1,2 ... n), aus denen sich 
diese infolge der Voraussetzung (134), LI (p) =1= 0, eindeutig bestimmen 
lassen. Die Auflosung ergibt 

() Ak(P) 
Ok P = A (p)' (137) 

worin Llk(P) die Determinante bedeutet, die aus LI (p) entsteht, wenn 
darin die kte Spalte durch die festen Werte AI> All' ... An der Schwin
gungsweiten ersetzt wird. Damit wird die gesuchte Losung des Systems 
(133) 

x (t) = Ak(p) ept 
k A (p) 

(138) 

(k = 1, 2, ... n). 

8. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten, die durch StoB
funktionen erregt werden. Die in den letzten Nummern angestellten 
Betrachtungen sind groBten Teils als V orbereitungen fiir die nun folgen
den Untersuchungen aufzufassen, bei denen auch wieder die funk
tionentheoretischen Erkenntnisse zu ihrem Rechte kommen werden. 

Die erregenden Beschleunigungen sollen namlich nun StoBfunk
tionen sein. Solche Systeme von Schwingungen, die durch StoBfunk
tionen erregt werden, treten insbesondere bei Einschaltproblemen der 
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Elektrotechnik auf, wenn, wie etwa beim Telegraphieren, durch das 
Einschalten von Stromst6Ben Schwingungen del' Strom starke und del' 
Spannung in del' Leitung hervorgerufen werden. Wir benutzen nach 
(117) die StoBfunktion S (t) und stellen danach die erregenden Funk
tionen del' Differentialgleichungen in del' Form 

Tj(t) = Aj S (t) = 2;if} etp d: (139) 

(j = 1,2, ... n) 

dar, indem wir jetzt die komplexe Integrationsveranderliche mit p be
zeichnen und die Hakenintegrale in del' komplexen p-Ebene ausfiihren. 
Die Konstanten Aj(i = 1,2, ... n) haben jetzt die Bedeutung del' 
Intensitaten del' einzelnen Stromst6Be. Die Differentialgleichungen 
lauten somit 

n 
..2 Lik(D) Xk = AjS(t) 

k=l 

(j = I, 2, ... n). 

(140) 

Um sie zu integrieren, d. h. um ein System von Partikularl6sungen zu 
gewinnen, werde folgender .Ansatz gemacht: 

Xk(t) = 2 ~ if} ePt Ok (p) d: (141) 

(k = I, 2, ... n), 

wobei 0 1 (p), O2 (p), ... On (p) zunachst noch unbekannte analytische 
Funktionen del' komplexen, Veranderlichen p bedeuten. Diese miissen 
jedoch bestimmten Bedingungen geniigen. Wir miissen es uns hier 
versagen, sie im einzelnen zu formulieren. Nur sollen die Integrale, 
die im .Ansatz (141) auftreten, nicht bloB samtlich existieren, sondel'll 
die durch sie dargestellten Funktionen sollen so oft nach t differenzier
bar sein, als es die Differentialoperatoren L j k (D) erfordel'll, und iiber
diessolldie Differentiation nach t unter dem Integralzeichen 
a usfiihr bar sein. Besonders die letzte Bedingung verlangt eine ge
nauere Untersuchung, deren Besprechung hier zu weit fiihren wiirde. 
Wir werden uns nachher' in einem einschrankenden Faile von del' Zu
lassigkeit del' .Annahme iiberzeugen. 

Unter diesen Voraussetzungen folgt aus (141) zunachst 

dl Xk • 1 f' t () d p -- = Dt-x = --. p" eP O. p -
dtl k 2:n; ~ k P 

und daher weiter wegen (126) odeI' 

(142) 

Li/c(D) =.2 ajk,i. Di, 
i. 

(A = 0, I, 2, ... mj k) (143) 



nach (142) 

Die Formel von Heaviside und K. W. Wagner. 

Lik(D) Xle = 2 ~i 2) aik,,,f pi. ePtCk(p) d:, 
i. 

= 2~i f (.-? a).j,). p)-)ept Ck(p) ~: 
/. 

und wenn man wieder (143) benutzt 

L jk (D) X k = -21 .fLjk(P) ePt Ck(p) dp 
n~ p 

(j, k = 1, 2, .,. n). 
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(144) 

Dieses Ergebnis setze man in die linken Seiten der Differentialglei
chungen (140) ein und bemerke gleichzeitig, daB sich die rechten Seiten 
vermoge (139) eberualls in Form eines Hakenintegrals schreiben lassen; 
dann erha,lt man 

'1l d J (.2 Ljk(p) Ck(p) - AJ etp Ji. = 0 
k=l P 

(145) 

(j = 1, 2, ... n), 

und diese n Gleichungen werden identisch befriedigt, wenn die unbe
kannten Funktionen C Ie (p) so bestimmt werden, daB die Bedingungen 

n 
.2 LiIc(p) CIe(p) = Ai 

k=l 

(j = 1, 2, ... n) 

erfiillt sind. Diese stimmen aber wortlich mit den 
iiberein und ergeben nach (137) 

( Llk(P) 
Cle p) = Ll (p) . 

Gleichungen (136) 

(137) 

Nach den Erklarungen von LI (p) und L1dp) - vgl. 'I - sind diese 
Determinanten ganze rationale Funktionen von p, also C1 (p) , C2 (p) , 
... Cn(p) gebrochene rationale Funktionen von p. Setzt man 
sie in (141) ein, so stellen die so gefundenen Funktionen xk(t) unter den 
oben gemachten Voraussetzungen die gesuchten Losungen des 
Systems (140) dar. 

9. Die Formel von Heaviside und K. W. Wagner. Es sei nun 

x(t) = 2~if?ePtc(p)d: (146) 

irgendeine der vorher betrachteten Funktionen, wie sie etwa dem 
System der Differentialgleichungen (140) geniigen. Von einer solchen 
Formel, auf die er durch mehr physikalische Uberlegungen gekommen 
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war, ist K. W. Wagner 1 ausgegangen, urn eine von Heaviside rein 
empirisch 2 aufgestellte Formel mathematisch zu beweisen. 

Um einen AnschluB an die Heaviside-Wagnersche Bezeichnungs
weise zu erhalten, setze man 

1 
C(p) = Z (p) . (147) 

Diese FunktionZ(p) wird die "Stammfunktion" von x(t), die Gleichung 

Z.(p) =0 (148) 

die "Stammgleichung" genannt. Die Wurzeln dieser Gleichung stimmen 
mit den Eigenwerten des Problems, d. h. mit den Polen von C (p) uberein, 
wenn C(p) eine rationale Funktion von p ist. Es ist zweckmiWig, die 
Gleichung 

pZ(p) = 0 

zu betrachten; ihre Wurzeln seien 

Po = 0, PI' P2' ... P", ... 

mit den Ordnungszahlen 

ko, kl' k2' ... k", .... 

(148a) 

Die von W agn er erganzte Heavisidesche Formelfiir x (t) lautet nun so: 

x(t) =..2 Z,,(t), (149) 

wo y die Werte 0,1,2, ... durchlauft; darin ist 

( t t2 tk" - 1 ) 
Z"(t)=e!P,, A,,1+A,'2!T+A,,32T+ ... A"k"(k,,_l)!' (150) 

und A"l' A,,2' ... A"ky bedeuten die Koeffizienten des Hauptteiles 
(vgl. E, 5) der Laurentschen Entwicklung von 

C (p) 1 
~p-- pZ (p) 

nach Potenzen von (p - Py) , d. h. es ist 

C(p) 1 A",k" + A",ky-l + + A"I 
p pZ(p) (p-p,,)ky (p--=-p~)k,,-l ... p--p;, (151) 

+ ~(p-p,,), 
unter ~ (p - p,,) eine Potenzreihe verstanden, die nach steigenden 
Potenzen von (p - p,,) fortschreitet. 

Hat iibrigens die Gleichung (148a) nur einfache Wurzeln Po = 0, 
PI' P2' ' .. , so reduzieren sich die GraBen Z" (t), falls P" 9= 0 ist, auf 

(y = 1, 2, .,.) (152) 

mit Z'(p) = ~!. 
1 Arch. Elektrot. 4, 159 (1916). 2 Mathematics is an experimental Science. 
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In diesem FaIle vereinfachen sich namlich die Gleichungen (150) 
und (151) zu 

Z" (t) = etp" API' (153) 

p;(P) = P ~~" + \l3 (p - p,,). (154) 

Aus der letzten Gleichung folgt 

I p -p" . 
A"I = P Z(p) - (p - p,,) \l3 (p - p,,), 

hierin verschwindet der letzte Summand fiir p""" p", und der erste wll'd 
nach der Bernoulli-L'Hospitalschen Regel wegen Z (Pr) = 0 gleich 

I 1 
p .. . Z'(pp) , 

wo Z' (Pv) =1= 0 ist wegen der Einfachheit der Wurzel p". Man braucht 
das nur statt A"I in (153) einzusetzen, um (152) zu erhalten. 

1st dagegen p" = 0, v = 0, so gelten auch noch die Formeln (153) 
und (154), aber jetzt wird 

1 
AOI = Z(O)' 

wo wegen der vorausgesetzten Einfachheit der Wurzel Po = 0 ja Z (0) =1= 0 
sein muB. Also wird dalID Zo(t) = liZ (0). Setzt man alles in (149) ein, 
so erhalt man 

(v = 1, 2, ... ). (155) 

Die Formel (155) stellt den ursprunglich von Heaviside allein be
achteten Fall dar. 

10. Beweis der Heaviside-Wagnerschen Formel. Zum Beweise sollen 
folgende vier V oraussetzungen gemacht werden: 

1. Z (p) sei eindeutig. 
2. Die Eigenwerte p,,(v = 1, 2, ... ) sollen keine positiven Real. 

teile besitzen. 

3. Es solI O(p) = Z ~p) nicht fUr aIle Ipi > Q beliebig groB werden, 

vielmehr solI es immer noch Werte R > Q geben, so daB fUr aIle I pi = R 
die Funktion O(p) beschrankt bleibt. 

4. Z (p) besitze nur isolierte N ullstellen, 0 (p) also nur isolierte Pole, 
keine wesentlich singularen Stellen; 0 (p) sol1 also eine meromorphe 
Funktion (E 5) sein. Man betrachte jetzt das Integral (146) 

J=_l_1.etP O( )d p =_1 _A: etpdp 
2ni':f' p p 2ni':f'p.Z(P) , (156) 
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erstreckt iiber den in Abb. 29 angegebenen geschlossenen Integrations
weg der komplexen p-Ebene. Nach dem Residuensatze ist 

n (e t p ) J = mef , .2 p. Z (p) p=p" 
(157) 

,-=0 

wo Po = 0, PI' P2' ... Pn die im Innern des Integrationsweges ge-
A,I legenen Pole bedeuten, die nach Voraus

setzung nur in endlicher Anzahl dort auf-
----'-....,- treten konnen. Die Bezeichnung sei etwa 

"-
p-Ebene \ so gewahlt, daB I p,,1 < I p"+1i und, falls 

\ Ip,,1 = Ip"+1I, daB arc (p,,) < arc (p,,+1) ist. 
_____ ~ Nun sei k" die Ordnungszahl der Lo-

J sung p" der Gleichung p Z (p ) = 0, oder kv 
/ die Ordnungszahl des Poles p" der Funk-

/ tion IjpZ(p). Dann gilt die Laurentsche Ent-
// wicklung (151) nach Potenzen von' = p - p". 

i-- Andererseits ist 
Abb.29. Zur Heaviside· 

Wagnerschen Forme!. ( t , t2 '2 ) 
etp = etp". et~ = etp" 1 + E + + + .. , , 

I (J58) 

eine Formel, aus der man leicht den Koeffizienten von ,-1 = (p _ p,,)-l 
entnehmen kann, namlich -

pZ (p) P=Pv (159) mef(~) I 
( 

t t2 tk,,-l ) 
= etp" A"l + A"2E + AV3 2! + ... + Avkv(kv -1)1 . 

Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten Seite von (150) iiberein; mithin 
ist nach (157) 

n 
J = .2Z" (t). (160) 

,,=0 

LaBt man jetzt in der Abb. 29 den Radius R unbegrenzt wachsen, 
jedoch so, daB die Werte von R der Voraussetzung 3. geniigen, so werden, 
falls die Anzahl der Eigenwerte p" endlich ist, infolge der Voraussetzun
gen 2. und 4. diese von einem bestimmten R an samtlich von dem Halb
kreise mnfaBt werden, oder, wenn es unendlich viele Eigenwerte p" 
gibt, so wird doch jeder schlieBlich umfaBt werden konnen. 

Das Integral (156) geht fUr R -J>- 00 wegen der Beschranktheit von 
C(p) nach den Ergebnissen der Nummern 1 u. f. in das zugehorige 
Hakenintegral (146) iiber, wahrend die Residuensumme (160) entweder 
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eine endliche mit soviel Summanden ist, als verschiedene Eigenwerte 
vorkommen, oder eine unendliche Reihe darstellt. 

Damit ist die Heaviside-Wagnersche Formel (149) bewiesen. 
Die Konvergenz der unendlichen Reihe muB natiirlich in jedem 

Falle besonders nachgewiesen werden. 
11. Erganzung zu Nr.8. Wenn die Anzahl m der Eigenwerte p" 

eine endliche ist, dann ist C (p) eine gebrochene rationale Funktion. 
Nach (146) und (149) ist jetzt 

I f, d m 
x (t) = 2 n i J} eP t C (p) : = ~ Z" (t) . (161) 

Wir haben solche Funktionen als Losungen von linearen Differential
gleichungen erkannt, deren Storungsglieder StoBfunktionen sind. Nul' 
war noch der Nachweis zu erbringen, daB die Differentiation nach dem 
Argumente t unter dem Integralzeichen gestattet ist. Dies laBt sich 
aber im Falle der Formel (161) leicht zeigen. 

Bei der Differentiation unter dem Integralzeichen tritt namlich 
einfach p·C (p) = C (p) 1 an Stelle von C (p), also auch p-l Z (p) =Z (p) 1 

an Stelle von Z (p). 
Wir entwickeln nun das entstehende Integral ebenfalls nach dem 

Residuensatze und setzen daher 

I f d m 
2"ni }ePtC(Ph : = ~Z,,(th. (162) 

Von den Voraussetzungen in Nr. 10 gelten 1., 2. und 4. ohne weiteres 
auch fiir C(P)1 und Z(P)I; auch die Anzahl m der verschiedenen Pole 
ist dieselbe geblieben, allein der Pol p = 0 konnte moglichenfalls nicht 
mehr auftreten. Nur die Voraussetzung 3. hat man ausdriicklich fiir 
C(ph aufrechtzuerhalten. Dann ist 

Z" (th = me; ( ;t(p) ) 
P PI p=p" 

und nach (158) mit p = C + p" 

~--(~+P,,)~-~ ~ 
pZ(ph - pZ(p) - pZ(p) +P"pZ(p) 

= et p,. (C + It! C2 + ;~ C3 + . . . ) 
. (A" k" + A", k,,-l + ... + A"I + \l3 (C)). 

~k,. ~k,,-l ~ 

Daraus entnimmt man das Residuum als Koeffizienten von C- 1 zu 

t [ t tic" - 2 1 z" (th = e p" A"2 + A,.3l! + ... + A"k" (k,. -2)! 

+ Pv (AVI + Av2 It! + ... + AVkv (:~~!)J. f 
(163) 

Rothe·Ollendorff·Pohlhausen, Funktionentheorie. 5 
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Andrerseits ergibt die Differentiation der rechten Seite von (161) 

m 
dx(t) =Dx(t) = "Z~(t), 

dt L.; (164) 
,,=0 

und man zeigt leicht aus (150) durch unmittelbare Differentiation 

Z~ (t) = Z" (th . (165) 

Hieraus folgt die Ubereinstimmung von (164) mit (162), und damit die 
Giiltigkeit der Differentiation des Hakenintegrals (161) 
unter dem Integralzeichen. 

In (164) wiirde der Eigenwert p = 0 nicht mehr auftreten, wenn 
Z~(t) identisch Null, d. h. Zo(t) konstant ware. Das ist, wie die Formel 
(151) zeigt, dann und nur dann der Fall, wenn O(p) fiir p = 0 regular 
ist. Dann ist aber die Funktion p 0 (p) = 0 (p) 1 fiir beliebig groBe Werte 
von Ipi nicht mehr beschrankt, also die Voraussetzung 3. in Nr.10 nicht 
mehr erfiillt. Dieser Fall ist daher auszuschlieBen. 

Wenn x(t) mehrfach nach t unter dem Integralzeichen di££erenziert 
wird, gelten dieselben Betrachtungen, nur muB man bei A-maliger 
Differentiation ausdriicklich voraussetzen, daB pI. 0 (p) auch fiir be
liebig groBe Werte von Ipl noch beschrankt sei. In der rationalen Funk
tion 0 (p) selbst muB daher der Pol p = 0 mindestens die Ordnungszahl A 
besitzen. 

Wir gehen jetzt zu der wichtigsten geometrischen Anwendung der 
komplexen Funktionen iiber, der komormen Abbildung. 

y 

dy 

z 

12. Konforme Abbildung. Es seien x, y, etwa 
als Funktionen eines Parameters gedacht, die 
Koordinaten eines veranderlichenKurvenpunktes. 
Der Vektor 

dz = dx+ idy = ds·ei {} (166) 

x verlauft wegen 
Abb.30. Vektor des d 

Linienelements. {} = arc (dz) = arc tg d~ 

tangential zur Kurve; seine Lange Idzl = -ydX2 + dy2 = ds bedeutet 
das Bogenelement der Kurve (Abb. 30). Nun sei w = t(z) eine analy
tische Funktion von z. Es ist dann 

dw = t' (z) • dz . (167) 

Durch w = t (z) wird eine Beziehung zwischen den Punkten z der z-Ebene 
und den entsprechenden Punkten w der w-Ebene hergestellt, oder -
wie man sagt - die beiden Ebenen werden auf einander abgebildet. 
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Den Kurven (I) und (II) der z-Ebene entsprechen ihre ebenso bezeich
neten Bilder in der w-Ebene (Abb. 31). 

Man setze nun 

Idwl = dB; arc (dw) = e, 
soda.B also 

dw=dB·eie (168) 
wird. Aus (167) folgt 

dB· eie = t' (z) d8' ei {} . (169) 

In dieser Gleichung konnen jetzt Argumente und Betrage beiderseits 
verglichen werden, falls nur f' (z) 9= 0 ist. Das ergibt fiir die Betrage 

dB=lf'(z)ld8 (170) !f z-fbene nrEbel7e 

und fur die Argumente 

e = arcj'(z) + il. (171) 

If' (z) I miBt daher das Verhalt
nis der Langen entsprechen
der Linienelemente, wahrend 
arc j' (z) die bei der Abbildung 

ff v I 
I 

z 
z l1J 

y 

x oX u 

Abb. 31. Zur konformen Abbildung. 

l1J 

IJ 

erfolgte Drehung eines Linienelements bedeutetl. Beide sind nur vom 
Orte z der abzubildenden z-Ebene abhangig. Sind daher (I) und (II) 
zwei durch den Punkt z gehende Kurven der z-Ebene, d8 l , d8 2 ihre 
Linienelemente, ill' il2 die zugehorigen Tangentenwinkel, so hat man 
nach (170) und (171) 

und 
(172) 

(173) 

Diese Gleichungen sagen aus, daB die Langenverhaltnisse um so mehr 
erhalten bleiben, je kleiner die Langen sind, und daB die Winkel un
geandert bleiben. Man nennt daher die durch eine analytische Funk
tion w = f (z) vermittelte Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene in 
den kleinsten Teilen ahnlich oder konform und winkeltreu. 
Aile diese Betrachtungen gelten, wie schon gesagt, nur unter der 
Voraussetzung, daB j' (z) 9= 0 ist. 

13. Beispiele der konformen Abbildung. Eine sehr einfache Bestati
gung der Tatsache, daB bei der konformen Abbildung die Winkel erhalten 
bleiben, liefern die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (11). 
Denn aus ihnen folgt sofort 

au av + fJu OV _ 0 ax ax 0!l0Y - , (174) 

und das ist bekanntlich die Bedingung dafiir, daB sich die beiden Kurven-

1 f' (z) pflegt man daher auch als das "Verzerrungsverhiiltnis" zu bezeichnen. 
5* 
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scharen u = konst und v = konst der z-Ebene senkrecht schneiden. 
Die Bilder dieser beiden Kurvenscharen sind in der w-Ebene (w = u + iv) 
die Koordinatengeraden u = konst, v = konst . 

Wir besprechen nun ganz kurz einige der einfachsten konformen 
Abbildungen. 

1. Es sei 
w=z-zo· 

Diese Abbildung stellt eine Verschiebung der z-Ebene langs des 
Vektors Zo dar. 

2. w = mz fur reelles m ergibt eine MaBstabsanderung der z-Ebene. 
3. w = az stellt fUr komplexes a eine Drehstreckung dar. 
Denn es ist 

Iwl = lal·lzl; arc (w) = arc (a) + arc (z) . 

Die erste Gleichung bedeutet eine Langenanderung, die zweite eine 
Drehung. 

4. w = az + b (fur a und b konstant) liefert eine Vereinigung von 
1. und 3., also Verschiebung langs b, MaBstabsanderung im Verhaltnis I a I 
nach Drehung um arc (a). 

5. w = .!. stellt eine Transformation durch reziproke Radien mit 
Z 

nachfolgender Spiegelung an der x-Achse dar; denn es ist 

arc (w) = - arc (z) . 

Hierbei ruckt der Nullpunkt z = 0 ins Unendliche (w =' (0). 
14. Fortsetzung: Linear gebrochene Funktionen. Die linear ge

brochene Transformation 
(J.Z + fl 

w=yz+o' (175) 

worin rx, (3, y, 0 vier der Bedingung rxo - (3y 9= 0 unterworfene kom
plexe Konstanten sind, kann mittels der Umformung 

w=~- (J.o-fly =.A+ B, 
- y y(yz + 0) C ,= yz + 0 

auf die konformen Abbildungen 4. und 5. zuruckgefuhrt werden. 
Man bilde erst die z-Ebene auf die ,-Ebene konform ab, was fur 

die z-Ebene nach 4. eine Verschiebung langs des Vektors 0, eine MaB
stabsanderung im Verhaltnis I y lund eine Drehung um den Winkel 
arc (y) ergibt. Sodann bilde man die '-Ebene auf die w-Ebene ab, 

die man erhalt, wenn man die ,-Ebene langs des Vektors .A = ~ 
y 

verschiebt, ferner eine Transformation durch reziproke Ra,dien und 
Spiegelung an der reellen Achse vornimmt und noch eine Drehung um 
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arc (B) = arc (y) - arc (cx() - fJy) und MaBstabsanderung um 
IBI = ICX() -fJyl :Iyl hinzufiigt. 

Hierbei ist stillschweigend y =F 0 angenommen worden. Fiir y = 0 
wiirde namlich (175) von der Form 4. sein. Es ist ferner 

dw rt.<5-fJy 
d z = (y z + <5)2 ; 

hieraus ist ersichtlich, weshalb die Voraussetzung CX() - fJy =F 0 ge
macht werden muBte. 

Durch die konformeAbbildung(175) wirddie Gesamtheit aller Kreise 
(und Geraden) der z-Ebene iibergefiihrt in die Gesamtheit aller Kreise 
(und Geraden) der w-Ebene. Hierbei kann die Abbildung dreier Punkte 
der z-Ebene in drei Punkte der w-Ebene willkiirlich vorgeschrieben 
werden, entsprechend der Anzahl der verfugbaren Konstanten cx : fJ : y : (). 

a) Um die spezielle linear gebrochene Transformation 

rt.z + fJ 
w = yz+t5' 

in der jetzt cx, fJ, y, () reell und cx() - fJy > 0 sein sollen, zu unter
suchen, setze man w = u + iv; der konjugierte Wert ist 

_ rt.z+fJ . 
w=yz+<5=u-~v. 

Daher ist 
w-w (rt.t5-py) 
2i = v = (y Z + <5) • (y z + <5) y. 

Da sich hiernach v von y um einen positiven reellen Faktor unter
scheidet, so vermittelt die eben betrachtete Funktion w eine Abbildung 
der oberen Halbebene y > 0 auf die obere Halbebene v > O. 

b) Die linear gebrochene Transformation 

Hier ist 

i-z 
w=i+z' 

, li-Z! 1/x2+(y-l)2 1/x2+y2+1-2y 
I w I = i + Z = V x2 + (y + 1)2 = V ;1;2 + y2 + 1 + 2 y . 

Fiir y = 0 entsteht 
Iwl = 1. 

Die x-Achse wird also in den Einheitskreis der w-Ebene ubergefuhrt. 
Fur y > 0 wird 

iwj < 1, 

d. h., die obere Halbebene y > 0 geht in das Innere des Einheits
kreises w = 1 iiber. In welche Kurve der w-Ebene geht der Kreis I z I = 1 
iiber? 

15. Abbildungen Riemannscher FHichen. Die bis jetzt betrachteten 
Abbildungen waren samtlich durch eineindeutige (d. h. eindeutige und 
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eindeutig umkehrbare) Funktionen vermittelt. Infolgedessen entsprach 
jedem Punkte der z-Ebene genau ein Punkt der w-Ebene und umgekehrt. 
Bei den folgenden Abbildungen ist das nicht mehr der Fall. Daher 
k6nnen jetzt die Abbildungen der ganzen z-Ebene Teilbereiche der 
w-Ebene sein oder auch diese mehrfach uberdecken. Zwei Beispiele 

z-Ebene 

A 1 
f.L.L-~~1~-

dafiir sind die folgenden: 
1. w = zn fur n > 0, 

ganzzahlig. 
Die Umkehrungsfunk

tion 

Abb.32. Konforme Abbilli~fte~!~~~ Winkelraumes auf eine ist n-deutig; sie wird ein-
deutig auf einer n-fach 

uberdeckten w-Ebene, der zugeh6rigen Riemannschen Flache. Die 
Funktion bildet daher diese Riemannsche Flache umkehrbar-eindeutig 
auf die schlichte z-Ebene abo 

2. Die Funktion w = Zl/rz, worin IX. reell ist, bildet einen Ausschnitt 
des Einheitskreises vom Winkel IX.'IT, auf den Halbkreis der w-Ebene 
ab (Abb. 32). 

16. Konforme Abbildungen eines konvexen Polygons auf eine Balbo 
ebene. Wir wollen schlieBlich noch eine besonders wichtige Abbildung 
besprechen, die von Christoffel (1867) und von H. A. Schwarz 
(1869) zuerst behandelt worden ist, und gehen zu diesem Zweck von 
der Funktion 

Ii! f dz 
w- z-- t( ) - (z - Xl)rzl (z - X2)rz2 • •. (z _ xn)rzn (176) 

Zo 

aus. Hierin sollen Xl < x2 < ... X" beliebige reelle Werte und 
IX.I , IX.2' ••• IX. n ebenfalls reelle Konstanten bedeuten, die jedoch den 
Bedingungen 

0< IX.k < 1 (k = 1, 2, ... , n) (177) 

(178) 
und 

unterworfen seien. Die Veranderliche z werde auf die obere Halbebene 
~m z > 0 beschrankt. Der Integrationsweg in (176) kann in einem be
liebigen Punkte Zo der oberen Halbebene beginnen und beliebig in dieser 
Ebene verlaufen, jedoch muB er die Punkte Xl' X 2 , ••• X.,. vermeiden. 
Um der Funktion w = t (z) eine eindeutige Bedeutung zu erteilen, werde 
darin unter (z - Xk)rzk folgender Wert verstanden: 

(. )rzk _I Irzk irzkarc(z-xk) 't z - Xk - Z - Xk • e ml 0< arc(z - Xk) < 'IT,. (179) 

Dann ist w eine in der oberen Halbebene eindeutige und analytische 
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Funktion. Denn sie hat die Ableitung 

dw 
dz (180) 

diese existiert fiir jeden Wert von z =1= Xl' xz, ... Xn und verschwindet 
nirgends. Das ist auch fiir z = 00 der Fall, wie die Substitution C = 1: z 
zeigt. Nun ist 

arc (t'(z») 
= - (Xl arc (z - Xl) - (X2 arc (z - x2 ) - ••• - (Xn arc (z - xn) . (181) 

Wenn der Punkt z die x-Achse im positiven Sinne durchUiuft, dann ist 
im Bereiche - 00 < z < Xl 

arc (z - Xl) = n, arc (z - ~= n, .•. , arc (z - xn) = n, 

wahrend fiir Xl < z < X 2 

arc (z - Xl) = 0 , arc (z - x2) = n, ... , arc (z - xn) = n 

ist. Der Punkt z = Xl mag dabei durch einen kleinen Halbkreis in der 
oberen Halbebene 3m z > 0 umgangen werden. Das entsprechende 
Verhalten tritt bei den ubrigen Punkten X2 , xa, .•. Xn 

auf, und man ubersieht leicht, daB arc (I' (z» auf 
jeder einzelnen der Strecken - 00 ... Xl' Xl' .. X2 , 

X2 . .. Xa , ... , Xn - l . .. Xn , X n ' " +00 einen kon- lIl-£bene 

stanten Wert behalt. Der 
Formel (171) zufolge, wo z-£bene 

{} den Wert Null hat, er-~ 
halt also auch e einen .2'1 .2'z X'k 

konstanten Wert. J eder der 
obigen Strecken der x

Abb. 33. Konforme Abbildung einer Halbebene auf ein 
Polygon. 

Achse entspricht demnach in der w-Ebene ein Stuck einer Geraden, 
und wegen der Stetigkeit von f(z) beschreibt, wenn z die x-Achse 
von - 00 bis + 00 durchlauft, w in der w-Ebene einen Polygonzug. 
In der Umgebung von z = Xk nimmt der Arkus von (z-xk ) von n auf 0 
ab, also ist die Anderung von arc (I' (z» gleich (- (Xk)' (- n) = (Xk n. 
Das ist der AuBenwinkel des Polygonzuges der w-Ebene (vgl. Abb. 33) 
in der entsprechenden Ecke w = Wk' 

Die Summe dieser AuBenwinkel betragt wegen (178) 

.2 (Xk n = 2n. 
Da w sonst, auch bei z = 00 regular ist, enthalt das Polygon genau die 
n Ecken WI' w2 , ••• w n ; es ist konvex und geschlossen. 

Die durch (176) gegebene Funktion vermittelt demnach unter den 
Bedingungen (177), (178) und (179) eine konforme Abbildung der reellen 
Achse der z-Ebene auf den Rand eines konvexen geschlossenen Polygons 
der w-Ebene. Aus (180) ist ersichtlich, daB die Abbildung an den Ecken 
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des Polygons nicht mehr konform ist. Wir haben freilich noch nicht be
wiesen, daB auch das Innere des Polygons dadurch auf die obere Halb
ebene Sm z> 0 abgebildet wird. 

Nimmt man beispielsweise n = 4 und 

0(1 = 0(2 = 0(3 = 0(4 = ~ , 
so ist das entstehende Polygon ein Rechteck, und die abbildende Funk
tion, durch die dieses Rechteck der w-Ebene konform auf die reelle 
Achse der z-Ebene abgebildet wird, ist 

z J dz 
w = f (z - Xl) (z - X2) (z - Xa) (z - X4) , 

(182) 

Zo 

ein elliptisches Integral erster Gattung. 
17. Konforme Abbildung eines konvexen Polygons auf den Einheits

kreis. Um zunachst diese Aufgabe zu lOsen, braucht man nul' die z-Ebene 
der vorigen Nummer auf eine C-Ebene konform so abzubilden, daB del' 
oberen Halite der z-Ebene der Einheitskreis del' C-Ebene entspricht. 

DieseAufgabeistschoninNr. 14b gelOstworden. Wirsetzendeshalb 

i - z 
C=i+z' 

d.h. 
.1 - C 

z=~I+C· 

Den Punkten Xl' X 2 , • •• xn der x-Ebene mogen die iibrigens (vgl. 
Nr.14b) auf dem Einheitskreise gelegenen Punkte Cll '2' ... Cn del' 
C-Ebene entspl'echen. Dann ist 

- 2i C - Ck 
Z - Xk = I + Ck 1 + C ' 

- 2i dC 
dz= I+Cdl+C)2. 

Fiihl't man dies in (176) ein, so erhalt man nach einigen hier iibel'
gangenen Zwischenrechnungen 

Hierin ist 

C = i(1 + Cd"'(1 + CS'2 . .. (1 + cntn , 

C i - Zo 
o=i+zo· 

(183) 

Die auBel'lich ebenso wie (176) gebildete Formel (183) vennittelt also 
unter den zu den friiheren noch hinzukommenden Bedingungen 

(184) 
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eine konfol'me Abbildung eines Polygons del' w-Ebene auf die Pel'iphel'ie 
des Einheitskreises del' C-Ebene. 

1st zum Beispiel 

so ist das Polygon ein l'egelmiiBiges n-Eck. Man wahle noch die Punkte 
C1 , C2' ... Cn auf dem Einheitskreise so, daB sie den Kreis in n gleiche 
Teile teilen, d. h. man setze 

(k= 1,2, .. . ,n). 
Dann ist 

(C - C1) (C - C2 ) ••• (C - Cn) = Cn - 1, 

was ja, gleich Null gesetzt, nichts andel'es el'gibt als die Kreisteilungs
gleichung, dul'ch die Ck = -ylbestimmt wil'd. Damit wird aus (183) 

(185) 

Dieses Abelsche Integral vermittelt die konforme Abbildung eines regel
maBigen n-Ecks auf die Peripherie des Einheitskreises del' z-Ebene. 

18. Abbildung des Innern des Polygons. Es bleibt nun noch zu 
beweisen, daB die Funktionen (176) und (183) auch das Innere des 
Polygons auf die obere Halbebene del' z-Ebene und das Innere 
des Einheitskreises del' C-Ebene abbilden. Es sei Wo irgendein 
innerer Punkt des Polygons. Dann ist nach (38) 

I ,.h d(w-wo) - 1 
2ni 'f' w-UJ;; - , 

wobei das Integral libel' den Umfang des Polygons zu erstrecken ist. 
Setzt man w - Wo = F (C), so ist dieses Integral andrerseits gleich 

I ,.h F' (1;.) 
2 ni 'f'"F(1;.) dC = 1, 

worin jetzt del' Einheitskreis del' C-Ebene einmal zu umlaufen ist. 1m 
Innern des Einheitskreises ist abel' F (C) liberall regular; also gibt das 
Integral zufolge del' Bemerkung am SchluB von E 5 a die Anzahl del' 
Nullstellen von F (C) im Innern des Einheitskreises an. Mithin ver
schwindet dort F (C) genau einmal. 1st Co diese Nullstelle, so ist dort 
w = WOo Jedem inneren Punkt Wo des Polygons entspricht also genau 
ein Punkt Co im Innern des Einheitskreises, was zu beweisen war. Damus 
folgt, daB auch das Innere des Polygons mittels (176) eindeutig auf die 
obere Halite del' z-Ebene konform abgebildet wird, und umgekehrt. 
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19. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip. Aus der vorhergehenden 
Aufgabe der konformen Abbildung des Umfangs und des Inneren eines 
Polygons der w-Ebene auf die reelle Achse und die obere Halfte der 
z-Ebene mittels der Funktion (176), w = t(z), bleibt noch die Frage 
offen, wie es mit der konformen Abbildung der unteren Halbebene 
bestellt seL Das Nachstliegende wiirde sein, die Funktion w = t (z) in der 
Umgebung eines der reellen Achse genugend nahe gelegenen regularen 
Punktes nach D, 6 in eine Potenzreihe zu entwickeln, und diese, wenn 
moglich, uber die x-Achse hinweg in die untere Halbebene analytisch 
fortzusetzen. H. A. Schwarz hat ein Verfahren ersonnen, das in vielen 
Fallen schneller und einfacher zum Ziele fiihrt. 

Es sei (58) ein Gebiet der oberen Halfte der z-Ebene, das von einem 
Stuck A B der reellen Achse und einer Kurve (0) der oberen Halbebene 

A·~~{+K~~~+K~~*«H+R+HF 

Abb. 34. Zum Schwarzschen 
Spiegelungsprinzip. 

begrenzt werde (Abb. 34); eine im Innern 
und auf dem Rande von (58) analytische 
Funktion w = t(z) bilde (58) konform auf 
einem Bereich (B) der w-Ebene einein-

.--- deutig so ab, daB dem geradlinigen 
Stuck A Bauch in der w-Ebene eine 
geradlinige Strecke g entspricht und um
gekehrt. Man spiegele nun den Bereich (58) 
an der x-Achse, wobei er in (58') ubergehe, 
und ordne immer dem Punkte z = x - i y , 

d. h. dem Spiegelpunkte von z = x + iy, den Punkt w der w-Ebene 
zu, der durch Spiegelung von w an der Geraden g gefunden wird. Die 
so entstehende Funktion 

w = g(z) 

ist die analytische Fortsetzung von w = t(z) in die untere Halbebene 
hinein. Sie bildet den gespiegelten Bereich (58') auf das Spiegelbild von (B) 
an der Geraden g der w-Ebene konform abo 

Beweis: Zunachst ist klar, daB man statt der Strecke g ein Stuck 
der reellen Achse der w-Ebene benutzen darf; andernfalls fuhrt man 
zuvor eine passende Drehung und Verschiebung der w-Ebene aus. Nun
mehr ist w = w = u - iv der zu w = u + iv konjugierte Wert, und 
die in Betracht kommende Funktion ist 

~V = l(z), 
die konjugierte Funktion des konjugierten Argumentes. Diese ist aber 
mit w = t(z) analytisch, denn die Cauchy-Riemannschen Differential
gleichungen (11) bleiben ungeandert, wenn man darin v mit - v und 
zugleich y mit - y vertauscht. Nun sei W = F (z) diejenige Funktion, 

die in der oberen Halbebene mit w = t(z) und in der untern mit w = l(z) 
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iibereinstimmt, langs der reellen Achse natiirlich mit w und w, die ja 
dort beide iibereinstimmen. Dann ist 

"h F(~) d~ = "hF(~) d~ + "h F(~~, 
~. ~-z ~'~-z ~. ~-z 

(0,0') ABOA AO'BA 

denn die Strecke A B wird im Hin- und Riickgang durchlaufen, die 
entsprechenden Integrale heben sich also auf. Aber es ist nach der 
Cauchyschen Integralformel (47) 

"h F(~)d~ ="h f(~)d~ = 27Cif(z) oder =0, 
~. ~-z ~. ~-z 

ABOA ABOA 

je nachdem z auf der oberen oder auf der unteren Halbebene liegt, und 
ebenso 

"h F(~)d~ = "hl(~)d~ = 0 oder 27Cif(z), T ~-z ~. ~-z 
AO'BA AO'BA 

also durch Addition 

A:!(~)d~ = 27CiF(z). 'f' ~-z 
(0,0') 

Wie in C, 15 gezeigt worden ist, folgt hieraus, daB F (z) fUr jeden inneren 

Punkt von (58 + 58') eine analytische Funktion ist; also ist 1(;) die 
analytische Fortsetzung von f (z). 

Dbrigens ist es gar nicht notig, daB t (z) langs des Stiickes A B der 
reellen Achse analytisch sei; es geniigt die Stetigkeit. Denn man braucht 
nur A B in einen Parallelstreifen von beliebiger Schmalheit einzu
schlieBen und des sen Rander bei der Integration zu benutzen. Die ent
stehenden Integrale unterscheiden sich wegen der Stetigkeit von fez) 
beliebig wenig von den obigen. 

Das Spiegelungsprinzip gibt zu sehr vielen Anwendungen AnlaB. 
Man kann z. B. von dem elliptischen Integral (182), das die obere Halfte 
der z-Ebene auf ein Rechteck der w-Ebene abbildet, durch doppelte 
Spiegelung leicht beweisen, daB z eine doppeltperiodische Funktion von 
w sein muB. Doch soIl dies dem Leser iiberlassen bleiben. 
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Zweiter Teil. 

Anwendungen. 

A. Aufbau elektrischer und magnetiscber Felder aus 
Quellinienpoten tialen. 

Von W. Schottky, Berlin. 

1. Stellung der Aufgabe. Die nachstliegenden Anwendungen der 
Funktionentheorie ergeben sich auf die zweidimensionalen Potential
felder; denn nach Ziffer 8, Seite 6 stellt jede komplexe analytische 
Funktion innerhalb ihres Regularitatsbereiches eine Losung der Poten
tialgleichung dar. Nachst den homogenen Feldern sind die einfachsten 
die rotationssymmetrischen. Daher befaBt sich das erste Kapitel der 
Anwendungen mit rotationssymmetrischen Feldern einfachster Art. 
Es wird weiter' gezeigt, daB mit ihrer Hille eine groBe Zahl praktisch 
wichtiger Feldformen synthetisch aufgebaut werden kann. 

2. Definition und Eigenschaften des Quellinienpotentials. Unter 
Quellinienpotential versteht man eine zweidimensionale Potential-

funktion, die von einer gleichmaBig geladenen un-

/
f.r.? endlich langen Quellinie erregt wird. Die Spur 

;§. dieser Quellinie mit der xy-Ebene sei der Punkt 
Po(xo Yo), welcher demnach der einzige Punkt 

/g(.I:o,j'o) der xy-Ebene ist, der eine Singularitat aufweist 
(Abb. 35). Die Quelle sendet ein nach allen Seiten 

.x symmetrisches Feld aus. Die Funktion, die diese 
Abb. 35. Queliinie und Bedingung erfiillt, ist die Funktion u = In r, wobei 

Aufpunkt. 
r = -y (x - xo) 2 + (y - Y~f2 die Entfernung des 

Aufpunktes P(xy) von der Quellinie bezeichnet. Diese Funktion ge
niigt im ganzen Raum auBer im Punkt Po der Bedingung L1 u = O. 
Der Beweis hierfiir kann durch direkte Ausrechnung gefiihrt werden; 
vom Standpunkt der Funktionentheorie ist er deshalb iiberfliissig, 
weil In r den reellen Teil der Funktion In (z - zo) darstellt. Daher 
geniigt nach den Cauchy-Riemannschen Gleichungen u = ffie In (z - zo) 
auBerhalb z = Zo der Laplaceschen Gleichung'l 

(1) 

1 Hier wie im folgenden ist me der Realteil, wah rend S'm den Imaginarteil 
einer komplexen Funktion bezeichnet. 
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Selbstverstandlich ist nicht nur In (z - zo) eine Losung der Potential
gleichung, sondern auch KIn (z - zo). Die hier eingefiihrte Konstante K 
besitzt eine einfache physikalische Bedeutung. Wir betrachten zu diesem 
Zweck neben dem Potential den Feldvektor 

2i = - gradu. (2) 

Wir wollen unter der "Quellung" dieses Vektors 
das Integral 

(3) 

verstehen, wobei 2i n die zum Linienelement ds 
senkrecht stehende Feldkomponente bedeutet Abb. 36. Quellung eines 

Vekiors. 
(Abb. 36). Berechnen wir die Quellung fiir einen 
Kreis yom Ralbmesser ro, so wird zunachst der Feldvektor 

K 2i=_Kdlnrl 
dr r =ro 

(4) 

Daher erhalt man 

'(5) 

3. Deutung des Quellinienpotentials als elektrisches Potential p. Wir 
denken uns jetzt speziell u als elektrisches Potential qJ gedeutet und 
definieren die elektrische Feldstarke in iiblicher Weise 
durch 

~ = - grad u = ~L 
Wir berechnen das Integral 

~~ndS= -2nK. 

(6) 

(7) 

Dieses Integral konnen wir uns nach Abb. 37 geome- Abb.37. Ladungs· 
beJag der QueIlinie. 

trisch vorstellen als Mantelflachenintegral eines Kreis-
zylinders der Rohe 1. Nun ist der Ladungsbelag q innerhalb eines 
Raumelementes von der Rohe 1 gegeben durch 

(8) 

Rierbei beschranken wir uns auf den leeren Raum, so daB LI die Kon

stante 4 7T, • 91. 1011 bedeutet. Mit Riicksicht auf (7) wird 

q = - 2n LI K. (9) 

Mit Benutzung dieser Konstanten lautet das elektrische Quellinien
potential 

qJ= -2:L1 1nr . (10) 
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Die elektrische Feldstarke hat in radialer Richtung den Wert 
8cp q 1 

-a;:=2nLl'r (ll) 

in zirkularer Richtung ist sie Null. Die Potentialilachen sind also Kreis
zylinder urn die durch Po gehende Quellinie, die Kraftlinien sind die 
dazu senkrechten radialen Strahlen f} =konst. Die komplexe Mutter
funktion, aus der sich diese beiden Linienscharen in del' komplexen 
xy-Ebene ableiten lassen, ist wie unter Ziffer (10) gezeigt wurde, die 
komplexe Funktion 

t = KIn (z-- zo), (12) 

zu der die beiden Komponentenfunktionen gehoren: 

cp = KInr (13a) 

(13 b) 
und 

'IjJ =Kf}. 

4. Aufbau elektrischer Felder aus Quellinienpotentialen. Der Zylinder
kondensator. Es gibt weder unendlich ausgedehnte noch unendlich diinne 
elektrische Leiter. GleichwohllaBt sich die Berechnung des Feldes eines 
solchen idealisierten Leiters ffu die Anwendungen nutzbar machen. Die 

Bedingung del' unendlichen Ausdehnung 
i!J kann ffu ein mittleres Gebiet des Leiters 

ersetzt werden durch die Bedingung, daB 
die Randeffekte sich in dem untersuchten 
Gebiet nicht mehr bemerkbar machen. 
Diese Frage ist natfulich mit Hille drei

-I-+--H+R:t-l~t+\-I-+--+-.Z'? dimensionaler Annaherungsuberlegungen 

Abb. 38. Zylinderkondensator. 

von Fall zu Fall zu prUfen. Was jedoch 
die Idealisierung des unendlich dunnen 
Leiters betrifft, so kann man hiervon in 
vielen Fallen auf sehr einfache Weise los
kommen und zu Problemen mit endlichen 
Leiterdimensionen iibergehen. Betrachten 
wir z. B. wieder eine einzeIne Quell

linie mit der Potentialfunktion cp = K In r und del' Kraftlinienfunktion 
'IjJ = K f}. In del' x, y-Ebene erhalten wir dann ein Feldbild, bestehend 
aus Kreisen und Radien, mit einer Singularitat im Mittelpunkt (Abb. 38). 
Nun betrachten wir nicht dieses ganze Kraftfeld, sondeI'll nur den 
Raum zwischen zwei Potentialilachen F' und F" mit den Radien r' 
und r". Zwischen diesen Flachen ist die Gleichung Ll cp = 0 erfiillt, 
das Potential auf beiden Flachen ist konstant, zwischen ihnen herrscht 
ein Potentialunterschied cp" - cp', dem durch geeignete Wahl von K 
jeder beliebige Betrag gegeben werden kann. Das sind abel' genau die 
Bedingungen, aus denen man das Feld zwischen zwei konzentrischen 
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zylindrischen Leitern mit den Radien rl und r2 zu bestimmen hat; auch 
hier ist das Potential auf jeder Zylinderflache konstant, zwischen den 
Flachen gilt die Gleichung L1 ffJ = 0, und es ist ein bestimmter Potential
unterschied gegeben. Da man auBerdem in solchen Fallen immer zeigen 
kann, daB eine Losung, die die gegebenen Grenzbedingungen erfiillt, 
zugleich die einzige und wahre Losung ist, stellt das Feld einer Quellinie 
im Mittelpunkt der beiden Zylinder zugleich das wahre Feld in den 
Zwischenraumen zwischen den Zylindern dar. 

Bei passender Wahl von Kist also: 

ffJ' = - Klnr' } 

ffJ" = - Klnr" 
und also die Spannung 

r" 
U = ffJ" - ffJ' = - KIn,. 

r 

Man kann daraus berechnen 
-u 

K=--", 
ln~ 

r' 
also 

(14) 

(14a) 

(15) 

U 
ffJ = In (r"jr') ·In r. (16) 

Die Beziehung zwischen K und U hat aber nicht bloB eine rech
nerische Bedeutung, sondern Kist im wesentlichen proportional mit 
dem Ladungsbelag q [vgl. Gleichung (9)]. Also ist q zugleich die zu 
dem Potentialunterschied U gehorige Ladung des betreffenden Zylinder
kondensators, und 

q 2n Lf 
U =---:fi' 

lnT' 
(17) 

ist definitionsgemaB die Kapazitat dieses Zylinderkondensators pro 
Langeneinheit, soweit die Randeffekte vernachlass:gt werden konnen. 
Falls das Medium zwischen den Zylindern die Dielektrizitatskonstante e 
besitzt, vergroBert sich die Kapazitat bekanntlich auf das efache. 

o. Zusammensetzung von Feldern aus mehreren Quellinienpoten
tiaJen. Ebenso groBes Interesse besitzen Felder, die durch Super
position mehrerer Quellinienpotentiale entstehen. Diese Potentiale 
stellen zunachst wieder die Felder von unendlich dunnen geraden 
parallelen Ladungslinien mit den Ladungsbelagen ql' q2 usw. dar. 
Denn bei Zusammensetzung der Potentiale ffJl' ffJ2 usw. zu einem Poten
tial ffJ ist wieder die Bedingung L1 ffJ = 0 auBerhalb der Ladungslinien 
erfiillt, wahrend die Quellung f (£;n ·ds des Feldes urn jede Linie herum 
den durch die betreffende Ladung bestimmten Wert besitzt. Ebenso 
wie im Falle des Zylinderkondensators kann man aber auch in diesen 
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Fallen die Betrachtung auf die Zwischenraume zwischen gewissen 
Potentialflachen bzw. Potentiallinien beschranken und erhalt dann 
neue Formen von Leitern und zugleich die Losung des betreffenden 
Potentialproblems. 

Ein einfaches Beispiel dieser Art macht Gebrauch von der Kombi
nation zweier entgegengesetzt geladener Quellinien, die durch die 
Punkte PI und P 2 gehen (Abb. 39). Das Feld dieser Quellinien fur 
einen Aufpunkt P kann man entweder reell aus der Addition der 
Funktionen f{JI und f{J2 berechnen: 

(18) 

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion der Aquipotential- und 
Kraftlinien: Man hat sich die Linien als Potentiallinien einzuzeichnen, 

-~-~ 

Abb. 39. Zum Feld zweicr Quellinicn. 

langs deren das Verhaltnis der Ent
fernungen von den Punkten PI und P 2 

konstant ist, und hierzu senkrecht die 
Kraftlinien. Man erhalt dann ein Ge
samtbild, das, wie man sieht, aus 
Kreiszylindern besteht, die einander 
senkrecht schneiden. Man erkennt, daB 
man, analog wie im FaIle des zylin
drischen Kondensators, jetzt wieder 

zwei von den auftretenden Kreisen als Leiterflachen erklaren kann und 
auf diese Weise die Potentialverteilung zwischen entgegengesetzt ge
ladenen kreiszylinderformigen Leitern erhalt, die aber jetzt beliebige 
Lage und GroBe relativ zueinander haben konnen. Damit laBt sich auch 
das Problem der gegenseitigen Kapazitat zweier paralleler Kreiszylinder 
in Strenge lOsen. Anwendung finden diese Rechnungen z. B. bei der 
Berechnung der Kapazitat einer zweidrahtigen Freileitung, von einem 
Draht gegen Erde (Grenzfall des unendlich groBen Kriimmungsradius 
der einen Flache) und in ahnlichen Fallen. 

Die funktionentheoretische Methode vertieft die Behandlung eines 
solchen Beispieles, denn bei dieser Methode addiert man zweckmaBig 
nicht die Potentialfunktionen, sondern die Mutterfunktionen WI und w2 

der Potential- und Kraftlinienfunktionen. Man bilde also: 

W = f{J + i 1J! = WI + W2 = K ·In (z - ZI) - KIn (z - Z2) • (19) 

Der reelle Teil dieser Mutterfunktion geniigt wieder der Gleichung 
LI u = 0 und hat in den Quellinienpunkten PI und P 2 entgegengesetzt 
gleiche Quellung; das liefert uns nichts Neues, da me In(z - ZI) = In r 
ist und wir somit auf genau die gleiche Darstellung wie bei Benutzung 
des reellen logarithmischen Potentials gefiihrt werden. Neu ist aber 
die Benutzung der Kraftlinienfunktion 1J! = 1J!1 + 1J!2. Diese Funktion 
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liefert uns, wie wir allgemein wissen, durch die Linien '1fJ = konst. so
gleich in geschlossener Form das System der Kraftlinien. Nun ist aber 
In (z - Zl) = In r1 + i{}, wobei {} der Winkel des Aufpunktvektors mit 
einer festen Achse ist, am einfachsten der durch PI und P 2 gehenden 
Achse, die wir als x-Achse wahlen (Abb. 39). Also ist '1fJ = {}l - {}2 einfach 
die Differenz der Winkel 
der Strahlen r1 und r2 mit 
der festen Achse, also der 
Winkel zwischen r1 und 
r2• Die Kraftlinien stellen 
demnach Kurven dar, 
langs deren der Abschnitt 
PIP 2 unter einem stets 
gleichen Winkel erscheint; 
das sind bekanntlich aile 
Kreisbogen iiber PIP 2 

(Abb.40). 
Die Funktionentheorie 

weist jedoch noch, direk
ter als die reelle Behand-

Abb. 40. Feldbild zweier Quellinien. 

lung, auf eine weitere Art der Ausbeutung eines gegebenen Kraftlinien
feldes fiir die Anwendlmgen hin. Ebenso wie die Funktion w laBt sich 
auch die Funktion - iw = '1fJ - iq; als Mutterfunktion auffassen, es 
lassen sich die Linien '1fJ = konst. als • 
Potentiallinien, q; = konst. als Kraft
linien deuten. In unserem Spezialproblem 
wiirde man so z. B. das Feld zwischen 
zwei Kreisbogen iiber derselben Sehne 
finden, die auf verschiedenen Potentialen 
gehalten werden. 

6. Das Gitterpotential einer Ver
stiirkerrohre. Als weitere Anwendung 
wollen wir jetzt das Feld in einer Ver
starkerrohre aus Quellinienpotentialen 
aufbauen. Wir betrachten eine 3-Elek-

Abb. 41. Elektrodcnanordnung bei einer 
trodenrohre mit zylindrischer Anordnung 3-Elektrodenriihre. 

nach Abb. 41. Die Elektroden seien lang 
im Verhaltnis zu ihrem Durchmesser, und das Gitter bestehe aus n 
achsenparallelen Drahten (Halbmesser (!g). In der Achse des Zylinders 
befindet sich die Kathode mit dem Halbmesser (!k' Die Ladung der 
Kathode pro Langeneinheit sei + qk' die der Gitterdrahte sei auf allen 
Drahten gleich und je gleich - qg. Wir berechnen zunachst nur das 
Potential der Kathodenladung und der Gitterladungen und vernach-

Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 6 
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Hissigen die Raumladung der Elektronen. Die Ladungen denken wir 
uns jeweils in den Achsen der betreffenden Drahte konzentriert. Dann 
ist also das Potential jedes Einzeldrahtes ein Quellinienpotential der 
besprochenen Art, wobei jedoch die Verlagerung der Queilinie aus dem 
Ursprung des Koordinatensystems zu beachten ist. Es bezeichne Zg! = ZIg 

den Ortsvektor der Quellinie l des Gitters. Sie hat also das komplexe 
Potential 

XI = + 2!gLl ln (z - Zgz)· 

Fur die Gesamtheit ailer Gitterdrahte ergibt sich 

(20) 

Xv = i;x! = + 2!gLl ...Eln(Z- Zgl) 1 
1 1 (21) 

= + 2!gLl In((z - Zgl) (z - Zg2)' •• (z - :l:on»)·1 
Das Produkt unter dem Logarithmus laBt sich geschlossen auswerten; 
denn da die Zg I die Ecken eines regelmaBigen Polygons bilden, welches 
dem Kreis vom Halbmesser r 9 eingeschrieben ist, so wird 

(z - zd (z - Zg 2)' •• (z - Zg n) = Zn - Z; • (22) 
Mithin ist 

_ + ga I (n ") _ + n gg I ":I-n--n X 0 - 2 n Ll n Z - Zu - 2 n Ll n V Z - Zg • 

Hieruber lagert sieh noeh das Potential der Kathodenladung 

-gk 
Xk=2nLl lnz . 

Das Gesamtpotential wird also 

- +" - gk 1 + nga I ~! n n X - Xle Xg - - 2nLl n Z 2nLl n r Z - ZII • 

(23) 

(24) 

(25) 

Von dem zu diesem Potential gehorenden Feld konnen wir folgendes 
aussagen. In unmittelbarer Nahe der Gitterpunkte 1,2 usw. uberwiegt, 
wenn qg und qk nieht allzu versehiedener GroBenordnung sind, immer 
del' EinfluB der zugehorigen Quellinie. Das gilt um so mehr, als sieh in 
del' Umgebung der Kathode die ubrigen Felder sehr weitgehend und 
in der Umgebung der Gitterpunkte wenigstens recht erheblich gegen
seitig kompensieren. Schlagt man also Kreise um die Mittelpunkte del' 
einzelnen Quellzentren mit Radien, die klein sind, gegen den Abstand 
von dem zunachst benachbarten Quellpunkt, so ist auf diesen Kreisen 
In I zi bzw. In Iz - Zgr\ angenahert konstant, und da dies jeweils das 
weitaus uberwiegende Glied des Potentials ist, auf diesen Kreisen auch 
q; = konst. Weiter liefert das durch (25) dargestellte Potential in hin
reichend weiter Entfernung von samtlichen Quellinien angenahert 
Kreiszylinder als Aquipotentialflachen. Es ist deshalb zulassig, eineD 
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dieser Zylinder mit dem Anodenzylinder zusammenfallen zu lassen, 
dem wir das Anodenpotential fPa zuerteilen. Durch geeignete Wahl von 
qk und n'qg kann man den Potentialdifferenzen fPg - fPk als "Gitter
spannung" und fPa - fPk als "Anodenspannuug" jeden beliebigen Wert 
erteilen oder umgekehrt auch die zu diesen Potentialwerten gehorigen 
Ladungen qk und n'qg bestimmen. 

7. Berechnung des Durchgriffes einer V erstarkerrohre. Nun interessiert 
zwar in Verstarkerrohren der Zusammenhang zwischen Ladungen und 
Potentialdifferenz in gewisser Weise; speziell kaml man hieraus die 
Teilkapazitaten des Drei-Elektrodensystemes berechnen. Die weitaus 
wichtigere GroBe ist aber der sogenannte Durchgriff. Die Berechnung 
des Durchgriffes soll hier nach einer Methode durchgefiihrt werden, 
die den Vorteil hat, daB der Ubergang zu raumladungserfiillten Feldern 
mit ihr besonders iibersichtlich ausgefiihrt werden kann1 • Wir erteilen 
Kathode und Anode wieder die Potentiale fPI' und fPa' denken uns jedoch 
die Gitterdrahte voriibergehend durch einen homogenen geschlossenen 
Gitterzylinder G mit dem Steuerpotential fPst ersetzt. Dieses Potential 
soll so gewahlt werden, daB das Feld in der Nahe der Kathode und Anode 
denselben Wert bekommt, wie im wirklichen Fall durch das Gitter mit, 
dem Potential fPg. Dies ist immer moglich. 

Wir berechnen zunachst die gesamte Ladung, d. h. die Summe von 
innerer und auBerer Ladung, die der Gitterzylinder tragt, wenn fPst - (PTe 
und fPa - fPst gegeben sind. Die auBere Ladung ist pro Langeneinheit 

q' = -.d ~ (J;~.ds. (26) 

Darin ist (J;~ die auf den Gitterzylinder zu gerichtete Feldstarke des 
Anoden-Gitterraumes. Da diese Feldstarke langs des Gitterzylinders 
konstant ist, ergibt (26) 

q' =.d (J;~ ~ ds = .d (J;~2 n rg • (27) 

Die innere Ladung ist entsprechend pro Langeneinheit 

q" = + .d ~ (J;~ ds , (28) 

wobei jetzt (J;~ die auf die Kathode zu gerichtete Feldstarke des Gitter
Kathodenraumes ist. Nun sind der Anoden-Gitterraum und der Gitter
Kathodenraum durch den homogenen Gitterzylinder elektrostatisch 
gegeneinander abgeschirmt; daher ist die Kathodenladung + qk ledig
lich durch (J;~ bestimmt und ist gleich + q". In Gleichung (25) ist dem-

1 Schottky, W.: Uber Hochvakuumverstarker. Arch. Elektrot. 8, 1 u. 29~ 
(1919); nach Arbeiten, die im Sommer 1915 ausgefiihrt wurden. 

6* 
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naeh der erste Posten auf der reehten Seite gleich dem komplexen 
Steuerpotential Xst und daher HiBt sieh sehreiben: 

_ + n qg 1 'jI n " X - Xst - 2 n LI n Z - Zg • (29) 

Daraus folgt das Gitterpotential qJg selbst, indem wir Z = rg + eg 
(mit eg ~ ra) setzen und den Realteil abspalten. 

fPg - fPst = + 2:~ )ReIn "y(rg + eg)n - r~ I 
= + 2 :q~ In I yr~ + n r~-l eg + ... - r~ I J 

= r-.J + 21~q~ In (rg Vnr~g ). 
(30) 

Hierbei besteht q g aus q' und q". Die Teilladung q' laBt sieh aber aus 
der Potentialdifferenz fPa - fPst des Anoden- Gitterraumes naeh der 
Zylinder-Kondensatorformel angeben und q" aus (28). Daher entsteht 
mit r gals Gitterradius und r a als Anodenradius: 

fPg - fPst = (fPa - fPst) ~lra In (rg V\~g ) - ~ rg Q;II1n (ra Vnr~g)· (31) 
rg 

Wir nehmen nun an, daB Q;; linear von fPst abhangt, dann folgt aus (31) 

In nrg 
k (2g 

onst· fPst = fPg + --~. qJa' 
nIn~ 

(32) 

rg 
also ergibt die Differentiation 

(33) 

Dies ist aber gerade das Verhaltnis, das in der aIlgemeinen Verstarker
theorie als Durehgriffsfaktor D auftritt; es bestimmt das Verhaltnis 
der Stromanderung mit dem Gitterpotential zur Stromanderung mit 
dem Anodenpotential, da der Strom nur von dem Steuerpotential qJst 

iiber die Raumladungsgleiehung abbangt. Somit ist hier in aIlgemeiner 
Form die Bereebnung des Durehgriffes fUr zylindrisehe Gitter mit 
Langsdrahten gegeben. 

Der Grund, weshalb wir Q;; hier nieht ausgereehnet haben, ist ein
mal der, daB es bei der Bereehnung des Durebgriffes doeh wieder heraus
£aIlt. Weiter ist aber die Bereebnung von ~; aus dem raumladungs
freien Katbodenfeld sieher unzulassig. Der Verfasser hat gezeigtl, daB 

1 Schottky, W.: Zur Raumladungstheorie der Verstarkerrohren. Wiss. 
Veroffentl. a. d. Siemens Konzern 1, H.1, 64 (1920). 
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ein Zusammenhang zwischen <t; und CPst vielmehr aus der Raumladungs
theorie berechnet werden muB und dann zu bestimmten Aussagen fiir 
die "Steuerscharfe" eines Gitters fiihrt. 1st ein Gitter doppelseitig von 
ausgedehnten Elektroden und raumladungsfreien Raumen umgeben, 
so kann man natiirlich <t; in analoger Weise berechnen wie <t~. ,~ 

8. Berechnung des Verstarkerrohrenfeldes mittels der konformen Ab-
bildung z = Yz. Wir haben bisher das Gitterpotential aus Quellinien 
aufgebaut. Dieselbe Formel kann man auch nach einem funktionen
theoretischen Verfahren ermitteln1 . Man geht aus von einer Mutter
funktion w in der Z = (X + i Y)-Ebene (Abb.42). Statt die Funktion w 

von Z zu betrachten, untersucht man die Funktion Vz = z = x + iy. 
Tragt man sich die z-Werte in einer neuen komplexen Ebene xy auf, 
so entsprechen dem einen Punkt 
in der X Y-Ebene n Punkte in der 
x y-Ebene. Man erkennt das dar
aus, daB die ganze Z·Ebene auf 

den Winkelbereich 2 n abgebildet 
n 

wird, so daB also die volle z-Ebene 
n Exemplare der Z-Ebene neben
einander oder, was auf dasselbe 
hinauslauft: die volle Z-Ebene 

] Z.:k~ y z-fbelle 

X 

Abb. 42. Konstruktion des GitterfeJdes durch 
konforme Abbildung. 

ein Exemplar der gesamten z-Ebene in n Blattern iibereinander enthalt. 
Man sieht nun leicht, daB man zu der Potentialfunktion eines Kreis

gitters mit zentraler Quellinie kommen kann, wenn man in der Z-Ebene 
eine Potentialfunktion betrachtet, die von je einer Quelle im NuUpunkt 
und einer Quelle mit anderer Ladung in einem bestimmten Abstand 
vom Nullpunkt, etwa auf der X-Achse herriihrt. Bei der Transformation 
wird dann die letztgenannte Quelle nmal auf der Peripherie eines 
Kreises erscheinen; die lVIittelladung wird immer an derselben Stelle 
auftreten, jedoch mit n-facher Starke. Die Abstande von Kern- und 
Gitterquellinien werden sich in bestimmter Weise verzerren, aber man 
kann ja dann den urspriinglichen Abstand passend wahlen. Das Wichtige 
ist nun, daB man fiir das Potential der Gitterquellinien, das sich bei 
der Summation aus Einzelpotentialen in der uniibersichtlichen Form 
einer Logarithmensumme von verschiedenen Abstanden ergab, hier 
von selbst eine geschlossene Darstellung erhalt. Der Gitterpunkt 1 in 
der Z-Ebene wird namlich durch das Glied In (Z - Zl) der w-Funktion 
charakterisiert; iibertragt man das in die z-Ebene, so erhalt man hier 
sofort ohne Benutzung der KreisteiIungsgieichung In (zn - z1). Der 

1 Abraham, M.: Berechnung des Durchgriffes von Verstarkerrohren. Arch. 
Elektrot. 8, 42 (1919). 
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reelle Tell dieser Funktion ist, bis auf die Ladungskonstante, das Poten
tial des Kreisgitters. Es interessiert nun speziell der Wert dieser Poten
tialfullktion auf den Kreisen (!g urn die Gitterpunkte, den wir bereits 
in Gleichullg (30) berechnet haben. 

9. Potentiale von ebenen Quellinienreihen. Neben den zylindrischen 
Gitteranordnungen spielen in den verschiedensten Gebieten eine groBe 
Rolle die ebenen, aus sehr vielen parallelen Faden bestehenden Gitter
anordnungen, die sich durch eine unendliche Reihe von aquidistanten, 
gleich oder entgegengesetzt geladenen Quellinien darstellen lassen. Das 

.Y 

Abb. 43. Potentialbild einer unendlichen Reihe gleichgeiadener QuclIinien. 

Potential einer solchen unendlichen Reihe ist durch einfache Zusammen
setzung der logarithmischen Einzelpotentiale nicht gerade sehr bequem 
zu berechnen; die Funktionentheorie ermoglicht jedoch hier, geschlossene 
Funktionen von x, y anzugeben, die. die Berechnung sehr vereinfachen. 

Wir betrachten die Mutterfunktion w = In sin z. Diese Funktioll 
ist in der ganzen z-Ebene regular, auBer an den Stellen, wo sin z = ° wird. 
An diesen Stellen, also fUr x = 0, x = n, x = - n, usw., verhalt sich 
jedoch die Funktion wie In(z - zo), also wie ein gewohnliches logarith
misches Quellinien-Potential. Man sieht das sehr einfach ein fUr x = 0. 
FUr x = n usw. wiederholt sich der reelle Teil der Funktion, so daB 
dort und an den weiteren N ullstellen dieselben Verhaltnisse herrschen. 
Der reelle Teil von w stellt also eine Potentialfunktion dar, die der 
Gleichung L1 cp = ° an allen Stellen, auBer den Stellen 0, n usw. auf 
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der x-Achse geniigt; an diesen Stellen verhalt sie sich, als ob 
Quellinien stets gleicher Ladung dort vorhanden waren. Bilden wir 

W = - 2 !~ .In sin z, so bedeutet q wieder die Ladung pro Langen

einheit der Quellinien. Wegen der Eindeutigkeit der Potentiallosung 
haben wir also in iRe w tatsachlich die Potentialfunktion vor uns, die 
in geschlossener Form das Potential der aquidistant langs der x-Achse 

verteilten Quellinien angibt; schreibt man ndz statt z, so liegen die 

Quellinien in den Punkten n ~ x = kn, also x = d, 2d usw. (Abb.43). 

Abb. 44. Feldbild einer Reihe von abwechselnd positiven und negativen Quellinien. 

lndem man wieder von der Eigenschaft Gebrauch macht, daB die 
Potentiale in kleinen Kreiszylindern um die Quellpunkte nahezu kon
stant sind und die Symmetrie der Funktionen in bezug auf jeden Gitter
punkt benutzt, bekommt man mit der genannten Funktion die Losung 
des Potentialproblems fiir eine unendliche Reihe von Kreiszylindern 
von konstantem Potential. 

Man kann natiirlich ebenso von der Funktion In cos z ausgehen. 
Dies liefert kein neues Bild. Dagegen ergibt die Zusammensetzung 

. sinz 
In sm z - In cos z = In -- = In tg z 

cosz 

in ihrem Realteil die Anordnung alternierend positiver und negativer 
Quellinien (vgl. Abb.44). 
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10. Anwendungen der einfach unendlichen Quellinienreihe. .Als An
wendung des Potentials der ebenen Quellinienreihen betrachten wir die 
Strom- und Spannungsverteilung in einer Hauswandl, in deren Mittel
achse etwa durch Schadhaftwerden einer Isolation sich die Eintritts
stelle eines Stromes befindet. Dies Problem ist zwar kein elektro
statisches, aber die Gleichungen und Grenzbedingungen sind genau 
dieselben; das el. Potential gehorcht der GIeichung L1 <p = 0 auBerhalb 
der Quellstelle, und es bestehen analoge Zusammenhange zwischen 
der GroBe des austretenden Stroms, den Potentialen und Feldstarken 
wie zwischen Ladungen und Potentialen in einem Dielektrikum. Ein 
fiir unsere Betrachtung giinstiger Umstand ist der, daB die Tiefen
ausdehnung dieses Potentialfeldes bei der Berechimng in erster Nahe
rung iiberhaupt vernachlassigt werden kann, so daB man es hier mit 
einem wirklich zweidimensionalen Problem zu tun hat. Denkt man 
sich zunachst die Hauswand unendlich hoch, so wird die Potential-

• I J 
) I C b~ verteilung in der Wand durch 

1 J einen Ausschnitt aus dem ge--,;--*~- f---"t-.-f-----*_.-
I 

I i i I 
i I i i 
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I ! I I I I i I 
"'~-: b-O>K~b->j<-----,b-~ 
I I i I I' I I' I 
I " I h 1 i 
" I I I iii I 1 1 1 -l--.-*----+-.L-*-.--t---*-----t-
: l-;J I 1-;/ i 1-;/ : 

I "I : 

samten Feldbild einer gleich
geladenen Punktreihe wieder
gegeben, der gerade einen Quell
punkt mit dem zu ihm gehorigen 
unendlich langen Streifen aus dem 
Bilde ausblendet (Abb. 45, obere 
Halfte), denn hier gehen aus Sym
metriegriinden keine Kraftlinien 

Abb. 45. Zur Bere:i'r~~~~~n~~r Strome in einer durch die Grenzen dieses Streifens 

hindurch von einem Quellpunkt 
zum andern, und analog kann man in erster Naherung annehmen, daB 
keine Kraftlinien durch die Grenzen der Hauswand hindurchtreten. Dies 
der Abb. 43 entsprechende Kraftlinienbild ist jedoch nicht das endgiil
tige; der Strom flieBt ja in Wirklichkeit nicht nach oben und unten in der 
Hauswand ab, sondern aIle Stromlinien gehen nach unten. Das konnen 
wir jedoch in einfacher Weise erreichen, indem wir unsere Potentialfunk
tionen an der Oberflache spiegeln (Abb. 45, untere Halfte) und dann wie
derum nur das Feld oberhalb des Erdbodens betrachten (Abb. 45). Wir 
haben uns hierzu der Mutterfunktion w = konst [In sin z - In sin (z - zo)] 
zu bedienen, wobei der urspriingliche Quellpunkt zu z = 0 angenommen 
ist und Zo den Mittelpunkt mit den Koordinaten 0 und - 2h (h Hohe 
des Quellpunktes iiber der Erde) darstellt. Der reelle Teil dieser Funk
tion liefert die endgiiltige Potentialfunktion nach Abb. 46. 

1 Ollendorff, F.: Elektrische Stromleitung an feuchten Gebaudewanden. 
Arch. Elektrot. 19, 124 (1927). 
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Eine andere Anwendung, die allerdings auch nichtelektrostatischer 
Art ist, findet sich in der Literatur fiir den Fall der alternierenden Quell
linienreihen. Man kann mit diesem Feldbild das Streufeld zwischen 
verhliltnismaBig langen und nahen Polschuhen einer Vielpol-Maschine 
idealisieren. Die Berechnung ist von Hague! durchgefiihrt. worden. 
Die bereits oben wiedergegebene Abb. 44 zeigt den Potential- und 
Kraftlinienverlauf als Ausschnitt aus der unendlichen alternierenden 
Quellinienreihe. 

Von elektrischen Anwendungen der Potentialfunktionen einer aus
gedehnten Quellinienreihe zwischen parallelen massiven Elektroden 
ist noch die Berechnung des Feldes in Elektrofiltern zu erwahnen. Hier 
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Abb. 46. Verlauf der Strome in der Hauswand. 

haben wir eine Reihe von diinnen Drahten oder netzartigen Elektroden 
ais negativ geladene Spriihelektroden zwischen metallischen Wanden. 
Bei schwachen Stromen, also solange keine merklichen Raumladungen 
vorkommen, IaBt sich das Auftreten der Mindestfeldstarke, die zur 
Koronabildung und damit zum Einsatz der selbstandigen Entladung 
notwendig ist, aus der Potentialtheorie berechnen; allerdings wird 
man hier schon in den meisten Fallen den EinfluB der Nachbarladungen 
vernachlassigen und mit dem einfachen Fall eines Drahtes zwischen 
zwei Elektroden oder des Drahtes in einem Zylinder rechnen konnen. 
Bei groBeren Stromstarken dagegen (von der GroBenordnung 1 mA 
pro Meter Spriihdraht) verlieren die elektrostatischen Rechnungen iiber
haupt ihre Giiltigkeit. 

1 J. Inst. El. Eng. 61,1072 (1923); vgl. auch F. Noether: Uber eine Aufgabe 
der Kapazitatsberechnung. Wiss. Veroffentl. a. d. Siemens Konzern II, 198 (1922). 
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11. Die Rolle von Quellinienpotentialen bei der Berechnung von 
Stromfeldern. Wir gehen jetzt zu der Berechnung von magnetischen 
Feldern unendlich ausgedehnter linearer Stromfaden iiber. Sie konnen 
sich entweder in Luft erstrecken oder, was del' weitaus wichtigere Fall 
ist, innerhalb odeI' auBerhalb von Eisenmassen, denen wir ebenfalls 
eine in allen Querschnitten gleiche Form und eine unendliche Ausdeh
nung in del' zur x y-Ebene senkrechten Richtung zuschreiben. Der
artige Probleme liefern wichtige Annaherungsberechnungen del' Felder 
von Wicklungen auf Transformatoren mit rechteckigem Eisen- Quer
schnitt sowie del' Felder von Motoren und Generatoren, deren Achsen
ausdehnung groB gegen ihre radiale Ausdehnung ist. 

Das Feld eines linearen Leiters laBt sich bekanntlich aus einem 
Vektorpotential ~ ableiten. Das Vektorpotential hangt z. B. fiir die 
z-Richtung genau so mit derStromdichte des Leiters in derz-Richtungl 
zusammen wie im elektrostatischen Feld das elektrostatische Potential 
mit der Ladungsdichte. So hat demnach fiir einen unendlich langen 
Draht, del' vom Strom J durchflossen wird, das Vektorpotential ledig
lich eine gleichgerichtete Komponente 

~z = - 2Jlnr, 

\vahrend die hi~rzu senkrechten Komponenten ~ x und ~ y verschwinden: 

~x = 0, ~y = o. 
Fiir die magnetischen Feldstarken in del' x- und y-Richtung gelten die 
Beziehungen 

'" = rot ~ = --L 0 ~z _ 0 ~v = + 0 ~z 
4'x x I oy OZ oy , 

'" = rot ~ = + 0 ~x _ 0 ~z = _ 0 ~! . 
4'y y OZ ox ox 

Nun geniigt das Potential einer Quellinie in dem ganzen Gebiet auBer
halb del' Quellen del' Gleichung LI q; = 0, also hier LI ~ z = O. Bllden 
wir nun eine komplexe Mutterfunktion w, die die Potentialiunktion ~ z 

als reellen Antell enthalt, so ist del' dazugehorige imaginare Antell 'Ifl 
von w wieder eine Potentialfunktion, die vermoge del' Cauchy-Riemann
schen Gleichungen 

den Beziehungen geniigt: 

0'1) = + 0 ~z = - .\l oy ox 'V' 

01p o~z ax = - ----ay = - .\l." 

1 Hier und in den folgenden Formeln die dritte Koordinate eines raum
lichen kartesischen Koordinatensystems x, y, z. 
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so daB also SJ = - grad 1p wird. Fiir die zweidimensionalen Probleme 
ist also auf elektromagnetischem Gebiet die funktionentheoretische 
Darstellung vielleicht von noch umfassenderer Bedeutung als fiir elek
trostatische Probleme; beide Teile einer komplexen Mutterfunktion 
haben in den Raumteilen, wo m z del' Gleichung Ll m z = 0 geniigt, eine 
direkte physikalische Bedeutung: del' reelle Teil als Vektorpotential, 
del' imaginare Teil als skalares Potential. Aus dem Skalarpotential laBt 
sich die magnetische Feldstarke ebenso ableiten wie die elektrische 
aus dem elektrischen Potential. Allerdings besteht del' grundlegende 
Unterschied, daB bei del' Logarithmus-Funktion del' Anteil1p = konst. {} 
nicht eindeutig ist, sondern bei jedem Umlauf um die Quellinie um 2n 
zunimmt. Das ist eine wichtige Eigenschaft jedes skalaren Stromlinien
Potentials. Das Vektorpotential dagegen bestimmt den Verlauf del' 
Kraftlinien, da es die zu dem Potential 1p zugeordnete Funktion ist: 
m z = konst. ist die Gleichung des Kraftliniensystems. 

Durch Zusammensetzung von Quellinien-Vektorpotentialen kann 
man die gemeinsamen Magnetfelder beliebig vieleI' gerader Leiter in 
Luft bestimmen, also z. B. das Magnetfeld einer Doppel-Freileitung, 
das Magnetfeld einer mehrdrahtigen Antenne, das Magnetfeld einer 
zylindrisch angeordneten Drahtreihe odeI' einer groBen Reihe von 
gleich- odeI' entgegengesetzt gerichteten Stromen. Dabei kann man 
natiirlich auch die gleichen geschlossenen Funktionen benutzen wie im 
elektrostatischen Fall. Die stets gleiche Zuordnung von elektrischen 
und magnetischen Feldern in solchen Fallen ist del' Grund, weshalb 
zwischen del' Induktivitat und Kapazitat derartiger gerader Leiter 
immer dieselbe Beziehung besteht; daraus laBt sich die stets gleiche 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen langs 
gestreckter Drahte in Luft ableiten. 

Will man die gefundenen Magnetfelder, ahnlich wie im Falle des 
Zylinderkondensators, nul' fUr einen Teil des Raumes auswerten, so 
hat man allerdings darauf zu achten, daB die Oberflache vollstandiger 
magnetischer Leiter mit del' Permeabilitat f1 = 00 hier nicht mit einer 
Flache cp = konst., sondern 1p = konst. zusammenfallen muB. Geht 
man von dem elektrostatischen Feldbild aus, so muB man also die Ober
flache des vollkommen magnetischen Leiters mit einer elektrostatischen 
Kraftlinie identifizieren. Daraus ergibt sich z. B. daB das Bild eines 
Leiters parallel zu einer ebenen Eisenflache durch Hinzufiigen eines 
positiven, nicht eines negativen Spiegelbildes gegeben wird. 

12. Berechnung del' Stromfelder zwischen axialsymmetrischen Eisen
mass en. Die Methode del' Spiegelbilder ist praktisch am wichtigsten 
fiir ferromagnetische Korper, fiir die man in erster Naherung f1 = 00 

nehmen darf. Es soll deshalb noch eine andere funktionentheoretisch 
interessante Methode angedeutet werden, die bei del' Berechnung del' 
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Felder in Maschinen mit kreiszylindrischer Laufer- und Standerform 
sehr weitgehenden Anforderungen gerecht wird. Man kann diese Pro
bleme durch ein naheliegendes tlberlagerungsverIahren auf die Berech
nung des Feldes eines Einzeldrahtes zuriickfiihren, der sich an irgend
einer Stelle innerhalb des Laufers oder zwischen Laufer und Stander 
etwa nach Abb. 47 befindet. 

Diese Probleme sind besonders von Searle! und Hague 2 behandelt 
worden. Man setzt das gesamte Magnetfeld aus zwei Teilen zusammen; 
das Primarfeld riihrt von dem Draht selbst her, das Sekundarfeld ist 
durch Magnetisierung des Eisens durch das Drahtfeld gegeben und 
laBt sich, wenn man It = konst. annimmt, von magnetischen Ober
flachenbelegungen an den Grenzen der Eisenkorper herleiten. Infolge
dessen laBt sich dieser Teil des Magnetfeldes innerhalb jeder Zone gleicher 
magnetischer Eigenschaften aus einem gewohnlichen Potential ableiten, 

das der Gleichung L1 q; = 0 geniigt, also als reeller 
Teil einer komplexen Mutterfunktion wm aufzu
fassen ist. Dementsprechend ,wird man auch fUr 
das Drahtfeld eine komplexe Mutterfunktion wah-

~~~~fu,,~ len, deren reeller Teil direkt das Potential 1.p er
gibt; es ist das Primarpotential - iw = 1.p = i~z, 
das fUr einen einzelnen Draht proportional - i . In z 
zu setzen ist. 

Abb. 47. Zur Berechnnng Die Aufgabe reduziert sich also jetzt auf die Be-
des Magnetfeldes einer t' d F kt' d S k d" t t' I elektrischen Maschine. S Immung er un IOn es e un arpo en Ia s Ws 

fiir jede der vier Zonen I, II, III und IV (Abb. 47). 
Diese Funktion muB nun offenbar in jeder Zone symmetrisch in 
bezug auf die durch den Draht und die Figurenachse :'gehende Ge
rade 0 P sein. Es laBt sich nun zeigen, daB sich eine solche Funktion 
im allgemeinsten Fall zusammensetzen laBt aus der Wirkung von 
Mehrfachpolen verschieden hoher Ordnung, die in der Mittelachse an
geordnet zu denken sind. Wenn namlich u die Potentialfunktion eines 

Pols ist, so bestimmt ~: die Potentialfunktion eines in der x-Richtung 

angeordneten Dipols, ;:~ die eines Quadrupols usw. Differenzieren wir 

nun die Mutterfunktion w eines Pols nach der komplexen Variablen z, 
. d aw au + .8v 1 . R" k . h f d l' h so WIr 8z = iii ~ a z' a so mIt ue SIC t au en ana ytlSC en 

Charakter von w auch gleich ~: + i ~~. Da nun diese Darstellung 

zugleich wieder das Reelle und Imaginare trennt, so ist damit gezeigt, 

1 Electrician 11, 453 u. 510 (1928). 
2 Electromagnetic Problems in Electrical Engineering. London: Oxford Uni

versity Press 1929. 
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daB me ~: das Potential eines Dipols in der x-Richtung bestimmt, 

und Entsprechendes gilt fiir die Dipole hOherer Ordnung. Fiihren wir 
die Rechnung fiir den Dipol aus, so bekommen wir: 

8w II_if} cos {} i sin{} 
8z =Z-=r,e =-r---r-' 

me 8w = COS{} • 

8z r' 
allgemein gilt 

- ~ konst - = konst -, e-tnf} = --- - --- ,konst 8"w 1 ( 1 .) (COS n {} i sin n {}) 
a zn zn rn rn rn , 

also wird 

Die Funktion cos n{} hat in der Tat die Eigenschaft, daB sie zu dem 
Speer {} = 0 symmetrisch ist, Die Gesamtdarstellung des Magnet
feldes wird also gegeben durch eine Mutterfunktion: 

1 1 1 
wm = Ao + Al -In z + A2 , - + A3 ' 2" + A4' 3 usw., z z, z 

wobei die Vorzeichen und Zahlenkonstanten in den Ak enthalten sind. 
Allerdings ist diese Darstellung insofern noch speziell, als die Vielfach
pole hier alle im N ullpunkt liegen; Pole an irgendeiner Stelle wiirden 
die Symmetrie verletzen, aber Mehrfachpole im Unendlichen tun dies 
nicht. Wir k6nnen also zu Wm auch noch Pole hinzmiigen, die durch die 

Transformationz' = ~ aus dem gegebenen Pol hervorgehen; dies ergibt z 
fiir die beiden ersten Glieder nichts Neues, aber fiir die folgenden Glieder 
die neuen Formen z, Z2 ••• zn, mit dem reellen Anteil rn. cos n e. 1m 
ganzen handelt es sich also bei dem reellen Teil um eine Fourier
zerlegung der in {} periodischen Funktion mit Komponenten, die die 

Glieder In und rn enthalten; in komplexer Darstellung: r 

Ws = Ao + Al ,In z + A2 Z + B2 + A3 Z2 + B 23 + .. , z z 

Mit dem reellen Teil dieser Funktion hat man nun die allgemeinsten 
symmetrischen Potentialfunktionen in der Hand; setzt man die Koeffi
zienten fiir jede der 4 Zonen verschieden an, so kann man das Feld auf 
beiden Seiten jeder Grenzlinie, normal und tangential durch die Koeffi
zienten A und B ausdriicken. Dazu kommt natiirlich noch das aus der 
Mutterfunktion wp abgeleitete Eigenfeld des Drahtes. 

Die Grenzbedingungen verlangen zunachst die Stetigkeit der parallel 
zu den Grenzflachen gerichteten Feldkomponenten; auBerdem muB die 
senkrecht zur Grenzflache gerichtete Induktion stetig bleiben. Es gilt 
also in leicht verstandlicher Bezeichnung Sjit = Sj~( und Sj1. = fl' Sj1· 
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Diese Bedingungen sind fiir samtliche Grenzflachen anzuschreiben und 
liefern dann gerade geniigend Gleichungen, um samtliche KoeffizientenA 
und B zu bestimmen, d. h. durch die geometrischen Abmessungen, die 
Konstanten und die Lage und Starke des Stromfadens auszudriicken. 
Durch Superposition verschiedener Drahtpotentiale lassen sich dann 
natiirlich die Magnetfelder ganzer Wicklungen bestimmen. 

13. Grenzen der funktionentheoretischen Methode. Zum SchluB solI 
noch kurz die Behandlung von solchen zweidimensionalen Problemen 
besprochen werden, bei denen die Leiter nicht mehr durch einfache 
Quellinien geniigend genau dargestellt werden konnen. Es sind das 
z. B. die Probleme des Magnetfeldes von Leitern, die in rechteckigen 
N uten eines Ankera eingelassen sind; dahin gehoren ferner die genaueren 
Feld- und Streufeldprobleme von Transformatoren. U. a. interessiert 
hier der Fall der scheibenformig gegeneinander abgeteilten Wicklungen, 
die bei der Berechnung des magnetischen Feldes jeweils als ein einziger 
homogener stromfiihrender Leiter angesehen werden. 

In diesen Fallen existiert nach wie vor ein Vektorpotential )8., aus 
dem sich das Magnetfeld bestimmen laBt, aber dieses Vektorpotential 
geniigt nicht mehr der Potentialgleichung Ll)8. = 0, sondern es ist 
innerhalb der Leiter Ll )8 z = - 4 n i, wenn i die Stromdichte senkrecht zur 
x y-Ebene bezeichnet. )8 z laBt sich also innerhalb der Leiter auch nicht 
mehr als reeller Teil einer regularen komplexenMutterfunktion darstellen, 
oder, anders ausgedriickt, die Mutterfunktion miiBte sich innerhalb 
der Leiterquerschnitte iiberall singular verhalten. Es ist klar, daB in 
diesen Fallen die Benutzung komplexer Funktionen nur in ziemlich 
gekiinstelter Weise beibehalten werden kann; wesentlich einfacher ist hier 
die direkte Benutzung der Potentialfunktion )8 z' wenigstens innerhalb 
der Zonen, wo die Leiter sich befinden 1. In solchen Fallen beschrankt 
sich die Anwendung der funktionentheoretischen Methode auf die Be
rechnung der Felder auBerhalb der stromdurchflossenen Leiter. 

B. Zweidimensionale Stromullgsfel£ler. 
Von K. Pohlhausen, Berlin. 

1. Stellung der Aufgabe. Das folgende Kapitel befaBt sich mit der 
Anwendung der Funktionentheorie auf die zweidimensionalen Stro
mungen idealer Fliissigkeiten. Es handelt sich dabei um die Berech
nung des stationaren Stromungsfeldes um zylindrische Korper und um 
die Ermittlung der auf sie wirkenden Krafte. Insbesondere interessiert 

1 Rogowski, W.: Mitteilungen liber Forschungsarbeiten des VDI. 1909, 
H.71, S. 1-36; ETZ 1910, 1033-36, 1069-71. Roth, E.: Bull. Soc. Franc. 
Electr. 7, 840-966 (1927); Rev. gen. electro 22,417-24 (1927); 23,773-87 (1928). 
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in der Aerodynamik die Berechnung des Auftriebes, den ein (unend
lich langer) Tragfliigel in einem stromenden Medium erfahrt. Von. der 
Behandlung nicht stationarer Vorgange und von mehrdimensionalen 
Stromungen soll abgesehen werden. 

Dieser Abschnitt erfordert nur die elementaren Kenntnisse der 
Funktionentheorie: das Wesen der komplexen Funktion und ihre Auf
teilung in Realteil und lmaginarteil. AuBerdem werden sich eine Reihe 
Anwendungsbeispiele ergeben, die als Erganzung und Vertiefung der 
konformen Abbildung angesehen werden konnen. 

Es wird angenommen, daB der Stromungsvorgang nur von zwei 
Raumkoordinaten abhangt. Weiter vernachlassigen wir die Reibung der 
Fliissigkeit und betrachten sie als inkompressibel. 

2. Grundlagen und Bezeichnungen. 1m mathematischen Teil ist ge
zeigt worden, daB jede komplexe analytische Funktion F (z) der par
tiellen Differentialgleichung 

(1) 

geniigt und in einen Real- und lmaginarteil zerlegt werden kann, so daB 

F (z) = cp (x, y) + i VJ (x, y). (2) 

Dabei sind sowohl cp(x, y) als auch VJ(x, y) reelle Funktionen, die fiir 
sich der Differentialgleichung (1) geniigen. 

Man bezeichnet cp(x, y) bei stromungstechnischen Anwendungen 
als Geschwindigkeitspotential und VJ(x, y) als Stromfunktion. 
Beide sind verkniipft durch die Cauchy-Riemannschen Diffe
rentialgleich ungen 

arp alP 1 ax By' 

~: = - ~~. 1 
(3) 

Die Kurven cp(x, y) = konst. werden Aquipotentiallinien oder Ni
veaulinien und die Kurven VJ(x, y) = konst. Stromlinien genannt. 
Beide Kurvenscharen stehen wegen (3) aufeinander senkrecht. 

Die Komponenten der Geschwindigkeit v der durch cp(x, y) ge
gebenen Potentialstromung sind 1 : 

( 4) 

1 In der Stromungslehre stellt man also das Feld als positivan Gradienten 
des Potentials dar, wahrend man in der Elektrotechnik bekanntlich den negativen 
Gradienten als Feld ansieht. 
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Differenziert man die komplexe Funktion F(z) nach z, so erhalt man 
z. B. 

dF(z) _ acp + .a1jJ _ _. (5) 
dz - ax ~ ax - v'" ~ vy • 

Diese komplexe Zahl stellt den an der positiven x-Achse gespiegelten 
physikalischen Geschwindigkeitsvektor dar und wird als komplexe 

Geschwiildigkeit bezeichnet. Fiir den absoluten Betrag von d!~Z) 
finden wir 

I d~;Z) 1= IF'(z) I = V(~:r + (~~r= l'v~ + v; = Ivl· (6) 

Es ist also der absolute Betrag von F'(z) gleich dem abso
luten Betrag der Stromungsgeschwindigkeit. 

3. Axial-symmetrische Stromungen. Von den elementaren Funk
tionen ist die Funktion F(z) = c In z fiir die Anwendungen von Be
deutung. Sie stellt zwei grundverschiedene Stromungsfelder dar, je 
nachdem c reell oder imaginar ist. 

a) Die Konstante c ist reell, Quellinien. Wir setzen c = 2qn 
und erhalten: 

F (z) = /n In z . (7) 

Man bezeichnet q als die Ergiebigkeit pro Langeneinheit der 

Abb. 48. Quell
linienstromung. 

Quellinie. Es ist das Potential als Realteil von In In z: 
cp = 2~ In r = 2qn In I'x2 + y2 = In In (X2 + y2), (8) 

und die Stromfunktion als Imaginarteil 

11l = L arc tg JL . 
T 2n x (9) 

Die Aquipotentiallinien sind also konzentrische Kreise um den Durch
stoBpunkt der Quellinie durch die x y-Ebene, wahrend die Stromung 
selbst radial nach auBen bzw. nach innen erfolgt, je nachdem q positiv 
oder negativ ist (Abb. 48). 

b) Die Konstante c ist rein imaginar, Wirbellinien. Wir 
iT 

setzen c = - 2 n' so daB 
iT F(z) = - -lnz. 
2n (10) 

Hierbei bezeichnet man r als Zirkulation. Fiir das Potential ist 

T y 
cp = - 2 narc tg x . (11) 

Die Funktion arctgJL ist vieldeutig; bei jedesmaligem Umfahren der x 
Wirbellinie nimmt das Potential um den Betrag r zu. Man kann sich 
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von dieser Vieldeutigkeit befreien, indem man vom Ursprung radial 
nach au13en einen Verzweigungsschnitt fiihrt. Dieser Verzweigungsschnitt 
darf nicht iiberschritten werden. V gl. S. 49. 

Die Stromfunktion lautet: 

(12) 

Die Aquipotentiallinien sind in diesem FaIle 
Strahlen durch den Durchsto13punkt der Wirbel
linie mit der x y -Ebene und die Stromlinien 
konzentrische Kreise. Die Stromung umkreist 
also den Durchsto13punkt im mathematisch
positiven Sinne, d. h. entgegenge.setzt dem Uhr- Abb.49. Wirbellinienstromung. 

zeiger (Abb. 49). 
In der Stromungslehre findet die Funktion c In z sowohl mit reeller 

als auch rein imaginarer Konstante c Anwendung, wie im folgenden 
gezeigt wird. 

4. Die Quell- und Senkenstromung. 1m Punkte z = - a der Abb. 50 
befinde sich eine Quellinie von 
der Ergiebigkeit + q, wah
rend im Punkte z = + a eine 
"Senkenlinie" von entgegen
gesetzt gleicher Starke - q 
liegt. Die gesamte von der 
Quellinie ausgehende Fhissig
keitsmenge wird also von der 
Senkenlinie aufgenommen. Ge

!I 

+f{ 

-a +a 

Abb.50. Zum Stromungsfeld zweier Quellinien. 

fragt ist nach der Gestalt des Stromungsfeldes. l\fit Hille von (7) folgt 
durch Superposition 

F(z)=-2q In(z+a)--2Q In(z-a)=-2Q Inz+a. (13) n n n z-a 

Wir fiihren ein Paar Polarkoordinaten mit dem Ursprung in z = -a 
und z = + a ein. l\fit den Bezeichnungen der Abb. 50 wird 

Q r1 eifh 
F (z) = -2 In --'{j-' 

n r2 e' 2 

so da13 die Stromfunktion als Imaginarteil von (14) 

'IjJ = -iL ({}l - {}2) = - -2Q ({}2 - {}l) 
:..'.:rt n 

(14) 

(15) 

wird. Der Winkel {}2 - {}l ist aber gleich dem Winkel {}, den Tl und T2 

bei P miteinander einschlieBen, also ist 

(16) 

Rothe-OUendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 7 
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Die Kurven 'Ifl = konst. sind demnach Kreise durch z = + a und 
z = -a, die # als Peripheriewinkel enthalten (Abb.51). 

5. Quell- und Senkenstromung mit Parallelstromung. Wir uberlagern 
dem soeben gefundenen Stro
mungsfeld eine Parallelstro
mung in Richtung der posi
tiven x-Achse von der Ge
schwindigkeit Vo' Das kom
plexe Potential einer solchen 
Stromung lautetF1 (z) =voz. 

___ ;---:~=';""""$.I-__ ~----'~:.L ___ Man uberzeugt sich hiervon, 

Abb. 51. Quell- und Senkenstromung. 

indem man das Potential ab
trennt: 

rp = VOX, 

so daB nach (5) 
orp 

V = ax = Vo 

folgt. Demnach kann also 
das Gesamtfeld einer Quell- und Senkenlinie im Parallelfeld durch das 
folgende komplexe Potential beschrieben werden: 

q z +a 
F(z) = VoZ + -2 In --. n z - a (17) 

Die Zerlegung in Real- und Imaginarteil liefert 

F(z) = VOX + ivoY + -2q In r1 - -2q io.. (18) 
n r2 n 

------- Fur die Stromfunktion er
halten wir 

1/J = V y _Lo.. 
'r o. 2n 

Die Stromlinien sind also ge
geben durch 

Vo Y - -2q # = konst. (19) n 

Von den Stromlinien inter
essiert diejenige, fur welche 
die Konstante gleich Null ist. 
Wir erhalten hierfur namlich __ ----------~-~= die x-Achse und eine ge

Abb. 52. Stromung urn einen Ovalzylinder. schlossene Kurve von ovaler 
Gestalt, welche die Quell- und 

Senkenlinie umschlieBt (Abb. 52). Da bei stationarer Stromung die Teil
chen der Flussigkeit den Stromlinien folgen und keine Stromung senk-
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recht zu einer Stromlinie stattfindet, so kann jede Stromlinie als feste 
Wand angesehen werden. Wahlen wir das Oval als feste Wand, so stellt das 
Stromungsfeld der Abb. 52 die ebene Potentialstromung um einen Zy
linder von ovalem Querschnitt vor. Wir wollen feststellen, in welchen 
Punkten des Feldes die Geschwindigkeit den Betrag Null hat. Man 
bezeichnet solche Punkte als Staupunkte. Der absolute Betrag der 
Geschwindigkeit ist gegeben durch 

IdF(z)l. 
dz I 

Fur Staupunkte ist also 

I d~;z) 1= o. (20) 

Wir erhalten durch Differentiation von (17) fUr den Ortsvektor Zo des 
Staupunktes: 

I dF(z) I - v + --L(_1_ - _1_) - 0 
dz Z=Zo - 0 2 n Zo + a Zo - a - (21) 

oder aufgelost 
(22) 

Es existieren demnach zwei symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt 
gelegene Punkte auf der x-Achse, in welchen die Geschwindigkeit 
Null ist: 

Z = ± 1;:;+ qa. o V u-· nvo (23) 

Hierdurch ist zugleich die halbe Lange A = Zo des Ovals gegeben. 
Zur Bestimmung der halben Breite B beachte man, daB fUr die GIei. 
chung des Ovals die Konstante in (19) Null ist, also 

Vo Y - /n {} = 0 , 

wora us fur y = B 

An Hand von Abb. 53 ist 
{} a 

tg'2 = B· 

Man erhalt also fUr B die transzendente Gleichung 

Abb. 53. Bestimmungs
stiicke des Ovals. 

t (nVoB) = !!:.-. = (-q-). anvo . (24) 
g q B nVoB q 

6. Stromung urn einen Kreis. Wir lassen die im Punkte z = =+= a 
liegenden Quell- und Senkenlinien immer naher an den Ursprung des 
Koordinatensystems heranrucken, fiihren also den Grenzubergang a --+ 0 
aus. Zugleich verfugen wir uber die Ergiebigkeit der Quellinie so, daB 
stets das "Morp.ent" M = q. 2 a konstant bleibt. 

7* 
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Wir entwickeln 

In (z + a) = In {z (1 + ~)} = In z + ~ - ~ + ~ - ... z Z 2Z2 3 Z3 , 

In (z - a) = In {z (1 - ~)} = In z - ~ - ~ - ~ - ... 
z Z 2~ 3# 

und bilden die Differenz 

In z + a = 2 a + 2 a3 + ... 
z - a z 3 Z3' (25) 

Mit Einfiihrung des Momentes wird also 

1· F () 1· q 1 Z + a },I I 1m Z = Im- n--=-·-. 
a-+O a-+O 2 n z - a 2 n Z 

Da nun 
I 1 x-iy 
Z x + i Y x2 + y2 , (26) 

so foIgt fUr die Stromlinien 
21I y 

'ljJ = - 2 n (x2 + y2) = konst. (27) 

-------3 ......... ~~---- Die Stromlinien stellen Kreise dar, 
die die x-Achse im Ursprung be
riihren und deren Mittelpunkte auf 
der y-Achse liegen (Abb. 54). Man 
bezeichnet eine solche durch zwei 
unmittelbar benach bart liegende 
Quell- und Senkenlinien hervorge
rufene Stromung als zweidimensio-

Abb.54. Doppelquelle. nale Doppelquelle oder als zweidi
mensionalen Dip 0 I vom Moment M. 

Wir iiberlagern nunmehr einer solchen Doppelquelle eine Parallel
stromung von der Geschwindigkeit vo' die parallel zur negativen x-Achse 
gerichtet sein soll. Es ist also 

( J11 1) F(z) = - Vo z + 2n Z . (28) 

Zur Untersuchung des Stromungsbildes fiihren wir Polarkoordinaten 
ein: 

F(z) = - v (rei {) + ~ e-i{}) o 2nr (29) 

oder da 
ei {} = cos {} + i sin {} und e-i {} = cos {} - i sin {} , 

so wird 
F(z) = - Vo [(r + /:r) cos{} + i (r - 2~r) sin{}]. (30) 

Die Stromlinien sind die Kurven 

'ljJ = Vo (r - 2~r) sin {} = konst. (31) 
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Setzen wir die Konstante gleich Null, so ist 

( 111). 
Vo r - 2nr sma. = O. (32) 

Hieraus folgt entweder sin a. = 0, d. h. a. = 0 und n (die x-Achse des 
Koordinatensystems) odeI' 

.M 
r--~=O 

2nr ' 

r=~=R. (33) __ -

Del' Kreis um den N ullpunkt mit 
dem Halbmesser R ist also eben
falls eine Stromlinie. 1st del' Radius 
des umstromten Zylinders vorge-~ 
schrieben, so gibt (33) das Moment -----.;:: ::::=:==== 
an, welches man zur Erzeugung des Abb. 55. Ausweichstriirnung um den Kreis. 

Stromungsbildes in den Ursprung 
setzen muB. Das durch (31) bestimmte Stromungsfeld ist in Abb. 55 
wiedergegeben. Man bezeichnet diese Stromung um den Kreis als Aus
weichstromung. 

Ais Staupunkte erhalten wir mit 

II d_F_(z) i = 1_ Vo (1 - R:) I = 0, 
dz iz~zo Zo , 

(34) 

Zo = ±R. 
Die Schnittpunkte des Kreises auf del' x-Achse sind also Staupunkte. 
Weiter interessiert noch del' absolute Betrag del' Geschwindigkeit im 
Schnittpunkt des Kreises mit del' y-Achse: 

Man erhiilt mit z = ± i R 

iF'(z)I=I-vo(l-i:;2)!=/2Vol. (35) 

Die Geschwindigkeit in diesen Punkten ist also gleich del' doppelten 
Anstromgeschwindigkeit Vo' Man kann zeigen, daB sie zugleich die 
groBte im Stl'omungsfeld um das AuBere des Kreises auftl'etende Ge
schwindigkeit ist. 

7. Stromung um einen Kreiszylinder mit Zirkulation. Wir hatten 
mit (28) die Stromung um einen Kreiszylinder gefunden, bei welcher 
die x-Achse Symmetrielinie ist. Eine zweite mogliche Stromung um 
einen Kreis war durch 

iT F(z) = - -lnz 
2:n 

(36) 

als l'otationssymmetrische Stromung um den Nullpunkt gegeben 
worden (vgl. Ziffer 3). Wir konnen (36) und (28) iiberlagern und er-
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halten damit bei vorgegebener Geschwindigkeit Vo im Unendlichen die 
allgemeinste derartige Stromung, die um einen Kreiszylinder moglich 
ist. Wir suchen also eine Stromung mit folgenden Randbedingungen: 

1. Die Zylinderwand r = R solI Stromlinie bleiben. 
2. Die Stromung solI im Unendlichen in eine Parallelstromung 

iibergehen. 
Die Stromlinien von (36) sind konzentrische Kreise um den Null

punkt. Es wird also eine Stromlinie geben, die mit dem durch (28) 
gegebenen Kreis zusammenfallt. Weiter verschwindet del' absolute Be
trag del' Geschwindigkeit von (36) 

jF'(z)1 = 1- ~~.! I (37) 

fUr z --+ 00. Es sind also die vorgegebenen Randbedingungen erfiiIlt. 
Wir untersuchen nunmehr das Stromungsfeld von 

R2 'r 
F(z) = -vo(z + Z-) - ~nlnz (38) 

und erhalten fiir die Stromlinien 

( R2) r i-~ 
m = konst. = - v Y 1 - --- - - In x2 + y2 
T 0 x2 + y2 2n (39) 

und fUr den absoluten Betrag del' Geschwindigkeit 

, !' R2 ir 1 I IF (z) 1= 1- Vo ( 1 - Z2) - 2n Z- . (40) 

FUr die Staupunkte Zo folgt aus I F' (z) I _ = 0 nach Multiplikation 
Z-Zo 

mit z~: 

V (Z2 _ R2) + i r z = 0 o 0 2n 0 , (41) 

also 
ir 1---

zo= ---±-- VI6n2v~R2-r2. (42) 
4nvo 4n Vo 

Bei del' Lage diesel' Staupunkte sind mehrere FaIle zu unterscheiden. 
Es sei zunachst r < 4 nVoR. Dann ist del' absolute Betrag von (42) 

IZol = R, (43) 

wahrend das Argument {} zweideutig ist: 

r 
{}l = - arc tg ~: , 

f16 n 2 vijR2 - r 2 

r 
{}. = + arc tg ---===---===. 

" f16n2vijR2-r2 

(44) 

Andert sich rvon Null bis 4nvoR, so wandel'll die Staupunkte von ihrer 
Lage bei del' Ausweichstromung auf del' Kreisperipherie herab, bis sie 
sich bei Zo = - iR zu einem Doppelpunkt vereinigen. 1st jedoch 
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T> 4:rcvoR, so wird der Wurzelausdruck in (42) imaginar, so daB 
der eine Staupunkt langs der 
imaginaren Achse in das Innere 
des Stromungsfeldes, der andere 
aber in das Innere des Zylinders 
ruckt und keine physikalische 
Bedeutung hat. Die Stromung 
selbstwirddurchdieAbb.56a, b,c 
fUr die verschiedenen GroBen von 
T wiedergegeben. Wir bemerken, 
daB die Stromung nicht mehr 
symmetrisch zur x-Achse erfolgt, ~ 

sondern daB die Geschwindigkeit a) T< 4nvoR, beideStaupunkteaufdemZylinder. 
auf dem oberen Scheitel des 
Kreises vergroBert und auf dem 
unteren Scheitel verkleinert ist. 
Denn fur z = + iR ist 

IF'(z)I=I-2Vo-2~.R1 (45) 

und fUr z = - i R 

IF'(z) 1= 1- 2vo + 2~R [. (46) 

Wir werden spater zeigen, daB 
durch diese Unsymmetrie ein 
"Auftrieb" zustande kommt. 

8. Bernoullische Gleichung und 
Kutta-Joukowskyscher Satz. Wir 
entnehmen der Hydromechanik 
fUr weitere Anwendungen der 
Funktionentheorie auf - zwei
dimensionale Stromungsfelder die 
folgenden Satze: 

a) Die Bernoullische 
Druckgleich ung. Bezeichnet 
v die Geschwindigkeit, P den 
Druck, und e die Dichte der 
Flussigkeit, so gilt fUr eine sta
tionare Stromung, wenn auBere 
Krafte nicht einwirken, 

e v2 

P + 2 = Po = konst. (47) 

b) T= 4nt'o R, die Staupunkte fallen zusammen. 

c) T> 4nvo R, Staupunkt in der Fliissigkeit. 
Abb. 56a bis c. Stromung um einen Zylinder mit 
Zirkulation (nach M. Lagally, Handbuch der 

Physik, Bd. VII, Rap. 1). 

Po stellt den hochsten Druck vor, der bei dem Stromungsvorgang uber-
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haupt auftritt. Man erhalt ihn bei Umstromung fester Korper in dem 
Staupunkte (v = 0). Aus der Bernoullischen Gleichung (47) folgt weiter, 
daB an Stellen groBer Geschwindigkeit niedriger Druck und an Stellen 
kleiner Geschwindigkeit hoher Druck herrschen muB. Bei der durch (38) 
gegebenen allgemeinen Stromung mit Zirkulation urn einen Kreis
zylinder wird also, wie oben erwahnt, eine in Richtung der positiven 
y-Achse wirkende Kraft auf den Zylinder ausgeiibt, da nach (45) und (46) 
die Geschwindigkeit auf der oberen Halite des Zylinders groBer ist als 
auf der unteren. 

1m Gegensatz hierzu ergibt die Bernoullische Gleichung weder fUr 
die Ausweichstromung (30) noch fiir die reine Zirkulatiomstr6mung 
aus Symmetriegriinden eine resultierende Kraft auf den Zylinder. Man 
bezeichnet dieses der Anschauung widersprechende Ergebnis als hydro
dynamisches Paradoxon. Der in Wirklichkeit stets beobachtete Wider
stand wird durch die Reibung verursacht. 

b) Die Kutta-Joukowskysche Formel. Wir haben mit Hilie 
der Bernoullischen Gleichung qualitativ erkannt, daB auf einen in eine 
Parallelstromung getauchten Kreiszylinder mit zirkulatorischer Um
stromung eine Kraft ausgeiibt wird. Dies gilt allgemein fUr jede beliebige 
Kontur eines in dieser Art umstromten Zylinders. Die GroBe dieser 
Kraft A bestimmt sich nach dem Kutta-Joukowskyschen Satz zu 

A = (! vorl, (48) 

wobei Vo die Stromungsgeschwindigkeit im Unendlichen, r die Zirkula
tion, l die Lange des Zylinders und (! die Dichte bezeichnet. Die Kraft A, 
die als Auftrieb bezeichnet wird, steht senkrecht auf der Richtung von Vo. 

Der Kutta-Joukowskysche Satz gilt unabhangig von der Kontur des 
Zylinders und ist grundlegend fUr die Bestimmung des Auftriebs von 
unendlich langen Tragfliigeln. Von einem Beweis des Satzes soli hier ab
gesehen werden, er folgt z. B. aus einer Anwendung des Impulssatzes1 . 

Es sei hier nur kurz auf eine Analogie des Kutta-Joukowskyschen 
Satzes in der Elektrodynamik hingewiesen: 

Es seien die magnetischen Induktionslinien eines Magnetfeldes von 
der Starke B gegeben. Senkrecht zu diesem Felde liege ein Draht, in 
welchem der Strom J flieBt. Es wird dann auf den Draht von der Lange l 
eine Kraft P ausgeiibt, die senkrecht auf B und J steht und die GroBe 

P = BJl. (49) 

besitzt. Es entspricht also, wie man beim Vergleich von (48) und (49) 
erkennt, B der Geschwindigkeit Vo und der Strom J der Zirkulation r. 

9. Konforme Abbildung von Stromungsfeldern. Fiir den Kreiszylinder 
hatten wir in einfacher Weise das Stromungsfeld durch Uberlagerung 

1 Vgl. die am SchluB angegebenen Lehrbiicher und R. v. Mises: Zur Theorie 
des Tragflachenauftriebes. Z. Flugtechn. 1917, H.21/22, 157. 
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einer Parallelstromung und einer Doppelquellinie aufstellen konnen. 
Fiigten wir auBerdem noch eine rotationssymmetrische Zirkulations
stromung hinzu, so erhielten wir die allgemeinste mogliche zweidimen
sionale Stromung um einen Kreiszylinder. Mit Hilfe der konformen Ab
bildung ist es nun moglich, das ebene Stromungsfeld auch um andere 
zylindrische Korper zu ermitteln. Wir nehmen an, daB in der z-Ebene 
(z = x + iy) die Stromung um den Kreis mit dem Radius R durch 
die Funktion F (z) vorgegeben sei. Wir bilden nun die z-Ebene auf eine 
zweite Ebene, die C-Ebene mit den Koordinaten C = ~ + i1] mit Hilfe 
einer Funktion C = g(z) ab, oder nach z aufgelOst z = h(C). Bei dieser 
Abbildung solI der Kreis in der z-Ebene in die gewiinschte Kontur 
iibergehen. Das gesuchte Stromungsfeld um die Kontur ist dann ge
geben durch den Imaginarteil der Schachtelfunktion: 

F {h (C)}. 

~ - 2a (Z - a)2 10. Die konforme Abbildung ~ + 2 a = Z + a . Als Beispiel be-

trachten wir die durch die Funktion 

C - 2 a _ (z - a )2 
-C + 2a - z +a (50) 

gegebene konforme Abbildung der z-Ebene auf die C-Ebene. Wir unter
suchen, in welche Kurve ein in der z-Ebene liegender Kreis iibergeht, 
der durch die auf der reellen Achse gelegenen Punkte A (- a, 0) und 

IJ 
a) 

!I 

j7,7 (-Ebe!Je 
C' !J' 

b) 

Abb. 57 a und b. Abbildung des Kreises in ein Kreiszweieck. 

B{ + a, 0) hindurchgeht. Sein Mittelpunkt };J liege auf der imaginaren 
Achse im Abstand m vom Nullpunkt (Abb.57a). 

Losen wir (50) nach C auf, so erhalten wir 

a2 
C = Z + .-. {51} z 

Die Punkte A und B werden also abgebildet III die beiden Punkte 
A'(- 2 a, 0) und B'(+ 2 a, 0). 
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Dagegen bilden sich die Schnittpunkte C und D des Kreises mit 
der imaginaren Achse beide in den einen Punkt C (0, 2 mil ab, denn 

fiir z = i (m ± ym 2 + a2 ) wird 

C = ~ + irJ = i (m ± y m2 + a2 _a2 
) = + 2m i. 

m. ± V m,2 + a2 

Weiter erhalt man durch Logarithmieren von (51) 

C-2a z-a 
In C + 2 a = 2ln z + a . 

Nun war in Abschnitt 4 gezeigt worden, daB der Imaginarteil von 

In z +- a der Winkel APB bzw. der Imaginarteil von In ; +- 22a der 
z a ~ ·a 

Winkel A' P' B' ist. Es folgt also 

}:APB = 2}:A'P'B'. 
Bewegt sich nun P auf einem Kreis, so bleibt der Peripheriewinkel 
konstant. Das Bild P' von Pin der C -Ebene lauft dann auf einer Kurve, 
deren Peripheriewinkel ebenfalls konstant ist, aber den doppelten Be
trag hat, also ebenfalls auf einem Kreis. Der Kreisbogen A'C' B' wird 
dabei doppelt durchlaufen, da der Peripheriewinkel des Kreisbogens 
unterhalb der x-Achse gleich n - D, sein doppelter Betrag 2 n - 2 D 
gleich dem Winkel A' P' B' ist. Ruckt M in den Koordinatenanfangs
punkt der z-Ebene, so wird die Pfeilhohe m des Kreisbogens Null, und 
es bildet sich der Kreis in das doppelt durchlaufene Geradenstuck von 
+ 2 a bis - 2 a auf der ~-Achse abo 

11. Stromung urn eine ebene Platte. Wir wollen zunachst den ein
fachsten Fall betrachten, daB das Kurvenstuck in der C -Ebene eine 
Gerade ist (1n = 0). Es wird dann durch (51) der Kreis mit dem Halb
messer a auf das Geradenstuck von der Lange 4 a, auf der ~-Achse 
abgebildet. Fur das Stromungsfeld um den Kreis hatten wir in Ab
schnitt 7 gefunden: 

F(z) = -Vo(z + :2) - ~~lnz. 
Dabei war die Geschwindigkeit Vo der negativen x-Achse parallel ge
richtet. SchlieBt Vo mit dieser Achse den Winkel IX ein, so ist fur z zu 
setzen: z eirt.. Man erhalt also zunachst: 

F(z) = -v (zei(X+ ~~) - irlnzeirt. 
o zeU" 2n 

( . a2 ) i r i r . 
= - v z e"'" + -.- - - In z - - t IX • o Z&a 2n 2n 

(52) 

Nun ist aber bei einem Stromungspotential eine additive Konstante 
belanglos; somit diirfen wir den letzten Posten unterdrucken und 

schreiben: (. a2) i r 
F(z) = - Vo ze,a; + zeia - 2; Inz. (53) 
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Wir erhalten das Stromungsfeld in der C-Ebene, indem wir z nach 
(51) ausdrucken und in (53) einsetzen. Bilden wir hiervon den Imaginar
teil, so erhalten wir das gesuchte Stromungsfeld um eine ebene Platte, 
die unter dem Winkel oc aus dem Unendlichen angestromt wird. 

Wir berechnen den absoluten Betrag der Geschwindigkeit v an den 
Plattenrandern, also fUr C = ± 2 a. Es ist 

dF(z) 

I v I = I dF I = I dF • ~ i = a:z . (54) 
df; I dz df; I --a;r 

Wir erhalten aus (53) 

r}F = _ v (eirx _ ~) _ _ iI_ (55) 
dz 0 Z2 eirx 2nz' 

Bei willkiirlich vorgegebenel' Zirkulationr 
ist dieser Ausdruck auf dem Rande des 
Kreises und auBerhalb des Kl'eises uber
all endlich. 

Weiterhin ist mit (51) 
df; a2 

dz = 1- Z2' 

also fur z = ± a, d. h. denjenigen Punkten 
del' z-Ebene, die in die Endpunkte des 
Geradenstiickes in del' C-Ebene ubergehen, 

df; = 0 
dz . 

Mithin wird in (54) 
dF 
([f=oo, 

a) reine Potentialstromung. 

b) Zirkulationstromung. 

c) reine Potentialstromung mit 
Zirkulation. 

Abb. 58a bis c. Stromung urn ein 
d. h. die Plattenrander werden mit unend- Tragfliigelprofil. 

lich groBer Geschwindigkeit umstromt. 
12. Die Knttasehe Bedingnng. Mathematisch unendlich groBe Ge

schwindigkeiten treten stets dann auf, wenn scharfe Kanten oder Ecken 
umstromt werden. Physikalisch sind solche Geschwindigkeiten nicht 
moglich, da es vorher zum ZerreiBen des Zusammenhanges der Flussig
keit und zur Bildung von Wirbeln und Hohlranmen kommt. Man muB 
hierbei zwischen del' Anstrom- und Abstromkante unterscheiden. An 
del' Anstromkante laBt sich diese Gefahr beseitigen, indem man die 
Kante abrundet oder verdickt. Auch die Erfahrung in der Flugtechnik 
zeigt, daB sich Tragfliigel mit verdickter V orderkante giinstig beim 
Flug erweisen. Dagegen laBt man die Hinterkante scharf. Die wirbel
freie Stromung (T = 0) wird also hier eine unendlich groBe Um
stromungsgeschwindigkeit ergeben. Abb. 58a zeigt zur Erlauterung des 
eben Ausgefiihrten die Potentialstromung um ein Fliigelprofil ohne Zir-
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kulation. Man erkennt das Umstromen der Hinterkante, da der hintere 
Staupunkt auf der Oberseite des Profiles liegt. 

Nach einem Gedanken von Kutta ist es nun moglich, das Um
stromen der Hinterkante zu beseitigen und den glatten AbfluB an dieser 
Stelle dadurch zu erreichen, daB man den hinteren Staupunkt der Stro
mung in die Hinterkante des Fliigelprofils legt. 

1m Abschnitt 7 war bei der Behandlung der Potentiah;tromung urn 
den Kreis mit Zirkulation darauf hingewiesen worden, daB die GroBe 
der Zirkulation r beliebig gewahlt werden kann, ohne daB die Rand
bedingungen verletzt werden. Kutta bestimmt nun r auf Grund der 

Gleichung (55) so, daB ~~ an der Hinterkante verschwindet: 

dF ( . a2 ) iT . - = - t' etc" - ~-.- - -- = 0 fur z = - 2a . 
dz 0 Z2 e"" 2nz 

!I 

a) 

7J Z-fbene (-[be!1e 

z 
(=(Z+-j} 
.x 

b) 
Abb. 59a und b. Zur Entstehung des Joukowsky-Profiles. 

8ildvo174 

(57) 

t 

Denn dann ergibt sich fUr die Geschwindigkeit nach (54) hier der un

bestimmte Ausdruck ~. Man iiberzeugt sich durch Differentiation,. 

daB der Grenzwert endlich bleibt. Gleichung (57) liefert also als Funktion 
von vo' IX und den Profilabmessungen eine Bestimmungsgleichung fUr r. 
Abb.58b gibt eine Ansicht der reinen Zirkulationsstromung urn das 
Profil, deren Starke r so gewahlt ist, daB beim Uberlagern von 58a 
und 58b in Abb. 58c ein glattes Abstromen an der Hinterkante erfolgt. 
Der hintere Staupunkt fallt mit der Profilspitze zusammen. 

13. Joukowsky-Profile. Die Abrundung der Vorderkante zur Ver
meidung der hier auftretenden unendlich groBen Geschwindigkeit kann 
in mathematisch einfacher Weise nach einem V orschlag von J 0 u k 0 'v sky 

2 

beriicksichtigt werden. Bei der Abbildung I; = z + ~- geht der Kreis kl 
Z 

in der z-Ebene in einen Kreisbogen der I;-Ebene iiber (Abb. 59a). Sucht 
man nun das Bild eines zweiten Kreises k2 der z-Ebene, der den Kreis kl 
im Punkte - a beriihrt und den Kreis kl vollstandig umschlieBt, so 
erhiilt man in der I;-Ebene eine Kurve, die den Kreisbogen im Innern 
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enthalt und im Punkte t; = - 2 a in eine Spitze ausHiuft. Man 
sieht aus Abb. 59b, daB sich auf diese Weise ein Profil ergibt, welches 
den in der Flugtechnik angewandten sehr ahnlich ist. 

Fur das Weitere interessiert 
nur die Stromung um den .1 .1' 
Kreis k2' da dieser in das Jon
kowskyprofil ubergeht. Um die 
Stromung in einfacher Weise zu 
berechnen, beziehen wir sie in .x' 
der z-Ebene auf ein z'-Koordi
natensystem, dessen Ursprung 
mit dem Mittelpunkt von k2 zu
sammenfalit. Es sei nach Abb. 60 
M der Mittelpunkt des Kreises kl 
in der z-Ebene, der durch die 
Transformation in den Kreis
bogen A' B' der C-Ebene ab
gebildet wird. Der Mittelpunkt 0' 
des Kreises k2 , welcher den 
Kreis kl im Punkte A beriihrt 
und dessen Bild in der C-Ebene 
die Kontur des J oukowsky
Profiles ergibt, liegt auf der 
Linie AM um d uber M hinaus. 
Wir entnehmen zunachst der 
Figur die folgenden' geometri Abb.60. Znr Stromung um ein Joukowsky·Profil. 
schen Beziehungen 

R2 = Va2 + m 2 + d und m = a tg fJ . 
Die Koordinaten von 0' sind: 

Xo = d co~ fJ ' } 
Yo = m + dsinfJ = atgfJ + dsinfJ· 

(58) 

Wir transformieren nunmehr auf ein Koordinatensystem x' y' mit dem 
Nullpunkt in 0', wobei die x'-Achse parallel der x-Achse und die 
y'-Achse parallel der y-Achse verlaufen solI. Die komplexe Variable in 
diesem Koordinatensystem sei z' = x' + iy'. Es ist 

x' = x - d cos fJ , l 
y' = y - a tg fJ - d sin fJ· J 

Die komplexe Variable im x' y'-System wird 

z' = x' + i y' = x -- d cos fJ + i (y - a tg fJ - d sin fJ) 

= z - d cos fJ - i (a tg fJ + d sin fJ) 

(59) 
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oder 
z' = z - d ei fJ - i a tg (3 . 

Die Potentialstromung mit Zirkulation urn den Kreis k2 ist gegeben 
Imaginarteil von 

F( ') - _ (' irx + R~ ) _ i r 1 ~, z - Vo z e z' eirx 2 n n - , 

als 

(60) 

wobei die Geschwindigkeit Vo im Unendlichen unter dem Winkel IX 
gegen die x-Achse geneigt ist. 

Wir bestimmen r nach Abschnitt 12 so, daB die Geschwindigkeit v 
im Punkte A' endlich bleibt. Der absolute Betrag von v ist 

I I dF dF dz' dz 
v = df = dz' 'dz' de . (61) 

Er ist zu bilden fur 1.; = - 2 a, bzw. z = - a oder z' = - R2eifJ• 
dz' 

Wir erhalten dz = 1 und 

de = 1 _ a2 = 0 fU"r z = -- a, d h dz 00 dz Z2 • • de = . 

Damit v endlich bleibt, muB also sein: 

dF { i Rg} ir 
dz' = 0 = -Vo e rx - z'2eirx - 2nz" (62) 

Dies ist, wie fruher gezeigt, die Bestimmungsgleichung fur die GroBe 
der Zirkulation. Wir lOsen nach r auf und erhalten 

r= - 2'"z:Vo{z'eirx - -~--} 
~ z/ etct 

oder mit z' = - R2eifJ 

Da 

ist, so folgt 

oder mit 

r= 2nv~R2 {ei(rx+tlJ _ e-i(rx+fJ)}. 
~ 

ei(rx+fJ)-e-i(rx+fJ). R 
-----;;:2""Ci-· =-= sm(1X + 1-') 

r = 4n Vo Rz sin (IX + (3) 

R2 = i a2 + m 2 + d = a {v' 1 + (: Y + :}, 1 
r = 4 n Vo a {VI + (: Y + :} sin (IX + (3) . 

Mit Hilfe des Kutta-Joukowskyschen Satzes (48) erhalt man also 
den Auftrieb des Profils pro Langeneinheit 

A=4neV~a{V1+ (:Y+ :}sin(IX+(3). 

(63) 

(64) 

(65) 

fur 

(66) 
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Die Joukowsky-Profile sind, wie man aus der Rechnung ersieht, 

durch zwei Parameter gekennzeichnet, namlich das Verhaltnis ~, a 
welches fiir die Dicke maBgebend ist, und das Verhaltnis m , welches a 
die Wolbung des Profiles angibt. Abb. 61 
zeigt eine Anzahl solcher Profile. Ihre 
Kontur ist nach einem von E. Trefftzl 
angegebenen Verfahren zeichnerisch er
mittelt worden. 

Fiir d = 0 ergibt sich aus (66) der Auf
trieb einer Kreisbogenplatte zu 

A=4nev~alh--r(:rsin(()(+,8), (67) ~ 
wobei 4 a die Sehnenlange der Platte und ~~~ 

2 m ihre Pfeilhohe ist. Ist auch m = 0, so ~ ~ 
folgt fiir die ebene Platte von der Breite 4 a 

Abb.61. Jonkowsky-Profile. 
A = 4nev~asin()(. (68) 

14. Zweidimensionale Stromung mit Strahlbildung. Es lassen sich 
mit Hilfe der Funktionentheorie auch ebene Stromungen behandeln, 
bei denen freie Oberflachen auftreten, so daB 
eine Strahlbildung erfolgt. Allerdings muB man 
dann voraussetzen, daB keine auBeren Krafte, 
also auch nicht die Schwerkraft, auf die Fliissig
keit einwirken. Unter dieser Voraussetzung folgt 
aus der Bernoullischen Druckgleichung, daB die 
freie Oberflache der Fliissigkeit eine Stromlinie 
ist, langs der die Geschwindigkeit konstant ist. 

Abb. 62. Stromung in einem 
Wir behandeln als Beispiel nach Abb. 62 den Kanal. 

Einstromvorgang einer Fliissigkeit in einen par-
allel begrenzten Kanal ABOC aus einem allseitig ausgedehnten Raum. 

Wir hatten friiher das komplexe Potential X als Funktion der 
komplexen Variablen z = x + iy aufgefaBt und geschrieben: 

X(z)=cp+i1jJ. (69) 

Man kann nun auch z als Funktion von X ansetzen, also 

z = x + i y = z (X) . 

Die Cauchy-Riemannschen Gleichungen lauten dann: 
ox oy 
ocp=01p' 
ox oy 
01p -ocp' 

(70) 

1 Vgl. E. Trefftz: Z. Flugtechn. 4, 130 (1913) und R. v. Mises: Z. Flug
techno 11, 68, 87 (1920). 
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Es war nun 

dX =~+i~=u-i'/). 
dz ax ax ' 

wir wollen darin :; mit 1; bezeichnen, so daB gilt: 

1;_~ _ _ 1 _ _ u+iv _ u+iv 
- d X - u - i v - u2 + v2 - 1 tJ 12 (71) 

oder in Polarkoordinaten 

r = ~ = I ~ I i f} 
<, dX tJ I e. (72) 

Darin ist 1; als Funktion von tJ aufgefaBt, so daB also {} das Argu
ment von tJ bedeutet. Der Vektor 1; stimmt also mit der Richtung der 

Z -p+i7!foen, Geschwindigkeit uberein und sein Be-
71 trag ist gleich dem reziproken Betrag 

Abb. 63. B ereich d es komplexen 
Geschwindigkeitspotentials. 

der Geschwindigkeit. Man kann deshalb 
die von dem Endpunkte des Vektors 1; 
beim Fortschreiten langs einer Strom
linie durchlaufene Kurve auch als H 0-

dograph bezeichnen. 
Wir betrachten nun zunachst die komplexe 1;-Ebene mit den Koor

dinaten ~,'YJ. In dieser Ebene erscheint jedenfalls die freie Strahl
begrenzung wegen der oben genannten physi
kalischen Bedingung als Kreis bzw. Kreisbogen, 

da aus I tJ I = konst. naturlich I]-! = konst. folgt. 
tJ , 

Weiter erkennt man aus der Bedeutung von 1;, 
daB die geradlinigen Wande in der z-Ebene als 

Abb. 64. Hodograph der G 
K analstromung. erade durch den Koordinatenanfangspunkt dar-

gestellt werden. In der X = cp + i1p-Ebene sind 
die Stromlinien 1p = konst. zur cp-Achse parallel verlaufende Gerade. 
Eine dieser Geraden stellt die feste Wand wie auch die Strahlgrenze 

dar. Es sei dies in Abb. 63 die Gerade DB, wobei das 
Stuck AB der fest en Wand, das Stuck AD der freien 
Strahlgrenze entsprechen mage, wah rend EO die 
andere Strahlbegrenzung und 0 G die zweite Kanal
wand wiedergibt. In der 1;-Ebene erhalten wir als 
Abbildung nach Abb.64 die Kontur B'A'D'E'O'G', 
wobei die Kanalwande in zwei ne beneinander liegenden 

Abb. 65. Abbildung in 
der w= ln ~ -Ebene. Strecken B' A', 0' G' der positiven reellen Achse und die 

Strahlgrenze in den verbindenden Vollkreis ubergeht. 
Die gestellte Aufgabe ist also gelast, falls die 1;-Ebene auf die x-Ebene 

abgebildet werden kann. Das Resultat dieser Abbildung sei 1; = /(X). 



Zweidimensionale Striimung mit Strahlbildung. 113 

Es folgt dann aus C = ;~ durch' Integration 

z = f C dX = f /(x) dX = F(X) , (73) 

d. h. eine Darstellung del' gesuchten Strahlgrenze als Funktion des 
komplexen Potentials. 

Die DurchfUhrung del' Abbildung ist nunmehr nul' noch eine Auf
gabe del' Funktionentheorie. Wir vereinfachen diese Al1fgabe, indem 
wir die Kontur in del' C:--Ebene durch die Transformation w = In C in 
die w-Ebene abbilden und gleichzeitig IlJ 1= 1 wahlen. Es folgt aus (72) 

w = In C = - In IlJ I + i {}. (74) 

Demnach geht del' Vollkreis in das Stuck A"O" del' imaginaren Achse 
mit del' Lange 2 nuber, wahrend die positive reelle Achse del' C:--Ebene 
in die zwei Halbstrahlen A" B" und O"C" del' w-Ebene nach Abb. 65 
abgebildet wird. 

Diesel' Halbstreifen in del' w-Ebene IaBt sich abel' nach dem Schwarz
schen Verfahren auf einen ganzen Streifen del' x-Ebene abbilden. Wegen 
del' Zwischenrechnung verweisen wir auf das folgende Kapitel, das sich 
speziell mit solchen Abbildungsaufgaben befassen wird. Man erhiilt als 
Abbildungsfunktion zwischen del' X- und w-Ebene 

w=2In(ex+Ye21.-1)-in. (75) 

Wir verifizieren dies folgendermaBen: 
Wir untersuchen zunachst, wie sich die <p-Achse III del' w-Ebene 

abbildet. Es ist mit 'If = 0 

w = 21n (e'P + Ve2'P -1) - in. 

Fur 0 < <p < 00 ist der Klammerausdruck reell und positiv. Insbeson
dere erhiilt man fUr <p = 0: w = - in. Es wird also der positive Ast 
der <p-Achse in das Geradenstuck O"C" del' w-Ebene ubergefUhrt, wel
ches parallel zur ~-Achse im Abstand - in liegt. 

Fur - 00 < <p = -1<p1 < 0 ist: 

w = 21n (e-I'PI + ye- 21 'P1- 1) - in = 21n (e-I'PI -+- i yl - e- 21 'P1) - in. 

Wir trennen den Logarithmus in seinen Real- und Imaginiirteil: 

In (e-I'PI + i ,II - e-21'P1) = ~ln (e-21'P1 + 1- e-21'P1) + i arc tg 1 - e- 2 1 'PI r 2 e I'PI 

= 0 + i arc tg (el'Pl- e-I'PI). (76) 

Der Logarithmus ist also rein imaginar, so daB die negative <p-Achse 
in das Geradenstuck 0" E" der 1J-Achse der w-Ebene ubergeht. 

Fiil' die Gerade BD der x-Ebene ist X = <p + in. Es wird 

w = 21n (e'P.ei ," + Ye2'P.e2ni -l) - in 
Rothc·OIlcndorff·Pohlhausen, Funktionentheorie. 8 
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oder, da ein = -I und e2in = + 1 ist, 

w = 21n ( - e'P + ye2 'P - I) - in. 
Fiir 0 < q; < 00 erhiilt man: 

w = 21n r - 1 ( e'P - e'P F e;'I' )] - i n 
. = 2ln (- I) + 2ln [ e'P ( 1 - J/1 - e! 'I' )] - i n 

= 21n [e'P (I - VI - e! 'I' )] + in. 
Der positive Teil AB der Geraden geht also, da In (e'P (1- V;'-~ e!'I')) 
reell und positiv ist, in das parallel zur ~-Achse im Abstand + in ver
laufende Geradenstiick A" B" iiber. Fiir Punkt A ist q; = 0, mithin 
w = + in, d. h. Punkt A". 

Der negative Teil von AD bildet sich mit - 00 < q; < 0 wegen (76) 
in das Stiick A"D" der 1]-Achse abo 

Wir erhalten nun aus (75) 

e = eW = (e1. + ye2x -It = 2e2X + 2eZ Ye2 1. -1- I. (77) 

Hieraus folgt durch Integration 
x 

z = x + iy = !edX = !(2e21. + 2e7. ye2z -1- l)dX 
o 

= e2X - X + eX ye2x - 1 -In (ex + ye2x 1) - I. (78) 

Man erhiilt hieraus die Strahlkontur, indem man die Stromlinien
gleichung X = q; + in einsetzt, wobei q; die Werte von 0 bis - 00 

durchliiuft. 
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C. Feldausbildung an Kanten. 
Von E. Weber, Brooklyn. 

1. Stellung der Aufgabe. 1m mathematischen Teil wurde gezeigt, 
daB jede komplexe analytische Funktion die Potentialgleichung be
friedigt. Man kann hiernach beliebig viele Losungen dieser Gleichung 
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angeben, indem man irgendeine solche Funktion betrachtet, deren 
Real- oder Imaginarteil dann etwa als Potential eines elektrostatischen 
Feldes zu deuten ist. In allen praktischen Fallen lautet jedoch die Auf
gabe, nicht nur irgendeine Losung der Potentialgleichung aufzustellen, 
sondern es sind stets auch gewisse Randbedingungen zu befriedigen. 
Man unterscheidet dabei verschiedene Arten: Wenn das Potential am 
Rande des Gebietes vorgegeben ist, so liegt eine Randwertaufgabe 
erster Art VOl'. Sind dagegen die Ableitungen des Potentiales am 
Rande vorgeschrieben, so hat man es mit einer Randwertaufgabe 
zweiter Art zu tun. Wechseln beide Bedingungen langs des Randes: 
einander ab, so spricht man von einer Randwertaufgabe dritter Art. 
Die Funktionentheorie lehrt nun, daB man aIle Randwertprobleme 
erster und zweiter Art lOsen kann, indem man das gegebene Gebiet 
auf den Kreis abbildet. FUr die Anwendung dieses Existenzsatzes ist es 
von grundlegender Bedeutung, daB man die Abbildungsfunktion durch 
eine Integration sofort gewinnen kann, falls das Gebiet geradlinig poly
gonal begrenzt ist. Die Differentialgleichung dieser Abbildungsfunktion 
wird als Schwarz-Christoffelscher Satzl bezeichnet (vgl. S. 70). 

Fiir die Aufgaben dieses Abschnittes geniigt es, diesen Satz fUr das 
Randwertproblem erster Art in einer speziellen Gestalt zu formulieren. 
Wir nehmen ein polygonal begrenztes Gebiet in der z-Ebene an, wobei 
das komplexe Potential X = rp + i1p als Funktion der komplexen Ko
ordinaten z = x + iy gesucht wird mit der Bedingung, daB der Real
bzw. Imaginarteil an den Randern des Gebietes bestimmte, konstante 
Werte annehme. Der einfachste Fall wieder ist jener, in dem es sich um 
zwei zusammenhangende Rander mit verschiedenen aber konstanten 
Potentialen handelt. Falls es in dies em FaIle gelingt, den gegebenen 
Bereich in der z-Ebene auf einen Parallelstreifen in der x-Ebene ab
zubilden, so wird das unbekannte Feld der z-Ebene auf das bekannte 
homogene Feld der x-Ebene zuriickgefiihrt. Dabei erfiillt nun in der 
x-Ebene die Funktion selbst die Potentialgleichung, und ihr Real- bzw. 
Imaginarteil besitzt an den Randern des Streifens einen konstanten 
Randwert. 1st jetzt X = g(z) die Abbildungsfunktion, so ist durch sie 
auch in der z-Ebene die Potentialgleichung erfiillt und auBerdem be
friedigt X = g(z) auf der polygonalen Kontur bestimmte Randbedingun
gen: Es fiihren diejenigen Teile der Polygonalkontur, die den Geraden 
rp = konst entsprechen, ein konstantes Potential, wahrend die Bilder 
der Geraden 1p = konst den Feldlinien entsprechen. Die Funktion 
X = g(z) stellt also die Losung einer gewissen Randwertaufgabe ein
fachster Art dar. 

1 Schwarz, H. A.: Uber einige Abbildungsaufgaben. Crelles J.70, 105-120 
(1869). Christoffel: Uber die Abbildung einer einfach einblattrigen zusammen
hangenden Flache auf den Kreis. Gottinger Nachrichten 1870. 

8* 
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2. Abbildung polygonaler Bereiche auf die Halbebene. Die Abbildung 
del' x-Ebene auf die z-Ebene laBt sich oft nicht in einem Schritt aus
fiihren. Wir zeigen zunachst, daB es geniigt, den gegebenen Polygonal
bereich auf die obere Halbebene einer komplexen Hilfse bene ab
zubilden, del' t-Ebene. Da namlich die rechteckige Umrandung des homo
genen Feldes in del' x-Ebene ebenfalls einen polygonalen Bereich dar
,stellt, so kann man mittels des gleichen Verfahrens auch die x-Ebene 
.auf die t-Ebene abbilden. Durch die Elimination von t folgt dann die 
gesuchte Abbildungsfunktion X(z). Die Abbildung des Polygons auf 
,die obere t-Halbebene leistet nun die Schwarzsche Formel durch 
folgenden Ansatz: 

dz 
dt == K (t - tl)-ct •• (t - t2 )-ct2 ... (t - tn )- ct". (1) 

Da diese Formel im mathematischen Teil (S. 70) bereits abgeleitet wurde, 
begniigen wir uns hier fUr die Anwendungen mit einem Nachweis ihrer 
Richtigkeit. 

Wir benutzen in folgendem zur eindeutigen Verstandigung die Fest
setzungen: 

Winkel wollen wir stets im mathematischen Sinne positiv zahlen, 
das ist entgegen dem Uhrzeigersinn (s. auch math. Teil). 

Unter dem Rand eines Gebietes @ ist die Begrenzungslinie zu 
verstehen. Randintegrale, also Linienintegrale uber den Rand eines 
Gebietes sind stets so auszufiihren, daB dabei das Gebiet @ zur Linken 
bleibt. 

Als Vorbereitung behandeln wir den Fall, daB del' vorgegebene 
Bereich nul' eine Ecke aufweist. Die Schwarzsche Formel nimmt 
dann folgende einfache Gestalt an: 

(2) 

Hierin mage die Variable t die Realachse der komplexen t-Ebene durch
laufen und K del' Einfachheit halber reell vorausgesetzt werden. Wir 
schreiben nun 

(t - tl)-a. = It - tl [-ct •. e -ict.arg(t-tr). (3) 

Solange t < tl ist, hat das Argument von (t - tl ) den Wert n und daher 

(4) 

Sobald dagegen t> tl wird, verschwindet das Argument von (t - tl ) 

und wir erhalten 
(5) 

Man erkennt hieraus, daB fiir t> tl das Element dz in die Richtung 
von dt fallt, d. h. daB das Bild des rechts von tl gelegenen Teils del' 
reellen t-Achse in ein Stuck del' reellen Achse del' z-Ebene ubergeht. 



Abbildung polygonaler Bereiche auf die Halbebene. 117 

Fiir t < tl dagegen wird dz urn. den Winkel -YI = -nlXl gegen die 
reelle Achse gedreht, so daB sich als Bild des links von tl gelegenen 
Stiickes der reellen Achse der t-Ebene eine Gerade mit der Neigung Yl 
gegen die .reelle Achse der z-Ebene ergibt. Die Gleichung (2) leistet 
also die Abbildung der oberen halben t-Ebene auf einen Winkelbereich 
der z-Ebene mit dem AuBenwinkel YI = nlXl (Abb.66). 

1st umgekehrt der AuBenwinkel YI vorgegeben, so bestimmt sich 
also der zugehorige Exponent IXI der Differentialgleichung zu 

IXI = 1l. 
~ 

(6) 

Wir benutzen dieses Ergebnis, indem wir den allgemeinen Ansatz (1) 
in die Form bringen 

dz _B.. _~ _yn 
dt =K(t-tl ) ;n; ·(t-t2) ;n; ••• (t-tn) ;n; (7) 

iy 

z-fbene 

is 
t-[bene 

Abb. 66. Abbildung der oberen Halbebene auf einen Winkelbereieh. 

Es geniigt zu zeigen, daB sich z. B. die Stelle t = tl genau so verhalt 
wie vorher. Wir nehmen hierzu an, daB tl < t2 < t3 < ... tn sei. Dann 
sind fiir t < tl samtliche (t - tJJ negativ, daher samtliche arg(t - t,) =, n, 
und es ergibt sich also 

-"'-
(t - tI ) "'. (t - t2 ) 

- yn _ if B..arg(t -t,) + ... + -~arg(t -tn)} (8) ! t - tn I ". e " ;n; ;n; 

_1.:... yn 

=-~It-til '" It-tnl--;:;-·e-i(Y'+···Yn). 

Geht nun t durch tl hindurch, so andert sich nur das Argument von 
(t - tl)' es ist 

Y' _12. -i-"'arg(t-t,) _12. 
(t-tl)--;:;-=It-tll n·e n =It-tll "'·1 fiir t>tl . (10) 

Da nun beiderseits von tl das Element dt reell ist, so weisen die ent
sprechenden Bildelemente dz einen AuBenwinkel Yt gegeneinander auf. 
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Fiir aIle anderen Punkte tA kann man ebenso schlieBen, so daB hiermit 
der Schwarzsche Satz im wesentlichen verifiziert ist. 

Die Integration einer Potenz fiihrt im aIlgemeinen wieder auf eine 
Potenz, es wird alsp die Abbildung in der Umgebung einer Ecke in Form 
einer Potenzfunktion geliefert. Eine Ausnahme hiervon bildet nun, 
genau wie im ReeIlen, die Potenz mit dem Exponenten minus eins, 
welche bei der Integration auf den Logarithmus fuhrt. Der Exponent 
a. = + 1 bedeutet abbildungsgeometrisch nach (6) einen "Winkel" von 
der GroBe y = + n, d. h. einen ParaIlelstreifen, der sich ins Unendliche 
erstreckt. Bei dieser einfachen Abbildung ist mit Wahl des Punktes tl 
im Koordinatenanfangspunkt nach (2) 

dz K 
dt t· (11) 

Die Integrationskonstante K bestimmt die Breite b des Parallelstreifens. 
Denn bei der Integration muB man den Nullpunkt durch einen kleinen 
Halbkreis in der positiv reellen Halbebene umfahren, weil dieser Punkt 

die singulare Stelle der Funktion {- ist. Durch Integration ergibt sich 

(vgl. Seite 22) fur das Halbkreisintegral der Wert (-ni). Diesem Halb
kreisintegral der t-Ebene entspricht in der z-Ebene eine Integration im 
regularen Gebiete uber die Breite des Parallelstreifens. Somit schlieBt 
man 

also 

f dz = b = K S 1- = - n i K , 

K= +b.=ib. 
-n~ n 

(12) 

(I3) 

3. Kraftlinienverlauf am Rande cines Schenkelpoles. Als erstes Bei-
spiel fur die Anwendung des Schwarzschen Satzes behandeln wir die 

Lriufer 

Ausbreitung der Kraft
linien am Rande eines 
Schenkelpoles einer Dy
namomaschine nach Ab
bildung 67. Zwischen den 
Polflachen und dem An
ker ist das Feld im we

. _ sentlichen homogen ent
sprechend der Breite LI 
des Luftspaltes und der 
magnetischen Potential
differenz CPo der Poischuh

Abb. 67. Schema des Querschuittes einer Dynamomaschine. 

oberflache gegen den Anker. Storungen dieses Verlaufes treten am Pol
schuhrande auf. Wir vernachlassigen die Krummung von Poischuh und 
Anker und betrachten aIle Radialschnitte als gleichwertig. Man erhiiIt 
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dann die ebene Anordnung nach Abb. 68. Praktisch ist stets die Pol
schuhbreite groB gegen den Luftspalt, so daB wir die Verhiiltnisse an 
einer Poischuhkante genau genug durch die vereinfachte Abb.69 dar
stellen konnen. Wir fiihren ein Ko
ordinatensystem z = x + iy ein, 
dessen Ursprung 0 wir mit der Kante 
zusammenfallen lassen. Die x-Achse 
verlauft parallel zur Ankerbegren
zung, welche durch y = - Ll ge- ~~~~~~~~=====~ 
geben ist. Ferner bezeichnen wir den 
Punkt x = + 00 mit B und es sei 
A der unendlich ferne Punkt der 

Ldufer 
Abb. 68. Vereinfachtes Querschnittsschema 

einer Dynamomaschine. 

positiven y-Achse. Man hat sich dann diesen Punkt durch einen Viertel
kreis von unendlich groBem Radius mit dem unendlich fernen Punkt der 
negativen x-Achse verbunden zu denken. Dieser Viertelkreis wird bei 
der auszufiihrenden Abbildung 
in die t-Ebene in einen einzigen 
Punkt iibergefiihrt. 

In groBer Entfernung von der 
Kante kann man sofort den Feld
verlauf qualitativ voraussagen. 
r m zweiten Quadranten werden 
es Viertelkreise sein, wahrend 
zwischen den parallelen Flachen 
sich in einiger Entfernung von 
der Kante ein praktisch homo- Abb. 69. Schema fiir die Abbildungsaufgabe des 

magnetischen Feldes ciner Dynamomaschine. 
genes Feld ausbildet. 

Um auch den Feldverlauf in der Nahe der Kante zu bestimmen, 
bilden wir die Abbildungsfunktion der z-Ebene auf die t-Ebene. Es 
ist dabei zweckmaBig, in einer Tabelle die fUr diese Abbildung erforder
lichen GroBen zusammenzustellen: 

Abzubildender Punkt z~ A B 
Bildpunkt . t~ ±oo 0 

3 
AuBenwinkel . (l~n +2"n +n 

Exponent • (l~ 
3 

+"2 +1 

Mit diesen Werten ist nun 

dz 
dt 

G rt=I 
(t - O)+l(t - 1)-7'. = C-t-· 

0 
+1 

n 
2 
1 
2 

(14) 

Von den beiden moglichen Werten der Wurzel wahlen wir denjenigen 
_ ~argt 

aus, der fiir t -+ 00 in i [ t [ . e 2 iibergeht. 
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Der Punkt A kommt als unendlich ferner Punkt in der t-Ebene 
nicht in die Abbildungsfunktion, deshalb sInd die Werte fUr A ein
geklammert. Die Verlegung des Punktes B in den Ursprung der 
t-Ebene hat den Vorteil, daB die beiden Teile der Bereichgrenzen, 
welche konstantes Potential fiihren, in die linke und rechte reelle 
Halbachse der t-Ebene ubergehen. Das Feldbild wird dann sehr 
einfach. Da drei Punkte willkurlich wahlbar sind, legen wir zweck
maBig 0 in einen bequemen Punkt, etwa to = + 1. 

t-[bene 

is 

Da zwei parallele Gerade auftreten, 
wollen wir sofort die Beziehung (13) 
auswerten. Der Eckpunkt B entspricht 
t = 0, daher wird nach (14) durch Ver
gleich mit (11) 

K=C-V-l=iC (15) 

und nach (13), wei! die Strecke im Ab
stand LI parallel zur pos. Imaginar

u.J.1..J..O.:,-l-I~-~; achse liegt, also b = iLl ist, 

K . C i,1 
Abb.70. Feldbild in der oberen Halb

ebene t. 

=~ =--in' 

C _ i,1 

(16) 

(17) - , n 

womit die einzige unbekannte Konstante von (14) ermittelt ist. 
Die Durchfiihrung der Integration erfordert keine anderen Hills

mittel wie im Reellen. Die Umformung des Integrales 

f yt -1 -J~ -J~- J_d_t-
-t-- dt = tft-l dt= ft-l - trt-l (IS) 

fUhrt fiir das erste Glied auf 2 -Vt -1 und fUr das zweite Glied mit 
der Abkiirzung (t - 1) = t'2 auf 2 arc tg t'; somit ergibt sich 

Z = 2,1 i [ Vt - I - arc tg -Vt - I] + C1 • 
n 

(19) 

C1 bestimmt sich durch die Zuordnung des Punktes 0 in Abb. 70. Fur 
t = + 1 muB z = + ° folgen. Da fUr t = I der Klammerausdruck 
Null wird, bleibt 

und daher 
2 ,1i [ ;- ,/---] z = -- 1 t - 1 - arc tg r t - 1 . n 

(20) 

Es empfiehlt sich mit Rucksicht auf die Vieldeutigkeit der auftretenden 
Funktionen das Ergebnis zu verifizieren. 1st t < ° und reell, so ist 
erst recht (t - 1) < 0 und es folgt 

-Vt-I=iVltl+l=im; m>I, reell positiv, (21) 
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so daB 
-- . i l+m n i m-l 

arc tg -Vt - 1 = arc tg ~m = "2 In 1 _ m = +"2 - 2" In m + 1 (22) 

ist. 
Somit wird wirklich 

2Lli[.( 1 m+l\ n] 
z = -Ji- .~ m - "2 In m _ 1) - "2 (23) 

eine im Abstand - Ll parallel zur Realachse verlaufende Gerade und 
auBerdem ist 

fur I t 1= 00 m = 00 und folglich z = -00 - ill, 

und fUr I t I = 0 m = 1" " z = + 00 - ill. 

Es wird also das Bild der Ankeroberflache aus der z-Ebene auf die 
negative reelle Halbachse der t-Ebene abgebildet. Weiter ist fUr Werte 
von t, fur die 0 < t < 1 ist, die Strecke BO in Abb. 70: 

yt-1=iil-t=in; n< 1, reell positiv, (24) 
also 

,/-- i 1+ n 
arc tg y t - 1 = arc tg in = -2 In -1 - , -n 

daher wird nach (20) 

2Lli . [ 1 l+n] 2Ll [ 1 l+n, 
z = --;;:- . t· n - "2 In 1 _ n = -- ---n- n - "2 In 1 - nJ . 

Dies ist aber die Gleichung des Stuckes 0 B der x-Achse. 
Der Punkt B muB sich fur t = 0 ergeben. Es ist fur 

I t I = 0 n = 1, also z = + 00 . 

Und fur die Ecke 0 finden wir: 

[tl = 1 n=O z =0. 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

Endlich gilt fur reelles t> 1 die Form (20), wobei die Funktionen ihre 
reelle Bedeutung haben. Man uberzeugt sich, daB z rein imaginar und 
groBer als Null wird. 

Nun muB sich die Abbildung der x-Ebene (des homogenen Feldes) 
auf die obere t-Ebene anschlieBen. Die Zusammenstellung der fur die 
Abbildung der x-Ebene auf die t-Ebene benotigten Werte gibt die 
folgende Tabelle: 

Abzubildender Punkt . Xv [{;] 
B 0 

Bildpunkt . ty 0 +1 
AuBenwinkel . et: ,! :it +n 0 
Exponent exy +1 0 

Daher reduziert sich die Abbildungsfunktion auf 

dx 0' 0' 
(29) at It=O)l T· 
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Der Abstand der beiden vertikalen parallelen Geraden der x-Ebene 
ist + (lf2 - If!), daher gilt fUr t = 0 nach (13) und (29) 

K = 0' = i 'P2 - 'PI = i 'Po , 
n n (30) 

wobei Ifo = 1f2 - If! gesetzt ist. 
Die Integration ist leicht auszufuhren und ergibt mit Beruc,ksichtigung 

von (30) 
. 'Po I 0' X=~- nt+ l' n (31) 

Die Konstante O{ wird wieder durch die Wahl des Punktes 0 gewonnen, 
fiir t = + 1 soll X = 1f2 werden, daher ist 

...:-------
I 

.... 
ftl---+--+--Ipj 

() 

,--I 8 
.... ------~ 

und somit 
Xii) = O~ = 1f2' 

X = i 'Po In t + 1f2' n 
(32) 

Auch hier HiBt sich dieselbe Probe anstellen wie 
fur die Abbildung der t-Ebene, doch soll die Aus
rechnung unterbleiben. Vergleichen wir diese Form 

f mit (11), so fiuden wir prinzipiell den gleichen 
Bau, nur zeigt (32) etwas andere Konstanten. Es 
werden daher die Kraftlinien in der t -Ebene 
Kreise um den Ursprung sein und die Potential
linien Radialstrahlen vom Ursprung weg. Dieses 
symmetrische, einfache Bild ist die Folge der spe-
ziellen Wahl von B im Ursprung der t-Ebene, 
die wir bereits bei der Abbildung der z-Ebene 

Abb. 71. Das homogene erwa" hnten. 
Bezugsfeld. 

Die Abbildung der x-Ebene auf die t-Ebene 
tritt bei allen Potentialaufgaben ahnlicher Art auf, sie kann deshalb 
in der allgemeinen Form (29) stets ubernommen werden. 

Zweck der bisherigen Rechnung war, das Feldbild in der urspriing
lich gegebenen Ebene, der z-Ebene durch Abbildung des homogenen 
Feldbildes der x-Ebene zu erhalten. Wir miissen also das Orthogonal
netz der x-Ebene zuriickiibertragen. Aus (32) ergibt sich mit einfacher 
Rechnung zunachst die Hilfsvariable t als Funktion des komplexen 
Potentials X: 

in f{'2 - ~ 

t=e <po, (33) 

oder bei Trennung von Real- und Imaginarteil: 

. "'2 - rp ljJ 1p 

t = r + is = /"'--;p.-. e'" q,-'; = e "'q,; {cos n 'P2 - 'P + i sin n 'P2 - 'P}. (34) 
'Po 'Po 

Damit kann man jeden Punkt der x-Ebene bzw. jede Punktreihe auf 
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die t-Ebene iibertragen. Die weitere Zuordnung der z-Punkte ergibt (20), 
wobei sich nur umstandliche numerische Rechnungen einstellen, wenn 
z irgendwelche komplexe Werte annimmt. 

Der zweite Teil der Aufgabe, in jedem Punkt der z-Ebene die Feld
starke anzugeben, ist nun ebenfalls mit Hilfe von (20) leicht moglich. 
Es ergibt sich der Feldvektor b als negative, konjugiert komplexe GroBe 
zu dem Differentialquotienten des komplexen Potentials 

b = - (dX)* = - f(_d X). (~)J*. 
dz 1_ dt dz ' 

wobei durch den Stern die zu (~;) konjugiert komplexe GroBe an
gedeutet sei. 

Als Funktion von t im vorliegenden Falle mit 

dX i CPo dt t n 
at = nt; dz = -It --1 iLl (35) 

wird: 

b = - (~o It ~ 1)*· (36) 

Setzt man 
(37) 

als den homogenen Feldvektor zwischen zwei parallelen horizontalen 
Ebenen, welche bei del' Potentialdifferenz fPo den Abstand L1 besitzen, 
so wird weiter 

U (i)* 
Uoo = It - I . (38) 

Auch diese Form liiBt sich leicht uberpriifen. Setzen wir fP2> fPl voraus, 
so ist boo negativ imaginal'. Wandert nun z wieder langs del' Berandung 
des Gebietes, so folgt t del' r-Achse, bleibt also ree11. Benutzen wir jeweils 
die oben bei Uberpriifung del' Abbildung der z-Ebene getroffenen 
Vereinfachungen, so wird fur t < 0 

U [i J* 1 --:::::::= --~ ::::::::-, 
Uoo ~m m 

(39) 

b ist demnach parallel del' y-Achse von oben nach unten gerichtet, 
trifft also auf der Potentialflache fPl senkrecht auf. Fur 0 < t < 1 folgt 
in ahnlicher Weise 

-~ = I-J-]* = _1. (40) 
Uoo ',_~n n 

Die Richtung des Feldvektors ist die gleiche, nur ist del' Betrag auf 

B 0 wegen n < 1 stets groBer als b ,wahrend er auf A B wegen m > 1 
durchweg kleiner als boo war. Je ;ah~r t gegen 0 kommt, desto mehr 
ruckt n gegen Null und damit wird del' Betrag des Feldvektors immer 
groBer, bis er an der Kante selbst uber aIle Grenzen wachst. Wir sehen 
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also, daB eine Konzentration des Feldes an der Kante stattfindet. Wird 
endlich t> 1, so bleibt 

b [i J* i iJ: = It - I = - yt _ I . (41) 

Der Betrag des Feldvektors nimmt wieder ab und erreicht schlieBlich 
fur t = 00 den Wert Null. Abb. 71 zeigt den Verlauf des Feldvektors 
langs der Begrenzungsflache mit dem Potential rp = rp2' wobei die 
Berandung BOA in eine Gerade zum Zwecke einer einfachen Uber
sicht ohne MaBstabsverzerrung abgewickelt wurde. 

An der Kante selbst ist zu setzen t = 1 + i 8, wobei 8 nach Null 
geht. Aus GIeichung (38) folgt dann: 

~ - [~J* - [I + iJ* ---.:. 1- i (42) 
boo - ViS - f28 - -y2e . 

Es wird also tJ in der Grenze 8 = 0 und in der Richtung der Winkelhal
bierenden zwischen den beiden Flachen der Ecke unendlich groB. Diese 

go{l i ,) Aussage bleibt an allen Kanten erhalten, 
~o, welche stumpfe Innenwinkel aufweisen. An 
~UJ....-- Kanten mit spitz em Innenwinkel ist, wie 

leicht einzusehen ist, der Betrag des Feld
O~~~~~~~~~ vektors stets Null, wobei aber die Rich

tungsabhangigkeit bestehen bleibt. 
Praktisch ist eine solche unendlich 

scharfe Kante nie vorhanden, stets wird 
eine gewisse Abrundung, wenn auch mit 
sehr kleinem Radius, eintreten. Es ist daher 
von Interesse, den EinfluB sehr kleiner Ab
rundungen zu untersuchen. Die exakte Ab
bildung eines Bereiches mit kreisformig 
abgerundeter Ecke ist zwar moglich, doch 

Abb. 72. Potential- und Kraftlinien fiihrt die Aufgabe auf eine nichtlineare Dif
in der Niihe der Kante. 

ferentialgleichung zweiten Grades!, deren 
geschlossene Losung unmoglich und auch die Reihenentwicklung sehr 
zeitraubend ist. Ein einfaches Naherungsverfahren ergibt sich, indem 
man die Aquipotentiallinien rp = konst in der nachsten Umgebung der 
Kante aufzeichnet und als neue Berandung auffaBt. DaB man damit 
brauchbare Ergebnisse erzielt, zeigt Abb. 72, in welcher zwei sehr 
benachbarte, nach den Ubertragungsformeln gerechnete Potential
linien zusammen mit den orthogonalen Feldlinien gezeichnet sind. In 
der Nahe der Kante kann man den kleinsten Krummungsradius als 
MaB der Rundung ansehen. Rechnet man langs dieser Potentiallinien 

1 Die Grundlagen sind zu finden bei H. A. Schwarz: s. Fu13note S. 115. 
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den Feldvektor, so kann man ihn naherungsweise wieder in Abb.73 
eintragen und erkennt den starken EinfluB bereits geringer Abrundungen. 

Rechnet man die Feldstarke langs der genannten Potentiallinie /f'; 

in der Nahe der Kante, so erhalt man 
im Vergleich mit dem wahren Feld
vektor langs /f' = /f'2 zu kleine Werte, 
weil das Potential /f'~ selbst kleiner als 
/f'2 ist. Es ist daher der Betrag des Feld-

vektors noch mit IP~ - IPI umzurechnen. 
1P2 - IPI 

4. t"bertragung des Feldes Kante 
gegen Ebene auf andere Aufgaben. Die 
vorstehend behandelte Aufgabe bezog 
sich auf die Feldverteilung in der Nahe 
der Polkante einer Dynamomaschine. 
Ganz ahnliche Feldformen treten auch 
in zahlreichen anderen Aufgaben der 
Elektrotechnik auf. 
Wir besprechenimfol
genden einige elek
trostatische Fel-
der dieser Art. So I 

wird z. B. das Feld ",8 : 

zwischen der IIoch- L·f ______ ~,~----------,+Ir-----------7t,~--~~~~~ 
. kl (qf) (0) ((},1) p"fl 

spannungswlC ung /{/JI7le 

eines Transformators Abb. 73. Die Verteilung der Feldstarke in Kantennahe auf 
verschiedenen Potentialflachen (siehe Abb. 72). 

und dem geerdeten 
Kern entsprechendAbb. 74 durch die gleichenBeziehungen beschrieben, 
wobei jetzt die Potentialdifferenz zwischen den beiden Konturen gleich 
der Spannung der Wicklung gegen Erde ist. An 
Stelle der magnetischen Feldstarke tritt hier die 
elektrische Feldstarke ~ = - grad /f', die fur die 
Beanspruchung des Isoliermaterials maBgebend 
ist. Weiter kann man sich die von den Flachen 
/f'1 und /f'2 begrenzten K6rper als Elektroden in 
einem Elektrolyten vorstellen. Man erhalt dann 
direkt die parallelebene elektrische Str6-

Kern 

Wick/un!! 
mung im Elektrolyten. IIier sind /f'1 und /f'2 Abb.74. Elektrisches Feld 

der Hochspannungswick
wieder die Potentiale, /f'2 - /f'1 = /f'o' die Span- lung eines Transformators. 

nung zwischen den beiden Elektroden und der 
Feldvektor wird identisch mit der elektrischen Feldstarke ~ oder der 
dieser proportionalen elektrischen Stromdichte 

. @: 
t=-. e (43) 
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In diesem Ohmschen Gesetz ist e der spezifische Widerstand des Elektro
lyten. Da man solche ebene Stromungen in einem Elektrolyten fUr 
beliebige Elektrodenformen sehr leicht herstellen kann, so liefert diese 
auf Grund der inneren Verwandtschaft der drei bisher genannten 
physikalischen Felder eine Methode, um elektro- und magnetostatische 
Felder experimentell ausmessen zu konnen l . 

Ein weiteres Anwendungsgebiet bildet die Theorie der Warme
leitung. Es tritt dabei an die Stelle des Potentials die Temperatur T 
und an Stelle des Feldvektors der negative Temperaturgradient 
(- grad T), oder das Temperaturgefalle. Wir denken uns die von den 
Flachen C{JI und C{J2 begrenzten Korper als unendlich gute Warmeleiter. 
Nach dieser Voraussetzung fiihren diese Flachen konstante Tempera
turen TI bzw. T 2 , so d;tB also wiederum fiir das Potential (die T:empe-

iy ratur) die oben genannte Randbedingung er-
fiillt ist. In dem Zwischenmedium, das ein 
schlechter Warmeleiter sein moge, bildet sich 
ein quellenfreier Warmestrom aus. Dabei ge

....:..!!;~.!!..----t--t--~x~ niigt die Temperatur im stationaren Zustand 
ta der Laplaceschen Gleichung. 

Auch in der Hydrodynamik tritt die Poten
tialgleichung auf, und zwar als Bedingungs
gleichung fiir die wirbelireie Bewegung del' 

Abb.75. Schema eines Platten- inkompressiblen Fliissigkeit bei Stromungs
kondensators. 

vorgangen2. Das Geschwindigkeitspotential C{J 

geniigt der Potentialgleichung und liefert in bekannter Weise die Ge
schwindigkeit Itl. Um bei unserem Beispiel, Abb. 69, zu bleiben, 
wiirde hier die Fliissigkeit von del' Flache C{JI nach der Flache C{J2 ein
stromen; man kann aber auch die Strom- und Potentiallinien mit
einander vertauschen und erhalt dann dadurch wesentlich die gleiche 
Abbildungsfunktion del' Potentialstromung um eine Kante. 

5. Del' Plattenkondensator. Die erste physikalische Anwendung des 
Schwarz-Christoffelschen Theorems verdanken wir G. Kirchhoff, 
del' das Feld am Rande eines Plattenkondensators mit diesel' Methode 
untersuchte. Es sei jede del' beiden unencllich ausgedehnten Platten 
PI und P 2 als mathematische Doppelflache (Abb.75) gegeben, wobei 
ihr Abstand 2 a sei. Sind die Potentiale del' Platten C{JI und C{J2' so ist 
die Symmetrieebene ebenfalls eine Potentialebene mit dem Potential 

C{Jm = 'PI;- 'P2. Es geniigt, die obere Halite fiir sich zu betrachten. Die 

Abbildung erfolgt nach Abb. 76 bis 78. Die Zuordnung del' Punkte (da 

I Labus, J.: Del' Potential- und FeldverIauf liings einer Transformatoren
wickIung. Arch. Elektrot. 21, 250 (1928). 

2 Siehe den Beitrag von K. Pohlhausen. 
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samtliche drei Punkte frei wahlbar sind) 1iefert dann die Differentia1-
g1eichung der gesuchten Abbildungsfunktion der z-Ebene auf die t-Ebene 

dz K t + 1 
at (t + 1)-1. (t + 0)+1 = K-t - (44) 

Die Konstante K bestimmt sich nach (13), wenn t = 0 gesetzt wird 
und man beachtet, daB der Abstand als vertika1 nach abwarts ge
rich tete GroBe auftritt zu b = - i a 

(45) 

Ferner liefert die Integration mit Beachtung dieses Wertes 

a 
Z = n [t + In t] + K I . 

z-Ebene t-Ebel7{! 

is 

Abb.76. Abb.77. 

Abb. 76 bis 7S. Vereinfachtes Schema fiir die konforme Abbildung 
eines Plattenkondensators. 

ip 

(46) 

x-fbel7e 

~--!!.----, 
I-J 

f'f'l f· ~'8 

( ___ L __ ~ 
Abb.78. 

KI bestimmt sich aus der Lage von B, denn fur t = -1 solI z = + i a 
sein. Es ist also: 

i a =!!.. [- 1 + in] + Xl ; n (47) 

Die weitere Abbildung der t-Ebene auf die x-Ebene ist die gleiche wie 
in Ziffer 3 behandelte, da wieder der StoBpunkt der Potentiale in den 
Ursprung der t-Ebene verlegt wurde. Es bleibt also Gleichung (31) be-

stehen, wobei CPo die Bedeutung CPm - CPI = 'P2 -; 'Pl hat. Daher ist 

x = i 'Po In t + X~ . 
n 

(48) 

Dabei entspricht jetzt t = - 1 dem Punkt X = CPl' also 

X( -1) = CPl = i :0. i· n + K~; (49) 

K ' = 'PI + 'P2 = m 
1 2 Tm" (50) 
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Die Feldstarke ergibt sich wie frillier mit den obigen GraBen zu 

@: = . (~)* = - (~.~)* 
Z dz dt dz 

= _ (i (IP2 - IPI) • ~. _t_ . !!...)* = (- i IP. - IPI)* (51) 
2n t t+1 a 2a t+1 . 

Die Nachpriifung aller Ergebnisse an den Randern des Abbildungs
gebietes kann analog der Ziffer 3 durchgefiihrt werden. Es entspricht 
insbesondere der Kante der oberen Platte der Punkt t = -1, so daB 
wieder an der Kante rechnungsmaBig eine unendlich hohe Feldstarke 
entsteht (Randwirkung). 

Das Feldbild des Plattenkondensators wurde erstmalig von Ro
gowski zur Konstruktion einer MeBfunkenstrecke herangezogen, bei 
der keine Felderhahung durch Randwirkung auftritt. 

Um den VerIauf der Feldstarke allgemein zu iibersehen, driicken wir 
die Hilfsvariable t nach (48) mittels des komplexen Potentials X aus 
und erhalten, wenn man zur Abkiirzung die komplexe Potentialdifferenz 
gegen die Mittellinie einfiihrt und X = 7p + i""if! = rpm - X setzt: 

1@:1=1~1=_l_=n. 1_ -- (52) 
dz I I dz I a . l 

d X I I i ;0 {e''' ~ + I} I 
oder wenn wir I @:oo I = ~o als homogene Feldstarke iI?- Unendlichen 

einfilliren und die Exponentialfunktion in Real- und Imaginarteil auf
spalten: 

I 0: I 1 

0: 00 I = 1/ 'I' 'I" -r l+e- 2 ;n:<po +2e-;n:-q;~.cosnl'-
'Po 

(53) 

Wir gewinnen nun die artliche Abhangigkeit der Feldstarke langs einer 
Aquipotentiallinie, indem wir 7p = konst setzen fiir laufende Werte von 
1p. Besonders interessiert das Maximum der Feldstarke. Wir bilden 
hierzu 

-2n~ -n:1'- cp 
- 2 n e <po - 2 n e <po • cos n ---

------ ________ IPL - = O. (54) 

[ 
'I' "1' J3/ 

_ 2 1 + e - 2 or <po + 2 e - '" <po • cos n ! 2 

Hieraus ergibt sich fiir den Ort del' graBten Feldstarke die Bestimmungs
gieichung: 

oder 

'I' -
-;n:- 'P 

e <po = - cos n -
IPo 

n ''P = In ~~1~--= 
'Po _ cos n !E. 

IPo 

(55) 

(56) 
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Es ergeben sich hieraus nur reelle Werte 1ft fiir 7j5 > i. An der Aqui. 
t t · IIi . ({Jo po en la me: 

(57) 

tritt also gerade kein Feldstarkenmaximum mehr auf, sondern die 
Feldstarke nimmt monoton von dem Wert @; auf Null abo Die durch 
Gleichung (57) dargestellte Kontur ist in Abb. 79 wiedergegeben und 
wurde von Rogowski _---r-----
als Begrenzung sei- /<" \ 

/" \ \ 

ner Funkenstrecke fiir /', \ ----\----
/' ...... -f" \ 

Durchschlagsuntersu
chungen gewahlt. 

6. Das magnetische 
Feld einer Nut. Fur die 

/ ').:,... ..... \ \ 

I A ..... , //" \\ ........... \--l---
/ .... "1...... ,.../"" \ __ -1-__ 
L / 'j:' )\.-- \. I 
I --.... , I '...,./ \-t-i --

I 7-.... -/--J '7~ /~i-i--
I I I f ---I--I....J\1;J;t-

Berechnung des Feldes 'B:IUru!LUD~o:rhD'ti~C 
a.J:lili-mmmltr~~~c 

in elektrischen Maschi- H~+i!+il-lll-i~-+i+I-I~HI+~+~I-III-I+-~i"~r\li~~B~:tJ_J,--_J 
nen ist die Kenntnis des E€ 
Luftspaltfeldes von gro
Ber Bedeutung. Hierbei 

Abb.79. Entwicklung der MeBfunkenstrecke nach Rogowski. 

ist zu beachten, daB die Stander- und Lauferoberflachen im allgemeinen 
zahlreiche N utenoffnungen aufweisen, so daB der magnetische Wider stand 
zwischen Laufer und Stander wesentlich groBer ist als es dem Abstand der 
Oberflachen entspricht. Es ist notwendig, diesen erhohten magnetischen 

-------P"" 

Widerstand zu berucksichtigen; dies geschieht, indem 
man an Stelle des wahren Luftspaltes Ll einen wirksamen 
Luftspalt Ll w > Ll einfiihrt. Die Berechnung dieses 
wirksamen Luftspaltes wurde unter gewissen verein
fachten Annahmen von Carter auf eine Aufgabe der 
konformen Abbildung zuruckgefiihrt. Um sich von den 
Schwierigkeiten der doppelten Nutung von Stander ~ ~ ~ ~ 
und Laufer zu befreien, bezieht man sich zweckmaBig ~ 
auf eine geeignet gelegte mittlere Potentialflache, die ~ Lov/'er 

in erster Naherung als Ebene angesehen werden kann Abb. 80. Schema
tiseher Querschnitt 

(Abb. 80). Es ist dann die Nut, die eine Potential- einer Dynamo-
masohine mit Nu

flache CPo gegenuber einer glatten Eisenflache (als die tung im Standerund 

oben genannte mittlere Potentialflache CPm) zu denken. Laufer. 

Weiterhin setzen wir die Nutenteilung und die Nutentiefe als unend
lich groB voraus, so daB die vereinfachte Abb.81 entsteht. Man er
kennt, daB man hierdurch das Feld an der Grenze der Nut gegen den 
Luftspalt richtig wiedergeben kann. Wegen der Symmetrie zur Nuten
mitte genugt es nur die rechte Seite zu betrachten. Dabei ist jetzt die 

eine Polygonseite .A B selbst eine Kraftlinie, so daB es nicht mogIich 
ist, in der t-Ebene das einfache polare Kraftlinienbild zu erreichen. 

Rothe-Ollendorff·Pohlhausen, Funktionenthcorie. 9 
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Dementsprechend bringt auch die weitere Abbildung auf die x-Ebene 
nicht den ganzen unendlich groBen Plattenkondensator, sondern nur 
den Halbkondensator, seinen in der oberen halben x-Ebene liegenden 

Teil zur Abbildung, weil die Kraftlinienstrecke A B sich wieder als 
solche abbilden muB. Sonst ist die Abbildung vollkommen analog zu 

behandeln wie bisher; denn mathematisch spielt 
___ ,/!-~~~~~.,\ es keine Rolle, welche physikalische Bedeutung 

+'f 10 der Begrenzungslinie innewohnt, wenn nur die 
-I---t--"-t~~~.:c Abbildung selbst richtig gewahlt ist. Mit Hille 

Abb.81. 

ls 

Abb.82. 

der eingezeichneten Pfeile und Winkelzeichen er
gibt sich die Ableitung der Abbildungsfunktion 
fiir die z-Ebene aus dem Schwarzschen Ansatz 

dz K K l/t-l 
dt = (t + a)lL t1 • (t -1)-% = TV t + a' (58) 

f) -----------1 
~ 

fjl"p", f"P. 

c 
~', 

~-
A 

I~! 
B 

Abb.83. 

Da hier 4 Eck
punkte bestehen, 
jedoch nur 3 wahl
bar sind, bleiben a 
und K als unbe
kannte Konstan
ten ubrig. K be
stimmt sich nach 
(13), weil der Eck
punkt D in der 

Abb. 81 bis 83. Vereinfachtes Schema fUr die konforme Abbildung 
des magnetisehen Feldes einer Nut. 

f1 z-Ebene im Un
endlichen liegt, 
wahrend einezwei
te Beziehung sich 

(13) fUr den Eckpunkt B 
liefert. 

ebenfalls durch 
ergibt und damit die zweite Konstante a 

Fur Eckpunkt D 1: 
K=_iiLl. 

n 
Fur Eckpunkt B: 

iK ib 

fa n 

und aus diesen beiden Gleichungen folgen also 

Ll 
K=-' n' 

(59) 

(60) 

(61) 

1 Da D in der t-Ebene unendlich ferner Punkt ist, muE (13) mit ent
gegengesetztem Vorzeichen verwendet werden, well der SchlieEungshalbbogen 
bei der Integration im umgekehrten Sinne durchlaufen wird. 
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Die Ableitung' der Abbildungsfunktion fUr die x-Ebene ist 

dX K' K' 
dt = (t + a)% t% = yt (t + a)' 

(62) 

wobei fiir K' wieder nach (13) folgt 

K' = - i - (IPo - IPm) = i IPo - IP",. • 
7& 7& 

(63) 

Damit ist die potentialtheoretische Aufgabe ge16st. Fiir die Anwendung 
interessiert vor allem der Verlauf der Induktion langs der Nutenwand. 
Da die Induktion dem Feldgradienten proportional ist, so erhalten wir 
unter Fortlassung unwesentlicher Konstanten: 

[
.IPO-IPm 1 ]* 

m = _ t 7& • y(t + a) t =. IPo - IPm. [V t J* 
!{)t ~1;t=l ~ Ll t-l· (64) 

7&t V tTa 
Bequemer ist es unter Vermeidung der 
Integration den totalen FluB aus der ----r-To:==~'=:t_-
Stromfunktion abzuleiten. Die Durch
fiihrung dieser Rechnung bietet kein 
Interesse vom Standpunkt der Anwen
dung des Schwarzschen Satzes. Sie solI 
deshalb unterbleiben und es sei auf die 
Literatur verwiesen. 

Die Abbildung allgemeinerer Nuten
formen wurde spater von einigen anderen 
Autoren durchgefiihrt. Wir wollen hier 
kurz nur die Beriicksichtigung der end
lichen Nutentiefe und Teilung andeuten. 
Abb.84 zeigt die Nut endlicher Tiefe und 
Teilung. Die Ableitung der Abbildungs

Abb. 84. Schema fiir die konforme 
Abbildung des magnetischen Feldes 
eiuer Nut mit endlicher Tiefe und 

Tellung. 

funktion fiir die z-Ebene wird nach den Bezeichnungen dieses Bildes 

dz K V t 
dt = (t+m)% (t+n)% t %(t-l)% (t-p)% = K· (t+m)(t+n)(t-l)(t-p) , (65) 

sie selbst durch ein hyperelliptisches Integral dargestellt. Hierbei bedeu
ten m, n und p Konstante, die nach der Integration zu bestimmen sind. 
Daher kann man die so erganzte Aufgabe nicht zahlenmaBig auswerten, 
so daB man auf die Vereinfachungen etwa der Carterschen Rechnung 
zuriickkommt. Auch die weitere Abbildung auf die x-Ebene ist schwie
riger geworden. Da nunmehr wegen der Symmetrieeigenschaften zwei 
Kraftlinien als Begrenzungsteile des Gebietes hinzugenommen werden 
muBten, stellt die x-Ebene ein endliches Stiick aus einem unendlich 
ausgedehnten Plattenkondensator dar. Das Seitenverhaltnis des Recht-

9* 
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eckes ist durch die Konstanten der z-Ebene bereits mitbestimmt. Die 
Abbildungsfunktion ist ein elliptisches Integral, ihre Ableitung 

dx K' K' 
(66) dt = (t + m)Y. (t - 1)Y. (t - plY. = f(t + m) (t -1) (t + p) . 

Abb. 85. Potential- nnd In:1nktionslinien des 
magnetischen Feldes einer Nut. Verteilung der 
magnetischen In,lnktion !angs der glatten Gegen-

Wiehe und der 8ymmetrieebene. 

Die V erteilung de~ magnetischen 
Induktion langs der glatten Ge
genflache und der Sym.metrie
linie der Nut zeigt Abb. 85. 
Dort sind auch die Potential
und Feldlinien eingetragen, wo
bei das Netz so gestaltet wurde, 
daB zwischen je zwei Feldlinien 
der gleiche magnetische FluB 
hindurchtritt. 
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D. Komplexe Behandlung elektrischer 
und thermischer Ausg]eichsvorgallge. 

Von F. Ollendorif, Berlin. 

1. SteHung der Aufgabe. Die Behandlung von Ausgleichsvor
gang en mittels der Methoden der Funktionentheorie kniipft an die 
DarsteHung von StoBen durch komplexe Integrale an. Unter einem 
StoB verstehen wir hierbei eine Kraft, 
welche auf das im Gleichgewicht be
findliche System plotzlich einzuwir
ken beginnt. Das einfachste Schema 
einer solchen Kraft ist ein StoB f(t), 
welcher im StoBmoment t = 0 un-

,. t 

Abb. 86. GleichstoB. 

stetig auf seinen Endwert 1 springt und diesen dann unverandert bei
behalt (Abb. 86): 

f(t) = 0 

f(t) = 1 

fUr 

fiir 
t < 0, } 
t > o. 

Er wird durch das Hakenintegral dargestellt: 

+ioo 

f(t) = _1_ .. f eptdp . 
2n~ p 

I 
-ioo ) 

( 1) 

(2) 
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Man iiberzeugt sich hiervon leicht an Hand des Residuensatzes, wie im 
mathematischen Teil (S. 52ff.) gezeigt wurde. 

Diese Darstellung laBt sich leicht auf andere wichtige StoBarten 
verallgemeinern. Zunachst wollen wir einen StoB yom Betrage 1 be-

... t 

Abb.87. Begrenzter GJeichstoB. Abb.88. ExponentiaJstoB («<0). 

trachten, welcher· zur Zeit t = 0 plotzlich einsetzt und nach der Wir
kungsdauer Tw plOtzlich wieder verschwindet (Abb. 87). 

f(t) = 0 fiir t < 0 , 1 
f (t) = 1 fiir 0 < t < T w , 

f(t)=O fiir t>Tw. 

(3) 

Man kann ihn als Superposition zweier StoBe der Art (1) auffassen und 
demgemaB schreiben: 

+ioo +ioo 
t __ 1_ f ePtdp __ 1_ f ep(t-!l'w1dp 

f()-2ni p 2ni p. 

-ioo) -ioo) 
I I 

(4) 

Endlich stellen wir einen StoB dar, welcher zur Zeit t = 0 plotzlich 
einsetzt, um sodann einem Exponentialgesetz e«t zu folgen (Abb.88). 

Er ist durch das Hakenintegral 
gegeben: 

+ioo 

Abb.89. SchwingstoJ.l. 

f(t) =~. f ePtdp. 
2n~ P-O( 

-ioo) 

(5) 

I 

Hierbei muB der Realteil von oc kleiner oder gleich Null vorausgesetzt 
werden. Dies kann ebenfalls leicht mittels des Residuensatzes verifiziert 
werden (S. 50ff.). Insbesondere wird ein unstetig beginnender S c h wing
stoB der Kreisfrequenz co in folgender Form gefunden (Abb.89): 

+ioo 

1 f ept.dp t=_· --f() hi p-iw' 
I 

-ioo ) 
I 

(6) 

wobei jetzt der Pol p = ico durch einen kleinen Halbkreis in der posi
tiven reellen p-Halbebene zu umfahren ist. 
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2. Physik der Ausgleichsvorgange in Temperatur- und Wirbelstrom
feldern. Aus dem groBen Gebiet der Ausgleichsvorgange sollen im fol
genden einige Erscheinungen der Erwarmungsvorgange und der Wirbel
stromfelder in elektrischen Maschinen besprochen werden. Die raum
zeitlichen Verkniipfungsgleichungen solcher Felder werden durch physi
kalische t'rberlegungen gewonnen. 

Die Erwarmungstheorie geht von der Vorstellung eines im er
warmten Stoffe flieBenden Warmestromes ttl aus, dessen Dichte an 
jeder Stelle der Warmeleitfahigkeit }, des Stoffes und dem Gefalle der 
Temperatur {} proportional ist: 

tti = -A.grad{}. (7) 

J ede Stauung dieses Warmeflusses gibt zu einer zeitlichen Temperatur
erhohung nach MaBgabe der spezifischen Warme c des Stoffes AnlaB: 

d· a{} (8) IV ttl = - c· 7ft, 

so daB also, falls A ortlieh konstant ist, gilt: 
. a2 {} a2 {} a2 1) 1 a{} 

dlV grad {} = -a 2 + -a 2 + -a 2 = 2'-at x y z a 
2 j, 

a =
c 

(9) 

Zu dieser Warmeleitungsgleichung bilden die Gleichungen des 
axialen elektrischen Wirbelfeldes Q; in elektrischen Maschinen ein Ana
logon. Man hat namlich ans dem Induktionsgesetz die Komponenten 
~x und ~y des Magnetfeldes ~ in einem Stoffe von der Permeabilitat fl. 

aeg a$')v aeg a$')x 
7fX=-p,II Tt , ay=+p,II ift , II=4n·1O-9 • (lO) 

Das Durchflutungsgesetz liefert die Stromdichte i fUr die Leitfahigkeit " 

i = " . Q; = a $')x _ a $')v ( 11) 
ay ax' 

also entsteht die Gleichung des Wirbelfeldes 

I a2 =-
"!-lil' 

( 12) 

3. Physikalische Bedeutung der komplexen StoBdarstellung. Da die 
Grundgleichungen der Temperatur- und Wirbelstromfelder linear sind, 
konnen die Wirkungen einzelner auBerer Krafte zum Gesamtfeld un
gestort superponiert werden. Es liegt deshalb nahe, die komplexen 
StoBintegrale physikalisch zu interpretieren durch den Begriff des 
Schwingungspaketes. Der StoB ist als t'rberlagerung unendlich 
vieler Elementarkrafte zu deuten, welche bestandig, also fiir aIle Zeiten, 
mit der (komplexen) Kreisfrequenz p schwingen. Der Betrag des Inte
granden wird in dieser Auffassung das Frequenzspektrum des 
StoBes genannt. 
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Durch. diese Deutung der komplexen StoBintegrale wird formal die 
Untersuchung der Ausgleichsvorgange auf die Kenntnis der erzwunge
nen Schwingungen mit der komplexen Kreisfrequenz p zuriickgefiihrt, 
und der gesamte Ausgleichsvorgang wird durch Integration iiber un
endlich viele Elementarschwingungen der komplexen Kreisfrequenz p 
gewonnen. Die partiellen Differentialgleichungen des Feldes vereinfachen 
sich dann zu 

(13) 

und 

(14) 

wobei L1 den Differentialoperator 

bedeutet. 

02 • 02 02 

ox2 + oy2 + 7fZ2 

Die Integration und die funktionentheoretische Behandlung dieser 
Gleichungen solI an einigen Beispielen durchgefiihrt werden. 

4. Maschinenmodell der Erwarmungstheorie. Um eine moglichst ein
fache Einsicht in das Wesen der Erwarmungsvorgange elektrischer Ma-

schinen zu erlangen, behandeln wir ein ver-
~ Sfiinder einfachtes Modell nach Abb. 90. Stander und 
'" JIIicKlllo/ ols U1Yrmeerzel{fel' 
~ Laufer sollen durch den Luftspalt voneinander 
.;:j warmeisoliert sein. Sehen wir der Einfach-
1;:; 
~ ~-t-------:-,-i~X heit halber von der Krummung des Anker-
~ WOrmeslrom tfrin.;l ein 
~ umfanges ab, so ist dann fur die Erwarmungs-
.~ rechnung Stander oder Laufer der Maschine 
,~ 
~ zu ersetzen durch ein Eisenpaket, welches an 

Abb.90. 
Einfachstes Maschinemnodell 

deB ErwarmungBvorganges. 

seiner Begrenzung die Wicklung tragt. Dort 
entsteht neben den Wicklungsverlusten der 
Hauptte I der Eisenverluste, so daB wir im 

groBen und ganzen die GrenzfIache des Eisenpaketes als Sitz der 
Warmequellen ansehen diirfen, wobei die Warmebewegung im Eisen 
senkrecht zur Oberflache gerichtet ist. 

Es sei S die Warmeleistung je Flacheneinheit des Eisenpaketes. 
Zahlen wir ins Innere des Eisens hinein von der Oberflache aus die 
x-Koordinate, so lautet also die Warmeleitungsgleichung fiir die kom
plexe Kreisfrequenz p 

(15) 

Wir wollen diese Gleichung unter verschiedenen Randbedingungen in
tegrieren und durch Verkniipfung mit den komplexen StoBintegralen 
die entstehenden Erwarmungsgesetze ableiten. Dabei zerlegen wir S 
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vermoge einer der frUher genannten StoBformeln in elementare .An
teile d @), deren jeder die komplexe Frequenz p besitzt. 

5. Die Erwarmungskurve bei reiner Leitungs~ Warmeabfuhr. Zuerst 
behandeln wir eine Maschine mit unendlich starkem Eisenpaket, bei 
welcher die Warmeabfuhr lediglich durch das Eisen erfolgt. Die ent
sprechende Losung von (15) lautet: 

yp 
{} =A.e-a-x mit ffie(yp) > O. (16) 

Die Integrationskonstante A folgt aus der Grenzbedingung 

Itlo = (_). df}) =A.)' fP = d@); 
dx x=O a 

A=d~.a. 
Vp· A 

(17) 

Wird die Erwarmung durch eine zur Zeit t = 0 einsetzende, konstante 
Belastung @) hervorgerufen, so ist 

+ioo 

@)(t) =~. f ePtdp. 
2n~ p 

I 

(18) 

-ioo ) 
I 

Somit folgt fiir die Erwarmungskurve das komplexe Integral 

{} = ~. @). ~. +f;·'''·'-X~'. dp ~ -" .• ". g(I), (19) 
}, 2nt p~p A 

I -ioo ) 
I 

wenn 

+JiOO yPx 
1 eP t. e Q dp 

g (t) = 2 n i . 11 
I p,p 

(19a) 

-ioo ) 
I 

gesetzt ist. 
Um das Integral auszuwerten, bilden wir zuerst 

+JiOO y;;x 

'(t) = ~ ePt·e Q dP. 
g 2nt fP (20) 

-ioo j 
I 

Der Integrand von (20) ist eine mehrdeutige Funktion. Um den 
Cauchyschen Integralsatz zur Integralberechnung heranziehen zu 
konnen, miissen wir uns auf ein Blatt der Riemannschen Flliche be
schranken. Hier ist dasjenige Blatt zu wahlen, auf welchem der Real-
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teil von Vp positiv ist, da andernfalls die Temperatur fiir x -+ 00 nicht 
verschwindet, vgl. (16). Die beiden Blatter unserer Riemannschen 
Flache sind an dem "Verzweigungsschnitt" zusammengeheftet, an wel-

{Jhem me (Vp) verschwindet, d. h. p negativ ist; somit ist als Ver
zweigungsschnitt die negative Realachse zu wahlen (Abb. 91). Mit Ein

//...---

/~~ 
I .. 

I q, 
I 

Scltnill liill!fS \ 
d ne.!!o/iYen \ 
I?edocltse \ rf' 

\ , 
\v/~\ 
~ 

lino!liniire Acltse 

'(Isif1ite I?eolocltse 

fiihrung von Polarkoordinaten1 

(21) 

ist also am unteren Ufer des Ver
zweigungsschnittes 

.n 

p = fe'e-'2 = -i Ye (22) 

und am oberen Ufer 
.n 

p = Ve·/'2 = + i Ve. (22a) 

'" -- Wir wenden jetzt den Cauchy
Abb.91. Verlegung desurspriinglichcn Integrations- schen Integralsatz auf die ge
weges auf den Verzweigungsschnitt der p·Ebene. schlossene Kontur an, welche aus 

der Imaginarachse, dem Halb
kreis in me(p) < 0 um den Nullpunkt und dem Verzweigungsschnitt 
besteht, wobei wir jetzt den Nullpunkt durch einen vollen Kreis 
ipi = eo auszuschlieBen haben. Innerhalb des umfahrenen Gebietes 
ist der Integrand eindeutig und regular. Daher ist, in leicht ver
standlicher Symbolik, 

_1_ r ept.e-y!-xdP+_I_ j' I3"t. e_V;xdP =o 
2n~ J? fp 2n~ v1i ' 

(23) 

weil die unendlich groBen Viertelkreise in me (p) < 0 keinen Beitrag 
zum Integral liefern. Man kann nach Gleichung (23) das Integral von 
dem ursprunglichen Integrationsweg auf den Verzweigungsschnitt hin
iiberziehen und erhalt 

J> V1i 
, _ 1 ePt.e-.7xdP 

g (t) - ~ --. __ -- • 
~n~ ~ P 

(23a) 

~ 
Entsprechend dem angedeuteten Integrationsweg zerfallt das Gesamt
integral in folgende drei Teilintegrale: 

1 Hier und im folgenden bedeutet {} voriibergehend den Arcus der kom. 
plexen Zahl p. 
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-eo 00 

f + i VJ;! ~ f i v; ~ eP t • e a e - pt. e a 
II = dp = dp, 

-iflp\ --iYp 
- 00 eo 

(24) 

- 00 00 

J" -iVJ;!~ f -d;~ _ ePt.e "dp __ e-pt.e a 
13 - - ----

iY\p\ ifp 
dp. 

-eo eo 

1m ersten Integral benutzt man die Identitat 

pt-~yp-= ypt------=. +-. ,;- x (,;- i X)2 x2 
a 2 a Y t 4a2 t 

und substituiert 

UP t - ; a ~t) = - u, 

so daB 

(24a) 

1m dritten Integral hat man wegen 

pt+~yp-= ypt+---.:: +-. ,;:: x (,;- i X)2 x2 
a 2 a Y t 4a2 t 

mit der Substitution 

( ,'- i X) ypt+ 2 --.:: =+1l 
a Yt 

die Umformung 

(24b) 

Das Integral 12 verschwindet in der Grenze eo -+ 0, da es proportional 
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ist mit l~. Demnach ist 

(25) 

Dieses Integral kann nach dem Cauchyschen Integralsatz auf die reelle 

Achse hiniibergezogen werden und ergibt dann den Wert V; des Fehler
integrales. Man hat also endgiiltig 

1 -~ 1 -~ 2a 
g'(t)=---=.e 4a2t= .e 4a2t._ 

l'nt 1/ n 4a2t x 
x2 

(25a) 

/' 
/ 

1 /7: _1 -Yf / J~d 
:--.... ,/ oJiu "----

-- /,r<~ -
/ -t-- - '-

L 

b--" ....... / VI 
" yr 

/' 
v.. -./ 

o ~~U~~UUUP~~~ij~~~~¥ 
Abb.92. Erwarmuugskurve bei reiner Leitungs-Warmeabfuhr. 

und (vgl. Abb. 92) nach GIeichung (19) und (20) fiir die Temperatur: 
t t 

a f 1 -~ 2a2 .J~ 1 -~ {}=T' S , l'nt· e 4a2tdt= ).x ·13· ~/ -4a2t·e 4a2tdt 

, V n ----;;2 
o 0 

l: 

=~. 13 f_l_. e-+ d7:, 
2J, '(nT 

o 
db' b d 4a2 t di . h 0 . a el e eutet 7:= ----;;2 e numerlSC e rtszelt. 

Am meisten interessiert die Wicklungstemperatur (x = 0) 

t 
a f dt a 2,;-

{}o = T' 13 . l' n t = T' 13 . Vn' Y t. 
o 

(25b) 

(26) 
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Die Wic1dung erreicht also unter den angenommenen Kiihlverhalt· 
nissen keinen stationaren Zustand, sondern muB schlieBlich verbrennen. 

Sliinder 
Das gleiche gilt auch fiir das Eisen; 
denn man liest aus (25b) und Abb. 92 

Ul!ftr fj leicht ab, daB die Temperatur schlieB. "is isen 
lich mit der Wurzel aus t unbegrenzt i 
ansteigt. " 

6. Die Erwarmungskurve bei auJle- 1 ~+2'---+--l""'X 
rer Kiihlung. Der in der vorhergehen- ~ 
den Ziffer gefundene unbegrenzte Tem- .~ 
peraturanstieg kann durch eine auBere ~ 
Kiihlung beseitigt werden. Hierzu neh- Abb. 93. Maschinenmodell mit aullerer 
men wir an, daB das Eisenpaket die Kiihlung. 

endliche Breite d besitze (Abb. 93); an 
der auBeren Grenzflache soll eine Abkiihlung nach dem N ewtonschen 
Abkiihlungsgesetz erfolgen mit der auBeren Warmeleitzahl h 

_A(dfJ) =h.{). 
dx ilJ=a 

(27) 

Man hat hier fiir den Temperaturverlauf mit der komplexen Kreis
frequenz p anzusetzen: 

_lp", +]ipx 
{)=A.e a +Be a (28) 

und erhalt aus den Grenzbedingungen (17) und (27): 

ha 1+ -=:-- ]lpd 
A=d~.a.. . fpA .. e a 

V p • A 2 @lin l p d + ~a . 2 [01 V p d 
a lpl. a 

l-l!..!!:.... ]lia 
B=d~.a. YPA .e a 

TP .}, 2 @lin y p d + ~ a . 2 [01 V p d 
a lPA a 

(29) 

Fiir eine plOtzlich einsetzende Belastung ergibt sich also die Erwarmungs. 
kurve aus dem komplexen Integral 

(30) 



142 Komplexe Behandlung elektrischer und thermischer Ausgleichsvorgange. 

Obwohl der Integrand auch hier i"P aufweist, ist er doch ersichtlich 
eine eindeutige Funktion von p. Er ist" daher auf der schlichten 
p-Ebene darzustellen, und wir gewinnen die Temperatur explizit durch 
Integration iiber die Pole. Dies ist im wesentlichen der Inhalt des 
Heavisideschen Satzes (vgl. Seite 61ff.). Die Pole ergeben sich als Null
stellen des N enners : 

P = 0 und "! + stg V1i A = 0 • 
VPA a 

(31) 

Der Pol p = 0 liefert die stationare Temperatur: 

wobei das erste Glied den Temperatursprung an del' Grenze x = d, 
das zweite den Temperaturabfall im Eisen schildert. 

Die weiteren Pole sind samtlich negativ; man kann deshalb setzen: 

-V"P = iq und erhalt fUr q die reelle, transzendente Gleichung 

oder mit !l!:. = v 
a 

h a = (~) . h d = t !l!:. 
g.A gd A g a 

hd 1 
T'p = tgv; mit den Wurzeln: 

_ 2 _ a2 2 
p" - - q" - - d2 V • 

Aus Gleichung (30) folgt jetzt die Erwarmungskurve: 

ha 

~=1+ T X 
1}oo 1 + ~ (d - x) 

A 

a' d-x hd. d-x 
-di .,'1 cos V -d- + ' .. ' SIn V -d-

>~ ~. ___ --= __ A_' __ -=-__ 
..;;..; p"-YP,, ~(Gin Vpd + ~ ~of VPd) 

Bp a VPA a P=P" 

Nun ist 

(33) 

(33a) 

(34) 



Die Erwarmungskurve bei au.Berer Kiihlung. 

also 

P ,C:p • ~ (6in yp d + ~ (io' Yii d) 
~ r'P" 8p a l'P A I a 

= _ ~. ~ ')12. f(l- ha2 (iol YP" d) + ha . 6inJ'p,:~'} 
d 2 l p" dA a Y p" A a' 

= -~'~')I2'{(1 + ~)'COs')l + ~.sin')l}, d 2 v2 A AV 

Somit wird die Erwarmungskurve mit t = ~ a 

{) h 
{)oo = 1 - A + h (1 + ~) ·2 

a' , h d , 
-di'· t cos V (1 - ~) + --'---' sm V (1 - ~) 

""' e 1\ V 
LJ~v2-'( hd) hd , " 1+ AV2 cosv+;:;smv 

(34a} 

(34b) 

Diese Formel vereinfacht sich betrachtlich fur den Grenzfall h -7 00,. 

welcher einer konstant gehaltenen Temperatur {} = 0 des gekuhlten 
. n 3n 5n 

Endes entspricht; denn dann wrrd ')I ="2' 2' 2' "" und also 

~= 1_~._1_. '\, 
{)oo n 2 1·- ~ LJ 

k=1,3,5 ... 
, k n 

SIll "2 
(35) 

n2 a2 t b' 1 T 4 d2 d' Z' Setzt man endlich "4' d2 t = T = 'i, wo el a so = n2 . a2 Ie eIt-

konstante des V organges ist, so kommt 

sink~ (1-~) 
{) 8 1 e-k'" 2 

{)oo = 1- n 2 '1- ,.' 2) ~.-----
\, sink~ k=1,3,5... 2 

(35a) 

Die Erwarmungskurve der Wicklung entsteht mit t = 0: 

(35b) 

so daB anfangs die Temperatur rascher als exponentiell zunimmt. Da
gegen ist nahe am gekiihlten Ende, wo (1 - t) klein ist, 

{) 4 [e-1: e- 9 1: e- 25 1: ] 4 
-=1--· ----+--- + ... =1--arctge-', (35c) 
{) 00 n 2 1 3 5 n 2 
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Hier nimmt also die Temperatur anfangs langsamer als exponentiell 
zu (Abb.94 und 95). Einen angenahert exponentiellen Temperatur

o 42 41f 45 48 to 1,2 1,'1 1,6' 1,8 2,0 2~ 2/1 2,6' 2,8 s,07' 

Abb. 94. Erwarmungskurven der Maschine mit 
Aullenkiihlung. 

verlauf findet man in der 
Entfernung Co, in welcher 
das zweite Glied der Reihe 
(35 a) verschwindet; dies tritt 

ein, falls 3 ; (1 - C) = n, 

also 1 - C = i oder C = i 
wird. 

7. Die Erwarmungskurve 
bei innerer Kiihlung. Wir 
behandeln nunmehr die Er
warmung einer Maschine, die 
unmittelbar an der Wicklung 
durch einen Luftstrom ge

kiihlt wird. Hierfiir setzen wir wieder das Newtonsche Abkiihlungs
gesetz an. Das Eisenpaket solI dagegen als unendlich breit betrachtet 

100 werden, so daB es nur an-
:~ fangs als Warmespeicher 
'10 wirkt. Die allgemeine Lor-.. r'!!!lIe (Jm ffekiillllen cntl~ - - -...... 

1'.. ...:;:t:" ........ 
f'!{Jlle de. Mr/uri' '-: '=: ~ t"--

Cxp{Jnenii{J//inie mIl 
.t//eicller eilk{Jnsilull< 

2 

sung ist wieder: 

Die Grenzbedingungen lau
ten: Parallelschaltung des 
inneren Leitungs -Warme-

o 42 4'145 48 to t2 I,If 1,5 t8 2,0 2,2 2,'1 2,52,8 3,07' stromes in das Eisen und 
Abb. 95. Logarithmische Darstellung des Erwarmungs· des Warmestromes in den 

gesetzes bei Aullenkiihlung. 
Luftspalt, also: 

d @) = }, Y: . A + h A = }, [f: + h' ] A, ) 

A = d @). ~ • 1. (mit h' = ~). 
h'a + 1 p 

(36) 

Die Gleichung der Erwarmungskurve wird demnach in del' Integral
form gewonnen: 

.Q ~ a 1 +Ji :p t • e - r: '" d p ~ a t 
'U' = ~ . -. -. = ~ . -. (t). (37) 

A 2n~ p(h'a+lp) ). 
-ioo 

Der Integrand zur Berechnung von t(t) ist eine mehrdeutige Funk· 
tion. Wir machen sie eindeutig durch den schon friiher benutzten Ver-
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zweigungsschnitt der p-Ebene langs der negativ reellen Achse und 
ziehen das Integral auf den Verzweigungsschnitt hiniiber: 

(37a) 

Wiederum ist das Integral I in drei Teile II' 12 und 13 aufzuspalten: 

-eo J .vTPiz 
eP '. e'-"-dp 

I = I 19 I = 
1 + -+ 3 P (h' a - iVlpl) 

-00 

(37b) 

-n 
00 

r -/iPi:r 
ePt • e a dp + . 

0> p(h'a+iflpl) 
-eo 

In II setze man p = - u und findet 

In der Grenze Po - 0 und t _ 00 liefert die Umgebung der Nullstelle 
den Hauptbeitrag zum Integral, da der Integrand unter dem EinfluE 
des Exponentialgliedes mit wachsendem u rasch sehr klein wird. Man 

kann deswegen den Nenner in eine nach Potenzen von Vu fort
schreitende Reihe entwickeln und erhiUt nach diese:Q1 sogenannten 
"Sattelpunktsverfabren" die Darstellung: 

Auf dem gleicben Wege laEt sicb 13 durch die Reihe ausdriicken: 

13 =J:_ut./ y;; du = r:_-_u_,._e--;-,-;-iV_U_;d_U_(I_ i fU + i2(fu)2 _ ... ). 
u(h'a+i¥u). uh'a h'a h'a 

eo eo 
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 10 
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Daher ist in abkiirzender Schreibweise 

eo 

00 ex) 00 

f e-ut -yux fe- ut iVU~ fe- ut -iVU~ 1=2 -=-·cos--·du= -=-·e adu+ -=-·e adu. fu a -yu fu 
o 0 0 

Substituiert man im ersten Integral (1 u t + ~ ~) = v, im zweitellL 

( 
.) a-Yt 1 u t - ~ a ~t = - v, so wird [vgl. auch Gleichung (23a) und (24)]:: 

Nun ist weiter 

und 

d {Jcoe-ut . ,c x } 1 
d (:) 0 ----:u sm V u a' du = 21 

daher mit v = ~ 
2 -Yt 

fCOe-ut. ,c x fCOe-~:~. 
--sm Vu-·du= de 

u a yt· 
o 0 

2aVt 

= 2 1;tfe-V2 dv = n'<P (~), 
a y t o 

wobei <P die GauBsche Fehlerfunktion bedeutetl. 
Man erhalt somit fur eo --7- 0 

11 + 13 = (1 + (l:)2 + }:)4 + ... ) 

[ 2ni e-:: t 2ni (X)] 
• - (h'a)2' fnt - h'a'<P 2af"t . 

1 VgI. Jahnke·Erode: Funktionentafeln S.31. 
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Das Integral 12 kann fiir eo -J>- 0 als Residuum berechnet werden: 

. 2:n i 
hm 12=~. 
eo-->-O a 

Es ist also insgesamt 

_ 1 ( :t ::2 ) [e--E.. ~(~)l (38) 
f(t)-h'a- 1+(h'a)2+(h'a)4+··· (h'a)2.f:n.t+ h'a . 

Der erste'Teil stellt die stationare Temperatur {} 00 dar; die Erwarmungs
kurve lautet also: 

1} dt dt2 e- 4a" X ( d d
2 

) [ x' 1 
1}oo = 1- 1 + (h'a)2 + (h'a)4 +... h'aY:nt + W(2al'T) . 

Wahrend im ersten Beispiel die 
Integration mngs eines Verzwei-
gungsschni ttes auszufiihren ;~ 
war, im zweiten sich die Inte- ;'8 
gration auf die Berechnung von ;5 
Residuen beschrankte, haben ~1.J4¥ 
wir hier beide typischen Integra- rp 
tionsverfahren benutzen miissen. 42 

Die Reihe (38a) vereinfacht q1 

I 

---
./ 

"... 

(38a) 

sich betrachtlich fiir x = 0, so daB 0 

wir fiir die Wicklungstemperatur 
finden (Abb. 96): 

1 2 3 ¥ 5 5 7 8 9 m ff ~ h 2 (J2 _ 

.x2 

Abb. 96. Erwarmungskurve der Wicklung 
einer innengekiihlten Maschine. 

, d d2 ) 

1} ( d t dt2 1 
1}oo = 1- 1 + (h'a)2 + (h'a)4 + .... h'a.l'nt 

-1- 1 .(1_! __ 1_.~+~.~._1_.} __ + ... ) (38b) 
- h'a.f:nt 2(h'a)2 t 22 (h'a)4 t2 . 

Die Reihe laBt sich geschlossen summieren1 und liefert: 
h2 a2 

:00 = 1 - e(h'a)'t. [1 - W (h' a f0] = 1 - e- Tzt. [1 - W (\a it)]. 
Wenn h sehr klein wird, entsteht hieraus 

lim {} = ~. ~. ~ [1 - 1 + ~. h a it] = ~ . ~. ~. -Vi, 
h-->-oo A h a 'V:n A A y:n 

(38c) 

in Ubereinstimmung mit Gleichung (26). 
8. Einschalten einer Maschine mit WirbelstromHiufer. Wir wollen 

die komplexe Behandlung von Ausgleichsvorgangen auf die Berechnung 

1 Jahnke.Erode: Funktionentafeln S.31. 
10* 
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des StanderstoBstromes einer Drehfeldmaschine mit Wirbelstromlaufer 
anwenden. Es sei -r: die Polteilung del' Maschine, {) ihr Luftspalt. FUr 
das elektrische Wirbelfeld ~ des Luftspaltes erhalt man dann, da bier 
keine Wirbelstrame flieBen, die Gleichung 

a2 (i!; a2 (i!; 
ax2 +a y2=0. (39) 

Fiir die Gleichung des Feldes im Laufer ist die Relativgeschwindigkeit 
del' bewegten Materie gegen das vom Stander aus betrachtete Drehfeld 
zu beachten. Dies gelingt, indem del' Schlupfbegriff komplex verall
gemeinert wird: 

p-iWm 
8 = P , (40) 

wobei wm die (reelle) Kreisfrequenz del' mechamschen Drehbewegung 
ist. Man hat also fUr das Lauferfeld (vgl. Ziffer 2): 

k2 = 4n'lep,pp-iwm • 1O - 9 1 
p 

= 4n'le#(p - iwm ) .10- 9 • J 
(41) 

Wir nehmen del' Einfachheit halber die Lauferwicklung als eine Wirbel
strom fUhrende, homogene Schicht del' Dicke Ll und del' Permeabilitat 

# = 1 an (Abb. 97). Die Glei
chungen (39) und (40) lassen sich 
dann fiir periodisch in x mit del' 
Polteilung -r: variable Felder leicht 
integrieren. Wenn man den Ohm
schen Standerwiderstand und 
den magnetischen Widerstand Abb. 97. Maschinenmodell cines Wirbelstrom-

Hinfers. des Eisens auBer acht laBt, er-
halt man auf diesem Wege den 

Standerstrombelag A als Funktion del' elektrischen Feldstarke ~o des 
Standerumfanges III del' Form 1 : 

1 n~ 1 + V~ ~~otg~ ~. S:;g (~ L1 V~+ ::k2) 
A = ~o· 4:r:10"':9~· stgr -· V.2 n (n -V .2 )-. (42) 

1 + 1 + n 2 k2 :tg -:r ~.:tg T L1 1 + n 2 k2 

Diese Beziehung schildert also, wenn insbesondere p = i W gesetzt wird, 
das stationare Verhalten einer asynchronen Drehfeldmaschine mit 
Wirbelstromlaufer. 

Del' Ausgleichsvorgang mage nun dadurch ausgelOst werden, daB 
zur Zeit t = 0 auf die synchron laufende Maschine (wm = w) plOtz-

1 Ollendorff, F.: Arch. Elektrot. 24, 129ff. (1930); insbesondere S.I44. 
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lich ein Drehspannungssystem aufgeschaltet wird. Da ein stationares 
elektrisches Drehfeld durch 

(43) 

dargestellt ist, finden wir als komplexe Darstellung des p16tzlich ge
schalteten Drehfeldes das Hakenintegral 

(43a) 

Da die raumliche Verteilung des Feldes von vornherein bekannt und 
somit fiir diese Aufgabe unwesentlich ist, gewinnt man hieraus mit 
Riicksicht auf (42) die Stromdarstellung: 

+ico 

1 nr5 f ePt·dp 4.=(i; • .;t -. ~ 04 •. 10 9 g. p{p-iw) 
I 

-i co) 
I 

0 __ --i2-- n r5 (n LI V-T -2 ) 
1 + 1 + - k2 • (£otg - .::tg -. 1 + - . k2 

n 2 • • n 2 
(44) 

Man iiberzeugt sich leicht, daB der Integrand eindeutig ist. Daher ist 
das Integral durch Summierung iiber samtliche Pole nach den Regeln 
der Residuenrechnung anzugeben. Der Pol 

p=o (45) 

liefert den Gleichstromanteil des StoBstromes· 

1 nr5 1 
AU! = (i;o· 4 10 9·:tg-·-( -.-) •. • -%w 

V--:;;2- - n(5 n·LI V .2 
1 + 1 + ~ k~ . (£otg T . ::tg -.- 1 + nz-" k~, 

V .2 n r5 n LI 11 .2 1 + 1 + - k2 .::tg - . ::tg - . 1 + - k 2 
;n;2 (0 T 't" ,n:2 (0 

(46) 

oder vereinfacht: 

Der Pol 
p = iw (47) 
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gibt den DauerkurzschluBstrom an: 
n (j nL! 

i m t I + @:oto -- . ;to -
A -~. I .st ~.e_. T T 

d,- 04T1O-9 9 T iw n(j nLl' 
I + ;to - . ;to -

T T 

(48) 

Die iibrigen Pole ergeben sich aus der transzendenten Gleichung 

nLl @: t nr5 
T' 007 = -stg nL! l/i+ T2 k2 

LlV 2 'TV n 2 
~. 1+~k2 

T n 2 

(49) 

d . nLl 1 II I .2 k2 • 
o er mIt r' V T n 2 = tv aus 

n Ll n (j 
_·(£otg- = v·tgv. • • (49a) 

Sie sind maBgebend fiir den Wechselstromanteil des StoBkurzschluB

I I rr 1 iT I 
: I I i i I 
I I I I : i I I I I I 

\ 
I I I I 1 I I 

J J J I I I I I I 

\ I I II I I II I I II I I I I 1 I 

f7 R= Tf7 I IJ I :J I 1/ 
1 I /: i 5 J I 7 9/, 11 1 

I I i J 1 

I rl I I 

17 I 17 I 
1 Ii I I 1 

I I 
:11 I III I 

I I I 1 

Abb. 9S. Transzenrlente GIeichnng zur Bestimmung der Zeit
konstanten des Wirbelstromlaufers. 

stromes. In Abb. 98 
sind diese Wurzeln 
der Gleichung dar
gestellt: Man eI'
kennt, daB sie mit 

wachsender Ord
nungszahl sehr rasch 
sich den ganzzahli
gen Vielfachen von 
n annahern. 

Die zugehorigen 
Eigenfrequenzen p,. 
werden 

p,. = 'i OJ - ~,., (50) 

wobei die Zeitkonstanten Tv sich durch die Gleichung 

n(j 
@:oto T 

T" = T . -T------nLf 
-·v2 +_ 
nLl • 

(50a) 

aus der Zeitkonstante T = 4 T· 10 - 9 k LI stg ~ b der normalen Maschine 
T 

ohne Wirbelstromlaufer berechnen lassen. Man zeigt leicht, daB die 
Zeitkonstanten T,. hoherer Ordnung kleiner als T werden. Del' Wechsel
stromstoB der Maschine mit Wirbelstromlaufer verklingt also I'ascher 
als der StoBstrom der normalen Maschine. 
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Die GroBe des WechselstromstoBes selbst folgt leicht aus Gl. (44) 
mit Beachtung der Eigenwerte (49a) zu 

• (51) 
d (V.2 n LI 1/.2 n 6 n LI V .2 ) • - 1 + - k2 (£of - + 1 + - k2 • :tg - . !Sin - 1 + - k2 

dp n2 • n 2 • • n2 

Hier ist 

~ (VI + ~ k2 (foi nLl + VI + ~ k2 .:tg no. @'lin nLl VI + r2 k2 ) 
d P n 2 • n2 • • n 2 

= ~ (cos y - .2-.:tg n o. y • sin y) 
dp nLl. 

( . • no. • no) dv 
= - Slny - _.:tg-,slny - -·y:tg-·COSY .-

nLl. nLl • dp 

no 
(£otg -

{ ( • a- n 6) . +. a- n 6 } • T = I + -. -'1,.,g - . sm y - • y -'1,.,g -. cos y • --- • 
nLl. nLl. ~.2v 

nLl 

= [Sin v . { n LI . (fotg n 6 + I} + cos vJ • T = T . [_1_ + sin 11 J~ . 
2 v. • 2 2 cos 11 11 

Somit folgt endgiiltig unter Beachtung von (49a): 
t 

rc: 1 a- no iwt 2} e- Tv Tv I 2 cos 11 A =I.!!- • -'1,.,g-·e· ---.-. ~--. .. (5Ia) 
w 0 4 •. 10- 9 • • IT. no I sm 11 

" tW--T !Sm2 - --+--
,. • cos 11 11 

Fiir die Maschine ohne Wirbelstromlaufer wiirde man erhalten (LI-O, 
k - 00, LI· k = endlich) , 

rc: I a- n 6 . t e-T 1 
Awo =l.!!-o·4.-:10_ 9 ·-'1,.,gy·eU ".. 1'-. nJ' (52) 

tw - - !Sm2 -T • 

Die Amplituden der Komponenten (51a) berechnen sich im Verhaltnis 
zu dieser Amplitude 

IAICvl T,. 2cos1l Tv 1+COS211\ 
Awo max f':::! T' 1 + sin t' = T . ~+ sin 2 11 

cos 11 11 211 

(£ot ~ (53) 
g. I + cos 211 

• 2 nLl' 1 + sin 211' 
nLl v +7 2v 
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n(j 
Beispielsweise findet man fiir LI = 0 und T = 10% aus Abb. 98 fiir v 

0A, 

100 

90 
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70 

50 
50 
'10 
30 
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10 

o 

nach (49a) und fiir das Amplitudenverhaltnis I A A .. I folgende Werte: 
teo Imax 

'JJ 0,85 3,42 6,42 9,55 8s-c = 1255 
2 ' 

cos 2'JJ - 0,1288 0,8473 0,9582 0,976 .,.,,1 

sin2'JJ 0,9917 0,5312 0,2860 0,218 .,.,,0 

l+cos2'JJ 

1 + sin2~ 0,55 1,71 1,91 1,95 .,.,,2 

2'JJ 

Tv 1,37 0,0855 0,0243 0,01l0 0,00635 
T 

v % I A.. I lAw, ~ax 75 14,6 4,6 2,2 1,3 

Fiir hohere Ordnungszahlen versagt die Naherung (53), da man hier 

nicht mehr ~ gegen iw streichen darf; doch iiberzeugt man sich, daB 
v die angegebenen Reihen

\ 
... \ 
Ii'-

(J!'IintfHilF ....... 

"-

'@' i'"lI"fH'en 
48 

-- t-i-

glieder bereits ein praktisch 
hinreichendes Bild des Vor
ganges liefern (Abb. 99) . 

Besonderes Interesse be
sitzt del' hier behandelte 
Ausgleichsvorgang in dem 
Grenzfall LI --+ 00, welcher 
etwa das Verhalten von 

18 Wirbelstrombremsen odeI' 
, t ~o M h' . . 7f von asc Inen mIt massI-

Abb.99. Verlanf des \Vechselstromanteiles des StoBstromes 
bei einer Maschine mit Wirbelstromliinfer. 

vem Laufer schildert. Die 
Summation iiber die iso-
lierten Singularitaten geht 

dann in eine Integration mngs eines Verzweigungsschnittes ii bel', del' 
sich von p = iw parallel del' negativen Realachse bis ins Unendliche 
erstreckt. Die Integration laBt sich nach den oben beschriebenen 
Methoden ausfiihren und liefert dann einfache Abschatzungsformeln 
fiir den Verlauf des StoBstromes, die qualitativ mit dem oben be
rechneten Verlauf iibereinstimmen (Abb.100)1. 

9. Zusammenfassung. Die Behandlung von Ausgleichsvorgangen 
mittels funktionentheoretischer Verfahren beruht auf del' Darstellung 
von StoBvorgangen durch komplexe Integrale; insbesondere konnen 
hierdurch einige Fundamentaltypen von StoBen einfach beschrieben 

1 Ollendorff, F.: Arch. Elektrot. 24, 715ff. 
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werden: der konstante GleichstoB, der voriibergehende GleichstoB, der 
ExponentialstoB, der SchwingstoB. Diese Methode wird zur Berechnung 
technisch wichtiger Erwarmungs- und Wirbelstromerscheinungen heran
gezogen, welche der Differentialgleichung der Warmeleitung geniigen. 

Zuerst wird die Erwarmungsgleichung einer elektrischen Maschine 
bei Warmeableitung lediglich durch das Eisen berechnet. Die Aufgabe 
fiihrt auf ein Integral iiber eine mehrdeutige Funktion, welches auf den 
Verzweigungsschnitt einer zweiblattrigen Riemannschen Flache hin
iibergezogen werden kann. Man gewinnt einen geschlossenen Ausdruck 
fiir den raum-zeitlichen Verlauf des Temperaturfeldes, welcher ins
besondere anzeigt, daB die Wicklungstemperatur unbegrenzt anwachst. 

% 
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50 
f/(} 

30 

20 f\: 

10 
8 
6' 

!' 
3 

2 

1 

'\ 

~ ~.L1 ~o (eml/!i:H s/Qr/rer LiJid"er)-"" ,..... 
nQCHh'f~ r;;;::::: i-- HtU//'/scn8/'M;@/W8lfnQmA'Ch'fi 

0'8/'8mnel ui '/' lZ 17/'en 

1'-.... ::W/' f .?iS8A} i1~4J1<vnendfm sll7/'A-e/' Lilt/;' 

ZlO'Qr~smer /'erz. 'eI'/' r/q=t 
~'" -- - -

41 tJ,Z 0,3 4'1- 0,5 (},6' 47 0,8 4.9 seA- ,,(J 
Abb.100. Gerechneter und bcobachteter Verlauf des Wecbselstromanteilcs im StoBstrom. 

Die Beriicksichtigung der auBeren Kiihlung flihrt zu einer neuen 
Erwarmungsgleichung, bei welcher nunmehr nur das Integral einer 
eindeutigen Funktion zu berechnen ist. Dieses Integral kann mittels 
der Residuenmethode ausgewertet werden. Die entstehenden Erwar
mungsgesetze ergeben samtlich einen nicht exponentiellen Temperatur
verlauf; flir groBe Zeiten strebt indes die Erwarmung asymptotisch 
einem Exponentialgesetz zu. 

Bei Berechnung der Erwarmungskurve einer Maschine mit Innen
kiihlung muB man wiederum ein Integral auf der Riemannschen Flache 
auswerten. Durch Hiniiberziehen auf den Verzweigungsschnitt diesel' 
Flache wird mittels Sattelpunktsentwicklung eine asymptotische Ent
wicklung del' Temperaturfunktion abgeleitet. Fiir die Wicklungstempe
ratur kann diese Entwicklung geschlossen summiert werden; das ent
stehende Erwarmungsgesetz laBt sich nicht durch eine Exponential
kurve darstellen. 

Formal die gleichen Rechnungsmethoden sind auf die Untersuchung 
von Wirbelstrom-Ausgleichsvorgangen anzuwenden. Ais Beispiel wird 
der StoBstrom einer Drehfeldmaschine mit Wirbelstromlaufer angegeben, 
welcher sich durch eine unendliche Reihe freier Drehfeldkomponenten 
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aufbaut. Das gefundene Schaltgesetz laBt sich auf Maschinen mit mas
sivem Laufer beliebiger Starke verallgemeinern; es stimmt mit del' Er
fahrung befriedigend uberein. 

10. Literatur. 
Carson, c. R.: Elektrische Ausgleichsvorgange und Operatorenrechnung. Berlin: 

Julius Springer 1929. 

E. Ausbreitung elektrischer Wellen fiber der Erde. 
Von F. N oether, Breslau. 

1. Stellung der Aufgabe. Die mathematische Behandlung del' 
folgenden Aufgabe ist ein typisches Beispiel fur die Anwendung del' 
funktionentheoretischen Methoden auf physikalische Fragen del' Wellen
ausbreitung. Wir beschranken uns hier auf eine bestimmte Aufgabe: 
die Ausbreitung del' von einer Vertikalantenne ausgehenden elektro
magnetischen Wellen langs del' Erde. Dabei sehen wir del' Einfachheit 
halber von del' Kugelgestalt del' Erde ab, so daB die Erde durch einen 
homogenen Halbkorper von einheitlicher Leitfahigkeit und Dielektri
zitatskonstante ersetzt wird. 

Fur die ziemlich umfangreiche Literatur uber diese Probleme sei 
auf die zusammenfassende Darstellung von A. Sommerfeld in Rie
mann- Weber (Frank-Mises) "Die Differential- und Integral
gleichungen del' Mechanik und Physik II" 542f. (1927) verwiesen, von 
dem auch die erste mathematische Untersuchung del' Aufgabe stammtl; 
sie wurde spateI' von H. Weyl methodisch abgeandert2 • Dabei ergab 
sich auch im Resultat ein wesentlicher Unterschied3, den W ey 1 eine 
"ungenugende Anpassung del' Methode Sommerfelds an das Problem" 
nennt. 1m AnschluB an Sommerfeld sind weitereArbeiten 4 erschienen 
uber Berucksichtigung del' Kugelgestalt del' Erde, sowie von Richtungs
effekten in del' Wellenausbreitung (Horizontalantenne). 1m AnschluB 
an Weyl hat M. 1. O. Strutt 5 auf elementarer Grundlage den EinfluB 
del' Hohenlage del' Antelllle uber del' Erde diskutiert. In del' folgenden 
Darstellung werde ich mich an keinen diesel' Autoren genau anschlieBen, 
sondern eine mittlere Linie einhalten, die, wie mil' scheint, am ge
eignetsten ist, um die aufgetretenen Unterschiede klarzustellen, und 
von del' aus es nicht schwer sein wird, zu den verschiedenen Methoden 
Stellung zu nehmen. 

Die Unterschiede del' einzelnen Arbeiten gruppieren sich um die 
folgende physikalische Frage: Erfolgt die Ausbreitung del' Energie im 

1 Uber die Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen Telegraphie. Ann. Physik 
4/28, 665 (1909). 

2 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen. Ann. Physik 4/60, 481 (1919). 
3 Vg1.1. c., S. 488. 4 Vg1. Riemann-Weber: 1. c. 
5 Strahlung von Antennen. Aun. Physik 5/1, 721, 751 (1929); 5/4, I, 17 (1930). 
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wesentlichen in "Oberflachenwellen", die sich auf eine enge Schicht 
in del' Nahe del' Erdoberflache beschranken und daher wegen del' zylin
drischen Ausbreitung eine gro.Bere Reichweite haben konnen, odeI' 
erfolgt die Ausbreitung raumlich 1 Sommerfeld hat aus seinen Unter
suchungen auf Ausbreitung wesentlich durch Oberflachenwellen ge
schlossen; doch scheint mir hier ein lrrtum in del' Diskussion vorzu
liegen, wahrend ich seine Methode, im Gegensatz zu We y I, den speziellen 
Problemen fiir angemessener ansehe. 1m Gegensatz zu Sommerfelds 
Ergebnissen beobachtet man tatsachlich bei Kurzwellenversuchen groBe 
Reichweiten, die durch raumliche Wellen und ihre Reflexionen an del' 
"Heaviside-Schicht" zu erklaren sind1 . 

2. Ansatz und Grenzbedingungen. Den Ausgangspunkt fiir die 
mathematische Behandlung bildet die Tatsache, daB das elektro
magnetische Feld sowohl im Luftraum als in del' Erde durch die aus 
den Maxwellschen Gleichungen folgende W ellengleich ung be
stimmt wird. Ihr geniigen sowohl die Feldkomponenten selbst als auch 
ihr PotentialJI, die sogenannte Hertzsche Funktion: 

821I 81I _ 2 
8 7fi2 + (j 7ft - c iJJI mit 

821I 821I 821I 
iJJI--+-+-· - 8x2 8 y2 8z2 , 

( 1) 

dabei gilt im Luftraum: fiir die Dielektrizitatskonstante und fiir die 
Leitfahigkeit 8 1 = 1, (j1 = 0, wahrend in del' 'Erde 8 2 und (j2 die ent
sprechenden Konstanten des Erdbodens bezeichnen. Betrachtet man 
weiterhin nul' harmonisch-periodische Vorgange del' Frequenz w, die 
also durch den Faktor e -iwt in allen FeldgroBen charakterisierbal' 
sind, so geht (1) iiber in die bekannte Gleichung: 

iJJI + k 2JI = 0, (2) 

mit k 2 = ki = :: in Luft, k 2 = k~ = °2 w 2 :2 i 0'2 W = ki (82 + i ~) 
in del' Erde. 

Das primare Antennenfeld, d. h. das Feld ohne Beriicksichtigung 
del' Erdstrome, wurde in den obengenannten Arbeiten iibereinstimmend 
als das eines Hertzschen Dipols dargestellt (Abb. 101). Man versteht 
darunter das Feld zweier elektrisch geladener Kugeln, die in del' 
Antennenrichtung, del' Vertikalen, nahe aneinandergeriickt und durch 
ein kurzes Stromstiick verbunden sind, so daB eine elektrische Schwin-

1 In einer Fortsetzung der zitierten theoretischen Arbeiten (Ann. Physik 
1931, 5/9, 67) hat M. J. O. Strutt das Wellenfeld eines Kurzwellensenders bei 
verschiedenartiger Bodenbeschaffenheit Ulllllittelbar ausgemessen bis zu Ent
fernungen von uber 10 Wellen!1i.ngen und die theoretischen Ergebnisse besffitigt 
gefunden. Man kann auch hierin eine Bestatigung der Raumwellenauffassung 
sehen, dadie Struttsche Form der Theorie die Sommerfeldschen Zylinder
wellen gar nicht enthalt. 
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gung darin pendeln kann. Falls die Wellenlange der Schwingung groB 
ist gegen die Antennenlange, kann die Antenne durch einen einzelnen 
solchen Dipol dargestellt werden. 1m FaIle sehr kurzer Wellen oder 
komplizierter Antennenformen miillte hingegen die endliche Antennen
lange durch Aneinanderreihung von Dipolen dargestellt werden!. Wir 
beschranken uns mit Sommerfeld und Weyl auf den ersten Fall, 
und zwar sei Po = e·1 das zeitlich periodische elektrische Moment des 

Dipols (e = Ladung, 1 = Lange) mit der Luftwellenlange 2"n = 2n G 
Cl OJ 

der elektrischen Schwingung, ferner R = -YX2 + y2 + Z2 der Abstand 
eines beliebigen Aufpunktes A von der Dipolmitte. Dann ist das elek

trische und magnetische Primarfeld 
Z der Antenne durch folgende kugel-

Y symmetrische Losung der Wellen
gleichung dargestellt: 

-----+~~~~--------~X 

+ h 

~ 

eikR 

IIo= Po~· (3) 

Es wiirde namlich ~r das wellenfor-

mig verteilte Potential eines Einzel

pols darstellen, woraus sich ~ o!!o 
s uZ 

als das elektrische Potential des Di-
Abb. 101. Orientierung am Dipol. 

pols ergibt. Ferner ist °o~o = -iw e 0 

der das Magnetfeld erzeugende Strom der Antenne in dem Leiterstiick 
von der Lange 1, und daher nach dem Biot-Savartschen Gesetz 
- iwilo das "Vektorpotential", als des sen Rotation das Magnetfeld 
gefunden wird2• Charakteristisch und fiir die nachfolgenden Grenz
bedingungen von Bedeutung ist, daB im elektrischen Potential der je 
nach dem Medium verschiedene Nenner 8 auf tritt, wahrend im magne
tischen Potential kein solcher Nenner vorkommt. 

Wir nehmen nun (mit Weyl) zunachst an, daB sich ein solcher pri
marer Dipol nur in der Luft, und zwar in der Hohe h iiber der Erde, be
finden solI, so daB die Trennungsebene Erde-Luft als die Ebene z = - h 
inAbb.IOI aufgefaBtwerden kann. Dievon Sommerfeld von vornherein 
gemachte Annahme, daB sich del' Dipol in del' Trennungsebene selbst 
befinden solI, wiirde zu gewissen Schwierigkeiten fiihren, die mil' in del' 
dortigen Darstellung nicht geniigend beachtet zu sein scheinen. Die 
durch das Hinzukommen del' Erde bedingten Modifikationen des Feldes 
werden sich durch Hinzunahme einer weiteren sekundaren Hertzschen 

1 VgI. Strutt: 1. c. 
2 Naheres s. z. B.: A braham-Foppl: Theorie der Elektrizitat 1,3. Abschnitt. 
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Funktion III im Luftraum und II2 in der Erde ausdriicken lassen, die 
wieder den Wellengleichungen (2) geniigen miissen und dabei selbst 
keine Singularitat mehr enthalten diirfen. Das durch die Trennungs
flache entstehende magnetische und elektrische Zusatzfeld (Spiegelung 
und Brechung!) driickt sich in gleicher Weise durch III und II2 aus, 
wie oben das primare Feld durch IIo, und demnach sind langs der Tren
nungsebene z = - h folgende Grenzbedingungen zu befriedigen: 

1. Stetigkeit der tangentiellen elektrischen Feldkomponenten, bzw. 
des elektrischen Potentials, d. h. 

fiir z = -h. (4a) 

Hier ist statt des oben erwahntenNenners e der damit proportionale k 2 

eingefiihrt. 
2. Stetigkeit der tangentiellen magnetischen Feldkomponenten 

bzw. des magnetischen Vektorpotentials, d. h. 

IIo + III = II2 fiir z = - h . ( 4 b) 

3. Analytische Darstellung des primaren Antennenfeldes. Der nachste 
Schritt ist nun die Herstellung einer (von Weyl benutzten) Darstellung 
der Funktion II 0' die die Erfiilhmg dieser Randbedingungen unmittel
bar gestatten wird. Um diese zu gewinnen, gehe man von den der 
Gleichung (2) (mit k = kl ) geniigenden ebenen Wellenverteilungen aus. 
Eine solche ebene Welle wird dargestellt durch: 

eik(<xx+Pv+rz), 

dabei sind rx, (3, y die Richtungskosinus der Wellennormalen, fiir die 

rx2 + (32 + y2 = I . 

Wir summieren zunachst solche Wellen, die fiir aIle Richtungen des 
Rau~es gleiche Amplitude haben sollen; d. h. wir sehen die Richtungs
faktoren rx, j3, y als Punkte einer Einheitskugel an und fiihren auf 
dieser z. B. spharische Winkel f), cp ein, die nach der vertikalen z-Achse 
orientiert sind. Das Flachenelement auf dieser Kugel heiBe dj. Also: 

rx=sinf}coscp, (3 = sinf}sincp, y=cos{}, dj=sinf}df}dcp. 

Damit wird das Summationsergebnis 

S = * S eik(<xx+Pv+rz)df 
Kugel 

+;r n 

= ~ SdCPSeik[(XSin'P+vCOS'P)Sin~+zcoS#lsin f}df}. (5) 
2n 

-n 0 

Da dieses Integral sicher auch in bezug auf die Koordinaten x, y, z 
Kugelsymmetrie besitzt, also nur von R abhangt, geniigt es, die Aus-
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rechnung fUr den einen Fall x = y = 0, z = + R vorzunehmen, und 
man erhiUt sofort, indem die Integration nach cp zuerst ausgefiihrt wird: 

n +1 
f · . f' eikR_e-ikR sinkR 

8 = etkRcos#sm {}d{} = etkRu du = i kR = 2~. (5a) 
o -1 

Das so berechnete Feld stellt also nicht eine Wellenausbreitung von der 

Strahlungsquelle R = 0 her dar; denn dort miiBte die Feldfunktion wie ~ 
unendlich werden. Wir erhalten vielmehr - wie nach dem Ansatz zu 
erwarten war, der ebene Wellen aller Richtungen enthielt - einen 
Zustand stehender Wellenverteilung. Er setzt sich aus ein- und aus
strahlenden Wellen so zusammen, daB die Funktion 8 bei R = 0 end-

ikE 

lich bleibt. Der gesuchte ausstrahlende Tell iek R ist aber als erster Be-

standteil in Formel (5a) mitenthalten und kann ausgesondert werden, 
wenn man den Integrationsweg beziiglich u in 2 Teilwege zerlegt: Erster 
Teilweg von u = -1 bis u = + i· 00 (so daB der Integrand dort ver
schwindet), zweiter Teilweg von u = + i· 00 bis u = + 1. Der letzte 
Teil ergibt namlich: 

+1 t,,-i'''' 
eikR f' f . . ikR = etkR~'du = etkRCOs'~Slll{}d{}, (5b) 

+i· co 0 

e- ikR 

wahrend der erste Weg den Bestandteil - ikE in (5a) ergibt. 

Hierdurch wird es nun nahegelegt, eine entsprechende Zerlegung 
auch schon in dem allgemeineren Integral (5) selbst vorzunehmen. Das 
entsprechende Teilintegral bekommt also zunachst die Form: 

+'" A 

81 = 21nS dcp f eik[(xsintp+ycostp)sinD+zcosDlsin{}d{}, (6) 

-n 0 

wobei die noch naher zu bestimmende obere Grenze A jedenfalls so zu 
wahlen ist, daB der Exponent im Integranden dort negativ unendlichen 
Realtell hat, also der Integrand selbst gegen 0 geht. Dies ist in der Tat 
moglich, wobei auch die Kugelsymmetrie der Losung erhalten bleibt, 
die dieses Integral darstellt. 

Um dies klarzumachen, schreiben wir in Polarkoordinaten: 

x = rcos X, y = rsinx, (r = -YX2 + y2) . 

1m Exponenten von (6) entsteht dann: x cos cp + y sin cp = r cos (rp-X), 
so daB man, unter Beibehaltung der Grenzen, iiber den Winkel 'IfJ = cp -X, 
statt iiber cp, integrieren kann. Dadurch ist eine Abhangigkeit von X 
jedenfalls ausgeschaltet. Die Grenzen gehen in 'IfJ zunachst iiber eine 
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volle Periode von cos 1jJ; man kann aber auch diesen Weg in die kom
plexe 1jJ-Ebene verlegen und geeignet wahlen. 

Dies ist etwa so moglich, daB wir zunachst r' sin {} als positiv reell 
und ebenso z als positiv voraussetzen wollen. Den oben noch offen ge
lassenen Integrationsweg 0 - A in der {}-Ebene konnen wir dann nach 
Abb 102 festlegen. Es sei jetzt 1jJ = v + iw gesetzt, also 

cos 1jJ = cos v ~of w - i sin v @5in w . 

Man sieht daraus, daB unter den eben gemachten Voraussetzungen der 
Integrationsweg in der 'Ij'-Ebene unter Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes gemaB Abb.103 }A' 
verlegt, d. h. aus den beiden i 
Stiicken 1 und II zusammen- i 

,J.-fb0!78 

gesetzt werden kann. Die 1,/ a. Jr/2 Jr 

Schraffierungen geben hier die ---::-Jt--- - =~ ----LO[----__ L __ 

Streifen an, in denen diese 
Wege das Unendliche errei-
chen diirfen, also der Realteil 
von i cos 1jJ negativ unend
lich istl. 

Abb. 102. Integrationsweg in der iI-Ebene. 

Nun kann aber hier auch der Weg II durch den Weg I ersetzt werden, 
wenn zugleich das Vorzeichen von {} umgekehrt wird. Geht man nam-
lich in der {}-Ebene von W.LfLV.Lf.:v.u.:v.LfLL/. ~db.j 

der positiven zur nega- I I I 1jJ-fbe!7e 

tiv reellen Achse auf II : II' 
einem kleinen Halbkreis I / 

I 1/ 
entgegendem Uhrzeiger- -srr---.::;n;/i----o 
sinn urn den N ullpunkt 1 / I 
herum (Abb. 102), set~t I I I 
also: r sin {} = e e' 0 I I I 
(b von 0 bis n), so wird I I b 
d I ' .. t '1 7,7m /77, 

1+,Jr---

1 

I 
I 
I 
I 

;w/,Wmmm7 ;wd er magmar e1 von 
Abb. 103. Jntegrationsweg in der 'p-Ebene. 

COS 'Ij'·r· sin {}: 

eSm[(cosb + isinb) (cosv~Olw - isinv@5inw)] 

= e (- sin v cos b @5in w + cos v sin b ~oi w) , 

bzw. bei hinreichend groBem positiven w: 

- ~ e eW sin (v - b) ; 

und bei hinreichend groBem negativen w: 

~ e eW sin (1.' + b) . 

1 Diese Zerlegung ist allerdings nicht m6glich im FaIle r = 0, well da die beiden 
Integrale I und II fUr sich unendlich wtirden und nur ihre Summe endlich bliebe. 
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Das sagt aus, daB mit wachsendem ~ in der Abb. 103 sich die oberen 
schraffierten Gebiete nach rech ts, die un teren aber nach links ver
schieben, und zwar im ganzen urn 7l. Der Integrationsweg I geht dabei 
etwa in den Weg l' iiber (Abb. 103), und dieser stimmt mit dem Weg II 
iiberein, wenn wieder r sin -& positiv, dafiir aber cos 1jJ negativ (d. h. 
1jJ urn 7l vergroBert) gewahlt wiirde. Die Integrationsrichtung kehrt 
sich dabei, wie es sein muB, wegen des Faktors sin -& urn. Diese Trans
formation heiBt aber nichts anderes, als daB man in der 1jJ-Ebene (Abb .103) 
die Integration auf den Weg I beschranken kann (mit seiner Abwand
lung l' bei negativem -&), wenn man dafiir in der -&-Ebene (Abb. 102) den 
Weg A durch Hinzunahme des Weges A' gleichfalls zu einem beiderseits 
unendlichen erganzt. Die Durchfiihrung der 1jJ-Integration auf diesem 
Weg I, bzw. l' ergabe hier sog. Hankelsche Funktionen erster Art, 
die wir aber vorlaufig nicht einfiihren. Die Integration langs II dagegen 
wiirde auf Hankelsche Funktionen zweiter Art fiihren, die sich eben 
durch solche erster Art von negativem Argument ersetzen lassen1 . 

Wir haben es also weiterhin mit dem Linienintegrallangs I, bzw. A' -A: 
A 

8 1 = 2~ f d1jJ f eik(rcos'!'sin#+ zcos#) sin -&d-& 
I A' 

(7) 

zu tun. Diese Umformung war fUr die weitere Diskussion der Rand
wertaufgabe notwendig; zunachst zeigt sie, daB auch das Integral 8 1 

ebenso wie 8 kugelsymmetrisch, d. h. nur Fmlktion von R 

~
1t' r allein ist. Dies geht namlich daraus hervor, daB die beider-

,,)/.' seits unendlichen Integrationswege in der 1jJ- und der 
, -&-Ebene in ebensolche iibergehen, wenn man die sphari-

T schen Koordinaten 1jJ, -& in neue 1jJ', -&' transformiert 
mittels der Formeln del' spharischen Trigonometrie (siehe 
Abb.104): Abb.104. Trans

formation der 
Raumwinkel. _01 _0 +. _0 • cos 'lj' = cos 'U' COS i SIn 'lj' sIn i cos 1jJ ; 

• I sin If' sin iF 
sm 1jJ = sin {} 

und zwar kallil die Uberfiihrung stetig erfolgen, wobei die Giiltigkeits
bereiche der Integrale sich so iiberdecken, daB immer ein endlicher 
Bereich zur Uberfiihrung der alten in die neuen Integrationswege ver
fiigbar ist. Wenn der Transformationswinkel i den Winkel zwischen R 
und z bezeichnet, so daB die Achse -&' = 0 mit der Richtung von R selbst 
iibereinstimmt: 

z = RCOSi; r = R sini, (8) 

so wird der Exponent in (7) unabhangig von 1jJ', namlich i k R cos -&'. 
Die neue Integration iiber den Winkel -&' kommt damit auf die oben 

1 Vgl. A. 'Sommerfeld in Riemann-Weber 2, 454f. U. 549. 
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schon durchgefiihrte zuriick, und ergibt wie dort, abel' jetzt eben fiir 
j ede Richtung 7:, den Wert 

Diese Beweismethode ist von We y I angedeutet und diirfte del' Tat
sache del' Kugelsymmetrie del' Losung am besten angepaBt sein. Da da
gegen in del' weiteren Behandlung del' Aufgabe durch die Randbedingun
gen die Ebenen z = konst aus physikalischen Griinden ausgezeichnet 
sind, so wiirde dann die W ey lsche Koordinatenwahl, wie ihre Durch
fiihrung bei Strutt zeigt, zu komplizierten Mittelwertsbildungen 
fiihren. Die Sommerfeldsche Anordnung, die del' Beibehaltung del' 
Koordinaten 1p, fJ entspricht, erscheint dann zweckmaBiger, und ich 
iibernehme sie daher auch hier mit den entsprechenden Abanderungen. 

4. Erfiillung der Grenzbedingungen. Die vorgenommene Zerlegung 

del' Grundfunktion IIo = ~ eikRin lineareLosungen, die als ebene Wellen 

gedeutet werden konnen, ist nun besonders geeignet, um die Rand. 
bedingungen (4a), (4 b) zu erfiillen. Denn hierzu ist nur die Hinzu
fiigung je einer reflektierten und einer gebrochenen ebenen Welle zu 
del' primal' einfallenden erforderlich,· analog del' bekannten Ableitung 
del' Fresnelschen Gleichungen in del' Optik. Die Unterscheidung von 
"einfallender" und "reflektierter" Welle hat allerdings hier, wo es sich 
um im allgemeinen komplexe fJ-Werte handelt, nul' die Bedeutung 
eines anschaulichen Ausdrucks fiir zwei im Vorzeichen von cos fJ unter
schiedene Losungen del' Wellengleichungen bei gemeinsamem sin fJ. 
Um die Randbedingungen zu erfiillen, empfiehlt es sich, zunachst noch 
einmal auf die Integrationsgrenzen nach Gleichung (6) [- n < 1p < +n; 
o < fJ < A] zuriickzugehen und dabei natiirlich den Integranden in del' 
Form del' Gleichung (7) zu benutzen. Da abel' del' Ursprung des Koordi
natensystems in del' Antenne liegt, somit die Erdoberflache durch 
z = - h gegeben ist, brauchen wir eine Darstellung des Primarfeldes 
fUr negative Werte von z. Das bekommen wir offenbar durch einen 
V orzeichenwechsel im Exponenten in del' Form: 

+,,; .A 

pOie~:,;= ~Z =:~fd1pfeikl(rCOS'f'Sin.o-zcos.o)sinfJdfJ. (9) 
-n 0 

Diese Grenzen haben namlich den Vorteil, daB sie fiir aIle r-Werte in 
del' Ebene z = - h, d. h. nach (8) solange t n < 7: < n, festgehalten 
werden konnen; das ist notwendig, um die Randbedingungen einer 
ebenen Welle langs diesel' ganzen Ebene, mit EinschluB des Punktes 
r = 0 (d. h. 7: = n) erfiillen zu konnen. Del' Weg A in del' fJ-Ebene kann 
auch fUr aIle Werte del' Integrationsvariablen 1p von - n bis + n, d. h. 

Rothe·OlIendorff·Pohlhausen, Funktionentheorie. 11 
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positiv- und negativ-reelle r cos '!jJ, unverandert bleiben, so daB die 
Reihenfolge der Integrationen in (9) gleichgiiltig ist. 

Wir haben nun im Integranden als 

Einfallende Welle: :~ eik1(rcos'!'sinD-zcosD). (10) 

Reflektierte Welle: Sie unterscheidet sich von der einfallenden durch 
das V orzeichen von cos f} und ihre Amplitude, kann also geschrieben 
werden: 

~ eik1 [rcos '!' sin D + (z+ 2h)cosDJ 
2n • (lOa) 

Dieser Teil laBt, wie seine Form zeigt, fiir z > - 2 h den obigen Inte
grationsweg zu. 

Die "gebrochene" Welle endlich unterscheidet sich von der ein
fallenden dadurch, daB k2 an Stelle von kl tritt, und ein Brechungs
winkel 'Y) an Stelle des Einfallswinkels f}, auBerdem durch den Ampli
tudenfaktor. Sie kann daher angesetzt werden: 

Ge br ochene Welle: :~ eik,[rcos,!,sin1J - (z + h)coS1JJ +ik1hcosD. (lOb) 

Die Exponenten in (10) bis (lOb) sind hier so geschrieben, daB sie 
langs der Ebene z = - h iibereinstimmen, wenn: 

(11) 

d. h. das Brechungsgesetz gilt, und die Randbedingungen (4a), (4b) 
fordern sodann die Beziehungen: 

C08-& cos 'YJ 
T (Po - PI) = T P2' 

Po+ PI = P2; 

woraus durch Auflosung folgt: 

k2COS-& - kl cos 'YJ 
PI = Po le2 cos -& + kl cos 1] ; 

2 le 2 cos -& 
P2 = Po le2 cos -& + leI cos 'YJ 

(l1a) 

(11 b) 

(12) 

N ach Ausfiihrung dieser Bestimmung kann man jetzt den primaren 
Dipol in die Trennungsebene selbst hineinriicken lassen, d. h. den Grenz
fall h = 0 betrachten. Dies ist iibrigens nicht wesentlich, sondern ge
schieht im folgenden nur der groBeren Einfachheit wegen. Typisch und 
ausreichend ist dann weiterhin die Diskussion der Verhaltnisse im 
Luftraum z > O. Hier ist die reflektierte Welle durch (lOa) und (12) 
bereits gegeben, und der Integrationsweg kann unverandert bleiben. 
Fiir die primare Welle braucht man nur nach (6) wieder + z cos f} statt 
- z cos f} im Exponenten zu setzen, der also im FaIle h = 0 iiberein-
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stimmend mit der reflektierten Welle wird. Also gilt im Gebiet z > 0 
nach (lOa): 

+:n: A 

IIo+III= ;~f d1jJ f(po+ PI)eikdrcoS1J!sin1J+zcos1f)sinf}df}. 
-:n: 0 

Hier kann nun die Umwandlung des Integrationswegs gemaB Gleichung 
(7) vorgenommen werden, so daB in f} und 1jJ die Integrationswege beider
seits unendlich werden. Man erhalt so, wenn man noch nach (11 b) und 
(12) einsetzt (vg1. hierzu Abb. 102 und 103): 

A 

II + II = ik1 k2 Pofd1jJf cos{}sin{}~_ei"'(rcoSc'JlSin1f+zcos1J)df}. (13) 
o I :n; k2 cos{}+ k1cos'Y/ 

I A' 

Die so gefundene Formel geht im wesentlichen in diejenige iiber, welche 
auch Sommerfeld seiner Diskussion zugrunde legtl, wenn man zuerst 
die Integration nach 1jJ ausfiihrt und dann als zweite Integrationsvariable 
A. = kl sin f} wahlt. Die Ableitung ist allerdings dort eine andere, da 
von vornherein h = 0 angenommen ist. Dazu ist aber zu bedenken, 
daB die Form der Gleichung (13) ja nur fiir z > 0 gilt, so daB sie die 
Randbedingung (4 b) nicht direkt erfiillt; fiir deren eindeutige Erfiillung 
war vielmehr die Fortsetzung der Losung in das Gebiet z < 0 notwendig, 
wie es unserer obigen Ableitung entspricht. Daher erscheint mir der So m
merfeldsche Gedankengang, der diese Tatsache durch eine direkte 
Abanderung der Grenzbedingung umgeht, weniger zwingend zu sein. 

5. Diskussion d~r Losung. FUr die weitere Diskussion werden wir 
nun den Integrationsweg A' ~ A zweckmaBig zu verlegen haben. 
Von Sommerfeld ist hierzu auf die Bedeutung des Nenners in dem 
Integranden: 

N = k2 cos f} + kl cos 1] (14) 

hingewiesen worden, des sen Nullstellen von besonderem Interesse sind 
(bei W ey I 1. c. fehlt, auBer in einem Grenzfall, diese Untersuchung). 
Diese Stellen, die also fiir den Integranden einen Pol ergeben, wiirden 
bedeuten, daB fiir den entsprechenden Einfallswinkel, f}o, auch bei 
verschwindender Amplitude Po trotzdem eine Amplitude PI im ersten 
und eine Amplitude P2 im zweiten Medium auftreten konnte, also eine 
"freie" Wellenausbreitung ohne die Anregung der einfallenden Welle. 
Der Fall liegt analog zu dem in der Optik diskutierten Fall des "Pola
risationswinkels", wo auch nur eine Welle im ersten Medium, die dann 
als "einfallende" bezeichnet wird, und eine "gebrochene" im zweiten 
Medium vorhanden ist. 1m vorliegenden Falle, wo f}o einen komplexen 
Winkel bezeichnet, bekommen die betreffenden Wellen einen anderen 
Typus, namlich den von "inhomogenen" oder "Oberflachenwellen", und 

1 V gl. 1. c., S. 550. 
ll* 
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steUen deren einfachste Form im elektrischen Gebiete dar. Bekannter, 
wenn auch weniger einfach, sind solche Wellen als Drahtwellen, wie sie 
sich im Luftraum langs einer Leitung fortpflanzen k6nnen, und deren 
Amplitude von del' Drahtoberflache her nach innen hin rasch, nach 
auBen hin langsam abnimmt. Diese Inhomogenitat riihrt von del' Energie
abgabe an den Ohmschen Widerstand des Drahtes her. An Stelle del' 
Drahtoberflache tritt hier die Oberflache del' gleichfalls leitfahigen Rrde. 

Die Gleichungen zur Bestimmung des Winkels 1fo und des zugehorigen 
Brechungswinkels 1)0 sind nach (14) in Verbindung mit dem Brechungs
gesetz (ll): 

(15) 

woraus als Determinante folgt: 

sin 21fo + sin 21)0 = 0 , 
bzw.: 

1fo + 1)0 = m n odeI' 1fo - 1)0 = (2m + 1) ; , 

mit ganzzahligem m. Die ersteren Falle scheiden aus, da sie nach (15): 

~: = ± 1 fordern muBten. Die anderen Falle ergeben nach (15) das sog . 

.9-Ebene Brewstersche Gesetz: 
.&0 

k2 
tang 1fo = ± k ' 

1 
(16) 

+.J!/2 Nt *.50 d . di l' . F . - as In eser a rgemelnen orm In 
jedem Streifen von del' Breite ! n in 
del' komplexen 1f-Ebene (wir sagen hier
fUr "Quadrant", vgl. Abb. 105a) eine 

Abb.I05a. Verzweigungspunkte in der Wurzel zulieBe. Fiir die nachfolgende 
*-Ebene. Diskussion unseres Integrationswegs 

scheidet abel' die Halfte diesel' Wurzeln von vornherein aus. 
Es ist namlich durch das Brechungsgesetz (ll) bei gegebenem sin {} 

auch sin 1) eindeutig festgelegt, dagegen cos 1) nur bis auf das Vorzeichell; 
d. h. die Punkte 1f" der1f-Ebene, wo 

cos1) = ± 1/1- _k1 sin2 1f (17) 
v V k~ " 

verschwindet, sind als "Verzweigungspunkte" fUr das Integral (13) 
aufzufassen, bei deren Umlaufung cos 1) sein Vorzeichen andert. In (13) 
ist zunachst das Vorzeichen von cos 1) so gedacht, daB Z. B. fUr 1f = 0 
zugleich 1) = 0 (llicht ± n), also cos 1f = cos 1) = + 1 zu setzell ist. 
Wir brauchen nur die Falle zu betrachten, die hieraus ohne Umlaufung 

k2 
des Verzweigungspunktes hervorgehen, d. h. da k: groBen Absolutbe-

1 

trag hat, die Falle fUr die 1) in del' Nahe von 0 (nicht bei ± n) liegt. Fur 
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k 
m = 0 z. E., also #0 - 'YJo = in, folgt aus (15): tang #0 = - k:; 
es konnte also #0 im ersten negativen odeI' im zweiten positiven 
Quadranten liegen. Nur del' letzte Fall kommt nun in Eetracht, da im 
anderen Fall 'YJo = #0 -in im zweiten negativen Quadranten, d. h. nahe 
bei - n lage. Analog folgt fiiI' m = - 1, d. h. 

nf( 
#0 - 'YJo = -in, daB #0 im zweiten negativen 
Quadranten liegen muB. FiiI' groBere m wieder- t 
holen sich diese Lagen mit del' Periode 2 n. I 

Es sei ferner (in del' Eezeichnungsweise del' 
Optik) 

--;;;"lL 
Abb. 105 b. Zur Lage der 

Verzweigungspunkte. 

wobei n als "Erechungsindex" bezeichnet wird, und " als "Absorptions
index". Er ist fiiI' uns < 1, da 8 2 und 0"2 beide positiv sind. Die Glei
chung (16): tang #0 = ± n', vermittelt eine einfache Abbildung del' 
komplexen n' -- auf die #-Ebene, bei del' jeder Strahl" = konst. del' 
n' -Ebene in eine von # = ± n !l'i 
nach # = ± in laufende Kur- I 
ve iibergeht, insbesondere del' I 

Strahl" = 1 in die unter 450 I 
aus- und einlaufende, wie es I 
Abb. 105a u. 105b zeigen. Die I I 
in del' Abbildung "'_--_ I , 

• " ........ I 
gezelChneten -~ --:::,t- - ------=-Ji/1 - ---0 

Z weieck -Ge biete 
sind solche, innerhalb derer nach dem Voran
gehenden die diskutierten Pole #0 liegen, und 
zwar um so naher an ± in, je groBer n ist. 

Naehdem die Lage des Pols im Integranden 
del' Gleiehung (13) naher umgrenzt ist, kann 
man untersuehen, ob er auf den Verlauf del' 
Wellenausbreitung einen wesentlichen, d. h. in 
geniigend groBer Entfernung von del' Antenne 
noeh vorwiegenden EinfluB ausiibt. Das wiirde dann das Auftreten von 
"Oberflaehenwellen" im oben definierten Sinn aussagen. Sommerfeld 
hat diesen EinfluB so ausgedriiekt, daB er den Integrationsweg del' 
Abb. 106 (iibertl'agen auf seine A = k1 sin.#-Ebene) in einer ihm ge
eignet erseheinenden Weise deformi.ert hat, und zwar wahlt er die 
Deformation in den Weg S nach Abb. 106, del' dadureh eharakterisiert 
ist, daB cos # auf diesem ganzen Weg reell ist, von + 00 bis - 00 

laufend. FiiI' diese Verlagerung muBte er abel' naeh Abb.106 einen 
(in del' Abbildung als P bezeiehneten) Pol iiberstreiehen, fUr den 



166 Ausbreitung elektrischer Wellen nber der Erde. 

sodann gemaB dem Cauehysehen Satz ein Residuumintegral zu be
reehnen bleibt. Das letzte ergibt sieh bekanntlieh so, daB man im 

lntegranden naeh Division des Nenners mit (D 2- ~o) einiaeh 1}o statt 1} 
n~ 

einsetzt, stent also direkt eine Welle mit dem Einiallswinkel 1}o' d. h. 
eine Oberflaehenwelle, dar. Ihre Amplitude ergibt sieh aus del' an
gedeuteten Reehnung zu 

(0) _ 2 k~ cos f}o sin f}o cos 110 
P - Po k~ sin Do cos 110 + ki cos Do sin 1)0 

(18) 

Das iibrige lntegrallangs des Weges S wird von ihm als Raumwelle 
gedeutet. (Um den Vergleieh mit del' Sommerfeldsehen Unter-

suehung zu erleiehtern, iiber
tragen wir in Abb. 107 die 
Wege del' Abb. 106 noeh in 
die dort benutzte Variable 
A = leI sin 1}.) 

6. Asymptotische Berech
nung der Losung. Schon 

A' /1,: -K, II We y 1 hat die Willkiir lieh
Abb. 107. Zur Diskussion der Welle (nach Sommerfeld). keit, die in diesel' Zerlegung 

liegt, betont, und es ist in 
del' Tat lmum einzusehen, warum gerade del' gewahlte Weg S den 
Typus del' Raumwellen eharakterisieren solle l . Viel naher liegend ist 
die folgende Art del' Bereehnung: Del' Integrationsweg A' - A del' 
Abb.l06 endet beiderseits in Gebieten, in denen die Exponentialfunktion 
im Integranden del' Gleiehung gegen Null geht, da ihr Exponent nega
tiven Realteil hat. Fiir diesen Exponenten kommt abel' nieht nul' del' 
Faktor cos 1} von z, den Sommerfeld allein betraehtet, sondern aueh 
del' Faktor sin 1} von r in Frage. Wegen 

rsin 1} + zeos1} = Reos (1) - r) (19) 

[vgl. Gl. (8)] versehieben sieh mit r = aretang!" diese Grenzgebiete. z 
Zwischen den beiderseitigen Grenzen muB del' Absolutbetrag des lnte
granden natiirlieh ansteigen und wieder abfallen. Es ist nun eine von 
B. Riemann herriihrende bekannte Methode, die als Sattelpunkts
integration bezeiehnet wird2 , den Weg so zu wahlen, daB del' Anstieg 
und Wiederabfall zur Tiefe mogliehst raseh erfolgt, mogliehst so, daB del' 
Exponent iiberall um negativ reelle Werte von seinem Hoehstwert 

1 In der Arbeit Aun. Physik 4, 28, sucht Sommerfeld dies durch eine 
Reihenentwicklung des Integranden zu begriinden (S. 703 f.). Aber diese Ent
wicklung muB gerade in der Nahe des Poles P divergent werden und beriicksichtigt 
daher nicht in geniigendem MaBe den EinfluB des Poles auf diesen Teil des Inte
grals, der dem vorher erwahnten Residuum gerade entgegengesetzt ist. 

2 Siehe z. B. Courant-Hilbert: Methoden d. math. Physik 1, 436f. 
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abweicht. Dies wird dadurch erreicht, daB man zunachst die Extremal
stellen des Exponenten aufsucht, d. h. im FaIle (19) die Stellen -& - 7: = O. 
In deren Nahe ist die Entwicklung: 

iRcoS(-&-7:)=iR[I-; (-&-7:)2+ ••• ], (19a) 

und die erwahnten Gefallekurven verlaufen daher so, daB - i(-& - 7:)2 

negativ reell, d. h. -& - 7: unter 450 geneigt in del' komplexen -&-Ebene 
verlauft (vgl. Abb. 106). Del' so bestimmte Sattelpunktsweg Ar ver
schiebt sich mit veranderlichem 7: parallel, und kommt zwischen 1: = 0 
(Weg Ao) bis 7: = ~ n (Weg A,,/2) in Betracht. Wie man sieht, beriihrt 
er zwar im letzteren Fall bei -& = in das in Abb. 106 noch einmal ge
zeichnete Polgebiet von auBen, ohne abel' in dasselbe einzudringen. 
Zu erwahnen ist allerdings noch eine kleine Deformation des Weges, 
die bei groBerem 7: wegen des Verzweigungspunktes -& v notwendig ist 
und in Ab b. 106 rechts unten angedeutet ist. Fiir die nachfolgende Methode 

ist das ohne Bedeutung, da -& v groBen Imaginarteil hat wegen !: > 1 . 

Es kommt daher bei diesel' Art del' Verlagerung ein 
Residuumintegral nicht in Betracht, und es bleibt nur noch 
ubrig, das Ergebnis des Sattelpunktsintegrals, unter Annahme hin
reichend groBer R, zu diskutieren. DaB das Resultat den Typus von 
reinen Raumwellen darstellt, erhellt aus del' folgenden Uberlegung: Je 
groBer R ist, desto rascher ist auf dem gekennzeichneten Wege del' Ab
fall des Integranden von seinem Maximalwert ab, und desto mehr 
kommen daher fiir die Integration nul' die Werte in del' Nahe des 
Maximums in Betracht. Das ist del' Kern del' Sattelpunktsmethode. In 
erster Naherung sind daher nul' die Werte an diesel' Stelle -& = 7: selbst 
maBgebend. Nun lieBe sich abel' in del' gleichen Weise auch schon das 
primare Integral (7) auswerten und wiirde als Naherung fUr groBe R 

seinen richtigen Wert: t:~ liefel'll, da diesel' Ausdruck eben mit seinem 

asymptotischen Charakter identisch ist. Aus (7) geht abel' (13) hervor 

d h H · h d F k 2 i kl k2 Po cos f} . I d d urc Inzuna me es a tors k f} +. - ---k--- 1m ntegran en, un 
2 cos "1 cos 'YJ 

indem man in diesen Faktor -& = 1: einsetzt und auch cos 1) durch {j aus
driickt, folgt das asymptotische Resultat in del' Form: 

II + II = 2 n2 Po cos T 6 ik,R 

o 1 n2cOST+fn2-sin2T R . (20) 

Es steUt Raumwellen dar, deren Amplitude noch von del' Ausbreitungs
richtung 7: abhangt, und im besonderen verschwindet sie fiir 1: = in, d. h. 
in del' horizontalen Richtung langs del' Erdoberflache (durch Interferenz 
zwischen del' einfallenden und del' reflektierten Welle). Genauer heiBt 
dies, daB die Welle hier in hOherer Ordnung als nach (20) gegen Null geht, 
woriiber die weitere Naherung AufschluB geben wiirde. 
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Fiir die Durchfiihrung der Methode ist zu erganzen, daB fiir die Inte
gration nach 'IfJ ahnliches gilt, und zwar 'IfJ = 0 dann als der Sattelpunkt 
zu betrachten ist. Bei V orwegnahme der Integration nach f} ware nur r 
im Exponenten durch r cos 'IfJ zu ersetzen, was keine wesentliche Ande
rung bedeutet,. da auf dem Wege I (Abb. 103) cos'IfJ als positiv, oder 
wenigstens mit positivem Realteil, angenommen werden kann. Am 
zweckillaBigsten ist es, die asymptotische Methode gleichzeitig auf 
beide Variablen anzuwenden, indem man so vorgeht: 

Wir schreiben (13) in der Form 

IIo + III 
A 

= P ikl k2 eik1Rfd'IfJ fe-2iklR[sin{J.sinTsin2~lP+ sin'~(iJ-T)J cos DsinD~_ df}. 
o n k2 cos D + kl cos 1] 

I A' 

Ferner sei 

sin -~- 'IfJ V2 i kl R sin f} sin -r = u; sin~ (f) - -r) V2ik; R = v 

gesetzt, so wird das Integral 
(21) 

+co 

= Po 2k2 eiRklRf fe-(U' + V') cosDl~du dv 
n -- 1 1 

- co ysin 7: (k2 cos D + kl cos 1/) cos 2 1p cos T (D ~ 7:) 

Die erste Naherung besteht dann darin, in diesem Integral cos t 'IfJ und 
cos t (f) - -r) durch 1, ferner f} durch -r zu ersetzen, wobei'fj wieder aus 

+co 

(II) bestimmt ist, so daB nur das Integral J J e-(u'+v2) du dv = n 
- co 

auszufiihren bleibt. Damit wird die Formel (20) erhalten. Die Fort-
fiihrung der Entwicklung bestande einfach darin, in dem zweiten Faktor 
des Integranden nach 'IfJ und (f) - -r), bzw. nach u und v, weiter zu ent
wickeln und dann zu integrieren. 

Die Endformel (20) zeigt, daB die Feldverteilung in geniigend groBer 
Entfernung als reiner Raumwellentypus charakterisiert ist, dessen 
Amplitude wegen des verschiedenen Reflexionsverhaltnisses noch von 
der Richtung abhangig ist. In geringerer Entfernung wird allerdings 
zufolge del' weiteren Entwicklung von (21) durch den EinfluB des Poles 
eine Abweichung von diesem reinen Typus eintreten, insbesondere auch 
in rein horizontaler Richtung eine Wellenerregung iibrig bleiben. Diese 
kann abel' nicht weiter reichen als die errechnete Raumwellenverteilung, 
die Energieausbreitung kann also nicht in del' Form del' Oberflachen
wellen erfolgen. 

Analytisch kommt diese Tatsache durch den Exponentialfaktor 
in dem Integral (21) zum Ausdruck, der den Integranden auf dem 
Wege A auch in der Nahe des Pols P viel kleiner macht, als auf dem 
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Sommerfeldschen Wege S. Dabei bedeutet diesel' Faktor nicht etwa 
nul' eine exponentielle Dampfung, hervorgerufen durch die Erdleitfahig
keit, sondern er ist im Gegenteil von diesel' unabhangig, nul' durch 
die Konstanten des oberen (Luft-) Halbraumes bestimmt. Auch physi
kalische Uberlegungen machen es iibrigens einleuchtend, daB Antennen
erregungen irgendwelcher Form sich nicht in OberfHichenwellen, also 
zylindrisch ausbreiten konnen. Denn die Drahtwellen, die als Vorbild 
del' Oberflachenwellen dienten, konnen nur durch einen SpaIinungs
unterschied zwischen del' Hin- und Riickleitung aufrechterhalten werden; 
bei del' Antennenerregung abel' fehlt ein solcher Spannungsunterschied, 
del' zwischen del' Erde und einer Schicht in groBerer Hohe wirken miiBte. 
(Eher wird man bei den von einem Blitzstrahl erregten Wellen den Cha
rakter von Zylinderwellen erwarten diirfen, da hier die Vorbedingungen 
ahnlich wie bei den Drahtwellen liegen, odeI' auch, wenn man die Mitwir
kung del' Heaviside-Schicht bei del' Wellenausbreitung beriicksichtigt.) 

In besonderer Weise pragen sich diese Verhaltnisse in dem Grenz
fall sehr groBer Bodenleitfahigkeit (}2 aus, del' von Sommerfeld aus
fiihrlich und auch von W eyl diskutiert worden ist. Dann geht nach (16) 
mit k2 auch tg Do gegen unendlich, also Do gegen ~n und cos Do wie 
kl/k2 gegen 0, und die Amplitude p(O) del' Zylinderwellen wird nach 
(18) klein wie 2 Po k1/k 2• Dies miiBte allerdings im einzelnen erst durch 
eine geringe Modifikation. unseres asymptotischen Verfahrens fest
gestellt werden, die notwendig ist, weil fiir -c: = ~n jetzt Pol und Sattel
punkt nach Abb. 106 zusammenriicken. Abel' als GroBenordnung del' 
Oberflachenwellen ergibt sich die eben angegebene, und daher miissen 
sie meines Erachtens auch in diesem Grenzfall als bedeutungslos ange
sehElD werden. Dabei ist noch zu bemerken, daB die Verhaltnisse un
mittelbar in del' Horizontalflache -c: = 0 iiberhaupt kein ausreichendes 
Bild geben; denn theoretisch (d. h. soweit von genauer Erfiillung del' 
Reflexionsbedingung unmittelbar an del' Erdoberflache gesprochen 
werden kann) verschwinden ja hier nach (20) auch die Raumwellen 
durch Interferenz zwischen del' einfallenden und del' reflektierten Welle, 
was beweist, daB man fiir die Beurteilung mindestens kleine Erhebungs
winkel iiber die Erdoberflache mit beriicksichtigen muB. 

Unberiihrt von dies en Ausfiihrungen bleibt iibrigens im Endeffekt das 
wichtigste Ergebnis Sommerfelds, das besagt, daB groBe Bodenleit
fahigkeit (Seewasser) giinstig fiir die Wellenausbreitung in del' Horizon
talebene -c: = 0 ist, und das auch del' praktischen Erfahrung entspricht. Es 
wurde kiirzlich auf einem einfacheren Weg und mit weiteren numerischen 
Einzelheiten von B. van del' Pol neu abgeleitetl. Abel' dieses Resultat 

1 Uber die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen, Jahrb. d. draht!. Tele
graphie u. Telephonie, Zeitschr. f. Hochfrequenztechnik. 37, 152 (1931), erweitert 
in Ann. Physik 5/10, 485 (1931). 
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ist nur ein Ausdruck der Tatsache, 

" " 
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Abb. 108. Wellencharakteristik (nach Strutt). 

A.: Dipol auf nichtleitender Erde (n12 = 4). 
B: Schlecht leitende Erde; Dipolh6he h = % Wellen-

Hinge. 
a: Ebenso; h = ,; Wellenlange. 
D: Fur nl2 = 80 (Wasser); h = O. 
E: MiiBig leitende Erde (n12 = 6 - 5i); h = O. 
(Die punktierten Kurven entsprechen immer uncudlich 

groBer Bodenleitfahigkeit.) 

1 Ann. Physik: 1. c. 5/1, 734. 

daB das Raumwellenmaximum 
nach (20) mit wachsendem 112 

immer mehr, und schlieBlich 
unstetig , an die Richtung 
7: = 0 heranruckt; es spricht 
also nicht fur die Oberflachen-, 
sondern fur die Raumwellen
auffassung der Ausbreitung. 

Dies zeigen besonders deut
lich die in den Abb. 108 wie
dergegebenen, von Strutt 
berechneten Kurven1, die zu
gleich die Verhaltnisse fUr 
verschiedene Hohen h des 
primal' en Dipols angeben. Die 
Kurven geben die Richtungs
verteilung del' Feldintensitat 
bei der Raumwellenausbrei
tung, dargestellt durch die 
Lange des Radiusvektor nach 
der betreffenden Richtung. 
Andere Antennenformen, z. B. 
die Horizontalantenne, lassen 
sich ohne neue Schwierigkeit 
nach dem oben angegebenen 
Wege untersuchen, wie dies 
S t I' U t t gleichfalls (in del' del' 
Weylschen Koordinatenwahl 
entsprechenden Form) getan 
hat. Eine solche Untersuchung 
ist naturlich von Bedeutung 
auch fUr die Frage nach der 
Reich wei te del' elektroma
gnetischen Wellen, da diese 
wegen del' Reflexionen an del' 
Heaviside-Schicht von del' 
Ausbreitungsrich tung ab
hangig wird 2 • 

2 Auf die in diesem Aufsatz beriihrten physikalischen Fragen, auch den Ein
fluB der Kugelgestalt der Erde und auf numerische Einzelheiten, will ich im 
Einklang mit Henn A. Sommerfeld noch an anderer Stelle naher eingehen. 
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