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VORWORT

Die Korrelationsrechnung ist einer der jiingsten Triebe
am immergrinen Baume der Mathematik. Wenn sie sich
auch nicht messen kann mit der Gedankentiefe der Mengen-
lehre, die die Wurzeln der Logik und der Erkenntnislehre
bertihrt, und keine besonderen Anforderungen an das Ab-
straktionsvermogen stellt wie etwa Teile der neueren Geo-
metrie, so kommt ihr doch eine grofle Bedeutung zu. Diese
liegt in dem weiten Umfange ihrer praktischen Verwen-
dungsfahigkeit. Nicht nur die sog. beschreibenden Natur-
wissenschaften, aus deren Aufgabenkreis die Korrelations-
rechnung herausgewachsen ist, sondern auch die Heilkunde,
die Soziologie, die Volkswirtschaftslehre, die Versicherungs-
wissenschaft, ja selbst die exakten Naturwissenschaften be-
darfen ihrer. Sie findet tberall dort Anwendung, wo Zu-
sammenhinge zwischen Erscheinungen komplexer Art aus
der Erfahrung heraus gesucht und niher erforscht werden
sollen.

Der geringe Umfang des Bfichleins 1483t selbstverstandlich
keine erschopfende Darstellung der Korrelationsrechnung
zu; aus demselben Grunde und mit Rtcksicht auf den ge-
dachten Leserkreis war es auch nicht moglich, zu allen Lehr-
satzen und Formeln die Beweise und Ableitungen zu geben.
Dafar hoffe ich aber eine verstandliche Anleitung zur rich-
tigen Anwendung der Korrelationsrechnung gegeben zu
haben. Fir weitergehende Studien tiber die Theorie der Korre-
lation von zwei Verinderlichen sei das vortreffliche Buch
,Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie*
von A. A. TscHuprow, Leipzig 1925, empfohlen.

An Vorkenntnissen zum Verstandnis des Biichleins sind

im allgemeinen nur die jedem Schuler der oberen Klassen
a*



v Vorwort

der hoheren Schulen gelaufigen Grundbegriffe und Formeln
der elementaren Algebra und Geometrie vorausgesetzt. Nur
bei der Ableitung des Korrelationskoeffizienten (Kap. 17)
und der Berechnung der Beziehungskoeffizienten far mehr
als zwei Veranderliche (Kap. 26) sowie bei der Erorterung
des Begriffes der normalen Korrelation war es nicht zu um-
gehen, von den Hilismitteln der Infinitesimalrechnung Ge-
brauch zu machen.

~ Zur Unterscheidung von der ejgentlichen Darstellung sind
die Beispiele in kleinerer Schrift gedruckt. Der Leser moge
sich dadurch nicht verleiten lassen, die Beispiele zu iber-
springen; denn sie bilden einen wesentlichen Bestandteil
des Bachleins.

Berlin, Mirz 1928. FraNz Baur



INHALT

Seite
Vorwort . . . . ... . . ... ... ...
I. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen
der Korrelationsrechnung
1. Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff. . . . 1
2. Relative Haufigkeit, apriorische und apostenonsche Wahr-

scheinlichkeit. . . . . . . . . . ... ...
3. Das Gesetz der groBen Zahlen und die Hauhgkensdehm-

tion der Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . .

[\*)

4. Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung . .
5. Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung .
6. Die bedingte Wahrscheinlichkeit. . . . . . . . .

7
8

0 O 00~ b

. Das Verteilungsgesetz. . . . . . .. . ... A |
. Mathematische Erwartung und Streuung. . . . . o1

1. Grundbegriffe der Korrelationsrechnung

9. Der Funktionsbegriff und die bildliche Darstellung von
Funktionen. . . . . . . . . . . ... .. .. . 14
10. Funktioneller Zusammenhang und stochastlsche Verbunden-
heit . . . . . ... o000 P Y
11, Die Strammhelt des Zusammenhanges B U
12. Das stochastische AbhAnglgkeltsgesetz ..... ..o 19
13. Korrelationstabellen. . . . . . . . . . . .. 4]
Ill. Die MaBizahlen des stochastischen Abhédngig-
keitsgesetzes
14. Die drei grundlegenden Parametersysteme . . . . . . . 24
15. Das bedingte Verteilungsgesetz. . . . . . . . 1
16. Die Beziehungsgleichung . . . . . . . . . . . ... .29
17. Der Korrelationskoeffizient. . . . . . . . . . . <
18. Zahlenbeispiele. . . . . e e e e e ... .38
19. Das Korrelatxonsverhéltms e e e e e R - 7
20. Hohere r-Parameter. . . . . . . . . . . . .. ... .45
21. Die ,,normale“ Korrelation. . . . . . . . .. e .. . 46

IV. Die Schitzung der apriorischen MaBzahlen
auf Grund empirischer Werte
22. Apriorische und empirische Mafizahlen. . . . . . ... 47
23. Die Schatzungsfehler des Korrelationskoeffizienten . . . 48



VI

24.
. Die Deutung der Korrelationskoeffizienten und Korrelations-

26.
27.

Inhalt. — Abkiirzungen
Die Schatzungsfehler des Korrelationsverhaltnisses . . . 49

verhéltnisse . . . . . N . . .50
V. Die stochastische Verbundenheit von mehr

als zwei Veradnderlichen
Lineare Beznehungsglenchungen fiir mehrere Veranderliche 51
Zahlenbeispiel . . . . . . . . . ... e .. . . . .56
Geschichtliches . . . . . . . . . ... . ... ... . BT

ABKURZUNGEN

W. = Wabhrscheinlichkeit
Wn. = Wabhrscheinlichkeiten

W.-R. = Wahrscheinlichkeitsrechnung
r.H. = relative Haufigkeit
r. Hn. = relative Haufigkeiten
K. = Korrelation
K.-R. = Korrelationsrechnung
Kkf. = Korrelationskoeffizient
Kkfn. = Korrelationskoeffizienten
Kvh. = Korrelationsverhiltnis
m. F. = mittlerer Fehler
math, Erw. = mathematische Erwartung



I. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORETISCHE GRUND-
LAGEN DER KORRELATIONSRECHNUNG

1. DER KLASSISCHE WAHRSCHEINLICHKEITSBEGRIFF

Denken wir uns eine Urne, die m Kugeln enthalt. a von
diesen Kugeln seien weifl, b = m — a Kugeln schwarz, im
abrigen seien die Kugeln einander gleich. Nachdem der In-
halt der Urne gehorig gemischt worden ist, werde eine Kugel
»blindlings* gezogen, d. h. ohne daf8 der Ziehende imstande
ware, absichtlich eine bestimmte Farbe oder Kugel zu be-
vorzugen und ohne dal die Moglichkeit des Gezogenwerdens
faur irgendeine der m Kugeln groBer wiare als fur die an-
deren. Bezeichnet man nun das Ziehen einer weilen Kugel
als Ereignis E, so liefern von den m gleichméglichen Ztugen
a das Ereignis E; diese a Ztige sind fur E, wie man sagt,
,glnstig®. Der Quotient a:m wird (mathematische) Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses E genannt.

Definition: Unter der (mathematischen) Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses wird der Quotient der Anzahl der ihm
glinstigen Falle durch die Anzahl aller gleichmoglichen Falle
verstanden.')

Dieses ist die klassische Definition der Wahrschein-
lichkeit (abgektirzt: W., Mehrzahl Wn.), wie sie von den fran-
zosischen Mathematikern des 17. und 18. Jahrhunderts auf-
gestellt wurde. Dracken wir die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses E durch das Symbol wg aus, so ist also

(1) Wg=

1) Durch den Zusatz ,,mathematische* soll der Unterschied einer
solchen zahlenma8ig bestimmten Wahrscheinlichkeit gegeniiber
dem blofien Begriff der Wahrscheinlichkeit als Gegensatz der
Notwendigkeit zum Ausdruck gebracht werden. Da man es in der
Korrelationsrechnung (abgekiirzt: K.-R) immer nur mit mathe-
matischen Wanrscheinlichkeiten zu tun hat, so wird im folgenden
das Beiwort ,,mathematische* fortgelassen und einfach von Wahr-
scheinlichkeiten gesprochen werden.



2 1. Grundlagen der Korrelationsrechnung

Aus dieser Definition folgt sofort, dal die Wahrschein-
lichkeit 1 ,Sicherheit* bedeutet. Wenn alle Kugeln weiB
sind, dann muB eben eine weifle Kugel gezogen werden,

. . m
die W. 1st§ =1,

2. RELATIVE HAUFIGKEIT, APRIORISCHE UND APOSTERIO-
RISCHE WAHRSCHEINLICHKEIT

Denkt man sich irgendeine aus n Gliedern bestehende
Reihe zunichst gleichberechtigter Dinge nach irgendwelchen
Gesichtspunkten in mehrere einander ausschlieBende Teil-
reihen A, B, C, . .. mit den Gliederzahlen q, b, c, . . . zerlegt,
so nennt man die Quotienten a:n, b:n usw. die relative
Haufigkeit (kurz r. H, Mehrzahl r. Hn.) der nach diesen
Gesichtspunkten unterschiedenen Dinge. Sind z. B. in einer
Klasse von 56 Schilern 30 Madchen und 26 Knaben, so ist
die r. H. der Madchen in dieser Klasse 30 :56.

Wenden wir diesen Begriff der r. H. auf die Wahrschein-
lichkeitsdefinition an, so 1483t sich die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses E auch als relative Hiufigkeit der
far E gtinstigen Fille bezeichnen. Die Einfuhrung des
Begriffes der r. H. in die Wahrscheinlichkeitstheorie ermdg-
licht eine betrichtliche Erweiterung derselben tiber den engen
Rahmen hinaus, in den sie genau genommen durch die
klassische Definition gezwangt ist. Das wird am besten deut-
lich, wenn wir den Unterschied zwischen apriorischen und
aposteriorischen Wahrscheinlichkeiten betrachten.

Wenn iber ein vom Zufall abhangiges Ereignis E ein
solches Wissen zu Gebote steht, daBl wir den Gesamtumfang
aller Verwirklichungsmoglichkeiten (der gtinstigen und un-
glnstigen Ereignisse) mit jenem Teilumfang, der notwendig
zu E fahrt, quantitativ (zahlenmaBig) vergleichen konnen,
so lassen sich allein auf Grund dieses Wissens die mafl-
gebenden Wn. berechnen. Sind z. B.in einer Urne 4 rote,
7 schwarze und 5 weile Kugeln vorhanden, so ist die W.,

4

. . 4 . .
eine rote Kugel zu ziehen, IF7Fs- 16" 3 die, eine

. . . . . 5 .
schwarze zu ziehen, 16> die, eine weifle zu ziehen, T6° Eine
solche aus dem Wissen des Gesamtumfanges aller Verwirk-
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lichungsmadglichkeiten abgeleitete W. wird als apriorische?)
Wahrscheinlichkeit bezeichnet. Leser, denen Kant nicht un-
bekannt ist, werden an dieser Bezeichnungsweise auszu-
setzen haben, daB} eine solche Wahrscheinlichkeitsbestimmung
nicht a priori im Kantschen Sinne ist, da sie eben doch nicht
ohne jede Erfahrung moglich ist. Dieser Einwand ist richtig.
Dennoch ist die Unterscheidung zwischen apriorischer und
aposteriorischer W. sinnvoll und gerade im Hinblick auf die
Grundlegung der K.-R. zweckmaflig. Wir konnen uns ja
denken, daBl die Urne die oben angegebene Zah!l von roten,
schwarzen und weiflen Kugeln tatsichlich enthalt, dafl wir
aber nicht wissen, wieviel sie enthalt, und auch nicht in
der Lage sind, die Kugeln zu zahlen, sondern uns nur da-
durch ein Bild von dem Inhalt der Urne machen konnen,
daB wir wiederholt Ziehungen aus derselben vornehmen und
nach jedem Zug einer Kugel diese wieder in die Urne zu-
ricklegen und erneut griindlich mischen. Dann ist die W,,
dafB z. B. eine schwarze Kugel gezogen wird, nach der klassi-

schen Wahrscheinlichkeitsdefinition 6 wir kdnnen sie aber,

weil wir ja der Annahme entsprechend die Kugeln nicht
zahlen konnen, nicht bestimmen. Diese W. ist also ohne
unsere Erfahrung da und in diesem Sinne a priori. Wenn
wir aber nun z. B. 1000 Ziige aus der Urne machen (unter
jeweiliger Zuriicklegung der gezogenen Kugel und erneuter
Mischung nach jedem Zuge) und dabei vielleicht 249 mal
eine rote, 438 mal eine schwarze und 313 mal eine weifle
Kugel ziehen, so bekommen wir dadurch eine gewisse Vor-
stellung von dem lnhalte der Urne. Die r. H. der gezogenen

roten Kugeln ist —— 1000 = (0.249, die der schwarzen 0.438, die

der weilen 0.313. Die Haufigkeitsdefinition der W. berech-
tigt uns nun, auch in diesem Falle von Wn. zu sprechen und
die r. H. z. B. des Erscheinens einer schwarzen Kugel als
W. eines Zuges einer schwarzen Kugel aufzufassen. Eine
derartige aus der Erfahrung, der Beobachtung, gewonnene
Wahrscheinlichkeitsbestimmung heift a posteriori®); die be-
treffenden Wn. werden in der Regel als aposteriorische

1) Vom lat. prior = frither, a priori = von vornherein.
2) Vom lat. posterior = spéter, a posteriori = nachtraglich.
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oder auch als statistische Wahrscheinlichkeiten bezeich-
net. Wir wollen sie kiinftig Erfahrungswahrscheinlich-
keiten nennen.

3. DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN UND DIE
HAUFIGKEITSDEFINITION DER WAHRSCHEINLICHKEIT

Auch der gesunde Menschenverstand sagt uns, dafl wir
in dem soeben erwihnten Beispiele die r. Hn. wenigstens
angenihert als Wn. betrachten diirfen. Diesem intuitiven Ur-
teil liegt aber unbewufit eine fiir die Anwendung der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung (W.-R.) ungemein wichtige Er-
fahrung zugrunde. Wir sagten: ,angenihert“ geben die r. Hn.
die Wahrscheinlichkeiten. Das hat seinen Grund darin, da§
ja die r. Hn. bei jeder Versuchsreihe sich mit jedem neuen
Versuch wieder um einen gewissen, wenn auch kleinen Be-
trag andern, wahrend doch die Wahrscheinlichkeit des
Eintritts eines Ereignisses dem ganzen Sinne nach, den wir
mit diesem Worte verbinden, bei gleichbleibenden
Versuchsbedingungen unveridndert bleiben muf.
In dem obigen Beispiel war z.B. nach dem 1000. Zuge die
r. H. der schwarzen Kugeln 0.438. Der 1001. Zug ergibt nun
entweder eine schwarze Kugel oder eine nichtschwarze Kugel.

Im ersten Falle steigt die . H. auf oo~ = 0.43856, im zweiten

sinkt sie auf %T — 0.43756. Wie groB aber ist die Wahr-

scheinlichkeit des Zuges einer schwarzen Kugel? Wir wissen,
7 .y .
daf} sie im vorliegenden Falle 16 betragt, weil wir die aprio-

rische W. kennen. In den zahlreichen mit Hilfe der W.-R.
und der K.-R. zu ldsenden Aufgaben, vor die uns die Natur
und das menschliche Leben stellt, kennen wir aber die aprio-
rische W. meistens nicht. Sie ist wohl das, was wir im Grunde
suchen, wie wir ja{iberall nach der Feststellungobjektiver
Gesetzmafligkeiten streben. Aber das, was uns tatsachlich
zur Verfiigung steht, sind in den meisten Fillen nur r. Hn.
Dafl wir sie als Wn. deuten darfen, hat seinen tieferen Grund
in dem als ,Gesetz der groflen Zahlen“ bekannten Er-
fahrungssatz. Wir driicken ihn folgendermafien aus:

Die relative Hiufigkeit, mitder einzufalliges
Ereignis auftritt, nadhert sich beiandauernder
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Fortsetzung der Versuche unter den gleichen
wesentlichen Bedingungen immer mehr einem
festen Wert!) Das Wort ,,zufallig" ist dabei selbstver-
standlich nicht so aufzufassen, als ob es sich um ein aufier-
halb der Kausalitat (Ursachlichkeit) alles Geschehens stehendes
Ereignis handeln wirde. Der Wahrscheinlichkeitstheoretiker
und mathematische Statistiker versteht unter ,,Zufall* lediglich
eine besondere Form der Kausalitit: Zufillige Ereignisse
sind solche, bei denen entweder Kkleinste, selbst mit den
feinsten MefBgeraten nicht wahrnehmbare Anderungen der
Ursachen fir die Wirkung, den Erfolg, bestimmend sind, oder
der Vorgang ein auflerordentlich verwickelter, die Zahl der
mitwirkenden Ursachen so ungeheuer grof ist, daf sie nicht
in ihrer Gesamtheit iiberblickt werden konnen.

Das Gesetz der grolen Zahlen kann nicht ,bewiesen®
werden, aber es grindet sich auf eine Erfahrung, die un-
zahlige Male schon gemacht worden ist und immer wieder
aufs neue gemacht werden kann, auf die Tatsache, daB8 die
Schwankungen in der r. H. zufalliger Ereignisse immer kleiner
werden, je grofier die Zahl der angestellten Versuche oder
Beobachtungen ist. Das gilt nicht nur fir die Ereignisreihen,
die allgemein ais ,zuféllige* bezeichnet werden, z. B. die mit
einem Waurfel geworfenen Zahlen oder Blindlingsziehungen
aus einer Urne, sondern tberhaupt fiir alle Erscheinungs-
reihen, die im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie als ,,zu-
fallige'' angesehen werden konnen, wozu die Mehrzahl aller
statistischen Reihen von Zustanden und Ereignissen in der
menschlichen Gesellschaft und von Naturbeobachtungen ge-
horen. Betrachten wir beispielsweise die taglichen Tem-
peraturmittel im Januar in Berlin. Die mittlere Tempe-
ratur eines Tages hangt von tausenderlei Einflissen ab. Wir
kennen wohl die dabeiin Betracht kommenden physikalischen
Vorginge wie Wiarmezufuhr bzw. -abfuhr durch Strahlung,
durch Leitung und durch Luftmassenaustausch und kodnnen
far diese Vorgange zahlenmaBige Gesetze aufstellen, aber
jede einzelne der dabei in Rechnung zu stellenden Grofen

1) Dieser Erfahrungssatz darf nicht mit dem falschlicher-
weise hidufig auch als ,,Gesetz der groBen Zahlen“ bezeichneten
PoissoNschen Theorem verwechselt werden, das reinarithmetischer
Natur ist.
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ist wiederum von so vielen Umstinden, die wir nicht in ihrer
Gesamtheit genau Giberblicken kbdnnen, abhangig, daBl die
tagliche Temperatureines Ortes wahrscheinlichkeitstheoretisch
doch als eine zufillige Grofie aufgefafit werden kann. Be-
zeichnen wir das aus einer langjahrigen Beobachtungsreihe
(z. B. der 60 jahrigen Reihe 1848/1907) gewonnene arith-
metische Mittel der mittleren Temperatur eines bestimmten
Kalendertages als ,Normalwert“ der Temperatur dieses Tages,
so konnen alle Tage, die eine hohere mittlere Temperatur
als der zu dem betreffenden Tag gehdrende Normalwert auf-
weisen, ,,zu warm", alle, die eine niederere Temperatur haben,
,,zu kalt* genannt werden. Zahlen wir nun ab'), wie viele
Tage im Januar in Berlin zu warm und wie viele zu kalt waren
(wobei wir die wenigen Tage, deren Temperaturmittel mit
dem Normalwert genau abereinstimmte, zur Halite zu den
warmen, zur Halfte zu den kalten rechnen), so erhalten wir
folgende r.Hn. der zu warmen und zu kalten Tage:

Zeitraum Zu warm zu kalt

1848—1857 164 : 310 = 0.5290 146 : 310 = 0.4710
18481867 352: 620 = 0.5677 268 : 620 = 0.4323
1848—1887 719 : 1240 = 0.5798 521 : 1240 = 0.4202
1848—1907 | 1070 : 1860 = 0.5753 790 : 1860 = 0.4247

Auf die Grande, warum die Zahl der zu warmen Tage im
Januar groBer ist als die der zu kalten, konnen wir hier nicht
eingehen. Worauf es im vorliegenden Zusammenhange an-
kommt und was aus der kleinen Tabelle mit aller Deutlich-
keit hervorgeht, das ist die Tatsache, dafl die r. Hn. der zu
warmen und zu kalten Tage bei immer groer werdender
BeobachtungszahlschlieBlich nahezu konstant(gleictibleibend)
werden. Die r.Hn. in den ersten 20 und in den ersten 40
Jahren (bei 620 bzw. 1240 Tagesmitteln) sind in der ersten
Dezimale gleich, bei weiterer Ausdehnung von 40 auf 60
Beobachtungsjahre (von 1240 auf 1860 Tage) bleibt sogar
bereits die 2. Dezimale konstant, Man kann daher sagen: Die
(Erfahrungs-) Wahrscheinlichkeit des Eintrittes eines gegen-

1) Vgl. G. HELLMANN, Das Klima von Berlin IL. Teil, Veroifentl.
d. Preufl. Met. Institutes Nr. 211, Berlin 1910.
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aber dem langiahrigen Durchschnittswert zu warmen Tages
betragt in Berlin im Januar 0.58, die eines zu kalten 0.42.
Die Annahme der Existenz eines Grenzwertes der r.H,,
eines Wertes dem sich die r.H. bei zunehmender Versuchs-
zahl immer mehr nahert, ist die Grundlage, auf die sich die
Haufigkeitsdefinition der W.sttitzt. Fur Erfahrungswahrschein-
lichkeiten 1aBt sich dann die folgende Definition aufstellen:
Unter der Wahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses versteht man den Grenzwert der relativen
Haufigkeit seines Auftretens.") An Stelle der For-
mel (1) tritt dann die Formel
a
@ we = lim =
limes, abgekarzt lim, ist das lateinische Wort far Grenze
oder Grenzwert. Mit der mathematischen Bezeichnung lim

m-> o
wird zum Ausdruck gebracht, dafl die GroBe, die dem limes
gleichgesetzt ist, mit wachsendem m eine Zahlenfolge u,, u,,
ug, ... durchlauft, die sich immer mehr einem bestimmten
Wert, eben dem Grenzwert, nihert.

Die formalen Gesetze der W.-R. lassen sich ebenso aus
der Definition (1) wie aus der Definition (2) ableiten. Der
Gedankengang der Beweisfithrung ist wohlin manchen Punk-
ten verschieden, die Gesetze, die erhalten werden, sind aber
in beiden Fillen die gleichen.

Da zum Verstandnis der Ableitung der Gesetze aus der
zweiten Definitionsform die Kenntnis der Grundregeln der
Infinitesimalrechnung vorausgesetzt werden mafite, wollen
wir im folgenden von der Formel (1) ausgehen, dabei aber
die Auffassung der W, als r. H. im Auge behalten.

4. ADDITIONSSATZ DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Lassen sich die einem Ereignisse E gtnstigen Fille, a
an Zahl, von irgendeinem Gesichtspunkte aus in mehrere
Gruppen von a,, a,...,a, Fillen unterteilen, derart, da§

1) Als Begrander der Haufigkeitstheorie der W. ist LESLIE
ELLIS anzusehen. Die vollstdndige Durchfohrung der neuen Auf-
fassung an den Hauptproblemen der W.-R. hat v. MISES in der
nMathem. Zeitschr.* 5 (1919) veroffentlicht.
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jeder der a Fille einer und nur einer dieser Gruppen an-
gehort, dann ist

(3) i - T

wenn m die Anzahl der moglichen Falle ist. Es gilt also
folgender

Satz: Wenn ein Ereignis auf mehrere einander ausschlie-
lende Arten eintreffen kann, so ist seine W. gleich der
Summe der den einzelnen Arten des Eintreffens zukommen-
den Wn.

Beisp.: Eine Urne enthalt 100 Kugeln, davon sind 25 wei8, 20 rot,

36 blau und 19 griin. Die W., daf§ eme iarbnge (rote oder blaue oder
19 75 3

grine) Kugel gezogen wird, is 100 + 100 + — 100 = 100 =
5. MULTIPLIKATIONSSATZ DER WAHRSCHEINLICHKEITS-
RECHNUNG

Ein Ereignis £ kann auch in dem Zusammentreffen
mehrerer Ereignisse E,, E,, ... E, bestehen. Von den m,,
mg, ... m, moglichen Fallen, welche diesen Ereignissen zu-
grunde liegen, muBl dann je einer eintreten. Da sich jeder
Fall der ersten Gruppe mit jedem der zweiten verbinden
1alt, jede dieser Verbindungen wiederum mit jedem Fall
der dritten Gruppe vereinigt werden kann usw., so gibt es
in bezug auf das Ereignis E

m= ml mo * m,
m()glnche Falle, die alle glenchmbghch sind, wenn die m,,
mg, ..., m, untereinander gleichberechtigt und die Ereignisse
E,, Eg, ... E, voneinander unabhéngig sind.

Sind a, gunstige Falle fur E,, a, gtnstige Falle far E,
usw. vorhanden, so kann das Ereignis E auf

a b a‘ . a2 . e . ar
Arten stattfinden. Die W, des aus mehreren Einzelereignissen
zusammengesetzten Ereignisses ist daher

) At 8 8 o

m m, m, m my

Die Gleichung (4) ergibt den



Die bedingte Wahrscheinlichkeit (o}

Satz: Die W. far das Zusammentreffen mehrerer vonein-
ander unabhingiger Ereignisse ist das Produkt der Wn. dieser
Ereignisse.

Es ist dabei ganz gleichgtltig, ob das Zusammentreifen
ein gleichzeitiges oder eine zeitliche Folge von Ereignissenist.

Beisp.: Aus jeder von zwei Urnen wird eine Kugel gezogen.
In der einen Urne befinden sich 5 weile und 5 schwarze Kugein,

in der anderen 5 weile und 10 schwarze Kugeln. Die W., da
aus jeder Urne eine weifle Kugel gezogen wird, ist

3.3 _B_1
10 15 150 6
Die Unabhéingigkeit der beiden Ereignisse ist hier offenkundig.

6. DIE BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

Fur die Grundlegung der K.-R. ist der Begriff derbeding-
ten (oder relativen) W. von besonderer Wichtigkeit. Man
versteht darunter die W., die der Eintritt eines Ereignisses E
unter der Voraussetzung hat, dafl ein anderes Ereignis F
verwirklicht ist. Wir bezeichnen sie symbolisch mit w”E:).

Sind mehrere Ereignisse E,, Es, .. ., E, in der Weise von-
einander abhingig, da die W. von E,, durch das Ein-
treten oder Nichteintreten der in der Reihe vorausgehenden
Ereignisse beeinflufit ist, so sind bei der Berechnung der
W., dafl die r Ereignisse zusammentreffen, in Formel (4)
vom zweiten Ereignis an die bedingten Wn. einzusetzen.
Im Falle von 2 voneinander abhingigen Ereignissen A und
B gilt daher, wenn mit w,,, die W. ftir das Zusammentreifen
von A und B, mit p die nichtbedingte W. von A, mit q die
nichtbedingte W. von B und mit p'®) bzw. g die bedingten
Wn. bezeichnet werden,

(5) wd|b=p.q(f4)=q.p(3)’

Satz: Die W. des Zusammentreffens von zweinichtun-
abhangigen Ereignissen ist dem Produkte der W. des
einen mit der bedingten W. des andern gleich.

Beisp.: Die W. (r. H), daB auf einen zu warmen Tag im Ja-
nuar wieder ein zu warmer Tag folgt, ist nach den Beobachtungen
der Jahre 1848—1907 in Berlin p™ = 0.874, die W. eines zu kal-
ten Tages nach einem zu kalten g®' = 0.830, Da nach Kapitel 3

die nichtbedingte W. eines zu warmen Tages p=0.575 die eines
zu kalten q = 0.425 ist, so ist die W., dafl von 2 beliebig heraus-
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gegriffenen, aufeinander folgenden Tagen beide zu warm sind,
Woiw=p pP® =0.575-0.874 = 0.503, die W., daB beide zu kalt
sind, Wy p=¢q-q%® = 0.425.0.830 = 0.353. Warde die Tem-
peratur eines Tages von der des vorausgehenden unabhingig
sein, so ware nach (4) W,,,,, =0.58 - 0.58 = 0.3364, Wy, =042
-0.42 =0.1764, also wesentlich kleiner.

7. DAS VERTEILUNGSGESETZ

Wenn irgendeine Grofie — z. B. ein Gewicht, eine Linge,
eine Anzahl bestimmter Gegenstinde, — verschiedere
Werte annehmen kann, so heifit man diese Grofie eine Ver-
inderliche oder Variable. Im Gegensatz dazu bezeichnet
man alle diejenigen GroBen und Zahlen, fur die nur ein ein-
ziger Wert in Frage kommt, als Konstante. Das Gewicht
eines Menschen ist z. B. eine Veranderliche, da es sich mit
dem Alter desselben, ja genau genommen sogar von Stunde
zu Stunde xndert. Die das Verhiltnis des Kreisumfanges
zum Durchmesser darstellende Zahl = = 3.141593 dagegen
ist eine Konstante.

Eine Veranderliche, welche ihre verschiedenen Werte mit
bestimmten Wahrscheinlichkeiten annimmt, nennt man eine
zufallige Verdnderliche. Mit dem Wort ,,zufallig soll
nattirlich auch hier wiederum nicht etwa die Kausalitat des
Geschehens in Abrede gestellt werden, sondern nur zum
Ausdruck gebracht werden, dafl die verschiedenen Werte
der Variablen eben mit bestimmten Wn. verknaipit sind. Die
Menge der Werte, welche eine zufillige Veradnderliche an-
nehmen kann, heift das Wertgebiet oder der Wertbe-
reich der zufalligen Variablen. Die Gesamtheit ihrer mog-
lichen Werte und der ihnen zukommenden Wn. nennt man
das Verteilungsgesetz der zufalligen Variablen
Das Vorhandensein des Verteilungsgesetzes ist also das
Kennzeichen, durch welche die zufillige Veranderliche aus
dem allgemeinen mathematischen Begriff der variablen GroBe,
dem sie sich unterordnet, herausgehoben wird.

Ist eine zufdllige Veranderliche ein ordnendes Merkmal
einer Menge von gleichartigen Objekten, so bezeichnet man
diese Menge als einen Kollektivgegenstand. Die ein-
zelnen Objekte sind die Glieder der Kollektivreihe. Z. B.
bilden die Personen mannlichen Geschlechts und zwischen
bestimmten Altersgrenzen einen Kollektivgegenstand. Ord-
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nendes Merkmal (Argument) konnen sein: Korperlinge,
Brustumfang, Kopflange usw. Glieder der Kollektivreihe sind
die einzelnen Individuen. Ebenso sind die Temperaturver-
haltnisse an einem Ort ein Kollektivgegenstand, ordnendes
Merkmal konnen sein: das Tagesmittel der Temperatur oder
das Temperaturmaximum jeden Tages usw.

Das Ordnen eines Kollektivgegenstandes geschieht in der
Weise, dal man jedem moglichen Einzelwert X; des ord-
nenden Merkmals oder — wenn dieses wie in den erwahn-
ten Beispielen eine stetige Veranderliche ist — jedem Wert-
intervall X; die Zahl z; der ihm angehdrenden Glieder
zuordnet. Man erhalt auf solche Weise eine Verteilungs-
tafel, die eine um so bessere Beschreibung des Verteilungs-
gesetzes der ordnenden zufélligen Veranderlichen bildet, je
grofier die Anzahl der Glieder der Kollektivreihe ist. Die
nachfolgende Verteilungstafel von Brustumfiangen von 5740
schottischen Soldaten, die von A. QueteLer') angegeben
wurde, diene als Beispiel. Da es sich hier um eine stetige
Veranderliche handelt, geben die X; die Intervallmitten an;
X; = 35 sind also alle Falle zugerechnet, in denen der Brust-
umfang zwischen 34.5 und 35.5 engl. Zoll betrug.

. Xl- . 7 Xx' .
! engl.Zoll # ! engl.Zoll #
1 33 3 9 41 934
2 34 18 10 42 658
3 35 81 11 43 370
4 36 185 12 44 92
5 37 420 13 45 50
6 38 749 14 46 21
7 39 1075 15 47
8 40 1079 16 48 1

8. MATHEMATISCHE ERWARTUNG UND STREUUNG

Wenn wir von einer zufalligen Veranderlichen die Ge-
samtheit ihrer moglichen Werte und die ihnen zukommen-
den Wn. kennen, so ist unser Wissen aiber die zufillige

1) Nach A. QUETELET, Lettres sur la théorie des probabilités etc.
Bruxelles 1846,
Math.-phys. Bibl. 75: Baur, Korrelationsrechnung 2
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Verianderliche vollstandig. In den meisten praktisch vor-
kommenden Féllen ist dieses Wissen jedoch zu untbersicht-
lich, um zu Forschungs- und Lehrzwecken verwendet werden
zu konnen. Es ist daher erforderlich, durch Aufstellung ge-
eigneter Maflizahlen, in denen die wesentlichen Zuge des
Verteilungsgesetzes zusammengefafit werden, die Verteilungs-
gesetze vergleichbar zu machen. Von diesen zusammen-
fassenden Mafizahlen, sind fur die Grundlegung der K.-R. die
mathematische Erwartung und die Streuung von besonderer
Wichtigkeit.

Definition: Unter der mathematischen Erwartung
versteht man die Summe der Produkte der moglichen Werte
einer zufilligen Veranderlichen mit den zugehorigen Wn.

Driicken wir die math. Erw. der Verinderlichen X durch
F (X) aus und sind X;, X;, ..., X, die mdglichen Werte von
X, Py Psy- .., P, die zugehorigen Wn,, so ist also

©) EW)=pXi+p:Xot pidit- -t puXi= Zpidi.

Beisp.: Ist X die mit 2 Wirfeln zu werfende Augensumme, so
sind, wenn die Wirfel derart genau gearbeitet sind, da bei
jedem Wairfel jede Zahl mit gleichgroBer W. erscheint, folgende
36 gleichwahrscheinliche Wiarfe moglich:
14+6= 7|145= 6|1+4+4= 5|1 +3=4{142=3|14+1=2
24-6= 8{245= 7|24+4= 6|2+3=5|2+2=4|24+1=3
3+4+6= 9|3+5= 8|344= 7|3+3=6|34+2=5(3+1=4
446=10/445= 9{44+4= 8|44+3=744+2=06|4+41=5
54+6=11|545=10|5+4= 9|54+3=8|5-+2=7{541=6
64+6=12/64+5=11|64+4=10[64-3=9|64+2=8[641=7

Daraus ergeben sich folgende Wn. fir die Augensumme X:

flir X=2: 3% fiir X= 8: 553

yw X=3: %=% »y X= 9: 3iﬁ=é
y X=4: 536=1~1§ y X=10: 3%=1—12
» X=5: 546'=% . X=11: 323=il§
w X=6: % . X=12: 3_‘6.

w X=17: :—%:—.%
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Die mathematische Erwartung der mit zwei Wirfeln zu werfenden
Augensumme ist demnach

1 2 3 4 5 6
EM=z5-2+zm 3ttt Stmote 't
5 4 3 2 1
tag 8t 9 tg 05 i 12=70

Das gleiche Ergebnis wiirde man erhalten, wenn man ein-
fach die 36 Augensummen samtlicher gleichméglichen Kom-
binationen addiert und durch 36 teilt. Die math. Erw. ist
also eine Mafizahl foir den Durchschnittswert einer
zufélligen Verdnderlichen. Bei einer endlichen Anzahl von
Beobachtungen ist sie gleichbedeutend mit dem arithme-
tischen Mittel der Verinderlichen. Im Sinne der Haufigkeits-
definition der W. kann man daher die math. Erw. auch als
den Grenzwert, dem das arithmetische Mittel
der Beobachtungswerte der Verinderlichen
bei ihrer unbegrenzten Vermehrung zustrebt,
bezeichnen.

Definition: Unter der Streuung einer zufslligen Veran-
derlichen X versteht man die GroSe

0 o=} Zpt-£wy,

wobei die p; und X; dieselbe Bedeutung haben wie vorhin
und [ (X) die mathematische Erwartung von X ist. Die Streu-
ung ist ein MaBl for die Ausbreitung, den Wertbereich
einer zufalligen Veranderlichen.

Denkt man sich im Falle einer endlichen Zahl N von Ver-
wirklichungen der GroBe X alle N Werte fortlaufend nume-
riert (wobei gleiche Werte sich ofters wiederholen konnen,
aber doch jedesmal eine andere Nummer haben), und be-
zeichnet man mit X, den nten Wert, mit x, = X,, — [ (X)
dessen Abweichung vom arithmetischen Mittel der Veran-
derlichen X, so geht Formel (7) tiber in

n=N
2 x 5,0
(8) 6=]/ n=l oder kurz VZ;VX .

N
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Die Mafizahl ¢ wird vielfach auch als mittlerer Fehler
(m. F.) bezeichnet; die englischen Statistiker nennen sie
standard deviation.

Beisp.: Ist wiederum X die mit 2 Wiirfeln zu werfende Augen-
summe, so erhilt man als Streuung derselben, da £ (X)=7, ge-
maf der Aufstellung auf S. 12 nach (7)

o= {3 C= D+ gD+ E =+ 2 6~ D+

ta 6Dy 1 — D'+ E=D 50— +
+l_l2(10__7),_1_1_18(11__7)2_*_3%(12_7)5}%= %-169=2.415.

Il. GRUNDBEGRIFFE DER KORRELATIONS-
RECHNUNG

9. DER FUNKTIONSBEGRIFF UND DIE BILDLICHE DAR-
STELLUNG VON FUNKTIONEN

Ist die Grofe einer Verinderlichen y von der Grofie einer
anderen veranderlichen Zahl x in der Weise abhangig, dafl
jedem Wert von x ein bestimmter Wert von y zugeordnet ist,
so sagt man, y sei eine Funktion der Veranderlichen x. Die
Oberflache und der Inhalt einer Kugel sind z. B. Funktionen
ihres Radius, die Endgeschwindigkeit eines fallenden Kor-
pers ist eine Funktion der Fallhohe. Im Gegensatz zu der
Funktion y heifit die Veranderliche x, deren Wert willkarlich
— wenn auch zuweilen unter gewissen Einschrankungen —
gewahlt werden kann, die unabhangige Veranderliche.!)

In den meisten praktisch vorkommenden Fillen wird die zur
Erklarung einer Funktion einer Veranderlichen x dienende
Rechenvorschrift durch einen mathematischen Ausdruck ge-
geben, der mit Hilfe der in der Mathematik gebrauchlichen
Operationszeichen aus der Veranderlichen x und konstanten
Zahlen zusammengesetzt ist. So sind z. B. die Ausdricke

g 2+48x—7x!
X ; 9 +x3 ’
Funktionen von x.

1) Vgl. auch Math.-phys. Bibl. Bd. 48: Funktionen, Schaubilder,
Funktionstafeln von A. WITTING.

4%, sin3x
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Ist eine Funktion einer Veranderlichen durch einen mathe-
matischen Ausdruck gegeben, so 1ait sich durch den von
Réné Descartes erdachten Koordinatenbegriff, der den Grund-
gedanken der analytischen Geometrie bildet, auch eine bild-
liche Darstellung der Funktion geben. Wir denken uns zu
diesem Zwecke in einer Ebene (der Zeichenebene) zwei ge-
rade unbegrenzte Linien, die aufeinander senkrecht stehen,
gezogen (Abb. 1). Die eine nennen wir die X-Achse, die
andere die Y-Achse, ihren Schnittpunkt O den ,,Ursprung*
des Koordinatensystems. Dann kann man nach Annahme
einer bestimmten Strecke
als Lingeneinheit jedem
Punkte P der Ebene zwei
(in bestimmter Reihenfolge
stehende) Zahlen oder, wie
man auch sagt, ein Zahlen-
paar zuordnen, indem man
sich von dem Punkte P so-
wohl auf die X-Achse als
auch auf die Y-Achse ein Lot
gefallt denkt. Den Abstand
des FuBlpunktes P, des auf
die X-Achse gefallten Lotes
von O nennt man die Ab- g, G, Abbd. 1.
szisse, die Strecke P,0 die
Ordinate des Punktes P. Beide zusammen bilden die Koordi-
naten des Punktes. Umgekehrt entspricht auch jedem Zahlen-
paar auf Grund der angegebenen Konstruktion ein bestimmter
Punkt. Um z. B. den Punkt P, in Abb. 1 zu zeichnen, der dem
Zahienpaar 2 und 5 entspricht, haben wir auf der X-Achse von
O aus nach rechts (in der positiven Richtung) eine Strecke
gleich 2 Einheiten und von O aus nach oben eine Strecke
gleich 5 Einheiten abzutragen und durch die Endpunkte dieser
Strecken Parallele zu den Achsen zu ziehen; der Schnittpunkt
dieser Parallelen ist P,.

Hat man nun z. B. die Gleichung

[N T

(©) y=7 %

so kann mannach Festlegung einesKoordinatensystems jedem
Paar zusammengehdrender Werte der unabhidngigen Ver-
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anderlichen x und der Funktion y denjenigen Punkt in der
Ebene des Koordinationssystems zuweisen, dessen Abszisse
mit x und dessen Ordinate mit dem zugehdrigen Funktions-
wert y tbereinstimmt. Die Gesamtheit aller Punkte, welche
sich in dieser Weise ergeben, heifit das geometrische
Bild der Funktion in dem betrachteten Koordinations-
system. Sefzt man x nacheinander gleich

-2 -1 0 1 2 3 4 5,

so erhilt man durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung
(9) die dazu gehorigen Werte von y
5 5 15 25
Man tiberzeugt sich leicht, dafl alle diese Punkte auf der
Geraden G, der Abb. 1 liegen.
Ebenso ist auch das geometrische Bild der durch die

Gleichung 5
y=>5+5x

dargestellten Funktion in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system eine Gerade, namlich diejenige Gerade G, (Abb. 1),
welche aus der Geraden G, durch eine Parallelverschiebung
um 5 Lingeneinheiten in der positiven Richtung der Y-Achse
hervorgeht. Der Punkt P, auf dieser Geraden entspricht
dem zusammengehodrenden Zahlenpaar

1
=—1 und y=5+%-(—1)=2é,.

Es liaft sich allgemein nachweisen, dal jede Funktion
von der Form
(10) y=a +ax
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem durch eine Ge-
rade dargestellt wird. Man nennt daher solche Funktionen
auch lineare. q, ist die Ordinate des Punktes, in welchem
die Gerade die Y-Achse schneidet, wahrend a,, der Rich-
tungskoeffizient, gleich der trigonometrischen Tangente
des Winkels ist, den die Gerade mit der positiven Richtung
der X-Achse bildet.

Ebenso 148t sich zeigen, dal jede Funktion

(11) y=a, + a;x + a;x*
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in dem angenommenen Koordinatensystem eine gekrtimmte
Linie von ganz bestimmten Eigenschaften, nimlich eine
Parabel, darstellt. Hat eine Funktion die Form

(12) y=a,+ax + ax*+---+ a,x",

worin n eine ganze positive Zahl und qq, a4,. . ., a, wieder
Konstante bedeuten, von denen a, von Null verschieden ist,
so spricht man von einer Parabel nten Grades.

10. FUNKTIONELLER ZUSAMMENHANG UND STOCHASTISCHE
VERBUNDENHEIT

Wie einige der Beispiele am Anfang des vorigen Kapitels
zeigten, gibt es auch in der Natur Funktionen. Ja man kann
aberhaupt sagen: Naturgesetze suchen heiit soviel wie
Funktionen ausfindig machen, welche Zustande und Vor-
gange in der Natur miteinander verkntpfen. Dem Begriff
der Funktion entsprechend sind solche Zusammenhange
immer unzerreifbar: ist A Ursache von 4', so folgt die
Wirkung A’ immer und tiberall auf die Ursache A, und nie
kann A’ stattiinden, ohne dafl A vorher dagewesen wire.
Diese Unzerreifibarkeit des Zusammenhanges besteht auch
dann, wenn — wie z. B. beim KircuHorrschen Strahlungs-
gesetz — zwei funktionell verbundene Vorginge oder Zu-
stande nicht in der Beziehung von ,Ursache® und ,,Wirkung®
im Sinne der Alltagsvorstellung zueinander stehen.

Es gibt aber sowohl in der Natur wie in den Zustinden
und Zustandsinderungen in der menschlichen Gesellschaft
eine sogar sehr grofie Zahl von Zusammenhingen, die nicht
funktioneller Art sind, bei denen es sich aber dennoch um
tatsachliche Zusammenhange handelt. Derartige nicht-un-
zerreiflbare Zusammenhiange treten dort auf, wo es
sich um auflerordentlich verwickelte Vorgénge, also um zu-
fallige Veranderliche handelt. Nehmen wir z. B. an, daf8 irgend-
eine verwickelte Erscheinung X als eine begriffliche Einheit
der Grofien A, B, C, D und E aufgefafit werden kann und
eine andere Erscheinung Y als Verbindung der Grofen A',
B’, C', D' und E'. Besteht nun zwischen A und A’, B und B,
Cund C’, D und D', E und E’ ein unzerreibarer Zusammen-
hang, so sind auch X und Y funktionell miteinander verbun-
den. Ist A’ die Wirkung von A, B' die Wirkung von B usw.,
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so ist Y stets und tiberall die Wirkung von X. Wenn aber Y
die GroBlen A', B, C’ und F zu einer begrifflichen Einheit
zusammenfaBlt, dann besteht zwischen X und Y wegen der
Verkniipiung von A" mit A, B’ mit B und C’ mit C immer
noch ein Zusammenhang, dieser ist aber kein unzerreifibarer
mehr, es werden auf X auch andere Wirkungen als Y folgen,
und es werden der Wirkung Y auch andere Ursachen vor-
ausgehen als X. In der Theorie ist es hiufig moéglich, durch
vereinfachende Annahmen diejenigen GroSen herauszugreifen,
die in funktionellem Zusammenhang miteinander stehen. In-
folge der starken Vereinfachungen stellen dann aber die
Ergebnisse keine in der Natur und im Leben verwirklichten
Vorginge dar. Der praktische Forscher dagegen, der sich
an den tatsichlichen Beobachtungsstoff halt, st6f3t bei seiner
Arbeit dauernd auf Erscheinungen, die zwar unzerreifibar
verbundene Bestandteile enthalten, aber nicht ausschliefilich
aus solchen bestehen. Gerade mit diesen Erscheinungen be-
faBlt sich die Korrelationsrechnung. Sie hat es nicht mit
funktionellen, sondern mit stochastischen (= wahrscheinlich-
keitstheoretischen) Zusammenhingen zu tun, die von ersteren
scharf zu unterscheiden sind. Im Falle des funktionellen
Zusammenhanges der Veranderlichen Y mit der Verander-
lichen X bleibt nach Festlegung des Wertes von X bei der
Bestimmung des Wertes von Y kein Spielraum far den Zu-
fall mehr fibrig. Ist Y = X 4 X% so ist, wenn X = 5 gesetzt
wird, Y = 30, und es besteht keine andere Moglichkeit. Im
Falle der stochastischen Verbundenheit von Y mit X
erscheint jedoch Y auch nach dem Festlegen des Wertes
von X als eine zufallige Veranderliche, die also verschie-
dene Werte mit bestimmten Wn. annehmen kann.

Beisp.: Mit X sei die mit einem weiBen Wirfel geworfene
Zahl, mit Y die Summe der mit diesem weifien und einem schwar-
zen Warfel geworfenen Zahlen bezeichnet. Dann ist Y mit X sto-
chastisch verbunden; denn einerseits ist Y von X nicht vollig un-
abhangig, z. B. kann Y nicht groBer als 9 sein, wenn X=3,
andererseits kann aber Y bei jedem gegebenen Werte von X mit
bestimmten (in diesem Falle gleichen) Wn. sechs verschiedene
Werte annehmen, je nach der Zahl, die mit dem schwarzen Wiirfel
geworfen wird, z. B. wenn X =2, die Werte 3, 4, 5, 6, 7 und 8.
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11. DIE STRAMMHEIT DES ZUSAMMENHANGES

Wenn ein Zusammenhang nicht unzerreifibar ist, so ist
er eben ,mehr oder weniger” stramm. Die Untersuchung
nicht-unzerreilbarer Zusammenhénge fithrt also sofort zu
der ersten wichtigen Frage: ,Wie stramm ist in einem ge-
gebenen Falle der Zusammenhang?“ Offenbar ist der Zu-
sammenhang z. B. zwischen der Linge des linken und der
Lange des rechten Mittelfingers desselben Menschen grofier,
nStrammer", als zwischen der Linge der rechten Mittelfinger
von zwei Briidern. Um die Strammheit der stochastischen
Verbundenheit beurteilen und Vergleiche anstellen zu kénnen,
ist es notig, sie messen zu kdénnen. Die erste Aufgabe
der Korrelationsrechnung ist es daher, Maflizah-
len fardie Strammheit stochastischer Zusammenhinge
aufzustellen.

12. DAS STOCHASTISCHE ABHANGIGKEITSGESETZ

Mit der Angabe der Strammheit der stochastischen Ver-
bundenheit durch eine Zahl ist aber das Bediirfnis der For-
schung noch nicht vollkommen befriedigt. Wir haben ja im
Falle der funktionellen Zusammenhinge, in denen die Stramm-
heit eine vollkommene ist, gesehen, daB es sehr vielerlei Arten
gibt, in denen eine Verinderliche von einer anderen abhingig
sein kann. Auch im Falle des nicht-unzerreilbaren Zusam-
menhanges interessiert uns daher die Frage, welcher Art
die stochastische Verbundenheit ist.

Wir haben (vgl. Kapitel 7) im Falle einer zufalligen Ver-
4nderlichen das Verteilungsgesetz derseiben als die Ge-
samtheit ihrer moglichen Werte und der ihnen zukommen-
den Wn. definiert. In Ahnlicher Weise konnen wir uns einen
Begriif von der Art des Zusammenhanges zwischen zwei
stochastisch verbundenen Versnderlichen bilden. Das Wesen
der stochastischen Verbundenheit besteht ja darin, daf§
die moglichen Werte der einen Verinderlichen in Ver-
bindung mit verschied enen moglichen Werten der an-
deren auftreten und dafl jeder solchen Kombination eine
bestimmte Haufigkeit, eine bestimmte W. zukommt. Man kann
demnach die Gesamtheit der verschiedenen Kombinationen
der moglichen Werte stochastisch verbundener Verander-
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lichen und der diesen Kombinationen zukommenden Wn.
alsdas Abhéidngigkeitsgesetzder zufalligenVer-
anderlichen bezeichnen.

Dieses Abhangigkeitsgesetz ist nattrlich im praktischen
Falle noch untibersichtlicher als das Verteilungsgesetz einer
einzelnen zufilligen Verinderlichen. Wie dieses durch be-
stimmte Mafizahlen gekennzeichnet wird, so ist es erforderlich,
auch fiir das Abhangigkeitsgesetzkennzeichnende Grofen auf-
zustellen. Die Bestimmung des Abhdngigkeitsge-
setzesstochastischverbundenerVerdanderlichen
und seine Kennzeichnungdurchgeeignete Hilfs-
groBenist daher die zweite Aufgabe der Korrelations-
rechnung.

13. KORRELATIONSTABELLEN

Wie man zur Darstellung des Verteilungsgesetzes einer
zufilligen Veranderlichen eine Verteilungstafel aufstellt, so
lassen sich die Hiufigkeiten, mit welchen verschiedene Kom-
binationen der moglichen Werte zweier aufihren Zusammen-
hang zu untersuchender zufélliger Veranderlichen innerhalb
des Beobachtungsieldes des Forschers vorkommen, in einer
Korrelationstabelle zusammenstellen. In einer solchen
tritt an die Stelle der (in der Verteilungstafel) reihenformi-
gen Anordnung der Merkmalwerte mit ihren Haufigkeiten
eine flichenhafte Anordnung der Wertverbindungen von Y
und X und ihrer Haufigkeiten. Die Aufstellung einer K.-
Tabelle ist nicht fur alle Aufgaben der K.-R. erforderlich,
bringt aber in vielen Fallen eine Vereinfachung und Er-
leichterung der auszuftthrenden Rechnungen mit sich.

Die Art der Ausfiillung einer Korrelationstabelle
ist aus den beiden folgenden Beispielen ersichtlich. Das
1.Beispiel (K-Tabelle I) behandelt den Zusammenhang
zweier unstetiger Veranderlichen; beide Merkmale (Y
und X) nehmen nur bestimmte ganzzahlige Werte an, die
durch Zahlung festgestellt werden. Entsprechend dem Wert-
bereich der beiden Veranderlichen (Y : 5 bis 9, X : 1 bis 3)
wird zunichst ein Netz von zwei Scharen rechtwinklig sich
schneidender Parallelen entworfen und beziffert. Dann nimmt
man ein Paar einander zugeordneter Werte von X und Y
(oder, wenn es sich wie in Beispiell um zwei Merkmale
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eines Kollektivgegenstandes handelt, ein Glied des Kol-
lektivs) nach dem andern vor und macht nach Feststel-
lung der zugehdrigen Werte Y; und X; ein Zeichen in das
entsprechende Feld. Nach Erschopfung aller verfagbaren
Paare ((lieder) werden die Zeichen jedes Feldes zusam-
mengezahlt und durch eine Zahl (z;,,) ersetzt. Die weitere
Bearbeitung der K.-Tabelle geschieht dann in der Weise,
daBl die Zahlen in den Feldern jeder Zeile (horizontalen
Reihe) und jeder Kolonne (vertikalen Reihe) zusammenge-
zahlt werden. Die Zeilensummen bezeichnen wir mit u;,
die Kolonnensummen mit n;. Die n; geben demnach die
Haufigkeitsverteilung des Merkmals X, die u; diejenige des
Merkmals Y an. Z. B. ersehen wir aus K.-Tabelle I, daf} un-
ter den 321 untersuchten Exemplaren von Trientalis euro-
paea die vorherrschende Zahl der Blumenblitter 6 und die
% = 0.483 war. Das im Schnitt-

punkt der Zeile n; und der Kolonne u; liegende Feld ent-

halt die Anzahl
N=2n =3y
i i

r. H. dieser Blumenblitterzahl

1

aller im Beobachtungsfeld vorkommenden Paare.

Korrelationstabelle [:
Korrel. zwischen der Zahl der Blitenstengel und der
Zahl der Blumenblatter bei Trientalis europaea.?)

Zahl der Blitenstengel: X .

u; mD
1 2 3 110
3> | 5 119 6 . 125 1.0
_S| 6 103 51 1 155-. 1.3
SE| 7 10 16 2 28 1.7
=t | 8 1 5 5 11 2.4
SE| 9 . 2 2 3.0

m; 233 78 10 321 =N
md), 5.5 6.3 78

1) Nach C. V. L. CHARLIER, Arkiv for Botanik Bd. XII. 1913.
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Im 2.Beispiel (Korrelationstabelle II), das der Meteo-
rologie entnommen ist!), handelt es sich um den Zusammen-
hang zweier stetiger Veranderlichen, und zwar sind so-
wohl die Zeilen wie die Kolonnen nicht nach den wirklichen
Merkmalwerten, sondern nach der Grofie der Abweichungen
derselben vom Mittelwert beziffert. Es ist fur die Aufstellung
der K.-Tabelle ohne Belang, ob die zusammengehdrenden
Wertepaare aus Merkmalwerten seibst oder aus deren Ab-
weichungen vom Mittelwert bestehen, dagegen ist dies
natdrlich bei der weiteren rechnerischen Bearbeitung zu
beriicksichtigen. Bei stetigen Merkmalen geschieht die
Bezitferung der Reihen der K.-Tabelle ebenso wie bei der
Aufstellung von Verteilungstafeln far stetige Kollektive (vgl.
Seite 11): man teilt den ganzen Wertbereich der zufalligen
Veradnderlichen in eine Anzahl gleichgrofier Intervalle (,,Klas-
senintervalle") und bezeichnet jedes Intervall mit dem Wert
der Intervallmitte. Die Wahl der GroBle des Klasseninter-
valls richtet sich nach der Zahi (N) der verfugbaren Werte-
paare, dem Wertbereich und der MaBeinheit des Merkmals.
Wenn bei einem Wertepaar der eine — stetig verander-
liche — Merkmalwert mit einer Intervaligrenze (Klassen-
grenze) zusammeniallt, wird in der K.-Tabelle das Wertepaar
ie zur Halfte den beiden an der Grenze zusammenstofienden
Feldern zugezahlt. Fallen beide Merkmalwerte (oder Ab-
weichungen) auf eine Klassengrenze, so wird jedem der be-
teiligten vier Pelder ein Viertel des Wertepaares zugerech-
net. Auf diese Weise kdnnen in den Feldern einer K.-Tabelle
auch Haufigkeitszahlen mit den Dezimalen .25, .5, .75 vor-
kommen.

Die K.-Tabelle Il ist aus den nachfolgenden 50 zeitlich
geordneten Wertepaaren entstanden; x,, gibt die Abweichung
des Novembermittels der Luftdruckdiiferenz Ponta Delgada —
Island und y, die Abweichung des Novembermittels (des
jeweils gleichen Jahres) der Temperaturdifferenz Tromsd —
Westgronland vom 50 jahrigen Mittel 1874—1923 an:

Der Leser stelle sich zur Ubung aus diesen 50 Wertepaaren
nach der gegebenen Anleitung die K.-Tabellell selbst auf.
Beztglich der Bedeutung von m{); und m{), siehe Kapitel 15.

1) Vgl. F. BAUR Annal. d. Hydrogr. u. maritim. Meteorol. 1926
S. 227-—-232.
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Jahr | x, ‘y,, Jahr | x, y, | Jahr . Un

1874 |— 1.1|—15] 1891 |4 0.4|+ 4] 1908 |— 1.9|—2.7
1875 |—13.0| —4.1| 1892 |+ 1.8| 4 19| 1909 |— 6.7| — 5.4
1876 |—17.2| —~4.2| 1893 | — 9.9| — 47| 1910 |— 8.9 —20
1877 |+10.5|+2.7| 1894 |4+ 99| 432 1911 |+ 25| —1.1
1878 |—14.1|—8.9| 1895 |— 0.7| + 23| 1912 |+ 3.6|—14
1879 |—16.2|—3.5| 1896 |— 4.3|+ 0.6] 1913 |+16.4| + 6.4
1880 |4+ 3.4|—1.8] 1897 |— 39|+ 1.3| 1914 |4+ 1.5| 409
1881 |4+ 7.9/ —1.9] 1898 |+ 43|+ 42| 1915 | —11.8 —6.1
1882 |+ 6.2|+0.2] 1899 |4 32| 4-40] 1916 |— 0.5| 0.2
1883 |+ 9.2{4+09] 1900 |+ 6.8+ 28| 1917 |4 6.9| 434
1884 |— 5.6|+33| 1901 {—105|—3.7| 1918 |4 25|+ 7.8
1885 |— 4.0|+1.9| 1902 [+ 05| —05] 1919 |— 7.4| —66
1886 |+ 6.3|+3.7| 1903 |+ 29|+ 0.1| 1920 |+ 8.2|+56
1887 |— 5.3|408] 1904 |— 1.9|—27| 1921 |— 4.6|—45
1888 |+ 8.4|+4+0.2] 1905 |+ 28| —54} 1922 |— 1.6 | —1.9
1889 |+ 6.0+ 6.4 1906 |— 0.2|+ 20| 1923 |+ 1.3|—0.9
1890 |+ 108 +1.8] 1907 |+ 6.9 | + 4.9

llIl. DIE MASSZAHLEN DES STOCHASTISCHEN
ABHANGIGKEITSGESETZES

14. DIE DREI GRUNDLEGENDEN PARAMETERSYSTEME

Um in allen, auch verwickelten Fillen Maflzahlen auf-
stellen zu konnen, die die Strammbheit des Zusammenhanges
und das stochastische Abhangigkeitsgesetz eindeutig kenn-
zeichnen, und um die dazu einzuschlagenden Verfahren ge-
ordnet tiberblicken zu konnen, ist die Einfohrung gewisser
Hilfsveranderlichen, sogen. Parameter, notig. Der Leser
darf sich durch die Fulle neuer Bezeichnungen nicht ab-
schrecken lassen. Die kleine Belastung, die sie dem Gedacht-
nis bringen, lohnt sich dadurch, dafl sich auf diesen Para-
metersystemen die g anze K.-R. tbersichtlich aufbauen lagt.

X und Y seien, wie bisher, zwei zufillige, auf ihren Zu-
sammenhang zu untersuchende Veranderliche. Die W., daf§
die Veranderliche X einen bestimmten ihrer k& moglichen
Werte — und zwar den Wert X; — annimmt, bezeichnen
wir mit p;, die W., daB8 die Veradnderliche Y einen bestimmten
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ihrer I moglichen Werte — na&mlich den Wert Y; — an-
nimmt, mit g;, endlich die W., daf§ glenchzemg X den
Wert X; und Y den Wert Y; anmmmt mit w;|;. Die p, g und
w sind apriorische Wn., wenn der Gesamtumfang aller
Verwirklichungsmoglichkeiten bekanntist oder wenigstens ge-
dacht wird, dagegen r. Hn., wenn es sich — wie praktisch mei-
stens — um eine beschrankte Zahl von Versuchen, Beobach-
tungen oder statistischen Zahlungen handelt. In diesem Falle ist
n; uj Zii
Pi=pwy §G=F Wilj= N
Die mathematische Erwartung von X ist nach Formel (6)

i=h
E ()0 = gpi Xi!
i=1

diejenige vonYist [ (Y) = D'q; Y,
j=1

In gleicher Weise lit sich die math. Erw. der Produkte
X; Y; bilden. Es ist

(13) E &) = 2_ w;); X,
Dabei bedeutet das doppelte Summenzelchen > >, daB
i

alle Glieder X; Y; addiert werden, wobei i von 1 bis & und
jvon 1 bis [ fortschreitet. Die Gleichung (13) 148t sich noch
verallgemeinern, indem die math. Erw. des Produktes von
Potenzen von X und Y gebildet wird. Mit dieser Erweite-
rung gewinnen wir die Definition des ersten Systems von
grundlegenden Parametern, die wir nach TscHuprow als m-
Parameter bezeichnen wollen. Ihre Definiti o n lautet

(19 mpe=E@ Y)= 3 Sw; X ¥7.
rJ
Im besonderen ist nach dieser Definition

My g = E(X) ZPiX:

gleich der math. Erw. von X oder, wenn die p aus der Erfah-
rung gewonnene r. Hn. sind, gleich dem arithm. Mittel von X.

Ebenso ist  myy = F (¥) = 3¢;Y;.
7 i



26 lll.Die MaBzahlen des stochastischen Abhingigkeitsgesetzes

Beisp.: In dem Beispiel der K.-Tabellel ist X, =1, X, =2
Xy=3, Y, =5...Y,=09, k=3, |=5; ferner ist

233 78 10 125
P =1 Py =357 Ps =m0 9 =357 UsW-
119 103 10 1
TSz e =g BT hr PueT gy
6
wy; =0, Wep =g3571 Wy =z57 USW.

Es ist daher
L
321

My ==

(233-1478-2410-3)=1.3;

m‘,,l=§'1 (125-5+4 155.64-28-7+ 11 .8 + 2.9)=538;

mm=3%(119-1-5+103.1-6+10.1.7+1-1.8+

+6:2.5451-2:6416-2.74+5.2.841-3-64
+2.3.745.3.842.3.9)=718.

Auf die Werte my,, und m,, grindet sich die Definition
der zweiten Gruppe von Parametern, der u-Parameter:

g = E ((X — my )’ (Y= mo 1) 9)
=22Wili(Xi - m1|o)f(yj — myo|1)9.
Im besondere;l ijst nach Definition (15) und (7)
o =F (X —myp)' = Zpi(xi — my,0)?
gleich dem Quadrat der Streuung lvon X,
s =E (¥ —my,y)" = Zqi(Yi — my,)?

1
gleich dem Quadrat der Streuung von Y.
Mit Hilfe der u-Parameter werden die r-Parameter
gebildet:

(15)

“rig .
V(Auzlo)f(”olz)g

Die r-Parameter werden von manchen Statistikern mit
dem wenig schonen Namen ,Produkt-Momentquotienten®

(16) Tr|g =
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bezeichnet. Sie eignen sich besonders als MaBzahlen, weil sie
unbenannte Zahlen sind; denn die Benennungen des Zahlers
und des Nenners heben sich, wie man aus der definierenden
Formel ersieht, gegenseitig auf. Besondere Bedeutung hat in
der K.-R. der Parameter ry), erlangt. Nach (15) und (16) ist

( ) Tt V(”’elo (#015)

2— 1|;(X — my ) (Yi—my,,)

Ly11

VZPI(X mllo)VSq,'(Y) 0“)2—6-"6!4’

wenn mit 6, die Streuung von X, mit o, diejenige von Y
bezeichnet wird.

®Denkt man sich bei einem aus der Erfahrung gegebenen
Zahlenstoff alle NPaare der zusammengehorigen Werte von
X und Y als fortlaufend numeriert und werden mit X,
und Y, die Werte des nten Paares, mit x, = X, — my,
und y, =Y, — my|, die Abweichungen vom zugehotrigen
arithmetischen Mittel bezeichnet, so kann man (17) auch in
der Form schreiben

(18) np=

nVn
=2 3y

Der Parameter r,, wird allgemem als Korrelations-
koeffizient (Kkf) bezeichnet. Seine Bedeutung wird in
Kapitel 17 niher erliutert werden.

Mit Hilfe der Parameter m, « und r 148t sich, wenn sie in der
erforderlichen Anzah! vorliegen, jedes Abhangigkeitsgesetz
stochastisch verbundener Veranderlichen eindeutig festlegen.

15. DAS BEDINGTE VERTEILUNGSGESETZ

Die Definitionen und MafBzahlen, die wir zur Kennzeich-
nung der Verteilung einer Veranderlichen in ihrem ganzen
unabhéngigen Wertbereich aufgestellt haben, lassen sich
auch in Abhingigkeit von einer zweiten Verdnderlichen auf
Teilgebiete anwenden. Die Gesamtheit der Werte, welche
die Veranderliche ¥ annehmen kann, wenn die Verander-
liche X einen unter ihren moglichen Werten erhalten hat,
und die Gesamtheit der den verschiedenen Werten von X

Math.-phys. Bibl. 75: Baur, Korrelationsrechnung 3
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unter dieser Voraussetzung zukommenden Wahrscheinlich-
keiten wird als bedingtes Verteilungsgesetz von Y far
den - betreffenden Wert von X bezeichnet. Dieses bedingte
Verteilungsgesetz kann durch die bedingte mathema-
tische Erwartung, die bedingte Streuung usw. eben-
so gekennzeichnet werden wie das Gesamtverteilungsgesetz
durch die nichtbedingte math. Erw. usw.

Die Parameter, welche die bedingten Verteilungsgesetze
von Y kennzeichnen, machen wir dadurch als ,bedingte*
kenntlich, dal wir oben in Klammern auf den betreffenden
Wert von X hinweisen. m(), bedeutet demnach die math.
Erw. aller jener Werte, die Y annehmen kann, wenn X = X,.
Entsprechend ist m{}), die bedingte math. Erw von X, falls
Y=y, q(') ist die W., daB8 Y den Wert Y; annimmt, wenn
X= X,, pf” die W., daB X den Wert X, annimmt, wenn
Y=y,

Beisp.: In K.-Tabelle I ist

ay 119 w__ 103 w10 w__ 1 1

q, =233’ q: =233’ qs =333" ‘N =333’ q; =0,
daher ist

mf,l,)‘—yqu'Y,_.zas (119-54103-64+10-7 +1-8) =55,
]

mfyga)l:ﬁ(()-5+51-6-|—16.7+5.8)=6.3;
m:)sl)3=i16(l‘6+2'7+5'8+2'9)=7-8-

Der Leser berechne entsprechend die bedingten math.
Erw. m{), von X fiir die Werte der K.-Tabelle I. Bei K.-Tabellell
erhélt man, der Anordnung und Bezifferung der Zeilen und
Kolonnen entsprechend, natarlich nicht die bedingten math.
Erw. selbst, sondern deren Abweichungen von den nichtbe-
dingten math. Erw.

Die bedingten Streuungen berechnen sich ganz
ahnlich. Fur K.-Tabelle I erglbt sich

Koty = 2 (F; — mG))" = s (119 (5 — 5.5) +

+103- (6—55)+10-(7—55°+1-(8—55))=
= 0.36; 1%, = 0.47; %, = 0.76.
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16. DIE BEZIEHUNGSGLEICHUNG

Wird die bedingte math. Erw. von Y als Funktion des
bedingenden Wertes von X dargestellt, so nennt man den
betreffenden analytischen Ausdruck die ,Regressionsglei-
chung von Y in bezug auf X“. Da das Wort Regression
urspringlich bei der Behandlung eines bestimmten biologi-
schen Problems auf Grund einer Vorstellung, die sich spi-
ter als unhaltbar erwies, gepriagt worden ist, gebrauchen
wir im folgenden statt Regressionsgleichung die Bezeich-
nung ,Beziehungsgleichung*,

m{), = F (Y) = f (X)) ist die Beziehungsgleichung
von Y in bezug auf X,
miily=[E@ (X) = f(Y}) ist die Beziehungsgleichung
von X in bezug auf Y.

(19)

Stellt man diese Funktionen in einem rechtwinkligen Koor-
dinatensystem bildlich dar, so spricht man von Regressions-
oder Beziehungslinien. Je nach der Form dieser Linien
bzw. der Funktionen f (X)), f (Y;) nennt man die Beziehung
eine lineare, eine parabolische usw.

Einen einfachen Fall eines linearen stochastischen Zu-
sammenhanges, einer linearen Beziehung, stellt das Beispiel
am Schlusse von Kapitel 10 dar. Ist Y die mit einem weifien
und einem schwarzen Warfel geworfene Augensumme, X
die dabei mit dem weilen Wirfel geworfene Zahl, so wird
— ,ideale” Warfel vorausgesetzt (vgl. hierzu Seite 12) —
das Abhingigkeitsgesetz durch nachfolgende K.-Tabelle llI
ausgedriickt. Man ersieht daraus, da m{), = 3.5 + X; und
mi), =% Y;. Beide Beziehungsglei- Y-Achse
chungen sind also linear. Stellt man, z
wie in Abb. 2, die m{), und m{}, als
Punkte in einem rechtwinkligen Koor- 8-
dinatensystem dar — wobei in Abb.2 |
die kleinen schwarzen Kreise die m{],
und die liegenden Kreuzchen die m{},
vorstellen — so sieht man, daB die be-* 2-
dingten math. Erwn, von Y auf einer
Geradenund die bedingten math.Erwn.

10

pu Abb.2.

o T T T X-Achse
e 4 6

3'
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Korrelationstabelle Ill: Korrel. zwischen der Augen-
summe zweier Wirfel und der Augenzahl eines von

beiden.
Augenzahl des weilen Wirfels: X w. lmh
1 2 3 4 5 6 P
° 2 1 . 1
2| 3 1 1 . 2 (15
S| 4 1 1 1 . 3|2
g2 5 1 1 1 1 . 4 |25
Slo6 1 1 1 1 1 . 5 |3
HES
=27 1 1 1 1 1 1 6 |35
EQ| 8 1 1 1 1 1 5 |4
Eg| 9 1 1 1 1 4 |45
25| 10 1 1 1 3 1|5
22 1 1 2 |55
< 12 . . . 1 1|6
n; 6 6 6 6 6 6 36 =N
mff‘)l 45 | 55 | 65 | 7.5 | 85 | 9.5

von X gleichfalls auf einer, aber auf einer anderen Ge-
raden liegen. Der Schnittpunkt der beiden Geraden hat natiir-
lich die Koordinaten

y=FMN =70 und x=F(X)=35.

Dafl die beiden Beziehungslinien nicht zusammeniallen,
ist besonders zu beachten. Hier offenbart sich der grund-
satzliche Unterschied der stochastischen Verbundenheit ge-
gentiber dem funktionellen Zusammenhang. Stehen zwei
Verinderliche y und x in funktionellem Zusammenhang, so
wird dieser Zusammenhang immer nur durch eine Linie
bildlich dargestellt, gleichgiltig, ob y in x oder x in y aus-
gedrackt wird. Es kann eben jederzeit mit Hilie passender
Symbole und formal-mathematischer Verfahren aus der Glei-
chung, welche y als eine Funktion von x darstellt, die Glei-
chung abgeleitet werden, die x als eine Funktion von y dar-
stellt. Ist z. B.

y=ax®, so ist x=—i__-V%-
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Dagegen kann aus der Beziehungsgleichung
von Yin bezug auf Xdurch keinerleiRechenktnste
die Beziehungsgleichung von X in bezug auf Y ge-
wonnen werden, beide Beziehungsgleichungen sind vielmehr
getrennt aus dem Abhangigkeitsgesetz zu ermitteln. Diese
Nichtumkehrbarkeit der Beziehungsgleichungen ist schon
manchen ein Anlal gewesen, in der K.-R. eine mangelhafte
oder gar mathematisch fehlerhafte Berechnungsweise zu er-
blicken. Mit Unrecht! Man braucht nur die beiden Beziehungs-
gleichungen (19) zu betrachten, um zu erkennen, dafl es
ja gar nicht diegleichen Gr6fen sind, welche die
beiden Beziehungsgleichungen verbinden. Die eine verbindet
die bedingte math. Erw. von Y mit X, die andere die be-
dingte math. Erw.von X mit Y. Esist daherselbstverstiand-
lich, dafl die eine Beziehungsgleichung nicht aus der ande-
ren abgeleitet werden kann.

Die lineare Beziehungsgleichung m{i, = a, + a, X; ist ein
besonderer Fall der Beziehungsgleichung von der allge-
meinen Form
(20) mily=a,+ a;, X; + a,Xi + -+ a, Xi,
die eine Parabel sten Grades darstelit. Die Koetfizienten') von
Beziehungsgleichungen dieser Form, die wir parabolische
Beziehungsgleichungen nennen, lassen sich durch die Para-
meter m ausdriicken In den meisten Fallen ist es jedoch
zweckmifliger, statt die bedingte math. Erw. von Y als
Funktion von X darzustellen, der Beziehungsgleichung eine
solche Gestalt zu geben, dafl die Abweichung der be-
dingten math. Erw. von der nichtbedingten math.
Erw. von Y als Funktion der Abweichung des entspre-
chenden Wertes X; von [ (X) erscheint. An Stelle von (20)
hat man dann eine Gleichung von der Form

21) ng%l —my, = by + b (X; —my,) +
] +b12(Xi"’mno)2+"'+bis(Xi_mno)s-

1) Man beachte die kleinen senkrechten Striche im Zeiger
(Index) der Koeffizienten a. Handelt es sich um eine Beziehungs-
gleichung von Y in bezug auf X, so steht der kleine Strich vor
der Zeigerzahl, handelt es sich um eine solche von X in bezug
auf Y, so steht er nach der Zeigerzahl. Die genaue Einhaltung
dieser von TSCHUPROW eingefahrten Bezeichnungsweise erleich-
tert den Uberblick iiber die vielen Koeffizienten,
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Die Koeffizienten dieser Gleichung lassen sich in einfacher
Weise durch die Parameter w ausdricken. Multipliziert man
nimlich beide Seiten der Gleichung (21) mit p;(X; — m,,o)",
wobei h irgendeine ganze positive Zahl (einschlieflich 0)
ist, so erhilt man

pi(X; —m, ,o)h(m{)”“ — my,;) = b,yp;(X; — muo)h +

+ by pi(X; — muo)h+1+ bysp;(X; — muo)h'” +---

+ byspi(X; — my |0)h+s-
Durch Summation tber alle { von i =1 bis i =k ergibt
sich unter Bertcksichtigung der Definition (15)

Zpi(Xi = my )" (mf}, — my,1) = w1y = ot io +
1
+ bn!‘h+1|o + bnz!‘h+2|o +ot b:s.“-h+s|o-

Indem man nun h nacheinander gleich 0, 1, 2 usw. bis s
setzt, erhilt man ein System von s -+ 1 linearen Gleichungen,
aus denen die s + 1 Koeffizienten b bestimmt werden konnen.

Ist die stochastische Beziehung von Y zu X eine lineare,
so ist s = 1. In diesem Falle erhalt man die 2 Gleichungen

(fur h=0) to11 = biotoro F b1 40,
(for h=1) ty g = biotty o + byittzo-

Da definitionsgemaf ;o = ty;; = 0 und yy,0 =1,
so ist dann
bo=10 und b, ="t
Haro
Die lineare Beziehungsgleichung von Y in bezug auf X lautet
daher

(22) mff), — my,, =%:';(X,~—m”0).
Da nach (17)
oy oy - Vit 1s Sy

= - =< "I
fa1o Vl‘zlo Vitaro Vitors Ox ’

so 128t sich die lineare Beziehungsgleichung von Y in bezug
auf X auch in der Form schreiben

(23) ml()il)l-mou =%'Tl|l‘(Xi—m1|o)-
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Entsprechend erhalt man f{tir die lineare Beziehungs-
gleichung von X in bezug auf Y

m{) — my = b, (Y mon)‘" PRRR ST (Y Mgyy).

Durch eine kleine Umformung erhilt man eine dritte Ge-
stalt von parabolischen Beziehungsgleichungen, die beson-
ders von den englischen und amerikanischen Statistikern
bevorzugt wird. Dividiert man nédmlich beide Seiten der

Gleichung (21) durch 6, und setzt
() __ . L
Mgy - TR _ ml(ll) und X; . My, — Ii'
X
so geht (21) tiber in
(24)m(i) b|o+b|16xx +bI2 xx +-. _l_bls"xx
Gy

Far s =1 folgt aus (23)
(25) m? =r x.

Der Vorteil der Form (24) bzw. (25) besteht darin, da§
durch die Division der in (21) bzw. (23) auftretenden
Differenzen mit den zugehdrigen Streuungen alle in der
Beziehungsgleichung auftretenden Koeffizienten unbe-
nannte Zahlen sind. Die Umformung von (21) in (24), die
geometrisch einer Anderung der MaBeinheit der Koordi-
naten gleichkommt, nennt man einen Ubergang zu ,,norma-
len Koordinaten“,

Durch die Beziehungsgleichung wird die far den
Forscher wichtigste Eigenschaft des stochasti-
schen Abhangigkeitsgesetzes ausgedriickt. Die Kennt-
nis derselben befdhigt uns, aus einem gegebenen Werte der
Verénderlichen X den erwartungsmifligen Wert der Verin-
derlichen Y zu berechnen. Die Beziehungsgleichung gibt
Aufschlufl uber die Art des Zusammenhanges, sie 148t
jedoch keinen Schlufl auf die Strammheit des Zusammen-
hanges zu. Insbesondere ist die Gestalt der Beziehungs-
linien vollig unabhingig von der Strammheit der Verbun-
denheit.
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17. DER KORRELATIONSKOEFFIZIENT

Bei der Mehrzahl der praktisch zur Untersuchung kom-
menden stochastischen Zusammenhinge liegen die bedingten
math. Erw. nicht genau auf einer geraden oder sonst ein-
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-8 —
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™~

[

Y-Achse

'

fach zu definierenden Linie. So ergibt z. B. die bildliche
Darstellung der Abweichungen der bedingten math. Erw. von
den nichtbedingten math. Erw., wie sie in K.-Tabelle II er-
mittelt wurden, die in Abb. 3 gezeichneten Punktschwarme.

[In Abb. 3 stellt die X-Achse E (Y), die Y-Achse E (X) vor, so
daB die Abszissen die Abweichungen von [ (X), die Ordinaten
die Abweichungen von E (Y) angeben. Die Lage des Achsen-
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kreuzes entspricht in Abb. 2 der Form (20), in Abb. 3 der Form
(21) von Beziehungsgleichungen. Die kleinen schwarzen Kreise
in Abb. 3 stellen die Zahlenpaare (X; — m,,), (m(oﬂ)l — my,,), die
liegenden Kreuze die Zahlenpaare (mY,’0 —my ), (Yi—myg,,) dar]

Man kann nun die Aufgabe stellen, zwei Geraden so zu
ziehen, daB die eine, wir wollen sie KK  nennen, die wahre
Beziehungslinie von Y in bezug auf X, die andere LL’ die
wahre Beziehungslinie von X in bezug auf Y ,moglichst
gut” wiedergibt. Nach der Methode der kieinsten Quadrate
wird diese Forderung von den gesuchten Geraden dann er-
fullt, wenn die Summe der Quadrate der Abweichungen
der nach der Gleichung der Geraden berechneten beding-
ten math. Erwn. von den entsprechenden wahren Werten der
bedingten math. Erwn. kleiner ist als bei einem anderen Ver-
lauf der Geraden, wenn also die Summe jener Abweichun-
gen, wie man sagt, ein Minimum ist. Da die bedingten
math. Erwn. ihrerseits Mittelwerte sind, so folgt im Falle einer
aus der Erfahrung gegebenen endlichen Zahl von Werte-
paaren aus jener Forderung die weitere: Die Summe der
Quadrate der Abweichungen u, der nach der Gleichung
der Geraden KK' berechneten Ordinaten von den entspre-
chenden gegebenen Ordinaten y,, und die Summe der Qua-
drate der Abweichungen v, der nach der Gleichung der
Geraden LL' berechneten Abszissen von den entsprechen-
den gegebenen Abszissen x, muf ein Minimum sein.

Legt man wie in Abb. 3 ein Koordinatensystem zugrunde,
dessen Ursprung im Punkte (mq,, m,,,) liegt, so mussen die
gesuchten Geraden wegen

DX = Zpi(xi —my) =0

und Sy, = Zqi(Yi —my,) =0
7

durch den Ursprung gehen. Die Gleichungen der Geraden
lauten daher
y=B,x und x=B,y,

und die Minimumsforderung fahrt zu den Gleichungen
I Zufx =2(yn - Bllxn)2 = minv

26
(26) l i = >(x, — B, y,)* = min.
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Aus der ersten dieser Gleichungen folgt durch Diiferentia-
tion nach B,

d (U, — 2B,y x, + x, B;)

dB,, =Bllzxi—2ynxn=0
oder
YnXn
(27) B|1=%T=Z"‘=b,l.
‘xn 2lo

Ebenso ergibt sich aus der zweiten der Gleichungen (26)

Zynxn
28 B, ==_""=tn_
( ) H ‘Zwy,'l Uy qe b”
Die Richtungskoeffizienten der gesuchten Geraden sind
somit identisch mit den Koeffizienten fir die linearen Be-
ziehungsgleichungen. Daraus folgt:

Die Gerade, deren Gleichung
m<()1|)1 My, = ’L”l (X my ) bzw. ml(?=rll1xi

ist, stellt die wahre Beziehungslinie dar, wenn
die stochastische Beziehung von Y zu X linear
ist; ist die Beziehung aber nicht linear, gibt
siediewahreBeziehungsliniemitder besten An-
niherung wieder. Das gleiche gilt natarlich auch far

die Gleichun .
& mg’,) = rmI?;-
Durch Multiplikation von (27) mit (28) ergibt sich

(Zy" ") =b i —_ 2
A "2 Un e “ Bypo 2 1

Setzt man die for B;, und B;, ermittelten Werte in den
Gleichungen (26) ein, so erhalt man
(S ynxn)

Z(yn— len) —2yn Hynz

=(1 _rlu)Ayn = VU'

Q(ZynX)

2(.\?,, llyn)2 x Xn \‘v 2 \

=(1 _r?u)zxn = 4./. e

Bu'Bu

11°
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Da die Quadratsummen >u? und 2 positiv sein massen,
kann r?,, nicht groBer als 1 sein. Je niher r},, der Einheit,
desto kleiner sind die Quadratsummen, desto enger schlie-
Ben sich die Punkte den Geraden an und desto kleiner ist
der Winkel zwischen den beiden Geraden. Ist

=1 so wird Sul=v1=0,

die beiden Geraden KK und LL’ fallen in eine zusammen,
so dafl Y —m,,, streng proportional X —m,, ist. 1',2], ist also
ein Maf dafir, mit welcher Anniherung die Abwei-
chungen der Veranderlichen Y und X von den arithmetischen
Mitteln einander proportional sind. Ein allgemein
gtltigesMafl for die Strammheit der stochastischen
Verbundenheit ist r};, iedoch nicht; als solches kann r} ,,
wie wir in Kapitel 19 sehen werden, nur dienen, wenn als
sicher angesehen werden kann, dafl die bestehende Bezie-
hung linear ist.

Benutzt man statt r},; den Kki. r,, selbst als Mafizahl, so
hat dies den Vorteil, daBl durch das Vorzeichen des Kki.
angegeben wird, ob die bedingte math. Erw. von Y mit der
Zunahme von X im Durchschnitt zu- oder abnimmt. Ist der
Kkf. positiv, so nimmt nach (25) die bedingte math. Erw. von
Y mit wachsendem X und ebenso auch die bedingte math.
Erw. von X mit wachsendem Y zu. Aus diesem Grunde wird
meistens r;,, als MaBBzahl benutzt. Es ist jedoch durchaus
falsch, was so oft zu lesen ist, ,,der Kkf. gebe an, mit wel-
chem Bruchteil ihres Betrages die eine Verinderliche in der
anderen enthalten sei’. Das gibt nicht der Kki. an, sondern
das Quadrat des Kkf. — sofern es sich tiberhaupt um eine
lineare Beziehung handelt und solange lediglich der stocha-
stische Zusammenhang von nur zwei Verinderlichen be-
trachtet wird. (Vgl. Kap. 26, S. 55.) Ganz deutlich tritt das bei
dem mehrfach erwihnten Wirielbeispiel zutage. Wenn ich mit
einem weiflen und einem schwarzen Wirfel wirfle, so wird
die Augensumme Y im Durchschnitt zur Halfte durch die
Augenzahl X des weilen Wiirfels bestimmt. Der Kkf. zwischen
Y und Xist aber, wovon sich der Leser unter Verwendung der
K.-Tabelle Il und der Formel (17) oder (18) selbst tiberzeugen
moge, + 0.7071, dagegen ist rf,=1-
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18. ZAHLENBEISPIELE

Die praktische Berechnung des Kkf. kann auf 3 verschiedene
Weisen durchgefiithrt werden. Die Wahl der Berechnungsart richtet
sich zweckmafig nach Art und Umfang des zu untersuchenden
Zahlenstoffes.

1. Beisp.: Handelt es sich um die Korrelation zweier stetiger
Veranderlichen, so erhalt man den genauesten Wert des Kkf,
wenn man die Merkmalwerte in dem gegebenen Genauigkeitsgrad
benutzt und den Kki. nach Formel (18) berechnet. Der Berechnungs-
gang ist dann folgender: Man berechnet zundchst die arithmeti-
schen Mittel £ (X) und F (Y) der beiden Wertereihen, dann fir
jedes X, und Y, die Abweichungen x, und y,, und bildet (unter
Beachtung der Vorzeichen!) der Reihe nach die Produkte zusam-
mengehoriger Abweichungen x, y,, X, y, usw. und schliellich die

n=N

Produktsumme >'x, y,;. Alsdann berechnet man die Quadrate
n=1

x}, x} usw., g}, yi usw. und die Summen 3'x} und D'y;. Aus den

auf S.24 genannten Paaren von Abweichungen erhalt man z.B.

Xy =+ 165 xi= 121 yi= 225
x4, =+ 53.30 xi= 169.00 y:=— 1681

Dy, =+95357  S'xj=1281842 S'y;=675.98,

daher nach (18)
-+ 953.57
T =
1177 1/2818.42 - 675.98

Bei dieser Rechnungsweise ist, wenn es sich nur um die Be-
rechnung des Kkf. handelt, die Aufstellung einer K.-Tabelle un-
notig. ’

2. Beisp.: Handelt es sich um zwei unstetige Verédnderliche, die
nur weniger Werte fahig sind, und ist die Zahl der Wertepaare
(N) sehr groB, so ist die Aufstellung einer K.-Tabelle zweckmaBig.
In diesem Falle wird der Kkf. nach Formel (17) berechnet. Fir
K.-Tabelle I ergibt sich nach (14) und (15)

y1“=% (119-(1 —1.3)- (5 — 5.8) + 103 - (1 — 1.3) - (6 — 5.8) +
+10.(1—13)-(7—58)+1-(1—13)-(8 —5.8) +
+6-(2—13)-(5—5.8)+51-(2—13)-(6 —5.8)+
+16-2—13)-(7—58)4+5.2—13).8—5.8) +
+1.3—13)-(6—58)+2-(3—13)-(7—5.8) +
+5-3—13)-8~—58)+2.(3—1.3)-(9— 5.8) | =+ 0.240.

= 4 0.691.
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Ferner ist

fhao = 5;—1 -{233-(1—1.3)*478-(2—1.3)* 4 10-(3— 1.3)* } = 0.274,

fois = g7+ 125+ (5—58)" 4 155 (6 — 5.8)" 428 (7 — 5.8)" +

4 11-(8—58)'+2-(9 — 5.8)*} =0.624.
+ 0.240
V/0.274. 0.624

Diese Berechnungsweise 148t sich natiirlich auch fiir stetige Ver-
anderliche anwenden. Man mufl sich dabei jedoch dariber klar
sein, dafl in diesem Falle durch die Klasseneinteilung und die
Verwendung der Intervallmitten zur weiteren Rechnung Ab-
rundungsiehler auftreten. So erscheint z. B. das dritte Werte-
paar der 50 Paare auf S.24 in K.-Tabellell und den auf diese
gegriindeten Rechnungen nicht mehr als (—17.2).(—4.2), sondern
als” (—18)-(—4). Die Berechnung des Kki. aus der K.-Tabelle
empfiehlt sich fir stetige Merkmale daher nur dann, wenn N sehr
grof ist, so dag viele Paare X,, Y, einander gleich sind, die Haufig-
keitszahlen z;,jin der K.-Tabelle daher nicht nur 1 und 2 betragen
wie in K.-Tabelle ll,sondern Werte annehmen wie die in K.-Tabellel.
In diesem Falle wird durch die Anlage der K.-Tabelle und Be-
rechnung nach dieser eine Zeitersparnis erzielt, wahrend bei weni-

en, grofitenteils verschiedenen Werten die Verwendung der Formel
18) rascher zum Ziele fiihrt.

3. Beisp.: Ist die Zahl der Klassenintervalle der K.-Tabelle gro8
oder wenigstens groSer als in K.-Tabellel dann ist die Bildung
der Abweichungen X;— m,;, und Y;—m,, fir jedes X; und Y;
und die Muiltiplikation mit den gebrochenen Zahlen muahsam. Es
ist daher zweckmaigig, falls man iiberhaupt von einer K.-Tabelle
ausgeht, folgende vereinfachte Berechnungsartanzuwenden.

In K.-Tabelle 1V, welche das Abhéngigkeitsgesetz zwischen der
Korpergrofie und dem Korpergewicht (ohne Kieider) von 648 ge-
sunden, kraftigen deutschen Mannern im Alter von 19 bis 32 Jahren,
die sich in den Kriegsjahren 1917 und 1918 freiwillig zum Flug-
dienst gemeldet hatten'), darstellt, sind die fetten, grofien Zahlen
die Haufigkeitszahlen z;,;. Far m, ergibt sich 170 cm, fir m,,,
65 kg. Man sucht nun jene Kolonne der K.-Tabelle, in deren Inter-
vall m,,,,und {ene Zeile, in der m,,, enthalten ist, auf und macht
sie, wie in K.-TabellelV, durch zwei starke Linien kenntlich. An
Stelle der Abweichungen von m,,, und m,, bildet man die Ab-
weichungen von der hervorgehobenen Kolonne bzw. Zeile, und
zwar nicht in den MaBeinheiten, in denen Y und X gemessen sind,
sondern in Intervallgroen. Auf diese Weise erhalt man als Pro-
dukte der Abweichungen lauter ganze Zahlen. Diese Produkte
sind in K.-Tabelle IV unter den Haufigkeitszahlen angeschrieben. In

Daher nach (17) r, = = 4 0.580.

1) Nach H. RAUTMANN, Untersuchungen aber die Norm. Jena 1921.
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dem durch starke Linien kenntlich gemachten Kreuz betragen die
Produkte der Abweichungen natirlich 0, in dem linken oberen
und rechten unteren Quadranten sind sie alle 4, in den beiden
anderen —. Die leicht im Kopfe zu berechnenden Produkte mit

den Haufigkeitszahlen z; ;sind’):

links oben rechts oben links unten rechts unten
54 2 6 55 30

92 7 17 74 27

26 2 8 33 24

30 11 8 12 12

62 39 42 8

51 ) 72 24
315 72 32
+ ] __ 15
24 1564

Korrelationstabelle 1V: Korrel. zwischen Korpergrofle
und Korpergewicht gesunder junger Méanner.

Korpergrofie in cm: X u. | m®
157.5161.5/165.5|109.5]173.5[177.5]181.5[185.5]| ' | '
540 9 (23|13 41| .. . | 50 | 1627
+6|+4|+2] 0 [—2
5910 | 31 | 51 | 40| 7 1 . . 140 | 165.7
+3(+2(+1] 0 |—1|—2
P~
. 3 (12| 51}72}144] 9 |3 . 1104|1692
oo 41010 lo|o|lolo]o
E 60 . 311714215537 11 3 | 1681731
= —2{— 1| 0 |4+ 1|4+2|+3[+4
Q
Blgal . | 2] 4102118 12| 1 | 68 |1747
& —4|—2]| 0 |4+2|+4|+6[+8
Slaol . | .. 118153 2]19]1768
S 0 |+3|+6|+9|+12
8al . | - | - 13111212 8 |1790
4+ 4|+ 8[+12[416
A A U N . 1 | 1815
89 15
m, |22 |71 ]136]169]139| 71|32 ] 8 | 648=N
m{ 157.6(59.1|62.1 | 64.5|68.5|70.4|72.9|75.9

1) Die Vorzeichen sind jeweils erst bei den Summen jedes
Quadranten angeschrieben.
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Daraus ergibtsich pj,, = (-4 315 — 11 — 39 4 564): 648 = 4 1.279.
Aus uj;, kann auf folgende Weise u,), gefunden werden:
Nach den obigen Erlduterungen ist

, 1 2‘ Elz X,‘_mllo Y,'_moll
#”‘_N » ‘ ilj Py c, ’
t ]

wenn mit m,;, die Intervalimitte der Hauptkolonne, in deren Inter-
vall m,, liegt, und mit m,,, die Intervallmitte der Hauptzeile,
ferner mit ¢, die Klassengrole von X, mit ¢, die Klassengrofie
von Y (in den der K.-Tabelle zugrundeliegenden Einheiten) be-
zeichnet wird.

Da aber

1 ’
B =WZ 2 , zi]j(Xi_mllo)(Yj'—moll)
i

ist, so erhdlt man, wennnoch m,;, — m, ,=§undmy,, —my, =7
gesetzt wird,

X;—my =X —m,+§& und Y,—my=Y,—m, +n;
daher
(Xi_mllﬂ)(yi—m0|!)= (Xi_mxlo)(yi_moll)+

+71(Xi_mllo)+§(yj~moll)+§n
X.—m Y.—m
d i 1l0. i 0“_
w2 D
1 1
. X,-—-ml,o Y,‘_'ml)ll
= 7. .
22 i 21 G +
X.—m Y.—m
n i 110 § L1 n“. i.—’l—
+?ZP1—-—C‘ +—c‘—’2q’ e tTon M

Daraus ergibt sich, weil

Zpi(xi_mxlo)=2qi(y,"—mou)=0»
i 7

nach Division durch N

lL, —_ Uqyq én
™ e g
oder Bypy =€, Cy -ty ;1 — &0+

Im obigen Beispiele ist u};, = + 1.279, m, |, = 169.5, m, |, = 64
¢, =4, ¢,=5, =+ 0.5, =1, daher g, = -+ 25.08. Da,
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6, =5.985, 6, =6.415, so ist r,|, = + 0.653. Im allgemeinen sind
also die groBeren Manner auch die schwereren. Vergleicht man
iedoch den Kki. mit anderen Kkfn., so sieht man, dafl die Propor-
tionalitdit zwischen KOrpergewicht und Korpergrofie selbst bei
ausgewdhit gesunden, Kkréftigen Ménnern geringer ist als z. B.
die zwischen der Augensumme von 2 Wirfeln und der Augen-
zahl von nur einem der beiden Wiarfel. Da das Gewicht eines
Korpers von dessen Volumen abhéngig ist, ist die Annahme nahe-
liegend, daB die stochastische Beziehung zwischen Korpergewicht
und Korpergrofle, d. h. der Lange des Korpers keine lineare ist,
s0 dafl in diesem Falle der Kkf. kein Mafl fiir die Strammheit
der stochastischen Verbundenheit ware und die Moglichkeit be-
stiinde, dal der Zusammenhang doch ein engerer ware als zwischen
der Augensumme von 2 Wiirfeln und der Augenzahl von nur einem.
Der Leser kann sich jedoch durch Eintragung der bedingten
math. Erwn. in ein Koordinatensystem entsprechend Abb. 2 selbst
davon iiberzeugen, daBl sowohl die bedingten math. Erwn. von Y
als auch die von X fast genau auf geraden Linien liegen. (Vgl.
Kap. 19, 2. Beispiel.)

19. DAS KORRELATIONSVERHALTNIS

Die Beziehungsgleichung ermdglicht es, wie wir gesehen
haben, von einem gegebenen Werte X; auf den ,,erwartungs-
maBigen* Wert der Veranderlichen Y zu schlieBien. Eine Ge-
wiheit, dal Y diesen Wert auch wirklich annimmt, besteht
nicht, da ja das Wesen des stochastischen Zusammenhanges
gerade darin liegt, dal Y auch nach der Festlegung des
Wertes von X immer noch verschiedener Werte fahig bleibt.
Aber durch die Beziehungsgleichung wird der mogliche
Wertbereich von Y eingeengt, falls Y mit X korreliert ist.
Dies ist dann der Fall, wenn die bedingte math. Erw. von
Y fur verschiedene X; verschiedene Werte annimmt. Ist aber
m{), = const. = myq,,, so ist ¥ mit X nicht-korreliert.

Nimmt man nach Pearson das Quadrat der Streuung
als Maf fur die Schwankung, deren eine zufallige Verander-
liche fahig ist, so wird ohne Beriicksichtigung des stocha-
stischen Zusammenhanges von Y mit X die Schwankung von
Y durch g, bestimmt, beiBeriicksichtigung dieses Zusammen-
hanges jedoch durch u{),. DasMaBderdurchschnittlichen
Schwankung der nach Festlegung des Wertes von X mdg-
lich bleibenden Werte von Y um die jeweilige bedingte
math. Erw. ist daher_>p,u{),. Da nun nach (5) p;q}” = wij;
und da ferner i
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ZZwuf(Y- - mon)(m((,?l — my,,) =
_2 P;(mou mou);%({)(yj“mou)} =
_.xZPi(mo,l — my ;)%
soist i)y =X pig)” (Y — m),) =
_?walx (Y —mou) 0,1_m0|1)} =
—2:4’/ wijj Yi - mou)2 —;pi(mff,’l - mou)s =
= llgg — ‘iZPi(mf)?, - mou)2-
Ep,-ug'?z ist also immer kleiner als s, sofern nicht far

i
alle i m{), = my,,, d. h. X mit Y nicht-korreliert ist. Je kleiner
Ep,-uf;?, gegentber der Gesamtstreuung g, 5 desto sicherer

1

ist die Abschatzung von Y auf Grund der Beziehungsgleichung,
desto mehr nihert sich die Aussage (Voraussage) tber den
zu erwartenden Wert von Y der Vorausberechnung von Y
im Falle eines funktionellen Zusammenhanges. Das Verhailt-
nis der durchschnittlichen bedingten Streuung S'p,u{?, zur

1
nicht-bedingten Streuung ist dahereinMafifirdie Stramm-
heit der stochastischen Verbundenheit. PEARsoN hat far
dieses Verhaltnis, zu 1 erganzt, die Bezeichnung Korre-
lationsverhiltnis (Kvh.) eingefahrt. Dieses ist also defi-
niert!) durch

(29) Me=1— p_lz P “o;z
Da pr(‘om f"onz_zp (mou_ my,1)%, so ist
‘(30) ( 'hshx = mzp.'(mg?l - m0|1)2

1) Man definiert das Kvh. durch das Quadrat 7% um auszu-
driicken, dal es im Gegensatz zum Kkf. immer eine positive
Zahl ist.

Math.-phys, Bibl. 75: Baur, Korrelationsrechnung 4
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oder =2 P (M),
Entsprechend ist .
"Iily = L;!;qu'(mgi,)o —m 10)2
i

oder THE =2qi(m(1ﬂ|)’-
7

Steht Y in funktionellem Zusammenhang mit X, so sind
alle bedingten Streuungen und ihre Quadrate u{?, bzw. uff),
gleich 0, das Kvh. wird dann 1. Ist Y mit X nicht-korreliert,
ist n,x = 0. Die Bedeutung des Kvh. als MaB far die Stramm-
heit der Verbundenheit ist vollig unabh&ngig von der
Gestalt des stochastischen Abhingigkeitsge-
setzes.

Ist die Beziehung von Y zu X eine lineare, so dafl die
Beziehungsgleichung lautet M® = r,,,X,, so ist, da

9 1 °
2 piXi = e 2 pi(X;—my o) =1,
7 20
S o =1 = 1.

Bei linearer Beziehung sind also Kvh. und Quadrat des
Kkf. einander gleich. Darum kann bei linearer Beziehung (aber
auch nur bei solcher) der Kkf. auch als MaB far die Stramm-
heit der stochastischen Verbundenheit benutzt werden. Ist die
Beziehung nichtlinear, so ist stets r?,, <ny,, und r¥,, <=y

Bei der praktischen Berechnung des Kvh. ist darauf zu
achten, daf} bei kleinem N die Zahl der verschiedenen Werte
von X gleich N sein kann. Dann wiirde jedem Werte von X
nur ein Wert von Y entsprechen, so dafl in diesem Falle
alle u{}), gleich 0 waren und ein funktioneller Zusammenhang
vorgetiuscht wirde. Durch Vergrofierung von N und pas-
sende Klasseneinteilung der Veranderlichen ist dann dafir
zu sorgen, dafl mindestens bei der Mehrzahl der X; jedem
X; mehrere Y entsprechen und umgekehrt.

1. Beisp.: Soll fur die 50 Wertepaare auf S. 24 das Kvh. 7}«
berechnet werden, so legt man die K.-Tabelle Il an. Fir

ni(m(()il)l —Mmy,)*
erhalt man der Reihe nach von links nach rechts: 36.0, 20.25,
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5.31, 73.5 6.25, 2.27, 4.05, 22.66, 0.06, 0.33, 40.5, 40.5, 42.61, 80.59,

12.25, 16.0 und daher, da pi=—”i S'p; (mly — m,,,)? = 8.065.

Da y,;, =13.56, ist ny|x—0595 Berechnet man den Kkf. aus
der K.-Tabelle, so erhalt man r,;, ==0.686; daher ist 5}, —rl,
={} x=0.124.

2. Beisp.: Aus den in K.-Tabelle IV angegebenen bedingten
math. Erw. m{), ergibt sich

Spi(mh — my 1,)*=17.9; da gy, = of =41.15,
i

so ist nf, = 0.435. Daher ist 5§, —r; = 0.435 — 0.426 = 0.009.
Die geringe Differenz zwischen dem Kvh. und dem Quadrat des
Kkf. entspricht der schon im vorigen Kapitel erwahnten Tatsache,
daBl die bestimmten Korpergrdfien (gesunder Manner) zugeord-

neten math. Erw. m((,",)1 des Korpergewichtes bei bildlicher Dar-
stellung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem fast genau
auf einer geraden Linie liegen.

20. HOHERE r-PARAMETER

Denkt man sich alle N Paare zusammengehoriger Werte
von Y und X fortlaufend numeriert und bezeichnet mit x,,
und y, wie in (18) die Abweichungen des nten Paares von
den arithmetischen Mitteln m, ,, und my,,, so erhalt man far
die haufiger vorkommenden der hoheren r-Parameter nach
(16) und (15) folgende Formeln:

Tya = Nzx;y; H Iy = N-Zi@ —;
D Sy VS (Su)
N- x4, N Sy
IR TR ST
N an
Ty0= an)g

Aus (25) 148t sich eine einfache Beziehung ableiten, der
gewisse der héheren r-Parameter genfigen miissen, wenn
eine stochastische Be21ehung linear sein soll. Multipliziert
man (25) beiderseits mit p; X und summiert tiber alle i, so

erhilt man
ZP,m"’%" =rnnSpX.
1
4.

@1y s =
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Durch Einsetzen der urspriinglichen Briche (siehe S. 33)
far M und X; erkennt man, daB

2P M =14, und Sp; X+ =1, .
1 1

Die Bedingung lautet demnach:

Ist die stochastische Beziehung von Y zu X linear, so
mufl fir h=2,3,4, ...
(32a) Tyt = T11 Thgano sein.
Desgleichen ergibt sich als Bedingung fir die Linearitat
der Beziehungsgleichung von X in bezug auf Y

(32b) T1|h=T“1'1‘0|h+1 fﬂr h=2,3,4..-
Beisp.:Fardasmehrfach erwdhnte Witrfelbeispiel der K.-Tabelle [11
ergibt sich nach (31)
ry = + 1.224, r,s = + 1673, r,, = 4 1731,
Iojo = + 2366, ry, = 4 0.707.

Tatsachlich ist
0.707 - 1.731 == 1.224 und 0.707 - 2.366 = 1.673.

21. DIE NORMALE KORRELATION

Ist die Beziehungsgleichung von Y in bezug auf X und
von X in bezug auf Y linear und sind Y und X stetige Ver-
anderliche, die zwischen — o und 4+ oo alle Werte an-
nehmen konnen und deren Verteilungsgesetz das bekannte
Gaufische Fehlergesetz ist, so ist die Wahrscheinlichkeit
des Zusammentreffens eines Wertes von X, dessen Abwei-
chung von my,, in normalen Koordinaten zwischen X und
X + dX liegt, mit einem Werte von Y, dessen Abweichung
von my,, zwischen 1) und 1) 4 d1) liegt, gleich

. B2, XN+
2(1-r1}n)
YT e dxdy).

In diesem als ,normale Korrelation" bezeichneten Falle
ist mit r,, das ganze Abhingigkeitsgesetz ausgedrackt.
Daher lassen sich alle sonstigen Mafizahlen als Funktionen
von ry,, ausdricken. Z. B. ist bei normaler K.

Tpye =142, rsy=r,3=3n Tyo=Tluu=3.
In den ersten Anfangen der K.-R. — vor etwa einem halben
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Jahrhundert — hielt man jede K. mindestens annihernd for
das, was wir heute als ,normale Korrelation” bezeichnen.
Wir massen uns dartiber im klaren sein, daf} die normale
K. nur eine von den unendlich vielen méglichen Gestaltungs-
formen des Abhangigkeitsgesetzes ist und dafl sie in der
Natur niemals vollkommen verwirklicht ist. Bei einigen biolo-
gischen Zusammenh#ngen sind die Abweichungen von der
normalen K. allerdings ziemlich gering.

IV. DIE SCHATZUNG DER APRIORISCHEN MASS-
ZAHLEN AUF GRUND EMPIRISCHER WERTE

22. APRIORISCHE UND EMPIRISCHE MASSZAHLEN

Uberblicken wir, wie in dem Warfelbeispiel der K.-Tabellelll,
den Gesamtumfang aller Wertverbindungen von Y und X
und ihrer Haufigkeiten, so sind die p; und g; apriorische
Wn., und die gewonnenen Parameter und MaBzahlen zur
Kennzelchnung von Art und Strammheit der stochastischen
Verbundenheit sind im gleichen Sinne ,apriorisch®, In die-
sem Falle sind die MaBzahlen fehlerfrei; es hat keinen Sinn
z. B. vom mittleren Fehler des fiir das genannte Beispiel
ermittelten Kki. zu sprechen. In den meisten Fallen sind aber
die Wertepaare, mit denen wir rechnen, nur der Natur ent-
nommene Proben; die Maflzahlen, die wir ermitteln, sind
infolgedessen Erfahrungswerte wie die ihnen zugrundelie-
genden r. Hn. Es entsteht dadurch die Aufgabe, von den
errechneten (empirischen) Mafizahlen, welche das Abhingig-
keitsgesetz nur ftir den gerade im Gesichtsfeld des Forschers
erscheinenden Ausschnitt kennzeichnen, auf das apriorische
Abhangigkeitsgesetz, das wir ja im Grunde suchen, zu schlie-
Ben. Die Berechtigung zu solchem Schlusse liegt einzig und
allein in dem Erfahrungssatz, den wir als ,,Gesetz der gro-
Ben Zahlen“ kennenlernten. Wie die r. Hn. bei Vergrofie-
rung des Beobachtungsstoffes Grenzwerten zustreben, so
streben auch die stochastischen Mafizahlen Grenzwerten zu.
Wir kennen diese Grenzwerte nicht, aber wir kdnnen uns
dadurch ein Bild von ihnen machen, dafl wir die Fehler
abschitzen, die wir begehen, wenn wir annehmen, daf§
die ermittelten empirischen Mafizahlen den gesuchten apri-
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orischen, die mit den Grenzwerten identisch sind, gleich sind.
Es ist ganz unmoglich auf die hierzu notigen, zum Teil
schwierigen und umfangreichen fehlertheoretischen Unter-
suchungen im Rahmen dieses Buchleins einzugehen. Wir
missen uns darauf beschrinken, die fur den Praktiker un-
umgénglich nétigen Formeln zur Berechnung der Fehler
ohne weitere Ableitung mitzuteilen.)

23. DIE SCHATZUNGSFEHLER DES KORRELATIONS-
KOEFFIZIENTEN

Wenn man, wie das in den vorangegangenen Kapiteln
geschehen ist, zur Berechnung der empirischen Mafizahlen
die gleichen Formeln benutzt wie fur die apriorischen Mafi-
zahlen, so begeht man in jedem Falle nicht nur einen bald
positiven bald negativen zufélligen Fehler, sondern auch
einen systematischen Schitzungsfehler. Der systematische
Schitzungsfehler nimmt jedoch beim Kkf. mit wachsendem
N sehr rasch ab. Ist N> 20, so kann er gegeniiber dem
mittleren Fehler der zufilligen Abweichungen des empiri-
schen Kkf. vom apriorischen Kki. vernachlassigt werden. Der
m. F. des Kkf. ist in erster Ann&herung

m.F.(ry,) =

33 :
(33) ]/IN{ °|2(1+ 7111) I‘l,,(r3,1+1‘1,3)+%1'f,1(r4,0+r0,4)}’Z.

Diese Formel gilt fiir alle Abhdngigkeitsgesetze. Ist die Be-
ziehung von Y zu X und von X zu Y linear, so ist nach
(32 a) und (32 b)

Tg;y =Ty " Tgo uUnd ry3=ry; Iy, und somit
3 ¥
(34)mF(r,,1)—-—{r2,2(1+ rlll) 4T1|1(1'4|o+7'014)}'.

Bei normaler Korrelation folgt aus (34) wegen
fyy=1+ 2} und ryo=ry, =3

(35) m. F. (r;,) =

l—rill.
VN

1) Fir eingehenderes Studium sei hier nochmals auf das im
Vorwort genannte TSCHUPROWsche Werk verwiesen.
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Falschlicherweise wird die Formel (35) von vielen For-
schern, die sich der K.-R. bedienen, auch dann angewandt,
wenn auch nicht annahernd normale Korrelation vorhanden ist.

24, DIE SCHATZUNGSFEHLER DES KORRELATIONS-
VERHALTNISSES

Im allgemeinen Falle eines beliebig gestalteten Abhéngig-
keitsgesetzes sind die Formeln far den systematischen und
den mittleren zufalligen Fehler des Kvh. ziemlich verwickelt.
Wirwollen uns daher darauf beschranken, den systematischen
Fehler S und den m.F. far den Fall anzugeben, dafl die Be-
ziehungsgleichung von Y in bezug auf X linear ist. Alsdann
ist in erster Annaherung

S(ﬂilx)=
(36))— {”'ol 24‘0012_1+T1|1+T1|17014+"1|1T2|z 2T1|1’1|3}
m. F. (711‘1|x)=
37 1 L
VNTm{2(2+r1;x)72|°+r141ro:4 37111’4:0_4’1|1T1|3} .

Von besonderer Wichtigkeit sind die Fehler der Differenz
& x =ny,x— 1., weil die GroBe dieser Differenz ein Kri-
terium daftr ist, ob die Beziehung von Y zu Xlinear
ist oder nicht. Da ja die empirischen Ma8zahlen mit Fehlern
behaitet sind, kann aus #3,x > 1} ,, sofern diese Grofien aus
Erfahrungsstoff (Beobachtungen,Zahlungen) erhalten wurden,
noch nicht geschlossen werden, dafl die vorliegende stocha-
stische Beziehung nicht linear sei. Ein Urteil hieriiber kann
vielmehr erst unter Bertcksichtigung der Fehler von &«
gewonnen werden.

Der systematische Fehler von &, ist, falls die Beziehung
von Y in bezug auf X linear ist, ndherungsweise

(38) S(& )= N Iy " 2#8;2 ’1211)—'1'212"”?117'4:0},

1
der m. F. (§,,) ist von der GréBSenordnung -

Beisp.: Auf Seite 45 fanden wir far die Werte der K.-Tabelle 11
&% »=0.124. Nach Formel (38) erhalt man als systematischen
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Fehler 0.090. Der m. F. betrdgt ungefihr 0.02. Es brauchte also
zum systematischen Fehler nur noch ein positiver zufilliger Feh-
ler, der das 1,7fache des m. F. betrigt, hinzukommen, um die
Differenz ¢}, = 0.124 zu erzeugen. Es ware daher in diesem
Falle verfehlt, aus ny, > r},, zu schlieBen, daB die (apriorische)
stochastische Beziehung zwischen dem Luftdruckgefalle Ponta Del-
gada—Island im November und der gleichzeitigen Temperatur-
ditferenz Tromso—Westgronland nicht linear sei.

25. DIE DEUTUNG DER KORRELATIONSKOEFFIZIENTEN UND
KORRELATIONSVERHALTNISSE

In den vorangehenden Kapiteln wurden die Berechnungs-
weisen und die Bedeutung des Kkf. und des Kvh. als MaB-
zahlen der stochastischen Verbundenheit von zwei zufilligen
Verinderlichen besprochen. Es war das Bestreben des Ver-
fassers, die Darstellung so zu gestalten, dal auch mathe-
matisch weniger geschulte Leser in den Stand gesetzt wer-
den, die K.-R. in ihrem Arbeitsgebiet nutzbringend anzuwen-
den. Damit dieses Ziel auch wirklich erreicht werde, ist es
aber noch notig, ausdrticklich darauf aufmerksam zu machen,
dafl es natfirlich nicht damit abgetan ist, Kkfn. und Kvhe. und
ihre Fehler zu berechnen. Zur Gewinnung sicherer Grund-
lagen ist es zwar von grofier Bedeutung, die Strammheit des
stochastischen Zusammenhanges oder den Grad, in welchem
die Schwankungen zweier Erscheinungen als annihernd pro-
portional angesehen werden konnen, zahlenmafig festzu-
stellen,das wichtigste bleibt aber immer die Deutungder
errechneten Mafizahlen. Hierbei muf vor allem im Auge be-
halten werden, dafl selbst aus einem ganz nahe an 1 liegenden
Kki. oder Kvh. noch nicht auf einen unmittelbaren ursach-
lichenZusammenhang der beiden Erscheinungen in dem Sinne,
daB8 die eine die ,,Ursache* der anderen ware, geschlossen
werden darf. Es kann eine hohe K. zwischen zwei Erschei-
nungen auch dadurch zustande kommen, dafl beide durch
einen tibergeordneten Erscheinungskomplex beeinflufit wer-
den. In diesem Falle nennen wir die K. eine symptoma-
tische. Ein ausgezeichnetes Beispiel einer symptomatischen
K. hat Sorer') gegeben. Er fand zwischen der GroBe der Pro-
duktion und der GroBe des Verkehrs in Osterreich im Zeit-
raum 1882 bis 1911 den Kkf. 4+ 0.988, zwischen Produktion

1) R. SORER, Aligem. statistisches Archiv 8. Jahrg. 1914, S. 193.
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und Verbrauch im gleichen Zeitraum + 0.975, zwischen Ver-

kehr und Verbrauch + 0.994. Diese hohen Kkfn. sind,,Symp-

tome” der Steigerung des gesamten Osterreichischen Wirt-

schaftslebens im genannten Zeitraum. Stellt man den zeitlichen

Verlauf der drei Zahlenreihen bildlich dar, so bekommt man

3 steil ansteigende Kurven. Es wire verfehlt, aus der hohen

K. auch auf einen hohen Grad der Ubereinstimmung der 3

Erscheinungen in den Abweichungen von ihrem Hauptverlauf

schlieien zu wollen. Will man den stochastischen Zusammen-

hang der Schwankungen um den gemeinsamen Haupt-

verlauf untersuchen — und das ist in den meisten Fallen das’
wichtigste —, so mufl man bei der Berechnung der K.-Mafle

nicht von den Abweichungen vom arithmetischen Mittel, son-

dern von den Abweichungen vom Hauptverlauf ausgehen.
Dabei ist jedoch darauf zu achten, daB die Summe aller
Abweichungen einer Veranderlichen stets gleich 0 sein mu8.
Nur unter dieser Voraussetzung kann z. B. die Formel (18)
auch auf die Abweichungen vom Hauptverlauf angewandt
werden. Der Hauptverlauf wird in der Naturwissenschait als
,,sikulare Schwankung®, in der Wirtschaftsstatistik mit dem
englischen Worte ,, Trend* bezeichnet.

Auf noch wenig durchforschten Gebieten ist es oft sehr
schwierig, zur richtigen Deutung von Kkfn. zu kommen. Durch
zielbewufite Vorbearbeitung des gegebenen Zahlenstoffes,
z. B. Ausschaltung s#kularer Schwankungen, Untersuchung
vieler verwandter Erscheinungen mit den Mitteln der K.-R,,
Betrachtung der Anderungen (oder auch der angenaherten
Konstanz) der Kkin. und Kvhe. in Zeit und Raum wird man
aber schliellich doch zum gewtinschten Ziele gelangen.

V. DIE STOCHASTISCHE VERBUNDENHEIT VON
MEHR ALS ZWEI VERANDERLICHEN

26. LINEARE BEZIEHUNGSGLEICHUNGEN FOR MEHRERE
VERANDERLICHE

Der Begriff des stochastischen Abhangigkeitsgesetzes,
wie er in Kapitel 12 entwickelt wurde, 148t sich nattrlich
auch auf den Fall ausdehnen, da eine zufillige Verinder-
liche mit mehreren anderen Veranderlichen zugleich sto-
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chastisch verbunden ist. Wie bei der Untersuchung des
stochastischen Zusammenhanges von 2 Veranderlichen neben
den nicht-bedingten Verteilungsgesetzen der beiden Ver-
anderlichen auch bedingte Verteilungsgesetze nebst den
zugehorigen MaBizahlen auftreten, so erscheinen bei der
Untersuchung des stochastischen Zusammenhanges von mehr
als zwei Veranderlichen auch bedingte Abhangigkeitsgesetze
und dementsprechend bedingte Kkin. und bedingte Kvhe.
Es wirde zu weit fiuhren, die simtlichen dadurch neu hin-
zukommenden Begriffe und Aufgaben in dem vorliegenden
Btichlein auch nur anzudeuten. Wir massen uns daher auf
die allereinfachste und zunichst praktisch am héaufigsten
vorkommende Aufgabe beschrinken, die darin besteht, eine
lineare Beziehungsgleichung aufzustellen, durch
welche die bedingte math. Erw. einer der Verinderlichen
,,moglichst gut“ als lineare Funktion der bedingenden Werte
der anderen Veranderlichen dargestellt wird. Diese Aufgabe
entspricht der in Kap. 17 fiir nur 2 Verdnderliche behan-
delten.

Wir bezeichnen mit Y die bedingte Veranderliche, wih-
rend X,, Xy, ..., X,, fortan nicht mehr — wie in den Ab-
schnitten I bis IV — verschiedene Werte ein und derselben
Verinderlichen, sondern die verschiedenen bedingenden
Verinderlichen bedeuten sollen. Zusammengehorende Werte
bezeichnen wir als eine Wertegruppe. Wenn z B. der
stochastische Zusammenhang des Ertrages der Heuernte
eines Gebietes mit der im unmittelbar vorangegangenen
Frahjahr gefallenen Niederschlagsmenge und der Tempera-
tur dieses Gebietes im Erntemonat und im vorangegangenen
Monat untersucht werden soll, so bilden Heuernteertrag,
Fruhjahrsniederschlagsmenge, Temperatur des Erntemonats
und Temperatur des Vormonats des gleichen Jahres eine
Wertegruppe. Die Zahl der Wertegruppen bezeichnen wir
wieder mit N, und alle Summen werden Giber alle nach der
Zeit oder sonstwie geordneten Wertegruppen von 1 bis N
genommen. ¥,, X1,», X2,v,-..,Xn,v stellen die Abweichun-
gen der Veranderlichen Y, X, usw. in der vten Wertegruppe
vom enisprechenden arithmetischen Mittel oder der zuge-
horigen Linie der sikularen Schwankung dar. An Stelle des
bisher gebrauchten Summenzeichens Zverwenden wir das



Lineare Beziehungsgleichungen fiir mehrere Veranderliche 53
v=N
kirzere Gausssche [ 1, so daB z. B. [x; x,] = > (x1,+-x3,,).
r=1
Die Streuungen von y, x,, xg,..., X, bezeichnen wir mit
Gyy Oty Ogy+ .« Oy, die Kkin. von Y mit jeder einzelnen
Veranderlichen X,, X5, ..., X, mit ry, 15, ..., 1y
Auch bei mehreren Verinderlichen ist es meistens zweck-
miBig, die Beziehungsgleichung in der Form aufzustellen,
daBl nicht die bedingte math. Erw. von Y sondern die be-
dingte math. Erw. der Abweichung von Y als Funktion
der entsprechenden Abweichungen der X dargestellt wird.
Die lineare Beziehungsgleichung lautet dann

(39) E()y=l31x1+52x2+"'+13nxn
oder ,in normalen Koordinaten“
(40) E()n=71x1 +72x2+"'+7nxn'

Mit dem Zeichen F¢) ist zum Ausdruck gebracht, dafl es
sich um die bedingte math. Erw. handelt. Entsprechend
der auf Seite 33 gegebenen Definition von I} und X sind
die Koeffizienten der Gleichung (39) mit denen der Gleichung
(40) durch die Beziehung verbunden

0y
(41 Bn = ;;J V-

Setzen wir in (39) nacheinander die Abweichungen der
N Wertegruppen ein, wobei wir ftr FOy das jeweilige y
setzen, so erhalten wir, da dann die Gleichung (39) nicht
genau befriedigt wird, N Gleichungen der Form

Ah=—y + ﬁl X1,» +ﬁsx2,v+" -+ ﬁnxn,"-

Nach der Methode der kleinsten Quadrate ist das Wert-
system B,, By, - - -» By das vorteilhaiteste, das die Bedingung
[A1] = Min. erfullt.

Aus dieser Bedingung ergeben sich die Gleichungen

a[(_y+ﬁlxl +aﬁex2+"'+ﬁnxn)2] =0
B ’

(—y+B.x +ﬁ2x2+"'+ﬁ”x")2] =0
¢ Bn




(44)
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und hieraus das Gleichungssystem
[xy x,]B; + [x; x9) B3 + [xy X515+ - + [y %, B = [x9]

(42) [xs x,1 B, + [xg 2518 + [xo x31 85+« + [x2 xpl B =[xy]

[xnxll 131 + [xnx2] ISS + [xnxS] '33 +--+ [xnxn] ﬁn= [xny] .

Diese n linearen Gleichungen nennt man in der Ausgleichs-
rechnung Normalgleichungen. Zu ihrer Aufldsung bieten
sich natarlich verschiedene Wege. Bei einer grofieren Zahl
von Unbekannten und wenn die Produktsummen mehrstellige
Zahlen sind, fohrt das Gausssche Eliminationsverfahren am
raschesten zum Ziele, Hierzu fuihrt man die Symbole

x, k
(k- 11 = k1) — B (w1
Ix k-1 1]
[kl1-2]=1[kI-1]— [ 1-1]
(43)) . . A

[kl - nl = [l (n — 1] —[l;-‘ffn;,‘(",,—f_i}%][xnz-(n — 1)

ein und erhilt dann aus den Normalgleichungen (42) die
sogenannten reduzierten Normalgleichungen

ﬁ1+lx' %] ﬁg+[x‘ %] ﬁs+.,.+lx‘xnl B, = Ixyl

[ %] e 3 [x, %] [xix)

2% - 1 2 %p - 1 241
Lt ,1}ﬁa+---+[[§;,l}6n g 11

[y x5 [xg x5+ 1]

B = xXpy-(n—=1)]
n [xn Xp» (n— l)l

Aus dem Gleichungssystem (44) lassen sich dann die
Koeffizienten § der Beziehungsgleichung durch schrittweise
Substitution berechnen.

Im Falle eines apriorischen Abhingigkeitsgesetzes ist die
durchschnittliche bedingte Streuung von y oder der m. F.
der Beziehungsgleichung (39)

sp =/ -}/,
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Analog dem Kvh. ist dann

1 — () _ . _ lyy-nl
oy* yyl

ein MaB far die durch die Darstellung von E‘ )y als lineare
Funktion von x;, X3, . . ., X, gewonnene Beschriankung der
Schwankung von Y. Ist die stochastische Beziehung von Y
zu X, und zu allen abrigen X tatsachlich linear, dann ist R?
sogar ein Maf fiir die Strammheit der stochastischen Ver-
bundenheit von Y mit X, X;, ..., X,,. Die MaBzahl R nennt man
den totalen Korrelationskoeffizienten.
Multipliziert man die Koeffizienten y der Beziehungsglei-
chung (40) mit den zugehdrigen Kkin., so erhalt man Ma8-
zahlen C,, Cs, ..., C,, welche — falls sie samtlich positiv
sind — unmittelbar angeben, mit welchem Bruchteil jede ein-
zelne Veranderliche unter Beroicksichtigung der tibrigen Ver-
anderlichen zu den Schwankungen von Y beitragt. Es ist

;‘C =2l“(r -7) =R%

Wenn die Wertegruppen aus empirisch ermittelten Grofien .
bestehen, dann ist der mittlere Fehler der Beziehungs-
gleichung

__1/luy-nj
(46) m=|/ "

(45) R =

Das Maf§ far die durch die Beziehungsgleichung zu er-
langende Genauigkeit in der Bestimmung von y bzw. Y ist
in diesem Falle

47) Gl=1- P
]

Man kann es als GiitemafB bezeichnen. Bei grofiem N
ist G nicht wesentlich verschieden von R.

Mit der Ausdehnung der K.-R. auf mehrere stochastisch
verbundene Veranderliche wurde ein entscheidender
Schritt zur Ldsung des Problems derVorhersage im Be-
reiche der nicht-funktionellen Zusammenhange getan.



[y x-1]=1y x,] —
[y x-1]=[y x]—

[%y %y - 1] =[xy x, ] —

[y 2y - 1] =[x, 5] —

56 V. Stochast. Verbundenheit von mehr als zwei Veranderlichen

27. ZAHLENBEISPIEL

Nach A.HANAU') sind die Konjunkturschwankungen der Schweine-
preise in hohem MaBe von bestimmten anderen vorausgehenden
wirtschaftlichen Erscheinungen abhingig. Bezeichnet man
mit y den Monatsdurchschnitt der prozentualen Abweichung der
Schweinepreise vom Trend, vom Jahresgang (der sog.
pSaisonschwankung*) befreit,

mit x, den 12-Monatsdurchschnitt der prozentualen Abweichung
des Verhaltnisses der Schweinepreise zu den Futterpreisen
vom Trend, 12 Monate (vom letzten in den 12-Monatsdurch-
schnitt einbezogenen Monat aus gerechnet) vor dem fir
y gewdhlten Monat,

mit x, den 12-Monatsdurchschnitt der prozentualen Abweichung
der Futtereinheitspreise, 5 Monate vor dem fiir y gewahiten
Monat,

mit x, den Bestand an Muttersauen vor 12 Monaten, ausgedriickt
in v. H. des Vorjahres, vom Jahresgang beireit,

so ergeben sich aus 215 Wertegruppen der Jahre 1895 bis 1913

fir Deutschland folgende Produkt- und Quadratsummen und

Streuungen:

[yx,]=—21734 [x,x,]=—15652 [y y]=+ 25078 oy =108
[yx,] =+ 11517 [x,x,] =+ 17743 [x, x,] = + 36335 o, = 13.0

[yx,) =— 17304 [x,x,]=— 7596 [x,x,]=+ 13760 o,= 8.0

[x5 x4} = + 18198 ¢, = 9.2.
Daraus folgt nach (43)

Bl o=+ 21549 [y x,-2]=— 6705.4
x’] 172

xl
[y x,
[xlxl

X, Xy
xl xl

by -ll=ly y]-—-i—::]] v x]=+12077.2 [y y -3]=+ 66993

[x1 %,
[x,%,

: [x, x,] =+ 7017.7

_ [x,%,
[x5 x5 - 1] =[x, x,] (%,

[, x,] =+ 9533.9.

1) A. HANAU, Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung Sonder-
heft 2, Berlin 1927.

Ux,x,])=— 6690.8 [y y -2]=+ 114155

[x,x]=+ 474 [x5 %y - 2] =4 9533.5
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Durch Einsetzen dieser Werte in die reduzierten Normalgleichungen
(44) bekommt man der Reihe nach g, =—0.703, B, = + 0.312,
f, = — 0.120 und damit folgende Beziehungsgleichung zur Voraus-
berechnung der mathematischen Erwartung der monatlichen
Schweinepreise in Deutschland

EOy=—0.120 x, + 0.312 x, — 0.703 x,.

Der mittlere Fehler dieser Beziehungsgleichung ist nach (46)
m==5.62; R=0856, G = 0.854. In ,normalen Koordinaten* lautet
die Bezichungsgleichung

EOn=—0.144 X, 4 0.231 ¥, — 0.599 X,.

Dar,=—W%L 072 r,— 4062 r,—— 081, so ist
Vigyl Ix, x,]

C, =0.104, C, =0.143, C, = 0.485. Daraus geht hervor, daB der

Einflufl des Muttersauenbestandes 12 Monatevorherauf die Schweine-

preisbildung weitaus grofier ist als der der anderen Faktoren. Als

Rechenkontrolle bildet man C, 4 C, 4 C, =0.732 = R?2,

GESCHICHTLICHES
=

xy
Der spater als Kkf. bezeichnete Ausdruck ————— wurde
> x 2y
schon von A. BRavals (1811—1863), Professor der Physik in Paris,
aufgestellt, jedoch ohne nahere Begriindung. Der Gedanke, den
Grad der zwischen zwei Erscheinungen bestehenden ,,Korrelation*
(Ko-Relation = Mit-Beziehung) zu messen, wurde erstmals in
der 1888 erschienenen Arbeit ,,Correlations and their measurement*
von F. GALTON ausgesprochen, so dafl wir 1888 als Geburtsjahr
der Korrelationsrechnung anzusehen haben. F. GALTON (1822
bis 1911) war englischer Anthropologe. Er schrieb auch geogra-
phische und meteorologische Arbeiten und war Vorstandsmitglied
der englischen Meteorologischen Gesellschaft von ihrer Grindung
an. Weiter ausgebaut wurde die K.-R. vor allem von K. PEARSON
(geb. 1857), Professor der angewandten Mathematik in London,
und dessen Schiiler G. U. YULE (geb. 1871), Professor der mathe-
matischen Statistik an der Universitait Cambridge. Um die logische
Grundlegung der K -R. hat sich besonders der russische Mathe-
matiker A. A. TSCHUPROW (gest. 1926), zuletzt Professor an der
Universitat in Oslo (Norwegen), verdient gemacht. Sein Hauptwerk
»Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie‘“ist1925
bei B. (. Teubner in Leipzig erschienen.



GRUNDBEGRIFFE UND GRUNDPROBLEME
DER KORRELATIONSTHEORIE

Von weil. Prof. Dr. 4. A. Tschuprow
[VIu. 153S.] gr. 8. 1925. Geh. 4 6.—, geb. 2K 8.—

,So werden die allen statistisch arbeitenden Disziplinen gemeinsamen logischen Vor.
fragen der Korrelationstheorie untersucht. Bei der Vielfiltigkeit der hier iiblichen Methoden
war eine solche Klirung der logischen Voraussetzungen, der Bedeutung der Begriffe und
der Interpretation der Resultate dringend notwendig. Dariiber hinaus bietet das Buch eine
Reihe schoner und neuer Ergebnisse.“ (Zeitschr. f. angew. Mathematik u. Mechanik,)

Woahrscheinlichkeitsrechnung. Von O. MeiBner, wissenschaftl. Hilfs.
arbeiter am Geodit. Institut Potsdam. 2. Aufl. kl. 8. 1919. (MPhB 4u. 33)
Kart. je AK 1.20

1. Grundlehren. Mit 3 Fig. im Text, [56S.]
11. Anwendungen. Mit 5 Fig. im Text. [IV u.§2 S.]

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung der Theorie und
der Beobachtungsfehler. Von Dr. F M. Urban, Brinn. Mit 6 Textfig,
[VI u. 290 S.] gr. 8. 1923. Geh. ZX 6.20, geb. K 8.60

Der Verfasser gewinnt durch rein logische Schliisse aus den Begriffen der Mengenlehre
ein geschlossenes System der Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Methode der
kleinsten Quadrate leitet er im Zusammenhang mit dem Bernoullischen Satze ab, fabt sie

aber nicht genau identisch mit der Theorie der Beobachtungsfehler auf, wie das anf
Grund der historischen Entwicklung zumeist angenommen wird. Das Werk wird fiir die

hiedenst:

ver W gebiete, in denen die Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung
findet, von besonderem Interesse sein.

Einfuhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von Dr. /. L.
Coolidge, Prof. a.d. Harvard-Univ, Cambridge, Mass. Deutsche Ausgabe
von Dr. Fr. M. Urban, Briinn. Mit 4 Fig. [IX u. 212 8] 8. 1927.
(Sammlung math.-phys. Lehrbiicher Bd. 24.) Geb. Z4 10—

In dem Buch wird die statistische Auffassung der Wahrscheinlichkeit durchgefiihrt
Zahlreiche Aufgaben geben Gelegenheit zur Einiibung des Stoffes. Alle wichtigen An-
wendungen, wie die Lehre von der Verteilung der Beobachtungsfehler, die kinetische
Gastheorie und die Lebensversicherung, werden in ihren mathematischen Grundlagen
ausfiihrlich behandelt.

Versicherungsmathematik, Von Dr. Z. Broggr, Prof. a. d. Univ. Buenos

Aires u. La Plata. Deutsche Ausg., besorgt vom Verf. [VIII u.3605.] gr. 8.
1911. Geh. 24 10.—, geb. Ak 12.—

Die mathematischen Grundlagen der Lebensversicherung. Von
Dr. H. Schiitze, Stuttgart. [IVu.485.] k1.8, 1922. (MPhB 46.) Kart. £4 1.20

Handbuch der mathematischen Statistik. Von H. L. Riets, Prof. a.
d. Univ. of Jowa, U.S. A. Ins Deutsche iibertragen von Frau Dr. 4. 5320,
Konigberg1. Pr. [In Vorb. 1928]

Mit Unterstiitzung des National Research Council hat eine Kommission, die die maB-
gebendsten amerikanischen Fachleute vereinigt, ein Handbuch der mathematischen
Statistik herausgegeben. Es dient in erster Linie den Praktikern der mathematischen
Statistik und enthilt ohne weitkiufige mathematische Ableitungen die Elemente der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung sowie die numerischen und spezifisch statistischen Methoden,
wie sie in der Praxis gebraucht werden. Der Herausgeber hat die von ihm und den
anderen acht Autoren herriihrenden Beitrige in einem Rahmen geschickt vereinigt.

Verlag von B. G.Teubner in Leipzig und Berlin



Mathematisch-Physikalische Blbllothek

Fortsetzung von 2, Umschlagseite
Einfdhrung in die darstellende Geometrie. Von W. Kramer. I. Teil. Senkr. Projektion
auf eine Tafel. (Bd. 66.) II. Teil. Grund- und Aufrifiverfahren. Allgemeine Parallel-
projektion. Perspektive. [In Vorb. 1928.] (Bd. 67)
Darstellende Geometrie des Gelindes und verwandte Anwendungen der Methode der
kotierten Projektionen. Von R. Rothe. 2,, verb. Aufl. (Bd. 35/36)
Einfahrung in die Lehre von den Kartennetzen. Von L. Balser. (Bd.8l)
Karte und Kroki. Von H. Wolff. (Bd.27)
Konstruktionen in begrenzter Ebene. Von P.Zahlke. (Bd.11)
Einfahrung in die projektive Geometrie. Von M. Zacharias. 2. Aufl. (Bd.6)
Funktionen, Schaubilder, Funktionstafeln. Von A. Witting. (Bd. 48)
Einfdhrung in die Nomographie. Von P.Luckey. 2. Aufl. (Bd. 28)
Nomographie. Praktische Anleitung zum Entwerfen graphischer Rechentafeln mit durch-
gefithrien Beispielen aus Wissenschaft und Technik. Von P. Luckey. 2, neubearb,
u. erweit. Aufl. der Einfahrung in die Nomographie*, 2. Teil. (Bd. 59,60)
Theorie und Praxis des logarithmischen Rechenstabes. VonA. Rohrberg. 3. Aufl. (Bd.23)
Mathematische Instrumente. Von W. Zabel. 1. Hilfsmitte! und Instrumente zum Rechnen.
11. Hiltsmittel und Instrumente zum Zeichnen. [In Vorb. 1928.] (Bd. 76:77)
Cie Anfertigung mathematischer Modelle. (Fiir Schiler mittlerer Klassen.) Von K. Giebel.
2. Aufl. (Bd. 16)
Mathematik und Logik. Von H. Behmann. (Bd. 71)
Mathematik und Biologie. Von M. Schips. (Bd. 42)
Mathematik und Sport. Von E. Lampe. [In Vorb. 1928 (Bd. 74)
Lie mathematischen und physikalischen Grundlagen der Musik. Von J. Peters. (Bd.55)
Mathematik und Malerei. 2 Bande in 1 Band. Von G.Wolff. 2. Aufl. (Bd.20/21)
Elementarmathematik und Technik. Eine Sammlung elementarmathematischer Aufgaben
mit Beziehungen zur Technik. Von R. Rothe. (Bd. 54)
Finanz-Mathematik. (Zinseszinsen-, Anleihe- und Kursrechnung.) Von K.He rold. (Bd. 56)
Die mathematischen Grundlagen der Lebensversicherung. Von H. Schiitze. (Bd. 46)
Riesen und Zwerge im Zahlenreiche. Von W.Lietzmann. 2. Aufl. (Bd. 25)
Geheimnisse der Rechenkfinstier. Von Ph. Maennchen. 3. Aufl. (Bd. 13)
Wo steckt der Fehler? Von W. Lietzmann und V.Trier. 3. Aufl. (Bd. 52)
Trugschlisse. Gesammelt von W. Lietzmann. 3. Aufl. (Bd. 53)
Die Quadratur des Kreises. Von E.Beutel. 2. Aufl. (Bd.12)
Das Delische Problem (Die Verdoppelung des Wirfels). Von A. Herrmann. (Bd. 68)
Mathematiker-Anekdoten. Von W. Ahrens. 2. Aufl. (Bd. 18)
Die Fallgesetze. Von H. E. Timerding. 2. Aufl. (Bd.5)
Kreisel. Von M. Winkelmann. {In Vorb. 1928,] (Bd. 80)
Atom- und Quantentheorie. Von P. Kirchberger. I. Atomtheorie. lI. Quantentheorie.
(8d. 44 u. 45)
lonentheorie. Von P.Briuer. (Bd. 38)
Das Relativitatsprinzip. LeichtfaBlich entwickelt von A. Angersbach. (Bd.39)
Drahtlose Telegraphie und Telephonie in ihren physikalischen Grundlagen. Von
W.llberg. (Bd.62)
Optik. Von E. Ganther. [In Vorb, 1928.] (Bd. 78)
Die Grundlagen unserer Zeitrechnung. Von A. Barneck. (Bd. 29)
Mathematische Himmelskunde. Von O. Knopf. (Bd.63)
Mathem. Streifzilge durch die Geschichte der Astronomie. Von P. Kirchberger. (Bd. 40)
Theorie der Planeienbewegung. Von P. Meth. 2., umgearb. Aufl. (Bd.8)
‘eobachtung des Himmels mit einfachen Instrumenten. Von Fr. Rusch. 2. Aufl. (Bd. 14)
‘ndzige der Meteorologie. Von W. Kénig. (Bd.70)
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