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Vorwort.

Die Hydro- und Aerodynamik hat in den letzten Jahrzehnten
eine Entwicklung angenommen, welche insbesondere dadurch gekenn-
zeichnet ist, daB die Uberzeugung von der Brauchbarkeit der mathe-
matischen Methoden zur Klirung physikalisch und technisch wichtiger
Probleme stark gehoben wurde. KEs wurde dies einerseits dadurch
erreicht, dal man die an und fiir sich bekannte Lehre von der Be-
wegung idealer Fliissigkeiten, die Lehre von Wirbeln und Wirbel-
bewegungen im einzelnen auf die praktischen Aufgaben anzuwenden
versuchte, andererseits aber den Versuch unternahm, in das schwierige
und undankbare Gebiet der reibenden Fliissigkeiten mit feineren
mathematischen Methoden einzudringen.

Wiahrend der Jahre des groBlen Krieges hat das Interesse an
flugtechnischen Problemen die Aufmerksamkeit in allen Liéndern in
erhdhtem MafBe auf die Fortschritte der theoretischen Aero- und
Hydromechanik gelenkt, ohne dafl die Vertreter dieser Disziplinen
Gelegenheit gehabt hitten, sich auszusprechen und ihre Ergebnisse
zu vergleichen. Aus diesem Grunde fafiten die Unterzeichneten den
Gedanken, eine Art zwangloser Zusammenkunft der Vertreter der
Hydro- und Aeromechanik anzuregen. Die Zusammenkunft kam im
September 1922 in Innsbruck zustande. Die Beitrige — ergénzt mit
einigen spiter eingelaufenen Mitteilungen von einigen Herren, die
verhindert waren, an der Zusammenkunft teilzunehmen — sind in
dem vorliegenden Bande niedergelegt.

Das Buch erhebt keineswegs den Anspruch auf eine vollstindige
Darstellung der Probleme der Hydro- und Aeromechanik, welche zur
Zeit die Fachkreise beschiftigen. Sein Inhalt ist zwanglos zustande
gekommen und zeigt naturgemiB vielfach eine UngleichmiBigkeit,
sowohl was den Gegenstand als was die Form anbelangt. Berichte und
selbstidndige Beitrdge, umfassende Darstellung geloster Probleme und
programmatische Ausblicke iiber zu losende Aufgaben stehen neben-
einander. Die Herausgeber geben sich trotzdem der Hoffnung hin,
daB das Buch fiir den Fachmann nicht ohne Interesse und auch
geeignet ist, denjenigen, welche keine Gelegenheit hatten, an der an-
regenden Tagung teilzunehmen, von den mannigfachen Problemen
und Entwicklungsméglichkeiten der Hydro- und Aerodynamik ein
lebendiges Bild zu geben.

Fiir freundliche Hilfe insbesondere beim Lesen der Korrekturen
sind wir Herrn Kollegen L. Hopf zu Dank verpflichtet.

Aachen Th. v. Karmain.
——- --, Im Mirz 1924. o s
Rom T. Levi-Civita.
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Uber den Anteil Italiens an dem Fortschritt der
klassischen Hydrodynamik in den letzten fiinfzehn
Jahren?).

Von TU. Cisotti in Mailand.

Vor allem gebithrt mein Dank den Veranstaltern dieser Zu-
sammenkunft, die mich freundlichst einluden, die von den Italienern
auf dem Gebiete der klassischen Hydrodynamik in den letzten Jahren
erreichten Fortschritte darzulegen. Mancher andere hiitte mit groBerer
Autoritdt als ich itiber diesen Gegenstand berichten konnen: es sei
mir erlaubt, nur einen einzigen Namen zu nennen, der unser Stolz
ist und nicht nur unserer allein: Tullio Levi-Civita.

Die Aufforderung, die von ihm an mich erging, erreichte mich,
als ich, weit entfernt von meinem Studienorte, meinen Biichern, meinen
Zeichnungen inmitten der Herrlichkeiten der Tiroler Alpen Erholung
suchte. Wenn ich das Gebot meines Gewissens befolgt hitte, so hitte
ich unter diesen Umstdnden die an mich ergangene Aufforderung
ablehnen miissen; ich zog es jedoch vor, lieber meinem Gefiihl zu
folgen, als etwas zu tun, was den Veranstaltern dieser Tagung und
jenen, die an ihr teilnehmen wollten, miBifallig hdtte scheinen konnen.
Ich muBte mich also auf mein Gedéchtnis verlassen und auf einige
Notizen, die mir freundlichst von einigen Kollegen zur Verfiigung
gestellt wurden, denen ich hiermit meinen wirmsten Dank ausspreche,
und endlich auf einige Schriften, die ich mir in diesen letzten Tagen
zu verschaffen vermochte. Aus diesen Griinden erbitte ich Thre wohl-
wollende Nachsicht beziiglich der Liicken, die der vorliegende Be-
richt aufweisen konnte.

Es erscheint mir nicht angezeigt, mich auf eine ins einzelne
gehende Aufzihlung der zahlreichen italienischen Arbeiten einzulassen,
die in diesen letzten Jahren erschienen sind. Ich konnte hochstens
nach meiner Riickkehr nach Mailand die gesamte Literatur zusammen-
stellen, falls diese den Zwecken der gegenwirtigen Tagung von Nutzen
sein wiirde. Ich werde mich auf eine kurze Ubersicht iiber die
einschligigen Arbeiten beschrinken — auf ein Panoramabild sozu-
sagen, und nur dort ausfithrlicher verweilen, wo es nach meiner An-
sicht der Gegenstand erfordert.

1) Ubersetzt von Th. Poschl in Prag.
v.Kdrmin—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 1



2 U. Cisotti:

In der rdumlichen Hydrodynamik der idealen (reibungsfreien)
Flissigkeiten betrifft eine Gruppe von Untersuchungen (von Almansi,
Boggio, Burgatti, Cisotti) die dynamischen Wirkungen, die von
stromenden Fliissigkeiten auf eingetauchte Korper, auf die Winde
von Rohren und Kanédlen, oder auf die Geféifle, welche bewegte
Flissigkeitsmassen enthalten, ausgeiibt werden. Von den Ergebnissen
dieser Arbeiten mochte ich besonders hervorheben:

a) die Formeln von Boggio, die die Resultierende und das
Moment der dynamischen Driicke einer Fliissigkeit auf die Winde
eines Rohres liefern, das von ihr durchstromt wird;

b) die von Almansi herrihrende Feststellung, daf, wenn man
eine Stromung um einen ruhenden Korper betrachtet, die Resul-
tierende der auf diesen ausgeiibten Driicke null oder normal zur
Stromungsrichtung oder auch gegen diese um einen spitzen Winkel
geneigt ist, welches Ergebnis man als eine Verallgemeinerung des
Paradoxons von d’Alembert ansehen kann;

c) die eleganten, sich auf die Dimensionskriterien stiitzenden
Betrachtungen von Burgatti iiber den Widerstand, welchen in der
Luft bewegte ebene Flichen erfahren.

Endlich weise ich auf den folgenden Umstand hin, welcher
auszuschlieBen scheint, dafl die innere Reibung die Wirkung der ge-
samten in Bewegung befindlichen Flissigkeit auf die Winde des
sie enthaltenden Gefdles beeinflussen kann: bei jeder Bewegung einer
beliebigen -— und daher auch zahen — Flissigkeit, die in einem
geschlossenen Gefdll stattfindet, ist die Resultierende und das Mo-
ment der dynamischen Driicke der Fliissigkeit auf die Gefaflwinde
gleich Null.

Bei der Untersuchung der Bewegung von festen Korpern in
Flussigkeiten und von Fliissigkeiten, die Roéhren und Kanile durch-
stromen, ist es von Interesse, festzustellen, bis zu welchem Punkte
der spezifische Druck nicht negativ wird. Es ist einleuchtend, daB
solchen negativen Werten keine physikalische Wirklichkeit entsprechen
kann.

Wenn man dieser Bedingung in der klassischen Losung des
Problems der geradlinigen und gleichférmigen Bewegung einer festen
Kugel in einer unendlichen und kriftefreien Fliissigkeit Rechnung
trigt, wobei die entstehende Bewegung als wirbelfrei angenommen
wird, so gelangt man zu dem SchluB}, daf die Geschwindigkeit des

Korpers den Wert
2 —2—p0
31 e

nicht iibersteigen darf; darin bedeutet p, den hydrostatischen Druck
(der bei Abwesenheit von Volumkriften konstant ist), und ¢ die
Dichte der Fliissigkeit (auch konstant).

Fiir groBere Geschwindigkeiten gelangt man zu der physikalischen
Unmoglichkeit, daBl in Bereichen, die von Fliissigkeit erfiillt sind, der
Druck negativ wird.



Uber den Anteil Italiens an dem Fortschritt der klass. Hydrodynamik. 3

Der soeben fiir eine starre Kugel in einer vollkommenen Fliissig-
keit erwdhnte Fall tritt auch bei Kérpern von beliebiger Form auf
(wenigstens sofern die Oberfliche des starren Korpers keine Singu-
laritdt aufweist und gegen den duflercn von Fliissigkeit erfiilllten Raum
konvex ist), ferner, wie auch die Fliissigkeit, welche den festen Kérper
umgibt, beschaffen ist (sie kann auch kompressibel sein), und endlich
wenn auch keine besonderen Annahmen (wie die der Wirbelfreiheit)
liber die Art der Stromung eingefithrt werden. So muB z. B. die
Geschwindigkeit V eines in eine Fliissigkeitsmasse von beschrinkter
Tiefe (Kanal, See oder Meer) ginzlich oder teilweise (schwimmend)
eingetauchten starren Korpers der folgenden Beschrinkung geniigen:

darin bedeuten:

¢ die Beschleunigung der Schwere,

pa den atmosphérischen Druck auf den freien Fliissigkeitsspiegel,

o die Dichte der Fliissigkeit,

A die Eintauchtiefe des Buges des schwimmenden Korpers unter
dem freien Spiegel.

Fiir einen an der Oberfliche schwimmenden Kérper mit kleiner
Tauchtiefe, fiir den angenéhert 4 =0 ist, reduziert sich die vorher-

gehende Bedingung auf
r< V 204,
- 0

Um eine Vorstellung von der Gréflenordnung des zweiten Gliedes
zu gewinnen, bemerken wir, dafl wir unter den normalen Verhélt-
nissen (ruhige Luft und See) ungefdhr

V < 14 m/sek

erhalten, was einer Stundengeschwindigkeit von 27 Seemeilen ent-
spricht. Es ist hervorzuheben, da die groBten bisher von Schiffen
erreichten Geschwindigkeiten sich um 36 Seemeilen in der Stunde herum
bewegen. Wie wir sehen, liegt die theoretische Grenze etwas unter-
halb (um etwa */,) der gréBten Geschwindigkeiten, die in der Praxis
und unter viel verwickelteren Bedingungen als die von der Theorie
in Rechnung gezogenen schon erreicht wurden, und welche hochst-
wahrscheinlich das Erreichen noch gréferer Geschwindigkeiten ver-
hindern.

Aus diesen Betrachtungen miissen wir daher schlieflen, dal fir
die Geschwindigkeiten der Korper, die iiber der genannten Grenze
liegen, die gewdhnlichen Gleichungen der reinen Hydromechanik
nicht mehr anwendbar sind. Auch fir ideale Fliissigkeiten, die in
geraden Rohren oder Kanilen flieBen, miiite auf Grund der Glei-
chungen der klassischen Hydrodynamik eine obere Grenze fir die
Geschwindigkeit sich ergeben.

1%*



4 U. Cisotti:

Fir stromende Fliissigkeiten in Rohren zeigt die Erfahrung,
daB zwei Stromungsformen moglich sind: die Poiseuillesche
und die hydraulische. Beide sind durch die zéhe Natur der Fliissig-
keit bedingt. Nach den vorhergehenden SchluBfolgerungen miite man
jedoch annehmen, dafl die Existenz zweier Stromungsformen nicht
nur fiir die zihen Fliissigkeiten charakteristisch ist: die eine findet
ihre mathematische Darstellung in den klassischen Gleichungen der
Hydromechanik der idealen Fliissigkeiten, und auch fiir die andere
Form miifite eine befriedigende analytische Formulierung méglich
sein, aber dies bildet ein bisher unerforschtes Gebiet.

Beziiglich des Zustandswechsels bei der Stromung von Wasser in
geradlinigen Rohren mit kreisformigem Querschnitt und insbesondere
beziiglich der turbulenten Stromungsform sei auf die interessanten
Ergebnisse der von Ing. Giulio De Marchi ausgefiihrten Versuche
hingewiesen, die er mir freundlichst mitgeteilt hat. Wenn o die
Dichte, u den Reibungskoeffizienten der Fliissigkeit, d den Durchmesser
des Rohres und V die mittlere Geschwindigkeit bezeichnet, so tritt
bekanntlich Instabilitit der Poiseuilleschen Stromungsform auf,
sobald die Reynoldssche Zahl

Vio
u

einen bestimmten Wert annimmt, der nach den Versuchen von
Hagen, Couette und Reynolds ibereinstimmend auf etwa 2000
festgelegt wurde; wir konnen daher setzen, wenn mit ¥V, die kriti-
sche Geschwindigkeit bezeichnet wird,

I[[,
V=k
worin k~ 2000 ist. Von dieser Geschwindigkeit ab verdndert sich
der regelmiBige Verlauf der Stromféden — der fiir die Poiseuillesche
Stromungsform charakteristisch ist — allméhlich: die Faden suchen
in der ganzen Fliissigkeitsmasse zusammen- oder auseinanderzulaufen
und geben so Veranlassung zum hydraulischen oder turbulenten
Zustand. Es ist bekannt, daB diese neue Stromungsform sich nicht
unmittelbar einstellt, sobald die Geschwindigkeit den Wert V, iiber-
steigt, sondern erst bei einer hoheren Geschwindigkeit, und zwar
etwa bei dem Wert 1,27V . Fir Geschwmdlgkelten zwischen ¥V, und
1,2V, sind beide Stromungsformen moglich, aber sie sind instabil.
Nach De Marchi bedeutet der Wert 2000, der fiir die Zahl k&
angegeben wurde, nicht die kleinste Geschwindigkeit, bei welcher der
laminare Bewegungszustand nicht mehr aufrecht erhalten werden kann,
sondern praktisch ist es richtiger, k=1000 zu setzen, und es ist
nicht ausgeschlossen, daBl weitere Versuche dazu fithren kénnten, den
Wert von %k noch weiter herabzusetzen. An dieser Stelle ist der
von De Marchi aufgedeckte Umstand erwdhnenswert, dal der Wert
der kritischen Konstanten unabhingig ist von der Beschaffenheit der
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Wandungen der Rohre, wofern d den hydraulischen Durchmesser
bezeichnet. Ferner bemerkt De Marchi, dal das Verschwinden der
Pulsationen bei einer Geschwindigkeit eintritt, die von der Beschaffen-
heit der Winde abhingt, und welche merklich hoher ist, wie der
frither definierte kleinste kritische Wert. Die Phase der Pulsationen
und jene des vollkommen geordneten Zustandes sind getrennt durch
eine Ubergangsphase, die durch ein Zittern der Strahlen charakte-
risiert ist. Wahrend des Wechsels des Zustandes steht die Abhéngig-
keit von der Temperatur nicht im Einklange mit den allgemeinen
Ahnlichkeitsgesetzen.

Was den turbulenten Zustand Dbetrifft, so filhren die Versuche
von De Marchi zu folgenden Schliissen:

a) In glatten Rohren erfolgt die Strdmung in vollstindiger Uber-
einstimmung mit den Ahnlichkeitsgesetzen und hingt daher aus-
schlieBlich von den vier GroB8en: Dichte, Zéhigkeit, lineare Abmessung
und Geschwindigkeit ab. Hierbei ist der Umstand erwihnenswert,
daB es nicht notig ist, irgendeine #uBlere Reibungszahl einzufiihren,
sondern die erwidhnte Feststellung mit der Annahme im Einklang
steht, daBl die Flissigkeit an der Wand haftet.

b) Bei glatten Rohren folgt aus einer Zunahme der Temperatur
eine Zunahme der Geschwindigkeit bei gleichem Widerstand und
gleichem Druckgefille.

In ihrer Gesamtheit bestdtigen daher die gewonnenen Ergebnisse
vollstéindig jene von Stanton.

Uber die turbulente Bewegung in sehr rauhen Rghren sind
die Versuche von De Marchi nicht hinreichend, um iiber den Einflufl
der Rauhigkeit sichere Schliisse zu ziehen.

Die nach der Reynoldsschen Behandlungsweise der Turbulenz
gewonnenen KErgebnisse widersprechen in keinem Punkte den Er-
fahrungstatsachen; es gibt keinen Grund, die Anwendbarkeit dieser
Methode anzuzweifeln, welche — wie es Lorentz nachgewiesen hat —
den Unterschied zwischen Laminarstromung und Turbulenz klar darzu-
legen vermag. Damit findet die Hypothese von Navier iiber die
innere Reibung der Fliissigkeiten, auf die sich die Methode stiitzt und
deren Anwendbarkeit auf die Erscheinungen des zweiten Zustandes
fraglich erschien, eine neue Bestidtigung. Nach De Marchi ist es
niitzlich, darauf hinzuweisen, daB diese Ubereinstimmung zZwischen
Theorie und Wirklichkeit nicht eintritt, wenn man die Methode von
Boussinesq heranzieht, welche, abgesehen von dem von Lorentz
aufgedeckten Fehler, zu Folgerungen fiihrt, die den experimentellen
Ergebnissen von Bazin widersprechen.

Bevor ich diese Erorterung schliefe, sei es mir gestattet, endlich
noch auf eine Folgerung theoretischer Natur hinzuweisen, die auf das
Vorhandensein eines dritten Zustandes auller den beiden vor-
genannten hinzuweisen scheint, der theoretisch mit derselben Wahr-
scheinlichkeit existieren konnte, wie die beiden ersten.

Ich betrachte die geradlinige, gleichférmige Bewegung einer
starren Kugel in einer zahen, allseits unbegrenzten Fliissigkeit; die
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Betrachtung ist aber auch anwendbar auf die Bewegung von Fliissig-
keiten in Rdohren.

Sei ¢ der Halbmesser und V die Geschwindigkeit der Kugel, ¢ die
Dichte und u der Reibungskoeffizient der Flissigkeit. Wir betrachten
den Widerstand, den die Fliissigkeit der Bewegung der Kugel ent-
gegensetzt; sein Wert wird im wesentlichen von den vier Elementen
¥, a, 0, ¢ abhingen. Einfache Dimensionsbetrachtungen lassen drei
Zustande als (theoretisch) gleich méglich zu, die durch verschiedene
Abhéngigkeit des Widerstandes gekennzeichnet sind und die sich
aus folgenden Formeln ergeben:

R, =q@auV,
R,=woa®V?,
u?
.R3 :ZE,
in denen @, y, y nur von der Reynoldsschen Zahl
14
,_LaV
2

abhdngen und in jedem besonderen Falle Konstanten sind.

Der erste Zustand entspricht einem Widerstand, der der Ge-
schwindigkeit, dem Halbmesser der Kugel sowie auch dem Reibungs-
koeffizienten proportional ist: dies ist der Stokes’sche Bereich.

Bei dem zweiten — dem hydraulischen oder turbulenten
Bereiche — wichst der Widerstand proportional mit dem Quadrat
der Geschwindigkeit und der Oberfliche der Kugel.

Beim dritten Strémungszustande ergibt sich der Widerstand
proportional dem Quadrate der Zahigkeitszahl.

Das Auftreten des einen oder anderen dieser Zustinde hingt
auch in diesem Falle fast sicher — wie beim FlieBen durch Rohren —
vom Werte der Reynoldsschen Zahl ab.

Der dritte Zustand ist mit den bisher ausgefiihrten Versuchen
nicht in Zusammenhang gebracht worden. Es ist daher nicht un-
wahrscheinlich, daB er nur in jenem Bereich existiert, in welchem der
erste Zustand bereits aufgehort hat und der zweite noch nicht endgiiltig
eingetreten ist. Es liegt nun an den Experimentatoren, festzustellen,
bis zu welchem Punkte die theoretischen Annahmen durch die Wirk-
lichkeit betitigt werden?).

1) In der Diskussion, die dem Vortrag dieses Berichtes folgte, bemerkte
Herr Prandtl, daB die drei angegebenen Ausdriicke in der allgemeinen
Formel R=—{fo"pa®V? enthalten sind. In der Tat stimmt, wenn man =
nacheinander die Werte — 1, 0, — 2 erteilt, R beziehungsweise mit R,, R,, R,
iiberein. Ks sei hierbei an einige Versuche und Betrachtungen erinnert, die
schon auf dem III Internationalen Mathematikerkongresse in Heidelberg (1904)
dargelegt wurden. Bei der Weiterfilhrung der von Prof. Prandtl gemachten
Bemerkung muf} ich meinerseits feststellen, daBl auch unter der Annahme, daB
die Anwendung der Dimensionsbetrachtungen die Form von R unbestimmt
1a0t, trotzdem das von mir verfolgte analytische Kriterium (s. im Literatur-
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Im Hinblick auf die Mechanik der zihen Flissigkeiten sind die
Arbeiten von Picciati und Boggio erwdhnenswert, die bemerkens-
werte Erginzungen der Untersuchungen von Stokes iiber die lang-
same Bewegung einer Kugel und eines Zylinders in einer zihen
Fliissigkeit liefern, sowie auch die von Picciati gegebene strenge
Ableitung der klassischen Stokesschen Formel, welche den Grenz-
wert fir die Fallgeschwindigkeit einer Kugel in einer zihen Fliissig-
keit bestimmt und welche in ausgezeichneter Weise von B. A.Wilson
und J.J. Thomson bei der Bestimmung der Ladung eines Elektrons
angewendet wurde.

Die Bewegung einer zdhen Tliissigkeit, die von der langsamen
gleichférmigen Translation eines eingetauchten Korpers herriihrt, ist
bekanntlich bestimmt, wenn die Fliissigkeit an dem festen Korper
vollstindig haftet, d. h. wenn die Geschwindigkeit der Fliissigkeit
an der Oberfliche des Korpers der Geschwindigkeit des Korpers
selbst gleich ist. Dies ist nicht mehr der Fall, wenn an der Ober-
fliche die Adhésion null ist und allgemein, wenn das Haften ein
teilweises ist. Die Oberflichenbedingungen lassen dann eine ge-
wisse Unbestimmtheit bestehen.

Im Falle einer starren Kugel 14Bt sich zeigen, wie diese Un-
bestimmtheit verschwindet, wenn man ausdriickt, daB8 die Energie-
dissipation ein Minimum sein muf.

Ich kann diese kurze Aufzdhlung der italienischen Arbeiten, die
sich auf die Bewegung der zihen Fliissigkeiten beziehen, nicht ab-
schlieflen, ohne auf die bemerkenswerte Anwendung der entsprechen-
den Gleichungen in den Gletscheruntersuchungen von Somigliana
hinzuweisen. In diesen wird die theoretische Moglichkeit dargetan,
ein wirkliches Bild von dem Querschnittsprofil eines Gletschers zu
erhalten, und zwar aus der Kenntnis der Geschwindigkeit der Ober-
flichenpunkte. Zu diesen Folgerungen gelangt der Autor durch Ein-
filbrung der gemeinhin zugelassenen Annahme, dal die Bewegung
des Gletschers verglichen werden kann mit jener einer schweren zihen
Fliissigkeit. —

Wenn wir zur Mechanik der idealen Fliissigkeiten zuriickkehren,
so sind von bemerkenswertem Interesse die Untersuchungen von
Almansi iber die Wirkungen, welche zwischen Kérpern auftreten,
die sich in einer Flissigkeitsmasse bewegen und sich dabei deformieren.
Es gelingt dem Autor, indem er scharfsinnig die grofien analy-
tischen Schwierigkeiten vermeidet, welche die direkte Behandlung
des Problems darbietet, klarzustellen, unter welchen Bedingungen
Anziehung bzw. AbstoBung auftritt, wobei er jedoch auf die quan-
titative Auswertung verzichtet.

verzeichnis die Note: ,Sui moti turbolenti provocati da solidi immersi“, d. i.
»Uber die durch eingetauchte starre Korper hervorgerufenen turbulenten Be-
wegungen“) neben den beiden ersten (schon durch die Erfahrung bestitigten)
Zustinden mit denselben Mitteln den dritten in Evidenz setzt; dieser scheint
daher dieselbe analytische Wahrscheinlichkeitsberechtigung zu haben wie die
beiden ersten.
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Almansi liefert auBerdem auch einen einfachen und eleganten
analytischen Beweis fiir jene von Bjerknes in ausfiihrlicher Weise
sowohl mathematisch als experimentell untersuchten Bewegungen,
bei denen die dynamischen Wirkungen, die von mehreren in eine
Fliissigkeit eingetauchten Korpern auf irgendeinen beliebigen von
ihnen ausgeiibt werden, der Newtonschen Anziehung entsprechen.

Beziiglich des klassischen Problems, das sich auf die Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeitsmassen bezieht, deren
Teilchen sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, ist der von
Crudeli aufgedeckte Umstand erwdhnenswert, dafl die bekannte,
von Poincaré aufgestellte obere Grenze der Winkelgeschwindigkeit

im Verhiltnis 1:V2 erniedrigt werden kann, —

Die Einfithrung des homographischen Kalkiils in das Dirichlet-
sche Problem, das sich auf die Bewegung einer Kliissigkeitsmasse
bezieht, welche die ellipsoidische Form beibehilt, hat es Boggio
ermoglicht, den neuen Ergebnissen von Stekloff nicht nur eine ein-
fache und deutliche Form zu geben, sondern diese Ergebnisse selbst
durch die Entdeckung neuer Integrale zu vervollkommnen und zu
vervollstandigen. —-

Wenn man einer in Bewegung befindlichen Fliissigkeitsmasse
eine gleichférmige Translation erteilt, so bleiben bekanntlich die
dynamischen Bedingungen fiir das einzelne Teilchen unveréindert; im
besonderen bleibt auch die Druckverteilung unverdndert. Daher kann
man fragen: gibt es andere Bewegungen, welche ebenfalls keinen
EinfluB auf die Druckverteilung haben? Die Antwort ist bejahend:
die Bahnen der einzelnen Fliissigkeitsmolekiile sind in diesem Falle
geradlinig, und jede Gerade verschiebt sich in sich selbst mit kon-
stanter Geschwindigkeit, deren Wert von einer Geraden zur andern
in willkiirlicher Weise variieren kann. Die geraden Bahnkurven sind
entweder parallel zueinander oder sie bilden eine solenoidale Kon-
gruenz, d. h. eine Strahlenkongruenz, welche geometrisch in folgender
Weise gekennzeichnet werden kann: Man nehme eine beliebige Kurve
im Raume, bilde in jedem Punkte der Kurve die Schmiegungsebene
und in jeder von diesen die Geraden parallel zur Tangente an die
Kurve in dem entsprechenden Punkte: eine so erzeugte Schar von
Geraden bildet eine solenoidale Strahlenkongruenz. —

Betrachten wir eine geschlossene Wirbelfliche in einer unendlich
ausgedehnten Fliissigkeit, die eine wirbelfreie Bewegung ausfithrt und
sich in einem konservativen Kraftfelde befindet. Im allgemeinen
deformiert sich die Wirbelfliche wihrend der Bewegung in Abhingig-
keit von der Bewegung der Fliissigkeitsmasse selbst. Ist es moglich,
daBl die genannte Wirbelfliche ihre Form unverindert beibehilt,
d. h. sich starr verschiebt? Diec Losung dieses Problems bildet eine
einfache Anwendung der Methoden von Kirchhoff beziiglich der
Bewegung eines Korpers in einer unbegrenzten Fliissigkeit.
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Bemerkenswerte Untersuchungen iiber die Bewegung von Wirbel-
fiden rithren von L. S. da Rios und iiber die Bewegung von Wirbel-
schichten von Anita de Faccio her.

Bei der Untersuchung von Fliissigkeitsbewegungen, in denen
starre, zu einer Ebene n symmetrisch angeordnete Wiande vorhanden
sind, kann es vorkommen, daf die Elemente der Bewegung einer
Halbsymmetrie geniigen, so dal in den zur Ebene z symmetrisch
liegenden Punkten die skalaren GroBen gleich sind, und ebenso alle
Vektoren mit Ausnahme der Geschwindigkeit, welche eine Um-
kehrung des Vorzeichens erfihrt. Viele Hydrauliker haben in diesen
Fillen angenommen, dall das Stromlinienbild auBer von den sonstigen
Bestimmungsgroflen auch vom Geschwindigkeitssinne abhingt, und
daher mit Bezug auf die Ebene sz keine Symmetrie darbieten kann.
Colonnetti hat durch elementare Betrachtungen das Unzutreffende
dieser Auffassung nachgewiesen.

Die von Levi-Civita angestellten theoretischen Betrachtungen
iiber die Kontraktion von Fliissigkeitsstrahlen, die aus einem Ge-
fiB durch eine Ofinung ausstrémen, haben mir Gelegenheit gegeben,
diesem Gegenstande einige Ergéinzungen hinzuzufiigen. Ich habe zu-
néchst Levi-Civitas Abschitzungen qualitativer Art wiedergefunden
und vertieft, z. B. die Erkenntnis, dall es moglich ist, das Kontraktions-
verhdltnis unter '/, herabzudriicken, und zwar durch Anwendung
zusiitzlicher Rohren, die gegen das Innere des Gefilles divergieren.
Unter den analytischen Einzelheiten verdient eine Formel von Levi-
Civita besonders hervorgehoben zu werden, die eine Folge des Lem-
mas von Ostrogradsky-Green ist und die fiir die hydrodynamischen
Anwendungen auBlerordentlich fruchtbar war und noch heute frucht-
bar ist. —

Auf hydroelastischem Gebiet sind die Arbeiten von Laura zu
nennen iiber die Fortpflanzung der Vibrationen eines elastischen
Korpers in einer Fliissigkeit. —

Ich will diese fliichtige Ubersicht, die sich auf die riumliche
Hydrodynamik bezieht, mit einem Hinweis auf die durch Mario
Pascal unlidngst verdffentlichte Verallgemeinerung des Begriffs der
Zirkulation lings geschlossener Linien auf geschlossene Flidchen be-
schlieBen. Wenn V der Geschwindigkeitsvektor, » der normal nach
innen gerichtete Einheitsvektor in einem beliebigen Punkte der ge-
schlossenen Flache ist, so definiert Pascal als die Flichenzirku-
lation den Vektor

0= [V><ndo.

Der Autor hat diesen Begriff in der Absicht eingefiihrt, das bekannte
Theorem iiber die Auftriebskraft, das von Kutta und Joukowsky
fiir den Fall einer ebenen Stromung gefunden wurde, auf den Raum
zu uUbertragen. —
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Bemerkenswerte Fortschritte kann man auf dem Gebiete der
zweidimensionalen Probleme feststellen, die den Gegenstand der
ebenen Hydrodynamik bilden.

Sie haben ihren Ursprung in einer grundlegenden Arbeit von
Levi-Civita: ,Scie e leggi di resistenza“, die in den Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo erschienen ist. In dieser Abhandlung
behandelt der Autor das ebene Problem der gleichformigen Trans-
lation eines beliebigen in eine unendlich ausgedehnte Fliissigkeit
gotauchten Korpers mit Beriicksichtigung des Kielwassers.

Schon vorher hat Levi-Civita gelegentlich der Behandlung des
rdumlichen (sowie auch des ebenen) Problems hervorgehoben, daf,
wenn man Kielwasser zulifit, der Widerstand, welchen der Koérper
durch die umgebende Fliissigkeit erfihrt, dem Quadrate der Ge-
schwindigkeit proportional ist. Wohlverstanden, wenn es sich
um Flussigkeiten im eigentlichen Sinne handelt; fir eine zu-
sammendriickbare Fliissigkeit driickt sich der Widerstand durch
eine nach geraden Potenzen der Geschwindigkeit fortschreitende
Reihe aus.

In der genannten Arbeit stellt sich der Verfasser die Aufgabe,
darzulegen, in welcher Weise der Widerstand von der Form des
starren Profils abhéingt. Die elegante mathematische Behandlung,
die auf die Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen
Variabeln gegriindet ist, deren sich schon Helmholtz, Kirchhoff,
Réthy, Bobyleff, Joukowsky, Michell, Love, Greenhill, Tum-
lirz u. a. fiir besondere Probleme bedient haben, wird von Levi-
Civita meisterhaft auf das allgemeine Problem der Stréomung mit
Kielwasser angewendet und so weit entwickelt, dali die Anwendbar-
keit der Methode sich in ihrer ganzen Bedeutung offenbart, wie
durch zahlreiche Anwendungen auf eine Reihe von Einzelproblemen
erwiesen wurde.

Es ist mir hier unmoglich, bei deren Aufzdhlung vollstindig
zu sein. Die vollstindige Bibliographie findet man in meinem Bénd-
chen iiber ,Ebene Hydromechanik“ (s. Literaturverzeichnis), worin
ich versucht habe, ziemlich ausfiihrlich alles zu sammeln und zu-
sammenzustellen, was auf diesem Gebiet bisher geschaffen wurde.
Hier mdoge eine kurze Angabe von einigen Gegenstinden geniigen:
die Theorie der Flissigkeitsstrahlen, die Bewegung eines starren
Korpers mit Kielwasser in einem Kanal, verzweigte oder durch
Hindernisse abgelenkte Stromung, Sto und Mischung von Fliissig-
keitsstrahlen mit punktférmigen oder ausgedehnten Wasserscheiden;
Ableitung von Kanilen, AusfluB aus doppelt durchbrochenen Winden,
Stromung durch einen Kanal mit schwach gewellter Sohle; Bewegung
eines Wirbels in einem beliebig' gestalteten Kanal usw. Es ist
eine reiche Kette von eleganten Ausfithrungen iiber Aufgaben
— manche von Bedeutung fiir die Technik — welche der grund-
legenden Arbeit von Levi-Civita eine wiirdige Kroénung verleihen.
Sie kniipfen sich an die Namen der Italiener Boggio, Caldonazzo,
Cisotti, Colonnetti, Palatini und einiger hervorragender Aus-
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linder wie Brillouin, Greenhill, Leatham, Thiry, Valcovici,
Villat?).

Weitere bemerkenswerte Fortschritte sind in der ebenen Hydro-
mechanik in der Theorie der Wellenbewegungen erzielt worden.

Unter den Wellen, die sich in einem Kanal ohne Anderung
ihrer Form fortpflanzen, sind bisher nur die Gerstnerschen Wellen
in der Form von Trochoiden als solche bekannt, die allen dynami-
schen Bedingungen strenge geniigen. Sie beziehen sich auf einen
unendlich tiefen Kanal, und da sie nicht wirbelfrei sind, kénnen sie
unter der Wirkung von konservativen Kriiften (wie der Schwere) nicht
entstehen; um sie hervorrufen zu kénnen, muB man sich -— wie
schon Stokes bemerkt hat — zum Beispiel eine besondere Wirkung
des Windes auf den freien Spiegel denken. Hingegen ist die typische
Erscheinung der Wellenfortpflanzung ohne Hinzutreten besonderer
aduBerer Wirkungen wirbelfrei.

Man kennt bisher keine strenge Losung, die zu diesem Typus
gehort. Unter den angeniherten Losungen sind klassisch: die ein-
fachen Airyschen Wellen, und die weiteren Anniaherungen von
Stokes, Rayleigh, Green, Helmholtz, Boussinesq, Mac Cowan
und anderen; ihre Losungen beziehen sich auf periodische Wellen.

Levi-Civita stellt sich das Problem in strenger Form und
fiihrt es auf eine Gleichung zuriick, welche Differentialquotienten
und endliche Differenzen einer in einem Streifen definierten holo-
morphen Funktion enthélt. Fiir periodische Wellen transformiert sich
die Gleichung in eine andere Differential- und Funktionalgleichung
fiir eine holomorphe Funktion in einem Kreisring.

Im Falle des sehr tiefen Kanals fiihrt die strenge mathema-
tische Behandlung auf eine nichtlineare Integralgleichung, die kiirz-
lich von Levi-Civita selbst mittels der Methode der sukzessiven
Approximationen untersucht worden ist. Der hier anwesende be-
riihmte Autor wird mir die kleine Indiskretion verzeihen, die ich
begehe, wenn ich den Anwesenden diese freundliche private Mitteilung
weitergebe. Levi-Civita hat die charakteristische Gleichung inte-
griert und ist zu einer klaren Einsicht beziiglich der Konvergenz
des Verfahrens gelangt, so daB man behaupten kann, daB in tiefen
Kanillen wirbelfreie periodische Wellen existieren, welche die dyna-
mischen Bedingungen streng erfiillen. Die Existenz einer solchen
Wellenform schien selbst Lord Rayleigh lange Zeit zweifelhaft, er
hat sich erst in jiingster Zeit — mit wahrhaft genialer Intuition — der
SchluBifolgerung zugewendet, die jetzt von Levi-Civita auf feste
analytische Grundlagen gestellt wurde.

1) Bei der Diskussion erbittet Herr v. Karméan beziiglich der ebenen
Probleme néhere Angaben iiber den Fall eines Stromes zwischen zwei gerad-
linigen Wianden, der durch ein Loch in einer der Winde ausflieBt. Ich habe
darauf hingewiesen, daf dieses Problem schon behandelt worden ist, namlich
durch Michell (Phil. Trans. 1890, S. 416—421) und zwar nach der Methode
von Kirchhoff.
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Die charakteristische Gleichung von Levi-Civita fithrt in der
einfachsten und unmittelbarsten Weise zu den einfachen Airyschen
Wellen und ist durch Crudeli zur Berechnung der sukzessiven An-
nidherungen benutzt worden.

Durch Erweiterung der Betrachtungen von Levi-Civita iber
die stationire Bewegung auf das allgemeine Problem der verénder-
lichen Bewegung, habe ich eine gemischte Gleichung abgeleitet, die
natiirlich fir die stationire Bewegung mit der von Levi-Civita
direkt aufgestellten iibereinstimmt. Fiir die kleinen Wellenbewegungen
transformiert sie sich in eine lineare Gleichung zweiten Grades vom
parabolischen Typus, die charakteristisch ist fiir die Untersuchung
der Fortpflanzung kleiner wellentérmiger Stérungen in einem
Kanal von beliebiger Tiefe. Wir finden dadurch in einfacher
und direkter Weise wieder: die klassische Lésung von Lagrange
beziiglich der Wellen in einem Kanal von geringer Tiefe; jene
von Poisson und Cauchy fiir unendlich tiefe Kanile, und auller-
dem Resultate, die sich auf den Fall von sehr tiefen, aber nicht
unendlich tiefen Kanilen beziehen, ein Problem, das vorher schon
auf direktem Wege von Palatini untersucht wurde. Man er-
hilt iiberdies eine Abschitzung des Einflusses, den der Grund
des Kanales auf verinderliche Wellen ausiibt, die besser an-
ndhert, als die aus einer klassischen Formel von Lord Rayleigh
abgeleitete.

Die Methode hat sich auch als anwendbar gezeigt auf die
Untersuchung der kleinen Bewegungen einer Fliissigkeitsmasse,
die in Gefiflen von verschiedenen Formen enthalten ist (Sandra
Bruni).

Zu bemerkenswerten Schluflfolgerungen von allgemeinem Cha-
rakter gelangt Levi-Civita bei der Betrachtung der Wellen von
permanentem (auch nicht periodischem) Typus in Kanilen von be-
liebig gegebener Tiefe. Es erscheint mir nicht angemessen, hier mehr
dariiber zu sagen, da auf diesen Gegenstand der beriihmte Autor in
einem besonderen Vortrage selbst eingehen wird.

Beziiglich der angeniherten Berechnung mit Wirbel behafteter
Wellen habe ich nachgewiesen, dafl es unendlich viele Formen fort-
schreitender, nicht wirbelfreier Sinuswellen geben kann. Fiir diese
gelten die fiir einfache Wellen gewonnenen Resultate und insbesondere
die klassische Relation von Airy, welche die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Welle mit ihrer Lange und mit der Tiefe des Kanals ver-
bindet, wofern man fiir diese letztere einen bestimmten, von der
(von vornherein willkiirlichen) Verteilung der Wirbel auf der freien
Oberfliche abhéngigen Wert einsetzt.

Ich habe iiberdies auf einen neuen Typus von periodischen und
mit Wirbel behafteten Wellen hingewiesen, bei dem die Differential-
gleichung der freien Oberfliche sich in dem Vorzeichen einer Kon-
stanten von jener Gleichung unterscheidet, welche das Profil der
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kegelférmigen Wellen vom wirbelfreien Typus kennzeichnet, die von
Kortweg und de Vries angegeben wurden?).

In Anlehnung an Lord Rayleighs analytische Behandlung der
Erscheinung der Einzelwelle, konnte ich den Sprung im Verlauf der
stationdren Stromung eines Wildbachs in einen Kanal mit geneigter
Sohle nachweisen. Ich gab eine theoretische Darstellung des Ver-
haltens rasch herabstrémender Fliissigkeitsmassen.

Ich bedaure, dafl das Programm, hier nur von dem zu sprechen,
was die klassische Hydromechanik angeht, mir nicht erlaubt (ich
fiilhle mich auch wenig kompetent dazu), diesen Bericht mit der
Aufzéhlung dessen zu beschlieBen, was in Italien auf hydrau-
lischem Gebiete geschaffen wurde. Es sei mir wenigstens gestattet,
auf die vortrefflichen Forscher hinzuweisen, die sich auf diesem Ge-
biete verdient gemacht haben: Alibrandi, Allievi (der sehr be-
kannte Autor der Theorie des WiderstoBes), Giulio De Marchi,
Luigi De Marchi, da Rios, Fantoli, Masoni, Paladini, Pup-
pini, Spataro, Turazza.

Dies geniige, als Zusammenfassung der Tétigkeit der Italiener auf
hydrodynamischem Gebiete wihrend der letzten 15 Jahre. Ich schlieBe,
indem ich ein Loblied anstimme auf die wissenschaftliche Verbriiderung,
die ein unerliBliches Vorspiel fiir die Verbriiderung der Vélker ist,
und den Wunsch ausspreche, dafl diese Versammlung eine frucht-
bare Anregung sein soll fiir eine weitere Initiative zum Wohle der
Wissenschaft und der Menschheit.
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Uber die Entstehung von Wirbeln in der idealen
Fliissigkeit, mit Anwendung auf die
Tragfliigeltheorie und andere Aufgaben.

Von L. Prandtl in Gottingen.

I.

Die Zahigkeit der wirklichen Fliissigkeiten ist in vielen Fallen
80 klein, dafl ihre Wirkung im Innern der Fliissigkeit vernachldssigt
werden kann. Dies fithrt bekanntlich dazu, in den Rechnungen die
Zshigkeit ganz auller acht zu lassen und statt der wirklichen Fliissig-
keit eine ideale Fliissigkeit zu betrachten, die dann meist auch als
homogen und unzusammendriickbar angenommen wird. Man beweist,
daB im Innern einer solchen idealen Fliissigkeit Rotation nicht ent-
stehen oder, wenn sie besteht, nicht vergehen kann. Die Bewegungen
von Wirbeln sind durch die Arbeiten von Helmholtz, Lord Kelvin
u. a. weitgehend aufgekldrt. Die Entstehungsweise solcher Gebilde
bleibt dabei aber vollig dunkel; die Beobachtung, da wir sie durch
einfache Vorrichtungen erzeugen konnen, scheint vielmehr in offenem
Widerspruch zu obigem Satze zu stehen.

In meiner auf dem Heidelberger Mathematikerkongrefl vor-
getragenen Arbeit habe ich darauf hingewiesen, daB in einer Fliissig-
keit mit beliebig kleiner, aber doch von Null verschiedener Reibung
eine diinne Schicht an den festen Begrenzungsflichen der Fliissigkeit
vorhanden ist, in der die Geschwindigkeit um endliche Betrige von
derjenigen in der ,freien Fliissigkeit“ verschieden ist. An der Be-
grenzungsfliche selbst ,haftet“ die Flussigkeit, d. h. die Geschwindig-
keit stimmt dort mit der des begrenzenden festen Korpers iiberein.
In der diinnen Schicht, die wir ,Grenzschicht“ nennen, ist also
jedenfalls Rotation vorhanden. Freie Wirbel d. h. Stellen mit Rota-
tion im Innern der Fliissigkeit, werden nun offenbar dann vorkommen,
wenn Flissigkeit aus der Grenzschicht ins Innere gelangt.

Von den verschiedenen Moglichkeiten, wie Material aus der
Grenzschicht ins Innere gelangen kann, sei hier hauptsdchlich eine
nidher betrachtet, der ,ZusammenfluBl von zwei getrennt ge-
wesenen Flissigkeitsstromen an einer scharfen Kante“?). Die

Y Eine andere Art von ,ZusammenfluB* ist von F. Klein in seiner Ab-
handlung: ,Uber die Bildung von Wirbeln in reibungslosen Fliissigkeiten®
besprochen worden, Z. f. Math. u. Phys. 58, 259, 1910.
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beiden Strome konnen longitudinale und transversale Geschwindig-
keitsunterschiede haben. Es wird also, wenn wir wieder zur reibungs-
losen Fliissigkeit iibergehen, wobei die Grenzschicht die Dicke Null
erhilt, eine Trennungsfliche mit einem Geschwindigkeits-
sprung resultieren. '

Wir erkennen also, daB wir in der idealen Fliissigkeit, die ja
nicht um ihrer selbst willen, sondern nur als vereinfachtes Gedanken-
bild der wirklichen Flissigkeiten erdacht worden ist, derartige durch
Zusammenflul entstandene Trennungsflichen zulassen miissen. Wir
konnen auch noch die Feststellung verwerten, daB an scharfen, in
die Fliissigkeit hineinspringenden Kanten in Wirklichkeit nicht die
von der Potentialtheorie geforderten unendlich grofen Geschwindig-
keiten auftreten, sondern daBl sich statt dessen immer Trennungs-
schichten ausbilden, und zwar von einem solchen Betrage des Ge-
schwindigkeitssprungs, daf dadurch die Geschwindigkeit an der Kante
endlich bleibt. Die Trennungsschichten treten also hinter scharfen
Kanten regelmiBig auf, wenn ohne sie dort die Geschwindigkeit un-
endlich grof wiirde).. Auch dies kann, wie ich hier ohne Beweis
erwahne, zuniichst fiir die zdhe Fliissigkeit eingesehen werden und
bleibt beim Ubergang zur idealen Fliissigkeit erhalten.

Die Grenzschichtentheorie lehrt, daBl auch an gerundeten Flichen
Trennungsschichten auftreten, und zwar an solchen Stellen, wo
ohne sie der Fliissigkeitsstrom liangs der Wand eine starke Ver-
zogerung erfahren wiirde. Da hierbei aber Zihigkeitswirkungen inner-
halb der Grenzschicht fiir den Ort der Ablosung der Strdmung be-
stimmend sind, und ich hier von der Zihigkeit nicht reden will, mag
dieser Fall hier auBer Betracht bleiben.

I1.

Bei den an Kanten ansetzenden Trennungsflichen lassen sich
verschiedene Einzelfille unterscheiden. Handelt es sich z. B. um die
stationdire Stromung um einen endlichen Tragfliigel, so
fiithrt die Forderung der Stetigkeit des Druckes an der Trennungs-
fliche zu dem Ergebnis, daf iiber und unter ihr der Betrag der
Geschwindigkeit derselbe sein mufl. Es folgt dies einfach aus dem
Satz von Bernoulli. Der Geschwindigkeitssprung ist hier also rein
transversal. Wenn die Tragfliche Auftrieb liefert, so muB ein Druck-
gefille von der Unterseite iiber die Seitenrinder weg nach der Ober-
seite bestehen, vgl. Abb.1. Man erkennt leicht, daBl durch die
Wirkung dieses Druckgefilles die Stromlinien hinter der Tragfliche
unten divergieren, oben konvergieren. An die Hinterkante wird sich
also eine Trennungsfliche mit entgegen-
gesetztem Drehsinn auf beiden Seiten : -
anschlieBen. Der Geschwindigkeitssprung 3
entspricht dabei véllig den Pfeilen von +
Abb. 1. Abb. 1.

1) Vgl. auch die Formulierung, die ich diesen Sitzen in meiner Tragfliigel-
theorie gegeben habe (Ziffer 4 der 1. Mitteilung, Gott. Nachr. 1918, 8. 457 u. f.).

o%
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Der Drehsinn und der Betrag der Zirkulation in der Wirbel-
schicht ist in vollstindigem Einklang damit, daB das Zustandekommen
des Auftriebs an eine Zirkulation der Stromung um den Fligel ge-
kniipft ist, die nach der Joukowskischen Formel gleich Auftrieb
pro Léngeneinheit /| Dichte < Geschwindigkeit ist:

a
I'= oV
Die ,Zirkulation“ ist dabei das Linienintegral der Geschwindigkeit
langs einer geschlossenen Linie, oder anders ausgedriickt, der Poten-
tialsprung in der Trennungsfliche. Da die Trennungsfliche den Raum
einfach zusammenhéngend 148t besteht bei der Bewegung im ganzen
Raum auBerhalb des Fliigels ein eindeutiges Potential mit unstetigem
Verlauf auf der Trennungsfliche.

Die Gestalt der Trennungsfliche isl, da sie sich von der seit-

lichen Kante her spiralisch aufwickelt, sehr verwickelt (vgl. Abb. 2).

Abb. 2.

Man gelangt jedoch in der Tragfliigeltheorie dadurch zu N#herungs-
ausdriicken fiir das Geschwindigkeitsfeld, dal man die Deformation
der Trennungsfliche fiirs erste vernachlissigt. Das bedeutet so viel,
daB man nach dem Geschwindigkeitsfeld fiir den Fall eines sehr
kleinen Auftriebs fragt, wobei dann der Geschwindigkeitssprung in
der Trennungsfliche ebenfalls sehr klein (gegen die Fliigelgeschwindig-
keit) wird. Die Anderung des Geschwindigkeitsfeldes infolge der
durch das Geschwindigkeitsfeld hervorgerufenen Deformation der
Trennungsfliche ist dann — wenigstens in der Néhe des Tragfliigels —
eine kleine GréBe zweiter Ordnung, also im Bereich einer Theorie
erster Ordnung vernachlissighbar. Meist wird in dieser Theorie noch
angenommen, dall der Tragfliigel in der Flugrichtung so schmal ist,
daB er ohne Fehler wie eine ,tragende Linie“ behandelt werden
kann. Uber die mathematische Gestalt dieser Theorie der ersten
Ordnung wird Herr Trefftz das N#here berichten.

II1.

Auf andere Probleme wird man gefiilhrt, wenn man nicht-
stationadre Stromungen studiert. Wir wollen uns hier der Ver-
einfachung wegen auf zweidimensionale Stromungen beschrénken.
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Die stationdre zweidimensionale Fliigelstr6mung liefert, wie
bekannt, eine Potentialbewegung mit im allgemeinen mehrdeutigem
Potential, aber ohne Unstetigkeiten in der Geschwindigkeitsverteilung.
Nicht so die beschleunigte Strémung. Die Druckgleichheit zu beiden
Seiten der Trennungsfliche verlangt, daB

P 1,
e

auf beiden Seiten der Trennungsfliche in entsprechenden Punkten
denselben Wert annimmt. Dem Potentialsprung an der Trennungs-

. . . . 0 .
fliche entspricht im allgemeinen auch ein Sprung von P somit

auch einer im Betrag von v. Es ergeben sich also hier Trennungs-
flichen mit longitudinalem Geschwindigkeitssprung.

Ein Beispiel, das verhiltnisméBig einfach zu libersehen ist, mag
zur Erliuterung dienen. Ein Tragfliigel filhre neben der gleich-
formigen Vorwirtsbewegung eine periodische Auf- und Abbewegung
aus, wobei gleichzeitig der Anstellwinkel verindert werden mag.
Wenn der Auftrieb schwankt, so miissen Wirbel von solchem Betrag
abgehen, als es der Anderung der Zirkulation entspricht. Denn fiir
jede die Tragfliche umschlieBende geschlossene ,fliissige Linie“ muf
nach dem Thomsonschen Satz die Zirkulation unverinderlich bleiben.
In erster Naherung wird, wenn [ die Zirkulation und V die mittlere
Geschwindigkeit ist, der Geschwindigkeitssprung an der Hinterkante

Es ergibt sich eine wellenférmige Trennungsschicht von abwechselnd
positivem und negativem Drehsinn. Je nach der Phase, in der die
Auf- und Abbewegung mit dem durch den Anstellwinkel beherrschten
Auftrieb steht, kann Vortrieb oder Riicktrieb entstehen. Dem Vor-
trieb am Fliigel entspricht eine Arbeitsleistung beim Schlagen des
Fliigels und ein nach riickwirts gerichteter Impuls der Stromung.
Es ist leicht zu erkennen, daB die nebenstehende Wirbelkonfiguration
(die natiirlich allméhlich in eine WirbelstraBe von der von Herrn
v. Kdrméan studierten Art iibergehen wird), diesen Riickwirtsimpuls
aufweist (Abb. 3).

S

Abb. 3.

Die strenge mathematische Losung solcher Aufgaben erscheint
hoffnungslos schwierig. Dagegen li8t sich auch hier im Bereich einer
Theorie der ersten Ordnung wohl viel erreichen. Man muB dazu
wieder die Auftriebe als klein annehmen. Die Eigenbewegung der
Trennungsfliche wird vernachlassigt, es ergibt sich also eine vor-
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gegebene Trennungsfliche mit vorgegebener Verteilung des Geschwin-
digkeitssprungs, aus der das Geschwindigkeitsfeld durch Quadraturen
hergeleitet werden kann. Die Vereinfachung der Tragfliche zur tragen-
den Linie liefert hier keine verniinftigen Ergebnisse, da logarithmisch
unendliche Terme auftreten. Man muB also endlich ausgedehnte
Fligelprofile in Betracht ziehen.

Nach einem Vorschlag von Betz kann man so verfahren, daf
man (im ebenen Problem) durch konforme Abbildung zu der Ebene
iibergeht, in der das Fliigelprofil durch einen Kreis abgebildet wird,
wihrend das Unendliche unverindert bleibt. Man braucht nun nur
das mit abgebildete Wirbelsystem der Trennungsfliche in bekannter
Weise im Innern des Kreises zu spiegeln, um dafiir zu sorgen, daB
der Kreis Stromlinie bleibt. Die Trennungsfliche muf dabei immer
in dem Punkt des Kreises ansetzen, der der Hinterkante des Fliigels
entspricht, in dem gleichen Punkt muB die Stromlinie ¥ ==0 sich
verzweigen. Die (verdnderliche) Geschwindigkeit, die in Wirklichkeit
der Fliigel hat, wird mit entgegengesetztem Vorzeichen der Flussig-
keit im Unendlichen vorgeschrieben; die jeweilige Anderung der
Zirkulation muf mit der austretenden Wirbelstirke iibereinstimmen.

Eine andere Methode ist die folgende: Der Fliigel wird als un-
endlich dinn angenommen und dadurch selbst als eine Trennungs-
fliche angesehen, aber natiirlich eine, die den Helmholtzschen
Satzen nicht folgt, da sie ja Driicke auf die Fliissigkeit ausiibt. Um
zu einer mathematischen Formulierung zu gelangen, kann man eine
dichte Folge von tragenden Linien von der Zirkulation dI'=—=ydx
annehmen, der ein Auftrieb pro Léingeneinheit da=—pVyda ent-
spricht. Der Einfachheit halber seien die tragenden Linien alle in
einer zur Flugrichtung parallelen Ebene angenommen. Die Griofle y
bedeutet offenbar einen Geschwindigkeitssprung. Durch die zeitliche
Anderung von y entsteht ein weiterer Geschwindigkeitssprung o, der
nun aber den Helmholtzschen Gesetzen gehorcht, d. h. von der
Stromung fortgefiihrt wird. Es gilt deshalb im Bereich der Theorie
der I. Ordnung innerhalb des Fliigelprofils die Beziehung

dy |, oo 00
A A N /Sy o &
dﬂL ot + ox 0%),
aullerhalb
0o 0o
TV =0

durch Integration ergibt sich hieraus:

2y

d}/ / x—a dw,

Zo
wobei innerhalb des Profils #, ==z, hinter dem Fliigel von der Tiefe !
aber x, = x, |1 zu setzen ist.

1) Vgl. Anhang 1.
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Es ist nun das von dem gesamten Geschwindigkeitssprung y o
herrithrende Geschwindigkeitsfeld zu berechnen und hinterher die Ver-
teilung y (x,t) so zu bestimmen, daBl die durch die vorgeschriebene
Profilgestalt und Bewegung gegebenen Geschwindigkeiten in den vom
Fliigel eingenommenen Raumpunkten durch das Geschwindigkeitsfeld
wirklich geliefert werden. Diese Rechnung ist in einer zur Zeit in
der Fertigstellung befindlichen Dissertation durchgefithrt!). Sie ist
dadurch moglich geworden, daB die Funktion y nach passenden
Normalfunktionen entwickelt ist?), und daB man sich begniigt hat,
die Bedingung fiir die Geschwindigkeit nur an einer Anzahl diskreter
Punkte zu befriedigen. Die Entwicklungen konvergieren leider nur
fiir langsame Schlagbewegungen gut. Was die Betzsche Methode
leistet, ist noch nicht erprobt. Sie wird in den Hinden eines ge-
schickten Rechners wohl auch zu numerischen Resultaten fiihren.

1v.

Eine andere nicht unwichtige Aufgabe ist die Klirung des Be-
wegungsbeginnes einer Tragfliche. Der Ubergang von der Ruhe
zur Potentialbewegung mit Zirkulation vollzieht sich natiirlich durch
Abspaltung eines Wirbels von entgegengesetzt gleicher Zirkulation.
DaBl der Wirbel im Idealfall aus einer Trennungsfliche besteht, ist
klar. Wie sieht diese aber aus? Der Versuch gibt die Antwort, daB
ihr Querschnitt eine sich immer mehr zusammenrollende Spirale ist.

Es gibt ein Beschleunigungsgesetz, bei dem Stromungen mit
Trennungsflichen moglich sind, die sich dauernd kongruent
bleiben, wo also nur die Intensitdt der Geschwindigkeit zeitlich
anwéchst. Setzt man nidmlich die Geschwindigkeit des Kérpers

Vv =7 ¢ ; (und ¢<_t), so wird das Potential der Relativstromung
| —
()]
€Z5=rt—£§0—t (wo ¢ eine Linge ist). Der Ausdruck %——{—%v{ der

1
fir den Druck bestimmend ist, wird dann = = —CT,J <¢p —+ —;— (grad (p)2> .
Es geniigt also, ein Potential ¢ so aufzustellen, daB die Grenzbedin-
gungen in gewo6hnlicher Weise erfiillt werden, und daBl zu beiden

Seiten der Trennungsfliche der Ausdruck ¢ 4 —;— (grad @)® den gleichen

Wert annimmt. Die exakte Losung irgendeiner praktischen Aufgabe
ist bisher nicht gelungen, doch konnte ich bereits 1912 zeigen, daf3
eine Trennungsfliche von der Gestalt einer logarithmischen Spirale
mit 30° Steigung eine Losung darstellt?). Die Trennungsfliche ist

) W. Birnbaum, Das ebene Problem des schlagenden Fliigels (wird
voraussichtlich in der Z. angew. Math. Mech. erscheinen).

?) Vgl. Anhang 1. 3) Vgl. Anhang 3.
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hier zugleich Stromlinie. Das komplexe Potential lautet
. 2\k (14v3)
p+ipy=C ( ) .

a

AuBer dieser ,kongruent verénderlichen Strémung“ habe ich damals
auch die ,dhnlich verinderte“ Stromung behandelt, d. h. eine Stro-
mung mit einer Trennungsfliche von
wachsender Ausdehnung, die wihrend
des Wachsens sich dauernd geometrisch
dhnlich bleibt'). Natiirlich miissen auch
die Grenzbedingungen dieselbe Ahnlich-
keitstransformation befriedigen. Als Bei-
spiel erwdhne ich die Strémung um eine
Ecke, vgl. Abb. 4.

Der allgemeine Ansatz ist offenbar

D=ct"p(&, 1),

ist.

_ o aqﬁ)l
n—1 _ o L
cl {mp m<§ 3E an

1 _ 8(;0)2 (’hp)?l
A2 e2m—m}d (T ~r

5 Ot {<a§ +(an J

Damit ¢ (£, ) von der Zeit unabhingig wird, muBl n— 1=2(n — m)
sein, also n=—2m — 1.
Setzt man bei der Stromung um die Ecke mit dem Winkel ¢

1
fest, daB im Unendlichen @ - i %= at”z sein soll, wobei e 2— e
JT
zu setzen ist, dann ergibt sich durch Vergleichung der Exponenten
m:%ﬂ, also z. B. fiir gleichférmige Beschleunigung (1=1) und
— M4

eine diinne Platte (u=—=3): m=2%, n=3.

Auch hier ist wieder die logarithmische Spirale eine mogliche
Gestalt der Trennungsfliche. Fiir diese gilt offenbar neben der
dynamischen Bedingung der Druckgleichheit noch die kinematische
Beziehung: vy, =, auf beiden Seiten der Trennungslinie. Mit Riick-
sicht auf die Helmholtzschen Sitze ist weiter noch zu verlangen,
dal die Geschwindigkeit, mit der sich der geometrische Ort v, =1,
normal zur Trennungsfliche- verschiebt, mit der Normalgeschwindig-
keit der Fliissigkeit iibereinstimmt. Hierdurch wird jedem Wert von
m eindeutig eine bestimmte Steigung der Spirale zugeordnet?). Dem
obigen Fall entspricht eine solche von nicht ganz 2°.

1) Vgl. Jahresber. d. deutsch. Math.-Vereinigung 22 (1918) Abt. 2 S. 69.
3 Vgl. Anhang 4.
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Auffallend ist, daB den Werten von m zwischen O und 1 keine
verniinftige Losung dieser Art entspricht. Hier scheinen anders ge-
artete Spiralen aufzutreten, die in der Nihe des Zentrums den

Charakter von r:q%n haben, wo & der Zentriwinkel ist.

Die sich aufrollenden Trennungsschichten lassen uns auch die
Entstehung des Totwassers bei der Kirchhoffschen Stromung um
die Platte verstehen. Man erkennt unschwer, dafBl sich das aus der
Trennungsschicht gebildete Wirbelpaar im Laufe der Zeit ins Un-
endliche entfernt, wodurch dann das zwischen den Trennungsschichten
befindliche Wasser zur Ruhe kommt.

Allerdings sind, wie schon Helmholtz nachgewiesen hat, alle
Trennungsschichten hochgradig labil, so daB in Wirklichkeit bei der
geringsten Storung turbulente Vorginge auftreten, die der Stromung
dann einen ganz anderen Charakter verleihen konnen.

Ich habe im vorstehenden viele noch unfertige Dinge beriihrt.
Meine Absicht war auch weniger, iiber gesicherte Endergebnisse zu
berichten, als vielmehr Anregungen zu weiteren Forschungen zu geben.
In solchem Sinne bitte ich meinen Vortrag bewerten zu wollen.

Anhang.
(Nicht vorgetragen.)

1. Die Gleichung fiir den Geschwindigkeitssprung beim nicht
stationdren ebenen Tragfliigelproblem

oy 4 90 ylo N ¢0

— —=0, .
ot T TV =0

fur die im Vortrag eine aus den Anschauungen der Tragfliigeltheorie
entwickelte Herleitung gegeben ist, 1aft sich auch unmittelbar aus
der Eulerschen Gleichung ableiten. ’
Es sei ein flaches Fliigelprofii angenommen, das auBler der
geradlinigen Grundbewegung ¥ noch irgendwelche willkiirlich gegebenen
Bewegungen ausfiilhren moge, deren Geschwindigkeiten «» und w (in
Richtung von V und senkrecht dazu) iiberall klein gegen V sein
mogen. Die X-Komponente der Eulerschen Gleichung lautet dann
tir ein mit der Grundgeschwindigkeit V fortschreitendes Bezugssystem:
ou ou ou 1adp 0

ot

+(V+“>a_x+waz 0 ox
oder, wenn man sich im Sinne der Ansdtze der Tragfliigeltheorie
auf Glieder erster Ordnung beschrinkt,

ou ou 1 0p

— -V —"F———=0.. . . . ... (2

ot ox ' o oz @)

Der Auftrieb fir den Streifen von der Breite' dx und der

Linge 1 senkrecht zur X Z-Ebene ist offenbar da=(p,—p,)dx,

b
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wobei der Zeiger w den Zustand unter der Fliche, der Zeiger o den
iber der Fliche bedeuten soll. Nun ist aber in Anwendung des
Joukowskischen Satzes auf 1. Ordnung genau

da=9Vydzx,
woraus fiir den tragenden Geschwindigkeitssprung y die Gleichung folgt
1 .
7=y 2 (3)

Andrerseits ist der gesamte Geschwindigkeitssprung im Fliigel

yfFo=u,—u, . . . . .. ... (4
Schreibt man Gl (2) einmal fiir die Oberseite des Fliigels an und
einmal fiir die Unterseite und bildet die Differenz, so erhilt man
unter Beriicksichtigung von Gl (3) und (4)

i 2(y 4 o) oy
STV — =V o=

was sich sofort zu Gl (1) vereinfachen 1a8t.

0,

2. Die in der zweidimensionalen Tragflichentheorie verwendeten
Normalfunktionen fiir den tragenden Geschwindigkeitssprung y lauten
fiir einen von #=-—1 bis £ =--1 reichenden Fliigel:

1—x

) 14x

usw. mit steigenden Potenzen von z. Fir den stationdren Fall, wo keine
freien Geschwindigkeitsspriinge ¢ hinzutreten, liefert die Funktion a)
mit einem passenden kleinen Dimensionsfaktor multipliziert die Um-
stromung einer unter einem kleinen Winkel geneigten ebenen Platte
(x=—1 ist dabei der angeblasene Rand, an dem y=oo wird);
die Funktion b) liefert einen Parabelbogen mit wagerechter Sehne
(was bei den Grundannahmen der Aufgabe natiirlich dasselbe ist
wie ein Kreisbogen); der Fall c) liefert eine S-Kurve, d. h. eine
Funktion dritten Grades als Profil. Wegen der Linearitdt der Auf-
gabe sind irgendwelche linearen Kombinationen der Normalfunktionen
ohne weiteres verwendbar und liefern als Profil die entsprechenden

linearen Kombinationen der Einzelprofile. oV f ydx liefert dabei
den Auftrieb, Qnyxdx das Moment.

Das Feld der Normalverteilungen in der Umgebung des Fliigels
1aBit sich in eine Reihe nach fallenden Potenzen von r entwickeln,

in denen als Koeffizienten fydx, fxydx und die hoéheren Mo-
mente auftreten. Die Reihen kqnvergieren auBerhalb eines Kreises,
dessen Durchmesser die Fliigelsehne ist. Mittels dieser Reihe hat
sich eine zweidimensionale Mehrdeckertheorie entwickeln lassen, die
an Hand des mit komplexen Funktionen aufgeklirten Falles zweier
paralleler ebenen Platten nachgepriift und als brauchbar erwiesen
werden konnte. Dabei haben wir uns damit begniigt, die Geschwin-
digkeit der Strémung an drei Punkten des Profils in Ubereinstim-

b) V1— o c) zV1—2*
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mung mit der durch das Profil gegebenen Richtung zu bringen, wodurch
sich die Beiwerte der drei ersten Normalfunktionen der beiden Trag-
fliigel ermitteln lassen. Diese von Herrn Ackermann durchgefiihrte
Arbeit hat bei Kriegsende abgebrochen werden miissen und ist seit-
her unvollendet geblieben.

In der Schlagfliigelrechnung von Birnbaum zeigte sich, daB
bei Beschrinkung auf die ersten drei Normalfunktionen und auf die
niedrigsten Potenzen der Schlagfliigelfrequenz die Geschwindigkeiten,
wenn sie an drei Punkten des oben angenommenen Profils zur Uber-
einstimmung gebracht werden, dann auch identisch iiber den ganzen
Fliigelquerschnitt stimmen. Birnbaum rechnet fiir den schlagenden
und dabei mit der gleichen Periode, aber beliebiger Phase seinen
Anstellwinkel verindernden Fligel einmal die Auftriebsverteilung oVy
und hieraus Auftrieb und Moment, dann den Widerstand bzw. Vor-
trieb f owydx (w= Vertikalgeschwindigkeit), die Schlagarbeit, die
Vortriebsarbeit und die in den Wirbeln verbleibende Energie;
daraus ergeben sich auch Beziehungen fir den Wirkungsgrad, mit
dem Schlagarbeit in Vortriebsarbeit verwandelt werden kann. Durch
die abgehenden Wirbel erleidet der Auftrieb eine Verminderung und
eine Phasennacheilung gegen die in elementarer Weise errechneten
Werte.

Der Fall von Eigenschwingungen des elastisch gelagerten Fliigels,
wobei Widerstandsarbeit in Schwingungsenergie iibergehen kann und
so der Fliigel in immer heftigere Schwingungen gerdt, ist auch be-
handelt.

Die dreidimensionale Schlagfliigeltheorie diirfte der strengen Be-
handlung nach den Ansitzen der Tragfliigeltheor.e ziemliche Schwierig-
keiten entgegenstellen. Eine angeniherte Behandlung scheint aber
durchaus moglich, und auch notwendig, da die zweidimensionale
Theorie bei dem Fehlen der Randwirbe]l viel zu giinstige Ergebnisse
liefert. Hier wird zu dem induzierten Widerstand des stationdren
Fliigels noch ein Widerstand durch die abgehenden Querwirbel ent-
sprechend der zweidimensionalen Theorie und ein weiterer durch die
der Auftriebsschwankung entsprechenden verénderlichen Randwirbel
kommen. Die beiden letzten Wirbelarten werden dabei in der Weise
zusammmenwirken, dafl die Abschwéichung und Phasennacheilung der
Auftriebskrifte gegeniiber dem zweidimensionalen Fall noch ver-
mehrt wird.

3. Die Rechnung fir die Spiralwirbel sei hier kurz an-
gegeben. Zundchst in dem Fall der kongruent-verdnderlichen
Stromung: Wir setzen den stationdiren Faktor des komplexen
Potentials
Z>a+iﬂ

Ll iw—(C |~
=@ty C<a

1)

Mit z=re*? wird

fe <'r7>ue_ﬂﬂ e'; (aﬂf}—ﬂln %)

a

2
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also mit reellem C und mit der Abkiirzung

on?—}—ﬁln%zl. N ),
<P———0<%>ae_ﬂ0 cosd . . . ... .. (3
w:C<%>ae—ﬂ1’ sind ... ... .. (4)

An der Trennungsfliche, die rdumlich festliegh, muB die
Stromung beiderseits tangential verlaufen, als y = const. sein. Es
handelt sich also darum, eine Linie y— const. zu finden, die mit
einer anderen fiir ¢,=—1%, -}-2n identisch ist. Das ist offenbar
nur der Fall bei der Stromlinie =0, fir die sini=0 Iist.
Wenn in der Spirale, wie wir annehmen, nur eine einzige Tren-
nungsschicht vorhanden ist, dann darf eine weitere Stromlinie v =0
nicht mehr vorhanden sein, es muB} also 4,—=4, +# mit $,=93, 2=

1
zusammenfallen, woraus sich aus Gl. (2) ¢ = + 5 ergibt.

Setzt man 4, =0, so erhilt man fiir die Trennungsschicht aus
(2) die Gleichung

r—aqae ﬂ . . . . . . . . - N (a)

Die Steigung dieser logarithmischen Spirale ist tgy :% Die Spirale

offnet sich bei positivem tgy im Uhrzeigersinne, wenn ¢ im Gegen-
zeigersinn wéchst.
Es gilt jetzt noch die im Vortrag erwéhnte dynamische Bedingung

C c o
P11 K} (grad @,)° = @, |- 9 (grad g,)*. . . . . (6)

fir die beiden Seiten der Trennungsschicht zu erfiilllen. Es ist dabei

P, =, 2,
o
~Z
ry=r,=ae .
Nun ist
orf|?
<gradzp)~:;—zl

Aus (1) ergibt sich
iaf: : . f} e _‘T,C r =1 P
’5; :i(a—l—@ﬂ)gl——va‘—l—ﬂ‘;(a—) e=28%,

Dies in Gl (6) eingefiihrt und » aus GL (5) in ¢ ausgedriickt, gibt
nur dann einen von ¢ unabhidngigen Wert von C, wenn  in allen
Exponenten mit demselben Faktor vorkommt. Dies gibt die Beziehung

EP=2a. . . . ... ... (7D
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Aus dieser folgt, da « und B reell sein miissen, einerseits, daf} «
positiv sein mufl; mit «=} (siehe oben) wird dann ﬂ:%l/g, der
Winkel y also 30°.
Fiir die Liange C liefert Gl. (6) die Beziehung
20 1-fe V3
o=2L LT )

¢ e?rz\/3__1

4. Bei ,ahnlich verdnderter“ Spiralbewegung wird folgen-
dermaflen verfahren. Es sei mit

. 2 [t\™™
c=tin=1(z) "
F=¢+iyf:o<-}>“m_ ()
Wird wie mit Gl (1) verfahren und
aﬂ—}—ﬂlnr——mﬂln%:l .. (10)
gesetzt, so ergibt sich fiir reelles C:
t 2m—am—1 7\«
= —) - -
D C<T> (a)e cosi . . . . . (11)
yI__C(_t_)i’m—-ctm—l<?.‘>oz e J 12)
=07 K sind . . . . . (

Die Trennungsfliche ist hier nicht stationdr. Auf ihr miissen,
wie erwahnt, folgende zwei kinematischen Bedingungen erfiillt werden,
vgl. Abb. 5

1. Die Geschwindigkeitskomponen-
ten normal zur Trennungsfliche miissen
beiderseits gleich sein.

2. Die Geschwindigkeit, mit der
sich die Trennungsschicht in der nor-
malen Richtung verschiebt, mufl den
gleichen Betrag wie die normale Ge-
schwindigkeitskomponente der Fliissigkeit
haben.

Die erstere Bedingung kommt beim
Spiralwirbel einfach darauf hinaus, daBl die Stromlinien geschlossen
sein miissen, daf also beiderseits der Trennungsschicht der Wert der
Stromfunktion iibereinstimmt.

Fir r,=r,, 9,=19, +2x ist also ¥,—= ¥, zu befriedigen.

Dem wird offenbar geniigt durch sin i, =e" -2 sinl,, wobei nach
(10): A, =1, + 27« ist. Hiermit erglbt sich
sin 2 e

- i ... (13)
Ve 27/*——00827104) —+ sin? 27 (

sinl, =
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Hieraus wird mit (10) fiir die Trennungsschicht die Gleichung ge-
funden:

Oy 1)
r=—ae e — « e e e e e
T "

Die zweite Bedingung ist der Ausdruck des Helmholtzschen
Satzes, da die Wirbel bestdndig von denselben Fliissigkeitsteilchen

gebildet werden. Ist wieder y:arctg% der Neigungswinkel der
logarithmischen Spirale, so ist die Normalgeschwindigkeit v, der
Trennungsfliche v, :(g;) cosy, also mit Gl (14):

¥

f—ed m—1
o mba =G (%) L (19)

—Ecos —+——£a¢s'n
Un = or v r 09 my

T () e Ve 1B ()

Fiihrt man hierin gemil (14) ein, ferner ¥ =19,, 1=1,, so er-
a

gibt zuniichst die erforderliche Ubereinstimmung der Exponenten
von (15) und (16) wieder die Beziehung (7), also wird

pt Vel —a,
Die Gleichsetzung von (15) und (16) gibt jetzt die Gleichung

B .
—— /3 CT . N
mp—+20e ¢ —sind;=0. . . . . . . (17)
e S

. . . . . oD L leF!?
Nun ist noch die dynamische Bedingung, daB A +3 ] e
C Z

beiden Seiten der Trennungsschicht dieselben Betrige liefert, zu be-
friedigen. Die Rechnung zeigt, daf mit Beriicksichtigung von (7)

auf

die Exponenten sidmtlich stimmen, wenn " nach (14) eingefiihrt
i

wird. Die Ausrechnung ergibt:
B, —9an
T -+ 1— e 27F
9 e @t T
( «jm o a cos8 4, — e 27 cos (4, + 2ma)
Gl (17) und (18) sind zwei Gleichungen mit den Unbekannten C

und m. Die Auflésung nach m gibt nach einer Rechnung von
E. Pohlhausen (1914):

=1. .(18)

Lo B ey (19)
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Im allgemeinen wird (vgl. die Ausfilhrungen im Vortrag) die
GroBe m gegeben sein. Man wird also zweckmiflig die Funktion m

1 :
(oder —) tabulieren, abhingig von « oder f, die miteinander durch
m

(7) verkniipft sind. Die Tabelle auf S. 32 u. 33 gibt einen Uberblick iiber
den funktionellen Zusammenhang. Es zeigt sich, daBl die Werte von
m zwischen 0 und 1 fehlen, obwohl hierfiir gerade Losungen gesucht

werden. (Die plétzlich beginnende gleichformige Bewegung z. B. gibt

1
A=0 und daher m=———— wobei u immer kleiner als 1 ist|.

h .

Diese Fille werden also von der bisherigen Theorie nicht gefaft.

Einen interessanten AufschluB gibt noch die Berechnung der
Zirkulation I'=®,— ®,, vgl. Gl (11). Driickt man nach (14) ein-
mal » durch ¢, das anderemal ¢ durch r aus, so ergibt sich die
Zirkulation der spiraligen Trennungsschicht bis zu einer festgehaltenen
Richtung ¢ zu:

o 2«
Iy=—¢ (%)21"—'16?/"8__#‘0(0% A, —e 27k cos k), . . (20)

andererseits wird die Zirkulation innerhalb eines Kreises vom Radius r:

—

Demnach ist:

a

2 _B
(g) “ll(cosll——e—z”ﬂcosl‘_,)- .. (21)

1 bF) 2m-—1

e ==, ... (22

F,;(Z)t Py t (22)
und

i(ﬁlj):Wl L (29

r\at), t

Diese letzteren Beziehungen sind besonders iibersichtlich, sind
dabei auch zur Feststellung der wesentlichen Vorzeichen sehr ge-
eignet. Doppelte Vorzeichen ergeben sich fiir # und sinl,; ferner

t .
ist fiir negatives T das Vorzeichen der gebrochenen Potenzen un-

bestimmt. Die Nachpriifung zeigt, daB der Vorzeichenwechsel von f
die Stromungsbilder in ihre Spiegelbilder verwandelt. Das Vorzeichen
von sin A, bleibt unbestimmt und hat nur Einfluf auf dasjenige von

[4 .
C; auch das Vorzeichen der Potenzen von T wirkt nur auf das von

C. (Fir die Rechnung waren alle Vorzeichen positiv genommen,
sonst hiitte in GL (17) und (18) vor C doppeltes Vorzeichen stehen
miissen). Die Bestimmung von m dagegen ist eindeutig.

Nun beschrankt sich offenbar das hydrodynamische Interesse
auf solche Wirbel, deren Stromungsumlauf mit dem Umlaufssinne
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eines auf der Spirale nach innen wandernden Punktes iibereinstimmt.
Damit hingt zusammen, daf die Zirkulation fir festes ¥ nur zu-
nehmen, nicht abnehmen darf. (Die Abnahme wiirde ein Verschwinden
der Wirbelschicht in der scharfen Kante der Abb. 4 bedeuten, wihrend
wir nur eine Neuerzeugung von Wirbelschichten dort zulassen diirfen.)

Die GI. (22) ist von allen Vorzeichenunbestimmtheiten frei; aus
2m—1

ihr entnehmen wir, da #ﬁt'v immer positiv sein muB, daB fiir
m > 1 die positiven ¢, fiir m << 0 die negativen ¢ eine physikalisch
zuldssige Strémung liefern.

In all diesen Fillen weist aber die wirbelerzeugende Grund-
stromung zeitlich anwachsende Geschwindigkeiten auf. Damit die
logarithmischen Spiralen auftreten (die Bedingung dafiir kann auch

L <1 geschrieben werden), mufl der Zeitexponent 1 von S. 24 der
m

Bedingung
A >1—u
geniigen.

Aus Gl (23) entnehmen wir, dafl fiir positive m (positive ¢,
flache Spiralen) die Zirkulation in einem gegebenen Kreise abnimmt.
Fiir negative m (negative t, steilere Spiralen) dagegen nimmt die
Zirkulation zu. In Ubereinstimmung damit hat die Geschwindigkeit
der Wirbelfiden (nach Helmholtz das Mittel der Geschwindigkeit
zu beiden Seiten) im ersteren Falle eine nach auBlen gerichtete Radial-
komponente, im zweiten Falle eine nach innen gerichtete.

Die folgende Tabelle enthilt die Neigung der Spiralen tgy, so-
wie die Exponenten « und f, ferner noch die Hilfswinkel 1, und 4,
in Abhéngigkeit von m. Des besseren Interpolierens wegen schreitet
der erste Teil der Tabelle nach gleichférmigen Stufen von 1/m fort.
Die Tabelle ist so erhalten, dafl zunichst fiir eine Reihe von Werten
von f die vorkommenden GroBen und das daraus sich ergebende m
berechnet wurde, und dann durch zeichnerische Interpolation zu
runden Werten von 1/m bzw. m iibergangen wurde. Die Zahlen-
angaben haben daher nur graphische Genauigkeit.

Tabelle.

tgy o B Ay | 2y

1,0 0 0 0 0 0

0,8 | 0,0280 | 0,00157 | 0,0560 | 0,282 | 0,0330
0,6 | 0,0507 | 0,00512 | 0,1010 | 00362 | 0,0480

0,4 | 0,097 | 0,00965 | 0,1385 | 0,0433 | 0,1030
» 0,2 | 0,0863 | 0,01476 | 0,1710 | 0,0475 | 0,1393
0,0 | 0,1005 | 0,02007 | 0,1995 | 0,0500 | 0,176
» —02 | 01137 | 0,02545 | 0,2240 | 0,0513 | 0,213
s —04 | 01255 | 003093 | 0,2465 | 00521 | 0245
s —06 | 01355 | 0,03605 | 0,2660 | 00522 | 0275
» —08 | 01448 | 0,04115 | 0,2840 | 00520 | 0310
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g 7 « | B 11 i,

1,0 0,1535 | 0,04615 | 0,3005 0,0515 0,337
0,8 0,1647 | 0,0528 0,%205 0,0503 0,378
0,6 0,1803 | 0,0628 0,3485 0,0487 0,440
0,4 0,204 0,0804 0,3945 0,0443 0,553
” —0,3 0,225 0,0962 0,4275 0,0408 0,642

» —02 | 0256 | 01230 | 0,480 0,0352 | 0,800
» —015| 0282 | 01477 | 0,523 0,0304 | 0,967
»  —010]| 0,320 | 0,1860 | 0,581 0,0240 | 1,200
»  —005] 0,879 | 02510 | 0,662 0,0157 | 1,590
»  —002| 0453 | 0,332 0,750 0,0075 | 218

»  —0 0,577 ' 0,500 0,866 0 3,14

In dem von dieser Theorie nicht gedeckten Falle —”17 > 1 diirfte

die Zirkulation innerhalb eines gegebenen Kreises sich wahrscheinlich
einem endlichen Grenzwert nihern. In diesem Falle sind dann auch
die Spiralen nicht logarithmischer Art. Eine Theorie steht hier noch
aus. Die im Vortrag angegebene Formel beruht auf der verein-
fachenden Voraussetzung, daf bereits eine gendhert zentrisch-sym-
metrische Stromung herrscht, die Spirale also schon weitgehend auf-
gewickelt ist und die Zirkulation bereits ihren stationdren Wert hat.
Ist 6 der Winkel der Spirale mit dem Radius (also das Komplement
von y), so wird

0 du ©

ot (tg9) = dr  r’
wenn u (r) die Tangentialgeschwindigkeit ist. Setzt man w=0s"
so wird

f (tg 8y =(s—1)brs—1,

ot
was integriert
tgd=(s— 1) brsttf@(r). . . . . (24)
gibt. Die angenommene Ahnlichkeit verlangt aber:
r
wr—i(2)
g f t’ﬂl

der Vergleich liefert:
s—1 ! (7) == const
= ) — ,
m 7
also mit etwas geiinderter Bezeichnung
1
tgd=ctr ™.
. rdd . . . . .
Mit tg6=7—— ergibt sich hieraus die Spiralengleichung
r

1
[ES— 7"
P=—mctr "¢ In—.
@

v.Kirman—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 3



Prandtlsche Tragflichen- und Propellertheorie).
Von E. Trefftz in Dresden.

Der Widerstand, den eine Tragfliche bei der Bewegung durch
die Luft erfahrt, ist bis auf den kleinen Betrag, der unmittelbar
von der ,Hautreibung® der iiber die Tragfliche streichenden Luft-
teilchen herriihrt, eigentlich dynamischer Natur; seine Entstehung
erklirt sich folgendermaflen: Erfahrt die Tragfliche im Luftstrom
einen Auftrieb, so erzeugt die Druckdifferenz zwischen der oberen
(Saug-)Seite und der unteren (Druck-)Seite eine Stromung quer
zur Flugbahn, die von der Unterseite um die Enden der Tragfliche
zur Oberseite geht. Verlassen die Luftteilchen vermdge ihrer Haupt-
bewegung die Tragfliche iliber die Hinterkante, so behalten sie die
Querstromung bei, und es entsteht zwischen den von der Ober- und
der Unterseite kommenden Luftteilchen eine Differenz in der Hori-
zontalgeschwindigkeit, indem die unteren sich nach auflen, die oberen
nach innen bewegen. Es geht also von der Hinterkante eine ,Un-
stetigkeitsfliche der Geschwindigkeit“ im Helmholtzschen Sinne aus.
DaB damit ein Widerstand verbunden sein muBl, folgt aus dem
Energiesatze, denn es mull offenbar Arbeit geleistet werden, um den
Luftteilchen, die tiber die Tragfliche hinweggegangen sind, auBer
ihrer gleichformigen Zustromgeschwindigkeit noch diese Zusatz-
bewegung zu erteilen, die in den Ebenen senkrecht zur Grund-
stromung erfolgt.

Wir wissen, dafl die Theorie der reibungslosen Fliissigkeiten
iber die Entstehung einer solchen Trennungsfliche keinen Aufschluf3
gibt; ist eine solche aber einmal vorhanden, so reicht die Theorie
zur Berechnung des Bewegungsvorganges und der dadurch hervor-
gerufenen Widerstands- und Auftriebskrifte aus. Diese Berechnung
leistet die Prandtlsche Theorie, deren Grundgedanken und wesent-
liche Resultate im folgenden dargestellt werden sollen.

1. Grundlagen der Theorie. Um den Zusammenhang zwischen
den Strémungsverhéltnissen, wie sie eben dargelegt wurden, und den
auf die Tragfliche ausgeiibten Kraften anschaulich zu machen, gehen
wir von dem bekannten Fall der ebenen Potentialstréomung aus.

1) Von Literaturhinweisen im einzelnen ist abgesehen. Siehe das Literatur-
Verzeichnis am Schlusse der Arbeit.
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Wir wissen, dal eine ebene Potentialstromung um eine beiderseits
ins Unendliche sich erstreckende Tragfliche nur dann einen Auf-
trieb erzeugt, wenn wir in die Tragfliche einen Wirbelfaden legen
oder — mathematisch ausgedriickt — eine Mehrdeutigkeit des
Potentials in dem die Tragfliiche umgebenden Raume zulassen. Die
Zirkulation F des Wirbelfadens, gemessen durch das um die Trag-

fliche zu erstreckende Integral f v ds, bestimmt sich nach der Kutta-
Joukowskischen Theorie aus der Bedingung glatten Abstromens an
der Hinterkante. Rechnet man den Anstellwinkel o* von der Lage
aus, in der die Tragfliche keinen Auftrieb erfihrt, so ergibt sich
der Auftrieb auf ein Fliigelelement von der Breite dx

dd=oVIdx . . .. .. ... (1)

und
I=aVisine* ~aVie*, . . . . (2)

also
dd=wno Vte*de. . . . . . . . (3)

Darin ist V die Geschwindigkeit der Grundstrémung (Anblase-
geschwindigkeit), o die Dichte der Luft, ¢ eine fiir das Fliigelprofil
charakteristische Linge, die fiir ebene Fliigel gleich der Fliigeltiefe
ist und sich auch fiir normale Profile nur sehr wenig von der
Fliigeltiefe unterscheidet. Die Richtung des Auftriebes ist stets
senkrecht zur Anblaserichtung.

Denken wir uns nun die unendlich breite Tragfliche zu beiden
Seiten abgeschnitten, so diirfen wir den in ihr egenden Wirbelfaden
nicht mit abschneiden, denn nur geschlossenen oder sich beiderseits
ins Unendliche erstreckenden Wirbelfiden kommt eine physikalische
Bedeutung zu. Das einfachste wiire nun, anzunehmen, daf der an
den Enden austretende Wirbelfaden nach riickwirts abgebogen wird.
Fiir manche Zwecke, z. B. um beim Doppeldecker den EinfluB der
beiden Tragdecks aufeinander zu berechnen, reicht diese Annahme
auch aus (Betzsche Formeln). Zur Berechnung des Widerstandes
geniigt sie aber deswegen nicht, weil ein Wirbelfaden endlicher
Stirke in der ihn umgebenden Fliissigkeit eine Strémung von un-
endlicher Energie erzeugt, so daB sich nach dem Energiesatze ein
unendlicher Widerstand ergeben wiirde. In Wirklichkeit gehen nicht
nur von den Enden, sondern von jedem Punkte der Hinterkante
(unendlich schwache) Wirbelfiden nach riickwirts ab; infolgedessen
ist die Zirkulation nicht mehr lings der Tragfliche konstant, sondern
nimmt nach den Enden zu ab. Die Gesamtheit der nach hinten
ablaufenden Wirbelfaden ist identisch mit der in der Einleitung
genannten Unstetigkeitsfliche. Da die Normalkomponente der Ge-
schwindigkeit am Wirbelbande stetig sein muB, besteht dasselbe ein-
fach aus einer Unstetigkeitsfliche fiir das Potential. Die Wirbel-
linien sind die Linien gleichen Potentialsprunges. Nach der Defini-
tion von I" ist die Zirkulation um ein Element der Tragfliche gleich
dem Potentialsprung lings der von dort ausgehenden Wirbellinie.

3*
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D. h. es ist, wenn wir die Potentialwerte an der oberen und unteren
Seite des Wirbelbandes durch die Indizes o und u unterscheiden,

P=@,—@,. . . . .. .. .. (4

Die exakte Berechnung von Auftrieb und Widerstand wiirde
nun zur Voraussetzung haben, dafl man die Gleichgewichtslage oder
die Bewegung des Wirbelbandes nach den Helmholtzschen Wirbel-
sitzen berechnete. Um den uniiberwindlichen mathematischen
Schwierigkeiten zu begegnen, die die Losung der Aufgabe auf dieser
strengen Grundlage bietet, geht die Prandtlsche Theorie von der
Tatsache aus, daBl wir es bei den Tragflichen zundchst mit den
Fillen schwacher Belastung zu tun haben, d. h. mit solchen Stré-
mungsvorgingen, wo die von den Tragflichen hervorgerufenen
Stérungsgeschwindigkeiten klein sind gegeniiber der Geschwindig-
keit ¥V der Grundstromung; demgemif wird von der Eigenbewegung
der Wirbelfdden abgesehen, und man macht die folgende

Hilfsannahme 1. Man nimmt an, daB die Wirbelelemente
von der geradlinigen Grundstromung einfach nach hinten fortgetragen
werden, so daf sich die Wirbelfiden geradlinig von der Tragfliche
nach hinten in der Richtung der Grundstréomung V erstrecken.

Setzt man auf Grund dieser Hilfsannahme die Lage der Wirbel-
fiden als bekannt voraus, so ist es eine Randwertaufgabe der
Potentialtheorie, bei gegebener Zirkulationsverteilung die Stromung
um die Tragfliche zu berechnen. Um auch diese bei gegebenen
Tragflichen praktisch unlosbare Aufgabe noch zu vereinfachen, wird
eine weitere Hilfsannahme hinzugefiigt, welche der Tatsache Rech-
nung trigt, daB bei den Tragflichen Tiefe und Dicke klein gegen
die Spannweite sind. Dies benutzt man in der

Hilfsannahme 2. Die Tragfliche wird als ,tragende Linie®
aufgefaflt, d. h. als eine Folge von infinitesimalen Tragflichen-
elementen, deren jedem aber eine Tiefe und ein bestimmter Anstell-
winkel zukommt. Es wird zugleich angenommen, daB die Strémung
um das einzelne Flichenelement so weit als eben betrachtet werden
kann, daB die Formeln (1), (2) und (3) fir den Auftrieb und die
Zirkulation gelten, sowie die Tatsache, daB die auf das Element
wirkende Kraft senkrecht steht auf der Anblaserichtung an der be-
treffenden Stelle.

2. Die Berechnung von Auftrieb und Widerstand gegebener
Tragflichen. Zur weiteren Rechnung legen wir folgendes Koordi-
natensystem: die z-Achse von der Mitte der tragenden Linie in Rich-
tung der Grundstromung V nach hinten, die y-Achse nach oben
und die z-Achse von hinten gesehen nach rechts.

Die auf ein Element der Tragfliche wirkenden Krifte erhalten
wir nun nach Prandtl durch folgende einfache Uberlegung. Die
Kraft, die ein Element von der Breite da erfihrt, steht senkrecht
zu der Richtung, in der der Streifen angeblasen wird, also senk-
recht zur Grundstromung, wenn kein Wirbelband da ist. Ist aber
ein solches vorhanden, so erzeugt es an der tragenden Linie eine
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Abwirtsgeschwindigkeit w, die sich zu der Grundstromung V geo-
metrisch addiert, so daf} die resultierende Geschwindigkeit nicht mehr
horizontal, sondern unter einem Winkel

w

nach unten geneigt ist (Abb. 1). Auf dieser effektiven Anblase-
richtung steht nun die auf das Flichenelement wirkende Kraft senk-
recht, d. h. der ohne

Wirbelband  verti- aw

kale Auftrieb ist um
den Winkel ¢ nach
hinten gekippt, hat
also eine Wider-
standskomponente

AW—cdA4. (6)

Fithren wir die
Verringerung ¢ des
effektiven  Anstell-
winkels ¢* gegen den

gemessenen ¢ in die z
Formel (2) fir die
Zirkulationsstirke
ein, so erhalten wir die Gleichung
I'=naVt(« —e)  oder I’:th(oc———%),. . (1)

welche die Grundlage der Auftriebs- und Widerstandsberechnung
bildet, denn sie ermdglicht die Ermittelung der Zirkulations-
verteilung I, aus der sich dann Auftrieb und Widerstand ergeben.

Der nichstliegende Weg, aus dieser Gleichung die Verteilung
der Zirkulation zu bestimmen, ist der folgende: Man driickt die
Abwirtsgeschwindigkeit « durch I aus; das geschieht nach Analogie
des Biot-Savartschen Gesetzes der Elektrodynamik: ein Element
ds eines Wirbelfadens, der in der Stirke dI' von einem Punkte der
tragenden Linie ausgeht, erzeugt an irgendeinem Punkte des Raumes
eine Geschwindigkeit

1 dI'-ds-sin ¢

N )

wo r die Entfernung vom Wirbelelement zu dem betrachteten Punkte
und ¢ der Winkel zwischen den Richtungen von ds und r ist. Die
Richtung der erzeugten Geschwindigkeit ist normal zu » und ds.
Ermittelt man auf diese Weise die von dem gesamten Wirbelbande
erzeugte Geschwindigkeit, so erhélt man die Abwirtsgeschwindigkeit
w ausgedriickt durch ein bestimmtes Integral, das im Integranden

4 ¥

die Ableitung Zﬁp enthdlt. Z. B. erhdlt man fiir die gerade tragende
X
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Linie auf diese Weise
-+ 8/2
Yt (dl' 1
I'(x) tha+4 PRy & (9)
— 5/2
Diese Gleichung ist zuerst von Betz behandelt worden, und zwar
fiir den Spezialfall des rechteckigen Fliigels von der Spannweite s
und iiberall gleicher Tiefe ¢ und gleichem Anstellwinkel «. Betz

setzt fir die unbekannte Zirkulationsverteilung I” eine Reihe

re=ri- (3 3, (27 a0

an; geht man mit derselben in die Gleichung (9) ein, so erhilt man
fiir die Koeffizienten a,, unendlich viele lineare Gleichungen mit
unendlich vielen Unbekannten, die sich n#herungsweise auflosen
lassen, indem man sich auf eine Anndherung durch endlich viele
Glieder beschrinkt. Das Verfahren leidet daran, daB die Konvergenz
ziemlich unbefriedigend ist, infolgedessen ist die erforderliche Rechen-
arbeit erheblich. Die Resultate sind die gleichen wie nach den
Methoden von Fuchs und von dem Referenten. Fuchs behandelt
die gleiche Aufgabe in der Weise, dal er ebenfalls fiir I" eine Reihe
von der Form (10) ansetzt, daraus die Abwirtsgeschwindigkeit o
berechnet und die Koeffizienten so bestimmt, da der Anstellwinkel «,
welcher mit dieser Verteilung der Gleichung (7) geniigen wiirde:

I  w '
d:ﬁ—t—{—?........-(ll)

moglichst konstant wird; ein einfaches Korrektionsverfahren ge-
stattet, die Rechnungen auf ein geringes Mafl zu beschrinken.

Die Methode des Referenten geht von der Betrachtung der
Stromung in unendlicher Entfernung hinter der Tragfliche aus; wir
haben dort auBer der Grundstrémung nur die von dem Wirbelbande
hervorgerufene Stromung, welche geniigend weit hinten einfach eine
ebene Potentialstromung in den Ebenen senkrecht zur Grund-
stromung ist. Der Sprung des Potentials an dem Schnitt des
Wirbelbandes mit diesen Ebenen ist, wie bereits bemerkt wurde,
einfach die Zirkulation. Durch folgende Betrachtung koénnen wir
auch die Abwirtsgeschwindigkeit w an der tragenden Linie durch
die Vertikalgeschwindigkeit der Potentialstromung am Wirbelband
ausdriicken. Wenn wir die von der tragenden Linie ausgehenden
Wirbelfiden an der Ebene z=0 (Vertikalebene durch die tragende
Linie) spiegeln, so werden simtliche in dieser Ebene liegenden Ge-
schwindigkeitskomponenten, also auch w verdoppelt, denn zu der
Wirkung der Wirbelfdden tritt die ihr gleiche Wirkung der Spiegel-
bilder hinzu. Nun haben wir aber nach der Spiegelung ein System
von geradlinigen parallelen Wirbelfiden, die sich nach beiden Seiten
ins Unendliche erstrecken, und infolgedessen in allen Ebenen
z=konst. die ebene Potentialstromung erzeugen, welche vorher nur
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im Unendlichen hinter der Tragfliche herrschte. Es folgt, dall die
verdoppelte Abwirtsgeschwindigkeit 2w gleich der Abwirtsgeschwin-

digkeit ——?;i am Wirbelbande ist. (¢ ist das Potential der ebenen
y

Strémung.) Setzen wir hiernach

1og
I'=¢,—¢, und w——gﬁ

in die Gleichung (7) ein, so erhalten wir am Wirbelbandschnitt im
Unendlichen

1 op
¢O—¢u:th(“+ﬁ?y‘>; e e e (12)

das ist eine gemischte Randwertaufgabe fiir das Potential. Eine
Naherungslosung fiir diese Aufgabe erhédlt man, indem man die von

T t=0
r°° =5%0 ——
///m’ \\\
- ~N
Tt \\ \
- ] ~N
[N ] —
f s —=
Abb, 2.
L)
Toob I‘Do, 7=%%
o I=5/4
V\\ I =54 //
T Z-9
, z=0
= S -
Abb. 3.

dem Wirbelbandschnitt begrenzte Ebene auf die Ebene aufBlerhalb
des Einheitskreises abbildet. Sind ¢ und ¢ die Polarkoordinaten in
der Ebene des Einheitskreises, so macht man nun den Ansatz

¢==3(a,0"" cosy®-+b,0~" sinvd), . . . . . (18)
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wobei man die Reihe nach dem n-ten Gliede abbricht. Die Koeffi-
zienten a, und b, bestimmt man dann in der Weise, da3 die Rand-
bedingung (12) (umgerechnet auf die neuen Koordinaten) wenn auch
nicht, wie es sein sollte, an allen Punkten, so doch wenigstens an
2n &dquidistanten Punkten erfiillt ist. Nach dieser Methode wurden
der rechteckige und der nach einer Seite sich ins Unendliche er-
streckende Fliigel von iiberall gleicher Tiefe und gleichem Anstell-
winkel gerechnet. Die Resultate sind in den Abb. 2 bis 5 dar-
gestellt. Um eine iibersichtliche Darstellung zu bekommen, schreiben
wir die Formeln fiir die Auftriebs- und Widerstandsdichte in der Form

a4 LT
| E:QIVﬁWQthXT R e 18
un
aw _r< F) |
E;——QFW*TLQV to 'ITw 1——‘——F; 3 e e e e (15)
* S=o00
2=
s=10t
/%::_:-1—'—’ S=41
//‘/

A\
\
J:

V.

02t 102 ‘ 2t
Abb. 4.
(-L£ )
Toov bo’ S =21
P =4f \‘
F——— ] S=70Lx
/ S=oF —
g2t 10t 2t
Abb. 5.

wobei mit I',=aVie derjenige konstante Wert der Zirkulations-
stirke bezeichnet ist, der fiir die Tragfliche von unendlicher Spann-
weite gelten wiirde. In den Abbildungen sind zur Darstellung
der Verteilung von Auftrieb und Widerstand die GrdBen %— und

el

r Iy . . . .
Al 1— o liber die Spannweite aufgetragen, und zwar in Abb. 2
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und 3 bei festgehaltener Spannweite fiir verschiedene Tiefen, in
Abb. 4 und 5 bei festgehaltener Tiefe fir verschiedene Spannweiten.

3. Tragflichen, die bei gegebenem Auftriebe kleinsten Wider-
stand haben. Unsere erste Hilfsannahme, daB die Wirbelfiden von
der Tragfliche geradlinig nach hinten laufen, gestattet die Beant-
wortung der wichtigen Frage, welches der geringste Widerstand ist,
der bei einem gegebenen Auftrieb mindestens eintreten muB. Wir
stellen zu diesem Zwecke eine Energie und eine Impulsbetrachtung
an, wozu wir die Fliissigkeit in sehr grofier (unendlicher) Entfernung
vor und hinter der Tragfliche durch zwei Ebenen E, und E, senk-
recht zur Grundstromung abgrenzen. Nach einer Sekunde sind diese
Ebenen um die Strecke V
in die Lage E,/ und E,’
vorgeriickt (Abb. 6), und
wir erhalten, da der Zu-
stand stationdr ist, den
sekundlichen  Gesamtge-
winn der eingeschlossenen
Fliissigkeit an Impuls und
Energie in dem Uberschuf3
an Impuls und Energie, & & £l &
den die Fliissigkeit zwi- Abb. 6.
schen E, und E," gegen
die Fliissigkeit zwischen E, und E,” hat. Nun ist der von der Grund-
stromung V herrithrende Anteil vorn und hinten der gleiche; der
Impuls und Energiegewinn ist also einfach gleich dem Impuls und
der Energie der vom Wirbelbande zwischen E, und E, hervor-
gerufenen Stromung. Der Auftrieb ist entgegengesetzt glelch der
vertikalen Impulskomponente und die sekundliche Widerstandsleistung
gleich der Energie dieser Stromung. Bezeichnet also ¢ das Potential
der Wirbelstromung in den Ebenen E,, so ist

A=_955%.dedy N ¢ 1)

und
W.V= g g‘jgrad“’ pVdxdy,

also
:g-SSgradztpdxdy, N e X))

wo Vdxdy das Raumelement ist und die Integrale iiber die x y-Ebene
zu erstrecken sind, die wir uns in der iiblichen Weise durch den
Schnitt des hindurchtretenden Wirbelbandes begrenzt denken.

Fiihren wir in dem ersten Integrale die Integration nach y aus,
so ergibt sich

R
Angif(QJo—q)u)dac, S £
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wo ¢, und ¢, die Potentielwerte am oberen und unteren Rande
des Wirbelbandes sind (das Unendliche tridgt nichts bei) und das
Integral von links (L) bis rechts (R) iiber den Schnitt des Wirbel-
bandes zu nehmen ist. Nun ist aber am Wirbelband der Sprung
des Potentials ¢, — @, =1I", also

R
A=oV[Idz. .. .. ... . (19
L

Bezeichnen wir mit » die #duBere Normale an das vom Schnitt des
Wirbelbandes begrenzte Gebiet, die an der Oberseite des Bandes
nach unten, an der Unterseite nach oben weist, so ist nach einer
bekannten Umformung der Potentialtheorie

ffgrad2¢dxdy=f¢%(§ds,. A ()

also
0 op .
W’~—2 f(p 3y ds. . . . . . . .. (21)

Fassen wir je die zwei Beitriige zusammen, die lings des Linien-
elementes ds von oben und unten herrithren, indem wir die von
oben nach unten weisende Normale mit » bezeichnen, so haben wir

oben 2_%:8-93, unten ?_)2:_8‘99 zu setzen, wobei wir benutzen,
oy on oy on ’
daB die Normalkomponente der Geschwindigkeit beim Durchtritt

durch das Wirbelband stetig ist. Es wird somit

R
o f op
Las— | (po— @) C . (22
[¢22as Jn—rZas, (22)
also
P
N At

W’—2Jfands. T 1)

Fragen wir nun nach derjenigen Zirkulationsverteilung, welche
bei gegebenem Auftriecb 4 einen kleinsten Widerstand W liefert, so
muB fiir irgendeine Variation der Zirkulationsverteilung

OW—4id4=0. . . ... ... (29
sein. Nun ist

NV———fogradtpgradécpdxdy N 1))

(grad p grad ¢ ist das skalare Produkt der Vektoren grad ¢ und
grad d ) oder nach der gleichen Umformung wie oben:

R
awzgfarg‘:ids, .26
L



Prandtlsche Tragflichen- und Propellertheorie. 43

ferner ist die Variation des Auftriebes:

R
d
aA::QTffdrﬁgds. N €
A
Soll hiernach
OW=104
sein, bei beliebigem 477, so muBl am Wirbelband
o dax . o dx
L et J— LT =c— . . . (28
™ lvds (oder mit AV =¢) on—Cds (28)

werden. Dies ist die Munksche Minimalbedingung. Fiir den Fall,
daB die tragende Linie ein Geradenstiick ist, konnen wir die Losung
gofort angeben. Fiithren wir n#mlich die zu dem Potential ¢ ge-
horige Stromfunktion v ein, so schreibt sich die Minimalbedingung

oy  dx
9s ‘ds
oder integriert
Y=Cx. . . . . . ... .. (29

Diejenige analytische Funktion ¢ -7y, deren Imaginirteil diese
Gleichung erfiillt, ist

(p—’[—up=zc{ac—Jr—ly-—-V(x—l—zy)“’——lz} .. . . (30)
(I=1s/2 ist die halbe Spannweite). Wir erhalten daraus am Wirbel-
band (d. h. fiir y=0) -

p=tcViP—2a® . . ... ... (31)

wo das negative Vorzeichen am unteren Rande, das positive am
oberen gilt, also

F=<p0—(pu=2ch2—-—9?’ N 1))
oder, wenn [’ die Zirkulation bei =0 ist:
=L, Vi—aE. . . . . . ... (33

Berechnen wir nach Gleichung (32) Auftrieb und Widerstand
aus GL (19) und (23), so ergibt sich
A=1nps*Ve)
igno}........wg
W=gmnosic® j
oder nach Elimination von ¢
o2
T4
Diese Formel liefert uns also den gesuchten Mindestwiderstand W
bei gegebenem Auftrieb 4. Trigt man W als Funktion von A4 auf,
oder, was dasselbe ist, den Widerstandsbeiwert ¢, als Funktion des
Auftriebsbeiwertes c,, so erhdlt man eine Parabel. Abb. 7 gibt ein
solches Diagramm mit den experimentell ermittelten Werten.

(35)
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Fiir eine nicht geradlinige tragende Linie — z. B. bei V-Stellung
der Fliigel — d. h. fiir nicht ebenes Wirbelband —, sowie fiir Mehr-
decker ist die Bedingung (28) fiir den kleinsten Widerstand dieselbe,
die Losung ist aber nicht mehr so einfach wie in dem eben be-
handelten Fall. Zu der Losung gelangt man am einfachsten mit
Hilfe der folgenden anschaulichen Deutung der Minimalbedingung.
Bewegt man das starr zu denkende Wirbelband mit der Geschwindig-
keit ¢ nach abwirts, so entsteht in der Flissigkeit (d. h.in der xy-
Ebene) eine Potentialstromung, die, auf ein nicht mitbewegtes Ko-
ordinatensystem bezogen, gerade die Bedingung (28) erfiillt. Diese
Stromung gewinnen wir, indem wir zuerst die Bewegung suchen, bei
welcher die Fliissigkeit im Unendlichen eine vertikale Geschwindig-

keit ¢ hat, und um das Wirbel-
/ band wie um ein festes Hinder-
a / 729 789 nis herumflieBt; dann iiberlagern
100 7 wir eine konstante Abwirtsge-
schwindigkeit ¢ und erhalten damit
80 // die gesuchte Stromung. Auf Grund
}(50 dieser Vorstellung ist von Grammel
der Doppeldecker gerechnet worden.
60 3o Aus unserer Betrachtungsweise,
die die Minimalaufgabe auf die Be-
40 trachtung fiir die Potentialstromung
/ 0° im Unendlichen hinter der Trag-
fliche zuriickfiihrt, folgt ohne wei-
130 teres ein Satz, der von Prandtl
¢, und Munk auch direkt bewiesen
7] 2p worden ist. Haben wir ein Trag-
werk, dessen einzelne Tragflichen
-20 N gegeneinander gestaffelt sind, und
N9 fragen nach dem giinstigsten Falle
kleinsten Widerstandes bei gegebe-
Abb. 7. nem Auftriebe, so folgt, dall dieser
Mindestwiderstand unabhingig ist
von der Art der Staffelung. Dabei ist zu bemerken, dafl bei einer
Anderung der Staffelung durch geeignete Verinderung der Tiefe oder
des Anstellwinkels dafiir zu sorgen ist, daBl die Auftriebsverteilung
die gleiche — dem giinstigsten Falle entsprechende — bleibt.

4. Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust. In der
gleichen Weise, wie wir eben die Bedingung fiir den geringsten
Widerstand einer Tragfliche bei gegebenem Auftriebe gefunden haben,
laft sich auch die Aufgabe behandeln, wann ein Propeller bei ge-
gebenem Schub mit geringstem Energieverlust arbeitet. Wir machen
die analogen Hilfsannahmen wie fur die Tragfliche, insbesondere,
daB wir die Eigenbewegung der von dem Propeller sich loslgsenden
Wirbelfiden vernachlidssigen. Bewegt sich der Propeller dann mit
einer Geschwindigkeit V vorwirts und dreht sich mit der Winkel-
geschwindigkeit w, so erfilllen die Wirbelfiden hinter dem Propeller
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die Schraubenflichen, die die einzelnen Propellerelemente durchlaufen
haben. Da die Relativgeschwindigkeit der Luft gegen ein Propeller-
element im Abstande r von der Achse die radiale Komponente w »
hat, ist der Schub, d. h. die axiale Komponente der auf das Pro-
pellerelement von der Breite dr wirkenden Luftkraft:

dS8=ol'wrdr. . . . . . . . . (36)

Um den Energieverbrauch des Propellers zu berechnen, stellen
wir die gleiche Betrachtung an wie oben fiir die Tragfliche. Wir
betrachten wieder die Luft zwischen zwei Kontrollebenen E, und E,
in sehr groBer Entfernung vor und hinter dem Propeller. Nach
einer Sekunde sind diese um die Strecke V fortgeriickt nach E’
und E,’. Dabei hat sich die Energie der betrachteten Luftmasse um
die Energie derjenigen Strémung vergroBert, die zwischen E, und £,
von den Wirbelfaden herrithrt. Diese Energiemenge, die als Wirbel-
energie ungenutzt in der Wirbelschleppe stecken bleibt, stellt den
Energieverlust dar, der vom Schraubenantrieb zu decken ist, und
den zu einem Minimum zu machen unsere Aufgabe ist. Ist ¢ (z,y, 2)
das Potential der von den Wirbelfiden herriihrenden Bewegung, so

ist die Verlustenergie
H:—%ffgra.d‘“’qodr, S 1

wo dr das Raumelement ist, und die Integration iber den von den
Kontrollebenen E, und E, begrenzten Raum zu erstrecken ist. Die
Variation von H, wenn sich das Potential um d¢ &ndert,

6H:fogradq7-gra.d5(pdr
formen wir genau wie bei der Tragfliche um und erhalten das gleiche

Resultat 9
éHzgfféf-a—?’:do, C . (38)

wo n die von vorn nach hinten durch das Wirbelband weisende
Normale und do das Oberflichenelement auf dem Wirbelband ist.
Die Integration erstreckt sich nur auf den zwischen den Kontroll-
ebenen liegenden Teil der Oberfliche des Wirbelbandes, da das un-
endlich ferne keinen Beitrag liefert und die von den Kontrollebenen
herrithrenden Teile sich gegenseitig fortheben. Nun ist I’ lings der
Wirbellinien, d. h. lings der die Schraubenfliche erzeugenden Schrauben-
linien konstant. Wir konnen deshalb in der Integration als Ober-
flaichenelement einen Streifen der Schraubenfliche von der Breite dr
nehmen, dessen Fliche zwischen den beiden Kontrollebenen
do—= 0 (3
sin & (r)
ist, wo &(r) der Steigungswinkel des Wirbelfadens in der Entfernung
r von der Achse ist. Es wird also

R
6H:QVZ‘I(3F?$£ L (40)
0

dnsine’
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wobei das beigefiigte Summenzeichen die Summierung iiber simtliche
Propellerfliigel andeutet. Soll nun bei gegebenem Schub die Verlust-
energie ein Minimum werden, so mul} fiir beliebiges I

0S=A16H . . . . . . . . . . (41)
sein, also

R N%‘g]
QZI&F Or-— jdr=0, e e .. (42)
0
was bei beliebigem oI’

1 )
% _(orsine <C=ﬁ-> C . (43)

erfordert.

Das ist die Betzsche Minimalbedingung fiir den Schrauben-
propeller mit geringstem Energieverlust. Man kann ihr eine dhnliche
Deutung geben wie der Munkschen Minimalbedingung fiir die Trag-
fliche. Denken wir uns niamlich die von dem Propeller ausgehen-
den Schraubenflichen starr, etwa aus Blech ausgefiihrt, und wiirden
wir diese Schraubenflichen mit konstanter Geschwindigkeit riickwirts
bewegen, so wiirde die entstehende Potentialstromung gerade eine
solche sein, wie sie die Betzsche Bedingung verlangt. Auf Grund

dieser Vorstellung hat Prandtl
die der Minimalbedingung ent-
sprechende  Zirkulationsvertei-
lung naherungsweise bestimmt,
» wie sie in Abb. 8 fiir den zwei-
fliigeligen und den vierfliigeligen
Abb. 8. Propeller wiedergegeben ist.
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Die wichtigsten Ergebnisse der Tragiliigeltheorie
und ihre Priifung durch den Versuch.

Von C. Wieselsberger in Gottingen.

M. H. Ich mochte IThnen eine kurze Ubersicht geben iiber die
wichtigsten Ergebnisse der Tragfliigeltheorie, besonders im Hinblick
auf die praktischen Anwendungen in der Flugtechnik, und méchte
Thnen hierbei zeigen, inwieweit die Ergebnisse dieser Theorie mit
der Wirklichkeit in Einklang stehen. Wir unterscheiden gemifl der
zeitlichen Entwicklung zwei Abschnitte. Im ersten beschéftigen wir
uns mit dem Tragflichenauftrieb, im zweiten Abschnitt werden wir
uns der Betrachtung des Tragflichenwiderstandes zu.

L

Den theoretischen Untersuchungen iiber den Auftrieb liegt stets
eine ebene Stromung oder, was dasselbe ist, ein Fliigel mit unend-
lich groBer Spannweite zugrunde. Kutta und Joukowsky haben
gozeigt, daBl, wenn um den Fliigel eine Zirkulationsstrémung von
der Stiarke I' besteht, der Fliigel eine zur Stromung im Unendlichen
senkrecht stehende Auftriebskraft A erfihrt, die pro Léngeneinheit
den Betrag

A=pvI’

hat, wobei p die Luftdichte und v die Stromungsgeschwindigkeit im
Unendlichen bedeutet. Kutta hat den Auftrieb fiir ein kreis-
bogenformiges Profil von verschwindender Dicke berechnet. Jou-
kowsky ist es gelungen, das Verfahren auch auf solche Fliigelquer-
schnitte auszudehnen, die den in der Flugtechnik verwendeten sehr
nahe kommen. Eine solche Fliche mit Joukowskyschem Profile
wurde bereits vor lingerer Zeit von A. Betz!) hinsichtlich des Auf-
triebes, des Widerstandes und der Druckverteilung in der ebenen
Strémung experimentell eingehend untersucht. In Abb. 1 ist die
Auftriebszahl ¢, und die Widerstandszahl ¢, ?) abhingig vom An-

1) Betz, A.: Untersuchung einer Joukowsky’schen Fliche. Z. f. Flug-
techn. 1915, S. 173.

?) ¢, und ¢, sind definiert durch die Formeln fiir den Auftrieb und
Widerstand 4 =¢,¢F und W=c¢,qF, wo F die grofite Projektionsfliche des
Fliigels und ¢ ==1pv? der Staudruck ist.
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stellwinkel der Flache aufgetragen. Gestrichelt eingezeichnet ist der
auf theoretischem Wege bestimmte Auftrieb. Ein Widerstand ist
im theoretischen Falle, dem eine reibungslose Fliissigkeit zugrunde
gelegt ist, bekanntlich nicht vorhanden. Man bemerkt auf Abb. 1,
daB der wirkliche Auftrieb kleiner ist als der von der Theorie ge-
lieferte. Die Ursache dieser Abweichung liegt in der Reibung der
Flissigkeit an der Oberfliche des Fliigels, durch welche die Zirku-
lation um den Fliigel geschwécht wird. Wir werden hierauf sofort

noch néher zuriickkommen.
T / Vorerst betrachten wirnoch

Q Abb. 2, die die gemessene
*Q H
Y/ / \ und die theoretische Druck-

73 /
’ Y7 - L
éj/ / B verteilung fiir einen be-

A stimmten  Anstellwinkel
1‘42 Y/ K zeigt. Auch hier sind die
c / a wirklichen Driicke auf die
/ Oberflache des Fliigels klei-
/ ner als die gerechneten.
S Eine bessere Ubereinstim-
mung erhdlt man, wenn
&/ man der Zirkulation nicht
N/ / denjenigen Wert gibt, wie
19 er durch die Forderung
/ eines glatten Abflusses der
Stromung von der Hinter-
kante festgelegt ist, son-
/ 'f l dern einen Wert, der dem
+ 021—C45¢ gemessenen Auftriebe ent-
/ l /qu spricht. In diesem Falle
/ 1 erfolgt theoretisch, da der
-7p9 ;/ 5o 52 707 759  Zjp°hintere Staupunkt nicht in

theoretischeriderstand=0 — o —>— der Hinterkante liegt, son-

—g2 dern etwas davor auf der

N Saugseite, eine Umstro-

Joukowskr = Fliche mung der scharfen Hinter-

=94 kante. In Wirklichkeit

findet jedoch diese Um-

| stromung nicht statt, son-

Abb. 1. dern es tritt hier Ablosung

der Stromung ein. Die

Ubereinstimmung mit der gemessenen Druckverteilung ist im iibrigen
aber, wie Abb. 3 zeigt, eine auBerordentlich befriedigende.

DaBl die Schwichung der Zirkulation durch den Reibungs-
widerstand verursacht ist, wie oben angedeutet, 148t sich sehr gut
durch den Versuch zeigen. Wir haben in der Gottinger Anstalt
einen Tragfliigel bei verschiedenem Rauhigkeitsgrad der Oberfliche
untersucht. Der Fliigel wurde mit Stoff iiberzogen und nun die
Rauhigkeit durch Zellonanstriche schrittweise verringert. Es wurden
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auf diese Weise 4 Messungen ausgefiihrt, und zwar die erste bei un-
préparierter, die letzte bei moglichst glatter Oberfliche.  Die Ver-
suche wurden mit
einem Fligel vom
Seitenverhéltnis 1: 5
ausgefiihrt, die Polar-  —————
kurven')wurden aber

Oberaruch ol dor Yntersoite

———

mit Hilfederim 2. Ab-
schnitt noch zu er-
wibhnenden Umrech-
nungsformeln auf un-
endlich groBe Spann-
weite umgerechnet.
Das Ergebnis dieser
Versuchsreihe ist in
Abb. 4 veranschau-

- i " ————— JEmEsSHP MU
licht. Durch diejeni- AN

I
l

1
gen Punkte, welche \
auf den verschiede- \
!

|

|

I

|

|

nen Polaren gleichem \
Anstellwinkel  ent-
sprechen, sind gerade Abb. 2.
Linien hindurchge- -
legt. Man kann nun versuchen, durch Extrapolation auf den Wider-
stand Null den Auftrieb der reibungslosen Strémung zu bestimmen.
Dazu verlingert man einfach die Geraden gleichen Anstellwinkels
bis zur Ordinatenachse. Diese Geraden. schneiden dann auf der
___ Ordinatenachse den
A .I theoretischen Auftrieb
! J1 ., ab. Hierbei ist aller-
Uberdruck aut aor Ynterseite 2 ;‘N dings angenommen,
T L daB die Linien glei-

chen Anstellwinkels bis
zur Ordinatenachse
geradlinig verlaufen.
Diese  Extrapolation
zeigt sehr deutlich, daf
bei widerstandsloser
Stromung ein wesent-
lich hoéherer Auftrieb
erreicht werden wiirde.
Machen wir noch die

weitere Annahme, daf3
Abb. 3. v die Neigungen der

_____ [heorptische Hurve
——e——— gemesehe Hyrre

') So nennt man nach dem Vorgang des Eiffelschen Laboratoriums
die Auftragung von ¢, senkrecht zu c,. Es ist bei dieser Auftragung iiblich,
den MaBstab von c, fiinfmal so groB zu wihlen, wie den von c,, da die Be-
trige sonst zu klein wiirden.

v.Kirmin—TLevi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 4
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Linien gleichen Anstellwinkels, die fiir die Extrapolation wesentlich
ist, fur Fliigelprofile vom gleichen Typus dieselben sind, also bis
zu einem gewissen Grade einen universellen Charakter haben, so
konnen wir auch fiir das schon erwidhnte Joukowskysche Profil
die Extrapolation von dem gemessenen Auftrieb auf den theoretischen
Auftrieb durchfithren. DalBl die beiden Profile von angendhert
gleichem Typus sind, sieht man aus den Abb.4 und 5. Das Er-
gebnis der Extrapolation ist in Abb. 5 dargestellt, auf der die extra-
polierten Punkte durch durchkreuzte Ringe gekennzeichnet sind. Man
sieht, daBl diese Punkte in auBerordentlicher Nihe der Kurve des

ca ¥

sab— A AN

— a— -
72 N
E[ rat N 12}
70 7& \ /
/
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6 v/
Pr 7 a6
44 . / /
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az o /
otk 6° g7 0z v I
- .Lpd /
i ~
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/
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Abb. 4. Abb. 5.

theoretischen Auftriebes liegen, so dall dadurch gezeigt ist, da die
Schwichung der Zirkulation bei der wirklichen Flussigkeit durch
die vorhandene Flissigkeitsreibung verursacht ist. Fir die Praxis
wire indessen die Umkehrung dieses Verfahrens von groerer Wichtig-
keit, ndmlich die Bestimmung des wirklichen Auftriebes aus dem
theoretischen Auftriebe und aus dem vorhandenen Widerstande.
Der theoretische Auftrieb 1aft sich nach dem v. K4rméan und
Trefftz, v. Mises und Geckeler gemachten Erweiterungen des
Kutta-Joukowskyschen Abbildungsverfahrens fiir eine groe Mannig-
faltigkeit von Profilen bestimmen. Fiir die Gréfe des Profilwider-
standes im Gebiete der kleinen Anstellwinkel liegen andererseits
Versuchsergebnisse vor (vgl. Abschnitt II, S. 51), so daBl es nicht
ausgeschlossen erscheint, die GroBe des wirklichen Auftriebes durch
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ein Verfahren, das teils theoretische, teils Versuchsergebnisse beniitzt,
aus dem theoretischen Auftriebe herzuleiten. Hierzu wire vor allem
eine genaue experimentelle Untersuchung iiber die beiden Annahmen,
die der Extrapolation zugrunde gelegt wurden, nétig, insbesondere
ob die Neigungen der Linien gleichen Anstellwinkels fiir #hnliche
Profile universellen Charakter haben.

II.

Wir gehen nun zur Betrachtung des endlichen Fligels iiber.
Die von L. Prandtl?) begrindete Theorie zeigt, dal ein endlicher
Fliugel auch unter Zugrundelegung einer reibungslosen Fliissigkeit
einen Widerstand W, erfihrt, den sog. ,induzierten Widerstand,
der fiir den Fall, daB der Auftrieb nach der Form einer Halbellipse
iber die Spannweite verteilt ist, die folgende Grofle hat:

A‘S
oder in den dimensionslosen Beiwerten?) ausgedriicks:
2
=

(b == Spannweite). Die elliptische Verteilung des Auftriebes liefert,
wie die ndheren Untersuchungen gezeigt haben, den geringsten indu-
zierten Widerstand. Die wirklichen Auftriebsverteilungen unter-
scheiden sich zwar etwas von der elliptischen, die Widerstdnde
werden aber davon nur wenig beeinflut. In der Polarkurve stellt
sich der Zusammenhang zwischen ¢, und cu, durch eine Parabel dar.
Neben dem induzierten Widerstand besitzt jeder Fliigel noch einen
»Profilwiderstand“ W,. KEs hat sich gezeigt, dal bei guten Pro-
filen und in dem praktisch hauptsdchlich verwendeten Anstellwinkel-
bereich der Profilwiderstand im wesentlichen aus dem Oberflichen-
reibungswiderstand W, besteht. Bei bekanntem Auftriebe 148t sich
daher der Gesamtwiderstand W eines Fliigels mit guter Ann&herung
als Summe aus induziertem Widerstand und Oberflichenreibungs-
widerstand schreiben, also:

W=W, W,

Die GroBfe des Oberflichenreibungswiderstandes ist durch Versuche
ermittelt worden. Nach Messungen der Gottinger Anstalt ist fiir
einen stoffbespannten, gut zellonierten Fligel die Reibungszahl

1\0:15
¢,=0,0375 <R>

(R = Reynoldssche Zahl—wt/v, wo t die Fliigeltiefe und » die kine-

Y Prandtl, L.: Tragfligeltheorie, I. und II. Mitteil. Nachr. d. M. Ge-
sellsch. d. Wiss. zu Gottingen, 1918/19.
%) Vgl. FuBnote 2, S. 47.
4%
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matische Zahigkeit ist), ¢, ist dabei durch die folgende Beziehung
definiert:
W,=c;0q
(0O = gesamte vom Luftstrom bestrichene Oberfliche des Fliigels).
DaB auf diese Weise der wirkliche Fliigelwiderstand gut angenshert
bestimmt werden kann, zeigt Abb. 6. Auf dieser Abbildung ist der
auf die oben beschriehene Weise ermittelte Gesamtwiderstand eines
Fliigels mit gutem Profile gestrichelt neben dem gemessenen Wider-
stand eingezeichnet. (Der induzierte Widerstand ist hier um 49/,
groBer eingetragen gemdfl den Untersuchungen von A. Betz iiber
den induzierten Widerstand des
Co T rgchteckig umriss.enen Fliig_els. Auf
12 /// 7 einen solchen mit dem Seitenver-
. §7 / hiltnis 1: 5 bezieht sich der vor-
/ " liegende Versuch.) Man sieht, daf
innerhalb eines ziemlichen Anstell-
# winkelbereichs die Ubereinstim-
98 7 7 mung eine sehr gute und fiir
%/ P, viele praktische Zwecke ausrei-

96 3 chend ist. Diese Moglichkeit, den
/ / / Gesamtwiderstand eines Fliigels
494 # anndhernd zu bestimmen, ist ein
/ erstes wichtiges Ergebnis der
02 £ Theorie des endlichen Tragfliigels.
/ c Eine zweite sehr wichtige An-
Z_| wendung dieser Theorie bezieht

/ 91 42 sich auf die Umrechnung der fiir
/ l ! ein bestimmtes Seitenverhiltnis
eines Fliigels experimentell fest-

‘\;\f
A, | oot omsue mi on be

Bezeichnen wir mit ¢, , ¥, und b,
Abb. 6. die Widerstandszahl, die Fliche

und die Spannweite eines Fliigels,

fir den die Polarkurve bekannt ist und mit c,,, ¥, und b, die ent-
sprechenden Grofen eines zweiten Fliigels mit gleichem Profil, aber
mit anderem Seitenverhiltnis, dessen Polarkurve bestimmt werden
soll, so driickt sich die Widerstandszahl c,, des zweiten Fliigels bei
konstant gehaltener Auftriebszahl ¢, durch die Widerstandszahl des
ersten Fliigels, da nur der induzierte Widerstand sich #ndert, in der

folgenden Form aus:
¢,? (F, F‘,>
Coppy = Cypy — TS T T ) .
7

1 bl-.a bg"'

Es laBt sich daher auf sehr einfache Weise die Polarkurve des zweiten
Fliigels aus der des ersten ableiten. Hs ergibt sich ferner aus der
Theorie, dafl bei verschiedenem Seitenverhiltnis gleichen Auftriebs-
zahlen verschiedene Anstellwinkel zugeordnet sind, die durch die
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folgende Beziehung miteinander verkniipft sind:

Die Abb. 7—10 zeigen das Ergebnis der experimentellen Priifung
der beiden vorstehenden Formeln. Abb. 7 stellt die Polarkurven von
7 Fligeln dar, deren Seitenverhéltnis zwischen 1:1 und 1:7 liegt.
In Abb. 8 sind diese Polarkurven auf das Seitenverhidltnis 1:5 um-
gerechnet und man sieht, dal mit Ausnahme der Fldchen vom Seiten-
verhédltnis 1:1 und 1:2, alle umgerechneten Punkte praktisch auf
eine Kurve zu liegen kommen. Die angegebenen Formeln sind daher
zur Umrechnung sehr brauchbar. Die weniger gute Ubereinstimmung

Abb. 7. Abb. 8.

bei den erwidhnten beiden Flichen riibrt davon her, daf man sich
hier zu sehr von den der Theorie zugrunde liegenden Annahmen, vor
allem der, daB der Auftrieb ldngs einer ,tragenden Linie* wirkt,
entfernt. Fiir praktische Zwecke kommen aber Seitenverhiltnisse
von 1:1 oder 1:2 wenig in Betracht. Ein ebenso befriedigendes
Ergebnis liefert die Umrechnung des Anstellwinkels, die in den
Abb. 9 und 10 graphisch veranschaulicht ist. Hier ist ¢, als Funktion
des Anstellwinkels aufgetragen.

Ist die Groe des Auftriebes und dessen Verteilung iiber die
Spannweite des Fliigels bekannt, so 1iBt sich auch das Stromungs-
feld in der Umgebung des Fliigels berechnen. Die Kenntnis dieser
Stromung ist z. B. bei Doppeldeckern von Wichtigkeit, weil sich hier
stets der eine Fliigel im Stromungsfeld des anderen befindet und so
eine gegenseitige Beeinflussung entsteht. Diese 148t sich angeben,
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wenn die Stromungsgeschwindigkeiten am Orte der beiden Fliigel
bekannt sind und auf diese Weise 1i8t sich die Polarkurve eines

Abb. 9.

Abb. 10.

Doppeldeckers aus der des
Eindeckers berechnen. Bis-
her wurden die von einem
Fliigel mit elliptischer Ver-
teilung herrithrenden verti-
kalen Komponenten der
Stérungsgeschwindigkeit in
einer durch die tragende
Linie gelegten lotrechten
Ebene numerisch ermittelt.
So ist es moglich, die Polar-
kurve eines ungestaffelten
Doppeldeckers aus der des
Eindeckers zu bestimmen.
Jeder Fliigel erzeugt am
Orte des anderen eine verti-
kale Stérungsgeschwindig-
keit und somit einen indu-
zierten Widerstand
4,4,
Wiy =0 nqb.b,’

wo A, und A4, die beiden
Auftriebe sind und o eine
durch Quadraturen ermittel-
bare Zahl ist. Die Unter-
suchungen haben gezeigt,
daB fur einen Doppeldecker
mit zwei gleich breiten
Fliigeln der induzierteWider-
stand ein Minimum ist,
wenn die beiden Fliigel gleich
viel tragen, und zwar ist
dann

Wmin ==

Az 1—{—07

aqb? 2

o ist hier eine Funktion des
Verhiltnisses: Fliigelabstand
zu Spannweite. Die Unter-
suchungen sind auch fiir den
Fall ungleicher Spannweite
durchgefiihrt. Dann héngt o
auch noch von dem Ver-

hiltnis der Spannweiten ab. ¢ ist eine reine Zahl und stets kleiner
als 1; sein Wert kann aus vorhandenen Tabellen entnommen
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werden'). Auch diese Theo-
rie wurde durch Versuche
gopriift, von denen hier
einige mitgeteilt werden
sollen. Es wurden mehrere
Doppeldeckeranordnungen
gemessen und die gemesse-
nen Polarkurven mit den
durch Umrechnung aus der
Eindeckermessung erhalte-
nen verglichen. Diese letzte-
ren sind in den Abb. 11—13
gestrichelt eingezeichnet.
Die Spannweiten und
Fliigelabstdnde in mm sind
in die Abbildungen einge-
tragen, die Fligeltiefe war
160 mm mit Ausnahme des
Unterfliigels bei Abb. 13.
Die Ubereinstimmung zwi-
schen gemessener und um-
gerechneter Polarkurve ist
in Abb. 11, die sich auf
einen Doppeldecker mit zwei
gleich breiten Flichen be-
zieht, auBerordentlich gut.
Etwas groflere Abweichun-
gen zeigen sich im Falle
der Abb. 12, wo zwei un-
gleich breite Fligel mit ge-
ringerem Fliigelabstand un-
tersucht wurden. Diese An-
ordnung ergab aus einer
Serie von 9 Messungen die
grofiten Differenzen. Die
schlechtere ~ Ubereinstim-
mung in diesem Falle war
vermutlich darauf zuriick-
zufiihren, daB hier die Auf-
triebsverteilung zu sehr von
der elliptischen Form ab-
weicht, die der Theorie zu-
grunde gelegt wurde. Es
wurde nun ein anderer
Doppeldecker von denselben
Abmessungen hergestellt, die

1) Vgl. L. Prandtl: Der

Ca /;r""“"**t\
R L=te
10— 11,4”‘4"
|
559 5
o5 A
/360 |1

96 / 220 T
27° | #
w&, j| T 900 ——
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Abb. 12.

induzierte Widerstand von Mehrdeckertheorie,

T.B.III, S.809, oder auch Tragfliigelth. II. Mitteilung, Go6tt. Nachr. 1919, S. 113.
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beiden Fliigel aber so verwunden, daB (bei ¢, ==0,8) die Auftriebs-
verteilung elliptisch sein muBte. Es ergibt sich in der Tat, wie
man aus Abb. 13 sieht, eine merkliche bessere Anndherung der Rech-
nung an den Versuch, wenn man die theoretischen Voraussetzungen
moglichst weitgehend erfiillt.

Eine weitere Anwendung der Tragfliigeltheorie bezieht sich auf
den Fall eines Tragfliigels in der Nihe des Erdbodens. Hier handelt
es sich um die Frage, in welchem Grade der Fliigelwiderstand in
der Nihe des Bodens veréindert wird. Diese Aufgabe ist mit der
eben behandelten eng verwandt. Beniitzt man die in der Hydro-
dynamik héufig zur Anwendung kommende Methode der Spiegelung
und spiegelt man den Fliigel
am Boden, so bilden der wirk-
Ca —+-—71—-~| liche Fliigel und dessen Spie-
10 : //_\ gelbild zusammen einen Dop-
/ Za peldecker, jedoch von der Art,
/ 1517 dall der Gesamtauftrieb des-
selben jederzeit Null ist. Der
: gespiegelte Fliigel erzeugt am
a6 yal Orte des wirklichen Fliigels
! ;72 eine vertikale Aufkomponente

/ / — 768 — und somit eine Verminderung
o4 4’/,2% — ~< I 178 des induzierten Widerstandes.
f / —— Die Verminderung der Wider-

18 938 standszahl c,, ist vom Betrage:
/ ! , ¢’ F

i G O
)\%o 01 Q2 ¢ hat dieselben Werte wie

im vorher behandelten Falle,

-Q2 ;; 757 wenn man als Tragflichen-

S~ abstand die Entfernung des

a1 | 42 | 93 | 04 (r | wirklichen Fliigels von sei-

Abb. 13. nem Spiegelbilde versteht?).

. Der Versuch bestitigt auch

hier sehr gut die Theorie. Ein vollstindiges Flugzeugmodell wurde

erst in der allseitig unbegrenzten Stromung und hierauf in der

Néhe eines in den Luftstrom gebrachten ,Bodens“ gemessen. Die

erstere Messung wurde dann fir Bodennihe umgerechnet und die

Ubereinstimmung mit dem Versuch ist, wie Abb. 14 zeigt, auch
hier sehr gut.

SchlieBlich wurde die Fliigeltheorie auch noch fiir den Fall an-
gewendet, dall ein Fliigel sich nicht geradlinig, sondern auf einer
kreisformigen Bahn bewegt, ein Fall, der fiir das Studium des Kurven-
fluges einiges Interesse hat. In erster Linie ist hier die GréBe des

) Niheres hieriiber vgl. C. Wieselsberger: Der Fliigelwiderstand in
der Nihe des Bodens. ZFM 1921, S. 145.
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Quermomentes (= Moment um die Lingsachse) von Wichtigkeit.
Das wesentliche Ergebnis dieser Untersuchung ist folgendes: die ele-
mentare Auffassung des Vorganges, wobei eine Verteilung der Zirku-
lation léngs der Spannweite gemidB dem nachstehenden Ansatz an-
genommen wird:

r:rovm(ur%).

(I'y= Zirkulation in der Mitte des Fliigels, I'— Zirkulation in der
Entfernung « aus der Mitte, R = Radius der Kreisbahn. Die halbe
Spannweite ist hier = 1 gesetzt und fiir den geradlinigen Flug
[R=o00] elliptische Verteilung der
Zirkulation angenommen), und bei c
der die Wirkung des von der Fliigel- a -
hinterkante ausgehenden kreisbogen- » L
formigen Wirbelbandes auBler acht /’7
gelassen wird, liefert ein zu grolles z Y
Quermoment. Die strengere Theorie /
unter Beriicksichtigung des abgehen- % /
den Wirbelbandes zeigt, daf} der /
obige Ansatz in folgender Weise &
abgeéindert werden muB:

/ ~— inunbegr: Strim.
——  Bodenndhegen.
- flir »  gerecin,

O
S
T e YO

r—r,vi—a (14 27),

wobei § eine Zahl kleiner als 1 ist.

Durch den Faktor f wird die Riick- ¢2
wirkung des Wirbelbandes auf den \ Cry
Fligel zum Ausdruck gebracht. Das 0 a0 770
Wirbelband wirkt demnach im Sinne ¢ ¢
einer Abschwichung; die Verteilung -42

der Zirkulation iiber die Spann- P
weite weicht von der symmetrischen
(halbelliptischen) Form weniger ab, Abb. 14.

als es nach der elementaren Auf-
fassung zu erwarten wire'). Fir das Quermoment M, erhdlt man

den Ausdruck
Ab* (f4-1)
M="T—"7
y 16 R

Der Wert von f, der im wesentlichen vom Seitenverhiltnis abhingt,
liegt zwischen 0,25 und 1. Versuche, die in dieser Richtung angestellt
wurden, bestidtigen dieses Ergebnis vollauf. Ein Tragfliigel von 1 m
Spannweite wurde an einem besonders dazu gebauten Rundlauf auf

1) Niheres hieriiber vgl. C. Wieselsberger: Zur Theorie des Tragfliigels
bei gekriimmter Flugbahn. Z. f. ang. Math. Mech. 1922, S. 325.
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einer Kreishahn von rd. 6 m Durchmesser herumgefithrt und die
GroBe des Quermomentes gemessen. Aus dem Quermoment lifit
riickwirts § leicht rechnen. Die Tragfliigeltheorie lieferte fiir den
verwendeten Fliigel einen Wert von f-+1=1,71, wihrend der Ver-
such den Wert § |+ 1==1,64 ergab. Nach der elementaren Auf-
fassung miilte § -1 der Wert 2 beigelegt werden. Auch hier sind
demnach, wenn man die Schwierigkeiten der Quermomentsmessung
am Rundlauf und die dadurch bedingte geringere MeBgenauigkeit
in Betracht zieht, Theorie und Versuch in gutem Einklang.



Zur Berechnung der auf Tragflichen
wirkenden Kriifte.

Von V. Bjerknes in Bergen (Norwegen).

Alles, was ich auf der Hydrodynamikertagung in Innsbruck
iiber die theoretische Behandlung der Flugprobleme hérte, war mir
neu, da ich die technisch-hydrodynamische Literatur nicht verfolgt
habe. Um so groBer war die Uberraschung, die mir erst die Vor-
trige zu diesem Gegenstande und dann das Durchblittern der
Literatur bereitete. In den Kréften, die die Tragflichen eines Flug-
zeuges angreifen, muflite ich gleich alte Bekannte wiedererkennen:
sie gehdren der Gruppe der hydrodynamischen Fernkrifte an,
deren Theorie erst meinen Vater und dann mich so viele Jahre be-
schiiftigt hat. Besonders in den spiteren Prandtlschen Arbeiten?)
tritt diese Verwandtschaft mit den hydrodynamischen Kraftfeld-
erscheinungen hervor. Die vollstindige Theorie dieser Erscheinungen
scheint aber im allgemeinen den technischen Hydrodynamikern ebenso
fremd zu sein, wie mir die technischen Theorien waren. Deshalb
werden vielleicht die folgenden allgemeinen Erlduterungen nicht ohne
Interesse sein.

1. Es stelle v die Geschwindigkeit eines materiellen Kon-
tinuums dar. curlv (oder rotv) sei dann die Wirbeldichte oder
kiirzer das Wirbeln (englisch vorticity) genannt. Das Wort Wirbel
(vortex) benutzen wir fiir das endliche Gebilde einer vollsténdigen
Wirbelrohre. Die Starke eines Wirbels wird durch das Flichen-
integral der Wirbeldichte iiber den Querschnitt eines Wirbels ge-
messen. Zwischen Geschwindigkeit, Wirbeldichte und Wirbelstirke
bestehen dann dieselben formalen Beziehungen wie zwischen magneti-
scher Feldstirke, elektrischer Stromdichte und Stromstérke. Zwar
wird der Parallelismus etwas verschleiert durch den numerischen
Faktor 47, der in die Relation zwischen magnetischer Feldstéirke
und elektrischem Strom oder Stromdichte hineinkommt, solange man
das traditionelle elektromagnetische Einheitssystem benutzt. Dieser
Unterschied ist aber ein rein &uBlerlicher. Er riihrt von der be-
kannten, sehr bedauerlichen Irrationalitit dieses Einheitssystems her.

1) Vgl. besonders L. Prandtl: Tragfliigeltheorie I, Gott. Nachr. 1918, —
Tragflichen-Auftrieb und -Widerstand: Jahrb. d. wiss. Gesellschaft fiir Luftfahrt,
V, 1920.
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Wenn man dagegen das Heavisidesche rationelle Einheitssystem
anwendet (auch von anderen Verfassern, wie z. B. Lorentz, Enzy-
klopidie der math. Wiss., angenommen), fillt dieser Unterschied fort.
Der numerische Faktor, der = enthilt, tritt dann nur auf, wo er
aus geometrischen Griinden hingehort, d. h. in Verbindung mit dem
Abstandsausdruck r in Formeln, die sich auf die kreisférmige oder
die kugelférmige Ausbreitung einer Wirkung von einer Achse, be-
ziehungsweise von einem Zentrum aus beziehen. Denken wir uns
deshalb im folgenden durchweg das Heavisidesche rationelle Ein-
heitssystem angewendet, so wird der magnetischen Feldstirke v eine
elektrische Stromdichte curlv entsprechen. Wir haben dann rein
formal die folgende Korrespondenz:

Geschwindigkeit — magnetische Feldstérke
@ Wirbeldichte — elektrische Stromdichte
Wirbelstiarke — elektrische Stromstirke.

Nach diesem Schema kann man eindeutig von einem Geschwindig-
keitsfeld zu einem Magnetfelde oder umgekehrt {ibergehen.

2. Das bewegte materielle Kontinuum, welches Tréger de
Geschwindigkeitsfeldes ist, sei nun eine homogene, inkompressible
reibungslose Fliissigkeit, und es sollen entweder keine &uBleren Krifte
die Flissigkeitspartikelchen angreifen oder nur solche, die von einem
Potential abhingen. Die Fliissigkeit bewegt sich dann unter Er-
haltung ihrer Wirbel, im Helmholtzschen Sinne dieses Wortes:
jeder Wirbel besteht immer aus denselben materiellen Tragern und
behilt seine Wirbelstdrke unverdndert bei. Ersetzt man diese be-
wegten, unverdnderlichen Wirbel durch die entsprechenden bewegten,
unverdnderlichen elektrischen Strome (Induktionswirkungen miissen
also kiinstlich ausgeschlossen werden!), so wird das zugehorige
magnetische Feld zu jeder Zeit die geometrische Struktur des be-
trachteten Geschwindigkeitsfeldes haben.

3. Die somit hervorgehobene Analogie ist eine rein formal-
geometrische. Einen tieferen physikalischen Inhalt hat sie nicht,
wie das Ausfallen der Induktionserscheinungen zeigt.

Wir konnen aber jetzt das hydrodynamische Problem modifi-
zieren: statt mit Helmholtz duflere Krifte von einem bestimmten
Typus vorauszusetzen und die dann erfolgende Bewegung zu unter-
suchen, kénnen wir eine bestimmte Bewegung verlangen und die
Krifte bestimmen, die zur Aufrechterhaltung dieser Bewegung er-
forderlich sind.

Wir verlangen dann: die Bewegung soll stationdr sein.
Die frithere Hirte der Analogie, dafl den elektrodynamischen In-
duktionswirkungen kiinstlich entgegengewirkt werden miillte, fallt
dann von selbst fort. Und gleichzeitig erginzt sich die Analogie
in der folgenden eigentiimlichen Weise:

Die duBeren Krédfte, die das hydrodynamische Bewe-
gungsfeld stationdr halten, greifen nur die wirbelnden
Volumelemente an und sind Element fiir Element den-
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jenigen duBeren Kriften entgegengesetzt gleich, welche die
stromfilhrenden Volumelemente angreifen miissen, um das
elektrische Stromsystem rédumlich stationdr zu halten, d. h.
um die Bewegungen aufzuheben, die sonst die pondero-
motorischen Krafte des Magnetfeldes erzeugen wiirden.

Wenn wir diesen Satz in eine Formel fassen, haben wir es
sowohl im magnetischen wie im hydrodynamischen Fall mit zwei
Kriften zu tun, f' und f, die nach dem Prinzip von der gleichen
Wirkung und Gegenwirkung einander das Gleichgewicht halten.
Wenn ¢ in einem Fall die Dichte und im anderen Fall die magne-
tische Permeabilitit bedeutet, so sind die auf die Einheit des Volumens
bezogenen Krifte:

f'=—p(urlv)><v. . . . .. ... 1)
und
f=ov><curlv. . . . . . .. .. (2

Bei magnetischer Deutung stellt dann f' die Kraft dar, die
ein stromfiihrendes Element in einem Magnetfeld angreift und f die
entgegengesetzt gleiche dullere Kraft, die eingreifen mufl, um die Be-
wegung aufzuheben, die sonst f' erzeugen wiirde. Bei der hydro-
dynamischen Deutung haben f’ und f ihre Rollen vertauscht:
T’ ist die duBere Kraft, die eingreifen muB, um das Wirbeln rium-
lich und zeitlich stationdr zu halten; und f ist die Kraft hydro-
dynamischen Ursprunges, die Anziehungen oder Abstofungen unter
den wirbelnden Elementen erzeugen wiirde, wenn nicht die &uflere
Kraft f' es verhinderte. Diese Krifte hingen nicht so wie die im
Helmholtzschen Fall vorausgesetzten Krifte von einem Potential
ab. Denn wihrend die letzteren alle Partikelchen der Fliissigkeit
angreifen, wirken die Krafte (1) oder (2) nur auf die ausgewihlten
Partikelchen, welche Wirbelbewegung haben?).

Einige einfache Beispiele werden den fundamentalen Unterschied
klar machen zwischen den Wirbeln, die nach Helmholtz sozusagen
willenlos mit dem sie umgebenden Strome treiben, und den statio-
naren Wirbeln, die dank dieser dulleren Krifte ihre Lage im Raum
behaupten.

Ein einziger geradliniger unbegrenzter Wirbel erhélt sich ohne
Hilfe duBerer Krifte stationér relativ zu den unendlich fernen ruhen-
den Teilen der Flissigkeit. Zwei solche Wirbel mit parallelen Achsen
konnen das dagegen nicht, sondern fiihren bekanntlich eine Umlaufs-
bewegung um eine Achse aus, die in der Ebene der beiden Wirbel-

1) Zur Ableitung dieser Formeln vergleiche: V. Bjerknes: Die Kraft-
felder, Braunschweig 1909. (,Die Wissenschaft Nr. 28.) Sie sind Spezialfille
einerseits der Formeln (i) und (1), S. 126 dieses Buches, wenn man div A=0,
A,=0, Jao=0 voraussetzt, andererseits der Formeln (g), p. 149, und (o),
S. 151, wenn man mit der geiinderten Bedeutung der Buchstaben div A=0,
A,=0, \Ja=0 einfilhrt. Die Formeln (1) und (2) beziehen sich auf einen
Spezialfall, der gewissermaflen mit gleichem Recht in die eine und die andere
der beiden wesentlich verschiedenen hydrodynamischen Analogien zu den elektro-
magnetischen Erscheinungen hineingepallt werden kann.
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achsen liegt, dieser parallel verlduft und bei gleichem Drehsinn
zwischen ihnen, bei entgegengesetztem Drehsinn auflerhalb, zur Seite
des stirkeren Wirbels liegt. Sind die entgegengesetzt drehenden
Wirbel gleich stark, so riickt die gemeinschaftliche Drehachse ins un-
endlich Ferne, und die Umlaufsbewegung geht in eine gemeinschaft-
liche Translation senkrecht zur Ebene der beiden Wirbelachsen
iiber. Bei diesen Umlaufs- oder Trauslationsbewegungen &ndert sich
der gegenseitige Abstand zwischen den Wirbeln nicht: man kann
dies alles an freien Wasserwirbeln beobachten, deren Bewegung man
durch suspendierte Teilchen sichtbar macht.

Ganz anders verhalten sich dagegen Wirbel, die einen festen
rotierenden Zylinder als Kern haben. Diese Zylinder kann man
stationir im Raum halten, und mit ihnen durch einfache Anord-
nungen folgendes verifizieren'): gleich rotierende Zylinder stofen
einander ab — das entspricht der Anziehung gleichgerichteter elek-
trischer Stréome; und entgegengesetzt rotierende Zylinder ziehen ein-
ander an — das entspricht der AbstoBung entgegengesetzt gerichteter
Strome. Die Theorie dieser Versuche wurde von meinem Vater in
den Jahren 1881 —1882 ausgearbeitet, sowohl fiir kontinuierlich
rotierende Zylinder in schwach reibenden Fliissigkeiten, wie fiir os-
zillatorisch rotierende Zylinder in stark reibenden Fliissigkeiten. In
unmittelbarem AnschluB an die theoretischen Resultate wurden die
Versuche von meinem Vater und mir ausgefiihrt, mit oszillatorischen
Rotationen in stark oder relativ stark reibenden Medien, wie Glyzerin
oder Luft, und mit kontinuierlichen Rotationen in einer schwach
reibenden Fliissigkeit wie Wasser. Nur die Versuche mit den oszilla-
torischen Rotationen wurden in den damaligen Verdffentlichungen be-
schrieben, weil sie einen unmittelbaren Anschlufl an die Versuche
mit pulsierenden und oszillierenden Kugeln gaben?).

Denkt man sich den einen Zylinder unendlich weit entfernt,
aber mit unendlicher Drehgeschwindigkeit rotierend, so behilt man
in der Endlichkeit nur einen einzigen rotierenden Zylinder, der sich
in einem Strome befindet. Dieser Zylinder wird dann quer zum
Strome getrieben mit einer Kraft entgegengesetzt gleich derjenigen,
die einen elektrischen Strom quer zu einem Magnetfeld treibt: durch
die Analogie der hydrodynamischen Erscheinungen mit den elektro-
magnetischen gelangt man also zu dem Kutta-Joukowskischen
Satze.

4. Man denke sich nun eine Tragfliche, die sich in Ruhe be-
findet, in einem stationdren Strome. Zu dem Bewegungsfeld gehort
eine eindeutig bestimmte Wirbelverteilung, teils Gleitwirbel an der
Grenze zwischen Tragfliche und Luft, teils flichenhafte oder rium-
liche Fortsetzungen dieser Gleitwirbel in der freien Luft. Diese

1) Die Kraftfelder, S. 147.

?) Vgl. V. Bjerknes: Nyere hydrodynamiske Undersogelser, ,Naturen®,
Zeitschr. f. populire Naturw., Kristiania 1882. Auch referiert in ,La Lumiére
Electrique“, Paris.
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Wirbel in Verbindung mit dem Wert v der Geschwindigkeit im
unendlich Fernen bestimmen umgekehrt das ganze Bewegungsfeld
eindeutig, — die absolute Ruhe im Raume innerhalb der Tragfliche
einbegriffen. Ob dann dieser Raum von einem festen Korper ein-
genommen oder mit ruhender Luft gefiillt ist, bleibt gleichgiiltig.
Die Erhaltung dieses stationiren Bewegungszustandes ist gesichert,
sofern iiberall da, wo ein Wirbel curl v auftritt, eine dullere Kraft (1)
angreift. Hort diese duBlere Kraft auf zu wirken, so wird eine durch
die Kraft (2) bestimmte Bewegungstendenz zum Vorschein kommen.
Wo Gleitwirbel auftreten, kann man entweder eine iquivalente raum-
liche Wirbelschicht endlicher Dicke einfithren, oder die auf die Volum-
einheit bezogene Kraft (1) oder (2) durch die entsprechende Kraft
pro Flicheneinheit ersetzen, alles wie es in den entsprechenden
elektromagnetischen Problemen geldufig ist. Wir werden uns aber
hier nicht mit diesen Umformungen beschiftigen, sondern als Bei-
spiel solche Verhaltnisse voraussetzen, wo man alle Resultate gleich
von Spezialproblemen, die in dem Elektromagnetismus schon durch-
gerechnet sind, iibernehmen kann.

Uber die Wirbelverteilung machen wir dann die folgende Voraus-
setzung: Um die Tragfliiche, die die Breite (Spannweite) b hat, hat
sich eine Zirkulation I' ausgebildet. In der freien Luft setzt sich
diese Zirkulation fort um zwei gerade Linien der Linge @, die von
den Enden der Tragfliche nach riickwirts fithren, und um eine Linie ¥,
die die hinteren Enden der Linien @ verbindet. Die Achse des
Wirbels bildet also ein Rechteck mit den Seiten b und . Das ent-
sprechende elektromagnetische System besteht dann in einem elek-
trischen Strom der Stérke I'" (Heavisidesche rationale Einheiten),
der in dem entsprechenden rechteckigen Leiter liuft und sich in
einem durch die Feldstirke v bestimmten homogenen Magnetfeld
befindet. Die hydrodynamische Kraft, die zu berechnen unsere Auf-
gabe ist, ist entgegengesetzt gleich der Kraft, die im Magnetfeld
die Seite b der Leitung angreift.

Ein Hauptglied dieser Kraft, welches schon durch diese sum-
marischen Daten bestimmt und von allen weiteren Einzelheiten unab-
héngig ist, 148t sich gleich hinschreiben. Das ist die Wirkung des
dufleren magnetischen Feldes auf die Leitung b, nimlich die abwirts
gerichtete Kraft —poI'v_b. Die entsprechend vertikal nach oben
wirkende hydrodynamische Kraft # wird dann

F =olv b; . ... .. ... (3

es ist dies die tragende Kraft oder wenigstens das Hauptglied
derselben.

Auf das Stiick b der Leitung wirkt aber nun noch die Fern-
kraft von den Teilen a,b’,a der Leitung, die von demselben Strom [’
durchflossen sind. Bekanntlich sucht diese Kraft die von der Lei-
tung umschlossene Fliche zu vergroBlern. Die entsprechende hydro-
dynamische Kraft wird diese Fliche zu verkleinern suchen, d. h. die
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Tragfliche in der Richtung des Stromes mitzufiihren: dies ist der
sogenannte induzierte Widerstand.

Fiir den Betrag dieser Kraft im magnetischen Fall ist der Quer-
schnitt der stromfiithrenden Leitung und die Stromverteilung im
Querschnitte von wesentlicher Bedeutung. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, daB die Leitung zylindrisch mit dem Radius ¢ ist.
Weiter nehmen wir an, daB der Strom entweder ganz gleichméfig
in der Leitung oder auch ganz oberflichlich auf der Leitung ver-
teilt ist. Unter der Voraussetzung, dafl der Radius ¢ der Leitung
klein ist im Vergleich zu den Seitenlingen @ und b, findet man nach
Mascart?) den folgenden Ausdruck des Selbstinduktionskoeffizienten
dieser Leitung

L:l 2 (Va®+b* — a—b)} alognat 2ab
7

VAT e
2ab 1
Wﬁ +»4—n(a+b). N 0

Der vollstindige Ausdruck wird benutzt, wenn der Strom gleich-
mifig im ganzen Innern der Leitung flieBt. Ist der Strom rein

1
oberflichlich, wird das letzte Glied G(a—}—b) weggelassen. Die

-1~ b log nat
b log

elektromagnetische Energie des Stromes in dieser Leitung ist dann
1oLI™ und die Kraft, die die Leitung b angreift, wird die negative
Ableitung dieses Ausdruckes nach a¢. Die gesuchte hydrodynamische,
horizontal riickwirts gerichtete Kraft F, wird durch die entsprechende
positive Ableitung
1 0L
If‘,_2gfﬁ......‘..(5)

dargestellt. Wenn man die Rechnung ausfiihrt, ergibt sich

I a a—D>b 2ab I .
F— e 2T U Jogmat — = | L~ (
T2l Vet e B e g 8n (Y

als Ausdruck des induzierten Widerstandes. Das letzte additive
lied
Glie e

nur an der Tragfliche selbst, sondern auch in der freien Luft Gleit-
wirbel auf einem zylindrischen Kern des Radius ¢ sind.

ist wegzulassen, wenn man annimmt, dall die Wirbel nicht

5. Die genaue Form des Wirbelsystems, das sich hinter der
Tragfliche ausbildet, kennt man nicht. Mit einer gewissen Annéhe-
rung wird man aber die vorausgesetzte viereckige Form als die an-
fingliche annehmen, kurz nach Einleitung der Bewegung. Dabei

1) Mascart, Comptes Rendus 1894, I, p. 278. Die Mascartsche Formel
ist mit 4 7 dividiert, um zu den rationellen Einheiten zu gelangen.
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nehmen die Seiten ¢ mit der Geschwindigkeit v an Lénge zu.
Solange sich das Wirbelsystem nach hinten noch verlingert oder
deformiert, ist der vollkommen stationire Zustand noch nicht erreicht,
bei dem die Analogie mit einem stationidren Magnetfeld vollstindig
wird. In der unmittelbaren Umgebung des Flugzeuges stellt sich
aber der stationdre Zustand bald ein. Dies hat zur Folge, daf man
die Formel (6) mit einer gewissen Annsherung schon von Anfang
an zur Berechnung der auf die Tragfliche wirkenden Kraft anwenden
kann. Man findet dann eine anfinglich rasch und allméhlich lang-
sam abnehmende Kraft, bis sich bei unendlichem @ der Grenzwert

I b 1
Fh=~2—}—cg [lognab?—}—z} N (4]
einstellt. Das Glied ; in der Klammer ist wegzulassen, wenn alle
Wirbel als Gleitwirbel auf einem zylindrischen Kern betrachtet werden.
Die Diskussion der allgemeineren Formel (6) wie der spezielleren (7)
zeigt, dall der induzierte Widerstand pro Léngeneinheit immer ab-
nimmt mit wachsender Spannweite b der Tragfliche. Weiter geht
aus der Formel hervor, daB der induzierte Widerstand sowohl von
dem Radius ¢ des Wirbels wie von der Verteilung der Wirbeldichte
innerhalb desselben abhingt. Das letztere zeigt sich durch die ver-
schiedenen Werte der Kraft F,, je nachdem man mit lauter Gleit-
wirbeln rechnet, entsprechend den Verhidltnissen an der Tragfliche
selbst — oder mit lauter r#umlichen Wirbeln, entsprechend den
Verhiltnissen in der freien Luft. Mit zunehmendem Radius ¢ des
zylindrischen Wirbels nimmt der Widerstand ab. Xs wird deshalb
vorteilhaft sein, wenn sich der Wirbel an den Enden der Tragfliche
mit groBem Querschnitte und kleiner Wirbeldichte abldst, unvorteil-
haft, wenn es mit kleinem Querschnitte und grofler Wirbeldichte
geschieht.

Offenbar ist der induzierte Widerstand vor allem an den Enden
der Tragfliche lokalisiert. Denn hier macht sich die Fernwirkung
zwischen den an die Tragfliche gebundenen Wirbeln und den in
der freien Luft existierenden Wirbeln am stérksten geltend. Die
Form der Tragfligelenden ist deshalb sicher von groBer Bedeutung.
Sind sie nach riickwérts gebogen, so mufl der induzierte Widerstand
unter sonst gleichen Umstéinden kleiner ausfallen.

6. Ist die Luftbewegung und somit die Wirbelverteilung ge-
funden oder versuchsweise gewéhlt, so kann man, wie durch das
gegebene Beispiel gezeigt, das Tragfliigelproblem auf lésbare und in
vielen Fallen schon durchgerechnete Probleme des Elektromagnetismus
zuriickfithren. Und zwar wird man auch die Behandlung des Pro-
blems in verschiedener Richtung vertiefen kénnen. So hindert nichts,
daB man auf diesem Wege auch die auf der Zusammendriickbarkeit
der Luft beruhenden Dichtigkeitsinderungen mit in Betracht zieht.
Wenn diese bei dem Tragfliigelproblem vielleicht nur wenig aus-
machen, so sind sie bei dem entsprechenden Problem der Dampf-

v.Kiarmidn—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 5
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turbinen sicher nicht zu vernachlissigen. Dabei wird man aber nicht
bei der hydrodynamischen Analogie in der rudimentiren Form (I)
stehen bleiben kénnen, sondern mufi zu der einen oder der anderen
der beiden voll entwickelten Formen dieser Analogie gehen, die man
in meinem Buche ,Die Kraftfelder“ entwickelt findet.

Zusatz: Man kann fragen, welche Wirkung die Kraft (2) auf
die beiden freien Wirbel hat, die ven den Enden der Tragfliigel nach
riickwérts fithren. Die Antwort ist einfach: da der schlieBliche Zu-
stand stationdr sein soll, miissen sich diese Wirbel so einstellen, daB
die sie angreifende Kraft (2) Null wird. D. h. die Wirbelachsen miissen
der Geschwindigkeit v parallel sich einstellen. Dieses v hat aber eine
nach riickwirts gerichtete Horizontalkomponete Vo, und eine abwirts
gerichtete Vertikalkomponente v,, herrilhrend von der gesamten
Wirbelverteilung. Dies gibt fiir die Wirbelachsen eine Neigung nach

abwirts, so daB sie mit der Horizontale den Winkel tg @ == zL bilden.



Neue Ansiitze und Ausfiihrungen zur Theorie der
Luftschrauben?).

Von E. Pistolesi in Rom.

In einem am 25. Januar 1921 in der Associazione Italiana di
Aerotecnica gehaltenen Vortrage habe ich kurz die Hauptpunkte
einer Theorie der Luftschraube beleuchtet, fiir welche der Weg durch
die Erfolge der Tragfliigeltheorie Prandtls und seiner Mitarbeiter
in der Gottinger Schule gewiesen war. Ich wiederhole ganz kurz die
wichtigsten Punkte:

1. Die Luftschraube erzeugt ein Wirbelfeld, innerhalb dessen
man gebundene und freie Wirbel unterscheiden muB. Die
ersteren bilden ein System von Wirbeln, durch welche wir die Blitter
der Luftschraube ersetzen koénnen, da sie die Luftschraubenblitter
begleiten und umkleiden; sie entstehen durch die Zirkulation der
Fliissigkeit um das Schraubenblatt. Wenn das Blatt schmal ist, kann
das System der gebundenen Wirbel durch einen einzigen ge-
bundenen Wirbel ersetzt werden.

Die freien Wirbel andererseits sind diejenigen, welche sich frei
in der Flissigkeit bewegen. Diese miissen nach einem bekannten
Theorem der stationdren Bewegung den Stromlinien der Bewegung
folgen, welche auf ein mit der Schraube starr verbundenes Achsen-
kreuz bezogen stationir ist.

Sie haben daher anndhernd die Gestalt einer Schraubenlinie mit
der Steigung, welcbe dem Fortschrittsgrad der Luftschraube entspricht.

Die freien Wirbel entstehen dort, wo die Zirkulation sich lings
des Blattes #ndert. Wenn beim Ubergang vom Radius r zum
Radius r-4dr die Zirkulation sich um dI" dndert, 16st sich an
dem Element dr ein Wirbelfaden von der Intensitit dI' ab.

2. Die freien Wirbel und die gebundenen Wirbel erzeugen ein
induziertes Geschwindigkeitsfeld, welches sich auf die urspriinglich
gleichmifige Geschwindigkeit V, des Luftstromes uberlagert. Die
Zusatzgeschwindigkeit hat im allgemeinen eine radiale, eine axiale und
eine Umfangskomponente.

1) 8. auch Atti della Societd Italiana di Aerotecnica II. 1. 1922. Ubersetzt
von W. Klemperer.
B*
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Wenn man nur das durch die freien Wirbel induzierte Geschwin-
digkeitsfeld betrachtet, so zeigt sich, daB die Zusatzgeschwindigkeit
beim Durchtritt durch die Propellerkreisfliche halb so groB ist, als
die entsprechende Zusatzgeschwindigkeit in unendlicher Entfernung
hinter der Schraube. Dadurch wird das bekannte Theorem von
Froude bestitigt, namentlich wenn als kontrahierte Querschnitts-
fliche, auf welche im Theorem von Froude gewshnlich Bezug ge-
nommen wird, die Querschnittsfliche stromabwiirts in unendlicher
Entfernung von der Schraube genommen wird.

3. Die durch die freien Wirbel induzierten Zusatzgeschwindig-
keiten erzeugen an jedem Schraubenschnitt eine Anderung in der
Relativgeschwindigkeit zwischen Luft und Profil, welche ihrerseits den
Wert der Luftkraft beeinfluBit.

Ein solcher Einflul ist vollstindig analog demjenigen der Rand-
wirbel auf die aerodynamische Charakteristik eines tragenden Pro-
fils. In diesem Fall ist der Einflu bekanntlich eine Funktion des
Seitenverhiltnisses und verschwindet fiir unendliche Spannweite.

Abb. 1 wird die Verhéltnisse
erkléren.

Wenn man die Zusatzge-
schwindigkeit nicht in Betracht
zieht, ist die Relativgeschwin-
digkeit zwischen Blattschnitt
und Luft W, (scheinbare
Relativgeschwindigkeit),
mit den Komponenten V, und
rQ (r = Radius des Fliigel-

| schnittes, £2 —= Winkelgeschwin-
TN digkeit der Schraube); beriick-

Abb. 1. sichtigt man aber die Zusatz-
geschwindigkeiten und zwar o

in axialer und «'==rw’ in der Umfangsrichtung?), so wird die
Relativgeschwindigkeit W’ (effektive Relativgeschwindigkeit).

Wenn die Zusitze klein sind (was man wenigstens in erster
Anniherung annehmen kann), so wird man die Differenz in der GréBe
von W, und W’ vernachlissigen kénnen, jedoch sicher nicht die Anstell-
winkelinderung von «, in «; diese Differenz, welche durch den Winkel
¢, dargestellt wird, nennen wir den induzierten Anstellwinkel.

¢,
AT
a5

\,
\

72 rR-w)
T -y &

4. Wenn kein induzierter Anstellwinkel vorhanden wére, so
wire Schubkraft und Widerstand an allen Blattelementen durch die
urspriingliche Relativgeschwindigkeit W, und durch die reine Profil-
charakteristik des betreflenden Profils bestimmt, d. h. durch die
Charakteristik eines unendlich langen Fliigels mit dem betreffenden
Profil. Der EinfluB der Induktion kann nun auf zweierlei Weise
beriicksichtigt werden:

*) Die radiale Komponente ist im allgemeinen zu vernachlissigen.
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a) indem man weiter die reine Profilcharakteristik ohne Beriick-
sichtigung der endlichen Spannweite beibehdlt, aber die effektive
Relativgeschwindigkeit W’ in Rechnung setzt;

b) indem man bei der urspriinglichen Relativgeschwindigkeit
W, bleibt, aber jedem Profil lings des Fliigels ein virtuelles Seiten-
verhdltnis zuordnet, und zwar genau jenes Seitenverhiltnis, bei
welchem, einen Fliigel gleichen Profils vorausgesetzt, bei gleicher schein-
barer Anstellung eine Winkelinderung gerade gleich «; induziert wird

Schon in meinem vorerwdhnten Vortrag habe ich angedeutet
wie dieser doppeite Standpunkt gestattet, die alte Streitfrage in der
Beriicksichtigung der Zusatzgeschwindigkeiten zu erledigen (I’état
dynamique préalable von Soreau), die insbesondere zwischen
der Schule von Drzewiecki und der englischen Schule (Riach,
Fage usw.), zu welcher neuerdings noch de Bothezat hinzu-
gekommen ist, besteht.

Die eine vertritt den Standpunkt, daB die Zusatzgeschwindig-
keit, welche die Luft beim Durchgang durch die Blitter (durch die
Schraubenkreisfliche, wie man gewéhnlich sagt) erhélt, bei der
Berechnung der Relativgeschwindigkeit und des Anstellwinkels nicht
beriicksichtigt werden darf; die andere vertritt den entgegengesetzten
Standpunkt.

Wie der Leser nach obigen Andeutungen beurteilen mag, hatten
beide Schulen, wie man wohl sagen kann, teilweise recht und teil-
weise unrecht. Erst nachdem die Untersuchungen der Géttinger
Schule iiber die tragenden Systeme den EinfluB des Seitenverhilt-
nisses klargestellt haben, ist der Schlissel zur Liosung des Problems
gegeben. Das, was in der Tat beiden Standpunkten fehlte, war eine
exakte Kenntnis des Seitenverhaltnisses, das den einzelnen Blatt-
schnitten beizulegen sei (virtuelles Seitenverhaltnis). In Ermangelung
eines verniinftigen Anhaltspunktes nahm man dafir ginzlich empi-
rische Werte an (z. B. das Verhéltnis des Schraubenradius zu der
Blattschnittlinge oder des Radius zu der mittleren Blattbreite); aber
die strenge Priifung der Frage hat gezeigt, daB diese Methode ganz
triigerisch ist. Wir werden gleich sehen, welcher Weg der richtige ist.

Fiir die Berechnung der Zusatzgeschwindigkeit und damit der ¢,
dienen die Sitze von der Bewegungsgrofle und vom Drall; diese kénnen
ersetzt werden durch das Theorem von Kutta-Joukowski, welches
sich als anwendbar auf den Fall der Luftschraube erwiesen hat,
wiewohl die durch die Luftschraube verursachte Fliissigkeitshewegung
kein stationdrer Bewegungszustand ist?).

Natiirlich sind vereinfachte Annahmen erforderlich, von denen
die folgenden als besonders wichtig hervorzuheben sind:

') E. Pistolesi: Le equazioni differenziali del moto dei fluidi applicate
al campo di velocitd prodotto dall’ elica. — R. Accademia Nazionale dei Lincei
Vol. XXXI, serie 5, fase 1°—29, luglio 1922.
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a) Die wirkliche Schraube von endlicher Blattzahl n wird er-
setzt durch eine Schraube mit unendlich vielen infinitesimalen,
gleichmiBig iiber die ganze Scheibe verteilten Blittern, deren Ce-
samtwirkung gleich derjenigen der wirklichen Blitter sein soll.

b) Es wird angenommen, dafl die Geschwindigkeitsinderungen
klein sind gegen die urspriinglichen Werte der Geschwindigkeit (ins-
besondere v klein gegen V), damit man in den Rechnungen die
hoheren Potenzen der betreffenden Verhiltnisse neben den linearen
Gliedern vernachldssigen und den Strahl unter Vernachlissigung der
Kontraktion als zylindrisch betrachten kann.

¢) Es wird der Unterdruck vernachlissigt, welcher im Innern
des Strahles unter der Wirkung der dort herrschenden Umfangs-
geschwindigkeit entsteht (ich meine die bekannte Erscheinung des
Unterdruckes im Innern eines Wirbels).

Mit diesen Annahmen, die beim Aufsuchen der ersten Annihe-
rung erlaubt sein werden, und unerliflich sind, um einen solchen Ver-
such zu praktischer Losung zu fiihren, kommt man zu interessanten
SchluBfolgerungen.

Man kann die Zusatzgeschwindigkeit w’ senkrecht zu W’ ermitteln
(welche in Anbetracht der Kleinheit des Winkels zwischen W, und
W’ auch angendhert senkrecht zu W, gerichtet ist), und wenn wir
mit W, (Abb. 1) die vermehrte Endgeschwindigkeit bezeichnen, wie
gie in einem Schnitt stromabwirts unendlich weit von der Schraube
vorhanden ist und beriicksichtigen, dafl der Totalzuwachs w, doppelt
so grof} ist, als der an der Schraubenkreisfliche entstehende Zuwachs w/,
so ergibt sich offenbar W, = W, und die Richtung von W’ fillt in die der
Winkelhalbierenden zwischen W, und W,. Man gelangt zu einer Schluf}-
folgerung, welche, wie wohl zu beachten 1st, schon implizite enthalten war
in der klassischen Arbeit von Croccol), wenn — S0 wie wir es nun
auch tun — die durch den urspriinglichen Profilwiderstand verursachten
Verluste, die bekanntlich durch Reibung und durch den Karmén-
schen Effekt entstehen, vernachlissigt werden. Diese SchluBfolgerung
kann in den Worten ausgesprochen werden: die Luft, welche die
Schraubenblitter durchstreicht, wird abgelenkt, aber nicht verlangsamt.

Diese SchluBfolgerung gilt, wie man nicht zu betonen braucht,
nur in erster Anndherung.

Wenn wir weitergehen, finden wir den Ausdruck fiir das
virtuelle Seitenverhaltnis A

A:

8rsin

1 T
wobei die Bedeutung des Symbols ¢ aus der Abb. 1 hervorgeht,

1) Cap. G. A.Crocco: ,Sulla teoria analitica della eliche e su alcuni me-
todi sperimentali“, Rendiconti delle esperienze e degli studi eseguiti nello
Stabilimento di- esperienze e construzioni Aeronautiche del Genio. Roma 1912.
Vgl. § 14 dieser Arbeit (Relazioni geometriche). Interessant ist auch § 13, wo
eine interessante elektromagnetische Analogie abgeleitet wird, welche durch die
neuen Untersuchungen iiber die aerodynamische Induktion eine vortreffliche
Bestitigung erhilt.
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und / die gesamte Blattbreite der Schraube angibt (also die Summe
der Breiten aller Blitter, welche zusammen die Schraube bilden)
und zwar entsprechend dem jeweiligen Radius r.

Es muB bemerkt werden, daf nach diesem Verfahren das vir-
tuelle Seitenverhiltnis nicht von der Breite eines einzelnen Blattes,
sondern von der Gesamtbreite aller Blidtter bestimmt wird.

Ferner (und das ist eine offenbare Folge der gewihlten Methode)
ist eine Vermehrung der Blattzahl gleichwertig einer Vermehrung
der Breite der vorhandenen Blitter, welche zur selben Gesamtblatt-
breite fiihrt.

Diese Resultate, die fiir die erste Anndherung insofern gelten,
als es erlaubt ist, die Schraube von endlicher Blattzahl (von Me-
ridian zu Meridian verdnderliches Geschwindigkeitsfeld) durch eine
Schraube mit unendlich vielen Blittern (die Geschwindigkeit iiber
jeden konzentrischen Kreisumfang gleichmiBig verteilt) zu ersetzen,
diese Resultate werfen ein scharfes Licht auf das Problem der
gegenseitigen Beeinflussung der Blatter, um welches sich die Forscher
so sehr bemiiht haben, und nicht minder auf das ebenso wichtige
und bisher ungeklirte Problem des Einflusses der Blattbreite.

Beide Probleme erscheinen nun unter demselben Lichte, und
wir erhalten durch Einfiihrung des virtuellen Seitenverhaltnisses die
richtige Lésung.

Es wiirde hier interessant sein, zu verfolgen, welche Irrtimer
begangen werden, wenn das virtuelle Seitenverhéltnis nach den em-
pirischen Kriterien festgesetzt wird, welche ich vorhin erwihnt habe;
aber die Kiirze dieser Mitteilung gestattet es nicht, dies linger aus-
zufiithren, und ich iiberlasse die kleine Miihe dem Leser, der sich
dafiir interessiert.

Ein Problem von bemerkenswertem theoretischen Interesse, das
in analoger Weise wie die entsprechende Fragestellung der Fliigel-
theorie sich behandeln 148t, ist die Bestimmung derjenigen Verteilung
der Zusatzgeschwindigkeiten, welche unter allen moglichen Verteilungen
die Bedingung des kleinsten Energieverlustes erfiillt, ausschlieflich,
wohl bemerkt, des Verlustes durch schidlichen Widerstand (Reibungs-
verlust und Karman-Effekt), indem man also nur den Verlusten
Rechnung triigt, welche von der Zunahme der lebendigen Kraft der
durch die Schraubenfliche durchtretenden Luft herriihren.

Nun ist dieses Problem bereits gelost worden von Betz?),
der hierfiir die Bedingung gefunden hat, daf die Gegenprojektion
von w (welche senkrecht zu W, angenommen wird) in der Richtung
von V, konstant sein soll iiber die ganze Schraube, so dal w’ die
Entfernung zwischen zwei gleichen Schraubenflichen darstellt, welche
relativ zueinander in der Axialrichtung mit V) verschoben sind. Wer in

1) Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust, Nachrichten der
Gesellschaft der Wissenschaften, Gottingen 1919.
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der Theorie der Tragfliigel nach der Gottinger Schule auf dem Lau-
fenden ist, wird die Analogie zwischen diesem und dem entsprechen-
den Satz der genannten Theorie erkennen.

Daraus folgt die Vexteilung der Komponenten ¢ und «'= ro’
(welche dann auch bis auf einen Faktor '/, fir v, und w,=rwm,
giiltig ist) lings des Radius r. Sie ist in Abb. 2 (aus-

| gezogene Linie) dargestellt.

| Das Diagramm fir «’ stellt in geeignetem MafB-
stabe auch das Diagramm der induzierten Anstell-
" winkel ¢, dar. In der Tat erglbt sich aus der Be-
! tlachtung der ahnlichen Dreiecke in der Abb. 1, deren
| erstes durch die Seiten r2, V, und W,, das zweite durch
die entsprechenden Seiten 'v', ro’ und w' gebildet wird:
Abb. 9. wWy=e«,=rao'|V,,
was die Behauptung beweist?).

Dies gilt fiir die Schraube mit unendlich vielen Fligeln. Betz
hat iiberdies sein Theorem allgemein bewiesen mit Hilfe eleganter
synthetischer Betrachtungen, welche die analogen von Prandtl fiir
die tragenden Systeme ersonnenen Betrachtungen auf den Fall der
Schraube ausdehnen. Das Resultat ist folgendes: Bei endlicher
Zahl der Bldatter kann man das Feld der induzierten Geschwindig-
keiten entstanden denken durch eine in der Achsenrichtung erfolgende
Verschiebung jener unendlich ausgedehnten Schraubenwirbelflichen,
welche die Fliigel bei ihrer Bewegung beschreiben und sozusagen als fest-
gewordene Spuren hinterlassen. Von diesem Ergebnis ausgehend hat
Prandtl in einem Zusatz zu der erwidhnten Arbeit von Betz auf
dem Wege der Annéherung die mittleren Geschwindigkeiten (v') in
verschiedenen Absténden von der Mitte bestimmt; diese Geschwindig-
keiten sind dann proportional dem mittleren Schub pro Flichen-
einheit.

Das Diagramm fiir endlich viele Fliigel ist zum Vergleich mit
dem Fall der unendlichen Blattzahl (ausgezogene Linie) in Abb. 2
punktiert eingezeichnet.

r

Aufler dem Fall des kleinsten Energieverlustes sind noch andere
Fille recht interessant. Namentlich die folgenden:

1. Der Fall, in welchem v konstant und somit die Schubkraft
iiber die ganze Schraubenkreisfliche gleichmaBig verteilt ist.

Die Betrachtung der &hnlichen Dreiecke in der Abb. 1 zeigt, daB
w umgekehrt proportional zu r ist. Die Verteilung der Umfangs-
geschwindigkeit ist also wie im Falle eines einzigen zentralen Wirbels
Es laBt sich zeigen, daB in diesem Falle die Zirkulation I' der ge-
bundenen Wirbel lings des ganzen Radius konstant ist. Die Ver-

1) Die Kurve v verliuft asym totisch zu der in der Figur gezeichneten
strlchpunktlerten Geraden.
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teilung der +/,u’ ist in Abb. 3 dargestellt. Wie schon bemerkt wurde,
stellt das Diagramm w’ in geignetem MaBstabe auch ¢; dar.

2. Der Fall, in dem @’ konstant und daher %’ proportional dem
Radius ist. In diesem Fall sieht man an den erwéhnten &hnlichen
Dreiecken, da v proportional 7? ist, also der Einheitsschub propor-
tional dem Quadrat des Radius anwéchst. Die Verteilung der Zusatz-
geschwindigkeiten ist in Abb. 4 dargestellt. Der induzierte Anstell-
winkel wichst linear mit dem Radius.

3. Der Fall, in dem der induzierte Anstellwinkel konstant ist,
«; == konst. und daher %' =konst. Es folgt dann, daB o' proportional
dem Radius ist. Die Verteilung der Zusatzgeschwindigkeiten ist in
Abb. 5 dargestellt.

r 7 »

Abb. 3. Abb. 4. Abb. 5.

In diesen drei einfachen Fillen driicken sich Schubkraft und
Drehmoment in Abhingigkeit von derjenigen GroBe, welche in jedem
der drei Fille konstant gehalten ist, durch sehr einfache Formeln
aus. In der Tat, wenn wir mit 7 die Schubkraft und mit C das
Drehmoment bezeichnen und die Abkiirzungen einfithren (@ = Dichte):

_.r __<c TV
ek YT a0y VT RO

T

so erhalten wir in den drei Fillen:

4

V.4 v
1. Fall: t=l=ay t=2ay— . . ... .. (1
, 7, 7V (1)

’
2. Fall: R N N ¢
a = —re="g (2)
2 w, 4 W 4

3. Fall: =Xt Lt _Zahe .. (3
2 Ty T3TRQ T 3TRA T 3TN ®)

Der Wirkungsgrad ¢==1ty/x ergibt sich in den drei Fillen gleich 1.
Dies ist die Folge nicht nur der Vernachlissigung des schidlichen
Widerstandes des Profils, sondern auch des Naherungsverfahrens, mit
dessen Hilfe die Formeln erhalten sind; ein Verfahren, welches in
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letzter Linie auf der Betrachtung der auf das Blattelement wir-
kenden und senkrecht zu W, gerichteten Kraft fult. Wir haben ge-
sehen, dafl dies richtig wire, wenn nicht der Effekt der Induktion
vorhanden wirde. Dieser Effekt bewirkt indessen eine Neigung
der Kraft dF, so daB sie statt senkrecht zu W, (scheinbare Relativ-
geschwindigkeit) senkrecht zu W’ (effektive Relativgeschwindigkeit)
gerichtet, also um «; gegen die normale zu W, geneigt ist. Aus-
gehend von dieser Betrachtung wird der Leser leicht erkennen
(Abb. 1), daB man, um Schubkraft und Drehmoment zu erhalten,
den oben angegebenen Ausdriicken, welche in den drei Féllen den
Betrag der zu W, senkrechten Komponenten d ¥ darstellen, noch eine
Komponente d F,; (induzierter Widerstand des Elementes) — parallel
zur Richtung von W, und der GroBe nach gleich dem Produkt
«;dF, — hinzufiigen muf.

Die Berechnung bereitet keine Schwierigkeiten. Um kurz zu
sein, beschrinken wir uns hier auf den 3. Fall, in welchem man die
folgenden Beitrige findet, welche wir mit dem Index 2 bezeichnen:

9
a e __ a
Ty=—2my ¢ = 8n 1
9
xﬂnyoc‘“’—mg 4
27 T T
167! Vi

7, und », bezeichnen darin die Werte der Koeffizienten fiir 7' und C, so
wie sie mit Vernachlidssigung des induzierten Widerstandes d F , sich
ergeben.

Die vorangehenden Betrachtungen und Formeln bilden den
Ausgangspunkt fur die Losung des Grundproblems der analytischen
Theorie der Schraube: die Kennlinien einer geometrisch ge-
gebenen Schraube zu bestimmen,

Als Kennlinien konnen wir die Diagramme fiir = und » in Ab-
hingigkeit vom Fortschrittsgrade y bezeichnen, wobei v und x sich
auf die gesamte Schubkraft und das gesamte Drehmoment beziehen,
unter Beriicksichtigung von Induktion, Reibung usw.

Der erste Weg, welcher sich darbietet, beginnt damit, dal man
das virtuelle Seitenverhiltnis fiir jeden Schnitt berechnet. Alsdann
konnen wir, wenn die Betriebsbedingungen, also y, gegeben sind, die
Koeffizienten der Schubkraft und des Drehmomentes, z und s, durch
numerische oder graphische Integration bestimmen, wie in der ge-
wohnlichen analytischen Theorie, wobei fiir die Koeffizienten C, und
O, der einzelnen Profile die dem jeweiligen virtuellen Seitenverhéltnis
entsprechenden Werte einzusetzen sind. Diese konnen in bekannter
Weise aus den bei einem beliebigen Seitenverhiltnis gewonnenen
experimentellen Werte umgerechnet werden.

Allerdings hat die Methode den nicht geringen Nachteil, lang-
wierig und mit vielen Rechnungen belastet zu sein. Daraus ergibt
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sich unwillkiirlich das Bediirfnis nach N#herungsmethoden, welche
das Ziel schneller zu erreichen gestatten. Aber die Schwierigkeiten,
die selbst bei Verwendung vereinfachender Annahmen auf diesem
Weg sich darbieten, konnen praktisch nur iiberwunden werden, wenn
man sich besonderer Kunstgriffe bedient.

Einer derselben ist der folgende:

Man ersetzt die tatsichliche Verteilung der induzierten Anstell-
winkel durch eine in plausibler Weise angenommene Verteilung
z. B. eine solche, wie sie zu einem der vorhin betrachteten einfachen
Fille gehort. Dieser speziellen Verteilung der induzierten Anstell-
winkel bedient man sich, um den effektiven Anstellwinkel jedes
Blattschnittes zu berechnen. Dieser Anstellwinkel ist also zunéchst
mit einer gewissen Willkiir behaftet. Immerhin ist zu erwarten, dafl
das SchluBresultat nicht sehr stark von demjenigen abweicht, welches
sich bei Zugrundelegung der wirklichen Anstellwinkelverteilung er-
geben wiirde.

Diesen Weg habe ich in einer Vorlesung an der flugtechnischen
Schule des Konigl. Polytechnikums in Turin im Jahre 1921 ein-
geschlagen und in einer Arbeit vervollstindigt, die in den Rendi-
conti dell’ Istituto Sperimentale Aeronautico erschienen ist. Die an-
genommene Verteilung der induzierten Anstellwinkel war die ein-
fachste: konstant lings des Radius. In der Arbeit, welche gerade
im Druck ist'), habe ich iiberdies den Fall entwickelt, in welchem
die Verteilung des induzierten Anstellwinkels dem kleinsten Energie-
verlust entspricht. Der Vergleich mit der exakten Berechnung zeigt,
daB die Ergebnisse identisch sind; hierdurch ist die Berechtigung
dieser Methode erwiesen.

Sicher wird es nicht ohne Interesse sein, hier die Ergebnisse
wenigstens anzudeuten, zu denen man so gelangt, und welche eine
sehr rasche Gewinnung der Kennlinien einer Luftschraube oder eine
Analyse der experimentell gegebenen Diagramme gestatten, z. B. die
Beurteilung erméglichen, welchen Einflul die geometrischen und aero-
dynamischen BestimmungsgréBen und Eigenschaften der Luftschraube
auf diese Diagramme, insbesondere auf die Wirkungsgradkurve aus-
iiben, z. B. die Blattbreite, die Dicke, Form und aerodynamische
Giite des Profils usw. Die Ergebnisse sind in wirklich bemerkens-
werter Weise durch die systematischen z. B. amerikanischen Versuche
an Modelluftschrauben bestitigt worden.

Aber die Notwendigkeit, mich kurz zu fassen und nicht ab-
zuschweifen, zwingt mich, den interessierten Leser, der sich in die
Einzelheiten der Methode vertiefen und die Resultate kennen lernen
will, auf die ursprungliche Verdffentlichung zu verweisen.

Hier méchte ich vielmehr einen anderen, wenn man will, gré-

1) Zusatz bei der Korrektur: Indessen erschienen: I propulsori elicoidali
e i recenti progressi dell’Aerodinamica (Saggio di una teoria delle eliche)
Anno X, serie 22, No. 3, 1922.
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beren Kunstgriff kurz erwihnen, welcher eine vereinfachte und in
gewisser Hinsicht anschaulichere Theorie auszubilden gestattet.

Um die Vorstellungen zu fixieren, betrachten wir eine Schraube
von der konstanten Blattbreite I und bezeichnen mit A die relative

Blattbreite i Wenn keine induzierten Zustandsgeschwindigkeiten da

wiren, wiirden die zu zwei vollsténdig &hnlichen Schrauben mit ver-
schiedenen Blattbreiten gehdrigen Koeffizienten 7 und » bei gleichem y
einfach proportional 1 sein. Somit wiirden die Verhéaltnisse % und T
konstant sein und gleich den Koeffizienten r und i einer Schraube
von der relativen Breite 1=—1%).

Die 7 und » kénnen mit Leichtigkeit berechnet werden auf Grund
der scheinbaren Relativgeschwindigkeit W, und des scheinbaren An-
stellwinkels ¢, unter der Annahme eines virtuellen unendlichen
Seitenverhéltnisses fiir jeden Fligelschnitt. Sie konnen aber ebenso-
gut betrachtet werden als die Grenzwerte der Verhiltnisse —Z—, —Z—
fir 1=0, also fiir eine Schraube von der relativen Blattbreite Null.

Wir wihlen Symbole fiir die Verhiltnisse —;—, % und setzen
demgemil:

%
{,=- und (= T

Die Werte von {, und {, fiir A=20, also diejenigen, welche man
bei Vernachldssigung der Induktion erhielte, seien mit £,, und £, be-
zeichnet. Wie Ofters erwahnt wurde, ist in Wirklichkeit ein Zu-
wachs v’ vorhanden, der im allgemeinen eine Funktion von r ist. Wir
ersetzen die veréinderlichen Zuwichse durch einen mittleren konstan-
ten Zuwachs, der nach den Formeln (1) erhalten wird. Diese liefern:

v v A

ARETT

Analog ist ein tangentieller Zuwachs r ' vorhanden, wobei w’ eine
Funktion von # ist. Wir setzen an Stelle des veréinderlichen «’
einen Mittelwert auf Grund der Formeln (2) und erhalten:

w T AL,

Q n 7

Nun kénnen die Vermehrung v" der Fortschrittsgeschwindigkeit ¥,
und die Verminderung o’ der Winkelgeschwindigkeit aufgefaBt wer-
den als Anderungen der Betriebsbedingungen einer von der Induktion
freien Schraube. Mit anderen Worten, wir kénnen die Wirkung der

1) Es versteht sich, daB die Schraube von der relativen Blattbreite =1
nur als RechnungsgroBle gedacht ist.
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Induktion auBer acht lassen und dafiir annehmen, da8 die Schraube
mit der Geschwindigkeit V, ¢ fortschreitet und mit der Winkel-
geschwindigkeit 2 — ' rotiert.

Diese Verinderung der Geschwindigkeit hat zweierlei Folgen:

a) eine Anderung von y. Die ideale Schraube ohne Induktion
wiirde dann bei einem y, arbeiten, das ausgedriickt wird durch:

T et
1%y
7T

bl

7°:R(Q-—w’)_

b) eine Anderung der Koeffizienten {, und {,, welche gleich
sind den auf den Fortschrittsgrad y, bezogenen Koeffizienten ¢(,,

und £, der induktionsfreien Schraube, multipliziert mit dem Quadrat
4

des Verhiltnisses E—E—ﬂ also mit
2
(k).

7

Die Formeln fiir den Ubergang von der relativen Blattbreite Null

{unendliches Seitenverhiltnis) zur relativen Blattbreite 4 sind daher
die folgenden:

-y

=7 —

=%
14 ¢ Aﬂ
2ny

s3]
Sy

Ausgehend von dem Diagramm ¢,, und {,,, bezogen auf un
endliches Seitenverhéltnis, gestatten diese Formeln den Ubergang
zu irgendeinem beliebigen Seitenverhiltnis. Die erste derselben
liefert fiir die Bestimmung von y eine quadratische Gleichung. Eine
einfache Diskussion zeigt, daB von beiden Wurzeln die groflere in
Betracht zu ziehen ist, welche unter Vernachlissigung der hdheren

Potenzen von gl ausgedriickt wird durch:
n

?’=70—€d<yo+yio>. I ()

4

GL (5) ist nur fir kleine Werte von 1 anwendbar.
Die zweite und dritte der Gleichungen (4), soweit man (in der

Praxis ist dies fast immer der Fall) die hoheren Potenzen von Ql
7
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neben der ersten vernachldssigen kann, ergeben:

2
gt:é“o_-;l g, é_tol

9 e e o ... . (ba)
:c:é_co—_n_lctccol

Wir heben die Analogie dieser hdéchst einfachen Formeln mit
denjenigen hervor, durch welche sich der Ubergang von unendlichem
zu endlichem Seitenverhdltnis in der Theorie der Tragfliigel aus-
driickt.

Nach diesem Ansatz ist der weitere Vorgang einfach. Nach
Festlegung eines Wertes {, bestimmt sich mit (4)oder (5a) der Wert
von {,, und damit y,. Auf Grund von y, bestimmt sich der Wert y,
der dem anfangs festgesetzten Wert von (, beim Seitenverhiltnis A
entspricht. Ebenso gelangt man von y, zur Bestimmung von { , und
von diesem zu [,. Die Wiederholung des Verfahrens fiir verschiedene
Werte von (, fihrt schlieBlich zur Aufzeichnung der gesuchten
Kennlinien.

Es ist aber offenbar notwendig, die Diagramme {,, und (,, fiir
die Schraube von unendlichem Seitenverhiltnis zu kennen. Diese
Aufgabe bietet bei geeigneten Vereinfachungen keine Schwierigkeiten.

Wir beginnen mit einem besonders giinstigen Fall, ndmlich mit dem-
jenigen, bei welchem alle Fliigelschnitte gleiche aerodynamische Steigung
haben, wobei unter aerodynamischer Steigung eines Fliigelschnittes die
Steigung derjenigen Schraubenlinie zu verstehen ist, welche die zum ver-
schwindenden Auftrieb gehdrende Richtung dieses Schnittes beriihrt.
Wenn die Schraube gleichméBige aerodynamische Steigung hat und man
den schadlichen Widerstand (Reibungswiderstand usw.) vernachléssigt,
so ist klar, daB fir einen Fortschrittsgrad, welcher der aerodynami-
schen Steigung entspricht, die Schraube weder eine Schubkraft liefert,
noch ein Drehmoment aufnimmt, weil die Wirkungen auf jeden Blatt-
schnitt verschwinden. Es sei y* der Wert von y, welcher einem Fort-
schrittsgrad gleich der aerodynamischen Steigung entspricht. Ferner sei

de,

A der Wert der Ableitung 7 des Auftriebskoeffizienten in Abhéngig-

o
keit vom Anstellwinkel; dieser Wert kann bekanntlich konstant ge-
setzt werden. Im allgemeinen wird 4 von Blattschnitt zu Blatt-
schnitt veréinderlich sein, aber nichts spricht dagegen, einen Mittel-
wert anzunehmen, um so mehr, als sich 4 nur wenig mit der Ver-
dnderung der Profilform #ndert, wie die theoretischen Untersuchungen
von R.v.Mises!) und anderen bewiesen haben. Theoretisch sollte
A=—=agm sein oder ein wenig groBer. Praktisch kann jedoch 4 =23
bis 2,7 je nach dem Profiltyp angenommen werden.

Auf Grund dieser Voraussetzungen findet sich durch einfache
Entwicklungen, die wir der Kiirze halber weglassen, daBl bei Ver-

) Zur Theorie des Tragflichenauftriebes. Z. f. Flugtechn. 1917 und 1920.
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nachlissigung des Einflusses des schidlichen Widerstandes der Wert
von {,,, den wir dann mit ;o bezeichnen wollen, durch den sehr ein-
fachen Ausdruck gegeben ist:

Go=Aw, (") (v* —7),

1

woriny, eineFunktionvon y*ist, gegeben durch dasInte gralfﬁf; —d
*?

. r . . . .
mit 5=§ (relativer Radius). Im ganzen ist also (;o eine gerade
¢, &
[7%/4 g6
arr
a7 a5

e a4

" ) ‘§’§ ./é
Y U P o
Qo4 [ & \ gz

] 77 ,r/ 4 \
QOZ 6,'///' \ \ o7

11 NAY

Y
907 Y4 N \
Y/ .
9Ty a7 1% 93 0% N
Abb, 6.

Linie mit der Neigung — A,, welche durch den Punkt y* der
Abszissenachse geht (Abb. 6). Immer noch mit Vernachlissigung des
Profilwiderstandes erhilt man {;, durch Multiplikation von y mit dem
Wert von (;o, und sein Verlauf (Abb. 6) ist eine Parabel mit dem
Scheitel in der Mitte zwischen den Punkten 0 und y*. Um dem
Profilwiderstand Rechnung zu tragen, geniigt es, denselben durch
seinen Mittelwert zu ersetzen.

Fiir unendliches Seitenverhéltnis ist ¢, von einem gewissen
Anstellwinkel ab nahezu konstant, und jedenfalls ist es nicht schwierig,
auch noch einer Veranderlichkeit von ¢, mit dem Anstellwinkel
Rechnung zu tragen. Wenn wir der Kiirze halber voraussetzen, daf
diese Abhingigkeit bekannt sei, so sind die Werte {7, und (7,, welche
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zu {jo und (o hinzugefiigt werden miissen, um {,, und ,, zu er-
halten, gegeben durch:

reee, (g ——-{ 1y 4 & dd) l
1 : (6)
P (v)e, (o= { e Y2 de) ’

In Abb. 6 sieht man den Verlauf der endgiiltigen Diagramme.

Diese einfachen Ergebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit auf
die Fille ausdehnen, wo die aerodynamische Steigung nicht gleich-
formig ist, indem man in geeigneter Weise auf Grund der Steigung
der einzelnen Fliigelschnitte eine aerodynamische Gesamtsteigung
definiert.

Mit Einfiihrung der Koeffizienten {, und {, nehmen die unter
dem Namen Renardsche Formeln bekannten Ahnlichkeitsgesetze
folgende interessante Form an:

T=a§t-SU3]
g_—‘aCC'SU?’I N )

wobei § der gesamte Inhalt der Schraubenblitter und U= R Q die
Umfangsgeschwindigkeit ist. Wenn [ (die Blattbreite) nicht konstant
ist, so definiert man die relative Blattbreite 1 als das Verhiltnis
des Flicheninhaltes eines Blattes 8 zu dem Quadrat des Radius R.

Die vorstehenden Ausfiihrungen sind giltig, solange ¢ klein
ist gegeniiber V; wenn die GroBenordnung der Zusatzgeschwindig.
keit o' sich derjenigen von ¥V, ndhert, nimmt die Genauigkeit der
gefundenen Form immer mehr ab, bis diese Formeln vollstindig un-
richtig werden, wenn ¥, klein gegeniiber «* und schlieBlich Null wird.

Das letztere ist der Fall bei der Schraube am Stand.

Aber die oben dargelegte Methode kann trotzdem auch auf diesen
Fall erweitert werden. Wir wollen kurz darlegen, in welcher Weise.
Wenn man ¢' gegen V, nicht mehr vernachlissigen darf, so muB
man offenbar schreiben:

T=2anR*(V,+4 ),

und daraus
’

1=2M2<1+;—;)§—.. L ®

0
Durch Auflésung dieser Gleichung findet man

*#f<> (Q) @

Indessen gilt auch in diesem Fall noch Gl (2), weil ' immer noch
gegen 2 vernachlissigt werden kann.
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Die Formel fiir den Ubergang von y zu y, erhilt man aus der
ersten Zeile von GL (4), wobei im Nenner die zur Einheit hinzu-

tretenden Glieder gerade gleich der Funktion f <%i?l> werden.

Nun ist der Ausdruck fiir diese Funktion, den man durch Auf-
16sung von Gl. (8) erhilt, der folgende:

~<#1+V1+ZC‘ N 6 ()]

7 y?
So erhélt man zur Bestimmung von y als Funktion von y, eine
lineare Gleichung, wihrend bei Vernachlissigung von o" neben V die
Gleichung quadratisch wurde. Es ist dies einer der hiufigen Fille,
bei welchen groBere Strenge zu einfacheren Resultaten fiihrt.
Die sich ergebende Gleichung liefert die folgende Formel:

£,
y:y"(l—%)—;o(—zf—a_lj' C . (11)

4

Dem Wert y =0 entspricht ein Wert von y,, welcher mit Beriick-
sichtigung der zweiten Zeile von (4) der folgenden Gleichung geniigt:
2n

Cto== 770 .

Dies ist die Gleichung einer aufrecht stehenden Parabel mit dem
Scheitel im Koordinatenursprung und dem Parameter 7 . Der Schnitt-

4
punkt dieser Parabel mit der Kurve [;, gibt denjemigen Punkt des
Diagramms, welcher beim Seitenverhiltnis 1 dem Wert y =0 ent-
spricht.

In Abb. 6 sind die Parabeln fiir verschiedene Werte von 1 dar-
gestellt und zwar fir 1=0,1, 0,2, 0,3, 0,4 und 0,5 (strichpunktierte
Linie). Die Rechnung kann natiirlich noch weiter ausgedehnt werden
und fithrt zu einer vollstindigen Behandlung der Schraube am Stand.

Ich glaube, daB dieser kurze Hinweis geniigt.

Abb. 6 zeigt einerseits den Vergleich zwischen den Ergeb-
nissen der urspriinglichen und der vercinfachten Naherunasmethode,
andererseits den Vergleich dieser mit der vereinfachten Methode, die
wir in dem Sinne die strenge nennen wollen, daB v" neben V, nicht
vernachlissigt worden ist. Die kleinen Kreise veranschaulichen die
Ergebnisse der urspriinglichen Methode, die gestrichelten Punkte die-
jenigen der vereinfachten Naherungsmethode, die ausgezogenen Linien
diejenigen der vereinfachten, strengen Methode. Der Vergleich be-
weist die fir die Praxis ausreichende Gleichwertigkeit der beiden
erston Methoden und stellt die Abweichung klar, welche fiir kleine
Werte von y zwischen der Ndherungsmethode und der von uns streng
genannten auftreten.

v.Kirmén--Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 6



89 E. Pistolesi:

Bevor wir diesen kurzen Uberblick iiber das Gebiet, welches
die neue Auffassung von der Wirkungsweise der Schrauben er-
schlossen hat, beenden, méchten wir nicht versiumen, auf eine inter-
essante Erweiterung dieser Untersuchungen auf das Problem des gegen-
seitigen Einflusses zweier oder mehrerer Schrauben hinzuweisen.

Eine solche Erweiterung kann man entweder auf Grund des
urspriinglichen vollstdndigeren Verfahrens oder auf Grund des ver-
einfachten Verfahrens vornehmen. Wir benutzen das letztere und be-
schrinken uns, um die Voraussetzungen zu fixieren, auf den Fall
zweier koaxialer Schrauben mit gleichem Radius. Zun#chst machen
wir die Annahme, dafl beide ziemlich weit voneinander entfernt sind,
um annehmen zu konnen, dall der gesamte Geschwindigkeitszuwachs,
den die erste Schraube der durch sie hindurchstromenden Luft er-
teilt, in dem axialen Zuwachs v,, infolge der Induktion der vorderen
Schraube auf die hintere besteht, und daB die Geschwindigkeits-
dnderung v,,, welche die Schraube 2 auf die Schraube 1 induziert,
Null sei. Theoretisch miiite die Entfernung der beiden Schrauben
unendlich sein, damit diese Annahme verwirklicht wird; praktisch
geniigt eine nicht sehr grofe Entfernung, weil die Zuwéichse strom-
abwirts und stromaufwirts von der Schraube rasch ihrem Grenz-
wert zustreben. Was die Zusatzgeschwindigkeit in der Umfangs-
richtung r w,, anbelangt, so ist bekannt, dafl dieser hinter der ersten
Schraube konstant ist, wihrend rw,, vor der zweiten Schraube
gleich Null ist. Man erhélt daher zu (1) und (2) analoge Formeln,
ndmlich:

7 ‘ W, 27,

’012

V, "y 2"

Die Schraube 2- hat bei einem Wert p, zu arbeiten, welcher von

v

demjenigen y, = E_;Q—’ den man hitte, wenn der EinfluB der vorderen
2

Schraube fehlte, sich unterscheidet und ausgedriickt wird durch:

v T T
v, <1+n-y1;,_,) 1
V2= 0 2 T 0 e (12)
RQ0<1—‘_1__1> 1217
\' T 0, o T0, n

wobei das Minuszeichen fiir Schrauben gilt, die im gleichen, das
Pluszeichen fiir solche, die im entgegengesetzten Sinne rotieren.

Ferner erhidlt man fiir die verdnderte Winkelgeschwindigkeit neue
Koeffizienten 7, und x,, welche sich aus den urspriinglichen Werten
7, und »x, mittels folgender Formel berechnen lassen:

... (13)



Neue Ansitze und Ausfithrungen zur Theorie der Luftschrauben. 83

Aus diesen Formeln folgt nun:
a) Bei gleichem Drehsinn beider Schrauben ist sicher

Yo > Va-
Nun ist der verinderte Wirkungsgrad gegeben durch

TVe_ (%) 7o
’_‘2 Qs (72) 772 % (?}2> ’

und da das Verhiltnis 2 mit zunehmendem y stets abnimmt, folgt
4

Q0=

02 < Qs>
d. h. es findet eine Verminderung des Wirkungsgrades statt.

Dies leuchtet ein, wenn man bedenkt, daf die beiden Schrauben
in Tandemanordnung den Verlust an lebendiger Kraft vermehren
miissen sowohl infolge der axialen als auch der tangentialen Zusatz-
geschwindigkeiten.

b) Bei entgegengesetztem Drehsinn beider Schrauben wird %,
groBer, gleich oder kleiner als y,, je nachdem

<1 0,
=90,
Wenn, um bestimmte Voraussetzungen zu machen, Q,=Q, ist, so
lautet das Kriterium, ob y, kleiner, gleich oder gréBer ist als 0,707.
Nach den Uberlegungen des Falles a) werden wir dementsprectiend
Vergroflerung, Gleichheit oder Verminderung des Wirkungsgrades
finden. Bei einer wirklichen Schraube ist der vorstehende Wert von
v, bei weitem nicht erreicht. Wir haben daher immer den Fall einer
Verminderung des Wirkungsgrades.

In gleicher Weise ist der Fall zu behandeln, in welchem beide
Schrauben so benachbart sind, dafl man V,, gleich der Halfte des
totalen Geschwindigkeitszuwachses, den die Schraube 1 der Luft
erteilt, setzen kann und V,, gleich der Hilfte des Zuwachses ist,
den die Schraube 2 der Luft erteilt. Beide Schrauben miiliten hierfiir
in derselben Ebene rotieren. Praktisch mdgen sie in nahe aneinander
gelegenen Ebenen rotieren. Beziiglich der Zusatzgeschwindigkeiten in
der Umfangsrichtung dndert sich nichts. Es folgt:

V3o T w12_2_;1.
Vo  2mp?’ 2, a’
v T,
77203:—2—;}?, 0)21=O;
und daher T
?-’1:71(1_*'%2;;{),
1= &L (19
S, 2ayy
?’e—?’el$ Q, ?i’
2, =©

6*
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und endlich

E1=T1(}71)’ §1=;‘1 (7—’1)’
T,=1 <1 2, 2%‘)2
=R\ T, R ) . (15)
_ Q, 27\
"2:"2’(14:?'7 -
2

Ubrigens kann in dem vorliegenden Fall die Losung des Gleichungs-
systems (14) und (15) nur durch sukzessive Approximation erhalten
werden.

Man kann das Problem des gegenseitigen Einflusses auch unter
Zuriickfithrung auf die induktionsfreie Schraube betrachten, wie es im
Falle des Problems der Selbstinduktion geschehen ist. Man bekommt
dann Formeln analog den Gleichungen (4) fiir die Beziehungen zwischen
Y20 Und y,, zwischen y,, und y,, zwischen {; und {;, und zwischen

Cz, und Ct”-

Ich glaube, daB das bisher Dargelegte geniigen wird, um eine
Vorstellung zu geben von dem, was im Titel der vorliegenden Mit-
teilung als neue Ansdtze und Ausfiihrungen zur Theorie der Luft-
schraube bezeichnet wurde. Ich hoffe, nicht zu irren, wenn ich sage,
daB nur auf Grund dieser neuen Auffassung in die Theorie der Luft-
schraube eine verniinftige Ordnung gekommen ist, welche bisher ge-
fehlt hat. Viel Arbeit ist noch zu leisten, insbesondere, um die
theoretischen Untersuchungen mit den Versuchsergebnissen zu ver-
binden, zu deren Beurteilung die neueren Methoden ein wertvolles
Hilfsmittel bilden. So werden wir interessante Probleme zu ldsen
bekommen, wie dasjenige der Deformation, welche die Luftschraube
unter der Wirkung der Luftkraft erleidet, und das Hauptproblem
der Anpassung der Schraube an die Verhéltnisse des Flugzeuges,
was in letzter Linie das Endziel aller Forschungen iiber Propeller
bildet.

Ich glaube, daBl die Untersuchung des gegenseitigen Einflusses
von Luftschrauben auch den Weg ebnet, ebenso fiir die Bewertung
gewisser neuerer Anordnungen von Triebwerken (Motor-. Propeller-
aggregate), welche das Interesse der Ingenieure erwecken, wie auch
fir die Auswertung von Versuchsergebnissen an Modelluftschrauben
im Windkanal. Vielleicht wird bei dieser Untersuchung die Spiege-
lungsmethode von Nutzen sein, welche bei den analogen Problemen
der Tragfliigelmodelle gute Ergebnisse gezeitigt hat.

Endlich wird man noch das Problem endlicher Blattzahl niher
fassen und das Problem des Verhiltnisses zwischen der Geschwindig-
keitserhohung in der Schraubenebene und der gesamten Erhohung bei
starker Strahlkontraktion (wie bei der Schraube am Stand) und ver-
schiedene andere Probleme. Solche Probleme bieten im allgemeinen
viele Schwierigkeiten dar, aber der Weg ist gezeigt, und er braucht
nur mit System und Beharrlichkeit weiter verfolgt zu werden.



Uber die Transportgeschwindigkeit in einer
stationiéiren Wellenbewegung.

Von T. Levi-Civita in Rom.

1. Kinematische Kennzeichnung der Bewegung. — Wir be-
trachten einen Kanal mit rechtwinkligem Querschnitt, mit horizon-
zontalem Boden und vertikalen
Winden. Wir beschrinken uns )/ ¥ Y
auf den typischen Fall, in wel- ~ l_~
chem die Bewegung des Wassers
parallel zu den Seitenwéinden er- EV—=—o——F
folgt, und zwar in allen léngs C=
des Kanals gelegten longitudi-
nalen Schnitten in gleicher Weise. 0 2 z X
Alsdann ist das Problem auf eine Abb. 1.
zweidimensionale Aufgabe zuriick-
gefilhrt, indem es geniigt, die Bewegung in einem der vertikalen
Schnitte zu untersuchen (Abb. 1).

Die horizontale xz-Achse stelle den Boden dar; die Linie 1
bilde die freie Oberfliche, sie sei mehr oder weniger gewellt, im all-
gemeinen verinderlich mit der Zeit.

Wir definieren eine stationdre Wellenbewegung wie folgt:

a) wihrend die freie Oberfliche ! in bezug auf einen festen Be-
obachter scheinbar ohne Gestaltsinderung sich lings des Kanals
fortbewegt, und zwar mit einer erheblichen Geschwindigkeit e,

b) sollen die Fliissigkeitsteilchen tatsdchlich — statt an dieser

Translationshewegung teilzunehmen — kleine und im Verhéltnis zu
¢ langsame Schwingungsbewegungen vollfiihren.
2. Einschrinkende Voraussetzungen. — Die Strémung soll

auBler den spezifischen Bedingungen a) und b) die allgemeinen For-
derungen erfiillen, welche die Hydrodynamik vorschreibt, insbesondere
auch die Bedingung der Wirbellosigkeit. In der Tat, wenn Wirbel
vorhanden wiren, wie es namentlich bei den Gerstnerschen Wellen
der Fall ist, so konnten diese nur unter der Wirkung von nicht
konservativen Kriften ganz bestimmter Art zustande kommen und
man kann verniinftigerweise nicht annehmen, daBl in der Natur
gerade diese vorkommen. Wenn wir zu unseren Voraussetzungen
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die Wirbellosigkeit hinzufiigen, so konnen wir die allgemeinen kine-
matischen Bedingungen wie folgt zusammenfasson:

c,) Differentialbedingungen, (Inkompressibilitit und Wirbel-

(¢)  losigkeit),

¢,) Randbedingungen (am Boden und an der freien Ober-
flache).

Die Bedingungen haben zur Folge'), dafl die Bewegung fiir
einen Beobachter, der sich mit der freien Oberfldche [ mit-
bewegt, stationdren Charakter hat. Infolgedessen ist es zweck-
méBig, neben den festen Achsen XY (wobei 2X lings des Bodens
und Y vertikal nach oben gerichtet ist) ein bewegtes Achsenkreuz
Ozy einzufithren, welches in einem bestimmten Augenblick, z. B.
t =0, mit dem festen Achsenkreuz zusammenfillt und dann mit !
sich mitbewegt, so dal die Achse Oz mit der Geschwindigkeit ¢ lings
des Bodens gleitet. Angenommen, daB die beiden Achsen £ X und
Oz in dem entgegengesetztem Sinne positiv gerechnet werden, als
die Fortschreitungsgeschwindigkeit ¢ der freien Oberfliche, so haben
wir folgende Transformationsformeln:

z=X—ct :
y=Y. (1)

In dem Oxy-System erfiillt die stromende Fliissigkeit einen
mit der Zeit unverdnderlichen Streifen, welcher unten von der
x-Achse, oben von der Linie ! begrenzt wird. Diese letztere ist —
wie wir gesagt haben — mehr oder weniger gewellt, sie braucht
zwar nicht periodisch zu sein, soll jedoch dem allgemeinen Verlauf
nach in der Nihe einer horizontalen Geraden bleiben.

Da nach a), ¢,), ¢,) die Bewegung im System Owy stationir
ist, so sind die Komponenten %, v der Relativgeschwindigkeit der
einzelnen Teilchen nur Funktionen von z und y. Die Absolut-
geschwindigkeit hat folglich die Komponenten » — ¢ und v, und aus

AT 2
der Bedingung b) folgt, daB das Verhiltnis Mf} -ein echter
¢

Bruch ist und zwar in allen praktisch interessanten Fillen klein
gegen KEins.
Aus c,) folgt, daB, wenn wir die komplexe Variable

und den Vektor

einfiihren, w eine monogene Funktion von z ist. Ebenfalls nach c;)
kénnen wir das Geschwindigkeitspotential ¢ (z,y) und die Strom-
funktion y (x, y) einfilhren und setzen:

f=@-+iy, . ... ... ...(4

1) Vgl. Questions de mécanica cldsica i relativista (Barcelona, Institut
d’estudis catalans, 1922, p. 42—44).
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wobei f ebenfalls eine monogene Funktion von z ist, und zwar
so, dal}
ar
W= B €3))
Wihrend die Funktion w durch ihre Bedeutung als Geschwindig-
keitsvektor bei einer reguliren Bewegung notwendigerweise in dem
ganzen Bereich L endlich ist'), konnen wir dies nicht ohne weiteres
behaupten von ihrem Integral f(z). Es ist vielmehr leicht zu sehen,
dafl wihrend v auch im co endlich bleibt, ¢ mit x ins Unendliche
wichst, und zwar gegen -}-co bzw. — o0, je nachdem wir mit 2 im
positiven oder negativen Sinne ins Unendliche gehen.

3. Der Fliissigkeitstransport. — Wir haben bereits die Absolut-
bewegung des Wassers in qualitativer Weise gekennzeichnet, indem
wir angenommen haben, dal die Absolutgeschwindigkeiten klein sind
gegen die Fortschreitungsgeschwindigkeit ¢ der Welle.

Wir wollen nun nachweisen, daBl in Schichten, welche
unterhalb der freien Oberfliche liegen, der Transport an
Materie im Mittelwert verschwindet. Man wire geneigt an-
zunehmen, dal die Fortschreitung der Welle iiberhaupt nur eine
Scheinbewegung ist und daB die Fliissigkeitsteilchen um eine feste mitt-
lere Lage oszillieren, ohne dalB eine Translation im ganzen iiberhaupt
erfolgt. Eine solche Annahme wire jedoch zu eng gefaBt und —
wie bereits Lord Rayleigh durch eine zwar anschauliche, aber nicht
ganz exakte Beweisfilhrung gezeigt hat — im Widerspruch mit der
angenommenen Wirbellosigkeit der Strémung.

Wir wollen indessen verlangen, dal ein eventueller (kleiner)
materieller Transport, welcher mit Fortschreitung der Stérung ver-
bunden ist, nur durch die Ungleichheit der Oberfliche verursacht
gei; die tieferen Schichten sollen hierzu keinen Beitrag leisten. Wir
betrachten also als charakteristisches Merkmal der Bewegung das
Verschwinden des Massentransportes fiir die tieferen Schichten und
zeigen, dall die Wellenbewegung nichtsdestoweniger von einem Massen-
transport in der Richtung der Fortschreitungsgeschwindigkeit be-
gleitet ist. Unsere Aufgabe besteht darin, diesen (geringfiigigen)
Transport quantitativ zu bestimmen, indem wir die mittlere Durch-
fluBgeschwindigkeit abschitzen.

Zuniéchst wollen wir die Bedingung aufstellen, daf in tiefen
Schichten der Transport verschwindet, d. h. die Wassermenge, welche
durch ein festes Flachenelement im Kanal nin Zeitintervall A¢ hin-
durchflieBt, endlich bleibt, wie auch die Zeitdauer A zunimmt. Es
geniigt ein Linienelement dY der festen vertikalen Achse Y= konst.
zu betrachten. Bezeichnen wir die Komponenten der Absolutgeschwin-

!) Es geniigh, wenn man sich iiberlegt, dall die Absolutgeschwindigkeit
vektoriell durch die komplexe Zahl w — ¢ dargestellt wird, welche, da ihr
Absolutwert — wie oben gesagt wurde — im ganzen Strémungsbereich kleiner
ist als ¢, iiberall endlich bleibt. Dasselbe gilt folglich fiir w.
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digkeit mit « —c¢ und v, so betrigt die in einem Zeitelement di
durch dY flieBende Wassermenge?) (v — ¢)dY d¢ (die Dichte gleich
Eins gesetzt). Dabei haben wir die DurchfluBmenge positiv in der
positiven Richtung der x-Achse gerechnet; wollen wir die Durch-
fluBmenge in Richtung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle
positiv rechnen, so miissen wir das Vorzeichen vertauschen und er-
halten fiir die DurchfluBmenge durch dY fiir die Zeitdauer zwischen
zwei Zeitpunkten ¢, und ¢, -- 4¢

totdt

ay f (¢ —w)dt.

%
Nach (1) konnen wir dY durch dy ersetzen und, da X konstant
bleibt, dx =c¢dt. Wenn wir daher die Abszissenwerte, welche einem
bestimmten X zur Zeit ¢, und f,- A¢ entsprechen, mit z, und
%, + Az bezeichnen, erhalten wir fiir die Durchflulimenge den
Ausdruck:

Zot+d z

dy%f(c-u)dx.
Zo

Damit kein Massentransport stattfindet, ist es notwendig und hin-
reichend, da das Integral

To+dz
f (c—u)dx
Zo
oder — da uzzi ist und y in bezug auf die Integration als eine

Konstante gilt —

¢z —{p (@ + 4%, y) — @ (%, y)}
bei unbegrenzt zunehmendem Az endlich bleibt.

Dies bedeutet so viel, dafl die Funktion ¢ — cx endlich bleibt,
wenn x unbegrenzt wichst.

Da — wie wir in dem vorangehenden Punkte gezeigt haben —
v im ganzen Bereiche endlich bleibt, und dasselbe auch fiir die Ordi-
nate y gilt, so kénnen wir die Bedingung der Endlichkeit der Funk-
tion (f—cz) auferlegen.

So erhalten wir — wihrend f(z) selbst im allgemeinen nicht
endlich bleibt — eine Bedingung fiir das asymptotische Verhalten
dieser Funktion. Die Bedingung des fehlenden Massentransportes
in Schichten unterhalb der Oberfliche ist &dquivalent mit der ana-
lytischen Forderung, daB F(z) = f— cz iiberall im Bereich (auch im
Unendlichen) endlich bleibt.

1) Es sei bemerkt, daB, wenn wir die DurchfluBmenge fiir alle Zeitelemente
dt in dem betrachteten Zeitraum gleich dY (¢ — u) d¢ setzen, dies gleichbedeutend
ist damit, daB das Element dY zu einer ,tiefen“ Schicht gehdrt. Wenn in der
Tat dY zeitweise oberhalb der freien Oberfliche liegt, so miissen wir fiir solche
Zeitelemente (¢ — u)dt durch Null ersetzen.
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4. Die mittlere DurchfluBmenge durch einen vertikalen Quer-
schnitt. — Um die gesamte Durchflubmenge durch einen vertikalen
Querschnitt fiir die Zeitdauer At zu ermitteln, kann man in zweier-
lei Weise vorgehen: einerseits kann man den bereits berechneten
Beitrag fiir jedes Element dY ermitteln und diese Beitrige sum-
mieren, anderersgeits kann man fiir jedes Zeitelement die gesamte
DurchfluBmenge fiir den Querschnitt berechnen und nach der Zeit
integrieren. Wir gehen nach der zweiten Methode vor und beziehen
alles auf die bewegten Achsen, indem wir die Zeit mit Hilfe der Be-
ziehung =X - ¢t durch z ausdriicken (X wird als konstant an-
gesehen). Mit Riicksicht auf diese Beziehung entspricht einem be-
stimmten Werte von ¢ ein bestimmter Wert von x, d. h. bezogen
auf die bewegten Achsen, eine bestimmte Abszisse der freien Ober-
fliche I; ferner bedeutet eine Integration lings des entsprechenden
vertikalen Querschnitts Integration von y =0 bis y==y,(r), wobei
y, die der betreffenden Abszisse z entsprechende Ordinate der Linie !
bezeichnet. Wir erhalten daher die DurchfluBmenge fir das Zeit-
element dt

Yy

1
- d xf(c —u)dy
0
und die gesamte DurchfluBmenge fiir die Zeitdauer 4¢

z,+4z  y,
U
M=fdx[<1—?>dy. B ()
z, 0

Wenn wir jenen Teil des Stromungsfeldes L, welcher zwischen
z, und 2, -} Az liegt, mit L’ bezeichnen, so ist die rechte Seite von

(6) nichts Anderes als das Flichenintegral der Funktion 1 — %, er-

streckt iiber den Bereich L’. Wir konnen daher (6) in kiirzer ge-
fallter Form schreiben:

M=j<1—%‘->dL.. N (4

Es ist zu bemerken, daB die DurchfluBmenge in der Relativ-
bewegung infolge des stationiren Charakters derselben, (fiir alle ver-
tikalen Schnitte), gerechnet vom Boden bis zur freien Oberfliche den
gleichen Wert hat. Wir bezeichnen diese konstante GroBe g als rela-
tive DurchfluBmenge; sie betrigt offenbar

L
qzdfudy,. N )
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und damit wird die Gleichung (6)

Zy+ Az

M=fyldx—%dx. N (-4
To
Die mittlere absolute DurchfluBbmenge @ erhalten wir aus M

A . ..
mittels Division durch 4¢ oder durch—cE , 80 daBl wir schreiben kdnnen:

= cM
=lm—. ... ... ... .(8
¢ Azlidx ( >
Wenn wir uns nun dieselbe Fliissigkeitsmenge, welche in statio-
nirer Wellenbewegung sich befindet, in Ruhe denken, so kionnen wir
die Niveauhohe der in Ruhe befindlichen Fliissigkeit einfiithren, und
diese betrégt nach der Bedingung der Inkompressibilitdt offenbar

Zo+Az

. 1
A= lim Efyldx' S )

dz=»
Zo

h stellt einen Mittelwert (ev. asymptotischen Wert) fiir die Ordinate
der Oberfliche ! dar. In dem besonderen Fall einer periodischen
Welle liefert 7 den Mittelwert der periodischen Funktion y,(),
d. h. die mittlere Ordinate einer Welle. Fiir alle Fille konnen wir
h als mittlere Tiefe einfiihren und die Existenz des Grenzwertes auf
der rechten Seite der Gl (9) bildet vom physikalischen Standpunkt
aus keine Einschrinkung. Daraus folgt aber mit Beriicksichtigung
von (6”) und (8) unmittelbar die Existenz einer mittleren Durch-
fluBmenge rein aus den allgemeinen Voraussetzungen, welche wir
aufgestellt haben. Wenn wir in der Tat in Gl (8) den Ansdruck
(6”) einfilhren und die Definition von % nach (9) benutzen, so er-
halten wir — ,
@Q=ch—q. . . . . . . ... .(8)
5. Umformung des Ausdruckes fiir M. Asymptotische Nihe-
rung. — Das Verhiltnis
ﬂ _

der absoluten Geschwindigkeit zur Fortschreitungsgeschwindigkeit ist
nach der Voraussetzung unter (6) ein echter Bruch. Berechnen wir
das Quadrat des Absolutwertes von ¢ — w=c¢ — u-—14v, 30 erhalten
wir die Identitit

[w—c|

- . (10)

U

,32=1———{—[M—-25}. N ¢ 5))

c c?

Integrieren wir diesen Ausdruck iiber das Gebiet L’ und setzen wir

2

Nz_f(“:; —%)dL, (2

1A
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go folgt aus (6’
©) M=[RdL-+N. . . . ... ... (7
I
Wir konnen nun zeigen, daB das zweite Glied der rechten Seite
endlich bleibt, wie auch L’ wichst, so daB das Verhiltnis Aﬁ sich
z

der Null nidhert, wenn Az unbegrenzt zunimmt. Um das Verhalten
von N zu priifen, ist es zweck-
mifig, Gl (12) umzuformen, in- 14

dem wir von der Ebene z=ux {1y 7 ¥ ¥

zur Ebene f= ¢ -4y iiber- = =
gehen?), wobei dem Stromungs- =Pttt —e—t0=
gebiet L ein Parallelstreifen zwi- 3 o -

schen den beiden Geraden =0 4 v=0 @
und y==¢ entspricht (s. Abb. 2). Abb, 2

Dem Bereich L’ entspricht ein
Gebiet &', begrenzt durch zwei
Transversallinien o,, o,, welche den zwei Querschnitten x —z, und
¥ =, -+ dx entsprechen.

Aus der konformen Abbildung zwischen den Ebenen z und ¢ folgt

df:%dz=wdz,

so daB das Verhdltnis zweier entsprechender Strecken gleich |w| ist
und fiir zwei entsprechende Flichenelemente d.8 und dL gilt:

dS=|w|*dL. . . . ... ... (13)

Andererseits, wenn wir statt der Funktion f von z die inverse
Funktion z von f betrachten, so gilt identisch

dz_ 1
df — df’
dz

und aus der Gleichheit der Realteile folgt:
ox 1 @ 1

TR s T
oder durch gliedweise Multiplikation mit (13)
ﬁdS:udL.
o

Durch diese letzte Beziehung wird aus der Gl (12), wobei wir die
Beziehung (13) nochmals beriicksichtigen:

N=_1f<1—ca—”>ds.
Czs' op

Y Vgl a.a.0. 8. 48—50; oder auch Rend. della R. Acc. dei Lincei, Bd. 16
(2. Sem. 1907), S. 776—790.
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Nun haben wir gezeigt (Nr. 8), daB aus der Bedingung
des verschwindenden Transportes in tiefen Schichten folgt, daB die
Funktion F—f-—cz im ganzen Bereich L (auch im Unendlichen)
iiberall endlich bleibt. Diese Eigenschaft behilt sie aber auch im
Streifen §, wenn wir sie als Funktion von f betrachten (infolge der
gegenseitig eindeutigen Abbildung zwischen f und z).

Es folgt daraus naturgemiB, daB auch der Realteil von F, d. h.
P (p,y)= @ — cx, endlich bleibt, so dal wir schreiben kdnnen:

1 (00 ,
N:_ﬁfg(;d&. R ¢ -4

&

Nun kénnen wir leicht das Verhalten von N feststellen. Zunichst
bezeichnen wir mit o’ die gesamte Begrenzung von & und mit = die
Richtung der nach innen gerichteten Normale; dann folgt aus (12)

szl—ﬁfdi cos@do’.

Léngs der Geraden =0 und y==¢, verschwindet cos (7;?;0), so daB
nur die Integrale iiber die Transversallinien ¢, und o, iibrig bleiben.
Jede dieser Linien ist das Abbild eines vertikalen Schnittes vom
Boden bis zur freien Oberfliche, d. h. einer Linie, deren Linge unter
einem bestimmten Maximum liegt; andererseits ist das Abbildungs-
verhiltnis gleich |w|, und diese GrioBe bleibt endlich im ganzen
Gebiet (Nr. 2.). Wenn wir daher das Produkt der groften Ordinate
von [ mit dem groften Wert des Absolutwertes von @w mit P be-
zeichnen und beriicksichtigen, da3

jf@cos@do":f] Pw| |dz],
a1+ 0y

wobei die Integration auf der rechten Seite lings der zwei Ordinaten
zu erstrecken ist, welche L’ begrenzen, so erhalten wir unmittelbar
die Ungleichung

N<2P
<3

wodurch unsere Behauptung bewiesen ist.

6. Die Integralbeziehung. — Nachweis und Berechnung des
Transportes. Wir greifen nun zuriick auf Gl (8) und ersetzen M
durch den Wert aus (6”), indem wir beriicksichtigen, daB N bei

beliebig zunehmenden Ax endlich bleibt, so daB lm de 0 ist.
Wir erhalten L 1z =0l
Q=clim—fﬂ‘3dL.
Adz=wo A xL'

Aus (8) folgt, daB die linke Seite einen bestimmten Wert hat.
Dasselbe gilt nun auch fiir die rechte Seite, welcher wir eine an-
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schaulichere Form geben werden, indem wir nach der Definition (9)
die mittlere Tiefe einfiihren:
Tot+Adz
1 1 !
h=1lim — de==lim - —.
tamwdz ) BT e
Zo

Nun folgt aus der Existenz des Grenzwertes
Q__, 1 f .
— = lim —— *dL
i
fid
die Existenz eines zweiten Grenzwertes, welchen wir erhalten, in-

dem wir, durch gliedweise Division mit dem vorstehendem Aus-
druck von h, statt dx die Fliche L’ einfithren, und zwar mufl der

Grenzwert gleich 9 werden. Dieser Grenzwert bedeutet jedoch offen-

ch
bar den ortlichen Mittelwert von f?; wir bezeichnen ihn mit f*?
und schreiben 1
p*? = lim—,fﬂQdL, I ¢ K3
Aa;:OLL,
woraus folgt .
Q==chp**.. . . . . . . ... (8

Nach (14) ist die rechte Seite offenbar >0. In dem besonders
interessanten Falle einer periodischen Welle kénnen wir das Gleich-
heitszeichen sicher ausschlieBen, weil dann §*? den Mittelwert der
positiven Groe 2 darstellt, genommen iiber einen endlichen Bereich
(iiber den Bereich einer Welle). Wenn wir zunéichst von dem Fall,
daB 4*? Null wird, absehen, so folgt aus (8”), daB ein materieller
Transport in der Richtung der Wellenfortpflanzung stattfindet, und
zwar hat @ die Bedeutung der DurchfluBmenge in asymptotischem
Sinne, so daB die durch einen Schnitt wihrend der Zeit 4¢ flieBende
Wagsermenge angendhert durch ch $** 4t gegeben wird, wobei der
relative Fehler mit wachsendem At¢ immer kleiner wird.

7. Die Transportgeschwindigkeit. — Wenn wir statt der wirk-
lichen Stromung, welche die Welle begleitet, und deren Existenz wir
soeben nachgewiesen haben, die gesamte DurchfluBmenge gleichméBig
iiber den Kanal von einer mittleren Hohe verteilt denken, so kénnen
wir von einer fiktiven Transportgeschwindigkeit y sprechen, gegeben
durch die Formel: g

re= T ¢ 1))

Die Geschwindigkeit stellt die mittlere Geschwindigkeit des
materiellen Transportes dar, welchen die Welle mit sich fiihrt.

Aus (15) und (8”) folgt die bemerkenswerte Beziehung

.%zﬂ“..... N ¢ 1)
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8. Anwendungen auf die einfachen Airyschen Wellen. — Wir
haben als ein charakteristisches Merkmal der Wellenbewegung voraus-
gesetzt, daBl das Verhéltnis § ein gegen Eins kleiner echter Bruch ist.
Wir koénnen als erste Anndherung annehmen, dall wir 8 als kleine
GroBe erster Ordnung behandeln diirfen, deren Quadrate vernachlassigt
werden sollen. Alsdann sind die kinetischen Bedingungen a) b) c)
und die dynamische Bedingung, daB lings der freien Oberfliche
konstanter Druck herrscht, fiir die einfachen Airyschen Wellen erfiillt.

Andererseits folgt aus (16), daB der Fliissigkeitstransport ein
Effekt zweiter Ordnung ist. Wir diirfen daher nicht sdmtliche qua-
dratischen Glieder streichen, weil wir dann den ganzen Effekt unter-
driicken und y=0 erhalten. Wenn wir jedoch, wie im Falle der
Airyschen Wellen, 8 als Funktion des Ortes tatsichlich ausrechnen
konnen, indem wir die Grofen zweiter Ordnung vernachlissigen und
dann daraus $*? ausrechnen, so liefert uns (16) offenbar y genau bis
zur zweiten Ordnung, in dem Sinne, daB die Glieder, welche wir
vernachléssigen, sicher von hoherer, als von der zweiten Ordnung sind
(wenigstens von der dritten).

Im Falle der Airyschen Wellen ist die komplex genommen
Geschwindigkeit, wenn wir mit 1 die Wellenldnge bezeichnen, ge
geben durch die Formel?)

2wz
) R L)

wobei u eine reine Zahl ist, welche wir zunichst beliebig, jedoch
klein von der ersten Ordnung im Vergleich zu Eins ansetzen.
Setzen wir

w:c(l—ycos

2xh
u:—l—,..........(18)

so gilt die Airysche Gleichung fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
—=%ge . ... ... ... (19
(9 = Beschleunigung der Schwere).

Die Gleichung der freien Oberfliche I lautet mit demselben
Grad der Anndherung

ylzh[l—{—lugj:“sin 2;!%J . (20)

Die Hohe a der Welle (grote Erh6hung der Oberfliche iiber die mitt-

lere Hohe y—h) ist offenbar durch den Koeffizienten von sin 2;”5
bestimmt, und zwar gilt
a Cina
7{_“'“04"""""(21)

1) Vgl. a.a.0. (Questions etc.), S. 66—70.
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Dies vorausgeschickt, konnen wir §*? als den Mittelwert von §2
iiber eine Wellenlinge leicht berechnen. Das Gebiet ist durch eine
Wellenlinie begrenzt, welche von der Horizontalen y = & durch Gréfen
erster Ordnung sich unterscheidet. Da S? klein von zweiter Ord-
nung ist, und wir Glieder héherer Ordnung streichen wollen, so
kénnen wir als Integrationsbereich das Wellengebiet durch ein Viereck
von der Linge A und Hohe % ersetzen. Wir erhalten daher:

oA
ﬁ**:lihfdyfﬁf’d:c.
o 0
Laut (17) haben wir

e . .
/Sﬁz‘w ¢ — 12 cos 27 (x 4 1y) cos 27 (x—1y)
I ¢ Y A
= u®{cos?{ Cof%y -}-sin? & Gin% 1},
wobei wir der Kiirze halber
2w _ 2my
=7 n—T.......(zz)
gesetzt haben.
2 —_
Beriicksichtigen wir, da cos“’&:l——l_—?ﬁ, sin? & =}——igs-~2—§

ist, so erhalten wir zunéichst durch Integration in bezug auf =z
zwischen 0 und A offenbar

5 4% (Cof? - Gin® ) =3 u® €of2 1,

so daB wir, wenn wir die Integration auch nach y ausfiihren und die
Beziehungen (22) beriicksichtigen, erhalten:

2 - 2
*2:#_[ —" cine
B Za Coj2ndy 4a®m o.

Aus der Identitat
Gin2e Gin?e «
== 2
o o Fga

folgt
e 1 ,G8in*e «
ﬁ*2 —— qu —_ 7
2 @ Iga’
oder mit Benutzung der Relation (21) fiir die Wellenhdhe und der

Airyschen Gleichung
1 /a\>gh
*2___ (| <
P = <h) ¢’

In der Formel sind nur GroBen enthalten, welche der Erfahrung
unmittelbar zugénglich sind.
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Fiir die Transportgeschwindigkeit folgt dann fiir den Fall der
einfachen Welle schlieBlich der Ausdruck:

y 1/a\*gh
725@?,.........(23)

so daB dieselbe in direktem Verhdltnis mit dem Quadrat der Hohe
und umgekehrt mit der Tiefe des Kanals und dem Quadrat der
Wellengeschwindigkeit zunimmt.

Bei der nachfolgenden Diskussion wies Herr Prandtl auf die
begriffliche Schwierigkeit hin, daBl in den Ausfilhrungen von H. Levi-
Civita zwei Bezugssysteme: das ruhende (mit den Wéinden ver-
bundene) und das mit der Welle verbundene eine ausgezeichnete
Rolle spielen. Wenn man der ganzen Anordnung eine konstante Ge-
schwindigkeit erteilt, so wird die Transportmenge geidndert, wihrend
die GesetzméfBigkeiten der mechanischen Vorginge nach dem Rela-
tivitétsprinzip (in der klassischen Galileischen Form) bei einer Trans-
lation unverindert bleiben miissen.

Herr Levi-Civita antwortete, daB bei einer Translation der
gesamten Anordnung (daher auch der Winde) sowohl ¢ als w un-
verandert bleiben, so daB dadurch seine Begriffsbestimmungen, Ab-
leitungen und Ergebnisse nicht beriihrt werden.

Herr Prandtl erwiderte, dal man bei einer idealen Fliissigkeit
den Winden eine beliebige Translation erteilen kann, ohne EinfluB
auf die Bewegung der Fliissigkeit. Dies ist aber gleichbedeutend
damit, daf man zu ¢ und w eine Konstante v, hinzufiigt. Dadurch
werden aber die Formeln und die aus ihnen gezogenen Folgerungen
des Herrn Levi-Civita durchaus nicht unverindert gelassen.

Herr v. Karman wies darauf hin, dall ein ausgezeichnetes Be-
zugssystem wohl definiert werden kann, weil gerade durch Levi-
Civita gezeigt wurde, dafl der Materialtransport in allen Hohen-
schichten, welche stets unterhalb der freien Oberfliche liegen, in
bezug auf ein ganz bestimmtes Bezugssystem verschwindet. Dieses
Koordinatensystem bezeichnet Herr Levi-Civita als festes. Die er-
wahnte Eigenschaft dieses Bezugssystems ist nicht invariant fiir eine
Translation mit der Geschwindigkeit »,, so daBl die von Herrn
Prandtl aufgeworfene begriffliche Schwierigkeit behoben wird.

Herr Prandtl gibt zu, daB es ein in mathematischem Sinne
ausgezeichnetes Bezugssystem gibt; er hilt es aber fiir wiinschens-
wert, die Frage zu kldren, welche physikalische Bedeutung diesem
System zukommt, wie es sich z. B. zu jenem System verhilt, in
welchem die Fliissigkeit anfangs ruht, falls man die Wellenbewegung
durch erregende Krifte aus der Ruhe entstanden denkt.



Dynamische Gesetze der Meeresstromungen.
Von V. W. Ekman in Lund.

Zuerst eine Bemerkung iiber den Gegenstand des Vortrages:
Unter Meeresstromungen sollen im folgenden nicht Gezeiten-
stromungen, sondern ausschlieBlich die nicht-periodischen Stromungen
verstanden werden, die den Wassertransport sozusagen im Fern-
trafik besorgen.

Wegen der Schwierigkeiten, die mit ihrer empirischen Erforschung
verbunden sind, haben theoretische Spekulationen immer eine be-
deutende Rolle gespielt; und auch heute ist die Theorie auf diesem
Forschungsgebiete unentbehrlich. Unsere empirische Kenntnis be-
schrinkt sich in der Hauptsache teils auf die Ergebnisse von hun-
dert- oder tausendmeiligen Fahrten von Triftkdrpern (Flaschen-
posten), teils auf ein groBes Material von nautischen Bestech-
differenzen, die aber nur statistisch verwertet werden kénnen und
selbst in dieser Weise keine sehr genauen SchluBifolgerungen ge-
statten. Wir haben also eine  ungefihre Kenntnis der Oberflichen-
strome in ihren groflen Ziigen, miissen aber, was die Einzelheiten
betrifft, iiberall auf Uberraschungen gefaBt sein. Von der Bewegung
in der Tiefe kennen wir fast nichts, wenn man fiir einige kleinere
Gebiete wie die Nordsee und die FloridastraBe eine Ausnahme
macht.

Fir eine dynamische Theorie ist wiederum die Erscheinung eine
sehr verwickelte, und vereinfachende Annahmen werden daher in
groBem Umfange notwendig. Die Turbulenzbewegungen konnen
nicht selber berechnet werden, haben aber auf die Restbewegung
— den ,,Strom“ — eine eingreifende Wirkung. Gewissermaflen kann
diese Wirkung einer sehr gesteigerten inneren Reibung gleichgesetzt
werden. In der Aufklirung der Gesetze dieser Turbulenzreibung
ist man aber, trotz bemerkenswerter Arbeiten von W. Schmidt,
Taylor, Richardson und anderen, nicht weit gekommen. Im
folgenden soll angenommen werden, dafl die Strombewegung — von
den Turbulenzbewegungen immer abgesehen — einfach wie nach den
Navierschen Gleichungen vor sich geht, nur dafl der Reibungs-
koeffizient u wegen der Turbulenz sehr vergrofiert ist und auch
eventuell ortlich und zeitlich verénderlich sein kann. N&heren Auf-
schluBl iiber die GriBe und Verdnderlichkeit von u bekommen wir

v. Kirmdn ~Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 7
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nur durch Diskussion direkter Beobachtungen iiber die Meeres-
stromungen selbst.

Die relative Flachheit der Meeresriume berechtigt uns zu noch
zwei vereinfachenden Annahmen: Erstens konnen die vertikalen
Komponenten von Geschwindigkeit und Beschleunigung neben den
horizontalen vernachlissigt werden. Den Druck in der Tiefe konnen
wir daher statisch, aus dem Gewicht der dariiberliegenden Wasser-
schichten berechnen. Zweitens kénnen wir die Reibung vernach-
lassigen, die zwischen nebeneinander gleitenden Wassermassen auf-
tritt, und beriicksichtigen also nur die Reibung zwischen iiber-
einander liegenden Schichten.

Eine vierte, sehr wichtige Annahme soll gleich im Zusammen-
hange mit dem Einflusse der Erdrotation erwdhnt werden. Dieser
Einfluf} ist mit einer zur Geschwindigkeit des Wassers senkrechten
Kraft gleichwertig, von der wir nur die horizontale Komponente,
die sogenannte , Ablenkungskraft“ zu beriicksichtigen brauchen.

Wenn ein Korper sich kriftelos in der Horizontalebene bewegt,
zeigt sich die Erdrotation darin, daf der Korper eine (annihernd)
kreisformige Bahn beschreibt. Die Zeit eines vollen Umlaufs ist
gleich der halben Umlaufszeit der Schwingungsebene eines Foucault-
schen Pendels und ist daher ein halber Pendeltag oder 12 Pendel-
stunden genannt worden. Der Durchmesser der Bahnkurve, also
die groBtmogliche Versetzung, ist

2r=— V
 sin @

wo V die Geschwindigkeit des Kérpers, w = 0,000 0729 -g% die Winkel-

geschwindigkeit der Erde und ¢ die geographische Breite bezeichnen.
Eine geradlinige, gleichférmige Bewegung ist nur unter Voraus-
setzung einer konstanten Kraft mdoglich, die der ,Ablenkungskraft“
das Gleichgewicht halten mufl, und die daher zur Geschwindigkeit
des XKorpers senkrecht sein und pro Masseneinheit die GroBe
2Vwsin @ haben muBl. Wenn nun ein Koérper unter dem Einflusse
einer konstanten Kraft P eine willkiirliche Anfangsgeschwindigkeit ¥V
hat, so erhilt er eine Zykloidenbewegung, bestehend aus einer
geradlinigen Bewegung mit der der Kraft entsprechenden, gleich-
féormigen Geschwindigkeit V, und einer kreisformigen Bewegung mit
einer Umlaufszeit von 12 Pendelstunden und Geschwindigkeit | V— ¥, |.

Die vierte Annahme, die ich eben angedeutet habe, lautet nun,
daf diese kreisformigen Bewegungen keine betrichtlichen Strom-
versetzungen bewirken und daher vernachlissigt werden kdnnen. In
der Tat, bei einer Kreislaufgeschwindigkeit ¥ — V, gleich 50 cm/sek
(was schon eine groBe Geschwindigkeit im Meere ist) betrigt die
grofite dadurch bewirkte Versetzung auf 10° Breite nur 40 km und
auf 2° Breite noch nicht 200 km. Solche Strecken sind aber vom
geographischen Gesichtspunkte ganz unbedeutend oder wenigstens
ziemlich klein. In unmittelbarer Nihe des Aquators werden aller-
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dings Pendeltag und Durchmesser der Trigheitskurven unendlich.
Unsere Annahme zwingt uns daher, ein schmales — vielleicht nur
ein sehr schmales — Gebiet auf beiden Seiten des Aquators aus-
zuschalten; fiir die hier sich abspielenden, in eigentlichem Sinne
»aquatorialen® Strome ist bis jetzt keine Theorie entwickelt worden.
Wenn fiir diese Stromungen eine Ausnahme gemacht wird, so gilt,
daB die wirkenden Krifte nicht die Beschleunigung des Wassers
(die gleich Null ist), aber seine Geschwindigkeit bestimmen.

Die Geschwindigkeit des Wassers ist auf der nérdlichen Halb-
kugel nach rechts, auf der siidlichen nach links von der Kraft-
resultante abgelenkt. Die so bestimmte Drehungsrichtung kénnen
wir nach der scheinbaren Bewegung der Sonne mit den Worten
cum sole bezeichnen. Umgekehrt wollen wir die Drehungsrichtung
nach links auf der nérdlichen und nach rechts auf der siidlichen
Halbkugel als contra solem bezeichnen.

Im folgenden sollen x und y horizontale Koordinatenachsen be-
deuten, die y-Achse senkrecht contra solem von der x-Achse ge-
richtet, und 7z eine vertikal nach unten gerichtete Achse mit dem
Nullpunkt in der Oberfliche!). Wenn ¢ die Dichte, p den Druck,
u den Reibungskoeffizienten und «, v die Geschwindigkeitskomponenten
lings x und y bezeichnen, so erhalten wir dann als Bedingung fir
das Gleichgewicht zwischen der , Ablenkungskraft“ und den wirk-
lichen horizontalen Kraftkomponenten:

. op %u
—Eevesng=-—yg, +”ﬁl
1)
. op %v (
20uw sm<p_————ay +'u——8221

Diese Gleichungen kénnen als die dynamischen Gleichungen der
Meeresstromungen betrachtet werden. Formal sind sie linear. In
Wirklichkeit sind sie es nicht, weil u mit der Intensitit der Gleit-
geschwindigkeiten wichst, mithin von der Bewegung selbst abhiingt.
Wir werden aber spiter sehen, daB es trotzdem in einem wichtigen
Fall erlaubt ist, partikulire Integrale derselben zu summieren.

Ehe wir die Analyse weiterfiihren, muBl ich noch zwei Begriffe
einfithren, nimlich die Strommenge und die Reibungstiefe. Fiir den
totalen Wassertransport sind die Integrale

d a
Sx=fudz Sy=fvdz
0 0

bestimmend, wo d die Meerestiefe bedeutet. Diese Integrale nennen
wir die Komponenten der Strommenge. Die Strommenge S
selbst ist dann gleich der Geschwindigkeit des Schwerpunktes einer

1) Simtliche Abbildungen sind wie fiir die nordliche Hemisphire ge-
zeichnet,
7
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vom Boden bis zur Oberfliche reichenden, vertikalen Wassersdule,
mit der Meerestiefe multipliziert.

Wenn (1) nach % und v aufgelst wird, tritt x4 nur in der Ver-
bindung u/owsin@ auf und kann mithin durch eine andere GroBe

D=n —'u
owsing

ersetzt werden. Diese GroBe hat die Dimension einer Linge; sie
wird die Reibungstiefe genannt und spielt in der Theorie eine
fundamentale Rolle. Ebenso wie u ist sie eigentlich keine Kon-
stante, wird vielmehr von der Intensitit der Bewegung abhingen.
Es mag gleich vorausgeschickt werden, daf sie in den oberen Wasser-
schichten und mit Ausnahme der niedrigsten Breiten den Wert
200 m kaum ibersteigt. Von den tiefen Schichten in der Nihe des
Meeresbodens wissen wir eigentlich nichts, wir wollen aber annehmen,
daB auch hier D keine betréchtlich groBeren Werte annimmt.

Im folgenden will ich hauptsiichlich die Strome in homogenem
Wasser besprechen, deren einzige Energiequelle also der Wind ist.
Aber ich kann doch die Wirkung der Temperatur- und Salzgehalts-
unterschiede nicht ganz i{ibergehen, um so mehr, als es eine ver-
breitete Vorstellung ist, daB diese die wesentliche Ursache der
Meeresstromungen sei.

Das Wichtigste, was zu diesem Punkte gemacht ist, ist der be-
kannte Bjerknessche Fundamentalsatz iiber die Wirbelbildung in
einer nicht-homogenen, reibungslosen Fliissigkeit. Die Zeit erlaubt
leider nicht, diesen Satz niher zu besprechen; ich erinnere nur
daran, daB er als Zirkulationssatz formuliert, die Zirkulations-
beschleunigung lings einer geschlossenen Kurve bestimmt, wenn die
Druckverteilung und die Verteilung des spezifischen Volumens auf
einer von der Kurve begrenzten Fliche gegeben sind. Fiir Be-
wegungen relativ zur Erde bleibt der Satz in verinderter Form
giiltig, indem auch die Geschwindigkeit beriicksichtigt werden mub,
mit der die Kurve selbst durch die Bewegung deformiert wird?).
Besonders interessiert uns die Bedingung fiir das Fehlen jeder Zirku-
lationsbeschleunigung relativ zur Erde. Es sei hier nur erwihnt,
daB wenn die geschlossene Kurve ein Rechteck ist mit zwei verti-
kalen und zwei horizontalen Seiten, man aus der Verteilung von
Druck und spez. Volumen innerhalb des Rechteckes den Unterschied
zwischen den mittleren Geschwindigkeitskomponenten senkrecht durch
die obere und die untere horizontale Seite berechnen kann. Dabei
wird angenommen, daBl die Reibung belanglos ist; was unter der
Voraussetzung im allgemeinen der Fall sein wird, daB der vertikale
Umfang der inhomogenen Schicht (des Gebietes der wirbelerzeugenden
Krifte) grofer ist als die Reibungstiefe.

1) Bjerknes, V.: Zirkulation relativ zur Erde, Ofvers, K. Sv. Vet. Akad.
forkandl, 1901.
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So ist es z. B. in der Atlantischen Nordostpassattrift der Fall.
Ein Querschnitt dieses Stromes ist von G.Schott (im Valdiviawerk)
gezeichnet und von J. W. Sandstrém dynamisch bearbeitet worden.
Es laBt sich aus dieser Bearbeitung schliefen, daB die Dichte-
unterschiede hier eine Oberflichengeschwindigkeit von hochstens
12 cm/sek erkliren konnen. Die wirkliche Geschwindigkeit ist aber
nach direkten Beobachtungen etwa 35 cm/sek, wozu also die Dichte-
unterschiede mit hochstens ein Drittel beigetragen haben, obwohl
sie hier verhdltnisméfig stark sind. In den meisten Meeresgegenden
darf daher der Wind entschieden als die bedeutendste bewegende
Ursache der Stromungen betrachtet werden. Damit will ich nicht
gesagt haben, dall nicht die Dichteunterschiede in gewissen Meeres-
teilen von wesentlicher Bedeutung sind und ausnahmsweise sogar
die Hauptrolle spielen. Jedenfalls werden wir uns im folgenden zur
einfacheren Theorie der Meeresstromungen in homogenem Wasser
wenden.

Es zeigt sich dann, daB der Strom auf jedem Orte des Meeres
als aus zwei einfachen Elementen zusammengesetzt betrachtet werden
kann, die ich jetzt beschreiben werde.

Das eine wird ein reiner Triftstrom genannt und entsteht,
wenn ein konstanter, gleichférmiger Wind iiber eine horizontale
Wasseroberfliche weht. In Gl (1) verschwinden dann die Glieder

a—1—3und Bi) Falls auBlerdem
ox oy
4 und mithin D von z un-
abhéngig ist, so erhilt man
dann ein Integral, das bei
passender Lage der Koordi-
natenachsen in der Form:
Tz
w="V,e D cos%i

-2 az
v=-—"V,e Dsmf

geschrieben werden kann.
Die entsprechende Be-
wegung wird in Abb.1 ver-
anschaulicht; die an einem
Stative befestigten Pfeile,
die auch auf die FuBplatte
projiziiert sind, sollen teils
die Windrichtung, teils die
Stromgeschwindigkeiten in
der Oberfliche und in dqui-
distanten Tiefen 0,1 D, 0,2 D
vorstellen. Die Geschwindigkeit ist an der Oberfliche gleich ¥,
nimmt aber von oben nach unten schnell ab und dreht sich

Abb. 1.
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gleichzeitig wendeltreppenférmig cum sole. In der Tiefe D hat
sich die Stromrichtung um 180° gedreht, und die Geschwindig-
keit ist auf etwa !/,, der Oberflichengeschwindigkeit verringert.
Die Reibungstiefe ist also ein wenn auch gewissermaBen willkiir-
liches MaB, um anzugeben, wie weit eine Bewegung durch Reibung
in eine horizontale Wasserschicht hineindringen kann.

Man findet, daBB die Geschwindigkeit in der Oberfliche um genau
45° cum sole von der Windrichtung (d. h. von der Richtung des
vom Winde auf die Meeresoberfliche ausgeiibten Tangential-
druckes T') abgelenkt ist; und weiter, dal sie mit 7' in der Relation

. al
Y2 9o Do sin ¢

steht. Weil die Geschwindigkeit am Boden Null sein muB}, so fordert
die genannte Losung eigentlich eine unendliche Meerestiefe. Bei

"

Tz
endlicher Tiefe treten statt der Exponentialfunktion ¢ ? hyper-
bolische Funktionen auf. Der Unterschied wird aber ganz winzig
und kann vernachlissigt werden, sobald nur die Meerestiefe die
Reibungstiefe iibersteigt.

Die Losung ruht weiter auf der voraussichtlich falschen Vor-
aussetzung, daBl u eine Konstante, die Reibung also den Gleit-
geschwindigkeiten proportional sei. Auch diese Ungenauigkeit scheint
aber die Anwendbarkeit der Re-
sultate nicht sehr zu gefdhrden.
Die Bewegung lafBt sich nidm-
lich auch unter der Voraussetzung
exakt berechnen, daB die Reibung
dem Quadrat der Gleitgeschwin-
digkeiten proportional ist, und
sie weicht dann nicht viel von
der oben beschriebenen Bewegung
ab. Nur wird die Ablenkung der
Oberflichengeschwindigkeit von
der Windrichtung 49° statt 459,
und jede Bewegung verschwindet
schon in einer endlichen Tiefe,
die wir mit 1.25 D, bezeichnen.
In Abb. 2 sind nach den beiden
Voraussetzungen die Geschwindig-
keiten in den angedeuteten dqui-
distanten Tiefen gezeichnet, und
zwar gilt das punktierte Diagramm fiir u = konstans, das ausge-
zogene Diagramm dagegen fiir das quadratische Gesetz. Man sieht,
daB die Geschwindigkeitskomponenten nach beiden Voraussetzungen
in ungefdhr derselben Weise von der Tiefe abhingen. Besonders
ist hervorzuheben, da die Strommenge, ganz unabhingig von dem
einen oder anderen Gesetze fiir die Reibung, nur vom Tangential-

Abb. 2.
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drucke T abhéingt. Sie ist zu ihm senkrecht cum sole gerichtet
und hat, wenn die Komponenten des Tangentialdruckes mit T,
und T, bezeichnet werden, die Komponenten:

Sh=—cT, Sy=—cT, . . . ... (2
wo
1
3)

Das zweite Stromelement wird ohne Wind erregt, wenn die
Meeresoberfliche einen Winkel y mit der Horizontalebene bildet.
Es entsteht dann ein horizontaler
Druckgradient ¢g sin y — oder
schlechthin pgy, weil ja p ein
sehr kleiner Winkel sein mufl —
und wir nennen den Strom einen
Gradientstrom. Er wird in Abb.3
— in dhnlicher Weise wie der reine
Triftstrom in Abb. 1 — veranschau-
licht, wieder unter der Voraus-
setzung, daB u und mithin D von
z unabhingig sind und daf die
Meerestiefe betrachtlich grofler als
D ist. Wir bemerken hier zwei Ge-
biete: oberhalb und unterhalb des
Niveaus D iiber dem Meeresboden.

Im ersteren herrscht eine praktisch

genommen gleichférmige Geschwin-

digkeit G senkrecht cum sole

vom Druckgradienten gerichtet,

d. h. parallel zu den Niveaulinien

der Meeresoberfliche. Dies ist der

»gleichformige Tiefenstrom“ oder Abb. 3.

schlechthin der Tiefenstrom.

Seine Geschwindigkeit ist, von dem einen oder dem anderen Rei-
bungsgesetze ganz unabhingig, gleich ky, wo

= 20wsing

g
= —— B
k 2owsing (4)
Wenn h die Hohe der Meeresoberfliche und y,, y, die Grofien
oh oh
}/x='——'a—w~ }/y_—"'—"a;, e e e e (5)

d. h. Komponenten eines in der Gradientenrichtung liegenden Vektors
bedeuten, 5o sind die Geschwindigkeitskomponenten des Tiefenstromes

@,=ky, G=—ky, . .. ... (6

In dem unteren Gebiete, der Bodenstrom genannt, nimmt die
Geschwindigkeit gegen den Boden allméhlich zu Null ab, hat aber
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iiberall eine grofere oder kleinere Komponente in der Richtung des
Druckgradienten. Falls D eine Konstante ist, liegen hier, wie auch
in Abb. 1, die Projektionen der Pfeilspitzen auf einer logarithmischen
Spirale, nur dafl das Zentrum der Spirale dort der Stromstille, hier
aber der Geschwindigkeit G entspricht.

Zu bemerken ist, daB, wenn wir auch im Gebiete eines reinen
Triftstromes oder eines Bodenstromes mit einem konstanten Werte
von D auskommen, doch in den beiden Fillen die Werte von D
untereinander sehr verschieden sein konnen. Wir wollen daher
die als konstant angenommenen Reibungstiefen innerhalb der Ober-
flichenschichten mit I’ und innerhalb der Bodenschichten mit D"
bezeichnen. Ebenso kénnen D’ und D” jedes fiir sich unter ver-
schiedenen Verhiltnissen sehr verschiedene Werte annehmen. D’ wichst
mit der Windstéirke und D” wahrscheinlich mit der Geschwindigkeit
des Tiefenstromes.

Von besonderer Bedeutung wird im folgenden die Strommenge
des Gradientstromes, die wir mit S” bezeichnen. Leider kann sie
nicht ohne spezielle Annahme iiber das Gesetz der Reibung genau
berechnet werden. Falls wir x4 als von z unabhingig annehmen
diirfen, werden ihre Komponenten

wo Sa:”:Bym—l_byy Sy”:Byy_byx! A (7)
gD’ kD" <2nd )

B= — = —————— :kd‘—B . 8

dnwsing 2=z b=58 D" ! (8)

Wenn die Meerestiefe d die Summe D'+ D” iibersteigt, so daf3
der reine Triftstrom und der Bodenstrom voneinander riumlich ge-
trennt sind — was im tiefen Meere sicher der Fall ist — so ist es
gestattet, die Losungen, die dem reinen Triftstrome und dem Gradient-
strome entsprechen, zu addieren, ganz als wenn die Differential-
gleichungen (1) linear wiren. Auf jedem Orte des Meeres, wo das
Wasser homogen ist, wird daher der
Strom aus einem reinen Triftstrome
und einem Gradientstrome bestehen;
jener hingt nur vom Winde am Orte,
dieser nur von der Neigung der Ober-
fliche am Orte ab.

Abb. 4 soll ein solches Strom-
bild veranschaulichen, und zwar zeigt
sie die Geschwindigkeiten in &qui-
distanten Tiefen, in die horizontal
gelegte Bildebene projiziert. Wir konnen nun drei Gebiete unter-
scheiden, némlich den Bodenstrom, den gleichférmigen Tiefen-
strom (durch den starken Pfeil gekennzeichnet) und einen Ober-
flichenstrom, dessen Geschwindigkeit in jeder einzelnen Tiefe die
Resultante des Tiefenstromes und des reinen Triftstromes ist. Das
Bild ist unter der Annahme gezeichnet, dafl etwa eine langgestreckte
Kiiste jeden Wassertransport senkrecht zur Windrichtung verhindert,
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und ferner, daBl eine Neigung der Oberfliche in der Kiistenrichtung
selbst ausgeschlossen ist. Der Tiefenstrom mufl dann (wegen der
letzteren Annahme) mit der Kiiste parallel laufen, und die zur Kiiste
senkrechten Strommengenkomponenten des Bodenstromes und des
Oberflichenstromes miissen gleich grofBl und entgegengesetzt gerichtet
sein. Falls auBerdem D' und D” gleich sind, bekommt man auf
Grund dieser Voraussetzungen das Diagramm in Abb. 4.

Das #uBerste Ziel einer Theorie der Meeresstromungen ist na-
tiirlich, bei gegebenen #uBeren Verhéltnissen die Strome berechnen
zu konnen. Der reine Triftstrom ist, bei gegebenen Winden, bekannt;
und die Aufgabe beschrinkt sich daher — wenn wir fortwihrend
an der Voraussetzung von homogenem Wasser festhalten — auf die
Berechnung des Gradientstromes an jedem Orte, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, der Form der Wasseroberfliche. Man kann da-
bei im allgemeinen von dem kurzdauernden Wechsel der Winde ab-
sehen und — mit Ausnahme fiir die Monsungebiete — mit mittleren
Winden rechnen. Die Zeit erlaubt mir nicht, dies hier zu begriinden,
wir werden uns aber damit begniigen, die Winde als zeitlich konstant
anzunehmen.

Offenbar wird unter dieser Voraussetzung die Meeresoberfliche
allmahlich eine unverinderliche Lage annehmen, so daf die Stréme
stationir werden. Wenn dieser Zustand erreicht worden ist, miissen
— falls wir ein beliebiges Meeresgebiet ins Auge fassen — immer
gleiche Wassermengen ein- und ausstrémen. Indem wir in der
Ebene die Bezeichnungen div und curl in der Bedeutung

ov, o7, ov, oV
disza—;—}—a—?/’i cuer=-ﬁ— 8yw
benutzen, wird diese kinematische Bedingung durch die Gleichung
divs’'4divs”"=0 . ... . ... (9
und die lings der Kiiste zu fordernde Randbedingung
S/ -+8"=0 . ... ... ..@10

ausgedriickt; die ganze Strommenge muf} divergenzfrei sein, und an
der Kiiste muBl die zur Kiiste senkrechte Komponente der Strom-
menge Null sein.

Wenn D" eine bekannte Funktion von ¢ und mithin von y wire,
so wiirden die Gleichungen (9), (10), (2), (3), (7), (8) und (5) zu einer
partiellen Differentialgleichung fiir » mit Randbedingung fiihren,
womit die Aufgabe also mathematisch formuliert wire. Diese mathe-
matische Aufgabe wird aber so kompliziert, dall es, selbst unter sehr
einfachen Voraussetzungen iiber Windverteilung und Form des Meeres-
beckens, ganz vergeblich wire, sie mathematisch losen zu wollen.
Dagegen kann man aus den Gleichungen einzelne bedeutungsvolle
SchluBfolgerungen hinsichtlich des Tiefenstromes ziehen.

Zu diesem Zwecke nehmen wir vorldufig an, dafl die Meeres-
tiefe d konstant ist und daB von den Unterschieden der geographischen
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Breite und des Reibungskoeffizienten u, also auch der unteren
Reibungstiefe D" abgesehen werden kann. Die GroBen ¢, k, B und b
sind dann simtlich konstant. Unter Beriicksichtigung der evidenten
Identitéit curly=0 finden wir daher

div§'==ccurl T divS”"=Bdivy . . . . (11)
divG=0 curl G = —kdivy. . (12,a,b)
Aus (9) in Verbindung mit den Gl (11) folgt

divy:—-EfcurlT.

Beildufig sei bemerkt, dal infolge dieser Gleichung und Gleichung (5)
h einer Poissonschen Gleichung geniigt. Ziehen wir (12b) heran,
so folgt

curlG=%—ccurlT, B ¢ £:))

also eine einfache Proportionalitit zwischen den Wirbeln des Wind-
druckes und des Stromes. Nach dem Stokesschen Theorem kann
die Gl (13) in einen entsprechenden Satz iiber Zirkulationen lings
einer geschlossenen Kurve umgeformt werden, und es 1a8t sich zeigen,
daf dieser letztere Satz selbst dann giiltig bleibt, wenn das Meeres-
gebiet mehrfach zusammenhingend oder die Meerestiefe ungleich-
formig ist, falls nur die geschlossene Kurve lings einer Niveaukurve
des Meeresbodens gelegt wird.

In Wirklichkeit ist die geographische Breite, und im allgemeinen
auch die Meerestiefe und die Reibungstiefe von Ort zu Ort verinder-
lich. Statt (13) bekommen wir daher die folgende viel kompliziertere
Gleichung, die ich hier nicht ableiten, sondern nur aufschreiben will:

curl G + 72 |grad @ cos (7 + %) ]

(14)
ke K® od od k
-fcuﬂT—FE-(r,,am—-?z@>+BRtg(p(b7m+ch)J

Es ist dabei unter anderem angenommen, da8 die x-Achse nach
Osten, die y-Achse polwirts gerichtet ist. Was die neu einge-
gefilhrten Buchstaben bedeuten, soll im Laufe der Ausfiihrungen er-
klirt werden.

Die ersten Glieder auf beiden Seiten bilden die einfachere
Gl (13). Das zweite Glied auf der linken Seite macht in sehr un-
angenehmer Weise die sonst viel iibersichtlicheren Resultate kom-
pliziert. Falls die untere Reibungstiefe D” als &rtlich konstant an-
gesetzt werden diirfte oder doch von der Breite ¢ allein abhinge, so
wiirde dieses (Glied gar nicht existieren. In Wirklichkeit miissen wir
aber voraussetzen, dal D” nicht konstant ist und wenn wir seine
Verinderlichkeit gesetzmiiBig feststellen wollen, befinden wir uns auf
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unsicherem Boden. In der Gleichung oben ist das betreffende
Glied unter der Annahme berechnet, dafi D" zur Geschwindigkeit
G proportional ist, was allerdings, wie schon bemerkt, eine ziem-
lich plausible Annahme ist. Der Faktor |grad @| ist der Betrag
von grad G, und y ist der Winkel contra solem von der Bewe-
gungsrichtung G nach der Richtung, in welcher der Betrag von G
wichst (Abb. 5).

Falls y=n/2 oder y=—x/2, d. h. falls die Anwachsrichtung
von G senkrecht zu den Stromlinien steht, so wird das betreffende
Glied (in beiden Fillen) gleich curl G, die linke Seite der Gleichung
mithin 2 curl . Bei anderen Werten von y ergibt sich kein so ein-
facher Zusammenhang. Jedenfalls deuten die Stromungsverhdltnisse
im Meere darauf hin, dall betrichtlichere Komponenten von grad G
hauptsidchlich nur in der zu G senkrechten Richtung vorkommen.
Bis es gelingen wird, die vollsténdige Gleichung auszuwerten, diirfte
es daher nicht ganz unberechtigt sein, bei einer vorldufigen Unter-
suchung das fragliche Glied zu vernachlissigen, was wir auch in der
folgenden Erorterung tun wollen. Es ist moglich, dafl wir dadurch
einen zu groflen — vielleicht etwa doppelt so groflen -— Wert von
curl G bekommen, aber wenig wahrscheinlich, daf§ die Resultate noch

~grad G

7
X G / r

Abb. 5. Abb. 6.

viel ungenauer, etwa mit falschem Vorzeichen von curl G, heraus-
kommen.

Das zweite Glied auf der rechten Seite stellt die Wirkung der
ungleichformigen Tiefe dar. Es kann kiirzer geschrieben werden,
falls wir nebst y auch den Neigungswinkel I" des Meeresbodens und
ferner den Winkel 6 contra solem zwischen den Richtungen des
Bodengefilles I' und des Oberflichengefilles y (Abb. 6) einfiihren.
Das betreffende Glied wird dann:

2
%—Fysina.

Dies bedeutet, die iibrigen Glieder auf der rechten Seite immer gleich
Null vorausgesetzt, dal man einen Wirbel contra solem erwarten
mufl, da wo der Strom von kleineren gegen groflere Tiefen strémt,
dagegen einen Wirbel cum sole, wo er von gréBeren gegen kleinere
Tiefen flieBt.

Auch fiir die GréBe dieser Wirkung kann man wegen der Pro-
portionalitit zwischen G- und y einen bemerkenswerten, einfachen
Ausdruck ableiten. Wenn namlich [ die Weglinge bedeutet, die
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man in der Stromrichtung zuriicklegen muf}, um einen Zuwachs oder
eine Abnahme der Meerestiefe um D” zu beobachten, so wird

curlG 2=
G 1
Es 1aBt sich hieraus folgern, daB eine annihernde Ubereinstimmung
zwischen der wirklichen Bewegung und der Bewegung, die bei gleich-
férmiger Tiefe stattfinden wiirde, nur innerhalb eines Gebietes mog-
lich ist, wo die Tiefenunterschiede lings einer Stromlinie viel kleiner
als D" sind.

Dieses letztere Resultat wird wahrscheinlich im ersten Moment
befremdend wirken. Man wiirde nimlich erwarten, daB die ver-
hiltnisméafBigen, nicht die absoluten Tiefenunterschiede fiir die
Wirkung ausschlaggebend sein sollten. Man wiirde nicht erwarten,
daB in einem Meere von mehreren Tausenden Metern Tiefe ein
Bodenabfall von 100 oder 200 m die Stréme wesentlich umgestalten
kénnte. Das Paradoxon hingt damit zusammen, da der Tiefen-
strom genau divergenzfrei ist und daher nur eine Verdnderung des
Bodenstromes imstande ist, eine fehlende Befriedigung der Kon-
tinuitédtsbedingung wieder herzustellen.

Das dritte Glied endlich stellt die Einwirkung der Kugelgestalt
der Erde, d. h. der verdnderlichen Breite dar. Sie kann nicht in so
einfacher Weise wie die Einwirkung der Bodentopographie allgemein
dargestellt werden, und ich mufl mich hier auf einige Andeutungen
beschrinken. R bezeichnet den Erdradius und y_ das Gefille der
Oberfliche in Ostlicher Richtung. Die letztere GroBSe (y.) wird in
groBer Tiefe im allgemeinen fiir die Wirkung ausschlaggebend, weil
sie mit b multipliziert ist.

Es sei z. B. d = 2000 m und D” =100 m, und der Tiefenstrom
sei ndrdlich oder siidlich gerichtet. Falls das besprochene Glied in (14)
das einzige ist (curl 7 und grad d gleich Null), so wird dann im
allgemeinen, wenigstens annéhernd

curlG__ 1
G  b0tgpkm’

Ein homogenes Stromfeld mit Stromlinien in Nord und Siid wiirde
daher unter den genannten Voraussetzungen nur innerhalb eines
Gebietes vorkommen konnen, dessen Dimensionen klein im Ver-
hiltnis zu 50tg @ km sind. Tiefenstrome mit nérdlicher oder siid-
licher Stromrichtung werden also wegen der Kugelgestalt der Erde
unterdriickt, 6stliche und westliche Strome dagegen bevorzugt, n. b.
in gleichformiger Tiefe. Eine kritische Priifung dieses Ergebnisses
an der Hand empirischer Beobachtungen ist beim jetzigen Stand-
punkt der Untersuchung kaum méglich, obwohl es mir scheint, daB
gewisse Tatsachen in bemerkenswerter Weise zugunsten der Theorie
sprechen.

Dagegen ist es vielleicht méglich, den EinfluB der Bodentopo-
graphie zu bestdtigen. Unter einfachen, idealen Voraussetzungen sind
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einige Bewegungsformen vollstdndig berechnet worden und Abb. 7 bis 9
geben hiervon Beispiele. Der Wind und die geographische Breite sind
beide als ortlich konstant angenommen und auch Unterschiede in D",
falls solche vorkommen, sind vernachlissigt.

Abb. 7 zeigt unten den Querschnitt eines Meeresgebietes mit
ebenem, von links nach rechts gleichméfBig abfallendem Boden. An
der Vorderseite der Bildebene sei das Meer von einer zum Schnitte
parallelen geraden Kiiste begrenzt; und der Wind sei zur Kiiste
parallel oder anders, jedenfalls aber fiir einen Zuschauer am Ufer
von links nach rechts gerichtet. Dariiber wird, von oben gesehen,
eine unter dieser Voraussetzung mogliche Anordnung des Tiefen-
stromes gezeigt. Der Strom flieft in geradlinigen Bahnen der Kiiste
parallel: da aber curl G dabei positiv (d. h. contra solem gerichtet)
sein soll, muBl die Geschwindigkeit wie auf dem Bilde von der Kiiste

Abb. 7. Abb. 8.

aus exponentiell abnehmen. Wenn ! die zur Kiiste parallele Weg-
strecke bedeutet, lings welcher die Meerestiefe um D” zunimmt, so
nimmt die Geschwindigkeit G in einer Entfernung I von der Kiiste!)
im Verhéltnisse ¢~27=1/535 ab. Der Tiefenstrom wird also prak-
tisch genommen auf ein Randgebiet lings der Kiiste beschrinkt. Es
sind bei verdnderten Tiefenverhédltnissen auch Bewegungsformen mit
gekriimmten Stromlinien moglich, mit denen wir uns aber jetzt nicht
beschéftigen wollen.

Der untere Teil von Abb. 8 zeigt den Querschnitt eines Meeres-
gebietes mit wellblechférmig (sinusoidal) korrugiertem Boden. Be-
treffs Kiiste und Windverhéiltnisse werden dieselben Annahmen wie
im vorigen Falle gemacht. In geniigender Entfernung von der Kiiste

1) In der doppelten Entfernung, falls in Gl. (14) das zweite Glied auf der
linken Seite beriicksichtigt wird.
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wird dann ein Tiefenstrom moglich, dessen Geschwindigkeitskom-
ponente in der Kiistenrichtung iiber dem ganzen Meeresgebiete kon-
stant ist. Die Stromlinien sind Sinuskurven, und das Verhiltnis
zwischen ihrer Amplitude und Lénge hingt nur von der absoluten
GroBe der Tiefenunterschiede ab. In Abb. 8 ist der gréfte Tiefen-
unterschied gleich } D" vorausgesetzt, und die Stromlinien weichen
dann bis 57° nach rechts und links von ihrer mittleren Richtung
ab. Auch die Geschwindigkeit wird in bedeutendem Grade beein-
fluBt. Wo sie am groBiten ist (d.h. wo die Stromrichtung von der
Kiistenrichtung am meisten abweicht) ist sie schon (bei gegebener
Windstérke) um 20 °/, geringer als in einem Meere von gleichmiBiger
Tiefe, und die mittlere Geschwindigkeit in der Kiistenrichtung be-
trigt nur etwa die Hilfte. Falls die Tiefenunterschiede die doppelte
Reibungstiefe 2 D" erreichen, so wird die Maximalgeschwindigkeit
auf ein Drittel, die Geschwindigkeit in der Kiistenrichtung auf ein

Abb. 9.

Zwanzigstel herabgesetzt, und die Stromlinien weichen bis 81° von
ihrer mittleren Richtung ab.

Selbst sehr méBige Unebenheiten am Meeresboden kénnen also
die Tiefenstrome hochst wesentlich abschwichen oder fast aufheben.
Wie ist dies nun moglich? Die Antwort ist in dem letzterwéhnten
Falle leicht zu geben. Der Gradientstrom wird dadurch bedingt,
daB er ebensoviel Wasser von der Kiiste transportieren soll, wie
vom reinen Triftstrome nach der Kiiste zu geférdert wird. Wenn
die Tiefe konstant und der Tiefenstrom zur Kiiste parallel ist, so
wird der Wassertransport senkrecht zur Kiiste nur vom Bodenstrome
bewirkt. In Abb. 8 aber ist der Tiefenstrom von der Kiiste her
gerichtet da, wo die Tiefe am groBten, und nach der Kiiste hin da,
wo die Tiefe am kleinsten ist, wodurch in der ersteren Richtung ein
UberschuB entsteht. Der Tiefenstrom wird mithin zu dem erforder-
lichen Wassertransport beitragen, und die Intensitit der ganzen
Stromerscheinung kann entsprechend herabgesetzt werden.

Abb. 9 endlich soll eine Vorstellung davon geben, wie eine Mulde
oder eine isolierte Untiefe im Meere ein sonst homogenes Stromfeld
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beeinflussen kann. Die Abbildung setzt eine kreisformige (innerhalb
der punktierten Kurve liegende) Mulde voraus, deren mittlere Tiefe
die #uBere Tiefe um D'’ iibersteigt. Uber der Mulde gelten die
geraden Stromlinien fiir eine Mulde von gleichformiger Tiefe, die
gekriimmten dagegen fiir eine komnische, trichterférmige Vertiefung.
AuBlerhalb der Mulde sind die Stromlinien in beiden Fallen gleich.
Die Stromlinien iiber einer Untiefe entsprechender Form findet man
einfach durch Umklappen des Bildes, so dall sein Spiegelbild heraus-
kommt. Ich muB hinzufiigen, daB die durch Abb. 9 dargestellte
Bewegung nur angensdhert berechnet ist, unter Voraussetzung, daB
die Abweichungen vom homogenen Stromfelde klein sind. Diese
Voraussetzung ist offenbar hier nicht erfiillt; das Bild soll nur eine
Vorstellung davon geben, in welcher Richtung eine kleine, isolierte
Unebenheit im Boden die Bewegung verdndert.

Zum SchluBl mochte ich gern in Bildern einige Beobachtungs-
ergebnisse vorlegen. Um die theoretisch gefundene Einwirkung der
Bodentopographie auf die Meeresstromungen bestitigt zu finden und
wenn moglich nidhere Auskunft iiber die Erscheinung zu bekommen,
wandte ich mich an meinen Freund, den norwegischen Ozeano-
graphen, Professor B. Helland-Hansen. Er hat publiziertes wie
auch unpubliziertes Material vom Nordatlantischen Ozean zur Ver-
fiigung gestellt, alles fiir dynamische Verwertung schon primir be-
arbeitet. Die weiteren Schlulfolgen, die ich hier erwihnen werde,
sind die Resultate der gemeinsamen Arbeit von Professor Helland-
Hansen und mir.

Abb. 10—12 sind dynamische Karten fiir den Nordatlantischen
Ozean zwischen den Breiten von Teneriffa und Island und &stlich
von Nova Scotia. Die punktierten Kurven sind Niveaulinien, die
schwicheren fiir 1000 m und die stérkeren fiir 3000 m Tiefe. Sie
zeigen mitten im Ozean eine in Nord-Siid-Richtung sich erstreckende
Schwelle in weniger als 3000 m Tiefe und auf beiden Seiten der-
solben tiefere Mulden. Ferner sind Scharen von ausgezogenen
Kurven eingezeichnet, deren genaue dynamische Bedeutung in der
Bjerknesschen Theorie ich hier nicht auseinandersetzen will; ich
erwahne nur die folgende Eigenschaft derselben. Der geometrische
Unterschied zwischen den Geschwindigkeiten in der Oberfliche und
in einer gewissen, fiir jede Karte anndhernd konstanten Tiefe (etwa
198 m in Abb. 10, 594 m in Abb.11 und 990 m in Abb. 12) ist
— insofern die Reibung vernachlissigt werden kann —, iiberall
lings der Tangente einer Kurve gerichtet; sein Betrag ist der Ent-
fernung zweier benachbarter Kurven umgekehrt proportional. (In
48° n. Br. und 40°w. L., wo die Kurven ziemlich dicht zusammen-
gedriingt sind, betrigt er zwischen Oberfliche und 198 m etwa 4 cm/sek
und zwischen Oberfliche und 990 m 20 oder 25 cm/sek.)

Scheinbar hat dies alles mit dem Gegenstande der oben ent-
wickelten Theorie nichts zu tun. Letztere bezieht sich nur auf
homogenes Wasser; die Karten zeigen im Gegenteil eine starke In-
homogenitit des Wassers, die sehr bedeutende Geschwindigkeits-
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Abb. 10.

Abb. 11.
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Abb. 12.

Abb. 13.

v. Kdrmdn-Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik, o
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unterschiede verursacht. Die Theorie bezieht sich auf die gleich-
miBigen, bis zum Gebiete des Bodenstromes sich erstreckenden
Tiefenstrome; die Karten dagegen auf Unterschiede zwischen den
Geschwindigkeiten verschiedener dariiberliegender Schichten. Die
Zeit erlaubt mir nicht, die Bewegungsgesetze in geschichtetem
Wasser auseinanderzusetzen, um diese Einwande zu entkriften. Ich
erwihne nur ganz kurz und ohne Beweis den folgenden allgemeinen
Satz, der uns die letztere Schwierigkeit beseitigt:

Insofern die Reibung vernachlidssigt werden kann, und die
Dichte der individuellen Wassermassen nicht etwa durch Abkiihlung
oder Erwirmung merklich verdndert wird, mufl in stabil geschich-
tetem Wasser die Stromrichtung in allen Tiefen anndhernd gleich
sein (genau entgegengesetzte Richtungen als gleich betrachtet); falls
die oberen Schichten auf homogenes Tiefwasser iiberlagert sind, so
tritt im letzteren der gleichférmige Tiefenstrom wie in durchaus
homogenem Wasser auf und mit derselben Bewegungsrichtung wie
in den oberen Schichten.

Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit dieses Satzes sind in
dem vorliegenden Falle erfiillt, jedenfalls wenn wir von den Be-
wegungsvorgingen in den allerobersten Schichten absehen. Infolge-
dessen sollen sich daher die einzelnen Kurven verschiedener Karten
miteinander decken — was auch in bemerkenswertem Grade der
Fall ist, besonders fiir die gréferen Tiefen — und konnen gleich-
zeoitig als Stromlinien des Tiefenstromes betrachtet werden, falls
dieser nicht etwa verschwindet oder seine Geschwindigkeit sehr klein
ist. Infolgedessen sind die Karten, obgleich sie iiber die Gréfe der
Geschwindigkeit im Tiefenstrome und mithin {#ber curl G keine
Auskunft geben, doch fiir unsere Aufgabe so weit von Interesse, als
wir nach der Theorie in der Mehrzahl von Fillen eine Kriimmung
der Stromlinien cum sole erwarten miissen, da wo der Strom gegen
abnehmende Tiefen fliet, und umgekehrt, und diese Erwartung wird
tatsichlich auf den Karten erfillt. Ich will mich in dieser Hin-
sicht nicht bei Einzelheiten aufhalten; es wire dann eine kritische
Untersuchung anderer moglicherweise mitwirkender Faktoren not-
wendig, zu der ich jetzt nicht vorbereitet bin, selbst wenn es die
Zeit gestattete. Nur ein einziges Detail mull ich hervorheben, nim-
lich die auffallende Sidwirtsbiegung der Strombahnen siidostlich
von New Foundland.

Diese anscheinend unmotivierte Biegung der Strombahnen mitten
im freien Ozean ist keine einmal auftretende Zufilligkeit, sondern,
wie es Helland-Hansen und Nansen mittels statistischen Materials
von Oberflichentemperaturen gezeigt haben, eine dauernde und statio-
nére, ganz groBartige Erscheinung®). Abb. 13 stellt das beziigliche Tei-
gebiet von Abb. 12 in groflerem Mallstabe dar, jedoch in Mercator-

1) Soviel ich weiB, ist sie zum erstenmal im Jahre 1912 von Helland-
Hansen nachgewiesen worden, obgleich damals unrichtig als eine Strom-
verzweigung gedeutet.
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projektion, mit den Tiefenverhéltnissen nach Murray und Hjort und
mit Auslassung jeder zweiten Stromlinie. Die einfach, zweifach und
dreifach punktierten Kurven sind Niveaulinien fiir 1000, 2000 und
3000 englische Faden Tiefe, und die Zahlen bedeuten Tiefen in
Hunderten von Faden. Wenn man die Stromlinien in der Strom-
richtung verfolgt, so findet man zuerst eine starke Ablenkung nach
rechts bei ziemlich schnell abnehmender Tiefe und dann bei wach-
sender Tiefe eine starke Ablenkung nach links. (Wahrscheinlich ist
im letzteren Falle die Geschwindigkeit an der linken Seite am
groBten und daher der curl nicht so stark contra solem, als es
der Kriimmung der Stromlinien entspricht.) Zum Schluf folgen die
Stromlinien in schwacher Kriimmung den Linien gleicher Tiefe.
Dieser Vorgang stimmt mit der Theorie vollstindig iiberein oder
kann wenigstens in Ubereinstimmung gebracht werden.

Der Einwand liegt nahe, daB dies dennoch keine Bestitigung
der Theorie sei; die Siidwirtsbiegung der Stromlinie sei einfach
derart eine Wirkung der Bodentopographie, dal iiber den Untiefen
der Strom sich nach den Seiten verbreitern und diese Verbreiterung
wegen der Kiiste auf der linken Seite notwendigerweise nach rechts
erfolgen miisse. Der Einwand ist aber hinfillig; denn fiir eine
solche Erklirung ist, mit Riicksicht auf die relativen Tiefenunter-
schiede, die Seitwirtsbiegung der Stromlinien viel zu groB und
auBerdem ihre Form unverstindlich. Es scheint mir daher zweifel-
los, daBl wir hier wirklich eine Bestdtigung der Theorie natiirlich
nicht in ihren Einzelheiten, aber in der Hauptsache haben.



Berechnung von Gezeitenwellen mit betriichtlicher
Reibung.

Von J. Th, Thysse im Haag.

Bei Forschungen, welche mit der geplanten Trockenlegung der
Zuidersee in Verbindung stehen, wurde die Aufgabe gestellt, voraus-
zusagen, welche Gezeiten im iibrigbleibenden Teile auftreten werden.

In einer Proberechnung wurde versucht, den jetzigen Zustand
in Formeln zum Ausdruck zu bringen, und dabei zeigte es sich, dafl
die normalen Gleichungen, welche fiir widerstandsfreie Wellen-
bewegung gelten, zu von der Wirklichkeit abweichenden Resultaten
fiilhren. Man war also gezwungen, die Reibung zu beriicksichtigen,
was das Problem viel schwieriger machte.

Gliicklicherweise kann man das Gebiet als ein Netz von Ka-
nilen betrachten, so daf man an einer Stelle nur mit dem Strome
in der Léngsrichtung des ,Kanales“ zu rechnen hat, in welchem
diese Stelle sich befindet. Strémungen, welche eine Komponente

senkrecht zu dieser Richtung be-

é ) sitzen, kommen fast nicht vor.

T * Die Grundfrage umfaBt also
LP'" Tty das Verhalten einer Welle, welche
W/WWWW@ mit Reibung durch einen Kanal

i schreitet.
Abb. 1. Der Kanal (s. Abb. 1) dehne

sich in der Richtung der x-Achse
in einer Linge I aus, er besitze einen rechteckigen Querschnitt
(Breite b, Wassertiefe g). Die Wellenperiode sei 2n:n; n ist also die
Winkelgeschwindigkeit der Welle.

Der Wasserspiegel befindet sich im allgemeinen nicht in der
Mittellage; er wird an einer Stelle x zur Zeit ¢ um eine Hdohe A
davon entfernt sein (positiv nach oben). % ist also eine Funktion
von z und ¢, ist abwechselnd positiv und negativ und hat die
Periode 27:n der Welle.

Ebenso steht es mit der mittleren Wassergeschwindigkeit in
einem Querschnitt v und mit der in der Zeiteinheit durch einen
Querschnitt stromenden Wassermenge s=bquv.
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Die Bewegungsgleichung, die den Zusammenhang zwischen der
Beschleunigung eines Wasserteilchens und der Kraft auf die Massen-
einheit gibt, lautet:

ov ov oh

FL PR P P
wenn g die Beschleunigung der Schwere und W die Reibungskraft
auf die Masseneinheit bedeutet.

Diese Gleichung bestimmt zusammen mit der Kontinuitéats-
bedingung: 20 oh

92— ot
die Bewegung vollsténdig.
Bevor diese Gleichungen sich integrieren lassen, miissen sie ver-

einfacht werden. Zuerst zeigt es sich, daB das Glied v%i— in der

Bewegungsgleichung immer klein ist gegen die anderen Glieder. Es
kann also fortgelassen werden, was sehr gliicklich ist, weil es der
Integration im Wege steht.

Eine zweite Schwierigkeit liefert das Reibungsglied W. Aus
den Beobachtungen kann man schlieBen, dafl die Reibung etwa der
zweiten Potenz der Geschwindigkeit v proportional ist, was bei einer
turbulenten Bewegung auch nicht anders zu erwarten ist.

In Analogie mit einer bekannten Formel des Wasserbaues kann
man schreiben: .

W=t
=+ g
C ist die sogenannte Konstante von Eytelwein. Sie ist auch in
der Zuidersee wiederholt gemessen worden.

In dieser Form sind die Gleichungen noch nicht zu integrieren.
Das wiirde wohl der Fall sein, wenn die Reibung der Geschwindig-
keit selber proportional wire, also wenn:

W=kwv.

Professor Lorentz hat nachgewiesen, daB mit diesem Widerstande
gerechnet werden kann, ohne daf bedeutende Fehler gemacht wer-
den, wenn nur k£ gut gewihlt wird.

Er nimmt % in jedem Falle so groB, dal wihrend einer halben
Periode die (negative) Arbeit, die durch die fiktive Reibung kv ge-
leistet wird, ebenso groB ist wie die Arbeit des wirklichen Wider-

gv?
standes 4 R also wenn
nt=+:'_2! nt=+7—2t
gv®
kvidi= dt
Ctq "’
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das heiBt, wenn:
8 gv

max

= 3a C%*q

(Vpax ist die Amplitude der Wassergeschwindigkeit).

In einem Falle mit nur einem Freiheitsgrade ist das Problem
auch mit der quadratischen Reibung zu 16sen. Wird zum Beispiel
in zwei durch ein enges Rohr verbundenen Behéltern (vgl. Abb. 2)
das Gleichgewicht gestoért, dann geraten die Fliissigkeitsspiegel in

eine schwingende Bewegung. Die Rei-

=g | | bung in dem Rohre dimpft die Schwin-
________ to 1] 77771 gungenso, daB die duBersten Lagen sich
__ AR allméhlich der Gleichgewichtslage ndhern.
=====| Das Verhiltnis zweier aufeinanderfolgen-

- ~ 7| den Ausschlige — einer positiv und einer

———  '——— negativ —, das man als Diampfungsfaktor
Abb. 2. bezeichnen kann, sei p. Dieser Faktor

liBt sich ebenso gut berechnen bei qua-
dratischer wie bei linearer Reibung. Wenn & entsprechend der Be-
dingung der gleichen Arbeit gewdhlt wird, findet man in beiden
Fillen gut iibereinstimmende Werte von p. Ist nach der anndhernden
Rechnung (lineare Reibung)

p==0,90; 0,80; 0,70; 0,60; 050; 0,40,
dann ist der wirkliche Wert (quadratische Reibung)
p=0,90; 0,80; 0,70; 0,61; 0,51; 0,42.

Erst bei Widerstinden, welche viele Male gréBer sind als die
in der QGezeitenbewegung vorkommenden, gibt die Anndherungs-
rechnung von der Wirklichkeit abweichende Resultate, und es wird
also erlaubt sein, in unserer Bewegungsgleichung das Reibungsglied

zu schreiben:
W=kv.

Dabei tritt noch eine Komplikation auf. In der Formel von %
kommt die unbekannte Amplitude der Wassergeschwindigkeit v,
vor. In jedem Kanale muBl die GroBle davon abgeschitzt werden,
und erst nach Vollendung der ganzen Rechnung, wenn die Stro-
mungen gefunden sind, ist es moglich, die Richtigkeit der Annahme
zu priifen.

Weicht der gebrauchte Wert von v, bedeutend ab von dem
gefundenen Resultate, so mufl die ganze Rechnung wiederholt werden
mit einem gedinderten Werte von k.

Die Formeln werden wesentlich einfacher, wenn man schreibt:
k 8 gw

max
— =tg .
n  3an (¢ g?

Der Hilfswinkel ¢ deutet den Charakter der Bewegung im
Kanale an. Je groBer die Reibung, um so gréfer wird auch 4.
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Bei kurzen Wellen (n gro8) von kleiner Hohe (v, klein) in tiefem
Wasser (g groB, vy, klein) tritt die Reibung fast ganz zuriick und ¢
bleibt auch sehr klein. Langen starken Wellen in flachem Wasser
dagegen, wo die Reibung den Trigheitswirkungen iiberlegen ist, ent-
spricht ein grofles .

Wenn man ¢ =0 setzt, findet man die bekannten Wellenformeln
ohne Reibung, wihrend das andere duBerste # = 90° zu den Formeln
gleichférmiger Bewegung iiberleitet.

Schliefllich wird die Bewegung also bestimmt durch die zwei
folgenden Gleichungen:

%’ g i_}f ~+nv tg 9 =0 Bewegungsgleichung
und
ov . oh e e .
q 2T 0 Kontinuititsgleichung.

Elimination von A fiihrt zu einer linearen Gleichung in v, welche
eine Losung hat von der Form:

v == ¢intt @r+o) zzei(ntirx)iaz7

worin
r=mncosl®:Vggcos ¥ und o’znsin%ﬁ:]”gq cos .

Auch % kann in derselben Form geschrieben werden; die Kon-
tinuitdtsbedingung liefert das Verhiltnis der Amplituden und den
Phasenunterschied von % und v. Ersetzt man noch v durch s=bgqu,
so gibt sich fiir den allgemeinen Fall, wo von beiden Seiten eine
Welle in den Kanal vorriickt:

h=—Aent+ra)+ox _l__ Betnt—ra) —ax,
. & . »
s—Aﬁ—@b ez(nt+§+rx)+ox_B ‘ nb ez(nt+~é—7-x)—ox
Vr? -t o? V24 o*
Die beiden Konstanten 4 und B werden bestimmt durch die
Verhiltnisse an den Enden des Kanales.
Offenbar ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle:

n Vgqcosd
C =—=—— == ———
r cos 39

Fiir reibungslose Wellen (¢ =0) ist dieser Ausdruck gerade der-
selbe wie in der Lagrangeschen Formel:

¢ == }"‘g_q

die Reibung verringert die Geschwindigkeit, da } cos® immer kleiner
ist als cos 1. Bei langperiodischen Wellen, z. B. eintigigen Ge-
zeitenwellen, kann ¢ so groB werden, daB ¢ b1s auf die Hilfte des
Lagrange schen Wertes herunterkommt.
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Fir Kanidle mit anderem als rechteckigem Querschnitt gelten
mit unwesentlichen Anderungen dieselben Formeln.

Wenn an einem Ende der Rinne die Wasserbewegung voll-
stindig gegeben ist (vertikale Bewegung h,, Strom s;), so sind die
Koeffizienten A und B dadurch bestimmt und kann man die an einer
beliebigen Stelle herrschende vertikale Bewegung %, und Strémung s,
ausdriicken in k, und s,;: '

hy = (@ i) ho+(y 4 99) o,
s,=( Fp' )by 4 (¥ 4 8"1)s,.
kys 84> b, und s, sind periodische GréBen von der Form

ae@(nt—k),

die Koeffizienten (¢ - f1i) usw. bestimmen die Phasendifferenzen und
die Verhiltnisse der Amplituden,

Auch am Ende der Rinne sind h, und s, als Funktionen von
hy und s, zu schreiben, und damit wird es moglich, den Verlauf der
Gezeiten in mehreren hintereinandergeschalteten Kanilen zu ver-
folgen; denn %, und s,, die aus der ersten Strecke berechnet sind,
werden fiir den zweiten Kanal A, und s,.

Auch Abzweigungen won Kanilen weisen keine besonderen
Schwierigkeiten auf, so daB man mit diesen Formeln die Gezeiten-
bewegung durch ein ganzes Kanalnetz, wie die Zuidersee eines ist,
verfolgen kann.

Die Gezeiten in der Zuidersee werden vollstindig beherrscht
durch die vertikale Wasserbewegung in der Nordsee vor den Ge-
zeitentiefs zwischen den Watteninseln. Es mufl also mdglich sein,
die Bewegung an jeder Stelle der Zuidersee anzugeben als Funktion
von diesen Nordseegezeiten %, h,, h, und k,. Das ist auch der
Fall. Fangt man in der Nordsee an, dann hat man am Beginn der
in die Zuidersee fithrenden Kanile die GréBen h, und s, bzw. &,
und s, usw., in welchen die Bewegung im Innern der Zuidersee
ausgedriickt werden kann. Es bleibt dann eine geniigende Zahl
von Gleichungen iibrig um den Unbekannten s,, s,, s, und s, zu
eliminieren,

In dieser Weise ist der jetzige Zustand in der Zuidersee mehrere
Male berechnet, zuerst mit einem sehr einfachen Rinnensystem,
spater mit einem Netz, das der Wirklichkeit mehr entspricht. Die
Ubereinstimmung der Resultate mit den Beobachtungen war, sogar
im ersten Falle, besser als man je gehofft hatte: die sehr ver-
wickelte Gezeitenbewegung wurde durch die Berechnung ganz gub
wiedergegeben.

Die Methode hatte damit ihre Brauchbarkeit bewiesen und
konnte jetzt auch angewandt werden auf den Zustand, der entstehen
wird, wenn der grofite Teil der Zuidersee durch einen Sperrdamm
abgeschlossen ist. Die Nordseegezeiten, welche den Ausgangspunkt
bilden, bleiben dann dieselben wie vorher, aber das Kanalnetz &ndert
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sich. Man findet dort dann auch andere Gezeiten als sie jetzt bei
offener Zuidersee herrschen.

Schon frither hatte man vermutet, daB die AbschlieBung der
Zuidersee eine Verstidrkerung der Gezeiten im iibrigbleibenden Teile
verursachen wird. Diese Verstirkerung wurde als Resultat der
Rechnung auch gefunden, nur viel gréBer als erwartet war: in der
Zuidersee zwischen der Friesischen Kiiste und dem AbschluBdamme
werden die Gezeiten etwa doppelt so stark sein wie jetzt.

Ein zweites Ergebnis war vollstéindig unerwartet: die Rechnung
gibt fiir die Stromungen in den Gezeitentiefs zwischen den Watt-

Abb. 3.

inseln nach Vollendung des Abschlufldeiches gréfere Werte als bei
offener Zuidersee. Es scheint paradox, dafl durch die Verkleinerung
des Flutbeckens bis auf weniger als ein Drittel die Stromungen
verstirkt werden. Doch hat die Erscheinung eine ziemlich einfache
Erkldrung:

Wenn keine Reibung vorhanden ist, entsteht in einer am Ende
geschlossenen Rinne, wie die Zuidersee eine ist, eine stehende
Schwingung. Am geschlossenen Ende hat die vertikale Bewegung
ein Maximum, der Strom ist dort natiirlich gleich Null.
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Auf ein Viertel der Wellenlinge davon entfernt liegt die erste
Knotenlinie: der Gezeitenhub verschwindet dort vollstindig, aber die
Stromung ist hier gerade am stérksten.

Durch die Reibung wird das Phénomen komplizierter: die Ge-
zeiten verschwinden nicht ganz, doch ihre Hohe ist sehr klein, wéih-
rend das Maximum der Stromung in der Nihe des reibungslosen
Wertes bleibt.

Eine halbe Wellenlinge vom geschlossenen Ende entfernt hat
die Gezeitenwelle einen Bauch, die Stromung, die hier bei Abwesen-
heit der Reibung Null wire, hat auch in Wirklichkeit einen kleineren
Wert, als mehr nach dem Innern der Zuidersee.

Bei den jetzigen Verhiltnissen ist die Entfernung des geschlos-
senen Endes zur Nordsee ein wenig mehr als die Hélfte der Wellen-
linge der Hauptgezeiten, die Stromungen zwischen den Watteningeln
hindurch sind also verhiltnisméBig schwach. Die Gezeitenbewegung
in der Zuidersee entsteht dann auch zum groBten Teile durch Eigen-
schwingung,

Der nach Abschliefung noch iibrigbleibende Teil hat eine Lénge
von fast ein Viertel der Welle: die Knotenlinie liegt gerade auBlerhalb
der Watteninseln, und das Resultat ist ein starker Strom und hohe
Gezeiten,

Da die verstirkten Gezeitenstromungen unerwiinscht sind fiir
die Erhaltung der Seedeiche, wird wahrscheinlich im Anschlu an
diese Ergebnisse der Entwurf der AbschlieBung der Zuidersee ge-
andert: der Deich wird soviel wie mdéglich gegen Nordwesten ver-
schoben (nach p — p). Die Knotenlinie entfernt sich dann mehr
von der Nordseekiiste und der Strom zwischen den Watteninseln ver-
ringert sich wieder.



Die analytische Theorie der Bewegungsgleichungen
einer inkompressiblen zihen Fliissigkeit.

Von C. W. Oseen in Upsala.

Es ist mir eine grofle Ehre, vor Ihnen iiber ein Thema sprechen
zu diirfen, dem ich viele Jahre hindurch fast meine ganze Kraft ge-
widmet habe. Schon in meiner frithen Jugend ergriff mich das
hydrodynamische Problem, die Frage: wie kommt es, daf die tat-
sichlichen Bewegungen einer Fliissigkeit einen so ganz anderen
Charakter haben als die einfachen schonen Bewegungen, die man in
den hydrodynamischen Lehrbiichern beschreibt. Friih stellte ich
mir die Aufgabe, die Aufklirung des d’Alembertschen Paradoxons
zu versuchen. Der Weg, der zu diesem Ziel fiihren konnte, war nach
meiner Auffassung das Studium der Bewegungsgleichungen einer
zihen inkompressiblen Fliissigkeit. Uber die Ergebnisse, zu denen
mich dieses Studium gefiithrt hat, will ich jetzt berichten.

Die Bewegungsgleichungen einer zéhen, inkompressiblen Fliissig-
keit lauten bekanntlich:
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Man kann sie auch zweckmiBig in der folgenden, sogen. Lambschen
Form schreiben:

ou ou 8v> <9w Eu)} ceq
() (L BNy g,
Q{Z’t—‘_v<8y ox Y\ox T vz fw MY
(v <8v 8w> ou 81})1 , g
Lad 00O [Ny T g,
Q ot Tw 0z oy u(\i’y cx/) cy " (1a)
fcw | <a_w.__2ﬁ)w <fﬁ__,a£>}=z_i(l LA
ot T\ e T U\ T oy gy T AW

ouw , ov

T LT =0, wo g=p-+ —om-vPFw?.
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Das Ziel der Forschung auf diesem Gebiete ist die vollstindige
und gleichzeitig iibersichtliche Losung dieser Gleichungen bei vor-
geschriebener, im allgemeinen von ¢ abhingiger Begrenzung der
Fliissigkeit und bei beliebig vorgeschriebenen Anfangswerten von
w, v, w. Ob dieses Ziel je erreicht werden wird, wissen wir nicht.
Zur Zeit sind wir noch weit entfernt von einer Losung der er-
wihnten Art.

Ich habe in meinen Untersuchungen zunichst angenommen, daf
die Flissigkeit den ganzen Raum erfiillt. Wenn man ferner die

. ou . .
sogen. quadratischen Glieder: U USW. vernachlissigt, so wird man

zu dem System:
ou 8p

esy==X— a +ndu,
8'0_Y —{— dv
T Havs
ow
8t_Z_—+'qu’
ou v

Frar

gefithrt. Die Aufgabe ist, die Losung u, v, w dieses Systems zu
finden, die etwa fiir t==t, die Werte u,, v,, w, annimmt. Sie
lautet:

ASPREST S | [R R ————"

1 1
+.E]/Q7nfdz” (X(E, 0, £ ) Y oi 4 Zuwg) dédy e
173 o0

NI SCHRTRSVEAC WS
(e o]

ul o*P 9P ol *P wl o°P
E = o e Lmr VT ora § = okar
- o o o o 050L
r
1 6—4/;(5—1) ; B P
P=s =% r=Ye—&+@y—n’+E—CF

0

Nach der Erledigung dieser ersten Aufgabe konnte ich mir die
weitere Aufgabe stellen, durch sukzessive Annidherungen das voll-
standige System 1 oder 1a zu integrieren. Ich will hier nicht auf
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Einzelheiten eingehen. Hs geniigt zu erwihnen, daff man, wenn eine
Fliissigkeit den ganzen Raum erfiillt, und wenn die Bewegung zur Zeit
t, reguldr ist, d. h. wenn in diesemm Momente u, v, w stetige und zwei-
mal stetig differenzierbare Funktionen von z, y, z sind, stets eine solche
GroBe t, finden kann, daB diejenige Bewegung, die man durch die
Methode der sukzessiven Anndherungen bekommt, im Intervalle
t, <t <t,-+t, regular ist. Man kann dann Weltergehen und ein
neues Intervall ¢, ¢, <t <t -} ¢, bestimmen, in welchem die Be-
wegung immer noch regulir ist. So kann man fortfahren. Man be-
kommt eine Reihe von reellen positiven GroSen ¢,,1,, t, ...t derart,
daBl die Bewegung der Fliissigkeit sicher reguldr ist, wenn

o<t Tlp -ty -ty 1,
und dies, wie gro man auch die ganze Zahl m wahlt.
Hier tritt nun eine Frage auf. Ist die Reihe:

bty
konvergent oder divergent? Wenn sie divergent ist, so heilt das,
dal wir die Bewegung der Fliissigkeit mittels unserer Methode be-
liebig weit vorausberechnen konnen und daB sie stets regulir bleibt.
Wenn dagegen die Reihe konvergent ist, so heiBt das, daB unsere
Methode in einem gewissen Moment versagt. Dies ist nur dann mog-
lich, wenn die Bewegung in diesem Moment aufhort, regulir zu sein.

Ich habe mich lange bemiiht, zu zeigen, daB die Reihe divergent
ist. Es ist mir nicht gelungen. Allm#hlich bin ich zu der Uber-
zeugung gefilhrt worden, daB es tatséchlich unmoglich ist, zu be-
weisen, daB die Reihe stets divergiert, daB sie vielmehr unter ge-
wissen Umstédnden konvergiert. So wurde ich zu der Frage gefiihrt:
welche physikalische Bedeutung konnen Singularititen in den Lo-
sungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen haben? Eine
Antwort bot sich hier von selbst dar. Wir wissen alle, da8 die
Bewegungen einer Fliissigkeit von zwei verschiedenen Arten sein
konnen, laminar oder turbulent. Kann es nicht so sein, daB der
Unterschied zwischen diesen beiden Bewegungsarten eben der ist,
dal die turbulenten Bewegungen Bewegungen mit Singularititen
sind, die laminaren Bewegungen ohne Singularititen? —

Wenn diese Hypothese richtig war, so muflte es mdéglich sein,
zu zeigen, dafl die Singularititen, welche in der Bewegung einer
Fliissigkeit auftreten konnen, Wirbel sind. Um dieses Ziel zu er-
reichen, war es notwendig, die Theorie in mathematischer Hinsicht
zu verfeinern und zu vertiefen. Ich will hierauf nicht eingehen.
Genug, es gelang, den Satz zu beweisen: Wenn die Bewegung einer
unendlich ausgedehnten Fliissigkeit aufhért, regulir zu sein, dann
hat der Wirbelvektor irgendwo in der Fliissigkeit einen unendlich
groBen Wert. Ich sah in diesem Satze eine Bestiitigung meiner
Hypothese.

Offenbar steht die Frage, iiber die ich soeben gesprochen habe,
im engsten Zusammenhang mit dem alten beriilhmten Stabilitits-
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probleme in der Hydrodynamik. Meine Auffassung von diesem
Probleme diirfte schon aus dem obigen klar sein. Betrachten wir
etwa den Fall, daB eine Fliissigkeit von zwei ebenen, parallelen
Winden begrenzt ist, von denen eine ruht, wihrend sich die andere
mit konstanter Geschwindigkeit parallel mit sich selbst bewegt. Es
ist jetzt allgemein bekannt, daf diese Bewegung zufilligen Storungen
gegeniiber stabil ist. Ich habe selber einen kleinen Beitrag zur
Klarung dieser Frage gegeben, indem ich zeigte, dall die Bewegung
selbst im ungiinstigten Falle, wenn die Breite unendlich groB wird,
immer noch stabil ist. Wir wollen jetzt annehmen, daB irgendeine
dauvernde Stoérung, etwa eine Unebenheit einer Wand, die Bewegung
beeinfluBt. Bei geniigend groBer Geschwindigkeit haben wir zu er-
warten, daB eine Singularitit, das heiit ein Wirbel, auftritt. In
diesem Augenblick setzt die turbulente Bewegung ein. Diese Auf-
fassung steht in voller Ubereinstimmung mit einem bekannten Ex-
periment von Herrn Kollegen Ekman. Eine Theorie der Stabilitit
ist nach dieser Auffassung identisch mit einer Theorie der Singulari-
taten. Kein Wunder, dal wir diese Theorie noch nicht besitzen.

Noch ein Wort iiber die Bewegung einer unendlich ausgedehnten
Fliissigkeit, einer Fliissigkeit, welche den ganzen Raum erfiillt. Wir
haben gesehen, daB, wenn die Bewegung im Momente ¢, regulir ist,
es moglich ist, die Bewegung bis zu dem Momente vorauszuberechnen,
wo eine Singularitit auftritt. Nach der Methode, von der ich oben
gesprochen habe, mufl man zu diesem Zweck eine gewisse, im all-
gemeinen unendlich groBe Zahl von analytischen Ausdriicken be-
rechnen, die, jeder in einem Zeitintervall, die Bewegung darstellen.
Man kann nun fragen, ob es moglich ist, eine einheitliche Losung
anzugeben, welche die Bewegung von ¢t==1,, bis zu dem Momente
darstellt, wo die Singularitdt auftritt. Auch das ist mbglich. Fiir
numerische Zwecke ist diese Losung zu kompliziert. Doch halte
ich es nicht fiir ausgeschlossen, dafl sie oder vielmehr die Methode,
welche diese Losung gibt, einmal von Bedeutung werden wird.

Ich gehe zu den schwierigen Fragen iiber, die auftreten, wenn
die Fliissigkeit eine Grenzfliche hat. Ich beschrinke mich auf den
Fall, wo ein Korper sich in einer Fliissigkeit bewegt. Meine ersten
Arbeiten iliber dieses Problem beziehen sich auf die bekannte
Stokessche Aufgabe, den Widerstand einer zihen Flissigkeit gegen
die stationdre Translation einer kleinen Kugel zu berechnen. Im
Jahre 1887 machte Whitehead einen Versuch, die Berechnung von
Stokes durch Beriicksichtigung der von Stokes vernachlissigten
quadratischen Glieder zu verbessern. Es stellte sich aber heraus,
dafBl dies unmoglich war, indem die Korrektionsglieder im unendlich
Fernen nicht verschwinden, sondern vielmehr unendlich grol werden.
Whitehead zog hieraus den Schlul, daB auch in einer zdhen Fliissig-
keit und selbst bei den kleinsten Geschwindigkeiten hinter der Kugel
sich eine Diskontinuititsfliche bilden muB. Zu der Zeit, als ich
mich mit diesen Fragen zu beschiftigen anfing, war es vollsténdig
klar, daB8 diese Erklirung nicht richtig sein konnte. Man wuflite, dal3
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in einer zdhen Fliissigkeit Diskontinuitdtsflichen unmoglich sind.
Man wuBite auch, daBl das Stokessche Widerstandsgesetz tatsichlich
richtig war. Die Schwierigkeit, welche Herr Whitehead gefunden
hatte, muBte also eine andere Erklarung haben. Es war nicht schwer,
diese Erklarung zu finden. Wir fithren mit Stokes ein Koordinaten-
system ein, dessen Anfangspunkt im Zentrum der Kugel liegt und
sich also mit der Kugel bewegt. In diesem Koordinatensystem ist

die Bewegung der Fliissigkeit von ¢ unabhingig und wir haben
deshalb:

ou ou ou op
ooy TGyt dy) == ndu,

ov ov 8v> op
9v v 7P Av,
Q( Yaw T Ve TG = oy THAY

(u@;v@ w_az>_ v
o T 2y 2z
S

Die Grenzbedingungen sind:

u=—v=w=0 fur r:lx‘“’—{—y‘“’{—_zzm_a,

U= — U, v=w=0 fir r=o00.
Wenn wir jetzt: u=—u,u', v=1, w=—w" setzen, so bekommen
wir:
ou’ o 8u’>~_ op )
9“°a7+ ( oz vy 22 __7_'_’“4'“’
20 ov 81) ov ,
—Q“o"a;ﬁ—@(“ 72 77 5o 7) y+MA”.s
ow' ow'
—9%5;—%‘@(“'"5;“1-” > —|—,qu,
ou 8 !
2)x+@

Die Methode von Stokes besteht darin, alle Glieder links in
den drei ersten Gleichungen zu vernachldssigen. Man sieht aber

leicht, wenn man die so erhaltenen Gleichungen 16st und nachtrig-
’

lich QuO% usw. berechnet, dall diese Glieder, selbst bei den

? .
kleinsten Werten von u, gar nicht klein neben % oder uAdw sind,

sondern vielmehr, in geniigend grofer Entfernung von der Kugel,
beliebig grofl im Verhdltnis zu diesen GréBen sind. Dies zeigt sofort,
daBl die Theorie von Stokes mathematisch unbefriedigend ist. Es
ist jetzt nicht schwer, die Stokessche Theorie zu verbessern. Wir
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vernachlissigen die Glieder Qu’Z—Z usw., behalten aber die Glieder

’
usw. bei. Das so erhaltene System:

_“Quoa_x
— ou oaa?:: 2—5+u4u
—Quog—i:—%—kudv’
— 0u, aau;,z——p—{—,udw',
8w

+ ~ =0

mit den Grenzbedingungen: fir r=a; W =u,; v'=uw'=0; flirr=00
% =1v"=w' =0 besitzt die approximative Losung:

— 5 oz + | o] )

o — ia-uoe—i(um-i-!uo[r)_3,ua_8_1—e 2
2 20 0z r
1, <1)
T4 02 \r )’
— 2 I .
__Bpap 1 w4 g (1)
VT e oy r 1“0 50y
e
w = — Spa 8 1— 2,¢(u°z+|u°]r) _iasu a <—1->
o 20 0z r 4= 0x02 ’

TR L
P a%ty, +h Yo' GE\7r)’

Diese Ausdriicke geniigen exakt den Differentialgleichungen, aber nur
anndhernd der Grenzbedingung «' ==wu,, u—=w=0 fiir r—=a. Das
Interessante an diesen Formeln beruht zunédchst darauf, daf} sie zeigen,
daBl die Bewegung der Fliissigkeit hinter dem Korper einen ganz
anderen Charakter als vor dem Korper hat. Wahrend die &ltere
Hydrodynamik sowohl bei verschwindender Zihigkeit wie bei vor-
herrschender Zshigkeit Symmetrie vor und hinter der Kugel ergab,
so geben unsere Formeln dagegen selbst bei den kleinsten Geschwindig-
keiten eine ausgeprigte Dissymmetrie. Man sieht das sofort, wenn
man den absoluten Betrag des Wirbelvektors berechnet. Man findet:

%a[u HT —a? (1_{_91 g | ) — 5, oz + ol 7

Vor dem Korper haben die beiden Glieder im Exponenten das-
selbe Vorzeichen, hinter dem Korper entgegengesetzte Vorzeichen.
Man sieht: Hinter dem Korper entsteht, selbst bei den kleinsten
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Geschwindigkeiten, ein Wirbelschwanz. Es gibt bei der Bewegung
eines Korpers in einer zdhen Fliissigkeit gar keine kritische Rey-
noldssche Zahl. Die Bewegung hat von Anfang an qualitativ den-
selben Charakter.

Der Widerstand gegen die Bewegung der Kugel hat nach Stokes
den Wert 6 zuau,. Meine Methode ergibt:

3 ga ""’0])
6 wu-au, (1 + s a )

Es gibt eine ziemlich umfassende Literatur iiber die Bewegung
kleiner Korper in einer zidhen Fliissigkeit. Bald nach der Verdffent-
lichung meiner ersten Abhandlung iiber das Stokessche Gesetz
zeigte Lamb, daB meine Rechnungsmethode imstande ist, ein altes
Paradoxon in der Hydrodynamik aufzukliren. Stokes machte zuerst
den Versuch, den Widerstand gegen die Bewegung eines unendlich
langen Zylinders in einer zihen Fliissigkeit zu berechnen. Er fand
indessen, da bei stationirer Bewegung des Zylinders die ganze un-
endliche Fliissigkeit an dem Zylinder haften und ihm in seiner Be-
wegung folgen muBl. Lamb zeigte, dal dieses Ergebnis nur auf der
Stokesschen Rechenmethode beruht und daB, wenn man den
Widerstand nach meiner Methode berechnet, man einen ganz ver-
niinftigen Wert:

2w pu,
g 2ot
22

pro Lingeneinheit bekommt.

Sehr wertvolle Beitriige zu diesem Kapitel der Wissenschaft
hat Dr. Faxén in Upsala gegeben. Er hat in mustergiiltiger Weise
die schwierige Frage nach dem EinfluB der Winde auf das Wider-
standsgesetz behandelt. So hat er unter anderem eine von Herrn
Weyssenhoff hervorgehobene Schwierigkeit vollstindig aufgeldst.
Herr Weyssenhoff fand, daBl die experimentellen Tatsachen betreffs
der Bewegung einer kleinen Kugel in einem Rohr nicht mit meiner
Widerstandsformel im Einklang stehen. Theoretisch war dies aller-
dings gar nicht zu erwarten, da sich meine Formel ja auf den Fall
bezieht, wo eine Kugel sich in einer unbegrenzten Fliissigkeit bewegt.
Merkwiirdigerweise glaubte doch Herr Weyssenhoff schlieBen zu
kénnen, dall meine Formel auch in einer unbegrenzten Fliissigkeit
nicht giiltig sein kann. Faxén hat nun mittels meiner Methode
die stationire Bewegung einer kleinen Kugel lings der Achse eines
Rohres berechnet. Seine Ergebnisse stimmen sowohl bei diinnen
wie bei dicken Rohren gut mit den Messungen iiberein. Er schlieBt,
daB mein Korrektionsglied und meine Rechenmethode sich bei dem
Vergleich mit den experimentellen Tatsachen gut bewihren.

Ich habe im Jahre 1915 meine Widerstandsberechnung auch
fiir ein Ellipsoid ausgefiihrt. Weitere Beitrige zu diesen Fragen
haben Dr. Burgess, Herr Dhirendra Kumar Sen u. a. gegeben.

v. Kdrmdan~-Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 9
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Ich komme zu dem schwierigsten Teile meiner Untersuchungen,
dem Teile, wodurch ich eine Antwort auf meine alte Frage gewann,
die Frage: wie kommt es, dafl die tatsichlichen Bewegungen einer
Fliissigkeit einen so ganz anderen Charakter haben als diejenigen,
die man in den hydrodynamischen Lehrbiichern beschreibt?

Wir kehren zu den Gleichungen zuriick, die wir fiir den Fall
aufgestellt haben, dafl ein Korper sich mit konstanter Geschwindigkeit
in einer zihen Fliissigkeit bewegt. Wir schreiben sie folgendermaBen:

ou' , (0w 8v’> ,(810' 8u’>1 2q ,
—on gy e v (G —5) v (G B =5 Huan
o’ ,(81)’ aw’> ,<3u’ 8u’> _0q ,
_Q“O'a?+9[w s ay) T Y \oy T ax )l T oy THAY
ow' [ ,(Bw' 3u’> ,<8'v’ aw’>- dq ,
oy T ¥\ T o) TV G Ty )T T A

ouw |, ov | ow

Ty = =0 q==p+§(u'2—|—0'*+wm)-

w =u,, v=uw'==0 an der Oberfliche, ' —%'=w'=0 im unend-
lich Fernen.

Die klassische Green-Dirichletsche Theorie wiirde diese Glei-
chungen folgendermaBen behandeln. Zunichst wiirde sie den Rei-
bungskoeffizienten p gleich Null setzen und also die Glieder uAw/,
udv', pdw' vernachlissigen. Sodann wiirde sie den Satz benutzen,
daB in einer reibungslosen Fliissigkeit Wirbel nicht entstehen kénnen.

ou' oV

Sie wiirde deshalb —@——a—x=0 usw. setzen. Sie wiirde also schlieB3-
lich das System:
ou' oq . ov 0q . ow' oq
TG T T Mg T gy gy g
ouw . 0v | ouw
%—}_ oy + 5z 0

betrachten. Dieses System wiirde sie folgendermafien ldsen: Alle
Gleichungen werden durch den Ansatz:

’
e =
befriedigt, wenn:
dp=0.
Eine Losung dieser Gleichung zu finden, die an der Oberfliche
des Korpers den Bedingungen: —ag-——u a—‘p—?i’izo, ist im all-

ox Y oy oz
gemeinen nicht moglich. Die alte Theorie ersetzt deshalb diese
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Grenzbedingungen durch die einzige, stets erfiillbare Bedingung:
o9
—a;:u-cos(no,x).

Ich habe mir nun gesagt: Die alte Theorie behauptet, daB bei
verschwindendem u die Wirbelkomponenten verschwinden. Es muf3
dann moglich sein, u so klein zu nehmen, daB die quadratischen
Glieder nur einen sehr kleinen Einflul ausiiben. Wenn die Behaup-
tung der alten Theorie richtig ist, so miissen wir, wenn wir diese
Glieder vernachlissigen, dann unsere Gleichungen auflésen und schlieB-
lich u=0 setzen, eine wirbellose Grenzbewegung bekommen. Ich
beschloB nachzupriifen, ob dies wirklich wahr ist.

Ich will hier gar nicht auf die mathematischen Details eingehen.
Ich will nur mein Resultat erwéhnen. Wenn man das System:

ow g ‘.
Uy G =y T A
ov oq ,
___.Quo Pz ——-——a—y——}-[ud'v,
ow'’ aq ,

— oy ax=—~+mw;

w=uy, ¥ —w' =0 an der Oberﬂache des Korpers, v/ =v'=w'=0
im unendlich Fernen bei kleinem ux auflést und dann den Grenz-
iibergang u— O ausfiihrt, dann bekomm¢

man eine diskontinuierliche Bewegung der

Fliissigkeit. Hinter dem Korper, inner- ”—7{>1’
halb eines mit der Bewegungsrichtung

parallelen und den Korper tangierenden Abb. 1.

Zylinders, herrscht (Abb. 1) eine Wirbel-

bewegung, im ganzen iibrigen Raume eine Potentlalbewegung Um
diese Bewegungen zu bestimmen, hat man eine Potentialfunktion ¢
zu bestimmen, welche auBerhalb des Korpers reguldr ist und an
der Oberfliche desselben den Bedingungen:

op
an ¥V T = Yo €08 (nz)
d 99 _
an H dn ox
geniigt. Man hat dann, auBerhalb des Zylinders:
o o o9
r__ Y% RS g . &
Y=o PP Y%
innerhalb des Zylinders-
e T
u——uo—§— (ax ; ”_ay oy/85 W%z 0z/m

g%
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Innerhalb des Zylinders ist also die Bewegung eine Wirbel-
bewegung.

Welchen Schluf kann man aus diesen Ergebnissen ziehen? Ein
Schlufl scheint mir mit voller Deutlichkeit hervorzugehen. Der Satz
aus der klassischen Hydrodynamik, von dem ich ausgegangen bin,
der Satz, daB bei verschwindender Reibung die Wirbel verschwinden,
kann nicht richtig sein. Die Antwort meiner alten Frage: ,Wie
kommt es, daB die tatséchlichen Bewegungen einer Fliissigkeit einen
so ganz anderen Charakter haben als die einfachen Bewegungen,
die man in den hydrodynamischen Lehrbiichern beschreibt®, lautet:
Die klassische Hydrodynamik beruht auf einem schlecht ausgefiihrten
Grenziibergang zu verschwindender Reibung. Ebenso wie das System:

ouw oq . o' aq ow' aq

TN T Taw T %G T oy’ Ty T T o
ow | ov | ow
ox + oy + oz =0
ganz gewifl die Losung besitzt, welche die klassische Hydrodynamik
als die richtige Losung des hydrodynamischen Problems auffafit,
aber dazu eine ganz andere Losung besitzt, diejenige, welche ich
durch meinen Grenziibergang fand, so besitzen auch die vollstandigen
Bewegungsgleichungen fiir eine ideale Fliissigkeit ganz gewif§ fiir den
Fall, wo sich ein starrer Korper in der Fliissigkeit bewegt, eine
stetige, wirbellose Losung, aber noch dazu eine andere Losung, die
man durch Grenziibergang bestimmen mubB.

Ich habe in diesen Betrachtungen vorausgesetzt, dafl die Rand-
wertaufgabe, zu welcher ich durch meinen Grenziibergang gefiihrt
wurde; wirklich eine Losung besitzt. Es ist notwendig, etwas ndher
auf diesen Punkt einzugehen, weil Herr Noether kiirzlich eine
Arbeit veroffentlicht hat, die, wenn ich Herrn Noether recht ver-
stehe, den Zweck hat, zu zeigen, daBl mein Problem im allgemeinen
keine Losung hat. Herr Noether betrachtet den Fall, wo ein Kreis-
zylinder sich senkrecht gegen die Achse in einer Fliissigkeit bewegt.
Das Problem ist dann ein ebenes. Man kann die Randbedingung:

%%:O an der Riickseite des Korpers zweckmiBig in der folgen-
den Weise umformen. Wenn vy die zu ¢ konjugierte Funktion ist,

hat man an der Riickseite:
d op . d oy .

oz Tdsox
AT . . . "
Also: o —8?/— =—konst.=0. Die Aufgabe ist also, eine Losung
der Gleichung: P | P .
ox? ' oy?

zu finden, die auBlerhalb des Querschnittes reguldr ist, an der Vorder-
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seite der Bedingung %’E:uo-cos (nz) und an der Riickseite der Be-

dingung %@ —0 geniigt. Herr Noether verwandelt dies aduBere

Problem durch eine Transformation durch reziproke Radien in ein
inneres. Er macht dann fiir die gesuchte Funktion einen Ansatz,
der das Problem auf eine singulire Fredholmsche Integralgleichung
zuriickfiithrt. Von dieser Gleichung zeigt er dann durch eine schone
und wertvolle Untersuchung, dal sie im allgemeinen unlésbar ist und
nur dann eine Losung besitzt, wenn die gegebene Funktion (also hier
die Konstante u,) zwei Bedingungen geniigt.

Was ich hiergegen anzufithren habe, ist, daBl man allerdings von
der Funktion ¢ verlangen muB, daB sie iiberall auBlerhalb des
Querschnittes regulér ist, aber nicht, daB sie sich im wunendlich
Fernen reguldr verhilt. Eine systematische Untersuchung hat in der
Tat zu dem Ergebnis gefiihrt, daB in dem ebenen Probleme die
Funktion ¢ im unendlich Fernen sich wie:

A-lgr - Bearctg % ~+ regulire Funktion

verhdlt, wo 4 und B Konstanten sind. Man sieht, daB man gerade
tiber die ndtige Zahl von Konstanten verfiigt, um die Bedingungen
von Herrn Noether zu befriedigen.

Welche ist die physikalische Bedeutung der Glieder A4-lgr

—+ B-arc tg%? Ich beschrinke mich auf das letzte, interessanteste

Glied. Es zeigt, daB die Bewegung, welche ich durch meinen Grenz-
iibergang erhalte, im allgemeinen eine zyklische ist. Es findet eine
Zirkulation um den Korper statt. Bekanntlich steht dieses Ergebnis
in voller Ubereinstimmung mit den Tatsachen.

Herr Noether hat mein Grenzproblem auf eine singulére Fred-
holmsche Integralgleichung zuriickgefithrt. Man kann aber auch das
Problem auf eine reguldre Integralgleichung =zuriickfithren. Man
bekommt in demjenigen Falle, wo der Korper ein Kreiszylinder ist,
der sich senkrecht gegen die Achse bewegt, zur Bestimmung zweier
Funktionen P und Z:

f o) Ao+ f sin g ’9+‘9)d00=uocosﬁ,

smz(ﬂ )
09 <),
P 1 ; sin % 0’—}—0)
2)—5- | 2(9) a9 _ﬁf (O0) gin' (7 5) o=

7

(n§0'§2n).
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Dieses System ist mit einer reguliren Fredholmschen Integral-
gleichung #quivalent.

Die Uberlegung, welche mich zu meinem Grenziibergange fiihrte,
kann man natiirlich auch betreffs des Systems:

ou 8_u__8_v> @E 6u>}_ oq
Q{at+”<ay oe) " “\aw ) [T "oz THAY

anstellen. Man wird so zu der Aufgabe gefiihrt, eine Losung des
Systems:

ou oq ov oq ow oq
— T e—— A N —_——== — N — I — - N
Y g THAY e ay—HtAv, oy 5p Tudw

ou , 0v |, ow
w oy T 0

bei verschwindendem u zu suchen, welche, an der Oberfliche eines
beliebig bewegten Korpers vorgeschriebene Werte von u, v, w an-
nimmt. Ich habe diese Aufgabe fiir den
Fall gelost, daf8 der Korper eine translatori-
sche, iibrigens beliebig beschleunigte Bewe-
gung ausfijhrt. Man wird zu dem Problem
gefiihrt, eine auBerhalb des Korpers regulire
Potentialfunktion ¢ zu bestimmen, die an
der Vorderseite des Korpers der Bedingung

0
a—: =, (t) cos (nx) geniigt, und an der Riickseite der Bedingung:
d oo oy,
%— —W—W—cos(n:&).

Wenn man diese Funktion bestimmt hat, so ist die Losung (Abb. 2)

. op 0 op op
A: = =_ _ — _ — —_—
m P v oy’ =% P o
i v (B, -,
in J: u_uo(t)—{-(ax " \7z), v= 59) \ay)s
_ a¢> <3i’> : _
w_<az c\ez)et P T 0%

t' ist in diesen Formeln die Zeit, wo die Riickseite des Kérpers den
Punkt %, y, z verlafBt.

Ich will zum Schluf einige Worte iiber die Probleme sagen, die
nach meiner Meinung zur Zeit die wichtigsten auf diesem Gebiete
sind. In erster Linie ist hier die Randwertaufgabe fiir die Gleichungen
zu erwahnen, welche man durch Weglassen der quadratischen Glieder
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aus den hydrodynamischen Differentialgleichungen erhilt. In einem
einzigen Falle besitze ich eine befriedigende Losung dieses Problems:
im Falle der ruhenden Kugel. Ich bin zur Zeit mit dem Versuch
beschéftigt, die Randwertaufgabe fiir die Gleichungen der stationiren
Bewegung zu l6sen.

Wenn es gelingt, die Randwertaufgaben zu losen, tritt ein an-
deres Problem auf die Tagesordnung: Die Bestimmung des Grenz-
iibergangs bei verschwindendem u fir die Losung der vollstindigen
hydrodynamischen Differentialgleichungen. Wie diese Aufgabe zu
losen ist, das zu entwickeln, gestattet mir die Zeit nicht. Ich will
bloB sagen, dafl ich auch dieses Problem fiir losbar halte.



Bemerkung zu der Frage der Stromungsform um
Widerstandskorper bei grolen Reynoldsschen
Kennzahlen.

Von Th. v. Karman in Aachen.

Es ist nicht ohne Interesse, den theoretischen Erwigungen iiber
die Frage, welcher Stromungsform die stationire Bewegung um
einen festen Korper mit wachsender Kennzahl (mit zunehmender
Geschwindigkeit oder abnehmender Reibung) in der Grenze zustrebt,
die Beobachtungen iiber die tatsichlich entstehende Stromung ent-
gegenzuhalten. Diese ist zundchst i{iberhaupt nicht stationdr, woraus
man wahrscheinlich folgern mul}, daB die symmetrische, stationére
Stromungsform, zu welcher man durch die von Herrn Oseen ent-
wickelten mathematisch duBerst erfolgreichen Methoden gefiihrt wird,
nicht stabil ist. Die tatsfichlich eintretende Bewegung zeigt zwei
Grundtypen: eine Stromungsform mit diskreten Wirbelgebilden, zum
Teil mit ausgesprochener Periodizitit und eine quasistationdre (sog.
turbulente) Strémungsform, d. h. einen Strémungszustand, bei welchem
in einem ausgedehnten Gebiet hin-
ter dem Korper die Geschwindigkeit

& in jedem Punkte um einen zwar
ortlich verinderlichen, aber zeitlich

@ konstanten Mittelwert schwankt.
Der Ubergang zwischen den bei-

@ den Stromungszustinden, wie aus

den Untersuchungen von Eiffel,

Abb. 1. Prandtl und Wieselsberger be-

kannt ist, erfolgt zum Teil plotz-

lich, und zwar so, daBl die ersterwihnte Strémungsform bei kleineren
Kennzahlen auftritt.

Fir die Strémungsform mit diskreten Wirbelgebilden und be-
stimmten Perioden liefert die Erscheinung der ,Wirbelstrafie“ ein
charakteristisches Beispiel, welches bei der Bewegung eines unend-
lich ausgedehnten Zylinders in einer Fliissigkeit zustande kommt,
und deren Stabilitit ich in einer fritherer Arbeit nachgewiesen habe.
Es ist eine interessante Frage, welches Gebilde dieser Wirbelstrafe
mit abwechselnd drehenden Wirbelfiden bei einem dreidimensionalen
Koérper z. B. bei einem Umdrehungskdrper entspricht, wenn dieser
in der Richtung der Symmetrieachse sich bewegt. Da zeigen die
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Beobachtungen, wie sie in dem aerodynamischen Institut in Aachen
an einer Kugel durch Sichtbarmachung der Bewegung mittels sus-
pendierter Metallteilchen gemacht worden sind, folgendes: man be-
obachtet zwei Wirbelfiiden mit entgegengesetztem Drehsinm, beide

Abb. 2.

parallel zur Bewegungsrichtung (Abb. 1). Das gesamte Gebilde ent-
spricht daher etwa dem Gebilde, welches nach der Prandtlschen Theorie

hinter einer Flugzeugtragfliche entsteht. Der — angendhert mit
dem Quadrat der Geschwindigkeit — proportionale Formwider-
Abb. 3.

stand ergibt sich aus der Energie des Wirbelsystems — etwa wie der
induzierte Widerstand der Tragfliche. Ein solches Wirbelpaar hat
jedoch auBerdem zur Folge, daB auf den Korper eine Kraft senk-
recht zur Bewegungsrichtung wirkt, als eine Art Auftrieb. Nun sind
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aber alle zur Bewegungsrichtung senkrechte Achsen gleichwertig, so
daB keine Kraftrichtung ausgezeichnet werden kann. Dieser schein-
bare Widerspruch 16st sich dadurch, da die Ebene des Wirbel-
paares ihre Lage fortwihrend dndert und zwar wie die Beobachtung
zoigt, unregelmiifig, rein nach Wahrscheinlichkeit. Es wirkt zwar
eine senkrechte Kraft auf die Kugel, die Richtung der Kraft wechselt
jedoch so, dal der Mittelwert sich aufhebt. Dies steht mit der Be-
obachtung im Einklang, daB z. B. eine mit leichtem Gas gefiillte
Kugel nicht geradlinig steigt, sondern entsprechend der wechselnden
Kraftrichtung hin und her pendelt.

Abb. 1 zeigt das Strémungsbild schematisch. Abb. 2 und 3 zeigen
je eine Aufnahme, wobei man bei der ersten Aufnahme (Abb. 2) die
Metallteilchen an dem hinteren, bei der zweiten Aufnahme (Abb. 3)
am theoretischen vorderen Staupunkt austreten lieB. Im ersten Fall
erfiillen die Teilchen den ganzen Wirbelraum, im zweiten Fall werden
sie in der Ebene der Zirkulation von der Strdmung mitgenommen.



Nichtlaminare Lisungen der Differentialgleichungen
fitr reibende Fliissigkeiten.

Von W. Heisenberg in Miinchen.

Die bisherigen Untersuchungen iiber die Stabilitit oder Labilitat
der laminaren Strémung haben, in Ubereinstimmung mit experimen-
tellen Untersuchungen von Ekman, zum Ergebnis gefiihrt, dafi die
laminare Strémung gegeniiber kleinen Storungen — kleinen Schwin-
gungen im Sinn der gewShnlichen Mechanik — im allgemeinen stabil?)
sei. Es bleiben also nur noch zwei Moglichkeiten, dem Turbulenz-
problem néherzukommen: Erstens kann man die Stabilitit der lami-
naren Stromung gegeniiber Storungen untersuchen, die nicht unter
den Begriff der ,kleinen Schwingungen® fallen. Dies Problem hat
Noether?) in Angriff genommen. Zweitens aber kann man die
Stabilititsfrage ganz offen lassen und die Frage stellen: Gibt es noch
eine andere Losung der hydrodynamischen Differentialgleichungen,
als die laminare? Diese Frage wollen wir im folgenden zu beant-
worten versuchen. Wir fragen also nach der turbulenten Bewegung
selbst, nach ihrem Aussehen und nach dem Wertbereich der Rey-
noldsschen Zahl R, fiir den sie mdglich ist.

Wir schreiben die hydrodynamischen Differentialgleichungen an

0% ou ou 1 <8p )
= il Sl it AP
at oz T Yoy o \5z — #Au )
ov . v, dv 1<ap ) T
< - A1 04
T Yo T sy o\ay  “4°°
und wollen den Couetteschen Fall behandeln — Stromung des

Wassers zwischen zwei parallelen, relativ zueinander mit der Ge-
schwindigkeit # bewegten Platten. Die X-Achse legen wir in die
Mitte zwischen die beiden Platten, parallel zu ihnen so, daB die eine

1) Vgl. jedoch Prandtl, L.: Bemerkung iiber die Entstehung der Turbulenz,
Phys. Z. 23, 1922, 8. 19.

?) Noether, F.: Uber die Entstehung einer turbulenten Fliissigkeits-
bewegung. Sitzungsber. d. bayr. Ak. d. W. 1913, II, S. 309 (dazu vgl. Blumen-
thal, O.: Zum Turbulenzproblem, ebd. 1913, II1, 8. 563) u. G6tt. Nachr. 1917:
nZur Theorie der Turbulenz. “
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gich mit —{—g, die andere mit ——g relativ zur X-Achse bewegt.

Der Plattenabstand sei 4.

Wir fiilhren nun in bekannter Weise dimensionslose Variable

ein durch den Ansatz:
%

v
U—=, D=E, t—=—1

_Zz -9y
% ’ é:_h’ =4

=8|

und setzen wegen der Divergenzbedingung:

— % %
Ty’ T8
Dann folgt aus (1) (R==Reynoldssche Zahl):
) op 0 op 0 1
— 4 ——Ap— ——Ado=—_ddp. . . . (2
0t P T onaE Y 2o T ROV @)

Bis hierher gilt alles ganz allgemein.

Zur turbulenten Strémung speziell wollen wir nun folgender-
maflen gelangen:

Wir zerlegen die Geschwindigkeit entsprechend den experimen-
tellen Ergebnissen iiber die Turbulenz in zwei wesentlich verschie-
dene Teile: der eine gibt die mittlere Geschwindigkeitsverteilung
— hat also nur eine X-Komponente — und soll mit u, = w (v, = 0)
bezeichnet werden. Der andere stellt die dieser Geschwindigkeits-
verteilung iiberlagerten Schwingungen dar und soll als rein perio-
disch und harmonisch in & und t betrachtet werden. Mathematisch
bedeutet dies: Wir nehmen die turbulente Bewegung als periodisch
in & und t an, entwickeln ¢, u und v dementsprechend in eine
Fourierreihe und behalten in erster Ndherung von dieser Fourier-
reihe nur die ersten beiden Glieder — das konstante und das rein
harmonische — bei. Eine exakte Behandlung des Turbulenzproblems
hat natiirlich auch die héheren Fourierglieder mit zu beriicksichtigen.
Doch 14fit gerade das experimentell bekannte Bild der turbulenten
Bewegung vermuten, daB die Fourierreihen gut konvergent sind?).

Wir setzen also:

@ =go(n) + ¢ g, (n) e, ) .. .. (3)

Das konjugierte Glied muBten wir hinzufiigen, um ein reelles ¢ zu
erhalten; fiir ¢, gilt:

%0 _

&
Setzt man diesen Ansatz fiir ¢ in (2) ein und vergleicht gleiche

) Dieser Ansatz findet sich schon bei Noether (Jahresber. der deutschen
Math.-Ver. 23, 1914, 8. 138), jedoch ohne ins Einzelne gehende physikalische
Folgerungen.
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Potenzen von et@s-#0 guf beiden Seiten, so ergeben sich die beiden
grundlegenden Differentialgleichungen:

"y

P, ‘_0‘2(771”_‘}"“4(771:’:'“'13I:(w—g>(¢1”—‘“e¢1)_w”q’1} . (4)

w”l = iaR (al qjl”’ - 61’” (pl —i_ al’ qJIH - (pl, al”) ot (5>
Letztere Gleichung (5) lifit sich noch zweimal integrieren und liefert:
w=i-cR(@,e'—@/ ¢)+d+6,-n;. . . . (6

0 und §, sind die Integrationskonstanten, 4, ist jedoch =0 zu
setzen; aus (1) folgt ndmlich, daB »” am Rand verschwindet (dies
ist nur bei der Couetteschen Anordnung der Fall, wo am Rand

0 . . .
B_Z:O ist; dagegen ist z. B. bei der Stromung des Wassers in

Rohren ein Druckgefille vorhanden. Da nun am Rande auch ¢,
und ¢,” verschwindet (wegen u==0 und »=0), so folgt, daf} in

v =iek (g, 9," — ¢," p,)+ 0,
tatsdchlich d, =0 zu setzen ist.

Zur Integration der beiden simultanen Differentialgleichungen (4)
und (6) kann ein Naherungsverfahren etwa in folgender Weise ver-
sucht werden: Wir wissen, dafl w um
den Punkt =0 schiefsymmetrisch ist
und wir kennen fiir y = + % die Grenz-
bedingungen. Also entwickeln wir etwa
@, und w in der Umgebung von =0
und % = = 1 nach Potenzen von # und
suchen so Niherungen fir die Losungen Hord
zu bekommen, deren Konvergenz aller-
dings zundchst ganz ungewil} ist.

Das Aneinanderfiigen der beiden von
5= 0 und =} kommenden Naherungen
goschieht durch die Bedingung, daf an
der betreffenden Stelle, wo die Ndherungen ineinander iibergehen sollen,
@, ¢, @, und @,” und w stetig sein miissen. Die Stetigkeit der
iibrigen Differentialquotienten von ¢, und w folgt dann aus (4)
und (6). Durch die Grenzbedingungen w= +; fiir y= 4§ und
@, =@, =0 fir =+ } werden jetzt ¢, und w eindeutig fest-

Abb. 1.

2
gelegt, wenn ¢ und R gegeben sind.

Aus den SchluBresultaten, die diese Néherungsrechnung liefert,
sei folgendes Wichtigste hervorgehoben:

1. Das Geschwindigkeitsprofil w weicht vom laminaren Profil wq
wesentlich ab und schmiegt sich mit wachsendem R immer mehr den
Winden der Fliissigkeit an. Die Gesamtenergie der Fliissigkeit ist
bei der turbulenten Bewegung geringer, als bei der laminaren.

2. Im mittleren Teil des Flissigkeitsstromes, in dem w merk-
lich linear in # geht, vollziehen sich die Bewegungen — in Uber-
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einstimmung mit der Prandtlschen Grenzschichttheorie — ganz wie
in einer reibungslosen Fliissigkeit. Der EinfluB der Reibung macht
sich erst in der unmittelbaren Ndhe der Winde geltend. Hier sind
auch die der Grundstromung iiberlagerten Wirbelgeschwindigkeiten
am grofiten.

3. Nicht fiir alle Werte der Reynoldsschen Zahl ist die turbu-
lente Stromung mdoglich. Unterhalb eines gewissen Wertes von R
konnen sich iiber das Grundprofil w keine ungedimpften Schwin-
gungen mehr iiberlagern, alle vorkommenden Stérungen wiirden ab-
klingen. Die angedeutete Néherungsrechnung liefert fiir diesen kriti-
schen Wert

R~ 1560.

Alle diese Ergebnisse stehen in Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung.

Am SchluB sei aber noch hervorgehoben, daB wir allen Grund
haben, die Resultate mit groBer Vorsicht aufzunehmen, solange die
Konvergenzbeweise fiir die angewandten Niherungsverfahren aus-
stehen. Zunéichst scheint mir der Wert der Resultate im wesent-
lichen nur darin zu liegen, daf sie die Hoffnung bestirken, daB
der zur Behandlung des Turbulenzproblems eingeschlagene Weg
richtig ist.

Anm. bei der Korrektur. Einen sehr viel allgemeineren Uber-
blick iiber die Losungen von (4) und (6) gewinnt man durch die
Anwendung der asymptotischen Formeln fiir die Integrale von (4),
wie sie z. B. im Spezialfall w=y® g =0 Blumenthal L c. ver-
wendet hat. Man kann dann allgemeine Kriterien dafiir angeben,
wann ein Profil ungedampfte und labile Schwingungen zuliBt und
wann nicht, und kann fiir die labilen Profile die kritische Reynoldssche
Zah] berechnen. An den obigen Resultaten indert sich qualitativ bei
Anwendung dieser Methoden nichts; es zeigt sich aber, daB man, um zu
einigermafBlen sicheren quantitativen Ergebnissen zu gelangen, wenig-
stens noch ein weiteres Glied der Fourierreihe (3) zu beriicksichtigen
hat; hierdurch wird die Moglichkeit, durch Aneinanderfiigen der
von der Mitte und von den Réndern kommenden Lésungen in der
oben beschriebenen Weise eine gute Niaherung fiir die Losung von (4)
und (6) und die Reynoldssche Zahl zu erhalten, in Frage gestellt.
Die GroBenordnung der kritischen Reynoldsschen Zahl bleibt aber
jedenfalls erhalten. (Die ausfiihrliche Veroffentlichung erscheint dem-
nichst in den Ann. d. Physik.)



Ein Versuch zur Abschitzung des turbulenten
Stromungwiderstandes.

Von J. M. Burgers in Delft (Holland).

Mehrfach ist die Meinung ausgesprochen worden, da8 die tur-
bulente Bewegung einer Fliissigkeit ,statistisch“ betrachtet werden
muB, ohne daB jedoch diese Ausdrucksweise niher bestimmt wurde.

Eine statistische Behandlung muB darauf hinauskommen, dafl
man anstatt der genauen Bewegungsgleichungen fiir die wirklichen
Bewegungen nur eine oder mehrere Gleichungen verwendet, welchen
der mittlere Bewegungszustand geniigen soll, wodurch er aber nicht
eindeutig bestimmt wird, und daB man daneben einen Ansatz for-
muliert, mit dessen Hilfe man

die mittlere Hiufigkeit der Be- A
wegungen bestimmen kann. >3
Man betrachte z. B. die ein 4

fache Couettesche Stromung
zwischen zwei parallelen ebenen
Winden, und es wird die eine A

BN P
Wand mit einer Kraft 8 pro
Flacheneinheit nach rechts, die
andere mit der gleichen Kraft TIITTTIITTIIITITITTITIIT
nach links gezogen, so daB sie 14
sich mit entgegengesetzt gleichen A —
Geschwindigkeiten =+ 1V bewe- Abb. 1.
gen. Man fragt nun — nach-
dem die Turbulenz einmal eingetreten ist — nach der mittleren

Stromungsgeschwindigkeit U als Funktion von gy, und insbesondere
nach dem Zusammenhang zwischen V und S.

Es seien %, v die momentanen Werte der turbulenten Zusatz-
geschwindigkeit, und es werden zeitliche Mittelwerte wie iiblich durch
einen Strich angedeutet; dann gelten die folgenden allgemeinen Glei-
chungen (welche von Reynolds und Lorentz abgeleitet worden sind):

aUu

—=2_8 we .. .. .. ... (
o My +ouv 1)

_dU =
fdy(guv@—}—,u{”)zo.v N )|

—b/e
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Darin ist: u == Koeffizient der inneren Reibung; o= Dichte;

dv du

T dr  dy
selbt den Wert 17V, bzw. — 17, annimmt)?).

Die 1. Gleichung ist die Bewegungsgleichung fiir die Haupt-
bewegung; die 2. sagt aus, daB die Energie, welche in der Zeit-
einheit von der Hauptbewegung auf die Nebenbewegung iiber-
tragen wird, gleich ist dem Energieverlust, welche die letzteren in-
folge der inneren Reibung erleidet. Eliminiert man U aus (2), so
erhélt man:

(u, v verschwinden an beiden Winden, wihrend U da-

+b/2

_bf/dy{e‘*(W)2+QS(W)+#“’?}=0-- ENG))

Daneben sollen % und v der Kontinuitdtsgleichung geniigen:

du  dv
und die schon genannten Randbedingungen erfiillt sein:
u=v=0 ... ... ... .. (5

an beiden Winden.

Die Gleichungen (3) bis (5) geniigen nicht, um w» und v oder
auch nur den Wert von % v (den man zur Integration der Gleichung (1)
braucht), zu bestimmen. Man kann nun versuchen die Lésung der
(nicht angeschriebenen) vollstindigen Gleichungen fiir » und v zu
umgehen, indem man bestimmte, den Randbedingungen (5) genii-
gende, Wirbelverteilungen annimmt. Bei jeder angenommenen Wirbel-
verteilung kann man nach Gl (1) und (3) die zugehdrigen Werte
von § und ¥, und den Widerstandsbeiwert C=S/oV? berechnen.
Hitte man nun einen verniinftigen Ansatz zur Bestimmung der
relativen Haufigkeit aller méglichen Wirbelverteilungen, so wiirde
es prinzipiell moglich sein, den wahren Wert von C durch statistische
Mittelbildung abzuleiten.

Die Durchfiihrung dieses Gedankens stoB8t auf die Schwierigkeit:
wie soll man die allgemeinst mogliche Wirbelverteilung in elementare
Wirbelfelder zerlegen? Die Gleichung (3) (welche nicht homogen ist
in den Geschwindigkeiten » und v) gibt dazu nicht die Mittel, welchen
sonst bei Bewegungen die linearen Differentialgleichungen geniigen,
durch die Eigenfunktionen geliefert werden. Es ist mir nur ge-
lungen, zwei einfache Typen von Wirbelfeldern zu konstruieren, welche
zusammengesetzt sind aus schiefen, elliptischen Wirbeln, wie sie von
Herrn Lorentz verwendet sind in einer Untersuchung iiber die Ent-
stehung der Turbulenz?). Da die Umlaufgeschwindigkeit der Stro-
mung in diesen Wirbeln am Rande auf Null sinkt, konnen die

1) Bei der skizzierten Anordnung ist W% eine negative GroBe.

?) Lorentz, H. A.: Abhandl. iiber theoretische Physik Bd. 1, S.48—52. —
Die Verteilung der Umlaufgeschwindigkeiten ist gegeniiber der von Lorentz
verwendeten etwas abgeiindert.



Ein Versuch zur Abschitzung des turbulenten Stromungwiderstandes. 145

Wirbel die Winde des Kanals beriihren, ohne da8 Gl. (5) ver-
letzt wird.

Man kann nun z. B. lauter gleiche Wirbel annehmen, welche
gleichmiBig iiber die Stromung verteilt sind. Die GroBe — uv er-
hilt dann einen Wert, welcher iiber den ganzen Querschnitt konstant
ist, mit Ausschlufl zweier ,Grenzschichten entlang den Winden,
welche Schichten eine Dicke haben gleich dem Durchmesser D der
Wirbel (quer zur Richtung des Kanals gemessen). In diesen Grenz-
schichten sinken #, v und —%v bis zu Null herab (die Turbulenz
verschwindet hier) — Auch kann man Wirbel derselben Gestalt,
aber ungleicher Abmessungen annehmen, und zwar mit Durch-
messern D, welche von der Kanalbreite b bis zu einem gewissen
Minimalwert D, herabgehen. Bei einer passend gewihlten Lagerung
und Intensitidtsverteilung erhilt — wv wieder einen konstanten Wert,
auBerhalb zweier Grenzschichten von der Dicke D).

Berechnet man fiir beide Fille den Beiwert C, so zeigt es sich,
daB C Funktion ist von D, beziehungsweise D,. Aus Mangel an
einem Prinzip zur Bestimmung von D habe ich mich vorldufig nach
einem Vorschlag des Herrn von Karméan begniigt, zu berechnen,
fir welchen Wert das Maximum von C eintritt. Man findet:

Fall 1: D=29,7b R~z
C—0,027 R~ e
(wo R==Reynoldssche Zahl = Vbo[u) also § pro-
portional zu V-,
Fall II: D,=—522bR~1;
C=000185 . . . . . ... ... ..... (™
also: § proportional zu V2

(6)

Bekanntlich liegt der wirkliche Wert von C zwischen den
Werten, welche die Formeln (6) und (7) ergeben: nach von Kar-
mans Betrachtungen iiber das Verhalten von U(y) in der Nihe
einer Wand?), erhilt man:

¢ = 0,008 R—"s.

Die hier angedeuteten Berechnungen sind ausfiihrlich entwickelt
in einer Mitteilung; welche in den ,Verslagen der Kon. Akademie
van Wetenschappen te Amsterdam® erschienen ist?).

1) v, Kérman, Th.: Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, 8. 233. 1921.
?) 1. ¢. Bd. 32, 8. 574. 1923.

v.K4armédn—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 10



Uber die Oberflichenreibung von Flissigkeiten.

Von Th. v. Kdrman in Aachen.

1. Problemstellung. Die Frage nach der Oberflichenreibung
der Fliissigkeiten wird in der technischen Praxis zumeist in folgen-
der Weise gestellt:

Eine Fliissigkeit stréme mit der Relativgeschwindigkeit U an
einer festen Wand vorbei. Wie groBl ist die Reibungskraft fiir die
Flicheneinheit bzw. die von der Flissigkeit auf die Wand iiber-
tragene Tangentialspannung?

Setzt man die Tangentialspannung — &hnlich wie es in der
Hydraulik fiir den Normaldruck geschieht — proportional der Gréfe

U2
73 g
so kénnen wir schreiben:

(y=spez.Gewicht der Fliissigkeit, g— Beschleunigung der Schwere),

U‘J
T:Cf}’ﬂ, e e e e e e e e (1)

wobei die dimensionslose GroSe ¢, schlechthin als Reibungskoeffizient
bezeichnet wird. In der Technik nimmt man zumeist an, daf} der
Beiwert ¢, von der Beschaffenheit der Fliissigkeit (Zshigkeit und
Dichte), von der Beschaffenheit der Oberfliche (Rauhigkeit) und
evtl. von der Geschwindigkeit U abhingt.

Wenn man Erfahrung und Theorie genauer priift, so gelangt
man indessen zum Ergebnis, daf eine solche GroBe c., welche fiir
das Flichenelement unabhingig von der Gesamtanordnung gelten
soll, nicht existiert, sondern im allgemeinen das gesamte Stromungs-
bild und die Lage des Flichenelementes in der Gesamtanordnung
fiir die Reibungskraft am Einzelelement mafgebend ist.

In den folgenden Ausfiihrungen wird versucht, jene Probleme
kurz zusammenzustellen, in welchen diese Aufgabe mit einigem Er-
folg bisher in Angriff genommen wurde.

2. Reine Reibungsstromung. VerhiltnismaBig einfache und mit
der Erfahrung gut tibereinstimmenden Ergebnisse erzielte die hydro-
dynamische Theorie in jenen Fillen, in welchen die Trigheitskrifte
gegen die Reibungskrifte im ganzen Bereich der Fliissigkeit als ver-
nachlissigbar klein angenommen werden dirfen. Solche Stromungs-
zustinde, welche lediglich durch das Gleichgewicht zwischen den
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Druckkréiften und der inneren Reibung bedingt werden, bezeichnen
wir als reine Reibungsstromung, im Gegensatz zu den Stro-
mungszustdnden, fiir welche das Zusammenspiel der Trigheit und
der Reibung mafligebend ist.

Die wichtigsten Fille reiner Reibungsstréomung sind:

a) Schmiermittelreibung, d. h. die Bewegung verhiltnis-
mafig ziher Flissigkeiten zwischen Flachen, welche in geringer
wechselseitiger Entfernung gegeneinander bewegt werden. Ins-
besondere ist die Reibungsstrémung zwischen bewegten parallelen
Flichen (z. B. Spurlager) und zwischen Voll- und Hohlzylinder (Hals-
lager) behandelt worden. Die Ergebnisse der Berechnung sind im
allgemeinen in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Die Diskre-
panzen sind zweierlei Natur:

«) Unstimmigkeiten werden dadurch verursacht, daB man die
Zufithrung und Abfiihrung des Schmiermittels irgendwie idealisieren
muBl, wodurch die unmittelbare Anwendbarkeit der theoretischen
Rechnung fiir die Praxis beschréinkt wird?*).

p) Eine Diskrepanz ernsterer Natur ist experimentell fest-
gestellt worden bei Wiederholung der Versuche mit verschiedenen
Olsorten und bei verschiedenen Temperaturen. Es wurde in einigen
Fillen festgestellt, daB die gemessenen Krifte den Gesetzen der
mechanischen Ahnlichkeit nicht geniigend genau gehorchten?). Hieraus
mufl man schliefen, daB auBer der Zshigkeit, welche als einzige
physikalische Gréfe in die Rechnung eingeht, weitere Material-
eigenschaften maBgebend sind. Diese Diskrepanz kann vielleicht
dadurch aufgeklart werden, dal die Theorie eine unbeschrinkte
Adhésion zwischen Schmiermittel und Wand, d. h. ein vollstindiges
Haften der Fliissigkeit annimmt, widhrend dies nur so lange richtig
ist, als die Molekiile oder die Molekelkomplexe gegen den Gitter-
abstand im festen Korper klein sind. Bei verhdltnismaBig groffen
Molekelkomplexen kann Gleiten auftreten. Hiefiir spricht, daB auf-
fallende Unstimmigkeiten gerade bei Olsorten aufgetreten sind (z. B. bei
Voltolsl), welche aus mittels eines elektrischen Verfahrens vergroBer-
ten Molekelkomplexen bestehen. Die neueren Forschungsergebnisse
zeigen indessen?®), daf zwischen geschmierten Flichen zwei ganz ver-
schiedene Reibungsarten auftreten: einerseits die Schmiermittel-
reibung in engerem Sinne, wobei zwischen den Fléchen eine den
hydrodynamischen Gesetzen unterworfene Fliissigkeitsschicht besteht,
und andererseits die Reibung zwischen adsorbierenden Flichen, bei
welcher eine Fliissigkeitshaut von molekularer Dicke sich auf die Fliche
legt und die Wirkung hervorruft, als wenn die Flichen hochpoliert
wiren. Fir die Verminderung der Reibung ist in dem letzteren
Falle nach den Versuchen das Molekulargewicht von groem EinfluB3,

1) Vgl. z. B. Sommerfeld, A.: Z. techn. Phys. 1921, 8. 58; Giimbel:
Z. techn. Phys. 1922, S. 94, beide mit vielen Literaturangaben.

2) Biel: Z. V. d. 1. 1920, S. 447 u. 483.

3) Vgl. z. B. Stanton, Air congress, London 1223.

10*
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b) Strémung in Kapillaren. Fiir ein Rohr mit konstantem
Querschnitt liefert die hydrodynamische Theorie einen stationiren
Stromungszustand, bei welchem die Trigheitskrifte keine Rolle
spielen. Die entsprechende Geschwindigkeitsverteilung nennen wir
die Poiseuillesche; die Reibungskrifte an der Wand sind durch
den Wert

du
Tzﬂ@...........(2)

<%=Gefﬁl]e der Geschwindigkeit an der Wand senkrecht zu der-

selben, u= Reibungskoefﬁzient-) gegeben und konnen auf Grund

der Geschwindigkeitsverteilung ermittelt werden. Der Reibungs-
widerstand bzw. der Druckabfall ist mithin proportional der mittle-
ren Durchstromgeschwindigkeit oder der Durchstrdmmenge. Dieses
Widerstandsgesetz nennen wir das lineare oder Poiseuillesche
Gesetz.

Eine Abweichung vom linearen Widerstandsgesetz erhilt man,
wenn die Geschwindigkeitsverteilung léngs des Rohres nicht kon-
stant ist, wenn z. B. die Fliissigkeit mit iiber den Querschnitt nahe-
zu gleichméBiger Geschwindigkeitsverteilung eintritt und die
Poiseuillesche Verteilung erst nach Durchschreiten einer , Anlauf-
strocke“ sich entwickelt. Dieser ,, Anlaufeffekt“ kann indessen durch
Energiebetrachtungen unschwer beriicksichtigt werden (vgl. die Theo-
rie der Zahigkeitsmesser)?).

Eine wesentliche Diskrepanz bedeutet hingegen die Erfahrungs-
tatsache, daB die Poiseuill esche Geschwindigkeitsverteilung — ob-
wohl sie stets eine exakte Losung der Bewegungsgleichungen fiir
zéhe Fliissigkeiten darstellt — oberhalb eines kritischen Wertes der

sog. Reynoldsschen Kennzahl R:U“‘) (U = mittlere Durchflufi-

geschwindigkeit, ¢ = Dichte, y:Zﬁ,hig{eit der Fliissigkeit, r-—eine
zweckmiBig gewdhlte lineare Querschnittsabmessung, z. B. der
hydraulische Halbmesser) durch eine nicht stationire Geschwindig-
keitsverteilung ersetzt wird. Diesen Strdmungszustand, welcher als
quasistationéir bezeichnet werden kann, nennen wir den turbulen-
ten. Er ist dadurch gekennzeichnet, daB die Geschwindigkeit an
einer bestimmten Stelle einen stationiren Mittelwert hat, welcher durch
unregelméBige Schwankungen von bestimmter GroBe iiberlagert wird.
Die ortliche Verteilung des stationdiren Mittelwertes ist indessen
von der Poiseuilleschen wesentlich verschieden. Wihrend niam-
lich bei der Poiseuilleschen Stromung die Schubspannung in bezug
auf ein Flichenelement der xz-Ebene (z = Stromrichtung) gleich

1) Z. B. v. Mises, R.: Phys. Z. 1911, 8. 812; Schiller, L.: Z. techn.
gh)gyg. 1921, 8. 50, Z. ang. Math. Mech. 1922, S. 96, Z. techn. Phys. 1922,
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T= y?—y— ist, tritt bei der turbulenten Strémung zu der Reibungs-
9y

kraft ,u% (% = mittlere Geschwindigkeit) die Impulsiibertragung

durch die Schwankungen, so daB wir setzen miissen:
ou -
=p—— N €
T=pg s uY (3)

wobei uv den zeitlichen Mittelwert des Produktes bedeutet (u, v Ge-
schwindigkeitskomponenten in der z,y-Richtung). Der Mittelwert
%v ist im allgemeinen negativ, so da die Kraftiibertragung inten-
siver ist, als nach dem Poiseuilleschen Gesetz dem Geschwindig-

keitsgefille gl entsprechen wiirde.

c) Widerstand bewegter Korper in Fliissigkeiten bei
sehr geringer Reynoldsscher Kennzahl. Bezeichnen wir als

Kennzahl die GroSe gfl-g, wobei ¢ und p die friihere Bedeutung

m
haben, U indessen die Geschwindigkeit des bewegten Korpers, d eine
lineare Abmessung des Korpers bezeichnen, so darf man den Stro-
mungszustand bei sehr kleinen Werten von R (z. B. bei sehr kleinen
Abmessungen und sehr kleinen Geschwindigkeiten) bis zu Ent-
fernungen, welche gegen die Abmessungen des Korpers sehr gro8 sind,
als reine Reibungsstrémung ansprechen. Mit dieser Annidherung er-
hilt man das sog. lineare Widerstandsgesetz von Stokes; der
Widerstand ist die Resultierende der Reibungskréifte an der Ober-
fliche und ist proportional der ersten Potenz der Geschwindigkeit.

Wihrend bei der Stromung in einem Rohr die Giiltigkeit des
linearen Gesetzes mit einem Umschlag in einen anderen Stromungs-
zustand aufhoért, geht das lineare Widerstandsgesetz bei wachsendem
R allmihlich in ein angendhert quadratisches iiber, da der EinfluBl
der vernachlissigten Trigheitskrifte allmdhlich zur Geltung kommt.
Zum Reibungswiderstand kommt der Formwiderstand, d. h. ein An-
teil bestehend aus der Resultierenden der Normaldriicke hinzu. Es
ist jedoch zu bemerken, daB bei wachsender Kennzahl auch der
Reibungswiderstand selbst stirker als mit der ersten Potenz der
Geschwindigkeit zunimmt, weil fiir die Reibungskrifte an der Ober-
fliche auch das Zusammenspiel der Trégheit und Reibung in der
Fliissigkeit mafgebend ist.

3. Zusammenspie] der Reibung und Trégheit. Wenn weder
die Trigheits- noch die Reibungskréfte vernachlissigt werden konnen,
stoBt die Ermittlung des Stromungszustandes im allgemeinen auf
betrichtliche, bisher nur in vereinzelten Fillen iiberwundene mathe-
matische Schwierigkeiten. Immerhin hat man in folgenden Fillen
brauchbare Ergebnisse erhalten:

a) In einzelnen seltenen Fillen gelingt es, exakte Losungen der
Bewegungsgleichungen mit Beriicksichtigung der Tragheit und der
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Reibung anzugeben. Hierzu gehdrt die ebene Stromung zwischen
geradlinigen, konvergenten oder divergenten Wianden, ferner die Be-
wegung, welche durch die Rotation einer unendlich ausgedehnten
ebenen Scheibe erzeugt wird.

b) In manchen Fiéllen darf man annehmen, daf die Reibungs-
kréfte nur in unmittelbarer Ndhe der Wand die Strémung wesent-
lich beeinflussen. In diesen Féllen fithrt die von L. Prandtl an-
gegebene Annahme einer ,Grenzschicht® und angendherte Losung
der Bewegungsgleichungen zu brauchbaren Aufschliissen iiber Ge-
schwindigkeitsverteilung und Krifte.

‘Die Giiltigkeit der Berechnung ist in beiden Fillen durch den
Umstand beschrinkt, da — &hnlich wie bei der Strémung durch
ein Rohr — jenseits einer kritischen Kennzahl die stationire oder
langsam veréinderliche Stromung durch eine nichtstationdre, pulsie-
rende ersetzt wird, welche wir schlechthin auch in diesem Falle als
turbulente Stromung bezeichnen. Eine richtige Theorie dieser
Stromungszustinde ist bisher nicht vorhanden. Eine halb empirische
Theorie erlaubt die Ubertragung der Gesetze zwischen verschiedenen
geometrischen Anordnungen und hierdurch eine Ermittlung der Ab-
héingigkeit der Krifte von Geschwindigkeit und Abmessungen.

4. Beispiele exakter Lisungen.

a) Herr Hamel®) hat sich die Frage gestellt, unter welchen Be-
dingungen die Stromlinien einer Potentialstrémung mit jenen einer
Strémung, welche die exakten Bewegungsgleichungen einer zihen
Flissigkeit befriedigt, iibereinstimmen. Von diesem Gesichtspunkt
ausgehend, fand er eine Reihe von exakten Losungen, unter welchen
die Strémung zwischen geraden Winden oder die Quellen- und
Senkenstromung mit Reibung besonderes Interesse verdient.

Die Fliissigkeit sei durch zwei gerade Linien 4 — =+ « begrenzt;
wir nehmen geradlinige Stromlinien an und setzen entsprechend der
Kontinuitét fiir die radial gerichtete Geschwindigkeit v,

0, =L,

r 7

(4)

Alsdann liefern die Bewegungsgleichungen fiir die Funktion f die
Differentialgleichung

mf+§w+4m=0........ (5)
oder integriert mit der Integrationskonstante A

f‘=+g<f*'+4f)=A. C e .. (5a)

Zu dieser Gleichung kommen die Randbedingungen f=0 fiir
== = «; die Fliissigkeit haftet an den Winden.

1) Hamel, G.: Jahresbericht der Math. Ver. 1916, S. 34.
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Die Loésung ist mit Hilfe von elliptischen Integralen explizite
aufzustellen. Thre Diskussion liefert folgende Ergebnisse:

Als Kennzahl konnen wir das Produkt der mittleren Durch-
stromgeschwindigkeit mit der Bogenldnge eines Kreisbogenquer-

schnittes, dividiert durch die kinematische Zahigkeit —‘lf, einfiihren.

Diese Grofle ist, infolge der Kontinuitdt fiir alle Querschnitte gleich.
Bei geringen Kennzahlen erhalten wir eine Geschwindigkeitsver-
teilung, welche der zwischen zwei parallelen Winden bestehenden
Poiseuilleschen analog ist. Fiir kleine Winkelofinungen « geht
diese Verteilung in die parabolische, d.h. in die Poiseuillesche,
iiber. Bei wachsender Kennzahl miissen wir zwei Fille unterscheiden:
die konvergente Diise (Senkenstrémung) und die divergente Diise
(Quellenstromung).

Im ersten Falle wird die Geschwindigkeitsverteilung mit wachsen-
der Kennzahl immer gleichméBiger; der Abfall der Geschwindigkeit
erfolgt nur in unmittelbarer Nihe der Wand. Fiir grofle Kennzahlen
erhalten wir fiir die Geschwindigkeit als Funktion des Winkels
@ =a— ¥, mit v, als Geschwindigkeit in der Mitte:

I
senlze}Erasl
wobei die Konstante ¢ durch die Gleichung

R 2
w)ie=)s

bestimmt ist und R die Kennzahl im obigen Sinne R =

7 7
bedeutet (@ = Durchstrommenge). Man sieht, da8 der Winkelbereich, in

Qe A 2%4r0

L, 1 . .
welchem v, vonv merklich verschiedenist, mit W proportionalabnimmt.

Im zweiten Falle weicht die Geschwindigkeitsverteilung von der
Poiseuilleschen in entgegengesetztem Sinne ab. Die Geschwindig-
keitsunterschiede nehmen zu: die DurchfluBmenge konzentriert sich
in der Mitte. Wir kommen zu einer Kennzahl, bei welcher an der
Wand %%:O wird. Wenn wir diese Kennzahl iiberschreiten, gibt
es nur solche Losungen, bei welchen teilweise eine Riickstromung
stattfindet. Und zwar haben wir bei gleicher Kennzahl, d. h. bei
gleicher DurchfluBmenge, drei Losungen, bei welchen v, an der Wand
verschwindet: eine symmetrische und zwei -asymmetrische. Wir
konnen so sagen: Der Strahl schiefit entweder in der Mitte durch
oder aber er legt sich auf die linke bzw. rechte Seite. Lassen wir
die Kennzahl weiter wachsen, so nimmt die Anzahl der Bereiche mit
entgegengesetzter Stromungsrichtung und die Anzahl der gleichzeitig
moglichen Loésungen weiter zu.
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Man sieht an diesem lehrreichen Beispiel, daBl die Stromung
gegen das Druckgefille wesentlich anders verlduft als die Strémung
in der Richtung des fallenden Druckes. In dem ersten Falle geniigt
die geringste Reibung, dafl die Stromung von der Potentialstrémung
im ganzen Bereich wesentlich abweicht; in dem zweiten Falle weicht
die Stromung von der reibungslosen Strémung nur in der Ndhe der
Wand ab.

b) Reibung rotierender Scheiben. Wir stellen uns folgende
Aufgabe?):

Die Fliissigkeit sei durch die Ebene =0 begrenzt; dieselbe
drehe sich um die z-Achse mit der Drehgeschwindigkeit w. Es ist
die Bewegung der Fliissigkeit in dem Raume x>0 zu bestimmen,
und zwar unter der Bedingung, daB die Fliissigkeit an der rotieren-
den Wand haftet.

Bezeichnet man die Komponente der Geschwindigkeit in der
Rlchtung der Rotationsachse mit v,, die beiden Komponenten in
einer hierzu senkrechten Ebene (die Radial- und die Umfanggeschwin-
digkeit) mit », und v,, so sieht man unmittelbar, dal die Bewegungs-
gleichungen gelijst werden durch den Ansatz:

L))
v, =19(%)
v, =h ()
Gleichzeitig wird der Druck p nur eine Funktion der Koordinate x
allein.

Man erhilt alsdann drei gewohnliche Differentialgleichungen
fir f(z), g(x) und h(x), welche wie folgt lauten:

(7)

ROf _pdf
2 2
g+dx gdyz:2

udg 8
2f+d:c o A S €))
dh

Diese Gleichungen konnen numerisch oder graphisch gelost
werden und man gelangt zu folgenden Ergebnissen:

Die Fliissigkeit wird von einer Geschwindigkeit, welche mit der
Entfernung von der Wand abnimmt, mitgenommen und gjeichzeitig
nach auBlen geschleudert. Die Auswirtsbewegung ist an der Wand
Null, nimmt dann rasch zu und wieder ab. Die herausgeschleuderte
Fliissigkeitsmenge wird durch eine Zustromung in der Richtung der
Rotationsachse ersetzt. Die Dicke der Schicht, in welcher die
Rotationsgeschwindigkeit merklich von Null verschieden ist und

1) Vgl. v. Karman, Uber laminare und turbulente Reibung, Z. ang.
Math. Mech Bd. 1, 933 i, 1921; auch Abhandlungen aus dem aerodynamischen
Institut an der Technischen Hochschule Aachen, 1, Lieferung.
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gleichzeitig ein merkliches Herausschleudern der Fliissigkeit vor sich
geht, nimmt mit wachsender Geschwindigkeit ab und zwar pro-

portional der GrdBe -:7 (v ==kinematische Zahigkeit); die in den

Ebenen = konst. gleichférmig verteilte Zustromungsgeschwindigkeit
nimmt dagegen wie Vw» zu. Sie betrigt in groBer Entfernung von
der Wand

v,=—0708Vwr, . . . .. ... (9

x

Mit Hilfe des Satzes vom Drehimpuls liBt sich das Moment
berechnen, welches die Reibungskrifte auf eine aus der Ebene x=0
herausgeschnittene Kreisscheibe vom Radius ¢ ausiiben. Man findet

M=092a'gsv'ee’ ., . . . . . . . (10)

Setzt man andererseits die Reibung nach dem Ansatz (1) mit
einem mittleren Reibungskoeffizienten

e’
T—Cf)/ 29 b
so wirde man erhalten
«
5 2
M:yaszm%dr=%af“g‘" N 6 )

0
Durch Vergleich ergibt sich fir mittleren Reibungskoeffizienten

4-6 1 1.47
€= = 5 ? : (12)
4 7T /e w VR
v
wobei als Kennzahl
p_U_&o
V4 v

eingefiihrt wird.

Diese Formel steht in vorziiglicher Ubereinstimmung mit Ver-
suchen von Riaboutschinsky?). Bei Uberschreitung einer kriti-
schen Kennzahl hort jedoch die Giiltigkeit der Formel auf und tritt
ein schnelleres Wachsen der Reibung mit der Drehzahl ein. [Vgl
Gl (40) und (41).]

5. Die Grenzschichtsmethode von Prandtl. — Beide Bei-
spiele exakter Losungen haben gezeigt, daf der Einflul der Rei-
bung in diesen Fillen auf eine Schicht in der Wandnihe sich be-
schrinkt, deren Dicke mit abnehmender Reibung und zwar wie
Vv gegen Null konvergiert.

L. Prandt] hat diese Erscheinung vor Kenntnis der oben dar-
gestellten exakten Losungen aus den Differentialgleichungen der

1) Veroffentlichungen der aerodyn. Versuchsanstalt in Koutschino, Heft 5.
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zidhen Flussigkeit geschlossen und eine Methode angegeben, um auch
in Féallen, in welchen eine exakte Losung bisher uniiberwindlichen
Schwierigkeiten begegnet, angenéherte Losungen zu finden, indem er
annahm, daB die Stromung aufBlerhalb der erwdhnten diinnen Schicht
durch eine reibungslose Potentialstromung angendhert werden kann.
In den beiden oben dargelegten Beispielen ist dies in der Tat er-
fiillt. In dem Fall der konvergenten Diise ndhert sich die Strémung
mit abnehmender Reibung offenbar der einfachen gleichméBigen
Senkenstromung, wie sie ohne Riicksicht auf das Haften an der
Wand in einer reibungslosen Fliissigkeit erfolgen wiirde; im Fall der
rotierenden Scheibe ist der Grenzzustand fiir verschwindende Reibung
die Ruhe. Es bleibt dann die Aufgabe, die Stromung innerhalb der
diinnen Grenzschicht zu ermitteln; bei dieser Berechnung kann man
jedoch folgende Vereinfachungen sich erlauben:

a) Man vernachlissigt die Differentialquotienten der in Betracht
kommenden Geschwindigkeitskomponenten parallel zur Wandrichtung
gegen die Differentialquotienten senkrecht zur Wandrichtung.

b) Der Kriimmungshalbmesser der Wand wird als groB gegen
die Querabmessung der Grenzschicht angenommen.

c¢) Die Anderung des Druckes quer durch die Grenzschicht wird
vernachléassigt, d. h. der Druck wird dem durch die Potentialstromung
sich ergebenden Druck gleichgesetzt.

Die letzte Annahme bedeutet eine wesentliche Vereinfachung,
weil dadurch der Druck in den Gleichungen als eine bekannte,
eingepriagte Kraft erscheint. Im Falle der ebenen Bewegung hat
man z. B. nur eine Bewegungsgleichung zu integrieren, welche mit
den Vernachldssigungen a) und b) lautet

ou cu 1dp , .

U vgy_ oz Toag . (13)
wobei man statt des im allgemeinen lings der Wand gekriimmten
Streifens einen geraden Streifen in dem rechtwinkligen z, y-System
betrachten kann, in welchem z. B. y =0 die Wand darstellt und p
eine gegebene Funktion von z ist. In der Tat, wenn U (z) die Ge-
schwindigkeitsverteilung lings der Bogenlinge der Wand angibt, so
gilt (bei stationdrer Strédmung) fiir den Druck die Bernoullische

Beziehung: Q—éi -+ p=Xkonst. und daraus — indem wir uns die
Bogenlinge lings der x-Achse abgewickelt denken —

P oril

dv e - (14)

Die Gleichung (13) bestimmt nun zusammen mit der Konti-
nuitidtsgleichung

'ﬁ“—i—x‘:U. e e e e e e .(15)
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die Stromung in der Grenzschicht, wobei als Randbedingungen
folgende Forderungen hinzutreten:

an der Wand y=0, u=v=0,
beim Ubergang aus der Grenzschicht in die AuBenstromung:
Y == 00, u=U(x).
Die Brauchbarkeit dieser Anndherungsmethode ist leider durch

folgenden Umstand stark beschrinkt. Istgg<0, findet mit ande-

ren Worten die Strémung gegen wachsenden Druck statt, so fiihrt die
Berechnung zu dem Ergebnis, daf die Strémung in der Grenzschicht
die Wand verldfit, von der Wand sich abl6st, bzw. von einem be-
stimmten Querschnitt an in der Grenzschicht eine Riickstrémung
auftritt, zumeist verbunden mit einem rapiden Anwachsen der Grenz-
schichtdicke. Dieses Ergebnis ist soweit sehr befriedigend, daB eine
Reihe bekannter Erscheinungen (z. B.
Ablésung am Hinterteil von Wider-
standskoérpern, Stromung in Diffusoren)
dadurch richtig erklirt werden. Es er- 2 “
klart auch, in welcher Weise wir- -

belnde Fliissigkeit von der Wand in - T/
das weitere Stromungsfeld gelangt; ™

gleichzeitig wird aber durch die Ab- 7 L Vi e
16sung das gesamte Stromungsfeld der-

artig abgedndert, dal man von einer R
Potentialstromung im ganzen Bereich z

nicht mehr sprechen kann und damit Abb. 1.

der Anwendung der Prandtlschen

Grenzschichtmethode der Boden entzogen wird. Es steht mit dieser
Ausfithrung im Einklang, da wir z. B. im Falle der exakten Lo-
sung fiir die divergente Diise zu keiner Grenzschicht gefithrt worden
sind, sondern die Gesamtstromung von der Potentialstromung wesent-
lich abweicht.

6. Physikalische Deutung der Grenzschichttheorie. — Der
physikalische Sinn der Grenzschichttheorie wird klar vor Augen ge-
fihrt, wenn man auf die in der Grenzschicht stromende Fliissigkeit
den Impulssatz anwendet.

Ich beschrinke mich auf ebene stationire Stromung. Die Achse
y==0 soll die Wand darstellen (Abb. 1). Statt des allmédhlichen
Uberganges in die Potentialstromung nehme ich eine von x abhidngige
Grenzschichtdicke d (x) an, so daB fir y=0, die Geschwindigkeits-
komponente % in eine bestimmte Funktion U (x) iibergeht. Der Druck
ist lings der Linien x=Xkonst. fiir o <y < 0 konstant und eine
gegebene Funktion p(x) von x. Wir betrachten zwei Querschnitte
¢ und x-}dx. Nach dem Impulssatz ist bei stationdrer Stromung
der UberschuB an ausstrémender BewegungsgroBe gleich der Resul-
tierenden der wirkenden Kréfte.
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Als BewegungsgroBe in der z-Richtung haben wir erstens die
durch den Querschnitt transportierten Impulse

s
szgugdx,
0

zweitens die Impulsmenge, welche durch die Trennungslinie y==¢
eintritt, zu rechnen. Die an dieser Linie eintretende Flumlgkeltsmenge

ist aus Kontinuititsgriinden offenbar —de, falls Q = f udy das

durch den Querschnitt durchstromende Volumen bedeutet die ent-
s

d
sprechende Impulsmenge betrigt o Uﬁ[ f udy] dzx.
0

Wir haben daher, als Impulsiiberschuf, dJ Up Z—f— . Diese GroBe

ist nach dem Impulssatz gleich der Resultierenden aus Druck-
differenz und Reibung an der Wand. Die Druckdifferenz betrigt

—%&Zm, die Reibung an dem Wandelement dx ist gleich

—dru Ou , 8o dafl wir erhalten
o0y/y=0
8

d . dp Bu:l
—oUE —_ o .. . (16
de dy—eU3 f“dy a0~ ”[ay,=o (16)

Man kann nun folgendes Verfahren zur Gewinnung von angeniherten
Resultaten anwenden. Man macht fiir die Geschwindigkeitsver-
teilung in der Grenzschicht, d. h. fiir 0 <y <{J plausible Annahmen,
wobei die Dicke der Grenzschicht d offengelassen wird. Alsdann
liefert die Beziehung (16) eine Bestimmungsgleichung fiir d als
Funktion von z. Es zeigt sich, daB man wenigstens in einfachen
Fillen in dieser Weise zu guten Anniherungen gelangt.

7. Die Reibung an der ebemen Wand. — Wir wollen die so-
eben angedeutete Methode auf die Grundaufgabe zur Bestimmung
der Oberflichenreibung, auf den Fall einer gleichmifBigen Stromung
lings einer ebenen Wand anwenden.

Die gleichférmige Geschwindigkeit in einiger Entfernung von
der Wand sei U. Alsdann folgt aus der Bernoullischen Beziehung

p=konst., d. h. g:% ==0. Als Geschwindigkeitsverteilung wollen wir
eine Parabel annehmen, welche so bestimmt ist, daB fir y=0,
u—0, dagegenfiir y=6, = U und g; =0 wird. Wir kdnnen diese
Bedingungen erfiillen durch den Ansatz:

(20 —y)y
u:U~“62—“—.
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Wir konnen nun die Integrale fudy und f u? dy leicht berechnen
und erhalten: 5

2

0
3

J'ugdyzl—sb U?é.

0

] e
0Ydy=0 6

Wir erhalten daher die Differentialgleichung fiir ¢

Andererseits ist

8 d6 2 _.dd u2U
— =" ... (17
15~ dz 3de e 0 (1)
und daraus

do J2p!

00— 15,7
2 __ anM% 18
0 309U" N 6 £°)

Den Reibungswiderstand einer Platte von der Linge I erhilt
man offenbar, als das Integral der Reibungskrifte von x=0 bis
=1, d. h.

4
2U 4
E=|picdo—= —-U%pthghslta. . . . . . (19
j“a TR (19)
0

Benutzen wir den formalen Ansatz (1), so haben wir
2

_ U
K—nyz—gl. e e e + e o = s . (20)

Durch Vergleich erhalten wir als mittleren Reibungskoeffizienten

s— 2 1 46l
= VT 1,46‘@ Yo oL . (21)

wobei wir R=? als Reynoldssche Kennziffer einfiihren. Es ist

aber zu bemerken, daf im Einklang mit dem in der Einleitung Ge-
sagten man nicht schlechthin von einem Reibungskoeffizienten c,
sprechen kann. Derselbe ist co an der Vorderkante der Platte und

) ]gurch genaue Integration der Grenzschichtgleichungen erhdlt man
_ 13

Cr=——">—.
f‘/R
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nimmt lings der Platte allmdhlich mit wachsender Grenzschichtdicke
ab. Der mittlere Reibungskoeffizient wird dadurch eine Funktion
der Reynoldsschen Kennzahl.

Die Erfahrung zeigt, dal die in dieser Formel enthaltene Art
der Abhingigkeit von der Reynoldsschen Kennzahl wohl fiir kleine
Werte derselben Giiltigkeit hat, wihrend bei groBen Kennzahlen die
Abnahme von ¢, viel langsamer erfolgt. Wie bereits erwéhnt wurde,
wird diese Erscheinung dadurch erklirt, daBl die hier angenommene
stationire (laminare) Beschaffenheit der Grenzschicht fiir grofe
Reynoldssche Kennzahlen nicht zutrifft, sondern eine nur im Mittel
stationdre, turbulente Stromungsart einsetzt. Man wird in dieser
Annahme bestéirkt durch die Beobachtung, daB, wenn man eine
andere Art Reynoldssche Kennzahl aus Geschwindigkeit, kine-
matischer Zihigkeit und Grenzschichtdicke bildet, der Zu-
standswechsel bei Kennzahlen gleicher GréBenordnung, wie bei
Rohren erfolgt. Auf dieser Grundlage kann man iiber die Gesetz-
méiBigkeiten der ‘turbulenten Grenzschicht und der turbulenten Ober-
flichenreibung weitere Aufschliisse gewinnen, wenn man die aus der
Stromung in Rohren gewonnenen empirischen Annahmen auf diesen
Fall dibertragt.

8. Die turbulente Stromung in glatten Roéhrem. — Das
empirische Material iiber den sog. turbulenten oder ,hydraulischen®
Stromungswiderstand ist sehr ausgedehnt und stammt aus Versuchen,
welche iiber ein Jahrhundert sich erstrecken?!). Das Material hat
jedoch nur in den letzten Jahren eine systematische Klarung er-
fahren, weil die Ordnungsprinzipe fehlten. Als solche miissen wir
folgende beiden Grundsitze vor Augen halten:

a) Um zwei Strémungszustinde vergleichen zu kdnnen, miissen
dieselben auf die Reynoldssche Kennzahl bezogen werden.

b) Es muB die Beschaffenheit der Wand (Glattheit, Rauhigkeit)
beriicksichtigt werden. »

Auf die Frage, wie die Rauhigkeit in Betracht gezogen werden
soll, wollen wir spidter zuriickkommen. Der erste Schritt, um iiber
das empirische Material Klarheit zu erreichen, muf3 darin bestehen,
die Versuche, welche den Grenzfall der glatten Wand angenihert
verwirklichen, abzusondern. Alsdann koénnen Versuche mit geo-
metrisch dhnlichen Anordnungen vollstindig iibersehen werden, wenn
man als Ordnungsparameter nach a) die Reynoldssche Kennzahl
einfithrt. Man erhilt dann folgende zwei Hauptergebnisse:

A. Im ausgebildeten turbulenten Zustand ist die Geschwindig-
keitsverteilung in Rohren mit geometrisch &hnlichen Querschnitten,
ahnlich, d. h. das Verhdltnis der Geschwindigkeit an einer Stelle zu
der iiber den Querschnitt gemittelten Geschwindigkeit ist unabhéngig
von der Reynoldsschen Zahl

B. Der Strémungszustand, gemessen an dem Druckabfall, ist

1) Vgl. z. B. Forchheimer: Hydraulik.
g
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sehr gut angenihert mit der “/, Potenz der Geschwindigkeit pro-
portional.

Das Resultat unter B. konnen wir im Einklang mit der tech-
nischen Vorstellung itiber die Oberflichenreibung in folgender Weise

ausdriicken: Denken wir uns iiber den Rohrumfang eine Reibungs-
2

kraft pro cm?® gleich ¢y ;—]— verteilt, wobei U die mittlere Geschwin-
g

digkeit bezeichnet, so ist offenbar Druckgefille mal Rohrquer-
schnitt gleich der Resultierenden der Reibungskriifte iiber den Um-
fang. Wir erhalten daher mit F als Querschnitt und U als Umfang:

dp U?
—Fdx cfy2—gU
oder
dp __ UU
—dx_—cf72gF ’

Rechnen wir den Druckabfall in Fliissigkeitssdule, so ist der Druck-
abfall pro Léngeneinheit

1d Ut 1
he=— L

— ==,y == — e e oo (22
y dz Ce7 > (22)

wobei » den hydraulischen Radius (Verhaltnis der Querschnittsfliiche
zum benetzten Umfang) r = T bezeichnet.

Fiir kreisformige Rohre gilt nun laut B. nach der Zusammen-
stellung von H. Blasius (d = Durchmesser des Rohres)

1029/

so daB wir fir den Reibungskoeffizienten erhalten, indem wir be-

riicksichtigen, daBl der hydraulische Radius r=— —Z betrdagt und

R= rUe als Kennzahl einfiihren:
1
¢, =00859 —.. . . ... ... .(24)
VR
Diese GesetzmiBigkeit vorausgesetzt, kann man — wie zuerst von
Prandtl gezeigt wurde — auf die Geschwindigkeitsverteilung in

der Ndhe der Wand schlieBen, wenn man erstens das empirische
Resultat A. beriicksichtigt, zweitens annimmt, dafl

C. die Geschwindigkeitsverteilung in der Néhe eines Wand-
elementes nur von der Reibungskraft, d. h. der Tangentialspannung
abhéngt, welche an das Wandelement iibertragen wird, nicht aber
von den ubrigen Wandelementen, d. h. von der Querschnittsform.
Diese letztere Annahme ist sicher nicht immer richtig, z. B. in den
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Ecken eines vieleckigen Querschnitts, aber sie ist plausibel fiir alle
Fille, wo der Kriimmungshalbmesser des Querschnittsprofils grof3
ist gegen die Schichtdicke, in welcher wir die Geschwindigkeitsver-
teilung ermitteln wollen,

Unter den angefiihrten Annahmen schlieBen wir auf die Ge-
schwindigkeitsverteilung durch folgenden einfachen Gedankengang:

Wir bezeichnen die Koordinate senkrecht zur Wand mit y, die
Schubspannung an dem betreffenden Wandelement mit . Die Ge-
schwindigkeit in der Entfernung y von der Wand ist dann nach
der Annahme C. nur eine Funktion von r und y, und von den physi-
kalischen Konstanten ¢ und u

=@M TY). - - - . . . . . .(25)

Nun ist nach A. die Geschwindigkeitsverteilung bei verschiedenen
Reynoldsschen Kennzahlen #hnlich, folglich besteht zwischen w«
und 7 eine &hnliche Beziehung, wie zwischen der mittleren Ge-
schwindigkeit U und v. Wir nehmen in Verallgemeinerung von B.
an, daB der Stromungswiderstand, d. h. die Reibungskraft mit der
n-ten Potenz der Geschwindigkeit wichst. Wir haben daher bei
konstanten y, 4 und g, t~u" oder u~7'/# Die Gl (25) muB
daher die Form haben:

u=gy,mQr’™. . . . . . ... .(26)

Diese Formel kann nur dimensionsrichtig sein, wenn die Funktion
g9y, u, o) die Form hat

g (2/, , 0) = Konst. y* uf o?

und mit Beriicksichtigung der Dimensionen von u und o

24 0122 1
9, pu,@)=Konst. y» ~u " on
oder
24 21
u=Konst. y» u mom I/ . . . . . (27

Fir den Spezialfall des Blasiusschen Gesetzes erhalten wir mit

Ja—
n=g
1 1

3 4 1 4
u=Konst.y? u 7 o 7 r7 =Konst. (,;) <E>7 .. . (28)
Die Geschwindigkeit in der Néhe der Wand wichst mit der
1/.-Potenz der Entfernung.
Wir kénnen so sagen: wenn wir die Geschwindigkeit in der Nihe
der Wand nach Potenzen der Entfernung entwickeln, so beginnt die

7,
Entwicklung mit dem Gliede Vy. Andererseits ist die Schubspannung
durch die Geschwindigkeitsverteilung mittels der Beziehung gegeben:

1| u7/4
7= Konst. g » 47 B ¢:1))
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Die so abgeleiteten Beziehungen decken sich gut mit den Be-
obachtungen?). Die Konstanten ergeben sich aus dem empirischen
Material im Mittel wie folgt:

4/q 17
w=sa(3) ()
o 4

e e e e e e (30)
7=10,0225 gv'/4< 7“ ) ]
Vy

9. Die turbulente Oberflichenreibung. Die so gewonnenen
Beziehungen kénnen wir auf den oben behandelten typischen Fall der
Oberflichenreibung iibertragen. Wir behalten die Vorstellung von
der Grenzschicht und die Grundgleichung fiir die Grenzschicht-
dicke bei, indem wir schreiben:

8 L)
i, d
EJ‘M dy~U%fudy——T, e e e s (31)
0 0

wobei 7 die Reibungskraft an der Wand bezeichnet. In Abweichung
von der Laminartheorie setzen wir jedoch einerseits die Geschwindig-

keit proportional \7/5, etwa

17
u=U(~?i>,.........(32)
0
andererseits die Schubspannung nach (30)
U\
t=0,02259v’/4<7_) B 1))
Vy
oder mit Benutzung des Ansatzes (32)
. U’ls
T=0,O225Q’)’/‘—6T/T. e e e e e e (34)

) Genaue Messungen in unmittelbarster Ndhe der Wand zeigen allerdings
einen linearen Verlauf der Geschwindigkeit mit y, d.h. %— ist nicht oo fiir
y =0, sondern geht einem endlichen Mittelwert zu. Dies ist natiirlich,
wenn wir beriicksichtigen, daB streng genommen an der Wand die Bezichung

T==u Z—Z gelten muB. Im Innern der Fliissigkeit kommt zu der Reibungskraft
u Z—Z das Glied — puw zu, so daB bei konstantem = %}g}
Geschwindigkeit) abnimmt¢. Die Abnahme erfolgt wie 1/y*/7. Wir miissen daher
eigentlich so sagen: es gibt drei Bereiche: unmittelbar an der Wand gilt lineares
Anwachsen der Geschwindigkeit (Poiseuillescher Zustand), dann kommt ein
Zwischenbereich (Bereich der /,-Potenz) mit turbulenter Kraftiibertragung, aber
abhéingig von dem Wandelement; schlieBlich in der Mitte des Rohres wirken
alle Wandelemente zusammen.,

v. Kdrmdn—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik, 11

(@ = die mittlere
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Wir berechnen die Integrale in Gl. (31);

3
fudy:%Ué, l
’, : ... . (8B)
fu%dy=gma]
0

und erhalten folgende Gleichung fiir d:

7 dé v \'a
53;:0,0225(%) . e (36)
und daraus
v ’/5
520,37(Tj—x'> L T Y (37)

Die Oberflichenreibung lings der Platte von der Lénge 1 ergibt sich
durch Integration der elementaren Schutzspannungen zu:

W = 0,018 U2l< d )% 38
== U, [4 U_l f e e e e e e ( )
Vergleichen wir diese Formel mit dem allgemeinen Ansatz
_
W= Cf Y Tz—g_ l y
L Ul
go haben wir mit R=—-—, als Reynoldsscher Kennzahl zu setzen:
(4
_ 1
Cf= O,O72*E—T- e e e e e e e (39)
.z, P Die Abbildung 2
Qoos Bl Ferrdarpiis ze'igt die gute Uberein-
Qoo o= zH—f-{ stimmung zwischen Be-
i 77 rechnung und Beobach-
qooz . ] tung, und zwar nicht nur
~ beziiglich der Abhéngig-
GoO1 " ea® e WP 0% +w° sw? Kkeit, sondern auch der
Abb. 2. absoluten GréBe der
Reibungszahl.

In derselben Weise kénnen wir auch den Fall der turbulenten
Oberflichenreibung an einer rotierenden Scheibe durchrechnen?). Wir
erhalten mit a als Scheibendurchmesser fiir das Reibungsmoment
(0 = Winkelgeschwindigkeit)

/s
M =0, 45‘~’<”> N
0,0364 a® w® . (40)
Setzen wir das Moment nach Gl (11)
7w _ a® ot
M=o =7

1) Vgl. Kdrmén: Uber laminare und turbulente Reibung, a.a.O.
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so ergibt sich als mittlerer Reibungskoeffizient
_ 1
Cf=0,058*5“——‘T_"‘ * o o s e o s (41)
a*w

Y4

Die Ergebnisse stimmen mit Reibungsversuchen, welche von
G. Kempf in der Schiffsbautechnischen Versuchsanstalt zu Hamburg
in Wasser durchgefithrt worden sind und in einer Notiz des Herrn
Kempf nachfolgend dargelegt werden, gut iiberein.

10. EinfluB der Rauhigkeit. Die bisherigen Untersuchungen
zeigen folgendes: Wenn man auch von einem , Reibungskoeffizienten
der Oberflichenreibung schlechthin nicht sprechen kann, so kann
man doch fiir jede Anordnung einen ,mittleren Reibungskoeffizien-
ten“ ermitteln, welcher bei glatten Oberflichen nur noch von der
Reynoldsschen Kennzahl abhingig ist. Bei rauhen Flichen ist
dies nur dann richtig, wenn man mit den Abmessungen zugleich auch
die Lingenmafle der Wandrauhigkeit in demselben Verhdltnis wachsen
158t. Hilt man hingegen die Beschaffenheit der Wand fest, so ist
es klar, dal auBler der Reynoldsschen Kennzahl das Verhiltnis
eines Wandrauhigkeitsmafles zu den Abmessungen der Anordnung mit-
bestimmend ist. Man kann z. B. — wie Blasius und v. Mises
fiir den Fall der Stromung durch Réhren und Kanile vorgeschlagen
haben — die Rauhigkeit durch eine bestimmte Lingenabmessung (etwa
mittlere Erhohung der Rauhigkeitselemente) kennzeichnen und das Ver-
haltnis dieser Grofe zu der LéngengroBe bilden, welche in der Kennzahl
vorkommt. Bezeichnen wir dieses Verhiltnis als relative Rauhigkeit,
so kann bei derselben Wandbeschaffenheit der mittlere Reibungs-
koeffizient offenbar nur eine Funktion der Reynoldsschen Kennzahl
und der relativen Rauhigkeit sein. Es treten nun zwei Fragen auf?):

a) Wie ist die Abhéngigkeit des Reibungskoeffizienten bei gleicher
Wandbeschaffenheit von der relativen Rauhigkeit?

b) Geniigen die Parameter, Reynoldssche Kennzahl und relative
Rauhigkeit, wenn man Winde mit verschiedener Beschaffenheit ver-
gleichen will? Mit anderen Worten: 148t sich der Einflull der Rauhig-
keit durch ein LangenmaB ausdriicken?

Wenn die Ordnung des empirischen Materials bereits fiir glatte
Winde schwierig ist, so ist es naturgemiB noch weitaus schwieriger,
im Falle verschieden rauher Winde einen vollstindigen Uberblick zu
gewinnen, Wir wollen uns auf den Fall zylindrischer Rohre be-
schriinken und nur das Prinzipielle zusammenfassen; indem wir die
beiden obigen Fragen zu beantworten suchen.

a) Fassen wir Versuchsergebnisse zusammen, welche auf Wénde
mit exakt gleicher Beschaffenheit sich beziehen, so ist der Reibungs-

koeffizient zu setzen: %
cf=f<R,7>, e e e e (42

1y Vgl. Hopf, L.: Z. ang. Math. Mech. 1923, Heft 5.
11*
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wobei R die Reynoldssche Kennzahl, » den hydraulisohen Radius,
k das Léngenmal der Rauhigkeit bedeutet. Wahlen wir z. B. R als
Abszisge, so erhalten wir eine Kurvenschar fiir verschiedene Werte

von —k— Es ist zunichst zu bemerken, daf3 wahrscheinlich alle Kurven
r

die gemeinsame Eigenschaft haben, daB fiir groie Reynoldssche Zahlen
der Reibungskoeffizient unabhéngig von der Reynoldsschen Zahl wird,
(Reibungswiderstand proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit).
Dieser Zustand wird im allgemeinen um so frither erreicht, je groSer
die relative Rauhigkeit ist. Fiir sehr geringe relative Rauhigkeiten
14Bt sich dieser Grenzzustand allerdings nicht mit absoluter Sicher-
heit nachweisen, da die Versuche nicht bis zu den erforderlichen
Reynoldsschen Zahlen reichen. Der Ubergang von der Laminar-
stromung zu diesem Grenzzustand mit konstanter Reibungszahl ist
fiir verschiedene Rauhigkeitszahlen verschieden: wahrend bei geringen
Rauhigkeitszahlen die Reibungszahl im Ubergangsgebiet mit wachsen-
der Reynoldsscher Zahl stindig abnimmt, findet man bei starker
relativer Rauhigkeit eine Zunahme.

Praktisch wichtig erscheint es, fiir den Grenzwiderstand ¢, = konst.
die Abhéngigkeit der Reibungszahl ¢, von der relativen ]E{a,uhigkeit

k m
zu ermitteln, Setzt man ¢ = konst. (—) , 80 erhalten wir fiir den
r

Druckabfall:

m 2
h==konst. (£> ii,
r/ r 2¢
d. h,
U
h——tkonst.;n??;. e e e e e e e (43)

Fiir Wande mit gleicher Beschaffenheit, d. h. fiir gleiche Werte von
k haben wir daher als empirische Formel (mit einer nicht dimen-
sionsfreien Konstanten )
1 U?

Herr Fromm hat im AnschluB an die Hopfschen Unter-
suchungen') im aerodynamischen Institut der Technischen Hoch-
schule Aachen exakte Versuche mit einer Rinne von viereckigem
Querschnitt (wobei eine viereckige Rinne mit verhéltnismaBig groBer
Breite gewshlt wurde, um den einfachen zweidimensionalen Fall ver-
wirklichen und dasselbe Wandmaterial bei verschiedenen Querschnitts-
abmessungen verwenden zu konnen) durchgefiihrt und erhielt fiir den
Exponenten m?)

m=0,314

1) Hopf, L.: a. a. O. und frither Die Wagserkraft, 1920, Heft 6.
) Fromm, K.: Z. ang. Math. Mech. 1923, § 3839, auch Abhandlungen
aus dem aerodyn. Institut Aachen, 3. Lieferung.
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Diesen Exponenten kann man nun mit dem fiir glatte Rinnen
ermittelten Exponenten der Geschwindigkeitsverteilung durch fol-
genden Gedankengang verbinden:

Die Proportionalitit der Reibungszahl mit dem Quadrat der
Geschwindigkeit legt die Vermutung nahe, daB die Reibung an der
rauhen Wand — wenigstens bei groberer Rauhigkeit -— lediglich als
ein Mittelwert des Formwiderstandes der einzelnen Erhebungen zu-
stande kommt. Der Widerstand einer Erhebung ist jedoch pro-
portional der Geschwindigkeit, durch welche sie getroffen wird. Wenn
wir daher ein und dasselbe Wandelement mit einer bestimmten An-
zahl von Erhebungen betrachten und die mittlere Geschwindigkeit
in der Rinne und die Querschnittsabmessungen vergroBern (bei &hn-
lich bleibender Querschnittsform), so muB die Reibung mit U,* pro-
portional wachsen, wobei U, die Geschwindigkeit in der Entfernung
k von der Wand bedeutet. Angenommen, daB fiir die Geschwindig-
keitsverteilung dieselben Gesetze gelten, wie in der Rinne mit glatter
Wand, so wichst » erstens proportional mit der mittleren Geschwin-

digkeit U, zweitens mit der '/,-Potenz von —]:7, go daB wir fiir die
Reibung erhalten:
2/,
7= konst. (%) U . ....... (49
oder fiir die Reibungszahl c,
k\%~
¢, = konst, <7> H oL ... ... (46)

in ganz guter Ubereinstimmung mit dem durch den Versuch gefun-
denen Exponenten 0,314.

Man kann diesen Gedankengang weiter verfolgen und auf den
Fall erweitern, daBl der Widerstand der einzelnen Erhebungen nicht
genau dem quadratischen Widerstandsgesetz folgt. Dies anzunehmen
sind wir deshalb berechtigt, weil einer Elementarerhebung als Wider-
standskOrper im allgemeinen, infolge der geringen Abmessungen und
der in der Wandnéhe herrschenden geringen Geschwindigkeiten eine
kleine Reynoldssche Kennzahl zukommt und bekanntlich bei solchen
erhebliche Abweichungen vom quadratischen Gesetz auftreten. Man
sieht, daB wir zu einer zwanglosen Erklirung der Erscheinung ge-
langen, daB die mit dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionale
Reibung, d. h. die konstante Reibungszahl erst bei groBen Reynolds-
schen Zahlen auftritt, und zwar um so spiter, je feiner die Rauhig-
keit ist. Fiihren wir etwa die Reynoldssche Zahl der Elementar-

Y
erhebung mit Rk=ﬁfﬁ ein oder, wenn wir U, proportional U(;) ’

1) Herr Fromm fand mit geringer Abweichung von Blasius fiir die
viereckige glatte Rinne c,= 0,0705 ﬁol_m Daraus wiirde sich fiir die Geschwin-
digkeitsverteilung statt !/, der Exponent 0,156 ergeben, wodurch die Uberein-
stimmung noch besser erscheint.
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kLU
iy
element offenbar die Form haben:

. k“/vU> U2 <k“/1U) <k)2/7 e
=1, Yoy )T \7) 2y - 40

und die Reibungszahl
ksl7 k 2/,
szf(;rl‘g)(‘;) e e e e e e e (48)

Die Reynoldssche Kennzahl der Rinne betrégt %; filhren wir

setzen, mit R, — ein, so muB die Reibung fiir dasselbe Wand-

diese und die relative Rauhigkeit — wieder ein, so erhalten wir
r

folgende interessante GesetzmiaBigkeit:

cf———f[R<%>8/7J-<!;—>%.. C e (49)

Dies bedeutet so viel, daB wenn wir fiir verschiedene Rinnen mit
2/q

gleicher Wandbeschaffenheit und #hnlicher Querschnittsform c, (%) ,

R .
d. h. ¢, 7’7 als Funktion von s auftragen, simtliche empirisch auf-

genommene Kurven in eine einzige Kurve zusammenfallen miissen.
Das empirische Material reicht leider nicht aus, um zu entscheiden, ob
dieses verallgemeinerte Ahnlichkeitsgesetz der rauhen
Winde erfilllt ist oder nicht.

b) Die Frage, ob die Rauhigkeit durch eine Léngenabmessung
ausreichend gekennzeichnet werden kann, ist gleichbedeutend damit,
ob alle empirischen Kurven, welche die Reibungszahl in rauhen Rohren
mit dhnlicher Querschnittsform als Faktor der Kennzahl R darstellen,
von dhnlichem Querschnitt in eine einzige Kusvenschar nach einem

Parameter — sich ordnen lassen oder nicht. Die Antwort ist ver-
r

neinend, was schon dadurch wahrscheinlich ist, daBl aufler der mitt-
leren Erhebung offenbar auch die Art der Rauhigkeit, z. B. die Steil-
heit der Erhebungen, vom EinfluB sein muB.

Es miissen daher alle Versuche, das gesamte Material in ein
bestimmtes System von Rauhigkeitsgraden einzuzwingen, im all-
gemeinen versagen. Eine solche Einordnung ist eventuell méoglich,
wenn man sich auf den Grenzzustand mit quadratischem Reibungs-
gesetz (c, unabhingig von der Kennzahl) sich beschrinkt. Falls es
gich zeigen wiirde, daBl die Reibungsziffer von dem hydraulischen
Radius fiir Winde mit verschiedener Beschaffenheit dieselbe Ab-
hingigkeit zeigt, so lassen sich offenbar gleichen Werten ¢, gleiche
relative Rauhigkeiten zuordnen, so daB sich jede Wand tatséchlich
durch eine Rauhigkeitszahl (von der Dimension einer Lénge) kenn-
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zeichnen 1iBt. Man kann daher, wenn man die Rauhigkeit eines
bestimmten Materials als Bezugsgrofie wahls, fiir die anderen Mate-
rialien eine Art Rauhigkeit ermitteln, indem man ihr Rauhigkeits-
ma8 zu der gewdhlten Einheitsrauhigkeit in Verh&ltnis setzt. Herr
Fromm hat in der Tat fiir eine Reihe von verschieden rauh ge-

0,314
machten Blechen dieselbe GesetzmiBigkeit ¢, = konst. <——) nach-
r

gewiesen. Er war daher in der Lage, quantitative Angaben iiber
den Rauhigkeitsgrad einer Reihe von Wandelementen zu liefern.

Man sieht im allgemeinen, daB es einer ausgedehnten Reihe
systematischer Versuche mit weiten Variationsbereichen bedarf, um
iiber dieses verwickelte Erscheinungsgebiet vollen und klaren Uberblick
zu verschaffen. Es fehlt dabei die sicher fiihrende Hand der Theorie;
solange die Grundaufgabe: die mechanischen Gesetze der turbulenten
Reibungsiibertragung zu finden, nicht gel6st ist, besteht wenig Hoffnung,
das empirische Material vollig durchblicken zu konnen. Es ist wahr-
scheinlich, daB zur Losung dieser Grundaufgabe die statistische Be-
trachtungsweise herangezogen werden mul. Zur Durchfithrung der
Untersuchung bedarf man jedoch ebenso wahrscheinlich einer gliick-
lichen Idee, welche bisher nicht gefunden worden ist.



Uber Reibungswiderstand rotierender Scheiben.
Von G. Kempf in Hamburg,

Nachdem v. Kirman die empirischen Gesetze des laminaren
und turbulenten Reibungswiderstandes einer ebenen Platte und einer
rotierenden Scheibe aufgestellt hat, ist es, um die Berechnung prak-
tisch anwenden zu koénnen, wichtig, zu wissen, in welchem MaBle die
theoretisch errechneten Widerstandswerte von ebenen Platten und
rotierenden Scheiben durch Widerstandsmessungen bestitigt werden.

Der theoretisch errechnete turbulente Widerstand ebener Platten
ist nach den Mitteilungen v. KArméans mit Versuchsergebnissen von
Gibbons und Wieselsberger in auBerordentlich guter Uberein-
stimmung.

An Versuchsergebnissen mit rotierenden Scheiben lag nicht
entsprechend geniigendes Material vor, um sicher zu entscheiden, ob
nicht bereits doch schon bei miBigen Reynoldsschen Zahlen von
etwa 3 >< 10° ein Ubergang von laminarem zu turbulentem Reibungs-
zustand vorkommt, worauf eine der Arbeit von W.Schmidt?) ent-
nommene Scheibenmessung hinzudeuten scheint, die allerdings vom
Verfasser selbst als zweifelhaft bezeichnet wird. Bei Modellversuchen
mit Schiffsschrauben, die vielfach bei diesen Reynoldsschen Zahlen
ausgefiilhrt werden, wire es héchst stérend, wenn mit solchem Uber-
gangszustand gerechnet werden miiBBte, und es ist daher von prak-
tischer Bedeutung, die Vorginge in dieser Zone zu kliren. Da in der
Hamburgischen Schiffbau-Versuchsanstalt zur meBtechnischen Eichung
der Apparate Widerstandsmessungen mit rotierenden Scheiben not-
wendig wurden, konnten diese Versuche gleichzeitig zu dem Zweck
ausgebildet werden, um nachzupriifen, wie sich die gemessenen Wider-
stinde zu den berechneten Kurven verhalten. Untersucht wurden
vier #hnliche moglichst glatte Scheiben aus blankem Messingblech,
aus Holz mit geschliffener Lackpolitur und aus geglittetem Paraffin.
Die Abmessungen der Scheiben betragen:

110 mm Durchmesser, aus Messing, 4 mm dick,

220 » ” » Messing, 4 mm, und aus Holz, 8 mm dick,
440 » ” » Holz, 16 mm dick,

880 » ” » Paraffin, 32 mm dick.

1) Z.V. D. 1. Bd. 65, S. 441.
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Samtliche Scheiben sind mit #@hnlichen kegelférmigen Spitzen
auf der Achse beiderseitig versehen gewesen. Der Widerstand wurde
nach verschiedenen Methoden durch Torsionsfedern und durch Gewichts-
zug iiber eine Rolle gemessen, um mogliche Fehlerquellen, die in jed.er
praktischen MeBvorrichtung liegen konnen, auszuschalten. Schwierig-
keiten bereitete die wirklich einwandfreie und genaue Bestimmung

Abb. 1.

der Leerreibung der Drehvorrichtung. Die Ergebnisse zeigen gute
Ubereinstimmung mit den nach v. K4rman theoretisch errechneten
Widerstandswerten (Abb. 1)1). Bei den groBeren Reynoldsschen
Zahlen, bei denen die Scheiben schon betriichtliche Drehzahlen er-

) In der Abbildung stellen die Abszissen die Logarithmen der Kenn-

2
zahl Qvi (2= Halbmesser), die Ordinaten die Logarithmen der Reibungs-

5.2
ziffer ¢, definiert durch M=c,y e 2@_ , dar (¢, unterscheidet sich daher durch

einen Faktor von dem in der vorangehenden 1. Abhandlung benutzten mittleren
Reibungskoeffizienten ¢ ).
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reichen, vibrierten die Scheiben, wodurch die etwas gréBeren Wider-
standswerte erklirt werden konnen, Bei abnehmenden Reynolds-
schen Zahlen unter 8 ><10* wichst die Widerstandsziffer gegeniiber
der theoretisch turbulenten Kurve und lehnt sich an die theoretisch
laminare Kurve an. Wenn es sich in dieser Zone praktisch auch
um so kleine Kréfte handelt, daB die Leerreibung der MeBeinrich-
tung bereits einen bedeutenden Anteil ausmacht und geringe, un-
kontrollierbare Schwankungen in dieser Leerreibung das MeBergebnis
schon merklich beeintrichtigen kénnen, so ist das doch nicht in
solchem MafBe moglich, daB dadurch die allgemeine steigende Tendenz
der Widerstandsziffern gegeniiber der theoretisch turbulenten Reibungs-
kurve verindert wird?").

Allgemein ergibt sich:

1. Die gemessenen Widerstandsziffern lehnen sich praktisch mit
guter Anndherung an die v. Kdrmanschen theoretischen Kurven fiir
turbulente und laminare Reibung an; die zugrunde liegenden An-
sitze stimmen also gut mit den praktischen Ergebnissen iiberein.

2. Fir kleine Reynoldssche Zahlen bis zu etwa 8 >< 10* lehnen
gich die Ergebnisse an die Kurven fiir theoretisch laminare Reibung,
dariiber an die Kurve fiir theoretisch turbulente Reibung an.

3. Die Messungen ergeben eine praktische Bestétigung des
Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetzes fiir rotierende glatte Scheiben
von 8,8 bis 88 cm Durchmesser.

Y In der Zone um R ==2.10% konnten infolge der Eigenschaften der MeB«
vorrichtung nur wenig Mefpunkte gewonnen werden.



Experimentelle Bestimmung der Druckverteilung
an rotierenden ebenen Flichen.

Von M. Panetti in Turin,

1. Es ist bekannt, dal die Luftkréfte auf rotierende Korper
aus den bei geradliniger Translation gewonnenen Werten nicht un-
mittelbar abgeleitet werden konnen.

Das Geschwindigkeitsfeld relativ zum rotierenden Korper hat
kein Potential, so dal die Bernoullische Konstante von Stromlinie
zu Stromlinie verschiedene Werte annehmen kann.

Es ist daher angebracht, indem man die Kldrung dieser kom-
plizierten Strémungszustdnde den modernen mathematischen Unter-
suchungen iiberlaft, fiir technische Zwecke den Vorgang experimentell
zu verfolgen.

2. Ein fir die Anwendungen besonders wichtiger Fall ist die
gleichférmige Rotation einer viereckigen Platte um eine Achse, die
in der Ebene der Platte liegt und einer Seite derselben parallel ist;
dieser Fall entspricht z. B. den Bremsfliigeln, wie sie bei Flugmotoren
benutzt werden. Ihr Widerstand ist erheblich grofer als man er-
halten wiirde, wenn man fiir jedes Element den Widerstand in
Rechnung setzt, welchen es bei einer Translation mit der seiner
Umfangsgeschwindigkeit gleichen Geschwindigkeit erleiden wiirde.

3. Der Verfasser hat durch eine in dem Laboratorium des Poly-
technikums in Turin ausgefiihrte Versuchsreihe die Abhéingigkeit dieses
Widerstandes von dem Verhéltnis der zur Drehachse senkrechten Seite 2
zu der doppelten Achsenentfernung des Plattenmittelpunktes 2r,

h
=2,
und vom Seitenverhidltnis der Platte selbst (b==Seitenlédnge parallel
zur Achse)

bestimmt.

Der EinfluB des ersten Verhiltnisses ist ziemlich klar. Der
Einfluf des zweiten wird durch die radiale Schleuderbewegung der
Luft erkldrt, welche die Rotation des Fliigelblattes erzeugt; diese
hat zur Folge, daB der effektive Anstellwinkel sich erheblich von
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90° unterscheidet, in welchem Falle das Seitenverhiltnis bekanntlich
grofen EinfluB hat, der heute bereits auch in seinen Griinden er-
kannt ist.

Innerhalb der Grenzen o zwischen 0,8 und 3,0, f zwischen
0,12 und 0,5 wurde fiir den Widerstandskoeffizienten folgende em-
pirische Formel gefunden:

2, — 0,72 1,44 — 0,16 1,28 §.2)

Mit Hilfe dieses Koeffizienten rechnet sich das Moment der Luft-
krifte, indem wir das Moment aller Einzeldriicke, wie in Nr, 2 dar-
gelegt wurde, summieren, nach der Formel

M4
sz"@:}é [1—-(;) :Ia)27‘4,

wobei r und #' die beiden Halbmesser entsprechend den zur. Achse
parallelen Seiten und ¢ die Dichte des Mediums bezeichnet.

4. Die weiteren Versuche beziehen sich auf die Bestimmung der
Druckverteilung auf der Vorder- und Riickseite der rotierenden
Platte durch manometrische Messung. Der vom Verfasser entworfene
Apparat zur Ubertragung des Druckes am bewegten Korper auf
ein feststehendes Manometer besteht lediglich in einer hydrau-
lischen Kupplung zwischen dem beweglichen und dem feststehenden
Teil der Rohrleitung.

Die bewegte Rohrleitung fiihrt von einer kleinen Offnung der
Platte zu dem &uBeren beweglichen Teil der Kupplung, welche in der
Nabe des Fliigelpaares untergebracht und als kleines Fa mit kreis-
ringférmigem Schlufl und Zwischenwiénden ausgebildet ist.

Die eben erwihnten Winde bilden mit zwei an der inneren
festen Welle angeordneten Scheiben einen Labyrinth.

Die Welle ist hohl; ihre Bohrung steht einerseits mit dem inneren
Teile der Dichtung, andererseits durch eine feste Rohrleitung mit
dem Manometer in Verbindung.

Das Labyrinth enthédlt eine z&he Fliissigkeit, z. B. Glyzerin,
welche durch die inneren rotierenden Winde mitgenommen und durch
die Zentrifugalkraft herausgeschleudert wird, so daB sie den &uBeren
Teil des Raumes erfiillt. Hierdurch ist die Abdichtung erzielt.

5. Der durch das Manometer registrierte Druck ist kleiner als
der Druck, welcher in dem MeBpunkte am Anfang der Rohrleitung
herrscht. Die beiden Drucke unterscheiden sich durch die Zentrifugal-
kraft, welche in einer rotierenden Luftsiule von der Liinge r ent-
steht, wobei » die Achsenentfernung des MeBpunktes bedeutet. Die
Differenz ist genau gleich dem Staudruck, welcher der Geschwindig-
keit des betreffenden Punktes rw entspricht

r—terar,
wenn wir von der Kompressibilitdt der Luft absehen.

) Panettiund Burzio: Ricerche sperimentali sulla resistenza dell’ aria con-
tro schermi piani, sottili rotanti. Atti della R. Accademia delle Scienze Torino 1914,
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6. Wenn daher der Vorgang sich so einfach gestalten wiirde, daf3
in jedem Punkte an der Vorderseite der Platte ein Druck entsteht,
welcher der relativen Geschwindigkeit gegen die ruhende Luft ent-
spricht, so wiirde der Druck in jedem Punkte gerade p, betragen
und das Manometer wiirde fiir jeden Punkt in der Vorderseite
stindig Null zeigen.

7. Die Versuche haben demgegeniiber im Mittel einen Uber-
druck von etwa 10 v.H. bezogen auf den Staudruck p, gezeigt. Sie
beziehen sich auf eine quadratische Platte von 270 mm Seitenléinge,
welche an einem mittleren Radius von 500 mm mit einer minutlichen
Drehzahl zwischen 750—950 rotiert. Der Druck wurde an 6 MeBzellen
abgenommen, welche auf einer Geraden senkrecht zur Drehachse in
38 mm gegenseitiger Entfernung liegen.

8. Das Druckdiagramm?') zeigt folgenden Verlauf: erhebliche
Uberschreitungen von p, entstehen in der Nshe der Innenkante
(bis 25 v. H.), im mittleren Drittel sind die Uberschreitungen minimal
oder Null, wihrend an der AuBenseite der Uberdruck nur 10 v.H.
betrigt. Der Druckverlauf erinnert an die Kurven, welche Stanton
fiir unter etwa 30—45° Anstellwinkel schief angeblasene Platten
erhalten hat.

Wir finden daher die Erklirung bestdtigt, welche wir in Nr. 3
fir den EinfluB des Seitenverhiltnisses auf das Bremsmoment ge-
geben haben, und es erklirt sich auch der groie Wert des Momentes
sowohl fiir die quadratischen Platten als fiir die schmalen Platten,
da es bekannt ist, daB solche Platten bei Anstellwinkeln in der
Néhe von 45° mehr Widerstand erfahren als beim senkrechten An-
blasen.

9. Herr v. Karméan hat anléBlich der Diskussion, welche dieser
Mitteilung folgte, auf die Wichtigkeit der durch die Fliigel erzeugten
Radialbewewung fiir die Erklirung der mitgeteilten Erscheinung hin-
gewiesen. Die Radialgeschwindigkeit v, und die Drehgeschwindig-
keit r @ liefern eine resultierende Relativgeschwindigkeit, welche be-
deutend groBer sein kann als »w, und so erklirt sich, daB man
bedeutend grofere Staudrucke erhilt, als sie der Geschwindigkeit rw
entsprechen wiirden.

Da man experimentell Uberschreitungen von p, bis 30 v. H.
feststellt, so miiBte die Radialgeschwindigkeit

v,==0,65rw
betragen, entsprechend der Gleichung
% Q (CO2 ,r2 —l_ vre) = 173pa *
10. Nach Ansicht des Verfassers lifit sich die Erscheinung auf

Grund der Prandtlschen Tragflichentheorie erkliren, wenn man in
Betracht zieht, da durch Induktion tatsichlich eine nach auBen

'Y Pasqualini, C.: Determinazione del regine delle pressioni sopra una
piastra piana rotante. Ingegneria, Milano, September 1922.
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gerichteto Geschwindigkeit entsteht. Wenn ganz allgemein genommen
ein Fliigel von der Luft unter einem bestimmten Winkel getroffen
wird, so entsteht ein Auftrieb und dementsprechend eine Zirkulation
oder ein gebundener Wirbel

Die Randwirbel, in welche der letztere iibergeht und welche den
Fligeln an ihren Flanken in Spirallinien folgen diirften, induzieren
in dem Raume, welchen der Fliigel durchschreitet, eine nach auflen
gerichtete Radialgeschwindigkeit v, und eine Umfangs-
geschwindigkeit im Sinne der Drehrichtung der Fliigel, welche
infolgedessen die Relativgeschwindigkeit zwischen Fliigel und Luft
vermindert.

Beide Komponenten vermindern den urspriinglichen Anstell-
winkel von 90° und vergréBern in gewissem Bereich den Wert des
Auftriebes. In der Tat ist zwischen 90° und 50° Anstellwinkel ¢ die
Gesamtkraft S auf eine ebene Platte fast konstant, so dal der Auf-
trieb S cos @ wichst. Da nun mit wachsendem Auftrieb die in-
duzierte Geschwindigkeit zunimmt, so ist der Zustand labil, bis er
sich etwa bei 45° bis 30° Anstellwinkel stabilisiert, in welchem Be-
reich — je nach dem Seitenverhédltnis — der Auftrieb einen Maximal-
wert erreicht.

11. So erkldrt sich auch die Leichtigkeit, mit welcher — wie
die Versuche zeigen — sich der aerodynamische Zustand verdndert
und der EinfluB, welchen der unmittelbar vorangehende Zustand
iiber gar nicht kurze Zeitriume ausiibt.



Uber die gleichformige Rotation eines festen Korpers
in einer unbegrenzten Fliissigkeit.

Von B. Caldonazzo in Mailand.

Ein fester Korper C, umgeben von einer unbegrenzten reibungs-
losen Fliissigkeit, welche keinen Volumkraften unterworfen ist und
urspriinglich in Ruhe war, rotiere um eine feste Achse. Die Be-
wogung des Korpers C erzeugt eine Bewegung der Fliissigkeits-
teilchen, welche zwar nicht in bezug auf ein raumfestes System,
jedoch in bezug auf ein mit dem Korper ¢ mithewegtes System
stationdr ist?).

Da die Stromung in bezug auf das raumfeste Koordinaten-
system der Bedingung der Stationaritit nicht geniigt, so kann man
voraussehen, daBl die Bernoullische Gleichung

» = konst. — ~§ V2

(p =Druck, ¢ == Dichte der Fliissigkeit, V= der Absolutwert der Ge-
schwindigkeit) nicht giiltig sein wird.

In der Tat findet man, daB an die Stelle der gewdhnlichen
Form des Bernoullischen Theorems folgende Beziehung tritt:

p=k0nst.——§~V2—}—a)Ka,,
wobei w die Drehgeschwindigkeit des Korpers C und K, das Mo-

%) AnliBlich des vorangegangenen Vortrages des Herrn M. Panetti
wurden bei der Diskussion Zweifel geduBert, ob das Bernoullische Theorem
nicht seine Giiltigkeit verliert, wenn die Bewegung der Fliissigkeit von der
gleichférmigen Rotation eines eingetauchten Korpers herriihrt.  Es ist den
Diskussionsrednern entgangen, daB diese Frage in bejahender und erschopfen-
der Weise beantwortet worden ist durch eine Mitteilung des Herrn Prof. Cisotti
wSul moto permanente di un solido in un fluido indefinito, Atti
del R. Istit, Veneto 1909—10, Bd. 69, II. Teil, S. 442 (vgl. auch T. Boggio,
daselbst S. 883). Dadurch ist es moglich, die von H. Panetti experimentell
behandelte Aufgabe vom theoretischen Standpunkte aus vollstindig zu disku-
tieren. Dies ist der Gegenstand meiner Mitteilung. Es ist noch zu bemerken,
da die Abhandlung des Herrn Cisotti den allgemeinen Fall gleichzeitiger
Translation und Drehung behandelt, indem er nur voraussetzt, da8 die Be-
wegung in bezug auf C einen stationiiren Charakter besitzt.
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ment der BewegungsgroBle um die feste Achse, bezogen auf die
Volumeinheit, bedeutet.

Nach den obigen Voraussetzungen ist die Bewegung der Fliissig-
keit notwendigerweise wirbellos; wir bezeichnen mit ¢ das Geschwin-
digkeitspotential und legen in den Punkt O ein mit C mithewegtes
Achsenkreuz Ozyz, so daB Oz die Drehachse darstellt und der
Drehvektor nach der positiven z-Achse gerichtet ist; alsdann kénnen
wir schreiben:

— — Qe o _ aﬂ‘p)
p = konst, 2V—1—w9<xay Yog) o . (1)

Das Geschwindigkeitspotential, bezogen auf das bewegte Achsen-
kreuz ist nur eine Funktion der z, y, z und enthilt nicht explizite
die Zeit.

Es ist klar, daB, wenn wir ein bestimmtes rotierendes System C
festlegen, die gesamte Strémung und alle ihre GréBen sich durch ¢
ausdriicken lassen. Andererseits fordert die Bestimmung von ¢ die
Bestimmung einer harmonischen Funktion, welche in dem ganzen
fliissigen Raum der Gleichung Ap =0 geniigt, mit der Rand-
bedingung:

g‘%:w(ﬂw—wy) R )

an der Oberfliche von ¢, wobei n die innere Normale an der Ober-
fliche von C, « und f die Richtungskosinusse derselben in bezug
auf die Achsen # und y bedeuten.

Die Gleichung (2) driickt die Bedingung aus, daB an der Ober-
fliche von C die zur Oberfliche senkrechte Geschwindigkeitskompo-
nente der Fliissigkeit gleich ist der Geschwindigkeit der festen Wand
in derselben Richtung.

Der EinfluB der Bewegung des Kborpers C auf die Stromung
muBl mit wachsender Entfernung abnehmen; so verschwindet die Ab-
solutgeschwindigkeit der Fliissigkeit im Unendlichen. Mit anderen
Worten: die ersten Ableitungen von ¢ miissen im Unendlichen ver-
schwinden.

Diese Bedingungen bestimmen ¢ bis auf eine unwesentliche
Konstante,

Die Aufgabe vereinfacht sich bedeutend, wenn wir fiir C einen
unendlichen Zylinder annehmen, welcher um eine zu seinen Er-
zeugenden parallele Achse rotiert und dementsprechend die Strémung
in parallelen, zur Drehachse senkrechten Ebenen erfolgt.

In dieser Mitteilung beschéftige ich mich genauer mit dem Fall,
daB der zylindrische Korper durch eine Lamelle von der Linge !
gobildet wird. In diesem Fall kann man das Potential ¢ und alle
Elemente der Bewegung explizite bestimmen, namentlich die Druck-
verteilung, die Stromlinien der absoluten und relativen Bewegung
und die Krifte, welche auf die Lingeneinheit der Lamelle wirken.



Gleichférmige Rotation eines festen Kérpers in e. unbegrenzten Fliissigkeit. 177

Die resultierende Kraft ist bei einem beliebigen Querschnitt des
Zylinders in komplexer Form durch die Gleichung

R,+iR,—ow [fdz
s

gegeben, wo f=—¢@ iy das komplexe Potential, z==z-iy be-
deutet und das Integral iiber die Begrenzung des Zylinders zu er-
strecken ist. In dem von uns betrachteten Falle einer Lamelle
besteht die Kraftwirkung erstens aus einer Kraft, welche in
der Rotationsachse wirkt und parallel zur Lamellenebene gerichtet
ist. Die Kraft ist bestrebt, die Lamelle von der Achse zu ver-
dréngen.

Ferner erhdlt man in bezug auf den Lamellenmittelpunkt ein
Moment, welches bestrebt ist, die Lamelle senkrecht zur Bahn des
Mittelpunktes einzustellen. So erhdlt man ein Ergebnis, welches
einer fiir den Fall der gleichférmigen Translationsbewegung bekannten
Tatsache analog ist.

1. Die Fragestellung. — Der Korper C sei eine viereckige
Platte mit sehr groflem Seitenverhéltnis. Um die Ideen zu fixieren,
nehmen wir an, daB die Platte mit vertikal gestellten langen Seiten
in einen Behilter eintaucht. Die Platte dreht sich um eine vertikale
Achse. Wenn wir den Behilter gro und die Platte lang genug an-
nehmen, so erfolgt die Bewegung in geniigender Entfernung vom
Boden und von der freien Oberfliche lediglich in horizontalen
Ebenen. Es geniigt also, die Bewegung in einer solchen Ebene zu
betrachten, z. B. in der Ebene z=0. Wir haben dann den Fall
einer Fliissigkeitsschicht, in welcher eine geradlinige Stange von der
Lénge ! sich um den Punkt O gleichférmig dreht. Dies ist eine
schematische Darstellung des Problems, welches H. Panetti durch
Versuche studiert hat und von welchem wir ausgegangen sind.

Wir haben oben gezeigt, dal die Aufgabe auf die Bestimmung
einer Funktion ¢ (z, y) der Koordinaten # und y in der Ebene z—0
fithrt, welche in jedem Punkte der Strémungsebene harmonisch und
reguldr ist, und welche an der Grenze des Korpers ¢ der Be-
dingung (2) geniigt, wihrend ihre Ableitungen im Unendlichen ver-
schwinden.

Wir legen zweckmiBigerweise (Abb. 1) die x-Achse durch den
Mittelpunkt M der rotierenden Linie; wir bezeichnen mit » den
Winkel zwischen der letzteren und der z-Achse; » soll zwischen

— g und g liegen und positiv von # zu y gerechnet werden, Wir

legen auBerdem an der Lamelle die positive Richtung so fest, daB
diese mit der x-Achse den Winkel » bildet. Wir nennen dann linke
bzw. rechte Seite der Lamelle jene, welche von dem Beobachter aus,
welcher mit dem Gesicht nach der positiven Richtung der drehen-
den Linie gerichtet in der negativen z-Achse Stellung nimmt, links
bzw. rechts erscheint.

v.Karman-—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 12
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Es ist dann leicht zu sehen, dal die Richtungskosinusse der
nach innen gerichteten Normalen durch

=1 siny, f= F cos¥

gegeben sind, wobei sich das obere Vorzeichen auf die linke, das

Abb. 1.

untere auf die rechte Seite bezieht. Dementsprechend haben wir,
nach (2),

—g%-——— T o (zcosy J-ysinv).
Andererseits gilt fiir beide Seiten
dp _odpdx  opdy (qu,. o )
o dn—l—éy i, = T 55 sinv —@cosv .

Daraus ergibt sich die Randbedingung fiir den von uns betrach-
teten Fall
op . op . .
~ 3z smv—{—@ cosv=w(xcosy|ysiny). . . . . (3)
2. Die Funktion f(#). — Wir fiigen zu ¢ die konjugierte har-
monische Funktion y hinzu. Alsdann ist f= @ |- iy eine analytische
Funktion der Variabeln z-}-iy, so daB

af
dz

% —1iv,

wobei u,v die Komponenten der absoluten Geschwindigkeit dar-
stellen, zerlegt nach den bewegten Achsen z, y.
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Wir fiihren die neue Variable ¢ ein durch die Formel

= l €v< l)

z—h—}—4e §+é_,.... N )
wobei h die Entfernung M O bezeichnet. Durch (4) wird das Stro-
mungsfeld (zweifach zusammenhéingend durch den Schnitt, welcher
der Lamelle entspricht) konform abgebildet auf den Bereich der
Ebene {=—=ret9, welcher auBerhalb des Kreises |{|=1 liegt, und
zwar 8o, dafl der linken Seite der Lamelle der Halbkreisumfang
0=1, 0L 0L @, der rechten Seite die andere Hilfte des Kreis-
umfanges entspricht; dem Punkte z==co entspricht {=o0c0. In der
{-Ebene wird f eine analytische Funktion von ¢, regulir in jedem
inneren Punkte; wir kdénnen sie ansetzen als eine Reihe nach ab-
steigenden Potenzen

w

f@):Ao_{—B0+£1(An+i3n)c—”,. . e e (5)

wobei die reellen Konstanten 4, und B, so zu bestimmen sind, daB
die Randbedingung (3) erfiillt ist.

Zu diesem Zwecke mull bemerkt werden, daB die linke Seite
von (3) durch den Realteil von

te'” ﬁ‘ j— Lvdf dC

a4 % a4z
und die rechte Seite durch den Realteil von wme=%7z gegeben ist, wo-
bei man zu beriicksichtigen hat, daBl am Kreisumfang {==¢ic gilt.

Aus (4) und (5) folgt

_df 4 ¢ > . n
e iy Srta e

we V" z=cwhe " -} a—g(é’—i——g_—) .

Wenn wir die Realteile dieser zwei Ausdriicke gleichsetzen, so
finden wir
. B 1 A B ol?
A =Ad,—...=0; 1=y lcosy, =g
B,—=B,=...=0

und infolgedessen, bis auf eine unwesentliche Konstante,

icoi I}ﬁosv

A
== T
Die Absolutgeschwindigkeit eines Fliissigkeitsteilchens ist

df d¢
df dz

U — I =W —

oder 2iwe*” l l
_—Cr_—l{hcosv—f— 4—4_1
12*
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Dieser Ausdruck verschwindet offenbar im oo, so daB sémtliche Be-
dingungen fiir ¢ erfiillt sind und die Aufgabe vollstindig gelost ist.

Wie man sieht, ist die Geschwindigkeit unendlich an beiden
Eckpunkten der Lamelle (== -4 1; beziglich {=-—1 bildet der
Fall, dal I=4 hcosv betrigt, eine Ausnahme.

3. Die Druckverteilung. — Aus (7) folgt fiir alle Oberflichen-
punkte, das heiit fir {=¢°

"2
V2:_wﬁjh2cosgv—+-il16+h§lcosy OOSO'}.

sin O'l

Aus (4) erhdlt man ebenfalls mit {=e¢i°,
l . .
x=k—-}—écosvcoso, y= 5 sinvsino.

Wie man sieht, fallen zwei Punkte, welche in der (- Ebene auf dem
Einheitskreis symmetrisch in bezug auf die reelle Achse liegen, in
der z-Ebene zusammen, bzw. sie liegen an beiden Seiten der Lamelle.
Die beiden Punkte gehen ineinander iiber, wenn ¢ mit — ¢ ver-
tauscht wird; nun bleibt dabei V? unverandert, so daB wir daraus
ersehen, daB8 die Geschwindigkeit der Fliissigkeit in entsprechenden
Punkten an beiden Seiten der Lamelle gleichen Wert hat.

Wir haben jedoch, um die Druckverteilung zu bestimmen, noch
das Zusatzglied zu ermitteln, welches zu dem Ausdruck fir p nach
dem gewohnlichen Bernoullischen Theorem hinzutritt.

Wir finden

w?o . Rl . Rl .
=dine {h2008v81n(v—}—0) —|—Zsmv cos 2 o—]—Ecosvsm2a
l‘z
—+ —-cos o sin 20’}.
8 J
Da dieser Ausdruck in ¢ nicht gerade ist, so ist der Druck an
beiden Seiten der Lamelle im allgemeinen nicht gleich.
Es ist zweckmiBig die Entfernung

§=écosa

eines Punktes der Lamelle von dem Mittelpunkt M einzufiihren,
positiv gerechnet im positiven Sinne der Lamelle, negativ in der
entgegengesetzten Richtung.

Mit dieser Bezeichnung und mit Benutzung der Ausdriicke fiir
V? und K, kénnen wir die Gleichung (1) folgendermaBen schreiben:

» = konst. |- (Qw f{ﬂ) {hgcos%—{— —l—hcosv.fjl

+ o? Q[§2+2h{-‘cosy+ Vi;smv

_ﬁ(ShE cosv—{—8§2-—l2)]
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wobei beim Doppelvorzeichen das obere Vorzeichen auf die linke,
das untere auf die rechte Seite sich bezieht.
Die Druckdifferenz an beiden Seiten riithrt nur von dem Glied mit
Doppelvorzeichen her und betrigt fiir die Léngeneinheit gerechnet
w? g hsiny
= (8h&cosy 8 2__l2’
2V —452( ‘ T8¢ )
wobei ein positiver Wert von P Uberdruck an der rechten Seite der
Lamelle bedeutet. Nur wenn der Lamellenschnitt parallel zur z- Achse
liegt (v==0) ist P identisch Null
lings der ganzen Lamelle.
Gleichzeitig mit der Geschwin-
digkeit, wird auch p unendlich an
den Kanten. Andererseits ist die
Resultierende der Drucke, die auf
die ganze Lamelle wirken, gleich
Null, weil man leicht zeigen
kann, daB

1
T
fPaz=o
1
¥

ist.

Dieses Ergebnis werden wir
spiter auf anderem Wege wieder
finden; es sei hier nur bemerkt,
daB} das Resultat dem sogenannten
d’Alembertschen Paradoxon ent-
spricht.

In Abb. 2 ist der Verlauf von P fiir den Fall v:% und
h=é dargestellt, wobei wir fiir P einen geeigneten MaBstab ge-

wahlt haben.

4. Stromlinien. — Die Absolutbewegung ist nicht stationir;
dagegen sind die Stromlinien in bezug auf das bewegte Achsenkreuz
unabhéingig von der Zeit. Sie sind gegeben durch die Gleichung
w==konst., welche mit Riicksicht auf (6) in folgender Weise ge-
schrieben werden kann:

l
heosyr coso+§cos2a=0r“’,

wobei C eine reelle Konstante ist und die Punkte im Strémungs-
feld durch {=re?° und (4) festgelegt werden.

In Abb. 3 sind einige Stromlinien gezeichnet fiir den Fall, daB
die Platte um eine ihrer Kanten rotiert

(h:é, v=0>.
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Die Relativgeschwindigkeit der Fliissigkeit im bewegten System
ist gegeben (in komplexer Form) durch

&

Abb. 4.

w
Die entsprechende Stromfunktion ist y vermindert um — E(xe —+y?.

Nach (6) und (4) konnen wir die Gleichung fiir die Stromlinien im
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bewegten System schreiben:

2cos20

( 1){ ___I____|__cos(o }=konst

Setzen wir die Konstante an der rechten Seite gleich Null, so
erhalten wir jene Stromlinie, welche die beiden Seiten der Platte
(r=1) enthilt.

In Abb. 4 sind einige Stromlinien der Relativbewegung gezeichnet
fiir denselben Fall, auf welchen sich Abb. 3 bezieht.

b. Die amsgeiibten Kriifte, — Die von der Fliissigkeit auf
einen eingetauchten Korper ausgeiibten Kréfte sind im Falle der
ebenen Bewegung durch die Komiponenten

=cofphds, R,=—cofpads)

gegeben, wobei s den Integrationsweg um den Rand des Korpers
bedeutet. Wenn wir den positiven Integrationsweg so wihlen, daf
der Korper links liegt, so haben wir

doe=_pfds, dy-—uads.

Wir konnen alsdann die Kraftkomponente zusammenfassen durch
den komplexen Ausdruck:

Rx+LRy=Qqu7dz.
$

Diesem Ausdruck koénnen wir eine fiir die Berechnung ge-
eignetere Form geben. Zunichst gilt fir die Stromfunktion der
Relativbewegung, daB

W
Y=y —5@ 4+
laings s konstant ist, Daraus folgt:

fw'dz=0
und )
@ .
fwdz=§f(x2+yz)dz.
8 .

Nun ist aber das Integral auf der rechten Seite offenbar Null, so
dal folgt:

fwdzzo.
2
Wir diirfen daher schreiben:
Sode=[(p+iv)dz=[f(z)dz

1) Cisotti, a.a. 0.
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und wir erhalten fiir die Kraft die gesuchte Form
R,+ R, = oo [fdz,
8

welche geeignet ist fiir die Berechnung, da sie den Cauchyschen
Residuensatz anzuwenden gestattet.

Das Drehmoment in bezug auf den Ursprungspunkt O ist
im allgemeinen Falle der dreidimensionalen Stromung durch einen
zur Rotationsachse senkrechten Vektor gegeben; in dem behandelten
einfachen Falle einer ebenen Stromung, wo die Geschwindigkeit in
jedem Punkte senkrecht zur Drehachse steht, verschwindet das Mo-
ment identisch.

Fir den speziellen Fall einer ebenen Platte konnen wir die
Resultierende leicht berechnen. Die Gleichung (8) schreiben wir:

B+ iR, oo [ r0)52at,

wobei der Integrationsweg s, in der {-Ebene iiber den Umfang des Ein-
heitskreises zu erstrecken ist. Mit Riicksicht auf (4) und (6) erhélt man:

Rx—f—iRy=—-;tga)Ql?e“‘J‘(ths—v—}—sl?) <1-—§)d€

hcosy

= —-—18~tgw2 o e“'f——é_—dé'
L2

=-Z—Qw2 I2hcosve™.

Wir sehen daher, dafl die Resultierende parallel gerichtet
ist zur Spur der Lamelle und zwar so gerichtet, daBl sie die
Platte von der Drehachse nach auBlen zu dringen trachtet. Ihre
GroBe ist gegeben durch:

R=%Qw2l"'hcosv.

Wie wir bereits im Punkte 3. gefunden haben, ist die Normal-
kraft gleich Null; nur ‘'die zur Lamelle parallele Komponente ist von
Null verschieden. Wie bereits bemerkt, ist dies im Einklang mit
dem d’Alembertschen Paradoxon.

Da das Drehmoment in bezug auf 0 verschwindet, ist die ge-
samte Kraftwirkung &dquivalent einer Kraft, welche in 0 angreift.
Verlegen wir diese Kraft nach M, d. h. nach dem Mittelpunkt der
Platte, so erhalten wir daneben ein Moment vom Betrage:

%gwﬁl‘ﬂh? sinzv_—_%gvf,z?sinzy,

wobel V= wh die Geschwindigkeit des Punktes M der Platte be-
zeichnet.
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Dieses Moment verschwindet fiir » =0 und »= j;-g; in allen

ibrigen Fillen ist das Moment bestrebt, die Platte in die Richtung
OM (v=0) einzustellen, d. h. quer zur Rotationsrichtung; wir er-
halten damit ein analoges Ergebnis, wie fiir den Fall der Platte,
welche einer Parallelstromung ausgesetzt ist. Nehmen wir an, daB
der Drehpunkt 0 ins Unendliche riickt, wobei % ins Unendliche
wachsen und w zu Null abnehmen soll, jedoch so, daB Vy= wh
gegen einen endlichen Grenzwert V, konvergiert. Fiir diesen Fall
erhalten wir die Resultierende Null und das Moment in bezug auf
M gleich

%QV02 Psin2y.

Dieser Grenzfall fiihrt zur gleichfrmigen Translation einer Platte
mit der Geschwindigkeit V), wobei diese mit der Platte den Winkel »
bildet. Das Ergebnis stimmt mit dem fiir diesen Grenzfall unmittel-
bar gefundenen und z. B. von Cisotti') gegebenen Resultat iiberein.

1) Cisotti, U.: Sopra la traslazione uniforme di un solido in
un liquido indefinito, Annali di mat. pura ed appl. Bd. 19, Serie III,
(1912), S. 106.



Laboratoriumsmessungen iiber das Dimpfungsmoment
bei kleinen Schwingungen eines Flugzeuges.

Von M. Panetti in Turin.

1. Die theoretische Behandlung der gestérten Bewegung eines
Flugzeuges, welches zuerst von Crocco in Angriff genommen wurde
und von Bryan, Bairstow, Fuchs und Hopf ausgefiihrt wurde, ver-
langt bekanntlich die Kenntnis einer Reihe aerodynamischer Beiwerte,
welche nur auf dem Wege des Experiments gewonnen werden konnen.

Es sind dies die Koeffizienten, welche die Abhingigkeit der
Luftkrifte von dem augenblicklichen Bewegungszustand festlegen, be-
sonders wenn die Bewegung den Anstellwinkel dndert. Bekanntlich
treten bei der Drehbewegung von festen Korpern in einem fliissigen
Medium sehr komplizierte Vorgénge auf.

2. Der wichtigste der erwahnten Koeffizienten ist jener, welcher
die Abhingigkeit der Momente der Luftkriifte bei einer bestimmten
Geschwindigkeit V und bei einem bestimmten Anstellwinkel ¢ von

der Winkelgeschwindigkeit %%5 angibt.

3. In den speziellen Féllen, auf welche die bisherigen techni-
schen Untersuchungen sich beschrinken, bleibt die Lage der Dreh-
achse unverindert relativ zum Flugzeug. Dies trifft zu, wenn die
Bewegung in einer vertikalen bzw. horizontalen Ebene stattfindet
und bei der Drehung um die Léngsachse.

4. Wenn die entsprechenden Drehbewegungen Schwingungen
mit kleinen Amplituden sind, so erhalten wir die charakteristischen
Stampf-, Schlinger- und Rollbewegungen, fiir welche man annehmen
kann, daB die Winkel ¢ Anderungen ¥ erfahren, welche klein sind
gegen den Mittelwert «, und ihre Ableitungen

de dio
EZ=W."..'.".-(1)
nehmen auch nur Werte innerhalb enger Grenzen an.
Das Moment der Luftkrifte M, bezogen auf eine Achse durch

den Schwerpunkt des Korpers, hingt — bei gegebener Korperform
und Bewegungsart — von der Geschwindigkeit V, vom Anstellwinkel

e=oy+9% . . ... ... .. (2

und dessen zeitlicher Ableitung (1) ab.
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Man kann daher fiir M die ersten Glieder einer Reihenentwick-
lung nach den beiden erwdhnten Variabeln ansetzen und schreiben
M—_—MO—A%?—Bﬁ. N G).

Dabei bedeutet

M, das Moment der Luftkrifte bei der Geschwindigkeit ¥ und
bei dem Anstellwinkel ¢, d.h. im Gleichgewichtszustand des Flug-
zeuges.

4 und B sind Funktionen von V und ¢,, und zwar ist 4 die
GroBe, welche wir im Punkt 2 erwidhnt haben, wihrend B den wohl-
bekannten Beiwert darstellt, welcher die Abhingigkeit des Momentes
der Luftkrifte vom Anstellwinkel bei verschwindender Winkel-
geschwindigkeit angibt. Die Grofie B pflegt man in der Flugtechnik
durch ein Diagramm als Funktion des Anstellwinkels darzustellen,
und zwar fiir die gebréuchlichen Anstellwinkel angendhert mit gerad-
linijgem Verlauf. Dies entspricht der Annahme, welche dem letzten
Glied der Gl (3) zugrunde liegt.

5. Es ist noch bekannt, daBl sowohl ¥ als %Q% in der Formel 3

d
negative Vorzeichen haben miissen, da das Glied E?—einem Moment

entspricht, welches dem Sinne nach der Anderung des Anstellwinkels
sicher entgegengesetzt ist (Ddmpfungsmoment) und das zweite Moment
in der Regel einer Abweichung des Anstellwinkels voin Mittelwert
entgegenwirkt (Stabilisierungsmoment). Folglich ist die GroBe A allen-
falls und B in der Regel positiv.

6. Der Bau der beiden Faktoren folgt aus Dimensionsgriinden,
namentlich in welcher Potenz sie jene Groflen enthalten, welche die
Luftkrifte bestimmen: die Dichte des Mediums o, ein Flichenmall
des Flugzeuges F und die Geschwindigkeit V.

Da der Faktor 4 die Dimension eines mit einer ZeitgroBe multi-
plizierten Momentes haben muB, folgt

A==gnoF?V,. . . . . . . ... 4

wobei wir y,, als Dimpfungsbeiwert bezeichnen konnen; derselbe
héngt dann nur von der Form und Einstellung des Flugzeuges ab.
Der Faktor B besitzt die Dimensionen eines Momentes, so dal}

wir setzen konnen
B=ypoFV% . . . .. . ... (b

xm ist der Koeffizient des Stabilisierungsmomentes.

Fiir geometrisch dhnliche Flugzeuge, welche gegen die Bewegungs-
richtung gleiche Einstellung haben, sind yx, und y, unverinderte
Werte.

7. Der Schwerpunktweg ist bei der Stampfbewegung, Schlinger-
bewegung und beim Rollen nicht geradlinig, weil bei periodischer

Anderung des Anstellwinkels die Krifte ebenfalls periodische Ande-



188 M. Panetti:

rungen erfahren und so der Schwerpunkt Schwingungen nach
der Hohen- bzw. Seitenlage ausfithrt. Infolgedessen iéndert sich die
Geschwindigkeitsrichtung und der effektive Anstellwinkel ist nicht
identisch mit dem fiir den Horizontalflug angenommenen Anstell-
winkel des Flugzeuges. Die Winkelabweichung ist durch das Ver-
hiltnis der Transversalgeschwindigkeit v zu der Horizontalkompo-
nente % gegeben.

Wenn wir daher die Bewegungsgleichung auf den Schwerpunkt
beziehen, so miissen wir zwar fiir das Moment der Luftkrifte den
Winkel ¢, aber fiir die Winkelbeschleunigung die Ableitung des

Winkels (ﬁ —{—%) einsetzen,

Das Moment M sei ausgeglichen im Normalzustand (z. B. durch
das konstante Moment der treibenden Kraft der Luftschraube); alsdann
rautet die Momentengleichung fiir die gestorte Bewegung

d? v ad
JW@—I—;):—AE—{—Bﬂ. B ()

Die Auflésung dieser Gleichung verlangt die Kenntnis der GroBe 4
bzw. des Koeffizienten y;;.

8. Die soeben erwihnte Komplikation fillt weg, wenn die Rich-
tung der Geschwindigkeit konstant ist. Die Gleichung (6) lautet dann

a9 dd
_'d?z_“=_A"d’?_'BQ9~. . . . . . . (7)
Die Losung dieser Gleichung liefert bekanntlich eine gedimpfte
Schwingung nach der Formel
d=">e~*sin(wt), . . ... .. . (8)

wobei die Zeit ¢ von einem Durchgang durch die Gleichgewichtslage
gerechnet ist.
In der Formel (8) bedeutet -

B 2 2n
w—-‘/j—,u =T e (9

die Frequenz; T die Schwingungszeit;
!
lu_é.j

das logarithmische Dekrement, d. h. wenn ¢, und ¢, zwei Ampli-
tuden sind, zwischen welchen die Zeitdauer n 7' liegt, so ist

J

(10)

(11)

9. Die GroBe 4 kann experimentell bestimmt werden, wenn wir
das Flugzeugmodell um eine durch den Schwerpunkt gelegte Achse
oszillieren lassen, wihrend es durch einen Luftstrom von der Ge-

——--Llo
b= gﬂ
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schwindigkeit V angeblasen wird. Bei dieser Anordnung haben wir
gerade den unter (8) angefiihrten einfachen Fall verwirklicht. Um
aber das Modell in Schwingungen zu halten, mul man es mit einem
Pendelapparat verbinden, welcher indessen eigenes Richtungsmoment
und Diampfung besitzt. Diese Momente summieren sich mit dem
Moment der Luftkréifte, so daB dadurch eine Komplikation in das
Problem eingefiihrt wird.

10. Der vom Verfasser fiir das Laboratorium am Polytechnikum
in Turin konstruierte Apparat benutzt ein Torsionspendel!). Ein
dicker Faden geht lings des vertikalen Durchmessers durch den Luft-
kanal; derselbe ist oben an einer drehbaren Aufhingevorrichtung
befestigt und trégt unten eine schwere Scheibe, welche die Pendel-
masse vom Trigheitsmoment J, bildet.

Mit dieser Scheibe ist ein torsionsfestes Rohr starr verbunden,
welches mit dem Faden koaxial angeordnet ist und zur Befestigung
des Flugzeugmodells dient, welches in dieser Weise — da die Torsions-
deformation des Rohres vernachléssigt werden kann ~— die Bewegung
der Pendelmasse mitmachen muf.

Das Rohr ist in Kugellagern gelagert, welche in zwei hori-
zontalen Balken untergebracht sind, wodurch der Winddruck auf-
genommen wird.

11. Das riickfithrende Moment wird durch die Torsionselastizitit
des Fadens geliefert und hat die Grofle
@i
T
wobei « die Winkelverdrehung des drehbaren Teiles (Pendelmasse
und Modell), j das polare Trigheitsmoment des Fadenquerschnittes,
!l die freie Linge des Fadens, ¢ den Schubmodul des Fadenmaterials
bezeichnet.

12. Die Déampfung des Pendels rihrt von der Luftreibung an
der Scheibe, von der inneren Reibung des elastischen Fadens, ferner
von der Reibung in den Kugellagern her; fiir alle Félle besteht sie
aus einem konstanten (von der Winkelgeschwindigkeit unabhéingigen)
und aus einem von dieser’ abhingigen Anteil. Dafl der erste Anteil
wirklich nicht existiert, zeigt die Tatsache, dal das Pendel in der
Ruhe keine Unempfindlichkeit zeigt. Den zweiten Anteil kdnnen wir
mit guter Anndherung der Winkelgeschwindigkeit proportional an-
setzen gleich

— Byo=— .. (12)

de
Odt”
13. Unter der Wirkung eines konstanten Luftstromes von der

Geschwindigkeit V' wird das aus dem Pendel und Modell bestehende
Aggregat eine Gleichgewichtslage mit dem Positionswinkel «, an-

4 C .. (1)

1) Vgl. Burzio, Filippo: Un metodo per la determinazione della stabi-
lita longitudinale dei velivoli. (,Ingegneria® Okt. 1922.)
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nehmen, in welcher das Moment der Luftkrifte M, und das elastische
Moment — Bye, sich das Gleichgewicht halten. Den Winkel ¢, kann
man variieren, indem man die relative Lage des Modells gegen
die Pendelscheibe verindert.

14. Wenn nun das System um diese Gleichgewichtslage kleine
Schwingungen ausfiithrt, so geniigt der Ausschlag ¢+ einer Gleichung
von der Bauart der Gl (7), wobei das Pendel zwei Momente liefert,
von welchen das eine proportional ¢, oder wenn wir das Moment M, ab-

ziehen, proportional ¥, und das zweite proportional %:% ist.
Wir erhalten somit die Differentialgleichung
azd dd
T4I) = (4t 4% — (B BYD, . . (19

wobei J das Trigheitsmoment des Modells in bezug auf die Pendel-
achse bezeichnet; es ist in der Roegel vernachldssigbar neben J,,.

15. Der Versuch liefert durch Messung des Dekrementes u,,
welches @hnlich wie x4 aus Gl (11) gerechnet wird, den Wert der
Summe 44 4,%)

Um 4 zu bestimmen, muBl 4, getrennt gemessen werden, indem
man das Pendel in ruhiger Luft schwingen 1dB8t. Fiir diesen Fall
gilt die Gleichung

d’e da
J"W — A, T — B,
aus welcher man das Dekrement u, in der erwdhnten Weise be-
rechnen kann.

Mit Vernachldssigung von J, wie am Ende des letzten Punktes er-

wihnt wurde, gilt die einfache Beziehung fiir jedes Wertepaar von

V und «
° A—2J (uy—u)e - . . . . . .. (15
oMy — My

16. Fiir die Frequenz w, mit Wind und w, ohne Modell ergibt
sich in analoger Weise wie unter (9)

B—[——B ' B,
Wy == J+J — U, wo:]/jo—l‘og

und aus den beiden Beobachtungen erhilt man den Wert von B
bzw. g, welche man unmittelbar vergleichen kann mit den Werten,
die die direkte statische Messung der Luftkrédfte mittels der aero-
dynamischen Wage liefert.

17. Ich will zur Veranschaulichung der Methode einige Ergeb-
nisse angeben. :

Der zuerst ausgefuhrte Apparat enthielt eine Pendelmasse von
35 kg Gewicht mit einem Trigheitsmoment J==0,0411 kgms?; der
Fadendurchmesser betrug 7 mm, die Lénge 2,12 m. .

1) Vgl. Burzio a.a.0.
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Die Schwingungsdauer ergab sich zu T,=1,80, die Frequenz
zu w,= 3,49, das Dekrement im Mittel zu u,==10,022.

Nachdem ein Eindeckermodellmit den FlichenausmaBen 80 ><19 cm
fir die Hauptfliche, 27,56 >< 7,5 cm fiir die in einer Entfernung von
50 cm angeordnete Dampfungsfliche mit dem Pendel verbunden
wurde, erhielten wir folgendc Resultate:

V=8mfs 15m/s 23 m/s
wy=1° 2015 5°
w, =2,85 2,93 3,92
u,=0,146 0,279 0,468
p#— pe=0,124 0,267 0,446.

Die Zahlen in der letzten Reihe sind nach Gl. (15) proportional dem
Faktor 4, woraus man sieht, dal dieser Faktor mit der Geschwindig-
keit V proportional wichst, wie aus Gl. (4) folgt. Die Proportionalitit
ist nicht exakt, weil bei den Versuchen der Wert « nicht genau
konstant gehalten wurde.

Wenn wir auf Grund der Gleichungen (4) und (15) den Dampfungs-
koeffizienten y,, berechnen, so erhalten wir

m=0,334 0,374 0,428

oder im Mittelwert x,=0,38, so daB man diesen Wert der Be-
rechnung von Stampfbewegungen dem benutzten Modell #hnlicher
Flugzeuge zugrunde legen kann.



Uber die Dynamik der Flugzeuge.
Von L. Hopf in Aachen.

Die experimentelle und theoretische Einsicht in die Natur der
Luftkriafte hat uns heute in den Stand gesetzt, mit geniigender
Sicherheit die Leistungen eines Flugzeugs zu berechnen; wir dimen-
sionieren die Flugzeuge mit Hilfe statischer Rechnungen, indem wir
die bei stationdrem Flug auftretenden Kriifte und Momente ins
Gleichgewicht setzen mit dem Flugzeuggewicht und der Schrauben-
kraft bzw. den dazu geh6renden Momenten. Die individuelle Be-
rechnung der Flugzeuge wird wohl auch in absehbarer Zeit auf diese
Gedankengéinge beschréinkt bleiben und nur von einer tiefergehen-
den und genaueren Erforschung der betreffenden Zahlenwerte Nutzen
ziehen. Die allgemeine Entwicklung des Flugzeugbaues schopft aber
ihre Richtlinien zum groflen Teil aus einer anderen Quelle, nimlich
aus den Erfahrungen und Uberlegungen, welche an die nichtsta-
tiondre Bewegung des Flugzeugs ankniipfen, und bei welchen die
Gesichtspunkte der Flugsicherheit (Stabilitit), der Steuerbarkeit
{Wendigkeit) und der Beanspruchung im Vordergrunde stehen. Aus-
sagen von Flugzeugfiihrern, unvorhergesehene Ungliicksfille und un-
sichere Uberlegungen haben in der ersten Zeit der Flugtechnik hier
den Ausschlag gegeben; an deren Stelle klare Rechnungen und
wissenschaftlich gesicherte Ergebnisse treten zu lassen, ist das Ziel
der Flugzeugdynamik. Aus tastenden Anfingen ist diese Wissen-
schaft gerade in der Zeit entstanden, iiber welche auf unserer Ver-
sammlung berichtet werden soll; denn erst in den letzten Jahren
sind die Erfahrungen iiber die Luftkrifte weit genug gediehen, um
eine brauchbare Grundlage fiir eine Dynamik des Flugzeugs abzu-
geben. Was heute geschaffen ist, kann man auch durchaus noch
nicht als etwas Fertiges ansehen; aber vielleicht sind die von der
Theorie herausgearbeiteten Gesichtspunkte stark genug, um als
Fundament exakter Experimente und technischer Weiterentwicklung
zu dienen.

Das Problem der Flugzeugdynamik ist kein hydrodynamisches.
Die Luftkrifte in ihrer Abhiingigkeit von den einzelnen Parametern
der Flugbewegung werden aus der Erfahrung (oder evtl. aus der hydro-
dynamischen Theorie) als bekannte GroBen entnommen, und es wird
die Bewegung des Flugzeugs als die Bewegung eines starren Korpers
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untersucht. Das allgemeine Problem ist also die Diskussion einer
Bewegung von 6 Freiheitsgraden; im besonderen Fall der reinen
Langsbewegung, bei welcher das Flugzeug keine horizontalen Kurven
beschreibt, die Flugbahn also stindig in der Symmetrieebene des
Flugzeugs bleibt, aber natiirlich in dieser Symmetrieebene beliebig
gekriitmmt sein kann, kommen wir zu einer ebenen Bewegung von
3 Freiheitsgraden, die wesentlich leichter zu behandeln, daher auch
schon erschopfender durchforscht ist. Uber das ebene Problem soll
zunéchst berichtet werden:

I. Lingsbewegung.

Die ebene Bewegung eines Flugzeugs wird durch folgende

3 Koordinaten beschrieben: die Geschwindigkeit (v), den An-
stellwinkel, d.i. den Winkel zwischen Flugzeugachse (oder Fliigel-
sehne und Flugbahn (¢) und den Winkel zwischen Fiugzeugachse
und horizontaler Richtung (), welcher die Orientierung des Flug-
zeugs gegeniiber der Schwererichtung und gegeniiber dem
Inertialsystem angibt (Abb. 1).

Die Flugbahn selbst schlieBt da- 5e AT aﬂfe
nach mit der Horizontalen den ﬁ%;,_tfr
Anstiegwinkel (¢) ein, der ge- %ﬂﬂm
geben ist als Differenz von ¢ Sf.:nfjf,s‘J P
und ¢. Die Luftkraft und ihr T =

Moment héngen von ¥ nicht ab, Abb. 1. Koordinaten der Lingsbewegung.
sondern nur von ¢ und v. Der

Parameter, welcher die Leistungen des Flugzeugs am besten cha-
rakterisiert, ist aber die Neigung der Flugbahn ¢. Die mechanischen
Zusammenhinge werden wohl am klarsten, wenn ich die mathema-
tischen Gleichungen hier hinschreibe, obwohl ich im Rahmen dieses
Vortrages keine mathematischen Entwicklungen geben kann. Es ist
im Hinblick auf die gewédhlten Variablen am zweckméfBigsten, wenn
die Kraftkomponenten in Richtung der Flugbahn und senkrecht dazu
gewahlt werden. Die Luftkraftkomponente, welche der Richtung der
Flughahn entgegenwirkt, nennt man den Widerstand W, die Komponente
senkrecht zur Flugbahn den Auftrieb 4, und man setzt, wie stets
in der Aerodynamik, an:

y 2 a9
W:ché—;v A=—=c, F —v

(y/g Luftdichte, F Fligelfliche).
Dann lautet die Bewegungsgleichung in der Flug-
richtung:

-g%—Scosﬁ Gsing—e¢, F~v N ¢ 3]

(G Gewicht. S Luftschraukenzug, §-— « ist ein konstanter Winkel ).

Senkrecht zur Bewegungsrichtung wirkt als Massenkraft

nur die Zentrifugalkraft, welche mit den gewéhlten Variablen am
v.Kirman—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 13
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besten in der Form ¢ v %‘? hingeschrieben wird. Die Bewegungs-
g
gleichung lautet daher:
%vi—f:é’sinﬁ— Gcosqp—}—cal?'g*g’tf2 N )

Die Momentengleichung gibt die Winkelbeschleunigung im

2

Raum ;ﬁ an; sie lautet, wenn J das Trigheitsmoment des Flug-

zeugs um die Schwerpunktsachse (senkrecht zur Symmetrieebene)
und M das Moment der Luftkrifte bedeutet, und wenn das Moment
der Schraubenkraft um den Schwerpunkt vernachlissigt wird:

dz 9
— =M.
di®

Das Moment der Luftkrifte, welches hier positiv gerechnet ist, wenn
es die Flugzeugspitze nach unten zu driicken strebt, hingt von der
Geschwindigkeit und vom Anstellwinkel ab, aulerdem aber auch
vom Ruderausschlag (s), somit von den SteuermaBnahmen des Fiihrers.
Den EinfluB des Ruderausschlags auf die Luftkrifte selbst, also auf
die beiden anderen Gleichungen, kann man vernachlissigen; Steuer-
mafBnahmen sind daher nur Eingriffe in das Momentengleichgewicht.
Wichtig ist ferner, daB das Moment der Luftkraft auch noch von

J

der Drehgeschwindigkeit %1'3 abhiingen mull; denn bei einer Drehung

des Flugzeugs wird die Luftbewegung an den weit vom Schwer-
punkt entfernten Leitflichen eine andere, wie die Luftbewegung an
den Fliigeln, weniger der Geschwindigkeit als der Richtung nach;
die Folge davon ist ein dimpfendes Zusatzmoment, welches
iibrigens mit praktisch geniigender Genauigkeit der Geschwindigkeit
proportional und unabhéngig vom Anstellwinkel angenommen werden
kann. Diese Andeutungen konnen wohl geniigen zum Versténdnis
folgender Form der Momentengleichung:

J%“gz—m(a, s)v“;nv(fzf—. N )
dabei sind m und # bekannte GroBen, welche von den Abmes-
sungen des Flugzeuges usw. abhingen, m insbesondere noch vom
Anstellwinkel und vom Ruderausschlag.

Die meisten ilteren Arbeiten, welche auf diesen Gleichungen
fuBen, sind reine Stabilitdtsuntersuchungen mit der Methode
der kleinen Schwingungen. Die Unbekannten werden als nur
wenig abweichend von Gleichgewichtswerten angesehen; alle Glieder
werden nach diesen kleinen Abweichungen entwickelt, ro daf} die
Gleichungen linear werden. In bekannter Weise ergibt sich bei
dieser Entwicklung eine Sikulargleichung, und zwar eine algebraische
Gleichung 4. Grades; und je nachdem die Wurzeln dieser Gleichung
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auf gedimpfte oder anwachsende Schwingungen fiihren, ist der
Gleichgewichtszustand als stabil oder instabil anzusehen. Von den
Ergebnissen dieser Untersuchungen sei nur wenig hervorgehoben:
Im praktisch wichtigen Bereich der Anstellwinkel ist in erster Linie

7
fur die Stabilitit das Vorzeichen der Groéfle 6% mallgebend; es wird

damit durch exakte Rechnung eine rein statische Stabilitdts-
betrachtung gerechtfertigt, welche, auf einem unexakten Schlusse he-
ruhend, schon lange als mafigebend angesehen wurde. Ist das Vor-

zeichen von %:—? positiv, so dafl bei einer zufilligen Erhéhung des

Anstellwinkels ein Moment auftritt, welches die Flugzeugspitze nach
unten zu driicken strebt, so ist Stabilitit vorhanden, andernfalls
Instabilitdt. Nach der exakten Durchrechnung erweist sich diese
Stabilitatsbedingung als notwendig, aber nur dann als hinreichend,
wenn die Grofe n der Gl (3), also das dimpfende Moment,

. 0 N .
einen bestimmten, vom Anstellwinkel und von #abhanglgen Wert
0

nicht unterschreitet.

Diese Ergebnisse sind interessant, aber weder theoretisch noch
praktisch befriedigend; denn sie lassen die Art der Flugzeug-
bewegung, die Reaktion des Flugzeugs auf eine ungewollte oder ge-
wollte Anregung, auf eine Storung oder Steuerungsmaflinahme im
Dunkel; sie geben auch dem Praktiker keinen Anhalt dafiir, welche
Stabilitdt er erstreben soll, wie sich Stabilitdit und Steuerfihigkeit
vertragen u. dgl. Kédrméan und Trefftz, welche wohl am klarsten
die Léngsstabilitit von Flugzeugen untersucht haben, sind schon
einen Schritt weitergegangen und haben die typischen Flugzeug-
bewegungen hervorgehoben, welche den einzelnen Wurzeln der
Sdkulargleichung, also den einzelnen freien Partialschwingungen des
Flugzeugs entsprechen. Als charakteristisch fiir die Langsbewegung
ergibt sich, daBl meistens (bis auf besondere weniger interessante
Fille) eine langsame, schwach gedimpfte und eine rasche, stark ge-
dimpfte Schwingung auftreten. Der Charakter dieser Schwingungen

. . 7 . "
hiéngt im wesentlichen von 5% ab und ist in den Extremfillen

leicht festzustellen:

om . L “
Ist a—:?:O, also das Flugzeug ,statisch indifferent®, so er-

weist sich das Flugzeug als indifferent gegen seine Lage zur Horizon-
talen ¢; es ist kein Moment vorhanden, welches ein bestimmtes
erzwingt, oder einem aufgepragtem ¢ widerstrebt. Eine Dreh-

9
bewegun a9 hingegen ist stark geddmpft. Diese aperiodisch ge-
gung g p p g

démpfte Bewegung tritt in unserem Grenzfall an Stelle der raschen
Schwingungen im allgemeinen Fall. Die langsamen schwach ge-
dimpften Schwingungen zeigen ein aperiodisches Heranriicken des

13*
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Anstellwinkels und der Geschwindigkeit an ihre Gleichgewichtswerte
unter unveranderter Beibehaltung der Anfangsorientierung  des Flug-
zeugs. Der Verlauf der Flugbahn ist dementsprechend unmittelbar
der Gleichung ¢ =% — ¢ zu entnehmen.

Ist -Z%l-:oc, also das Flugzeug unendlich stabil, so zeigen
sich zwei richtige Schwingungen, eine Drehschwingung um die un-
verinderte und unbeschleunigte Flugbahn (¢ und v= const), welche
infolge des ddmpfenden Momentes (n) mit der Zeit abklingt und
eine langsame Schwerpunktschwingung, welche das Flugzeug unter
Einhaltung seines Anstellwinkels (« == const) ausfiihrt.

Diese letztgenannte Schwingung nun ist wesensgleich mit der
lange bekannten ,Phygoid“bewegung von Lanchester, welche
ganz allgemein ohne Einschrinkung auf kleine Schwingungen
aus unsern Gleichungen abgeleitet werden kann, wenn man aus der
letzten mit m ==oc die Konstanz des Anstellwinkels entnimmt und
in den Kraftgleichungen die dissipativen Krifte (den Energie ver-
zehrenden Widerstand und den Energie zufiihrenden Schrauben-
schub) vernachlissigt. Diese Bewegung ist die einzige seit lingerer
Zeit bekannte beschleunigte Lingsbewegung, die ohne Beschrinkung
auf kleine Schwingungen ausgerechnet worden ist; sie kann nicht
nur viel an Modellen beobachtet werden, sondern tritt auch bei
Flugzeugen, besonders in der eindrucksvollen Form des Schleifen-
fluges (looping the loop) haufig auf.

R. Fuchs und ich stellten uns nun die Aufgabe, fiir den all-
gemeinen Fall beliebiger Flugzeugbauweise, insbesondere beliebiger
Stabilitdt, die Bewegungsformen aus den mechanischen Gleichungen
zu erschliefen, welche ohne Beschrinkung auf unendlich
kleine Abweichungen von Gleichgewichtszustinden auftreten,
und sowohl das Verhalten der Flugzeuge gegen Stérungen wie die
Reaktion auf SteuermaBnahmen zu verfolgen. Im Falle unendlicher
Stabilitit leistet ja die Phygoidtheorie das Gewiinschte; sie gibt den
Verlauf einer Storung wieder; aber die Wirkung von Steuerungs-
maBnahmen kann schon deshalb aus der Phygoidtheorie nicht folgen,
weil ein unendlich stabiles Flugzeug, welches seinen Anstellwinkel
fest beibehilt, gar nicht gesteuert werden kann.

Wir stellten daher der Phygoidentheorie zunéchst den anderen
Grenzfall des indifferenten Flugzeugs gegeniiber. Setzt man
in GL (3) m==const==0, so folgt unmittelbar — wie es ja oben
bei Besprechung der kleinen Schwingungen schon hervortrat —, daB

wihrend einer Bewegung ohne Anfangsdrehung <—le—? =0 fir t= O)

& standig konstant bleibt. Die beiden anderen Gleichungen, welche
noch die Unbekannten v und ¢ enthalten, lassen sich nun leicht
numerisch integrieren, wenn auch nicht in geschlossener Form;:
letztere Moglichkeit bietet sich in der Phygoidtheorie deshalb, weil
dort « konstant ist und daher auch ¢, und ¢, konstant sind. Hier
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treten diese beiden GroBen als empirisch gegebene GroBen auf; er-
setzt man die empirischen Funktionen durch analytische Ausdriicke,
so kann man die Integration auch in geschlossener Form erhalten;
aber dies kann nur unter Umstéinden zur Vereinfachung der Rech-
nung, nicht aber zur besseren Ubersicht iiber die Ergebnisse fiihren.
Der Charakter der Losungen wird nun entscheidend dadurch
bestimmt, dafl die in der Bahnrichtung wirkenden Krifte
klein sind gegeniiber den senkrecht zur Bahn wirkenden
Kraften. Dies ist ja eine grundlegende Tatsache, auf welcher die
Losbarkeit des Flugproblems iiberhaupt beruht, man erkennt hier eine
Analogie zur vollkommenen Wegstreichung der dissipativen Kriifte
in der Phygoidtheorie. Weichen nun die Werte von « und v im
Anfangszustand von den Gleichgewichtswerten ab, so wirken die
Krifte senkrecht zur Bahn stérker als die in der Bahnrichtung, die
Zentrifugalbeschleunigung ist am Anfang stiirker als die Bahnbeschleu-
nigung, und es stellt sich zunéchst das partielle Gleichgewicht senk-
recht zur Bahn her, ehe die Geschwindigkeit wesentlich von ihrem
Anfangswert abgewichen ist. Jede Stérung verliuft also in 2 zeit-
lich getrennten Akten: erst stellt sich bei fast gleichbleibender
Geschwindigkeit der Anstellwinkel auf den Wert ein, welcher bei
der betr. Geschwindig-
keit dem Gleichgewicht
der  bahnsenkrechten
Krifte entspricht; dann
nehmen Geschwindig-
keit und Anstellwinkel
langsam ihre Gleich-
gewichtswerte an, wéah-
rend stindig das Gleich-
gewicht der bahnsenk-
rechten Kréfte erhalten
bleibt.
Ich gebe hier eine
Darstellung der Vor-
ginge, welche auch im
allgemeinen Fall ver-
wendbar bleibt und uns
hier die mathematischen
Entwicklungen  voll-
kommen sparen kann
(Abb. 2). Was ich am
Verlauf von Xurven
zeige, ist natiirlich ohne Abb. 2. Lingsbewegung des indifferenten Flugzeugs.
weiteres in mathema-
tische Form zu kleiden und zur numerischen Integration zu verwenden.
Bei bestimmt gegebenem ## — das ja beim indifferenten Flugzeug
wahrend der ganzen Stérungsbewegung konstant bleibt — ist der dy-
namische Zustand des Fluges durch einen Punkt in einer v-«-Ebene
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dargestellt. In dieser Ebene faBt eine Kurve (I) alle diejengen Werte
von v und « zusammen, in welchen die bahnsenkrechten Krifte sich
das Gleichgewicht halten, eine andere Kurve (II) zeigt Gleichgewicht
der Bahnrichtungskrifte an. Wo sich beide Kurven schneiden,
herrscht volles Gleichgewicht. Die Lage des v-a-Punktes, welcher
den momentanen Flugzustand darstellt, in bezug auf diese beiden

Kurven bestimmt das Vorzeichen von Z—Z) und Zf, auf den schraf-

fierten Seiten der Kurve I wiichst «, auf der schraffierten Seite der
Kurve II wichst v, auf den anderen Seiten nehmen « bzw. v ab. Man
erkennt dies unmittelbar aus den Gl. (1) und (2), wenn man noch be-

denkt, daB %Ef: ——i% wegen der Konstanz von . Nun wird der

Verlauf der v-¢-Kurve, welche die Bewegung des Flugzeugs darstellt
ohne weiteres klar; die Kurven 4 bis D der Abbildung sind Ergeb-
nisse numerischer Integration; sie zeigen den Verlauf in den 2 Akten,
der oben geschildert wurde. Die Abhingigkeit von der Zeit, welche
sich bei der Integration natiirlich auch ergibt, ist dabei nicht zu
erkennen. Es geniigt hier wohl die Angabe, dafl sich der 1. Akt
sehr schnell, der 2. Akt wesentlich langsamer abspielt, so daB die
Kurve I von unserer darstellenden Kurve A4 z. B. nach etwa 1 Se-
kunde, das volle Gleichgewicht erst nach etwa !/, Minute er-
reicht wird.

Diese Uberlegungen iiber die beschleunigte Bewegung des in-
differenten Flugzeugs bilden nun die Grundlagen fiir die Integration
der Bewegungsgleichungen im allgemeinen Fall. In den beiden
besprochenen Grenzfillen gestaltete sich die Rechnung deshalb ein-
fach, weil die Momentengleichung unmittelbar zur Bestimmung eines
Parameters (¢ = konst. bzw. ¢ = konst.) benutzt werden konnte. Im
allgemeinen Fall ist dies nun nicht mehr moglich, wir haben also

nicht nur eine einzige Drehung <wie %Z; beim unendlich stabilen,

a .o
ﬁ beim indifferenten Flugzeug) zu betrachten, sondern zwei: die

Drehung des Flugzeugs <£oll?) und die Drehung der Flugbahn

(%(f) . Diese beiden Drehungen werden von verschiedenen Umstéinden
beeinflut; durch Storung des Gleichgewichtes der bahnsenk-
rechten Krifte wird die Flugbahn gedreht, durch Storung des
Momentengleichgewichts, insbesondere wenn der Fiihrer durch einen
Steuerausschlag ein zusitzliches Moment erzeugt, entsteht eine
Drehbeschleunigung des Flugzeugs. Beide Drehungen stehen
nur dadurch miteinander in Verbindung, daB bei nicht ganz gleicher
Drehung von Flugbahn und Flugzeug — und eine solche Gleichheit
tritt schon deshalb nicht ein, weil die Stérungen eine Dreh-
geschwindigkeit der Flugbahn, aber eine Drehbeschleunigung
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des Flugzeugs zur Folge haben — der Anstellwinkel und mit ihm
die Luftkraft verindert werden. Durch diese Zusammenhiinge be-
kommt die Lingsbewegung des Flugzeugs ihren besonderen Charakter.
Die Geschwindigkeitsinderung tritt — wie beim indifferenten Flug-
zeug — gegen diese Drehbewegungen im Anfang der Bewegung, der
das Hauptinteresse bietet, zuriick und macht sich erst spiter geltend.

Auch diese Zusammenhidnge sind besonders leicht an Hand
eines Diagrammes zu iiberblicken, das eine Erweiterung der Abb. 2
darstellt (Abb. 3). Im allgemeinen Fall sind aber nicht 2, sondern

Abb. 3. Diagramm zum Vergleich der statisch stabilen und der statisch
instabilen Flugzeugs.

3 Parameter vorhanden, v, ¢ und 9. Der Punkt, welcher den mo-
mentanen Flugzustand darstellt, bewegt sich daher nicht auf einer
v-a-Ebene, sondern in einem v-¢-9-Raum. Die Darstellung wird nun
besonders iibersichtlich dadurch, daB die Fliche, auf welcher die
Gleichgewichtszustinde der bahnsenkrechten Kriifte zusammengefal3t
sind, in allen fiir den Normalflug wichtigen Ebenen ¢ — konst., sich
kaum unterscheiden; nur bei den Problemen des Sturzfluges treten
ndmlich Werte von cos# und von cos ¢ auf, welche von 1 inner-
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halb der hier ndétigen Genauigkeitsgrenzen verschieden sind. So
stellt in den meisten wichtigen Féllen wieder eine einzige Kurve I
in der v-¢-Ebene das Gleichgewicht der bahnsenkrechten Krifte dar
und die Lage des darstellenden Punktes gegeniiber dieser Kurve

ist maBigebend fiir das Vorzeichen von dl—q;, also fiir die Drehung der
i

Flugbahn. Auf der schraffierten Seite wird die Flugbahn flacher,
auf der anderen steiler. Aber auch die Drehung des Flugzeuges

4 . . .
(?l%) ist im ebenen wv-¢-Diagramm ohne weiteres abzulesen; denn

das Vorzeichen der Drehbeschleunigung wird nach (3) bei gegebenem s
durch die Lage des darstellenden Punktes gegeniiber der Ebene
« =konst. im ¢-¢-9-Raum (III in Abb. 3) gegeben. Hier tritt die
Bedeutung der ,statischen Stabilitit“ klar hervor; das Vorzeichen
der Drehbeschleunigung wird dadurch bestimmt, ob das Moment der
Luftkraft an einem Punkte des v-«--Raumes kopflastig oder schwanz-
lastig wirkt, d. h. ob es das Flugzeug bei Erhohung des An-
stellwinkels gegeniiber dem durch I1II gegebenen Gleichgewichtswert
nach unten oder nach oben driickt. Eben das hatten wir aber oben
als Kriterinm der statischen Stabilitit erkannt. Die Kurve II tritt
wieder in ihrer Bedeutung zuriick, und dies ist der wesentliche
Punkt, der die einfache Integration der Gleichungen und die ein-
fache Darstellung iiberhaupt ermdéglicht; denn die Kurve Il hingt
sehr wesentlich von ¢ ab. Die in der Abbildung eingezeichneten
Kurven 4, B ... werden durch diese Darlegungen wohl ohne weiteres
verstiandlich; sie zeigen den qualitativen Verlauf einer Gleichgewichts-
storung; als Beispiel sei Kurve 4 etwas niiher erliutert: Ist ein
Flugzeug so aus seinem Gleichgewicht gebracht, dafBl sein Anstell-
winkel etwas erniedrigt, seine Geschwindigkeit stark erhoht ist, wo-
bei es noch gleichgiiltig bleibt, welche Lage es zufillig gegeniiber
der Horizontalen einnimmt (solange ¢ nicht zu groB ist), so wird
sein augenblicklicher Zustand durch den Punkt 4 dargestellt. Nach

dem oben Gesagten mufl in diesem Falle %i: positiv sein, die Flug-
a

bahn kriimmt sich also sofort nach oben. Das Flugzeug dreht
sich im ersten Augenblick noch nicht; denn die Stérung des Mo-
mentengleichgewichtes hat nur eine Drehbeschleunigung, keine Dreh-
geschwindigkeit zur Folge. Infolgedessen sinkt der Anstellwinkel
und mit ihm die Krimmung der Flugbahn. Der darstellende Punkt
bewegt sich wie beim indifferenten Flugzeug auf die Kurve I zu.
Nun aber tritt die Drehbeschleunigung des Flugzeugs ins Spiel und
zwar in verschiedenem Sinn, je nachdem das Flugzeug statisch stabil
oder instabil ist. Fallt das Luftkraftmoment mit fallendem Anstell-

2

winkel, ist also die statische Stabilitit vorhanden, so erhilt %“; und

. a4 .
somit i positive Werte; das Flugzeug wird nach oben, d. h. der
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Flugbahn nach gedreht. Der darstellende Punkt kann nun die Kurve
do dd

(besser Fliche) I nicht erreichen; denn dort ist ja 717:0’ dt und
somit g_«;_c positiv. Die Flugbahn wird also stindig ansteigen und

zwar immer steiler und steiler; die Drehung des Flugzeugs hingegen

2

findet ihre Grenze nach Uberschreitung der Geraden III, wenn i

negativ wird. Nun wird % kleiner, aber dafiir [fT(f grofler, infolge-
dessen sinkt der Anstellwinkel wieder; der Charakter einer Schwingung
beginnt sich in der Flugzeugbewegung geltend zu machen. Da 9,
wie ¢, stindig wichst, sinkt die Kurve II nach unten im Dia-
gramm; die Geschwindigkeit sinkt immer rascher, was ja bei einer
stindig ansteigenden Bewegung selbstverstindlich ist. Unsere dar-
stellende Kuive nahert sich der Kurve I in der Néhe ihres Schnitt-
punktes mit Kurve III; dort kann sie diese iiberschreiten; dann

d . . .
kann qu negativ werden, die Flugbahn sich wieder nach unten

kriitmmen, und nun stellt sich — als Folge des langsamen Ausgleichs
der Krifte in der Bahnrichtung -— eine langsam periodische Be-
wegung ein, welche der langsamen Schwingung in der Stabilitdtstheorie
entspricht. Man sieht bei

dieser Darstellung die zwei i
Arten von Schwingungen,
wie sie in der Stabilitits %
theorie gefunden werden,
in ihrer mechanischen Be-
deutung. Man sieht aber
auch die geringe prak-
tische Wichtigkeit der lang- |
gamen Schwingungen, wel-
chein der Stabilitatstheorie 4
besonders interessant er-
scheinen; denn nur die %
ersten Augenblicke eines
Storungsverlaufes sind
wesentlich; dann arbeitet 2

der Fiihrer bereits dagegen : 3

und beeinflult den ganzen % . it 2 3 % 7 #%

Verlauf entscheidend. Abb. 4. Wirkung einer SteuermaBnahme.
Bei statischer Insta-

bilitdt ist die Kriimmung der Flugbahn im ersten Augenblick die-

selbe; aber die Drehbeschleunigung wirkt nach der entgegengesetzten

Richtung. Die Flugbahn kriimmt sich nach oben; das Flugzeug selbst

wird aber nicht der Flugbahn nach, sondern ihr entgegen nach unten

gedreht. Beide Drehungen wirken in diesem Fall dahin, den Anstell-
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winkel zu verkleinern; die darstellende Kurve tiberschreitet, ohne daf
die Geschwindigkeit nennenswert sinken kann, die Kurve I, die Flug-
bahn folgt nun dem Flugzeug nach und kriimmt sich nach unten.
Die Folge ist ein rasches Abwirtsstiirzen, wobei nun die Geschwindig-
keit natiirlich auch rasch zunimmt.

In ganz analoger Weise ldBt sich ein Steuerungsvorgang
verfolgen: Der Anfangszustand ist in diesem Fall ein Gleichgewichts-
zustand; man denke sich nun in einem unendlich kleinen Augenblick
die Ruderstellung verindert; dann ist das Momentengleichgewicht

gestort. Der Gleichgewichts-

6\';270’ zustand wird nunmehr durch
Y ein Kurvensystem (I, II, IIT)
Y dargestellt, welches den Punkt

32 7 nicht enthilt, aber solange ¢
klein bleibt, &ndert sich ja

28— stabi! -/ die Kurve I nur wenig, so
.. J dafl man im ersten Augen-

= indifferent D blick das Gleichgewicht der

24| =====- mnstabil - / bahnsenkrechten Krifte als
s // gewahrt, also den Punkt auf

/ Kurve I liegend - annehmen
/ kann. Nun wird also zu-
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s ;"I néchst dg ~——Ose1n die Rich-
76 A S dt

s a4 tung der Drehbeschleuni-
47 vl ung wird aber in jedem
d s A gung y

77 Fall die gewiinschte sein;
',"// Grog denn z. B. durch einen Ruder-
R ausschlag, der — wie in

V '..»" Z Abb. 4 — ein Moment erzeugt,
: welches die Flugzeugspitze
e 8  nach oben zu drehen sucht,
P wird unter allen Umsténden
sowohl beim stabilen, wie beim
instabilen Flugzeug eine Dreh-
beschleunigung in der ge-
p  Wwiinschten Richtung erzeugt;
das Flugzeug wird nach oben
N gedreht; da nun infolge-

rd

4 N, d
J ‘ dessen < >0—— <;0 = O) der
Aobb _— ,b . . dZJeC‘ Anstellwmkel Wachsen muB,
. 0. enerung bei verschiedener o . _
Stabilitit. zeigt unser Diagramm, daf3 so

wohl beim stabilen als auch
beim instabilen Flugzeug der darstellende Punkt auf die in Abb. 3
unschraffierte Seite der Kurve I riickt, also die Flugbahn nach oben
gekriimmt wird. Das eigentliche Ziel der Steuerbewegung wird also
in jedem Fall erreicht; aber bei dieser Bewegung nihert sich das
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stabile Flugzeug dem neuen Gleichgewichtszustand, das instabile
entfernt sich daraus; ohne neue SteuermafBnahmen miissen sich bei
Instabilitdit Flugbahn und Flugzeug ungehewmt weiter nach oben
drehen, was zu unmoglichen Flugzustinden, zum Abrutschen und
zum Absturz fiihrt.

Ich kann im Rahmen dieses Vortrages nicht genauer auf die

einzelnen Vorginge eingehen, noch weniger von den numerischen
Integrationsergebnissen sprechen. Die angefiithrten qualitativen Be-
trachtungen lassen sich ja leicht in eine quantitative schrittweise
Integration der Differen-
tialgleichungen umdenken.
Als Beispiele seien 2 Kur-
venblidtter hier reprodu-
ziert: Das erste (Abb. 5)
zeigt die Wirkung eines
Steuerausschlagesbeim sta-
bilen, indifferenten und
instabilen Flugzeug und
gibt iiber das oben Ge-
sagte hinaus nur die Ab-
hiéingigkeit von der Zeit.
Man sieht, wie die Drehung
der Flugbahn (¢) erst die
sekundére Folge der Dre-
hung des Flugzeugs () ist;
man sieht ferner die ra-
schere Reaktion des in-
stabilen Flugzeugs, das Be-
streben des stabilen Flug-
zeugs, schon in der 2. Se-
kunde sich dem neuen
Gleichgewichtszustand zu
niahern, aber noch kein
Hervortreten des Schwin-
gungscharakters, obwohl
2 Sekunden fiir die Steue-
rung eines Flugzeugs keine
unerhebliche Zeit sind;
ferner das hemmungslose
Weitergehen der Drehung
bei Instabilitit und die
relative Bedeutungslosig-
keit der Geschwindigkeits-
dnderung.

Das 2. Kurvenblatt
(Abb. 6) stellt die Verhalt-
nisse im  sogenannten  ap), 6. Flugzeugbewegung im iiberzogenen
siberzogenenZustand“ Zustand.
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dar. Dieser ist dadurch charakterisiert, dal die Geschwindigkeit —
wie im Falle D der Abb. 2 —— unter den Minimalwert gesunken
ist, bei welchem ein Gleichgewicht der bahnsenkrechten Krifte
iiberhaupt noch moglich ist. In diesem Falle trifft die den Flug
darstellende Kurve die Kurve I zunichst iiberhaupt nicht, sondern
erst, wenn die Geschwindigkeit wieder gewachsen ist. Das Vor-

dyg . .
zeichen von 7?, das am Anfang negativ war, wird aber erst dann

wieder positiv, wenn die Kurve I iiberschritten ist. Die Flug-
bahn kriimmt sich erst stark nach unten, und erst der langsame
Ausgleich der Kriifte in der Bahnrichtung ermdglicht ein Zuriick-
kriimmen nach oben, wihrend sich im normalen Flug nach dem
oben Gesagten die Drehung bedeutend schneller regelt als die Ge-
schwindigkeit. Diese typische Bewegung des Flugzeugs, die jedem
Flugzeugfithrer wohl bekannt ist, verliert ihre groBten Schrecken
dadurch, daB kein Flugzeug bei groflen Anstellwinkeln instabil ist,
daB darum die Drehung des Flugzeugs und infolgedessen auch die
der Flugbahn nicht hemmungslos weiter geht. Das Interessanteste
an der Bewegung ist aber die Unmoglichkeit, die Flugbahn in diesem
Falle aufzurichten dadurch, daB man ,zieht¥, d. h. mit Hilfe des
Steuers ein aufrichtendes Moment auf das Flugzeug auszuiiben sucht.
Das Kurvenblatt zeigt, wie in diesem Fall wohl das Flugzeug die ge-
wiinschte Bewegung macht (¢ wird grofer), aber die Flugbahn nicht
nachfolgt (¢ verlduft genau so wie ohne SteuermaBnahme). Die Folge
des Steuerausschlages ist nur eine VergroBerung des Anstellwinkels.
Man muB sogar die entgegengesetzte Steuerbewegung einleiten — wie
gleichfalls den Flugzeugfiihrern sehr wohl bekannt ist; man muB das
Flugzeug erst recht nach unten driicken, um die Geschwindigkeit zu
erhéhen und so rascher wieder einen Ausgleich der bahnsenkrechten
Krifte und damit die Steuerfihigkeit des Flugzeugs zu ermdglichen.

II. Allgemeines Problem; Seitenbewegung.

Kann man somit einerseits sagen, daB fiir alle Probleme der
ebenen Bewegung grundsitzliche Schwierigkeiten nicht mehr exi-
stieren, so sind andererseits fiir das allgemeine Problem nur wenige
Grundlagen und Ansitze vorhanden; allerdings Ansétze, die praktisch
von groBer Wichtigkeit zu sein scheinen. Die experimentellen Unter-
lagen sind hier nicht so klar wie bei der ebenen Bewegung, da die
beim Kurvenflug auftretenden Luftkriifte nicht einfach im Luftkanal
gemessen werden konnen, sondern teilweise mit komplizierten, viel-
leicht nicht ganz einwandfreien MeBapparaten bestimmt, teilweise
mit Hilfe einer Integration iiber die einzeln herausgenommenen Fligel-
elemente abgeschitzt werden miissen.

Die allgemeine Flugzeugbewegung wird durch 6 Parameter be-
schrieben; auBer den Parametern der Liangsbewegung tritt noch die
Drehgeschwindigkeit in der Horizontalebene (w), also die Geschwin-
digkeit der Kursinderung, ferner die ,Seitenneigung“ der Fliigel-
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ebene gegen die Horizontalebene (1) und der ,Seitenwinkel“, d. i.
der Wind, welcher die unsymmetrische Orientierung des Flugzeugs
gegen seine Fahrtrichtung mift (r), auf (Abb. 7). Die Drehgeschwin-
digkeit in einer vertikalen Ebene ist kein neuer Parameter, da sie

durch %1?— schon gegeben ist. Von den genannten Parametern hiingen

die Komponenten der Massenkrifte sowie die Luftkrifte im all-
gemeinen nicht in einfacher Weise ab; ich verzichte daher darauf,
hier Formeln hinzuschreiben und exakte mathematische Ableitungen
zu geben.

27
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Abb. 7. Parameter der Seitenbewegung.

Was vor dem Kriege iiber die allgemeine Flugzeugbewegung
gearbeitet worden ist, bezieht sich auf den einfachsten Fall, daB alle
Parameter der Flugzeugbewegung nur wenig von den Werten ab-
weichen, die zum stationdren geraden Flug gehéren, daB also ins-
besondere die zuletzt erwihnten Parameter der Seitenbewegung
als unendlich klein von der ersten Ordnung angesehen werden
konnen. Dieser Fall ist deshalb so viel einfacher und tibersichtlicher
wie jeder andere, weil dabei die seitliche Bewegung des Flug-
zeugs unabhéingig von der Lingsbewegung verlduft, somit das
allgemeine System von 6 Gleichungen in zwei ganz gesondert zu
behandelnde Systeme von je 3 Gleichungen zerfillt,

Die so entstehenden 3 Gleichungen der Seitenbewegung sind
schon vor dem Kriege zuerst von Bryan und am tiefgehendsten
von Reilner und Gehlen diskutiert worden. Das Hauptverdienst
der letzteren Arbeiten, die leider wegen ihrer formalen Schwierig-
keiten nicht geniigend beachtet worden sind, sehe ich darin, daB
sie sich nicht auf die Untersuchung der Stabilititskriterien be-
schrinken, sondern zum Herausschélen der typischen Bewegungen
und zur Beschreibung des vollstindigen Verlaufes einer nicht
stationiiren Seitenbewegung vordringen. Der Verlauf einer Stérung
und die Wirkung eines Steuerausschlages werden in Abhingigkeit
von der Konstruktion des Flugzeugs verfolgt und klargelegt, so wie
sie oben bei der Lingshewegung auseinandergesetzt wurden, allerdings
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nur mit der Einschrénkung, daf es sich um kleine Abweichungen von
der stationdiren geraden Fahrt handelt.

Von den Ergebnissen dieser Arbeiten und der spéteren englisch-
amerikanischen, bei welchen die wertvolle Ergénzung durch Modell-
versuche hinzugekommen ist, seien nur die 3 typischen Seitenbewe-
gungen des Flugzeugs in der Ndhe der geraden Fahrt hervorgehoben:

1. Eine Rollbewegung, eine Drehung des Flugzeugs um szine
Liangsachse, welcher kein ricktreibendes Moment entgegenwirkt, die
aber im Normalflug stark gedimpft ist. Der Wegfall dieser Ddmpfung
bei groflen Anstellwinkeln ist der Grund fiir die seitliche Instabilitit
bei langsamem Flug und groBen Anstellwinkeln und fiir den Uber-
gang des oben erorterten iiberzogenen Flugs in die unten zu be-
sprechende Trudelbewegung.

2. Eine ,Spiralsturz“ genannte Bewegung, welche durch seit-
liche Neigung und Abrutschen der Fliigel eingeleitet wird und ihren
Charakter dadurch erhilt, dafl der Hauptwiderstand gegen diese Be-
wegung vom Leitwerk ausgeht und daf daher das Flugzeug das Be-
streben hat, sich um das Leitwerk zu drehen, wobei der duBere, rascher
bewegte Fliigel noch weiter aus seiner Gleichgewichtsstellung heraus-
gedreht wird. Diese Bewegung scheint die wichtigste; der ihr zu-
grunde liegende mathematische Ausdruck spielt dieselbe Rolle in der
Theorie der Seitenbewegung, wie die ,statische Stabilitit in der
Theorie der Lingsbewegung. Aus ihm folgen die Moglichkeiten, um
die Seitenstabilitit zu erhalten, welche als V-Stellung, Pfeilstellung
und Verwindung (Taubenform) der Fligel bekannt sind. Die Spiral-
sturzbewegung ist nur sehr schwach geddmpft oder sehr schwach
angefacht; sie beherrscht daher die Seitenbewegung des Flugzeugs
vollkommen nach den ersten Sekunden der Stérung. Am Anfang
einer nichtstationiren Bewegung, also etwa innerhalb einer Zeit-
spanne, wie wir sie oben bei Beschreibung der Lingsbewegung an-
genommen haben, tritt sie jedoch zuriick gegeniiber dem

3. Bewegungstyp, einer Art Windfahnenbewegung, bei welcher
sich das Flugzeug wie eine Windfahne unter gedimpften Schwingungen
in den Wind einstellt bzw. sich bei Instabilitit aperiodisch aus seiner
Gleichgewichtslage herausdreht. Es sei bemerkt, daB diese fiir die
Seitensteuerung wesentliche Bewegung von Hunsaker anders be-
schrieben wird, nimlich als ,Dutch Roll“, eine Schlittschuh!auffigur,
bei welcher eine Verbindung von Seitenneigung und Kurvenfahrt
das Wesentlichste ist. Mir scheint die Beschreibung als Windfahnen-
bewegung richtiger, doch ist vielleicht hieriiber das letzte Wort nicht
gesprochen.

Dieser Teil der Seitenbewegungstheorie ist ziemlich vollstin-
dig durchdacht, aber einstweilen nicht weiter ausgebaut worden;
das allgemeine Problem der Seitenbewegung ist in den letzten Jahren
dagegen von einer anderen Seite energisch angefait worden. Die
Néherung an die gerade Fahrt wurde verlassen und somit die Trennung
der Seitenbewegung von der Lingsbewegung aufgegeben; im Gegen-
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teil fand man gerade in dem Zusammenwirken der beiden Bewegungen
das interessanteste Problem; dafiir beschrinkt man sich einstweilen
auf die zeitlich unveriinderliche Bewegung, also auf den statio-
niren Kurvenflug. Mechanisch unterscheidet sich diese Problem-
stellung von der vorigen in folgenden Punkten: Die Zentrifugal-
kraft, welche beim Kurvenflug auftritt, ist nicht mehr unendlich
klein, sondern kann beliebige Werte annehmen; sie mufl dadurch
aufgenommen werden, dal das Flugzeug sich richtig in die Kurve
legt und daB die Auftriebskraft der Fliigel der Resultierenden
aus Schwere und Fiiehkraft das Gleichgewicht hilt; die wesentliche
Wirkung des Kurvenflugs ist also eine Uberbelastung des Flugzeugs
und somit eine Anderung der Gleichgewichtsverhiltnisse in der bahn-
senkrechten Richtung, d. h. eine Beeinflussung des Lidngsgleichgewichts,
welche in der oben besprochenen Theorie herausfiel. Gegeniiber der
Kraft, welche bei dieser Seitenneigung vom Auftrieb hergegeben
wird, tritt aber die in der Theorie der kleinen Schwingungen ent-
scheidende Kraft, welche vom Seitenwind herriihrt, vollkommen
zuriick. Solch eine Kraft ist viel zu klein, um im Kriftehaushalt
eine Rolle zu spielen, aufler wenn es sich um unendlich kleine
Seitenbewegungen handelt, bei welchen die Auftriebskraft nur mit
einer sehr kleinen Komponente in das seitliche Gleichgewicht ein-
greift. Mit dem Seitenwind tritt aber auch die Bedeutung des
Momentengleichgewichts um die Achse senkrecht zur Fliigelebene
zuriick, so daB man in erster Niherung eine Variable und eine
Gleichung vernachlissigen kann, und zwar bemerkenswerterweise eine
Variable, die in der Nihe der geraden stationdren Bewegung, also
beim Beginn des Kurvenflugs und daher bei der Seitensteuerung
von besonderer Bedeutung ist. Als wesentlich erweist sich ferner
bei der jetzt zu besprechenden Theorie gegeniiber der vorigen die
Mitfiihrung der Kreiselmomente; diese enthalten quadratische
Ausdriicke in den Komponenten der Drehgeschwindigkeit, fallen
darum bei Betrachtung kleiner Schwingungen um den geraden Flug-
zustand weg, wachsen aber bei raschen Drehungen sehr stark an.

Auf die Ergebnisse dieser Uberlegungen hinsichtlich des Krifte-
gleichgewichts will ich hier nicht eingehen; es laft sich aus der
Uberbelastung des Flugzeugs durch die Fliehkraft berechnen, welches
die engste Kurve, welches die Kurve grofiter Drehgeschwindigkeit
unter bestimmten Umstinden ist und dergleichen. Interessanter sind
die Verhiltnisse des Momentengleichgewichts, welches vom Ausschlag
dreier Steuer abhingt. Die Diskussion dieser Verhiltnisse ist in
FluB gebracht worden durch eine Erfahrungstatsache, welche wie
kaum eine andere fiir die Sicherheit des Fluges von Wichtigkeit ist,
namlich durch die Trudelgefahr. Fast alle Flugzeuge haben die
Neigung, auf eine groBe Stérung, besonders beim iiberzogenen Flug
oder bei einem Flug, der sich der genauen Kontrolle durch das
Auge des Fiihrers entzieht, wie z. B. im Nebel, von selbst in einen
stationiren Kurvenflug iberzugehen, bei welchem die Flugbahn
steil nach unten verliuft und das Flugzeug sehr rasche Drehungen
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ausfithrt. Diese Bewegung des Flugzeugs ist deshalb so gefihrlich,
weil sich dabei eine hohe Unempfindlichkeit gegen Steuermafinahmen
zeigt, der Fahrer also unter Umstéinden wehrlos werden kann, wenn
das Trudeln einmal begonnen hat. Lange Erfahrungen und viele
Todesopfer haben erst den Weg gezeigt, wie man durch bestimmte,
durchaus nicht naheliegende Steuermandver das Flugzeug wieder in
die Hand bekommt; aber bei bestimmten grofen Flugzeugen scheint
auch das zu versagen.

Um diese Erscheinungen zu erkliren und rechnerisch zu fassen,
ging ich von der Anschauung aus, dafl bei der stationiren Kurven-
fahrt der Flugzustand mit den Ruderausschligen nicht eindeutig
verbunden sein kann, dafl vielmehr im allgemeinen zu einer be-
stimmten Kombination von Ruderausschldgen zwei mogliche Bahnen
gehoren miissen. Die eine, welche ich Flugkurve nennen will,
zeigt bei geringen Ruderausschligen kleine Drehgeschwindigkeit und
flache Neigung gegen die Erde; das Flugzeug ist dabei fest in der
Hand des Fiihrers; die gerade Bahn ist eine spezielle Form solcher
Flugkurven und daher durch Ruderausschlag stets zu erzwingen.
Bei der anderen, Trudelkurve genannten, Bewegungsform verlduft
die Flughahn unter raschen Drehungen steil nach unten, und die
Steuerbarkeit scheint deshalb aufzuhéren, weil jede Anderung der
Ruderstellung das Flugzeug nur aus einer Trudelkurve in die andere,
niemals in die Ndhe der geraden Bahn iiberfiihrt.

Das Zustandekommen von Flugkurven ist mechanisch klar und
einfach; dagegen ist es ein Problem, woher das Momentengleich-
gewicht bei den Trudelkurven stammt. Hier findet man nun eine
aerodynamische und eine massendynamische Grundlage. Die
aerodynamische Ursache wird durch ein geistreiches Experiment von
Bairstow aufgedeckt und durch bewundernswerte englische Versuchs-
flige bekriftigt; es ist die Eigendrehung (Autorotation) eines
Fliigels. Diese Erscheinung besteht darin, daf ein Fliigelmodell,
welches um eine in seiner Symmetrieebene gelegene Achse oder um
die Luftstromachse frei drehbar im Luftstrom aufgehangen wird,
bei groem Anstellwinkel (Flugelsehne gegen Luftstrom) von selbst
in Drehungen von ganz bestimmter Drehzahl kommt. Diese Dreh-
zahl 1468t sich aus der Luftgeschwindigkeit und der Spannweite des
Fliigels berechnen. Wenn man ndmlich das Moment der Luftkrafte
auf die einzelnen Fliigelelemente iiber den ganzen Fliigel integriert,
so ergibt sich, da infolge der Drehung der Anstellwinkel von Element
zu Element verschieden ist, ein verschwindendes Gesamtmoment bei
einem bestimmten mittleren Anstellwinkel, der grofler ist als der zum
Auftriehsmaximum gehorige. Die englischen Versuchsfliige zeigen in
der Tat stets den grofen Anstellwinkel und eine Drehgeschwindigkeit,
welche mit der durch diese Uberschlagsrechnung erhaltenen iiber-
einstimmt.

Durch diese Versuche sind die aerodynamischen Verhiltnisse beim
Trudeln und das Momentengleichgewicht um die Lédngsachse des
Flugzeugs gekldrt, aber noch nicht das Gleichgewicht um die
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Fliigelachse, die Moglichkeit, da8 ein groBer Anstellwinkel dauernd
angenommen wird, und die Steuerlosigkeit, d. h. nach unserm
oben auseinandergesetzten Standpunkt die Erscheinung, dafi der
groffe Anstellwinkel auch ohne groBen Ruderausschlag sich erhilt.
Die Aufklirung dariiber folgt aus den dynamischen Verhidltnissen
beim Trudeln. Bei grofen Anstellwinkeln tritt némlich ein sehr
starkes Luftkraftmoment auf, welches die Flugzeugspitze nach unten
zu driicken strebt und dem durch ein zusdtzliches Luftkraftmoment,
wie es durch Steuerausschlag (Ruderlegen) erzeugt wird, nicht das
Gleichgewicht gehalten werden kann (bei kleinen Flugzeugen viel-
leicht durch sehr groflen Ruderausschlag). Das starke Moment nun,
welches die Flugzeugspitze nach oben zu driicken strebt und daher
imstande ist, dem Luft-
kraftmoment das Gleich- l
gewicht zu halten, gibt das
Kreiselmoment um die e
zur Symmetrieebene senk-
rechte Flugzeugachse her.
Abb. 8, in welcher die
Masse des Flugzeugs durch
4 auf den beiden Achsen
liegende Massen ersetzt ist,
zeigt die Verhéltnisse klar;
wenn dasTrigheitsmoment
um die y- Achse (senkrecht
zur Rumpfachse in der
Symmetrieebene) groferist
als das Tragheitsmoment
um die p-Achse (Rumpf- N
achse), dannhatdasKreisel-
moment das richtige Vor-
zeichen, um das Trudeln )
moglich zu machen. Dies &
ist nun, wie man leicht
abschitzen kann, bei den Abb. 8. Wirkung des Kreiselmoments beim
meisten Flugzeugen der Trudeln.
Fall, und gerade die Flug-
zeuge, bei  welchen die Massen alle lings der Rumpfachse angeordnet
waren, bei welchen also das Triagheitsmoment um die - Achse gegen-
iiber dem andern besonders gro3 war, waren besonders wegen ihrer
Neigung zum Trudeln gefiirchtet. Es wird Aufgabe der Flugtechnik
sein, das Trudeln unméglich zu machen, entweder aerodynamisch
durch Verwendung von Fligeln, welche kein scharfes Maximum der
Normalkraft in Abhingigkeit vom Anstellwinkel zeigen, oder —
was mir aussichtsreicher scheint — dynamisch durch entsprechende
Massenverteilung.

Die Dynamik der allgemeinen Flugzeugbewegung ist somit von
zwei Seiten angegriffen und ziemlich weit gefordert; die notwendige

v.Karman—DLevi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 14
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Klarheit wird aber erst erreicht sein, wenn die Briicke von einem
zum andern Pfeiler geschlagen ist, und hierin sehe ich die zur Zeit
wichtigste Aufgabe der Flugzeugdynamik.
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Bestimmung der Kennlinien
filr den Abflug von Wasserflugzeugen auf Grund
hydrodynamischer Versuche.

Von R. Verduzio in Rom.

Vor einigen Jahren verdffentlichte ich ein Verfahren zur Er-
mittelung der Kennlinien fiir die Flugzustinde eines Flugzeuges.
Meine Abhandlung bezog sich jedoch ausschlieBlich auf die Flug-
zustinde selbst. Indessen ist es fiir den Konstrukteur sehr wichtig,
in manchen Fillen sogar unerldBlich, die Bedingungen fiir den Ab-
flug des Flugzeuges im voraus ermitteln zu kénnen. Bei einem nor-
malen Landflugzeug bereitet der Start, wenn ein Flugzustand iiber-
haupt moglich ist, im allgemeinen keine besondere Schwierigkeit. Beim
Wasserflugzeug liegt die Sache anders, weil der Wasserwiderstand be-
reits bei geringen Geschwindigkeiten so grofle Werte annehmen kann,
daB das Flugzeug nicht loskommt.

Fiir ein solches Flugzeug hat daher die Ermittelung der Kenn-
linjien fiir den Start besonderes Interesse; die Ingenieure haben-diese
Aufgabe oft auBer acht gelassen, so daBl es nicht selten erst nach
AbschluB der Bauarbeit, anliBlich der Erprobung des fertigen Flug-
zeuges sich herausstellte, dafl das Flugzeug nicht imstande war, sich
vom Wasser abzuheben. In den folgenden Zeilen wollen wir ein
vollstandiges Verfahren fiir die Losung der erwidhnten Aufgabe an-
geben. Es handelt sich um eine neue, hinreichend einfache graphische
Methode, welche — wie wir glauben — zum erstenmal die voll-
stindige Losung des Problems liefert.

Wir tragen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem als Ab-
szisse den Anstellwinkel der Tragfliche, als Ordinate die auf die Ge-
schwindigkeit Eins bezogene Tragkraft der gesamten Tragfliche F auf.
Fiir normale Werte des Trimmwinkels, auf welche wir uns beschranken
wollen, ist Fy durch eine Gerade, und zwar (Abb. 1) durch die Ge-
rade V, V, V, V,...V gegeben. Wir zeichnen eine Vertikale durch den
Punkt 4, welcher dem Anstellwinkel 5 entspricht und schreiben zu
den einzelnen Punkten der Auftriebslinie den Wert jener Geschwin-
digkeit V, hin, welche beim betreffenden Anstellwinkel ¢, das Flug-
zeug im Gleichgewicht hélt. Bei dieser Geschwindigkeit soll das Ge-

15%



Abb 1.
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Abb. 2. Die MaBe des Modells sind in mm eingetragen. Die Gerade q, b, ent-
spricht dem Trimmwinkel 0°.

samtgewicht von der Tragfliche getragen werden, so dafl der Schwimmer
(bzw. Boot) mnichts triagt; der letztere soll vollstindig in der Luft

schweben; seinen Luft-
widerstand, bezogen auf
die Geschwindigkeit
Eins, bezeichnen wir mit
r,- Wenn wir bei kon-
stanter Geschwindigkeit
V, den Anstellwinkel i,
vermindern, so mub
einen Teil des Gesamt-
gewichtes der Schwim-
mer tragen. Beim An-
stellwinkel 4., ist der
Tragflichenauftrieb
Null, so daB bei dieser
Trimmlage offenbar die
Gesamtlast auf den
Schwimmer kommt; sie
wird teilweise durch
den statischen, teilweise
durch den dynamischen
Auftrieb desselben im
Gleichgewicht gehalten.
Ubertragen wir die Or-
dinate A4V, auf die
durch — 3, bezeichnete
Vertikale und bezeich-

Abb. 8. f, bedeutet den Widerstand, f, die Trag-

kraft eines einzelnen Schwimmermodells (MaBstab

1:20) bei 40 m/sec Geschwindigkeit. F, ist der

Widerstand, F, die Tragkraft des einzelnen

Schwimmers in wirklicher GroBe, reduziert auf
1 m/sec Geschwindigkeit.
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nen den so erhaltenen Punkt mit B, , so liefert offenbar die Gerade
B, A, die auf den Schwimmer fallende Tragkraft bei gegebener Ge-
schwindigkeit ¥, und bei verschiedenen Trimmwinkeln.

Indem wir an den Geraden B A die fiir den Einheitsauftrieb
des Schwimmers darstellenden Groflen C, abgreifen, konnen wir in
einer Tabelle den Anteil der Gesamtlast zusammenstellen, welcher
bei gegebener Geschwindigkeit ¥, und gegebenem Anstellwinkel ¢ auf
den Schwimmer lastet. Man erhélt folgende Tabelle:

Tabelle 1.

Anstellwinkel . . =20 | i — 40
Geschwindigkeit | V,  V, | V, | Vi... | v, | % | VoW,
Tragkraft . . .| ¢, | ¢ | G | ¢...| ¢ GG L C
Last. . . . .. CVE eVe eV ove | ovel ave oV ove

ante]lwinkel .. 1=160

Geschwindigkeit | V, © V, | ¥V, = V,...

Tragkraft . . .| ¢, | C, = C Cy... | usw.

Last. . . . . . CVeE CVeE Ve |oVe.

Wenn man nun z. B. durch Schleppversuche in einem hydro-
dynamischen Versuchskanal den Widerstand des Schwimmers be-
stimmt, so erhdlt man fiir jede Schwimmerbelastung @, eine Kurven-
schar, welche den Widerstand in Abhingigkeit von dem Anstell-
winkel ¢ und der Geschwindigkeit V angibt. Wenn wir diese
Kurven F__ - kennen, so konnen wir mittels Interpolation den
Widerstand fiir jedes berechnete Gewicht C, V * in Abhingigkeit
von der Geschwindigkeit V, und dem Anstellwinkel ¢ ermitteln. in-
dem wir zundchst fiir die Belastungen @, und @,”, zwischen
welchen C, V, ? liegt, die Werte des Widerstandes F,, und F), ent-
nehmen und dann durch Interpolation den richtigen Wert fiir C V,?
bestimmen. Wir sind daher in der Lage, die Tabelle 1. durch eine
weitere Zeile zu ergénzen, welche den Widerstand F_, zu jeder Ge-
schwindigkeit und zu jedem Anstellwinkel angibt.

Versuche zur Bestimmung von F_ _ sind von den Englindern
durchgefiihrt und in ihren Berichten vom Jahre 1916 verdffentlicht
worden?); bei diesen Versuchen wurde @, als unabhingig von der
Geschwindigkeit betrachtet. Wir haben dagegen im Jahre 1919 die
Belastung @, als eine von den Eigenschaften des Flugzeuges abhiingige
Funktion der Geschwindigkeit V_  angesetzt, etwa nach der Formel

n

Q,—a—bVz

n 2

n

wo a und b Konstanten bezeichnen., Hierdurch tritt in Versuch
und Berechnung eine leichte Komplikation ein, man erhilt jedoch
eine bessere Annidherung an die Wirklichkeit.

) Advisory Commitee for Aeronautics, Reports and Memoranda (New Series)
No. 99, 165, 166, 187—189, 300.
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Die hier (Abb. 4 und 5) wiedergegebenen Kurven zeigen dén hydro-
dynamischen Widerstand zweier Schwimmer, in Abhédngigkeit von
Trimmwinkel und Geschwindigkeit bei einer Belastung @ —=a—bV?,
wobei a und ban den Abbildungen angegeben sind. Die Linien ¥ haben
einen Hochstwert bei einer bestimmten Geschwindigkeit: sie beginnen

Es ist zu bemerken. daB die Werte ¥ nur den durch das

Wasser geleisteten Widerstand liefern; da die Schleppversuche im
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bestimmt. Die Werte des Luftwiderstandes sind in Abb. 1 durch
die Linie D; D, D, ... dargestellt. Dadurch dafl wir den Luftwiderstand
des gesamten Schwimmers statt des ausgetauchten Teiles nehmen,
setzen wir in den folgenden Berechnungen etwas zu hohe Werte fiir
den Widerstand in Rechnung.

Wir sind nun in der Lage, in Abb. 1 in einem geeignet ge-
wihlten MaBstabe, die Widerstandskurven fiir den ins Wasser ge-
tauchten Teil fiir jede gegebene Geschwindigkeit V, einzutragen.
Mit Vernachlidssigung des Luftwiderstandes miilten diese Kurven
von den Punkten 4, ausgehen. Wenn wir auch den Luftwiderstand
beriicksichtigen wollen, dessen GréoBe (bezogen auf die Geschwindig-
keit Eins) durch r,= A D, gegeben ist, so geniigt es, die Strecken F__
nicht von der Abszissenachse, sondern von der Kurve D.D_ auf-
zutragen. So erhalten wir die Kurven G D, .

Nun zeichnen wir in demselben MaBstab den Widerstand F des
in der Luft befindlichen Teiles des Wasserflugzeuges ein, also ab-
ziiglich des Luftwiderstandes des Schwimmers. Bezeichnen wir den
Schnittpunkt der Kurve F_ mit den Vertikalen 4 V, mit E , so
zerlegt B die Linie F_ in zwei Teile: rechts haben wir nur Luft-
w1derstand dagegen der Bereich links von E entspricht Zustédnden,
bei welchen — stets die Geschwindigkeit V, vorausgesetzt — das
Flugzeug mehr oder weniger in das Wasser eintaucht. Den Gesamt-
widerstand erhdlt man in diesem Bereich, wenn man zu F_ die
GroBe LG, addiert. So gelangt man zu den Punkten K . Die so
erhaltenen Kurven N _K F, stellen den auf die Geschwmdlgkelt Eins
bezogenen Widerstand des Wasserflugzeuges beim Start und im Flug
mit der Geschwindigkeit V dar.

Nach T‘«Iultiplikamion der GroBen LK, 6 mit der dritten Potenz
von V, erhalten wir die Kurvenschar P, M deren Ordinaten die
zur Fortbewegung des Flugzeuges vom Wasser notwendige Leistung
angeben, und zwar gehért jede Kurve zu einer bestimmten Ge-
schwindigkeit V, . Diese Kurven haben &hnlichen Verlauf, sind nach
einem gewissen Gesetze verteilt und besitzen je einen Minimalwert,
welche wir durch die Linie M, verbinden. Die Bedeutung dieser
Linie wird uns sogleich klar werden.

Bei einer bestimmten Geschwindigkeit V, braucht das Flugzeug
eine bestimmte Leistung zum Abheben. Diese Leistung ist durch
P, gegeben, wobei P, den zum Anstellwinkel ¢, gehoérigen Punkt der
Linie P M bezeichnet. Den kleinsten Leistungsbedarf erhalten wir
daher, wenn wir die Linie der P,, welche die Zusténde, in welchen
ein Abheben mboglich ist, verbindet, mit der Linie der Minima M,
zum Schnitt bringen. Dieser Schnittpunkt liefert uns den kleinsten
Wert der Leistung, welche zum Abheben tatsichlich bendtigt wird.
Die entsprechende Geschwindigkeit V, bezeichnen wir als die Start-
geschwindigkeit, weil das Abheben bei dieser Geschwindigkeit der
geringsten Leistung bedarf.

Die Kurve M des kleinsten Leistungsbedarfes bestimmt zu jeder
Geschwindigkeit 7,
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a) den Anstellwinkel J der Tragfliche,
b) den Widerstand R, J, des schwimmenden Anteiles,

c¢) den Widerstand S,R, des in der Luft befindlichen Teiles.

Wenn der Anstellwinkel der Tragfliche bekannt ist, ist auch
der dazu gehorige Einstellwinkel des Schwimmers gegeben.

Damit der Start moglich sei, miissen die Kurven P, M  unter-
halb der Linie der zur Verfigung stehenden Leistung liegen, und
zwar mit Beriicksichtigung des Wirkungsgrades der gesamten Motor-
und Propelleranlage. Wenn dies nicht der Fall wire, mufl die gegen-
seitige Anordnung der Tragfliche und des Schwimmers geéindert, die
Werte F,, und F__  neu ermittelt werden. Wenn dann der Start
ermoglicht ist, ergibt sich der geeignete Winkel J, .

Man sieht aus der Gestalt der Kurven N _K S, F,, daBl die Mi-
nima 8 auf einer Linie liegen, welche sich von einer Geraden nicht
viel unterscheidet und nahezu zur Ordinatenachse parallel ist, bzw.
von S, gerechnet etwas nach links gerichtet ist: d. h. dem Kleinst-
wert des Widerstandes entsprechen bei wachsender Geschwindigkeit
konstante oder leicht abnehmende Werte des Anstellwinkels. Das-
selbe Ergebnis ist auch aus den Kurven P M  ersichtlich. Wir
kénnen daher folgenden allgemeinen Satz aussprechen: Soll beim Ab-
heben eines Wasserflugzeuges die geringste Leistung angewendet werden,
so mull der Anstellwinkel bei wachsender Geschwindigkeit konstant
bleiben oder ganz wenig abnehmen.

Der Flugzeugfiihrer kann daraus die nétigen Folgerungen ziehen.

In Abb. 6 ist in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, als
Abszisse die Geschwindigkeit von Null bis zur Startgeschwindigkeit V, ,
an der Ordinatenachse zunichst das Gewicht des Wasserflugzeuges
aufgetragen. Die Kurve Fy’ stellt die Tragkraft der Tragfliche dar,
wobei wir die Verénderlichkeit des Anstellwinkels J beriicksichtigen
und die entsprechenden Werte J,J, ....J, lings der Kurve F, hinzu-
schreiben. Der Startgeschwindigkeit V, —entspricht ein Wert F/,
welcher gleich ist dem Flugzeuggewicht . Die Abschnitte zwischen
der Horizontalen, welche das Gesamtgewicht darstellt, und der Linie
F/ ergeben die jeweilige Belastung @, des Schwimmers.

Die Beiwerte R, T, bzw. T, L des Wasser- und Luftwiderstandes
des Schwimmers kénnen wir aus Abb. 1 entnehmen und durch Mul-
tiplikation mit V,? erhalten wir die Linien F fir den Wasser-

ran

und F, fir den Luftwiderstand. Die Kurve F_ = wird bei der
Startgeschwindigkeit V, Null, wihrend F_, den Wert r, V, > an-
nimmt. Bei wachsender Geschwindigkeit hért F = auf, wihrend
F_, durch eine Parabel gegeben ist. Aus Abb. 1 ergibt sich aber
nur der Verlauf zwischen der Startgeschwindigkeit ¥, und der Minimal-
geschwindigkeit V,. Beziiglich der Fortsetzung fiir kleinere Geschwin-
digkeiten konnen wir F_  durch eine Gerade ersetzen, welche den
Ursprungspunkt mit dem ersten bekannten Wert von F, verbindet,
wahrend fiir F,auf die oben erwihnten Versuchsergebnisse zuriick-

gegriffen werden muB. Als fiir den Flieger einfachster Fall kann
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Abb. 6. Die Horizontale oben gibt das Gewicht des Wasserflugzeuges ¢ an.
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angenommen werden, daBl der Anstellwinkel J, bis das Flugzeug
die Geschwindigkeit 7, erreicht hat, - konstant und zwar gleich J;
ist. Da aus Abb. 6 die Belastung ¢, des Schwimmers bekannt ist
und wir den Anstellwinkel zu J, angenommen haben, so konnen wir
aus den experimentellen Kurvenscharen den zu jeder Geschwindig-
keit V, <V, gehdrigen Wert des Wasserwiderstandes ¥, , entnehmen
bzw. durch Interpolation bestimmen.

SchlieBlich tragen wir noch in Abb. 6 den Widerstand des in
Luft befindlichen Anteils F ' als Funktion der Geschwindigkeit mit
Beriicksichtigung der Verdnderlichkeit des Anstellwinkels J, ein.

7

Wenn wir die drei Werte F,/, F, , F_  addieren, so erhalten wir
den Verlauf des Gesamtwiderstandes F, wihrend der Anlaufperiode
des Wasserflugzeuges. Wenn F, im ganzen Verlauf unterhalb der
Linie S bleibt, welche die Zugkraft des Motorschraubenaggregats mit
Beriicksichtigung der Abhingigkeit von der Geschwindigkeit angibt,
so ist der Start mdglich.

Der Schnittpunkt U der Linien S und F, bestimmt die Hochst-
geschwindigkeit des Flugzeuges in der Flughohe Null

Der Punkt Z, in welchem F, einen Hochstwert erreicht, be-
deutet den kritischen Punkt fiir' das Abheben. Die Ordinate ZV,
stellt den Hochstwert des Widerstandes wihrend der Anlaufperiode
dar. Die Differenz der Ordinaten A4S liefert den Uberschu3, der
zur Beschleunigung zur Verfiigung steht.

Der UberschuBl 48 hat im Punkt W ein Minimum. Dieser Punkt
stellt eigentlich das kritische Moment fiir den Start dar, weil in
diesem Punkte die geringste Reserve an Zugkraft zur Verfiigung steht;
wenn z. B. infolge Wellen der Widerstand, namentlich der Wasser-
widerstand F  wichst, kann es wohl vorkommen, dafl die Kurve F,

xan

in W oder in einem benachbarten Punkte die Linie § iiberschreitet.
Mit Riicksicht darauf, daB} 48 eine Funktion der Geschwindig-

T ist, konnen wir schreiben

a8 = —=""

m
dt "’

wobei m die Masse des Wasserflugzeuges bedeutet. Zu der eigent-
lichen Masse des Flugzeuges mull eine mit ¥ verénderliche mitbe-
schleunigte Wasser- und Luftmenge hinzugerechnet werden, welche
nicht genau bekannt ist; mit gewisser Anndherung kann man sie
dadurch beriicksichtigen, dal man die Masse des Flugzeuges mit
einem konstanten Faktor multipliziert, welcher grofler als Eins ist
und etwa zwischen 1,3 und 1,4 liegt.

Aus der letzten Gleichung folgt:

[, a7
—)"as

wodurch der Verlauf der Bewegung bestimmt ist.



Beitrag zur Frage der Hubschrauber.

Von A. G.v. Baumhauer in Amsterdam.

Anlafl zu diesem Beitrage ist:

1. Eine Bemerkung von Prof. v. Kdrman'), dal} keine Messungs-
ergebnisse vorliegen iiber Propeller, deren Achse senkrecht zum
Winde steht.

2. Beschreibung, wie Hubschrauber beim Aussetzen des Motors
im (leitflug den Flug fortsetzen kdénnen.

3. Beschreibung eines Mandvers, welches eine stoBfreie Landung
nach dem Gleitflug ermdglicht.

Fiir den Vergleich verschiedener Hubschrauber?) méchte ich als
Wertungsziffer benutzen: Auftrieb, dividiert durch dazu bendtigte
Leistung:

K:—V- in kg pro PS.
Der Nachteil, daB3 diese Zahl der Bedingung der Dimensionsfreiheit
nicht geniigt, welche im allgemeinen an Wertungsziffern gestellt wird,
kann auf folgende Weise umgangen werden.

Statt der bendtigten Leistung wird das Gewicht des , Normal-
motors® gesetzt, welcher diese Leistung hat. HEs wird dabei die
Erfahrung benutzt, daB die leichtesten Luftfahrtmotoren ein Gewicht
haben, daB der maximalen Leistung proportional ist und hier auf
1 kg pro Pferdestirke gesetzt wird. Es ist dann:

N:Gm’
A
K= a’ .

m

Fir die Berechnung von Tragkraft und erforderte Leistung
wird ein Niherungsverfahren angewandt. Es wird dabei die mehr-
mals gemachte Voraussetzung benutzt, daf die Kréfte, welche an
einem Schraubenblatt angreifen, dieselbe sind, falls:

1) Siehe Literaturverzeichnis, S. 227.
?) Es werden also die ganzen Maschinen verglichen, nicht die Schrauben.
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1. Die Flache konzentriert wird in einen Punkt auf 0,7 Radius
von der Mitte (Bezugspunkt),
2. die Blitter unabhéngig voneinander sind,

3. die Kraft proportional ist dem Quadrat der Geschwindigkeits-
komponente zur Blattvorderkante.

Fall A. Motorflug.
I. Der Schraubenflieger am Stand, Achse senkrecht.

Dabei ist die Luftgeschwindigkeit relativ zum Schraubenflieger
in der Schraubenebene gleich Null (V=0).

Die Umfangsgeschwindigkeit des Bezugspunktes sei u.
F, = Blattflache.

¢, == mittlerer Auftriebsbeiwert.

= spezifische Masse der Luft.

Der Auftrieb ist dann 4,= —‘; u*c, F mit 1'=0.

& == Verhiltnis, Widerstand W zu Auftrieb.
L == erforderte Leistung in m-kg pro Sekunde.

L=uW=ued,,

4, 1

L wu-é&’

L=7N=10,
A 75

K—='0—_" 1
G U )

Die groBite Wertungsziffer bekommt man mit kleiner Umfangs-
geschwindigkeit und kleinem Widerstandsverhiltnis. Fiir das erstere
langsame Drehung, fiir das zweite gutes Schraubenblattprofil, geringe
Kreisflichenbelastung (geringer induzierter Widerstand). Es sind also
langsam drehende grofle Schrauben vorteilhaft.

Beispiel:
»==30m/sek, &=0,10,
A 75
K= 0= __"— =25,
G, 3001 7
A
39:25 kg/PS.

1) K ist auch hier dimensionslos, was man sieht durch oben statt N =G,
« N=G, zu setzen.
Hier ist a=1 in kg pro PS (Dimension: sek/m).
Es wird dann: K — ﬂ o= ~75‘ , worin die Dimensionen von « und u sich
G, cuc
aufheben.
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II. Die Geschwindigkeitskomponente in der Schrauben-
fliche von Null verschieden und kleiner als die Umfangsgeschwin-
digkeit des Bezugspunktes (u > V> 0).

Wir nennen Auftrieb und Leistung bei V=0 (siehe I:

4, und L,.

Unter Benutzung der gesagten Annahmen rechnen wir mit der
Geschwindigkeit normal zur Vorderkante:

v,=u- Veosg.

Bezugspurkt (Abb 1) Der mittlere Auftrieb in

Fall II wird dann:

2o

A=— f’; o Flu- Veosp)Pde,

Abb. 1. L

L
Aus den Versuchen von Relf?) ist berechnet Ai und 7 fur

0
V—=10,2b% und V=10,50 4, D =701 mM., » = 1000 Umdr. pro Min.
Diese Zahlen stehen in folgender Tabelle, in welcher auch die Re-
sultate nach obiger Berechnung danebengestellt sind.

Tabelle.
Gemessen Gerechnet
Vv
v |4 L[ a1
A, L, 4, L,
0,25 128 1 1,12 1,031
0,50 141 ' 1,39 1,125

Aus dem groBen Unterschied zwischen Experiment und Nihe-
rungsrechnung ist auf falsche Voraussetzungen bei der Rechnung zu
schlieen. Es zeigt sich, daB3 der Auftrieb bedeutend groler ist, was
vielleicht u. a. auf Blattinterferenz und Beibehaltung groBter Zirku-
lation hinweist.

Beim Horizontalflug muB ein Schub geliefert werden entweder
von Schrauben mit der Achse in der Flugrichtung oder durch Schrig-
stellen der Hubschrauben oder durch beide Hilfsmittel zusammen.
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Die GroBe der erforderlichen Horizontalkraft ist zurzeit ebenfalls
unbekannt.

Bei den englischen Versuchen sind angeblich keine Messungen
ausgefithrt iiber den Widerstand parallel zur Windrichtung.

Um den grofien Unterschied in Tragkraft der Mitwind- und
Gegenwindblatter zu vermindern, sind Vorschlige gemacht worden
zur periodischen Verstellung des Anstellwinkels wéhrend der Um-
drehung 3-4).

Dabei hat der Anstellwinkel den GroBtwert im Mitwindgebiet.
Es werden dadurch die groften Schwankungen der Konstruktions-
spannungen gemildert; auch wird die Exzentrizitdt der resultierenden
Luftkraft herabgesetzt.

Durch Verstellung der Lage und GroBe des hochsten Anstell-
winkels kann zur Steuerung ein Horizontalschub geliefert werden,
was z. B. beim Abflug im Winde erforderlich ist.

Fall B. Gleitflug.

Es fragt sich, inwiefern ein Schraubenflieger imstande ist, im
Falle einer Motorpanne, ebenso wie die Motorflugzeuge, herunterzu-
schweben und eine normale, wenigstens harmlose, Landung auszu-
fiihren.

I. V=0.

Wenn der Motor von der Schraube gelost wird, so dafl diese
sich frei drehen kann, wird im allgemeinen bei der Sinkbewegung
auf die feste Hubschraube von der Luft ein Moment ausgeiibt, in-
folge dessen eine Drehung eintritt, welche der normalen entgegen-
gesetzt ist.

Mit den heutigen Blattprofilen wird jetzt das Blatt einen aufler-
ordentlich groflen Widerstand gegen Drehung empfinden, weil jetzt
die stumpfe Kante die Awustrittskante ist.

Eine Umkehrung der Steigung kann es ermoglichen, daf die
Stromung am Blatt in normaler Weise vor sich geht. Der Drehsinn
der Schraube ist derselbe wie beim Motorflug. Beim Halten des
Motors kann sofort, eventuell automatisch, die Steigung auf negativ
gestellt werden. Durch Einschaltung einer Freilaufkupplung wird
es ermoglicht, daB die Schraube von der Luft in normale Dreh-
bewegung versetzt wird mit gestopptem Motor®). Die Tragkraft
wird sich dabei nicht erheblich &ndern; ein plotzliches Fallen des
Hubschraubers bleibt aus, was bei der starren Schraube wéahrend
der Umkehrung der Drehung unvermeidlich ist. Es fragt sich jetzt,
wie groB ist bei dem so beschriebenen Flug die Sinkgeschwindigkeit?

Im Falle I, wo die Horizontalgeschwindigkeit =0 ist, wird
dem mittleren Druck auf den Propellerkreis eine Grenze gesetzt.
Dieser ist hochstens gleich dem Staudruck der Luftbewegung relativ
zum Hubschrauber, also der Sinkgeschwindigkeit.
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Herr Dipl-Ing. Koning, Amsterdam, macht mich darauf auf-
merksam, daBl ein Herunterschweben mit einer starren Hubschraube
moglich scheint mit gelostem Motor und normaler Drehrichtung bei
grolem aerodynamischen Anstellwinkel. Es muB dann beim Bezugs-

punkt sein:
—C,.

L ER

C

n

Es sind:

C, Tangential-, C, Normalkraftsbeiwert, ¢ Einstellwinkel in bezug
auf die Schraubenebene.

II. V0.

Falls die Fallbewegung von einer horizontalen Bewegung (V)
begleitet wird, kann die Sinkgeschwindigkeit geringer sein.

Die im Teil A II gebrauchte angeniherte Rechnungsweise will ich
hier nicht mehr anwenden, weil damit doch keine zuverldssigen Re-
sultate zu erwarten sind.

Ebenso wie bei Tragflichen kénnen mit gutem Erfolg Messungen
ausgefiihrt werden an Modellen von Schraubenfliegern. Man kann
dabei die Hubschraube auf eine Welle freidrehend aufsetzen und
im Windkanal Auftrieb und Widerstand bei verschiedener Neigung
der Schraubenfliche ermitteln. Man wird daraus die Neigung der
Bahn beim motorlosen Schraubenfluge ermitteln konnen. Ich vermute,
daBl diese kleiner als 1:3 sein kann.

Soviel ich weil3, sind dergleichen Modellmessungen mit geeigneten
Schrauben noch nicht ausgefiihrt.

Landungsmandver.

Ich mochte auf eine besondere Landungsmoglichkeit hinweisen,
welche m. E. auszufithren ist mit einem Hubschrauber, dessen
Schraubensteigung ebenso wie beim beschriebenen Gleitflug verstellt
werden kann. Ich denke mir den Hubschrauber im Gleitflug mit
frei drehender Schraube. Zur Erhohung der Tragkraft, um die Sink-
geschwindigkeit zu verkleinern, kann in Bodenndhe der Anstellwinkel
der Bléatter allméhlich vergrofiert werden. Die Drehung wird gebremst
wegen Zunahme der Tangentialkomponente des Blattwiderstandes.
Durch Verstellung der Blitter kann die Sinkgeschwindigkeit gleich
Null werden; es kann sogar eine steigende Bewegung eintreten, bevor
die Drehung ganz gebremst ist. Bei den grofen Schrauben, welche
mir zur Erreichung einer groBen Wertziffer notig scheinen, wird die
Fallenergie des ganzen Hubschraubers bedeutend kleiner sein als die
Energie der rotierenden Schraube.

Ich mochte dies an einem Beispiel erldutern. Es sei #==40 sek/m,
¢,== 0,45, dann ist in der Normalatmosphire die mittlere Fliigel-
belastung @ == 45 kg/m®. Bei einer Sinkgeschwindigkeit von
w=11m/sek ist der Staudruck ¢, = 7,56 kg/m>.
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Die mittlere Schraubenkreisbelastung ist, bei einem Volligkeits-
grad von 0,10, gleich 4,b kg/m?2, was 0,6 mal den Staudruck betriigt;
anscheinend ein zuldssiger Bruchteil davon.

Es wird angenommen, dafl das Gesamtkonstruktionsgewicht der
drehenden Schraube 8 kg/m? betrigt, deren Trigheitsradius gleich
0,7 R ist.

Die Drehenergie pro m?® (E,) ist also gleich derjenigen von
einem Gewicht von 8 kg, welches eine Geschwindigkeit besitzt gleich
der Umfangsgeschwindigkeit (u) des Bezugspunktes.

Die Fallenergie pro m® (£, ist proportional §-45-w®. Das Ver-
haltnis der beiden Energien:

E, 45w  45-11°

B, su’ T 8-407

dr

=0,425.

Weil fiir den mittleren Nutzeffekt wihrend des Mandvers ein Wert
zu erwarten ist, groBer als 0,425 (vielleicht 0,6) mufl es mdglich
sein, die Fallbewegung aufzuheben, sogar einen Sprung zu machen.

Falls das hier erwédhnte Man6ver nahe am Boden richtig gemacht
wird, kann man mit einem Hubschrauber, ebenso wie beim Drachen-
flugzeug, mit abgestelltem Motor eine Landung ausfiihren, bei welcher
die Sinkgeschwindigkeit Null wird. Die wagerechte Geschwindigkeit
des Drachenflugzeuges darf ein Mindestmall nicht unterschreiten;
dieselbe des Hubschraubers kann gleich Null werden, ohne daf} das
Gleichgewicht zerstort wird. Es ist also die Moglichkeit vorhanden,
daB die Gefahr bei erzwungener Landung fiir Hubschrauber geringer
wird als fiir Drachenflugzeuge.

Bemerkungen,

a) Anwendung.

Obwohl die Frage, wieviel Arbeit man beim Horizontalflug des
Hubschraubers braucht, momentan nicht geldst ist, glaube ich doch
annehmen zu konnen, daB die Arbeit bedeutend grofer ist als die,
welche ein normales Flugzeug braucht, um dieselbe Last mit gleicher
Geschwindigkeit zu fordern. Gegeniiber dem Nachteil steht aber
zugunsten des Hubschraubers, daBl der letzte keine groflen Felder
fir Aufstieg und Landung braucht. Als Anwendungsgebiet scheint
Vorortsverkehr mit Landung im Stadtzentrum in Betracht zu kommen.

b) Stabilitat.

Nach den Ausfithrungen des Herrn v. Kdrmén mochte ich nur
wenig dariiber sagen.

Bei den meisten bisherigen Konstruktionen werden zwei gleich-
groBe gegenldufige Schrauben gebraucht. Dadurch werden sowohl
das duBere aerodynamische Moment als auch die Kreiselwirkungen
aufgehoben; letztere sind also nicht imstande, die unstabilen Pen-
delungen zu beseitigen, welche bei derartigen Hubschraubern auf-
treten. Eine kinematographische Aufnahme vom Pescara-Helicopter

v Kiarmédn —Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik. 15
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zeigte dies deutlich. Es scheint mir darum richtig, nur eine Schraube
oder wenigstens ungleiche Schrauben zu nehmen, damit die Kreisel-
wirkung nicht aufgehoben wird.

Die Drehung der ganzen Maschine mufl dann auf eine andere
Weise beseitigt werden.

In Analogie mbchte ich daran erinnern, da die ersten erfolg-
reichen Flugzeuge der Gebr. Wright auch mit zwei gegenlidufigen
Propellern versehen waren und dafl jetzt die kréftigsten einmotorigen
Flugzeuge von nur einem Propeller angetrieben werden.

Sehr wahrscheinlich werden besondere Hilfsmittel ndtig sein fiir
die Steuerung und zur Erhaltung der Stabilitit, wie Steuer- und
Dampfungsflichen. Daf jetzt die Erfolge mit instabilen Hubschraubern
gering sind, ist also nicht verwunderlich.

¢) Anwendung der Hubschraube.

Vielleicht wird die Frage: , Drachenflugzeug oder Hubschrauber*
in der Zukunft umgangen durch den Bau von Flugzeugen, die eine
Kombination der beiden Typen darstellen. Dabei konnen die
Schrauben gebraucht werden fiir Aufstieg und Landung, die Trag-
flichen beim Schnellflug. Die Schrauben, die dabei vorteilhaft zwei-
fliigelig sind, koénnen eventuell wihrend des Fluges festgestellt werden,
dermaflen, dafl der Widerstand moglichst gering ist (in Léngsrichtung)
oder auch, daBl die Schraubenflichen zum Auftrieb benutzt werden
(in Querrichtung).

Eine derartige einfachere Anordnung zur Verringerung der Lan-
dungsgeschwindigkeit ist folgende.

An einem Drachenflugzeug sind z. B. zwei Zweiblatthubschrauben
angebracht, welche nicht vom Motor angetrieben werden. Wihrend
des Fluges werden die Schrauben in die Flugrichtung festgestellt.
Vor der Landung wird mit groBer Geschwindigkeit geflogen, und
dann werden die Schrauben gelost. Die Wellen der Schrauben sind
in bezug auf die Tragflichen dermaflen angeordnet, daB jetzt die
Ebene der Schrauben etwas vorniiber geneigt ist. Die Schrauben
werden in Drehung versetzt, bis die Hochstdrehgeschwindigkeit er-
reicht ist. Wenn jetzt fiir die Landung mit z. B. 10 Grad griBerem
Anstellwinkel geflogen wird, werden die Schrauben gebremst. Die
Schrauben geben jetzt eine Tragkraft und eine Verzogerung der
wagerechten Bewegung, wodurch die Landungsfluggeschwindigkeit
und der Auslauf verringert werden.

Versuche mit dieser Anordnung kénnen ohne viel Risiko, an-
fangs mit verhaltnism#Big kleinen Schrauben, ausgefiihrt werden.
Das Gleichgewicht des Flugzeugs wird in normaler Weise eingehalten,
auch falls die Schrauben dasselbe ungiinstig beeinflussen.

d) Entwicklung.

Prinzipiell war die Frage der Drachenflugzeuge geldst, als in
1903 mit der instabilen Wright-Maschine geflogen wurde. Die Weiter-
entwicklung zum stabilen leicht zu steuernden Flugzeug ist aber
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schnell gefolgt. Die Entwicklung des Hubschraubers hat vielleicht
grofere mechanische Schwierigkeiten. Die aerodynamischen Fragen
konnen jetzt aber schneller gelost werden, weil grofiere Kenntnisse
der Aerodynamik vorliegen und bewihrte Methoden und Hilfsmittel
der aerodynamischen Forschung jetzt zur Verfiugung stehen.
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Uber die Stromung mit Uberschallgeschwindigkeit.

Von G. Zerkowitz in Miinchen.

Die Strémung mit Uberschallgeschwindigkeit ist besonders bei
Dampi- nnd Gasturbinen, ferner bei Strahlvorrichtungen von hervor-
ragender Bedeutung. Aber auch bei anderen Vorgingen in der
Maschinentechnik werden solche Stromungen mitunter verwirklicht.

1. Das eindimensionale Problem?).

Wenn in einem GefiB, in dem der Druck dauernd auf dem
unveridnderlichen Wert p, gehalten wird, Dampf oder Gas durch
eine geeignet geformte Miindung (Diise) in einen Raum stromt, in
dem dauernd der Druck p herrscht, so wird dabei eine Geschwin-
digkeit 1 erzielt, die sich, wenn man die Zulaufgeschwindigkeit w0,
vernachlissigen darf, aus der Gleichung

w?

A-’lél—q:zl—z. S €
berechnet, Hierin bedeuten ¢, und ¢ den Wéirmeinhalt (Wirme-
funktion bei konstantem Druck nach Gibbs) bei p, und p, 4 das
Wiarmedquivalent der Arbeitseinheit, ¢ die Beschleunigung der
Schwere.

Fiir reibungsfreie Bewegung kann man statt (1) schreiben:

w?
—=lovdp. . . . . . . . . .(la)
29 J‘ ’
P
oder auch
D
.ifzf@, )
2 e
P

') Vgl. Zeuner: Theorie der Turbinen, Leipzig 1899. Stodola, Dampf
und Gasturbinen, 5. Auflage.
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worin v das Volumen der Gewichtseinheit, ¢ die Dichte bedeutet.
Da, wie zumeist zutrifft, ein merklicher Wéarmeaustausch mit der
Umgebung nicht stattfindet, so kann das Adiabatengesetz

oder auch 52200 S .. (2p)

herangezogen werden.
Aus (1) und (2) erhdlt man:

w:l//%lplvl{l—(;i)%}. N )

1

Um den jeweils erforderlichen Querschnitt f bzw. die durch-
stromende Gewichtsmenge berechnen zu koénnen, ziehen wir zunichst
die Kontinuititsbedingung der eindimensionalen Stromung heran;

sie lautet: Go=fw,. . .. ...... 4

worin @ die sekundlich durchstromende Gewichtsmenge bedeutet.
Aus (2), (3) und (4) erhélt man:

. 29x% p, <p>i <p il—l
G=f mai bl — p—1> J N ()
oder auch G=fx<;9) e e . (b9
1

Die Funktion y wird ein Maximum fir p—p, und es ist

()
Pnl g
Man nennt p, den kritischen Druck. Piir eine bestimmte durch-

stromende Gewichtsmenge nimmt f vom Anfangsdruck p, bis p, ab,
dann zu. Diese Querschnittsfolge ist bei der Lavaldiise, die wir in

Abb. 1. Abb. 2.

der Folge auch als erweiterte Duse bezeichnen wollen, verwirklieht
(Abb. 1). Den engsten Querschnitt bezeichnen wir mit f,,. Eine
Diise ohne divergenten Ansatz nach Abb. (2) wird hingegen als ein-



230 G. Zerkowitz:

fache Miindung bezeichnet. Das Druckverhiltnis ist p, [p, = 0,546 bei
Uberhitztem Wasserdampf. Die Stromgeschwindigkeit bei p, hat
den Wert -

wmzl/égmplvl. N ()

Fur die Lavaldiise erhdlt man damit:

G==y-f, /pl..........(7)
Y
d. h. die in der Zeiteinheit durchstromende Gewichtsmenge hingt
nur von der Grofle des engsten Querschnittes und vom Anfangs-
zustand des Treibmittels ab. v ist eine Konstante, die fir iiber-
hitzten Dampf (in kg/m/sek-Einheiten) den Wert 2,09 hat.

2. Rolle der Schallgeschwindigkeit.

Der Wert w, ist identisch mit der Schallgeschwindigkeit w_,
die Dampf oder Gas vom Zustand p,,, v, entspricht. Die ausschlag-
gebende Rolle, die die Schallgeschwindigkeit bei allen Bewegungen
unter groBen Druckunterschieden spielt, erkliart sich daraus, daB die
Schallgesghwmdlgkelt bekanntlich diejenige Geschwmdlgkext ist, mit
der sich eine Anderung des Bewegungszustandes sowie uberha.upt
jede oOrtliche Storung im Gas forbpﬂanzt Wie sich leicht zeigen

1aBt, gilt
whl/ ap(S)

worin y das spezifische Gewicht des Treibmittels ist. Bei der Rasch-
heit der Fortpflanzung einer solchen Strémung gilt hierfiir das Adia-
batengesetz, woraus

w,—Vegpv . . . (8a)
wird. Aus (6) und (2) erhdlt man
w-t ———
I S — ; - wm:‘/%'g'-p'm'vm’ L (9)
b N 8o dal} obige Behauptung erwiesen ist.
2
“‘;)\ / An Lichtbildern von Geschosgen

stellte man bekanntlich eine von der
Spitze ausgehende Verdichtungswelle
fest. Bewegt sich das Geschof3 (Abb. 3)
Abb. 3. mit der Uberschallgeschwindigkeit ), so

ist dessen Weg in der Zeit ¢ gleich w-t.

Die Schallwellen, die sich nach allen Richtungen ausbreiten, legen in
der gleichen Zeit bloB den Weg w_{ zuriick. Der Kegel, der die Kugel
vom Radius w_t beriihrt, hat einen Spitzenwinkel, fiir dessen halben
Wert & die Beziehung w
sincf—tj...........(lo)
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gilt!). Man nennt & den Machschen Winkel. Derselbe tritt auch
auf, wenn ein mit Uberschallgeschwindigkeit bewegter Gasstrahl an
einem ruhenden Hindernis vorbeistr6mt. So hat Magin?®) durch
kiinstliche Aufrauhung der Diisenwinde schiefe Wellenziige beobachtet
(Abb. 4). Durch photographische Aufnahme einer ldnglich recht-

Abb. 4.

eckigen Diise, die seitlich durch Glasplatten abgeschlossen war,
konnte der Machsche Winkel zur Bestimmung der Stromungs-
geschwindigkeit dienen. Es zeigt sich dabei, daB in einer passend
erweiterten Diise die wirkliche Geschwindigkeit der adiabatischen
nur wenig nachsteht, so daf der Expansionsvorgang nur mit ge-
ringen Verlusten verbunden ist. Man hat also durch derartige Bilder
die Moglichkeit, durch Messung des doppelten Winkels 2 &, den
zwei Wellensysteme miteinander einschlieBen, das Verhiltnis w fw
fiir die einzelnen Querschnitte zu bestimmen.

3. Stromung um eine Fcke?®).

Ein Dampfstrahl strémt lings einer Wand mit der Uberschall-
geschwindigkeit w, zum Punkte 4 (Abb. 5). Der Druck sei p,. Im
Punkte A sei unstetig eine Kkleine
Druckdnderung wirksam, deren Ein-
fluB darin besteht, daBl sich diese
Stérung unter dem Machschen Win-
kel fortpflanzt. Der Strahl’ erfihrt
eine kleine Beschleunigung und wird
zugleich etwas abgelenkt. La3t man
nun eine Reihe solcher Drucksen-
kungen nacheinander einwirken, so
daB} schlieBlich der Druck p, auftritt,
dem die adiabatische Geschwindig-
keit w, entspricht, so erhdlt man Abb. 5.
schlieBllich einen abgelenkten Par-
allelstrahl, fiir den der Machsche Winkel &, gilt. Die Expansion von
p, auf p, vollzieht sich im keilfsrmigen Gebiet IT 4 IIL

) Es muB hierbei angenommen werden, daB das Geschof sehr klein ist,
andernfalls muB das Stromungsbild verbessert werden.

%) Mitt. Forschungs-Arb. V. d. I, Heft 62.

3) Vgl. Prandtl, Phys. Z. 1907.
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Es 148t sich nun, wie Prandtl (a. a. O.) zuerst gezeigt hat, eine
zweidimensionale Potentialstrémung angeben, bei der die Expansion
derart verlduft, daB lings jeden Fahrstrahls durch A Druck und
Geschwindigkeit unverdnderlich sind. Th. Meyer?!) hat die Rech-
nungen weiter ausgebaut und insbesondere auch Gleichungen fiir die
Stromlinien angegeben. Einfacher 1iBt sich die Lésung in folgender
Weise finden:

Srop S,
w,.+35—p—d¢ mu*d'—f'i‘ ar a) Wir stellen zunichst
die Bedingung fiir die
\ Wirbelfreiheit auf, indem
ir-—" wir das Linienintegral

der Geschwindigkeit lings

einergeschlossenen Kurve

gleich Null setzen. Wir

= : . benutzen Polarkoordina-

\‘/ ten und erhalten an Hand
Abb. 6. von Abb. 6:

cw

wrdr—{—<w"—1’— ay”dr) (rtdr)de — <wr - i{%d (p) dr—w,-rdp=0
P

mit

vw, ow op

:O~ IS p— . _— == P L 11\
< =0 0 (11)
erhilt man d
'wi‘ <
e ()

b) Als zweite Bedingung gilt die Kontinuitiitsgleichung der
stationdren Strémung, die in Polarkoordinaten unter Beriicksichtigung
von (11) lautet:

do ‘w >
_:__]I._ _l_ L2 = « . . . . . . 13
"d(P Q<w1 I &(p O ( )

c) Als dritte Bedingung gilt wiederum das Adiabatengesetz,
also Gleichung (2b). Die Ausrechnung ‘ergibt zunichst, daB

Wom=w, . . . (14)

w

ist. Zahlt man ferner den Polarwinkel ¢ von dem Fahrstrahl aus,
fir den w, =0 ist, so wird mit der abgekiirzten Bezeichnung:

n-—1
PN
w,=V2C,sin(p Vi) . . . l

- - L. (18)
wu=V2Cocos((pV ). J

rzro{cos(qJVli_)}_T.. R ¢ 1))

1) Forsch.-Arb. Ing. 62, 2. Teil.
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Fiir die Drucke gilt die Beziehung:

z~—1

<,p,)z = 2 cos*(pVA) . .. ... .(17)
»,

\J %1

Dieser Vorgang wird z. B. in einer konvexen Ecke verwirklicht.

Stromt ein Gas mit Uberschallgeschwindigkeit in einen Raum
iiber, in dem ein hoherer Druck herrscht, so tritt ein schiefer Ver-
dichtungsstol auf, der Vorgang verliuft unstetig. Auch wenn sich
an die Wand (Abb. 5) im Punkte 4 einz zweite Wand anschlieSt,
die mit der ersten einen Winkel bildet, der kleiner als 1809 ist,
tritt ein schiefer Verdichtungsstoll auf (konkave Ecke).

4. Abweichungen vom Adiabatengesetz.

Die wirkliche Stromung wird vor allem beeinflult durch die
Stromungswiderstinde!). Diese beriicksichtigt man bei eindimensio-
naler Stromung durch den summarischen Ansatz

2
d4 :;’gb—(lz,
g

wobei dz das Wegelement, { eine Widerstandsziffer, 4 die Reibungs-
arbeit bedeutet. An Stelle von (1a) gilt

dej: —vdp — CEC dz.
g (4

Fiir Gase erhilt man, wenn man

o
2

¢=—(x—1)+1
W.q'( )
setzt: ) (lf
w-&- -
dp f-dz .
dz w?— w,? #P (18)
L wt o af
o -
dw - we [z 119)
wdz w*
1——
"

Wie man sich hieraus leicht iiberzeugen kann, tritt innerhalb
einer Diise die Schallgeschwindigkeit nur im divergenten Teile auf,
und zwar fiir

df‘._,_ )
H—sr a0

1) Vgl. Stodola: Dampf- und Gasturbinen; H. Lorenz: Phys. Z 1903;
ferner Prandtl und Préll Z. V. d. I. 1904.
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Den hierdurch gekennzeichneten Querschnitt nennt man den ,ténen-
den“ Querschnitt.

Eine weitere Abweichung findet bei gesittigtem Dampf durch
die sog. Unterkiihlung') statt. Es zeigt sich ndmlich, dal anfing-
lich trocken gesittigter Dampf bis hinter dem engsten Querschnitt
wie iiberhitzter Dampf expandiert; erst danach tritt Kondensation
ein. Die Unterkiihlung ergibt einen kleinen Arbeitsverlust. Die
Verluste durch Reibung sind bis zum engsten Querschnitt gering,
im divergenten Teile sind sie etwas grofler?). Mit wesentlich héheren
Verlusten ist der umgekehrte Vorgang, die Verdichtung verbunden.
Hier mul3 der Querschnittsverlauf besonders sorgfiltiz ausgebildet
sein, insbesondere darf der konvergente Teil nicht so kurz gehalten
werden wie beim Expansionsvorgang. Aus diesem Grunde ergibt
auch eine zu stark erweiterte Expansionsdiise erhéhte Verluste, weil
hierbei das Treibmittel zunéchst zu tief expandiert, um dann auf
den Gegendruck verdichtet zu werden. Bei dieser Verdichtung tritt
der ,schiefe VerdichtungsstoB“ auf, der mit einer Ablésung des
Strahls von den Wandungen verbunden ist®).

5. Die freie Expansion.

Da zu stark erweiterte Diisen ungiinstig sind, bei wechseln-
den Betriebsverhéltnissen jedoch Schwankungen des Wiarmegefilles
in der Praxis sehr hiufig auftreten, so mufB man vielfach Diisen
verwenden, die zu wenig erweitert sind. Wir betrachten zunichst
die Diisen mit Normalabschnitt. Nach Prandtl gilt fiir einen
Strahl, der in paralleler Stromung mit Uberschallgeschwindigkeit aus

einer linglich rechteckigen Offnung ins Freie tritt, die in Abb. 7
gegebene Darstellung *). In der Austrittsofinung herrsche dér Druck p,
im AuBenraum p,. Von jeder Austrittskante gehen keilférmige Ver-

1) Stodola (a a. 0.), v. Helmholtz, R.: Ann. Physik 1887; Wilson,
C. T. R.: Proc. Royal Soc. London 18:9 usw.

?) Versuche von Bendemann und Loschge ergaben, daf die Vorzahl
in Gleichung (7) etwa 2,03 ist, gleichgiiltig, ob der Dampf iiberhitzt oder ge-
sattigt ist.

%) Stodola (a a.0.), Fliigel: Mitt. Forsch.-Arb. Feft 217.

4) Phys. Z. 1907.
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diinnungswellen aus, die sich durchkreuzen und an der gegeniiber-
liegenden Strahlgrenze als Verdichtungswellen reflektiert werden. Im
mittleren Feld der Welle ist der Druck p, < p,, so daB also der
Strahl wie eine plotzlich entspannte Feder zunichst zu tief expan-
diert. Die Schwingungen klingen unter der Einwirkung der Reibung
am Strahirand sowie der inneren Reibung ab. Von praktischer Be-
deutung ist insbesondere die Frage, welche mittlere Geschwindigkeit
in axialer Richtung dabei erreicht wird. Der Augenschein lehrt,
daB infolge der radialen Verbreitung des Strahls ein grundsitzlicher
Energieverlust auftritt. Den Grenzwert fiir die erreichbare ,mitt-
lere“ Geschwindigkeit liefert der Impulssatz!). Ist w, die Strahl-
geschwindigkeit, w, der Mittelwert der erreichbaren Axialgeschwin-
digkeit, so ist

G

g’(ws‘" wy)=fo(Po—ps), - . - . . .(21)

wobei f, den Austrittsquerschnitt der Diise bedeutet.
Durch Heranziehung der Kontinuitdtsbedingung erhdlt man

daraus:
— -,
w3=u’<_,+'gw"“-(p.3—-p3). Ce . (219

@

2

Betrachten wir z. B. eine einfache Miindung, aus der trocken gesit-
tigter Dampf von urspriinglich 6 at austritt, so erhdlt man zunichst,
unter Vernachlissigung der Widerstinde und der Unterkiihlung, fiir
den Austrittsquerschnitt, der in diesem Falle zugleich engster Quer-
schnitt ist, einen Druck p,=p, = 3,46 at und w, — w,, = 449 m/sek.
Bezeichnen wir mit w, die bei der adiabatischen Expansion bis auf
p, erreichbare Geschwindigkeit, so ergibt sich nachstehende Zu-
sammenstellung :

Py — 3,46 2,5 1,5 1 0,1 at
Wy — 449 560 679 778 1120 msek
W, == 449 558,6 672 730 834

Daraus ersieht man, daB eine miBige Uberschreitung des kri-
tischen Gefilles mittels einer einfachen Miindung durchaus ange-
bracht sein kann, zumal hierbei die Wandreibung im divergenten
Ansatz in Wegfall kommt. FErhebliche Uberschreitungen des kriti-
schen Gefilles lassen sich jedoch nur mit der Lavaldiise verwirk-
lichen, wenn man grofere Verluste vermeiden will.

6. Die Turbinenschauflung.

Die Turbinenschauflung erhdlt, mag sie erweitert sein, d. h.
einen engsten Querschnitt aufweisen (Diise) oder nicht (einfache
Leitvorrichtung), aus baulichen Griinden einen Schrigabschnitt (Abb. 8

1) Zerkowitz: Dingler 1914. Z. ges. Turbinenwes. 1916.
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der Schrigabschnitt ist mit C D E bezeichnet). Wie Stodola an

einer Diise und Loschge!) an einer einfachen Leitvorrichtung mit

Hilfe von Druckmessungen gezeigt haben, findet in diesem Schrig-

abschnitt bei entsprechend tiefem Gegendruck eine weitere Expansion

statt, die mit einer Ablen-

kung des Strahles verbunden

ist. Dabei gehen, wie bei der

Stromung nach Prandtl

und Th. Meyer, die Iso-

baren strahlenférmig von der

Ecke C aus. Die Verwirk-

lichung der Potentialstro-

mung konnte z. B. mittels

einer Leitvorrichtung erfol-

Abb. 8. gen, deren Riickwand nach

DF gekrimmt wire?). Ist

dies nicht der Fall, ist z. B. die Riickwand gerade (D E), so erleidet

das Stromungsbild, zumal noch die Wirkung der Reibung hinzu-

kommt, eine Verzerrung, wobei die Isobaren abgebogen werden

(Abb. 9). Eine solche Stro-

mung kann mit guter

Niaherung wie folgt be-

rechnet werden®): Wir

denken uns die wirk-

liche Stréomung durch eine

ideelle ersetzt, bei der

die Isobaren vom Pol C

ausgehen und geradlinig

verlaufen, also z. B. die

Isobare p_ durch die Ge-

rade C X usw. Der Strahl,

der im Querschnitt ¢ D

die Geschwindigkeit ¢,

bat (aus turbinentechni-

schen Griinden sei nun die ,absolute“ Geschwindigkeit mit ¢ bezeich-

net), tritt mit der Geschwindigkeit ¢, aus, jedoch nicht unter dem

Schaufelwinkel «, sondern unter dem gréferen Winkel « - w. Diese

Strahlablenkung ist eine notwendige Folge der Expansion im Schrig-

schnitt und ist auf Grund des Impulssatzes auch ohne weiteres ein-
zusehen. Die Kontinuitidtsbedingung lautet dann:

Abb. 9.

Fu w10 e (22
vm vﬂ
) Loschge: Mitt. Forschungs-Arb. Heft 144, sowie Z.V.d.L 1916; vgl.
auch Christlein: Dissertation 1911 und Z. ges. Turbinenwesen 1912, ferner
Fligel (a.a O.).
%) Vgl. hieriiber Zerkowitz: Z. V. d. I. 1917; Wewerka: Z. V.d. L

%) Zerkowitz: Z. V. d. I 1922,
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oder, wenn I/, die Héhe der Schauflung, senkrecht zur Darstellungs-
ebene in Abb. 9 gemessen, konstant bleibt, wie leicht einzusehen:

(22a)

Je

O in e = 2 sin (¢4 )
vm o /U:B o
Ist D E nicht geradlinig, so kann auch diese Abweichung in
einfachster Weise beriicksichtigt werden. Andererseits schlieBt auch
hier jede Isobare mit der entsprechenden Geschwindigkeit den Mach-
schen Winkel £ ein, wobei
sing“:—(:i
¢
ist. Wir konnen nun jeden beliebigen Expansionsverlauf etwa im
bekannten Mollierschen 7 — s-Diagramm annehmen und beherrschen
so mittels eines einfachen rechnerisch-zeichner:schen Verfahrens den

A &
I
r
w/ﬁz)f £ $ ¢
C [} (40 Va3
5 +a)
b’

Abb. 10.

Stromvorgang. In Abb. 10 enthdlt CM den engsten Querschnitt,
in dem die Geschwindigkeit etwas unter dem Schallwerte liegt. Im
Fahrstrahl C T herrscht Schallgeschwindigkeit, in CII sei die Expan-
sion beendet. Fir die Lage von C II gilt die Bedingung:

f—e=u+tow.. . . . . .. .. .(23)

Fillt ¢ IT in die Richtung von C E, to ist der Schrigabschnitt ,voll“
ausgeniitzt. Hierbei ist &==0, der erreichte Enddruck p,=p,
(Grenzdruck).

Vorstehende Betrachtungsweise gilt fiir jede Art von Uberdruck-
schauflung, also auch fiir Laufvorrichtungen?).

1) Die Doppelbezeichnung des Schaufelwinkels in Abb. 10 ist so zu ver-
stehen, daf} sich « auf die festen Leitschaufeln (Richtung der Absolutgeschwin-
digkeit), §, auf Laufschaufeln (Richtung der Relativgeschwindigkeit) bezieht.
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7. Die Grenzleistungen von Dampfturbinen.

Besonderes Interesse bieten diese Vorginge fiir die letzte Stufe
der Turbine, die fiir die durchstrémende Dampfmenge von entschei-
dender Bedeutung ist. Man ist im Laufe der Zeit dazu iiber-
gegangen, immer grofere Leistungen mittels einer Dampfturbine zu
bewiltigen (etwa 60 000 kW bei einer Drehzahl von 1000 in der
Minute, 10000 kW bei 3000 Umdrehungen in der Minute). Die auf
das Laufrad bezogene Geschwindigkeit sei mit w, die Absolut-
geschwindigkeit dagegen mit ¢ bezeichnet. Die ausschlaggebende
Rolle der letzten Stufe, bei der Uberdruckturbine des letzten Lauf-
rades, erklirt sich daraus, daB das Dampfvolumen gegen das Nie-
derdruckende stark zunimmt. Aus wérmetechnischen Griinden ist
man bestrebt, in der Maschine ein moglichst hohes Vakuum auszu-
niitzen. Gehen wir z. B. davon aus, daBl im engsten Querschnitt £,
ein Druck p, = 0,08 at herrscht entsprechend v ==17,5 m3/kg und
nehmen im Diagramm die Zustandskurve so an, daB sich 20 v. H.
Energieverlust ergibt, so erhdlt man fiir den engsten Querschnitt
w,, = 346 m/sek. Fiir verschiedene Enddrucke p, lassen sich sowohl
die Werte fiir den Machschen Winkel & als auch die fiir den Austritts-
winkel des Dampfstrahls ¢ -}- w berechnen. Wie aus (23) ohne weiteres
erhellt, ist der Druck, bei dem die beiden Winkel einander gleich sind,
der gesuchte Enddruck. Er betrdgt unter der Annahme eines Schaufel-
winkels von 40° im voriiegenden Falle 0,044 at. Man ersieht daraus,
daB im Schrigabschnitt noch eine betrichtliche Expansion, ndmlich
von 0,08 at auf 0,044 at moglich ist. Indessen bildet der Austritts-
verlust, d. h. die der Absolutgeschwindigkeit beim Austritt aus dem
letzten Laufrad entsprechende Energie, in manchen praktischen Fillen
eine Grenze, wie an Hand eines Beispicls leicht eingesehen werden kann.

Die letzte Schauflung einer Uberdruckturbine habe einen mittleren
Durchmesser D, =— 1400 mm, die Schaufellinge sei /=— 280 mm?).
Es entspricht dies ungefdhr einer Grenzleistungsturbine fiir 3000 Um-
drehungen in der Minute, also einer mittleren Umfangsgeschwindig-
keit von 220 m/sek; neuerdings wihlt man mitunter noch lingere
Schaufeln, obwohl das ,Fichern“ der Schaufeln ihrer Linge bei
Axialturbinen eine gewisse Grenze setzt.

Fiir 0,08 at ergibt sich folgende Zusammenstellung:

p, — 0,08 0,06 0,05 0,045 at
¢, — 227 300 348 385 m sek
h=—14,3 21,2 25,1 28,1 Cal

h,,— 6,1 10,7 14,4 (17,6) ,,

h—h,,=— 82 10,5 10,7 (10,5) ,,

Darin bedeutet c, die absolute Austirittsgeschwindigkeit £, a:Ag’:

den Austrittsverlust, » das ,innere“, d. h. das aus der Zustands-

) DaB diese Dimensionen, namentlich der Durchmesser von 1400 mm bei
n==3000, ungefihre Grenzwerte darstellen, ergibt sich aus Festigkeits-
betrachtungen.
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kurve mit {==0,2 sich ergebende Wirmegefille, h —%, , das mit
Riicksicht auf den Austrittsverlust tatsichlich ausgeniitzte Wirme-
gefille. Die Erniedrigung des Enddruckes unter 0,06 at hat also
praktisch keinen Sinn, weil dann der Austrittsverlust die Zunahme
des Wirmegefilles iiberwiegt.

Das durchstromende Dampfgewicht berechnet sich aus

_

)
v m

fir den vorliegenden Fall zu 15 kg/sek. Steht vor der Turbine
Dampf zur Verfiigung von 15 at und 350°C, so ist das verfiighare
(adiabatische) Gefille bis zum Gegendruck von 0,06 at, Hj,= 230 Cal.
Wegen der Verluste kann jedoch nur das mit dem ,,Gutegrad“ N,
multiplizierte Wiarmegefille ausgeniitzt werden. Die Grenzlelstung
fiir die behandelte Turbine betrégt, wenn #, ==0,775 ist:

15.230-0,775
754

Ist nun der Kondensatordruck kleiner als 0,06 at, so findet
zwar im Schrigabschnitt noch eine weitere Expansion, im Grenzfalle
im Sinne unserer obigen Untersuchung bis auf 0,044 at statt. Allein
dieses hohere Vakuum kann wegen des gréBeren AuslaB3verlustes nicht
mehr ausgeniitzt werden. Es kann also auch die Dampfturbine, zu-
mal bei groBen Leistungen, das Vakuum nur in beschrinktem MaBe
verarbeiten, auch bei ihr kann ,unvollstindige Expansion“ auftreten.
Vorstehende Betrachtung bezieht sich zwar auf den Fall der Uber-
druckturbine, bei der das Treibmittel sowohl im Leit- als auch im
Laufrad expandiert. Bei der Gleichdruckturbine, bei der die Expan-
sion wesentlich nur im Leitrad stattfindet, lassen sich die Verhiltnisse
nicht ebenso leicht iibersehen. Hier geniige der Hinweis, dafl mittels
der reinen Gleichdruckwirkung strémungstechnisch auf keinen Fall
héhere Leistungen bewiiltigt werden konnen als bei Uberdruckwirkung
und daB bei der hierbei notwendigen hohen Eintrittsgeschwindigkeit ins
Laufrad in diesem zundchst eine (ungiinstige) Verdichtung auftritt.

Die ,unvollstindige Expansion“ und die wesentliche Rolle des
Austrittsverlustes lehren auch, daB man bei der Umrechnung von
Dampfverbrauchswerten und , Wirkungsgraden“ sehr vorsichtig sein
mufl. Der oben angefiithrte ,Giitegrad“ oder ,thermodynamische
Wirkungsgrad“ #_ ist fiir eine bestimmte Maschine von den Dampf-
verhéltnissen in starkem MafBle abhiingig. Angaben fiir seine Ver-
dnderlichkeit in Abhingigkeit vom Anfangs- und Endzustand des
Dampfes haben nur in einem beschrinkten MaBe Berechtigung.
Anderungen des Anfangsdruckes sowie der Anfangstemperatur des
Dampfes lassen sich noch verhiltnismidBig leicht beriicksichtigen;
schwieriger ist die Beriicksichtigung des Vakuums, die namentlich
bei Grenzleistungsturbinen nicht auf Grund von Faustformeln er-
folgen darf. Am richtigsten ist es wohl, wenn man die Angabe des
Giitegrades auf ein bestimmtes Vakuum bezieht.

G

max

= 15000 PS =10000 kW.

N, =



Neuere Amnschauungen iiber die Hydrodynamik
der Wasserturbine,

Von D. Thoma in Miinchen.

Die bei der Prandtlschen Tragfligeltheorie zuldssige und dort
iiberaus fruchtbare Annahme, dafl durch den Fligel die Richtung
der Relativstromung nur wenig gedindert wird, ist fiir die Strémung
durch eine Turbine von dem heute vorherrschenden Typus der Francis-
Turbine nicht angéingig, die theoretische Behandlung dieser Turbinen
deswegen ungleich schwieriger. Das gegenwirtig fiir das Entwerfen
der Schaufelungen noch iibliche Verfahren beruht auf willkiirlichen
und -— insbesondere fir im Verhiltnis zum Durchmesser breite
Réider (Schnelldufer) — wenig zutreffenden Annahmen und verdient
kaum die Bezeichnung Theorie.

Die Bestrebungen, die Wasserbewegung in der Turbine mit
hydrodynamischen Methoden als ein Ganzes zu erfassen, wurden
eingeleitet durch die verdienstvollen theoretischen Untersuchungen
von Pragil und H. Lorenz, und gelangten zu einem gewissen Ab-
schluB durch eine Arbeit von Bauersfeld!). Dem Vorgang von
H. Lorenz folgend, dachte sich Bauersfeld die Wirkung der Lauf-
radschaufelung durch ein stetiges Kraftfeld ersetzt; er gab ein Ver-
fahren zum Entwurf der Schaufelung an, welches von gewissen ver-
meidbaren Beschrinkungen seiner Vorginger frei ist; geblieben war
jedoch die Beschrinkung auf den Fall, daB die Schaufelung bzw.
das als deren Ersatz dienende Kraftfeld so beschaffen ist, daB das
Meridianbild der Stromung wirbelfrei ist (Ringwirbel = 0). Da es
nicht sicher, ja sogar nicht einmal wahrscheinlich ist, daBl die tech-
nigch giinstigsten Formen gerade unter denjenigen enthalten sind,
bei denen der Ringwirbel im Schaufelbereich iiberall verschwindet,
wird die praktische Brauchbarkeit des Verfahrens dadurch immer-
hin beeintréchtigt. Frei von dieser Beschrinkung ist ein Entwurf-
verfahren, welches Ko6rner?) angegeben hat; dieses Verfahren ist
jedoch sehr miithsam und hat ebenfalls keinen Eingang in die Praxis
gefunden -— ob zu Recht oder Unrecht, bleibe dahingestellt.

-

. Vodo L1912, 8, 2046,
.V.d L 1

) 4
H 7 907, S. 1704; 1908, S. 200; 1914, S. 661.



D.Thoma: Neuere Anschauungen iiber die Hydrodynamik der Wasserturbine. 241

Eine weitere sehr erhebliche Beeintrachtigung erleidet die prak-
tische Brauchbarkeit beider Verfahren dadurch, daBl die Wirkung
der Schaufeln durch ein stetiges Kraftfeld ersetzt wird oder, wie
man kurz sagen kann, durch die Annahme einer unendlich grofien
Schaufelzahl. Um die Oberflichenreibung nicht zu grof werden zu
lassen, kann man in Wirklichkeit nur verhiltnismidfig wenig Schau-
feln anordnen; die Strémung wird dadurch erheblich anders als sie
bei unendlich vielen Schaufeln von gleicher Form sein wiirde, ins-
besondere werden die Stromlinien eine verschiedene Gestalt aufweisen,
je nachdem an welcher Stelle der Lichtweite zwischen zwei Schau-
feln das Wasserteilchen strémt. Auch eine Verlustquelle tritt neu
auf: Ein Wasserteilchen, welches den Schaufelkanal in der Nahe der
Druckseite einer Schaufel durchliuft, wird, auch wenn die Kanal-
querschnitte vom Laufradaustritt stetig abnehmen, unter Umsténden
eine Relativverzégerung erleiden, da es vom Leitrad kommend in
das Gebiet hoheren Druckes vor der Druckseite der Schaufel hinein-
laufen mufl. Es ist ja bekannt, daB eine Relativverzogerung leicht
zur Ablésung und entsprechenden Wirbelverlusten Veranlassung gibt.

Zusammenfassend darf man also sagen: Die theoretische Be-
handlung der Francis- Turbine wird dadurch erschwert, dafB} die
Schaufelzahl einerseits so gering ist, daf sie nicht ohne bedenkliche
Fehler als unendlich groB angesehen werden darf; andererseits ist
die Schaufelzahl aber wieder so groB, oder, was damit zusammen-
hingt, die durch die Schaufeln erzeugte Anderung in der Richtung
der Relativgeschwindigkeit ist so grofl, daf man nicht wie bei
der Tragfliigeltheorie das Quadrat der Winkeldnderung vernachlissi-
gen darf.

Das Versagen der theoretischen Behandlung hat zur Folge, daBl
die ausfilhrende Praxis fiir die Verbesserung der Turbine hauptsich-
lich auf planméfBige Versuche angewiesen ist, deren Technik im
Laufe des letzten Jahrzehntes sehr vervollkommnet wurde; insbe-
sondere hat sich das Prinzip der Superposition kleiner Varia-
tionen der Schaufelfliche, deren Einflul auf die hydraulischen
Eigenschaften einzeln durch Versuch festgestellt ist, als recht frucht-
bar erwiesenl).

Die eine unendlich grole Schaufelzahl annehmenden Theorien
kénnen fir den Fall abnormaler Betriebszustinde noch in gewisser
Hinsicht erginzt werden. Wenn das aus dem Leitrad kommende
Wasser in den Schaufelbereich des Laufrades nicht mit einer zur
Tangentialebene an den Schaufelanfang parallelen Relativgeschwindig-
keit eintritt, ergibt sich ein ,Eintrittsstol“. Der dadurch bedingte
Energieverlust 148t sich fiir die jenen Theorien zugrunde liegenden
Annahmen (unendlich viele, unendlich diinne Schaufeln) exakt be-
rechnen. Die Grundlagen dieser Berechnung, die vielleicht von Inter-
esse sind, will ich hier kurz angeben.

1) Die neue Wasserturbinen -Versuchsanstalt in Gotha. Gotha: Verlag
Engelhardt-Reyher 1918, S. 11.

v.Kirmén—Levi-Civita, Hydro- und Aerodynamik, 16
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In Abb. 1 ist ein System von parallelen, ruhenden Schaufeln
gezeichnet, die zwischen ebenen, parallelen Begrenzungswinden an-
geordnet sein sollen, so daB ein ebenes Problem vorliegt; die Rich-
tung des ankommenden Wassers ist durch die oberen Pfeile ange-
geben. Man nimmt an: An der Schaufelfliche tritt keine Ober-
flichenreibung auf, und die Schaufeln sind unendlich diinn im Ver-

gleich zu ihrem gegenseitigen Abstande.

Dann folgt, dal die von den Schaufeln auf

das Wasser iibertragene Gesamtkraft senk-

recht zur Ebene der Schaufeln steht. Ferner

hat man die Erfahrungstatsache heranzu-

ziehen, daB die durch die scharfe Ein-
trittskontraktion erzeugte UngleichmaBig-

keit der Stromung sich nach Durchlaufen

einer gewissen Strecke wieder ausgleicht,

so daB das Wasser schlieBlich gleichmaBig

und parallel zu den Schaufeln strémt. Es

Abb. 1. gelingt dann durch eine ganz einfache Im-
pulsbetrachtung, deren Einzelheiten ich

an anderer Stelle') dargelegt habe, den Energieverlust durch den

re

EintrittsstoB zu ermitteln: Er ist g——, wobei ¢ die graphische Diffe-

renz zwischen v, und v, ist. Schon Zeuner hat diese Formel an-
gegeben (er bezeichnet o' als ,verlorene Geschwindigkeit“), aber
ohne Beweis. Es ist sicherlich bemerkenswert, dal er hier gefiihls-
maBig das Richtige getroffen hat.

Es darf nicht tberraschen, dal} die Berechnung der Strémung
durch ein System ebener, paralleler, unendlich diinner Schaufeln nach
den Methoden der Potentialtheorie abweichend von dem eben Vor-
getragenen keinen Energieverlust und auch eine andere Richtung
der Schaufelkraft ergibt. Jene Rechnung setzt sich aber dariiber
hinweg, daB bei der gedachten Strémung an den Schaufelenden un-
endlich groBe negative Drucke auftreten miilten. Da in Wirklich-
keit der Fliissigkeitsdruck in endlichen Grenzen eingeschlossen, ins-
besondere nach unten durch die Dampfspannung des Wassers be-
grenzt ist, verliert jene Rechnung fiir Schaufeln von vernachlissig-
barer Dicke den Zusammenhang mit der Wirklichkeit. Die Be-
hauptung, daB die Kraft bei verschwindender Dicke der Schaufeln
und Abwesenheit von Reibung senkrecht zur Ebene der Schaufeln
steht, wird dagegen durch einen zuldssigen Grenziibergang gewonnen.
DaBl man die Verluste durch absichtliche Vergroferung der Schaufel-
dicke und gute Abrundung der Eintrittskanten verringern kann, ist
im Turbinenbau seit langem bekannt; diese MaBnahme war sogar
Gegenstand eines Patentes.

Die in neuerer Zeit von Prof. Kaplan (Briinn) entwickelte
Kaplan-Turbine bietet der theoretischen Behandlung viel bessere

1) Schweiz. Bauztg. 1922, S. 83.
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Angriffspunkte, als die Francis - Turbine. Das Laufrad der Kaplan-
Turbine (Abb. 2) besitzt eine gewisse Ahnlichkeit mit einem Pro-
peller; es hat nur wenige (2 bis 4) fliigelférmige Schaufeln. Die
Umfangsgeschwindigkeit der Schaufeln ist verhidltnismiBig sehr hoch,
die durch die Schaufeln bewirkte Anderung der Richtung der Re-
lativgeschwindigkeit infolgedessen (da in der Umfangsrichtung nur
verhdltnisméBig kleine Kréfte iibertragen werden) gering. Dieser
Umstand zusammen mit dem anderen Umstand, daB die Schaufeln
zwischen sich groBle Zwischenrédume frei lassen, so dal jede Schaufel
von den Nachbarschaufeln nur wenig beeinfluit wird und mit einer
gewissen Anndherung so arbeitet, als ob sie allein im Fliissigkeits-
strom stehen wiirde, gestattet einerseits prinzipiell eine &hnliche
theoretische Behandlung wie beim Tragfliigel, wihrend es anderer-
seits moglich wird, beim Entwurf der Schaufeln und Versuchsergeb-
nisse zurickzugreifen, die fiir Tragfliigelmodelle vorliegen.

Abb. 2. Abb. 3.

Fiir eine iiberschléigliche Betrachtung wird man von den Ungleich-
miBigkeiten, welche die Strémung im Laufradbereich infolge der Nihe
des Leitrades aufweist, absehen, also etwa ein Schema gemiB Abb. 3
zugrunde legen. In geniigend weitem Abstande vor dem Laufrade kann
dann r ¢, = (¢,— Umfangskomponente der absoluten Geschwindigkeit;
r = Abstand von der Achse) als konstant angesehen werden, d. h.
die Zirkulation vor dem Laufrade ist konstant gleich Iy =2nrc,.

Fir den Abflufl aus dem Laufrade wiinscht man in der Regel,
daB im geniigend groBen Abstand vom Laufrad die Wassergeschwin-
digkeit tberall achsenparallel und von gleicher Grofle ist. Dann ist
die Zirkulation hinter dem Laufrad iiberall I',==0. Aus einer ein-
fachen kinematischen Bedingung folgt allgemein

I''—2I"=T,

(z = Schaufelzahl, I’ = Zirkulation um eine Schaufel), also fiir den

speziellen Fall I,=0: I'" = 5 .
? z

16*
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, )y I — T,
M= ¢ [71 Cyur 7 72 cu-’] :-Q’Z ’7"1; e
g S g 2a

(M == Dréhmoment der Turbine, @ = Wassermenge in der Zeiteinheit),
und nach dem Energiegesotz

N=Mwo=—1nyQH
(N = Leistung, o = Winkelgeschwindigkeit des Laufrades, # = hy-
2anH

w

draulischer Wirkungsgrad der Turbine) folgt I, — I',=—

und nach GL 1)
_2anH
o w -z )

l—vl

Die Zirkulation um die Schaufel ist lings derselben konstant, sofern
alle Wasserfiden mit gleichem Wirkungsgrade arbeiten.

Bei der Kaplan-Turbine sind die Laufradschaufeln um ihre Léngs-
achse drehbar eingerichtet; zur Verringerung der Turbinenleistung
werden die Leitradschaufeln und die Laufradschaufeln schréger ein-
gestellt. Die Wirkungsgrade bei kleinen Beaufschlagungen werden
dadurch sehr viel besser, als sie bei Verstellung der Leitschaufeln

allein sein wiirden. Eine nihere

Untersuchung zeigt jedoch, daB

es zur Erfillung beider Wiinsche

— gleiche Austrittsgeschwindig-
2 keit fir alle Wasserfaden und
[ gleicher Energieentzug (lings
- der Schaufel unverénderliche
T Zirkulation) — notwendig sein
VY wiirde, die inneren Teile der
| Laufradschaufeln um einen gro-
! Beren Winkel zu verdrehen als
|
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~ die duBleren. Da in Wirklich-
/ keit natiirlich alle Querschnitte
’ um den gleichen Winkel gedreht
Abb. 4. werden, ergeben sich Abwei-

chungen. Sofern die Verdre-

hung nicht zu groB} wird, ist anzunehmen, daBl der Ausgleich dadurch
erfolgt, daBl die Wasserfiden sich nach dem inneren Teile der Lauf-
radfiiche zusammenziehen, wie in Abb. 4 schematisch angedeutet
ist. Die Zirkulation um die Schaufel bleibt dabei lings derselben
konstant, das Durchschnittsbild der Stromung im Meridianschnitt
ist im Schaufelbereich wirbelbehaftet, auBerhalb desselben wirbel-
frei; die Geschwindigkeit ist in groBerer Entfernung hinter dem
Laufrade iiberall gleich groB und achsenparallel. Bei starker Her-
absetzung der Leistung und entsprechend grofer Verdrehung der
Schaufeln diirfte der Ausgleich nicht mehr in dieser Weise ein-
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treten, vielmehr ist dann mit dem Auftreten von Unstetigkeiten in
der Stromung und Verlusten zu rechnen.

Eine so elegante Behandlung von Minimumproblemen, wie sie
in der Tragfliigeltheorie beispielsweise hinsichtlich der giinstigsten
Verteilung des Auftriebes moglich war, ist beim Turbinenproblem
unmoglich: Wéhrend die Rechnung sich dort auf den ,induzierten
Widerstand® beziehen kann, der auch in einem Medium von ver-
schwindender Zidhigkeit auftritt, liegen die Verhdltnisse bei der
Turbine so, daB bei einem Medium von verschwindender Zihigkeit
ein Energieverlust prinzipiell nicht notwendig ist und deswegen mit
jenen Methoden auch nicht berechnet werden kann; die Verluste
stammen aus Quellen, die nicht oder doch nur sehr viel schwieriger
rechnerisch faBlbar sind: Kleine Ablosungen an den Austrittskanten
der Schaufeln, Oberflichenreibung, Spaltverluste und besonders Ver-
luste durch eintretende Unstetigkeiten der Strémung. Die reine
Theorie wird daher mehr zur Klarstellung der kinematischen und
dynamischen Zusammenhéinge als zur Ermittlung der giinstigsten
Schaufelformen dienen kénnen.

Ein Verfahren zum Entwurf der Schaufelung unter Verwendung
der an Modellen von Flugzeugtragflichen erhaltenen Versuchsergeb-
nisse hat Bauersfeld') angegeben. Er nimmt an, daB jedes Wasser-
teilchen gezwungen sei, sich auf einer Zylinderfliche zu bewegen
und denkt sich also die Turbine aus einer grofien Anzahl von zylin-
drischen Teilturbinen zusammengesetzt — ein Verfahren, welches dem
zur Zeit fir Francis-Turbinen iiblichen entspricht, nur dal es bei der
Kaplan-Turbine eine ungleich bessere Annidherung an die Wirklich-
keit gibt, als bei der viel verwickelteren Form der Francis-Turbine.
Der Raum zwischen zwei benachbarten Zylinderflichen wird dann
in die Ebene abgewickelt und die Stréomung als ebenes Problem be-
bandelt. In Abb. 5 ist eine solche Abwicklung, in Abb. 6 der zu-

Abb. 5. Abb. 6.

gehorige Geschwindigkeitsplan gezeichnet. Bauersfeld entnimmt
einer Arbeit von Kutta iiber die ebene Strémung durch eine Jalousie
das — ubrigens auch leicht ganz elementar ableitbare — Ergebnis,
dall bei verlustfreier Strémung die auf eine Schaufel ausgeiibte Kraft
senkrecht zu dem graphischen Mittel (w_) aus der Relativgeschwindig-

1) Z.V.d. 1. 1922, S. 461.
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keit vor (w,) und nach (w,) dem Durchtritt fiir den Schaufelbereich
ist. Die in Wirklichkeit auftretenden Verluste bedingen, daf3 die
Richtung der Kraft um einen Winkel 1 von jeder Richtung ab-
weicht. Definiert man die senkrecht zu w_ stehende Komponente
der Kraft als Auftrieb A4, die in der Richtung von w_ fallende

Komponente als Widerstand W, und entsprechend die Auftriebs-
W
und Widerstandskoeffizienten {4 und (y, so ist tgl:z—:gé .
w
Der Wirkungsgrad des betreffenden Teiles des Laufrades ergibt sich
dann nach Bauersfeld zu

I

é . ]

wobei U die Umfangsgeschwindigkeit der Schaufel ist und die Be-
deutung von f_ aus Abb. 6 hervorgeht.

Zum Entwerfen der Schaufelung miissen fiir das gewidhlte Profil
nicht nur die Werte von 4, sondern auch die Werte von {4 und (y
einzeln als Funktionen des Anstellwinkels bekannt sein, damit die
Groflen und Anstellwinkel der Schaufeln bestimmt werden konnen.
Dafiir stehen zwei Wege offen: Entweder kann man die spérlichen
Versuche heranziehen, die an zwischen ebenen seitlichen Begrenzungs-
flaichen angeordneten Tragfliigelmodelien angestellt worden sind, oder
man kann die auf die gewdhnliche Art im freien Luftstrom vor-
genommenen Versuche benutzen, wenn man deren Ergebnisse nach
der Prandtlschen Theorie auf unendlich grofie Spannweite um-
rechnet: in letzterem Falle steht natiirlich eine sebhr groBe Zahl
von Profilen zur Auswahl zur Verfiigung. In beiden Fillen muf
man den Einflul der benachbarten Schaufeln, der sich insbesondere
durch eine Verkleinerung des Auftriebskoefflzienten bemerkbar macht,
schitzungsweise beriicksichtigen; Versuche iiber diese Frage wéiren
sehr erwiinscht.

Die Wirkungsgrade des Laufrades, auf die man bei dieser Be-
rechnung gefiihrt wird, sind recht hoch. An Verlusten im Laufrad
kommen allerdings noch hinzu: Der Spaltverlust (Spalt zwischen
Schaufel und zylindrischer Begrenzung), sowie die Storung, die bei
der Drehbewegung, im Gegensatz zu der angenommenen ebenen Be-
wegung, durch den Umstand bedingt wird, dafl das an den Austritts-
kanten entstehende, mit dem Laufrad rotierende Totwasser mach
auBen zentrifugiert wird. Der erstere Verlust 13t sich einigermafien
abschétzen, der zweite diirfte bei der Turbine (nicht bei ihrer Um-
kehrung, der Pumpe) nur gering sein. Setzt man fiir die an anderen
Stellen der Turbine (Leitrad, Saugrohr) auftretenden Verluste noch
angemessene Werte ein, so ergibt sich, dall mit der Kaplan-Turbine
Wirkungsgrade bis etwa 0,9 erreichbar sein sollten. Der Typus der
Francis-Turbine diirfte an sich mindestens ebenso gute oder sogar
bessere Wirkungsgrade zulassen, nur ist es wegen der viel verwickel-
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teren Formen dort nicht so leicht moglich und bisher auch nicht
gelungen, die giinstigsten Formen aufzufinden. Neben dem guten
Wirkungsgrade ermdglicht die Kaplan-Turbine eine fiir viele Anwen-
dungen sehr wiinschenswerte Erhohung der Drehzahl, auf etwa das
Doppelte des mit Francis-Turbinen erreichbaren Wertes. Leider er-
fahrt ihr Verwendungsbereich eine empfindliche Einschrinkung (auf
kleine Gefille) durch die Gefahr der Hohlraumbildung (Kavitation)
an der Saugseite der Schaufeln, wo schon bei verhéltnisméBig kleinen
Gefillen der Druck bis auf die Dampfspannung des Wassers herab-
gehen kann. Die Grenze des Anwendungsgebietes diirfte, soweit man
es heute beurteilen kann, zwischen 5 und 10 m Gefille liegen. Die
theoretischen und experimentellen Untersuchungen iiber die Druck-
verteilung an Tragflichen ermdoglichen eine besondere Beurteilung
der Kavitationsgefahr und gestatten auch MafBnahmen anzugeben,
um den Eintritt der Kavitation moglichst hinauszuschieben. Natiir-
lich bleiben aber hinsichtlich dieser technisch recht wichtigen Frage
Versuche mit den Turbinen selbst sehr erwiinscht.



Uber Strahlerweiterung und Strahlablenkung.

Von E. Witoszynski in Warschau.

In den folgenden Zeilen sollen zwei einfache Stromungsformen
angegeben werden, welche fiir den Entwurf von Luftkanalanlagen
von Interesse sein konnen.

1. Die Erweiterungsdiise (Diffusor).

Es ist bekannt, daB wenn man die Geschwindigkeit eines Gas-
oder FKliissigkeitsstrahls mit kreisformigem Querschnitt ohne bedeu-
tende Verluste vermindern will, der Kegelwinkel der betreffenden
Diise sehr gering gehalten werden muf}, so da3 die Diise sehr groBe
Linge erhilt.

Es ist in diesem Falle nitzlich, die Form der Diise so zu be-
stimmen, daB die Erweiterung stetig, ohne plétzliche Anderung
erfolgt und daB die Stromung — ideale, inkompressible Fliissigkeit
vorausgesetzt -— im Unendlichen in eine geradlinige, gleichférmige
Stromung iibergeht.

Man kann Lésungen angeben mit Hilfe von Ringfunktionen;
der nachfolgende elementare Weg fiihrt jedoch einfacher zum Ziele.

Die Differentialgleichung fiir die Stromungsfunktion einer idealen
Fliissigkeit, welche ohne Wirbel achsensymmetrisch stromt, lautet in
Zylinderkoordinaten z und r

Fy Loy Py
ayg*r'é‘;’+azg—0.. e e e e (1)
Man sieht unmittelbar, daB die Reihe
R rt A f(z) ¥ dif .
= p* —_—— —— —— 2
v=rO =5 wr T reas - (2)
der Gl (1) genligt, wenn f(z) eine beliebige Funktion von z ist;
. af d*
f(z) soll so gewshlt werden, daB f(oc)==1 betrigt, d—f, Z—f usw. im
’ ¥ dz

Unendlichen verschwinden und f(z) mit seinen simtlichen Diffe-
rentialquotienten iiberall endlich bleibt.
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Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist f(z)==1 +<— fi*_'z) o
wobei f,(z) eine ganze Funktion von geringerer Ordnung als 22 von
z ist und @ einen konstanten Parameter bezeichnet. Wenn wir
diese Funktion in (2) einfiihren, erhalten wir eine Reihe, welche
auBer r=a und z=0 fiir alle Werte von » und z konvergiert.
Man kann zeigen, was ich nicht ausfihren will, daBl diese Reihe
mittels Ringfunktionen summiert werden kann. Wenn f,(z) nur
gerade Potenzen von z enthilt, so ist die Strdmung symmetrisch

)
ah

in bezug auf die Ebene z=0. Setzen wir z.B. f,(2)=4 —— 5

Wenn wir uns auf kleine Werte von r beschrianken, etwa
r<0-2a, so geniigt es, das erste Glied der Reihe (2) zu behalten,
und wir erhalten

.

w=r"|1-+4+4- (1—}— >5 . "i*}"m

Ou

. K3
Vo
Wenn wir die Konstante 4 — ent- * Z
sprechend der Abb.1 — folgendermafien T 23
festsetzen: oy K1
ri (1 4)=1 L—/—|

oder

@
o \2 ! V3
A:1—<£>, Abb. 1.

r 1

so erhalten wir die Gleichung der Stromlinie =y,
=
1_<1_?19> o

Die gewahlte Funktion hat die niitzliche Eigenschaft, dall ihre

erste Abteilung fiir z=0 und 2= " verschwindet. In dieser
3

Weise erhalten wir eine fast konstante und nahezu parallele Ge-
schwindigkeitsverteilung in dem Eintritts- und Austrittsquerschnitt.
Durch Anwendung einer solchen Diffusorform statt der konischen
Diise kann man wahrscheinlich die Linge reduzieren. Dieselbe Form
kann man auch als Diise fiir Geschwindigkeitsvermehrung benutzen.
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2. Umlenkung einer ebenen Stromung um 180°.

Der Strom sei in den Querschnitten 4B und CD (Abb. 2)
nahezu parallel und werde in einer Ecke um 180° abgelenkt. Wir
bezeichnen mit ¢ das Geschwin-

X% yo7al digkeitspotential, - y die Strom-
Z D funktion, mit z die komplexe
;7 Zahl 2 iy und setzen

y-ve {:T 2 @ +zy

ﬁ;" ‘-3/0 - @ln-c;:\‘jlnk@l)f'aLUA, . (1)
l=——%a

‘kkﬁ wobei & und « Konstanten, U
die Geschwindigkeit im Unend-
> A lichen bedeuten. Wenn wir GL(1)
Abb. 2. in einen reellen und einen ima-

giniren Teil zerlegen, erhalten wir

]

Gin " cos ¥ — Sink Goj - - cos -
a a Ua

Ua
IR N ) R /72 )
Coj— sin L Sink Gin ,f, sin f—
a a Ua Ua
Nach Elimination von ¢ haben wir:
2 X a2l P N
&in?® - cos® Y Coj* —sin*® Y
a a a a
—— T I == 1
- o Y P
Gin?kcos® = Sin®k sin® —-
J Ua ;
(2
. a2 XL .9 s Y
€in* — — Gin*k cos® il
.Y a Ua
sin® & = S S
@ Lo T » o Y
&in® - - Cof? k cotg® -
Gin® - Cof 8 Ta

Man sieht, daB die Stromlinie y = 0 durch den Teil der
x-Achse zwischen x =Fka und x==oc gebildet wird. Die Stromlinie
T

Y= % aUbesteht aus den zwei Geraden y = == 5

und aus dem Teil

der y-Achse zwischen den Grenzen — 7;4 <y < ﬂ;)q. Mit Hilfe der

Gl.(2) ist es leicht, die zwischenliegenden Stromlinien zu berechnen
und zu zeichnen. Sie haben die Asymptoten
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Wir berechnen noch die Geschwindigkeitsverteilung. Aus (1)

folgt
02y 6m;
@ 2
EAS I AU ) P
v N\ Gk
Die komplex genommene Geschwindigkeit lautet
d | %
v — 10 :7£¢7‘ji'l/ﬂ
* Y dz
oder
Gof -
v, —1y, 7 of @

U T :
Gin® — — &in*k
a

Die Geschwindigkeit verschwindet in den Ecken x =0,y = + %a.

Das Maximum der Geschwindigkeit an jeder Stromlinie tritt auf der
x-Achse (y=0) auf. Sein Wert betrigt

/

Vl -}- Gin?k cos® %

r——uv-to o Tt
@mksmﬁ]
wobei vy mit & durch die Gleichung
. L . Y
Sin u Gink cos i . (3a)

zusammenhdngt. Wenn man die Bedingung stellt, dal die maximale
Geschwindigkeit die Grenze U nicht iiberschreiten soll, so erhilt man
fir den entsprechenden Wert von 1,

/ 1 -+ Gin®k cos? 10
] o =1 sin o @Dtgk.

, 4)
o : U /3 - (4
@mksma% @ V2

Man ersieht aus GL (4), daB w, mit wachsender £ sich dem

Wert il%g nihert. Damit haben wir gezeigt, daBl wenn die Ge-

schwindigkeit nicht tber U hinauswachsen soll, y0>‘21—

werden mub.

Die Ungleichung muB um so stirker erfiillt sein, je enger der
DurchlaB ka ist. Es ist klar, daB das Strémungsbild sich in der
y-Richtung wiederholen lafit und symmetrisch in bezug auf die Achse
xr==0 ist.

gewihlt
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6 Goldmark; geb. 7.25 Goldmark | 1.45 Dollar; geb. 1.75 Dollar

Lehrbuch der Hydraulik fiir Ingenieure und Physiker. Von
Dr.-Ing. Theodor Péschl, o. 6. Professor an der Deutschen Technischen
Hochschule in Prag. Mit etwa 150 Textabbildungen.

Erscheint im Frithjahr 1924.



Verlag von Julius Springer in Berlin Wo

Die technische Mechanik des Maschineningenieurs mit beson-
derer Beriicksichtigung der Anwendungen. Von Prof. Dipl.-Ing.
P. Stephan, Regierungsbaumeister. In vier Binden.

Erster Band: Allgemeine Statik. Mit 300 Textfiguren. 19zI.
Gebunden 4 Goldmark /! Gebunden o0.95 Dollar
Zweiter Band: Die Statik der Maschinenteile. Mit 276 Text-
figuren. 1921, Gebunden 7 Goldmark /| Gebunden 1.70 Dollar
Dritter Band: Bewegungslehre und Dynamik fester Koérper. Mit
264 Textfiguren. 1922. Gebunden 7 Goldmark | Gebunden 1.70 Dollar
Vierter Band: Die Elastizitit gerader Stibe. Mit 255 Textfiguren.
1922, Gebunden 7 Goldmark / Gebunden 1.70 Dollar

F. Wittenbauer, Aufgaben aus der technischen Mechanik.

Erster Band: Allgemeiner Teil. 839 Aufgaben nebst Lésungen.
Fiinfte, verbesserte Auflage bearbeitet von Dr.-Ing. Theodor Péschl,
0. 8. Professor an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag.
Mit 640 Textfiguren. Erscheint im Frihjahr 1924.

Zweiter Band: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Lésungen
und einer Formelsammlung. Dritte, verbesserte Auflage. Mit
s05 Textfiguren. Unverdnderter Neudruck. 1922.

Gebunden 8 Goldmark | Gebunden 1.95 Dollar

Dritter Band: Fliissigkeiten und Gase. 634 Aufgaben nebst
Losungen und einer Formelsammlung. Dritte, vermehrte und ver-
besserte Auflage. Mit 433 Textfiguren. Unveranderter Neudruck.
1922, Gebunden 8 Goldmark /| Gebunden 1,95 Dollar

Graphische Dynamik. Ein Lehrbuch fiir Studierende und Ingenieure.
Mit zahlreichen Anwendungen und Aufgaben. Von Ferdinand Witten-
bauer ¥, Professor an der Technischen Hochschule in Graz. Mit
745 Textfiguren. 1923. Gebunden 30 Goldmark /| Gebunden 7.15 Dollar

Lehrbuch der technischen Physik. Von Dr. Dr.-Ing. Hans Lorenz,
o. Professor an der Technischen Hochschule Danzig, Geheimer Re-
gierungsrat. Zweite, neubearbeitete Auflage.

Erster Band: Technische Mechanik starrer Gebilde. Zweite,
vollstindig neubearbeitete Auflage der ,technischen Mechanik
starrer Systeme"“.

Erster Teil: Mechanik ebener Gebilde. Mit 295 Abbildungen.
Erscheint im Friihjahr 1924.

Koordinaten-Geometrie. Von Dr. Hans Beck, Professor an der
Universitit Bonn. Erster Band: Die Ebene. Mit 47 Textabbildungen.
1919. 17 Goldmark | 4.05 Dollar

Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln. Ein Lehrbuch
der Nomographie. Von Dr.-Ing. Otto Lacmann. Mit 68 Ab-
bildungen im Text und auf 3 Tafeln. 1923. 4 Goldmark | 0.95 Dollar
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Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in

Einzeldarstellungen. Mit besonderer Beriicksichtigung der An-
wendungsgebiete. Gemeinsam mit W. Blaschke, Hamburg, M. Born,
Gottingen, C. Runge, Goéttingen. Herausgegeben von R. Courant,
Gottingen.

Bd. I. Vorlesungen iiber Differential-Geometrie und geometrische
Grundlagen von Einsteins Relativititstheorie. Von Wilhelm Blaschke,
Professor der Mathematik an der Universitit Hamburg. I. Elemen-
tare Differential-Geometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
einem Anhang von Kurt Reidemeister, Professor der Mathematik
an der Universitit Wien. Mit 40 Textfiguren. 1924.

11 Goldmark; geb. 12 Goldmark | 2.65 Dollar; geb. 2.90 Dollar

Bd. I1: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. Von Dr.
Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Universitit Konigs-
berg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 12 Textfiguren. 1924.

27 Goldmark; geb. 28 Goldmark | 6.45 Dollar, geb. 6.70 Dollar

Bd. I11: Vorlesungen tiber ailgemeine Funktionentheorie und ellip-
tische Funktionen. Von Adolf Hurwitz, weil. ord. Professor der Ma-
thematik am FEidgendssischen Polytechnikum Ziirich. Herausgegeben
und ergénzt durch einen Abschnitt iiber: Geometrische Funktionen-
theorie von R. Courant, ord. Professor der Mathematik an der Uni-
versitit Gottingen. Zweite Auflage. In Vorbereitung.

Bd. IV: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr.
Erwin Madelung, ord. Professor der theoretischen Physik an der Uni-
versitit Frankfurt a. M. Mit 20 Textfiguren. 1922.

Gebunden 10 Goldmark ;| Gebunden 2.40 Dollar

Bd. V: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung mit Anwen-
dungen auf algebraische Zahlen und Gleichungen sowie auf die Kristallo-
graphie. Von Andreas Speiser, ord. Professor der Mathematik an der
Universitat Ziirich. 1923,

7 Goldmark; geb. 8.50 Goldmark ! 1.70 Dollar; geb. z.05 Dollar

Bd. VI: Theorie der Differentialgleichungen. Vorlesungen aus dem
Gesamtgebiet der gewdhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen.
Von Ludwig Bieberbach, o. 6. Professor der Mathematik an der Friedrich-
Wilhelms-Universitdt in Berlin. Mit 19 Textfiguren. 1923.

10 Goldmark; geb. 12 Goldmark | 2.40 Dollar; geb. 2.90 Dollar

Bd. VII: Vorlesungen iiber Differential-Geometrie und geometrische
Grundlagen von Einsteins Relativititstheorie. Von Wilhelm Blaschke.
Professor der Mathematik an der Universitit Hamburg. II. Affine
Differential-Geometrie, bearbeitet von Kurt Reidemeister, Prof.
der Mathematik an der Universitit Wien. Erste und zweite Auflage.
Mit 40 Textfiguren. 1923.

8.50 Goldmark; geb. 10 Goldmark |/ 2.05 Dollar; geb. 2.40 Dollar

Bd. VIII: Vorlesungen iiber Topologie. Von B.v. Kerékjarté.
I. Flachentopologie. Mit 6o Textfiguren. 1923.
11.50 Goldmark; geb. 13 Goldmark | 2.75 Dollar; geb. 3.10 Dollar

Bd. IX: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einfiihrung
in das Reich des UnendlichgroBen von Adolf Fraenkel, a. o. Professor
an der Universitit Marburg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 13 Text-
figuren. 1923,

10.80 Goldmark; geb. 12.60 Goldmark / 2.60 Dollar; geb. 3 Dollar
Weitere Bidnde in Vorbereitung.





