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Vorwort.

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die der
Verfasser an der technischen Hochschule Hannover vom Jahre 1922 an,
besonders vor Studierenden der Mathematik, der techn. Physik und der
Flugtechnik gehalten hat. Es strebt eine Vermittlung an zwischen den
rein systematischen und den wesentlich technisch gerichteten Darstel-
lungen der Stromungslehre und diirfte im 1. allgemeinen Teil’mehr den
Bediirfnissen des Mathematikers, im 2. im Hinblick auf die éegebenen
Anwendungen mehr den Bediirfnissen des Ingenieurs Rechnung tragen,
der an der Verbindung von Wissenschaft und Praxis interessiert ist.
Vielleicht kann das Buch als Ergénzung betrachtet werden zu der im
gleichen Verlage erschienenen technischen Hydrodynamik von F. Pr4&il
und den von M. Lagally und A. Betz bearbeiteten Abschnitten des
VII. Bandes des Handbuches der Physik, von dem iibrigens die gegen-
wartige Bearbeitung, die bereits vor Erscheinen des Handbuches im
wesentlichen fertiggestellt war, nur wenig beeinflullt ist.

Es versteht sich von selbst, daf bei dem zur Verfiigung stehenden Raum
und dem Umfang des durch die Forschungen der letzten Jahre reichlich an-
gebauten Gebietes eine weitgehende Beschrankung geboten war. Trotz
dieser sachlichen Beschrinkung war ich bestrebt, unter Benutzung der
vektoranalytischen Kurzschrift eine moglichst breite allgemeine Basis zu
schaffen und auch die wichtigsten funktionentheoretischen Hilfsmittel zu
entwickeln, die in den hydrodynamischen Ansdtzen benotigt werden.

Was die dynamischen Grundgleichungen selbst angeht, so schien
es mir nicht allein aus systematischen Griinden empfehlenswert, vom
allgemeinen Bewegungs- und Spannungszustand des deformierbaren
Korpers auszugehen und auch das innere Spannungsfeld der Flissigkeit,
jedenfalls zundchst als ein Tensorfeld einzufiihren, d. h. in den ersten
allgemeinen Ansitzen auch die inneren Reibungskrifte zu beriick-
sichtigen. Nur dadurch wird es dem Leser ermdglicht, die Bedeutung
der in der spiteren Ausarbeitung und Anwendung eintretenden Ver-
nachléssigung abzuschétzen und, was mir wesentlich scheint, die einzig
sinngeméfle Vorstellung des Druckes einer reibungslosen Fliissigkeit
als eines Kugeltensors sich zu bilden.

Fiir die weitere Behandlung entschloff ich mich, um {iberhaupt
im beschrinkten Rahmen ein gewisses Ganzes bieten zu kdénnen, die
idealen Ansétze in den Vordergrund zu stellen und auf die Losung der
allgemeinen Stokesschen Bewegungsgleichungen zu verzichten. Daher
sind auch die Vorgénge in der ,,Grenzschicht* nur insofern qualitativ
zur Sprache gebracht, als es zur Erklarung der Unstimmigkeit zwischen

1*



Vi Vorwort.

Theorie und Erfahrung unerldflich war. Die strenge, auf die Grund-
gleichung und die rechnerischen Einzelheiten eingehende Darstellung,
die iibrigens einzig geeignet wire, die Grenzschichttheorie in das an-
gemessene Licht zu riicken, hétte -den Rahmen der gegenwirtigen
Einfithrung iiberschritten und miifite sinngemil einem auf die Zahig-
keitserscheinungen beziiglichen Sonderband zugeteilt werden.

Der erste spezielle Teil gibt einige Anwendungen der seit langem
bekannten, aber offenbar noch immer nicht ausgeschépften synthetischen
Quellsenkmethode, die sich insbesondere zur Gewinnung der
achsialen Stromung und, wie Herr v. Kdrmén zeigen konnte, auch
der Querstromung um Rotationskorper als fruchtbar erweist. Wenn
das Gebotene keinerlei Vollstéandigkeit anstrebt, so werden doch —
wie ich meine — dem aufmerksamen Leser die nétigen Mittel an die
Hand gegeben, weitere Stromfelder selbstindig aufzubauen und dem in
seinen Grundziigen gegebenen Zusammenhang mit den Zylinder- und
Kugelfunktionen weiter nachzugehen. So gelingt es ohne viel Schwierig-
keiten die Fuhrmannschen Luftschiffmodelle, von denen ein Fall be-
handelt ist und die entsprechenden Strombilder durch Legendresche
Funktionen darzustellen, was auch der zeichnerischen Arbeit dienlich
gein diirfte.

In der Wahl des weiteren Stoffes, der sich insbesondere auf die
ebene Stromung bezieht, lieB ich mich von dem Gesichtspunkte leiten,
moglichst diejenigen Problemstellungen und Anwendungsfille zu be-
riicksichtigen, die sich um die von Kutta, Joukowsky, Prandtl
und seinen Schiilern, v. Mises u. a. ausgebauten Tragfliigeltheorie
gruppieren lassen.

Wihrend die ersten Fille wieder nach dem Quellsenkenverfahren
konstruiert werden, bildet der Fall der kreiszylindrischen Berandung,
der auch mit Riicksicht auf das Rotorproblem ziemlich ausfiihrlich be-
handelt ist, gleichzeitig den natiirlichen Ausgangspunkt fiir die Ab-
leitung weiterer Falle, insbesondere des Falles der zyklischen Strémung
um ein Fligelprofil mit Hilfe der konformen Abbildung. Dafl in der
Bearbeitung der Tragfliigeltheorie mehr wie vielleicht sonst iiblich,
die geometrischen Gesichtspunkte in den Vordergrund gestellt sind,
mag mit dem Studiengang des Verfassers entschuldigt werden, der ur-
spriinglich, wie das Widmungsblatt zum Ausdruck bringt, in der rein
geometrischen Forschung beheimatet war. Ein besonderes, aus mehreren
Abschnitten bestehendes Kapitel ist dem unstetigen Potentialansatz
gewidmet, der, obwohl er zunéchst einen vornehmlich mathematischen
Charakter hat, nicht ungeeignet erscheint, einige auf die Widerstands-
theorie beziigliche Fragen zu beleuchten, z. B. die Gleichberechtigung
einer Diskontinuitédtsfliche mit einem Wirbelsystem hinter einem um-
stromten Korper hervortreten zu lassen.
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Die letzten beiden Kapitel beziehen sich auf den praktisch wichtigen
Fall rotierender Strémungsgrenzen. Da es sich empfahl, die Theorie des
Propellers, die hier nur im Auszug geboten werden konnte, besonders
den Fall kleinsten Energieverlustes (oder kleinsten induzierten Wider-
standes) in unmittelbarem Anschlul an die Tragfliigeltheorie darzu-
stellen, so sind die allgemeinen Satze und Gleichungen fiir die Strémung
in rotierenden Gefdflen in das letzte Kapitel verwiesen und in Ver-
bindung gebracht mit den grundlegenden Formeln der Turbinentheorie.
In den besonderen Ausfiihrungen zum Problem der Strémung in
Kreiselradern habe ich Gelegenheit genommen, einen Uberblick iiber
einige neuere mathematische Ansitze zu geben, die vom Prinzip der
konformen Abbildung ausgiebigen Gebrauch machen.

Die Abbildungen sind mit wenigen Ausnahmen, die sich vor allem
auf einige Diagramme beziehen, die geometrischen Strémungsbilder
ausnahmslos nach Originalzeichnungen des Verfassers hergestellt. Nur
bei einigen Zeichnungen wurde ich bei der Herstellung der endgiiltigen
druckfertigen Form von den Herren Dipl.-Ing. Karl Miehe und
cand mach. W. Bartels unterstiitzt, wofiir ich an dieser Stelle meinen
Dank zum Ausdruck bringen méchte. Den Abb. 87, 88, 89 liegen Vor-
lagen von Herrn Prof. Ahlborn (Hamburg) zugrunde, die von ihm selbst
nach seinen Photogrammen gezeichnet sind. Es ist mir eine angenehme
Pflicht, Herrn Ahlborn fiir die Uberlassung dieser Vorlagen und fiir
die Anregung zu danken, die ich von der mir giitigst gestatteten Ein-
sichtsnahme in einen Teil seiner iiberaus reichen, bisher nur wenig in
der Offentlichkeit bekannten Sammlung von Stromungsphotographien,
empfangen durfte.

Im iibrigen muf} ich noch meinen Dank aussprechen Herrn Geheim-
rat Emde, der mir vor einigen Jahren die erste Anregung zur Nieder-
schrift einiger Kapitel der Strémungslehre gab, die ersten Abschnitte
meines Manuskripts las und mir einige Ratschlige formaler Art erteilte.
Herrn Prof. Prandtl tiir einen wertvollen Hinweis, Herrn Prof. Préll
tiir die auch auf das vorliegende Buch sich auswirkende Férderung, die
mir wihrend meiner langjahrigen Tétigkeit im Gebiete seines Lehr-
stuhls zuteil geworden, Herrn Dr. Ing. K. Scholler, auf dessen An-
regung der erste Teil des 20. Abschnitts zuriickzufiihren ist und Herrn
Dr. Ing. A. Hinderks fiir die wirksame Unterstiitzung beim Lesen
der Korrekturbogen.

Ein besonderer Dank gebiihrt schlieBlich der bewdhrten Verlags-
buchhandlung fiir die Sorgfalt, die sie der Ausstattung des Buches
hat angedeihen lassen und fiir das bereitwillige Eingehen auf meine
Wiinsche wahrend der Drucklegung.

Hannover, im Februar 1928. Dr. Wilhelm Miiller.
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I. Grundgesetze der Stromungslehre.

1. Der Bewegungs- und Spannungszustand der
deformierbaren Materie.

1. Um die mechanischen Gesetze des Gleichgewichts und der Be-
wegung der Korper iibersehen zu kénnen und einer genaueren Unter-
suchung zugénglich zu machen, ist es nétig, aus der Wirklichkeit, die zu-
nichst nur die mannigfachsten Ubergangs- und Mischformen zeigt,
einzelne Typen von Korpern herauszuheben, die mit gewissen idealen,
d. h. im mathematischen Bilde darstellbaren Eigenschaften des inneren
materiellen Zusammenhangs ausgestattet sind. Wihrend dem Begriff
des starren Koérpers, wie er in der gewdhnlichen Dynamik zunéchst
gebraucht wird, das abstrahierte Bild eines Aggregats von Massen-
punkten zugrunde liegt, die selbst bei Anwesenheit von noch so groen
Kriften unverdnderliche Abstinde behalten, haben wir fiir eine grof3e
Reihe von Erscheinungen die Moglichkeit einer gegenseitigen Verriickung
der Teile oder einer Gestaltverinderung (Deformation) ins Auge zu
fassen. Diese Vorstellung der Deformierbarkeit ist hier ferner dahin
zu ergénzen, dal sowohl fiir die Massenverbreitung wie fiir die Be-
wegung im allgemeinen der kontinuierliche Charakter vorausgesetzt
wird. Das wiirde mathematisch fiir die Bewegung bedeuten, dal} die
Geschwindigkeit der einzelnen Massenteile eine stetige, differenzierbare
Funktion des Ortes wie der Zeit darstellt. Wie auf Grund dieser Vor-
aussetzung die Unterscheidung der elastischen und der fliissigen Ma-
terie zu formulieren ist, wird die weitere Untersuchung lehren.

2. Die momentane Bewegung des starren Korpers kann als zusam-
mengesetzt gedacht werden aus einer Schiebung (Translation) und einer
Drehung. Bezeichnen wir den Vektor der Fortschreitgeschwindigkeit,
die mit der Geschwindigkeit eines Punktes 0 der Drehachse identisch
ist, mit by, den Vektor der Winkelgeschwindigkeit mit 1 und den Orts-
vektor von O nach dem Aufpunkt P mit v, so hat P die Geschwindigkeit

b =1, + [w1]. (1)

Hier bedeutet [wt] das Vektorprodukt der Winkelgeschwindigkeit
und des Ortsvektors, wobei die Orientierung so getroffen ist, dafl die
Miiller, Math. Strémungsiehre. 1



2 Grundgesetze der Stromungslehre.

Drehung von w in die Richtung von t mit dem Produktvektor eine
Rechtsschraubung ausmacht! (Abb. 1).

Um die weitere Rechnung iibersichtlich
zu gestalten, benutzen wir das Symbol V
(sprich Nabla) der raumlichen Differentiation,
d. h. den symbolischen Vektor, der durch die

wq drei nach den XKoordinatenrichtungen zer-

P legbaren Operationen %, 3_8?!’ % dargestellt

ist. Steht das Zeichen V' vor einem Skalar,
so ist der Gradient-Vektor des Skalars ge-
D meint, wihrend es vor einem Vektor die
Abb. 1. Drehgeschwindigkeit. Iichtungslose Divergenz des Vektors (div.)
bedeutet; wir haben also, wenn e, ey, €3

die Einheitsvektoren in den Achsenrichtungen bedeuten

w

-

—e 0® o9 . it o4,
V= eléx_{_ez '+€3 0z’ V= 0w+3y+02’
Die weiteren mit V' gebildeten Ausdriicke sind danach leicht abzuleiten.
So bedeutet z. B. AV -B, die mit | A | multiplizierte Ableitung des
Vektors B nach der Richtung von U oder den Vektor, dessen Kompo-
nenten durch die Operation

”ax+A”a +A=az

aus den Komponenten von B abgeleitet werden?2.

Eine fir die Folge physikalisch wichtige GroBe ist nun der sog.
Rotor der Geschwindigkeit, der nach der fiir Vektorprodukte giiltigen
Regel gebildet wird, wenn man statt des ersten Faktors das Symbol {7
verwendet. Man hat dann in leicht verstéindlicher Schreibweise

€y (2 €3
0 7} 7]
I‘OtUZ[VU]= % ﬁ/ 37 .

Vg Uy U,
Wenn wir den Ausdruck (1) und die fiir den Rotor eines Vektor-
produktes geltende Formel

rot [AB]=A-VB—B- VA4 BV - A—-AV-B (a)
benutzen, so ergibt sich wegen V't =3, tV - = 0 (v = konst.)
rot b =rot [wr]=mw-Fr—wl - rt=3w—mw=2mw. (b)

Der Rotor der Geschwindigkeit eines Punktes des starren
Koérpers ist also gleich der doppelten Drehgeschwindigkeit.

1 Vgl. Wilh. Miiller, Dynamik I. Teil, Sammlg Géschen Bd. 902.
2 Vgl. J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl. Stuttgart 1926.



Der Bewegungs- und Spannungszustand der deformierbaren Materie. 3

3. Um nach diesen Vorbereitungen den Bewegungszustand des de-
formierbaren Korpers zu verfolgen, nehmen wir innerhalb eines kleinen
Bereichs um den Grundpunkt O einen Punkt P an und nennen t den
von O nach P gezogenen Radiusvektor. Unter der Voraussetzung
der Stetigkeit erhalten wir dann die Geschwindigkeit in P aus der-
jenigen in O durch die Gleichung

b=19,+1l -0 (2)
oder ausfiihrlich
dvg 0, v, dv, Jdv, vy
N O R TREk TRk R AU SRR R
dv, dv, .
teg(vosteGety Yoy T2 "a;'> 2a)
Wenn man folgende Bezeichnungen einfiihrt
811,, dv, dv, .
bon= Dz’ t-uy: 373/’ 287 gy (5)
0v,  0vy dv, .
toy=1lyp= <6y+0x> by =1l.y= <az+ay> (3a)

1 ( dv,
toz=1ts0 = 2\02+8x>

und die #;; als Komponenten eines symmetrischen Tensors T= def v

auffaBt, so kann der Ausdruck 1V -p in die Form gesetzt werden

rl7-b=%[rotb, ]+ 2. 4)

Der Ausdruck Tt ist das innere Produkt des Tensors ¥ in den
Vektor 1, also der ausfithrlich geschriebene Vektor

ey (Blpo+ Yluy t2ly,) + oty + ylyy + 28, )+ eg (2t + ity +28,,).

Wenn wir schlieBlich die Hilfte des Rotors der Geschwindigkeit
wieder = setzen (in diesem Fall auch Wirbelvektor genannt), so ge-
winnen wir fiir den deformierbaren Kérper die Grundformel

b=1v,+[wr]+Tr=10, +[wr]+v". (5)

Die Gleichung zeigt durch Vergleich mit (1), dafl die Bewegung des
Korperelementes sich zusammensetzt aus einer Schiebung, einer Drehung
und einer durch den Tensor T bestimmten Forménderung. Dieser Tensor
wird auch als Deformations- oder Dilatationstensor bezeichnet. Wenn
man die Geschwindigkeit %’ mit dem Zeitelement dt¢ multipliziert,
so erhilt man den Vektor b der elastischen Verriickung, dessen Kom-
ponenten mit £7{ bezeichnet werden mogen. Man sieht dann durch

eine einfache geometrische Betrachtung, die hier iibergangen werden

. . ) 7} a
muB, daB die ersten drei Komponenten der Dilatation 55’ aZ, dé—

l*



4 Grundgesetze der Strémungslehre.

einer Dehnung oder Zusammendriickung, die tibrigen drei Komponenten
zweiter Art einer Scherung entsprechen, welche die Winkel veréndert,
so daB ein parallel den zugeordneten Koordinatenebenen innerhalb des
Korpers zu denkendes kleines Quadrat in ein Rhombus verwandelt
wird. Fir die Volumenénderung kommen daher nur die Komponenten
erster Art in Frage. Ein kleines Parallelopiped mit den Seiten a, b, c,
hat nach der Deformation das Volumen
poar=(or o) 200) o)

_V<1+0x+ +8z>

Die auf die Volumeneinheit bezogene Dehnung ist also

LU +9§-_divb. (6)

4. Die Krifte die auf einen deformlerbaren Koérper wirken, konnen
von zweierlei Natur sein. Wir unterscheiden die sog. Feldkriifte oder
Massenkrifte, die gleichsam von aullen dem Korper eingeprigt werden
und den Massenelementen verhéiltnisméBig gleich sind und die flichen-
haft wirkenden Kréfte, die entweder innere Druck-, resp. Zug- oder
Scherkriifte, resp. an der dufleren Oberfliche angreifende Reibungs-
krifte sein kénnen. Ebenso wie man im ersten Falle die Kraft auf
die Einheit der Masse (oder des Volumens) beziehen kann, so 148t sich
auch die flachenhafte Kraftwirkung als Druck oder Zug auf die Ein-
heitsfliche charakterisieren.

Wenn wir ein Element aus dem materiellen Verbande herausgeschnit-
ten denken, so haben wir auler den elementaren Massenkriaften noch
die inneren, in den begrenzenden (ebenen) Schnittflichen wirkenden
Spannkrifte p zu beriicksichtigen, d. h. als dullere Krifte anzubringen,
damit bei Entfernung des {ibrigen Teiles keine Anderung des Bewegungs-
oder Gleichgewichtszustandes eintritt.

“w Jedem der Oberflichenelemente des Teilchens, das vek-

"2 toriell durch das Produkt der FliachengroBle df und des Ein-
heitsvektors 11 in Richtung der dufleren Normalen dargestellt
7r Wwerden kann, ist nun ein im allgemeinen dagegen schief

abp.o,  gerichteter Spannungsvektor p(,, zugeordnet (Abb. 2).

Spannungs- Wenn wir mit £ die auf die Einheitsmasse bezogene
veltor. dullere Kraft, mit dr das Volumenelement und mit

%-d‘r = pdt das Massenelement bezeichnen, so lautet die erste Be-

wegungsgleichung fir das Element dt

(t—92) odz + § vindf=o0. ™
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Bevor wir die Gleichung umformen, wenden wir sie auf ein unendlich
kleines Tetraeder an, das wir erhalten, wenn wir die in dem Aufpunkt P
parallel verschobene kérperliche Ecke der Koordinatenebenen in un-
endlich kleinem Abstande von P durch eine weitere 2
Ebene schneiden (Abb. 3). Da das Raumelement dt
von hoéherer Ordnung unendlich klein wird als df,
g0 bleibt folgende Gleichung iibrig

Pmdf =p1df, + P dfa+pydf; (8)

oder, wenn n die duBere Normale bezeichnet

Pia) =Py €08 (n) + Py 008 (ny) + Py cos (n2) . (8a)

Hier bedeuten P p,p; die drei Spannungs-
vektoren, welche den durch P gehenden Tetra- Abb. 3. Zur Zerlegung
ederflichen zugeordnet sind. Zerlegen wir jeden des Spannungsvektors.
dieser Vektoren nach den Richtungen xyz, so erhalten wir die drei
linearen Gleichungen

D)z = Pge CO8 (RT) + Py z cOS (NY) + P, COS (nz).

Die neun Gréflen p;; sind die Komponenten des Spannungs-
tensors, der der betrachteten Stelle des Korpers zugeordnet ist. Be-

zeichnet man diesen Tensor mit Sﬁ, so ist n, d. h. das innere Produkt
des Tensors mit dem Einheitsvektor n nichts anderes wie der Vektor
der zu der Flache ndf zugehérigen Spannung, und wir haben

§:Bn =P -
Damit 1aBt sich die Bewegungsgleichung in die Form setzen
dv o~
g(f—d—t>dt+§ﬂ$ndf=0,
die etwa fiir die 2-Richtung lautet
dv,
0 (ke —32) 47+ [(Pue0os (1) + pyy 008 (ny) + P, 5 c08 (n2)df) = 0.

Mit Hilfe des auf Tensoren verallgemeinerten GauBischen Integral-
satzes

§ Bndf= [V Bdr, ©9)

der die Verwandlung eines Raumintegrals in das entsprechende Hiillen-
integral vermitteltl, erhélt man schliefilich, wenn man die Begrenzung
auf den Aufpunkt zusammenzieht,

Q<f—%‘;—>+|7$=o. (10)

1 F. Emde bezeichnet den Vektor, der entsteht, wenn man I auf einen
Tensor (Affinor) anwendet, auch als Traktor (FF P = trR).
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Dieselben Umformungen kénnen wir in der zweiten Bewegungsgleichung
(Momentengleichung)

[”’ (f “Z_m edt + $[rp(m]df=0 11)

vornehmen und erhalten dann nach Elimination der Massenkréfte durch
(10) die folgenden einfachen Beziechungen zwischen den Tensoren-
komponenten zweiter Art

Poy=Pysz> Pyz=DPze> Pyz=Pzy- (12)

Der Spannungstensor ist also ein symmetrischer Tensor,
ebenso wie der Dilatationstensor. Hine anschauliche Vorstellung
von der Zuordnung zwischen der Spannung und Richtung gewinnt
man durch Konstruktion des sog. Spannungsellipsoids

t- Pr=konst = p, .2 + Py ¥ + P, 2%+ 20,2y
+ 25,22+ 2Dy Y%,

dessen Haupteigenschaft bekanntlich darin besteht, daB die Richtung
der Flichennormalen im Endpunkt eines Durchmessers von der Rich-
tung n die Richtung des Druckes angibt, welcher auf ein zu n senk-
rechtes Flachenelement wirkt.

Um die Vorgéinge in elastischen Medien weiter verfolgen zu konnen,
bedarf es noch gewisser empirischer Beziehungen zwischen den Kom-
ponenten des Spannungs- und Dilatationstensors, auf die in diesem
Zusammenhang nicht weiter eingegangen werden kann.

2. Die Grundgleichungen fiir die inkompressible Fliissigkeit.

1. Um die allgemeinen elastischen Gleichungen dem Falle der Fliissig-
keit anzupassen, setzen wir einschréinkend voraus, daB die Fliissigkeit
die Eigenschaft der Volumbestéindigkeit haben, daBl also die Divergenz
der Geschwindigkeit in einem gewdhnlichen Punkt verschwinden mdége.
Wenn wir eine innere, der Formverianderung entgegenwirkende Reibung
beriicksichtigen, so kénnen wir den Spannungstensor als zusammen-
gesetzt betrachten aus dem hydrostatischen Druck p, der als Kugel-
tensor p senkrecht zu dem betreffenden Fliachenelement steht und
einem Tensor, der sich vom Deformationstensor nur durch einen Rei-
bungskoeffizienten 2y unterscheidet. Wir konnen dann setzen

B+ =2udefs 1)
oder ausfiihrlich
ov, 9w,
Pay= 2th,=/4(;; +-aix> usw. (1a)

Poa=—D+ 2Ulys, usw. (1b)
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Wenn z. B. die Fliissigkeit in Schichten parallel der z-Ebene sich
bewegt, so zwar, daB die Geschwindigkeit nur von der Koordinate y
abhingt, so gilt die Beziehung

0V,
Pey=H '(_9?/-
und das einfache Gesetz, daB die Schubspannung in einer Schicht dem
Geschwindigkeitsgefille in der dazu senkrechten Richtung proportional
ist.

Die zweite Gleichung (1b) dagegen ergibt, wenn keine Volum-
veranderung eintritt, die vom Koordinatensystem unabhingige Be-
ziehung

pmw+pyy+pzz=_3p' (2)

Die Druckgrofie p ist absolut genommen der arithme-
tische Mittelwert der Normalspannungen fiir irgend drei
zu einander senkrechte Schnittflichen.

Die Gleichungen (1) fithren ferner zu einem einfachen Ausdruck
tir die Divergenz (den Traktor) des Spannungstensors. Wenn man
divd = 0 benutzt, so kommt, wie man etwa durch Ausrechnen der z-
Komponente

a re d Y a z
OPos | 0Py | OPe:

dx dy 0z
feststellt
VR=—Vp+ul?o, (3)
) 3 Y
wo V2 die Operation r + rrd -+ Frs bedeutet.

Die Bewegungsgleichung 1, (10) geht also iiber in
dvo
@(f—ﬁ>—Vp+ul72b:0. (4)

Erfahrungsgema8 ist nun die Reibung innerhalb der Flissigkeit sehr
gering, Nur in unmittelbarer Nachbarschaft der Grenzen oder der
Kérperoberflichen, wo die Flissigkeit haftet, ist das Geschwindigkeits-
gefille in der zur Stromung senkrechten Richtung auflerordentlich grol3,
und daher kann hier auch das Produkt aus Reibungskoeffizient und
Qefille eine merkbare GréBe erreichen. Obwohl, wie sich zeigen wird,
diese Grenzschichtreibung schon ausreicht, um das Stromungsfeld
wesentlich zu veriandern, so wollen wir zunichst diesen Fall auller acht
lassen und die innere Reibung vernachlissigen und damit auch die
Scherungskomponenten g, Py, Py, gleich Null setzen. Daraus ergibt
sich dann, daff im Falle der ,,idealen Flissigkeit* jede Richtung eine
Hauptachse des Spannungstensors ist, daf also das Spannungsellipsoid
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in eine Kugel iibergeht. In einem Punkte der Fliissigkeit herrscht die
firr jede Richtung gleichbleibende Druckspannung

Pea=Dyy=DPgz=—"DP- (5)
Als Bewegungsgleichung ergibt sich dann ohne weiteres nach (4) die
Eulersche Gleichung der Hydrodynamik
1 dv
die fiir die folgenden Entwicklungen die wesentliche Grundlage bleiben
wird. Der hydrostatische Fall ist z. B. durch %Et = 0 gegeben. Wirkt

etwa als einzige Kraft die Schwerkraft mit

k.’t:kv:O’ kzz_ga
so wird

2. =Y p=—yz+tc.

Die Fldachen gleichen Druckes in einem ruhenden GefaB
sind also horizontale Ebenen.

Den totalen Differentialquotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit
kann man zerlegen in zwei Bestandteile, von denen der eine die Ge-
schwindigkeitsdnderung an dem festgehaltenen Ort, der andere die
Anderung fiir einen Ortswechsel in demselben Zeitmoment angibt.
In der bereits oben eingefithrten Schreibweise hat man also

dv  0dv dp  dv
Fr=ar F0G =5, TV v,
Die Eulersche Gleichung geht dann iiber in
f~——;~l7p=%:—+nl7‘n. (M

2. Diese Bewegungsgleichung reicht noch nicht aus zur Bestimmung
von p und p. Wir bediirfen noch der sog. Kontinuitdtsbeziehung,
die zum Ausdruck bringt, daB der UberschuB der (in der Zeiteinheit)
aus einem Volumenelement austretenden iiber die in dasselbe eintretende
Fliissigkeitsmenge gleich der Massenverminderung ist.

Wir haben also die Beziehung

0
$lov)di=—[Lar,
die sich nach dem GauBischen Lehrsatz umwandelt in
[P (ewydr=—[2 .

Da diese Gleichung aber fiir jedes Volumen, also auch fiir ein Ele-
ment dt gilt, so haben wir als Ausdruck der Kontinuitét

7 (on) + 22 =0, (8)
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Ist die ideale Fliissigkeit inkompressibel, so wird die Dichte g kon-
stant und die Gleichung geht iiber in

Fo=dive=0. (9)

Nur an den Stellen, wo Fliissigkeit entsteht oder verschwindet,
wird die Divergenz einen von Null verschiedenen Wert annehmen, der
dann ein MaB fiir die ,,Ergiebigkeit der Quelle darstellt. Wenn wir
daher fiir einen endlichen einfach zusammenhédngenden Bereich, welcher
keine ,,Quellen und ,,Senken‘ umschlieft, die Gaufische Formel auf
den Geschwindigkeitsvektor anwenden, so wird

[ divodr = ondf=0. (10)

Fliefit z. B. Flissigkeit in einem Kanal und betrachten wir die
Hiille, die aus den Kanalwénden und zwei Querschnitten f; und f,
besteht, so verschwindet der auf die Kanalwand beziigliche Teil des
Integrals, und wir erhalten

szdfz_’fnldfl_—“o- (11)

Wenn man diese Gleichung auf eine diinne Stromréhre anwendet,
die von einem Biindel von Stromlinien, d. h. Linien, welche die Diffe-
rentialgleichung

[bdr]=0
erfiillen, gebildet wird und die Geschwindigkeitsénderung in einer
Querfliche vernachlassigt, so erhdlt man die Kontinuitatsglei-
chung der Hydraulik in der Form

v1f1="f,. (12)

Sie driickt natiirlich die einfache Tatsache aus, daB durch jeden
Querschnitt in der Zeiteinheit dieselbe Fliissigkeitsmenge hindurchtritt
(Abb. 4). Wenn man die 'gesamte Stromung
durch solche aneinandergrenzende und gleich- a,fMZ
wertige, d.h. auf gleiche Sekundenmengen be- ¢
zogene Stromrohren aufteilt, so sieht man, daB
die Weite der Rohren umgekehrt proportional
der Feldgeschwindigkeit ausfillt.

Dem Vorgehen in der Dynamik starrer Korper
entsprechend, suchen wir einige Folgesitze aus
den Bewegungsgleichungen zu entwickeln, und
zwar erscheint es im Hinblick auf eine spétere
Verwendung zweckmiflig, zunichst an die allgemeine Gleichung (4)
anzukniipfen. Zur Umformung benutzen wir zwei Vektorbeziehungen

df,
M

Abb. 4. Stromrihre.

B9 =5 Fo?—[0rotb]. (c)

F2p = grad 9 —rot rot v. (d)
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Damit geht die Gleichung (4) iiber in

p , 0¥\ dp @
f—V(F—}—?>—~a)t-2[nm]—l—erotrotn. (13)
Bei Vernachlissigung der inneren Reibung haben wir
p v _0p
f—V<~g~+2)——(ﬁ—2[bm]. (14)
Wenn im Falle der idealen Fliissigkeit der Wirbelvektor verschwindet,
und auBerdem die Strémung stationdr, d. h. % =0 ist, so existiert,

wie die Gleichung zeigt, immer ein Potential der duBeren Krifte. Wenn
wir ein solches Potential im allgemeinen Falle voraussetzen, also

=—F7V,
ferner

P 122 7

— e —_— ==

y + 2y + P H,

substituieren, so geht unsere Gleichung (14) tber in
O 2[ow]+gr H=0. (15)

Im stationéren Fall ist
[prot v]=gVH, (16)
wodurch zum Ausdruck gebracht wird, da8 jede der Flachen H- = konst.
ein System der p- und der -Linien enthéltl.
Ist ferner die Strémung wirbelfrei und wirkt als einzige dullere
Kraft die Schwerkraft, fiir die V = gz zu setzen ist, so erhalten wir in
2
H =§”£7 4-%+z=konst. a7)
die fiir die praktische Hydraulik fundamentale Bernoullische Beziehung,
nach der die gesamte Energieh6he, d. h. die Summe der geometrischen
Hohe, der Druckhéhe und der Geschwindigkeitshohe einen im ganzen
Felde konstanten Wert hat.

3. Wirbel- und Potentialielder.

Um die Bedeutung des Wirbelvektors niher ins Auge zu fassen,
gehen wir von dem bekannten Satz von Stokes aus, der besagt, daB
das Linienintegral eines Vektors iiber eine geschlossene
Kurve gleich ist demIntegrale der Normalkomponenteseines
Rotors, erstreckt iiber eine von der Kurve umrandete Fliche
(Abb. 8). Anwendung auf den Geschwindigkeitsvektor ergibt also die

Gleichung §odr= [ rot ondj. (1)

! Vgl. M. Lagally, Handb. d. Physik, Bd. VII, Berlin 1927, 8. 28.
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Die Ableitung der Gleichung kann dadurch geschehen, dafi man
sich zundchst auf einen kleinen Bereich beschrinkt und von der bereits
frither (Abschnitt 1) benutzten Gleichung

p=1v,+[wd]+ v’ 2

ausgeht, bei der Auswertung der Integrale! fiir eine geschlossene Kurve
und der Verbindungsfliche in diesem Bereiche die in b’ auftreten-
den Differentialquotienten der Geschwindigkeitskomponenten nach den
Koordinaten als konstant betrachtet, ferner die Beziehung

[rot r]dr=[rdr]rot b
beriicksichtigt. Dann ergibt sich zunichst fir diesen Bereich
$odr=nrotvdf. (3)

Die Ausdehnung auf beliebige geschlossene Kurven geschieht dann
dadurch, daB man die Fliche in unendlich viele kleine Elemente zerlegt
und ebenso das Randintegral
als Summe der Randintegrale
um die Elementarflichen dar-
stellt (Abb. 6).

Legen wir nun zwei Flichen
f, und f, durch die geschlossene
Randkurve, so wird

frotbndf:frotbndf 4)
i] fE

Abb. 5. Abb. 6.
. . Zum Stokesschen Lehrsatz.
f; und f, bilden zusammen eine

geschlossene Fliache. Fiithren wir in beiden Integralen die &uBlere
Normale dieser Fliache ein, so wird

$rot Undfzfrotnndf—{—frot ondf.
fl fZ

Nach dem GauBischen Lehrsatze wird daher
[V rotodr=0. (5)

Da der Raum beliebig ist, so mufl iiberall die Divergenz des
Rotors verschwinden. Allgemein folgt, dal, wenn sich ein Vektor a
als Rotor eines andern darstellen 1aBt, die a-Linien nirgends Anfang
oder Ende haben, sondern in geschlossenen Bahnen verlaufen.

Wie bereits aus den einleitenden Betrachtungen hervorgeht, ist die
Wirbelbewegung dadurch charakterisiert, dal die Fliissigkeit in dem
wirbelnden (unendlich kleinen) Bereich wie ein starrer Kérper rotiert.

1 Vgl. etwa H. Haas, Einfihrung in die theoret. Physik, I, Berlin 1923,
S. 117.
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Bestimmt man innerhalb der Fliissigkeit diejenigen Linien [1v d1] = 0,
deren Elemente die Rotationsachsen darstellen, so erhalt man die sog.
Wirbellinien. Der eben abgeleitete Satz zeigt, daBl die‘'Wirbellinien
innerhalb einer idealen Fliissigkeit keine Endpunkte haben.
Wenn wir den GauBlischen Satz auf den Wirbelvektor anwenden, so
ergibt sich
[Vwdr=¢wndf=0. (6)

Fir eine von Wirbellinien begrenzte Wirbelréhre von unendlich
kleinem Querschnitt wird daher

1131df1= mzdfz- (7}

Das ist die Kontinuitédtsgleichung fiir das Wirbelfeld. Sie besagt,
dafl das Produkt aus Wirbelstirke und Querschnitt eines
Wirbelfadens, das sog. Wirbelmoment lings des Fadens
konstant ist.

Die iibrigen zuerst von H. Helmholtz aufgestellten Wirbelsitze
ergeben sich leicht aus den mitgeteilten Grundformeln. Bilden wir etwa
den Rotor der Energiegleichung

o 2w+ rgH =0,

so kommt

B —wrow])=o, (®)

da der Rotor eines Gradienten verschwindet. Nun ist aber wegen
Vo=V =0

[P[ow]]=rot[ow]=0Vi—t0 -Vo+wF -0—bF - w=mwF -0—dl .

Wir erhalten also die Beziehung

%—T—mV-n+nl7-m:O,
die wegen
dw _ ow
‘;lt:W_!_ bl/-ip=0
tibergefithrt werden kann in
d
W =1 17 b, (9)
Wenn in einem Teilchen v = 0 ist, so folgt
di
ar =0

Das ist der Ausdruck fiir das Tragheitsgesetz der Wirbelbewegung
in einer idealen Fliissigkeit. Diejenigen Teilchen, welche nicht
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schon Rotationsbewegungen haben, werden auch im Ver-
laufe der Zeit keine solche Bewegungen annehmen kénnen;
umgekehrt werden die wirbelnden Teilchen ihre Wirbel-
bewegung nicht verlieren.

Wenn wir in der Richtung der Wirbelachse, um ein Stiick w-de
weitergehen, so &ndert sich die Geschwindigkeit nach der Gleichung

b=+ Wi n-de=v+ 2 de.

Nach der Zeit dt hat die Entfernung 4 4, der beiden Wasserteilchen
den Wert

o de+ (o, —v) dr=de (1w + 2° 1),

d.h. A’ A, fillt auf die neue Wirbellinie (Abb. 7). .~ -~ /7 /
Die Wirbellinien werden also immer von / /° %7 .
denselben Fliissigkeitselementen gebildet. | / ’,ﬁ/'
Ein Wirbelring ist als ein substantielles Ganzes 4
anzusehen, das sich innerhalb der Flussigkeit im
Sinne des tibrigen Geschwindigkeitsfeldes weiter- APP 7, Bewegung cines
bewegt. Wenn sich ein solcher Ring auflést, so
muB lediglich die innere Reibung dafiir verantwortlich gemacht werden.
Bei Beriicksichtigung dieser Reibung haben wir nach Abschnitt 2
statt der Beziehung (9) die folgende Gleichung zu nehmen

dw B o
W—TUV‘U4." QV o, (10)

aus der sich ergibt, dafl, wenn momentan an irgendeiner Stelle keine
Wirbelung vorhanden ist, die totale Ableitung des Wirbelvektors durch

dio

T = VI
dargestellt wird. Es ist also noch eine Wirbelbildung in der Nachbar
schaft dieser Stelle méglich. Wenn die ganze Fliissigkeit augenblicklich
wirbelfrei ist, so verschwindet v im Inneren, nicht aber an der Ober-
tliche. Die Wirbelbildung kann also auchin einer inkompressiblen reiben-
den Fliissigkeit unter dem EinfluB von Potentialkréften nur von der Be-
grenzung oder von der Oberfliche der in die Fliissigkeit eingetauchten
Korper ausgehen. In der Tat nimmt man nach Prandtl an, daB die
Quelle der Wirbelbildung in der den Kérpern aufliegenden diinnen
,»Grenzschicht* oder ,,Reibungsschicht‘, d. h. in dem von besonderen
Adhisionskréften beherrschten Ubergangsgebiet zwischen Flissigkeit

und festem Korper zu suchen ist. Wir werden spiter auf diese Ver-
haltnisse naher eingehen.
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4. Gesetze der Potentialstromung.

Das Verschwinden von rot v in einem gewissen Gebiet der Stromung
ist das notwendige und hinreichende Kriterium fiir die Existenz eines
sog. QGeschwindigkeitspotentials, d.h. einer Ortsfunktion @, deren
Gradient mit dem Geschwindigkeitsvektor zusammenfillt. Fihrt man
den Ausdruck

b=p® (1)

in die Kontinuitdtsgleichung Vv = 0 ein, so ergibt sich die Laplacesche
Differentialgleichung

2P | 020 2P

VD=V2@=W+'@§+W=(L (@)

die fiir alle Stellen Giiltigkeit hat, die weder Wirbel noch Quellen und
Senken enthalten. Wo dagegen Fliissigkeit entsteht oder verschwindet,
d.h. Stromlinien beginnen oder enden, da hat V2@ einen von Null
verschiedenen Wert, der die Ergiebigkeit der Quellen resp. die Schluck-
fahigkeit der Senken charakterisiert.
Die Gleichung
D (xyz)=D (t)=c

stellt fiir jeden Wert von ¢ die Gleichung einer Fliche dar, eine sog.
Niveau- oder Potentialflache. Aus

d@:ad—fdt—l- bdr
folgt firr dd — 0
oD
OZ’E’Tdt'{‘U'dr.

Die Flache wird im allgemeinen mit der Zeit ihre Form und Lage
andern. Im stationdren Fall bleibt sie bestehen. Allgemein ist in einem
Augenblick

bdr=0.

Die resultierende Geschwindigkeit steht in jedem
Augenblick senkrecht auf der Aquipotentialfliche.

Die Potentialflachen bilden eine einfach unendliche Schar von Fla-
chen, die sich im allgemeinen nicht durchschneiden; die zweifach un-
endliche Schar von orthogonalen Trajektorien des Flachenbiischels sind
die Stromlinien des Feldes. Sie sind durch die Gleichung

dx:dy:dz=g—f:%:%—f oder [tV D]=0 (3)
dargestellt.

Denkt man sich die Potentialflichenschar @ = ¢ so gezeichnet, dafl
die Konstante ¢ um einen konstanten Wert & zu oder abnimmt, so ergibt
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sich aus dem Ausdruck
oD
b= (n Normale),
daB die Geschwindigkeit um so genauer den Abstinden d# der Flachen
proportional wird, je kleiner & ausféllt.

Betrachten wir das Integral der Geschwindigkeit

jndr:f%fdrzlfd@, @)

so ergibt sich, Stetigkeit der Funktion vorausgesetzt, daB der Wert
des Integrals nur abhéngig ist von den Grenzen. Denkt man sich den
Weg s; zwischen 1 und 2 stetig iibergefiihrt in einen zweiten, beide End-
punkte verbindenden Weg s,, so ergibt sich unmittelbar aus dem
Stokeschen Satz

sfndr—é{ndrzo; ,\.fbdr:_;[ndr' (5)

Diese Betrachtung gilt streng genommen nur fiir einen einfach
zusammenhingenden Raum. Umgekehrt kann man sagen, daf die
wirbellose Bewegung der Fliissigkeit in einem einfach zusammen-
hingenden Raum durch die Existenz eines eindeutigen Geschwindig-
keitspotentials bestimmt ist. Die Stromlinien in einem solchen Raum
konnen, wie wieder der Stokessche Satz ergibt, niemals geschlossenc
Kurven sein; sie miissen vielmehr einen Anfang und ein Ende haben.

Wendet man den GauBischen Satz auf die Funktion @ -F¥ an, w0
erhdlt man den Greenschen Satz

fV-(@V¥)ydr=§ DOV ¥ndf. (6)
Ist ® =¥ und @ ein Geschwindigkeitspotential, so kommt
[ (7 P2dr=§ (DY D) ndf. (7)

Beide Seiten stellen, mit g multipliziert, die doppelte kinetische

Energie (Wucht) der Flissigkeit in dem Raumteil dar. Daraus folgt,
dal, wenn @ auf der Grenzfliche eines einfach zusammenhingenden
Raumes, der von Fliissigkeit erfiillt, konstant ist oder wenn die Normal-

komponente (?9% der Geschwindigkeit verschwindet, @ im ganzen In-

neren konstant ausféllt. Es ergibt sich weiter, da} in einem von festen
Winden eingeschlossenen Raum keine Potentialbewegung stattfinden
kann. Denn es muB iiberall V'@, daher auch die Wucht verschwinden,
was nur moglich ist, wenn @ = konst. wird.

Die Bewegung einer begrenzten Flissigkeitsmasse in
einem einfach zusammenhingenden Raume, die ein Ge-
schwindigkeitspotential @ hat, ist also notwendig mit
einer Bewegung der Oberfliche verbunden.
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Ist diese Bewegung z%l: gegeben, so ist dadurch auch die ganze

Bewegung der eingeschlossenen Fliissigkeitsmasse eindeutig bestimmt,
wie sich leicht durch Betrachtung der Differenz zweier angenommenen
Funktionen @ und @’ ergibt, die beide die Bedingungen erfiillen. Ebenso
ist die Stromung in einem einfach zusammenhéngenden Raum bestimmt,
wenn die Werte von @ an der Begrenzung gegeben sind.

Wichtig fir die Anwendungen ist die Betrachtung mehrfach zu-
sammenhéngender R#ume, in denen das Geschwindigkeitspotential
einen mehrdeutigen Charakter annimmt. Sei z.B. ein zweifach zu-
sammenhéingender ebener Bereich B, gegeben, der von zwei geschlos-
senen Kurven C und K begrenzt wird, so ist bekannt, dafl man den
Bereich durch einen Schnitt in einen einfach zusammenhéngenden
Bereich R(;, verwandeln kann, der von dem Kurvenzug C, s, K, — s
begrenzt wird. Es ergibt sich dann unmittelbar durch Anwendung des
Stokesschen Satzes auf diesen Bereich, daBl das Integral § d® lings K
oder lings irgendeiner geschlossenen, beide Rénder s verbindenden
Kurve 0, gleich dem langs C genommenen Randintegral ist (Abb. 8).

Das Strémungsfeld kann also so ausfallen, als ob

innerhalb des von (' umschlossenen, nicht zu Ry,

5,1 gehorigen Gebietes Wirbelzentren vorhanden wiren,

wie man umgekehrt einem Stromungsfeld durch

se=lts AuschluB3 des vorhandenen Wirbelzentrums ein mehr-
deutiges Potential zuordnen kann. @ ist dann eine

sog. zyklische Funktion. Einen derartigen Bereich

Abb. 8. Zweifach  Jo(gy erfiillt z. B. das bis ins Unendliche reichende
zusammenhingender  Stromungsfeld um einen unendlich langen Zylinder.
In einem n-fach zusammenhéngenden Raume ist @

bestimmt, wenn in jedem Punkt der Grenzfliche die Normalkompo-
nente der Geschwindigkeit vorgeschrieben ist, ebenso der Wert der
Zirkulation lings jeder der » unabhingigen und unreduzierbaren
Kurven, die in dem Raum gezogen werden konnen. Denn sind @,
und @, zwei Potentiale, die diesen Bedingungen geniigen, so ist
% =P, — D, eine eindeutige Funktion, welche der Gleichung Ay =0

und o - =0 an der Grenze geniigt, also konstant sein muf.

5. Aufbau eines Stromungsfeldes aus Quellen und Wirbeln.

Aus dem oben angegebenen Greenschen Satz ergeben sich weitere
Formeln, die wichtige Folgerungen zulassen.

Substrahiert man die Gleichung 4, (6) und die daraus durch Ver-
tauschung von @ und ¥ hervorgehende, so kommt

F@OVY —Py®)ndf= [ (DY — ¥ 2P) dr. (1)
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Setzt man ¥ =1, so wird
$Vondf= [2Pdr. 2)
Setzt man Tz% , so wird V2¥ = 0 auller fir » = 0. Man

erhilt dann die Beziehung

1 1y 1., 1
SB(TAVdi—(DVT)ndfzjrl7~¢dr-f<¢l72 rr—r>dv:. (3)

Das letzte Integral verschwindet, wenn die Hiille den F Punkt r = 0
ausschlieBt. Wenn sie den Punkt umfaf3t, wird

f@ pe ! dr=479,,
r

wenn @, den Wert von @ im Punkte r = 0 bedeutet.
Damit erhalten wir

V2@ /1 1
4n¢0=f ;dr—éKrV@—QV—r—)ndﬂ (4)

Die Formel erlaubt also die Berechnung von @, wenn in dem ge-
gebenen Raum V72 und an seiner Hiille @ und V'® gegeben sind. Wenn
® =1 ist, so ergibt sich

|72,l,, dr—QV rl—ndf:() oder =4, (5)
r r

je nachdem die Hiille den Nullpunkt ausschlieBt oder einschlieft.
Wenn man den Integrationsraum bis ins Unendliche sich ausdehnen

148t und annimmt, daB @ im Unendlichen nicht langsamer als %

verschwindet, so geht (4) iiber in
sa0,= V2 iz, ()

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die Aufgabe behandeln, das
Geschwindigkeitsfeld in einem Raume R zu berechnen, wenn die Quel-
len und Wirbel gegeben sind.

Die Losung dieser Aufgabe fiir einen einfach zusammenhéngenden
Raum R wird eindeutig, wenn im ganzen Raum Quellen und Wirbel,
d. h. die Divergenz und der Rotor des Geschwindigkeitsvektors und
auf der Oberfliche F' auBerdem die Normalkomponente bndf gegeben
ist. Denn wenn v, und 9, zwei Losungen wiren, so miifite u = p; — v,
ein quellen- und wirbelfreier Vektor sein, dessen Normalkomponente an
der Hiille von R verschwindet. Setzt man aber u =V @, so folgt aus
der Beziehung

$Pundf= [V (Pu)dr= [PV udv+ [udr

Miiller, Math. Strémungslehre. 2
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wegen V1t und undf = 0 an der Hiille
Ju2dr=0.
Der Differenzvektor u mufl also iiberall Null sein.

Wenn der Raum R ins Unendliche wéchst, so ist b schon eindeutig
bestimmt, wenn seine Quellen und Senken bekannt sind und wenn v

. . .1 . .
im Unendlichen wie o verschwindet, wie man erkennt, wenn man

den Stokesschen Satz auf eine unendlich grofie Kugelfliche um den
Punkt 0 im Endlichen anwendet. Sei z. B. ein wirbelfreies Feld durch
die Quellen v = ¢ gegeben. Dann kénnen wir die Potentialfunktion @
und damit b ohne weiteres aus der Formel (6) bestimmen:

4n®:—f%,

1 pdivodr
==V (™)
wo rg den von der Quelle ausgehenden Radiusvektor bedeutet, der
dem in (6) benutzten entgegengesetzt zu nehmen ist.

Ebenso kann man ein quellenfreies Geschwindigkeitsfeld aus der
Wirbelverteilung berechnen. Denkt man sich n#mlich b zunichst als
Rotor eines quellenfreien Vektors a dargestellt

=rota,
80 ergibt sich wegen diva =0
2t =rotrota=J -diva—l2a=—J2%a.

Wendet man also die Gleichung (6) auf die Komponenten von a an,
so erhilt man die Vektorbeziehung

w . wdr
” D= I'OtJ‘é*ﬂ7w (8)
2
~—— Wenn ferner langs einer im Endlichen ge-
h‘F legenen Flache F' das Stromungsfeld unstetig
df wird, so wird ein Teil der Flichenintegrale in

der Formel (4) einen von Null verschiedenen

Abb. 9. Zur Unstetigkeit dor Wert annehmen. Erfahrt z. B. die Normalkom-

Gesohwindigket. ponente der Geschwindigkeit lings Feinen Sprung

b, — b,, 80 ergibt die Anwendung des Gauflischen Satzes auf einen

kleinen Kreiszylinder um einen Flichenpunkt, dessen Grundflichen
dfs = ndf,, df; = — ndf sind und dessen Hohe = & ist (Abb. 9)

h'divb =TI(D2'—U1).
Diesen in der Grenze h = 0 als endlich vorausgesetzten Ausdruck
nennen wir die Flachendivergenz.

Div=¢@.
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Er ist gleichbedeutend mit der auf die Flacheneinheit bezogenen Er-
giebigkeit der iiber die Fliche verteilt gedachten Quellen. Die (7) ent-
sprechende Formel lautet daher jetzt

_ __lpre
—— [ %ar v==r[%y. (9)
F F

Springt auch @ an der Fliche, so definieren wir @, — @, als Moment
der Doppelbelegung. Formel (4) ergibt dann

45:—;45@1—@2)17%11#. (10)

Die Unstetigkeit der Tangentialkomponente lings der Flache
ist gleichbedeutend mit der Existenz einer Wirbelbelegung
auf der Fliche, wie die Anwendung der Stokesschen Integralformel
ohne weiteres ergibt (Abb. 10). Man erhilt dann
mit

4

?,
%:[n(nl—n)]=iRotn, L —F
v,

rot ROth}f J, ot %df 11 Abb. 10. Zur Unstetigkeit
T2 r (11) der Geschwindigkeit.

Wenn alle betrachteten Singularitaten gleichzeitig vorkommen, so er-
gibt sich das Gesamtfeld als additive Uberlagerung der Einzelfelder (7)
bis (11).

Fiir die Folge ist es nun wichtig, beson-
ders den Fall des in der Fliissigkeit enthal-
tenen Wirbelringes néher ins Auge zu fassen
und ein Gesetz zu besprechen, das eine
vollstindige Analogie mit dem Biot-
Savartschen Gesetz der Elektrodyna-
mik hat?.

Wenn wir den Querschnitt des unend-
lich diinnen Ringes €, mit f bezeichnen, also

Abb. 11. Geschwindigkeitsfeld

dt = fds und die Stirke (oder das Moment) eines Wirbelringes.
wf=31I setzen, so ergibt die Formel (8)
Irds P d3x
n=rorf4n;~———f[d§17] [W—]. (12)
Cn

Der Betrag von [d ér] ist aber nlchts anderes wie ds-rsin (d3, 1) =

ds-rsin ¢. Jedes Element des Wirbelfadens liefert also zur Geschwin-

I ds SIn(p

digkeit einen Beitrag . der senkrecht steht zur Ebene von

d3 und t (Abb. 11). Haben wir einen geradlinigen Wirbelfaden, so sieht

1 Vgl. R. Grammel, Die hydrodyn. Grundlagen des Fluges. Braunschweig
1917, S.116—117.
9%
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man, daB die Geschwindigkeit an jeder Stelle des Fadens dem Kreise folgt,
den man durch den Aufpunkt senkrecht zum Faden legen kann und auf
eine endliche Fadenlinge bezogen, den Wert hat

P2
dssing I' psinpdg
=4 n,_[l ® " 4n r rg (13)
P P1
wenn 7, den senkrechten Abstand des Aufpunktes vom Faderi bedeutet
7o rdo
und r = ~m—¢ ds _sﬁp gesetzt wird.
Es wird also
r
= dar, (cos ; —cos @,). (14)
Bei einem unendlich ausgedehnten geraden Faden hat man
' r
=3ar, (142)

Das Linienintegral der Geschwindigkeit lings eines geschlossenen Weges
C, um die Wirbellinie ist leicht auf direktem Wege zu ermitteln. Wir

haben zu bilden
r dy, [d3t
4; bt = E&é : r‘“‘m*\]'

C, G

Ohne den Wert des Integrals zu beeintrichtigen, kann man C; in einen
kleinen Kreis, dessen Ebene senkrecht steht zu dem durchschnittenen
Element des Fadens, oder die Wirbellinie selbst in einen geradlinigen
Wirbelfaden deformieren (Abb. 12). Dann wird nach (14) fiir den Weg
langs des Kreises, durch dessen Mittelpunkt der Faden verlduft

2n

Ssndn:g,. [ﬂﬁw:p. 15)

0
Durch die GréBe I" wird also der Wert des Linienintegrals um
die Wirbellinie oder die sog. Zirkulation des Wirbelringes
bezeichnet.
Setzen wir
b=pD,

so wird
Sﬁﬂu.ﬂ _(0)=,—, (16)

wenn @, und @, die Potentialwerte fiir zwei zusammenhiingende Vorder-
und Riickseitenpunkte auf einer iiber den Ring angespannten Fliche F
bedeuten. Man sieht daraus, daB die Wirbellinie durch eine
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Doppelquellbelegung vom konstanten Moment I' auf der
Flache F ersetzbar ist. Das ergibt sich auch unmittelbar dadurch,
dafl man das Linienintegral in Geschwindigkeitsausdruck (12) in ein
Integral iiber die Fliche F verwandelt. Um diese Umformung durch-
zufithren, denken wir uns die Fliche in kleine Flichenelemente und
das Randintegral in die Randintegrale um die Berandung der Ele-
mentarflichen, die wir als eben ansehen konnen, aufgeteilt. Multi-
plizieren wir dann ein Elementarintegral

i=56_17 Tl
LT 4

mit dem konstanten Hilfsvektor ¢! so ergibt sich durch Anwendung
des Stokesschen Lehrsatzes

c-izgﬁc vl (l;‘%:(j)déﬁchzfrot o b oy,
[ J L r . ro_

wo 1 jetzt als konstant anzusehen ist. Mit Hilfe der Vektorformeln

rot [¢Al=cdiv-A—cl - A (¢ konstant)

divp L =0

r

nel/-A=cl-UAn,
ergibt sich dann

. fo 1 . {1

cim—cl [V njdf; i=—V[(F u|df.

Durch Summierung iber die ganze Flache erhalten wir also
schlieBlich fiir die Geschwindigkeit in der Umgebung des Wirbel-
ringes

r ds3 I T 1 - I / 1 .
D:4nrot§ﬁ . :4n¢._77‘ , d§=~4ngradﬁ\l7 Ry af.  (17)

Daraus ergibt sich dann, da$ die Strémung in der Umgebung der
Wirbellinie das Geschwindigkeitspotential

o=-Lflr wja
besitzt.

Die gegebenen Formeln kionnen weiter auf den Fall einer Wirbel-
schicht als einer stetigen Folge von Wirbellinien durch Integration aus-
gedehnt werden2. Wenn man die Zirkulation um einen Klementar-

1 Vgl. A. Foppl, Einfilhrung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitat,
Leipzig 1894, 8. 72 und 244f.

2 Vgl. die neuere Darstellung von M. Lagally im Handbuch der Physik,
Bd. VII, S. 43.
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. . .. . ar .
streifen von Wirbellinien mit dI'(s') = ds,ds' bezeichnet, so berechnet

sich der Geschwindigkeitssprung in Richtung von s’ fiir zwei zusammen-

hiingende Punkte der Ober- und Unterseite durch Bildung der Zirku-

lation um einen Streifen ds’ der Schicht

dI'(s’) ar
8’

a9 =gy (18)

Wenn ferner die Zirkulation fiir ' = 0 verschwindet, so ergibt sich aus

s’

dP 8, ’ d’ ’ aq; ’

f— di,—)—ds :f<8s,lds — 38'2d3>=[¢]:¢1—¢2: (18a)
0

daB der Wert der zu einem Streifen oder einem Elementarfaden gehori-

gen Zirkulation dem entsprechenden Potentialsprung zwischen den

beiden Seiten der Fliche gleich ist.

[v']ds =

6. Die allgemeinen Impulssitze.

1. Wir denken uns ein von strémender Fliissigkeit erfiilltes Raum-
gebiet R, das einfach oder mehrfach zusammenhingend, d.h. von
einer oder mehreren gedachten oder wirklichen Flichen (Winden)
begrenzt sein mdoge (Abb. 12) und stellen uns die Aufgabe, die Gesamt-

heit der wirksamen Krifte, insbesondere die von

der Fliissigkeit auf die Grenzflichen ausgeiibten

Druckkrifte zu bestimmen. Ein wichtiger Fall

ist z. B. gegeben durch das bis ins Unendliche

erstreckte Stromungsfeld, in das ein fester Korper

eingetaucht ist. Dieser Fall umfafit das tech-

nisch wichtige Problem der Tragfliigelkrifte, das

wir spéter in seinen Grundziigen behandeln wer-

Abb. 12. den. Dabei setzen wir zuniachst voraus, dafi die

Stromung quell- und wirbelfrei sei. Nun erhalten

wir aus der Eulerschen Gleichung durch Multiplikation mit dem Raum-
element d7 und Integration iiber das Gebiet B

dv d(ev
othdr = %deigfw~ndr:j@fdz—fl7pdr. (1)

Fiir die Resultierende der Massenkrifte und der auf die Begrenzung
ausgeiibten Druckkrifte setzen wir

o[tdr=8§

JVpdr=[pdf=%.
Fithren wir ferner voriibergehend das ,,dyadische Produkt pp ein?

1 Diese mit dem Tensor auf gleicher Stufe stehende Dyade ist zerlegbar
nach7den drei Vektoren d; = e,2% + e,0,0, + e30,0,, Do =040, + €;05 + €3, ¥y



Die allgemeinen Impulssitze, 23

und benutzen die Vektorbeziehung

oV v=Fdo—p-Vo=Fop (@)
und den verallgemeinerten Gaussischen Lehrsatz
fVovdr=§v-ondf [ duBlere Einheitsnormale]  (b)
so ergibt sich
5 _f9(e L4 .
st—s;e_fdt<gn)dr+996n bndf. @)

Die Summe aller auf die Fliissigkeit wirkenden Krifte ist
also gleich der substantiellen Anderung der Impulsgré8e der
in B enthaltenen Flissigkeit in der Zeiteinheit. Sie setzt sich
zusammen aus der lokalen Anderung des Raumimpulses und der kon-
vektiven Anderung oder dem Impulstransport durch die Grenzflichen,
d. h. dem Uberschull des durch die Kontrollflichen austretenden Im-
pulswertes itber den eintretenden. In derselben Weise ergibt sich, daB
das Moment der Krafte dem Moment dieser gerichteten Impulsénderung
gleich ist?.

Wenn keine eingeprigten Krafte vorhanden sind, so ergibt sich
fir die gesamte auf die festen Wande und auf die Kontrollflichen aus-
gelibte Druckkraft

Bp -+ B =[5 (o) dr—p [-vndy. (3)
R xF

Der erstere Bestandteil, der im stationaren Fall verschwindet, 1aft
eine bemerkenswerte Umformung zu. Wenn sich etwa ein durch die
Flache F begrenzter Kérper in beliebiger Weise in der Flissigkeit be-
wegt, so wird das in seiner Umgebung giiltige Geschwindigkeitspoten-
tial mit der Zeit eine Anderung erfahren. Setzt man aber v =V @,
so kann man den ersten Ausdruck auf der rechten Seite in ein Hiillen-
integral verwandeln.

O fovdr=2 [vdar=0F, [ @nas. @)
E+F
Wenn man annimmt, da das Stromfeld sich ins Unendliche erstreckt,
und dort keine Anderung erfihrt, so verschwindet das Integral um die
ing Unendliche ausgedehnte Kontrollfliche K und man erhilt eine zu-
sétzliche auf die Flache F ausgeiibte Druckresultierende

B=o o [ Oudf (5)
F

Dy = €10,0p + €0, 0, + 302 . Fiir das Produkt mit einem Vektor und die Diver-
genz haben wir
ph-a=b-va, Voo=e, b, + e,V b+ esVbs.
1 M. Lagally : Handbuch der Physik VII, S.22.
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die wir auch als Impulsdruck bezeichnen kénnen. Die gesamte
Druckkraft ®Bp setzt sich also zusammen aus derjenigen
Teilkraft, welche dem im Augenblick iibereinstimmenden
stationiren Zustand entspricht und dem Impulsdruck,
der mit der zeitlichen Anderung des Potentials zusam-
menhéangt

$F=§‘Bs+$‘- (6)

Dasselbe ergibt sich auch in direkter Weise, wenn man von der insta-

tiondren Druckgleichung |
o 1
p=C()—o5;—5 (7)

ausgeht.

2. Um nun diesen Impulssatz auf den Fall auszudehnen, daB in
der Fliissigkeit Singulidritdten vorhanden sind oder die Abhéngigkeit
der Druckkrifte von der Wirbel- und Quellverteilung kennen zu lernen,
machen wir mit Lagally! folgende Voraussetzung. Die Stromung
soll zunéichst als stationidr und die Quell- und Wirbelfelder als konti-
nuierlich, also etwa punkt-, linien-, flichen- oder raumférmig verteilt
angenommen werden. Ferner soll die Bewegung jedenfalls an den
Begrenzungsflichen den Charakter einer Potentialstromung besitzen,
so daf hier die Bernoullische Gleichung

v? P _
3 + ‘Q— = konst
benutzt werden kann., Da der Gradient dieser Gleichung verschwindet
el —
5 Voi+ 3 Vp=0
und da die Eulersche Gleichung mit ¥ =0 ]
1
nVn+?Vp=0
wird, so ergibt sich auf Grund der Vektorformel

V=201 9+ 2[brotb]. (¢)
Die Beziehung
[Protb]=0
Die Bernoullische Gleichung ist also auch dann noch giiltig, wenn die
Wirbellinien mit den Stromlinien zusammenfallen. Die resultierende

Druckkraft B erhalten wir in direkter Weise als Oberflichenintegral,
aus dem wir nach entsprechender Umformung zwei auf die Wirbel-

1 M. Lagally: Z. ang. Math. Mech. 1922, S. 409.
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und Quellenverteilung bezogene Raumintegrale heraustrennen kénnen.
Der ohne weiteres verstdndliche Ausdruck

P=¢pndf=—p§v2ndf+ §cndf

verwandelt sich zunichst, da das letztere Integral verschwindet, mit
Hilfe des Gaussischen Satzes in das Raumintegral

P=—p[Ve?dr. (8)

Zur weiteren Umformung benutzen wir die Vektorbeziehungen (a)
und (c), aus denen sich die weitere Gleichung

;17«:2=l7n‘n—n-l7n+[nrotn] (d)

ergibt, ferner die Gaussische Gleichung (b). Dann ergibt sich fiir den
Kraftausdruck

P=o{—§v-ondf+ [v-Vddr— [[0rot v]d7}. (9)

Nach derselben Rechnungsmethode erhéilt man fiir das Moment der
Kraft, wenn 1 den vom Bezugspunkt nach dem Integrationspunkt
gezogenen Radiusvektor bedeutet

M=o {—Fxv]-ondf+ [[tv]-Fodr— [[t[orot b]]dz}. (10)

Wenn keine Quellen und Wirbel in der Flissigkeit enthalten sind, so
hat man wieder

P=—pfv-ondf, M=—p¢[rv]-dndf. (11)

Die im Falle des Vorhandenseins von Quellen und Wirbeln zum Impuls
hinzutretenden Ausdriicke koénnen wir auch als Quell- resp. Wirbel-
impulsgréflen bezeichnen.

a) Inneres Problem. FErfilllt die Fliissigkeit den Innenraum
einer geschlossenen Fliche 7, so steht die Geschwindigkeit fiir die ganze
Berandung auf der Normalen senkrecht, also ist bndf = 0. Mithin
verschwindet auch der Vektor b-vndf, also auch das erste Integral
im Ausdruck fiir 8. Die ,,innere Aufgabe“ ist also durch die Gleichung
gelost

B=p [b-Vodr—p [[vrotv]dT. (12)
Bei Quellenfreiheit entsteht daraus die bereits von L. Prandtl unmittel-
bar aus der Eulerschen Gleichung abgeleitete Formel

P=—p [[protv]dr. (12a)

Ganz entsprechend ist das Moment zu bilden.

b) AuBeres Problem. Wenn die Fliissigkeit das AuBere einer
geschlossenen Flidche F erfilllt, so betrachten wir zundchst das Ge-
biet R zwischen F und einer (Kontroll-)Kugel K mit groBem Radius
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(etwa um den Anfangspunkt). Damit zerfallt die Kraft 8 und die Hiillen-
integrale in zwei Teile

P = PBr+ Px, 56n-nndf=F§n-nndf+é§n-nndf.

Da die Fliissigkeit tangential zur Begrenzung F strémt, so verschwindet
das erste, iiber F erstreckte Integral, und wir erhalten damit fiir die
auf die Flache wirkende Kraft

SBF=—SBK+Q{~—§b-bndf—l—l_!D-l7ndr—f[brotn]d‘r}. (13)
R
Ebenso fiir das Moment

smF=—émK+g{—gﬁ[w]nndf+14'[rn]-|7ndr—1{[r[n rot v]] dz}. (14)

Wegen $K=——%fvzndf

wird
Br= g{—gﬁ (v- bndf—%zﬁndf) +fb-l7nd1——f[n rot b]d‘r}. (15)
: R R
Entsprechend ergibt sich fiir das Moment

SJ’RF:Q{~—4;[rn]nndf—%vz[rn]df-l—f[rn] . Vbd‘r—-f[r[b rot n]]dr}. (16)
K R R

Die weitere Umformung und Anwendung dieser fundamentalen Glei-
chungen bleibt spéteren Kapiteln vorbehalten.

3. Das instationdre Problem. Wenn der von der Flache F be-
grenzte Korper sich beliebig in der Fliissigkeit bewegt und auferdem
n-Wirbelfaden vorhanden sind, die entweder geschlossen sein oder am
Korper enden konnen, so mufl man, um die Formel 5 auf diesen Fall
anwenden zu kénnen, die Wirbelfaden durch Flichen vom betrach-
teten Teil der Flissigkeit ausschlieBen'. Machen wir ferner den mehr-
fach -zusammenhéngenden Raum durch die Verbindungsflichen F,

einfach zusammenhéngend, so hat der Impuls der Fliissigkeitsmenge
den Wert

S J=[vodr= [onai+ [@naf+ [ onay.
° ’ K F+XF, ZFa

Bei Abwesenheit von dulleren Kriften wird daher der gesamte Impuls-
druck

gBi = (S'Bz)F‘i‘ (s’Bi)K"I" (s’Bi)EFn .
(BIr=— o g;[ Oudf—o ;[ @naf—o [ @naf—[pudj—[pndf.
K F+ XF, 2Fy K ZFp

1Vgl. H. Wagner: Uber die Entstehung des dynamischen Auftriebs von
Tragfliigeln, Z. ang. Math. Mech. 1925. 8. 26.
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Wegen (7) verschwinden die auf K und die Flachen F,, beziiglichen Inte-
grale, und es bleibt, wenn wir die duflere Normale der Flache einfiihren

(ﬂsi>F=e;’t9§¢ndf. (17)
F+2F,

In ganz entsprechender Weise erhiilt man fiir das Moment des auf
der Flache F lastenden Impulsdruckes, wenn man die Beziehung

SV ®ldr=4§ D [xuldf (e)
beachtet.
Mar=[B,]=0p aatSBd»i [tn]df. (18)
F+2XF,

Anwendungen dieser Formel finden sich in der sehr reichhaltigen Ar-
beit von Wagner, auf die wir in einem andern Zusammenhang noch
zuriickkommen werden.

7. Ahnlichkeitsgesetze.

Um die Kraftverhiltnisse an Fahrzeugen, z. B. Flugzeugen oder
Schiffen, die sich in flissigen Medien bewegen, zu priifen, pflegt
man Messungen an geometrisch &hnlichen Modellen vorzunehmen,
die sich in einem entsprechenden Fliissigkeitskanal des Laboratoriums
bewegen oder einem Fliissigkeitstrom ausgesetzt werden. Beim Ver-
gleich der Resultate der mit solchen verkleinerten Modellen vorgenom-
menen Versuchen mit der Wirklichkeit ist zu beriicksichtigen, dal mit
der geometrischen Ahnlichkeit nicht notwendig eine dynamische Ahn-
lichkeit verbunden ist, daf vielmehr zunichst gewisse Versuchsbedin-
gungen erfiillt sein miissen, damit eine unmittelbare Ubertragung und
praktische Verwendung der Versuchswerte méglich wird. Um diese
Bedingungen zu finden, gehen wir von den hydrodynamischen allge-
meinen Grundgleichungen aus 2, (4), deren Glieder wir durch ihre
Dimensionen ersetzen. Bezeichnen wir die Lingenabmessungen durch ,
so hat z. B. die Kraft pro Masseneinheit und die Beschleunigung die

Dimensionen
=0
L ool® 1]

Ersetzen wir ferner den Koeffizienten u der inneren Reibung durch die
sog. Zahigkeitszahl

kg

4 T 0
e
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so kénnen wir nach 2, (4) folgende Dimensionsgleichung! aufstellen

- [5)+ ).

Nach Kiirzung mit vli kommt
aft] rv ]
o =11+ 7y 1)

Zwei Korper sind nun dynamisch vollstindig dhnlich, wenn zu der
geometrischen Ahnlichkeit und der Ubereinstimmung in der Ober-
flichengestaltung, z. B. Rauhigkeit noch die Eigenschaft hinzukommt,
daB die an entsprechenden Punkten angreifenden Kriften in beiden
Fillen sich nur durch einen Zahlenfaktor unterscheiden. Bei Flug-
zeugen wird also auch die Antriebskraft und das Gewicht, die durch
die Flissigkeitskréfte kompensiert werden, in gleichem Verhéaltnis zu
einander stehen.,

Wenn wir mit y, das spezifische Gewicht des Korpers (Flugzeugs)
bezeichnen, so konnen wir daher fir die Kraft das Dimensionssymbol
[y, I3] einsetzen und erhalten dann

(nll_ v

Pl BRI @
Das auf diese Voraussetzungen sich griindende Gesetz wiirde also

dahin lauten, daB an zwei dynamisch &hnlichen Flugzeugen ahn-

oo’

7’1l n

liche Bewegungen auftreten, wenn die Zahlenwerte %l und

beiden Fillen, iibereinstimmen. Wegen

3/ — L I -
v=konst |/ "% , l=konst el (3)
4 71

kann man auch sagen, daB die Bewegungen dhnlich sind, wenn
die dritten Potenzen der Geschwindigkeiten sich wie die

Werte von %ﬁ,die dritten Potenzen der Lingenabmessungen

2
wie die Werte von -2 verhalten.

1

Im allgemeinen beschrinkt man sich in der Anwendung auf
eine der Abnlichkeitsbedingungen. Wenn man z. B. mit einem im
Windkanal aufgehingten Flugzeugmodell experimentiert wie in der
Gottinger Versuchsanstalt, so kommt das Gewicht des Flugzeugs
nicht mehr in Anrechnung, und es geniigt die Gleichheit der
Zahl 1% fiir Modell und Wirklichkeit zu verlangen. Die Krifte
verhalten sich dann wie die Werte von gv2I2. Das damit zum Ausdruck

1 Die folgenden Betrachtungen schlieBen sich der auBerordentlich durch-
sichtigen Darstellung von R. v. Mises an (Z. ang. Math. Mech. Bd. 3, Heft 1,
8. 64—67. 1923.
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gebrachte Ahnlichkeitsgesetz wird auch das Reynoldsche Gesetz und

die charakteristische Zahl %l = R die Reynoldsche Zahl genannt. In

dem Falle, daB die Gleichheit von v, d.h. die Ubereinstimmung des
Mediums in beiden Féllen zutrifft, geniigt es, an Stelle der Reynoldschen
Zahl das Produkt aus Geschwindigkeit und Lénge (v+l), den in einem
bestimmten Malstab eingefithrten sog. , Kennwert” (E) zugrunde
zu legen, zumal, da die Anderungen von » bei verschiedenem Druck
und Temperatur nur geringfiigig ausfallen.

Was die Zahigkeitszahlen fiir die gebrduchlichsten Medien, Luft
und Wasser angeht, so sind folgende Werte zu beachten

Luft 00 4 =0,00017 g cm~Ls!, » =0,172 cm2—!
150 4 =0,00018, , »=0125
00 4 =00178 ,, , v=0118
Wasser {150 w=00011 , ,  »=011

Beim Kennwert & = v pflegt man die Lange in Millimetern, die Ge-
schwindigkeit in m/sek einzufiihren; er ist bei Luft etwa der 70. Teil
der Reynoldschen Zahl.

2. Bei Schiffsmodellversuchen oder iiberhaupt beim Vergleich zweier
gleichartiger Schwimmvorginge mit freier Oberflache spielt die Schwer-
kraft eine wesentliche Rolle, und wir kénnen dann die Abhéngigkeit von
der Zahigkeit dagegen vernachlissigen. Auf diese Weise gelangt man
zu der Helmholtz-Froudeschen Modellregel. An zwei dynamisch
ghnlichen Schiffen oder Flugzeugen treten anndhernd &hnliche Be-

. . l . .
wegungen auf, wenn in beiden Fillen der Wert % derselbe ist; die

Krifte verhalten sich dann wie die Werte von y,13 oder von gv2/2. Wenn
im besonderen die Vergleichskorper gleiches spezifisches Gewicht haben,
30 kommt die einfache Beziehung

2 —
%:konst, vy V== ]/ll: 1@ (4)

Die Geschwindigkeiten miissen sich also wie die Wurzeln
aus den Lingenabmessungen verhalten.

II. Umformungen und funktionentheoretische
Hilfsmittel.
8. Umformung auf besondere Koordinatensysteme.

1. Fiir die Anwendungen ist es zweckméaBig, die zunédchst in Vektor-
form gegebenen hydrodynamischen Grundformeln auf bestimmte
Koordinaten zu transformieren'. Denken wir uns etwa den vom

1 Vgl. bes. J. Spielrein: Lehrbuch der Vektorrechnung, Stuttgart 1916,
S. 164 ff.
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Anfangspunkt O nach dem Aufpunkt P gezogenen ,,Ortsvektor‘
als Funktion von drei krummlinigen skalaren Koordinaten x; x, x3
gegeben

=1 (%, 2,%,),

so sind dadurch die drei Flichen x; = ¢;, (i = 1, 2, 3) und ihre Schnitt-
linien bestimmt.
Wenn sich die Koordinaten um dx; dndern, so verschiebt sich der

Aufpunkt P um das Stiick
__0x Jr 01y
dt = b?tldxl + a;Zd.’Uz + 3735'3 d$3.

Hier bedeutet z. B. 58% dz, die Verschiebung von P lings einer Koordi-
1

natenlinie, fiir die #, und #; konstant sind usw. Wenn, was hier voraus-
gesetzt werden soll, die drei Flichenscharen x, = ¢, sich rechtwinke-
lig schneiden (oder ein orthogonales System bilden), €0 hat das Quadrat
des Linienelementes in algebraischer Schreibweise die Form

ds?=dr2=g?dx}+ gidx% -+ gidal. (1)

Sind e, ¢, ¢; die Einheitsvektoren in Richtung der Tangenten an die
Koordinatenkurven, so kann man setzen

dr
oz €:9:
und hat dann
dr=e191d%; + €9,d % + e395d 5 . (1a)

Fiir die drei als Vektoren aufzufassenden elementaren Flichen-
elemente, die durch x; = konst. bestimmt sind, ferner fiir das
Volumenelement des Quaders mit den Kanten g,dx; entstehen die
Ausdriicke

di,=e,gpg,da da;;  dT=g,0,9;d2,dx,d 7. (2)

Mit Hilfe der gegebenen Formen ist es nun leicht, die in der Stré-
mungslehre vorkommenden Operationen auf rechtwinklig-krumm-
linige Koordinaten umzuformen. So ergibt sich unmittelbar aus dem
Ausdruck (1) resp. (1a) fiir den Gradienten einer skalaren Funktion ¢

. e; atp
Vo= S25L. )

Weiter haben wir nach der Vektorformel
rotpa=¢ rot a —[al ¢], (a)

1 1
rotV/ z,=0=—rot e, + 5 [e,V¢gi]. (4)
91 g1
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Daraus folgt dann

1 1 og 1 adyg
I'Ote———ieV =e771— il 2 =
1 9 [e:V 9] 2 G205 0, 3919, 0y’ (O)

Ve, =V[e,e;]=e;rot e,—e,rot e, (6)

1 ag, | 1 g
= P2 ygw. (wegen ej;e,=0, ef=eZ=el=1

9192, 0%, §1930 %, (weg 172 e 2 3 )
und fiir die Divergenz eines Vektors a wegen a = a, ¢, + @, ¢, + a3 ¢,

1 7] . . -
Va 227(%1791"{“eiV“i)=‘;};gég'3‘25;(aigkgz) (4, k, I verschieden). (7)
T )

Ist a=FV®, so erhalt man

1 0 919 0P
2P = S N9 GO 3
9192932‘/3% g: 0x; (8)
K3

Ebenso erhalten wir fiir den Rotor eines Vektors a

rot (e;a;) = Y(a;rote; — [¢;Va,]) .

Nach (5) ergibt sich durch Ausrechnung schlieBllich

€1 (aga%__agzaz> i(agzaz_agq%) QL(G%% 691“1) 9)
dxy 0z, :

rota=—- | g
9295 \ O, A J193 9192

2. Legen wir z. B. durch den Aufpunkt P eine Kugel um den Null-
punkt 0 und betrachten die 2-Achse als
Polarachse und die zy-Ebene als Aquator-
ebene, so ist das System der sog. Kugel-
koordinaten durch den Kugelradius r,
den Polabstandswinkel ©# und den Azimut- |
winkel @ auf den Aquatorkreis dargestellt
(Abb. 13). Es gelten dann die Transforma-
tionsformeln fiir geradlinige Koordinaten

r=rsin ¥ cos ¢, y=rsin ¢sin @,
(10)  Abb. 13. Kugelkoordinaten.
z=rcos @,
und wir kénnen daher setzen, wenn g den Radius des Parallelkreises
bedeutet,
r=x, ﬁ:xzzaresin%, x3=¢=arctg%. (11)

Da das Quadrat des Linienelementes die Form annimmt
ds?=dr? + r2sin? 4d ¢® + r2d 92,
so haben wir
g=1, g,=7r, gs=rsind. (12)
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Fiir die Folge interessiert besonders die Differentialgleichung des Ge-
schwindigkeitspotentials. Wir erhalten dafiir nach der allgemeinen

Formel (8) o Py »ein o0
17 or 1 a0 1 o0
o — — a=
4 dj_lrB ar +rzsin0 a9 +r3sin2 & 3’ (13)
Die Geschwindigkeitskomponenten werden
0P 1 09 100
Ur =%y "’=rsin06_tp’ U= 98 (14)
An den Stellen, wo V2 @ == 0 ist, werden die Wirbelkomponenten
1 (9vs 9 .
I‘Ot,,. b= 7eing (W —% (sm ﬂvq,)) l
1 /0v, 0
rot, b = " (ag - (;:0)> (15)

1‘01'/,91)_—:%<2 1 avf>‘

31 ") " i g 59
3. Die Zylinderkoordinaten, die fiir die Anwendungen wichtiger sind,
entstehen aus den gewdhnlichen Koordinaten, wenn man die z-Koor-
dinate beibehélt und statt « und y die Polarkoordinaten g des FuB-
punktes F von P einfijhrt (Abb. 14). Wir haben also die Transforma-
z tionsgleichungen
x=pcos g, y=opsin g, z=z. (16)
Wenn wir
Q=x1’ ¢:x2’ z:x3
setzen, so konnen wir dem Ausdruck fir das
Linienelement
ds?=dp?+ p*d ¢? 4 d2?,
Abb. 14 Zylinder- die entsprechenden Werte von g entnehmen
=1, g=e0  g=1. (17)
Um die drei nach den Grundrichtungen zerlegten Eulerschen Glei-

chungen zu erhalten, miissen wir noch die Beschleunigung der Stromung
berechnen. Es ist

b=e;0+erptez=ev,+ ey, + e,0,. (18)
Daraus entsteht durch Ableitung
b=¢e0+e0+ €2 73 (0®) +es0p + €52,
Nun ist
é1=62¢, é2=—e1¢, alSO

. . . 1d . .
b=e1(0—09") +ea y 73 (0*9) + &5k,

. 3 1d .
= &1 (30— ") + &2 T3 000) + 2. 19)
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Wegen
ap 1 op ap
Vepzbz;’ V‘Pp: z) %’ Vzp:a? (Vgl 4)

haben wir daher als Bewegungsgleichungen?

,—90r_, v

v 0¢ e
g dp_d

rky— % G0 = 5 (0vy) ] (20)

9.0P__;
kz y 9z - Uz

und als Kontinuitétsgleichung nach (9)

d(ewe) , 0w (evz)
be T an T Ta=0.

Die Wirbelkomponenten fiir Zylinderkoordinaten werden

1 (00, (9”97)>_
rotgn—e<a(p 05 ——2w0,l
v, Ow,
roty, b ="' — D0 =2W,, (21)
_ 1 (9(eve)  dwe\ _
I'Otzn——~*9*< ag a(p~>——2wz

Man bezeichnet die Komponenten auch als Radialwirbel, Ring-
wirbel und Achsialwirbel. Wenn i verschwindet, so existiert
ein Potential @D, das der Differentialgleichung geniigt

0*P 1090 1 20 RO

(R TR T F =2
Die Geschwindigkeitskomponenten sind dann
oD 109 0P
Vo= "= g ag> YT §z- (23)

Wir werden uns in dem néchsten Paragraphen mit dem Charakter der
Losungen der Gleichungen (13) und (22) vom strémungstheoretischen
Standpunkte aus ausfithrlicher beschiftigen.

Die Zylinderkoordinaten kénnen mit Vorteil dann angewendet
werden, wenn es sich um eine Stromung handelt, die kreissymmetrisch
um eine z-Achse ausgebreitet ist, also etwa begrenzt wird durch eine
zu dieser Achse gehirige Rotationsfliche und im Unendlichen achsen-
parallel gerichtet ist. Der Ausdruck dafiir, daf das Strémungsfeld in
allen Ebenen durch die z-Achse dieselbe Beschaffenheit hat, ist durch

1 Um eine Verwechslung mit der Koordinate g zu vermeiden, haben wir fiir
die Dichte den ausfiihrlichen Ausdruck ° verwendet.
g

Miiller, Math. Stromungslehre. 3
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das Verschwinden der Ableitungen aller Funktionen, z. B. der Ge-
schwindigkeit » und des Druckes p nach der Koordinate ¢ gegeben.
Die Eulerschen Gleichungen lauten dann, ausfithrlich geschrieben

_99p_0v Ov 0v, __v¢
Ty ¢ di +”@ag+”z oz g’
_ 9(gve) d(ovy) d(gvy)
kp-o =61 TV g TV, (24)
b — g 0p __ Ov, dv, v,

sy 0z o TV g TV,
und die Kontinuitétsgleichung

d(ev) | 9levs) _
S T e =0. (25)

Die Wirbelkomponenten werden

_ 1 9(ovy) 1 /0w, 0w, 1 /0(ovg)
=55 0r > =30 ag) B=ag( ) @)

Im Fall der Existenz eines Geschwindigkeitspotentials geht die
Kontinuitétsgleichung iiber in

0? 100 6 020

)]
A¢_ng+?% W—O’ (27)
ferner wird
0D [PX ]
vﬂ’_%’ Y2 =5, (28)

Um die Stromlinien aufzufinden, die Meridiankurven in der linearen
Rotationsflichenschar ¥ = ¢ darstellen, bestimmen wir den ¥luB
27d¥ durch eine elementare Ringfliche, die durch Rotation eines
Linienelementes ds mit den Komponenten dp und dz um die z-Achse
entsteht und finden aus der Beziehung

27d¥ = (v,do —v,dz) 27y,
19w 10w

Uz—?'@, UQZ——?W' (29)

Durch diesen Ansatz ist in der Tat der Kontinuitatsbeziehung Ge-
nilige geschehen.

Wenn man in der Meridianebene aufeinanderfolgende Potential-
linien und Stromlinien (¢ @ = konst, d¥ — konst) zeichnet, so erhilt
man ein Maschensystem, fiir das sich leicht eine GesetzméBigkeit fest-
stellen 148t. Wenn die Seiten eines elementaren Rechtecks ds; und
ds, sind und v die Geschwindigkeit parallel ds, und senkrecht zu ds,,
so ergibt sich aus

a¥

dd
doy="r dsy=_7
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die Beziehung
dsy _dP
ds, a4y 9 (30)
Das Verhidltnis der Rechtecksseiten ist also proportional
mit dem Abstand von der Symmetrieachse!.

9. Hydrodynamischer Charakter der Losungen der Gleichung
V2 db=.

Wenn wir in der allgemeinen Differentialgleichung fiir das Geschwin-
digkeitspotential @ in Kugelkoordinaten

do . 0D
PP S 7 U LI BT S
=2 or Trsme o9 r2sin2 @ dg2 ()

@ = RS setzen, wo R nur von r, § dagegen von ¢ und ¢ abhingt, so
zerfallt die Gleichung in eine Differentialgleichung fiir E, die man
schreiben kann

PRE+2rR—n(n+1)R=0 2)
und die Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfunktionen
. 408
1 0I5 1 o

Sntn+=D+ g5 o Tendagr O (3)
Wenn wir zundchst Symmetrie um die z-Achse annehmen, so ver-
schwindet der Differentialquotient nach ¢, und wir erhalten die Glei-

chung fir die einfachen oder zonalen Kugelfunktionen

n(n+1)8,+ d

(003 9) <sin2 s 45, > =0. 4)

d7(067s397)
Ist 8, eine Losung dieser Gleichung, so geniigen die Funktionen
D, =cr-tD.§  Pr=crm-8, (5)

der Gleichung A @ = 0.

Die allgemeine Lésung 1d8t sich bekanntlich linear zusammen-
setzen aus den Kugelfunktionen 1. und 2. Art. Um zunéchst die Kugel-
funktionen 1. Art stromungstheoretisch, aus bestimmten Quell- und
Senkensystemen abzuleiten, denken wir uns etwa eine Quelle von der
Ergiebigkeit ¢ im Ursprung, dann ist die Geschwindigkeit in einem

oD

Punkte im Abstande 7, v, :—a;‘l. Die in der Zeiteinheit durch die

1 Andere Beziehungen sind untersucht von M. Lagally, Dynamische und
geometrische Eigenschaften der riumlichen Potentialstromung. Z. Math. Phys.
B. 63. S. 360—380. 1925.

g%
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Kugelflache 4 mr? hindurchtretende Menge ist also ¢ = 8;1504% 2
woraus
G~ —-L, 4nd,——L

47y T
sich ergibt. Wenn weiter in unmittelbarer Nachbarschaft zu der Quelle
im Abstande — dz eine Senke von derselben KErgiebigkeit liegt, so wird
das Potential
1 m z 1 m 1

O = )= tn =i
wenn die als endlich vorausgesetzte Grélle qdz, die Ergiebigkeit der
Quellsenke, = m gesetzt wird.

Wenn man zur Abkiirzung cos ¢ =» einfiihrt, so sieht man in der
Tat, dal die beiden einfachsten Kugelfunktionen 1. Art

P,(yy=1, P (v)=v»

einer Senke (oder Quelle) im Ursprung, resp. einer Doppelquelle mit
einer in die z-Richtung fallenden Achsenrichtung entsprechen.

So kann man fortfahren und feststellen, daf} alle elementaren, aus
den zonalen Kugelfunktionen 1. Art

P,(»)=1, P,(v)=v, P,(»)= l(31/2—1) P, (1/):%—(51/3——31/), "
1 0m(2— 1) (_ 1) 1
Pul) = grmi —am "Haz" (T)
abgeleiteten Potentiale
D, cr- D P, ()= n})" az"@

einem Stromungsfeld sich zuordnen lassen, das von einer dichten
Folge von Quellen, Senken oder Quellsenken im Ursprung herriihrt.

Die Funktionen @, =r*P, (v) entstehen, wenn Quellen resp.
Senken ins Unendliche riicken. -So gehort z. B. @', =z zu einer ge-
wohnlichen, aus dem Unendlichen kommenden und der z-Richtung folgen-
den Parallelstrémung. Weiter ergibt sich, dafl die aus einem beliebigen
Punkt der z-Achse quellende Strémung auf jene elementaren Strom-
formen zuriickfiihrbar ist. Wenn etwa die Einheitsquelle den Abstand
£ vom Ursprung hat, so ergibt sich unmittelbar durch Entwickelung

1
—4gd = — P, 7
BRIy SptR{EREE O
r<?9
resp. =+ RS +RE >0. (7a)

Das ist aber nur ein spezieller Fall eines allgemeinen Satzes der
besagt, daf sich jede Funktion f (») durch eine nach Kugelfunktionen
fortschreitende Reihe

f®) = Cy + C,P,(») + C,P,(») 4 - --
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entwickeln 148t, deren Koeffizienten dhnlich wie die Koeffizienten der
Fourier-Reihe durch bestimmte Integrale darzustellen sind. Dann
wird aber die Differentialgleichung V2@ =0 erfiillt durch

gp:qur’o,(?2+ Clii’QJr...

resp.
@ = C,Py(»)+ Cyr P () + ---
Die Kugelfunktionen 2. Art @, kénnen bekanntlich aufgefalit wer-
den als Kugelfunktionen 1. Art mit negativen Exponenten

Q'n - P~ (n+1)° (8)
Man erhalt fiir die ersten Funktionen
1. 14w )
Qo= yIn R lnc’cg2 ; @ =—1-+tcosdlnetg 5. (9)

Was ihre Deutung angeht, so ergibt sich z. B. durch Integration
von (7) fir das Potential einer ldngs der z-Achse von O bis
¢ gleichméBig ausgebreiteten Quellstrecke von der Ergiebig-
keit ¢ der Ausdruck

D4
ctg 5-
n;f”*mﬁ:r?ﬁ S ymE =i @), (1)

ctg 5
wo @ die auf den Punkt z = { als Anfangspunkt bezogene Kugel-
funktion 2. Art und ¢ den entsprechenden Polarwinkel bedeutet.
Gleichzeitig erhédlt man aus den Integralen der Reihen (7) und (7a)
zwei Entwickelungen von @, — ¢ nach Kugelfunktionen (fiir r << £ und
> (). Ebenso zeigt die Rechnung, daf die Funktion r@Q, —r @' als
Bestandteil auftritt in dem Potential einer Quellstrecke auf der
z-Achse (von 0 bis {) mit linear wachsender Ergiebigkeit.

In dhnlicher Weise lassen sich auch die Losungen der allgemeinen
Gleichungen (1) und (2) nach der Quellsenkenmethode analysieren.

Haben wir z. B. eine einfache Quelle mit den sphérischen Koor-
dinaten 7, ¢, ¢y, so ist der Abstand des Aufpunktes P von dieser Quelle

v o= Jr? — -erla)é;}iljfi,
WO
cosy = cosdcosdh, -+ sindsind, cos(p — @,)

den cos des Winkels zwischen den Radienvektoren beider Punkte be-
deutet. Der fiir das Potential der Quelle wesentliche Ausdruck ;l; hat nach
Taylor die Entwickelung

1 1 1 1 o 1
7 ;:*(TlV)r JFQ!(’HV,)“T e (10)

r
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in welcher wieder die Kugelfunktionen P, (cosy) eingefiihrt werden
konnen, die sich von den oben gebrauchten Funktionen nur dadurch
unterscheiden, da3 cos y an Stelle von cos 9 tritt.

Zu einer Doppelquelle mit dem Moment 1 im Ursprung, deren Achse
in der Richtung e (!, m, n) liegt, gehort ferner das Potential

1 0 d a\ 1 1 1
Ausrechnung ergibt
. y 1 z 1
4nd, = (l* wrm et
= — ?2— (Isind cosp + msindsing -+ ncosd). (11a)

Dieses Potential ist in der Tat ein partikulires Integral der Diffe-
rentialgleichung, dessen allgemeinere Losung lautet

n
dnd, — nIHZ(Amcosmqy + B, sinm g)si ddfzzg’;;f) . (12)

m=0

Die tibrigen in diesem Ausdruck enthaltenen Losungen erhilt man,

wenn man die Operation (¢ V) an dem Ausdruck % wiederholt fiirirgend-

welche andere Richtungen, d. h. wenn man dem urspriinglichen Quell-
senkenpaar weitere unendlich benachbarte Paare im Ursprung hinzu-
fiigt. So entspricht z. B. die Operation

ey,

zwei hintereinander angeordneten Quellsenkenpaaren, die Operation
1
(e,V) (6.317)'7

dagegen einem System von zwei nebengeordneten Paaren oder von
vier im Parallelogramm um den Ursprung angeordneter Quellen, resp.
Senken usw.

Durch Verallgemeinerung bestéitigt sich also wieder in direkter
Weise der frither allgemein bewiesene Satz, daB jede Lésung der Glei-
chung V2@ =0, d.h. jede mégliche Strémung als erzeugt gedacht
werden kann von einem System bestimmt angeordneter Quellen und
Senken.

2. Die auf Zylinderkoordinaten transformierte achsensymmetrische
Gleichung
02 P 100 , 020
A@~092+ o 90 —f—~a~z—24—~ (13)
wird durch die Substitution
P = e*key(o) (14)
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zur Bestimmung von y (o) auf die Differentialgleichung der Besselschen
Funktionen nullter Ordnung

@y | 1dy 2 5)
do* T o do + k() =0 (15)
gefiihrt. Die Besselsche Funktion J, (ko) hat mit ko = { die Form
e 5 \
Jo(é_):l_zz + 22.42_"" (16)

Es ergibt sich weiter, daB, wenn F eine Funktion von der Eigenschaft
der Potentialfunktion ist, zwei zusammengehorige Funktionen, @ und
¥, von denen letztere der Gleichung

(fg_ 1 0¥ 0“1"70 (17)

g o do U 02°

geniigt, daraus in folgender Weise sich ableiten lassen

_9F oy ,OF
(p-—z, y—f¥QaQ. (18)
Daher hat die zu (14) gehorige Stromfunktion die Form
V= F get*2Jy(0). (19)

Das Potential (14) 14Bt sich als Grenzform einer Kugelfunktion
darstellen. Setzt man namlich in dem Ausdruck

b, = < :)n P, (cos )

voriibergehend r =a + z, p = 2a sin ;-19 und benutzt die Darstellung

P, (cos¥) = —-ﬁf@l—j—l) sin? ; d+ (n_l)szi—ni ? gine -;49 +ee

so erhalt man

@, =1+ " P,0)=(1+ [ "H, (@)

Wenn jetzt @ und » unendlich werden, wahrend & :g endlich bleibt,
so wird
lim (14 2)" H,(0) =& Jo (ko). (20)
@, —> 0
Ferner kann man eine willkiirliche Funktion von ¢ durch Integrale der
Besselschen Funktionen ausdriicken. So ergibt sich fiir das bei einer

einfachen Quelle auftretende Potentialir die Gleichung
= [eked, (ko) k. (21)
0
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Auf das zweite partikulire Integral der Gleichung (17) (die Neu-
mannsche Zylinderfunktion 2. Art nullter Ordnung) sowie auf die Lo-
sungen der Gleichung 2@ = 0, die auf die Besselschen Funktionen
hoherer Ordnung fithren, wollen wir hier nicht eingehen .

10. Die ebene Potentialstromung,.

Wenn in allen Ebenen normal zur z-Achse dieselben Zusténde herr-
schen oder wenn keine Krattwirkung oder Strémung in der z-Richtung
erfolgt, so verschwinden alle Differentialquotienten nach der z-Koordi-
nate, die daher itberhaupt in den Gleichungen weggelassen werden kann.
Die moglicherweise vorkommenden Wirbellinien sind senkrecht zu den
Stromungsebenen beiderseits ins Unendliche verlaufende geradlinige
Wirbelfédden.

Dieser Fall der ebenen Strémung ist ebenso wie derjenige der
achsensymmetrischen eine Abstraktion, die sich fiir viele Anwendungen
als sehr zweckmiflig erweist. Auch wenn gewisse von den Voraus-
setzungen abweichende Erscheinungen an den Grenzen der Flussig-
keit auftreten, ist es hiufig geboten, schon wegen der rechnerischen

Vereinfachung des Problems von dem Idealbilde

y : der ebenen Stromung auszugehen und die durch

P die Begrenzung notwendige Korrektur erst nach-

traglich an den Resultaten anzubringen.

Zur Charakterisierung des Strémungsfeldes

0 T sollen entweder die rechtwinkeligen Koordinaten

xy oder die Polarkoordinaten r@ in einer den

Stromungsschichten parallelen Ebene verwendet

Abb{nl ";{er"ﬁﬁéii}}m“ werden (Abb. 15). Ein linearer Wirbelfaden er-

scheint dann in dieser Ebene als punktformiger

Wirbelkern, um den herum die Fliissigkeit in rotierender Bewegung

begriffen ist. Der Wirbelvektor steht senkrecht auf dieser Ebene
und hat den Wert

o vy 6vx> (6 rvg) 0 vr>
Wy = (69{; ay) T2\ ae  d¢/) )

avy 0v,.

ist, so existiert ein Geschwin-

Wenn w, verschwindet, d. h.

oy
digkeitspotential @ mit der grundlegenden Differentialgleichung
0P
2o =9 x2+ay =0. (2)

Jede Funktion @, die dieser Gleichung geniigt, beschreibt
eine mogliche wirbelfreie Fliissigkeitsbewegung. Was die

1 Vgl. H. Lamb, a.a. O., S.156—163; ferner E. Madelung, Die mathem.
Hilfsmittel des Physikers, Berlin 1922, S. 33—38.
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Stromlinien ¥ angeht, so bedenke man, daB fiir einen Ubergang von
einer Y-Linie zur benachbarten

B 0w ow
d‘l’«vxdy——vydxfb—;dx +7y-dy

zu setzen ist, woraus dann
o® oF oD oy .
VT ow oyt T ay T e ()
sich ergibt. Die Schar der Stromlinien geniigt also derselben
Differentialgleichung wie die Schar der sie orthogonal durch-
schneidenden Niveaulinien.

Die Gleichungen (3) sind aber gerade die Grundbedingungen, die
der reelle und imaginire Bestandteil einer analytischen Funktion der
komplexen Variabeln z = « + ¢y zu erfilllen haben, deren Bereich
mit der als GauBischen Zahlenebene aufzufassenden Strémungsebene
zusammenfillt. Damit ist also ein einfaches und sehr weittragendes
Mittel gegeben, zusammengehérige Losungen der Gleichung 729 = 0,
72¥ = 0 oder stationire, wirbelfreie Stromungsbilder analytisch auf-
zufinden, und wir sehen zugleich den einfachen Zusammenhang mit der
von GauB} begriindeten Theorie der konformen Abbildung. Der Aufbau
von Stromungssystemen kann in der Weise geschehen, dal man von
gewissen einfachen Grundfunktionen ausgeht, um dann weitere, nament-
lich die fiir die praktische Anwendung gebrauchten Strémungsformen
durch analytische , Verzerrung* daraus abzuleiten, bei der die Ahnlich-
keit im Unendlich-Kleinen, von gewissen Ausnahmestellen abgesehen,
gewahrt bleibt.

Wenn die komplexe Funktion W (z) die Zerlegung gibt

W(z) = @ (zy) + 1V (xy),
so erhilt man die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, ohne weiteres
durch Differentiation nach z und Trennung des Reellen vom Tmagi-
niaren. Denn die Gleichungen (3) ergeben

aWw 09 OF .
T T T e T 1y (4)
Diesen Vektor v, —1v,, der in bezug auf die reelle Achsenrichtung x
spiegelbildlich zum Geschwindigkeitsvektor liegt, werden wir auch kurz
komplexe Geschwindigkeit nennen und mit v bezeichnen.
Gelegentlich wird auch statt v der reziproke Wert gebraucht. Aus

TR —— hi st AP gi".u

ergibt sich, daB v=1 dieselbe Richtung hat wie die Geschwindigkeit v,
aber deren reziproken Absolutwert. Die auf Polarkoordinaten umge-
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rechneten Ausdriicke ergeben sich unmittelbar aus den in Abschnitt 8 fiir
Zylinderkoordinaten angegebenen Ausdriicken, wenn man ¢ = und
z = 0 setzt. So werden die Eulerschen Gleichungen im stationiren Fall

10p_  dv. %

* e dr dt 7
_1ap_dev)
(4 o do dt

(5)
rk

und die Kontinuitatsgleichung
8(7'1;,. + 8v¢ (8)

Wir wollen die den Glelchungen (4) entsprechenden Beziehungen
fiir die wirbellose Stromung direkt ableiten, indem wir setzen

z=1a -+ 1y =r(cos @ | isin @) =re
S - T
v, v, —ve’, v=wve .

P

Dann ergibt sich

oW _ W ey 0O | .OW
T = dn ¢ e =57 Tigy (7)

Da nun, wie die Anschauung zeigt
veos(y — @) =, vsin(y — @) =v,

zu setzen ist, so folgt durch Vergleich der reellen und imagindren Be-
standteile beider Seiten der Gleichung (7) sofort

oP oF
o T T T % ®)
Ebenso folgt aus
ow 0F dWdz L - .
Wﬁ + e dz%zwve v (p):r('u(p{—@vr)
0P or
3 =177, Er) =rv,. (8a)

Zusammenfassend haben wir also

a6 10%. 90 0w 0
or 1 dg’ %”*rar‘ ©

Beide Funktionen @ und ¥ geniigen der Differentialgleichung

0% 109 1029

ar + r 0r | 12 9¢® =0. (10)

Die fur @ geschriebene Gleichung driickt das Verschwinden vou
div v, die fiir ¥ geschriebene driickt das Verschwinden des Wirbels aus.
Als singulire Strémungselemente kommen hier vor allem die zur
Ebene senkrechten unendlich langen Wirbel- und Quellfdden in Betracht,
die punktartige Spuren in der Ebene bilden. Setzt man z. B. fiir die
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Wirbelstrémung v, = 0 und benutzt den in Abschn. 5, (14a) gegebenen
Ausdruck fiir die Tangentialgeschwindigkeit, so ergibt sich aus

oW oI

9r  2ar

durch Integration das komplexe, in der Umgebung des Punktwirbels
giiltige Potential

W = — " Inz. (11)

o
2717'"6;“ :'—q

gesetzt wird, das Potential -

1

Die Stromlinien eines
Wirbels (resp. die Potential-
linien einer Quelle) sind
Kreise, deren Radien sich
vergroBern wie die e-Poten-
zen mit arithmetisch wach-
senden Exponenten, wah-
rend die Potentiallinien des

. - Abb. 16. Potentiallinien und Stromlinien
Wirbels (resp. Stromlinien cines Wirbels (resp. ciner Quelle).

der Quelle) ein homogenes
Strahlenbiischel durch den Kern darstellen (Abb. 16).

Wie man aus diesen Elementen weitere Stromungsbilder ableiten
kann, wird die spétere Betrachtung lehrenl.

11. Die abbildenden Funktionen in der Ebene.

Die konforme Abbildung zweier in verschiedenen Ebenen befind-
lichen Stromungsbereiche aufeinander kann man im allgemeinen da-
durch bewirken, dal man jeden der Bereiche auf den Normalbereich einer
dritten Ebene, etwa die von der reellen Achse begrenzte Halbebene ¢
transformiert.

Um einige wichtige Funktionen abzuleiten, wollen wir von dem klas-
sischen, zuerst von H. Schwarz und E. Christoffel gelésten Problem
der Abbildung eines geradlinig begrenzten Bereichs der Z-Ebene auf die
Halbebene ¢ ausgehen.

! Die allgemeinen Eigenschaften der Stromungspotentiale mit logarithmischen

and polaren Unstetigkeiten sind untersucht von P.Koebe, Nachrichten der
Gesellsch. d. Wiss. Gottingen, Berlin 1919, S. 1—46.
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Seien @, b, ¢ die Koordinaten einer endlichen Anzahl von Punkten
auf der reellen &-Achse in der ¢-Ebene, die dann den Punkten 4, B, '
der Z-Ebene entsprechen sollen (Abb. 17), so betrachten wir den Diffe-
rentialquotienten

Y o ky@a— ) O) e— (1)

<

und nehmen an, daB ¢ <b < ¢ und

«t+pB+y+--=2n
ist. Wir betrachten zunichst zwei unendlich kleine Wege der Varia-
beln ¢ auf der reellen Achse zwischen den Punkten e und b und die ent-
sprechenden Wege dZ, dZ, der Varia-

t

\ beln Z. Dann wird
1P AN PR
YA a—t de,’

dt .
Da nun d72 reell ist, ebenso ¢, und t,,
1

. . dZ
so wird auch der Quotient oTZz reell.
1

Der geradlinigen Wegfolge von ¢ ent-
Abb. ﬁlyéo‘;};ﬂg‘llf“gieeiﬁﬁbgg;ﬁ}migen spricht also in der Abbildung eine gerad-
linige Wegfolge von Z zwischen 4 und B.
Die singuliren Punkte @, b miissen beim Durchlaufen der Real-
achse durch kleine Halbkreise umgangen werden. Wenn daher die
Punkte ¢, und ¢, in den Endpunkten des Halbkreises um A fallen,
so hat man, da @ — ¢, und @ — ¢, um den Faktor e~ ™ sich unter-
scheiden,

AZy _ galh

iz, at,
Wenn also ¢ den Punkt a iiberschreitet, so hat sich der Differential-
vektor dZ um den Winkel o gedreht. Man sieht daher, dal die Flache
des geschlossenen Polygons AB... mit den AuBenwinkeln
«,f... auf die obere Halfte der t-Ebene konform abgebildet

wird. Die Beziehung zwischen Z und ¢ selbst ist durch das Integral
2 32
Z:klf(a——t)—ﬁ(b—t)—ﬁ---—}—kg (2>

gegeben, wobel der Integrationsweg in der ¢-Ebene innerhalb des Ge-
bietes der Halbebene fallt. Die Konstanten k; bestimmen den Mafi-
stab und die Lage des Polygons.

Wenn man auf die Variable ¢ eine lineare Transformation
gt + v
= T (@, ¥, ¢, d reell)

anwendet, die also drei unabhéngige Konstanten enthélt, so sind diese
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Konstanten so wihlbar, daB drei beliebig gegebenen reellen Werten von
¢ drei ebenfalls beliebig gegebene Werte von ¢ entsprechen. Die
entsprechende Transformation, auf die Variable Z angewandt, wiirde
das geradlinige Polygon in ein Kreisbogenpolygon verwandeln.

Die unter (1) gegebene Transformation wollen wir die allgemeine
Schwarz-Christoffelsche Abbildung nennen. Durch bestimmte Wahl
der Punkte a, b . .. und der Winkel «, f . . . erhilt man nun wichtige
Sonderfille, die im folgenden eine Rolle spielen werden.

Nimmt man z. B. a = f =y =0 = ;, so erhilt man als Polygon

ein Rechteck und als Abbildungsfunktion ein elliptisches Integral,
dessen Umkehrung eine elliptische Funktion ergibt.
Riicken zwei Punkte ¢ und d dieses Rechtecks ins Unendliche und

setzt man @ = — b, so wird

dt ¢
Z =k «mﬁ—k&,:kl?{r@oi;Jrk?l
! (3)
Z—ky
t = aCof- 7

Ist ky, = 0, so wird vermittels
t = aGoj % (3a)
1
der Halbstreifen, der von den positiven Halften der Linien Y =0,

Y =nk, und dem zugehorigen Stiick der Y-Achse begrenzt ist, auf
der t-Halbebene abgebildet, wie sich auch sofort

. . . ~£b
durch eine direkte Betrachtung der Funktion 2 25
Z X Y e X Y
Cof = Cof i cos . -+ Gin , sm—k;
ergibt (Abb. 18). 2-Lbene
Wenn die beiden Punkte ¢ und b zusammen- ¥k X
X0

fallen, z. B. in den Anfangspunkt, so wird
dt Abb. 18. Die konforme
Z = kjf*[ =k, Int -+ k,. (4)  Avbildung t=a@:0i7§1.
Dadurch wird z. B. fir &, =0 die obere Halfte
der t-Ebene in den Streifen zwischen den Geraden 7/222%22”222222
Y =0 und Y ==k, tibergefiihrt (Abb. 19). Kom-
biniert man nun die Abbildungen (3) und (4),

indem man setzt Z-Fbene
¢ ;'47&
Z= Q[r @Di E ; _Z)(
. Abb. 19, Die konf
Z —= ln% =In ll_i’l - varctg % R Abbildung Z—F, In t,

so erhilt man die Abbildung des vom Halbkreis | §| = R und den
duleren Teilen der reellen Achse | £ | > R begrenzten Gebietes auf die
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Halbebene ¢. Daher wird auch das ganze AuBere des Kreises |{ | = R
abgebildet auf die lings der Strecke -+ a aufgeschnittene ¢-Ebene
(Abb. 20).

Fiir In & = eGof’

kann man auch schreiben
LA Ly
R a ’

woraus als Umkehrung die spéter viel zu beniitzende Funktion

2

=45

entsteht. Wenn man o = 2 R setzt, so geht die Funktion iiber in

t-Lbene t=1{_+ L . (5)

///
//, Damit ist erreicht, dal nicht nur die unendlich

fernen Punkte sich gegenseitig entsprechen, son-
£-Ebene dern daBl auch im Unendlichen der Abbildungs-
;ié' —1 ist oder die Abbildung hier in
die Identitét tbergeht.

Wenn wir den geradlinigen Schlitz der ¢-Ebene
sich zu einer beliebigen geschlossenen (singulari-
Abb. 20. Die konforme tétenfreie) Kurve sich ausdehnen lassen, so ist
Abbildung t=§+£§—2 . es moglich, das AuBengebiet auf das dullere Gebiet

eines Kreises in der {-Ebene durch eine Funktion
von der verallgemeinerten Form

t=Ct 2 +a -+ (6)

so zu transformieren, da das Unendlichferne erhalten bleibt. Dabei
kann die Reihe auf der rechten Seite endlich oder unendlich sein. Einige
der von L. Bieberbach u. a. abgeleiteten Satze beziiglich dieser Ab-
bildung sollen erst spiater im Anschlul an praktisch wichtige Fille
Erérterung finden. ‘

modul ‘

12. Umformungen der Impulsformeln.

Wir wollen die in Abschnitt 9 begriindete Darstellbarkeit der
Potentialfunktion dazu benutzen, um die Ausdriicke des Abschnittes 6
fir die auf die Begrenzung einer Strémung z. B. auf einen eingetauch-
ten Korper ausgeiibte Druckkraft umzugestalten. Wenn z. B. die
Stréomung auBerhalb der Begrenzung F im Unendlichen die in die z-
Achse fallende Geschwindigkeit v, besitzt, so kann man fiir das Poten-
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tial die nach allgemeinen Kugelfunktionen fortschreitende Reihe an-
setzen.

=0z + I, () (el - eV, 1)

Da fiir das folgende nur die drei ersten Glieder gebraucht werden,
so kann man schreiben

O—vpzt 4 60) L b 2)

wo A eine skalare, € eine vektorielle Konstante bedeutet. Dann ist
die Geschwindigkeit bis auf Glieder zur Ordnung — 3

bV D= ey, AV | @) 3)

wenn €3 den Einheitsvektor in der z-Richtung bezeichnet. Fiir die wei-
tere Rechnung fiibren wir den Einheitsvektor 11 in Richtung der dufleren
Normalen der Kugel ein und haben dann

T 1 n

n:r’ Vﬁrikrr”'

oder bei voriibergehender Einfiihrung von rechtwinkeligen Koordinaten
1 1 x Y z

r2

Das dritte Glied wird daher
1 0 g 0
@nv, —(c. 5+, oy T C.) (-

Bilden wir z. B. den ersten Summanden, so kommt

0 1 y € . Cx x\? xy xz
Cogs ( p ez eyt o) =00+ 30 [0 +et e,

A=

w!

).

T

Wir erhalten daher in vektorieller Schreibweise

1 ~C+3€n-n
(@IV)VT = e,

-
Daher wird, wenn wir fiir ¢, einfach ¢ schreiben

S

. 4
b — An | —€+3€n-n | @
—_ evo — _.r?_r . /ré,,,,,,,,, -+
Um die in dem Kraft- und Momentenausdruck (Abschn.6) vor-
kommenden, lings der Kontrollkugel K zu erstreckenden Integrale zu

berechnen, haben wir zunichst die Ausdriicke

b-bndf——;—v‘-‘ndf, [to]-ondf
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umzuformen?!. Da fiir die Punkte der Kugel v = rn ist, so erhalten wir
nach einfacher Rechnung

2
bn=wv,ne — 72+ @n—l— l

240w ne
2 ___ a2 0
V= — =2 4.

72

[t0] = r[ne]o, -+ ol 4 ...
—9- nn—l—~v n—iv gt — vie-ne +

5 +

Wenn wir etwa Kugelfunktionen 7, &, ¢ elnfuhren, so wird z. B.

Avoe

1 . . .
——b-hn—l—-l—v’nz—vg —ecos -+ e, sindcosp + e, sindsin
g 1 @ 2 @

2
+ e,

Setzt man ferner das Flichenelement unter Einfithrung des rdum-
lichen Zentriwinkels

di=unrde=unur’sindddde, df=r'de=r’sindddde,
so sieht man, dafl wenn r unendlich wird, in dem ersten Integral die

Glieder mit »§ als Faktor und alle Glieder mit negativen Potenzen
von r verschwinden. Wir erhalten also

__é(b.bn_%v2n)df=AvO§ed6=4nAbo. (5)

K

Aevw,

Fiir das Moment der Kraft haben wir das Integral
En] 2€n
i[tb]-bndf:é(r[ne]vo—k[r—z)( 00—~_|- — + - > f
R K

:73?;3%[116] ende — Avori[ne]ds
+v0£§f[(&n]nede—|—21§{f[ne]@nds)

auszuwerten. Das kann geschehen durch Einfithrung der Kugelkoor-
dinaten oder durch Benutzung folgender auf die Einheitskugel sich be-
ziehender Vektorintegrale

fde=4m, $ndf=0 oder $nde=0

f[nelende=0, f[nelde=—[efunde]=0,

$[€nlende =[Cfncosdde] = [€f2df] =[CF P zdr]
=[Ctne]f[ne]€nde==%n[Ce].

! Vgl. neben der oben zitierten Arbeit von M. Lagally: H. Liebmann,
Die Lagallysche Formel fiir den Fliissigkeitsdruck, Sitzungsberichte der bayr.
Adakemie der Wiss. 1922, S. 127—134.
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Auf die beiden letzten Integrale ist der GauBische Umwandlungs-
satz angewendet worden.
Es bleibt also schliellich

flxo]-ondf = 4a[€e]v, — 4n[C,]. (6

Damit erhalten wir fiir die auf die Fliache F wirkende Kraft und
das Moment der Kraft die Ausdriicke

‘Br::4nQAb0+th)-[7bdz——Qf[nrotb]dt (7)
B R
m f:4n9[t)0(5:]+Qf[rb]~l7bd1—Qf[r[brotb]]dt (8)
R R

Kraft und Moment héngen also fir den Fall, daBl die Fliis-
sigkeit das AuBengebiet der Flache F ausfiillt, auller von
den bei der ,inneren Aufgabe“ vorkommenden GroéBen,
d.h. den Quellen und Wirbeln im Stromfeld noch von
der Geschwindigkeit im Unendlichen und von den beiden
in der Entwickelung der Potentialfunktion enthaltenen
skalaren und vektoriellen Konstanten (4 und €) ab.

Wenn keine Quellen und Wirbel vorkommen, so bleiben nur die
beiden, mit v, proportionalen Ausdriicke iibrig. Nun folgt aber aus der
Deutung der Kugelfunktionen, daB die Konstante A4 fiir eine singulari-
tatenfreie Strémung verschwindet. Da € im allgemeinen von Null
verschieden ist, so ergibt sich der zuerst von M. Lagally? allgemein
bewiesene Satz, dafl eine reine Translationsstrémung auf
einen eingetauchten Korper zwar keine Kraft, wohl aber
ein Moment ausiibt.

Die weitere Aufgabe wiirde darin bestehen, auch die Konstanten
A und € durch die GrundgroBen Vv und rot v auszudriicken und
die Ausdriicke fir 8 und M etwa dem Falle diskreter Quellen und
Wirbel anzupassen. Die Rechnung, die an die frither (Abschnitt 5)
gegebene Darstellung der Geschwindigkeit durch das Quell- und
Wirbelfeld

b=, — ngt—%;dr -+ rotf%b; dz.

¥
(Die Integrale sind iiber den Innen- und Auflenraum zu erstrecken) und
an die Entwickelbarkeit der Teilpotentiale @, und @, nach Kugelfunk-
tionen ankniipft, ist von M. Lagally vollstindig durchgefiihrt
worden. Da wir fiir die Folge nur den speziellen ebenen Fall be-
handeln werden, gehen wir hier auf die allgemeinen Entwickelungen
nicht weiter ein.

1 Vgl a.a. O. S. 415.
Miiller, Math, Stromungslehre. 4
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13. Die Lagallyschen Formeln fiir die ebene Stromung mit
diskreten Singularititen.

Wir haben bereits in Abschnitt 6 den auf eine geschlossene Flache C
von der duBeren Fliissigkeit ausgeiibten Strémungsdruck berechnet und
stellen uns nunmehr die Aufgabe, die allgemeine Form des Kraftausdrucks

P =— gf(b-bndf— %vgndf) -+ @J‘n-divbdr — QJ[D rotv]dr (1)
E R R

auf die ebenen komplexen Koordinaten zu transformieren*. Wir haben
in diesem Falle statt der ins Unendliche wachsenden Kontrollkugel
einen unendlich langen, sdmtliche singulidren Stellen umschlieBenden
Zylinder K resp. einen Kreis als dessen Spur in der Ebene zu nehmen.
Dann wird die auf den Grundzylinder pro Langeneinheit ausgeiibte
Kraft

P = — Qf(U'UUdS— %vgnds>+QJ‘n~divbd0~QJ‘[nrotb]do, (2)
K R R

wo n wieder den Einheitsvektor in Richtung der duBleren Normalen
des Randelementes ds, ferner R das duBlere zwischen € und K gelegene
Fliissigkeitsgebiet und do dessen Elementarfliche bedeutet.

Setzen wir jetzt

b=ev, + €37y,

so wird
0V, v, <av, v )
[ C A i — LA Qe
e 9z By rotp =e 5z 3y 2ew,
[orotb] = 2¢, (v, w, — v, w,) + 2¢; (v, 0w, — v, w,)
dv 0 v,
— (e, +eyv) (G2 — ‘53,)
ferner
nds=e,dy — eydzx,
daher wird

(nn-n — ;van> ds = e, (vzdy — v v, dx)-} ¢, (v,v,dy — vy dzx)
1 2
— —2—(vi+ vy) (e, dy —e,dx).

Wenn wir nun komplexe Variable z = 2+ iy, W = @+ 1% und
(‘Zi—?’ =v, — 10, ferner den an der reellen Achse gespiegelten Kraft-

vektor P= P, — i P, einfithren, so tritt unter dem ersten Integral

V=

1Vgl. M. Lagally, Sitzungsberichte der Bayr. Akad. des Wiss., 1921, 8.221{.
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der Ausdruck auf

2@, —iv @z Fidy)=— |y — o) dy— v dv
+1 B(vi — vy)dx + fuxvydyJ.
Wir erhalten also fiir den Vektor P

P= ; ) fv dz—{—ofv Vbda—wgfv rot v do. (3)

K R
Wenn im #uBeren Flissigkeitsgebiet keine Quellen und Senken
und keine Wirbel vorkommen, verschwinden die beiden letzten Inte-
grale und die Gleichung geht in die einfachere, bereits von Blasius?!
gefundene Formel iiber.
Fir das Kraftmoment hat man zunichst

Mmoo — gf{[r b]-onds — é [tn] ”eds}

. 4
+91,{J [tv]-Fodo— o[ [t[vroto]]do. 4
R

Mit Einfiihrung komplexer GréBen findet man fiir das Moment
den reellen Teil des komplexen Ausdrucks

M-+ iN = —gfz_ﬂzdz—}—igfzﬁVbdo—%rrgfziigrotnido. (3)
& R R

Es kommt nun noch darauf an, die Ausdriicke fiir Pund M + N
in eine fiir die praktische Verwendung geeignete Gestalt zu bringen, im
besonderen fiir den Fall, daB in der Fliissigkeit nur diskrete Singulari-

titen vorhanden sind. Wenn wir annehmen, daf die Geschwindigkeit v
durch die Reihe

<
i
|
|

=yl St 2 (6)
dargestellt ist, so wird nach dem Residuensatz
fv?dz == dinma, T, l (1)
[otzdz = 20 (2a,v,+ a}) = dina, B, + 2inal. |
Ist ferner die Verteilung der Quellen und Wirbel bekannt, und be-
zeichnen wir die Quellpunkte (oder Senkenpunkte) mit z;, die Ergiebig-

keit mit q,, die Wirbelpunkte mit z; und die Zirkulation mit I";, so sind
die zugehorigen Potential- und Geschwindigkeitsanteile

— g 1 q /(1 2y >
Wy =g e —2),  B—g RS )
o I _ oI 1 i |
Wow gz, Bi= g g b ).

1 H. Blasius: Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik.
Z. Math. Phys. Bd. 58, S. 90—96. 1910.

4%
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Da in den Reihenentwickelungen fiir v die Glieder von der Ordnung
— 1 nur von den einfachen Quellen und Wirbeln herriihren, so wird
der Koeffizient a,

a

1:%(2%‘;#7:211)' (9)

Um das zweite und dritte Integral im Ausdruck fiir 2 und M 4 i N
zu berechnen, verteilt man die Ergiebigkeit der Quelle und die Wirbel-
stairke des Wirbels auf kleinen Kreisen J, mit dem Radius @ um die
Punkte 2, und 2;, dann wird an diesen Stellen

dive = —1—2—, ‘rot b | o= 2wz:£;_
Ta ' T a”
Zerlegt man wieder die Geschwindigkeit in zwei Teile 9y, + ¥¥ resp.
Vg; + V¥, von denen der erste von der im Kreise selbst vorhandenen
Quelle oder dem Wirbel, der zweite von den anderen Teilen herriihrt,

so wird z. B. fiir eine Quelle, da f vy, do wegen der symmetrischen Ver-

teilung aus dem Mittelpunkt versohwlndet
jv divvds = —qu‘v* do.
7a?
Jo Jl)

Entwickelt man #* im Mittelpunkt in eine nach Potenzen von z — zy,
fortschreitenden Reihe, so ergibt sich

f@*dcznazﬁM+a3("‘),
also, wenn a gegen Null konvergiert

lim [ divodo=qv¥. (10)
a=0J,

Ebenso wird
lim f’uwrotv\do—ljv* (11)
a=0J,

Es ergibt sich also
P=—2moayv, |0 g vf —ioX I}t (12)

Die beiden Summen im Ausdruck von a, sind iiber die ganze Ebene
mit Ausschluf des unendlich fernen Punktes zu erstrecken, d.h. also
auch iiber die Quellen und Wirbel, die bei der analytischen Fortsetzung
der Strémung im Inneren der Kontur auftreten (vgl. Abschnitt 24).

Da nun die Summe der Ergiebigkeit der im Innengebiet gelegenen
Quellen zu Null wird, wie die frither besprochenen Falle zeigen, so ge-
niigt es, >'q, fiir das AuBengebiet alleine zu bilden. Wenn wir ferner
die Zirkulation um die Kontur, d. h. die Summe der Zirkulationen der
inneren Wirbel (2,) mit I', bezeichnen, so konnen wir

“1:%(291;'_7’.2111_’.11) (13)
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setzen und jetzt beide Summen iiber das Aullengebiet A erstrecken.
Daher lautet der Kraftausdruck

P=—0(3q— 131, —il)% +e g —ie SL  (14)
der unmittelbar fiir, eine gegebene Stromung ausgewertet werden kann.
Fiir eine Doppelquelle wiirde man die Potential- und Geschwindig-

keitswerte
m 1 — m 1
W= ey " 2may
und die daraus resultierende weitere Gleichung
— .. dv*
J‘v divbdo = m —
dz
erhalten.
Wenn wir dieselben Umrechnungen fir den Momentenausdruck

vornehmen, so wird z. B.
Jzvdivodo = 3 z,q, 0% Jzvlrotp|do =z v*
e s i iy r 05)
a‘.’ :Z{ (2/ qkzk o Zé— Flzl - /LZICZC)
und schlieflich
M+iN=—o(Xg — i X'+ T)p l
—ovy( g2, -1 Yz, —i 31 2,
+eSuqv o Nuliv
Die in den folgenden Paragraphen fiir mehrere Falle durchgefiihrte
Berechnung der Stromungsdriicke wird sich im wesentlichen auf diese
grundlegenden Lagallyschen Formeln stiitzen.
Im allgemeinen instationiren Fall ist der Impulsdruck durch das

iber die Kontur und evtl. Hilfsflichen zu erstreckende Integral der
zeitlichen Anderung der Potentialfunktion zu bestimmen

B, = ant‘f@ndﬂ
Wenn man beriicksichtigt, dafl lings der Kontur
oW od  0® 9D
/A A TR T
wird, so laBt sich das entsprechende Integral auf die Form bringen

P),~ —iof%fas am

(16)

0

in der die Berechnung leicht durchgefiihrt werden kann?.

1 Koning, C.: BEinige Bemerkungen iiber nicht-stationire Strémungen an
Tragfliigeln, Proceedings of the I. intern. Congress fér appl. mechanics, Delft 1925,
S. 415.
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III. Stromungen um feste Korper.

14. Einfache Fille achsensymmetrischer Stromung.

1. Um einige fiir die Anwendung wichtige Strombilder zu gewinnen,
gehen wir von den einfachsten, in Abschnitt 9 eingefiihrten Elementen
aus und suchen die aus ihren zusammengesetzten Felder den Bediirf-
nissen der Anwendung anzupassen. Wenn wir z. B. eine in der z-Achse
gelegene Quelle und eine Senke von der Ergiebigkeit ¢ mit einer
parallel der z-Achse gerichteten Strémung verbinden, so erhalten wir
als Potentialfunktion

¢:v0zf~£(r_1~72), 1)

wo r; und 7, die von dem Quellen- resp. Senkenpunkt nach dem Auf-
punkt gezogenen Radienvektoren darstellen.

Um die Stromlinien in einer Ebene durch die z-Achse zu erhalten,
bestimmen wir den FluB durch die senkrecht zur Achse gelegte Kreis-
flache mit dem Radius ¢. Man erhilt dann

3 o
o
2nfd¥’= J.andg-vz :JZ nQde-5_ .
0 0
LiBt man die o-Achse etwa durch die Mitte zwischen Quelle und Senke

gehen, die den Abstand 2a voneinander haben, so ergibt sich aus (2)
wegen der Stromfunktion

. q ([24+a z—a

Y % 4:1( 3 rd
1 2 q (z+a ~~a> ;
V=5ue _47(*—71 T, )T (2)

oder mit Einfithrung der Winkel ¢, und #, zwischen Radienvektoren
und z-Achse ‘

V= ;—'vo 0 — ;iﬂ(cos 9, — cos9,) =c. (2a)

Das gesamte Stromfeld wird in zwei von der Parallelstrémung
und der Quell- resp. Senkenstrémung herriihrende Teile getrennt durch
eine ausgezeichnete, einhiillende Stromlinie, die geometrisch eine ein-
zige geschlossene ellipsenartige Kurve (16. Grades) darstellt mit der
aus (2a) zu gewinnenden Gleichung

Y, = —;—vo 0% — f; (eos ¥, — cosd,) = 0. (3)

Den allgemeinen Eindeutigkeitssiitzen zufolge kann man dann die
gesamte Strémung auch dadurch entstanden denken, dafl die geschlos-
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sene der Gleichung (3) entsprechende Rotationsfliche in das Feld
einer Parallelstromung gebracht wird (Abb. 21).

Da man leicht zwei Beziehungen zwischen der Léings- und Quer-
abmessung dieser Fliche und den Groflen ¢ und a aufstellen kann (in
den Punkten der g-Achse wird 7, = r,, in den achsialen Scheiteln wird
v, = 0), so hat man es in der Hand, eine gewisse erste Anpassung an
praktisch wichtige Formen, z. B. Luftschiffkérper vorzunehmen.

Betreffs der Konstruktion der Stromlinien ist noch folgendes be-
achtenswert. Die Parallelstromlinien lassen wir so aufeinanderfolgen,
daB durch den ringformigen Querschnitt, der durch Rotation der Ab-
standsstrecke Ap zweier aufeinanderfolgender Linien um die Achse ent-

' = A

=\ =

|

Abb. 21 Strémung um cine ovale Rotationsfliche (Quelle 4 Senke + Parallelstromung).

V)

steht, dieselbe Menge flieft. Die Abstinde der Stromlinien von der Achse
miissen sich also wie die Wurzeln aus den ganzen Zahlen 1, 2, 3. ..
erhalten.

Quelle und Senke geben fiir sich eine Stromlinienschar, die in der
Gleichung

Y, =cos ), — cosd, =c¢

enthalten sind. Damit ist eine sehr einfache Konstruktion angezeigt.
Man zeichnet durch Quelle und Senke je eine Schar von Strahlen, deren
Richtungskosinus nach arithmetischer Reihe wachsen oder abnehmen.
Die Schnittpunkte beider Strahlenbiischel sind dann Punkte der aus
Quelle und Senke zusammengesetzten Strémung, Ebenso hat man
auch die Zusammensetzung der Achsenstrémung mit der Quellsenken-
stromung vorzunehmen. Die Diagonalkurven des aus beiden Strom-
liniensystemen gebildeten Netzes sind identisch mit den um Hiill-
flaiche (3) sich bildenden Stromlinien einer aus dem Unendlichen
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mit der Geschwindigkeit v, kommenden stationdren Stromung. Diese
Linien sind dann die Bahnen der Fliissigkeitsteilchen. Dasselbe Strom-
bild, jedenfalls relativ zum Korper wiirden wir erhalten, wenn sich
dieser mit der Geschwindigkeit — v, in der im Unendlichen ruhenden
Flissigkeit bewegen wiirde. Nur hat man zu bedenken, daf} die Strom-
linien nun nicht die Bahnen der Teilchen sind. Das absolute Strom-
linienbild dagegen, d.h. das System der Linien, die in jedem Punkte
die Richtung der Geschwindigkeit des Flissigkeitsteilchens an der Stelle
angibt — mathematisch gesprochen, das System der Integralkurven
der Bahnlinien — erhélt man, wenn man von der relativen Strémung
die Parallelstromung wieder abzieht. Das ist aber gerade der aufler-
halb der Trennfliche gelegene Bereich der Quellsenkenstromung Es
ergibt sich also:

Die Quellsenkenstromung ist identisch mit dem abso-
luten Stromlinienbild des mit der Geschwindigkeit v,
gegen die im Unendlichen ruhende Flissigkeit bewegten
Zylinders. Die Absolutstromlinien, die im oberen Teile der Abb. 21
dargestellt sind, konnen auch als Kraftlinien des durch den positiven
und negativen magnetischen Pol — @ und + a bestimmten Magnet-
feldes angesehen werden. Man konnte geneigt sein, diese Bezeichnung
auch im Falle der Strémung beizubehalten?, da die Richtung dieser
Linien in der Tat mit der Richtung der anfinglichen Beschleunigung
iibereinstimmt, welche die Flissigkeitsteilchen annehmen, wenn der
Rotationskérper durch eine Kraft bewegt wird. Wird der Kérper durch
eine Momentankraft aus der Ruhe in die Bewegung iibergefiihrt, so
stimmt das Kraftfeld in bezug auf die Richtungen mit dem Geschwindig-
keitsfeld tiberein. Um daher eine Verwechselung zu vermeiden, wollen
wir statt Kraftlinien auch die Bezeichnung ,,Feldlinien” verwenden.

Die Konstruktion der Stromlinien vereinfacht sich in zwei Spezial-
fillen, die bereits seit langem bekannt sind2.

2. Wenn die Senke in die unmittelbare Nachbarschaft der Quelle
riickt, so geht die Potentialfunktion der Quellsenkenstromung iiber in

m cos I
47 2 7

— LA S PR

P = T 4a dz T 4= dz ™

wenn m das Moment der Doppelquelle bezeichnet. Fiir die kombinierte
Strémung haben wir

A 2 P )

s

! Vgl. z. B. Lanchester, F. W.: Aerodynamik. deutsch von Runge I S. 69ff.
?* Vgl. etwa Fuhrmann, G.: Theoretische und experimentelle Untersuchung
an Ballonmodellen, Gottingen, Dissertation, Berlin 1912.
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Die trennende Rotationsflache geht, wie die Formeln sofort zeigen,
in eine Kugel um den Anfangspunkt mit dem Radius

2aw,

iber (Abb. 22).
Fithrt man statt m den Radius R ein, so gehen die Ausdriicke iiber in

Fiir die Feldlinien

sin? 9
= konst = ¢

ergibt sich folgende einfache Konstruktion. Man zeichnet zunichst
eine Schar von Kreisen, welche die z-Achse im Doppelquellpunkt be-
g rithren und deren Durch-
messer wie die reziproken
Werte einer abnehmenden
arithmetischenReihec;c,...

zunehmen. Wenn P ein

i
a
Abb. 22. Stromung um eine Kugel (Doppelquelle Abb. 23. Konstruktion der Feld-
-+ Parallelstromung). linien einer Kugel.

Punkt eines solchen XKreises ist, so zieht man P senkrecht zum
Durchmesser nach dem Berithrungspunkt O mit der z-Achse und
macht OP' = 0@. Dann ist P’ ein Punkt der entsprechenden Kraft-
linie (Abb. 23).

3. Riickt zuniichst die Senke ins Unendliche und legen wir die
Quelle in den Anfangspunkt, so lauten die Potential- und Stromfunk-
tion der kombinierten Stromung

_ -9 _1 @2 4% 9
Q)—’IJOZ 4xr’ T—_QUOQ 4:tr+4n'

Die Trennungsfliche mit der sofort zu gewinnenden Gleichung

1 2 qz q
YerE—UOQ — A o1 =
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—_—
beginnt im Scheitelpunkt ¢ = 0, z, = — %—V;% und néhert sich mit

wachsendem z asymptotisch einem Kreiszylinder, dessen Radius g, aus
der Gleichung fiir den FluB im Unendlichen zu

_ q
Oy == v,

sich ergibt. Mit Benutzung dieses Wertes kann die Gleichung des Meridian-
schnitts der Trennungsflidche in eine iibersichtliche Form gebracht wer-
— _ den (Abb. 24).
— 4. Der Druck lings
der als starr zu den-
kenden Rotations-
fliche ¥, = 0 berech-
net sich in den be-
trachteten Fallen aus
der Geschwindigkeit
» und dem Druck p,
im Unendlichen nach
der  Bernoullischen
Beziehung. Wenn
man

Abb. 24, Stromung um einen Halbkdrper (Quelle + Parallel-
stromung). y

5% =P,

setzt, so erhdlt man fiir den Druckiiberschull gegeniiber der ungestérten
Strémung den Ausdruck

— v

it

wo das Geschwindigkeitsquadrat v2 = 9% - v nach den allgemeinen

Formeln aus den Grundfunktionen @ und ¥ zu entnehmen ist.

10 In den Scheitelpunkten der

Kurve haben wir also
P—Po=10,-

Die Punkte nennt man
auch Staupunkte und den
Druck p, Staudruck. Der
weitere Druckverlauf ist im
Falle 1 aus der Zeichnung
(Abb. 25) ersichtlich, in der ¢,
(fir py = 0) als Ordinate von
dem zum Kurvenpunkt ge-
hérigen Aehsenpunkt aus aufgetragen ist. Die Druckkurve fillt von
der Staustelle sehr rasch ab und geht zwischen Scheitel und Quellpunkt

95

Cp=1

Abb. 25. Druckverlauf an einem Rotationskorper,
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durch Null, um nun bis zum entsprechenden Punkt auf der anderen
Seite der z-Achse negativ zu bleiben. Im Gebiete des Unterdrucks
sind zwei Maxima zu beiden Seiten der z-Achse, die leicht berechnet
werden koénnen.

Im Falle der Kugel (¢ = 0) fallen die drei Extremwerte des Unter-
drucks in einem einzigen zusammen.

Die Druckkurve des Halbkérpers geht fiir r = 2, V% 2= % durch

Null und hat ein Minimum an den Stellen 7 = z_ V8, 2= — i;ig von
der Grofle
PP !
“7 T 3

Fiir wachsende Werte von z vermindert sich der Wert ¢,,, um sich im
Unendlichen asymptotisch der Null zu nidhern (Abb. 26). In allen den
Fillen ergibt sich aus frither angestell-
ten allgemeinen Erwégungen oder aus
Symmetriebetrachtungen, daf sich alle
Druckkrifte das Gleichgewicht halten,
daB also keine Kraft erforderlich ist,
um den von der Hiillfliche begrenzten
Kérper in der strémenden Fliissigkeit
festzuhalten, resp. dal der in der Fliis-
sigkeit bewegte Korper keinen Wider-
stand erfahrt. Ubrigens hat die zu-
letzt betrachtete Halbkérperform eine
interessante Verwendung gefunden bei Abb. 26. Ver‘;‘;ﬁ&ﬁsrﬁgﬁ ckes an einem
den MeBinstrumenten zur Frmitt-
lung des Druckes und der Stromungsgeschwindigkeit, den sog. Pitot-
rohren?.

Diese Verwendung ist in dem Bediirfnis begriindet, die durch Ein-
filhrung des Instrumentes in das zu untersuchende Stromungsfeld
verursachte Stérung, namentlich die Wirbelung auf ein Minimum zu
reduzieren. Die Messung selbst beruht auf der Beobachtung des Druck-
unterschiedes an der stauenden Spitze und an einem Punkte P der
glatten Zylinderwandung des mit der Achse in die Stromungsrichtung
gestellten MeBrohres. In einem Abstande gleich dem 3-fachen Durch-
messer des Rohres (d.h. der Dicke des Halbkérpers im Unendlichen)
betrigt der Unterdruck an der Wand nur 2% der Geschwindigkeits-
héhe. Um die Beobachtung vornehmen zu konnen, wird das Staurohr

1 Kumbruch, H.: Messung stromender Luft mittels Staugeriten, Forschungs-
arbeiten aus dem Gebiete des Ingenieurwesens. Berlin 1921.
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von zwei in § und P beginnenden Kanilen durchbohrt, deren recht-
winkelig zur Achsenrichtung umgebogene Enden mit den Armen eines
Manometers in Verbindung stehen
7 (Abb. 27). Der gemessene Druck-
unterschied gibt dann bei entspre-
chender Lage von P mit ziemlicher
(M Genauigkeit die Geschwindigkeits-
hohe der Stromung. Die weitere Ver-
wendung des Staurohres, sowie die
e > T~ Einzelheiten der Formgebungkénnen

- e " . -
Abb. 27. Praudtliches Staurohr. hier nicht beSPrOChen werden.

N

15. Zusammengesetzte Fille.

1. Nach der Behandlung des Falles einer einfachen Quelle und Senke
in einer Parallelstrémung liegt es nahe, die Methode besonders im Hin-
blick auf die Gewinnung neuer Grenzformen fiir die Strémung dahin zu
erweitern, dafl man die Punktquelle zu einer streckenartig verteilten
Quelle sich ausdehnen 146t. Nehmen wir an, da8 die Ergiebigkeit lings
der etwa im Nullpunkt beginnenden Strecke verdnderlich ist, so kén-
nen wir mit f; ({) d{ die Stirke einer Elementarquelle auf der Strecke
im Abstand { vom Anfangspunkt ansetzen und haben dann fiir die
Gesamtergiebigkeit, wenn a die Lénge der Strecke ist

g ~J'af(5)d;‘. (1)

Die Ausdriicke fiir die Potentialfunktion @ und die Stromfunktion ¥
ergeben sich, wenn wir die fritheren Formeln fiir das Quellelement auf-
stellen und dann iiber die ganze Strecke integrieren. So ergibt sich fiir
das Potential im Punkte (z, )

i frea
o L[, @)
0,
wo
r=1e -0+ ¢

zu setzen ist. Die entsprechende Stromfunktion wird

I(Z—C)fi)dsede aads do. )

2. Nehmen wir z. B. eine Quellstrecke an, deren Ergiebigkeit gleich-
méBig verteilt sein moge, und nennen wir die Gesamtergiebigkeit wieder
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g, so erhalten wir mit Einfithrung des Winkels ¢ oder der Substitution

-~ _odd
=z—gotgd, dgucos“z‘}'
das Potential
19/’
tg--
4 [4¥ _ q 2 9
P emi— 178 T T T @%@

wenn ¢ und 9’ resp. @y, @y die auf die Endpunkte der Strecke
bezogenen Werte des Winkels? resp. der Kugelfunktion @y bezeichnen.
Wegen

,9,” . 0,4_1911 . ﬁll_ﬂl R
gy T g
tg ﬁ a sin ﬂii”— 8in v N [ « sin L (9" — 9"
2 2 2 2
kann man aber setzen
{ Y+ra
D g T (4a)

Cdxa L —a
Man sieht also, dalBl die Potentialflichen Rotations-
ellipsoide mit den Endpunkten der Quellstrecke als Brenn-
punkten sind.
Die Stromfunktion ¥ wird

a a

w1 f(z—;‘)d: q J'cosﬁd:‘/‘

4za r 4xa sin? /)
4] 0

— (0" — 1) o= L PY—r Py tc.

T 47a

Setzen wir fest, dal ¥ aut der negativen z-Achse verschwinde, so

wird ¢ = — 1 also
47
_ q B QA
Y = 4——na(a Ly’ — "
- __i 7;7 7, "T,,| _
o 4n<1 3 a / (5)

Die Flachen ¥ =konst,
sind also, wie vorauszu-
sehen war, konfokale Ro.
tationshyperboloide, wel-
che die Flichen ® =konst senkrecht durchschneiden.

Kombiniert man diese Quellstromung mit einer Parallelstrémung,
Y = 3§ vo0% so erhilt die meridiane Grenzlinie der einhiillenden Fliche
ein gegeniiber dem ersten Fall mehr zugespitztes Ende (vgl. Abb. 28).

Abb. 28, Quelistrecke in einer Parallelstromung.
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3. Wenn die Stirke der Quellstrecke linear zunimmt, mit dem

Werte Null beginnend, so erhélt man mit f({) = 2q¢ fiir das Poten-

a2
tial den Ausdruck

a
q [¢dé g [ 9, e 7
2matd 7 2 a? [( zlnetg s+ 51,

0 (6)

q ! Q/ 1 Q” 9//
2 7 a? (" h—r" G o)
und fiir die entsprechende Stromfunktion.

¥mg [T = a3

T 2na? r T 2mat 2

q ’ 1 1y vz 7/ /9 ’ . (7)
:m{—af + 5@ — Q) —r (Qz*Qo)]}‘*‘ ¢

wo die Kugelfunktionen 2. Art @,@, @, gemal der allgemeinen Re-
kursionsformel

m+1D)@ur1=02n+1)cos?Qp—nQy_1

voneinander abhiéngen. Auf die Diskussion der entsprechenden Stro-
mung wollen wir hier jedoch nicht weiter eingehen.

4. Wenn man nun eine beliebige lings der z-Achse angeordnete Quelle
mit bestimmtem Verteilungsgesetz fiir die Intensitdt mit einer axialen
Senke von insgesamt entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit im Felde
einer Parallelstromung vereinigt, so erhilt man wieder zwei Stromungs-
gebiete, die durch eine geschlossene Rotationsflache voneinander getrennt
sind, und es gelingt, durch passende Wahl der Quell- und Senkenanord-
nung diese als Grenze eines Rotationskorpers aufzufassende Fliche mit
bestimmten Vorkommnissen der Praxis in Einklang zu bringen. Bei den
von G. Fuhrmann in seiner Dissertation aufgebauten Formen, die
Luftschiffkorpern angepaBt sind, wurden Punktquellen und Quell-
resp. Senkstrecken mit gleichméBiger und linear wachsender resp. ab-
nehmender Intensitit so kombiniert, daf der Anfangspunkt der Senke
mit dem Endpunkt der Quelle zusammentfiel. Wir legen etwa den un-
mittelbar nach den gegebenen Formeln konstruktiv und rechnerisch
leicht zu behandelnden Fall IT zugrunde, bei dem die Fliissigkeit aus
einer Punktquelle kommt und in eine gleichmiBige Streckensenke
miindet. Das System der Feldlinien in der Meridianebene ergibt sich
dann einfach entsprechend der Darstellung

I I A s

Tﬁ“ln[?‘_]— a ] (8)
durch Uberlagerung zweier einfacher Kurvenscharen, der Quellinien
vom Ursprung aus, die nach dem oben dargelegten cos-Gesetz aufein-
anderfolgen und der Schar der Hyperbeln, welche die Endpunkte der
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Strecke zu Brennpunkten haben und auf ibr in gleichen Abstdnden
aufeinanderfolgen (vgl. Abb. 29).

Die durch Verbindung mit einer Parallelstrémung entstehende
Rotationsfliche
o) =o0 (9)

1 z
IP@Z”"Z*UOQ T 4oty a /

hat einen abgerundeten Kopf und ein allméhlich sich verjiingendes
Ende (vgl. Abb. 29). Die Absténde der beiden Endpunkte (Staupunkte
der Strémung)

M

Abb. 29, Stromung um einen Luftschiffkorper (Punktquelle + Streckensenke 4- Parallelstromung).

vom Nullpunkt berechnen sich, wie man leicht feststellt, aus den Glei-

chungen .
8t r2g — L2 (10)

4w,

Man sieht auch, daB der hintere Scheitelpunkt des Umdrehungs-
korpers (den negativen Seiten auf der linken Seite der Gleichung ent-
sprechend) in die Néhe des End-

punktes der Senkenstrecke fillt. ZZ:
Auf die Druckverteilung, die ,{;

nach derselben Methode zu be- 2}

rechnen ist, wie wir es oben 05
beim Oval durchgefiihrt haben Zﬁ
(Abb. 30), werden wir nach Be- %4
sprechung einer weiteren Ver- o
allgemeinerung zuriickkommen. _,;

5. Fir die praktische An- % -,\ 1
wendung ist es wichtig, die Strs- -0 ¥ .

mungsverhéltnisse in der Um- Abb. 30. Druckverlauf an einem Luftschiffkdrper
(nach Fuhrmann).

gebung eines gegebenen Rota- -~ .- Rechnung --—-—-—-- Messung.
tionskorpers, also etwa eines von

Gondel, Flossen und Ruder befreit gedachten Luftschiffes mit vor-
geschriebenem Meridianschnitt, aufzufinden. Nach den Existenzsétzen
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der Hydrodynamik muf} jeder Rotationsfliche eine auf der z-Achse
gelegene Quell- und Senkenverteilung eindeutig zugeordnet sein. Man
kann sich die Aufgabe dadurch erleichtern, daB man statt der im
allgemeinen stetig ausfallenden Verteilung eine stufenweise kon-
stante Quellenbelegung zugrunde legt, ferner die Berechnung fiir den
vorderen, im wesentlichen von dem Quellsystem und dem hinteren,
wesentlich nur von dem Senkensystem abhingigen Teil des Schiffes
getrennt durchfiihrt. Man erhédlt dann, wie v. Karman?! gezeigt hat,
tiir die Ergiebigkeitswerte der Quell- und Senkenstufen je eine Anzahl
von Gleichungen, die in verhdltnisméafig einfacher Weise gelést werden
kénnen.

Wenn man diese Ergiebigkeitswerte und die Abstinde des Auf-
punktes von den Endpunkten der i-ten Quellstrecke mit g; resp. 7]
und 7§ bezeichnet, ferner die konstante Liange dieser Strecken a nennt,
80 hat man nach Abschnitt 15 als Stromfunktion der Gesamtstrémung

n
v 0° 9% ri—r 2’)
vong- S22, "

i=
¥ = 0 liefert dann die Achse in Verbindung mit der Hiillkurve. Um die
Ubereinstimmung dieser Hiillkurve mit dem Meridianschnitt des Luft-
schiffes zum Ausdruck zu bringen, denkt man sich durch die Mitte der
Achsenstrecken senkrecht zur Achse Schnitte gelegt, die auf der Hiill-
tlache dquidistante Ringe mit den Radien g; bestimmen. Sind dann 7},
und 7}, die Léinge der Fahrstrahlen von den Endpunkten der i-ten
Quellstrec kenach einem Randpunkt am k-ten Ring, setzt man ferner

9 . rhe—rlh
2vona2_Zi’ 1= =y,

so lefert die Bedingung ¥ = 0 fiir » Quellstrecken und % Randpunkte
die Gleichungen

611Z1+021Z2+"'+cn1zn:<%>2
g e o).

a

(12)

Die Koeffizienten ¢;; néhern sich, wenn % und 7 stark verschieden sind,
den Werten 2 oder 0, je nachdem der Ring rechts oder links von der
i-ten Strecke liegt. Nur wenn % und ¢ sich wenig voneinander unter-
scheiden, weicht der Koeffizient wesentlich von 2 oder 0 ab. Fiir s =k
ergibt sich

€= Cpp=1.

! Karman, Th. v.: Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkdrpern,
Abhandlungen aus dem aerodynamischen Institut der techn. Hochschule Aachen.
Heft 7, S.3—17. Berlin: Julius Springer 1927,
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In der Abb.31 und 38 haben wir die auf die Hillenform des
Zeppelinschen Luftschiffes Z R ITT beziiglichen Verhéltnisse, also vor
allem die Diagramme der Quell- und Senkenverteilung und den Druck-
verlauf nach den 10

Berechnungen von 49
Th. v. Karman und %[
W. Klemperer wie- Z;-ﬁ
dergegeben. Wennman 45
nur die Quellen be- g¢ \
riicksichtigen wiirde, 49 I

80 wiirde sich ein Halb- Z’j {HE 1 A_
korper ergeben, dessen || § | A

im Unendlichen er- -gfl~
reichter ~ Halbmesser -02
nach Abschn. 14, wegen ﬁ ‘ ]

J

L 1]
o 80 760 O 720 100 80 60 40 20
2 __ 2
0®=2a E Z,
Abb. 31. Druckverlauf am Luftschiffkdrper (ZR IIT)
1 (nach v. Xarman u. Klemperer).
== E q; (13) --—rm—— Rechnung, — — — — Messung.
7

den Wert p = 13,88 m hat. Der grofite Halbmesser des Schiffsmodells
ist dagegen 13,76 m.
Fiir die Druckverteilung haben wir
P=Po_y_ 1’;
Ds Yo

Y
Yo

n
mit v [1 — 5‘;—; 2 Z,(sin ¥ — sin 1%)}2 (14)
i=1

2

on
+ ‘1% L:Z]Y 7, (cos 9 — cos %)

Die theoretische Druckkurve beginnt mit dem zum Staupunkte ge-
horigen Werte 1, sinkt dann steil zu negativen Werten herab, deren
Maximum etwas vor dem grofiten Querschnitt liegt, und erhebt sich von
da zunéichst langsam entsprechend der allméahlichen Verjingung des
Profils, um schlieflich wieder auf den positiven Staudruck anzusteigen.
Wie im vorhergehenden Fall ergibt sich aus allgemeinen Sétzen (Ab-
schnitt 12), dafl trotz der unsymmetrischen Verteilung die Resultierende
der Druckkréfte in der achsialen Richtung verschwindet.

16. Physikalische Vorginge. Resultate der Messung.

Man sieht aus den Abbildungen 31 u. 32, in der die Resultate der
Theorie und des Versuchs vereinigt sind, dafi der theoretische Druck-
verlauf im vorderen Teile, wo es sich um die Umsetzung von Druck in

Miiller, Math. Stromungslehre. 5
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Geschwindigkeit handelt, von dem wirklichen Verlauf nur wenig ab-
weicht, daB dagegen im Gebiet des Hinterendes in Wirklichkeit entgegen
der Theorie nur eine unvollkommene Riickverwandlung der kinetischen
Energie eintritt. Um dieses Verhalten der Stromung zu erkliaren, muf3
man nach L. Prandt]! zwei zunichst verschiedene Eigenschaften der
Flissigkeit beriicksichtigen, die innere Reibung und das Haften an
festen Winden und Korperoberflichen. Die Reibung in der freien
Flissigkeit ist, wie bereits betont, auBlerordentlich gering und kénnte
fir sich keine wesentliche Abweichung des Stréomungsfeldes von den
Gesetzen der Potentialtheorie hervorrufen. Da aber in unmittelbarer
Nahe des Korpers infolge des Haftens ein hohes Geschwindigkeitsgefille
eintritt, d. h. ein Anwachsen der Geschwindigkeit auf einer sehr kurzen
Strecke (der sog. Dicke der Reibungsschicht) vom Werte Null bis auf den
normalen, etwa fiir die Potentialstrémung giiltigen Wert (Abb. 32), so
werden hier die Reibungskrifte in merkbarer Weise in Wirksamkeit
treten. Wesentlich ist allerdings der Unterschied der Reibungswirkung

v bei Druckabfall und bei Druckanstieg. Wahrend im
_:I vorderen Teil keine wesentliche Stérung des stationidren

, Charakters der Strémung sichtbar ist, wird das
,,Grenzschichtmaterial“ im hinteren Gebiet des Koér-
pers, ebenso wie in einer divergenten Stromung durch

einen Diffusor, durch die bremsende Wirkung der
s‘:ﬁ};’hﬁ}agﬂ% Zahigkeitskrifte soviel an seiner Wucht einbiiBen,
der Geschwindigkelt. a3 e nicht mehr in das Gebiet des hoheren Druckes,
der sich im Augenblick des Anfahrens im Sinne der Potentialtheorie
ausbildet, einzudringen vermag, vielmehr durch eine Riickstrémung von
der Kérperoberfliche abgedrangt wird und in Form von Wirbeln in die
freie Fliissigkeit tritt. Diese Ablosung hat weiter eine Anderung des
Strémungsverlaufes zur Folge, die vor allem in einer Verminderung des
hinteren Druckes d. h. in einer iiberschiissigen, in der Richtung der An-
stromung fallenden Kraft oder einer Widerstandskraft fiir den bewegten
Korper sich auspragt.
Eine genaue Verfolgung des Ablésungsvorganges, auf die in diesem
Zusammenhang verzichtet werden muf, hitte anzukniipfen an die Diffe-
rentialgleichung der zahen Fliissigkeit fiir das Gebiet der Reibungsschicht

efl—f=~l7p+ﬂl72b, (1)

in der nun das Reibungsglied gegeniiber den Tragheitsgliedern nicht
vernachlissigt werden darf2),

1 L. Prandtl, Verhandlungen des III. intern. Math.-Kongresses Heidelberg
1904, Leipzig 1905, S. 484.

2 Vgl. H. Blasius, Dissert. Géttingen 1907; K. Pohlhausen, Z.ang. Mat.
Mech. Bd. 1, S. 361. 1921.
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Man kann aber die Betrachtung noch nach einer anderen Richtung
erginzen. Wenn man den Stokeschen Lehrsatz auf ein in der Meridian-
ebene des Rotationskoérpers liegendes kleines Rechteck anwendet, dessen
zwei lange Seiten etwa auf der Endfliche der Grenzschicht und auf der
Berandung liegen, so erhélt man einen nicht verschwindenden Wert

ar
fvds=vds=dlI; v="". (2)

Man sieht also, daf innerhalb der Grenzschicht an jeder Stelle die
Bedingung fiir das Vorhandensein eines elementaren Wirbels erfiillt
ist, dessen Stérke der Stromungsgeschwindigkeit proportional ist, und
daB man diese Schicht bereits vor der Ablésung als eine dem Kérper
aufliegende Wirbelschicht aufzufassen berechtigt ist, wenn man die
Giiltigkeit der Grundgesetze voraussetzt. In unserem achsensymme-
trischen Fall wiirde sich die Schicht also aus einer dichten Folge von
kreisférmigen Wirbelringen zusammensetzen, die sich wie Schlauche
langs des Profils abwilzen mit einer Geschwindigkeit, die halb so grof§
ist, wie die Potentialstromgeschwindigkeit in den Grenzpunkten. Diese
laminare Wialzwirbelzone in unmittelbarer Nachbarschaft des Koér-
pers geht von einer bestimmten, von der Reynoldschen Zahl ab-
hingigen Ablésungsstelle in die turbulente Wirbelzone iiber, die
in die dem Korper nachfolgende Wirbelschleppe ausléduft.

Um den Widerstand, der vor allem als Aquivalent der in diesem
Gebiet auftretenden und in Wéarme iibergehenden Energie erscheint,
zu verringern, mufl man vor allem darauf bedacht sein, die Gestalt
des Hindernisses so zu wihlen, dafl der Druckanstieg pro Léngenein-
heit moglichst klein wird und die mitreiBende Kraft der duleren Stro-
mung sich giinstig betétigen kann. Das wird namentlich durch die
»»stromlinienférmige** Ausbildung d. h. durch eine Verléngerung und all-
méhliche Verjiingung des Hindernisses erreicht, wie sie etwa in unseren
beiden letzten Beispielen verwirklicht erscheint. Um dies zu zeigen,
konnen wir etwa den Widerstand des Fuhrmannschen Luftschiffs-
modells IT mit dem einer Kugel vergleichen.

Im allgemeinen pflegt man den Quotienten der Widerstandskraft
und des Produktes aus dem grofiten Querschnitt (des Rotationskorpers),
dem Geschwindigkeitsquadrat und der Fliissigkeitsdichte als Beiwert
zu benutzen. So hat man z. B. fiir die Kugel mit dem Radius

P, —cynrvg.
Bei Luftschiffen ist es vorteilhaft, die Volumeneinheit des Modells

J=mn{0dz
einzufithren und den Widerstand durch einen Beiwert ¢’ nach der Formel
szgc'J%v?, (3)

5*
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zu charakterisieren!. Er setzt sich zusammen aus dem Formwiderstand
mit dem Beiwert ¢,’, der sich als Resultierende aller Oberflachendriicke
darstellt und dem von der Hautreibung herriihrenden Bestandteil c,.
Bei den von Fuhrmann benutzten Modellen war J = 0,0692 m3.
Es ergab sich dann fiir das in Abb. 30 dargestellte Modell IT der Wert

¢y = 0,0106.
Der Beiwert fiir den Gesamtwiderstand war
bei der Windgeschwindigkeit v,= 5 m/sek zu ¢’ = ¢; + ¢; = 0,0216,
vo=10m/sek zu ¢’ = 0,0201
gemessen.

Fiir eine Kugel von demselben Volumen, also einem Radius r =

25,5 cm ergeben sich nach den Gottinger Messungen bei denselben
2uy 1

Geschwindigkeiten, die etwa den Reynoldschen Zahlen R =

=1,8-10% und R = 3,6-105 entsprechen, die gleichbezogenen, wesent-
lich groBeren Beiwerte

Rl [T T T T I[[]]

o ¢ =0,156, ¢ =0,082.

056\ —\Ellppsoids:{p .

ot - ~ Man sieht ferner, daB

048 Higelfr . der Widerstand  bei

ous —— AN einer Vergroflerung der

440 AN Reynoldschen Zahl sich

036 i . :

ol | Ellioseigo4 im allgemeinen ver-
N .

028 ! \\ ringert. Der Unter-

o f//"”\” 0519 \ \\ schied der Widerstands-

920 \ = schwankung bei den

z'Z Ellfpsold 4N N verschiedenen Kérper-

. aa—‘”;; N N1 formen tritt deutlich

4 Tode

2,04 —2:8 — aus der Abb. 33 her-

T 7.7 5755 vor, in der die auf den

v

Hauptspantquerschnitt
bb. 33. Widerstandsbeiwerte in Abhingigkei :
A iders aﬁe;ngllg:é.hi l11nZall;)ll-mnglgkelt von der bez ogenen Beiwerte ¢

fir eine Kugel, drei
Ellipsoide, ein Ballonmodell und eine Scheibe in Abhéngigkeit von B
dargestellt sind.

Es zeigt sich, dal der Bereich der sog. kritischen Reynoldschen Zah-
len, in dem der Widerstandswert einen starken Abfall erfahrt, bei ver-
lingerten Korpern tiefer liegt als bei verkiirzten und daBl auch die
Schwankung des Widerstandes oder der Unterschied auf beiden Seiten
der kritischen Kennzahl im ersteren Falle geringer ausfillt. Allgemein
ist das verschiedene Verhalten beiderseits des kritischen Wertes von R in

1 L. Prandtl, Z. Flugtechn. 1910. 8. 159.
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einer physikalischen Verinderung des Strémungsverlaufes begriindet,
die besonders darin besteht, dal die laminare Grenzschichtstrémung
nach Erreichung einer bestimmten Geschwindigkeit in eine turbulente
umschlagt, wahrend die Ablosungsstelle weiter nach hinten riickt und
infolgedessen auch das nunmehr typisch turbulente und nicht mehr
aus geordneten Wirbelgebilden bestehende Gebiet hinter dem Korper
sich verkleinert. Je langer der Korper ist, desto grofer wird die kri-
tische Strecke zwischen der Stelle grofter Geschwindigkeit und der Ab-
lésung und bei desto kleineren Geschwindigkeiten wird die Turbulenz
zu erwarten sein.

Wenn man die Langenabmessung in Richtung der Strémung gegen-
iiber dem Falle der Kugel noch weiter verkleinert, so wird die Moglich-
keit einer Verschiebung der Abldsungsstelle immer geringer. Das
dullerste Extrem der Verkiirzung zeigt die kreistérmige Scheibe, die den-
selben groBen Widerstandswert ¢ ~ 1,1 fast unverindert beibehilt,
wenn man Radius und Geschwindigkeit wechselt.

17. Querstromung um Rotationskorper.

1. Durch eine wohl zuerst von Th. v. Karman?! angegebene Er-
weiterung der Rankineschen Quellsenkenmethode gelingt es, auch die
quergerichtete Anstrémung eines Rotationskérpers mathematisch zu
konstruieren. Aligemein kann die Querstrémung um einen Rotations-
korper als Uberlagerung einer etwa entgegengesetzt der ax-Achse ge-
richteten Parallelstrémung mit einer aus einem System von Doppel-
quellen kommenden Stromung angesehen werden, die auf der z-Achse
liegen und nach der z-Richtung orientiert sind. Wenn wir die sphéri-
schen Koordinaten r, ¢, ¢ einfithren und den Radiusvektor in der xy-
Ebene mit g bezeichnen, so haben wir als Potential einer Doppelquelle
im Ursprung, d. h. eines Systems einer Quelle und einer unendlich be-
nachbarten Senke, dessen Achse in die z-Richtung fallt und dessen
Starke m ist, nach Abschn. 9

m,é,sin3 Peosg . (1)

& — s

m
1 47

sind cos @ = —

Fugt man diesem Potential die Parallelstromung
D, = — vy, 008 P (2)

hinzu, so erhdlt man die bereits bekannte Umstromung einer Kugel,
deren Mittelpunkt mit der Doppelquelle zusammenféllt. Man sieht
gleichzeitig, dall die Verbindung der Parallelstromung (2) mit einer

1 Th. v. Karman, Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkérpern,
Abhandlungen aus dem aerodyn. Institut der techn. Hochschule Aachen, Heft 7,
S. 3—17. Berlin 1927.
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Strémung aus einer beliebigen diskreten oder stetigen Folge von Dop-
pelquellen von der Art (1) einem Potential von der Form entspricht

D =[F(r,¥) — v, rsin?]cos @, (3)

daf} also cos ¢ als Faktor erscheint. Aus den Ausdriicken fiir die Kom-
ponenten der Stromungsgeschwindigkeit (Abschnitt 8)

vr=?£:<2—§~v0msinﬂ> cos @
109 10F
Vo= = (755— UOEcosﬁ> cos ¢ (4)
SRS N T RS S
?  reinddeg rsing 0w P

ergibt sich, dafl das Verhéltnis 7-;2 vom Winkel ¢ unabhingig ist, d. h.

in allen Ebenen durch die z-Achse denselben Verlauf zeigt. Wenn man
also in der Ebene mit ¢ = 6, in der die zur Ebene lotrechte Komponente
v,, verschwindet, eine Hiillkurve der Strémung erhilt, so ist diese
die Meridiankurve einer Rotationsfliche, die als Grenze der
dulleren Strémung zu gelten hat. Es wird also vor allem darauf
ankommen, die Verhéltnisse in dieser Ebene, d. h. die entsprechenden
Schnitte mit den Potentialflichen und das Feld der dazu orthogonal
verlaufenden Stromlinien zu studieren. Die Gesamtschar der Potential-
linien bleibt in allen durch die z-Achse gehenden Ebenen erhalten; nur
die Zuordnung ist derartig, dafl die Kurve @ =c¢ in der zu ¢ =0
¢
COB @ .

gehorenden Ebene mit der Kurve @ = ¢’ = in der Ebene ¢ = ¢’

derselben Flidche angehort.

2. Um nun mdoglichst gangbare Umdrehungskérper und einfache For-
meln zu erhalten, gehen wir von einer kontinuierlichen Verteilung von
Doppelquellen oder Quellsenken auf der Achse aus. Wenn wir z. B.
eine vom Punkte 4’ bis zum Punkte A" reichende Strecke der z-Achse
mit einer dichten Folge von Doppelquellen konstanter Stirke belegen
und die Belegungsstirke pro Léngeneinheit mit g bezeichnen, so wird
das entsprechende Potential

¢1=—-—@icostpfsmﬁd§ (5)

4z r?

wenn ¢ den Winkel zwischen dem Fahrstrahl eines Punktes z = ¢ der
Quellstrecke nach dem Aufpunkt und der z-Achse bezeichnet. Mit
dé
z—{=gotgd;  dl=15,
ergibt sich, wenn die Polarwinkel nach den Endpunkten der Strecke §'
und 9"’ heiflen,

b, = — 45—9 cos ¢fsin Vdd = Zgé cos @ (cos " — cos¥).  (6)

o =rsind
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Wenn die ganze z-Achse von — o0 bis + © mit Doppelquellen
belegt ist (§' = 0, 4" = &), so wird

In Verbindung mit der Parallelstrémung in der negativen x-Rich-
tung erhélt man das Potential

D= — <”ow9 %—ﬁ—é)coszp, (7)

aus dem sich die Geschwindigkeitskomponente in der g-Richtung
ergibt

_ LM
V= — 2y, + zﬂ—gé> cos @ .

Wenn man v, = 0 setzt, so sieht man, daB die resultierende Stro-
mung eine quergerichtete Anstromung des Kreiszylinders mit dem
Radius

o=}y (%)
darstellt. .
Fiir eine von z = 0 bis z = o reichende Doppelquellstrecke ergibt
sich das Potential

D, = — ;o (1 4 cos ) cos g (9)

wenn ¥ sich wieder auf den vom Anfangspunkt ausgehenden Radius-
vektor bezieht.

Fir die Schnittkurven der Potentialflichen @, = ¢ mit der Ebene
@ == 0 haben wir die Gleichungsformen

_m e D M P
Q= g,,008" 53 r—‘i;;cctgz, (10)

die eine einfache Konstruktion anzeigen!. Die Parallele zur z-Achse im
Abstand ﬁ‘c schneidet die Halbierungslinie des Winkels & in einem
Punkt @, dessen Abszisse dem Radiusvektor des Kurvenpunktes P
gleich ist (Abb. 34). Aus dem Ausdruck fiir den tg des Winkels zwischen
Radiusvektor und Tangente
rdd
dr
erhélt man ferner eine einfache Tangentenkonstruktion fiir die Poten-
tiallinien. Wie sich aus den Formeln und der Zeichnung ergibt, haben
die Kurven im Anfangspunkt eine gemeinsame Singularitdt und Asymp-

— — sind (11)

toten parallel zur z-Achse im Abstand Q%c .

1 Die Kurven gehoren zu den sog. Sektrix-Kurven, vgl. G. Loria, Spezielle alge-
braische und transzendente Kurven, I. Teil, Leipzig 1910, S. 409.
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Fiir die Schar der Stromlinien in ¢ = 0 haben wir die Differential-
gleichung

rdd 1
dr  sind
mit der Lésung
r=c e cs?, (12)

Die entsprechenden Kurven (von denen einige in der Abbildung strich-
punktiert sind) haben einen kreisartig-geschlossenen Verlauf. Verbin-
det man die Strémung (9) mit der bereits oben benutzten Parallelstromung,
so kommt

b= — [UOmQ+$(1+COSﬂ)} cos @, (18)

Abb. 34. Potentialschnitte einer halbunendlichen Doppelquellstrecke.

woraus sich die Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit ergeben.

[ u (I+o0sd) . :|
Y= {47:7‘2 sing Yoz sin 9| cos ¢

oo

[ w (1+cosdh)

V9= irm g — Yos cos | cos @ (14)
[ w (I4ocosd ] .

o= |grn Sy Yo inp-

Die Flussigkeitsbewegung ist mit der senkrechten Um-
stromung eines Umdrehungskérpers (Halbkérpers) iden-
tisch, der auf der einen Seite geschlossen ist und in der
positiven z-Richtung im Unendlichen in den Kreiszylinder
mit dem Radius der Formel (8) iibergeht. Fiir die Meridiankur-
ven in der xz-Ebene, sowie fiir das System der Stromlinien in ¢ =0
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haben wir mit
H 2

40y,

die Differentialgleichung
rd® wvs  b*—ricosd(l—cosd)

dr T v, sind[6% — 72 (1 — cos 9)] (15)
die mit cos 9§ = ¥ sich in die Form
rdy b2 —r2p» (1 —9) (15a)

Tdr TRl —v)

setzen 1aBt. In der Abb. 35 ist das System der Potentialschnitte (eine

A

-6
-3
-8
Abb. 35. Querstromung gegen einen Rotationshalbkorper (Potentialschnitte und Stromlinien in
der Ebene ¢ = 0).

Schar von Kurven 8. Ordnung) und der orthogonalen Trajektorien zur
Anschauung gebracht. Aus der Gleichung

04
2
vos g 2 0). :ﬂz
b2 o 2
schlieBt man, daB die Potentialschnitte mit ¢2 > 862 aus zwei, im Un-
endlichen zusammenhingenden Zweigen mit im Ganzen drei Asymp-
toten parallel der z-Achse bestehen. Fiir ¢2 = 852 riicken zwei der
Asymptoten zusammen, und zwar in die Geraden ¢ = == b V2, die
zugleich die Asymptoten der Meridianlinie des Halbkérpers sind. Die
Kurven mit ¢2 < 8 b2 behalten nur eine Asymptote mit dem Beriihrungs-
punkt &= m iibrig.



T4 Stromungen um feste Korper,

Wenn die Doppelquellstrecke beiderseits begrenzt ist, so haben wir
das zusammengesetzte Potential
2 I —
cos ¢ [%— (cos ' —cos 9"’) + QJ =c¢, cosdP —cosd = g(—cﬁi) . (16)

Die entsprechenden Schnittkurven in der Ebene ¢ =0 sind vom
16. Grade. Fiir die Konstruktion ist es zweckmifBig, nach Anleitung
der Gleichung (17) zunichst die fiir gleichbleibende p-Werte ermittelte
Kosinusdifferenz in Abhingigkeitt von der z-Koordinate, die von der
Mitte der Strecke als Anfangspunkt gezdhlt wird, graphisch aufzu-
tragen. Man gewinnt so die Kurvenschar der Abb. 36, mit deren
Hilfe bequem die verschiedenen, auf einen c-Wert bezogenen Koor-
dinatenpaare z und g abgelesen werden kénnen. In den Original-
zeichnungen, die den Abb. 36 u. 37 zugrunde liegen, ist die Hilfte

der Strecke a =5cm und b®= ;—7—57— = 8 (cm?) gewshlt worden. Die
Ow

Diskussion der Potentiallinien soll dem Leser iiberlassen bleiben.

3. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir das von Karman in
der bereits zitierten
Arbeit  angegebene
Verfahren  bespre-
chen, zu einem ge-
gebenen Rotations-
korper  angendhert
die Doppelquellver-
teilung und damit
das Querstrémungs-
feld festzustellen.
Denken wir uns zu
dem Zwecke auf der

— z-Achse entsprechend
T ——— """ dem Falle achsialer

Abb. 36. Querstrémung gegen einen geschlossenen Rotations- O i -
korper (Potentialschuitte). AnStromung eine An

zahl von gleichlangen
Doppelquellstrecken von verschiedener Ergiebigkeit, so gewinnen wir
durch Verbindung mit der Parallelstrémung das Potential

=—i—”
L

l n
79‘2/‘1 (cos &}, — cos ) + vomg:] cos @. (17)
i=1

Die Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit v, und v,, in der
Ebene ¢ = 0 betrachtet, werden dann, wenn man
dfz?___sinzi d9 __sind cos §
dz e ~ deo 0
beachtet,
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Vo= —Vyy+ 47: - Z w;[2 (cos ¥ — cos 97) — (cosd 9 — cos® 97) ]|
i=1
(18)

v, = — Z,ul sind 9} —sin3 97) .

Damlt dle Stromung in der Ebene ¢ = 0 die vorgegebene Meridian-
linie des Rotationskérpers als Hiillkurve liefert, muf} die trigonometrische

Tangente tg 7 = g—g ihres 22

Neigungswinkels  mit
dem  Verhiltnis der /<%,
Komponenten der Stro- 19
mungsgeschwindigkeit  ~
iibereinstimmen.  Das 16 L
fithrt dann mit der Ab- " [~Kg \| \ \
kiirzung N
1
B _X,: _\\< A\
47020y, ’ 12 \(\\\\\\\
€\ __qin3 -
H(8)=simto, SR
(g\)=2cos19—cos3z9 ' \\\
auf das System der d
Gleichungen
i I\
X, [(gi— RN
iﬁ 2 0¥ Y \
_ o ros p8~os| 18 N
+tgT(fi— 1)] a2 (19) " (as5) \\\\
die auf % Punkte der NN N
Hiillkurve angewandt, z LT
zur Bestimmung der n ¢ zZ ¥ 6 & W0 17 # B

Unbekannten X, aus-  Abb.37. Hilfskurven zur Konstruktion von Potentialfiichen.
reichen.

Wenn man nun dies Verfahren etwa auf Bug und Heck des bereits
frither (Abschn. 16) benutzten Luftschiffes anwendet, so erhilt man eine
ansteigende, resp. absteigende Treppe von X-Werten. Verbindet man
ferner die friiher hetrachtete achsiale mit der quergerichteten An-
stromung, so kann man insbesondere die Druckverhiltnisse des schief
angestromten Luftschiffes theoretisch verfolgen Fir die Druck-
differenz haben wir den Ausdruck

2

P — By = g (st vhe — 02— v — ¥}).
Nennen wir die von der achsialen Bewegung herriihrende Strémungs-
geschwindigkeit v,, die von der senkrechten Bewegung herriihrende und
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auf die Ebene ¢ = 0 bezogene (leschwindigkeit v,, so wird
v, =0,  V,,C08Q, V=V, , T 0,,CO8¢, v(p:fvwsin(p
und man sieht nach Einsetzung, dafl der Ausdruck (17) fiir die Quer-
kraft nur das Glied
Y : Y
?("’1:”22 Uy Uyp) COS P = ] b, by cos

in betracht kommt, da die anderen Glieder tir die Werte ¢ und = — ¢
absolut gleich werden, also bei der Integration tber den ganzen Quer-
schnitt sich aufheben. Fiir die resultierende Querkraft, bezogen auf

6
4
5
, =)
1
BB
\
Z \
N
\\
1 —
// N R
0 / \\\k\ \\'\
e oo
N N
-1 = = -7
A N1
K;&" N 2
a4 gueller
Zs 02F Senkel
o
) /,
Xe gof Z

780 160 740 120 700 80 60 L7 20 o 70

Abb. 38. Querkraftverteilung beim ZR II1 (nach v. Karman u. Klemperer).
Theorie (I u. II) — — — — Versuch,

ein Ringelement von der Breite 1 und firr die von Klemperer einge-
fithrte Querkraftbreite § erhilt man daher
2 dQ

d dz
Egzlfblbﬁcosgtpgd(p:lngnlng; p = ? :27:9”%?3 (20)
z g g 7 A
0 29 0
. b v, Yo
oder mit Ay = %‘z , Ay = a:, vl:,, —=tga,
p=mol Aysin2a. (21)

In der Abb. 38 sind die Diagramme fiir die Doppelquellstrecke am
Bug und Heck des ,,ZR III%, ferner die nach der Doppelquellmethode
berechnete, sowie die aus den Messungen von Klemperer sich er-
gebende Querkraftbreite aufgetragen. Die Ubereinstimmung der Theo-
rie mit dem Versuch ist naturgeméf fir den Bug, namentlich fiir den
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mittleren Teil des Schiffes besser als fiir den Heck. Ferner liefert die
Theorie, da die positiven und negativen von der -Kurve und der Achse
begrenzten Flachen inhaltsgleich sind, im ganzen keine resultierende
Kraft, sondern nur ein Kréftepaar, wihrend nach der Messung der
auf den Bug wirkende Auftrieb den auf dem Heck lastenden Abtrieb
ubertrifft. v. Karman hat deshalb im Sinne der Erfahrung angenom-
men, dafl dem Luftschiffkérper ein Wirbelgebilde nachfolgt, das eine
nach unten gerichtete Beschleunigung der Luft und dem entsprechend
eine entgegengesetzte Reaktionskraft hervorruft. Durch einfache An-
nahmen, die wihrend der Niederschrift dieses Abschnittes im einzelnen
noch nicht bekanntgegeben sind, ist es ihm gelungen, Formeln fiir die
Auftriebskraft aufzustellen, die mit der Erfahrung gut iibereinstimmende
Werte ergeben.

18. Ebene Stromung um zylindrische Korper.

1. Das fiir achsensymmetrische Stromungen benutzte Verfahren
13t sich auf den Fall der ebenen Stréomung iibertragen, wenn wir die
Punktspuren von geradlinigen, gleichmaBig ergiebigen unendlich langen
Quellstrecken senkrecht zur Strémungsebene und die Streckenspuren
von zylindrischen Quellflichen verwenden.

Wenn wir etwa entsprechend dem in Abschn. 14 betrachteten
raumlichen Fall eine Quelle und Senke in den Punkten — @ und 4 a
annehmen und eine Parallelstromung hinzufligen, so haben wir in der
komplexen Schreibweise die Stromungsfunktion

q zt+a
W= 'UOZ ’l 2];1[1 z;‘—a, (1)

die sich in folgender Weise zerlegen 1i8t in die Potential- und die Strom-
funktion

W:@ﬁ—iipfvox_{»%[ln:i ﬂ;—i(\voy—rﬁ%tp% (2)

wenn 7, und r, die vom Aufpunkt nach den Punkten + a gezogenen Ra-
dien und 4y den Winkel zwischen ihnen bedeutet. Wenn v, = 0 ist,
so sind, wie man sieht, die Stromlinien des Quellsenkensystems Kreise
durch =+ @ und die Potentiallinien eine orthogonale Kreisschar, welche
die Mittelsenkrechte der Strecke 4 @, — a zur gemeinsamen Potenz-
linie haben. Bei endlichem v, gibt es, wie auch die Abb. 39 zeigt, wieder
eine Stromlinie, die aus der reellen Achse und einem, die Quelle und
Senke umschlieBenden Oval besteht. Das Oval hat die Gleichung

v0y~4q;1p20 (3)

und ist leicht dadurch zu zeichnen, daB man die durch - a gehenden
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und die Umfangswinkel 9 fassenden Kreise mit den im Anstande gqy,‘ Y

gezogenen Parallelen zur reellen Achse zum Schnitt bringt.

Aus dem Ausdruck fiir die Stromungsgeschwindigkeit und der Glei-
chung (3) erhilt man die Hauptabmessungen d. h. die halbe Léinge =z,
und die halbe Breite y, des Ovals mit Hilfe der Beziehungen

2 __ 2 249, MUY @
x=a®+ ot tg = (4)
Man sieht, daB8 #,und y, um so groBer ausfallen, je kleiner die Geschwin-
digkeit v, der Parallelstromung ist.

Die duBlere Stromung verlduft wieder so, als ob ein unendlich lan-

ger Zylinder mit dem Oval als Querschnitt in das Feld einer aus dem

Abb. 39, Stromung um einen ovalen Zylinder (Quelle + Gesenke + Parallelstrémung in der Ebene).

Unendlichen kommenden Parallelstromung gebracht werden wiirde.
Wenn der Zylinder einen Anstofl mit der Geschwindigkeit — v, in der
im Unendlichen ruhenden Fliissigkeit erhilt, so folgen die Fliissigkeits-
teilchen den Kraftlinien oder Feldlinien, die in diesem Falle zusammen-
fallen mit dem durch den Quell- und den Senkenpunkt gehenden Kreis-
biischel.

2. Wenn die Quelle in den Anfangspunkt fillt und die Senke ins
Unendliche riickt, so geht das Potential im Unendlichen iiber in

Wzvoz—}—g—q]—tlnz. (5)

Fir die Gleichung der Einhiiilenden, welche die beiden Strémungs-
gebiete voneinander trennt (Abb. 40), erhilt man wieder aus dem Fluf
durch einen bis zur Realachse reichenden Querschnitt

2avy. . _ 4—9) ©

y=atg q ’ T 2av,sing’
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Der Abstand von der reellen Achse nihert sich im Unendlichen dem

Werte y, = 2%— Ferner findet man fiir den Scheitelpunkt und den
0

Schnitt mit der y-Achse ¥y =0, &= — 2—3—;; r=0, y= 1 9,. Der

0 2
Druckverlauf lings der Trennkurve, der &nnlich zu charakterisieren
ist wie bei dem frither besprochenen achsensymmetrischen Fall des

Halbkéorpers, ist in der Gleichung

enthalten. Wenn man —21—% =k setzt, so wird die Schar der Kurven
gleichen Drucks oder gleicher Geschwindigkeit (Isotachen)
¢p+2cpx+kr*—0. (8)

Abb. 40. Strémung gegen eine abgerundete Kante (Quelle + Parallelstromung).

Das ist ein Kreisbiischel, der die Kreise durch den Quell- und Scheitel-

punkt orthogonal schneidet.
3. Riicken Quelle und Senke im Nullpunkt zusammen, so erhalten

wir in

W=+ 0

das Potential der relativen Stromung um einen mit der Geschwindig-
keit — v, gegen die ruhende Flissigkeit bewegten Kreiszylinder. Die
absolute Strémung oder das System der Kraftlinien ist dann durch

W, = v,— (10)
dargestellt, d. h. durch die beiden, die reelle Achse im Ursprung beriihren-

den Kreisbiischel, deren Radien den reziproken Werten einer arith-
metischen Reihe proportional sind (vgl. Abb. 46).
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Aus den allgemeinen Ausdriicken des Abschnittes 10 ergibt sich,
daB der Quellsenkenfaden im Ursprunge dasselbe Geschwindigkeits-
feld erzeugt, wie ein in dieselbe Gerade fallender Doppelwirbelfaden,
dessen Achse senkrecht steht zur Achse der Doppelquelle.

Unter den der Gleichung entsprechenden Potentiallinien sind zwei
ausgezeichnete vorhanden, die innerhalb des Streifens x = 4 27,
verlaufen, die Staupunkte z = 4 r, zu Doppelpunkten und die Streifen-
grenzen zu Asymptoten
haben und sich im An-
fangspunkt beriihren. Sie
schneiden ferner die Strom-
linien in den Wendepunkten
und trennen gleichzeitig die
beiden verschiedenen Typen
von Potentiallinien (vgl.
Abb. 41). Die Strémungs-
geschwindigkeit an einer
beliebigen Stelle 2z = re’®
wird

3
To
r2

V= 1)0(1 — e*'”‘%’). (11)

Abb. 41. Stromung um einen Kreiszylinder.

Langs der Kreiskontur er-

149

halt man Vg = = —29,sing. (11a)

rrra
Den Staupunkten entsprechen die Werte ¢ =0 und ¢ =x. An den
Stellen mit ¢ = & % nimmt die Randgeschwindigkeit den groBten

Wert an, der doppelt so grof ist, als die Geschwindigkeit der unge-
storten Stromung. Aus der Geschwindigkeit berechnet sich sofort der
Druck in irgendeinem Feldpunkt

_P=P__ o7 To\*
cp—~~;‘—°—2r—gcos2<p— <?°> (12)
und lédngs der Zylinderkontur
4223172
= (12a)

woraus man z. B. entnimmt, dal der absolute Wert des gré8ten Unter-

druckes <<p = 4 “275) den Staudruck (¢ = 0,7) um das dreifache iiber-
trifft.

4.Verallgemeinerung. Statt der einfachen oder doppelten Quell-
fiden kann man nun ebenso wie im achsensymmetrischen Fall be-
liebige Quell- und Senkensysteme anordnen mit der Eigenschaft, daB
die gesamte Ergiebigkeit verschwindet, und damit beliebige Formen von
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umstromten zylindrischen Konturen erzeugen, auch verhéaltnismaBig ein-
fach das Feld der Stromlinien und den Geschwindigkeits- und Druck-
verlauf ermitteln. Wir geben hier einen Fall in Abb. 42 wieder, das nach
einer von Fottinger 2 zum ersten Male veréffentlichten Zeichnung an-
gefertigt ist. Die Strémung, die aus einer Uberlagerung einer Quell-
strecke, oder genauer ebenen Quellschicht mit einer Parallelstrémung
gewonnen ist, entspricht -

ungefdhr dem Stromungs- %%

felde um die zugeschérften p
Eintrittskanten von Tur- '

binen- und Zentrifugal- i
pumpenschaufeln oder um Wﬁmﬁdmﬂr oo
den Bug von verhiltnis-

méaBig vélligen Schiffen, E

wenn vorausgesetzt wird, ___//~:r -

daB die Hohen der ent- ,’%
stehenden Oberflachen- /{////”_—“/’,
wellen  gegeniiber dem

Tiefgang des Schiffes klein \
sind. X

. . —_—
Das Potential der in
Abb. 42. Stromung um eine scharfe Schaufelkante.

1
Lo Druck
¥

die reelle Achse fallenden,

von =0 bis ¥ = a reichenden Quellstrecke von der Ergiebigkeit ¢
wird

W=l [ine — fas= 2oz 20 a)).
0

Die Geschwindigkeit der Strémung wird

a

m z__qu_d‘f_. — 1 e

1 2xa ) 2—& 2na z

Das Potential der kombinierten Stromung lautet dann
2 z—a
W=W +W,=n, z—{—g%[zlnz — fa—ln(z— a)]

und die Gleichung der als Kontur zu benutzenden Einhiillenden wird,
wie man sofort feststellt

,r]
%y g 2 (g, — o)+ aga +ylg} — mal =0,

1 H. Fottinger, Fortschritte der Stromungslehre im Maschinenbau und Schiff-
bau. Jahrb. d. schiffbautechn. Gesellschaft Bd. 25, S. 306. 1924.

2 H. Fottinger, Kavitation und Korrosion, in Hydraul. Probleme (Hydrau-
likertagung 1925), herausg. v. V. D. 1., Berlin 1926, S. 56.

Miiller, Math. Stromungslehre. 6
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wenn 7, r, die Radienvektoren des Aufpunktes nach den Endpunkten
der Quellstrecke, @, @, die entsprechenden Winkel mit der Realachse
bedeuten. Es ergibt sich, daBl der Scheitel der Koordinate

Lo=" 3,

e 4 —1

hat. Im Unendlichen ist natiirlich der Abstand der Kontur von der
Achse wieder wie im Falle der einfachen Quelle
q
Y17 3y, - '

Wenn man die Quell- oder Senkenelemente nicht mehr in der zur Par-
allel- oder Transportgeschwindigkeit parallelen Achse anordnet oder
auch, wenn man der symmetrischen Anordnung noch Wirbelelemente
hinzufiigt, so erhélt man unsymmetrische Randkurven. Da wir auf
diesen Fall von einer anderen Seite her in der Tragfliigeltheorie aus-
fiihrlich zuriickkommen werden, gehen wir hier nicht darauf ein.

Wesentlich fiir die technischen Anwendungen wire nun die Lésung
des umgekehrten Problems, zu einer gegebenen Kontur die zugehdrige
,» Quellcharakteristik‘ ausfindig zu machen. Sie kann angenéhert nach
dem Vorbilde des frither (Abschn. 15) gegebenen Verfahrens oder durch
Probieren, d. h. dadurch geleistet werden, dafl man durch systematische
Variation der Quellverteilung eine bereits theoretisch gefundene Kon-
turform der zu analysierenden Form anndhert. So gelingt es, durch
Hinzufiigung von einfachen Quellen eine gegebene Kontur in belie-
biger Weise auszubauchen oder durch Hinzufiigung von Senken ein-
zudriicken.

Neuerdings ist es Fottinger gelungen, eine neue Art von
Integrationsmaschinen, die sog. ,,Vektor-Integratoren zu kon-
struieren, mit denen es moglich ist, viele fiir die Praxis wichtige Auf-
gaben aus dem Gebiete der Stromungslehre automatisch zu lésenl.
Die Verwendung beruht auf der spiter noch weiter zu verfolgenden
Méglichkeit, jede Strémung um Konturen aus gewissen Quell- und
Wirbelverteilungen lings des Randes herzuleiten. Der erste Vektor-
Integrator sollte selbsttiitig die Stromlinien ¥ = konst des Feldes um
einen Zylinder aufzeichnen, das durch Oberflichenquellen erregt ge-
dacht wird. Es zeigt sich, daBl der Apparat das Stromliniensystem fiir
alle elliptischen Zylinder (und ihre Ausartungen wie Lamellen usw.)
genau, fir allgemeine Konturen um so genauer liefert, je mehr der be-
treffende Konturteil durch Ellipsen anzundhern ist (vgl. Abschnitt 20).
Eine weitere Verwendung besteht in der Bestimmung der den Poten-

1 H. Fottinger, Jahrbuch der schiffbautechn. Gesellschaft 1924, S. 309.
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tiallinien @ = konst entsprechenden Wirbelbelegungen. Ein andrer
Integrator gestattet ferner, aus einer gegebenen, vollstindig willkiir-
lichen Quell-Senkenstrecke beliebige Stromungen um Rotationskorper
nach der Rankineschen Methode zu ermitteln. Die Erlduterung der
Apparatur findet sich in den zitierten Originalarbeiten.

19. Zylinder im begrenzten Strom und MeGresultate.

Um die (ebene) Strémung in erster Anniaherung zu bestimmen, die
in einem geradlinig begrenzten (MeB-)Kanal entsteht, in deren Mitte
sich ein Kreiszylinder befindet, denken wir uns nach dem Spiegelungs-
prinzip unendlich viele gleich starke und nach der z-Richtung orien-
tierte Doppelquellen in gleichen Abstdnden 4 auf der y-Achse angebracht.
Wenn etwa eine Doppelquelle in den Anfangspunkt (z =y = 0)
fillt, so kann sie als Mittelpunkt eines kleinen Zylinders aufgefafBt

h
werden, welcher in dem von den Winden y = & 5 begrenzten Kanal-

strom liegt. Der Ausdruck fiir das komplexe Potential entsteht aus der

bekannten ctg-Reihe
—+ »

14 h 1
ctgz = Dy

—_

dadurch, daB man ¢4 an Stelle von A setzt

+ o
zw h 7 1
g~y = _Z Ay i (1)
In Verbindung mit der Parallelstromung hat man also

W—=v,z -+ a@tg%?.

Wenn der Punkt z = — & = — r, Staupunkt werden soll, so muf}
il
0= —v, h ; Cm" T"h”,
Gine "
h
also =0,z + ok G2 o Ctg (2)

werden. Fiir den vom Staupunkt um 900 entfernt gelegenen Punkt auf
dem Zylinder gilt

. Vb~ o b
0-=v,ib+ ™ - Gin® o - Cig—, i

ba bx . aTew n
oder Sote = Gin R (3)
Bei der von H. Ermisch?! benutzten Versuchseinrichtung war
1 H. Ermisch, Stromungsverlauf u. Druckverteilung an Widerstandskorpern,

Abhandlungen Aerodyn. Institut Aachen, Heft 6, Berlin 1927, 8. 31.
6*
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h =17 cm, beim groBiten MeBzylinder 6 = 1,5 cm. Man erhilt dann
aus (3)

Gin “T" — 0,281,

d. h. einen Wert 7, = 1,504 cm, der nur wenig von b = 1,5 abweicht.
Bei kleinem Verhéltnis -

7 ist man also in der Tat berechtigt, die Funk-
tion (2) fiir eine Kanalstromung um einen Kreiszylinder in Anspruch
zu nehmen.

Den Ausdruck fir die Strémungsgeschwindigkeit

To T
Gin® 2~
h
W, Whgpener, 1 = [y T b (4)
dz 0 ki3 h g2 b 0 027
S 7;' Gin T
TT] kénnen wir umformen, indem
wir setzen
N )
S =g,
AN Gin 2"
BTN h
' \ rE yr __
+7,0 ) ‘q/ \ \ 7 7 E ’ 3 UR
7 .
\ [[ R \\ N ! | dann wird nach einfacher
S N hn
~ fl {,:' \\\ : P Rechnung .
| i —_
90 7 \\‘ 740° 511”/ 71 4° ‘\ &9° 720°1 |89’ ? Col2& —cos?y ’
‘ L A g 2%gétgy
L 1 —_—,_— -
— ~ /1 \\\ N tgﬁ_tggn—iggf’
\ \ 3 11— 1— & 2%o 7 i 5
- L [ |\ N V=1, in®*4-.qei? ). (5)
(& /] \. N g
\ A\ 8 i S Die nach diesem Ausdruck
! i i S .
| / \ 35— berechnete Druckverteilung
{ ,’ 1 “LQ . . 1. . .
} f g S an einem Kreiszylinder ist in
40 ] j HENH der beigegebenen Abb. 43 zur
\‘ ,:' \ §i§L_ Darstellung gebracht; durch
Lt \\ ‘F/{s Vergleich mit der unbegrenz-
Ny X ten Strémung erhilt man eine
30 \\ :l \\ \ W47}
, oy 7]
Vi AY

Vorstellung von dem EinfluB
&

?20m /=17 der Wandung, die bei einem
» B3 h=17»
Abb. 43. Druckverteilung am Kreiszylinder

(nach Ermisch).

verhaltnismifig groBen Zy-
linderradius recht erheblich

ausfallen kann. Diesen Ein-
fluB kann man angenihert dadurch bestimmen, da8 man die fiir zwei ver-

schiedene Zylinderdurchmesser gewonnenen Ergebnisse auf einen Durch-
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messer 2rq = 0 extrapoliert unter Annahme quadratischer Abhéngigkeit.
Die Abb. 43 zeigt ferner die Abweichung der theoretischen und der ge-
messenen Druckverteilung. Ermischhat die Messungen fiir verschiedene,
aber kleinere Reynoldsche Zahlen, d. h. verschiedene Werte des Zylinder-
durchmessers und der Geschwindigkeit v, durchgefiihrt. Ks zeigt sich
dann, daB bei allen gemessenen Kurven der Unterschied zwischen dem
Druck an der Stelle des Minimums und dem Druck im Wirbelgebiet
in dem untersuchten Bereich der Kennzahlen der gleiche bleibt.

Eine wesentliche Anderung im Druckverlauf tritt ein nach Uber-
schreitung des kritischen Wertes der Reynoldschen Zahl, der etwa
zwischen 1,1:105 und —
1,5:10° liegt. Bis zu +
diesen Werten herrschen , [
im  Zylinderkielwasser » I
diskrete Wirbelgebilde, T -
die in regelméBigem ¢
Rhythmus sich vom
Zylinder ablésen und | |
ein zusdtzliches, bis zu |
einem gewissen Grade -
noch rechnerisch zu
iibersehendes Geschwin-
digkeitsfeld ergeben, et- |_|
wa nach der Art der - ‘
spiter zu betrachtenden |~
Karmanschen Wirbel- '
strallen. Wenn man den
kritischen Wert iiber- J
schreitet, so Zeigt sich  Abb. 44. Druckverteilung am Kreiszylinder (nach Eisner).
eine ziemlich unvermit-
telte Verdnderung der Vorginge in der Kielwasserzone, die einen
turbulenten Charakter annehmen. Der Unterschied in den Druck-
verhaltnissen ist besonders durch die Versuche von F. Eisner! geklart
worden. Wesentlich sind die sehr groflen Werte der seitlichen Unter-
drucke, die rasch zu einem Kielwasserunterdruck ansteigen, der ab-
solut genommen kleiner ist als unterhalb des kritischen Wertes von
R (vgl. Abb. 44). Damit nihert sich die Druckverteilung mehr der
von der Potentialtheorie gelieferten, was besonders in den wesentlich
geringeren Widerstandszahlen zum Ausdruck kommt. Wenn man die
Druckresultierende in der Stromrichtung bildet

1
Py, =1o [ peospde =5 005274 Cy, (6)

1 Bisner, Z. ang. Math. Mech., 1925, S. 486—489,
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so erhdlt man zunichst den sog. Formwiderstand oder Druckwider-
stand des Zylinders, der sich wegen des verhiltnismaBig kleinen Rei-
bungswiderstandes nur unwesentlich von dem Gesamtwiderstand
unterscheidet. Die Abhingigkeit des Beiwertes ¢, = ¢,y -+ ¢, des
Gesamtwiderstandes von der Reynoldschen Zahl ist aus dem logarith-
mischen Diagramm der Abb. 45 ersichtlich, das etwa bei R = 2-103
eine Einsenkung und im kritischen Bereich einen starken Abfall von
1,2 auf den Wert 0,3 zeigt.

700 20. Erweiterung durch konforme
N Abbildung.

\\ 1. Der Ubergang von der Stromung um
N den Kreiszylinder K zur entsprechenden
e \ Stromung um andere Zylinderformen C' ge-
6 N lingt am einfachsten mit Hilfe der Methode
T 4 der  konformen
Co’ A Abbildung  voll-
4f5 ~L zichen. Wenn die
7 - \ komplexen Koor-
A \-| dinaten in der
01'4 Ebene des Kreises
o und der Ebene der
% Kontur ¢ durch £
o7 7 2 5 10 702 703 7% 755 ¢ und z unterschie-

F—

Abb. 45. Widerstandswerte fiir einen Kreiszylinder. den Werden’ 50

kann man die
Transformation, welche eine schlichte Abbildung des AuBengebietes
von K auf das AuBengebiet von € vermittelt, und die unendlich fernen
Punkte beider Ebenen in einander iiberfiihrt, in der Form einer end-
lichen oder unendlichen Reihe ansetzen

e=C2bah, (1)
in der die Koeffizienten ¢; endliche komplexe oder reelle Werte sein
mégen und | ¢; | <72 angenommen wird!. Wenn wir von der Kon-
tur ' ausgehen, die wir iibrigens als eine einfache geschlossene, sich
nicht iiberschneidende (Jordansche) Kurve voraussetzen, so gibt es,
wie die Funktionentheorie lehrt, nur einen Kreis, auf dessen AuBeres
das AuBlengebiet von C schlicht abgebildet werden kann und damit

nur eine Transformation in der Form (1), wenn gleichzeitig gefordert
wird, daBl der Abbildungsmodul im Unendlichen= 1, also im Unend-

1 Uber die Bedingungen, welche die Koeffizienten zu erfiillen haben, vgl. man
die Arbeiten von L. Bieberbach, z. B. Sitzungsber. d. Berliner Akademie 38
(19186), S.940—955.
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lichen die Zuordnung in die Identitit z = [ iibergeht. Wenn es sich
um eine Strémung um einen gegen die Fliissigkeit bewegten Zylinder
handelt, so werden beim Ubergang vom Kreisquerschnitt zu irgend-
einer andern geschlossenen Kontur infolge des Eindeutigkeitssatzes
der Potentialtheorie die relativen Stromlinien der einen Strémung in
die Séromlinien der andern Stromung iibergefiihrt. Dagegen entsprechen
sich die absoluten Stromlinien oder Kraftlinien (Feldlinien) der beiden
Felder im allgemeinen nicht mehr im Sinne der Transformation. Um
die Bedingung fiir die Ubertragbarkeit der Feldlinien zu finden, nehmen
wir an, daB der Kreiszylinder sich mit der Geschwindigkeit v, gegen die
reelle Achse senkrecht zu seiner geometrischen Achse bewegt. Dann
lauten die komplexen Funktionen, die der relativen und absoluten
Strémung entsprechen

o ~ig f‘é iR * el 3,
W, - —(ce+0er) @) W=
Wenn wir die Umkehrung der Reihe (1) in der Form
¢ cs |
{=z2—— — 5 (4)
annehmen, so erhilt der reziproke Wert dieser Reihe die Gestalt

1 1 ¢ ) it

Tyt ata T (5)
und man sieht, dafl die Stréomung (2) ibergeht in
) —iB _ 2 iR —i3

W — geid 4. %C zro"L+céiz/ 4. (6)

Wenn man wieder — ze— %8 abzieht, so erhilt man das neue Kraft-
liniensystem
W e it e’ | cperPorge et (1)
e z 2 23 !
Damit diese Reihe bis auf einen konstanten Faktor mit der Reihe (5)
iibereinstimmt, miissen die Koeffizienten die Werte erhalten

=0, cy=c} ¢ =0, ¢ =2¢, ¢, =0, ¢, =Dbci:-- (8)
Die abbildende Funktion hat dann die Form
c c? 2¢c3
e e ®)

und die Funktion W, geht iiber in
i) i | 1 c 2¢3
Wim(e,e" —rien)[ L +% 42

o, (7a)

Wenn nun der Faktor ¢, e *# — 13¢'? reell wird, so geht das Kraft-
linienbild W, unmittelbar aus dem Biischel K, der die reelle Achse be-
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rithrenden Kreise (Abb. 46), d.h. aus dem Kraftlinienfeld des in der
&-Richtung sich bewegenden Kreiszylinders durch Anwendung der
Transformation (9) hervor.

Die Reihe (9) ist aber, wie man sicht, die Umkehrung der Trans-
formation e— % , (10)
deren geometrische Bedeutung unmittelbar einleuchtet, wenn man setzt

¢, = pPe¥ir(p < 1y),
C=rye?.

Der Kreis verwandelt
sich in eine konzentri-
sche Ellipse mit den
Halbachsen

pZ
a = ro + T B

0
’
b= ro—% (11)

deren Langsrichtung mit
der positiven &-Achse
den Winkel y einschlief3t.

Damit ist gezeigt, daB
nur beim Ubergang des
Kreises zur Ellipse die
Kraftliniensysteme
in der konformen
Abb. 46. Kraftlinien um einen Kreiszylinder. Abbildung einander
' entsprechen.
Da die Schar der Kreise K, geometrisch vom Radius des Grund-
kreises unabhéngig ist und aus der Forderung, daf der Faktor der
Reihe (7a) reell wird, die Bedingung

pein(2y — f)—rsinf;  tgf—UT )T (12)
resultiert, so folgt: Das aus der Schar durch die Transforma-
tion (11) hervorgehende Kraftliniensystem gehért der gan-
zen Schar der zur Exzentrizitit 2p gehérigen konfokalen
Ellipsen gemeinsam an, ist aber fiir jede Ellipse auf eine
andere, aus (12) berechenbare Bewegungsrichtung zu be-
ziehen!. Bezeichnet man die Winkel zwischen der Bewegungsrich-
tung und der Ellipsenachse mit a, so geniigt @ der Beziehung

PP sin(y + ) =r3sin(y — «). (12a)

t Wilh. Miller, Stromlinien und Kraftlinien in der konformen Abbildung.
Z. ang. Math. Mech. Bd. 6, 1926, S. 284—291.
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Eine Ausnahmestellung nimmt der Fall p = 7, ein. Dann geht die
Ellipse in die beide Brennpunkte verbindende (doppeltzihlende)

Strecke, der entspre-
chende Zylinder also
in die unendlich lange
ebene Platte iiber,
vgl. S. 46. Da in
diesem Falle § =y,
o =0 wird, so ver-
schwindet der Faktor
der Ruhe (7a).

Das Kraftlinien-
system einer ebe-
nen Platteist also
von der Bewe-
gungsrichtung f§,
resp.aunabhéngig.

Aus der Gleichung
(13) erkennt man, daf3
die Verdrehung der

Bewegungsrichtung
deselliptischengegen-
iiber dem Kreiszylin-
der nur dann ver-

Abb. 47. Stromlinien und Feldlinien um eine schief gegen die
Achse bewegte Ellipse.

Abb. 48. Stromlinien und Feldlinien um eine in der Richtung der groBien Achse bewegte Ellipsc.

schwindet, wenn y entweder = 0 oder =% ist, Also nur wenn der

Kreis in eine zur Bewegungs- oder Hauptstrémungsrichtung
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symmetrische Ellipsetransformiert wird, geht auchdasKraft-
liniensystem des Kreises ohne Anderung der Bezugsrichtungin
dasentsprechende System der Ellipse iiber.

Die allgemeine Bewegung der Ellipse 148t sich zusammensetzen aus
den Bewegungen parallel den beiden Achsen. Fiihrt man elliptische

Koordinaten ein durch
iy T

=mpele
so wird
z=2pe’ Cojt
und mit Benutzung von (12a)
W — p? cos (2;/;—5}),-—73 cos f o — (pei“—— r_j e”‘) . (14)
Wenn man die Halbachsen einfiihrt und sina = — v, cosa = vq

setzt, so erhidlt man die bekannte, fiir jedes y giiltige Formel fiir die
absolute Bewegung einer Ellipse, deren Geschwindigkeiten in den
Achsenrichtungen v, und v, sind

S ]/a+b(v b+iv,a)e. (15)

In den Abb. 47—49 sind die Kraftlinien und Stromlinien fiir eine
schiefe und fiir die
beiden symmetri-
schen Bewegungs-
richtungen darge-
stellt. Die Kon-
struktion ist mit
Hilfe der Geraden
G, durchgefiihrt, die
aus einem Kreis K,
(mit dem Radius 7)
durch die reziproke

Transformation

2 e%i}’

4

die mit der &-Achse
den Winkel 2y bil-
den und vom An-
fangspunkt den Ab-

entstehenund

Abb. 49. Stromlinien und Feldlinien um eine in Richtung der kleinen sta,nd > = d haben.
Achse bewegte Ellipse.
Ein Punkt einer

Kraftlinie ergibt sich dann durch graphische Addition der Orts-
vektoren des Kreispunktes und des entsprechenden Punktes von G,.
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In der erwidhnten Arbeit des Verfassers findet sich eine analytische Dar-
stellung und eine genaue Diskussion des Systems F,, die iiber den Rah-
men der gegenwirtigen Darstellung hinausgeht.

21. Berechnung der Krifte und Vergleich mit der Messung.

1. Was nun die relative Strémung um den elliptischen Zylinder angeht,
der sich mit der Geschwindigkeit v, in einer Richtung bewegt, die mit
der groBen Achse den Winkel a bildet, so ergibt sich, wenn y =0,
B = a gesetzt wird, die Stromungsgeschwindigkeit in einem Feldpunkt
in Abhingigkeit von der Koordinate { des Bildpunktes der Kreisebene

__dwadr T AR P

B N
Da | £] stets gréBer als p ist, so bleibt die Geschwindigkeit im ganzen
duBeren Strémungsfeld endlich. Um etwa Geschwindigkeit und Druck

1angs der Kontur zu verfolgen, setze man { = 74 €'?, dann wird mit r£ =1
0
1—22e2i?
P+ 91122 cos2y

2l 2@
¢

o ele—emEi®dm L e
Vo mg €S gy = — 2176 sin (

2)
Y T I+ T2/ e0s 2g”
Wenn man die Achsen @ und b und « = a cos ¢, y = b sin ¢ einfiihrt,
so hat man zu setzen

A=

o 4 8in® (p 4 o)

VB azb
atb T a+b
und erhélt fiir die Geschwindigkeit und den Druck
2 2 ] 2
,Ue_:”o('H'b) (t+bsine+yacosa (3)

12

b lat — a2 (@® —b%)]

P=Po_q. <1>“: @ +8) - (@ =F)eos 29 — (@b sin (pre) )y
Ps v, a? + b —(a? — b%) cos 2¢

Die Resultierende aller theoretischen Druckkrifte verschwindet
nach den allgemeinen Formeln oder aus geometrischen Griinden. Wohl
aber bleibt, wie auch die Erfahrung lehrt, ein Moment, das den Zylinder
mit der Hauptachse senkrecht zur Stromrichtung zu stellen strebt
(vgl. Abschnitt 12). Seine Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit
vermittelst der in Abschnitt 14 entwickelten Blasius-Lagallyschen For-
meln, wenn man die in Abschnitt 21 unter (5) und (9) gegebenen
Reihenentwickelungen (in ihren Anfangsgliedern) benutzt. Man erhalt
dann aus der Geschwindigkeitsreihe

R CAtr T ST | CI S AT

. e | Yge " —pte?)
= — 9, e’ - T Lo

(5)
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das Moment als Realteil folgenden Integrals

M= — %}é}tfﬁzdzz 2n%v3p“‘sin 2¢
(6)
:%m%ﬁ_w%mw.

Das Drehmoment der Druckkrifte ist also mit dem Quadrate der
Geschwindigkeit proportional, im tibrigen nur von der linearen Exzen-
trizitit der Ellipse abhéngig. Alle Ellipsen der zu p gehorigen
konfokalen Schar erfahren bei derselben Bewegungs- oder
Anstrémrichtung dasselbe Moment. Zu den entsprechenden
Zylinderflichen gehort auch die unendlich diinne und unendlich lange
Platte von der Breite 4p = 4r,,.

3. Um die aus der Potentialstromung zu bestimmende Druckver-
teilung mit der Messung zu vergleichen, wihlen wir als Zylinderquer-
schnitt eine sog. Strebenform mit abgerundetem Kopf und zu-
gespitztem Ende, die sich der wirklich stattfindenden Strémung
besser anpaflt und daher einen kleineren Formwiderstand liefert als
Kreis und Ellipse. Solche Konturen kénnte man dadurch aus dem
Kreise gewinnen, daf man die im vorigen Abschnitt verwendete kon-
forme Abbildung beibehélt, nur den Mittelpunkt des Grundkreises
um eine bestimmtes MaB aus dem Anfangspunkt herausriickt. Etwas
allgemeiner ist die von Karman-Trefftz! eingefiihrte Transformation

) ™)

die der Reihenentwickelung

(1)

{=2— 9@, — (8)
entspricht. Wenn der Grundkreis, dessen Mittelpunkt auf der reellen
Achse liegen moge, durch den Punkt { = — I hindurchgeht und den

Punkt { = | 7 einschlieBt, so transformiert er sich vermége (7) in ein
zur z-Achse symmetrisches Strebenprofil, dessen scharfe Kante in
z = — kl liegt und das den Punkt z = + kI einschlieBt (Abb. 50).
Der Kantenwinkel, den die Tangenten im Punkte z = — kI mit-
einander bilden, betrigt 6 = (2 — k) #. Wann man die Fahrstrahlen
eines Punktes, resp. seines Bildpunktes nach den Grundpunkten in
beiden Ebenen 7, r, resp. g, 0, und die betreffenden Winkelabstinde
y und 9’ nennt, so hat man
k
B (9 p—ky, )

Te [

1 Vgl. v. Karman-Trefftz, Potentialstrémung um gegebene Tragflichen-
Querschnitte, Z. Flugtechn. 1918, 8. 111 vgl. auch Wilh. Miiller, Z. ang. Math.
Mech. 1924, S.213—231.
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woraus eine einfache Konstruktion resultiert. Durch Logarithmieren
und Differenzieren von (9) ergibt sich ferner

1 1 dc< 1 1 )
2kl 24kl Tde\e—1 [Tl l

oder (10)
ae _ e-r
dz 22— RRP
oder
ac -
PP (11)

Daraus folgt z. B. fiir die absolute Stromungsgeschwindigkeit in
der Ebene der Ausdruck
AW dg
C | dE de
Wenn man fiir die Geschwindigkeit am Kreis den Wert v = 2 v,sin ¢
einfiihrt, so kommt

_ dW.Qx Qe

v — .
“ dé 11,

v :Zvosintp-%ff. (12)
Diese Formel kann dazu dienen, die Druckverteilung an der Strebe
durch Abgreifen der Abstinde ¢ und r entsprechender Punkte zu be-
stimmen. .
Um den bei der Messung sich geltend
machenden Einflul der Wandung auf
das Stromungsfeld in Rechnung zu

ziehen, kann man nach H. Ermisch!die 4 . 7.6 5y 3

Abbildung (7) auf die frither betrachtete 7 2 I E_\N ]

Strémung eines kleinen Kreiszylinders ) a5
<

in einem Kanal anwenden. Dabei bleibt :\%l—i ‘//
allerdingsdie WandliniedesKanalsbeider =<t~
Abbildung in der z-Ebene keine Gerade, ' ” ;; |
sondern geht in eine schwachgekriimmte '
Kurve iiber. Fir die Bestimmung der
Druckverteilung kann man von dieser apb. so. Strebenprofil nach Ermisch.
geringfiigigen Deformation absehen.

Die in den Versuchen von Ermisch verwendete Strebe (Abb. 50)
hatte eine grofite Breite von 12,44 cm mit einem durch k == 1,722 be-
stimmten Kantenwinkel; der Wandabstand betrug # =17 cm. Sie
hatte 17 MeBlocher (entsprechend den in der Abbildung bezeichneten
Punkten) zur Aufnahme von Kupferrshrchen resp. von Schlauchen, die
an ein Rohr mit 18 Hahnchen angeschlossen waren, um den Druck zum
MeBinstrument weiterzuleiten.

1 Abhandlungen Aerod. Inst. Aachen, Heft 6, S. 30ff., 1927.
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Die gemessenen Druckkurven fir die angegebenen Reynoldschen
Zahlen,in Verbindung mit der Poten-
tialdruckverteilung im unbegrenzten
und begrenzten Strom sind in der
i Abb. 51 zur Darstellung gebracht.
j Man sieht wieder, daBl die Annihe-
2]5L7 rung an die Potentialstrémung um
J; so glinstiger ausfallt, je groBer die
Reynoldsche Kennzahl ist. Das
, priagt sich auch besonders in den
LRI N 7] Widerstandswerten aus, die durch
o ==1-1] Planimetrieren der in Abhingigkeit

N A5 [ von gy aufgetragenen Druckvertei-
7 lungskurven ermittelt werden. In
bezug auf weitere Einzelheiten iiber
die in Aachen verwendete Versuchs-
anordnung muf} auf die entsprechen-

+7

I —

D
Ji
%
~|
o~
-
—
<

-

7
“x

]

Abb. 51. Druckverteilung an einer Strebe

bei verschiedenen Kennzahlen. den Veroffentlichungen verwiesen
P, Potentialdriicke im unbegrenzten, P; im
begrenzten Strom, werden.

IV. Stromfelder mit freien und gebundenen Wirbeln.
22. Systeme paralleler Stabwirbel.

1. Wenn man bei dem in dem letzten Paragraphen betrachteten
Stromungsbildern die Stromlinien und Potentiallinien (Stromfunk-
tionen und Potentialfunktionen) mit einander vertauscht, so gewinnt
man eine Reihe von physikalisch neuen Stromfeldern, die von Wirbel-
linien und Wirbelflichen durchsetzt sind. So gibt z. B. die Umkehrung
der Verbindung eines Quellfadens mit einer Parallelstrémung einen
mit der Quelle zusammenfallenden Wirbelfaden innerhalb einer gegen
die frithere um 90° gedrehten Parallelstromung (Abb. 52).

Wir wollen hier zunéchst zur Vorbereitung auf die folgenden Aus-
fithrungen den allgemeinen ebenen Fall einer beliebigen (endlichen)
Anzahl von parallelen Stabwirbeln ins Auge fassen, fiir den schon Kirch -
hoff! in seiner Mechanik eine Reihe von wichtigen Beziehungen abge-
leitet hat, die spiter von M. Lagally? erweitert worden sind. Da ein
Stabwirbel die Bedeutung eines Vektors hat, der in die Achsenrichtung
fallt, also senkrecht zur Operationsebene steht, so ergibt sich ohne
weiteres, dafl die Séatze iiber parallele Krifte, also auch die Schwer-
punktssdtze auf das System anwendbar sind. Der Schwerpunkt des

1 Kirchhotf, Vorlesungen iiber Mechanik, 4. Aufl. S. 258 u. f.
2 M. Lagally, Uber die Bewegung einzelner Wirbel in einer strémenden Fliissig-
keit, Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wiss. 1914, 8. 377.
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Wirbelsystems fallt mit dem Massenschwerpunkt zusammen, wenn
man jedem Wirbelspurpunkt T
eine der Wirbelstdrke oder der
Zirkulation gleiche Masse zu-
ordnet. Dann sieht man, auch
durch direkte Rechnung, daB
dieser Schwerpunkt des
Wirbelsystems sich so be-
wegt, als ob die Wirbel
nicht vorhanden wéren.
Wenn wir also z. B. das Wirbel- —}7 ———
system mit einer wirbelfreien,
etwa einer Parallelstromung zu-
sammensetzen, so folgtdie Bewe-
gung des Schwerpunktes nur der
Richtung der Parallelstrémung.
Ist das Wirbelsystem allein vor-
handen, so bleibt der Schwer-
punkt in Ruhe. Zwei entgegen-
gesetzt gleiche Wirbel bewegen
sich z. B. translatorisch senk-
recht zu ihrer Verbindungslinie (Abb. 52).

Wenn der Potential-
stromung die komplexe
Funktion W (2) entspricht
und z; die Spurpunkte der
Wirbelfiden sind, so wird
das Gesamtpotential

W=W,

n
. \11; .
i)y ) () @ @
k=1 — -
Sei z. B. W, =4z, so

ist die Geschwindigkeit des

einzelnen Wirbels 2,

- 1. I,

U—?Io+'2};?« ,;ngz (2)
Die  Relativbewe-

gung des ganzen Wir-

belsy Sten_ls wird also Abb. 53. Relativstromung um zwei freischwimmende

durch die Strémung Gegenwirbel.

nicht geéndert: Das System schreitet als Ganzes mit der

Geschwindigkeit der Stromung gleichmaBig fort.

Abb. 52. Wirbel in einer Parallelstromung.
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2. Wir fragen, wie die Stromung allgemein beschaffen sein mu8, in
der der Schwerpunkt z, eines Wirbelsystems auf eine Stromlinie mit
der durch das Potential Wo bestimmten Geschwindigkeit fortschreitet.
Da

I N OIS R

wird, so mulf} 7‘3— eine lineare Funktion in z, W jalso vom 2. Grade sein
W,=c,2* +¢, 2.
Durch eine Transformation kann W, auf die Form
Wy=1c,2° = ¢y (a® — y*) + 2i¢c, +y
gebracht werden, und mansieht, daB, ¢, alsreell vorausgesetzt, die Fliissig-
keit auf gleichseitigen Hyperbeln sich bewegt, deren Asymptoten mit
den Achsen des neuen Bezugssystem zusammenfallen. Die Stréomung
kann auch als Flissigkeitsbewegung im Raum eines rechten Winkels

aufgefaflt werden.
3. Von den Differentialgleichungen der Wirbelbahnen

v; = <dW> 2:: kz,—zk (4)

14Bt sich stets ein Integral finden, das mit einem der von Kirchhoff
angegebenen Integrale verwandt ist, wenn die iiberlagerte Potentlal
stromung stationdr ist.

Kirchhoff fiihrt die Funktion ein

n n
P=2—17;221—11'Fk1n96k’

i=1 k=1
wo g, den Abstand des ¢-ten und k-ten Wirbels bedeutet und ¢ und &
als verschieden vorausgesetzt sind. Setzt man ferner

Q — Epi(wo)@=$i’
1

Y=

so lassen sich die Differentialgleichungen der Wirbelbahn schreiben

dv, _ 0(P+@Q), dy 3(P+Q)
L dr -~ oy Fiﬁ A

Daraus folgt dann
9 (P+Q) 2 (P+9Q)
dx, 4 I dy; = 0.

8.'1:;

Wenn man summiert {iber alle Wirbel, so folgt das Integral der
Differentialgleichungen '

P - @ = konst. (5)
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4. Wir betrachten z. B. die Bewegung eines Wirbelspaares, das sich
in einer zur z-Achse symmetrischen Stromung befindet. Es sei 2, = x,,

Y= — Y
ferner
oE) _@Ey @ (e
ay)zle o \i)y z:xl’ dx x::xl__ ax),r:.ll
y=—4 Y=y y=u y=—4
Dann wird
(P)a=s, = — (P)o=n,
Yy=u Yy=-4
oder

V(e y) = — X, — )
Daher erhalten wir aus der Gleichung

2al’, (V(,y,) — ¥, —y,)) + 't In2y, — konst
oder
2a ¥ (%, y,) -+ I'yIny, — konst (6)

als Gleichung der Wirbelbahn in der positiven Halbebene.

Der andere Wirbel bewegt sich auf einer zur x-Achse symmetrisch
gelegenen Bahn. Die Gleichung stellt gleichzeitig die Bahn eines ein-
zelnen Wirbels vor, der sich in einer beliebigen, durch eine feste Wand
begrenzten stationdren Stromung bewegt. Das hierher gehorige Bei-
spiel eines Wirbelpaares hinter einem Kreiszylinder wird uns noch
ausfiihrlich beschéftigen.

5. Kinen weiteren, fiir spitere Verwendung wichtigen Fall erhalten
wir, wenn wir eine Anzahl n von gleichen und gleichsinnigen Wirbeln
aquidistant auf einem Kreise vom Radius R verteilen. Wenn man dann
die reelle Achse vom Mittelpunkt des Kreises durch einen der Wirbel
legt, so lautet die komplexe Funktion der Wirbelstromung!

[ A n

Wzgzln(z — R") (7)
und die komplexe Geschwindigkeitsfunktion
daw - i@ mz*?

dx " T Za R ®)

Man sieht, dafl der Anfangspunkt als Schwerpunkt des Systems und
der unendlich.ferne Punkt Ruhepunkte der Stromung sind. Das Strom-
feld 148t sich am besten tibersehen, wenn man die ausgezeichnete Strom-
linie (Rosenkurve)

7" = 2R"cosn g
heraushebt, die im Mittelpunkt einen n-fachen Punkt hat und die bei-

1 Wilh. Miiller, Wirbelschicht und Zirkulation. Z. techn. Phys. 1924, S. 450.
Miiller, Math. Stromungslehre. 7
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den Typen von Stromlinien voneinander trennt, diejenigen, welche die
einzelnen Wirbel in geschlossenen Bahnen und diejenigen, welche das
ganze System einschlieBen (Abb. 54). Um die Bewegung eines Wirbels
durch die iibrigen, also etwa des in z = R gelegenen Wirbels zu erhalten,
muf} man

¢I', z"—R"

'
W= an z—R

differenzieren. Man erhilt dann nach Auswertung des zunédchst fiir
: z = R unbestimmt erscheinenden Aus-
drucks

(AW il(n—1
v = ( dz )z=R = Z(n—R—) ) (9)
Jeder Wirbel bewegt sich also
tangential zum Grundkreis oder
das ganze Wirbelsystem dreht
sich um den Mittelpunkt mit einer

I'in—1 .
;n R,‘) , die als
erzeugt gedacht werden kann von einem

mit den Umfangswirbeln gleichsinnigen

Zentralwirbel von der Stirke _1"(71,2_-—1) .

Geschwindigkeit

Je grofer n wird, desto mehr nihert sich
der Wert dieser Wirbelstirke der Halfte
der Gesamtzirkulation des Systems.

6. Wenn sich ein zylindrischer Kérper
durch eine Fliissigkeit bewegt, so bildet
sich hinter ihm eine sog. Wirbel-
schleppe, die sich aus vielen neben-
einander geordneten Wirbelgebilden zusammensetzt. Wir wollen zu-
néchst von dem erzeugenden Kérper ganz absehen und den Fall einer
unendlich langen geraden Reihe von gleichsinnigen und gleichstarken
Wirbeln betrachten. Wenn der Abstand der Wirbel [ ist und die Reihe
der reellen Achse parallel geht, ferner ein Wirbelpunkt die Koordinate
2, hat, so haben wir die komplexe Stromfunktion

Abb. 54. System &dquidisanter Wirbel
auf einem Kreise.

[eo]

L ]] fo— M) =5 In(e—zp) [ (1=E 52" |~ (10)
1

A=

wo II das Zeichen fir die Produktenbildung bedeutet.
Beachtet man die allgemeine Darstellung der sin-Funktion als un-

endliches Produkt
smaf—xn( nW)
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80 erhdlt man aus (1), von einem konstanten Faktor abgesehen
i L (z—z)m
W———an Insin — (11)
und fir die Geschwindigkeit der Strémung in einem Feldpunkt
dW _ il

V== 8

Ausdriicke, die durch Trennung des reellen vom imagindren Teil
und Einfihrung der hy-
perbolischen  Funktionen
leicht umgeformt werden
konnen.

Fir das System der
Stromlinien das angenéhert Abb. 55. Unendliche Reihe gleichsinniger Wirbel.
in der Abb. 55 darge-
stellt ist, erhalt man, wie der Leser leicht bestitigen wird, die

Gleichung

@Di2n7y—cosg?—x=e°, (13)
wo ¢ die nach einer arithmetischen Reihe zu- oder abnehmende Kon-
stante bedeutet.

Da jeder Wirbel, wie die Gleichung (12) zeigt, durch das Feld der
ibrigen die Geschwindigkeit Null erhilt, so befindet sich die Reihe im
Gleichgewicht. Eine an-
dere Frage ist jedoch die
nach der Art dieses Gleich-
gewichts d. h. ob nach
einer kleinen Storung oder
Verschicbung die Entfer-
nung aus dem Gleichge-
wicht sich vergrofert oder
ob das Gleichgewicht sich
von selbst wiederherstellt. .. . éygtm dor Ka
Die nahere Untersuchung,
die hier nicht reproduziert werden soll, hat ergeben, daB der Fall einer
Wirbelreihe instabil ist.

7. Unter den méoglichen DoppelwirbelstraBlen ist besonders der
Fall zweier auf Liicke stehenden parallelen und gegensinnigen Wirbel-
reihen von Bedeutung (Abb. 56). Wenn der Abstand der Wirbel einer
Reihe wieder =1 und der Abstand beider Reihen =k gesetzt wird,
wenn ferner der Anfangspunkt auf der Mittellinie zwischen beiden Rei-
hen auf einer Senkrechten liegt, die von den néchsten Wirbelpunkten

7*

rmanschen Wirbelstraen.
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die Abstinde - 72 hat, dann haben die Wirbel der beiden Reihen die

Koordinaten
I, .k
+(g+ig)+l=ta+Al
wo A alle Werte der Zahlenreihe von — o0 bis 4- 00 durchliuft, und wir
erhalten als komplexe Stromfunktion des Wirbelsystems

il sin(z—zo)f’—t
W=ftln— \ (14)
sin (2 + 2) 5

mit der Feldgeschwindigkeit

—_ i 7 7 3

V=37 [cth(z—zo)—eth(z—l—zo)j . (15)

Die Geschwindigkeit eines Wirbels, hervorgerufen durch die beiden
Reihen, ist gleich der von der fremden Reihe hervorgerufenen Geschwin-
digkeit, da einem Wirbelpunkt durch die eigene Reihe keine Bewegung
erteilt wird. HEs ergibt sich also, dal das ganze System in der
z-Richtung mit der Geschwindigkeit
o 7w/l . I 7h

fortschreitet. Von Karman?! stammt der Nachweis, der hier nicht

wiederholt werden soll2, daf} eine und nur eine Verhiltniszahl % = (,2806

existiert, bei der das System der beiden WirbelstraBen nicht labil ist,
obwohl natiirlich auch hier von einer absolut stabilen Lage nicht die
Rede sein kann. In der Tat zeigen auch die von Karman und Rubach
verdtfentlichten Photographien des Stromungsbildes hinter einem durch
ruhendes Wasser geschleppten Kérper eine Anordnung von Wirbel-
reihen, welche ungefihr diesem Verhiltnis entspricht. Es soll spiter
gezeigt werden, wie man aus dem Impuls dieses quasi-stabilen Wirbel-
systems den Widerstand eines zylindrischen Korpers berechnen kann.

23. Wirbelschichten.

1. Zylindrische Schichten. Wenn die reihenweise angeordneten
Wirbelfiden unendlich dicht zusammenriicken, so da8 das Produkt
aus Wirbelstédrke und Abstand einem endlichen Werte zustrebt, so ent-
steht eine lings einer (zylindrischen) Fliche ausgebreitete Wirbel-

!Th. v. Karman, Uber den Mechanismus des Fliissigkeits- und Luftwider-
standes. Nachr. d. Ges. d. Wiss. G6ttingen 1911—12. — v, Karman u. Rubach,
Phys. Z. 13 (1912), S.49—59.

2 Vgl. auch Fuchs u. Hopf, Aerodynamik, S. 160ff.
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schicht (Abb. 57). Falt man die Wirbelbelegung einer solchen Fliche
resp. der entsprechenden Kurve in der Ebene nach Analogie der Massen-
belegung auf, so ergibt sich ohne weiteres die Berechtigung der iiber-
tragenen Begriffe wie Dichte der Wirbelbelegung oder Schwerpunkt
einer kurvenformigen Wirbelschicht als Spur
einer mit elementaren geradlinigen Wirbel- 33333333338
faden belegten zylindrischen Schicht.
Lassen wir z. B. die Zahl » der dquidi- Abb. 57, Ubergang aur Wirbel-
stant auf einem Kreise angeordneten Wirbel schicht.
so zunehmen und die Zirkulation eines Wir-
bels so abnehmen, dafl nl" endlich bleibt, so wird die Dichte y der
Belegung lings des Umfanges konstant, und zwar

. nI’
AT

Die auf ein Element Rdg entfallende Zirkulation wird dann
yRdo .

Wenn man den Grenziibergang (n — ) an den friither gegebenen
Formeln vornimmt, so erhdlt man aber fiir einen auflerhalb des Kreises
gelegenen Punkt

__inT 2\ iyR
””( 97 (" — R 2

Fir einen inneren Punkt | 2| < R dagegen wird
v =0,

d.h.im AuBeren des Kreises ist die Strémung identisch mit
der Stromung eines im Mittelpunkt konzentrierten Wir-
bels von der Stiarke der Gesamtschicht; im Inneren da-
gegen ist Ruhe. Fiir einen Punkt z == Re’® der Wirbelschicht er-
gibt sich die Geschwindigkeit zu

=" e-iv,

Die Wirbelschicht bewegt sich also in sich selbst mit
einer Geschwindigkeit, die derjenigen gleich ist, die ein
im Mittelpunkt gelegener Wirbel hervorrufen wirde,
dessen Stérke halb so grol ist wie die Gesamtstirke der
Schicht.

Dieselben Resultate lassen sich, wie ich in der zitierten Arbeit?
gezeigt habe, auch direkt mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes

1 'Wilh. Miiller, Wirbelschicht u. Zirkulation, a.a. O. S. 451.
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ableiten, wenn man das komplexe Potential

iRy

W= 2n

27
fln (z— Rei?) do (1)
0

durch die Substitution ¢ = Re'%, do :;% transformiert. Es zeigt

sich dann z. B., da3 W fiir einen inneren Punkt konstant wird. Da also
das Innere des Kreises ein absolut toter Raum ist, so kann man den
Kreis als Schnittgrenze eines zylindrischen Hindernisses und den Aus-
druck fiir W als Potential der Zirkulationsstrémung um einen Kreis-
zylinder auffassen, die als durch eine lings des Randes ausgebreitete
Wirbelschicht verursacht gedacht werden kann!. Die wirbelnden
Fliissigkeitselemente verhalten sich, wie Lagally bemerkt, wie kleine
Réder, die auf dem Kreise rollen und auf denen die wirbelfreie Fliissig-
keit mitgefithrt wird. Die kreisférmige Wirbelschicht kann zum Auf-
bau weiterer Stromungen benutzt werden. Wenn man z. B. zwei kon-
zentrische Kreise mit gleichen und entgegengesetzten Schichten be-
legt, so resultiert die Stromung in einer Ringfliche. Zum Studium wei-
terer Kinzelheiten mul} auf die Arbeit von M. Lagally verwiesen werden.

2. Ebene Wirbelschichten. Die Formeln fiir die ebene Wirbel-
schicht ergeben sich durch einen leichten Grenziibergang aus den ent-
sprechenden, in Abschnitt 22 gegebenen Formeln fiir die unendlich
geradlinige Reihe von dquidistanten Stabwirbeln. Einfacher erhilt man
auf direktem Wege, wenn & die Abszisse eines Punktes der in die z-Achse
fallenden Spur einer im positiven Sinne drehenden Wirbelschicht bedeutet,

, t+w ) +00d$
— P [y (o . p_w(dE oy
W_szln(~ Hag;  v=Lf 5 =41 @)
—© —c0

Die Fliissigkeit stromt also beiderseits der Schicht mit konstanter
Geschwindigkeit % in entgegengesetzten Richtungen. Wenn man die

Schichtstrémungen mit einer gleichméBigen der z-Richtung folgenden
Parallelstromung W = v,z iiberlagert, so kann man die Wirbeldichte y
und die Geschwindigkeit », so bestimmen, daB auf beiden Seiten der
Schicht vorgeschriebene Geschwindigkeiten herrschen, daB z. B. die Be-
wegung in der einen Halbebene verschwindet. L&Bt man ebenso die
beiden oben betrachteten gegenliufigen WirbelstraBen in zwei ent-
sprechende Schichten iibergehen, so erhdlt man die Bewegung eines
geradlinigen Strahles in einer unbegrenzten Fliissigkeit, und die am
Rand auftretenden Wirbel konnen wieder als Ursache der Bewegung

! Vgl. M. Lagally, Zur Theorie der Wirbelschichten, Sitzungsberichte der
bayr. Akad. d. Wiss., 1915, S. 85.
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gelten. Ein solcher Strahl entsteht etwa dadurch, daB man einen sehr
langen, von parallelen Wanden begrenzten Korper in der Fliissigkeit
bewegt (Idealform des Kielwassers). Durch Hinzufiigung einer Parallel-
strémung kann man z. B. die Geschwindigkeit des Strahles zum Ver-
schwinden bringen (Idealform des toten Wassers hinter einem Hindernis).

3. Instabilitdt der ebenen Wirbelschicht. Wir wissen bereits,
dal} eine ebene gleichmaBige Wirbelschicht als Grenzfall einer unend-
lichen Reihe dquidistanter Stabwirbel nicht stabil sein kann, daB viel-
mehr die geringste Stérung des Gleichgewichts sich mit der Zeit ver-
groBert. Es soll im folgenden im besonderen der EinfluB einer perio-
dischen Stérung im Anschluf an die Untersuchung von Lagally ge-
nauer verfolgt werden?.

Wenn die ebene Spur der Schicht mit der a-Achse zusammenfillt,
und wenn an der Stelle = £ ein Ausschlag % = &f (£) entsteht, wo ¢
eine kleine GroBe sein moge, wo ferner die Wirbeldichte y eine Anderung
£g (&) erfahrt, so ist das Potential der gednderten Stromung

+ o
W oo [t eg@)ne — & der(e) ds (3

- %

und die Geschwindigkeit

+ o
g , d
v = ;—zj‘(y +eg(8) 7—5—:&”7(7 : (4

Da in einem Punkte der Wirbelschicht selbst y = ¢f ( ) ist, so wird
die komplexe Geschwindigkeit, mit der sich die Schicht &ndert

+®
_ i ds '
Uy == Z?ZJ‘(?} +eg(8) 2—Etie(f@—1&) (42)

Die Funktion f(z) soll im Endlichen iiberall endlich und stetig
sein. An der Stelle = & haben dagegen die Ausdriicke unter dem
Integralzeichen Pole 1. Ordnung. Diese Stellen sind von der Integration
auszuschlieffen. Bei hinreichend kleinem & 1468t sich nun v, folgender-
mafen umformen.

_’
“OZQLJ v+ £9() { <f(;x)_"5)§(§))} Y
+ o + o
i d¢ §de x 3)
:%’f‘%*gf sz‘g( + ﬁ;c)t‘;;( dé.

1 M. Lagally, a.a. O. S. 95.
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Das erste Integral verschwindet, und man erhélt daher

f(x) f(E) 9(5) U

Die Komponente vy, verschwindet, wenn f(x) =f (&) ist an jeder
Stelle z = &; dagegen wird vy, =0, wenn ¢ (£) an jeder Stelle Null
ist. Daraus folgt, dall eine transversale Verschiebung der
Wirbelteilchen eine longitudinale Bewegung und umge-
kehrt eine longitudinale Verschiebung der Teilchen einen
transversalen Ausschlag zur Folge bat.

Wenn nun die Stérungsfunktion periodischer Natur, also etwa
von der Form

f(x) =sinkx
ist, so wird
+ o
—  ye&|sinkxr—sinké
vo_ﬂj—(m——@? ds.

Mit der Substitution

kx=rt, kE=u«
erhdlt man
+ ®
— _yek |sint—sina
0T 9 (T—a}
Zerlegt man das Intervall von — oo bis + oo in Abschnitte von
der Lénge 2z, so ergibt sich

do. (6)

+®  +2m+=m
— syk sinz —sina
Vo = Vg, = Z J‘ “G—af
— 1+2nn

Setzt man f =« — 7 — 2nx so wird

e
2w
szyk (sint — sin (z+ f) Z(ﬂ+2n”)2 ag.
0
Die weitere Auswertung des Integrals ergibt, da die Summe den Wert
% sin—2 % hat

_evk .
vOz— 2

(7)



Wirbelschichten. 105

Es tritt also eine longitudinale, dem transversalen
Ausschlag proportionale Geschwindigkeit auf. Zur Zeit 6t
wird die Gleichung der Wirbelschicht

y:esink<x+%ykyét\). (8)

Entwickelt man nach Potenzen von d¢

7

y=c¢ [sinkw—}— %ykgyét cos kx 1+ J\
und 16st, in dem man nur die 1. Potenzen von d¢ beriicksichtigt nach y
auf, so kommt

yzesinkx—J—%ezykgétsinkxcoskx. (84a)

Um weiter die Anderung der Wirbeldichte infolge longitudinaler
Verschiebung zu untersuchen, so bedenke man, dal} die auf die Langen-
einheit bezogene Wirbelstirke ¢ unverinderlich sein muf}, woraus folgt

. dy (%) ddx . dy(») dox
y(@)dz=konst  oder 5+ =0= s T Twor
Wegen
2
(;—: = v,, und d;‘:’ = 87210 coskx
ergibt sich also
6y(x):~%~872kzcoskx6t. (9)

Die groBte Dichtigkeit tritt also an den Stellen kx =z, 3z ...
(2n+1) m auf, die kleinste an den Stellen kx =0,2n...2nx. Hier
sndert die Geschwindigkeit das Vorzeichen, und zwar strémt die
Fliissigkeit auf die ersteren Stellen von beiden Seiten zu, von den
letzteren nach beiden Seiten weg. Die verdnderte Dichte wird aber
wieder die Strémungsgeschwindigkeit abandern. Die y -Komponente,

die bisher Null war, erhilt dabei nach (5) mit g___,, 2}2 cos kxdt
und Benutzung der Gleichung
+ . p
S+ 2nayt=gotgy
den Wert
Vo, = - €V K sinkadt. (10)
Wir konnen also die gesamte Bewegung der Fliissigkeit dahin

charakterisieren, daB eine transversale periodische Stérung der Wirbel-
schicht eine longitudinale Verschiebung der Wirbelelemente zur Folge
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hat, die weiter eine periodische Stérung der Wirbelbelegung und
damit eine Verstirkung des urspriinglichen transversalen Ausschlags
nach sich zieht. Die weiteren Konsequenzen dieser Anfangsbe-
wegungen, die rechnerisch schwer zu bestimmen sind, werden jeden-
falls die sein, daB die auftretenden Maximalstellen der Wirbeldichte
immer mehr verstirkt werden, wihrend die Wirbelung in den dazwischen
liegenden Minimalstellen schlieflich verschwindet. Die ganze Wirbel-
schicht 16st sich daher schlieflich in eine Reihe dquidistanter, gleich-
starker Wirbel auf, wie sie bereits oben untersucht wurde.

V. Einfluff von Zirkulationen und Wirbeln auf den
Stromungsdruck an zylindrischen Korpern.

24. Die Kriifte am bewegten Kreiszylinder.

1. Die friiher (Abschn. 18) betrachtete ideale Stromung um einen
Kreiszylinder, die vollstindige Symmetrie in bezug auf eine zur Parallel-
stromrichtung durch den Mittelpunkt gezogene Senkrechte zeigte,
stimmt mit der Wirklichkeit nur wenig iiberein. Die Beobachtung lehrt,
dafl zwar zu Beginn der Bewegung ein dem Idealzustand sehr nahe-
kommendes Stromungsfeld entsteht, daB aber sehr bald die Umsetzung
der Geschwindigkeitsenergie in Druckenergie auf der Hinterseite stark
nachlédfit, wahrend zunéchst zwei Wirbel von entgegengesetztem Dreh-
sinn in unmittelbarer Nahe der Stromungsachse aus der Grenzschicht
heraustreten und unter allméhlicher Vergréferung sowohl voneinander,
wie vom Kreiszylinder sich entfernen. In einem gewissen Abstand vom
Zylinder wird das Wirbelpaar die symmetrische Lage zur Achse auf-
geben, wahrend gleichzeitig neue Wirbelspiralen nunmehr abwechselnd
auf beiden Seiten sich ablésen. In einiger Entfernung hinter dem
Zylinder schlieBen sich die abwandernden Wirbel zu einer Wirbel-
schleppe zusammen, die aus zwei etwa auf Liicke stehenden Reihen
von Wirbeln mit entgegengesetztem Drehsinn bestehen, wie sie friiher
(Abschnitt 22) betrachtet wurden.

Zur Erklirung dieser Erscheinungen kann man in Ergénzung der
bereits frither eingefiihrten Prandtlschen Uberlegung die Theorie der
Wirbelschichten heranziehen. Betrachtungen, wie sie F. Klein! und
M. Lagally? anstellen, machen es wahrscheinlich, dafB die senkrecht auf
den Kreiszylinder treffende Stromlinie dort in zwei gleiche, dem Sinne
nach entgegengesetzte wirbelnde Schichten zerfallt, die auf der Hinterseite
zusammentreffen. Die Annahme wird einerseits durch die Betrachtung des

L F. Klein, Uber die Bildung v. Wirbeln in reibungslosen Flissigkeiten.
Z. Math. Phys. Bd. 58, 8.259—262 (1910).
2 M. Lagally, Zur Theorie der Wirbelschichten, a. a. O. S. 89.
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Systems der Kraftlinien (der absoluten Stromlinien) des Zylinders, ande-
rerseits durch die physikalische Verfolgung des Vorganges nahegelegt.
Das Kraftliniensystem kann in der Tat, wie wir sahen, als erzeugt
gedacht werden durch ein Doppelwirbelpaar im Mittelpunkt, dessen
Achse senkrecht steht zur Bewegungsrichtung. Dieses Wirbelpaar ist
wieder dquivalent mit zwei entgegen gesetzten Wirbelschichten auf dem
Kreiszylinder, deren Stirke vom vorderen und hinteren Punkt bis zu
den Endpunkten des Querdurchmessers zunimmt, in Verbindung mit
einer Quellbelegung®. Da sich die beiden Schichten selbst iiber die
Oberflache hinschieben, so treffen die jeweiligen Endwirbel hinten zu-
sammen, vergrofern sich durch die nachdringenden Elemente der
Schicht und entfernen sich in der
angegebenen und noch naher zu be-
rechnenden Weise vom Zylinder.
Dabei verschieben sich allméhlich
die Ablésungsstromlinien, welche
die Wirbel umfassen, nach beiden
Seiten von der Achse.

2. Wir sehen zunéchst von der
instationdren Beschaffenheit des
Bewegungsvorgangs hinter dem
Zy]inder ab und betrachten den Abb.58. Lage und Bahn des Wirbelpaares hinter

einem Kreiszylinder.
Einfluf} eines mittleren (allgemei-
nen) Wirbelpaares auf die Stromung und die Resultierende der auf
den Zylinder ausgeiibten Druckkréfte.

Sind die Koordinaten der Wirbelzentren — Re'® und — Re™** so
muB man nach dem bekannten Thomsonschen Prinzip die an dem

2 .
Kreisumfang gespiegelten inneren Wirbel an den Stellen —~%’ei“’

hinzufiigen (Abb. 58), damit der Kreis in der Gesamtstromung Strom-
linie bleibt. Die komplexe Stromfunktion, die die Parallelstromung und
Wirbelstromung umfaBt, ist daher .

(z 4 R &%) (z +% e—iw)

. )
W)= —uv (z + ﬁ) + EIE e . (1)
) 0 z 2 3 . , .
24 &%) (z - Re V)
R
Die gespiegelte Geschwindigkeit v in irgendeinem Punkte wird

. e
v, — 1V, = — 1, 1—~z§

NILLY SR SRV S (2)

t Vgl. Wilh. Miiller, Wirbelschichten und Zirkulation a. a. O. S. 455.
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Die Stromungsgeschwindigkeit langs des Kreises ergibt sich nach
fritherem am einfachsten durch Einfithrung von Polarkoordinaten als
negativer imaginirer Bestandteil der fiir » = r, gebildeten Ableitung

ow .
Gy =Y i,
Wenn wir die Abstédnde des Kreispunktes von den &uBeren und

inneren Wirbelpunkten einfiihren, also setzen
2, =1+ R*+ 2r,Rcos(y % ),
2 3 g
e =15 +E? -+ 27032003(7# + ),
ferner die Beziehungen
n_n_ k.
r,ory
beriicksichtigen, so erhalten wir nach einfacher Umformung

R si 2 _ 2
v, = 2sing {'00 _ I Rsiny (B2 - L(,)} .

12— 12 =4r Rsinysing

wrdrd (3)

Man sieht also, daf}
die Geschwindigkeit ge-
geniiber dem wirbelfreien
Fall, absolut genommen,
verringert wird und in
vier Punkten des Kreises
verschwindet. Die beiden
auBerhalb der z-Achse
gelegenen Staupunkte, die
der Gleichung

LR 2,3
\ // r?rg:F—RSlHW(R"LO)

EXN

:

Abb. 59. Stromung um einen Kreiszylinder und Wirbelpaar. . .
geniigen, liegen auf der

hinteren Seite des Kreisumfanges nicht weit vom héchsten und tiefsten
Punkt entfernt. Die von ihnen ausgehende Stromlinie umschlieBt das
Wirbelgebiet und erscheint als Bestandteil der zerfallenden Kurve

7% —1rd I ryr

Tz_”o?/(ﬁz*c,)” lg =

zu der auch die Achse y =0 und der Kreis r = r, gehéren (Abb. 59).

3. Um den auf den Kreiszylinder wirkenden Strémungsdruck zu

ermitteln, brauchen wir die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten 7
und v¥ der beiden duBeren Wirbelkerne

-0 (@)

9 ’
2 Cr 7}

- 2 . ; iv ; T R
* o LR 2w> I _iI' Ee x4

Y Y (1 ¢ +4nR siny  2x (R®—1r}) . 27 RPe ¥ —rie'? (5)
R (R S IR AN A L S S

Vs ”0<1 B ¢ T i Reny T x(B—r)  2aRev_rie "
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Dann wird nach der Lagallyschen Formel (Abschnitt 18, (14))
P —io@(vy — 7). (6)

Der (ideale) Widerstand des Zylinders ist also der Stiarke
und der relativen Geschwindigkeit der beiden Wirbel
direkt proportional.

Mit den Werten (6) ergibt sich aber hieraus
er’zReosw . oI®Rcosy (R —rf) (7)
x (By—rd)  a(R'Yr—2r2R'cos2y)’

Dieser Ausdruck verschwindet, wenn ¥ und also auch v¥ zu
Null werden. Setzt man nun den reellen und imaginiren Ausdruck
(7) fir v¥ gleich Null, so ergeben sich, wie bereits L. Foppl! gezeigt
hat, die beiden Gleichungen

P, 7291)F sm?y)—

o - " o I . To\4
2R siny = R 13, (8) 5-=2vRsmp(1— (0. (9)
Die erste dieser Gleichungen stellt eine Kurve 4. Ordnung dar, auf

der die Wirbel liegen miis-

sen, damit der Strémungs- ¢ !
druck verschwindet, unddie %/ ‘ /) |

. . . 08—\ —+ ot —
zweite Gleichung gibt den \\ \ I
Wert der zugehérigen Zir- g4 [l |
kulation. 92| 1 \ i

Die Beobachtung zeigt _0‘; @ ) 8y | 0] | 7120 |7 _74‘7‘71780
nun, daff die Zentren der _, A \ |/ \
beiden sich zunichst hinter -éﬁ \ \ ]
dem Zylinder ausbildenden -24 \ / /[
Wirbel bei ihrer Bewegung X - \
fast genau der Kurve (8) :Ei L INNT Y| |Adaio0
folgen, wihrend ihre Stirke _z4 ~

zunimmt. Wenn man be- Abb. 60. Theoretischer Druckverlauf an einem Zylinder mit
denkt, daBim Gesamtwider- Wirbelpaarund Fersuchskurye nach Brmisch.
stand noch andere, hier nicht
unmittelbar erfafite Bestandteile enthalten sind, z. B. der Reibungs-
widerstand, so kann man das Verhalten des Wirbelsystems als Folge
eines Gesetzes des kleinsten Widerstandes beurteilen.

Wenn man (8) und (9) beriicksichtigt, so erhidlt man fiir die Ge-
schwindigkeitsverteilung langs des Zylinders

(B? 4 r§) (R® — 1§)"]

% _ 9sing 1 — ﬂ—J (10)

o N -
Die entsprechende Druckverteilung ist in der Abb. 60 mit der Messung
von H. Ermisch zusammengestellt. Man sieht, dal nur im vorderen

! L. Foppl, Wirbelbewegung hinter einem Kreiszylinder, Sitzungsber. d. bayr.
Akademie d. Wiss. 1913, S. 1—17.
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Teil des Zylinders bis etwa ¢ = 90° eine Verbesserung gegeniiber dem
wirbellosen Fall erzielt ist und da das Verhédltnis der gréBten Unter-
driicke im vorderen und hinteren Teil mit der Messung einigermafen
zusammenstimmt. Nur von dem starken Druckwechsel, den die Theorie
im Wirbelgebiet liefert, d. h. von der zweimaligen Riickverwandlung
der Geschwindigkeit in positiven Druck 1a8t die Wirklichkeit nichts
erkennen. Unter der Voraussetzung, daBl die Zirkulation, was in der Be-
rechnung der Kraft nicht beriicksichtigt wurde, nach (11) verénderlich
ist, ergibt sich der Widerstand nach Abschnitt 6 als zeitliche Anderung
des relativ zum Kreiszylinder gebildeten Impulswertes

P, =— Qditf'vmda: —0 ‘%ff% drdy.

Das Integral ist dabei iiber das ganze, mit Flissigkeit erfullte Ge-
biet zu erstrecken. Die von L.Foppl durchgefithrte Rechnung, die
von dem GauBeschen Integralsatz Gebrauch macht, ergibt fiir die
z-Komponente des Impulses den Wert

2
Jm=9{'r§von+31’sin(p( ~%ﬂ (11)
Bei konstanter Geschwindigkeit ergibt sich daher
d{ . 78
P, = 3@37(81n1/)< ——ﬁ’)-l“). (12)

Der Auswertung der Differentiation miiite die Beobachtung der
Bewegung der Wirbel zugrunde gelegt werden, woriiber in der Original-
arbeit v. Rubach?! das Nahere nachzulesen ist. VonL. F6ppl? stammt
ferner der Nachweis, daB das Wirbelpaar wohl stabil ist fiir spiegel-
bildlich symmetrische, nicht aber fiir antisymmetrische Verschiebungen.
Aus dieser Labilitdt erklirt sich die oben erwdhnte Verinderung des
Stromungsbildes, die eintritt, sobald die Wirbel einen gewissen Abstand
vom Zylinder und voneinander erhalten haben. Auch der periodische
Charakter des Vorganges leuchtet ohne weiteres ein, wenn man be-
denkt, daB bei der geringsten Stérung der Symmetrie die Ablésung
der Endwirbel beider den Zylinder bedeckenden Schichten nicht mehr
gleichzeitig erfolgen kann. Es entsteht schlieBlich eine Art schwingen-
der Bewegung, deren Periode mit der Zeit zwischen zwei Ablésungen
gleichsinniger Wirbel vom Zylinder zusammenfallt.

4. Man kann nun, um zu einem weiteren Ausdruck fiir den Widerstand
zu gelangen, die in einiger Entfernung hinter dem Zylinder sich aus-
bildende quasistationdre Wirbelschleppe allein beriicksichtigen, deren

1 L. Rubach, Uber die Entstehung u. Fortbewegung des Wirbelpaares hinter
zylindr. Korpern. Forschungsarb. a. d. Geb. d. Ingenieurwesens, Heft 185, Berlin 1916.
2 L. Foppl, a.a.0. 8. 6.
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Fortschreitgeschwindigkeit den Wert
r hax
=g 387
hat, wenn I' die Zirkulation eines Wirbels und ! den Abstand zweier
Nachbarwirbel einer Reihe,  den Abstand der beiden Reihen bedeutet.
Wenn wir ein Koordinatensystem zugrunde legen, das die Bewegung
der WirbelstraBen mitmacht, so wird das Potential der Strémung

vor dem Korper — uz, in groBer Entfernung hinter dem Korper
dagegen

W= —uzforn— = —uz | W, (13)

Zur Bestimmung des Widerstandes wendet man den Impulssatz
an auf einen Quader ABCD von der Breite 1, dessen Spur in der zy-
Ebene durch die Geraden z = &, * = — &,, ¥y = 4= n begrenzt wird,
die hinreichend weit zudenken sind und nicht durch einen Wirbelfaden
hindurchgehen (Abb. 61).

Der gesamte Widerstand setzt A _____ S S &
sich dann aus zwei Teilen zusammen, : 7 !
die wir oben als stationdren und ¢ |
instationdren Widerstand unter- : Z 7. 1
schieden haben. Der erste Anteil, é'_ e iainiei i 2’1

der der Voraussetzung entSPTiCht, Abb. 61. Bezugssystem zur Impulsberechnung.
dafl mit der Zeit keine neuen Wirbel

sich vom Zylinder ablésen, berechnet sich als reeller Bestandteil des
Blasius-Lagallyschen Integrals

ot ((dW\*?
lell - ER’ZA (T;Zl]) dZ,
das lings der Seiten des Rechtseckes 4 BC D zu erstrecken ist. Wenn
man voraussetzt, daB im Innern der Kontrollfliche gleichviel positive
und negative Wirbel vorkommen, da also die Gesamtzirkulation ver-
schwindet, so ergibt sich, daB in dem Integral W durch W, ersetzt
werden kann. In hinreichend groBem Abstand hinter dem Kérper ist
aber ) =
dW, il sm?zo—i—

dz 2lcos2zoﬁf——cos2zﬂ-
l l
Wenn 7 unendlich groB wird, verschwinden nun die auf die Grenzen
AD und BC sich beziehenden Integrale, und es bleibt
+i9
L aeifamy »
[P, =% (‘;g) dz. (7 >0)

—iy
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Wenn man das Integral auswertetl, so ergibt sich fiir den stationéiren

Widerstand der einfache Ausdruck
el r/r
1P, ], =40 (= —uh). (14)

Um den zweiten Bestandteil | P, |, zu bestimmen, kénnen wir an-
nehmen, daB in der Zeit ¢, in welcher der Zylinder um die Strecke 1
fortschreitet, ein neues Wirbelpaar entstanden ist, das einen Zuwachs
zum Impuls bedingt. Man erhélt dann als Komponente des Impulses
fir die Zeit ¢, (vgl. S. 53)

J, =% ij»—»«dxdy - —zERQfdm 1

x 19

Wenn # wieder o0 wird, so ergibt sich
J =oIh.

Da der Koérper die Strecke ! mit der Geschwindigkeit v, — u zuriick-
gelegt hat, so wird die auf die Zeiteinheit bezogene mittlere Impuls-
zunahme

b
|Poly = 01" (vg— %) (15)
Damit ergibt sich der gesamte Widerstand zu
h I
| P,| =P, |, + [P,y =0L (v, — 2“)7‘!‘@‘2}7' (16)

Wenn wir nun die stabile Anordnung mit % = (,2806, Ctg th = ]/é—

zugrunde legen, so wird

P, —ol4[0,7963 = 03141 (&) (17)

Yo

und der Beiwert fiir den Kreiszylinder

C,

- ;’; [0,7936 - 0,314 (%)2] . (18)

In den Originalversuchen von Karman und Rubach wurde beim
Kreiszylinder

vl=0,14, l=64om, h=18cm, 2r,—=15cm
0
gemessen. Damit erhilt der Koeffizient ¢, den Wert

¢, = 0,91

der mit dem Resultat der Messung sehr gute Ubereinstimmung zeigt
(vgl. Abb. 45).

! Vgl. Fuchs-Hopf, Aerodynamik. S.167—169.
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25. Die Kriifte am rotierenden Zylinder (Magnus-Effekt).

Ein Kreiszylinder moge mit der Geschwindigkeit v, in der im Un-
endlichen ruhenden Fliissigkeit sich bewegen, wihrend er um seine geo-
metrische Achse eine gleichformige Umdrehung ausfithrt. Man kann
dann wieder den Zylinder als ruhend und eine seiner Bewegung ent-
gegengesetzte Stromung in der Umgebung voraussetzen, die in grofler
Entfernung einen homogenen Charakter hat. Die Stromung, die schlie3-
lich entsteht, ist nicht mehr symmetrisch um die parallel zur Anstréom-
richtung durch den Mittelpunkt gezogene Achse, und es interessiert vor
allem die Frage, welchen Einfluf} die kinematische Asymmetrie auf den
Stromungsdruck am Zylinder ausiibt. Um die Kraftwirkung in ein-
fachster Weise rechnerisch ermitteln zu kénnen, miissen wir eine Be-
trachtung iiber die Vorgange in der Grenzschicht, resp. tiber das Ver-
halten der dem Zylinder aufliegenden Wirbelschichten vorausschicken.

Es liegt zundchst nahe anzunehmen, daf} die am Zylinder haftende
Fliissigkeit durch Vermittlung der Reibungskrifte die weiter abliegen-
den Schichten so mitreif3t, daB schliellich die ganze den Zylinder um-
gebende Fliissigkeit in eine kreisende Bewegung versetzt wird, die so
beschaffen ist, als ob sie von einem im Mittelpunkt gelegenen Wirbel
herrithren wiirde. Nach der von Prandtl begriindeten Auffassung ist
aber die innere Reibung zu klein, um als unmittelbare Ursache fiir das
Zustandekommen dieser Zirkulation in Betracht kommen zu kdnnen.
Sie wird vielmehr die Bedeutung eines nur auslésenden Faktors haben,
indem die von der Reibungsschicht aunsgehende Storung der gleichsam
urspriinglich angestrebten Stromungsform eine sekundire Wirbelbewe-
gung hervorruft, als deren Reaktion die kreisende Stromung erscheint?!.

Die Grundbedingung fiir die Bildung und Anhdufung der Grenz-
schicht ist vor allem auf der gegenlaufenden Seite des Zylinders ge-
geben, auf der die Umfangsgeschwindigkeit der Anstrémung entgegen-
gesetzt gerichtet ist, withrend auf der andern mitlaufenden Seite die
Grenzschicht mit dem Zylinder mitgerissen wird. Daher wird auch in
diesem Falle zunichst die Wirbelablosung einseitig erfolgen.

Man sieht aber unmittelbar, daB die Grenzschicht auf jener Seite
mit einer Wirbelschicht gleichbedeutend ist, deren Elemente eine der
Umfangsgeschwindigkeit entgegengesetzte Drehung besitzen. Indem
diese Schicht in Form einer Spirale in die freie Fliissigkeit iibertritt
und sich schlieBlich vom Zylinder ablést, um einen groferen selbst-
stindigen Wirbelkomplex zu bilden, wird eine Gegenbewegung er-
zeugt, die wir als Zirkulation bezeichnen.

1 Vgl. fiir das folgende L. Prandtl, Magnuseffekt und Windkraftschiff. Die
Naturwissenschaften 1925, S. 93—108. — A. Betz, Der Magnuseffekt, die Grund-
lage der Flettner-Walze. Zeitschr. d. V. d. 1. 1925, S. 9—14.

Miiller, Math. Stromungslehre. 8
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Das kann man sich mathematisch dadurch verstandlich machen,
daB man, die Giiltigkeit der Grundgesetze der Idealstrémung voraus-
gesetzt, das Linienintegral der Geschwindigkeit fiir einen den Zylinder
und den Grenzschichtwirbel umschlieBenden Weg abcda gleich Null
setzt (Abb. 62). Wenn man dann den Weg durch den zweimal entgegen-
gesetzt zu durchlaufenden Schnitt bd in zwei Wege aufteilt, von denen
der eine den Wirbel umgibt, so sieht man, dal wegen der Beziehung

$vd3+ § vd3=0,
abda cdbe

die Zirkulation in der Tat der Stérke des abwandernden Wirbels
entgegengesetzt gleich ist. Wahrend sich immer neue Wirbel vom Zy-
linder ablésen und in das dullere Stromungsfeld tbertreten, vergréBert
sich die Zirkulation bis zu einem bestimmten Grenzwert, der von der

b Drehgeschwindigkeit des Zy-

el RN linders vorgeschrieben ist. Bei

7 AN kleinerer Drehung werden zwar
/

|
|
)/ '1 \\\ auch von der mitlaufenden Seite
/ \ N \  Wirbel abgehen; aber sie sind
c N L a
i

u: g —jedenfalls anfanglich bedeutend
\ RO v ) kleiner als die von der Gegen-
\ N e / seite stammenden. Erst nach

. | » dem sich die volle Zirkulation
~- __||_ _____ - ausgebildet hat, d. h. ein neuer
Gleichgewichtszustand herge-
stellt ist, werden sich von beiden
Seiten des Zylinders abwechselnd entgegengesetzte Wirbelelemente ab-
lésen, natiirlich in unsymmetrischer Weise, die sich schliefflich hinter
dem Zylinder zu jener doppelten Reihe aneinanderfiigen, die wir bereits
beim rotationslosen Fall betrachtet haben.

Die Beziehung zwischen der Umfangsgeschwindigkeit des Zylinders
und der GréBe I' der Zirkulation ist bisher theoretisch nicht geklart
worden. Erst auf Grund der mit dieser Zirkulation unmittelbar zu-
sammenhdngenden Kraftwirkung lassen sich nachtrigliche experimen-
telle Feststellungen machen. Wenn man die Umfangsgeschwindigkeit
des Zylinders u, nennt und

Abb. 62. Zur Entstehung der Zirkulation.

I'=2naryjuyx==x1 (1)
setzt, so ist % jedenfalls eine mit dem Verhéltnis 1:4’ veranderliche,

iibrigens von der Reynoldschen Kennziffer unabh'an‘:gige Zahl < 1.
Bei einem nicht rotierenden Zylinder ist bekanntlich die grofite Stro-
mungsgeschwindigkeit 2 v,. Wird nun u, > 2 vy, so erleidet die Grenz-
schicht an der mitlaufenden Seite keine Bremsung, sie wird tberall
vorwirts gerissen, und daher ist nach Erreichung der zugehérigen Zirku-
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lation keine schiadliche Ablgsung mehr zu erwarten. Ferner darf auch
auf der gegenlaufenden Seite die resultierende Geschwindigkeit nicht
riicklaufig sein, damit hier eine im Sinne der Zirkulationsbildung giinstige
Wirbelablosung zustande kommen kann. Die Grenze wiirde erreicht,

sein, wenn gerade im Punkte ¢ — —~Z die Geschwindigkeit der Stro-

mung = 0 wird. Dann wiirde aber im gegeniiberliegenden Punkt eine
Geschwindigkeit 4 v, herrschen. Daraus ergibt sich, was auch durch die
Versuche, z. B. von Ackeret (vgl. Abb. 66) bestatigt wird, daB die gréBte

Zirkulation etwa fiir das Verhaltnis ,2)‘0,_ = 4 erreicht wird.

Wir wollen zunéchst die Zirkulatioon I’ um den Zylinder als eine ge-
gebene Grofle ansehen und das Strémungsfeld genauer untersuchen,
das entsteht, wenn wir die reine Zirkulationsstrémung mit der Parallel-
stromung tiberlagern. Die gesamte Stromung wird dann charakterisiert
durch das Potential

. 3 o T
W——vo<z+rzr)—;z;;lnz, (2)
aus dem die Geschwindigkeit in einem Feldpunkt z zu
i ANEEA ‘
s — -8 - o (3)

sich ergibt. Fir die Staupunkte der Strémung erhilt man mit z = ret”

TS —oaw or
—v(,(l»—v» e? >_

e T =0.
r? 27

Wenn man diese Gleichung in den reellen und imaginéren Teil zer-
legt, so ergibt sich

oder, wenn wir ¢ = — @,
resp. 7 -+ @, setzen

F=4nr,v,sing,. (4)

Man sieht also, daB
diebeiden auf dem Kreise
liegenden  Staupunkte

gegeniiber der Lage im

— Abb. 63. Relative Stromlinien um einen bewegten Kreiszylinder
Falle ['—0 um den mit Zirkulation.

Winkel nach der gegen-

laufenden Seite hin verschoben erscheinen (Abb. 63). Reelle Staupunkte

auf dem Zylinder erhilt man allerdings nur, solange die Zirkulation

I'<4aryv, ist. Wenn I’ =4nryv, wird, fallen beide Punkte des

Kreises im tiefsten Punkt zusammen (das ist dann der bereits oben
8
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erwihnte Grenzfall); wenn dagegen I' >4 mrgv, wird, verschwinden
die Staupunkte auf dem Zylinder ganz; dafiir tritt unterhalb des Punk-
tes ein singuldrer Ruhepunkt in der Stromung auf, in dem eine ausge-
zeichnete Stromlinie einen Doppelpunkt hat. Wenn der Winkel ¢,
resp. die Lage der Staupunkte gegeben ist, etwa durch Beobachtung,
80 bestimmt sich die Grofe der Zirkulation aus der Gleichung (4).
Um die Absolutstromung des bewegten Zylinders zu bestimmen, muf
man in dem Ausdruck fiir das Potential vz addieren. Es ergibt sich

W :—7———ﬂlnz- (5)

Die zugehorigen Stromlinien findet man geometrisch nach der
Maxwellschen Diagonalmethode aus dem System der absoluten Strom-
linien des rota-
tionsfreien Zylin-
ders (Abschnitt 18)
und der Schar von
Kreisen um den
Quellpunkt, deren
Radien als e-Po-
tenzen einer arith-
metischen Reihe
zu ermitteln sind
(vgl. Abb. 64).
-—/ Wenn man das
Bild mit dem ent-
sprechenden des
Falles I"' =0 ver-
gleicht, so sieht
man, daB die mit

der Drehung
gleichsinnigeobere
Abb. 64. Absolute Stromlinien (Feldlinien) um einen bewegten Umkreisung die
Kreiszylinder mit Zirkulation. untere Umkrei-

sung stark verdridngt hat. Wenn die Staupunkte in den unteren Punkt
p=—75
suBersten den Kreis treffenden Stromlinie und die untere Gegenzirkula-
tion ist itiberhaupt verschwunden. Die weiter unterhalb verlaufenden
Linien schlieflen den Kreis vollstindig in sich ein. Natiirlich gibt es
auch in dem Falle, wo keine Staupunkte auf dem Kreise liegen, nur eine
Umkreisungsrichtung fiir die Feldlinien, ebenso eine Schar von Strom-
linien, welche den Kreis nicht treffen. Von der zeichnerischen Darstel-
lung dieser beiden Falle mufite abgesehen werden. Um die Druckver-

S
)

Y

zusammenfallen, so ist dieser zugleich Berithrungspunkt der
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teilung zu finden, bedirfen wir der relativen (eschwindigkeit langs
des Zylinders, fur die der Ausdruck gilt
v=— 25v,¢ ¥ (sin @ - sin @)
WOraus (6)
v| = 20, (sin @ 4 sin @, ).

Aus der in dieser Gleichung zum Ausdruck kommenden seitlichen
Unsymmetrie in der Geschwindigkeitsverteilung geht bereits hervor,
dal oberhalb des Zylinders in der Umgebung des Punktes z =17,
Unterdruck, unterhalb um den Punkt z — — ¢r, dagegen Uberdruck
gegeniiber der ungestorten Strémung herrscht, dafl also auf dem Zy-
linder selbst eine senkrecht zur Anstrémrichtung stehende Seitenkraft
wirkt. Um die GroBe dieser Kraft pro Lingeneinheit des Zylinders zu
ermitteln, benutzen wir die frither abgeleitete Blasiussche Gleichung
und erhalten sofort

. 10 (-0 .
P, —iP = z‘fzrdz — —ipI'vy; P =ol'v, (7)

Die Kraft fillt also in der Tat in die Richtung der y-Achse und ist
absolut genommen gleich dem Produkt aus der Dichte des Me-
diums, der Bewegungsgeschwindigkeit des Zylinders und
der Zirkulation. Wenn man den Wert fiir die Zirkulation aus (4)
einsetzt, so ergibt sich

P,= P, =4zmgor,vising,. (7Ta)

Wenn man ferner die Rotationsgeschwindigkeit u, des Zylinders
einfithrt, so kann man nach (1) setzen

P, = 2n0x7yuyv, (8)
woraus fiir die ,,Auftriebszahl® ¢, der Wert sich ergibt

€, = 7713—“;2:2n;¢u°‘ (8a)
07¢% Yo

Diese in Verbindung mit der Rotation des Zylinders auftretende
Kraftwirkung wird auch als Magnuseffekt bezeichnet nach dem
Physiker Magnus, der zuerst im Jahre 1853 in Berlin, ausgehend von
der damals schon bekannten Erscheinung der Abweichung rotierender
Kugelgeschosse Messungen iiber die Seitenkréfte rotierender Zylinder
veroffentlicht hatl. Lord Rayleigh betrachtete zum ersten Male die
ideale Stromung in der Umgebung eines rotierenden Zylinders und gab

auch den Ausdruck fiir den resultierenden Strémungsdruck?.

1 (. Magnus, Uber die Abweichung der Geschosse. Abh. d. Kgl. Akad. d. Wiss.
zu Berlin 1852 = Poggendorff Ann. Physik 88 I, 1853.

2 L. Rayleigh, On the irregular flight of a Tennis-Ball. Scientific papers,
Cambridge 1899, S. 344.
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Die ersten genaueren quantitativen Messungen sind von M. Lafay im
Jahre 1912 durchgefiihrt worden. Die ersten (6ttinger Versuche schei-
terten an technischen Schwierigkeiten, die erst im Jahre 1923 behoben
wurden, besonders durch die Einfithrung kleiner schnellaufender Mo-

toren von verhdltnisméBig hoher Lei-
stung (Durchmesser 42 mm, Lénge
180 mm, Tourenzahl n = 30000/Min.,
Leistung N =1 PS), die zunichst zum
Antrieb der Schrauben von Flugzeug-
modellen gebraucht wurden, aber auch
fiir die Versuchswalzen sich ausgezeich-
net bewdhrten. Um die in der Theorie
angenommenen Verhaltnisse der ebenen

B [
Lufistromgrenze
Metor Rotor_
R -
H ¥
| - H 200 '
C ]

Abb. 65. Versuchseinrichtung.

Stromung angenahert zu verwirklichen,
wurde der drehbar aufgehéngte Zylin-

der zwischen zwei parallele Winde gestellt. Schlieflich wurde die
Wirkung noch bedeutend verstirkt und das schidliche Einstrémen

. 0 von Nebenluft in das
Ca Jokeres ,f=1_1,; Uptrerdruckgeblet ver-
g =39 ° mieden dadurch, daB man
auf den Vorschlag von
¢ %  Prandtlanden Zylinder-
7 y»  endenScheibenanbrachte,
/ die mit dem Zylinder um-

J 56 liefen (Abb. 65)..
s s Das theoretische Maxi-

-

Vit sedl. Scherben

mum der Querkraftzahl

F~ e Ferd
= »

{
Ackeret

ist bei einer zirkulatori-

Yy
/ /7 / schen  Geschwindigkeit
J / %% 29, am Zylinderumfang
2 '/ _| Reid ;
— = = e e [ 57
/ /7 C, 47 12, 5
1 Lafay . .
7 /{ 7z = GJZZ 37  wobei also die Zahl
0 / —C, ’ # =0,5 zu setzen ist. Die
A L zundchst von Ackeret
/ 7
=/ 4 3 v 9’ angestellten Versuche an
Ug . .
Uy dem mit Scheiben ver-

Abb. 66. Kraftzahl und Zirkulation beim rotierenden Zylinder. sehenen Zylinder ergaben

fir ¢, etwa den Wert 10. Mit Riicksicht auf die nicht zu elimi-
nierende Reibung kann die Anndherung an die theoretischen Bedin-
gungen als nicht ungiinstig bezeichnet werden.

Wir geben in der Abb. 66 einige von S. Ackeret, E. G. Reid und
M. Lafay stammende Versuchskurven wieder, aus denen man die
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Abhéngigkeit der Werte ¢, und % = Iﬂ in Abhéngigkeit von dem Ge-
0

schwindigkeitsverhaltnis %0— ersehen kann. Man bemerkt, daf die An-
0

bringung von Scheiben eine bedeutende Steigerung der Kraftwirkung

zur Folge hat und daf} der Zylinder mit Scheiben in der Gegend

tatsiichlich den etwa bei 10 liegenden Hoéchstwert der Querkraftzahl
erreicht.

Durch die Gottinger Versuche angeregt, hat es Flettner vor eini-
gen Jahren unternommen, zunéchst mit gutem Erfolg, die Segel eines
Schiffes durch zwei Zylinder zu ersetzen, die durch eine Antriebsvor-
richtung in Drehung versetzt werden kénnen. Wenn man die Stirke
und den Sinn der Drehung wechselt, so 1a6t sich zu jeder Windrichtung
eine bewegende Kraft von vorgeschriebener Richtung erzielen. Bei
einem Schiff liegen die Verhéltnisse insofern giinstig, als die Wind-
geschwindigkeiten verhiltnismiBig niedrig sind (etwa zwischen 5 bis
10 m/s) und daher auch die Drehkraft der Rotoren, die einige Meter
Durchmesser haben, nicht eine Grofe erreichen, bei der unangenehme
Resonanzerscheinungen zu befiirchten wiren. Da ferner die gréfBte
Magnuskraft etwa 30mal so groB ist als der Widerstand, den dieruhenden
Zylinder bei derselben Windstirke erfahren, so vermag auch der stirk-
ste Sturm auf die ruhenden Walzen keine groBeren Krifte auszuiiben
als ein méfiger Wind bei giinstiger Drehung. Die auf ein Segel aus-
gelibte Kraft ist ferner proportional mit dem Quadrat der Geschwin-
digkeit. Da aber bei Zunahme des Windes und unverdnderter Drehzahl
der Rotoren ein dem Verhéltnis der Umfangsgeschwindigkeit zur Wind-
geschwindigkeit auch die Seitenkraft sich verkleinert, so ergibt sich,
daB die Gesamtkraft jedenfalls einem giinstigeren Gesetz folgt, als die
Widerstandskraft des Segels. Ein weiterer Vorteil kénnte darin gesucht
werden, dal die Anpassung an die Windrichtung in einfacherer Weise
als beim Segelschiff, namlich durch bloBe Anderung der Drehzahl mit-
tels Handvorrichtung bewerkstelligt werden kann. Dall diese Eigen-
schaften des Rotorschiffes ausreichend sind, auf die Dauer das Segel-
schiff zu verdringen, ist natirlich damit in keiner Weise entschieden.

26. Die Stromung um zwei rotierende Walzen.

Die stréomungstheoretische Untersuchung des Systems zweier
rotierender Zylinder, wie es bei dem Flettnerschiff Verwendung findet,
begegnet einigen Schwierigkeiten. Es handelt sich zunéchst darum,
das Potential der ebenen Strémung im AuBengebiet zweier gleicher
Kreise aufzustellen, die sich zusammensetzt aus einer Parallelstrémung
und zwei die Kreise umgebenden Zirkulationsstromungen. Da beide
Kreise Stromlinien sein sollen, so mufl man auler den beiden im Mittel-
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punkt anzubringenden Doppelquellen und Wirbeln noch diejenigen
Singularitdten hinzufiigen, die durch fortgesetzte wechselseitige Spiege-
lungen jener Quellsenken und Wirbeln an den beiden Kreisen gewonnen
werden. Daher ist das ganze Potential nur durch eine unendliche Reihe
darzustellen.

Wenn die Durchmesser der als gleich vorausgesetzten Zylinder klein
sind gegeniiber ihrem Abstand, begeht man keinen groflen Fehler, wenn
man das Stromungsfeld in der Umgebung jedes der rotierenden Zylin-
der unter der Annahme aufstellt, daB der andere Zylinder durch einen
in seine Achse fallenden tragenden Wirbelfaden (Punktwirbel) ersetz-
bar ist. Man hat dann in der z-Ebene noch den in bezug auf den ersten
Kreis gespiegelten und einen entgegengesetzt gleichen Wirbel im Zen-
trum hinzuzufiigen, damit die Grenze der zyklischen Stréomung um
diesen Zylinder nicht gestort wird.

So erhilt man angendhert in der Umgebung des Zylinders 1, wenn
die Zylindermitten die Koordinaten + a haben, die Umdrehungen den
Zirkulationswerten [ und [I', entsprechen und die Parallelstromung
unter den Winkel o gegen die negative z-Achse gerichtet ist,

W, = —uv, [(z —a)e’” -+ ie‘“} _ih n(z— a)

z2—a 2x

— ”—; In t+a)E—a)
2m

Y
2
z~a+%

Aus dem Ausdruck fiir die Geschwindigkeit des Wirbelkerns 2 = —a

P —vo<em~ 5 e"m> +i(Tl+P2) i Iy 2a

: id a2 Ge—r) O

erhdlt man aber durch Anwendung der Lagallyschen Formel mit
Ir=r, I' =TI, ¢g=0 fir den auf den Zylinder 1 wirkenden
Stromungsdruck

— o . _ . i 2 e
P =io(Iy+1,)v,—ipl,vi—=igu, [Fle —}—4%21"26 }

L LR I3-2
ina o @a—ri"

(3}

Die entsprechende Kraft fiir den Zylinder 2 ergibt sich, wenn man
in (3) ¢ durch — a ersetzt und die Zeiger 1 und 2 miteinander ver-
tauscht. Der an der z-Achse gespiegelte Vektor der Gesamtkraft
schreibt sich dann in der Form

> D i) . [ ia 3 ~ia
P=P + P, = —igv, (I +1T})|e —}—%e -I
AT TP (4)
T fan =y
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Multipliziert man mit e~** und trennt dann das Reelle vom Imagi-
néren, so erhidlt man die in senkrecht zur Bewegungsrichtung fallende
Quertriebskomponente und die in diese Richtung fallende Komponente

o 1 r2 I2—rg .
P =gv, ([, +T}) {1 4 41’5 cos 2ocJ 40 @;_037) : :lrn'a"z sin ¢
Fz__l"g) (5)
P,.—= — v, (I —{—I’)—~sm2¢x—]— 1;472-~——)00soc

Die letztere macht sich als Vortrieb oder Ricktrieb (Widerstands-
kraft) geltend, je nachdem

r—r,=z 21)0(4(1— ?)sinoc

ist. Ebenso berechnet man durch unmittelbare Anwendung der zweiten
Lagallyschen Formel S. 53 die auf den Anfangspunkt bezogenen Dreh-
momente M, und M, sowie das Gesamtmoment M

.h
M, ——Qvocosa[F a+Tyg, } Mo:'—QUOCOSOC}rF‘z(l“; ’71’4]:13 (6)

73 .
M:MI+M2:Qvocosa<a—4%>(1“1~-l‘_,>.

Man sieht aus der Formel, daf}, wenn die Drehgeschwindigkeiten
resp. die Zirkulationswerte I'; und I, gleich werden, die auf die einzel-
nen Rotoren entfallenden Teilkrifte nur in der Komponente senkrecht
zur Achse libereinstimmen, dagegen in der achsialen Komponente sich
unterscheiden, wiahrend das resultierende Drehmoment verschwindet.
Wenn I'y = — I', ist, so verschwindet die resultierende Kraft; dafiir
tritt das Gesamtsystem unter die Wirkung eines Drehmomentes,
das mit der Geschwindigkeit v,, dem cos des Anstellwinkels
und der Summe der Absolutwerte der Zirkulationen ver-
haltnisgleich ist.

Wenn man den Radius der Walzen gegen den Abstand 2a vernach-
lissigt, so kann man die Gesamtstromung durch das Potential

W:—voei“—%i‘ln(z—a)~%Szln(z+a) (7
charakterisieren. Die Ausdriicke fiir die Kriafte und Momente, die man
in diesem Falle auch sehr leicht direkt berechnet, werden dann

- rr, . . > nLr . i

P, = [@’;*@111”06 iE szQ[*zl;;g—lrzvoe } 8)
P= —igpu ey (I, + I)
M =pguvyacosa (', —I). (9)

Wie man sich iiberzeugt, steht die Kraft in diesem Falle senkrecht
auf der Richtung der Parallelstromgeschwindigkeit, resp. der Be-
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wegung des Systems. Um Aussagen liber die Lage der Krafte zu machen,
berechnen wir den sog. Schwerpunkt der Zirkulation, dessen
Koordinate durch die Gleichung
o — §v2dz
0 $vdz
definiert ist, wo die Integrale lings einer das System der Zylinder-
spuren umschlieBenden Kurve zu erstrecken sind. Wegen

= i (4 1) ia(T1~I‘g)
v= Yol T Ton T 2 22

ergibt sich nach dem Residuensatz von Cauchy

_ a1y
=20 (10)

Wenn man diesen Wert mit (9) vergleicht, so sieht man, da8 alle
Wirkungslinien der Krifte P, die
zu den verschiedenen Richtungen a
gehoren, durch den auf der Achse
=+ o liegenden Schwerpunkt 2z, hin-
durchgehen (Abb. 67). Die Richtungs-
winkel f; und f, der beiden Teilkréfte
P, und P, bestimmen sich aus

Vo008

tgh, — 2

v, 81N «
0 + 4ma
vV, COB a

Abb. 67. Krifte an einem System zweler tg ﬂ2 - . (11)

rotierender Zylinder. v 8in e — _11 B

0 dxa

Fiir den Schnittpunkt beider Krifte erhilt man

. 8ratvyte '
é-0 =%y — — I, +T, . <12)

Daraus folgt aber, wenn man ¢, = z, -+ {’ setzt

8z a® 1)0)2

g4 "7’2 = (Tl_rf; (13)

Wenn also vy, I', und I, konstant bleiben, und der An-
stellwinkel o geindert wird, so beschreibt der Schnitt-
punkt der beiden, an dem Zylinder angreifenden Kriafte
einen Kreis um den Schwerpunkt der Zirkulation, dessen
Radius der Geschwindigkeit v, direkt und der Gesamt-
zirkulation umgekehrt proportional ist.
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27. Stromung um einen rotierenden Zylinder mit freiem
Wirbel.

Wir haben oben gesehen, dall die Zirkulation eines rotierenden
Zylinders im wesentlichen darin ihren Erklarungsgrund findet, daf
sich hinten, besonders von der ,,gegenlaufenden’ Seite des Zylinders
aus der Reihenschicht ein spiraliger Wirbel herausbildet, der nach Er-
reichung einer bestimmten GroBe in die freie Fliissigkeit tritt, um nun
die zirkulatorische Gegenstromung zurtickzulassen.

Wir wollen zunichst die feineren Vorginge im Stromungsgebiet
hinter dem zylindrischen Hindernis aufler acht lassen und der frither
betrachteten zyklischen Strémung (Parallelstromung und Zirkulation)
um den Kreiszylinder das Feld eines in der Flissigkeit schwimmenden
Idealwirbels hinzufiigen, dessen Starke der Zirkulation entgegen-
gesetzt gleich ist. Wenn wir dem duBeren Wirbel die Koordinate — Rei"
geben und die Parallelstrémung in Richtung der negativen x-Achse an-
nehmen, so ergibt sich das komplexe Potential der Gesamtstrémung
unmittelbar aus der Formel (3) des vorigen Abschnitts, wenn wir

(z — a) ** durch 2z, 2a durch R, I', durch — I'; = — I ersetzen, in
der Form
72 1, z-L-Re"
W = — 'UO <z ‘{‘” *z‘) ‘I" é.;t ln ——-TT(Z)"‘:W (1)
2+ E €

und die Geschwindigkeit in einem Feldpunkt

. g o eV (R* —13)

”**”0<1*z2>*2;(z+Re~‘W)<Rz+rgeW)' (2)
Zeichnerisch erhilt man das gesamte Stromungsbild, wenn man

das friiher konstruierte einfache translatorische Stromliniensystem um

den Kreiszylinder mit dem Kreisbiischel

L S

g
nach der bekannten Diagonalmanier iberlagert.

Um sich von den Druckverhiltnissen ein Bild zu machen, interessiert
zuniichst der Verlauf der Geschwindigkeit v, lings des Kreisumfanges.
Mit z = r,e*? erhialt man

_ . e il (RP—rhei?
v, = — 21v,sinpe”" — Sar, o (3)

also den Absolutwert

r (R -n
v, = 20,sing | o i (32)

‘ wr, @

wenn ¢ den Abstand des Kreispunktes vom #ufleren Wirbelzentrum
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bezeichnet. Als Gleichung fiir die Argumente der Staupunkte A4, und
A,, die sog. ,,Stauwinkel, resp. als Beziehung zwischen Zirkulation und
Stauwinkel ergibt sich daraus

2

: @
F:~4nv0r0smq)ﬁg. (4)

Das fithrt z. B. fiir sin @ bei gegebenem I" zu einer Gleichung 4. Ord-
nung, die innerhalb eines gewissen Bereiches der Zirkulationswerte
zwei reelle Wurzeln hat. Man sieht iibrigens aus Gleichung (4), daf} die
Staupunkte, wie zu erwarten ist, auf dem unteren Teile des Kreisum-
fanges liegen. Setzt man an Stelle von ¢ das, eine Mal — ¢, das andere
Mal @, + 7, so wird

sin @, - 03 = sin @, 03, (5)
der vordere, zu @, gehérige Staupunkt A4, liegt also der x-Achse resp.
der Stromungsachse durch den Kreismittelpunkt néher als der hintere
(Abb. 68), und zwar verhalten sich die Sinus der Stauwinkel

_——————

Abb. 68. Stromung um einen Kreiszylinder mit Zirkulation und duBerem Gegenwirbel.

umgekehrt wie die Quadrate der Abstéinde vom Zentrum
des duBleren Wirbels.

Allgemein verliert das Geschwindigkeits- und Druckfeld seine Sym-
metrie zur y-Achse, so dafl z. B. auch die Stellen gréfiter und kleinster
Stromungsgeschwindigkeit am Zylinder aus jener Achse herausriicken
und schlieBlich die Richtung der Druckresultierenden gegeniiber der
Lage im wirbelfreien Fall um einen positiven, spitzen Winkel verdreht
erscheint.

Bevor wir den Vektor dieser in einem bestimmten Augenblick der
Stréomung herrschenden Kraft bestimmen, miissen wir kurz auf die
Bewegung des &uBeren Wirbelkerns in dem umgebenden Geschwindig-
keitsfeld eingehen. Als Geschwindigkeit des Wirbels erhalten wir aus (1)

_ o 1" Re t¥
o — (1 foe “"’>+ﬁzae-rg' 6)
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Fiir die Komponenten in der Richtung des Radiusvektor und senk-
recht dazu haben wir

. v
UR:*vzcosy)ﬁvysmw:voeosq}Of R{;) ,
| RO
Uy = U, SNy — 9,008 p = — v, 80y (14 L)< VZ(R—r)
2 2

Die daraus sich ergebende Differentiafigleichung der Wirbelbahn

Rdy Y
AR v,
hat, wie man leicht feststellt, die Losung (vgl. Abschnitt 22)
. 73 r 7 o o
sin <1 — R‘;—) T dnryn, 218 (B — 1)) =c. (8)
Die entsprechenden Bahnkurven sind in den Abb. 69 und 70 fiir die
r 1

Falle k= 45— = /\
T T, Yy

und =2  dargestellt. /

Wihrend der Wirbel // M

hinter dem Zylinder ab-

schwimmt, entfernt er //,/g////

sich gleichzeitig von der /////7—4//’——\/’\

x-Achse oder von der
Mit telpunk tsbahn des Abb. 69. Bahnen der.WirbeI hin}er einem rotierenden
Zylinder (k= 4).

sich bewegenden Zylin-
ders und folgt im Unendlichen der Richtung der Parallelstromung.
Um den auf den Zylinder wirkenden Flissigkeitsdruck zu bestim-

men, miilte man auf

den instationiren Cha- /_\
rakter des hinter dem / / / /

Zylinder ausgebreite- \

ten Stromungsfeldes,

also z. B. auf die Tat-
sache Riicksicht neh-
men, daf} in bestimm-
ten Zeitabstéinden im-
mer neue Wirbel sich

ablosen und mit den
bereits abgelésten in

cinem dauernd sich Abb. 70. Bahnen der Wirbel hinter einem rotierenden
andernden Felde ab- Zylinder (k = 2).

wandern. Bezeichnet man wie frither die Stérken der einzelnen Wirbel
mit I', ebenso die entsprechenden komplexen Geschwindigkeiten mit
v/, s0 hat die Resultierende der auf den Kreiszylinder ausgeiibten
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Stréomungsdriicke in dem als stationdr zu betrachtenden Felde den
Wert

P=ig(I'~ )= +ie II}v}. 9)

Bei der Abwanderung der Wirbel wird ihre Energie allméhlich
durch Reibung aufgezehrt. Wenn wir annehmen, dall die aufgezehrte
Energie immer wieder ersetzt wird oder dafl die Summe der Wirbel-
stirken aller duBleren Wirbel der mittleren Zirkulation entgegengesetzt
gleich gesetzt werden kann, die sich bei gleichméBiger Drehung des
Zylinders ausbildet, so bleibt

P=io 3Iv}. (92)

Nun stellt sich aber erfahrungsgemaf bei gleichméBiger Bewegung
oder konstantem v, eine mittlere Kraftwirkung ein, die der Messung
zugénglich ist. Ersetzt man also das sich kontinuierlich aus der Rei-
bungschicht erneuernde Wirbelsystem durch einen einzigen fiktiven
Wirbel, so kénnen wir diesen Wirbel gleichzeitig als einen tragenden
Wirbelfaden von unverinderlicher Lage und Stédrke betrachten. Dann
ergibt sich die Kraftwirkung auf den Zylinder unmittelbar aus der be-
reits frither berechneten Formel (3) des vorigen Abschnitts, wenn
wir mit e~*¢ multiplizieren und « durch 9 und 2a durch R ersetzen,
resp. durch Einsetzung von (6) in den Ausdruck (93)

_ , . I* Re
P:—ngvO(l ﬁe"“”> IR (10)
N B elI® Rsiny
Py*Pa*QvOF<1—Fcos2w> Sro B —r)’ 1
Rcosy . ( a)
-—‘Px:Pw:Q(Féu;_TZ)HQWOF:RTAsln2w'

Setzt man P, = c,0r, vﬁ, P, = ¢,07,v% und fithrt die beiden Ver-

hiltniszahlen = k, B = = ] ein, so findet man fiir die Beiwerte

2rry0,

der Kraftkomponenten

c —2nk{1~l2cos21,u-—k s1n1p}

)

lcosw

cw:2nk[k —22sm2th
Man sieht daraus, daB in Ubereinstimmung mit der Erfahrung die
Querkraft kleiner ausfdllt als ohne Wirbel und daB die
tangentiale oder Widerstandkomponente wesentlich durch
das Vorhandensein des Wirbels bedingt ist.
Die Formeln lassen sich iibrigens verhdltnisméBig iibersichtlich
fassen, wenn man den Abstand % des Wirbels von seinem Spiegelbild
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am Kreis und die vom &ufleren Wirbel herrithrende Abwartsgeschwin-
digkeit u, an der Stelle des inneren Wirbels einfiihrt. Vernachlassigt
man A?sin g, so wird angendhert
Pa:Q(\vOF.II;_FuOsinw); ca:an<%—%§simp>, 12
12

P, oI uycosy; cw:2nk?vi;’cosw.

Nach Elimination von k ergibt sich aus (13) als Gleichung fiir die
ideale ,,Kraftpolare“ beim rotierenden Zylinder
2mcosy [c,(1—A% cos 2y)+ ¢, A2 sin 2y] = A(c cosy - ¢, siny)*. (13)

Das ist eine Parabel, die im Anfangspunkt ¢, = ¢, =0 die Gerade

¢, (1 — 22 cos2y) | ¢, A*sin2 ¢ =0
beriihrt und deren Achsenrichtung durch die Gerade
¢, co81y ¢, siny — 0

bestimmt ist. Die Beziehung (13) kann natiirlich nicht ohne weiteres
quantitativ mit den Messungsergeb- 7

nissen verglichen werden, zumal da %_},I_/’_”a s
die Lage des fiktiven Wirbels auch g _/f"/r’:gffi
als abhingig von dem Geschwindig Ca / A 1

. i /
keitsverhiltnis £ betrachtet werden 8 7
mufl. Solange ferner keine zwingen- C /” Scheiben$-momn]

den Aussagen iiber die Werte 4 und 7 7
¥ gemacht werden, 1aBt sich nur /

feststellen, daB die durch die Be- &
ziehl.lng '(13). ausgedriickte. Gesgtz- /// A-d y=300
miBigkeit die versuchsmifBig gefun- 3 /

/4
dene Polare jedenfalls qualitativ /
richtig wiedergibt. Die in der Tat ¥ / %7 -

nicht ungiinstige Ubereinstimmung

— wir haben zur Veranschau- ° ! A
lichung zwei mogliche Wertepaare / Ohne Scheigen

<l:%, p=15% 1= é—lf, 'l,u:300> g /
gewihlt — bezieht sich insbesondere 7
auf folgende Punkte (vgl. Abb. 71). \ >0
Wenn wir noch den frither be- J5—7 73 7 5 6
trachteten translatorischen Wider- Abb. 71. Polarkurven tiir cinen Rotor.

stand c,,, (entsprechend ¢, =0) hin-
zugefiigt denken, so sieht man, daf der Widerstand c,, -+ c,, nicht fiir
¢, = 0 sondern fiir ein kleines positives ¢, sein Minimum erreicht. Die
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positiven ¢,-Werte sind jedenfalls im praktischen Bereich absolut grofier
als die negativen c,-Werte. Diese Abweichung von der zur c,-Achse
symmetrischen Parabel ist dadurch bedingt, daB 9 ein spitzer Winkel,
daB also das Wirbelsystem bei unserer Orientierung unterhalb der
Stromungsachse gelegen ist.  Fiir diese Lage des mittleren fiktiven
Wirbels stimmt auch die GréBenordnung der ¢,- und c,-Werte mit

der Messung iiberein.

Nun bezieht sich aber die Messung auf den beiderseits begrenzten
Zylinder. Um die Theorie auf diesen Fall auszudehnen, bedarf es einer
erginzenden Betrachtung, die davon auszugehen hat, daBl die beiden
Wirbelfaden, der freie duBere und der innere nicht mehr ins Unendliche

Abb. 72. Wirbelring am begrenzten Zylinder.

gehen, vielmehr infolge
der Ablosung des gebun-
denen Wirbels an den
Zylinderenden sich zu
einem Wirbelring zusam-
menschlieBen. Fiir die
Achse dieses Wirbelrings
kann man nach dem Vor-
gange von C. Witos-
zynski? eine rechteckige
Form annehmen (Abb. 72).
Es wird dann nach den
Formeln (12) darauf an-

kommen, die mittlere, auf den inneren Wirbel, resp. den Kreiszylinder
von dem #uBeren Teil des Wirbelrings ausgeiibte Geschwindigkeit,

36 ﬁ;\\/\‘;’ y

L3

Abb. 73. Zur Berechnung des indu-
zierten Widerstandes eines Wirbelringes.

also das Integral

zu bestimmen, wobei b die Linge des
Zylinders und s die von der Mitte aus
gezdhlte Koordinate eines Punktes der
inneren Wirbelachse bedeutet.

Wenn man die Winkel 8; bis f4 zwischen den Verbindungslinien
des Punktes nach den Anfangs- und Endpunkten des Ringes mit der
Wirbelachse einfiihrt (vgl. Abb. 73), so gibt die Anwendung des Biot-
Savartschen Gesetzes ohne weiteres

1 C. Witoszynski, Modification du prinzipe de circulation, Proceedings of
the first international congress for applied mechanics, Delft 1924, ed. C. B. Biezeno
and J. M. Burgers, Delft 1925, S. 424.
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w— % (cos B, + cos B,) -+ + (cos B - cos B)
g 4a(5+ )

r
-+ LR (cos i, + cos B,).
ta(g—s)
2
Driickt man die cos-Werte durch 4, b, s und f =r, — % aus und inte-

griert, so ergibt sich

T = Y @.l’fﬁi—lﬂ
u0w2ﬂhb[]/h +b h<1 In " =y il (15)

Fir den Quotienten x = %0— der Seitengeschwindigkeit fiir den
0

endlichen und den unendlich langen Zylinder ergibt sich
/ R
- T

- l/1+ A (ﬁ--b 3). (16)

Das ist gleichzeitig der Faktor, mit dem wir (angenéhert) den Wider-
standswert fiir den unendlich langen Zylinder multiplizieren miissen,
um den auf die endliche Linge b reduzierten Wert zu erhalten.

VI. Methode des unstetigen Potentials.

28. Der klassische Ansatz.

Die Wichtigkeit des Widerstandproblems laft es wiinschenswert
erscheinen, noch kurz einige andere Losungsmethoden mathematischer
Natur zu besprechen.

Wie der innere Doppelwirbel bei einem Kreiszylinder durch zwei
entgegengesetzte Wirbelschichten auf dem Rande ersetzt werden kann,
so kann man auch dem hinter dem Korper herzichenden Wirbelsystem
durch die Annahme Rechnung tragen, daB jene Wirbelschichten auf
der Hinterseite sich vom Zylinder ablésen und in die freie Fliissigkeit
itbertreten. Diese in das AuBengebiet erstreckten gegensinnigen Schich-
ten sind aber im wesentlichen gleichbedeutend mit zwei Diskontinuitéts-
flaichen. Wenn man ferner die weitere Annahme hinzufiigt, dafl der
Raum II zwischen dem Zylinder und den unverénderlich gedachten
und ins Unendliche gehenden Unstetigkeitsflichen den Charakter eines
Totraumes hat, in dem die Fliissigkeit in Ruhe ist, so hat man die
Voraussetzungen fiir die klassischen Ansitze von Helmholtz, Kirch-
hoff und Lord Rayleigh.

Die mittlere auf den Kérper treffende Stromlinie der Ebene zer-
lege sich in A4 in die beiden dem Rande folgenden Teile 4 B, und

Miiller, Math. Strémungslehre. 9
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A B,, um dann von B, und B, als sog. ,freie Strahlen® ins Unend-
liche zu gehen (Abb. 74). Wenn wir von der instabilen Beschaffenheit
der Fléchen resp. Strah-
len B,C und B,C ganz
absehen, so wird sich ein
notwendigerweise mehr-
wertig ausfallendes Po-
tential auffinden lassen,
das sich in der Operations-
ebene (als dem einen
Riemannschen Blatt) den
erweiterten Grenzbedingungen anpaBt. Diese Grenzbedingungen sind
leicht zu ermitteln. Weil die Geschwindigkeit im Gebiet LI ver-
schwindet, so muf der Druck, den die Fliissigkeit auf den Strahl BC
ausiibt, itberall von gleicher Griofe und daher auch der Wert der tangen-
tialen Grenzgeschwindigkeit léings dieser Linie unveréinderlich sein.
Wenn nun W = @ 4 ¢ ¥ das fiir das Gebiet I geltende Potential der
Strémung ist, so sieht man, dal ’

=" _y —iv 7l= =

dz x 2? aw

langs der freien Grenzen einen konstanten Modul haben, daf also den
freien Grenzen der Stromung in der v und #~! -Ebene Kreisbogen um
den Anfangspunkt entsprechen.

Am einfachsten ist nun die Abbildung herzustellen fiir den Fall,
daBl die feste Begrenzung der Fliissigkeit in der Ebene aus geraden
Linien besteht. Da fiir diese Begrenzungslinien, soweit sie Strom-
linien sind, ¥ = konst ist, so ergibt sich

v,dz — v, dy =0.

Ist nun y =« 4 2f die Gleichung einer Wandung, so haben wir

in der v-Ebene

Abb. 74, Unstetige Stromung um einen Zylinder.

dz V1Y,

;02

v, — v, =0.

Das ist aber eine Gerade durch den Nullpunkt.

Sind also die festen Wénde gerade Linien, so besteht das
Bild der Strémungsgrenze in der v-Ebene aus konzentrischen
Kreisstiicken und radialen Geraden.

Durch eine weitere Transformation kann man, wie frither gezeigt,
die Kreisbogen auf Teile der reellen Achse abbilden. Benutzt man
z. B. als vermittelnde Funktion

1
Zy=1n,

die sich, wenn y die Richtung der Geschwindigkeit ist, in
Z, =—In|v]|+1y
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“zerlegen 14Bt, so sieht man, daB in der Z,-Ebene den festen Grenzen
der Fliissigkeit Parallele zur reellen Achse, den freien Grenzen Parallele
zur anderen Achse entsprechen. Die Aufgabe ist daher auf jeden Fail
darauf zuriickgefiihrt, eine Funktion zu finden, welche die von geraden
Linien begrenzten Bereiche zweier Ebenen aufeinander abbildet.

Um das Wesen der Kirchhoffschen Methode zu zeigen, betrachten
wir den Fall einer im Unendlichen parallelen Strémung, die unter einem
gegebenen Winkel o gegen eine ebene,
unendlich lange Platte B; B, trifft. Die
Gerade B, B, falle in die imaginire
Achse und der Staupunkt 4 mége mit
dem Anfangspunkt des Bezugssystems
zusammenfallen, B; habe den Abstand
hy, B, den Abstand %, von 4 (vgl.
Abb. 75).

Wenn wir annehmen, daff die Ge-
schwindigkeit im Unendlichen, also auch
lings der in B, und B, beginnenden
und ins Unendliche gehenden freien
Grenzen den Wert v, hat, so ergibt
sich fiir das Bild in der v-Ebene fol-
gende Zuordnung.

Der Punkt B, entspricht dem Punkt €
ivy, der Punkt B, dem Punkt —iv,, APb.75. Unstetige Stromung gegen
der Punkt C im Unendlichen, aus dem
die Stromung kommt und zu dem sie wieder zuriickfiihrt, entspricht
dem Punkt v=1v,%¢* und der Staupunkt 4 dem Nullpunkt 4 der
v-Ebene. Die in 4 sich spaltende Strom- -Ebene
linie, deren Teile lings der Platte bis B, &, w-Foene
und B, und von da lings der freien Grenze ¥ c
fithren, wird also abgebildet auf die Linien- " 'A‘
ziige 4 B;C und 4 B,C in der v-Ebene, die & -3
aus den Radien 4 B, und 4 B, und den Bogen
B,C und B,C des Halbkreises B, 4 B,C B, 5,

mit dem Radius 7, besteht. Das gesamte Avb.76a. Konforme Abbildung
zur Berechnung der Platten-

Stromungsfeld bildet sich daher auf das stromung.
Innere des Halbkreises ab.
Wenn wir v =1iuwv, (1)

setzen, so wird dieser Halbkreis in einen um — 90° gedrehten Halb-
kreis mit dem Radius 1 in der u-Ebene iibergefithrt. Nach Abschnitt 11
konnen wir das Gebiet dieses Halbkreises durch eine Funktion

(g 1) @)

u
g%
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auf die Halbebene ¢ abbilden, wobei die Punkte 4,B,B,C den vier
Punkten oo, F 1, cos « der reellen Achse entsprechen.

Um nun noch ¢ mit W zu verkniipfen, nehmen wir an, daf fir
die Stromlinien CAB,C und CAB,C, ¥ =0 wird und daB die
Potentiallinie @ =0 durch den Punkt 4

4 & ct—aibm , hindurchgeht. Dann geht @ lings der
mittleren auf die Platte treffenden Strom-
linie CA vom negativen Unendlichen bis

W-Ebene Null und lings der Platte und der freien

o 4 8 8 c. Strahlen von Null bis zu positiv unendlichen

T Werten. Das Bild der Grenze in der W-Ebene
besteht also aus zwel lings der positiven

Abb. 76b. Konforme Abbild . .
Berochnung der Plattenstromung. ©-Achse von 6 bis 00 nebeneinander laufen-

den Geraden. Da also jedem Werte von W
zwei i-Werte entsprechen, so kénnen wir setzen
62
W= Gosar (8)

Aus den Beziehungen (1), (2), (3) folgt dann aber

. 2
Ezvmwivyzi%(cosa—{—ﬁ;‘/(coscx—l—ﬁ;)~1>, (4)
T (*W*W ey 1), (4a)
wobei zu beachten ist, daB die Wurzel beim Durchgang durch die Punkte

BB, (t = % 1) ihr Vorzeichen wechselt.
Durch Integration ergibt sich aus (4a)

2= —%{)!(cosa —}—VO—W_—FV(cosa—{—#)T:)dW

5—a %singocVW—-cos a]

oder

zce[ €08 2
E= T, cos & - = V + « Tamwe T

sin?

in2
V(cos o }/W 4 1) + Smg aresin [su: o

Sstzen wir in (5), um die Koordlnaten der Punkte B,B, resp. deren
Absténde von A zu erhalten

sin? o

W — cos u} . (6)]

— ¢ c
Vqs_mﬁ_s?c i S g ¥=0,
so kommt B — c [2 (cose—sin’e) @ ] .
17 9 l(1+cosa)sin®a  sinde

A ¢ [2(GOSu+sin’a) "l‘n—a}

27yl —cose)sine | sinda
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Daher ist die Tiefe der Platte

4 + wsina)c?

(
h=hy+hy= vy sint o

v 8int - h

4+ msina’ (7)

, alsoc2=

Den Widerstand berechnet man am einfachsten auf direktem Wege
durch Summierung der Drucke lings der Platte. Nach Bernoulli
ergibt sich

21090

4 ) 14 A 0P
dP =% (o8~ v):—~[—°—ﬁ]d¢.
By

09 . .
Wenn man oy % v, setzt und vermittelst (2) und (3) ¢ ein-

fiihrt, erhdlt man fiir die Gesamtkraft

+1
Y dt
_ 2 g2 _
P=2gc vof}t l(t—cosa)3'
—1

. . 1_ w08
Zur Ausfilhrung der Integration setzt man etwa f— — o 0"
cos ¢ — ¢os &

und erhilt dann
_2cew

T oginde
0

. c? 7
sin?d g9 =2 8%”*

sin® ¢

Benutzt man den in (7) berechneten Wert von ¢2, so wird

—
p_ensinta h-v“. (8)

44 asine O
SchlieBlich 148t sich noch die Lage des Druckmittelpunktes he-
rechnen nach der Gleichung

ydP
Yo = L}_D— .
Fir den Abstand vom Zentrum der Platte erhialt man z. B. den
einfachen Ausdruck
’ 3 cosa-h (9)

y°;7f4+nsin¢x'

Die aus (8) berechneten Werte fiir den Widerstand der Platte fallen
erheblich kleiner aus als die Versuchswerte, was natiirlich vor allem
darin begriindet liegt, daB die Strémungsvorginge hinter der Platte
nur unvollkommen erfait und namentlich die Druckverminderung oder
Saugwirkung nicht beriicksichtigt wurde?.

1 Wertvolle neue Anwendungen der Kirchhoff-Helmholtzchen Methode auf
das AusfluBproblem gibt v. Mises, Z. V. d. I. Bd. 61, S. 447—452, 469—474,
493—498. 1917,
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29. Erweiterung des Rayleighschen Ansatzes fiir die Platte.

Um den Geschwindigkeits- und Druckverlauf hinter der Platte den
wirklichen Verhiltnissen besser anzupassen, kann man etwa den unter
(4a) des vorigen Abschnittes aufgestellten Ausdruck verallgemeinern
durch Aufnahme neuer Konstanten, die auf Grund gewisser Annahmen
itber den Geschwindigkeitswert an den Ablésungsstellen B; und B,
bestimmt werden kénnen. Wir setzen

sin m, m,
%:—%(cosu—{—%)i—%gﬂ—{—v—wl—{—ﬁi 1)
und ordnen die Werte des Potentials wieder in der Weise der Stromungs-
ebene zu, daB die Potentiallinie @ = 0 durch den Staupunkt verlauft
und die Plattenspur mit den freien, von ihren Enden ausgehenden
Stromlinien dem Werte ¥ = 0 zugehoren®. Fiir groBle Werte von W
geht die Beziehung iiber in
dd—:l,voz — (sin e + cosz ar),
woraus die Werte
v, = — Y, 8ine, v, = —v,008¢
sich ergeben. Wir haben also fiir das Gebiet der Stromlinien B, C resp.
B,C das negative Vorzeichen der Wurzel zu nehmen.
Fiir die beiden im Staupunkte entstehenden Zweige der Strom-
linien ¥ = 0 haben wir mit @ = ¢, entsprechend dem ersten Ansatz,
fir den Ausdruck unter der Wurzel die Werte zu nehmen

c+m1]/5~i—m2, c—ml]/5+me.

Diese Ausdriicke verschwinden fiir die Werte @ = ¢; und @ = ¢
so daB

¢, 4 my Ve, 4 my =0, ¢g — m, Yoy +-my =0,

m1:“(V‘Z_V‘g)7 ma:’“l/ﬁ-

Daraus ergibt sich dann die Geschwindigkeit lings C A
¥ =0, ®=—0),
v . m sin — o Y
7":~zcos¢x+V§—_ﬁ“Vo+}/clcg—{~z]/c(]/01~—1/02) (2)
und léngs der Zweige 4 B,C, AB,C (¥ =0, ® = +¢)

—f—zi[(—cosu +Z”¥°->+sinoc1/(ﬁ+m)(v—c:—vg)]. (3)
v Yo, T Ve
! Vgl. L. Jacob, La résistance de I’Air et I’Expérience, tome II, Biblio-

théque de Mécanique appliquée et Génie (Encycl. scientif. dir. Toulouse), Paris,
1921, 8. 144ff.

woraus

=
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Man beweist ohne Schwierigkeit aus (2), daB der erste Teil der Strom-
linie ¥ = 0 die Platte senkrecht trifft. Da die Wurzeln in (3) reell sind,
so lange ]/E < ]/E und <]/(g ist, so fallen die entsprechenden Teile
der Stromlinie in die Strecke B; B,. Wenn a = 90° ist, so werden die
Geschwindigkeiten spiegelbildlich gleich in bezug auf die reelle Achse.

In den Punkten B, und B,, also beim Verlassen der ebenen Platte
herrschen die Geschwindigkeiten v, und v,, die den Gleichungen geniigen

U, m,
2 = — cop@ + 2, % — cose + =, (4)
1 2

oder
¢ :Z[EQ— cosaT ¢ :—Arv~°+cosoc}2 (5)
1 v, ’ 2 Lvl ’
Da nun erfahrungsgemi der Druck hinter der Platte konstant ist,
so kdnnen wir auch v, = v, setzen, und haben dann

¢, =4 [? — 008 ocr, €, =4 [Z—f -+ cos ot]g. (6)

Wir setzen voraus, daBl der Anstromwinkel gréBer ausfillt als der
kritische, durch die Gleichung
% cosa
vl
bestimmte Wert. Fir kleinere Winkel sind andere Grenzbedingungen
und andere Gleichungen aufzustellen.
Um die Koordinate y lings der Platte zu berechnen, setzen wir
zur Abkiirzung

% — % _ =
o +ocose—=a, o cos & ,
dann gibt (6)
. m=aye, = be,, a’c, = blc,.
Mit
R L _ g Lo
be—qa“’hi’ ¢y & Cq K

erhalten wir fiir die absoluten Geschwindigkeiten lings der Platte

a—Ecosu+sian(] — &) (%—]—E)

Yo

v o ’ (7

b+ # cos oc+sinoc]/(l—n) (%—1—7])

4 "
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Andrerseits hat man fiir die linken Seiten dieser Gleichungen
dy dy, dy”

oy _ %Y ay,
de  2ib*Edy’ de

T 2latqdyp’
wenn man die von A aus nach beiden Seiten lings der Platte gezahlten
Koordinaten mit ¥’ und %" bezeichnet. Daher kommt

dﬁ/~2b2[ gcosd—l-Sin“m—?)de l

dy”

————
= =2a [b—}—ncosa—i— sin ¢ V(l— 7) (;—I— n)}dn
Integration ergibt

%—]— C,=12ab>f —b*&cose +sine(a + b J;

, (8)
y—';—+02=2a2b17 + a®n2cose +sina(a + b)®J,,

wo J' und J”' aus dem Integral
J=JV =B+
dadurch: hervorgehen, da das eine Malv =§&, §

=% das andre Mal
v=un, =% gesetzt wird.

Fir das Integral selbst ergibt sich, wenn man :——t—f——— * setzt

J=2Q1-+p)] {8(1—‘,—152) 4(1+t2)2 + 3 a’rCtgt:l
Wenn A Anfangspunkt ist (6 =0, ¥’ =0;9 =0, y

= 0), so folgt
. Jabd blad
Clzsma( b)%[2(a-‘il—b) (a+b2+ act —b-:| l

b b
C,=sina(a+b) tz a'rj-—b (‘;'_/:b)g + 5 aretg } ‘
Sind %; und h, die Werte von y’ und y" fiir § =1 undn =1, d. h.
die Absténde der Endkanten der Platten vom Staupunkt, so ergibt sich

by
7 2ab? —

(8)

b“cosu+~z(a+b)2sinu~ C, =K,

9)
= 2a"’b—|—a2cos¢x—}—%(a+ b?cosa — 0, =K,,
hl_'Kl _}ﬁ_ h1 ____*K1 hs!
kK’ B h+h, K+K° h

K,
K (10)

Man kann also % und }y? bestimmen aus der Konstanten, wenn o
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’ 4

und das Geschwindigkeitsverhaltnis ? gegeben sind. Statt Z—und y}[
1 1 2

kann man auch die Verhéltnisse %3 und %benutzen,wobeiunterylund

¥, die Absténde der Plattenpunkte von den Punkten B zu verstehen sind.
L. Jakob hat genaue Tabellen aufgestellt fiir die Gréfie des Druckes

in Abhéngigkeit von dem Verhéltnis %’ fiir verschiedene Anstellwinkel o

im Bereiche von 90° bis 369, der fiir den gegebenen Ansatz in Frage

10, =1 g o e ey =
o 09 P e th\\ !
4 N 90°|
74 0,8 I > ] i - ' N go'
i, ] e 507 N
T és ] \\\ = \ \\
= oo Y
05, - S
ol e N
" N
/o Y
il Y
N
o AN
A AV A AL A AL AT AL
1\
A)
\
e

Abb, 77. Druckverlauf lings einer unter dem Winkel « angestromten Platte.
- -~ Rechnung — — — Versuch (v. Lafay).
kommt. Wir haben in der Abb. 77 nach diesen Tabellen die Werte des
Druckkoeffizienten
P=P_ 4 "
s %

nach der Rechnung und nach den franzésischen Versuchsresultaten
graphisch aufgetragen, um die gute Ubereinstimmung beider Wert-
reihen anschaulich hervortreten zu lassen. Dabei sind folgende, dem
Versuch entnommene Werte der Konstanten zugrunde gelegt.

Cp =

Werte der Konstanten:

o 900 | 800 | 700 | 600 | 50° | 400 | 360
cos 0,000 | 0,174 | 0,342 | 0,500 | 0,643 | 0,760 | 0,809
Yo 0,864 | 0,864 | 0,863 | 0,859 | 0,840 | 0,816 | 0,809
Uy

a="%4 cosn 0,864 | 1,038 | 1,205 | 1,359 | 1,483 | 1,582 | 1,61%
Y

b=2__cos« 0,864 | 0,690 | 0,521 | 0,359 | 0,197 | 0,050 | 0,000
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Die Ubereinstimmung erstreckt sich in diesem Falle auch auf den
hinteren Teil der Platten, wo die gemessenen Druckgroflen nur wenig
um den Mittelwert

schwanken. In der beigegebenen Tabelle sind ferner die Beiwerte der
resultierenden Druckkraft vor der Platte

h
1
(Cr)o = ’}?J‘Cr)dyl
0

und der um den Saugdruck vermehrten Gesamtkraft

¢ = (Cr)o— (Cr)n»
ferner die Lage des Druckpunktes fiir sieben Anstellwinkel nach Ver-
such und Rechnung zusammengestellt.

Resultierende Druckwerte

o 900 80° 700 600 500 400 360
(cr)u
Rechnung 0,833 | 0,832 | 0,80 [0,72 |0,61 |0,42 |0,32
Versuch 0,867 (0,832 | 0,80 [0,77 10,63 |0,78 | 0,42
Ce
Rechnung ((¢.)s = ¢,,) 1,18 | 1,18 |1,14 |1,08 {1,02 (0,93 |0.,85
Versuch 1,2 1,18 | 1,12 0,96 |1,01 |1,01 0,82

Druckpunkt (y, Abstand um Endpunkt B,)

« 90° 1 800 | 700 | 600 | 500 | 400| 360
_yEoRechnung 0,50 ‘0,484 0,468 | 0,449 | 0,435 | 0,422 | 0,400
Versuch 0,50 ‘0,480 0,459 | 0,440 | 0,427 | 0,417 | 0,414

Wenn man die Kraft wieder in eine Komponente senkrecht und
parallel zur Anstrémrichtung verlegt, so hat man

€, = C,COS &, ¢, = cC,8ine.

Zusammenfassend kann als erwiesen betrachtet werden, daB man
tatsédchlich durch eine stationdre Potentialstrémung ohne Beriicksich-
tigung der Zahigkeit der Fliissigkeit die Kraftverhéltnisse an der Platte
richtig zu erfassen vermag, wenn man nur auf gewisse durch den Ver-
such gelieferte Grenzbedingungen Riicksicht nimmt,

30. Unstetiges Potential fiir die Stromung um den Kreiszylinder

Die Potentialfunktion. Um ein Potential zu erhalten, das
auch fiir den unendlich langen Kreiszylinder einen Widerstand zu be-
rechnen gestattet, gehen wir zunichst aus von der idealen symmetri-
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schen Strémung

v )

. ( 73 - rd "‘
= —yricospll+4 o) +isng(l— o)
Fiigen wir eine Konstante C; hinzu und bestimmen C,, so, daB
@ = 0 wird fir ¢ =0, r = ry, so kommt
0, = 27,9,
dann wird

_ o TS e
W—2rovofvo(re + e >

Setzen wir vorldufig 7, = 1 und v, = 1, so erhalten wir

W—2—z— 1
2

und daraus
wo, oW 1 de 1
z2—1—-_- —— W, T Ty TER e —
2 il/zl z dW VW W= 4)
Diese Form der Darstellung gibt Anlafl zu einer Verallgemeinerung?!-
Wir setzen

dw ~—  z® 1ot VW[ W= co-—if W)’
wo wir unter f (W) eine Funktion m, + m, W -4 m, W2* verstehen
wollen, und versuchen, diese Beziehung zwischen z und W den Bedin-
gungen unserer Aufgabe und gewissen Versuchsresultaten anzupassen.

Wenn fir groBe |z|, W = — v,z ist, also die linke Seite den Wert

S hat, d. h. unendlich klein von der ersten Ordnung wird, so darf
1]

dlnz vy tivy  vrtive 1 (

¢ Y W-f (W) nicht von héherer Ordnung unendlich groB werden. Da
2n + —;- die héchste Potenz von z wird, so mufl 2% < %, n < 711— sein.

Die Stromlinie ¥ =0. Sei zundchst @ = — ¢, so ergibt sich
aus (1)
RS dr T ! — (2)
rde o [my 4 mg c® 4 mg 2"+ ye - o)
die Geschwindigkeit lings der reellen Achse, gleichzeitig die Abhéngig-
keit des Radiusvektor von den Werten ¢. Im Staupunkt 4 wird mit ¢
auch » = 0.
Wird @ positiv = 4 ¢ und kleiner als ¢ , so geht der Ausdruck (1)

iiber in

ﬁl’v,-{—ivq, . 1

ro o 'iV?[m,+mgc"+macg"+v5;ij.

(2a)

1 Vgl. L. Jacob, a. a. O. II, 8. 211.
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Da die rechte Seite rein imaginér ist, so verschwindet v, und die
Geschwindigkeit v,, lings des Zylinders wird

%:rovq,:]/c[m,—}—mgc“—i— m302”—|—]/00—c]. (3)

Wenn ¢ > ¢, wird, wird der erste Ausdruck im Nenner von (2) rein
imaginir, wihrend der zweite reell bleibt. Die Geschwindigkeit hat also
zwei Komponenten v, und v, d. h.
die Stromlinie verlaflt im Punkte
@ =c¢ = ¢, den Kreiszylinder tan-
gential, um nun allméhlich wieder
der Parallelstromrichtung v, =0,

; v, = — v, sich anzunéhern (Abb. 78).
—— Wenn wir die Variable
e ¢
Abb. 78. Unstetige Stromung um einen — =¢
Kreiszylinder. ¢

einfithren, so erhalten wir aus (1) fiir das Verhaltnis % der Geschwin-

digkeit im Unendlichen und lings des Kreisumfanges den Ausdruck

Y coﬁ[mlcg%+m2 cg_%§"+'m’sczn_%§zn+ vl —&] % 45
Mit den Abkiirzungen

Yo To Yo __ToY d_‘P (4)

To% __ my My mg
=h, 3 T Oy i, T T Oy PRRPYEL )
C, h TR —2n
0 (29 Co e
haben wir
[ d h
P _p%P (4a)

v ¢ m\[g[al—aefn+a3§2n+\/l—-§:]'
Fiir den Punkt & = 1, in dem die Stromlinie ¥ = 0 den Zylinder
verlaBt, erhalten wir

% _ b : (5)

v a, — @y +ag

Sei ferner ¢, das entsprechende Winkelargument, so wird

1
&
= | = e, (6
71 Jvf [a1_a2§"+c§2"+\/1—‘§] )>

Was nun die Wahl der Konstanten angeht, so scheint zunéchst die
Anpassung des Wertes von # an die numerische Auswertung Schwierig-
keiten zu begegnen. Um aber iiberhaupt die Brauchbarkeit der Formeln
zu erweisen, ist es zunichst angezeigt, auf die vollstindige Erfillung
der Grenzbedingungen im Unendlichen zu verzichten und sich mit der

Anniherung n = % zu begnigen. Im iibrigen wird man die Grofen
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b, a; a,ag so festsetzen, dafl die durch die Formeln (5) und (6) ausge-

driickten Werte%0 und ¢,, ungefdhr den Verhiltnissen bei der wirk-
1

lichen Strémung entsprechen. Nach Versuchen von Lafay u. a. kann

man etwa%” =1,2 und fir die Konstante & angendhert den Wert
1

h:gr setzen. Fiir die iibrigen Groflen, die natiirlich ebenso wie ZJ
0

und k2 je nach den Versuchsbedingungen innerhalb gewisser Grenzen
variieren koénnen, legt L. Jakob seinen Berechnungen die beiden
Wertegruppen

1. a, =02, a, = 0,2, a; = 0,8

2. a, =02, a,= 0, a, — 0,6

zugrunde. Fir den Ablosungswinkel

1
dg
‘pl:f — 1 1 p—
JVE -8t o & YT - ¢]

erhilt man im ersten Fall 94°, im zweiten Fall 90°. Bevor wir die Re-
sultate der Rechnung angeben, beschaftigen wir uns noch kurz mit dem
zweiten Fall, in dem die Grofien z. B. der Winkel ¢, in endlicher Form
darstellbar sind. Wir nehmen hier gleichzeitig Gelegenheit, die Darstel-
lung von L. Jakob etwas zu erginzen.

Um das Integral

dé
=\ = F g —
Vf(a1+'as§2+\/l~§,)
auszuwerten, setzt man

& =sin’ B, dé = 2sinBecosfdf.

Dann wird

. cosfdp
P = 2fﬂa3’sihp+oogﬁ'
Setzt man weiter
a, = psine, 1=pcosc, p—oa=y,

so geht das Integral iiber in

—gf CosBdb _cosydy gy siny dy
P J‘dl—{—’pcos(ﬂ;?)—2cosafal+pcosy fal—{-pcosy'
Nun ist

snydp 1 :
l"al+poosy4 P In (a, -+ p cos 7);
A V4 kel
J‘ cospdy 1 ntg2 +—]‘/104%

aIpesy  ypoa .y V'+a’;‘
tg /-
2 P—a
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Daber wird
S p—c
2a, cos a tg';"*_l/pi—zl 2 8in o
P = 2cosal——L—_—‘ln P=% In(a, 4 pcosy)
VPP —at 7 Vp+a1 P
g _]/P%
2 p—a, —a

Setzt man f = %, so wird der Ablosungswinkel

7y 28, ata
(Plﬁpz—l_ pz lna1+]

1 P+al>.(_gs_ Veral)
2a, 1ﬁ<p+as+l/p—a1 p+1 Vp—q _
- pVP' — ai ( 1 <_I/P+a1> <_aa___,/p+'a1)
p+a, p—a,) \p+1 p—a
Um den Verlauf der Stromlinie ¥ = 0 nach der Ablésung festzu-

stellen hat man, da hier @ > ¢, ist, ci =& = Eof? § zu setzen und er-
0
hilt dann nach (1) und (4a) das Integral

(7)

;

. Gin g ‘

lgz—gf(a1+a3@oiﬁ)i+6inﬂ’ (®)
0

das in derselben Weise ausgewertet wird wie das vorige. Der Wider-
stand berechnet sich wieder am einfachsten auf direktem Wege unter
= PP
; o

=1 :—% die charakteristische Zahl fiir den Druck bezeichnet, der

gleichzeitiger Benutzung graphischer Hilfsmittel. Wenn ¢,

in dem zum Argument ¢ gehérigen Punkt des Zylinders wirkt, so
haben wir fiir den Widerstand

szropsfcpcosq)d(p. (9)
[}

Er laBt sich als Differenz der Druckresultanten des vorderen und
hinteren Teiles des Zylinders darstellen. Da der Unterdruck auf der
Hinterseite als konstant angesehen und gleich dem an der Ablésungs-
stelle ¢ = @, herrschenden Druck c, gesetzt werden kann, so haben
wir

@1
= 270D, {Jcpl_cos @ do 4 cp,sin 991}. (9a)

Der Beiwert des Widerstandes wird also

Py
ow=J ¢y008pdep + cpsingp;. (10)
0
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In den Abb. 79 u. 80 haben wir den theoretischen Verlauf der Ge-
schwindigkeit und des Druckes lings des Kreiszylinders, sowie die

sy ]
NS 1
Le, e i
4 NN
25 TN
od A \\ n-g {s]
"\ \\{0
\\\ )(" 40°
0 a Z aq 3”” . [y
—0.5
—1,0
NN
~
—15

Funktion ¢, cos ¢ fiir die oben angegebenen Fille graphisch dargestellt ;
ferner zum Vergleich die entsprechenden GréBen nach den Versuchen
von Lafay. Man erkennt, 7
dal z. B.
grofien
und kleinen Drucke (also
um 80°% die theoretischen
und Versuchswerte ziemlich
stark voneinanderabweichen.
Diese Abweichung fillt aber,
da die Komponenten in der ¢
axialen Richtung nur klein
sind, fir den Wert des ge-
samten Widerstandes wenig
ins Gewicht.

tungergibtfiir die beiden Félle

Abb. 79. Druckverlauf an einem Kreiszy]
--—— Rechnung

linder in einer unstetigen Stromung.
— — — Versuch,

AR

im Gebiete der \

Geschwindigkeiten \

0o | 720° 0° 7

A

A i

.—45
Die graphische Auswer-

@y = 949 @y = 90°
¢ (vorn) -+ 0,305 -+ 0,240
¢, (hinten) —0,434 —0,434
¢, (gesamt) = 0,739 -+ 0,674

Abb. 80. Verlauf der Komponente des Druckes an
einem Kreiszylinder in der Bewegungsrichtung.

~ Rechnung — — — Versuch (v. Lafay).

Der berechnete Gesamtwider-

stand stimmt mit den franzoésischen
Messungen, die an einem Zylinder
mit dem Druckmesser 27, =50mm
in einer Strémung mit der Ge-

schwindigkeit », = 18 bis 25 m/sek. angenommen wurden, gut tiberein?.

1 Vgl. L. Jakob, a.a. O. IL. S.254.

i
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31. Die Methode von Levi-Civita.

Ein im wesentlichen mathematisches Interesse bietet die von Levi-
Civita angegebene Methode zur Berechnung der Druckwirkung der
Flissigkeit auf ein Hindernis C, das zundchst keiner Beschréinkung
hinsichtlich der Form unterworfen sein soll*. Wir nehmen an, daf} die
Richtung der ungestérten Stro-

Yy z-Ebene
mung in die positive z-Achse fillt
I Aq
-7 I
—— % m
X x W-Ebene
K& )
4 g B, Aq o
‘ g2 B, A,
Abb. 81. Unstetige Strémung gegen ein Abb. 82a. Zur konformen Abbildung
Hindernis. von Levi-Civita.

und daB die auf den Staupunkt 4 (der zugleich Eckpunkt sein kann und
als Anfang der Koordinatenzihlung gelten mége) treffende Stromlinie
sich in zwei Zweige spaltet, die bis
zu den Ablésungspunkten B, und
B, mit den Konturstiicken g, und g,
zusammenfallen, um dann als freie
Strahlen 4, 4, in das &uBere Stro-
mungsgebiet iiberzutreten, lings
deren die Geschwindigkeit wie im
Helmholtz-Kirchhoffschen Fall
den konstanten Wert vy, = (v,)e =1
hat. Die Linien g, 4,, g, 4, trennen
das Stromfeld I vom Totraum IT ab,
der mit ¢ zusammen die x-Achse
\ \\\ N /; einschlieBen mége. Wenn im Stau-
\\ N ‘\\\\\Q SN/ punkt 4 die Funktionen @ und ¥
N | beide verschwinden, soist das Strom-
| gebiet in der 2-Ebene in ein-eindeu-

| tiger Weise der ganzen lings der
AbD.82b. Zur konformen Abbildung von  pogitiven Halbebene aufgeschnitte-
nen W-Ebene zugeordnet, wie esdie

Abb. 82a zum Ausdruck bringt. Statt der Geschwindigkeitsfunktion

- dw

v = - fiihrt L.-C. die Veréinderliche @ ein durch die Beziehung
v= e—iw, (1)

die in der ganzen W-Ebene eindeutig und stetig ist mit Ausnahme der

1
)
!
1
1
i
]
[
& Loene ,/
1
/
1
I

(A

|
|
|
i
|
|

91

1 T. Levi-Civita, Scie e leggi di resistenza, Rend Circolo mat. Palermo
Bd. 23, 8.1—37. 1907. '
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Stelle W = 0, wo 4w gegen Unendlich konvergiert. Fiir W = oo wird
o =0.

Um die Ubertragung der zerschnittenen W-Ebene auf dasInnere eines
Halbkreises durchzufithren, kann man zunachst die Funktion F durch
die Gleichung

W= F*, F=+3w

einfithren. Der Realachse von F entsprechen die beiden Rénder der
W-Ebene. Setzt man den Punkten B; und B, entsprechend

LA S A
und
Fe g (Bt BB g (B F) = a(Z -+ conmy)|
(2)
F,—F, 1
<°°S "0 T FF, o (B + Fy) = a>, [
ferner
1 /., 1)

o sieht man, daB in der Tat die beiden Randstiicke g, und g, den bei-
den vom Punkt ¢, = €!“ ausgehenden Halbkreisbogen und die freien
Linien 4, und 1, den beiden Grenzradien des Halbkreises || =1
entsprechen, dal ferner das dullere Stromfeld I auf das Innere | { | <1
des Halbkreises sich abbildet.

Jede in der zerschnittenen F ? Z j ¢
Ebene regulire Funktion von W, 0 L cos o, %
z. B. o, 1Bt sich demnach als Fy i -1 —-1
Funktion von { betrachten, die ‘fo : "(;1 O]

innerhalb des Halbkreises || =1

regulir ist. Da ferner o reell ist lings der Radien A; und 4,, so kann
die Funktion w ({) in den unteren Halbkreis spiegelbildlich fortgesetzt
werden; dem singuliren Punkt £, = €' entspricht dabei der Punkt
—Log=€""%,

Wesentlich ist nun, dal sich die charakteristischen Bestimmungs-
groBen der Stromung in verhéltnisméfBig tibersichtlicher Weise durch ¢
und w ({) ausdriicken lassen.

Die Stromlinien. Um etwa das Bild der Stromlinienschar in
der ¢-Ebene zu finden, haben wir

W—Ww
yr
/ 9 ¢
zu transformieren. Nun ist

W= F?-=a®(Z-| cosc,); W a (Z -{- cos 6,)°.

Miiller, Math. Strémungslehre. 10
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2

. . b
Wir erhalten daher, wenn wir ¢ = a2 setzen

(Z+4Z+2co80,)(Z — Z)=ib.

Wenn wir { einfithren, so geht die Gleichung tiber in
(6@ +n"+1) — 2080, (8 + )] + 7" — Ny =b(E 7). (4)

Die Bilder der Stromlinien in der Z-Ebene sind also innerhalb des
Halbkreises verlaufende Kurven 6. Ordnung. Entsprechend der Strom-
linie, die auf den Staupunkt z = 0 trifft und sich hier verzweigt, zer-
fallt die Sextik fiir b = 0 in die §-Achse y = 0, den Kreis £2 + 2 =1
und die Kubik %

(& +n* +1) — 2cos0,(£% + 5% = 0. (5)

Diese letztere, innerhalb des Halbkreises, das Abbild der von z = — o0
bis z == 0 reichenden Stromlinie, beriithrt im Nullpunkt die 7-Achse
und durchschneidet den Kreis im singuléren Punkt {, rechtwinklig; ihr
Verlauf auBlerhalb des Halbkreises ist durch die im Unendlichen gelegene
Beriihrung mit der Geraden & = 2 cos ¢, = 2 {,, charakterisiert. Die
tibrigen Stromlinienbilder verlaufen innerhalb der von den Linien
kg, A, resp. kg,A, gebildeten Bereiche und haben im Nullpunkt einen
gemeinsamen Doppelpunkt, dessen Tangenten in die Achsen fallen
(vgl. Abb. 82b).

Die Geschwindigkeitsfunktion. Wenn wir die Variable

o = 19 4 T setzen, so wird die komplexe Geschwindigkeit
—iy

vV=1¢-¢

Der Realteil ¥ von w gibt also die Richtung des Geschwindigkeits-

vektors, der Imaginérteil ist der Logarithmus des Absolutwertes. Weiter
ergibt sich

AW — 2FdF; dF:adZ:féa(c_.;.)%El
dW:%a,2 (C —}——é — 2cos00> (C — ;-) %5 J )

Da z2=0, W=0, {={,= e’ einander entsprechen, so wird
¢
2= fei“’ aw. (7)
So

Wenn also @ als Funktion von { gegeben ist, so lassen sich nachtrig-
lich die Form des Hindernisses und die freien Grenzen der Strémung
bestimmen. Um z. B. die Linien g; und g, darzustellen, setzt man
¢ = ¢i% und findet durch einfache Rechnung

Oo
@ — 2a? [ e=*cos & (cos o — cos o, sinodo
0

7 (8)

Y = 2a2fe"sin19(cosa — cos 6y)sinc do.
0
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In dhnlicher Weise kann man A; und 4, durch Integrale darstellen.

Die Kraftwirkung. Die von Levi-Civita benutzte Formel fiir
die Resultierende, auf das Hindernis ausgeiibte Druckkraft P kann
auch direkt aus der Blasiusschen Formel abgeleitet werden. In der
Tat ergibt sich aus

P=P,—iP — ’;’fﬁ‘zdz,

wenn man ¥ = e~?, dz = &!*d W setzt,

) 1:@ —fw
P2 [eivaw. 9)
Verwandelt man ¢ in — 4, so hat man fiir den Kraftvektor unmittelbar
P,+iP,=— ;é?ﬁeiwdw‘z%-v 86 godW. (9a)

Hier ist fiir d W der Ausdruck (6) und fiir @ eine noch zu ermittelnde
Funktion von { zu substituieren und das Integral iiber den ganzen
Halbkreis der {-Ebene zu erstrecken. Fiir die Auswertung kommt nur
das Residuum des Integranden fiir den einzigen in { = 0 gelegenen
Pol in Betracht. Ebenso erhilt man das Moment aus der Blasiusschen
Formel als reellen Bestandteil folgenden Integrals

&

M+ iN=— 29 @ e—ie ( fe‘““dW)dW. (10)

S0

Die Funktion ® ({) bestimmt im wesentlichen den Charakter des
besonderen Stromungsfeldes, d. h. die Form des Hindernisses. Sie be-
sitzt als einzige Singularititen den Spaltungspunkt 4 und sein Spiegel-
bild 4 auf dem Einheitskreis der -Ebene.

Nun 148t sich aber eine elementare transzendente Funktion w, (£)
angeben, welche die vorgeschriebene Singularitdt, d. h. eine Diskon-
tinuitit des Realteils ©#, besitzt und einer aus zwei geraden Strecken
bestehenden Kontur entspricht. Wenn wir annehmen, dall die von 4
ausgehenden Tangenten der Kontur die Winkel 6 4 « und — (d — «)
mit der reellen Achse bilden, so kénnen wir w, ({) in der Form

o= 04 2gi to (1)
annehmen. In der Tat ergibt sich fir den Logarithmus, wenn wir
¢ = € setzen

r it sin —5—

lgi g i

g 1 _ C ezm, g o -

je nachdem o = o ist.
10%*
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Die allgemeine Funktion  (£) 148t sich dann darstellen als Summe
der partikuliren Funktion w, und einer als Reihe mit reellen Koeffi-
zienten entwickelbaren Funktion

20 =30, (12)

die im ganzen Einheitskreis regulédr, auf der Realachse reell und auf dem
Einheitskreis endlich und stetig ist.

Statt der von Levi-Civita eingefithrten Reihe sind von Villat,
Cisotti u.a. andere Funktionen herangezogen worden, die einen un-
mittelbaren Zusammenhang mit der Kontur besitzen. Ferner gelingt
es, durch geringe Abiéinderung der Voraussetzungen nach der Methode
von Levi-Civita andere Stromungsfille, z. B. den Ausfluf} eines freien
Strables aus einem beliebig geformten Gefdfl (Cisotti), die Stromung
in einem Kanal bei beliebiger Bodenform (Colonetti), die Ausstromung
eines Strahls aus einer Diise auf eine Platte (Valcovici) u. a. zu behan-
deln. Ein zusammenhingender Bericht iiber die Literatur der un-
stetigen und mehrdeutigen Losungen der hydrodynamischen Glei-
chungen, auch fiir den rdumlichen Fall, ist von Jaffe! gegeben worden.

VIL. Theorie des Tragfliigels.
32. Geometrie des Fligelprofils.

1. Die abbildende Funktion. Nachdem wir die zweidimen-
sionale Stromung um einen Kreiszylinder K eingehend analysiert haben,
bedarf es nach fritherem nur einer abbildenden Funktion, um die gleich-
wertige Stromung um andere Zylinder zu konstruieren. Indem wir
voraussetzen, daf diese Kontur C einen einfachen geschlossenen Charak-
ter hat und keine Selbstiiberschneidungen aufweist, so wird die ab-
bildende Funktion, welche die Randpunkte und die Punkte der AuBen-
gebiete von C und X in eindeutiger Weise ineinander iiberfiihrt, so dafl
die unendlich fernen Punkte beider Ebenen, der ¢- und z-Ebene ein-
ander entsprechen, durch die folgende Reihe darstellbar sein

L (R NEC NI (1)

wo ¢; = a; + ¢b; gesetzt und = als reell vorausgesetzt sein mége. Durch
eine Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation des Profils
kann man (1) in die Normalform

p=C+ 2 h 4 ?)

1 Z. ang. Math. Mech. 1921, Heft 5, S. 389—410.
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tiberfithren und damit eine natiirliche Zuordnung zustande bringen,

wenn man beide Ebenen mit den Bezugsachsen aufeinanderlegt®.
Umgekehrt gibt es nach einem bekannten Satz der Funktionen-

theorie eine und nur eine Transformation von der Form (2) resp. eine

inverse Funktion
¢y ¢}

é‘ srm B - = 1; e . (3>

z 2

welche das AuBlengebiet einer bestimmt gegebenen geschlossenen Kon-
tur schlicht auf das AuBere eines Kreises der {-Ebene abbildet. Den
Kreis, der nach Gréfe und bei der erwiahnten geometrischen Zuordnung
auch nach Lage eindeutig bestimmt ist, werde ich den Grundkreis
K, des Profils C nennen.

Wir werden nun im folgenden als Konturen € vor allem sog. Fliigel-
profilformen zugrunde legen, wie sie als Querschnitte von Tragfligel-
organen bei Flugzeugen oder Propellern vorkommen. Diese Profile
sind durch lingliche Gestalt und dadurch gekennzeichnet, daB das
vordere Ende, das sich gegen die Luft bewegt, abgerundet und das hin-
tere Ende zur Verminderung des Widerstandes zugespitzt erscheint.
Da in dem Punkte, der der hinteren scharfen Kante des Profils entspricht,
zwei Tangenten moglich sind, die einen kleinen spitzen Winkel mit
einander bilden, oder auch zusammenfallen kénnen, so wird hier die

Ableitung % verschwinden, also die Konformitidt der Abbildung eine

Unterbrechung erleiden. Wenn wir also aus dem Kreise Fliigelprofile
und die entsprechenden Stréomungsfelder gewinnen wollen, so haben

wir eine bestimmte Nullstelle , = gz, die der Fliigelspitze entsprechen

soll, auf der Kreisperipherie, die iibrigen » Nullstellen £, ... ¢, aber
im Innern des Kreises anzunehmen, damit im Gebiet der Stromung
die Konformitit gewahrt bleibt2.

Wenn die Nullstellen die Ordnung 1 haben, so mufl die Ordnung
des Unendlichwerdens im Kreise = n -} 1 sein, damit der unendlich
ferne Punkt ein reguldrer Punkt wird. Wir kénnen also fiir die Ab-
leitung bei Annahme nur eines Poles etwa die Form ansetzen.

dz  (E+ree)(C—Ey) .. (6 —Ca)
ac’ (ORI ALLE CT (4)

Als notwendige Bedingung dafiir, dal die Abbildung auBerhalb K,

eindeutig ist, d. h. bei der Integration kein logarithmisches Glied auf-

t R. v. Mises, Zur Theorie des Tragflachenauftriebs. Z. Flugtechn. 1917,
S. 157; ebenda 1920, S. 68 u. 87.

Wilh. Miller, Uber ebene Profilstrémung und Zirkulation. Z. ang. Math.
Mech. Bd. 3, S. 117—128. 1923.

? Vgl. Wilh. Miiller, Zur Konstruktion von Tragflichenprofilen. Z. ang. Math.
Mech., Bd. 4, S.213—231. 1924.
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tritt, ergibt sich ferner

é_0—}—4‘1_%_i—ié-n__f(’n<,_:l)é-s (5)
Der Schwerpunkt der mit gleicher Masse (etwa =1)
belegt gedachten Nullstellen muB also in den Pol fallen.

Wenn etwa {, = 0 ist, so ergeben sich aus (4) die Koeffizienten der
Entwicklung (2) zu

01:*251'4}9 02:%*24241517 63:_’%'2515k€zgm~ (6)

(¢, k, I, m verschieden)

Unter den sonstigen, iibrigens in ihrer Vollstdndigkeit nicht bekannten
Einschrinkungen, die erfiillt sein miissen, damit eine doppelpunkt-
freie Profilkurve entsteht, heben wir noch heraus, dal der absolute
Betrag des fiir die Folge wichtigsten Koeffizienten ¢
kleiner als das Quadrat des Radius r, des Grundkreises
werden mufl. Wenn nun, wie durch empirische Konstruktion fest-
gestellt sein mag, eine Jordansche Kontur entsteht, so wird nach einem
Satz von Bieberbach die Abbildung fiir die angegebene Lage der
Nullstellen, im ganzen Aullenraum des Kreises schlicht ausfallen
(vgl. S. 86).

Als einfachstes Beispiel wihlen wir etwa zwei Nullstellen und einen
Pol

f=—ré®dp, L= —r " 2p=L+p(p<r,c080).
Dann erhalten wir

de (=GP —p* P

s ¢ (E—&)°

s P
e=Ctig o

Wenn wir den Koordinatenanfangspunkt in den Pol verlegen und
die Zuordnung der Ebenen in der Normalform annehmen, so wird

z:c+l§. (7)

Die Transformation ist schon von frither her bekannt. Unter den
jetzigen allgemeinen Voraussetzungen erhalten wir aus dem Kreise
das sog. Joukowskische Profil. Wenn wir die Spitze des Profils in
den Anfangspunkt der {-Ebene legen und den Pol im Nullpunkt der
¢-Ebene lassen, so lautet die Transformation
T

-
CY

Die Normalform (7) gibt die bekannte Konstruktion des Profils
aus dem Grundkreis K. Jeder Punkt ergibt sich als Endpunkt der geo-
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metrischen Summe zweier Ortsvektoren {=r7,¢'* und Ié = f - e
0

Die Gesamtheit der Punkte 12 ist ein Kreis K, der den Grundkreis im
Punkte — p? beriihrt und dessen Mittelpunkt auf einem Strahl durch 0
geht, der in bezug auf die imagindre Achse spiegelbildlich liegt zum
Strahl O M , (Abb. 83). Ahunlich verfihrt man, wenn man drei und mehr
Nullstellen zugrunde legt. Wihrend das Joukowskysche Profil auBer
vom Grundkreisradius noch von zwei weiteren Gréfen abhiingt, die
bzw. Dicke und Wélbung bestimmen, wichst natiirlich die Mannig-
faltigkeit der Formen mit der Zahl der Nullstellen. Eine austiihrliche
Diskussion der wichtigsten Formengruppen (n = 2, 3, 4) ist in der aus-
gefiihrten Arbeit des Ver-
fassers durchgefithrt. Hier
ist auch der Fall der Ecken-
profile behandelt, bei denen /P>
die Tangenten im Spurpunkt % — e FT T =
der Hinterkante einen Winkel # N TRON
¢ =m(2—%k) miteinander
bilden, entsprechend dem &

Auftreten einer k—1-fachen apy, 83. zZur Konstraktion des Joukowskyschen Profils.
Nullstelle ¢— ¢, in der

Ableitung Ecl% (vgl. die frither benutzte Trefftz-Karmansche Abbildung).

2. Die geometrischen Invarianten des Profils. In der
bereits erwihnten Arbeit von v. Mises sind einige Betrachtungen iiber
die Invarianten des Profils angestellt, die hier kurz zusammengefaf3t
und ergénzt werden sollen. Die oben eingefiithrte natiirliche Zuordnung
von Kreis und Profil, die der Abb. (2) resp. (3) entspricht, gestattet uns,
den Mittelpunkt M, des Grundkreises als einen seiner Lage nach dem
Profil eigentiimlichen Punkt anzusprechen, und ,,als Mittelpunkt
des Profils® zu bezeichnen. Die Verbindungslinie des Mittelpunktes
mit demjenigen Punkt A4’ des Kreises, der sich in den Hinterkanten-
punkt 4 des Profils C transformiert, nennen wir mit v. Mises die ,,erste
Achse’ des Profils. Wenn nun der Koeffizient in der auf ein bestimmtes
Achsensystem bezogenen Transformationsgleichung (2) die Form
¢; = p2e*%” hat, so muB man offenbar die reelle Achse beider Ebenen im
positiven Sinne um den Winkel y dreben, also 2’ = ze~%7, {' = {e~'7
setzen, damit in der neuen Gleichung

2 Lgk?z S

der Koeffizient der ersten negativen Potenz von (' reell wird. Diese
neue Richtung der reellen Achse ist eine fiir das Profil invariante Rich-
tung. Wir kénnen etwa die durch M , gezogene Parallele als ,,zweite Achse*

A

& %,




152 Theorie des Tragfliigels.

des Profils einfiihren. Wihrend diese Richtung fiir die hier benutzten
Profilformen etwa die Rolle der natiirlichen Langsachse spielt, kann der
Winkel @, zwischen der ersten und zweiten Achse als MaB8 fiir die Haupt-
kriimmung oder die ,,Wo6lbung* des Fliigels benutzt werden (Abb. 83).

Den Mittelpunkt M, und die Lingsachse des Profils kann man
auch massengeometrisch deuten. Denken wir uns die Berandung des
Grundkreises gleichméfig mit der Masse etwa von der Dichte 1 belegt
und iibertragen wir diese Belegung so auf den Profilrand, dafl die Masse
der vermoge (2) einander entsprechenden Bogenelemente einander
gleich sind, so féllt der Schwerpunkt der Profilberandung in den Punkt
M, der daher auch ,konformer Schwerpunkt“ genannt wird?.
Unter derselben Voraussetzung hat dann die zweite Achse und ihre
durch M, gezogene Senkrechte, wie der Verfasser zeigen konnte, die Be-
deutung von Haupttrigheitsachsen in bezug auf den ,konform
belegten® Profilrand2. Wenn man die Werte der Haupttrigheits-
momente selbst aufstellt, so ergibt sich eine anschauliche Deutung
verschiedener aus den Koeffizienten ¢, gebildeten Reihen, ferner eine
Reihe von geometrischen Sitzen, die funktionentheoretisch von Wert
sein diirften.

33. Die Profilstromung mit Zirkulation.

Entstehung der Zirkulation. Wenn sich eine Tragfliche mit
der Geschwindigkeit v, in der im Unendlichen ruhenden Luft be-
wegt oder wenn eine im Unendlichen homogene Strémung eine ruhende
Tragfliche trifft, so wiirde, wenn keine Reibung vorhanden wire, die
Fliissigkeit in zwei Punkten 4 und B des Profils sich stauen, an der
Hinterkante aber unendlich grofle Geschwindigkeit erhalten (Abb. 84).

Wenn nun auch die

A ,,ideale*‘ Lage des hinteren
= e

Staupunktes (auf
W Oberseite) am Anfang
m

der Bewegung verwirk-

Abb. 84. Ideale Relativstromung um einen Fliigel J :
(e Zihdatiog). licht erscheint und auch

unter besonderen Ver-
suchsbedingungen am Modell erreicht werden kann, so erweist sich
doch das Auftreten der unendlich groflen Geschwindigkeiten, die
einen unendlich grofen Unterdruck bedingen wiirden, praktisch als
unméglich. Mathematisch wird man der Forderung endlicher Ge-

1 Th. Frank u. K. Léwner, Die Anwendung des Koebeschen Verzerrungs-
satzes auf ein Problem der Hydrodynamik. Z. ang. Math. Meeh. Bd.3 S. 83ff. (1919).

2 Wilh. Miiller, Zur Theorie der Misesschen Profilachsen. Z. ang. Math. Mech.
Bd. 4 S. 186—187. (1924).
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schwindigkeit, wie Wagner! im einzelnen gezeigt hat, nur dadurch
gerecht, daBl man die Stetigkeit der Stromung aufgibt und die
hintere Kante zum Ursprung einer Diskontinuititsfliche macht, die
sich in die Flissigkeit hinein erstreckt und als eine Wirbelschicht
mit einer nach unserer Orientierung dem Uhrzeigersinne folgende
Wirbelung aufgefait werden kann (Abb. 85). Im Wesen befindet
sich diese Annahme in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit, die
nur ungleich kompliziertere und mathematisch im einzelnen nicht
mehr erfaflbare Vorginge zeigt. Wenn man zunichst von der Reibung
absieht, die zweifellos im Gebiet der Grenzschicht der wichtigste aus-
lésende Faktor fir die Wirbel- r

bildung ist, aber in der freien y-r """"""""" T
Fliissigkeit eine kaum meBbare

Rolle spielt, so kann man hier
die Giiltigkeit der Idealgesetze
zugrunde legen und auf die Ent-
stehung einer der Gesamtstirke
der Unstetigkeit entgegengesetz-
ten Zirkulation um den Trag-
fligel schlieBen. Der mathematische Ausdruck dafiir ergibt sich aus
dem Thomsonschen Spiegelungsgesetz. Wenn man die Strémung
um das Profil auf das AuBere des Grundkreises iibertragt, so muB man die
entsprechende Diskontinuitétslinie auBlerhalb des Kreises an der Kreis-
kontur spiegeln, damit der Kreis Stromlinie bleibt. Dieses spiegel-
bildliche Wirbelsystem, das sich entsprechend auf das Innere des Pro-
fils iibertragt, bedingt aber eine Umkreisung der Kontur in einem der
gufleren Wirbelung entgegengesetzten Sinne.

Die von H. Wagner durchgefithrte Rechnung zeigt nun, dafl wih-
rend der Anfahrt des Fliigels immer neue Teile der Unstetigkeitsfliche
gich bilden, wahrend die bereits gebildeten bestehen bleiben, daf daher
auch die Zirkulation um den Fliigel, die die &ullere Zirkulation zu Null
erginzt, fortwihrend wichst, bis der Geschwindigkeitssprung an den
neu entstehenden Teilen der Unstetigkeitsfliche allméhlich verschwin-
det (vgl. auch Abschnitt 39). Dann hat der Tragfliigel eine einem ge-
wissen stationdren Zustand entsprechende Grenzzirkulation erhalten,
die rechnerisch jetzt unter der Voraussetzung gleichmiBiger Bewegung
50 zu bestimmen ist, dafl an der Hinterkante des Profils ein glattes,
d. h. tangentiales Abstrémen der Fliissigkeit stattfindet, also endliche
Werte der Geschwindigkeit auftreten.

Abb. 85. Zur Entstehung der Zirkulation.

1 H. Wagner, Die Entstehung der Tragfliigelkrifte. Z. V. d. 1. 1924, Bd. 68,
S.926 (6. Tagung f. Luftfahrt in Hannover). — Von demselben, Uber die Ent-
stehung des dynam. Auftriebs von Tragfligeln. Z. ang. Math. Mech. 1925,
S. 17—35.
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2. Um nun den idealen Grenzwert der Zirkulation I" um einen Trag-
fliigel zu berechnen, gehen wir auf den Zusammenhang mit dem Kreis-
zylinder und der entsprechenden Strémung zuritick und nehmen zu-
gleich vorliufig an, daB das duBlere freie Wirbelsystem ins Unendliche
verschwunden wire.

Wenn wir den Anfangspunkt der Koordinaten in den Mittelpunkt
M, des Kreises (zugleich Mittelpunkt des Profils) legen, so lautet be-
kanntlich das allgemeine komplexe Potential fiir eine Stromung um den
Kreiszylinder, die sich zusammensetzt aus einer Parallelstromung mit
einer Geschwindigkeit im Unendlichen

P iz
V= — Uy €

o

und einer Zirkulationsstrémung
i _ip 12 o I
W= — v, (e +e ”-Z_"—)—ﬂlnc. (1)
Wie frither gezeigt wurde, driickt sich die Zirkulation durch den
Stauwinkel ¢, folgendermaflen aus

I' = d4mryv,sin(p, + f). (2)
Wenn wir nun diese Verhdltnisse auf die entsprechende Profil-
stromung tibertragen durch eine Transformation

Pl P St et Rt —a), )

bei der der hintere Staupunkt — rge!?0 des Kreises in den Hinter-
kantenpunkt des Profils tibergefithrt wird, so hat der Winkel g, fiir das
Profil die Bedeutung des Wolbungswinkels unter der Voraussetzung,
daB die z-Achse zweite Profilachse, also der Koeffizient ¢, reell ist. Der
Winkel § dagegen kann als der natiirliche Anstellwinkel fiir die
Bewegung des Fliigels angesprochen werden.

Die Geschwindigkeit in einem Punkte z der Profilstrémung wird

CJCLC. S Y Y R TS o PR ST

da¢ dz \ ? 2a'C 22 23
oder wenn wir die Reihenentwickelungen
1 1 d 1 1 2¢}
?:_z,_;}_;_..., ?::52“*?41_{—“'
= ig i I v, (72 e—i/}+cl ei[f)
benutzen V= et — N 2 A (5)

Man sieht daraus zunichst, daf die Zirkulation I” durch die Trans-
formation keine Verinderung erleidet. Da ferner fiir die Profilspitze
d
dé unendlich wird, so erscheint die Tatsache, dafBl diese Spitze dem

Staupunkt — 7ye'?0 des Kreises entspricht, gerade als notwendige
Bedingung dafiir, daB die Geschwindigkeit in diesem Profilpunkt end-
lich wird, also ein glattes AbflieBen der Fliissigkeit entstehen kann.
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Durch die Formel (2) ist also in der Tat fiir den unendlich langen Fliigel
der wahrscheinlicher Weise eintretende mittlere Grenzwert der Zir-
kulation durch Invarianten des Profils dargestellt. Man sieht, daf der
Wert von I im allgemeinen, fiir 5 > — ¢, mit der Wélbung des Pro-
fils und dem Anstellwinkel wichst und nur dann verschwindet, wenn
B = — ¢, wird. Der Ansatz wird sich weiterhin durch den Vergleich
der daraus resultierenden Werte fiir die Fligelkréifte mit den Versuchs-
resultaten bestitigen. Dall die wirkliche Zirkulation kleiner ausfillt,
ergibt sich schon von
vornherein  daraus,
daf wir die duBeren
Wirbel und die Ober-
flichenreibung ver-
nachléssigt haben.

Die Zirkulation
tritt in dem der Glei-
chung (5) entspre-
chenden Bild der Re-
lativstromung fiir die
Anschauung  nicht
unmittelbar hervor;
um sie im Versuch
sichtbar zu machen,
mubBman erst die Par-
allelstromung ausschalten, d. h. das Stromungsbild des bewegten Fliigel-
modells von einem absoluten Standorte aus aufnehmen. Die Durch-
fithrung dieses Gedankens ist vor allem Ahlborn zu danken, der
wiederholt und mit Recht auf die Bedeutung solcher Kraftlinienbilder
hingewiesen hat!. Um das theoretische absolute Stromungsfeld zu er-
halten, muBl man dem zunichst betrachteten System, d. h. dem ruhen-
den Fliigel in der bewegten Fliissigkeit eine der Anblasegeschwindigkeit
— v,¢'? entgegengesetzte Translation erteilt denken. Fiihrt man noch
an Stelle der Koordinate £ nach (3) die Koordinate z ein, so erhélt man
als Potential der Absolutstromung

U

Abb. 86. Absolutstromung um einen bewegten Fliigel.

W vl n—eta)  weter vy oiteni e
“ z 22 23 »
ir [ ¢ \ - ©)
—-Injz — e

Man sieht aus der Form der Gleichung, daf sich die Stromung im
Unendlichen wie eine reine Zirkulationsstromung verhilt, da also die
Stromlinien im Unendlichen in Kreise um den Mittelpunkt des Pro-
fils iibergehen (Abb. 86).

1 Vgl. F. Ahlborn. Z. Flugt. u. Mot. 1925. 1. Heft, S. 3.
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Es verdient iibrigens hervorgehoben zu werden, daff beim bewegten
Fliigel weder die relativen noch die absoluten Stromlinien mit den
wirklichen Bahnen der Flissigkeitsteilchen verwechselt werden diirfen.
Nur bei der stationdren Stromung um einen ruhenden Fliigel werden
beide Begriffe gleichbedeutend. Beim bewegten Fliigel setzen sich die
Stromlinien als Integralkurven aus den Bahndifferentialen von unend-
lich vielen verschiedenen Teilchen zusammen.

34. Zirkulation und Wirbelschicht.

1. Wir haben bereits frither bei der Betrachtung der Strémung um
einen Kreiszylinder gesehen, dafl die Zirkulation gleichbedeutend ist
mit einer gleichmiBig auf den Umfang verteilten Wirbelbelegung. Wie
wir nun aber die gedachte konforme Massenbelegung eines Tragfliigel-
profils aus dem zugehorigen Grundkreis gewonnen haben, so 148t sich
auch die Zirkulation um den Tragfliigel durch konforme Abbildung
aus der Wirbelbelegung des Kreiszylinders ableiten. Die Verteilung der
Wirbeldichte y ist abhingig von der Profilform; man sieht, daB y an den
Stellen grofter Kriimmung Maximalwerte hat, und zwar in der hinteren
Spitze ein absolutes Maximum y = co. Der Schwerpunkt dieser kon-
formen Wirbelbelegung fillt, wie aus den fritheren Entwickelungen
(Abschnitt 32) folgt, mit dem Mittelpunkt des Profils, d. h. mit dem
Mittelpunkt M, des Grundkreises zusammen1.

Diese Betrachtung ist zunidchst mathematischer Natur. Sie gewinnt
aber physikalische Bedeutung im Hinblick darauf, dal die Zirkulation
in der Tat den Stromungsvorgingen an der Korperoberfliche, insbe-
sondere den Wirbelablosungen ihre Entstehung verdankt. Es erscheint
daher folgerichtig, die fiktiven Kerne innerhalb des Profils iiberhaupt
auszuschalten und auch den iibrigen Teil der Stromung auf singulire
Vorkommnisse an der Oberfliche zu beziehen.

Bei der Behandlung der Zylinderstromung haben wir Erwigungen
von F. Klein und M. Lagally herangezogen, die es wahrscheinlich
machen, dafl die Stromlinie, die senkrecht gegen das Hindernis st68t,
dort, d.h. im theoretischen Staupunkt, in zwei wirbelnde Teile von
gleichen, dem Sinne nach entgegengesetzten Wirbelstirken sich auf-
teilt. Ist die Stromlinie Symmetrielinie der Kontur, so ist die Gesamt-
zirkulation Null. Wenn der Anstrom dagegen unter einem Anstell-
winkel einen unsymmetrischen gewélbten Fliigel trifft, so werden die
verschiedenen Krimmungsverhdltnisse auf der Ober- und Unterseite
das Stréomungsbild dahin veréndern, daf die der oberen Schicht ent-
sprechende Zirkulation begiinstigt, und die Gegenzirkulation fiir die
Krafterzeugung unwirksam gemacht wird.

1 Wilh. Miiller, Wirbelschichten u. Zirkulation. Z. techn. Phys. 1924,
S. 450—458.
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Um diese innere Natur der Strémung auch theoretisch verfolgen zu
konnen, ist es vorteilhaft, das den Fliigel begleitende Kraftliniensystem
oder, was dasselbe ist, die Absolutstrémung, deren mathematischer
Ausdruck bereits bekannt ist, an der Hand einiger von Ahlborn auf-
genommenen Bilder zu diskutieren. In der zitierten Arbeit des Verfassers
ist diese Absolutstromung aus einer Wirbel- und Quell- resp. Senken-
verteilung auf der Berandung abgeleitet. Die Dichte der zirkulatorischen
Belegung moge mit (p,);, die der iibrigen Stromung entsprechende
Quell- und Wirbeldichte mége mit (y,)q (7,)5 bezeichnet werden. Das
zunichst ohne die Kuttasche Zirkulation, also mit (y,); = 0 gezeichnete
Bild der Absolutstromung, das am Anfang der Bewegung angenihert zur
Ausbildung kommt (Abb. 87), hat eine gewisse Ahnlichkeit mit dem friiher
abgeleiteten, vom Anstell-
winkel unabhingigen Ab-
solutbild in der Umgebung
einer bewegten  Platte
(Abb. 49). Man sieht deut-
lich, wie die Flissigkeits-
teilchen in der Umgebung
der Quellen vom Profil ab-
gedrangt werden und in
der Umgebung der Senken
dem Profil zustreben. Da
jede Kraftlinie, die von
einem hinteren Quellpunkt Abb. 87. Abso}yﬁlt‘;g;ﬁu?lg. él;gd?ill:n fliigelprofil nach
ausgeht, in einem Senken-
punkt endigt, so wird die Gesamtstirke der Quelle der Gesamt-
stdrke der Senken entgegengesetzt gleich sein. Das Bild zeigt ferner
das Vorhandensein zweier entgegengesetzter Umkreisungen auf der
Vorder- und Hinterseite des Flugels, die als hervorgerufen gedacht
werden koénnen durch eine gewisse Verteilung von Randwirbeln mit
der Gesamtstirke Null. Der Schwerpunkt der Zirkulation liegt in
diesem Falle im Unendlichen.

Ein weiteres Stadium der wirklichen Stromung ist durch die Abb. 88
dargestellt, der wieder eine Photographie von Ahlborn zugrunde
liegt. Man sieht, wie sick das System der Stromlinien dadurch verschoben
hat, daB die untere Wirbelreihe, die in der Profilspitze einen theoreti-
schen, aber nicht realisierbaren Haufungspunkt hat (y,);; = co von
der Berandung sich loslést und in die freie Fliissigkeit tritt. Die Ande-
rung des Bildes ist also so, als ob das Profil iiber die Spitze hinaus ver-
langert wére. Der Anfahrwirbel Prandtls stellt sich dar als die spiralig
in die Flhissigkeit sich aufrollende Wirbelkette der Fliugelunter-
seite. Ferner hat die Zirkulation nach dieser Anschauung eine selbst-




158 Theorie des Tragfligels.

stindige Entstehungsursache und wird nur begiinstigt durch den sich
ablosenden Gegenwirbel. Man erkennt, daB nur die eine wirksame
Zirkulation dem Profil anhaftet, wihrend die andere ,,freie” Zirkulation
fiir die Auftriebswirkung nicht mehr wesentlich in Frage kommt und
nur fiir den Widerstand von Bedeutung ist. Im Laufe der weiteren
Entwickelung der Stromung werden zwar abwechselnd von beiden
Seiten entgegengesetzte Wirbelelemente vom Profil abgedréingt werden;
aber die Zirkulation wird dadurch nur eine periodische Schwankung um
einen Mittelwert erfahren, der durch die Kriimmung des Profils und
durch die Bewegungsrichtung bestimmt ist.

Wenn wir den Kuttaschen Wert der Zirkulation annehmen und die
Randbelegung aufsuchen, die der zusammengesetzten theoretischen

Abb. 88. Absolutstrémung um ein Fliigelprofil nach Ahlborn (2. Stadium).

Stromung (I und IT) entspricht, so finden wir, wie hier nur ohne Beweis
mitgeteilt werden soll, dafl die Summe der beiden entgegengesetzt un-
endlichen Wirbel- und Quelldichten am Hinterende endliche Werte
ergeben, wie ja auch schon daraus hervorgeht, daBl die Stromlinien an
dieser Stelle kein singuldres Verhalten mehr zeigen. Der -awirkliche
Verlauf der absoluten Stromlinien im endgiiltigen und gleichmaiBigen
Bewegungsstadium des Fliigels (Abb. 89) stimmt im oberen und vor-
deren unteren Gebiet des Fliigels mit dem theoretischen Bild gut iiber-
ein. Man sieht auch in der Nahe des theoretischen Schwerpunktes der
Zirkulation am oberen Rande des Fliigels eine stiirkere Ausbildung von
Wirbeln, unterhalb des Fliigels ein wirbelschwaches Gebiet. Die Wir-
belzone entspricht aber etwa der Stelle maximaler reiner Wirbelbelegung
mit y, =0, welche die Quell- und Senkenbelegung voneinander trennt.
Die hinterwirts auf beiden Seiten der L#ngsachse liegenden Strom-
linien laufen nicht mehr zusammen wie in der Theorie, sondern setzen
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sich spiralférmig in der Kielwasserzone fort, die Elemente der doppel-
ten (Karmanschen) Wirbelreihe bildend, die hinter dem bewegten
Fliigel zurtickbleibt. Diese Ablosung erfolgt iibrigens auch im sym-
metrischen Fall (¢ =pf =0), also unabhingig von der Zirkulation, was
als eine Bestitigung der anfinglichen Annahme einer Zerlegung der
vorderen mittleren Stromlinie in zwei entgegengesetzt wirbelnde
Schichtlinien angesehen werden kann.

2. In neuerer Zeit haben W. Ackermann und W. Birnbaum einen
bemerkenswerten Weg ein-
geschlagen, um unter Ver-
zicht auf die Methode der
konformen Abbildung einen
Zusammenhang zwischen
der Form des Profils resp.
dessen Mittellinie und einer
lings derselben ausgebrei-
teten reinen Wirbelbele-

gung herzustellen. Ersetzt \_’T\

man den Flugel durch eine Abb. 89. Abqolutz hsitl;l;)rlr?]?:;.lesnt a1(111i[111 ne;l)lll Fliigelprofil nach
unendlich  diinne, also
flichenhafte Verteilung von tragenden Wirbellinien, setzt die Kriim-
mung der Fliigelspur in der z-Ebene und den Anstellwinkel als klein
voraus, und 148t die Geschwindigkeit v, %
in die Richtung der negativen z-Achse ety -
fallen, so kann man die Koordinaten y 5 T’
|
|

der Profillinie fiir die Berechnung des
Geschwindigkeitsfeldes aus der Wirbel-
belegung gleich Null setzen. Wohl aber uf
erhilt man aus der Bedingung, daB die sbb. 90. Fligel als tragende Wirbelfliche.
resultierende, aus der Parallelstrom-
geschwindigkeit und der Geschwindigkeit des erbelfeldes Zusammen-
gesetzte Stromungsrichtung in jedem Punkt des Profils tangential ge-
richtet ist, eine angendberte Gleichung fiir das Riickgrat des Fliigels.
In dem wir der Darstellung Birnbaums! folgen, nehmen wir an,
da das Profil sich von = —1 bis & = -4 1 erstrecken (Abb. 90).
Sei y (x) die Wirbelbelegung pro Léngeneinheit, so ist

+1
I'=[y(@)da (1)
-1
die Gesamtzirkulation des Fliigels. Ein Wirbelelement y (x) induziert
! W. Birnbaum, Die tragende Wirbelfliche als Hilfsmittel zur Behandlung

des ebenen Problems der Tragfliigeltheorie. Z. ang. Meth. Mech. Bd. 3, S.290.
1922,
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dann an der Stelle « eine angendhert vertikal abwirts gerichtete Ge-
schwindigkeit von der GréBe

1 y(§de

2x x-—&

Durch Zusammenwirken aller Wirbelfiden von — 1 bis - 1 ent-
steht also die Vertikalgeschwindigkeit

u(2) = 2nfysc(§—)tf§ ®)

-1
Damit keine Flissigkeit durch den Fliigel strémt, muf
dy _ v
dz = v,
sein, woraus dann

y:—;;fu(w)dm ff )dxdE - (8)

sich ergibt. Damit ist also y oder die Gleichung des Profilriickgrates
bis auf eine additive Konstante bestimmt. Wenn man etwa die von
Birnbaum benutzten ,,Grundfunktionen® fiir die Wirbelverteilung

1—2 — —
Vo = 1+z’ 7’1;:1/1_1"“’ Ve ™% 1—a (4)

zugrunde legt, so erhilt man fiir die Gesamtzirkulation I” und die Funk-
tionen % (x) und y (x) folgende Ausdriicke

r,=n, r,=+, I =0, l
1 x 1 a 1
Yo 9o Yy w=g (=) { ©®
1 [ S 1 (x" x)
111“*270'9% yb_iv_ox’ 90*27); 3 9.

Es 148t sich zeigen, dafl man in erster Annéherung jede Profillinie
durch eine lineare Kombination dieser drei Funktionen darstellen kann.
Durch Hinzufiigung einer Quellverteilung kénnte man noch, wie Birn-
baum hervorhebt, die Kontur zum Profil aufblasen. Wir wollen aber
auf Einzelheiten, sowie auch auf die leicht durchfiihrbare Berechnung
der Fliigelkrifte nach diesem Verfahren nicht eingehen.

35. Das Wirbelsystem am begrenzten Fliigel.

Wir haben bereits bei der Betrachtung der Stromung um den Kreis-
zylinder den Einflu der beiderseitigen Begrenzung kennengelernt.
Wiahrend wir uns dort mit der einfachen Vorstellung eines elementaren
tragenden Wirbelfadens begniigten, der sich mit seiner Fortsetzung
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auflerhalb des Zylinders zu einem (rechteckigen) Wirbelringe zu-
sammenschlieBt, sind wir hier mit Riicksicht auf die Wichtigkeit des
Tragfliigelproblems genétigt, die Untersuchung etwas strenger durch-
zufiithren. Hs zeigt sich ndmlich, daBl die Zirkulation nicht mehr
iiber die ganze Spannweite des Fliigels konstant ist, sondern von der
Mitte, wo das Maximum herrscht, nach beiden Seiten bis zu den Enden
allmihlich auf Null abnimmt. Nach Mafigabe dieser Abnahme von I'
wird sich dann an jeder Stelle des Fliigels ein Wirbelfaden ablésen und
im Sinne der nach hinten gehenden Strémung einstellen, so daf insge-
samt eine Wirbelfliche hinter dem bewegten Fliigel zuriickbleibt.
Wenn man die allméihliche Erniedrigung der Zir-

kulation durch eine Folge von kleinen sprung- i
haften Anderungen ersetzt, so ergibt sich, daB 9 9
die Wirbelfliche als aus unendlich vielen, zur Mit- } } f

tellinie des Fliigels symmetrisch gelegenen und ins
Unendliche sick erstreckenden hufeisenférmigen
Wirbelringen zusammengesetzt gedacht werden
kann. In Stidrke jedes solchen zum Abstand + z
von der Mittelachse des Fliigels gehorigen Ringes
ist dann durch den unendlich kleinen Zirkulations-

)-

Durch die Wirbelfliche erfahrt nun jeder Punkt
der Tragfliche, der voriibergehend als tragender
Wirbelfaden angesehen werden kann, eine nach ab- L
warts gerichtete Geschwindigkeit, die mit Hilfe Ayﬁﬁ't?rl 'eufgxlfbﬁgggffe
des Biot-Savartschen Gesetzes (vgl. Abschnitt 5)
sofort berechenbar ist, sobald die Verteilung des Auftriebs iiber den
Fligel bekannt ist. Fir eine Stelle des Fadens, die durch die Koor-
dinate & bezeichnet wird, ist das Geschwindigkeitselement, das von
dem zu z gehorigen Faden herriihrt

1dl'(x) dx
du(f) = —6,39 =g’

da jeder Faden die Halfte einss bziderseits ins Unendliche gehenden
Fadens ist. Wenn & die Fliigelspannweite ist, so ergibt sich als Gesamt-
wert der von der Wirbelflache herrithrenden Geschwindigkeit

sprung — dI' =

J

1
wig) = HJ x(E*ﬁ) @

1»]@

Die Verteilung der Geschwindigkeit » hiéngt also wesentlich von
der Verteilung der Zirkulation ab. Jeder Zirkulations- oder Geschwin-
Miiller, Math. Stromungslebre. 11
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digkeitsverteilung entspricht aber ein bestimmter Wert des sog. indu-
zierten Widerstandes des Tragfliigels. Um eine bestimmte Annahme
iiber die Funktion I” (z) einzufiihren, fragen wir nach den Bedingungen
fir den kleinsten Widerstand, der bei gegebener Tragfahigkeit oder
Auftriebsgrofe und bei gegebener Spannweite des Fliigels eintreten
kann.

Wir folgen der iibersichtlichen Darstellung von E. Trefftz!, der
die Fliissigkeit in sehr grofer Entfernung vor und hinter der tragenden
Flache durch zwei Ebenen E; und E, senkrecht zur Bewegungsrichtung
begrenzt denkt und den sekundlichen Gesamtgewinn an Impuls und
Energie ermittelt (Abb. 92).

Wenn nach einer Sekunde die Ebenen E, und E, bei der Relativ-
bewegung der Luft
gegen den Fligel in
die Lagen E’; und E’,
gelangt sind, so sieht
man, daB jener Ge-
winn durch den Im-
puls und die Energie
der von der Wirbel-
fléche zwischen E, und
E,” hervorgerufenen
Stromung dargestellt
wird, da die wirbellose

i Grundstromung vorn

AV 02 e romang, dos Fppts s Boeree &g bingen denselben

Beitrag liefert. Legen

wir die y-Achse durch die Mitte des Fliigels nach oben und die z-Achse

nach hinten in Richtung der Anstrémung und ist @ das Potential der

Wirbelstrémung in den Ebenen E, so haben wir fiir die negative

vertikale Impulskomponente (den Auftrieb) und die Energie (vgl.
Abschnitt 4)

P, =— g‘[‘rg—;vodmdy,

Pw-voz%fj(vdi)‘z v, dxdy; széfj‘(Vtﬁ)?dwdy,

wo die Integrale iiber die lings der Spur der Wirbelfliche aufgeschnit-
tene xy-Ebene zu erstrecken sind.

Wenn wir im ersten Ausdruck die Integration mach y ausfiihren,
die Potentialwerte am oberen und unteren Rande des Wirbelbandes

(2)

1 E. Trefftz, Prandtlsche Tragflichen- und Propellertheorie. Z. ang. Math.
Mech. I, S. 206 1921; Vortrage aus d. Geb. d. Hydro. u. Aerodynamik (Innsbruck
1922), Berlin 1924, S. 41.
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®, und @, nennen und beriicksichtigen, daB der Potentialsprung gleich
der Zirkulation an der betreffenden Stelle ist (vgl. Abschn. 5), so wird
b b

Ty Ty

0{ (P, — D, dngvoffdx (3)

2

wie man auch unmittelbar aus der Kuttaschen Formel hitte ableiten
konnen. Den Ausdruck fiir den Widerstand konnen wir nach Ab-
schnitt 4, 6a umformen in

P, =5 [(®V®)nds, (4)

wo n die duBere Normale an das vom Schnitt der Wirbelfliche begrenzte
Gebiet und ds ein Linienelement des Schnittes bedeutet. Wenn die
Wirbelfliche eben ist und ihr Schnitt in die z-Achse fallt, so ergibt sich

+
S . fp__d 5

b

T2

Fiir den kleinsten Widerstand bei gegebenem Auftrieb mufl
0P, —idP,=0 (6)

sein fir irgendeine Variation von I" (x). Wir haben also
@”ngv(s@dxdy S gfél“*dx — — hg[orda.

Das gibt die von Munk?! zuerst angebene Bedingung
o0

mlv

iy — konst = — 2u,, (7)
die firr die zugehérige Stromfunktion die Form
or
T == By, V=2u,zx
annimmt. Die analytische Funktion, die dieser Bedingung geniigt, ist
Wz?in[x v{—iy—l/( +7/y)2__,j:| (8)

An der Wirbelfliche haben wir dann

(p:iguol/g‘?ffl}?‘. (9)

1 M. Munk, Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Disserta-

tion Géttingen 1919.
11*
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wo die beiden Zeichen sich auf den oberen und unteren Rand beziehen.
Wenn [I', die Zirkulation in der Mitte # = 0 bedeutet, so wird
¥, 2D,/

I''= 4wy, G = b" T — 2%, (9a)
Der kleinste Widerstand tritt also dann ein, wenn die Zirku-
lationsverteilung iiber die Spannweite einer halben Ellipse
entspricht. In der Tat ergibt sich jetzt, wenn man (9a) in (1) einsetzt
und das Integral

2 10
V%__ﬂ(&_@ ( )

auswertet, fiir die Abwirtsgeschwindigkeit an jeder Stelle des Fliigels
der konstante Wert

(&) = uy =

Sl

: (11)

der mit Einfiihrung der mittleren Zirkulation I", = %I’o auch durch

den Ausdruck Uy = znil;" dargestellt werden kann. DaB diese Geschwin-

digkeit halb so groB ist wie die Stérungsgeschwindigkeit in groBer Ent-
fernung, wird ohne weiteres verstindlich, wenn man bedenkt, daB hier
die Wirbelfliche nach beiden Seiten, am Tragwerk selbst aber nur nach
hinten sich erstreckt.

Die Wirkung im Falle des Minimalwiderstandes ist also so, als wenn
der von der Tragfliche durchmessene Raum oder die hinter
dem Fliigel entstehende Unstetigkeitsfliche zu einem festen
Korper (Brett) erstarrt wire und sich mit einer konstanten
Geschwindigkeit abwirts bewegen wiirde. Die bei dieser Be-
wegung entstehende Potentialstrémung ist bereits frither (Abschnitt 21)
diskutiert und veranschaulicht worden.

Um den Fall des geringsten Widerstandes wirklich zu erreichen,
braucht man nur dem Fligelumrif} eine solche Gestalt zu geben, daB der
vordere und hintere Teil je einer Ellipse entsprechen, welche die Liings-
achse gemeinsam haben, ferner die Profile geometrisch #hnlich zu
machen und parallel anzuordnen?.

! Néhere Einzelheiten vgl. Fuchs-Hopf, Aerodynamik, Berlin 1922, —
A. Betz, Handb. d. Physik, Bd. VII, Berlin 1927, S. 247.
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36. Die Krifte am begrenzten Fliigel.

Um die Stromung um den endlichen Tragfliigel als ebene Strémung
behandeln zu kénnen, legen wir den mittleren Fliigelquerschnitt, dem
also nach der Annahme des vorigen Paragraphen die mittlere Zirkula-
tion entspricht, zugrunde (oder substituieren einen rechteckigen Er-
satzfliigel) und figen der friher (Abschnitt 33) betrachteten Strémung
um den unendlich langen Fliigel einen senkrecht zur Anblaserichtung
gehenden Abstrom hinzu, der im Unendlichen die Geschwindigkeit u,
hat. Durch Vermittlung der Abbildung auf die Ebene der Kreiskontur
erhalten wir dann das komplexe Potential

. i8 —ig re . j i iy 73 i I’
Wfﬁvo[e e ’—g}ﬁ—zuote"é—f@ ”—&_ﬂjl ~ 5 Ing (1)

und die Geschwindigkeit der Strémung im Punkte z

s AW i
T dz
= [mv (e“—e‘i"" ﬁ)—i—@u <ei"*+e_"""—rg> ] < + -+ ) (2)
Y Y z an /
0202 (0 5o i _
= — &% (v, —duy) — ;ﬂll r‘l@"_{'%u’(’)ﬁ e ¢ (0 — %) 4.

2r .
Wenn man %= — setzt und wieder zum Ausdruck bringt, daB

aw
dc

so ergibt sich in diesem Fall der fiir ein bestimmtes ,,Seitenverhéltnis*

—fiir den der Hinterkante entsprechenden Kreispunkt verschwindet,

yl =l—£~ des Fliigels korrigierte Wert der Zirkulation

o Ao v sin (g, + )
87, : 3)
1+ b ¢0s (@, -+ £)

Die mittlere Zirkulation I' wird also gegeniiber der beim unendlich
langen Fliigel <l = % = 0) auftretenden um so mehr verkleinert, je

groBer das Seitenverhiltnis wird. Da man bei diinnen Profilen ange-
nihert 4 r, gleich der Profiltiefe ¢ setzen kann, so begeht man keinen
groBen Fehler, wenn man schreibt

[ % sin (¢, +f) (3a)

1421 cos (@, +B)"

Das Verhiltnis der Geschwindigkeiten #4 und v, wird

,.L
vy 8bs1n 1)

] o 24 sin (@, -+ )
1+87—cos(q)0+ﬂ)

14+22cos(pp+8)°

Yo
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Fiir die Krifte, die auf der Lingeneinheit. des Fliigels wirken, er-
hilt man aus der Blasiusschen Formel

P:%QJ‘<%->dz:—nge”(’vO—zuo). (4)

Wir haben also eine Komponente, den sog. Auftrieb senkrecht auf
der Anstrémrichtung resp. Bewegungsrichtung, mit dem absoluten
Wert

P,=oIv, (5)

und den induzierten Widerstand entgegen der Bewegungsrich-
tung, resp. in Richtung der relativen Geschwindigkeit der Luft

P =olu,. (6)
Mit den Werten fiir " und u, erhilt man

7,
. 8207, -2 v2 8in (@, + B
p _tmenasn(ptf), p _ 2err 0oy @D 7

s w b 2°
1+8—7:b9cos(<p0+ﬂ) " (14—8%‘005(%-}‘5))
Setzt man
1 0 1
Pab:*Q’caQ‘bv(“)a wa:f‘z—'cwgtb'v%,

8o werden die Koeffizienten ¢, und ¢, des Auftriebs und des Widerstandes

_ 2asin(p,+p) | o . AmAsin® (@t f) (7a)
a1+ 21cos(py-+B)’ w (14-22cos (@, + B)2°

Als Beziehung zwischen ¢, und ¢,, kommt

¢

Cp = Gk (8)

T

Triagt man ¢, als Xoordinate und c,, als Abszisse auf, so erhilt man
die sog. Randwiderstandsparabel.

Inwieweit die Werte mit den Versuchsresultaten iibereinstimmen,
soll spiter gezeigt werden.
"~ Um nun das auf den Mittelpunkt des Profils bezogene Moment
der Krifte zu ermitteln, hat man nach der Blasiusschen Formel das
Residuum der Reihe 72z zu bilden.

Man erhilt

Dz — &' (n, — iu)tz + o1 efs (:)to—zuo)

2
o 213 (03 F ud) - 2¢2 17 o, (v, — i up)?

T4

z
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und daraus
M4 iN= — —g»fﬁ‘*’zdz

. I“z 2 ) B} %4 .
=gin [4? 4 27F (W§ + ud) — 2¢, €% (v, — zuo)zJ ,
also das Moment in bezug auf den Mittelpunkt M, des Profils
M-=2nrgc, sin2p (v — uj) — 4mpc, u,v,cos2p. 9)

Mit den Werten (4) erhélt man, wenn man :1 = [ einfiihrt
[

o 8in 28 —4%sin 2¢,+44sin (6 — ¢,)

M=2ngrofvy — (1+ 21 cos (p, -+ B))® 10)
M 4daryf sin2B —42sin 2¢,+44sin (f — @y
T (1 2eosige s B
—_z—gvot
_ Sarf@inf—2ising,) cosf+ 2000590 (10,
P (1-+24 cos (p, -+ B))°

Nennt man die aus v, und %, zusammengesetzte Geschwindigkeit v,
und den Winkel zwischen p; und p, um den der Anstellwinkel ver-
kleinert wird, &, so ist vy = v, cos &, U, = vysiné und das Moment
erhilt die Form

M=2npr,fvysin2(f — ¢ —2nuor,fvy Smfo(sés ?)
wofiir wieder angenéhert
M=2noryfvisin2(f — ¢ (11)

gesetzt werden kann. Daraus ergibt sich dann als Hebelarm des Auf-
triebs

H

B M fsin2(B—e¢) (1424 cos (g, + )
TP 2 008 & sin (@, - B) :
und als Abstand des Druckpunktes (Schnitt der Auftriebslinie mit
der 2. Achse) vom Mittelpunkt
0 — fsin (B — &) [1 + 24 cos (¢, -+ B)]
0 sin (py + B)
Um den Momentenbeiwert

in Funktion von ¢, auszudriicken, formen wir den Sinus in folgender
Weise um und nehmen gleichzeitig Riicksicht auf die Kleinheit der
vorkommenden Winkel

sin2(f — &)~ 2sinf — 2sine

i : . 248in (py+ ) |
2 [sin (g, + ) 003 @, — c08(y -+ B)sin 90 — 157 enr (@ 3 ]

2¢, Ca .
= 28in @,.

1

~ (14 2) - 2singy—
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Wir erhalten daber folgende Naherungsgleichung

4r, f 8xryf .
m 2 a t20 sin
oder auch
f 2=f .
Cp = 3 Ca— 5 SINQ,. (12)

Die Momentenzahl driickt sich also durch die Auftriebs-
zahl angendhbert in linearer Weise aus.

Geometrische Beziehungen. Aus dem Werte von 4 ergibt
sich ohne weiteres die Gleichung der Wirkungslinie der Kraft

_ fsin2(B—¢) (1424 cos (9, + )

zeos(f —e) — ysin(f — ¢)- 2 c0s ¢ sin (¢, 1+ f)
Wenn man den Wert fiir tge = 7:70 benutzt, geht die Gleichung
0
iiber in
_z_ — I A ,f: . (13)
sinf—24icosp, cosf+2ising, sin(p,46)’

Die Schar der Geraden, die man erhilt, wenn man f alle moglichen
Werte durchlaufen 148t, umhiillen eine Parabel, deren Gleichung Jautet

(y cos @, +ysing,)? - 2 — 2 f(xcos g, — ysingy) = 0. (14)
Wir werden diese fiir das Profil charakteristische, von v. Mises zuerst
eingefithrte Parabel als Auftriebsparabel bezeichnen (Abb. 93). Die
Figenschaften lassen sich ohne weiteres aus der Gleichung ablesen,
resp. durch eine einfache Transformation ableiten. Setzt man ndmlich

z—o 4 foosp,,  y=1y — fsinp,,
so geht die Gleichung iiber in

(2’ cos @, -+ 4 8in @ )? = 2 fsin 2 @, (' sin @, — ¢’ cos @) .

Man sieht daraus ohne weiteres, daf3 die Parabel den Parameter
fsin2¢,, die erste Profilachse als Leitlinie und denjenigen
Punkt F als Brennpunkt hat, den man erhédlt, wenn man die
Strecke f auf dem zur ersten Achse in bezug auf die zweite
Achse spiegelbildlich gelegenen Strahl vom Mittelpunkt M,
des Grundkreises abtrigt. Den Punkt F, der immer innerhalb des
Grundkreises gelegen ist, werden wir mit v.. Mises auch als Brenn-
punkt des Profils und den Abstand f = M F als Brennweite be-
zeichnen. Man erkennt weiter aus der Gleichung, dafB die Auf-
triebsparabel sowohl die zweite Achse wie auch die zu ihr
durch den Punkt M, gezogene Senkrechte beriihrt.

Entsprechend dem Massenschwerpunkt definieren wir den Schwer-
punkt 8 der Zirkulation durch die Gleichung

I'zy=$2vdz,



Die Krifte am begrenzten Fliigel. 169

wo das Integral lings einer geschlossenen, die Unstetigkeitsstellen
einschlieBenden Kurve zu fithren ist. Wenn man die oben aufgestellte
Geschwindigkeitsreihe benutzt, so kommt

Izy=2in[rle % (v, + tuy) — efr, f(v, — 1u,)],
woraus

2?”77'0”0‘(

2, = e~ibr, — &f f)

oder nach Einsetzen des Wertes fiir I’
2 = 1 {1+ 2_1 0s) @o + f))
0 2 sin (g, -+ f)
und schlieBlich die Koordinaten
_ (ro + 1) (sin f — 2 A sin py)

(roe~t — fetf)

X

0 sin (py+ f) (15)
__{ro—1) (cos B 42 A cos @,) ’
Yo 2sin(py )

sich ergeben. Vergleich mit der Gleichung (13) zeigt ohne weiteres,
daB die Auftriebslinie durch den entsprechenden Schwerpunkt §
der Zirkulation hindurchgeht. Eliminiert man den Winkel § oder
getzt sinf—24sin @, =4ksinf’, cosf + 24cos ¢, =kcosf also
8in (g, + ) = ksin (g, + f') und eliminiert §’, so ergibt sich
2a,c08,(ry — )+ 2y,sing, (ry+ f) =12 — 2. (16)
Das ist, wie man sich leicht iiberzeugt, eine Tangente der Auftriebs-
parabel. Wihrend
also die Auftriebs-
linie bei verander-
lichem Anstellwin-
kel die Parabel be-
schreibt, Dbewegt
sich der Schwerpunkt
8§ der Zirkulation, der
als Angriffspunkt der
Kraft gelten kann, auf
einer ausgezeichneten

Abb. 93. Grundkreis, Achsen und Auftriebsparabel eines
Tangente der Parabel. Fliigelprofils.

Ich habe diese Li-
nie, deren Lage die Strémungseigenschaften des Profils wesentlich
bestimmt, als ,,dritte Achse‘ eingefithrt!. Sie ist geometrisch nichts
anderes wie die Mittelsenkrechte zur Verbindung des Brennpunktes F
mit dem Schnitt der ersten Achse mit dem Grundkreise und hat ange-

1 Vgl. Wilh. Miiller, Z. ang. Math. Mech., 1923, 8. 125.
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nihert die Richtung der Verbindungslinie der Stellen gréfter Umfangs-
geschwindigkeit der Fliissigkeitsstrémung im Falle eines verschwinden-
den Auftriebs.

Wenn der Winkel @, positiv ist, d. h. wenn die erste Achse im vor-
deren Teil des Profils oberhalb der 2. Achse liegt, so 6ffnet sich die Auf-
triebsparabel im Gebiete unterhalb des Profils und die nach oben ge-
richtete dritte Achse ist gegen die nach hinten gehende Richtung der
2. Achse unter einem spitzen Winkel geneigt. Wenn dagegen der Win-
kel @, negativ ist, wie z. B. bei stark S-formig gekriimmten Profilen,
so offnet sich die Auftriebsparabel im Gebiet oberhalb des Profils, und
die dritte Achse bildet mit jener Richtung einen stumpfen Winkel
(Abb. 94). Ist @, =0, verschwindet also die Gesamtkriimmung des
Profils, so steht die dritte Achse auf den beiden ersten zusammenfallen-
den Achsen senkrecht. Die Auftriebsparabel geht in einen Strahlen-
blischel durch ¥ iiber.
Diese Unterscheidungen
spielen fiir die Beurtei-
lung der Druckpunkts-
wanderung und der Sta-
bilitdt eine Rollel.

Wenn man das Seiten-
verhiltnis konstant halt

AN oder etwa =0 setzt, so
Abb. 94, Aus der Ellipse abgeleitetes Profil mit ¢o < 0. €Igibt sich aus dem vor-
hergehenden, dafl es eine
grofle Mannigfaltigkeit in Profilformen gibt, die bei gegebener Anblase-
geschwindigkeit denselben Auftriebsverlauf zeigen, d. h. fiir jeden An-
stellwinkel in GroBe und Lage der Auftriebskraft iibereinstimmen.
Dieser Verlauf ist bestimmt, wenn der Radius 7, des Grundkreises, die
Brennweite f und der Wolbungswinkel ¢, bekannt sind. Man kann aber
diese Grundinvarianten unmittelbar geometrisch finden, wenn das
System der drei Profilachsen in bezug auf eine angenommene Lage
des Mittelpunktes gegeben ist. Alle Profilformen mit derselben Lage
der drei Achsen stimmen also bei gegebener Geschwindigkeit v, der
Strémung im Unendlichen der reibungslos gedachten Fliissigkeit in
der GréBe des Auftriebs und der Art der Druckpunktswanderung
iiberein. Zur Losung der Aufgabe, die Mannigfaltigkeit der Profile zu
bestimmen, welche durch die geometrische Konfiguration der drei
Achsen gegeben sind, hat der Verfasser in den zitierten Arbeiten
einige Beitrige geliefert?.

! Vgl. Wilh. Miiller, Uber die Form- und Auftriebsinvarianten fiir eine be-
sondere Klasse von Fliigelprofilen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 4, S. 389-—404. 1924.
2 Vgl. besonders Z. ang. Math. Mech. Bd. 4, S. 213. (1924).
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Da die in Gottingen benutzten Profile nicht nach theoretischen
Gesichtspunkten gewihlt sind, ist es zum Zweck der Vergleichung der
Messungen mit den theoretischen Resultaten fiir die Fliigelkrifte er-
forderlich, fiir eine gegebene Profilkurve die Auftriebsinvarianten zu
ermitteln. Wir wollen uns mit den von Trefftz-Karman, Geckeler
u. a. bearbeiteten Methoden zur Losung dieser Aufgaben hier nicht
beschiftigen und nur mitteilen, daB es jedenfalls gelingt, mittelst eines
teils graphischen, teils rechnerischen Verfahrens, mit beliebiger An-
niherung die Lage des Grundkreises und der Achsen eines Profils zu
finden. Wir haben hier fiir das der Géttinger Sammlung entstammende
Profil 311 (Abb. 95) folgende Werte fiir die Invarianten festgestellt.
Um die theoretischen Werte den Versuchswerten anzupassen, ist es
ferner notig, die Anstellwinkel von der Beriihrungssehne auf der Druck-
seite des Profils aus zu zihlen und das Moment auf den Bezugspunkt
umzurechnen, in dem diese S -
Sehne die dazu senkrechte ~
Stirntangente schneidet. Wenn '
man den Abstand des Mittel-
punktes M, von E mit d be-
zeichnet und die Kleinheit des
Winkels § zwischen der Rich-

tung M,E und der Sehne be-  spb.95. Profil 311 der Gottinger Sammlung.
riicksichtigt, so ergibt sich
fir den auf den Punkt E bezogene Momentenbeiwert

d—f L 2af .
Cog= 7 CaT — SNQ,. (17)
Profil Nr. 311
To = 5,42, f = 4,58, { = 20,2, y, = 5,2°, y = 2,2°, 1 :%
Cu ot
B C, Rechnung Quotient, - C,, eVersuch er en
|
—9 —221 —33 0,67 — 5,4 4,88 1,8 0,84
— 6 — 94 - 7 0,56 64 1—328 [—11,6 |— 16,15
—3 233 | — 19 1,22 15,3 13,3 11,6 13,22
0 4.4 45 0,98 20,0 9,15 7,96 8,65
3 66,7 715 0,93 25,3 7,7 7,05 7,5
6 88,3 | 97 0,91 29,6 6,82 6,6 6,9
9 110,2 122.,5 0,9 35,0 6,42 6,38 6,63
12 126 148 0,85 38,6 6,2 6,2 6,5
15 127,2 | 172 0,74 38,1 6,1 612 63

In der beigegebenen Zahlentafel sind die mit 100 muitiplizierten
Beiwerte (100 ¢, = C,, 100 c,, = C,,} nach Versuch und Theorie, sowie
die fiir die Druckpunktslage charakteristischen Abstande e (~d—h) des

1 Vgl. Wilh. Miiller, Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, 1925, S. 397.
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Schnittpunktes der Kraft mit der Sehne vom Punkte E tund zwar fir
den Fall A =0 (¢;) und fiir 1 = % (er) angegeben. Man erkennt, dafl

L=~o-.

—120

—110-

Ca

o~
=)

(4

—700;

\\R

On

’
/A

2\109‘05!0

7

oL Versuchswerte

-1 7/'7reoret Wdﬁe

rung

das Verhiltnis der Auftriebswerte im
mittleren Gebiet der § nicht sehr erheb-
lich um einen Mittelwert <C 1 schwankt.
Die graphische Darstellung (Abb. 96)
zeigt die Abhé#ngigkeit der C,- und
C,-Werte, sowie die Druckpunkts-
wanderung. Die gerade Linie, die
etwa die Neigung 4 : 1 hat und bei
Verdnderung des Seitenverhéltnisses
sich um sehr wenig verschiebt, be-
findet sich in guter Ubereinstimmung
mit den Messungsergebnissen. Auch die
Druckpunktwanderung gibt die Theorie
fir §>— g, in befriedigender Weise
wieder (Abb. 97). Nur in der Nihe
des kritischen Wertes § = — ¢, treten
gelegentlich erhebliche Abweichungen
auf, wie angesichts der grofen Emp-
findlichkeit der Auftriebswerte in

&  diesem Bereich der Anstellwinkel von

vornherein zu erwarten ist. Als eine Regel
kann man anmerken, daf die fiir den un-

4
Abb. 96. Abhangigkeit der Auftriebszahl endlich langen Fliigel berechneten Werte

von der Momentenzahl beim Profil 311.

fast allgemein zu klein werden, dal also

diese ersten theoretischen Druckpunktslagen zu weit nach vorn fallen.

L1

e 1 -7 7
..
\L 15
A3,
7 ——-=\Versuch
1 T &
rse — &

Abb. 97. Druckpunktwanderung beim Profil 311.

37. Losung durch ein unstetiges Potential.

Wenn wir die Voraussetzung der Eindeutigkeit fallen lassen, aber
an der stationdren Beschaffenheit der Strémung festhalten, so konnen
wir fragen nach der Existenz eines mehrdeutigen Potentials firr die
Fliigelstromung, dessen Unstetigkeit im Gebiet der einblitterigen als
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Stromungsgebiet zu betrachtenden Riemannschen Ebene der an der
Hinterkante sich ausbildenden Wirbelschleppe angepaft ist. Ein Poten-
tial dieser Art wird, wie C. Witoszynski! gezeigt hat, nicht nur einen
Ersatz fiir die Zirkulation, sondern auch die Méglichkeit einer ange-
niherten Erfassung des Widerstandes bieten, der aus dem Lanchester-
Kuttaschen Ansatz nicht direkt ermittelt werden kann.

Wir gehen wieder von der Betrachtung in der {-Ebene des Grund-
kreises aus und fiigen dem bekannten Potential W, der Parallelstrémung
den Ausdruck

11
. {F —rZe?
WZ(C):’LIC'UOTO 1 1 i

T+ el
hinzu, dann bleibt fiir das entsprechende Strémungsbild
W=Ww,+W,

der Kreis Stromlinie, da W, reell ausfillt fiir die Punkte seines Um-
fangs. Wenn wir ferner verlangen, dafl die Geschwindigkeit fiir den
Punkt r,eH**2™  yerschwindet, erhalten wir fiir die zunichst noch

unbestimmte Kanstante & den Wert £ = — 4 sin . Das gibt dann
112
9 “2 2 2
W)= —v, <C+%>*4ivorosinoc L_TOLTTL’ (1)
C + 7.65 e 2
3 a
= g
- dW 3 4ivyri e ?sina
i ) (1 - fé) - 70*19““1*“@)’ . (2)

T g e ¥

Die Geschwindigkeitsfunktion besitzt einen doppelten Pol in { = 0,
d. h. im Inneren der Kontur und auBerdem den Pol § = r,ef*£27),
der im zweiten Riemannschen Blatt liegt, wenn man iibereinkommt,
die Argumente fir die Punkte des Kreises innerhalb der Grenzen
—z + <<z« zu wihlen.

Wenn man den Ausdruck

3\ . . r—r,
IP:—vo(rﬁ7°>s1n<p~4vorosmocv-~ h pr— (3)
r4r,+2 (rry)’ €08 ——5—
der auf die Polarkoordinaten transformierten Stromfunktion Null setzt,
ergibt sich die Kreislinie » = r, und das System der Diskontinuitéts-
linien

r47,
r

4’(’081n€c“

sing 4~ "%
r+7,42 (rr,)? cos

a0 0
2

1 C. Witoszynski, La mécanique des profils d’aviation. Paris 1924, S.43;
von demselben Verf., Modification du principe de circulation, Proceedings of the
first intern. congress for appl. mechanics (Biezeno, Burgers), Delft 1925, S. 418.
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Setzt man hierin r = ry, um die Schnittpunkte mit dem Kreise zu
bestimmen, so kommt

sinq3<1+cos¢;“>+sinoc:0. (5)

In dem auf der hinteren Seite gelegenen Punkt mit dem Argument
@ = a 4 x teilt sich die Stromlinie ¥ = 0 in zwei Zweige, die etwa als
Grenzen eines Totraums oder besser einer dem Zylinder nachziehenden
Wirbelschleppe aufgefaBit werden konnen, und es ergibt sich, daB dieses
streifenférmige Gebiet fir r = (7 + V‘l_él) re = 16,6 r, die grofite auf
demzugehérigen Radius gemessene Breite besitzt, daB ferner fiir » = oo,
@ = 0, resp. =z wird d. h. also die Stromlinie der reellen Achse, d. h.
der Anblaserichtung im Unendlichen parallel wird (Abb. 98).

Wenn nun dieses spitz vom Zylinder abgehende Unstetigkeitsgebiet
den wirklichen Strémungsverhéltnissen bei der Kreiskontur wenig ent-
spricht, so wird die Uberein-
stimmung von Theorie und
Beobachtung auffallend giin-
stiger, wenn wir das oben ein-
gefiihrte zweiwertige und in
der Operationsebene unstetige
Potential durch Vermittlung

. _ . einer konformen Abbildung

Abb. 98. Zur Get;]lllzigl]ei geeigz;ﬂsli;ggigen Strémung um so auf das AuBere eines Flﬁgel-

* profils in der z-Ebene iiber-

tragen, daBl der Verzweigungspunkt resp. hintere Staupunkt auf dem

Kreise in die Profilspitze iibergefiihrt wird, und es steht zu erwarten,

daB die Berechnung der auftretenden Krifte diese Ubereinstimmung

bestitigen wird. DaBl das tatséchlich der Fall ist, soll im folgenden

dargetan werden. Die Kréfte berechnen sich wieder am einfachsten
aus der Blasiusschen Formel

. 1 aW\2d¢
P, +iP, = _TQI(EE) PR

wenn wir das Integral erstrecken iber einen geschlossenen Weg
lings des (Grund-)Kreises, der in dem Spaltungspunkt 4’ beginnt.
Kurch Benutzung des Wertes fiir die komplexe Geschwindigkeit in der
Dreisebene und der Substitution

__ 2 i
{=1{""r e

verwandelt sich das Integral in

. . et 4ie ®sine|2dl p
P, + iP,=—puv3rget [1 N -+ N (é;r_}*jf)*{‘} e {ar (6)

+1
2
i
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und der Weg in den von — ¢ bis + ¢ verlaufenden Halbkreis A BC
(vgl. Abb. 99). Statt dieses Integrationsweges kann 7
man auch den Weg ADEFC wihlen, weil der da- [£
zwischen liegende Bereich keine Pole enthilt. Bei cri)
einer unbegrenzten Ausdehnung des Halbkreises DEF
sieht man, daB die entsprechenden Anteile des Inte- 4
grals sich aufheben und daB es geniigt, das Integral
nur lings der in die Imaginirachsen fallenden Strecken )
AD und FC zu fihren. Setzt man fiir den Weg
AD, &' = —ir, fir den Weg FO!' =it so lassen “
Abb. 99. Zur Be-

sich beide Integrale in das folgende zusammenfassen rechnung des Bla-
siusschenIntegrals.
Pl +—1iP,

B . . =12  2ie*@sina (1)@ 2+ 1)] d¢
‘169%705111061[{:4(; T ,,,,TA(t_l_l)&_,,,,,,}

Wir wollen nun der Betrachtung, ohne iibrigens damit die Allgemein-
heit wesentlich zu beschrénken, ein Joukowskysches Profil zugrunde
legen, das aus dem Kreise durch die Substitution

dv. (7)

o ey
vt
hervorgeht!. Damit die Profilspitze A dem Kreispunkt 4’ mit C =—rge"
entspricht, miissen wir

CO — TO e’l:a — pe’i«ﬂ

setzen. Der Winkel g zwischen der in die negative z-Achse fallenden
Zustromrichtung und
der zweiten oder Lings-
achse des Profils kann
wieder als natiirlicher
Anstellwinkel  gelten,
wihrend der Winkel
o—f = ¢, zwischen

. . Abb. 100. Zur Geometrie der unstetigen Potentialstromun,
den beiden ersten Profil- um ein Profil.- g

achsen die Wélbung oder
Gesamtkriimmung des Profils charakterisiert (Abb. 100). Wenn wir in

dé wieder { == — r,7? ¢'* einfithren, ferner die im allgemeinen (bei den

der Praxis angepaften Formen) kleine GriéBe

.C_Oefia =1 — £efifpo —¢
Ty o

1 Vgl. Wilh. Miiller, Zylinder in einer unstetigen Potentialstromung, Z.
ang. Math, Mech., Bd. 7, 8. 15f. 1927.
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setzen, so formt sich das Integral um in

P,+iP,
_ 9 . (@ — 1) 2ie % sin oz — 1)2 (372 + lﬂ (s — &)t de
]ﬁg”oﬂsm“J[¢@a+u”‘ @) lenE—ein

Wenn wir auf die Kleinheit von & Riicksicht nehmen, so konnen wir
in erster Anndherung setzen

a; 2¢e12
dz~ ©“—1 (F-DEE+1)
durch einfache Partialbruchzerlegung und Anwendung der Rekursions-

formel
L L Y
f(z+1)n“2n_2 @E+ -1 T 2p—2) 2+ -1
ergibt sich weiter

@

@-Ddr _1
@+ Er1E T2 2

(2—1)dz 9 7
Tty 8% g — 0032,

He——s

f(z —1)312+1)dr 1 9

Fip 4 17 003
@—D)@eE+Dde 147z 18
2f 2L 1)p 0 128 — 5 — 0:006.

1
und daher . o .
P, +1iP, =16 Qvgrosina{g— <§n——2—> €

—ie‘i“sintx[i——in— (——147 §> }
2 64 128 T~ 56

Wenn man auch auf die Kleinheit des Winkels o = ¢, -+ § Riick-
gicht nimmt, so erhalten wir fiir die Komponenten der Kraft

Py:PaZSQTngSin((Po"f"ﬁ))
— P, =P, =8¢r,v}sin(p, + B) 0,064 £ sin g, -+ 0,096 sin (¢, + )
0

(9)

-+ 0,012 71:) cos ¢, sin 2 (¢, - ﬁ)} .

Die Beiwerte fiir den Auftrieb und Widerstand lauten daher bei
der Tiefe ¢ des Fliigels

¢, =162 sin (¢, + B), (10)
¢, =16 2sin (@, + B) [o 0642 sin p, -+ 0,096 sin (¢, + )

(11)
+ 0,012 . sin 2 (@, - /3)] .
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Eliminiert man ¢, + f = «, so ergibt sich die Beziehung

)

P . ¢ P\ =
c,, = 0,064 r:sm @y, + (0,006;; -+ 0,0015 73) Ca- (11a)

Aus diesen Ausdriicken 1a8t sich zuniichst eine qualitative Gesetz-
mifigkeit von den Formelementen (Invarianten) des Profils ablesen,
wie sie durch die Versuche bestitigt wird. Man sieht z. B., was vom
Auftrieb bereits aus der dlteren Theorie bekannt ist, daB8 beide Kom-
ponenten in dem praktischen Bereich der Anstellwinkel § mit der Wél-

bung <Po des Profils wachsen. Setzt man ferner pz% und

To = 400s¢ +9d, wo & ein MaB fiir die Dicke des Profils bezeichnet,

so zeigt die Formel (11) ,daBl z. B. der Widerstand von dicken Profilen
im allgemeinen gréBer ausfillt als von diinnen.

38. Ergianzung zur Widerstandsberechnung.

Wir konnen die Betrachtungen des vorigen Abschnitts dadurch er-
génzen, da wir die diskontinuierliche Strémung um einen Fliigel durch
eine gewohnliche Potentialstromung ersetzen, die auBer der Zirkulation
um das Profil noch einen dulleren Gegenwirbel enthilt. Die Vergleichbar-
keit dieser beiden Stromungen wird schon dadurch nahegelegt, dafl die
Diskontinuitétsschleppe hinter dem Fliigel tatsidchlich einem Wirbel-
system gleichwertig ist, das einen der Zirkulation entgegengesetzten
Drehsinn besitzt. Wir haben friiher bei Betrachtung des Kreiszylinders
gesehen, dafl der duBlere Wirbel wesentlich die Widerstandskraft be-
stimmt. Es kommt fiir unsere jetzige Betrachtung nur darauf an, die
entsprechenden Verhéltnisse bei einem Tragfliigel durch konforme
Ubertragung zu erhalten. Was die Stromung um den Kreiszylinder
betrifft, so wollen wir den Punkt — re* als hinteren Staupunkt, d. h.
gleichzeitig als Ausgangspunkt des Diskontinuitdtsgebietes, ferner den
auf dem Strahl ¢ = a' - 7 gelegenen Punkt — Re'* als duBeren Wir-
belkern fiir die Kreisstromung auffassen. Dann lautet nach fritherem
das komplexe Potential der Strémung

W= —u,(¢+%)+m ;:R (1)

Legen wir weiter wie im vorigen Abschnitt ein Joukowskysches Pro-
fil zugrunde, dessen Lingsachse in die [-Achse fillt, so lautet die ab-
bildende Funktion mit § =0

2

R (2)

Miiller, Math, Strémungslehre. 12
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Setzt man in der Bestimmungsgleichung fiir den Staupunkt
r ) L I
2w, ry R2E+12+2Rr,cos (p— o)’

2y, 8in @ -+

@ = 7 + a, so erhdlt man

r . R*4r}—2Rr,cos(x—c)
Smor 2sin« - R—n .

Da sich die Winkel o und o’ nur wenig unterscheiden, so kann man

angenihert setzen

S AR i

A k”2nrov0728maR—|—r0' (3)
Ersetzt man auch in dem allgemeinen Ausdruck fiir die Geschwindig-
keit den Winkel « durch «, so erhdlt man fiir die auf das Profil

wirkende Kraft nach der Blasiusschen Formel

. oV} o ord kir, kir 2ds
P,+iP, = — "2956<_ 1-b 2 e — Tgoﬂ) . ()
g‘T’Ee

Nach den Entwickelungen des Abschnitts 4 kann man das Integral
auch im negativen Sinne lings eines kleinen, den &uBleren Wirbel

= — Reéi* umschlieBenden Kreises erstrecken. Benutzt man die
Cauchyschen Gleichungen

2in F((,) = 56 F;@%C 1

. (d _ A F©d
2ia(§h), , ~ Pl

indem man unter F({)eine in der Umgebung des Punktes { = {, = — Re'*

regulire Funktion bezeichnet, so erhilt man mit g-i = f(¢) folgende
Gleichung
. 2 . kiBrjei® .
P, +iP,=2nker,v}(1— b e-ic— JRfjjgﬁ) f(— Rei)
—BPimorivf (— Rei¥).
Fithrt man den aus (2) resultierenden Ausdruck
(i;_ @_): , (C-I—?‘osew)?
dz C+r,e%)( ~1r,e% (1 —25%))
% 2(8+er,e®)r3e?i* (1 —¢)?
al ~ C+r e (C—rye®*+ 25 1,2
ein, so ergibt sich

o (R—ry¢)?
= ReE) = Gy B (=29

Vo poday 213t (L= (R —1y)
Fr(—Rev) = (R—roﬁ(ff‘?ro(1+22>>2
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und daher
e 201 .- T\ —viq  KIRT e (B erg)®
P +iP,=2nkor,v; (R) e B rf | (R—rg)(R+ry(1—2¢))
— 0 (1 __ )2
F2ikmov? 777@41* a- ‘9)_,,,A,

Beriicksichtigt man nur die ersten Potenzen von « und e, so hat
man angendhert bei Benutzung des Wertes fiir &
20 Bo1y < 2ery o
P, = 4707V L”R+ro — R(R+ro)> (3)
Wenn man diesen Auftriebswert dem im vorigen Abschnitt ge-
wonnenen gleichsetzt, so erhilt man

R~4,57,.

Damit ist dann auch der Widerstandswert zahlenmaBig festgelegt.

Nachdem aber die diskontinuierliche Strémung des vorigen Para-
graphen durch eine Stromung mit Potentialwirbel ersetzt ist, kann man
nun auch die Anpassung an ein endliches Seitenverhiltnis angendhert
dadurch vollziehen, dafl man den fiir den Widerstand des Kreiszylinders
bestimmten Korrekturfaktor, der durch die Vereinigung des inneren
und &duBeren Wirbelfadens zu einem (rechteckigen) Wirbelring bedingt
ist, auch fiir unser Profil verwenden. Aus der in Abschnitt 28 S. 129
gegebenen Formel entnimmt man fiir den Faktor » einen Wert ~ 1,3.
Um die im vorigen Paragraphen berechneten Werte fiir ¢, und ¢,
zu priifen, legen wir das in Gottingen untersuchte Joukowskysche
Profil 430 zugrunde, fiir das etwa folgende Abmessungen zutreffen

ry=—3,25, t—118, p— 293, £~0,9, @ —1°.

In der beigegebenen Tabelle sind die nach den letzten beiden Ab-
schnitten berechneten, mit 100 multiplizierten Auftriebs- und Wider-
standswerte mit den Gottinger Versuchsresultaten zusammengestellt.

]

[ c, c, Quotient 0, ! C.

p Versuch Rechnung C’a-(\i/\%rte (Versuch) :‘ (Rechnung)
— 4,1 14 22 0,64 1,32 0,36
— 2.6 24,3 34 0,71 1,52 0,72
— 1,1 35,6 45 0,79 1,94 1,14
0,3 45,5 56 0,81 2,39 | 1,61
1,8 56 67 0,84 3,14 2,20
3,3 - 66 77 0,86 4,00 2,85
4,7 76,8 90 0,86 5,04 3,70
6,2 87 100 0,87 6,33 4,46
7,6 96,9 111 0,87 7,44 5,31
10,6 113,9 133 0,86 10,4 7,40
13,5 128 154 0,83 13,6 | 9,70
16,5 137 176 0,78 17,2 | 12,5

12*
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Dabei sind die in den Formeln vorkommenden Winkel 8 um etwa 2°
groBer einzufithren als die von der Profilsehne aus gezihlten Anstell-
winkel. Beim Vergleich mufl man im Auge behalten, dafl der Einflul
der Kennziffer und die besonderen Reibungsverhiltnisse in der Rech-
nung unberiicksichtigt geblieben sind. Im Hinblick darauf kann die
Annisherung der Theorie an die Wirklichkeit als nicht ungiinstig be-
zeichnet werden.

Fiir den Beiwert der Oberflichenreibung kann man nach Versuchen
der Gottinger Anstalt fiir einen stoffbespannten, gut zellonierten Fliigel
die empirische Formel

6=20 00375 ()" -0 (6)

verwenden, wo R = ?:—t die Reynoldsche Zahl und O die gesamte, von
der Luft bestrichene Oberfliche des Fliigels bedeutet.

39. Zum Problem der instationdren Tragfliigelstromung.

1. Wir haben bisher bei der Betrachtung der Tragfliigeltheorie die
stationire Beschaffenheit der Stromung vorausgesetzt oder jedenfalls
unter Zugrundelegung des Erstarrungsprinzips in den meisten Fillen
angenommen, daf} die Krifte in jeder Stromungspbase dieselben sind wie
im stationdren Fall (Abschnitt 6). Diese Voraussetzungen waren bis zu
einem gewissen Grade berechtigt, da es sich fast iiberall um die gleich-
miBige und geradlinige Bewegung eines Fliigels in der unendlich aus-
gedehnten Fliissigkeit handelte. -Aber schon das Vorhandensein von
Wirbeln, die in der Flissigkeit wie feste Korper sich bewegen, bedingt
eine Anderung des Geschwindigkeitsfeldes in der Umgebung der Trag-
flichen und ruft daher nach dem allgemeinen Impulssatz zusdtzliche
Krifte hervor. Eine Strémung von ausgepriagtem instationéren Charak-
ter ist dann gegeben, wenn zusétzliche, beschleunigte oder periodische
Bewegungen, etwa Schwingungen des Grundkérpers oder des fliissigen
oder luftformigen Mediums auftreten, wie beim Schwingenflug der
Végel oder beim dynamischen Segelflug. Die Kraft setzt sich in
allen diesen Fillen, wie bereits oben betont ist, zusammen aus dem-
jenigen Bestandteil, welcher der mit dem augenblicklichen Zustand
libereinstimmenden stationdren Strémung entspricht und dem lokalen
oder instationiren Bestandteil, der mit der zeitlichen Anderung des
Potentials zusammenhéngt.

2. Die mathematische Verfolgung des allgemeinen instationiren Vor-
gangs, der sich auf die gleichzeitige Anderung der vier ,,Komponenten‘
der Strémung, der Transportgeschwindigkeit v, der Rotation w der
Kontur und der Zirkulation I” bezieht, ist allerdings besonders erschwert
durch die Forderung, einen Zusammenhang herzustellen zwischen der
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Beschleunigung des Grundkorpers und der Wirbel- und Zirkulations-
bildung. Eine gewisse erste Losung dieses Problems ist von H. Wagner
gegeben worden, der den Anfahrvorgang, d. h. sowohl die gleichformig
beschleunigte Bewegung und den relativ plotzlichen Ubergang von der
Ruhe in die gleichméfiige Bewegung eines lamellenartigen Tragfliigels
bei kleinen Anstellwinkeln genauer untersucht und dabei zum ersten
Male den Nachweis fir die 76— |
Entstehung eines Potential- | ;
wirbels in einer reibungsfreien !
Fliissigkeit erbracht hat. Die 72, - — —
Untersuchungen griinden sich | %578 . ‘

T T

|
1

auf die allgemeinen, frither tﬁ@ﬂ”’__ I
gegebenen Impulssitze. Tragen %4 - —

wir den Weg s des Profils als g4

Abszisse und den Wert der \ ‘1

Zirkulation I' und den ent- % ‘ -
sprechenden Geschwindigkeits- gzl/—

gprung [v] der von der Hinter- T
kante ausgehenden Diskonti- L R A B
ititelinie ols Ordinate auf, AY0%, Zieatio wad Goulvinigktarung
so ergibt sich etwa das neben-

gezeichnete Bild. Wihrend die Zirkulation sehr schnell vom Werte 0
bis in die Nahe des asymptotischen Grenzwertes wichst — mnach
Zuriicklegung eines Weges gleich der Profil-
tiefe ist bereits 56 % des Endwertes erreicht
— nimmt [»] vom Unendlichen bis auf Null
asymptotisch ab.

3. Die Frage des Bewegungsbeginns oder
des Ubergangs zur Zirkulationsstromung ist
durch Prandtl noch nach einer anderen
Richtung hin verfolgt worden. Der Versuch
zeigt, daB der sich spaltende Anfahrwirbel
aus einer Trennungsfliche hervorgeht, die
sich von der Hinterkante spiralig in dic
Fliissigkeit aufrollt (Abb. 102). Nun zeigt Abb. 102, } Stromung L eine
auch die theoretische Betrachtung, daf sich )
Beschleunigungsgesetze ausfindig machen lassen, bei denen die Tren-
nungsfliche die Gestalt einer logarithmischen Spirale hat. Prandtl hat
die beiden Fille einer ,.kongruent verdnderlichen Strémung’ und einer
,,ahnlich veranderlichen Stromung‘‘ untersucht. Im ersteren Falle bleibt
die Trennungsfliche sich dauernd kongruent, wéhrend nur die Grofie
der Geschwindigkeit mit der Zeit anwichst; im zweiten Falle dagegen
vergroBert sich die Trennungsfliche, ohne ihre Gestalt zu verindern.

N7
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Wenn man die Geschwindigkeit des Korpers » — f_c——t t<t,)

P
setzt, so wird das Potential der Relativstrémung @ — 271 wo D,

t,—t’
der stationdre, von der Zeit unabhéingige Faktor ist. Da der Druck
P - 0P 1 a c 77 N c 2
P o L (O 5 O (1

wird, so geniigt es, D, so zu bestimmen, daf zu beiden Seiten der Tren-
nungsfliche der Ausdruck P, —F—;i (V @, denselben Wert annimmt.
Diese Forderung 148t sich durch das komplexe Potential

3(a+a13)

@, +iv, — (%) @)
erfilllen, dem eine Trennungsfliche von der Gestalt einer logarith-
mischen Spirale mit 30° Steigung entspricht, die zugleich Stromlinie
wird.

Im zweiten Fall, bei dem die Trennungsfliche nicht stationir ist,
miissen neben den dynamischen Bedingungen noch zwei kinematische
Bedingungen erfiillt sein. Die normalen Geschwindigkeitskomponen-
ten miissen beiderseits gleich sein und die Verschiebungsgeschwindigkeit
in der normalen Richtung mufl mit der normalen Geschwindigkeits-
komponente der Fliissigkeit iibereinstimmen. Die von Prandtl® an-
gegebene Losung bat die Form

i

wo die vorkommenden Gréflen den Bedingungen anzupassen sind.

4. Auch fiir die allgemeine ungleichférmige, z. B. periodische Be-
wegung eines Tragfliigels sind von Prandtl und seinen Schiilern wert-
volle Ansitze gegeben worden.

Wir nehmen mit Prandtl und Birnbaum? ein flaches, etwa von
— 1 bis - 1 reichendes Fliigelprofil an, das aus den frither betrachteten
Normalfunktionen fiir den ,,tragenden‘ Geschwindigkeitssprung oder
die tragende Wirbeldichte y aufgebaut sein mége. Wenn dieses Profil
auller der geradlinigen Grundbewegung b, noch eine irgendwie ge-
artete zusitzliche Bewegung mit dem gegen p, kleinen Geschwindig-
keitsvektor u ausfithrt, so wird die Eulersche Gleichung fiir ein mit der
Geschwindigkeit v, fortschreitendes Bezugssystem

Sttt WPt Vp—0 @

! L. Prandtl, Uber die Entstehung von Wirbeln in einer idealen Fliissigkeit.
Vortrige zur Hydro- u. Aerodynamik, Berlin 1924, S.25.
2 W. Birnbaum, Z. ang. Math. Mech. 1923, S. 200—297 und 1924, S.278—292.
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oder bei Beschrankung auf Glieder 1. Ordnung

Ju o1
a7 T 0V ud QVp =0. (4a)
Der Auftrieb fiir den Streifen ds ist durch die Differenz der Driicke
unten und oben und durch das Zirkulationselement y gegeben

d4 — (pu ’ po)dx = Q”o?’dxr
woraus
1
y o (Pu Do) (3)

0%,

Durch die zeitliche Anderung der Zirkulationsdichte y entstehen freie
Wirbel, die einem zusétzlichen Geschwindigkeitssprung ¢ entsprechen,
so daB3 der gesamte Sprung am Fliigel

by,
wird.

Aus (4a) folgt daher fiir die z-Richtung (die mit der Richtung von v,
zusammenfallen maoge)

J d(y+o) dy

ot (7 | O) + % FE Yo dr 0
oder
dy do do
ot aw T 0 (6)

Wenn man iiber y (x¢) passende Annahmen macht, so 148t sich o aus (6)
bestimmen. Daraus berechnet sich dann die reduzierte Vertikalgeschwin-

digkeit w, die andrerseits mit der vertikalen Fligelbewegung 'i)yi und
der Kontur durch die kinematische Beziehung

%% 1 v, g;y — w(xt). (7
verkniipft ist. Damit sind aber die Ausdriicke fiir Auftriebskraft,
Moment und induzierten Widerstand leicht aufzustellen. Auf Grund
dieser allgemeinen Ansétze entwickelt nun Birnbaum in seiner zweiten
Arbeit die Theorie eines periodisch auf und ab schlagenden Fliigels und
gelangt dabei zu Aussagen iiber die Abhingigkeit der Kréafte von der
Schlagbewegung und iiber die Vortriebsarbeit und den Wirkungsgrad
der Vorrichtung. Bei der Untersuchung der Bewegungsvorhinge eines
elastisch gelagerten Fligels wird ein schon frither durch praktische
Erfahrung und in Goéttingen versuchsméBig festgestellter Fall von in-
stabiler Schwingung durch die Rechnung bestatigt. Wegen der Um-
stdndlichkeit der Rechnung miissen wir auf eine Wiedergabe der Ein-
zelheiten verzichten.
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VII. Aus der Theorie des Propellers:.

40. Die achsensymmetrische Idealstromung in der Umgebung
der Schraube.

Nachdem die Geschwindigkeits- und Kraftverhéltnisse am ebenen
Fliigel geniigend geklart sind, haben wir zugleich die Grundlage ge-
schaffen zum Verstindnis jener Organe, welche die frither voraus-
gesetzte Bewegung bei Luftfahrzeugen wie bei Wasserfahrzeugen ver-
mitteln. Da nimlich der Motor zunichst nur Drehwucht erzeugt, so
muB eine Vorrichtung geschaffen werden, analog zu den Rédern eines
durch Reibung bewegten Wagens, die geeignet ist, das Drehmoment
in eine axiale Zugkraft umzusetzen. Das geschieht nun durch eine oder
mehrere, tragfliigelartig gekriimmte, aber gleichzeitig aus unten zu
erérternden Griinden schraubenartig verdrehte Flichen, die bei der
Rotation um die durch den Punkt O bezeichnete Achse, dhnliche Druck-
verhiiltnisse in der umgebenden Fliissigkeit (z. B. Luft) hervorrufen,
wie ein bewegter Tragfliigel, also auch Seitenkrifte zu erzeugen im-
stande sind, die sich im wesentlichen zu einer Resultierenden in der
Richtung der Drehachse zusammensetzen (Abb. 103).

Die Hauptfunktion des rotierenden Luftschraubensystems besteht
jedenfalls darin, der Luft eine nach hinten gerichtete Beschleunigung
' zu erteilen, als deren Gegen-
wirkung die achsiale Kraft ent-
steht, die um so grofer ist, je
groBer der auf die Zeiteinheit
bezogene Impuls der Luftmenge
ist. Indem wir diese achsiale

Abb. 103. Propellerfliigel. : Luftbewegung zunichst allein

ins Auge fassen und von der

Drehung der Luft absehen, ferner auch die besondere Beschaffenheit
der Schraubenfliigel auBer acht lassen, oder unendlich viele Fliigel
voraussetzen, konnen wir uns die Aufgabe stellen, ein ideales und
achsensymmetrisches Strémungsfeld zu ermitteln, das der wirklichen
Strémung in der Umgebung der Schraube in groflen Ziigen nahekommt.
Es ist dabei zweckmifig, zuniichst die bewegungslose oder ortsfeste
sog. Hubschraube zugrunde zu legen, durch deren Rotation die Luft
von allen Seiten angesaugt und durch den von den duBersten Punkten
der Schraube beschriebenen Schraubenkreis hindurch getrieben wird.

Wir diirfen annehmen, dal der Strahl erst in grofier Entfernung
hinter dem Schraubenkreis sich in Wirbel auflost und daf die Strom-

1 Eine kritische Ubersicht iiber die wichtigsten Propellertheorien gibt A, Proll,
Kritische Betrachtungen zur Theorie des Schraubenpropellers. Jahrb. d. schiff-
bautechn. Gesellsch. 1923, S. 269-—346. Berlin: Julius Springer.
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linien hinter der Schraube sich asymptotisch achsenparallelen Linien
annihern. Um die Aufgabe mathematisch zu formulieren, denken
wir uns die Schraubenkreisfliche auf der Oberseite mit unendlich vielen
gleichmiflig verteilten Senkstellen besetzt, d. h. als Senkenschicht mit
konstanter Dichte ausgebildet. Fiigt man noch die weiteren Bedin-
gungen hinzu, daB die zur Schraubenfliche normale Komponente der
Geschwindigkeit fiir alle Punkte der Flidche einen konstanten Wert v
hat und daB die Fliissigkeit im Unendlichen ruht, so ist das zugehdorige
achsensymmetrische Potential als Losung der Differentialgleichung
2¢ 100  3*P

s T o 00 -+ Pl 0 (1)

bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt .

Die Aufstellung des Potentials ist verhiltnisméfig umsténdlich
und kann hier nur in ihren Grundgedanken im Anschluf an die aus-
fithrliche Darstellung von H. Kimmel charakterisiert werden. Man
geht dabei von dem in Abschnitt 4 besprochenen Greenschen Satz aus.
Wenn ¥ und @ zwei eindeutige, die Laplacesche Gleichung erfiillende
und mit Ausnahme des Punktes P, iiberall endliche und stetige Funk-
tionen sind, so ist der Wert @ des Potentials @ im Punkte P, des von
der geschlossenen Flache F umgrenzten Gebietes durch das Integral

1 o 0D .
Dy = Ef(@ on 7 a_n> af
dargestellt.

Wenn man die Greensche Funktion so bestimmen kann, daB auf der
ganzen Begrenzung

or
on =0,
so ist
1 09
4’0:‘"47[‘—"'3—““

die gesuchte Potentialfunktion. Diese Aufgabe ist allgemein von
A. Sommerfeld? fiir endlichwertige Potentiale gelést worden.
Unserm Falle entspricht eine im schlichten Raume auflerhalb der als
Doppelschicht zu betrachtenden Schraubenkreisfliche zweideutige
Potentialfunktion. Wenn die Greensche Funktion ¥ gefunden ist, ist
das Potential @ fiir den diesen Raum erfiilllenden Zustrom bestimmt;
damit entspricht der zweite Wert der Funktion @ in einem zweiten,
iiber dem ersten zu denkenden Riemannschen Raum der nach hinten

1 H. Kimmel, Theorie der Luftschrauben auf aerodynamischer Grundlage.
Dissertation, Miinchen 1912,

2 A, Sommerfeld, Proceedings of the London Mathem. Society, Vol. 28,
S. 395. 1897.
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abstrémenden Luft. Die Aufstellung von ¥, die wir hier iibergehen
miissen, geschieht durch Vermittlung einer Raumtransformation durch
reziproke Radien, bei der die Fliche des Schraubenkreises in eine dop-
pelt zu zéhlende Halbebene, die Peripherie in die die Halbebene begren-
zende Gerade iibergeht. Es muB fiir uns geniigen, wenn wir die Form
der endgiiltigen Losung der Randwertaufgabe angeben.

Wenn wir den Radius des Schraubenkreises mit R und den Radius-
vektor eines Punktes mit r bezeichnen, so ergeben sich folgende parti-
kulidre, nach den zonalen Kugelfunktionen P, (cosd¥) entwickelbare
Losungen, fiir die je zwei Reihen giiltig sind, die sich auf die Fille
r < Rund r > R beziehen

P AR [

©)

2 7 ) .
__Ru 2 (R\:[1 1 (R\2 | R\ (r>R)
Q)w_é_.;(?) [§P1“3<7> P3+—7~<7> P~

Die Potentialverteilung @, kann aufgefafit werden als herriihrend von
einer gleichméfig mit Senkstellen von der Ergiebigkeit :—Z pro Flichen-

einheit  belegten Kreis-
scheibe, die mit dem
Schraubenkreis zusammen-
fallt. Die Stromung ist
symmetrisch zur Fliche
und hat in ihr die kon-

stante axiale Geschwindig-
keit —%. Uberlagert man
dieser Stromung die eben-
falls zur Kreisfliche sym-
metrische Stromung @,,
die mit konstanter axialer

| Geschwindigkeit +% aus
Abb, 104, Achsensynﬁr‘l;%tsl;iﬁ;:;llelbIe(.lealstrb‘mung um eine der Unterseite heraustritt'
und mit der Geschwindig-

keit — %in die Oberseite hineingesaugt wird, so erhilt man die Ideal-

stromung der Hubschraube. Wihrend sich auf der Unterseite die
gleichen, aber entgegengesetzten Axialgeschwindigkeiten aufheben,
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verstirken sie sich auf der Oberseite zum Werte — v,. Fiir den Vor-
strom gewinnen wir dann das Potential @, = @, - @,, entsprechend

den beiden Seiten der Schraube, fiir den Abstrom dagegen
Dy = D+ 20, 2.
Die Geschwindigkeitsreihen werden allgemein:

Feln L G L
wm by 2(rpp w(eyip a0 0
Zogan,l 3RJ 3 »)}i » 7 \R —‘ 4 (3)
D R T
; . . r >
ST a0

In den Punkten der Peripherie des Schraubenkreises wird die Ab-

1
solutgeschwindigkeit unendlich gro von der Ordnung wie VVV
’

r = 0; in unendlicher Entfernung hinter der
Schraube wird » =2 v, also doppelt so grof3
wie die axiale Komponente der Einstromungs-
geschwindigkeit. Das System der Stromlinien
in einem Meridianschnitt hat etwa den Charakter
der Abb. 104. Man sieht, wie die angesaugte
Fliissigkeit nach hinten in einen zylindrischen
Strahl auslduft, der sich allmahlich verjiingt.
Die Potentiallinien, von denen einige skizziert
sind, nahern sich mit wachsendem 7 konzen-
trischen Kreisenl.

Wenn man nun weiter der Strémung fir
die Hubschraube noch eine konstante Geschwin-
digkeit v, hinzufiigt, so ergibt sich das Bild
der Stromung in der Umgebung einer Trieb-
schraube, wie es in der Abb. 105 veranschau-
licht ist. Graphisch hat man das gefundene
System der Potential- und Stromlinien bei der
Hubschraube mit dem geradlinigen System der ‘ |
dem Potential ¢ + v,z entsprechenden Linien ' ;
zu kombinieren, wobei zu beachten ist, daB
die zur Achse senkrechten Potentiallinien in
arithmetischer Reihe mit derselben konstanten

schraube.

|

Abb. 105. Achsensymmetrisg:he
Idealstromung um eine Trieb-

tiir

Differenz aufeinander folgen wie die Potentiallinien bei der Hub-

1 Niheres iiber die Konstruktion findet sich in der erwahnten Arbeit von Kim-

mel (a.a. 0. S.24).



188 Aus der Theorie des Propellers.

schraube, wihrend die geradlinigen Stromlinien so fortschreiten, daf3
der FluB durch die von zwei Stromzylindern begrenzte Réhre den-
selben Wert wie bei der ortsfesten Schraube hat.

41. Zirkulations- und Wirbelfadentheorie des Propellers.

1. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen, die nur ein sum-
marisches Bild von der einen Schraubenfliigel umgebenden Fliissig-
keitsstrémung liefern, bediirfen nun einer erginzenden Untersuchung,
‘die geeignet ist, die Bedeutung der besonderen Formgebung des Fliigels
und die Abweichungen von dem idealen achsensymmetrischen Stro-
mungsbild besonders in der unmittelbaren Nachbarschaft der Fliigel
hervortreten zu lassen. Um den Zusammenhang mit den Verhiltnissen
am einfachen Tragfliigel zu zeigen, denken wir uns durch zwei zur
Achse 0 gehérende Zylinderflichen mit den Radien » und r -+ dr aus
einem Propellerblatt ein Element herausgeschnitten, das in der Abb. 103
80 in die Zeichenebene umgekiappt ist, daBl die Achsenrichtung hori-
zontal und die momentane Drehrichtung vertikal liegt.

Die gesamte Geschwindigkeit » dieses Elementes, dessen Querschnitt
die Gestalt eines Tragfliigelprofils hat, setzt sich zusammen aus der
Fortschreitgeschwindigkeit v, des Fahrzeugs und der mit dem Abstand »
von der Achse proportionalen Drehgeschwindigkeit rw, und bildet den
Winkel § mit der Umlaufgeschwindigkeit (vgl. Abb. 115). Die relative
Geschwindigkeit der Luft gegen das Element hat dann natiirlich den
entgegengesetzt gleichen Wert. Als Anstellwinkel « = y—f kann man
den Winke] zwischen p und der Steigungsrichtung ¢y oder der Sehnen-
richtung des Elementes bezeichnen. Wenn man diesen Anstellwinkel
iiber dem ganzen Schraubenfliigel konstant halten will, so miissen die
Steigungswinkel nach auBlen hin in demselben MafBle abnehmen wie der
Winkel 3. Das ist zwar keine absolut erforderliche konstruktive Maf-
regel; die wirkliche Propellerfliche lifit aber immerhin eine gewisse
Annéherung an das Gesetz einer umgekehrt mit dem Radius propor-
tionalen Steigung erkennen.

Wichtig ist es fiir uns festzustellen, daB das Propellerelement dem
umgebenden Medium gegeniiber ganz analogen Bedingungen unter-
worfen ist wie der Tragfliigel. Wenn wir uns die aus der Tragfliigel-
theorie gewonnene Erkenntnis zunutze machen, daB es fiir die Kraft-
wirkung wesentlich auf die Zirkulation ankommt, die sich am
Fliigel aus Anla der besonderen Formgebung ausbildet, so kénnen wir
nachtriglich wieder von dieser Gestalt ganz absehen und den Fliigel
durch einen linearen tragenden Wirbelfaden ersetzen, dessen Achse
mit der Mittellinie des Propellerblattes zusammenfallt 1.

1 Vgl. etwa Fottinger, Neue Grundlagen fiir die Behandlung des Propellersprob-
lems. Jahrb. d. schiffbautechn. Gesellsch. Bd.19, S.414. 1918. Berlin : Julius Springer.
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Da das Blatt an beiden Seiten begrenzt ist, so wird sich der Wirbel-
faden dem Gesetz der idealen Fliissigkeit zufolge iiber die starren Gren-
zen hinaus beiderseits ins Unendliche fortsetzen, als Nabenwirbel IT
und als Endwirbel ITI. Fiir das innere, durch die Nabe bezeichnete
Ende kann die Drehgeschwindigkeit vernachlissigt werden, so da der
freie Wirbel IT annahernd die Richtung der Achse annimmt; der duBBere
Grenzpunkt des Propellers dagegen beschreibt, da er eine Fortschreit-
geschwindigkeit v, und eine Drehgeschwindigkeit Rw, besitzt, eine
Schraubenlinie und man kann annehmen, daB der freie Endwirbel IT1
dieser Linie folgen wird (Abb. 106).

Bei grofler Steigung entsprechen in einem Achsenschnitt die freien
W1rbel in erster Anndherung parallelen Stabwn‘beln wovon der mitt-

@@

vereinigt. Die beiden

benwirbel aller Fliigel
Abb. 107, 108 zeigen

Abb. 106. Q

Hauptwirbelfiden |
hinter eincm Abb. 107. Absolutstromung im Querschnitt des Strahls einer
Schraubenfliigel. vierfliigeligen Schraube.

die Absolut- resp. Relativstromung im senkrecht zur Achse gefiithrten
Schnitt durch einen 4-fliigeligen Strahl. Das komplexe Potential und
die Geschwindigkeitsfunktion dieser Schnittstromung sind nach S. 97
dargestellt durch

21— Rt 2iI'R!

ir _
W=l —r o= gy ®

Die Stromlinien dieser Absolutstrﬁmung sind mit der Kurvenschar
4
v o _1 By @)

@ o
identisch. Um die Relativstromung zu erhalten, hat man die wirkliche
Rotationsgeschwindigkeit in Abzug zu bringen, d.h. die Funktion
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%wrz hinzuzufiigen (vgl. Abschnitt 44). Die Stromlinienschar der
Relativstromung ist daher durch
1

r R _,.
Tr:%ln 1“‘74"6 dig —1—“2"6()7'2:6 (3)

dargestellt. Wie man leicht feststellt oder direkt der Formel 3 des
Abschnitt 23 entnimmt, erhilt jeder Wirbel durch die andern Wirbel
or 3 5T

aBR~ 4zR  4aR’

eine tangentiale Geschwindigkeit

Abb. 108. Relativstromung im Querschnitt des Strahles einer vierfliigeligen Schraube.
.. . 5 .
Fiihrt man daber in (4) w = i, gz ©in, so wird

b, Lnfs— (B
27

7 T

5T r?
Term=cC (3a)

In diesem Stromliniensystem ist eine Kurve mit 4 Doppelpunkten ent-
halten, die Staupunkte oder Ruhepunkte der Strémung sind. Setzt
man die komplexe Relativgeschwindigkeit

_ T 8RS 457 (rteti? — RY)

= 4R re¥ (rtet’? — RY

gleich Null, so findet man die Gleichungen
sindp =0, B8R |5r%cosdp —5r2R*=0.
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Als Lésungen kommen hier nur in Betracht
x 3x dx Tm
@ = 40 1 1 e
und die reelle Wurzel der Gleichung

r\8 r\? 8
@+ & =5
die etwa den Wert r, = 0,94 R hat.
Die vier entsprechenden Staupunkte liegen also auf den Halbierungs-
linien der Achsenwinkel. Wenn man den Wert r, benutzt, so geht die
Gleichung der singuldren Stromlinie iiber in

1
RO
r 5 rd—1?

o (R)i 4R
14+

7o

In

Sie bildet den Schnitt eines mitrotierenden Fliissigkeitsschlauches
mit 4 Wulsten. Man kann sich nach Foéttinger in dem ,,Schlauch*
die Axialbewegung des Propellerstrahles vor sich gehend denken, so da8
der Impuls jener Masse dem Axialschub entspricht, wihrend das Dreh-
moment an dem Impulsmoment der vom Schlauch mit seinen Wiilsten
abgeschlossenen Menge seinen ,,Widerhalt‘‘ findet.

Wenn man auf die Steigung, d.h. die schraubenformige Gestalt
der freien Wirbelachsen Riicksicht nimmt, so wiirden wir eine Schnitt-
stromung erhalten, die namentlich in den Gebieten der Wiilste Ab-
weichungen zeigt gegeniiber dem ideal ebenen Bild.

2. Bei der Berechnung der Krifte, die auf den Fliigel wirken, kann
man eine Anndherung dadurch erhalten, daff man den gewundenen
Endwirbel, durch einen geradlinigen, ins Unendliche gehenden Wirbel-
faden ersetzt, der den Anfangspunkt und die Anfangstangente mit ihm
gemeinsam hat!. Die Richtung dieser Tangente oder die Steigung der
Wirbelschraube ist durch den sog. Fortschrittgrad des Propellers

bestimmt o
A== pe -

Unter diesen vereinfachenden Annahmen gestaltet sich die Rech-
nung recht einfach. Die von dem gebundenen Wirbel oder der ge-
bundenen Zirkulation herrithrende Kraft entspricht dem Auftrieb,
die von den freien Wirbeln herrihrenden Krifte dem induzierten
Widerstand beim Tragfliigel. Die axiale Komponente der Krifte
d. h. die Schubkraft S setzt sich dabei aus drei Teilen zusammen. Ein
Element des Fliigels liefert entsprechend der Auftriebskraft

d8, =o' w,rdr.

1 Vgl. W. Kucharski, Wirkungsweise und Theorie des Propellerleitapparates,
Werft, Reederei, Hafen, Heft 17, S. 498. 1925. Berlin: Julius Springer.
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Da der Wirbel II an der Stelle des Elementes eine Geschwindigkeit

4~7{_r zur Folge hat, die eine dem Schub entgegenwirkende Magnuskraft
hervorruft, haben wir
FS
dsﬂ - — Q m dT.

Vom geradlinigen Endwirbel, der den Wirbel III zu ersetzen hat,
riihrt ferner her
. I'sinpg
a8, = — gl"mﬁ_—r)dr.
Der totale Schub wird also, wenn man eine gewisse untere Grenze r;
fiir die Integration einfiihrt

R
1 r . R
8= Zdei =5 e 'R w, [1 - mg?o(l%—smﬂ)ln;} . @)
i

Mit den dimensionslosen Gré8en

£ r I
T 22RBw,) 2Fw,’

A=(1+sinf)lnl
hat man
S=oFR o}t — (1 +sinf)lnl] — o FRE}E(— 48). ()

Wenn man den Schub auf die Einheit der Schraubenkreisfliche
und der zur Fortschreit- resp. Umfangsgeschwindigkeit gehérigen Ge-
schwindigkeitshéhe reduziert, erhalt man zwei dimensionslose Zahlen,
den sog. ,,Belastungsgrad“ d, und die Schubziffer ¢, ent-
sprechend der Gleichung

o= 2d,=2E(1 — AE). (5)

In ahnlicher Weise ergibt sich nun ein Ausdruck fir das Dreh-
moment M, wenn wir die von den Wirbelfdden herrithrenden tangen-
tialen Komponenten der Magnuskrifte bestimmen, die auf den gebun-
denen Wirbel I oder den Fliigel wirken. Da der zentrale Faden II nur
Anblasegeschwindigkeiten in der Umfangsrichtung auf I iibertragt,
die eine verschwindende Tangentialkomponente erzeugen, so setzt sich
M nur aus zwei Teilen zusammen.

Der erste Teil riihrt von der Relativgeschwindigkeit », gegen I her.
Wegen

dM, = o I'vyrdr
wird

1
M1:~2—QF7)0RQ.
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Da der Wirbel III im Abstande r von der Achse die Anblase-

geschwindigkeit ;—— (R —cos f§ hervorruft, erhdlt man

)

R—r;

oder bei Vernachlissigung von %’, gegen 1

2
M=o cos pR (I —1).

Im ganzen wird daher das Moment

M= M, | M-

)r‘ I R Bl
1+2E§Rcosﬂ<ln y 1) -
WQFR"(U l&Li + é:cosﬂ(lnf*l)%.

i

Mit der Bezeichnung

erhilt man ferner fiir den sog. Drehwert oder die Momentenzahl
_ M e,
‘m™ 1 oF (Ror )
2
Der Wirkungsgrad, der den Quotienten der nutzbaren und der
zugefiihrten Leistung angibt, hat dann die Form

8 v, 1-¢&4

= Moy 14EB (8)

—2EA(1+EB). (7)

Die Beziehungen lassen jedenfalls erkennen, daB die induzierende
Wirkung der Endwirbel auf das aufzuwendende Drehmoment
vergroBernd und auf die nutzbaren Werte von Schub und
Leistung verkleinernd einwirken. Der Wirkungsgrad ist ferner
lediglich abhingig von der reduzierten Zirkulationsgréfle &, dem Fort-
schrittsgrad 4 und dem Verhédltnis des dulleren Radius zum Radius
der Endwinkel.

Die Betrachtungen konnen weiter auf den Fall iibertragen werden,
daB der Propeller aus »n Fliigeln, das ganze System also aus n ge-
bundenen und den entsprechenden Endwirbeln besteht.

Die inneren Endwirbel schlielen sich zu einem einzigen axialen
Wirbel von der Stirke n I’ zusammen; man kann ferner fiir den ,,Ra-
dius® dieses Wirbelfadens nr; statt 7, einfithren, wodurch jene Ver-
stirkung wieder etwas ausgeglichen wird. Ks tritt aber die weitere
Komplikation hinzu, daBl die von dem duBleren Ende eines Fliigels aus-
gehenden Wirbel auch auf die anderen Fliigel induzierende Wirkungen

Milller, Math. Stromungslehre. 13
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ausiiben. Die wechselseitigen Induktionen der gebundenen Wirbel da-
gegen heben sich gegenseitig auf, wenn die Fliigel, was hier voraus-
gesetzt werden soll, in gleichen Winkelabstinden aufeinander folgen.
Wenn wir nur wenige Fliigel voraussetzen, so konnen wir auch die
erstere Wechselwirkung vernachléssigen und haben dann in erster An-
niherung

S=noFR*w}é(1— 4§ 9)
A:nln%—l—smﬂlng
M—=noFR*wiéi(1+¢B) (10)

B:—ircosﬂ<ln»§* 1>.

Fiir die weitere Berechnung einer Schraube schligt nun Kucharsky
folgenden Weg vor. Er nimmt die Gleichung fiir M als maflgebend an,
weil das Drehmoment in allen Fillen leicht zu bestimmen ist und korri-
giert den Schub mit Hilfe des bekannten Wirkungsgrades. Es wird
dann noch eine weitere, aus der Druckgleichung (vgl. Abschnitt 44)
gewonnene Beziehung herangezogen, welche zum Ausdruck bringt, daf3
der zum Radius nr; gehérigen Stelle des Fliigels eine nicht zu iiber-
schreitende Grenzgeschwindigkeit oder der Druck Null entspricht. Wir
wollen hier nur die Resultate eines von Kucharsky durchgerechneten
Zahlenbeispiels bringen, um die GréBenordnung der in den Formeln
vorkommenden Ausdriicke zu zeigen.

Von einem 4-fliigeligen Schiffspropeller sei gegeben

R =3,15m, v, = 9,26 m/sek (20 Knoten mit 10% Nachstrom)
w, = 8,9 sek™* (Tourenzahl pro Minute 85).

Daraus ergibt sich dann
1= 0,207, B~ 18920,

Ist die Leistung mit 15000 Wellenpferdestirken gegeben, so ergibt
sich das Moment zu
15000

M= 716,2 5 = 126 300 mkg.
Die weiteren GroBen erhalten dann die Werte
E~60, g—o00u3,  I'—&27R,— 626 msck
A =10,97, B = 8,89, 7 == 0,794.

Es mul hervorgehoben werden, dafl die vorstehende Betrachtung
nur die Grundlage bildet fiir die eigentliche Kucharskysche Unter-
suchung, die ein weitergehendes Ziel verfolgt, nimlich die Theorie der
mit der Schraube verbundenen Leitapparate, wie sie im Schiffsbau
Verwendung finden.
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42. Propeller mit geringstem Energieverlust.

1. Die vorstehenden Betrachtungen werden den tatsichlichen Stro-
mungsvorgingen vom Propeller insofern nur unvollkommen gerecht,
als auf die ungleichméfBige Verteilung der Zirkulation lings der Fligel
und die damit in Zusammenhang stehende kontinuierliche Ablgsung von
Wirbelzépfen keine Riicksicht genommen wurde. Wenn wir im An-
schluB an die Erorterung einer moglichen Verbesserung der Theorie die
Frage nach den Bedingungen fiir den geringsten Energieverlust durch Wir-
belbildung aufwerfen, so miissen wir auf den in Abschnitt 33 besproche-
nen Munckschen Satz zuriickgreifen. Bei der einfachen Tragfliche muf}
der Luft eine nach abwirts gerichtete Geschwindigkeit erteilt werden,
deren kinetische Energie durch Arbeitsleistung, d. h. durch Uberwindung
eines Widerstandes aufgebracht werden mufl. Dieser Widerstand ist
ein Minimum, wenn die der Luft erteilte Geschwindigkeit konstant
ist, was bekanntlich einer elliptischen Auftriebsverteilung entspricht.
Die Strémung hinter der Fliache ist in diesem giinstigsten Falle also
so, wie wenn der durchmessene Raum zu einem festen Kérper erstarrt
wire, der sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit nach abwirts
bewegt.

Ein dhnlicher Satz gilt nun fiir den Schraubenfliigel, dessen Leistung
darin besteht, ein Drehmoment in die nutzbare, axiale Schubkraft um-
zusetzen, was nur moglich ist, wenn der Fliissigkeit, z. B. der Luft
im Schraubenstrahl von der Antriebsmaschine eine doppelte Wucht
(Fortschreitwucht und Drehwucht) erteilt wird. Wenn man von der
Reibung absieht, so kann diese letztere
Verlustarbeit wieder durch die Stérungs-
geschwindigkeiten ausgedriickt werden,
die von dem Felde der freien von dem
Fliigel abgehenden Wirbel herrithren. Die
Gesamtheit dieser Wirbel, deren Stirke

der Zirkulationsinderung %g lings des

Fliigels entspricht, beschreibt eine Schrau-
benfliche!, etwa dieselbe Bahn die auch

™~

~N
die Fligelachse durchliuft (Abb. 109). b )
Betrachten wir wieder wie frither die Luft **> " Zvlﬁdi?ﬁféﬁg?s Klelnsten

zwischen zwei Kontrollebenen E, und E,

in grofier Entfernung vor und hinter dem Propeller, so werden sich
die Ebenen. bei der Relativbewegung der Luft nach einer Sekunde um
die Strecken v, in die Lagen E; und E, verschoben haben und man
sieht wieder, daBl der Energieverlust durch die Energiemenge derjenigen

1 Vgl. H. ReiBiner, Stationirer Bewegungszustand einer schraubenférmigen
Wirbelfliche. Z. ang. Math. Mech. Bd. 2, S. 106—109. 1922,
13*
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Stromung dargestelit wird, die zwischen den hinteren Ebenen E, und
E, von der schraubenférmigen Wirbelfliche herriihrt. Man erhélt
dann wie frither!, wenn @ das Potential der von Wirbelsystem er-
zeugten Bewegung ist, als Ausdruck fiir diesen Verlust

H=3 [[wopdi= % (o7 d)nar,

wo die erste Integration {iber den von E, und E’, begrenzten Raum,
die zweite Integration iiber den zwischen den Kontrollebenen ge-
legenen Teil der Wirbelfliche zu erstrecken ist. Wenn man die von
vorn nach hinten gehende Normale n, der Fliche einfiihrt und den
Potentialsprung wieder der Zirkulation gleichsetzt, so wiirde die Bedin-
gung fiir den geringsten Verlust bei n Fliigeln besagen, dafl die Variation

féngdﬂ
verschwinden soll, wihrend glelchzeltlg der Schub
n R
S8=3[olrwdr
10

konstant gehalten wird. Setzen wir fiir das Flichenelement nach der
Abb. 109

df — 29r

sin g,

und betrachten I' konstant lings einer erzeugenden Schraubenlinie,

80 wird
oD dr
6H~9002f5 0n1 sin g,

Es wird dann wie frither

08 —10H=0
oder nach Einsetzung
a9 .
lvoﬁzworsmﬂr. (1)

Bezeichnen wir mit 2u’ die Storungsgeschwindigkeit senkrecht zur Wir-
belfliche in einem weit nach hinten verschobenen Punkt und benutzen

o= g
s0 148t sich die von A. Betz zum ersten Male gefundene Bedingung in
die einfache Form bringen

ul

Py konst = u,. (1a)

1 Vgl. die dort zitierten Arbeiten von E. Trefftz.
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Beziiglich der strengen Ableitung dieses Resultates, die hier zu weit
fuhren wirde, verweisen wir auf die ausfiihrliche Arbeit von A. Betz!,
in der nicht nur der Fall eines radial gestellten geradlinigen Fliigels,
sondern auch der allgemeine Fall eines beliebig geformten Fliigels als
einer dichten Folge von geradlinigen, fadenférmigen Elementarfliigeln
berticksichtigt wird.

Die Bedingung (1) wird aber offenbar durch Verschieben der starr
gedachten Schraubenfliche nach hinten mit der Geschwindigkeit 2u,
oder durch Drehen mit der gleichbedeutenden Winkelgeschwindigkeit

2v=2 ;ﬁ’wo erzeugt. Denn bei der Drehung dieser Fliche mit der Dreh-
0

geschwindigkeit 2v wird ein im Abstand 7 von der Achse befindliches
Flussigkeitsteilchen normal zur Schraubenfliche mit der Geschwin-
digkeit
2u' = 2rvsin f == 2u, %U«) sin = 2u, cos
0

verschoben. Wir kénnen daher die Optimalbedingung dahin formu-
lieren, daBl die Strémung hinter der Schraube mit gering-
stem Energieverlust so ist, wie wenn die von jedem
Schraubenfliigel durchlaufene Bahn (Schraubenfliache) er-
starrt wiare und sich mit einer bestimmten Geschwindig-
keit nach hinten verschiebt oder sich mit einer bestimm-
ten Winkelgeschwindigkeit um die Schraubenachse dreht.

2. Die zusatzlichen Geschwindigkeiten am Fligel. Um auf
der Grundlage dieses Satzes Naherungsformeln fir die Verteilung der
Zirkulation und damit fir die Luftkrifte bei einer mehrfliigeligen
Schraube aufzustellen, bedarf es noch einer erginzenden Betrachtung
der Geschwindigkeitsverhiltnisse an den Fligeln. Die bisher allein
beriicksichtigten Relativ- oder Anblasegeschwindigkeiten v, und rw,
werden zusitzliche Betrige erhalten, die mit dem hinter dem Propeller
herrschenden Werte in einfacher Beziehung stehen. Denken wir uns
im Sinn der ,,Strahltheorie’ einen Idealpropeller mit unendlich vie-
len Fliigeln, so haben wir langs des zur Achse senkrechten Kreises (r)
eine gleichmafige Verteilung der Geschwindigkeiten und kénnen damit
auf die durch den Ringquerschnitt mit den Radien 7 und r + dr sekund-
lich hindurchstromende Fliissigkeitsmasse dm die dynamischen Grund-
satze anwenden. Beriicksichtigen wir zunédchst nur die achsiale Be-
wegung (einfache Strahltheorie) und nennen 2w, die Zusatz-
geschwindigkeit weit hinter dem Propeller, so ergibt sich als elementare
Schubkraft nach dem Impulssatz

d8 = 2dmu,.

1 A. Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust. Gottinger
Nachrichten 1919, S.193.
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Wenn v, die Durchschreitungsgeschwindigkeit der Luft durch das
Ringelement der Schraubenfliche bedeutet, so entspricht dieser Kraft

die Leistung dL — dSv — de“a”s'

Da sich diese Leistung andrerseits durch die Zunahme der Wucht aus-
driickt, so ergibt sich

4L = 2dmu, v, =1 (0, + 20, — 03] = 2dmu, (8, -+ u,)

und daher v, — vy + U, (2)

Fiir die Axialgeschwindigkeit am Fliigel haben wir also
den Mittelwert aus der Geschwindigkeit vor und hinter dem
Propeller zu setzen.

Diese Betrachtung kann auch auf die Drehung der Fliissigkeits-
masse angewandt werden.

Wir haben, wenn 2u, die tangentiale Geschwindigkeit der Luft weit
hinter der Schraube und dJ das Trigheitsmoment der Masse dm be-
deutet, die Momentengleichung

szzu;dJ.

Ohne Riicksicht auf die Strahlkontraktion ist der Energieverlust
infolge der Drehung
2(%)'as="am,

r r
woraus als absoluter Wert der zusitzlichen Winkelgeschwindigkeit

der Flussigkeit am Fliigel f:_’ , also als gesamte Winkelgeschwindig-
keit

Uy
W, — Wy — — -
8 0 r

(3)
sich ergibt. In der Tat zeigt die Energiebilanzgleichung
dMow—dS w, +dMl:,

daB das Verhaltnis der achsialen zu der tangentialen Kompo-
nente der am Fliigelelement angreifenden Kraft den Wert hat
aU Vg U, , o o
a8 " wpr—u, — BF =2 4
daB also die resultierende Kraft senkrecht steht auf der wahren Ge-
schwindigkeitsrichtung der Luft. Dieses Verhaltnis 1’ wird auch der
sinduzierte Wirkungsgrad® des Propellers genannt.

3. Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der Betzschen Optimal-
bedingung zuriick und suchen einen analytischen Ausdruck zu ge-
winnen fiir das Gesetz der Verteilung der Zusatzgeschwindigkeiten tber
den Fliigelradius. Indem wir dabei dem von Prandtl in einem Zusatz
zur Betzschen Arbeit angegebenen Wege folgen, stellen wir uns vor,
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dafl der starr gedachten Schraubenfliche (als Bahnspur des Fliigels)
durch einen Stol eine Geschwindigkeit 2u, in der Achsrichtung erteilt
wird. Zerlegen wir die dadurch entstehende normal zur Schrauben-
fliche gerichtete Fliussigkeitshewegung in eine tangentiale und achsiale
Komponente, so haben wir nach (2) und (3) fiir das Gebiet des
Fliigels
i R (Vg + %a) (1 g — u,)
e = U OO e e =

e (rog—u)* ®)
0 (vy+ wa)® + (rag —u)*

Fiihren wir nun zur Abkiirung folgende Bezeichnungen ein

— 2 pr
%, = U, c0s® B

T @, Ug U, U,
=2, A=y, =z, =k,
Y Y% Yo Y%
. . b . . . .o . .
so ergibt sich aus diesen Gleichungen durch eine einfache Eliminations-

Rech e
eC nung Dy —p— ]//x‘z——‘l?/(y‘l- 1)

2 yk+17 o'k
R A S vy iy i (6)
Setzt man den Wert fiir y in den Ausdruck fiir z ein, so kommt
_ kGk+De Y
ererry 0 ] —]
. f’" | T
ferner wird bs) 08 —
e 2 FEED a7 =
ro, =z 22-(kL-12° g6 ’\9‘/ 4
(8) 49 A I
” e
Diese Beziehungen Z; A o —— ]

S
)

lassen nun eine recht ,; al

tibersichtliche Diskus- 47

sion zu. Die fiir ver- o 7
hi

se (?dene Werte von & Abb. 110. Giinstigste Verteilung der axialen Strahlgeschwindigkeit

gezeichneten zy-Kur- iiber den Schraubenradius.

ven, welche die Ver-

]
E

T

L L - iy L

K g EE 7 ¥ 5 7ox

teilung der axialen %

Strahlgeschwindigkeit g5 40

tiber den Schrauben- &% 3‘;’

radius darstellen, be- Z"; WA ;; —— —

ginnen im Nullpunkt | /77 #g e
mit einer horizontalen ot oGt

(d. h. mit der z-Achse
Abb. 111. Giinstigste Verteilung der tangentialen Strahl-
Zusammenfallenden) geschwindigkeit tiber den Schraubenradius.

Tangente,steigenziem-
lich rasch an, um sich dann asymptotisch der Geraden y==% anzu-
ndhern (vgl. Abb. 110).
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Die im allgemeinen kleiner ausfallende tangentiale Strahlgeschwindig-
keit, deren Verlauf aus der Abb. 111 ersichtlich ist, hat bei z =%k + 1

ein Maximum x = -IZC— und nimmt mit weiter wachsendem z mehr und
mehr ab.

Beriicksichtigh man die berechneten Zusatzgeschwindigkeiten, so
geht der Steigungswinkel in den induzierten Steigungswinkel, resp. der
Fortschrittsgrad in den induzierten Fortschrittsgrad iiber. Einsetzung
der Werte ergibt dann

Vy +Uq vy -+ U,
tgf =1 =2 =1 (1-+k———. (9)

T @0y —Uy T W,

. Ay . . .
Wenn man den Quotienten 7; = 77 den induzierten Wirkungs-

grad fiir das Fliigelelement im Abstand r nennt, o ergibt sich, da8
unter den angegebenen Voraussetzungen der ortliche Wir-
kungsgrad ldngs des Fligelradius konstant ist!. Den in-
p duzierten Fortschrittsgrad
: erhdlt man ferner auch da-
durch, dafl man die achsiale
Geschwindigkeit um u, ver-
mebrt und die tangentiale
Komponente ungeéndert
laBt. Dieser Satz enthilt
gleichzeitig eine sehr ein-
fache Konstruktion des Stei-
gungswinkels (Abb. 112), auf
die zuerst in der Arbeit
v. Karman und Bienen

Abb. 112. Konstruktion des Steigerungswinkel eines . . .
Propellerfliigels. hingewiesen wird2. Wenn
man die Strecke OP = ]

macht und auf der Senkrechten 0@, das Verhaltnis % = 0, abtrigt,

dann gibt die Verbindung P@, die Steigung an der Stelle » des Fliigels.

4. Verteilung der Zirkulation. Aus der Tangentialgeschwindig-
keit u; erhalten wir den Wert der fiir die Kraftwirkung maBgeblichen
Zirkulationen I" an den dem Radius 7, resp. dem Werte x entsprechen-
den Stellen eines Systems von Schraubenfliigeln, die gleichmaBig auf
den Umfang verteilt sein mégen.

I— 47w, _ 4 mrvgk(k+ )z
n n(x® 4 (k+1)%) -~
1 Vgl. auch A. Betz, Eine Erweiterung der Schraubenstrahltheorie. Z. Flug-
techn. 1920, S. 105.

2 Th. Bienen und v. Karman, Zur Theorie der Luftschrauben. Z.V. d. 1.,
Bd. 68, 1924; vgl. auch H. B. Helmbold, Z. Flugtechn., Bd. 15, 1924, 8. 150.
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Zum Zwecke der Integration ist es vorteilhaft

el X

TRV T B

zu setzen. Dann geht die Zirkulation iber in
_ 4xRky, 7V

N

r (10)

Bei dieser Betrachtung sind zundchst die besonderen in der Rand-
zone auftretenden Verhiltnisse nicht beriicksichtigt.

Wenn o der Abstand von zwei benachbarten Randkurven der
Schraubenflachen sind, so ist

2mv,r

Die Stromung um die Riinder der Fliche kann man nun nach
Prandtl ersetzen durch die Umstrémung eines Systems von Ebenen,
die im Abstand a aufeinanderfolgen (Abb. 113). Das entsprechende,
auf die Ebene iibertragene Problem wiirde dann darin bestehen, die Be-
einflussung einer Parallelstromung durch #quidi-
stante geradlinige, von £ = — o0 bis 2 = 0 verlaufende
Geraden zu ermitteln. Das kann aber mit Hilfe
der in Abschnitt 11 gegebenen Abbildungsformeln
sofort gelést werden. Wenn man

T —1nZ
a
setzt, so ist das Bereich der z-Ebene auf das Be-

reich der lings der Strecke -+ 1 aufgeschnittenen
Z-Ebene abgebildet. Durch

1 1 Abb. 113, Stro
2=+ 1. mung
wird aber dies Gebiet auf das AuBere des Einheitskreises der ¢-Ebene
transformiert. Die Strémung in der z-Ebene verwandelt sich dabei
in ein zirkulatorisches Umstrémen dieses Einheitskreises. Setzen wir
daher _ iy
D1V = W:%mé,
so wird @ 2 W
z=— In cos

Fiir die Stromlinien ¥ = 0 wird also
2x 9 =

2= %1Incos ; @zig—arccose“(x?_O).
7 y 2

1 Vgl. auch A. Betz, Uber die Vorginge an den Schaufelenden von Kaplan-
Turbinen. Hydraulische Probleme, Berlin 1926, S. 161.
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Der Potentialsprung wird also, wenn wir fir — x die Grélle B —r

setzen
© B
(D] = ;}; arccose ¢ . (11)

Diesen Potentialsprung darf man nun in erster Anniherung pro-
portional dem Abfall der Zirkulation an den Fligelspitzen der Schraube
setzen. Die Formel (11) wiirde fiir die Zirkulation einen asymptotischen
Grenzwert ergeben, also dem tatsichlich vorhandenen allméihlichen
Abfall nicht gerecht werden. Um einen Verlauf zu erhalten, der der
Wirklichkeit ndher kommt, kann man den Ausdruck (10) mit (11) mul-
tiplizieren und gleichzeitig y = 2 setzen. Dann erhélt man

P=="rs

,. 2 1/ L.
_ 8Rky, %% -n (12)

Die Gleichung gilt um so genauer, je mehr Schraubenfliigel vor-
handen sind. Wenn man @ = 0 setzt, was dem Fall n = o0 entsprechen
wiirde, so geht der Ausdruck wieder in den Ausdruck der Formel (10)
iiber. In der Abb. 114 ist die Funktion (11) [Kurve (d)], ferner der Auf-
triebsverlauf nach der Formel (10) [Kurve (c)] und nach der genaueren
Formel (12) in Abhingigkeit von v::)o :

. 1 .
Fortschrittsgrades Z.’:~5— fir die Falle n =4 und % =2 zur Dar-

unter Zugrundelegung des

stellung gebracht. Man sieht, daB bei einer endlichen Fliigelzahl ein
1 fe) Verlust an der mittleren Auftriebs-
4

= f/\\@faﬁ grofe eintritt gegeniiber einer un-
Wfliigel =~

AT
2 Fliigel . o =
s endlichen Fliigelzahl. Um die ein-

&

]
t
] fachere, n = oo entsprechende Auf-
4 E . . .
triebsverteilung benutzen zu koén-
Abb. 114. Giinstigste Zirkulationsverteilung nen, kann man daher bei einem
iiber den Schraubenradius. . R .
n-blatterigen Propeller den Radius
R so reduzieren, daf die mittleren I'-Werte wieder gleich werden.
Die Verkiirzung ergibt sich aus der Gleichung

s
4
=7
fxd(bm 7y AR
0
zu
AR=a'=0,2207a. (13)

Fiir unendlich viele Fliigel ergibt sich dann eine dquivalente Schrau-
benkreisfliche, die um 13 % kleiner ist als die gegebene Fliche der vier-
fliigeligen Schraube.
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43. Kraft und Drehmoment beim giinstigsten Propeller.

1. Nachdem die giinstigste Zirkulationsverteilung ermittelt ist, kann
die Berechnung des auf ein Element des Schraubenfliigels und daher auch
der auf das gesamte Fliigelsystem wirkenden Flissigkeitskrifte nach

den Grundsitzen der Tragfligeltheorie durchgefiihrt werden!.

wir von der Reibung oder dem
Profilwiderstand absehen, so steht
die auf das Element wirkende
resultierende Kraft dA4 normal
zur induzierten Relativ- oder
Anblasegeschwindigkeit

=— (05 + [ws ]);
ihre Projektion auf die unge-
storte Geschwindigkeit

— (0o + [wy7])
ergibt den induzierten Wider-
stand des Profilelements. d.A
konnen wir dann wieder zerlegen
in die achsiale Komponente und
die Umfangskraft, die ein Ele-
ment zum Drehmoment liefert

Ug|

Wenn

Abb. 115. Stromungsgeschwindigkeiten und

Krifte an einem Propellerelement.

(Abb. 115). Wenn wir ferner den Profilwiderstand insofern beriicksich-
tigen, als wir die den Versuchen zu entnehmende Gleitzahl ¢, d. h.
das Verhiltnis des kleinen Widerstandes zum Profilauftrieb oder den
Neigungswinkel der Resultierenden gegen die Auftriebsrichtung ein-
fithren, so kénnen wir den auf die Achsenrichtung entfallenden An-
teil der Elementar-Krifte, d. h. das Element der Schubkraft durch

die Formel darstellen

d8 =noI'rdro, — dAgsinf'.
Nun gilt fiir die elementare Auftriebskraft d 4
dAsinp =pIdrv,,
daher mit Benutzung von Abschn. 42 (10)
dS=nol'R[Rtw, —&v]dt

— 2
=470 R*u,v,

wenn wir wieder R1'a, = w, setzen.

o — el 1?

AR

Ebenso ergibt sich das elementare Drehmoment

AM =47 RPuyv,

M4t

Tipe 9T

1 E. Méller, Im offenen Flissigkeitsstrom arbeitende Fliigelrider, Z d. V. d.

1., Bd. 68, S. 675. 1924,
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Den elementaren Wirkungsgrad erhalten wir, wenn wir die Nutz-
leistung dSv, durch die von der Arbeitsmaschine aufgewandte Leistung
dMw, dividieren. Es wird L
1—e—
d8v, v, w; T
= deo—(uOv, rﬂ_km Mi -
+ ¢ 7
Den ersten Faktor, den induzierten Wirkungsgrad haben wir be-
reits oben als von x unabhingig erkannt. Er setzt sich iibrigens multi-
plikativ zusammen aus dem axialen und dem durch die Verluste bei
der Drehung bedingten Wirkungsgrad, nach der Gleichung
N rwy— U,
T vty ey UPUEE
Setzt man ferner in die Ausdriicke fiir ¢S und d M

22k kv
”s:”o+ua=”o<1+y)=”o(1+m>:”o(1+( +;m/\’
so erhilt man die ausfiihrlichen Werte

7 —el 12 ©®—ei v
dS=4:7ZQR2k'Ug[ Ayt (.52 ;,2)2:|d‘[,

s [ 278 P ten
OIS e

o LN 2 Mit+s1®
dU=4nQR‘k’Ug[ I + A }d‘[.

Bei der Summierung der Elementarkréfte benutzt man folgende
Integrale, die in der Abb. 116 graphisch veranschaulicht sind.

1

2 P T
J, =2J‘t2+ﬂ,2d1_2 ——A’Zarctg =2 — 21”(@ —/3’>

3 a _ 2 9 g2 o s (T o
J3-2J;2—+l,2d1—~§——21 +223(3 — )
0

J =2 sl dt =2 i 3y 1, 1 (a)
4 (z% - V2 v + T4 arctg ya
0
. M2 I ,

1+ 42 1

5 \

—o| " gr—1— ( I+4z 1 3

s ..,f @ dv =1 A% 21n Y 1 73)
O .

16 2 or ll-z 1
JG = 2]62:I;é)é dt = "3* — /1," L4 + m — 5 }., arctg l_,J .
0
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Damit ergeben sich die Ausdriicke fiir Schub, Umfangskraft und
Drehmoment

S8=2naoR*kvj[J, — el J + k(J, — el J,)], (1)
U=2noR k[N Jy,+ ed,+ k(X J, +eJ,)]. 2
M=2noRk}[NJ,+cedy, L kX J, +eJ,)]. (3)

in denen noch A’ durch A(k-+1) ersetzt 20
werden kann.

Der Wirkungsgrad wird ]
DN Ay S IOSTY A *\\=
T Mo, NI Led, - k(W J,+edy) &
. I+ kdy 7
BN 5 22 -
! Lot Jat R 4) 7 ]
Ao Jy+ ks

.
dl

Zur mechanischen Ahnlichkeit der Vor- 1
ginge an verschiedenen Schrauben ge- :\\\\\
héren gleiche k¥ und 1’ und daher die g5
gleichen, mit diesen Werten gebildeten - \
dimensionslosen Grofen, unter denen in
der technischen Praxis namentlich die >,*5“
Schubziffer ¢,, der Belastungsgrad d,, der o472 °
Drehwert ¢,, und der Leistungsgrad d,, be- o a8 g% an 1w

nutzt werden, fiir die folgende Beziehungen  Abb.116. Hilfswerte J in Abhingig-
keit vom wirksamen Fortschritts-

N

Vil
i

gelten: grad .
(=Rdy= S k[T 4k, — X))
—enR? (Rw,)?
Mo ar ~/ , \
Cp == el - e =4k N T, e d, R k(X T e ). (6)

Um in einem praktisch gegebenen Falle, in dem vor allem die
Werte von n, w,, v, und B, vorliegen, die giinstigste Schubverteilung
festzustellen, kommt es zunichst darauf an, die vermittelnde Konstante
k zu finden. Dazu gehért noch die Angabe einer der dimensionslosen
Zahlen, etwa d, c, oder d,, welche die Wirkungsweise der Schraube
charakterisieren. Da z. B. der Belastungsgrad d, nur von k& und dem
Fortschrittsgrad A, resp. A’ abhingt, kann man zum Zwecke der prak-
tischen Durchfithrung ein fiir allemal die Schar der den verschiedenen
Werten von 4 entsprechenden kd,-Kurven aufzeichnen, um dann durch
einfaches Abgreifen der Koordinaten den gewiinschten Wert von k zu
erhalten. Da diese Methoden nur fiir den Praktiker unmittelbares
Interesse haben, so sollen sie hier nicht weiter verfolgt werden.
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Nur kurz mége noch die Moglichkeit einer angenaherten Ermittlung
der Breite des Propellerblattes ins Auge gefaBt werden. Wenn wir
fir ein Fligelelement mit Einfilhrung des Auftriebsbeiwertes ¢, die
Grundgleichung

—;—cagtd?”v2 =pol'vdr
ansetzen, so ergibt sich

p 2L

V-C,

oder, wenn wir den Wert fiir die Zirkuldtion einsetzen und durch die
Fortschreitgeschwindigkeit », ausdriicken

8xkw, A e? 8akw N )
:—';z_:uo?: e [ X2 N nwoc,:)(l o, ok (7)
/72 re 2 !
fE () )

Es ware unzweckméfig den Beiwert ¢, iiber die Fliigellinge kon-
stant zu halten, weil die erhaltenen Fliigelformen nur fiir die der Be-
rechnung zugrunde gelegten Geschwindigkeitsverhiltnisse passen wiir-

den. Nehmen wir aber etwa an, daB ¢, der Winkelénderung
ap’ o

v T e

proportional, also
von r resp. T und
dem Maximalwert
{ (c,)m. nach der
Formel

Abb. 117. Breitenverlauf der Fliigel einer zweifliigeligen Schraube
(nach Moller).

21«
Cq = (Co)m pip
abhéingt, so erhalten wir aus (7) fiir den angeniherten Wert der Blatt-
breite

_ Aaky 1

Lt )

T w, (cb,,),,, ]“'zg e

Un diesen Verlauf auf den wirklichen Radius R, zu iibertragen, muf
man nach fritherem noch mit dem Prandtlschen Faktor multiplizieren,
und statt B wieder R, einfiihren, so dafB die Breite mit dem Ausdruck

1
= --arccose ¢ S
4

verhltnisgleich wird. Man erhélt dann etwa fiir eine zweifliigelige
(nabenlose) Schraube den in Abb. 117 dargestellten Breitenverlauf fiir
verschiedene Werte von A’, der in der Tat den in der Praxis iiblichen
und bewihrten Formen entspricht.
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IX. Stromung in Kreisel- und Turbinenridern.

44. Allgemeine Siitze iiber die Stromung in rotierenden
Gefiillen.

1. Die in den Abschnitten 14—39 niedergelegte Untersuchung bezog
sich im wesentlichen auf die Fille, daf3 die Grenzen oder Wande der
stromenden Fliissigkeit entweder in Ruhe oder in gleichmiBiger,
translatorischer Bewegung begriffen sind. Wir sahen, daB es im zweiten
Falle fiir die Bestimmung der auf die Wandung ausgeiibten Kraftwirkung
geniigt, die Begrenzung als fest anzunehmen, also dem ganzen System
eine der Translation entgegengesetzte Geschwindigkeit zu erteilen.
Der Fall, daf§ die Grenzen oder Winde eine Rotation um eine feste
Achse ausfiihren, bietet insofern besondere Verhiltnisse dar, als das ab-
solute und relative Stromungsfeld sich nicht nur um einen konstanten
Vektor, sondern um ein, nicht durch ein Potential darstellbares Zusatz-
feld unterscheiden und die hydrodynamischen Grundformeln nicht
ohne weiteres, sondern erst nach geeigneter Umformung auf die Rela-
tivstrémung anwendbar sind. Die Bedeutung dieser Drehstrémung fiir
alle diejenigen Maschinengruppen (Propeller, Kreiselpumpen, Turbinen),
die unmittelbar die Kréifte der stromenden Fliissigkeit durch Vermitt-
lung der Drehung zu ibertragen haben, mag es rechtfertigen, wenn wir
im folgenden im Anschluff an klassische und neuere Arbeiten von
F. Prasil!, R.v.Mises?, W. Kucharsky? u.a. die grundlegenden
allgemeinen Sétze im Zusammenhang entwickeln und schlieBlich einige
auf besondere Bewegungsformen sich beziehende Ansétze geben®.

Indem wir zundchst an die Gesetze der sog. Relativhewegung der
allgemeinen Dynamik ankniipfen, haben wir festzustellen, dal die
Eulerschen Grundgleichungen erst dann auf die Relativbewegung der

_ . . - d
Fliissigkeit anwendbar sind, wenn man die Beschleunigung d—? durch

zwei Zusatzglieder erginzt hat, die als Zentripetalbeschleunigung
und Coriolisbeschleunigung bekannt sind. Wenn wir die konstante
Winkelgeschwindigkeit, mit der sich das System dreht, mit w, als Vektor
mit o, ferner den Radiusvektor von einem Punkt 0 der Drehachse nach

1 F. Prasil, Flissigkeitsbewegung in Rotationshohlriumen, Schweiz. Bauzg-
Bd. 41, S.207, 233, 249, 282, 293, 1903; Bestimmung der Kranzprofile u. der
Schaufelformen f. Turbinen u. Kreiselpumpen, Schweiz. Bauzg. Bd. 48, S.277,
1966 ; Technische Hydrodynamik 1926, S.151f.

2 R.v.Mises, Theorie der Wasserrider. Leipzig 1908.

3 W.Kucharsky, Strémungen einer reibungsfreien Fliissigkeit bei Rotation
fester Korper, Miinchen u. Berlin 1908.

¢ Der allgemeine Teil der nachfolgenden Darstellung ist bereits in der Z. ang.
Math. Mech. Bd. 1€27, S. 3471., veroffentlicht.
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dem Aufpunkt mit 8 bezeichnen, so kénnen wir die Zusatzbeschleuni-
gung in der Form darstellen!

b, = [w[@s], b,—2[wv].

Damit erhilt die Eulersche Gleichung fiir die Relativbewegung
die folgende Gestalt

t—Lpp—5 +or-o+[6[@s] +2(@o]. (1)

Diese Gleichung kénnen wir umformen auf Grund der bereits frither
gebrauchten Vektorbeziehung

1
b0 =5t — 2[omw)

und erhalten dann

1 o — —
t—2Vp—0 Vv —2bwtol+ @08, (@)
Bilden wir den Rotor dieser Gleichung, so ergibt sich wegen
rot [ AB)|=AVB—-BVA+-Br-A—AV-B (a)
und
rot (I ¢) =0 (A und B Vektoren, ¢ Skalar) (b)

die einfache und grundlegende Gleichung
b -w—(w-Fw)f-0=0 (3)

von der folgende Losungen bemerkenswert und fiir die Folge wichtig
sind.
a) Bei einer wirbellosen Strémung (w0 = 0) kommt

wlV-p=0.
Wenn die Drehachse in die z-Richtung fallt, so wird
vy v 0w,
wz—(ﬁ:O, wza—;’ZO, wzazso.

In einem rotierenden System kann also fiir die Relativ-
bewegung ein Geschwindigkeitspotential existieren, wenn
die Strémung zwischen parallelen, zur Drehachse senkrecht
stehenden Ebenen erfolgt (in Kanilen wie in Radialturbinen und
Pumpen).

b) Die Gleichung (3) ist ferner, wie man sieht, in jedem Falle er-
fiillt, wenn

tp = konst = — o,

1 Wilh. Miiller, Dynamik I. Teil (Sammlung Goschen), S. 96.
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da p V- verschwindet. Bezeichnen wir mit ¢ die Absolutgeschwin-
digkeit eines Fliissigkeitsteilchens, so hat man

=9+ [E) é”] ’
rot ¢ = rot b +rot [w3]
=2wtowlVs—38Vwt+slo—owl-3
oder wegen
g=3, Fo=0=31V w, ol
rotc=2(w + o) — 2w,
w,—m-+ w.

Einer Relativbewegung mit konstantem Wirbelvektor
entspricht bei konstanter Drehgeschwindigkeit o des
Systems eine Absolutbewegung, deren Wirbelvektor eben-
falls konstant ist und sich vom Relativwirbelvektor um
den Drehvektor unterscheidet. Ist nun insbesondere m = — o,
8o ist o, = 0.

Einer Relativhewegung, deren Wirbelvektor o ent-
gegengesetzt gleich dem Drehvektor w des Systems ist,
entspricht einer Absolutbewegung, fiir die ein Geschwin-
digkeitspotential existiert. Umgekehrt gehért zu einer absoluten
Potentialstromung eine Relativbewegung, deren Wirbelvektor der
Drehung entgegengesetzt gleich ist. In einem geschlossenen
Schaufelkanal wird also das reibungslose Wasser relativ
zum Rad dauernd eine kreisende Bewegung um einen in
Ruhe befindlichen Kern ausfiithren. Wenn man die von innen
nach auBen gehende Durchflulstromung einer Kreiselpumpe mit dieser
Stromung zusammensetzt, so sieht man, dal die Relativgeschwindig-
keit auf der Schaufelriickseite groBer ist als auf der Schaufelvorder-
seite L.

2. Im Falle der stationdren Strémung wird aus der umgeformten
Eulerschen Gleichung

b= (Pt o)+ @@, )

Fir den letzten Ausdruck kann man aber schreiben

—w,

St

w[wd]] =w-3w — 3 @? = —; Vw2,

wo r den Abstand des Aufpunktes von der Drehachse bedeutet. Daher
nimmt die Energiegleichung (Bernoullische Gleichung) fiir die sta-
tiondre Relativbewegung, deren Absolutbewegung wirbelfrei ist, bei

1 C. Pfleiderer, Die Kreiselpumpen, Berlin: Julius Springer 1924, S. 71.
Miiller, Math. Stromungslehre. 14
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Kriftefreiheit, die Form an

P v ret _p -
H_y+2g 2g—k0nst—y—}— T (5)

wobei der Wert der Konstanten im allgemeinen fiir die einzelnen Strom-
faden verschieden ist. H’' heifit auch die ,,relative Stromungs-
energie“l. Da nun fir die Relativbewegung die Beziehung gilt

b=c—1u
so folgt
vP=c? 4w — 2¢,-u,

wenn ¢, die Umfangskomponente der Absolutgeschwindigkeit be-
deutet. Es ergibt sich also

PP O et
H = . —]—2g = konst (6)
Die Absolutstrémungsenergie wird daher
_P 2 Cp
H_7—}~§§~—~konst+ pay (7)

Legen wir die Drehachse in die z-Richtung und fiithren Zylinder-
koordinaten ein, so erhalten wir nach S. 33 fiir die relativen Wirbel-

komponenten
1 <8vz _8(7‘1)(,7))
Y =97 Gy 8z )2
1 (av, . 61},)
Ye="3\oz ~ ar)’
1 <8(rv¢) 81),)
We =97\ "ar op/’
Die Beziehung w = — w fithrt dann auf die Gleichungen
dv, _ 0(rvg), dv, Ov. 0(rve) . O,
9p 9z 9z or’ gr T 2Te g

In dem besonderen Fall, dafl die Geschwindigkeiten lings eines
Parallelkreises gleich sind (g—: =0> ergibt sich

00v) _ _ or .

O0vgp
oz ar
Eine Relativbewegung mit gleichen Geschwindigkeits-
komponenten ldngs eines Parallelkreises r = konst kann
nur bestehen, wenn das Moment v, -7 der Komponente v,
in bezug auf die Drehachse lediglich von » abhéangt2

1 R.v.Mises, a.a. 0. S.75.
% Die weiteren Folgerungen dieses Satzes fiir die Bestimmung von Schaufel-
formen finden sich bei F.Prasil, Schweiz. Bauzg. 48, 1906, S.278{f.
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Ist die Stromung gleichartig in Ebenen senkrecht zur Drehachse,
so fallen die ersten beiden Gleichungen fort, und wir erhalten aus dem
letzten Ausdruck fiir den Wirbelvektor mit

0T _ 0w _
or = TV G T

die Differentialgleichung fiir die Stromfunktion der Relativstromung
2T 10% 18T

G T Gy T g 20 ®

Spezielle Losungen dieser Gleichung sind u. a. von W. Kucharsky
zusammengestellt. Sie umfaBt natiirlich auch den Fall, dafl die Absolut-
bewegung nur konstante sog. Potentialwirbel enthélt deren Kerne nicht
dem eigentlichen Stromungsfeld angehéren, die aber die Zirkulationen
um die Schaufelkonturen liefern.

45. Grundgleichungen der Turbinentheorie.

1. Um nun einige allgemeine Aussagen iiber die Krifte zu machen,
die auf die rotierende Begrenzung einer Strémung iibertragen werden,
stellen wir uns ein Turbinenlaufrad vor, das durch Schaufeln in gleiche,
fiir den Durchtritt der Flissigkeit bestimmte Kanile geteilt ist. Wir
werden spéter bestimmtere Voraussetzungen iiber die Anordnung der
Schaufeln treffen, vorlaufig aber eine dreidimensionale Bewegung der
Flissigkeit im Rade zulassen, um die grundlegenden Prandtl- und
Lagallyschen Formeln anwenden zu konnen.

Die im vorigen Paragraphen eingefithrte Unterscheidung der abso-
luten und relativen Strémung mufl zundchst etwas schirfer gefafit
werden. Wahrend die ideale Relativstromung einen stationdren Charak-
ter hat, ist das von einem festen Raumpunkt aus betrachtete Stromungs-
bild bei kreissymmetrischer Ausgbildung des Laufrades einem periodischen
Wechsel unterworfen. Wie in der Tragfliigeltheorie werden wir aber
das Absolutbild auf das bewegte System, d. h. auf dieselbe Lage der
rotierenden Schaufeln beziehen. Auf dieses das Laufrad begleitende
Kraftliniensystem sind dann die Gesetze der stationidren Strémung
anwendbar.

Auch die Wirbelfreiheit der absoluten Stromung gilt nur fiir den
mehrfach zusammenhéngenden Raum auflerhalb der Schaufeln. Ebenso
wie eine Tragfliche gleichbedeutend ist mit der Existenz eines Zwanges
oder einer Unstetigkeit des Geschwindigkeitsfeldes, d.h. mit einer
Wirbelverteilung lings ihrer Begrenzung, so kann man sich auch die
Radschaufeln als Triger einer Wirbelschicht denken. Wir miissen also
das absolute Geschwindigkeitsfeld als eine Uberlagerung zweier Teil-
felder uns vorstellen

c=¢,1,
14*
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von denen ¢, das Feld der Geschwindigkeit bedeutet, welche die Fliis-
sigkeit besitzen wiirde, wenn sie den Raum zwischen den dulleren Gren-
zen des Rades ohne Zwang durchflieBen wiirde, wihrend ¢’ durch das
Vorhandensein der Schaufeln bedingt ist'. Da das Feld ¢, wirbel-
frei ist, so gilt die Beziehung

rot ¢ =rot ¢’.

Nach den Ergebnissen der Tragfligeltheorie ist dieser Rotor
wesentlich fiir das Zustandekommen einer resultierenden Kraft. Man
erhilt nun unmittelbar nach der Prandtl-Lagallyschen Formel die
auf die Flissigkeit ausgeiibte Elementarkraft

f = o[rotc,v], (1)
wo b wieder die auf den Schaufelkranz bezogene relative Geschwindig-
keit bedeutet. Aus der Gleichung folgt, dafl

fo=0
ist, die in einem Feldpunkt wirkende Kraft also auf der relativen
Geschwindigkeitsrichtung senkrecht steht. Setzen wir nun wie oben
p=c—u=c,+—u,
so ergibt sich '
fou=*fc,+£c.
Wenn man den Wert fir f aus (1) einsetzt und den Wert von p
benutzt, so kommt

f-u=p[rotv, — ul(c, + ¢ (2)
und fiir die Leistung L, die auf die Fliissigkeit ausgeiibt wird
L= [tudr=p-[[rote, — u]cdr. (3)

Wir kénnen jetzt die durch den Ausdruck rot ¢ = 2, bezeichneten
Wirbel in die von den Schaufeln getragenen Wirbel, die fiir jede Schau-
fel eine Zirkulation ergeben und die freien Wirbel zerlegen, also
setzen
=1, —+ 1w £
Da die freien Wirbel gleich Null gesetzt werden oder ihre Achsen
sich in die Geschwindigkeitsrichtung einstellen ([tv,v] = 0), die Kraft
also nur von den gebundenen Wirbeln abhiingt, so gewinnen wir fir L
den Ausdruck
L=2g[w, —u]cdr. 4)
Wenn man als Raumelement dz einen Elementarzylinder, mit dem
Querschnitt df und der Hohe ds nimmt, dessen Achse mit der Achse

1 Vgl. E. Hahn, Note sur l'application aux turbomachines des Théories mo-
dernes de ’hydrodynamique, Proceedings of the first internat. Congress for appl.
Mechanics (Biezeno, Burgers), Delft 1925, S. 428.
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einer Wirbellinie 1, zusammenfallt, so kann man im Integral w,
d 3 miteinander vertauschen, also schreiben

L =29[d3, —u]cw, df. (3)

Nachdem Stokesschen Satz kann man ferner 1, df durch die elemen-
tare Zirkulation dI” ersetzen. Wenn man z. B. jede Schaufel in erster
Anndherung durch einen Wirbelfaden ersetzt, so hat man

L=o[[d38—u]cdl. (6)
2. Um die Formel fiir L in die grundlegende Turbinenformel um-
zugestalten, nehmen wir im besonderen achsial stehende und zylindrisch
begrenzte Schaufeln mit sonst beliebiger Profilierung an, wie sie an-
gendhert bei Radialturbinen und Kreiselpumpen realisiert sind
(vgl. Abb. 119). Dann sind alle Wirbelachsen der Rotationsachse des
Rades parallel und die Stromung kann in erster Anndherung als ebene
Stréomung aufgefalt werden. Wenn wir dem Rad die Erstreckung 1 in
der Achsenrichtung beilegen und bedenken, dafl der Vektor [d 3, — u]
radial (zentrifugal) gerichtet ist, so hat man

L=2¢0w,[tew, df=0wy[rc.dl.

Nehmen wir etwa eine von innen nach auflen gerichtete Beauf-
schlagung an (wie sie bei Kreiselpumpen vorkommt) und unterscheiden
die Ein- und Austrittsradien des Rades, sowie die entsprechenden Ge-
schwindigkeiten durch die Indices 1 und 2, so ergibt sich mit ¢, =c¢,

Al =d(rdpcy,) = (rycy, — 1, ¢4)d@.
Bei einer Fordermenge g hat man ferner
dg —=rdeec,,
also

L= Qj‘(ua Cyy — Uy ) dg =0 E_jq;f(“-z Cy, — Uy €y ) A (7)

Das ist der allgemeine Ausdruck fiir die von der Turbine
resp. der Pumpe iibertragene Leistung. Bei einer unendlichen
Schaufelzahl, ist die Geschwindigkeit gleichmé&fig iiber dem Umfang
eines innerhalb des Rades gezogenen konzentrischen Kreises, also auch
langs des Eintritts- und Austrittskreises verteilt, und die Formel geht
in die klassische, bereits von Euler angegebene Turbinenformel iiber

L = o9 (ue Cug —— Uy cu])- (8)
Bei rein radialem Eintritt der Flissigkeit ist ¢, = 0 und wir haben
L=ogqu,c,,.

Diese Formeln bringen ohne weiteres den wichtigen Zusammenhang
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mit der Tragfliigeltheorie zum Ausdruck!. Wir erhalten namlich fiir
das Drehmoment

M= [ryc,, —r c)dq.
Wenn wir die absoluten Zirkulationen lings des AuBlenkreises mit
I',, lings des Innenkreises mit I'; bezeichnen

2 2 .
rzarcuzd‘P:Fn rJquxd‘P:Fw
so haben wir
q g
M:Q%(Fzﬁpl):QﬂF-

Wenn ferner ¢, die mittlere Radialkomponente der Geschwindigkeit
in einem mittleren Abstand r von der Achse bedeutet, so wird

g=2nrc,
und der Ausdruck fir das Moment geht iiber in
M—=gc, I r.

Man sieht also, daB die mittlere, auf einen Punkt im Abstand r
reduzierte Drehkraft die Joukowskysche Form ist. Die Zirkulation I’
ist nach den Sitzen absolut genommen, gleich der Summe der Zirkula-
tionen um die einzelnen Schaufelprofile, die im allgemeinen den Charak-
ter von Tragflichenquerschnitten haben. Da fiir die Schaufeln Kon-
gruenz angenommen wurde, so ist bei » Schaufeln

I'=al,

wenn I die Zirkulation einer Schaufel bedeutet.

46. Charakterisierung des stromungstheoretischen
Hauptproblems.

1. Um die letzten Formeln des vorigen Abschnittes auf direktem
Wege abzuleiten, kénnen wir von dem Stromungsfeld im Kreiselrad
selbst ausgehen, das wir uns, ohne die Allgemeingiiltigkeit der Aus-
driicke zu gefihrden, insofern wesentlich vereinfachen werden, dafl
wir die Schaufeln durch lineare axial gerichtete Wirbelfaden ersetzen,
die in gleichen Achsen auf einem Kreiszylinder vom Radius » verteilt
sein moégen (Abb.118). Die so definierte ebene Punktwirbelstromung
ist bereits im Abschnitt 22 behandelt worden, und es ist nur notig diese
Stréomung mit der sog. Durchflustrémung zur Gewinnung der Relativ-
bewegung mit einer Drehstromung zu iiberlagern. In Wirklichkeit wird,

1 Vgl. H. Fottinger, Uber die physikal. Grundlagen der Turbinen- und Pro-
pellerwirkung. Verhandl. d. Versamml. v. Vertretern d. Flugwissenschaften, Got-
tingen, Miinchen 1911; Z. Flugtechn. 1912, S. 233 u. 246.
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wie in der Abb. 119 angedeutet ist, die Fliissigkeit durch ein Saugrohr dem
als Pumpe wirkenden Kreiselrad zugefiihrt. Wir wollen diesen ZufluB
aus einer einfachen, linearen Quelle herleiten, die in der Achse des Rades
iiber die durch den Abstand der Schaufelkrinze gegebene Breite — 1
angeordnet ist und deren Spur in der Ebene punktartig erscheint.
SchlieBlich kann man
auch noch der Wirkung
eines vor dem Rade ange-
ordneten festenLeitrades,
das das Wasser in bestimm-
ter Richtung dem Laufrad
zufithren soll, dadurch
Rechnung tragen, da man
die Quelle mit einer drall-
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Abb, 118. Schema eines Laufrades

mit Punktschaufeln. Abb. 119. Schema einer Kreiselpumpe.

gebenden Zirkulation I, verbindet, wodurch der ungestérte Durchflu3

in logarithmischen Spiralen verlduft.
Fiir die Zusammensetzung aus Zirkulations- und DurchfluBstrémung

haben wir nach fritherem das komplexe Potential

1y, . w n g+ I,
W:é»;ln(z -r—r)+»rﬂr°lnz, 1)
dem die Feldgeschwindigkeit entspricht
WL et il gei@yealy i
dz 25 (2" —1™) 2wz Qxz 2 zntl -

Im allgemeinen Fall der bestimmten vorgegebenen Schaufelkontur
tritt noch eine von der Drehung herriihrende sog. Verdringungsstro-
mung auf, deren Stromlinien nicht der Schaufelberandung folgen. In
unserem besonderen Falle der punktformigen Schaufeln verschwindet

dieser Anteil.
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Wenn wir nun nach der Lagallyschen Formel das auf das Kreisel-
rad ausgeiibte Drehmoment berechnen wollen, miissen wir die Wirbel-
quelle im Ursprung als &uflere Singularitidt behandeln, also bei der Inte-
gration umgehen, die etwa iliber die Berandung eines mit dem Rade
konzentrischen Ringgebiets erstreckt wird, dessen duflerer Radius > 7,
und dessen innerer Radius < r; ist. Dann ergibt sich

M+iN= ¢ [r2ds M—oinls (3)

27

also derselbe Ausdruck, der oben angegeben wurde.
2. Die Stromfunktion der absoluten Strémung wird

I I n n 99 i
V— o Injzl 422" —r |+ 5% (4)

Die entsprechende Funktion der relativen Strémung erhalt man,

wenn man die enggegengesetzte Drehstromung, d.h. den Ausdruck

1 . . .
5 @ [g[* =5 or® hinzufiigt. Es wird dann

I, T 2 1 a -
W:ﬁlnz#—ﬁlniz"—r’]+%§—f—f§wr‘- (5)

Abb. 120. Relative Durchfluistrémung Abb. 121. Zirkulationsstrémung im
im Kreiselrad. Kreiselrad.

Diese Funktion geniigt in der Tat der im vorigen Abschnitte auf-
gestellten Differentialgleichung.

Der gegebene Ansatz fir die Strémung im Kreiselrade umfaBt
zwar alle theoretisch moglichen Fille; er ist aber zunichst rein for-
maler Natur und gewinnt erst dann konkrete Bedeutung, wenn es
gelingt, ihn einem vorgegebenen Kreiselrad mit bestimmt profilierten
Schaufeln anzupassen.

2. Dieallgemeine Stromung 148t sich in zwei Bestandteile zerlegen. Die
sog. zirkulatorische DurchfluBstrémung entspricht der Annahme
eines ruhenden Schaufelkranzes, dessen Berandung mit zum System
der Stromlinien gehért. Fiir den Fall eines drallfreien Zuflusses (17,=0).
der in den Abb. 120, 121 angenommen ist, setzt sie sich zusammen aus
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der Zirkulation um die Schaufeln und der einfachen DurchfluBstromung,
die sich mit abnehmender Geschwindigkeit ins Unendliche entfernt!.
Die Rotation des Schaufelsystems hat ferner eine sog. Verdringungs-
stromung der Fliissigkeit in der Umgebung zur Folge, die wieder
absolut und relativ zum Schaufelkranz betrachtet werden kann (Abb. 122,
123). In dem besonderen Falle der Punktschaufeln wird dieser Stro-
mungsanteil gegenstandslos. Allgemein lauten die Grenzbedingungen der
absoluten Verdringungsstromung dahin, da die Komponente der Ab-
solutgeschwindigkeit normal zum Schaufelelement mit der Normal-
komponente der Drehgeschwindigkeit des Elementes iibereinstimmt.
Zieht man das reine Drehfeld ab, so erhdlt man eine Strémung, die
wieder den Schaufelkonturen folgt. Wir werden weiter unten Methoden
zur Bestimmung dieser Stromungselemente entwickeln.

Wichtig ist nun, daB man die Grenzbedingungen in einer der
Wirklichkeit angepaften Form erweitern kann, um aus der Schaufel-
form die Grofe der wirksamen Zirkulation abzuleiten. Indem man

Abb. 122. Relative Verdriangungsstromung im Abb. 123. Absolute Verdringungsstromung
Kreiselrad. im Kreiselrad.
dabei dhnlich verfahrt wie in der gewohnlichen Tragfliigeltheorie, d. h.
verlangt, dall sowohl an den Eintritts- wie an den Austrittsstellen der
Schaufeln, die etwa wie der hintere Teil der Tragfliche beiderseits als
scharfkantig vorausgesetzt werden sollen, die Geschwindigkeiten end-
lich bleiben, erhilt man fir die Zirkulationen I", und I’y Ausdriicke,
in denen auller den Abmessungen, resp. Formelementen des Schaufel-
rades sowohl die Fordermenge ¢ als auch die Drehgeschwindigkeiten
enthalten sind. Bei drallfreiem Eintritt (I', = 0) oder bei vorn ab-
gerundeter Form des Schaufelprofils kann man jedenfalls aus der Forde-

1 H. Oertli, Untersuchung der Wasserstromung durch ein rotierendes Zellen-
Kreiselrad. Dissertation Ziirich 1923. — D. Pavel, Ebene Potential-Stromungen
durch Gitter- und Kreiselrdder. Ziirich 1925.
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rung der glatten Abstromung nach auBen die Zirkulation um die
Schaufeln ermitteln. Eine solche, zwanglaufige, in der Eigenart der
Schaufelung begriindete Ermittlung von I’y kann geradezu als das
eigentliche strémungstheoretische Turbinenproblem bezeichnet werden.
3. Beschrinken wir uns zunichst auf diese wesentlich wirksame
Zirkulation I';, so kénnen wir uns ein Urteil iiber die Funktion
I, =T,(wq)
bilden, wenn wir das Schaufelrad mit dem Idealfall eines aus unendlich
vielen und unendlich kleinen, im iibrigen gleichgestellten Schaufeln
bestehenden Rades vergleichen. In diesem Fall riicken die auf dem
Kreiszylinder angeordneten Wirbelfiden zu einer Wirbelschicht zu-
sammen, die iiberall die gleiche Belegungs-
o dichte aufweist. Wenn IV die Gesamt-
/ / starke der Wirbelschicht oder die ,,tra-
rw - /l Ly /\// gende Zirkulation bedeutet, so erfahrt
; // < die von ihr herriihrende Geschwindigkeit

4 \  ldngs der Schicht einen Sprung von 0
\ '
/ \  (im Innern) auf §€{; (auBlerhalb), und die

(relative) Stromlinien erfahren eine plétz-
liche Richtungséinderung im Sinne von
Abb.124. Ubergang zu unendlich  J". Wenn man sich nun vorstellt, daB3
vielen Sehaufeln. die unendlich kleinen geradlinigen riick-
wirts gestellten Schaufelspuren mit den Radien von 0 aus einen
Winkel « bilden, der iibrigens dem mittleren Schaufelwinkel des wirk-
lichen Rades entsprechen soll, so kann man fiir die absolute Zirkulation
setzen (Abb. 124)

'=2zar(row) —I"=2ar(rw) —qtge,

daher wird z. B. die Druckerhhung
H:@:(rw)z__qtgww. /
vq g 2nyg ¢
Bei vorwirts gestellten Schaufeln tritt an Stelle des negativen Zei-
chens das positive, so daB wir beide Fille zusammenfassen kénnen

6)

2

I'=2nr(ro) Fqtge; H=T® pigeo (7)

. .

Die Zirkulation und die Druckerhéhung héngen also in
linearer Weise von der Férdermenge ¢ ab. Die gH-Kurve
(Abb. 125) ist eine gerade Linie, welche die ¢ resp. H-Achse an den

Punkten

) g=0, H():(i%

221w
tg o«

H:O’ 9y =

schneiden.
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Bei einer endlichen Anzahl von Schaufeln hat nun H, wie noch
fiir besondere Fille abzuleiten ist, die Form

(By=e[2arro) - 150 —em); (D=e; @)
wenn wir radiale Eintrittsrichtung und # s
sonst dieselbe Schaufelstellung wie im yor¥d
Idealfalle ferner r = r, voraussetzen. Da- radial
bei ist € eine Zahl < 1, die als MaB8 fiir T
die Leistung der Turbine, resp. der Zentri- i,
fugalpumpe im Verhiltnis zu dem Fall l 2
unendlich vieler Schaufeln betrachtet und < % — 7

als theoretischer Giitegrad bezeichnet app.125. Theoretische Druckerhohung
in Abhéngigkeit von der
werden kann. Wassermenge.

In der Tat ergibt sich, wenn man H =0 setzt

0 :%J‘rwctd(p == EZ%J‘rw(ra) — v, tga)de
21w
g (90)e0 :f’l’ﬂdfp = (@o)n »
in beiden Vergleichsfillen derselbe Wert von ¢, wenn im Falle der
endlichen Schaufelzahl der Winkel « den Austrittswinkel der Relativ-
stromung aus den Schaufelkandlen bedeutet.

47. Ansitze fir die ideale Stromung im Kreiselrad.
Der Fall n=1.

1. Der strenge Ansatz fiir die vollstindige Idealstromung durch
ein rotierendes Kreiselrad ist bisher nur fiir einige Spezialfille durch-
gefiihrt worden, deren Wahl vor allem dem Bediirfnis nach Verein-
fachung der Rechnung diente. Neben der Beschrinkung auf den ebenen
Fall war die Voraussetzung einer linienhaften Beschaffenheit der
Schaufelspuren maBgebend. Kucharsky! setzt z. B. voraus, daB
die Schaufeln eben sind und radial vom Mittelpunkt ausstrahlen, dafl
also der Innenradius verschwindet, und stellt sich die Aufgabe, die
Stromfunktion der relativen Drehstromung, die allgemein die Gleichung

Y 1 0% 1 o9 p

g Ty ar Trgg =20 (1)
zu erfiilllen hat, den vereinfachten Randbedingungen anzupassen.
Eine Erweiterung dieser Losung ist neuerdings von W. Spannhake?

! W. Kucharsky, Stromungen einer reibungsfreien Flissigkeit bei Rotation
fester Korper. Miinchen u. Berlin 1908.

2 W. Spannhake, Die Leistungsaufnahme einer parallelkranzigen Zentrifugal-
pumpe mit radialen Schaufeln, Festschrift zur Hundertjahrfeier der techn. Hoch-
schule Karlsruhe 1925, S.387—400; vgl. auch Z. ang. Math. Mech. 1925, 8. 481;
ferner; Hydraulische Probleme. Vortrage zur Hydraulikertagung 1925, Berlin
1926, S. 1801f.



220 Strémung in Kreisel- und Turbinenridern.

gegeben worden, der die absolute Potentialstrémung fiir den Fall unter-
sucht hat, daB die Schaufelspuren von einem Innenkreis mit dem Ra-
dius r; und einem Auflenkreis mit dem Radius r, begrenzt werden.

Zur Vorbereitung des allgemeinen Ansatzes, wollen wir zunéchst
voraussetzen, dall nur eine Schaufel gegeben ist, die wohl eine gerad-
linige Spur in der Ebene hat, aber nicht mehr radial, sondern schief
gestellt ist.

In der komplexen {-Ebene mége ein Kreis mit dem Radius r, ge-
geben sein, dessen Mittelpunkt die Koordinate

Lo=Aryeif
hat (Abb. 126 ). Durch die Abbildung
1 . r2
ZZE[ﬂro"l*e—w(C - C(,*{—”fc_ogoﬂ (2)
wird das AuBere des Kreises | { — £ | = r, iibergefiihrt in die lings

einer Strecke (Schaufel) aufgeschnittene Z-Ebene. Wie man sich

7 {-Fbene y
Z-Ebene

Abb. 126. Zur konformen Abbildung Abb. 127. Zur ebenen Einschaufelstrémung.

der Stromung durch ein Schaufelrad.

durch Anwendung der Substitution {— {, = 7,¢'? iiberzeugt, bildet
die gerade Strecke, deren Mittelpunkt die Koordinate y ry hat, und deren
Linge dem Kreisdurchmesser gleich ist, mit der reellen Achse den
Winkel . Wenn man festsetzt, dal die Punkte { = 0 und Z = 0 ein-
ander entsprechen sollen, so wird etwa bei reellem y

7 :—;—<lcos (oc—l—ﬁ)—kllcos(ﬂ ~oc)>; tgﬁ:tgaiii:. (3)

Fiir die abbildende Funktion kann man auch schreiben

| S 3 ’
Z:~2~e%, H’e 1/3_'_&'—}—————&__1:06“‘}. (4)
Was nun die Bewegung der Fliissigkeit angeht, so 148t sich die
DurchfluBlstromung in Verbindung mit der Zirkulation als eine erste
Randwertaufgabe unmittelbar durch Vermittlung der konformen Ab-
bildung konstruieren. Wenn wir dabei zunéchst von dem Wirbel im
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Drehpunkt 0 absehen und nur eine Quelle hierselbst und eine Zirkula-
tion um die Schaufel voraussetzen, so erhilt man fiir die Bildstrémung
um den Kreiszylinder nach Abschnitt 24

el )

C—Aryeld

W, =L (e — arye). (5)
Um die Verdrangungsstromung aufzustellen, bedarf es einiger
Vorbereitungen. Die Drehung der Schaufel um den Punkt 0 mit der
Winkelgeschwindigkeit » kann man zusammengesetzt denken aus einer
Translation des Mittelpunkts M mit der Geschwindigkeit urq,w und
einer Rotation um den Punkt M. Die Absolutstrémung infolge der
Translation ist bereits in Abschnitt 20 aufgestellt. Denken wir uns
die Schaufelspur als Ausartung einer Ellipse mit den Halbachsen a, b
und fithren wir die elliptischen Koordinaten 7 durch die Gleichung

Z =cei*Bofr -+ pur, (c = Ya* — b?) (6)

ein, so haben wir das Potential

b '
Wy = — l/Z,'b(vOzb‘i”zv()ya) e, (7)

Vo, == To b sine, Vg, == To b W COS K

zu setzen ist. Wenn ¢ = ry, b = 0 wird, so kommt
Wy,= —ipweosarie™. (8)
2. Die Bestimmung der Absolutstromung einer um ihren Mittel-
punkt  rotierenden
Ellipse  ist  eine
zweite Randwert-
aufgabe, der die
Grenzbedingung ent-
spricht, daB die Kom-
ponente der Rand-
geschwindigkeit der
Fliissigkeit  normal
zur Ellipse iiberein-
stimmt mit der be-
treffenden Kompo-
nente der Drehge-

schwindigkeit  des

Randelementes Abb. 128, Absolute Stromlinien um eine rotierende Platte.
i (Schaufel).

Gehen wir zunichst
auf die Stromfunktion ¥, der relativen Stromung zuriick, so ver-
schwindet diese Normalkomponente, und man kann die Bedingung des
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Problems dahin formulieren, daB8 in der Schar der durch die relative
Stromfunktion- ¥, dargestellten Kurven die Ellipse enthalten sein muf.
Wenn wir die Achsen der Ellipse als Bezugsachsen einfithren, so wird

1
¥, :—2-(07‘2—}—8(W3),

wo ¥ (W,) den imaginiren Ausdruck im absoluten Potential bedeutet.
Setzen wir nun

Wy =1Ke?"=iKe 2ntin = Ke 2 (sin 21, 4 i cos 2 7,)
und beachten, daBl wegen
z=0¢Coj (v, +i7,) =c(Coi7ycos7, + i Gin7ysinv,
r® = + y* = ¢® [€o}? 7, cos® 7, | Gin? 7, sin®7,]
= —c{;(@oi 27, 4 cos 2 1,)
ist, so ergibt sich

Y, = cos 27, [Ke‘g’l + —}i—wc“’} —{—%wc%&nﬂzl.

Soll in der Schar dieser Kurven die Ellipse enthalten sein, die durch
einen konstanten Wert 7, = (T,), charakterisiert ist, so mufl der Aus-
druck in der Klammer verschwinden, woraus dann wegen

; . —-b
e~ = (€of (z,), - Gin(zr,),)® = Z_+—b’
K= —%w(a—{— b)?
sich ergibt. Die relative Stromung um die rotierende Ellipse wird also

durch die Funktion

Sl":,,———%oorg—i«w(a—f—b)‘ze—z’xcosﬂz2 9)

charakterisiert, die im Falle der Platte tibergeht in
1, 1 _
V,=50r — 0aemcos2r,. (10)

Setzen wir a = r,, so lautet das Potential der Absolutstromung
um unsere Schaufel (vgl. Abb. 128)

W= — piwre, (11)

wobei nach Einfithrung des urspriinglichen Bezugssystems

Z=ryé*Coit 4 ur,
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zu setzen ist'. Die gesamte Strémung? wird daher

W=W, +Wy+ W,— L —ir a0
C(C-"CH (“0_2_0» (12)

g i < —_L,L~2>
+2nln [ ire? irgw \peose e - e

3. Die Zirkulation [" bestimmen wir wieder aus der Forderung, daB
an der AuBBenkante der Schaufel, also fiir

Z=ry(pu+ )
eine endliche Stromungsgeschwindigkeit auftreten, resp. daB der ent-
sprechende Bildpunkt in der {-Ebene

{—=r,(detf +1)
Staupunkt fiir die Bildstrémung werden soll. Das fiihrt zu der Gleichung

AW _dW, | AWyt Wy de
dc d¢c U dr d¢T U

Nun ergibt sich durch eine einfache Rechnung aus (2) und (6) durch
Vermittlung der Beziehung

Gint+ Cojr=¢
die Gleichung
{=rge +ryleib,
Bedenkt man ferner, daB die AuBenkante der Schaufel dem Werte
T = 0 entspricht, so wird
4t
dl/e=0 1,

Damit erhalten wir fiir die Zirkulation I"folgende Bestimmungsgleichung
F A 1 A 1 . afl -
T 9n 2l i) T Gren) rﬂ tror, (Ef'“ 008 "‘) = 0.

In dem Faktor von ¢ verschwindet der reelle Teil; der iibrigblei-
bende Ausdruck wird
24 4sin g
24+1+24cosf’
Man erhilt also

r : (1 g 2ising
2__” -..-COTO 72*' -~ M CO8 (X) -+ ﬁmo?ﬂ‘. (13)

! Die rotatorische Verdringungsstromung hat auch B.Caldonazzo auf an-
derem Wege ermittelt (Uber die gleichférmige Rotation eines festen Kérpers in
einer unbegrenzten Fliissigkeit, Vortrige aus dem Gebiet der Hydro- und Aero-
dynamik (Innsbruck 1922), Berlin 1924, S.175—185.

2 Vgl auch Br. Eck, Beitrag zur Turbinentheorie, Werft, Reederei, Hafen,
1925, 8. 199—207.
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Fir die beiden Endpunkte der Schaufel hat man ferner

Zy =1y (p— &), Zy =r1y(p+ €,
r}=ra(1-+u*—2pcose), rp =151+ u* +2ucosc).

(14)

Fithrt man den &uBeren Radius ein, so geht der Ausdruck fiir die
Zirkulation iiber in
1
ER 2 A sin B

I_ = 2 _{___1._—‘;
2x 7 214-u42pcose | 2al+A24+24cosf’

(15)

Damit ist die friither allgemein fiir die absolute Zirkulation ange-
gebene Ausdrucksform nachgewiesen, und wir gewinnen z. B. fiir den
Giitegrad

% -+ W cos ¢
Ezﬁﬂ2+2ycosd; (16)
das Radienverhéltnis p = ;l driickt sich durch x aus nach
2
. 2 __
20271—}-,44 2pcos (17)

T 14+ p*+2ucosa

und # und 4 sind nach den Formeln (3) durch g und « ausdriick-
bar. Ferner ist § positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem das
dullere Ende der Schaufel gegeniiber dem mittleren Radius in der Rich-
tung der Drehbewegung oder entgegengesetzt dieser Richtung liegt.

48. Die Stromung um einen radialen Schaufelkranz
nach Spannhake.

Um nun die Stromung um ein System von mehreren Schaufeln
zu behandeln, mpiissen wir das Stromungsgebiet der Z-Ebene, das im
vorigen Paragraphen gewonnen wurde, durch eine Transformation

2= () e=mnf 1)

in das Gebiet der z-Ebene iiberfiihren, das entsteht, wenn wir die un-
endliche Ebene lings den n Schaufelspuren aufschneiden, die der ge-
raden Schaufelspur entsprechen. Die entstehenden Schaufeln, die
tibrigens wie die Punkte der komplexen Einheitswurzel auf einem Kreise
kongruent angeordnet sind, haben aber, wie man sich iiberzeugt, nicht
mehr eine geradlinige Kontur.

Wir wollen hier fiir die Folge den einfachen Fall « = f = 0 be-
trachten, der auf ein System von geradlinigen, radial stehenden Schau-
feln fiihrt (Abb. 129).
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Die konforme Abbildung ist dann durch die Gleichungen
, 1 T 5
L=yt 3 )

{—Ary

zZ _ < z )n ’ (2>
KTy 1T

bestimmt. Die Nullpunkte an den drei Ebenen, ebenso die unendlich
fernen Punkte entsprechen sich. Singularititen treten auf durch die
ZZ-Abbildung in den Endpunkten der
Schaufeln, die den zwei Kreispunkten
{ =1ry(A &= 1) entsprechen und durch
die Zz-Abbildung im Nullpunkt.

2. Die Ermittlung der Quellwirbel-
stromung aus dem Ursprung des Rades
und der Zirkulation um die Schaufeln
kann unmittelbar als eine Randwertauf-
gabe 1. Art durch die konforme Abbil-
dung geleistet werden.

Fir die Bildstromung um den Kreis-

z-Lbene

thnder erhilt man unmittelbar Abb. 129. Radialer Schaufelkranz.
_q i I L& —4iry) i,
W, =g Inl 4 In =t 4 oo n(l - ir,) (3)
C _ }* 70 + 7

und daraus durch Benutzung der Abbildungsfunktionen die komplexe
Stromungsgeschwindigkeit in der Schaufelebene z
p, . AW dEdz
1 d¢ dZ dz°

Die absolute Rotations- oder Verdringungsstrémung kann nicht
unmittelbar, nur auf einem gewissen Umweg mit Hilfe der konformen
Abbildung gewonnen werden, da die Schaufelkonturen nicht mehr
Stromlinien sind. Wir nehmen mit Spannhake fiir diesen Stromungs-
anteil die Reihenentwickelung

) A,

W, :@g(fi;_rg)m (4)
an und suchen die Koeffizienten A4,, den Bedingungen der Aufgabe
(Randwertaufgabe 2. Art) anzupassen. Diese Bedingungen wiirden
dahin lauten, daB die Komponente der Absolutgeschwindigkeit
normal zum Schaufelelement mit der Normalkomponente der Dreh-
geschwindigkeit des Elementes iibereinstimmt. Fithren wir in dem
Ausdruck fiir die Geschwindigkeit

AW, AW, d

5 , d¢
2 dz 1. dZ
Miiller, Math. Stromungslehre. 15
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die Koordinaten des Kreises in der {-Ebene ein
C=ry(1+ €¥),
so erhalten wir fiir die diesen Kreispunkten entsprechenden Punkte

auf der in der positiven reellen Achse liegenden ersten Schaufel der

z-Ebene mit den Absolutwerten

1
n

|ZIZMOV%=WO<1+$ cos ) (5)

die Geschwindigkeit

L
n

<1+%cosqy> wmAm
1—cos2¢ rptt (6)
m=1

Uy =N

[i (cos(m + 1)@ — cos (m — 1) @) +sin (m + 1) p — sin (m — 1) @] .

(vy), ist zur Schaufel parallel, (v,), die normale Geschwindigkeitskom-
ponente. Da fiir jede der n Schaufeln dieselben Verhiltnisse wieder-
kehren, so hat man damit natiirlich auch die tangential und normal zu
jeder Schaufel gerichteten Komponenten », und v, der Absolutge-
schwindigkeit.

Durch eine geringe Umformung wird also

1 )1"7 ©
B <I+Fcosi ‘7mA,,, inm 7)
Uy =1 sin ¢ . 7 gt § P- (

Wenn man den Absolutwert dieses Ausdruckes
1

=ro=wur, (1 + % cos (P>7L_

setzt, so erhidlt man

—(1-2 ®
psin @ <1+%cos<p> ( ">:Z%sinmzp,
1

n+ 2
® 7y

] (3
= M B, sinme.
m=1

Die Koeffizienten B,, sind also als Koeffizienten einer Fourierschen
sinus-Entwickelung der linksstehenden Funktion zu berechnen’.
Es ergibt sich

z 2
. 2
Bmzl‘_’;if@_[_%cos@ncosmqv do, (9)
' 0

1 Vgl. W. Spannhake, a.a.0.8.9.
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damit sind auch die Koeffizienten
o+ 2
Am — rzﬁme (10)
als bekannt anzusehen.

3. Das komplexe Potential der gesamten Absolutstromung lautet

W= W, + W= [Lyln— 5 (I, +T)n( —ir,)

:*17’0‘%‘70

(11)

o A
+'2%21n5+ @21_/7(2—7.7;);;"

Damit nun in den Endpunkten der Schaufeln sowohl beim Ein-
tritt wie beim Austritt keine unendlichen Geschwindigkeiten auftreten,

muf der Differentialquotient %}g fir die Eintrittsstelle und fiir die

Austrittsstelle, d. h. fiir { =7, (1 4= 1) verschwinden. Da die rein ra-
diale Quellstromung in unserm Falle schon ohnehin tangential zu den
Schaufeln verliuft, so kommt sie fiir die beiden Bedingungen nicht in
Betracht. Man erhalt daher fiir die innere nnd &uBere Zirkulation I",
und I’y folgende beiden Gleichungen

I‘Og____‘li()_wr +F0+Fs_2 mA,,,

ro(A+1)  re(A+1) noo nl gt

I, Ly To+T.
;0"'(’,1—1)+ro(;.—1) 7y =2 2 r)”"“'

Auflésung ergibt
i2—1 - m A, c; m A,
EERY! { "y w%’(—ro)"‘]’ l

[<z+1> e (1 1)5(’_";;‘7':,]-

Da einer vollstindigen Umkreisung in der {-Ebene der nte-Teil einer
Umkreisung in der 2-Ebene entspricht, so gelten in dieser Ebene die
n-fachen Werte fiir die Gesamtzirkulation. Fiihrt man die Koeffizien-
ten B,, ein und beriicksichtigt, dal die Glieder mit m = 24 in beiden
Reihen jedes Ausdrucks gleich werden, so ergibt sich fiir die z-Ebene

‘)nwﬂ: 22 Z‘B"wu l
1

5,,7,;7 ZBM 7232141’[
0

(12)

>

(13)

h

2

4

Bl

(14)

15%
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oder nach (9) und einer von Wellstein angegebenen Umformung

7T

ry @—-1gp de
2awry 2in 12
(1 -|-lcos¢p> e
"
0
= e (15)
nly  p cospde _{_L do ]
2awri =@ 1 12 A=m 1 1-2
1+ — n 14+ = ) "
< +”cos¢p) 0(\ +Mcostp

Fiir 4 und r, kann man ferner den Eintritts- und Austrittsradius 7y

und r, einfiilhren auf Grund der Beziehung

1
[ AV
)

1
7'1:;’“’0<&%1>n; 7'2:l'”“o<

Wenn man wieder %= p einfiihrt, so ergibt sich
2

_ 149,

1—p»
T l— To="s o

- _— (16)
(L +p7) " ,
Wenn [y von vornherein verschwindet, d. h. wenn die Flissigkeit

drallfrei in das Rad eintritt, so bleibt nur die auf den AbfluB sich be-
ziehende Gleichung (13) bestehen, woraus sich dann

r rmd < il (1

Iy mA, 13 _ToH + cosp)de

s S e 7 St .

e n & L

1 1=
. (1 + /t cos tp>
ergibt.
4. Besondere Fille. Wenn eine Schaufel vorhanden ist, so erhilt
man wegen

T

o . 1 _7
6[(1 +;cos¢p>d<p——n, !(1 + u cos<p> cosq)d(p—ﬂ

L, _@®—lp, L _p_ 1 (18)
2n 7} 24 2nwry A ' 2

1+4p 7,1 —p ——— l+p+2Yp
E=1"p" 7'0*“:‘;1__—205 A=p+ 1/:“2““1:%?“3.
Fiir das Potential der Verdringungsstromung hat man, da B, = yu,
By =5 wird

[ mrd 5 . u o
Iﬂ_ﬂ”&—zﬁ+4@—1m4_”wﬁ&—1%+q5—ﬂ§] (19)
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Ist I'y = 0, so erhilt man aus (19) einen Wert von I';, der mit dem
im vorigen Abschnitt ermittelten ubereinstimmt, wenn man dort
o= f§ = 0 setzt.

Um nun den Vergleich mit dem Fall unendlich vieler radial gestell-
ter Schaufeln durchzufiihren, d. h. die Verhéltnisse

r, nl
LY —
(P =00 (n[')n
0/‘9 T i
9]
~zT8
o
N
061
R Nn- 4 |
45 < ]
94 -z
A
™.
i n=1 N
42 N
97 B RS ™
7 ] < \
S
g
097 09z 45 4% g5 08 97 048,49 10
——>p=7

Abb. 130. Giitegrad eines Kreiselrades mit radialen Schaufeln in Abhéngigkeit von der
Schaufelzahl und dem Radienverhiltnis (nach Spannhake).

zu berechnen, bedenke man, daB

1 ; u— 12
ﬂ L= w = (o)1, = 015 p? '/ /\7/47) ,

”

(ro—i—nfs)n w—(rzw)rz—wrouzl/ +—1

/

Daraus erglbt sich dann

I 1/ —1\2
(2’.«wﬂ7~g>n=w:“2 l/ <,u > ’

L (20)
/ u+ 12 ‘u— 1.2
e ol e il
also z. B. fiir den Giitegrad oder die relative Leistungsaufnahme
l
el s L S
NN WA Ly VT
) \‘\1 + Ecos gv) . <1 + —~-cos (p;
0 N 0 i (2])

E— -~ — = 2 -
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Wenn man ¢ und é in Abhéngigkeit von der Schaufelzahl und dem
Radienverhiltnis auftriagt, so hilt man die Kurven der Abb. 130 und 131.
Der Giitegrad ist eine
Zahl kleiner als (1),
die sich mit wachsender
Schaufelzahl der 1 an-
n=1 ndhert. Fiir p=0, d. h.
\ fir radiale, bis zum
Mittelpunkt reichende
Schaufeln stimmen die
Werte von ¢ mit den
] von Kucharski eben-
7 falls durch Reihen be-
stimmten Werten iiber-
ein. Die , Leitzahl* §
ist groBer als 1. Um
denselben Wert von [,
zu erzeugen, miiliten

17

A=
W4

Abb. 131. Die Leitzahl é in Abhingigkeit von der Schaufel- . .
zahl und dem Radienverhaltnis (nach Spannhake). also der Leitapparat mit

flacheren Winkeln gegen
die Umgangsrichtung ausgefiihrt werden, als im Falle unendlich vieler
Schaufeln.
49. Stromung in Achsialturbinen.

Bei einer gewissen Klasse von Turbinen, den sog. Achsialturbinen
resp. Achsialpumpen kann man annehmen, daB das Wasser beim
Durchgang durch die Schaufelkanile im wesentlichen seinen Abstand
von der Drehachse beibehilt. Jedenfalls sind etwa im Falle, daB die
Schaufelhohe klein ist gegen den Durchmesser, die auftretenden Radial-
geschwindigkeiten und ihre Ableitungen so gering gegeniiber den Achsial-
komponenten, da8 die Strémung mit groBer Anniherung in Zylinder-
flichen verlaufend angenommen werden kann. Wenn man einen
Zylinderschnitt im Abstande r fiihrt, wobei Zylinderachse und Rad-
achse zusammenfallen, und den Zylindermantel ohne Unterbrechung
in eine Ebene abrollt, so reihen sich die Schaufelschnitte in endlicher
Folge aneinander, und die auf den Schnitt bezogene Relativstrémung
gegen die Schaufeln ist damit als eine ebene Parallelstrémung gegen das
Profilgitter oder eine Jalousie abgebildet. Wenn der Abstand der
Fliigel groB ist, d. h. nur wenige Fliigel vorhanden sind wie bei Pro-
pellern oder dem Laufrad der Kaplanturbine, so kann man die gegen-
seitige Beeinflussung der Fliigel unberiicksichtigt lassen und unmittel-
bar die Resultate der Tragfligeltheorie verwenden!. Es werden z. B.

! Bauersfeld, Die Grundlagen zur Berechnung schnellaufender Schaufel-
rider. Z. V. d. I. d. Jahr. 1922, S. 461, 616.
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um die Schaufeln wieder zusitzliche Zirkulationen erzeugt, die eine
Druckverschiedenheit auf beiden Seiten und daher eine Kraft hervor-
ruft, die bei Reibungslosigkeit senkrecht zur relativen Parallelstromung
v, orientiert ist und durch vorhandene Wirbelablésung um einen ge-
wissen Gleitwinkel gedreht wird.

Die Aufstellung der vollstindigen Potentialstromung gelingt im
Falle eines ebenen Gitters mittelst der Methoden der konformen Ab-
bildung. Kutta hat zundchst die Losung fiir ein Gitter mit geraden,
zur Gitterachse senkrecht stehenden Schaufeln angegeben! und ge-
funden, daB die Schaufelzone eine Anderung der Stromrichtung be-
wirkt und auf jede Schaufel eine Auftriebskraft wirkt, fiir deren GréfBe
die halbe graphische Summe

1 \
b, = 9 (b1 T be) (1,)

der Geschwindigkeiten vor und hinter der Schaufelzone mafgebend
ist. Es ergibt sich ferner, daB} die durch die Einzelschaufel hervor-
gerufene Beeinflussung der Stromung der Nachbarschaufel stets im
Sinne einer Verkleinerung der Auftriebskraft zu charakterisieren ist.

Neuerdings ist es Konig? gelungen, auch den Fall des schief orien-
tierten Gitters mit den Methoden der konformen Abbildung durchzu-
rechnen, um das Verhdltnis der Tangentialkraft fiir eine gegebene
Gitteranordnung zur entsprechenden Kraft bei dem unendlichteiligen
Gitter zu ermitteln. Wir wollen kurz den Gedankengang der Konigschen
Arbeit besprechen. K onig nimmt an, dal3 eine der parallelen Schaufeln
in die x-Achse und daB die Gitterachse mit der positiven Richtung

der x-Achse den Winkel Z -+ ¢, also mit der y-Achse den Winkel «

bildet (Abb.132). Der Abstand der AN z-Ebene
Schaufeln lings der Gitterachse sei t. '\ \\\

Wenn man dann z um :te¢** vermehrt, \._,‘_VZ_&\

so gelangt man zu einem entsprechen- AN .

den (kongruenten) Punkt in dem be- N\ N oA
nachbarten Streifen. Wenn man durch 05’\,/ N \\/ 1

die Funktion

el “t\\\ E lé\\
{* =g?me (2) \)r—L‘—\ ‘\\\
einen Gitterstreifen auf eine (*-Ebene  Abb.132. Geradliniges Gitter mit
konform abbildet, so iiberdeckt die genelgter Achso nach Konig.
Abbildung die ibrigen Streifen der (*-Ebene so, daB kongruente

U'W. M. Kutta, Uber ebene Zirkulationsstromungen nebst flugtechn. An-
wendungen Sitzungsber. d. Bayr. Akad., Miinchen 1911, S. 1081f.

2 E. Konig, Potentialstromung durch Gitter, Z. ang. Math. Mech. Bd. 2,
S. 422429, (1922).
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Punkte z denselben (*-Punkt liefern. Die (*-Ebene ist unendlich viel-
blatterig. (* = 0 entspricht dem Punkt z = — 0, {* = 00 dem Punkt
z = 0. Fihrt man noch

lné‘*:2n%e‘“x (3)
ein, so sieht man, dal den Geraden
R(nl*) =konst  F(Inl*) — konst (4)

(R und § bedeuten Real- resp. Imaginirteil der Klammerfunktion)
in der {*-Ebene das System konzentrischer Kreise um (* =0 und das
orthogonale Strahlenbiischel, in der z-Ebene dagegen die Scharen der
Geraden parallel und senkrecht zur Gitterachse entsprechen.

Da die Schaufelspuren jede dieser Scharen unter gleichen Win-
keln schneiden, so bilden sie sich auf Stiicke von logarithmischen Spi-
ralen in der Z*-Ebene ab. Diese Abbildung kénnen wir aber nach frii-
herem als Strémung aus einer Wirbelquelle in eine unendlich ferne
Wirbelsenke auffassen. Dieses Gebiet um das Schaufelbild bilden wir
jetzt weiter auf die obere {-Halbebene ab, so daf die Wirbelquelle in den
Punkt ¢ = {,, die Wirbelsenke in den Punkt { = {, riickt (Abb. 133).
Damit die Schaufel in die £-Achse iibergeht, miissen wir die gespiegelten
Singularititen zur Strémung hinzufiigen. Dann lautet die Abbildung

o C=Ca | _aar t=Ca

2= Ofeiemi=le L gmiagnt 50 5
( =0 —10/ ( )

7| &-Evene 2, . ¢« | ¢ Die Pl?nkte entspre‘a-

¢ ‘ chen sich dann, wie
& ~z S —o | 0 | & die Tabelle angibt.

+ o | & dz

£ —1 | 0 Die Ableitung 5z ver-

4 0 | —o | o . . C .
@ . schwindet fiir die bei-
%; den der Vorder- und Hinterkante der

Abb. 133. Konforme Abbildung zur Schaufel entsprechenden Punkte der -
Berechnung der Gitterstromung. . .

Ebene. Wenn wir verlangen, daB der eine

in den Nullpunkt, der andere ins Unendlichferne fillt, so sind da-

durch ¢, und {, bestimmt. Setzt man (, =rge!?%, [, =r,et?,

(o= G = det’ so wird 04 4+ ==n, a+0= —g— Das gibt eine ein-
fache geometrische Beziehung. Die Ableitung wird
: %—%:—Odz— 24‘00505_ _ (6)
‘ C=EE—t) E—LE~

Wenn der Punkt { =0 der Vorderkante entspricht und die Hinter-
kante in den Ursprung z =0 féllt, so erhalten wir fiir die Breite !
der Schaufel

—1=2 C’{cosa In ;:— — (&, — 9,)sin a} . (7
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Das auf cinem geschlossenen Weg um den Punkt {, gefiihrte Integral
cﬁj—; it = Cév2in
gibt ferner im Imagindr- und Realteil den Abstand # und die Staffe-
lung p der Schaufel
h=2nrCcose, p=—2aCsina. (8)
Fiir eine gegebene Schaufelanordnung ergibt sich aus den letzten

Gleichungen mit ¥, + ¥, =a und % __sin(@,—9)

= Sin (9, 1 0) ZW Bestimmung

von &,
/ra
gh '
gV, = — " ctg o (9)
1 ™
wl . sin (% —9)
T =G, e 7 2th)tee, 10)

wobei der Fall ¢, < & auszuschlieBen ist, da hierbei {, oder {;, in die
untere Halbebene fillt. Fiir die praktische Rechnung gibt Kénig fol-
gende Werte an

e g @ k) (s

Ta __ patga _ 5 L <i )
;= 7 5 groB

(11)

in denen b= b die Gittertiefe, ¢ = b die Teilung bedeutet.
COoS o Ccos o
Das Potential fiir die Gitterstrémung, die im Unendlichen eine ge-
wisse Neigung gegen die z-Achse besitzt, hat die Form
PO=WO=Culethi L) el L)
+Cu [ In (¢ — )+ e In (0 — &),
wo u, der Ergiebigkeit der Quelle in ,, w, der Stérke der Senke in {,
proportional sind. Bildet man die Geschwindigkeit
aw’d¢
¢ dz
fir £ = ¢, und { = {,, die den unendlich fernen Punkten vor und
hinter dem Gitter entsprechen, so kommt

v =

Vy=u e 0 g = et gy =u,,  |v|=u,, (13)
woraus man erkennt, daB ¢ und 7 die Winkel zwischen der Zu- und
Abstromrichtung und der Normalen zur Gitterachse bedeuten.

Wie in allen fritheren Fillen, bestimmen wir wieder die Zirkulation
um eine Schaufel aus der Forderung, daB an der Hinterkante ({ = o0)
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dz

die Geschwindigkeit einen endlichen Wert erhalten soll. Da it fiir

{ = o von der dritten Ordnung unendlich wird, so muf} % von der
dritten Ordnung verschwinden. Das gibt nach einfacher Rechnung

%,C08 0 = — U, COST (14)

u, r, cos (O, — 6) = — w,r, cos (P, — 7). (15)

Wenn die Groflen v, und ¢ durch die Anstromgeschwindigkeit

und -richtung gegeben sind, so kann man aus diesen Gleichungen die

Abstromungsgeschwindigkeit und die Ablenkung der Stromrichtung
berechnen. Es ergibt sich dafiir die weitere Gleichung

o 7o\ sin (« -+ o)
tgo»«tgt~—<1—r—b> €08 - C0S 0’ (16)
Wie man ohne weiteres aus (13) und der Bedeutung der Winkel
o und T schlieBt, driickt die Gleichung (14) die Tatsache aus, dal
_ die senkrechte Komponente
-f_‘f.'--’-""V der Geschwindigkeit unver-

3

[~

-
e

99 s dndert bleibt. Bezeichnen wir
Y sie mit v,,, so werden die Tan-

Y7 77 gentialgeschwindigkeiten auf bei-
AT den Seiten in groffem Abstand

(v)y =v,tg7.

/ v,), =0, tgo,
1

% // Wenn man mit % =q-pdie
94 .," in der Zeiteinheit durch einen
. ,/ Schaufelkanal hindurchtretende
¥ / - Fliissigkeitsmasse bezeichnet, so
g it hat nach der allgemeinen Tur-
binenformel die auf diesen Teil
97 R entfallende Tangentialkraft
0 — > == —
% 95 70 75 T'=g0(t, — v, (18)
Abb. 134. Giiteverhiltnis einer Gitterstrémung. =409, (tg 0 — tg 1) °

Nennen wir (7') die fiir den Grenzfall —;lb— = oo giiltige Kraft, so wird

T To
=1 —
() T

Wir haben in der Abb.134 nach Konig fir den Fall den Wert

dieses Giiteverhiltnisses in Abhingigkeit von % aufgetragen fiir die

Schaufelwinkel ¢ == 159, 300 und 45°, Weiter kénnen wir die Tangential-
kraft mit der Auftriebskraft A4 vergleichen, die eine einzige Schaufel bei

(19)
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derselben Anstromung und glattem AbfluB hervorrufen wiirde. Nach
der allgemeinen Tragfliigeltheorie ist

b Usn 2, 5
A =amp v <GOS 6> sin(e + o). (20)
Wegen ¢ == {v,, ergibt sich also
. o 7.\ 8in (¢ -+ o)
T = otvn (.1 - rb> COS o COS 6 (18 a)
ra)\ ¢
r (1) -
A amcose

Fiir den Fall 0 = 0 erhalten wir z. B. bei Benutzung von (11) bei

. b
kleinem 7

T 4 b | /mb\?

200s2¢
AT T kﬂ) <1 + 3cos27cé> ) (22)

Mit groBer werdendem Schaufelabstand ¢ nahert sich das Ver-
héltnis, wie vorauszusehen war, der Einheit.

Wenn man die vorhergehenden Betrachtungen auf krummlinige
Schaufeln mit endlicher Dicke ausdehnen will, hat man als Bild der
Schaufeln in der {-Ebene eine Gerade zu wihlen, die an dem Nullpunkt
vorbeigeht. Bei der Aufstellung der Stromfunktion hat man die Spiege-
lung der singulédren Punkte £, und ¢, an dessen Geraden vorzunehmen.

Die fiir glatten Abflufl an der Hinterkante und stoBfreiem Eintritt
sich ergebenden Werte fiir die Winkel ¢ und 7 sind in der Konigschen
Arbeit angegeben.

50. Der Ansatz von Sorensen fiir gekrimmte Schaufelspuren.

1. Mit Hilfe der Konigschen Abbildung gelingt es nun auch, wie
E. Sorensen? gezeigt hat, die DurchfluBstromung durch ein Kreisel-
rad zu bestimmen, dessen Schaufelprofile durch Stiicke von logarith-
mischen Spiralen dargestellt sind. Die Funktion
J =i E it W
bildet zunichst die reelle Achse der -Ebene auf ein Konigsches Gitter
ab, dessen Abmessungen durch die Gleichungen (9) und (10) des Ab-
schnittes 49 bestimmt sind. Durch die Transformation
2 == el (2)
wird ferner das Gitter um den Winkel x im Uhrzeigersinne um den Null-
punkt gedreht und durch die weitere Transformation
z* = ¥ (3)

1 E. Sérensen, Potentialstréomungen durch rotierende Kreiselrider. Z. ang.
Math. Mech. Bd. 7, S. 89—106. April 1927.
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wird ein Streifen parallel der #”-Achse von der Breite 2 & auf ein Blatt

der z-Ebene abgebildet. Da die Parallelen zur reellen x’-Achse, welche
| die Gittergeraden unter dem Winkel
|

aschneiden, indie Strahlen durch den
| 2 Ebene Nullpunkt der z*-Ebene iibergehen,
so erhalten wir als Bildkurve des

| ! Z*~Fbene

_H&___ ny
| |
| |
| Y ,
\E : ) !

Al
iz =1

Abb. 1353 und 185b. Konforme Abbildung zur Berechnung der Stromung durch ein Kreiselrad.

Gitters eine logarithmische Spirale, und zwar entspricht der rechte
Endpunkt der Gitterstibe dem Punkt z, =1, der linke Endpunkt
dem Punkt z, = e~t¢ "

Entsprechend dem Spann-
hakeschen Ansatz kann man jetzt

wieder durch die Transformation

2= (). (4)
das eine Spiralstiick der z*-Ebene
in n-Spiralstiicke der z-Ebene auf-

— spalten, die wie die Schaufeln eines
Kreiselrades angeordnet sind. Die
Spurpunkte der duBeren und in-
neren Schaufelkanten haben die
Koordinaten

2k
2 — ¢ %:Z (k=0,1,2...(n—1));
! ) _loosa i@sinat2i

Abb. 136. Kreiselrad mit logarithmisch 2, =8 % .g n
gekriimmten Schaufelspuren (nach Sérensen). 1

| z-Ebene

Wenn man die Abbildungen
(1) bis (4) zusammenfaBt, so ergibt sich die Funktion

- 1 —ja
— C;C" . . C_E" —ia n?

=2 =) ®)

durch welche die reelle Achse der {-Ebene auf einen n-teiligen Schau-

felstern in der z-Ebene abgebildet wird. Damit kann man aber das

Potential W, der DurchfluBstromung, die aus einer Wirbelquelle im
Punkte z = 0 herrithrt und in eine Wirbelsenke im Unendlichen miindet,
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ohne weiteres anschreiben. Da die Punkte { =, und = {, den
Punkten z = 0 und z = o entsprechen, so haben wir

Wy () =Ll ¢ — gy + 45 o g — L)
i - gai _ (6)
— L o ¢ )+ 4 e m e — £

wenn ¢ die Ergiebigkeit der Quelle im Ursprung der Ebene des Rades,
I’y die innere und I', = Iy, + n[, die duBere Zirkulation des vom
Laufrad abflieBenden Wassers bedeutet.

2. Das Potential fiir die Verdringungsstrémung wird dadurch er-
mittelt, da man auf der Schaufelkurve, resp. deren Bildgeraden in
der ¢ Ebene eine Quell- resp. Senkenverteilung aufsucht, welche an
jeder Stelle eine den Randbedingungen geniigende Normalkompo-
nente der Geschwindigkeit liefert. Jede Quelle oder Senke auf der
reellen (-Achse, die als Bild der Schaufel erscheint, macht die Achse
selbst zur Stromlinie, ruft also nur an dem Ort, wo sie sich befindet,
eine Normalkomponente der Geschwindigkeit hervor. Die Grofle die-
ser Geschwindigkeit ist, wie sich leicht zeigen 1aft, proportional der
Quellstirke in jedem Punkt der Achse.

In der Tat ergibt sich durch eine Grenzbetrachtung, die hier nicht
durchgefiihrt werden soll, aus dem Potential

+ oo
W:ljm)m(c—ndz

24

dem die Geschwindigkeitsfunktion
= 1 pfdl

lim [lim ¢,] = /(1) .

n—>0 &—1

entspricht!

Die auf die ¢-Ebene iibertragene Randbedingung lautet daher
dz
482
Wenn man die Beziehung (5) benutzt, erhdlt man durch eine etwas
umsténdliche Rechnung, die wir hier nicht reproduzieren wollen

Cp == Uy

dz |
=w|z|cosa¥ﬂ‘:=l.

1 E(1-!-cos2oz) %vsinZa kl .
ea(l) = ocosapu) ¢ (R e (O

! Haben wir z. B. eine gleichméaBig starke Quellstrecke, so wird

™ In —C— , also cy=c¢c, =L m.
n {—a

a
. m . _
W _~;f]n(5—— al, o;—icy =
0
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1— ¢,
1—§&
k=[cos a (& — & + 7g— n3) — 2sind (5,7, — &, 74)]

gesetzt ist. Mit der damit in Abhéngigkeit von [ als bekannt anzu-
sehenden Funktion ¢,, lautet das Potential der Verdrangungstromung

l“‘Ca

v = .e’i"
Vo =5, u )

:M.e_i"'

W)=+ [ealhy In ¢ —D)dl. (8)

7T
— 00

Die in dem Gesamtpotential
W ()= W() + Wy(¢) 9
enthaltenen GroBen, die Drehgeschwindigkeit, die Wassermenge ¢ und

die Zirkulationswerte kann man wieder den beiden Bedingungen des
tangentialen oder stoBfreien Eintritts und des tangentialen Abstro-

- unendlich von der
dz ¢

=

mens von den Schaufeln anpassen. Da

ersten Ordnung wird, so muB} i“w von der 1. Ordnung verschwinden.

d¢

Durch Zerlegung nach fallenden Potenzen von { erhilt man als Ein-

trittsbedingung
_ 6+ Lum,

3

by lydl
wo NZ :j—-—c"(l)
—0c0

qsa_rona +N2:0’ (10)

gesetzt ist. Ebenso fithrt die Austrittsbedingung, nach der % und

AW,
dg

von der 3. Ordnung zu Null werden miissen, mit der Abkiirzung

+ o
Ny= [, ()idl
Lo
auf die Gleichung
9€a—Lona—q&,— 'y + Ny=0. (11
Um die Winkelgeschwindigkeit  hervortreten zu lassen, bezeichnen
wir mit c;, N ;, N; die auf w = 1 sich beziehenden GréB8en. Bei drall-
freier Zustrémung des Wassers (I"y =0, nl, = I', = I') wird dann
Q(éar%_cb)—rnb +wr§N;=0, (12)
1(€.—&)—I'ny+oN,=0, (13)
woraus mit
£g+ 77§=7‘3=1 s ﬁa=n_ﬁb s gara:—'gb sy Hag Ty =1

5b7b+$a . = (Eb_éa)(N:—'rsz,)
— N{+ Ny T =+ wm.

sich ergibt. Das Verhéltnis des von der Pumpe aufgenommenen Dreh-

W= (14)
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moments bei einem 7n-teiligen Kreiselrade zum Drehmoment bei unend-

licher Schaufelzahl wird also in diesem Falle
8:7£= ’I’LFR7=777¥-(§b_5a)(N1,_rbN2’) (15)
(M) 270 —qtga 7. [(Esrs + &) 2 —ntga(N]{ + 13N
Durch die Wahl der Gréfien o, £, und {, erhédlt man Schaufeln mit
einem bestimmten Uberdeckungsver-

haltnis m =%. Wenn der aullere

Radius des Schaufelkranzes r, =r,
= 1 gesetzt wird, so dndert sich
ry mit ». Im Grenzfalle n = o0
wird 7, = r,. Fir die recht miih-
same Zahlenberechnung legt S6ren-
sen die Werte o =60° m = 1,31
zugrunde und erhdlt damit ver-
schiedene Fille von Laufrddern,
von denen zwei (n=6,12) hier ab-
gebildet sind (Abb. 136, 137). Die
sonst noch in der Abbildung vorkom-

menden GroBen erhalten die Werte Abb. 137. Kreiselrad mit 12 Schaufeln
(nach Sorensen).
l 2m

h~ sin2a
L, =et@=) =372 6.l
£,=—0865, #5,=—0,502, §=3223, x,=187]1.

Die fiir die Pumpe wichtigen GréBen N; N, r, und &, von denen
die beiden ersten durch Planimetrieren berechnet werden miissen, sind
in der beifolgenden Tabelle enthalten:

=3,03, ¢,=30°8, r,=3726, r,=1,

n N/ \ N, 7 &

1 445 ‘ 0,01445 0,0085 0,377

2 310 i 0,0569 0,0923 0,514

3 242 0,1025 0,2042 0,579

6 150,7 0,152 0,4545 0,679
12 83,8 = 0,1447 0,672 0,685
24 44,9 | 0.,0957 0,8198 0,704

Den Grenzwert des Quotienten & fiir n == 00, der zuniichst in un-
bestimmter Form erscheint, bestimmt man durch verhéltnismaBig
schwierige Umformung der vorkommenden Integralausdriicke zu

M

Man erkennt also, daB die Leistungsaufnahme einer Pumpe mit

der Anzahl der Schaufeln zunimmt, aber immer kleiner bleibt als

der Eulersche Grenzwert.
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