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Das lokale  S ternsys tem.  

Von FRIEDRICH BECKER~ ~onn. 
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In den neueren Vorstellungen vom Aufbau des Universums spielt der 
Begfiff des lokalen Sternsystems eine bedeutende Rolle, die Ansicht, dab 
die Sterne in der Umgebung der Sonne im Rahmen des Gesamtsystems 
eine besondere, in sich geschlossene Gruppe bilden. Eine genaue Defini- 
tion des lokalen Systems sucht man aber in der Literatur vergebens, 
weiI fast jeder Autor etwas anderes darunter versteht. Es gibt keine 
einheitliche Auffassung yon seiner Struktur und Ausdehnung, ja, wir 
wissen nicht einmal sicher, ob es fiberhaupt existiert. Diese Lage der 
Dinge bietet Anlal3 genug, das Problem des lokalen Sternsystems einmal 
im Zusammenhang zu iiberprfifen, um so mehr, als heute in der Stellar- 
astronomie nach den Jahren raschen Vorw~irtsdr~ngens eine Zeit kfiti- 
scher Besinnung anzubrechen scheint. 

Der Leser m6ge jedoch nicht eine ersch6pfende Bibliographie er- 
warren; vielmehr werde ich, dem Programm dieser ,,Ergebnisse" 
folgend, haupts~chlich solche Untersuchungen heranziehen, die ffir die 
gedankliche Entwicklung der Frage besonders charakteristisch und ffir 
die kfinftige Problemstellung wichtig sind. 

I. Vorgeschichte. Als erster hat JOHN HERSCHELZ auf eine Zone 
heller Sterne aufmerksam gemacht, welche die MilchstraBe zwischen ,/ 

x Astr. Obs. 385 (1847). 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI.  I 
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Argus und a Crucis kreuzt. Er  glaubte diese Zone l~ings eines gr6Bten 
Kreises verfolgen zu k6nnen, der gegen die Ebene der Milchstral3e urn 
etwa 20 o geneigt ist, und betrachtete sie als eine untergeordnete, streifen- 
oder schichtf6rmige Anh~ufung yon Sternen, zu der auch unsere Sonne 
geh6rt. 

Ausfiihrlicher hat sp~ter B. GOULD~ diese Erscheinung untersucht ,  
die nach ihm als GOULDscher Giirtel bekannt  geworden ist. GOULD land  
den Giirtel heller Sterne besonders deutlich ausgepr~igt im Zuge der  
Sternbilder Taurus, Orion, Canis major, Carina bis Scorpius, aber k a u m  
erkennbax in Ophiuchus und Herkules. Er  schlol3 daraus, dab die Sonne 
sich nicht ira Mittelpunkt des Ringes befinde, sondern nahe dem Rande,  
in Richtung eben dieser beiden Sternbilder. Der Gtirtel schien auch kein 
gr6i3ter Kreis zu sein; zieht man parallel zu ihm am Himmel einen GrolL 
kreis, so liegt die Ebene des Giirtels urn nicht ganz 3 o sfidlich der des 
gr60ten Kreises. Der Nordpol des Gtirtels hat  nach GOULD und seinen 
Mi ta rbe i te rn  die Koordinaten I I  ~ 25 ~, +300.  Urn zu priifen, ob auch 
schw~ichere Sterne mit dem Giirtel verkniipft  seien, zog GOULD alle Sterne 
bis zur 4. Gr6ge heran, berechnete fiir jeden Stern seine Winkeldistanz 
in Graden sowohl vom Gtirtel wie v o n d e r  Ebene der MilchstraBe und  
bildete die Quadratsumme jeder der beiden Arten yon Winkeldistanzen. 
Es ergab sich: 

Zahl der Sterne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  527 
Summe der Distanzen vom G/irtel . . . . . . . . . . . . . .  142100 

. . . . . .  yon der MilchstraBe . . . . . . . . .  149720 

. . . .  Quadrate der Distanzen yore G~rtel . . . . .  627 5780 

. . . . . . . . . .  yon der MilchstraBe 6536o20 

Aus dem Vergleich dieser Zahlen zog er den SchluB, dab die Syln- 
metrieebene der Sterne heller Ms 4. Gr6Be eher dem G~rtel als der Milch- 
straBe zu neige, und dab diese Sterne innerhalb des galaktischen Systems 
eine Gruppe fiir sich bilden. Die Anzahl der Sterne, die zu dieser Gruppe 
geh6ren, sch~tzt GOULD auf alm~ihernd 500. Die Neigung des Gtirtels 
gegen die MilchstraBe betr~igt nach der oben angegebenen Position 
seines Poles rund 18o; die Schnit tpunkte der beiden Ebenen liegen in 
den Sternbildern Crux und Cassiopeia, ihre gr6Bte Abweichung zwischen 
5 ~ und 6 ~ und zwischen I7 ~ und I8" Rektaszension. 

Fast  30 Jahre  sp~iter kam S. NEWCOMB 2 wieder auf die Sache zurtick. 
Ankn/ipfend an die Untersuchungen GOULDS iiber die Verteilung tier 
527 Sterne bis zur 4. Gr6Be hinsiehtlich des Giirtels und der MilchstraBe 
best immte er zun~ichst ganz allgemein die Quadratsumme der Distanzen 
einer gegebenen Anzahl N zuf~illig verteilter Sterne von einem beliebigen 
gr6Bten Kreis am Himmel und land fiir N - - 5 2 7  die Quadratsumme der 
Distanzen zu 8085o0o. Diese Zahl ist soviel gr6Ber als beide yon GOULD 

x Uranometria Argentina 355 (1879). 
2 Contributions to Stellar Statistics I. Washington 19o 4. 
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erhaltenen Quadratsummen, dab die Neigung der Sterne, sich gegen den 
Gtirtel o d er  die galaktische Ebene zu konzentrieren, deuttich hervortr i t t .  
Dagegen halt  NEWCO,XB es nicht ffir erwiesen, dab sich in der von GOULD 
festgestellten leichten Bevorzugung des Gfirtels eine allgemeine kosmische 
Gesetzm/iBigkeit ausspricht; vielmehr sieht er darin die Wirkung einer 
lokalen Anh/iufung heller Sterne in der Oriongegend, etwas abseits der 
MilchstraBe. 

Sodann gibt NEWCOMB nach einer eigenen Methode eine verbesserte 
Best immung der Hauptebenen der helleren und hellsten Sterne, fiir 
deren Pole er folgende Koordinaten findet: 

A.R. Dekl. 
aUe Sterne bis 2T5 . . . . . . . . . . . . . . . .  181, 02 + 17,°4 

. . . . . .  3~5 . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ 8o°,o +2~5 
,, mit bloBem Auge sichtbaren Sterne . . 18o,0o +2I°~5 

Zum Vergleich seien noch hinzugefiigt: 

P o l d e r  galaktischen Ebene nach NEWCOMB 191°1 +26,°8 
,, des Gouldschen G/irtels nach GOULD . I7I~2 +3 °0 

Der P o l d e r  mit  bloBem Auge sichtbaren Sterne liegt etwa IO 0 vom 
galaktischen Pol entfernt, aber so nahe dem P o l d e r  Hauptebene der 
Sterne heller als 3,5,  dab auch NEWCO~B dem Gedanken eines Zu- 
sammenhanges aller helleren Sterne unter sich und einer Abweichung 
ihrer Hauptebene v o n d e r  galktischen Ebene Raum gibt. 

Das Problem wurde nun in dieser Richtung zun/ichst nicht weiter 
verfolgt, da in der Stell~astronomie eine Richtung aufkam, die alle Be- 
sonderheiten im Aufbau des Sternsystems eiller m6glichst einfachen 
mathematischen Darstellung zuliebe nivellierte. Einen neuen AnstoB 
gaben erst wieder die Untersuchungen CHARLIERS fiber die B-Sterne, 
obwohl sie ursprfinglich gar nicht als Beitrag zu unserer Frage gedacht 
waren. Ihnen ist der n~icbste Paragraph gewidmet. 

2. Charliers System der B-Sterne.  Es sei eine Gruppe yon Sternen 
gegeben, die alle dieselbe absolute Helligkeit haben. Die Entfernung r 
jedes einzelnen Sternes wird durch seine scheinbare Helligkeit m u n d  
einen Parameter  R bestimmt, derart,  dab 

r = R -  I O  . . . .  ( I )  

Der Parameter  R bedeutet nichts anderes als die Entfernung eines 
Sternes von der scheinbaren Helligkeit m = o , o ;  anders ansgedrtickt, ein 
Stern yon der scheinbaren Helligkeit m wird, in die Entfernung R versetzt,  
die scheinbare GrSBe o,o annehmen. CHARLIER ging nun davon aus, dab 
bei den ,,friihen" Spektraltypen die Streuung der absoluten Helligkeiten 
verh/iltnism/iBig gering ist, ffir Sterne einer solchen Gruppe also unter  
Annahme eines gemeinsamen mittleren Wertes ftir R die Einzelent- 
fernungen r berechnet werden kSnnen. Besonders geeignet erschienen 
ibm daffir die Sterne der Spektralklasse B bzw. deren einzelnen Unter-  

1" 
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abteilungen B o, B I,  B 2, B 3, B 5 nach der HARVARD-Klassifizierung. 
Seine MethodeL ffir jede dieser Spektralgruppen den Parameter  R zu 
berechnen, grfindet sich auf die Sterne, deren Eigenbewegungen und  
Radialgeschwindigkeiten bekannt sind. 

Es  seien U, V, W die Geschwindigkeitskomponenten eines Sternes 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit  der Z-Achse (W) in der 
Gesichtslinie, der X-Achse in der Richtung wachsender Rektaszensionen, 
und der Y-Achse in der Richtung wachsender Deklinationen. Sind 
u = L] a cos ~ und v = A ~ die Eigenbewegungen in Rektaszension und 
Deklination, so gilt 

U = r.  u und V = r . v (2) 

oder mit  den Abkfirzungen u ' = I O  . . . . .  u und v ' = I O  . . . . .  v' nach G1. (i) 
U = R . u '  V = R . v '  (3) 

Sind ferner U", V", W"  die Geschwindigkeitskomponenten desselben 
Sternes in dem gewShnlichen ~iquatorialen Koordinatensystems, gzy die 
Richtungscosinus, so haben wir 

U---- g,, U" + g~, V" + g3~ W "  
V =  g~,U" + g~, V" + g3~W" (4) 

W = g~3U"+ g~3 V " +  g33W" 

Die Richtungscosinus h~ingen nur yon der Rektaszension und DeMination 
der Sterne ab, kennt man auBerdem die reduzierten Eigenbewegungen 
u', v' und die Radialgeschwindigkeiten W, so lassen sich mittels dieser 
Gleichungen die Werte U", V", W",  d .h .  die mittleren Geschwindig- 
keiten der B-Sterne in Bezug auf die Sonne berechnen. Die beiden ersten 
Gleichungen (4) liefern uns diese Werte als Funktionen von R, die dri t te  
in linearem MaBe; die Kombination der beiden Wertsysteme gibt also 
den Parameter  R. Die Rectmung liefert fiir die einzelnen Spektral-  
gruppen folgende Werte des Parameters  R" und der absoluten Hellig- 
keit M 

Bo R = 2,67 M = - 2,I3 
B i 7,36 - 4.33 
Be 7,36 - 4,33 
B 3 3,42 - 2,67 
B 5 3,73 - 2,86 

Mittels der Gleichung (I) k6nnen nunmehr die r~tumlichen Koordi- 
naten der einzelnen Sterne best immt werden. Es ergab sich, dab die 
damals bekannten 751 B-Sterne ein stark abgeplattetes System bilden, 
dessen Pol die Koordinaten 

A R  I2~I774 = I84~34; Dekl. + 28~74 

x Meded. Lunds Astron. Obs. I916, Nr 14. 
2 Bei CHARLIER ausgedrfickt in Siriometern; i Sirloin. = 5 Parsek, ent- 

spricht einer Parallaxe yon 072. 
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hat. Die Ausdehnung des Systems ist in Richtung der Hauptebene rund 
dreimal so groB wie polw~irts; die Sterndichte betr~igt im Zentrum 2 Sterne 
pro IOOOOO Kubikparsek und nimmt nach auBen bin allm~ihlich ab. Die 
Sonne selbst steht nicht weit v o n d e r  Mitte des Haufens. 

Zehn Jahre sp~tter~ wiederholte CHARLIER die ganze Untersuchung 
mit Berficksichtigung der inzwisehen neu hinzu gekommenen B-Sterne; 
insgesamt standen diesmal 3674 Sterne zur Verffigung. Die in einigen 
Punkten modifizierte Berechnung yon R ergab folgende, nach der schein- 
baren Helligkeit der Sterne etwas verschiedene Werte: 

m <6,0 6,0< m ~8 ,o  m >8,0 
Bo 4,5 4, 2 3, 8 
BI 7,6 7,o 6, 4 
B2 5,5 5, ° 4,6 
B3 3,5 3,25 3~ 
B5 3,0 2,75 2,5 

Die Resultate fiir B o sind ziemlich unsicher und deuten darauf hin, dab 
die in dieser Spektralgruppe enthaltenen Sterne hinsichtlich der abso- 
luten Helligkeit nicht homogen sind. Im fibrigen best~tigt die zweite 
Untersuchung im groBen und ganzen die Ergebnisse der ersten. Das 
Zentrum des Systems liegt etwa 65 Parsek yon der Sonne entfernt in 
galaktischer L~tnge 243°,9 und galaktischer Breite --I3~8 in Richtung 
des Sternbildes Carina. Die Sonne befindet sich nicht genau in der 
Zentralebene, sondern 16 Parsek n6rdlich davon, wobei unter Norden 
diejenige Seite zu verstehen ist, auf der der galakfische Nordpol liegt. 
Beiderseits der Zentralebene nimmt die Sterndichte ziemlich rasch und 
gleichm~/3ig ab, dagegen ist der Dichteverlauf in dieser Ebene viel un- 
regelm~13iger und durch mehrere lokale H~ufungsstellen gest6rt. Sotche 
untergeordnete Sternansammlungen sind z. ]3. die Oriongruppe in galak- 
fischer L~nge 18o o und 250 Parsek Entfernung, die Scorpinsgruppe in 
3000 L/inge und IOO Parsek Entfernung und die Carinagrnppe in 250o. 
Beschr~nkt man sich auf die Sterne bis zur scheinbaren Helligkeit 8,~o, 
d. h. his zu der Grenze, innerhalb derer alle B-Sterne bekannt sind, so 
erh~lt man als Durchmesser des Systems in der Hauptebene rund 25o0 
Parsek. 

3. Stand der Frage um x916o Als CHAI~LIER seine erste Unter- 
suchung fiber die B-Sterne ver6ffentlichte, war in der Stellarastronomie 
yon einem besonderen System der helleren Sterne kauln noch die Rede. 
Die damaligen Methoden, den Aufbau des Sternsystems zu erforschen, 
beruhten fast ganz auf Abz~hlungen der Sterne nach Gr6Benklassen, 
weil die scheinbare Helligkeit das einzige Datenmaterial war, das ffir 
schw~ichere Sterne zur Verffigung stand. Das beobachtete Anwachsen 
der Sternzahl mit abnehmender Helligkeit bedeutet, dab immer ent- 
ferntere, daneben aber auch immer lichtschw~ichere Sterne erfaBt werden. 

Meded. Lunds Asfron. Obs. I926, Nr 34. 
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Unter  Annahme bestimmter Verteilungsgesetze ftir die Leuchtkr~ifte der  
Sterne suchte man diese beiden Ursachen zu trennen und den Verlauf 
der Sterndichte mit der Entfernung zu bestimmen. Anstatt  abet das 
System, dessen komplizierte Struktur sich deutlich genug in dem unregel- 
m~iBigen Geffige der MilchstraBe auspr~igt, in seinen einzelnen Teilen zu 
untersuchen, bemtihte man sich zun~ichst, den Aufbau des ganzen 
Systems in ein oder zwei Formeln zu fassen, und das war nur mSglich, 
wenn man an die Stelle der Wirklichkeit ein vereinfachtes Modell setzte, 
in welchem die r~iumliche Sterndichte eine eindeutige Funktion der En t -  
fernung und der galaktischen Breite ist. Das Ergebnis war kaum mehr  
als eine Fiktion, ein ellipsoidisches System, in dem die Sterndichte v o m 
Zentrum, das man in die N~ihe der Sonne verlegte, nach allen Seiten 
gleichm~il3ig abnimmt, aber in Richtung der galaktischen Ebene lang- 
samer als senkrecht dazu. Nimmt man als Grenze des Systems die En t -  
fernung an, in der die Sterndichte auf einen gewissen Minimalwert, e twa 
ein Hundertel  der Dichte im Zentrum, gesunken ist, so ergibt sich der  
Durchmesser in der Mittelebene, die als identisch mit der galaktischen 
Ebene gedacht ist, zu 2o00--3000 Parsek. Dieses Gebilde galt als das 
Sternsystem schlechthin; es sollte in sich abgeschlossen sein und alle be- 
obachtbaren Sterne umfassen. 

Auch CHARLIER blieb bei dieser VorsteIlung; nur suchte er sich an- 
s tat t  auf summarische Sternz~ihlungen auf die individuellen Entfernungen 
mSglichst vieler Einzelsterne zu stiitzen, und dafiir boten eben die B-  
Sterne das geeignete Material. Die sp~iter auftauchende Idee, dab die B-  
Sterne auf die Existenz eines lokalen Untersystems hindeuten kSnnten, 
wird von ibm in keiner der beiden Untersuchungen erwiihnt, vielmehr 
sah er in der Anordnung der B-Sterne ausdrficklich eine Art Skelett des 
ganzen Sternsystems, das durch ~hnliche Untersuchungen an Sternen 
anderer Spektralklassen zu erg~inzen sei. Deshalb legte er auch auf die, 
freilich nicht grol3e Abweichung des Poles der B-Sterngruppe vom galak- 
tischen Pol kein Gewicht, sondern land im Gegenteil die iJberein- 
stimmung der beiden Pole befriedigend. 

Die Hypothese des lokalen Sternsystems schien also nach einem 
kurzen Anlauf wieder in Vergessenheit geraten zu sein, als sie im Jahre  
1918 von H. SI-IAPLEY, und diesmal klarer formuliert, erneut zur Er-  
6rterung gestellt wurde. 

4. Das lokale Sternsystem nach  Shapley x. Mittels der Perioden- 
Helligkeitsbeziehtmg der 8 Cephei-Sterne war es SHAPLEY gelungen, die 
Entfernungen einer gr6Beren Anzahl yon kugelf6rmigen Sternhaufen zu 
bestimmen und damit die r~iumliche Anordnung dieser Objekte zu stu- 
dieren. Es ergab sich, dab die kugelf6rmigen Sternhaufen in ihrer Ge- 
samtheit  ein schwach ellipsoidisches System bilden mit einem gr613ten 

Mr. Wilson Contrib. xgx8, Nr 157. 
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Durchmesser yon ann~ihernd IOOOOO Parsek. Aus der Tatsache, dab die 
Symmetrieebene dieses Systems sehr nahe mit der galaktischen Ebene 
zusammenf~llt, schlol~ SHAPLEY, dab sich in der Anordnung der kugel- 
fSrmigen Sternhaufen die Umrisse das galaktischen Sternsystems fiber- 
haupt abzeichneten, dessen Ausdehnung dann also bedeutend grS/3er war, 
als man his dahin angenommen hatte. Aus der asymmetrischen Ver- 
teilung der Kugelhaufen in galaktischer L~nge war ferner zu entnehmen, 
dab sich die Sonne welt augerhalb des Systemzentrums befinde, welches 
SHAPLEY in die Richtung verlegte, wo sich die meisten Sternhaufen zu- 
sammendr~ingen, d.h. in der sternreichen Scorpius-Sagittariusgegend 
in galaktischer L~inge 325 o, RA I7~ 5, Dekl . - -3o  °, rund 2oooo Parsek 
vonde r  Sonne entfernt (Abb. I). Die Hauptmasse der Sterne befindet 
sich unregelm~Big verteilt in 
etwa 3ooo Parsek Dicke, 
das seinerseits yon KugeI- 
sternhaufen nahezu frei 
ist. Die Milchstral3e wird 
in der Hauptsache als op- ~8oo 
tisches Ph~inomen auf- 
gefaBt, dessen Intensit~it 
yon der Sterntiefe ab- 
hangt; ihre Lichtschw~iche 
in der dem Zentrum ent- 
gegengesetzten Richtung 
zwischen 90 o und 18o o 
L~inge erscheint dann 
als Wirkung der exzentri- 

einem schmalen ~_quatorialsegment von 

90 o 
\ i • ~ ® / 

Qo 

) 

m 
2 70 ° ,Scorpio 

Abb. i .  Das  System der Kugelsternhaufen~ projiziert auf  die 
galaktische Ebene. Die gal. Liinge ist yon 3o zu 3 °0 marklert.  
Das lokale System liegt ganz innerhalb des kleinsten Kreises, 
dessen Radius xooo Parsek betr:2gt. Die  grSi3eren Kreise sind 

s c h e n  P o s i t i o n  d e r  S o n n e  mlt  Halb . . . . . . .  die um j . . . . .  Parsek . . . .  h . . . . . .  die 
Sonne gezogen. (Nach H.  SHAFLEV, Mt. Wilson Contrib. Nr .  x57.) 

(Abb. 2). 
Die Sterne in der Umgebung der Sonne, auf die sich die frfiheren 

Untersuchungen allein bezogen hatten, bilden also nach SHAPLEYS Auf- 
fassung nur einen kleinen Teil des ganzen Sternsystems. Andererseits 
erwiesen sich nach CHARLIERS Untersuchungen die B-Sterne in diesem 
Raume als geschlossenes System um ein Zentrum, dessen Richtung yon der 
des galaktischen Zentrums nach SHAPLEY um fast 9 °o abweicht. SHAPLEY 
vereinigte die beiden Aspekte, in dem er die B-Sterne als Skeletteines 
lokalen Sternsystems annahm, so wie CHARLIER sie als Kern des ganzen 
Systems betrachtet hatte. Dieses lokale System soll abet nicht isoliert 
im Raume liegen, sondern es bewegt sich als dynamische Einheit in be- 
stimmter Richtung durch das grSBere System hindurch. Damit soll 
gleichzeitig das Ph~nomen der beiden sich entgegengesetzt durch- 
dringenden SternstrSme in die Theorie einbezogen werden. Die Sterne 
in der Umgebung der Sonne (d. h. etwa innerhalb IOOO Parsek) zerfallen 
nach dieser Vorstellung in zwei Katagorien, n~tmlich I. Glieder des all- 
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gemeinen galaktischen Systems, in Bewegung, Verteilung, Helligkeitusw. 
v o n d e r  Art, wie sie in dem Aquatorialsegment vorherrscht; diese be- 
zeichnet SHAI'LEY als Feldsterne; 2. Glieder des lokalen Systems. Zu 
diesen gehSren fast alle B- und die Mehrzahl der A-Sterne heller als 
7. Gr6Be, ferner •in groBer Prozentsatz der r~Steren Sterne innerhalb 
300--400 Parsek v o n d e r  Sonne. 

Die Hypothese gewinnt eine Stfitze, wenn die von CHAI~LIER ge- 
fundene, aber nicht weiter verfolgte Abweichung des Poles der B-Stern- 
gruppe vom galaktischen Pol reell ist. Es gelang SHAPLEY, ZU zeigen, 
dab die Abweichung gr6ger wird und sich viel klarer auspr~igt, wenn 
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Abb. a. Projektion des Systems der Kugetstemhaufen auf eine Ebene senkrecht zur galaktlschen 
Ebene~ die die Verbindungslinie yon der Sonne (,<) zum Zentrum des Systems enthiilt. 0rdinaten 
sind Rsinff~ Abszissen Rcosffcos(3 . - -325°);  Einheit der Enffernungist  ein Parsek. (Nach H. SHAPLEY, 

Mr. Wilson Con•rib. Nr. z6z.) 

man sich auf die helleren, d .h .  n~iheren B-Sterne, beschr~inkt, deren 
Zugeh6rigkeit zum lokalen System am wahrscheinlichsten ist. FaBt man  
die 356 Sterne nach Intervallen von je IO 0 galaktischer L~inge zusammen 
und bildet fiir jede dieser Gruppen die mittlere galaktische Breite, so 
erhiilt man das Diagramm Abb. 3, in dem die Neigung der galaktischen 
Ebene gegen die des Systems der B-Sterne deutlich zum Ausdruck 
kommt. Ffir den P o l d e r  Symmetrieebene der B-Sterne findet man die 
Koordinaten A R  I78O, Dekl. +31°,2; die Neigung der beiden Ebenen 
ergibt sich aus der Semiamplitude der Sinuskurve Abb. 3 zu 12% die 
Knoten liegen bei 700 bzw. 25 °o galaktischer L~inge. 

In den letzten IO Jahren wurde besonders am HARVAI~D-Observa- 
torium viel Miihe darauf verwendet, das eigentliche Fundament der 
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SHAPLEYschen Ideen, die Perioden-Helligkeitsbeziehung der 6 Cephei- 
Sterne, noch fester zu begriinden, iJber diese Arbeiten berichtet SHAPLEY 
ausftihrlich in seinem Buche ,,Star Clusters" (193o). Die aus den neuen 
Daten abgeleiteten MaBverh~iltnisse des MilchstraBensystems unter- 
scheiden sich nicht viel yon den friiher angenommenen Werten. Der 
Durchmesser des sternerfiillten fi, quatorialsegmentes in der galaktischen 
Ebene ~ird auf 70000 Parsek gescNitzt, seine Ausdehnung senkrecht 
dazu auf etwa ein Zehntel dieser Strecke. Das Zentrum des Gesamt- 
systems liegt 16000 Parsek von der Sonne entfernt in A R  I7h2o ~, Dekl. 
- - 3  oo. Die Sonne steht etwa 55 Parsek n6rdlich der Zentralebene des 
stark abgeplatteten lokalen Systems und 9 ° Parsek von dessen Zentrum 
entfernt, das wie bisher in der Richtung des Sternbildes Carina zu 
suchen ist. 

gO/aRl Ldnqe 
3 ~ 0  o 70 o 160 ° EdO o ,yqO o 

+20 ~ 
x 

~, 

- 2 0  

Abb, 3. Neigung des lokalen Sternsystems gegen die galaktische Ebene. (Nach H. SIIAPLEYj 
Mt. Wilson Contrib. Nr. I57.) 

5- Das galaktische Aquatorialsegment .  Interstellare Absorption. 
Die Existenz eines ausgedehnten sternerfiillten Aquatorialsegmentes, 
in welchem das friiher konzipierte Sternsystem nur als lokales Ph~inomen 
erscheint, hatte SHAPLEY zun~ichst aus dynamiscben Griinden gefolgert, 
nachdem sich gezeigt batte, dab die galaktische Ebene auch die Sym- 
metrieebene der kugelf6rmigen Sternbaufen ist. Beobachtungstatsachen, 
die zur Stiitze der Hypothese dienen konnten, waren damals nut  sp~ir- 
lich vorhanden. Um diesem Mangel abzuhelfen, wird gegenw~irtig yon 
der HAl~VARD-Sternwarte nach einem systematischen Plane neues 
Material gesammelt, wobei das Hauptgewicht wieder auf schwachen 
d Cephei-Ver~inderlichen ruht. Die vorl~iufige Auswertung einer Auf- 
nahme der Scorpius-Sagittariussternwolke, in der SHAPLEY das galak- 
tische Zentrum vermutet, hat bereits einige Aufschliisse geliefert~. Auf 
der Platte, die his zu Sternen 16,5. Gr6Be reicht, fanden sich 450 Ver- 
~inderliche, darunter 78 d Cephei-Sterne. Die mittleren scheinbaren 
Helligkeiten yon 64 von diesen liegen zwischen I5,~I und 16,2 mit einem 
H~iufigkeitsmaximum bei etwa I5~8. Setzt man die mittlere absolute 
Helligkeit dieser Sterne zu o~o an, so entspricht dem eine Entfernung 
von 14000 Parsek. Es lassen sich also in der MflchstraBe noch Sterne 
bis zu Entfernungen nachweisen, die schon nahe an das von SHAPLEY 

i Proc. National Acad. Sci. 14, 825 (1928). 
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geforderte galaktische Zentrum heranreichen. SHAPLEY geht noch einen 
Schritt weiter und nimmt an, dab diese Ver~nderlichen nicht h i n t  e r ,  
sondern in  der groBen Sagittariussternwolke liegen, also die Distanz der 
ganzen Wolke angeben. Die Streuung der scheinbaren Helligkeiten yon 
1571--1672 kann dann als Mal3 ffir die Ausdehnung der Wolke in Visions- 
radius angesehen werden, die sich zu meheren tausend Parsek ergib't. 

Alle diese Untersuchungen setzen jedoch voraus, dab das Sternlicht 
unterwegs keine Absorption erleidet. Aus zahlreichen MilchstraBenauf- 
nahmen wissen wit, dab gerade die Sagittarius-Scorpiusgegend reich ist 
an Sternleeren, die dutch Abblendung des Lichtes in dunklen kosmischen 
Nebelwolken entstehen. Ja, es scheint, dab das galaktische Zentrum 
selber unseren Blicken dutch solche Wolken fiberhaupt entzogen ist. 
Indessen ist eine solche lokale Absorption weniger gef~hrlich, weft sie 
sich meistens schon beim bloBen Anblick der Aufnahmen durch den 
Kontrast  der Sternleeren gegen die Umgebung bemerkbar macht. 

Viel bedenklicher w~re die Existenz einer allgemeinen interstellaren 
Absorption in einem gleichrn~Big verbreiteten Medium, wie sie TRf3~P- 
LER aus seinen Untersuchungen fiber die offenen Sternhaufen gefolgert 
hat x. Der yon ihm errechnete Absorptionskoeffizient yon 0767 auf je 
IOOO Parsek wfirde die Entfernungsbestimmung der Sagittariuswolke 
durch 6 Cephei-Sterne ziemlich illusorisch machen. Die Verteilung der 
Kugelhaufen allein ist aber doch kein hinreichendes Argument ffir eine 
so groBe Ausdehnung des Sternsystems, wie SHAPLEY sie verlangt. 
TR/31VlPLER stellt deshalb die Hypothese auf, dab das galaktische System 
in seinen Hauptzfigen dutch die r~unfliche Verteilung der o f f en e n Stern- 
haufen umrissen wird, die unter Berficksichtigung der Absorption ein 
sehr flaches, scheibenffrmiges System yon IOOO Parsek Dicke mit einem 
gr6Bten Durchmesser yon etwa IOOOO Parsek bilden. Das galaktische 
Zentrum ist nach TRfJMPLER nllr wenige hundert, sicher nicht welter als 
iooo Parsek yon der Sonne zu suchen. An dem Vorhandensein eines 
lokalen Systems scheint auch TRfJMPLER festzuhalten, jedoch ohne es 
n~her zu definieren. 

Die Frage einer interstellaren Absorption ist aber doch noch nicht 
so weir geldArt, dab man schon bestimmte Schlfisse daraus ziehen k6nnte. 
Da das Medium die kurzwelligen Strahten starker absorbieren soll als 
die langwelligen, bietet die Bestimmung von Farbenindizes sehr ent- 
fernter MilchstraBensterne m6glichst frfiher Spektralldassen eine ein- 
wandfreie, bis jetzt abet nur wenig ausgenutzte Prfifungsm6glichkeit. 

6. Weiterff ihrung des Problems durch Seares. SHAPLEYS Unter-  
suchungen hatten zwar den neuen Rahmen gespannt, die Ausffihrung 
der Einzelheiten, namentHch soweit sie das lokale System betreffen, war 
abet noch ziemlich skizzenhaft. Einen wesentlichen Fortschritt  bedeuten 

• r Vgl. Erg. exakt. Naturwiss. 9 (I93o) • 
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deshalb die SEAREsschen Arbeiten, die auf breiter empirischer Grund- 
lage zu einer Best~tigung und Erweiterung des SHAPLEYschen Ideen 
ftihren~. 

Das Beobachtungsmaterial, mit dem SEARES arbeitet, sind Ab- 
z/ihlungen der Sterne his zur 18. photographischen GrSBe in den KAP- 
TEYNschen Eichfeldern. Die Schwierigkeit, solche Z~hlungen zur Er- 
forschung des Sternsystems zu benutzen, liegt, wie schon erw/ihnt, vor 
allem darin, dab der l~bergang yon der beobachteten Sterndichte pro 
F1/icheneinheit zur r~umlichen Dichte nut  unter Einschaltung eines mehr 
oder weniger fragwfirdigen Verteilungsgesetzes der absoluten HeUigkeiten 
m6glich ist. SEARES vermied diese Klippe, indem er untersuchte, ob 
sich nicht schon aus den Flachendichten allein gewisse Strukturmerk- 
male des Sternsystems entnehmen lieBen. Bei frtiheren Sternz~hlungen 
pflegte man sich auf zwei Parameter zu beschr~nken, die scheinbare 
Helligkeit und die galaktische Breite. Auch SEARES leitete zun/ichst 

dutch starke Gl~ttung des Materials Tabellen ab, welche die Werte log N, 
d .h .  die durchschnittliche Anzahl der Sterne yon den hellsten his zu 
einer gegebenen Gr6Be m pro Fl~cheneinheit, lediglich als Funktion der 
galaktischen Breite 4-b liefern. Mit diesen Werten wurden nun die in 
jedem Eichfeld wirklich beobachteten Sternanzahlen log N verglichen. 

Dabei t ra t  in den Abweichungen A = log N - -  log N ein deutlicher Gang 
mit der galaktischen LAnge ~ zutage, der sich in der Form 

A = a + b • cos (~ -- L') ~5) 

darstellen lieB, wo die Parameter a, b und L' yon der Grenzgr613e m und 
der galaktischen Breite abh/ingen. Es ist leicht zu fibersehen, dab so 
geartete Abweichungen yon der mittleren Sternverteilung sich in einem 
symmetrisch gebauten Sternsystem mit exzentrischer Stellung der Sonne 
zeigen mfit]ten. In diesem FaLle wfirde L '  die galaktische L~inge des 
Zentrums, gesehen vom Beobachter aus, bedeuten; die Amplitude b 
wfirde yon der Verschiebung der Sonne 1~ings der galaktischen Ebene 
abh/ingen, w/ihrend a tells durch die Verschiebung senkrecht zu dieser 
Ebene, tells durch etwa notwendige systematische Korrektionen der an- 
genommenen Werte der mittleren Sternverteilung bestimmt w~ire. 

Die theoretische Durchrechnung dieser Hypothese liefert fiir die zu 
erwartenden Abweichungen A folgenden Ausdruck, der zugleich auf einen 
etwaigen Fehler in der angenommenen Position das galaktischen Poles 
Rficksicht nimmt : 

z / =  s 4- G + F .  cos (;~ -- L) :7 k .  cos ()~ -- Lo), (6) 

wo sich das obere Zeichen auf n6rdliche, das untere auf sfidliche galak- 
tische Breiten bezieht. Hier bedeutet L die L/Cnge des Zentrums, Lo die 
L/inge des wirklichen galaktischen Poles relativ zu dem angenommenen 

Nit. Wilson Contrib. I928, Nr 346 u. 347. 
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Pol; diese und die fibrigen auftretenden Parameter sind dutch einfache 
Substitutionen mit den Beobachtungsgr6Ben a, b und L '  verknfipft. 

Die Berechnung der Parameter ffir die Sterne his zu verschiedenen 
Grenzhelligkeiten m und Zonen von IO o in galaktischer Breite ergibt 
Werte, die ffir eine bestimmte Grenzgr68e in den einzelnen Breitenzonen 
ziemlich Åbereinstimmen, aber, und das ist das Wichtige, die Position 
des Poles und des Zentrums des Systems Andert sich je nach tier Grenz- 
gr6Be der betrachteten Sterne. Die Art der Anderung ist aus nach- 
stehender Tabelle ersichtlich, in der auBer L und Lo auch die Winkel- 
distanz p des wirklichen Poles von dem angenommenen verzeichnet ist, 
d .h .  die Neigung der Symmetrieebene der jeweils betrachteten Sterne 
gegen die allgemeine galaktische Ebene. 

m L .~L Lo .dLo .,~ .d# 

9 
I I  

13,5 
16 
18 

267 o +_ 4,0o 
27o 2.6 
275 9,9 
319 8,9 
319 -+ 9.7 

275 o _. 6,08 
296 6,4 
319 19,3 
357 9,4 
350 + 9,9 

6,8 i ,9 
8,0 i, D 
4,i i,o 
2,7 ~ 0,7 

Neben jeder Zahl ist noch die mittlere Abweichung der Werte f6r 
die einzelnen galaktischen Zonen untereinander gegeben. 

Der Sinn der Zahlen l~Bt sich etwa so ausdrficken: Die helleren Sterne 
gruppieren sich um eine Zentralebene, die um etwas mehr als 80 gegen 
die galaktische Ebene geneigt ist, abet diese Neigung ~ r d  um so ge- 
ringer, zu je schw~cheren Sternen man fibergeht, und die Symmetrie- 
ebene der schw~ichsten Sterne ist fast die Milchstral3enebene selber. 
Gleichzeitig verschiebt sich die Richtung zum Zentrum des Systems yon  
267--319o galaktischer L~nge. Man kann dies so deuten, dab wit zwei 
einander durchdringende Sternsysteme mit verschiedenem Pol und Zen- 
t rum vor uns haben, von denen das eine haupts~chlich die Verteilung 
der helleren (n~heren), das andere die der schw~cheren (ferneren) Sterne 
beeinfluSt. Nennen ~ir das eine das lokale, das andere das gr6i3ere galak- 
tische System, so ist der Zusamrnenhang mit dem frfiheren hergestellt. 
DaB es sich in der Tat um diese beiden Strukturelemente des SHAPLEY- 
schen Weltbildes handelt, wird deutlich, wenn wir die entsprechenden 
Zahlen heranziehen, die sich frfiher ffir das vermutete lokale System 
ergeben hatten:  

i. GOULDscher G6rtel nach GOULD . . L o = 167 °, p = 17°; hellste Sterne 
2 . . . . . . .  NEWCOMB Lo=2IO °, p = I I ° ;  Sterne bis 6 ~ 
3. B o - B s - S t e r n e  nach SHAPLE'~ . . . Lo = 16o °, P = 12°; . . . .  525- 

Diese Zahlen bilden die sinngem~il3e Fortsetzung der SEARESschen 
Werte zu helleren Sternen lain, und ebenso werden die von ibm er- 
haltenen Werte f6r die L~nge des Zentrums eingeschlossen von den 
Zahlen L = 236 o (helle B-Sterne nach CHARLIER) auf der einen Seite und 
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L =3250 (galaktisches Zentrum nach S H A P L E Y )  auf der anderen Seite. 
Betrachten wir nur die hellsten Sterne, so haben wit also in der Haupt-  
sache Glieder des lokalen Systems vor uns; die Neigung dieses Systems 
gegen die Ebene der MilchstraBe kommt deutlich zum Ausdruck, und 
die galaktische L~nge der gr6Bten Sternh~ufigkeit f~llt in die Riehtung 
zum Zentrum des lokalen Systems. Gehen wir zu schw$cheren, also 
wenigstens teilweise weiter entfernten Sternen fiber, so treten die Sterne 
des lokalen Systems mehr und mehr hinter denen des groBen Milch- 
straBensystems zurfick, die Symmetrieebene der Verteilung geht all- 
m~hlich in die galaktische Ebene fiber, und die L~inge der maximalen 
Sternanzahlen weist in der Richtung zum Zentrum des gr613eren Systems. 
Nachstehende Abb. 4 gibt ein Schaubild der Anderungen der drei Para- 
meter L, Lo und p mit der scheinbaren Helligkeit der Sterne. 
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Abb. 4 . .~nderung der L~inge des Zentrums (L) und der Position des galakfischen Poles (Lo, fl) mit 
der scheinbaren Helligkeit der Sterne. (Nach FR. SEARE$, Mr. Wilson Contrib. Nr. 347-) 

Die Abbildung erm6glicht auch eine rohe Absch~tzung der relativen 
Sterndichte der beiden Systeme in der NAhe der Sonne. Ffir die Grenz- 
grSBe, die den mittleren Werten der drei Parameter entspricht, werden 
sich die Sterne der beiden Systeme ungef~hr die Waage halten. Das ist 
etwa die 11.--12. Gr613e. Sterne dieser scheinbaren Helligkeit sind nach 
den allerdings nicht sehr zuverl~ssigen statistischen Parallaxen im 
Durchschnitt  700--800 Parsek entfernt. In dieser Distanz ist nach 
schematischer Umreehnung der Sternzahlen in Raumdichten die durch- 
schnittliche Dichte in der galaktischen Ebene nur noch etwa halb so 
groB wie in der NAhe der Sonne. Da aber der Beitrag, den das gr613ere 
System zur Gesamtdichte ]iefert, an beiden Stellen ungef~hr derselbe 
sein soll, mfiBte die Sterndichte des lokalen Systems in der N~the der 
Sonne dreimal so grog sein, wie die des galaktischen Systems, woraus 
man ersehen kann, dab in der Umgebung der Sonne das lokale System 
den dominierenden Einflu13 auf die Sternverteilung ausfibt. 
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Mehr spekulativ sind aus den oben erw~hnten Grfinden auch die Ver- 
suche, durch 13bergang von den Fl~chendichten zur r~umlichen Dichte- 
verteilung die beiden Systeme zu entwirren. SEARES bedient sich dazu 
der SCI~WARZSCI~ILI~schen Methode, in der die Dichtefunktion D (r) die 
bequeme Form einer GAussschen Fehlerkurve annimmt, wenn sich die 
Sternzahlen N ( m )  pro Fl~cheneinheit und die Verteilungsfunktion der 
Leuchtkr~fte F (M), d. h. die Anzahl der Sterne pro Volumeinheit, deren 

absolute Helligkeiten zwischen M - -  ! und M + ~ liegen, in dieser F o rm 
2 

darstellen lassen, d .h .  wenn 

l o g F ( M ) = p + q M - - r M  ~ I 
logN(m) = a + b m  cm ~ (7) 

dann gilt log D (r) = h + k r  l r  ~ J 

wo die Koeffizienten h, k, l bekannte Funktionen der durch Beobachtung 
zu bestimmenden Koeffizienten p, q, r und a, b, c sind. W i r  wissen zwar 
heute, dab die Funktion F ( m )  etwa yon der 7. absoluten I-Ielligkeit an 
zu schw~cheren Sternen keine Fehlerkurve mehr ist und, dennoch als 

/p tl i / .k  ?, 
~ ~  . I  / "" ~ ~ - -  I 
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Abb. 5. Mittlerer Dichteverlauf im galaktischen System. Die obere Kurve mit einem Maximum nahe 
der Sonne zeigt die r3umliche Dichte (Ordinaten) in Richtung zum Zentrum (links) und zum Anti- 
zentrum (reehts). Die beiden sich iiberlagernden Kurven geben die hypothetische Dichteverteilung im 
lokfden (symmetrlsehe Kurve) und im grS~eren galaktisehen System. Abszissen sind die Entfernungen 

in Parsek. (Nach FR. SgA~ES) Mr. Wilson Contrib. Bit. 347.) 

• solche angenommen, einen unrichtigen Dichteverlauf mit der Entfernung 
ergibt, aber es kommt uns hier in erster Linie auf die r e l a t i v e  Dichte 
in den beiden Richtungen zum Zentrum und Antizentrum an, und die 
dfirfte nicht allzusehr davon beeinfluBt werden. Die Koeffizienten a, b, c 
entnimmt SEARES seinen eigenen Sternz~thlungen, die Werte p, q, r 
werden nach VAN RHtJBI angesetzt. 

Es ergibt sich in den beiden Richtungen ein Dichteverlauf wie in 
Abb. 5 (obere Kurve) dargestellt, wo die Dichte in der N~he der Sonne 
gleich I gesetzt ist. Die zwei unteren Kurven sind ein Versuch, die beiden 
Systeme, das lokale und das galaktische, voneinander zu trennen. 
SEARES geht davon aus, dab die hellen B-Sterne sich zielnlich sylnmetrisch 
um ein Zentrum gruppieren, das nach CHARLIER weniger als IOO Parsek 
v o n d e r  Sonne entfernt ist und schliel3t daraus, dab das lokale System 
als Ganzes, dessen Kern ja die B-Sterne sein soUen; durch sph~roidische, 
nahezu mit der Sonne konzentrische Sternverteilung charakterisiert ist 
(mittlere Kurve). Dann ist jedoch ffir das galaktische System keine 
symmetrische Verteilung mehr mSglich. Die gezeichnete Kurve ist init 
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Rficksicht auf m6glichste Regelm/il3igkeit gew/ihlt, sie bestimmt zu- 
gleich die Dispersion der symmetrischen Kurve fiir das lokale System 
so, dab gleiche Sterndichte in beiden Systemen in fJ'bereinstimmung mit 
der friiheren Absch~itzung in etwa 700 Parsek Entfernung vorhanden 
ist. Die Ausdehnung des lokalen Systems in der galaktischen Ebene 
wfirde dann etwa 3000--4000 Yarsek betragen. 

Die L6sung ist natiirlich nicht eindeutig und iiberhaupt sehr un- 
sicher; jedoch scheint keine Kombination mSglich zu sein, bei tier das 
Dichtezentrum des galaktischen Systems mehr als 2000 oder 300o 1Darsek 
yon tier Sonne entfernt ist. Das 1/il3t sich mit SHAPLEYS Vorstellungen 
einer m~ichtigen Sternwolke in 16000 Parsek Entfernung als Zentrum 
des galaktischen Systems schwer vereinbaren. Andererseits geht auch 
aus unserer Kurve hervor, dab das geometrische Zentrum des Systems 

~3 i & 
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Abb. 6. Wirkung einer interstellaren Absorption auf die riiumliche Sterndichte in der galaktischen 
Ebene, links, in Richtung zum Zentrum (~.-~ 3z5¢)~ rechts fiir ) .= x45 °. Kurve D entsprlcht tier oberen 
Kurve in Abb. 5, die drei a.nderen verschiedenen Absorptions-Koeffizienten. (Nach FR. SEARES, Mr. 

Wilson Contrib. 5Tr. 428.) 

jedenfalls viel welter als 2ooo oder 3ooo Parsek entfernt sein mul3, aber 
merkwfirdigerweise im Dichteverlauf nicht die geringste Andeutung 
findet. Als rettender Ausweg aus dieser unbeffiedigenden Situation 
bietet sich wohl nur die Annahme einer interstellaren Absorption, die 
systematisch die Sternzahlen herabdrfickt. Angeregt dutch TROI~PLERS 
Untersuchungen hat SEARES in einer neuen Arbeit diese M6gtichkeit ffir 
verschiedene Absorptionskoeffizienten durchgerechnet~. Die Kurve A 
(Abb. 6) entspricht der TROm, LERschen Annahme eines konstanten 
Absorptionskoeffizienten von o767 je IOOO Parsek, sie ffihrt in der 
Richtung zum Zentrum zu einer sehr bedeutenden, wenn auch nicht 
unm6glichen Dichtesteigerung. Ein mit der Distanz langsam zunehmen- 
der an Stelle eines konstanten Absorptionskoeffizienten wfirde das Zen- 
trum in noch gr613ere Entferntmgen rficken. Nattirlich nimmt auch in 

Mr. Wilson Contrib. 193z, Nr 428. 
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allen anderen Richtungen die Dichte zu; verh~iltnism~iBig wenig in der 
Richtung 18oo+ L, dagegen in ~L = 9oo+ L und 2 = 27oo Jr- I- um Betr~ige, 
die in diesen Richtungen ganz unwahrscheinlich sind, es sei denn, der 
Absorptionskoeffizient wechselt auch mit der Richtung. 

Mit einem nach Richtung und Entfernung variablen Absorptions- 
koeffizienten kann man allerdings j eden gewiinschten Dichteverlauf 
konstruieren, aber es fehlen uns vorlliufig alle empirischen Unterlagen, 
um hier das Richtige zu treffen. Schliet31ich ist zu bedenken, dab die 
Annahme einer interstellaren Absorption wohl die Diskrepanz zwischen 
der Entfernung des galaktischen Zentrums nach den Sternz~hlungen 
einerseits und den Ergebnissen SHAPLEYS andererseits beseitigen kann, 
aber zugleich den letzteren den Boden entziehen wiirde; die Entwick- 
lung des Problems scheint hier in einer Sackgasse zu enden, aus der 
noch kein Ausweg gefunden ist. 

7. Der innere Aufbau des lokalen Sternsystems. Untersuchungen 
Pannekoeks. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir das lokale 
System als Ganzes und seine Einordnung in das allgemeine Sternsystem 
betrachtet. Zur weiteren Kl~irnng des Problems ist es notwendig, auch 
die innere Struktur des Systems, also die Sternverteilung in der Um- 
gebung der Sonne, im einzelnen zu studieren. Eine erste N~herung geben 
hier die stellarstatistischen Methoden, die sich an die Namen SEELIGER, 
KAPTEYN, SCHWARZSCHILD knfipfen. Die empirischen Grnnd/agen sind 
stets die mittleren Anzahlen der Sterne nach den beiden Argumenten 
scheinbare Helligkeit und galaktische Breite, verschieden sind nut die 
Wege, die Sternzahlen in r~umliche Sterndichten umzuwandeln; einer 
davon, der SCHWARZSCHILDsche, ist bereits oben skizziert worden. Das 
Hauptergebnis war immer, dab die Sonne sich nahe einem Punkte maxi- 
maler Sterndichte befinden mfisse, yon dem aus die Dichte nach allen 
Seiten gleichm~Big abnimmt, aber l~ngs der galaktischen Ebene lang- 
samer als senkrecht dazu. Von den bier benutzten geglAtteten Stern- 
zah]en sind die wirtdich beobachteten mehr oder weniger verschieden. 
In dell Abweichungen steckt zunAchst ein systematisches, yon der galak- 
tischen L~nge abh~ingiges Glied, dessen Berficksichtigung zu den im 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Ergebnissen ffihrt. Die dann 
noch verbleibenden Reste sind auf lokale Schwankungen der Sterndichte 
zurfickzuffihren, deren Studium das Ziel einer dritten NAhernng sein 
wtirde. 

Eine weit ausgreffende Untersuchung dieser Art hat PANNEKOEK ge- 
liefert~. Zum Verst~ndnis seiner Arbeit muB zun~ichst ein kurzer Ober- 
blick fiber die benutzten Methoden gegeben werden. 

Ausgangspunkt ist das schematische Sternsystem erster NAherung, 
das nach SCHWARZSCHILDS Verfahren (Gleichung 7) jedoch unter Ein- 

x Researches on the Structure of the Universe x. Amsterdam I924. 
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ftihrung der Zahlen A (m), das ist die Anzahl der Sterne zwischen m i 
2 

und m + ~ ,  anstatt  der N (m) berechnet wird. Als numerische Unter- 

lagen dienen die Abz~hlungen der Sterne 7.--I4.  Gr6tle nach VAN RHIJN 
und die KAI'TEYNschen Koeffizienten der Funktion F (M), die iibrigens 
im ganzen System als konstant vorausgesetzt wird. Das Ergebnis der 
Rechnung ist eine Tafel, die fiir 12 galaktische Breiten die Werte der 
Dichtefunktion D(@) ftir die Argumente @=7-- I8  gibt, wo @=5 " ]og r 
an Stelle der Entfernungen r der Sterne yon der Sonne benutzt  wird. 

Im wirklichen Sternsystem wird der glatte Verlauf der Dichtefunk- 
tion dutch Unregelm~igigkeiten gestSrt, niimlich 5rtliche Ansammlungen 
yon Sternen und Sternleeren. PANNEKOEK untersucht zun~ichst theore- 
tisch, wie solche Einfliisse und daneben als dritte St6mngsursache ab- 
sorbierende Nebel unter vorgegebenen Bedingungen sich in den Stern- 
zahlen ~iut3ern mfissen. Er  legt wieder Tafeln an, die unter verschiedenen 
Annahmen ffir die SterngrSl3e m, die Entfemung und Ausdehnung der 
Sternwolke, die Absorptionsfiihigkeit des Nebels usw. ein numerisches 
Bild der Unregelm~il3igkeiten geben, die dutch diese MSglichkeiten in 
dem stetigen Laufe der Sternzahlen entstehen. Handelt  es sich z. B. um 
eine Sternwolke von m~igiger Ausdehnung, so zeigt die r~umliche Stern- 
dichte in der Gegend dieser Wolke ein scharfes und schmales Maximum, 
w~ihrend die Sternzahlen infolge der groSen Dispersion der Leuchtkr~ifte 
nur eine unbedeutende, abet dutch mehrere Gr6Benldassen sich hin- 
ziehende Schwellung aufweisen. Mehrere hintereinander liegende Wolken 
erzeugen verschiedene solcher AnschweUungen, die sich iiberlagern und 
unter Umst~inden einen ganz regelm~il3igen und kontinuierlichen Dichte- 
abfall vort~iuschen kSnnen. In gewissen F~illen wird also ein eindeutiger 
i3bergang yon der Fl~tchend3chte auf die r~iumliche Dichte iiberhaupt 
nicht mSglich sein. 

Als Material benutzt PANNEKOEK die Helligkeitssch~itzungen der 
groBen Durchmusterungskataloge, die er nach eingehender Diskussion 
auf das photometrische System der HARVARD-Kataloge reduziert. Fiir 
die beiden Bonner Durchmusternngen werden die Abz~ihlungen SEELI- 
GERS iibernommen, ffir die Cordobadurchmusterung fiihrt PANNEKOEK 
die Z~ihlungen selbst dutch, wobei er den Himmel in kleine Trapeze yon 
durchschnittlich 22 Quadratgrad Fl~icheninhalt zerlegt. Gez~ihlt wurde 
in sechs durch die Mittelwerte 5,6, 5,8, 6,9, 7,7, 8,3, 8,9 repr~tsentierten 
tIelligkeitsintervallen. Die gefundenen Sternanzahlen wurden dann in 
jedem Areal mit den entsprechenden Zahlen des schematischen Stern- 
systems verglichen und die Differenzen zl,--zl6 tabuliert. Diese Diffe- 
renzen bilden die Grundlage der weiteren Untersuchung. 

Da die kleinen Areale yon 22 Quadratgraden zu wenig Sterne ent- 
halten, wurden sie zun~tchst in lO2 grSt]ere Felder yon je 4o0 Quadrat- 
grad zusammengezogen. Die entsprechend neu gemittelten Differenzen 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XL 2 
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A~--As dienten dann zur Berechnung der Verbesserungen A a, A b, A c der 
Koeffizienten a, b, c in der Formel ffir die Sternzahlen A (m). Dutch  
die zwischen den Koeffizienten der drei Gleichungen (7) bestehenden Re-  
lationen ergaben sich die den A a, A b, A c entsprechenden Verbesserungen 
der Werte h, k, t u n d  damit die A log D (0), die an die log Do (0) des 
schematischen Sternsystems angebracht die Dichten log D (0) im wirk- 
lichen Sternsystem tieferten. Entsprechend der Anordnung der lO2 FeN 
der wurde diese Rechnung fiir die galaktischen Breiten IO °, 3 oo, 50% 
70 o und 9 oo durchgeftihrt, und zwar ffir Distanzen 0, die sich aus f01- 
gender ~3berlegung ergaben. Die benutzten Sternzahlen A (m) shad zu- 
verl~ssig nut  ill dem Bereich 87o-+- 079; darnit sind auch fiir 0 bestimrnte 
Grenzen gegeben, innerhalb deren D (0) mit geniigender Zuverl~ssigkeit 
berechnet werden kann. Die Bestimmung dieser Grenzen fiihrt auf die 
Definition yon 0i als der Entfernung, die am meistell zu der Sternzahl 
A (m~) fiir m~ ---- 8,0 beitr~igt. Nach den SCHWAI~ZSCHILDschen Beziehungs- 
gleichungen ist 

r - c  b - q  
~o~----- r m~ + 2r ' (8) 

somit z/Q~ ---- r - c J m i  
Y 

Der Faktor  voll A m, schwank~ zwischen 0,54 und o,62; da A m, - -o ,  9, 
wird A0, =0,5  und damit 0, -¢- 0,5 die Genauigkeitsgrenze von 0- :Die 
Werte yon 0, liegen in den einzelnen Feldern zwischen lO, 7 und 14,o; 
fiir jedes Feld wurden die Werte log D (0) fiir die beidell 0~ am llAchstell 
liegenden ganzzahligen Werte yon 0 berechnet. 

Aus dem so entstandenen System beobachteter Dichten wurdell die 
Entfernungen abgelesen, in denen log D die Werte o,oo, 9,95, 9,9 ° . . . .  
9,5 usw. annimmt und ha 5 Karten die Linien gleicher Dichte einge- 
zeichnet. Zwei yon diesen Karten geben Parallelschnitte zur MiJch- 
straBe in :t: IO ° Breite, die drei anderell Polarschnitte fiir die drei L~agen- 
grade 3o--21o% 90--27 °0 und 15o--33 oo. Diese Kartell (vgl. Abb. 7 
und 8) zeigen deutlich die unregelm~13ige Form des lokalen Sternsysterns. 
N6rdlich der Milchstral3e reichen Gebiete hoher Dichte um I in 
Cygnus und Monoceros bis in groBe Entfernungen; die Cynusdichte setzt  
sich auf der Siidseite der MilchstraBe durch Lacerta und Cassiopeia fort.  
Die Dunkelnebel in Ophiuchus und Taurus verursachen tiefe Einbrtiche 
scheinbar geringer Dichte bei 3500 L~nge siidlich und 14 °0 nSrdlich der 
Milchstral3e. Nahe Gebiete groBer Dichte finden sich bei 21o 0 (s.) und 
23 °0 (n.s.) in Canis major und Vela, ferner bei 31o 0 (n.) und 33 oo (s.) im 
Scorpion. Die Linien hSchster Dichte lassen sich nicht ha geschlossener 
Kurve um die Sonne (Zentrum der Karten) winden, wahrscheinlich 
schlieBen sie sich um einzelne getrennte Sternanhiiufungen, die in den 
Richtungell 4 oo und 185 o in 300 und 400 Parsek, in 230 o und 3200 in 
IOO und 15o Parsek Entfernung liegell miissen. 
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Natiiflich geben die Zeichnungen die Dichteverteilung nur in den 
Hauptzfigen wieder. Erstens werden durch die Zusammenfassung in 
verh~itnism~tBig grol3e Felder alle kleineren Einzelheiten verwischt, 
und zweitens sind durch die ffinf willkfirlichen Schnitte manche zu- 
sammengeh6rende Gebiete zerrissen und nicht in ihrem wahren Charakter 

/ 

f 

Abb. 7. Kurven gleicher Sterndlchte (log D) in zwel Parallelschnitten zur galaktischen Ebene; oben 
Zone o 0 bls + 2o0~ unten o ° bis --  200. Sonne ira Zentrum. (Nach PA~'N£KOEK~ Amsterdam PubL Nr. x.) 

zur Darstellung gebracht. 13ber den Dichteverlauf innerhalb der Kugel 
von IOO Parsek Radius um die Sonne geben die Durchmusterungskata- 
loge fiberhaupt keinen AufschluB. 

PANI~EKOEK hat dann noch versucht, fiber die Gr613e und Lage 
einzelner Sternwolken genauere Schlfisse zu ziehen, wobei er die Dichte- 
verteilung in der galaktischen Ebene zugrunde legt. In eine Karte 

2 *  
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werden die beobachteten Dichten fiir die galaktischen L/ingen von IO o 
zu IO ° und die Distanzen @=IO--I  4 eingetragen. In diesen Zahlen 
scheint sich eine.radiale Struktur anzudeuten, d .h .  l~ngs der yon der 
Sonne ausgehenden Radiusvektoren ist der Dichteverlauf ziemlich gleich- 

£0 . . . . .  

/ ~ -  ~ _ ~ 2 ~ _  _ _  - -  ~ a . . ~ - -  - - - - . 7 1  2 ~ _ 7 z . . - - - -  ~ ~ 

30 35  ~ t  . 

. 

Abb. 8. Kurven gleicher Dichte (loz D) in drei NIeridianschnitten durch das lokale System. 
Sonne im Zentrum. (Nach PAS~;EKOEK, Amsterdam Publ. Nr. ~.) 

m/iBig, w~ihrend seitlich gr613ere Sprtinge vorkommen. PANNEKOEK halt  
diese Struktur ffir nicht reeU, sondern vorget/iuscht durch die oben 
erw/ihnte Erscheinung, daft Sternansammlungen yon begrenzter Aus- 
dehnung in den Sternzahlen fiber einen gro/3en Bereich in m auseinander- 
gezogen werden. Das lokale System w/irde also aus zahlreichen kleineren 
Sternwolken aufgebaut sein. Mit Benutzung seiner friiheren Entwick- 
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lungen, die das Anschwellen der Sternzahlen beim Vorhandensein einer 
Sternwolke von bestimmter Gr6Be und Sternffille aufzeigen, leitet PAN- 
NEKOEK ffir einige dieser Anh~ufungen die im folgenden mitgeteilten, 
allerdings noch sehr unsicheren I )a ten ab. 

Sternwolke Entfernung Anzahl der Sterne Sterndichte 

Cygnus . . 
1V~onoceros 
C a r i n a . . .  
Orion . . . 
Vela . . . .  
Sagittarius 

600 
8o0 
400 
3 °0 
16o 
17o 

200× lO 4 
300 x lO 4 

18 x io4 
32 x lO 3 
27 x lO 3 
33 × Io3 

3,5 
4,3 

17 
9 
8,5 
7 

Die Entfernung ist in Parsek gegeben, die Sterndichte im Zentrum 
des schematischen Sternsystems (N~ihe der Sonne) gleich I gesetzt. 

Die numerischen Ergebnisse enthalten gewiB noch manches Hypo-  
thetische, auch sagen sie nichts dariiber, wie es in dem Raume zwischen 
den einzelnen Sternansammlungen aussieht, so dab das Bi]d in vielen 
Zfigen unvollst~indig bleibt. Das beeintrAchtigt aber nicht den hohen 
Wert  der PANNEKOEKschen Untersuchung, der vor allem im Metho- 
dischen tiegt. Es werden die Wege gezeigt, auf denen die frfihere, allzu 
schematische Konzeption des lokalen Sternsystems iiberwunden werden 
kann. PANNEKOEKs eigene Ergebnisse lassen wenigstens so viel erkennen, 
dab sich in den frfiher vernacht~ssigten Unregelm/il3igkeiten der Stern- 
zahlen keine nebens~chlichen, sondern gerade die wesentlichen Struktur-  
eigenschaften des Systems auspr/tgen. Die Aufteilung in einzelne Stern- 
wolken bedeutet noch keine Aufl6sung des ganzen Systems; z. lB. liegt 
der Gedanke nicht sehr fern, dab das System wie ein Spirainebel gebaut 
ist und die einzelnen Sternar, sammlungen den Verdichtungsknoten ent- 
sprechen, die man h~ufig in Spiralnebe]n beobachtet. Spiralstruktur hat  
sich bis jetzt  allerdings in unserem lokalen System trotz mehrfacher 
Versuche nicht mit  Sicherheit nachweisen lassen, doch ist die M6glichkeit 
nicht yon der Hand zu weisen. 

8. Ergebnisse aus der Statist ik der Spektralklassen.  A n d e r e  

S t e r n w o l k e n  u n d  SHaPLEYS , ,Supergalaxis".  Die Zusammenfassung 
der Sterne nach Spektralklassen unter gleichzeitiger Trennung der 
Glieder des Riesenastes und der Hauptserie des RussELL-Diagrammes 
liefert uns Gruppen mit nur geringer Streuung der absoluten HeUigkeit. 
Abz/ihlungen der Sterne nach scheinbarer Helligkeit geben daher un- 
mit telbar  ihre Anzahl und Verteilung in verschiedenen Entfernungen 
yon der Sonne. Auf diesem Wege sind wichtige Aufschlfisse fiber die 
Struktur  des lokalen Sternsystems zu erwarten, besonders dann, wenn 
die zur Zeit an verschiedenen Sternwarten in Gang befindliche Klassi- 
fizierung der Spektren schwacher Sterne in vollem Umfang zur Ver- 
ffigung stehen wird. Als eine der ersten Untersuchungen dieser Art  
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haben wir bereits CHARLIEI~S Studie fiber die B-Sterne besprochen, es 
seien im AnschluB daran hier einige weitere Ergebnisse aus der Behand- 
lung dieser Sterne mitgeteilt. 

Die Verteilung der B o - -B  5-Sterne relativ zur MilchstraBe zeigt nach 
SHAPLEY und Miss CA~O~ eine deutliche Abh~ngigkeit von der 
scheinbaren Helligkeitx. Teilt man die Sterne ill vier Gruppen, nAmlich 

Gruppe I St. heller als 5,25 346 Sterne 
,, 2 5,26 - 6,25 367 ,, 
,, 3 6 , 2 6 -  7,25 564 ,,  
,, 4 7 , 2 6  - 8,'25 719 ,, 

so ordnen sich die Sterne der ersten Gruppe 1Angs eines gr6Bten Kreises, 
der um etwa 15o gegen die galaktische Ebene geneigt ist. Die Sterne tier 
folgenden Gruppen konzentrieren sich mit abnehmender HelIigkeit 
immer starker gegen die MilchstraBenebene selber. Zwar ist die Streuung 
im einzelnen ziemlich stark, die allm/ihliche Drehung der Symmetrie- 
ebene abet unverkennbar. Dieselbe Erscheinung, die SEARES ffir die 
Gesamtheit der Sterne nachgewiesen hat, zeigt sich also auch ffir die 
B-Sterne allein. Nur die helleren yon diesen sind demnach als Glieder 
des lokalen Systems zu betrachten, w~hrend die schw~cheren, d. h. ent-  
fernteren, dem allgemeinen Mi!chstral3ensystem angeh6ren. 

Die r/iumliche Verteilung der B-Sterne hat  PANNEKOEK 2 untersucht.  
Das von ibm gewonnene Verteilungsbild unterscheidet sich yon dem 
CHARLIERschen dutch die st/~rkere Auflockerung in getrennte, unregel- 
m~iBig im Raume verstreute Gruppen, yon denen die gr6Bten sich schon 
bei CHARLIER angedeutet finden. Ein Ahnliches Verteilungsbild erh/ilt 
PANNEKOEK ffir die in derselben Arbeit untersuchten A- und K-Sterne 
des Dl~A1,Elz-Kataloges. Seine Spezialuntersuchungen einzelner Spektral- 
klassen ffihren ihn also zu analogen Ergebnissen wie die Diskussion der 
Gesamtsternzahlen. 

Ein Durchschnittsbild geben die folgenden, vom Verfasser aus seiner 
Klassifizierung schwacher Spektren in dell KAPTEYNschen Eichfeldern 
des Sfidhimmels abgeleiteten Zahlen3 Sie umfassen in galaktischer L~nge 
den Bereich zwischen 2200 und 3200 und in Helligkeit die Sterne yon 
975--I2,O photographisch. Die mittleren absoluten HeUigkeiten der 
sechs Spektralgruppen und die daraus berechneten Entfernungen gelten 
unter  der Voraussetzung, dab die Sterne der Hauptserie des RUSSELL- 
Diagrammes angeh6ren. Die Sternanzahlen pro Einheitsfl~che (48 Qua- 
dratgrad) wurden ffir die drei Helligkeitsintervalle 9,5--1o,5, lO,5--11,5 
und I1,5--I2,O ermittelt, deren entsprechende Raumvolumina sich im 
Mittel wie I : 4 : 5 verhalten. Durch Division mit diesen Zablen sind die 

Harv. Circ. 239 (1922). 
2 Researches on the Structure of the Universe 2 (1929). 
3 Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss., Physik.-math. K1.86 (1932). 
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Sternzahlen in den drei Helligkeitsintervallen f/ir jede Spektralgruppe 
ffir sieh auf gleiche Raumteile reduziert worden. 

galaktische Breite 
HelHgkeit ° ° h i s ± 2 ° °  ] - -2z°b i s - -4°°  ] - -41°b i s - -6°°  I - - 6 I °b i s - -8 ° °  

B 8--A 4, Enffernungsbereich 50o--158o Parsek 
9,5--10,5 206 ] 17 ] 8 5 

10,5--11,5 56 3 I I 
11,5--12,O II I o O 

A5--FI, Enffernungsbereich 240--760 Parsek 

9,5--~o,5 I 86 I 35 18 17 
lO,5--11,5 56 7 3 3 
11,5--12,o 18 3 I I 

F2--F8, Entfernungsbereich lOO--33o Parsek 

lO, 5 - I  1, 5 68 24 18 12 
11,5--I2,O 48 19 7 7 

Fg--G4, Entfernungsbereich 58--18o Parsek 

lO,5--11, 5 61 44 4 ° 33 
i 1 , 5 - - i 2 , o  83 53 28 20 

Gs-GS, Entfernungsbereich 36 bis 115 Parsek 

lO,5--11,5 37 27 22 16 
11,5--12,o 32 21 i I 9 

Man sieht auch hier wieder, dab die Sterndichte im ganzen mit  der 
Entfernung abnimmt, und zwar ist die Abnahme um so deutlicher, je 
gr6Ber die Entfernung und je h6her die galaktische Breite. Andererseits 
pr/~gen sich auch in diesem Durchschnittsbild schon starke lokale Ab- 
weichungen yon dieser Rege[ aus, namentlich in den sonnennahen Ge- 
bieten, wo die Raumvolumina kleiner sind. In  der Spektralgruppe 
F9--G 4 z .B.  w/ichst ill der galaktischen Mittelzone die Sterndichte 
fiber den Bereich yon 58--18o Parsek hin auf fast den doppelten Weft  
an, w~hrend wit in der Gruppe G 5 - -  G8 yon 36--115 Parsek eine ebenso 
starke Abnahme linden. 

Bemerkenswert ist vor atlem die Tatsache, daI3 in den untersuchten 
Feldern alas Vorkommen der B-Sterne bei der I I .  Gr613e vollst~ndig auf- 
h6rt, woraus erneut hervorgeht, dab die helleren B-Sterne eine in sich ge- 
schlossene Gruppe bilden. Bei der 12. Gr6Be sind auch die A-Sterne so 
selten geworden, dab man geneigt ist, yon ihnen dasselbe zu sagen. 

Wenn wir das Verhalten der A-Sterne als typisch ffir das lokale Stern- 
system ansehen dfirfen, wird die Grenze des Systems in der Mittelebene 
bei 15oo--2ooo Parsek praktisch erTeicht sein, denn in dieser Gegend 
trifft  im Durchschnitt  nut  noch I A-Stern auf je 160000 Kubikparsek.  
Jedoch wiirden nach SEARES immer noch die Sterne des allgemeinen 
galaktischen Systems vorhanden sein und daffir sorgen, dab auch an 
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den Grenzen des lokalen Systems die Gesamtsterndichte betrAchtlich 
fiber diesem Minimalwert liegt. 

DaB in Richtu~ag der Sagittariuswolke, dem vermuteten galaktischen 
Zentrum, nach ~3berschreiten des Minimums eine erneute Dichtezunahme 
zu verzeichnen ist, wurde bereits in Abschnitt 6 dargelegt. Ahnliches 
l~Bt sich auch fiir andere Sternwolken der MilchstraBe nachweisen und 
geht wenigstens qualitativ fiir die Scutumwolke aus einer Unter- 
suchung KRIEGERS I hervor, der wit das Diagramm Abb. 9 entnehmen. 
Es gilt ffir die Sterne der Spektralgruppen A 6--F3 und F3- -G3  und 
zeigt die Grenze des lokalen Systems bei lOOO--15oo Parsek und alas 
Wiederansteigen der Sterndichte his zu einem neuen Maximum in 

1 etwa 2800 Parsek Entfernung. ~s scheint, dab wir hier 
aooa~ eine unserem lokalen System koordinierte, ~hnlich wie 

/ dieses aufgebaute Sternwolke vor uns haben, und es liegt 
i nahe, in anderen Milchstral3enwolken noch weitere Systerne 

5aoa dieser Art zu vermuten. 
Aus diesem Gedanken hat SHAPLEY kiirzhch seine Auf- 

*aa°~- I fassung des galaktischen 
| I  Systems erweitert 2. Die 
H / ~  einzigen uns bekannten 

~3°°° | /  ./ \ und dem Milchstral3en- 
~ !  f - d ~  system sicher nicht an- 

zooo geh6renden Himmelsk~Sr- 
~ o ~ _ _ ~  . ~ . ~  ~v'~ / _rd~ per sind die Spiralnebel. 

~ooo Man hat deshalb gerfl un- 
ser galaktisches System 

" selbst als Spiralnebel und 
~ooa 20oo 3ooo ~ 5o0o diesen koordiniert an- 

Parsec 
ASS. 9- Verlauf der Sterndichte beim Ubergang yore lokalen gesehen. A b e r  m i t  d e n  
System zur Scutumwolke. Ordinaten: r~.umliche Sterndichte, Dimensionen, d i e  SHAP-  
Abszissen: Entfermmgen. (Nach I~mGm% Lick Bulletin x4, 95.) 

LEY und SEARES dem ga- 
laktischen System geben, ist dieses wenigstens zehnmal so grol3 wie 
ein normaler Spiralnebel. Um diese Diskrepanz zu vermeiden, ver- 
gleicht SHAPLEY das galaktische System mit einem Nebelhaufen. Solche 
Nebelhaufen, in denen mehrere Dutzend his einige hundert Spiralnebel 
zu einem System noch h6herer Ordnung vereinigt sind, kennen wit 
eine ganze Anzahl. Ein System dieser Art, ,,Supergalaxis" nennt es 
SHAPLEY, soll auch unsere Milchstral3enwelt sein; die galaktischen 
Sternwolken, darunter das lokale Sternsystem bilden, den einzeinen 
Spiralnebein eines Nebelhaufens vergleichbar, seine Strukturelemente. 

9- Ansitze zur Dynamik des Iokalen Sternsystems. Aus den 
letzten Jahren liegen verschiedene AnsAtze zu einer umfassenden 

LICK Obs. Bull. i4, 95 (1929). 
Harv. Circ. Nr. 35 ° (193o). 
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dynamischen Deutung des Sternsystems vor. Die meisten Anh~inger 
dtirfte die OORTsche Hypothese einer allgemeinen Rotation des Milch- 
stral3ensystems gefunden haben; ihre Er6rterung f~illt jedoch nicht in 
den Rahmen dieses Referates. Nur eine Schwierigkeit, die sich aus dieser 
VorsteUung ffir das lokale System ergibt, m6ge kurz erw~ihnt werden. 
Die Rotation soll in Kreisbahnen und KEPLER-Bewegung um das ga- 
laktische Zentrmn erfolgen; es miil3ten also die dem Zentrum n~iheren 
Teile des lokalen Systems schneller rotieren als die welter anBen liegen- 
den, d .h .  das ganze System wiirde sich allm~ihlich aufl6sen, vielmehr 
es wiirde sich wahrscheinlich schon aufgel6st haben. Da man abet an 
den mancherlei Anzeichen fiir seine Existenz doch nicht ganz voriiber- 
gehen kann, sucht mall die Schwierigkeit durch die Annahme zu um- 
gehen, ein solches System k6nne sich unter dem EinfluB irgendwelcher 
6rtlich begrenzter Gravitationswirkungen neu bilden und fiir eine 
gewisse Zeit yon Bestand bleibenL Dieser Ausweg ist recht un- 
befriedigend, abet vorl~ufig auch gar nicht der einzige. Die Methoden, 
nach denen die Rotation bestimmt wird, geben an sich nur deren 
Winkelgeschwindigkeit; das Drehungszentrum bleibt unbestimmt, es 
k6nnte auch eine Rotation um ein viel n~iheres Zentrum, etwa das 
des lokalen Systems selber vorliegen. Solange diese M6glichkeit 
nicht ausgeschlossen ist, haben die ge~iuBerten Bedenken nur geringes 
Gewicht. 

Man kann das Problem aber noch yon einer anderen Seite her an- 
greifen. Fast alle neueren Untersuchungen fiber den statischen Aufbau 
des MilchstraBensystems stimmen darin fiberein, dab dieses kein homo- 
genes Gebilde von Einzelsternen sondern ein Konglomerat von Stern- 
haufen und Sternwolken verschiedener Gr6Be ist. Der sehr spezielle OORT- 
sche Ansatz einer Kreisbahnbewegung der einzelnen Sterne um das Zen- 
t rum ignoriert diese Tatsache und bedeutet einen Rtickschritt zu der 
bereits aufgegebenen Vorstellung eines regelm~iBig gebauten Stern- 
systems. Wenn fiberhaupt eine Rotation stattfindet, was schon wegen 
der starken Abplattung des Systems sehr wahrscheinlich ist, ~_rd man 
besser daran tun, die einzelnen Sternwolken als dynamische Struktur- 
elemente anzunehmen und mit tier allgemeineren Vorstellung zu ar- 
beiten, dab diese sich in exzentrischen Bahnen um den Massenmittel- 
punkt  bewegen. 

Wir k6nnen die Bewegungsverh~iltnisse in einer solchen Sternwolke 
mit denen eines Meteorschwarmes vergleichen, der sich in nicht kreis- 
f6rmiger Bahn um die Sonne bewegt. Die der Sonne n~heren Meteore 
werden in jedem Falle eine gr6Bere Geschwindigkeit haben als die ent- 
fernteren, und ein Beobachter nah~ der Mitte des Schwarmes, der die 
Relativbewegungen der einzelnen Meteore miBt, wird als Gesamteffekt 

Vgl. EDDINGTON, The Rotation of the Galaxy. Halley Lecture 193 o. 
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eine Expansion des Schwarmes feststellen, wenn dieser sich dem An- 
ziehungszentrum n~thert, dagegen eine Kontraktion, wenn er sich yon 
ihm entfernt. Beide Effekte wfirden aber nicht in allen Richtungen mi t  
dem gleichen Betrage auftreten, sondern Maximalwerte in zwei einander 
entgegengesetzten Richtungen zeigen, die etwa der Richtung der augen- 
bticklichen Bahntangente entsprechen wfirde; in der hierzu senkrechten 
Richtung wird der Effekt bedeutend kleiner sein, vielleicht ganz ver-  
schwinden. 

Etwas 2~hnliches wird nun, wie u. a. yon DER PAHLEN und E R E U N D L I C H  x 

gezeigt haben, tats~tchlich bei der Sterngruppe beobachtet, in der wit den 
Kern des lokalen Systems vermuten, n~tmlich bei den B-Sternen. Das 
arithmetische Mittel der Radialgeschwindigkeiten der helleren B-Sterne 
ergibt nach Abzug der Sonnenbewegung .einen von Null verschiedenen 
positiven Wert  von + 4 bis + 5 km/sec. (also eine Expansion), den seit 
lange m bekannten ,K-Effekt", und eine n~there Untersuchung dieses 
Effektes hat  ergeben, ,,dab er einen unverkennbaren Gang mit der ga- 
laktischen LAnge in Form einer Doppelwelle zeigt, indem die gr613ten 
Werte (etwa + 6 bis + IO km/sec.) in zwei entgegengesetzten Rich- 
tungen (etwa bei % = IO ° und R = 19 oo) auftreten, w~hrend die zwischen- 
liegenden Werte sogar bis zu dem Betrag Null herabsinken". Man kann 
also die Radialgeschwindigkeiten der B-Sterne in der Form ansetzen: 

= - v®. cos(~ - Zo) + z~cos~(~ -- t~.) + Zo~ 

wo jeweils ~ die mittlere Radialgeschwindigkeit der in einem gewissen 
Bereich galaktischer L&nge liegenden Sterne ist, das erste Glied die in 
der galaktischen Ebene liegende Komponente der Sonnenbewegung, das 
zweite Glied den variablen und das dritte den etwa vorhandenen kon- 
stanten (in der Sternatmosph&re begrfindeten) Term des K-Effektes be- 
deuten (v e entspricht der Projektion auf die galaktische Ebene der Ge- 
schwindigkeit der Sonne in Bezug auf den Schwerpunkt der betrachteten 
Sterngruppe, Re gibt die L~nge des Sonnen.apex an, x, und R~. die Ge- 
samth6he der Doppelwelle und die gen&herte Lage ihrer Maxima). 

Die Durchrechnung mittels der im zweiten VOUTEschen Katalog zu- 
sammengestellten Radia]geschwindigkeiten ergibt die numerischen Werte  

v = -- 2o,91. cos (i -- 26°9) + 5,76" cos ~ (i  -- lO°5) + 1,6, 

wobei die Werte ~,, no, ~. in weiten Grenzen variiert werden k6nnen, 
ohne die spltteren Ergebnisse fiber die Bahn der B-Sterne im galaktischen 
System wesentlich zu ~tndem. 

Bezeichnen ~_r die Geschwindigkeit des in der N~he der Sonne liegen- 
den Schwerpunkts der Gruppe rni~ v=, die Geschwindigkeiten der bei 

= lO% bzw. 19o0 liegenden Teile mit v 3 und v1 und nehmen unter Ver- 

Potsdamer Publ. Nr. 86 (1928). 
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nachl~ssigung der Bahnkr/immung an, dab das System sich 1/ings einer 
Geraden in der Richtung ~ = IO 0 bewegt, so ist 

v 3 = v2 + 6 km/sec und vx ~- v~ -- 6 km/sec; /_/v = v 3 -- v2 = + 6 km/sec. 

Diese Geschwindigkeits~nderung sol1 als Wirkung einer zun~chst punkt- 
f6rmig gedachten, im Mittelpunkt des galaktischen Systems nach SI~AI'- 
LEY (also in der Richtung ~ = 325 °) befindlichen, in einem grol3en Ab- 
stand r2 von uns hegenden Anziehungsquelle v o n d e r  Masse M gedeutet 
werden. 

Die Untersuchung des K-Effektes liefert uns also die Richtung der 
Bewegung und die Geschwindigkeits~nderung innerhalb der Gruppe. 
Gelingt es uns noch, pIausible Werte ftir die Entfernung r2 zum An- 
ziehungszentrum, die mittlere Entfernung d der betrachteten B-Sterne 
yon der Sonne und fiir die Rotationsgeschwindigkeit w. des Schwerpunkts 
der Gruppe ausfindig ztl machen, so k6nnen nach den gew6hnlichen For- 
meln der KEPLERsChen Bewegung die Bahnelemente: gro0e Halbachse a, 
Exzentrizit~t e und wahre Anomalie w (der Winkel zwischen dem Ra- 
diusvektor r~ und der Richtung nach dem Perihel vom Anziehungs- 
zentrum aus) berechnet werden. 

Da wir von allen drei Gr613en, besonders aber von v~ nur eine ziemlich 
rage Kenntnis haben, verwcnden YON DER PAHLE~N" und FREUNDLICH den 
Kunstgriff, die Gleichungen so umzuformen, daI3 nur die Verh~iltnisse 
a/r2, d/r~ und z] v/v2 auftreten. Da in den beiden letzteren Br/ichen der 
Nenner jedenfalls bedeutend gr613er ist als der Z~hler, k6nnen die Ver- 
h~dtnisse in weiten Grenzen variiert werden, ohne das Resultat erheblich 
zu beeinflussen. Die Rechnung wird mit folgenden Zahlenwerten durch- 
geffihrt: 

• 9 =  I0 ° -- 325 °-~ 45 ° 
J v  -~ + 6 km/sec und + 8 km/sec (ohne konstanten Term) 

d = 200 Parsek 

r, = 20oo0 Parsek und 8000 Parsek 

v, = 40 km/sec und 114 km/sec. 

Fiir v2 ist aus Erw/igungen, denen wir bier nicht im einzelnen nach- 
gehen k6nnen, die mittlere Radialgeschwindigkeit der Kugelsternhaufen 
gegen die Sonne angesetzt. Die oben definierten Zahlenverh~ltnisse sind 
damit in folgende Grenzen eingeschlossen: 

d/r, = O,OLO his 0,o25; zlv/v~ = o,I5O his o,o5. 

Die Resultate der vier Rechnungen stimmen weitgehend miteinander 
fiberein und ergeben im Mittel: 

a/r~ = 0,564; e = 0,926; w = 182,°5 . 

Die Bewegung der B-Sterngruppe kann damit nach vow- DER PAHLEN lind 
FREUNDLICH folgendermaBen charakterisiert werden: 
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Die untersuchte Sternwolke beschreibt gegenw~rtig um ein in Rich- 
tung des Mittelpunktes des grol3en galaktischen Systems gelegenes An- 
ziehungszentrnm eine sehr langgestreckte elliptische Bahn mit einer E x -  
zentrizit~t yon etwa 0, 9 und befindet sich angenblicklich in grol3er NAhe 
des Aphels (w nahe I8O0), oder richtiger der Apogalaxie dieser Bahn, die 
sie aber bereits etwas fiberschritten hat  (da die Bewegung zur Zeit einer 
AnnAherung an das Zentrum entspricht). 

Eine 13berschlagsrechnung unter Annahme eines mittleren Wer t -  
systemes d/r2  und A v/v2  und der Distanz r2 = 12oo0 Parsek ergibt ffir 
die grol3e halbe Achse a, die Zentralmasse M und die Umlaufszeit T die 
Werte 

a = 6300 Parsek; M =  1,4 X IO ~x Sonnenmassen; 
T = einhundertdreiBig MiUionen Jahre. 

I{. OGRODNIKOFF : hat kfirzlich gezeigt, dab man mit noch allgemeine- 
ren AnsAtzen Ahnliche Ergebnisse erhMt. Es bedarf nur der Annahme, 
dab fiberhaupt eine Art Str6mung der Sterne in der Umgebung der Sonne 
existiert, d. h. dab die Geschwindigkeitskomponenten u, v der Sterne in 
Bezug auf ein rechtwinkliges, in der galaktischen Ebene liegendes Ko- 
ordinatensystem stetige Funktionen ihrer Koordinaten shad, also 

u = u ( x ,  y) ,  v = v ( x ,  y ) .  

Die Sonne ist im Nullpunkt des Systems gedacht, die x-Achse weist in 
Richtung des galaktischen Zentrums (A = 325°), die y-Achse in die Rich- 
tung A = 55 °. Unter der Voraussetzung, dab die Entfernungen der be- 
trachteten Sterne klein sind gegenfiber der Entfernung des Zentrums, 
ergibt sich dann, dab der yon der Sonne aus beobachtete Effekt der Str6- 
mung, zerlegt in seine radiale und transversale Komponente, die Form 
einer Welle mit ie zwei Maxima und zwei Minima hat, d. h. die Relativ- 
geschwindigkeiten vr~. und vt~=~, entsprechen dem Ansatz 

vr = r ( B '  + A sin 2 ;t + Ccos2 ;~) 
vtr = r ( B  - -  Csin2 g + A cos 2 ).), 

wo die Parameter  A, B, B', C yon den Geschwindigkeitskomponenten 
abhAngen und ,% den Winket zwischen der galaktischen LAnge des Zen- 
trums (325o) und der des Sternes bedeutet. Die beiden Wellen haben 
gleiche Amplitude, aber die zweite ist gegenfiber der ersten um 450 zu 
kleineren LAngen hin verschoben. 

Nimmt man an, dab die Ursache der Strombewegtmg ihren Sitz in 
einer Zentralkraft K hat, die nut  v o n d e r  Entfernung vom galaktischen 
Zentrnm abhAngt, so lASt sich zeigen, dab die Geschwindigkeitskompo- 
nenten der Str6mung gegeben sind durch 

B '  - C K A - B K 

x Z. f. Astrophysik 4, 19 ° (1932)- 
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wo A -- B '  ~ + B ~ - -  C ~ - -  A ~. Die Richtung tier Str6mung tg ~ = v/u 
ist also vollstAndig bestimmt durch die Werte der vier Parameter.  Diese 
Konstanten werden mittels des ffir die B-Sterne vorliegenden Materials 
berechnet, und zwar B' nach der ersten Gleichung aus den Radial- 
geschwindigkeiten, B nach der zweiten aus den Eigenbewegungen, A und 
C nach beiden Gleichungen. Als Endwerte finder OGRODNIKOFF: 

A = o , o 1 6 ;  B - ~ - - o , o 2 6 ;  B ' = o , o 2 9 ;  C = o .  

Abb. IO zeigt den wirklich beobachteten Verlauf der Radial- und 
Transversalbewegung mit galaktischer L~nge; die obere Kurve  gibt die 
Radialgeschwindigkeiten nach vow DER PAHLEN und FREtI~I)LlCtt, die 
untere die Eigenbewegungen (reduziert auf km/sec) nach OORT. Die 
drei theoretischen Bedingungen: Doppelwelle, gleiche Amplitude und 
Phasenverschiebung um 45 o 
sind jedenfalls soweit er- ~ 
ffillt, dab man der ganzen s p~ 
Vorstellung wenigstens den e 4 
Charakter  einer Arbeits- 
hypothese zubilligen wird. 

Die Richtung der Strom- ÷z 
bewegung ergibt sich zu o 
346 o galaktischerL~nge und -2 
dararus auf ~hnliche Weise -g 
wie bei yon der PAHLEN 
und FREUNDLICH als Bahn -s ~__ 
eine Parabel oder stark -8 
exzentrische Ellipse, deren 
, ,Apogalaktikum"die Stern- 
gruppe eben durchlaufen 
hat. 

! I 
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Abb. xo. Doppelwelle in Radialgeschwindigkeit und 
Eigenbewegung, 

DaB OORT aus demselben Datenmater ial  ein ganz anderes Bild ge- 
winnt, liegt haupts~chlich, wie hier nicht im einzelnen ausgeffihrt werden 
kann, an einer abweichenden Interpretierung des K-Effektes.  Welche 
der beiden Auffassungen der Wahrheit  n~her kommt,  l~13t sich noeh nicht 
absehen; ~ geben einstweilen dem bier besprochenen den Vorzug, weil 
sie enger an den sonstigen Ergebnissen fiber die Struktur  des Sternsystelns 
orientiert ist. 

xo. SchluBbetrachtung. Fassen ~ noch einmal die Tatsachen 
zusammen, die fiir die Existenz eines lokalen Systems spreehen, so sind 
es vor allem diese beiden: Die helleren B-Sterne, das Gerfist des Systems, 
bilden in ihrer Hauptmasse eine auf die n~here Umgebung der Sonne 
beschr~nkte r~umliche Gruppe, und die helleren Sterne im allgemeinen 
konzentrieren sich init den B-Sternen um eine andere Symmetrieebene 
wie die schw~cheren Sterne. Ich denke, dab diese Beobachtungen hin- 
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reichend verbfirgt sind und vorlttufig auch am besten durch die Annahlne 
eines lokalen Systems interpretiert werden k6nnen. Die innere Struktur 
des Systems ist wahrscheinlich durch ein Nebeneinander yon sternarmen 
und sternreichen Gebieten charakterisiert; weitere Untersuchungen dar- 
fiber sollten sich an der Fragestellung orientieren~ ob das System ein 
Spiralnebel ist. Sicher scheint auch, dab die Sonne nicht welt yon seinem 
Zentrum steht. 

Als Glied des aUgemeinen galaktischen Systems betrachtet, scheint 
das lokale System kein Einzelphttnomen zu sein, sondern eine yon 
mehreren Sternwolken, die zusammen das gr613ere System bilden. Eine 
planmt~13ige Erforschung der galaktischen Sternwolken wfirde zur 
Kl~-ung des Problems nach dieser Richtung notwendig sein. 

Ganz unsicher erscheinen im Augenblick alle Angaben fiber die Aus- 
dehnung des Systems und die Entfernung des galaktischen Zentruins, 
well ihnen das Damoldesschwert der intersteUaren Absorption droht. 
Die Auffindung solcher Methoden, die unabh~ngig yon einer Absorption 
die Bestimmung gro0er Entfernungen erm6glichen, ist deshalb heute 
ein dringendes Desideratum der Stellarastronomie. 
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I. D i e  s t e U a r s t a t i s t i s c h e n  M e t h o d e n °  

Die Grundiage ftir die Erforschung des Aufbaues unseres Sternsy- 
stems bildete zun~ichst die SteUaxstatistik. Auf Grund yon Sternz/ih- 
lungen in den verschiedenen Himmelsgegenden versuchte man die 
rttumhche Anordnung der Sterne vorerst ohne Rficksicht auf ihre Be- 
wegungen zu bestimmen. Die Z/ihlungen der helleren Sterne waxen durch 
die verschienenen Durchmusterungen des Himmels bis etwa zur 
IO. scheinbaren Gr6Be fiber den ganzen Himmel ausgeffihrt worden. 
F/lr die schwttcheren Sterne war wegen der groBen Zahl die Erfassung 
des gesamten Materials nicht mehr m6glich. Daxum hatte •APTEYN 
2O6 Felder, die Selected Areas, die fiber den ganzen Himmel gleich- 
m/iBig verteilt waxen, herausgesucht, und man begnfigte sich f/ir die 
schwttcheren Sterne mit den Stichproben aus diesen Gebieten. Da die 
Sternzahlen schon ffir die hellsten, dem bloBen Auge sichtbaxen eine 
strenge Beziehung zur MilchstraBe zeigen, werden wit irn folgenden fast 
ausschlieB1ich die g~aktischen Koordinaten verwenden und nur aus- 
nahmsweise die astrometrisch gebrtiuchliche Rektaszension und Deldi- 
nation erwtthnen. Da die Lage der MilchstraBe, die den Himmel nahezu 
als GroBkreis umspannt, wegen der vielen UnregelmttBigkeiten in ihrer 
Struktur nicht genau feststellbax ist, muB man sich auf einen bestimmten 
Koordinatenanfangspunkt festlegen. Es wird hier stets der konventio- 
nellste gew/ihlt, dessen Nordpol bei 12 h 4o ~ Rektaszension und + 280 
DekJination (Aquinoktium 19oo ) liegt. Die Ltingen werden yore auf- 
steigenden Knoten, wo die MilchstraI3e yon der sfidlichen auf die n6rd- 
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liche Hemisph~ire fibertritt, also I8 b 4 o"  Rektaszension und o~o Deklina- 
tion aus gerechnet. 

Nach den ersten tastenden Versuchen yon  HERSCHEL, der annahm,  
dab die absolute Leuchtkraft  aller Sterne die gleiche sei und der auf  
diese Weise ein in groben Zfigen linsenf6rmiges Bild des Systems erhielt, 
wurde die mathematische Theorie der Steliarstatistik vor allem dutch  
SEELIGER entwickelt. Die in der Astronomie fibliche Gr6ttentdassen- 
skMa: ffihrt auf die allgemeine Integralgleichung der Stellarstatistik: 

cO 

a(m) = c~fD (r) r ~ q~ (M) d r .  
O 

a(m) bedeutet hier die Anzahl der Sterne, die auf dem best immten 
Himmelsareal  des Einheitsraumwinkels zwischen den Gr6£lenldassen 
,m--~/2 und m + x/2 liegen. #(M) bedeutet  die H~iufigkeitsfunktion der  
verschiedenen absoluten Helligkeiten M und D(r) die r~iumliche Stern- 
dichte als Funktion der Entfernung r, wobei in der Entfernung Null  
D(o) gesetzt ist. Es ist in dieser Gleichung yon einer eventuellen Ab-  
sorption des Lichtes im Weltraum Abstand genommen. Die Gr6gen 
a(m) und #(M) sind Resultate yon zum Tell recht schwierigen Beob- 
achtungen, und unter der Annahme, dab die Verteilungsfunktion # ( M )  
innerhalb des ganzen Systems die gleiche sei, ha t  man seit Jahrzehnten 
mi t  zunehmend verbessertem Material ffir die Gr613en a (m) und ~ (M) 
die Integralgleiehung gel6st, d. h. den Verlauf yon D (r) bestimmt° Die 
Schwierigkeit, fiber die Anzahlen der schw~chsten Sterne exakte An- 
gaben zu machen, ist in den letzten anderthalb Jahrzehnten fiberwunden 
worden, sie beruhten auf der Schwierigkeit, ffir die schwachen Sterne eine 
exakte  Gr613enldassenskala zu schaffen. Die Hypothese,  yon der Konstanz  
der Funktion q5 (M) fiber das ganze System und die Vernachl~,tssigung der 
Absorption oder vielmehr die Unm6glichkeit, hierfiber exakte Angaben 
zu machen, sind die Schw~chen der steltarstatistischen Methode. Das  
Rechenresultat ergibt, dab nach alien Seiten hin die Sterndichte abnimmt ,  
~_r uns also etwa iln Mittelpunkt des Systems befinden, und dal3 die 
Dichteabnahme in der Richtung der galaktischen Pole sehr viel rascher 
erfolgt, als in der MilchstraBenebene. WAhrend sie an den Polen in 
200 Parsek auf */6, in 2000 Parsek auf X/~oo gefallen ist, sind die ent-  
sprechenden Entfernungen in der Milchstral3enebene etwa IOOO und 

x Is t  die zu den Gr613enklassen IX und m geh6rige scheinbare Intensitgt 

In uIXd Ira, so ist nach der Definition einer GrGIBenklasse log ~ = 0, 4 (m--n)  ; 

die scheinbare Gr613e in einer bestimmteIX Entfernung nennt man absolute 
Gr6Be. Merkwfirdigerweise hat sich die Definition der absoluten Gr613e auf 
IO Paxsek eingebfirgert, wogegen die Enffernungseinheit I Parsek blieb. I s t  
m die scheinbare, M die absolute Gr613e, so ist die Entfernung eines Objektes 

d =  IO °'2(m-2vI)+x oder m - M = 5 1 o g d  - 5 .  
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12oo0 Parsek. Betrachtungen yon S~APLEY fiber die r~umliche Ver- 
teilung der Kugelsternhaufen und auch mehrerer anderer Objekte liel3en 
darauf schliel3en, dal3 das Zentrum des grol3en galaktischen Systems 
nicht in der N~ihe der Sonne, sondern in groBer Entfernung in der Rich- 
tung des Sagittarius liege. Das System der Stellarstatistik, in dessen 
Mitte sich die Sonne befinde, sei nur das sogenannte 6rtliche Sternsystem, 
und die Milchstral3e setze sich aus vielen derartigen Systemen zusammen~. 
Das Fehlen einer nennenswerten interstellaren Absorption wurde vor 
allem durch SHAPLEY an den Kugelsternhaufen und auch an den Spiral- 
nebeln erwiesen. Nicht ausgeschlossen aber war eine bedeuteude Ab- 
sorption innerhalb einer sehr engen Zone um die Mittelebene der Milch- 
stral3e. Die Existenz dieser Absorption ist in den letzten Jahren dutch 
Untersuchungen yon TRUMPLER und anderen fast zur GewiBheit ge- 
worden. Infolge der Absorption erscheinen uns die Sterne in dieser Zone 
schw~cher, und somit projizieren wir sie in zu grol3e Entfernungen. Es 
erscheint m6glich, dal3 die Dichteabnahme, die ~ in der Milchstral3en- 
ebene selbst beobachten, gar nicht reell ist, sondern nur durch die Ab- 
sorption vorget~uscht wird. Die halbe Dicke dieser Schicht wird wahr- 
scheinlich 2oo Parsek nicht fiberschreiten, wahrscheinlich erheblich dar- 
unter liegen. Auch in der Richtung senkrecht zur Milchstratlenebene ist 
das rechnerische Resultat nicht einwandfrei, obwotfl bier das Licht un- 
gehindert durchdringt. Denn schon in IOO Parsek Erhebung fiber der 
Erde sind die absolut hellen Sterne verhAltnismABig viel seltener Ms die 
lichtschw~icheren, wie aus Untersuchungen fiber die r~iumliche Verteilung 
der heiBen W-O-B- und der c-Sterne hervorgeht. Dadurch ist die Ver- 
teilungsfunktion # (M) schon in dieser geringen Entfernung fiber den 
Polen eine ganz andere, und die rechnerischen Resultate ergeben einen 
langsameren Dichteabfall nach aul3en, als der Wirklichkeit entspricht. 
Das Sternsystem w~re demnach nicht ein abgeplattetes Ellipsoid mit der 
Sonne im Mittelpunkt, sondern eher eine planparallele Schicht, deren 
Grenzen in der Hauptebene nicht feststellbar sind, weil unsere Sicht nur 
einige tausend Parsek welt reicht, iJbrigens sind auch die Sternzahlen 
nach galaktischer L~nge durchaus nicht gleichm~it3ig verteilt, sondern 
zeigen aul3er vielen Unregelm~13igkeiten in der Richtung auf das hypo- 
thetische galaktische Zentrum nach SHAPLEY einen gr613eren Wert als in 
der Gegenrichtung, und SEARES 2 konnte zeigen, dab man unter Annahme 
einer plausiblen Absorption einen Dichteveflauf konstruieren kann, der 
nach aul3en hin einen langsamen, stetigen Abfall zeigt, dagegen nach dem 

I Diese Auffassung ist besonders in SH&PLEYS neuerer Annahme der 
Supergalaxy vertreten, der das MilclastraBensystem nicht et-wa den Spiral- 
nebelr~ koordinieren will, sondem es einem Hauferl yon Nebeln gleichsetzt. 
Dieser Vorstellung, die sich schwer kontrollieren l~il3t, ist hier nicht beige- 
treten. 

2 M. W. Contr. 428 = Ap. J. 74, 91 (1931). 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 3 
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Zentrum bis zu einigen tausend Parsek eine Zunahme. Die numerischen 
Resultate yon SEARES k6nnen natfirlich noch keinen Anspruch auf Reali- 
t~it erheben. Man kann wohl sagen, dab die Methode der Stellarstatistik 
mit  Hilfe von Sternz~ihlungen nur fiber die allern~ichste Umgebung tier 
Sonne etwas aussagen kann. 

Blur fiber Objekte, die sich betr~ichtlich fiber die Schicht der  
s t ~ k s t e n  Absorption erheben, kann man in gr6Beren Entfernungen be- 
s t immtere Angaben machen. Auf Grund der Cepheiden-Parallaxen x 
an vielen Sternen der Kugelsternhaufen konnte SI~APLWY wahrscheinlich 
machen, dab in der Sagittariusrichtung in etwa 2o ooo Parsek, wie er an-  
Ilahm, ein groi3es Anziehungszentrum sei, um das sich die Kugelstern- 
haufen scharen. Die gen~ihert zentrale SteUung der Sonne wurde dami t  
aufgegeben, und wir befinden u_us nach dieser Auffassung sogar ziemlich 
nahe dem Rande des Systems. 

Man konnte so Vermutungen fiber die r~umliche Anordnung tier 
Sterne in unserem System ~uBern, aber noch nichts fiber dessen Be- 
wegungs- und Gleichgewichtszustand aussagen. Es ist nur  anzunehmen, 
dab ein so s tark abgeplattetes System auch ein groBes Rota t ionsmoment  
besitzt. 

2. Die Sternbewegungen in der Umgebung der S o n n e .  

Die Bewegungen innerhalb des Sternsystems in unserer unmit te l -  
baren Umgebung, die nach den Beobachtungsmethoden ill Radial-  
geschwindigkeit und angul~re Eigenbewegung zerfallen, die beide nu r  
bei Kenntnis der Parallaxe zur wahren Raumbewegung kombinier t  
werden k6nnen, lassen sich ihrem Wesen nach in drei Kategorien ein- 
teileI1. Die Doppelsternbewegungen und Achsenrotationen der Sterne 
werden bier natfirlich auBer acht gelassen. Die angul~ren Eigenbewegun- 
gen ~ k6nnen ~ nur ffir relativ naheStenle  bestimmen. In  IOOO Parsek 
Entfernung k6nnen sie nur noch ffir die ausgesprochenen Schnell~ufer 
mit  Geschwindigkeiten yon fiber IOO km/sec bemerkbar  werden. Der  
Bereich ffir die Radialgeschwindigkeiten ist nur  durch die scheinbare 
Lichtst~irke der zu messenden Objekte begrenzt und geht ffir manche 
yon diesen sehr weit, z. B. ffir die planetarischen Nebel, die Sternhaufen 
und die exogalaktischen Spiralnebel. I m  grol3en ganzen kann man sagen, 
dab nur bis auf einige hundert  Parsek Entfernung die Bewegungen 

t I~ den Kugelsternhaufen befinden sich viele Ver'Anderliche vom 3-Ce- 
phei-Typus, deren absolute Helligkeit aus der Periode des Lichtwechsels ero 
mittelt wird. Aus der absoluten und scheinbaren Helligkeit l~13t sich, siehe 
Ful3note S. 3 2, die Entfernung ermittelu. 

Die Eigenbewegungen werden in Bogensekunden pro Jahr angegeben. 
Ist/~ die Eigenbewegung, p die Parallaxe, beide in Bogensekunden, so ist 

die lineare Tangentialbewegung ill km/sec T = 4,74 ~ "  
P 
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einigermaBen erforschbar sind, ffir die Zwergsterne liegt diese Grenze 
sogar unter 50 Parsek. 

Die drei Bewegungskategorien, die wit in unserer unmittelbaren Um- 
gebung beobachten, sind an die Begriffe Sonnenapex, Vertex und Asym- 
metrie gebunden. 

Der Apex wurde schon yon HERSCHEL aus nur sieben damals be- 
kannten Eigenbewegungen gefunden. Er  ist der Ausdruck dafiir, dab 
bei der ziemlich regellos nach Art der MAXWELLsChen Verteilung der 
Molekfilgeschwindigkeiten eines Gases vor sich gehenden Stembewegung 
die Sonne anch eine solche rein zuf~llige Bewegung besitzt, die sich in der 
scheinbar entgegengesetzten Bewegung der fibrigen Sterne ~uBert. Der 
Zielpunkt der Sonnenbewegung liegt in der Leier, und seine Koordinaten 
werden hier zu I8~O + 3 °o oder in galaktischer L~nge und Breite zu l = 23 o 
und b = + 22% die Geschwindigkeit zu 20 km/sec angenommen. Da die 
Bewegung der Sonne im Sinne tier Dynamik einen rein zuf~lligen Charak- 
ter besitzt, werden wir auf diese Bewegung keine weitere Rficksicht zu 
nehmen haben, als dab wir sie von den beobachteten Stembewegungen 
abzuziehen haben. 

Die zweite Kategorie, die Vertexbewegung, geht anf Untersuchungen 
der Eigenbewegungen zurfick. Die Untersuchung fiber die Verteilung 
der Richtungen der Eigenbewegungen in den einzelnen Himme]sarealen 
zeigte, dab die allgemeine Vorzugsrichtung nicht im Positionswinkel des 
Antiapex lag, wie theoretisch zu erwarten war, sondern dab im allgemei- 
nell zwei HAufigkeitsmaxima vorhanden waren, die die Richtung zum 
Antiapex einschlossen. Die Deutung dieses Ph~nomens geschah fast 
zwangsl~ufig derart, dab man zwei Sternstr6me annahm, die beide etwa 
die gleiche Geschwindigkeitsstreuung zeigten und eine Bewegung gegen- 
einander besaBen, die ungef~hr v o n d e r  Gr6Be der Streuung war. Bezog 
man die Sonnenbewegung auf den Mittelwert der  beiden Str6me, so er- 
hielt man die oben beschriebene Apexbewegung, und auf die Mitte der 
beiden Stemstr6me bezogen hatten diese natfirlich entgegengesetzte 
Zielpunkte, n~mlich 

Strom I Rektaszension i8hi2 m Deklinadon - -  I20 oder 1 = 3460 b = o °. 
Strom II ,, 6h I2m , ,  + 120 I460 O o. 

Ein Tefl der Sterne, und zwar vorzugsweise die absolut hellen Helium- 
sterne, machen scheinbar keine der beiden Bewegungen mit, sondern 
ruhen dazwischen als ein dritter Strom 0. Die Zweistromhypothese wurde 
yon KAPTEYN aufgestellt. 

Die zweibzw, dreiStr6mewaren nicht scharf zu trennen, undScHWARZ- 
SCHILD stellte anstatt  der Zweistromhypothese die mathematische Hypo- 
these der ellipsoidischen Geschwindigkeitsverteflung auf. In der Formet 
q5 (v) = C exp( - -h2v~) ,  die die H~ufigkeit der einzelnen Geschwindig- 
keitskomponenten angibt, sollte h in verschiedenen r~tumlichen Rich- 
tungen verschiedene Werte besitzen. Die Beobachtungen konnten 

3* 
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zwischen beiden Hypothesen nicht entscheiden. Es sei clarauf hill- 
gewiesen, dab die Vertexrichtung genau in der Mflchstral3enebene 
liegt. Ftir die Radialgeschwindigkeiten zeigte sich natfirlich eben- 
falls eine gr613ere Geschwindigkeitsstreuung in der Vertexrichtung als 
senkrecht dazu. Das Achsenverh~ltnis der Geschwindigkeitsellipsen 
betr~igt etwa 0, 7. 

Die dritte Kategorie der Sternbewegungen ist die Asymmetrie, die 
schon vor l~ngerer Zeit yon verschiedenen Autore~l gefunden war, deren 
Allgemeingfiltigkeit aber erst vor einem Jahrzehnt von STI~6MBEI~G auf- 
gezeigt wurde. Sie beruht auf den verhliltnism~iSig seltenen groBen 
Geschwindigkeiten einzelner Sterne. Wtihrend die Bewegung der Mehr- 
zahl der Sterne yon der Gr613enordntmg 20 km/sec oder darunter ist, 
handelt es sich hier um Geschwindigkeiten yon 60--3oo km/sec. ]Die 
Zielpunkte der Geschwindigkeitsvektoren dieser Sterne liegen v611ig ein- 
seitig im Raume orieutiert. In einer Hemisphttre fehlen sie vollst~indig 

und zeigen auf der an- 
f q 

Abb. x. Die Asymmetrie der Sternbewegungen nach STRSMBERG. 
Q Sonne~ * Normale R~esen, 2 Planetarische Nebel, 3 P,R Lyrae- 
Sterne~ 4 Mira-Sterne, 5 Kugelsternhaufen~ 6 Schne|l~ufer mit 

bekannter riiumlicher Bewegung (nut Schwerpunkt). 

deren Seite eine starke 
Konzentration auf einen 
Punkt in der Milchstral3en- 
ebene, der 9 °o voi1 der Ver- 
texrichtung abliegt. Zum 
Teil sind diese Sterne ge- 
wShnliche Zwergsteme, 
die durch nichts anderes 
als durch ihre groBen Ge- 
schwindigkeiten auffallen. 
Sie stehen uns nahe, so dab 
die Parallaxen und damit 
die vollen Raumgeschwin- 

digkeiten in vielen FAllen bestimmt werden konnten. Ein anderer Tefl sind 
physisch auffallende Sterne, die zugleich durchweg eine groBe Radial- 
geschwindigkeit besitzen und, wo meBbar, in Anbetracht der Entfernmag 
auch eine grolle Eigenbewegung. Die tiefroten ver~uderlichen Mira- 
Sterne, die weiBen, ebenfalls ver~inderlichen Cluster- oder RR-Lyrae- 
Sterne shad die Hauptvertreter dieser Kategorie. STI~OMBEI~G teilte 
diese Sterne nach ihren physischen Merkmalen in verschiedene Gruppen 
ein und land, dab mit zunehmender Asymmetrie, d.h.  seitticher Ab- 
weichung gegen die Geschwiudigkeitsellipse der Hauptmasse der Sterne 
auch die Streuung innerhalb der Gruppe wuchs (vgL Abb. I). 

W~-rend die Apexbewegtmg einen rein zufiilligen Charakter besitzt, 
werden dieVertexrichtung und die Asymmetrierichtung f~r die Dynamik, 
des Systems vermutlich eine groBe Bedeutung haben, und es wird kein 
Zufall sein, dab sie beide in der MilchstraBenebene und 9 o° voneinander 
abliegen. 
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I4OHLSCHI3TTER ~ hatte rein formal gezeigt, dab man Vertex und 
Asymmetrie durch zwei Sternstr6me darstellen kann, die sich in der 
A symmetrierichtung gegeneinander bewegen. Man braucht nur an- 
zunehmen, dal3 die Geschwindigkeitsstreuung in beiden Str6men yon 
der MAXWELLschen Geschwindigkeitsverteilung abweicht, und dab 
beide Str6me verschiedene Streuungen und verschiedene Dichten be- 
sitzen. 

Auger diesen drei Bewegungserscheinungen soil hier noch die vierte 
erw~ihnt werden, die abet nicht eine Eigenschaft des Raumelementes 
um die Sonne, fiberhaupt kein Streuungseffekt ist, sondern ein Ent-  
fernungseffekt. Es ist dies der Gang der Radialgeschwindigkeiten in der 
MilchstraBe mit gMaktischer L~inge, dessen Amplitude der Entfernung 
der gemessenen Gestirne proportional ist. Er  wurde von FREUNDLICH 
und YON DER PAHLEN2 an den B-Sternen entdeckt, die ihn derart deute- 
ten, dab im allgemeinen Gravitationsfeld der Milchstral3e sich die ge- 
schlossene Grnppe der B-Sterne in einer elliptischen Bahn vom Apo- 
galaktikum 3 zum Perigalaktikum bewege. Dadurch muB sie in der Be- 
wegungsrichtung anseinander gezogen, in der Querrichtung abet, und 
zwar in geringerem MaBe, kontrahiert werden. Dadurch wurde zugleich 
der sogenannte K-Effekt er ld~t ,  das ist die durchschnittliche Ausw~irts- 
bewegung der B-Sterne um etwa 4 km/sec, iJber diesen Effekt,  den nur 
die B-Sterne zeigen, ist viel nachgedacht worden. Es scheint abet so viel 
sicher zu sein, dab er nicht eine wirkliche Bewegung der Sterne, sondern 
einen systematischen Unterschied gegen die Bewegung darstellt, hervor- 
gernfen entweder dutch systematische Messungsfehler oder dutch die 
relativistische Rotverschiebung im Gravitationsfeld oder durch beides*. 
Die Theorie yon I~REUNDLICH und yon  DER PAHLEN ist kfirzlich in 
mathematisch eleganter Weise durch OGORODNIKOFF 5 ausgearbeitet 
worden. 

Es liegen abet gegen diese Erkl~rung Bedenken vor, da sie durchaus 
nur den Gang der Radialgeschwindigkeiten der B-Sterne erkl~t .  

Durch eine etappenweise yon LINDBLAD und OORT gefundene Er-  
k l~ung  konnten aber mit einem einzigen Bilde s~imtliche Erscheinungen, 
die Vertexbewegung, die Asymmetrie und der von FREUNDLICH und 
PAHLEN gefundene Entfernungseffekt, der jetzt den Namen Rotations- 
effekt fiihrt, erld~rt werden. 

Danach ist das ganze galaktische System um das im Abschnitt i 
genannte Zentrum yon SHAPLEY im Sagittarius in starker Rotation be- 
griffen, abet nicht als Ganzes, wie ein starrer K6rper, sondern einerseits 

i SEELIGER-Festschrift. Berlin 1924, IZO. 
= AN. 2z8, 369 (1923), n. Publ. Potsdam I928, Nr 86. 
s Entsprechend Perihelium und Aphelium einer PIsmetenbahn. 
4 Z. Astroph. 2, 151. 
5 Z. Astroph. 4, 19o. 
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rotieren die inneren Teile rascher als die Aul3eren, wie das auch im 
Ptanetensystem der Fall ist, und auBerdem ist das ganze System ge~dsser- 
maBen aus verschiedenen Untersystemen zusammengesetzt, die ver-  
schiedene Rotationsmomente besitzen. 

Die verschiedenen Rotationsmomente der einzelnen Untersysteme er- 
klltren nach LINI~BLAD x die Asymmetrie der Sternbewegung. Da alle 
K6rper der verschiedenen Systeme nattirlich dem gleichen Gravitations- 
gesetz tmterworfen sind, heil~t die verschiedene Rotationsgeschwindig- 
keit nur, dab die K6rper der langsamer rotierenden Untersysteme sich 
in stark exzentrischen Bahnen bewegen, w~thrend die am schneUsten 
rotierenden in Kreisbahnen oder nahezu in Kreisbahnen um das aLl- 
gemeine Anziehungszentrum laufen. Nach LINDBLAD entspricht die 
Kreisbahn der gr6Bten H~ufigkeit im Geschwindigkeitsdiagramm, also 
den Sternen, gegen die die Sonne in ihrer Apexbewegung die Geschwindig- 
keit yon 20 km/sec besitzt. Die langsamer rotierenden Sterne sind die, 

deren Asymmetrie stark aus- 
z 

ZZ'= Rofogm, mch, re 
Z" 

AbB. 2. Das Schema des Systems nach LINDBLAD. 

gepr~tgt ist, also die Schnell- 
1Aufer. Sie bleiben gegen/iber 
der allgemeinen Bewegung zu° 
flick und sind somit eigentlich 
Langsalnl~ufer. LINDBLAD 
entwarf zun~tchst ein rohes 
Schema vom Sternsystem, das 
er derart in einzelne Unter-  
systeme aufl6ste, dab die 
langsamer rotierenden eine 
geringere Abplattung zeigten, 
die raschest rotierenden da- 

gegen eine sehr starke. A1]e Untersysteme haben in diesem Schema 
den gl.eichen Aquatorialdurchmesser und  nut  verschiedene Dicke. Das 
entsprechende Bild ist in Abb. 2 dargestellt. 

OORT 2 griff das Problem von einer anderen Seite an und versuchte den 
Entfernungseffekt, die Doppelwelle in der Radialgeschwindigkeit der ]3- 
Sterne zu erld~ren. Dies ist in der Ta t  mit  den nahezu in Kreisbahn urn- 
laufenden Sternen sehr leicht m6glich, wenn die Rotationsgeschwindig- 
keit mit der Entfernung vom Zentrum variiert. Ist diese wie im Planeten- 
system fiir die inneren Teile gr6Ber, so beobachten wir folgendes: In der  
Richtung auf das Zentrum, in der Gegenrichtung und in der Richtung 
senkrecht zu diesen, in der Tangentialen, mu8 die Radialgeschwindigkeit 
ffir den mitbewegten Beobachter Null sein. Aber in den dazwischen- 

x Medd. Stockholm Nr I u. 2. In diesen beiden Arbeiten wird im wesent- 
lichen alles friiher Ver6ffentlichte zusammengefaBt. 

2 B .  A .  N .  I927 ,  N r  12o.  
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liegenden Quadranten muB sie abwechselnd positiv und negativ sein. 
Es entsteht die beobachtete Doppelwelle yon der Form a sin 2 l + b  cos 
2 I. Diese einfache Formel wird aber nut so lange gelten, als die beob- 
achteten Distanzen klein gegen den Abstand vom Zentrum sind. 

Bevor ich in den nlichsten Kapiteln die Ableitung des Rotations- 
effektes und der Asymmetrie im einzelnen bringe, soll bier eine kurze lJber- 
sicht der haupts~ichlich vorkommenden Bezeichnungen gegeben werden. 

I. Galaktozentrische, d. h. auf den Mittelpunkt des Systems bezogene 
Koordinaten: 

D = Distanz. 
~.fl galaktozentrische LtXnge und Breite. 
R=Dcos /~  und Z = D s i n ~ .  
~B = vektorieUe Geschwindigkeit. 
~gR~Z~9 z deren Komponenten (entsprechend 7r0Z bei Lrm)BLAD). 
Sta~ ~R und ~z kann auch R und Z, geschrieben werden. 
V c = Geschwindigkeit der Kreisbahn. 
2. Heliozentrische, d. h. auf unseren Standpunkt bezogene Koordinaten : 
d = Distanz. 
1 = galaktische LAnge. 
b = gaIaktische Breite. 
r = d c o s b  u n d z = d s i n b = Z .  

W = Radialgeschwindigkeit. 
T = Tangentialgeschwindigkeit, linear. 
/2 = Eigenbewegung in Bogensekunden. 
T= 4,74/~ d. 
3. q~(x) bedeutet allgemein die H~iufigkeitsfunktion einer Gr6Be x: 

a (x) bedeutet allgemein die Streuung oder Dispersion einer Gr6Be x nnd 
ist rechnerisch mit dem mittleren Fehler identisch. 

3. Die differentielle Rotation. 
In diesem und dem nttchsten Abschnitt soIlen nut die Be- 

wegungen der Sterne ill der Hauptrotationsebene betrachtet 
werden. Das System wird also als ein zweidimensionales angesehen 

und die dritte Dimen- 

x S 

Abb. 3. Die Ableitung des Rotatlonseffektes. 
@ Sonne~ S Stern, C Rotationszentrum. 

sion vernachl~issigt. Es 
wird ein Anziehungszen- 
trum angenommen, yon 
dem ein rotationssym- 
metrischesKraftfeld aus- 
geht, fiber dessen n~ihere 
Eigenschaften vorerst 
gar nichts ausgesagt wer- 
den soll. Der Verlauf der 

Kraft  mit dem Radius wird yon der Massenverteilung im System abh~ingen. 
Bezeichnet in Abb. 3 C das Zentrum, ® die Sonne, S den betrachteten 
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Stern,  und  nehmen wir an, dab beide in exak te r  Kre i sbahn  rotieren u n d  
d a b / ;  = F (R) die im Abstande  R wirksame Kra f t  sei, dann ist die Ge-  
schwindigkei t  in .der Kre isbahn allgemein V =  ]/RF(R). Die Geschwin-  
digkeit  yon  Soiree und Stern ist  nach R ich tung  und Gr6Be verschieden.  
U m  die Unterschiede zu bes t immen,  ffihren wir ffir den Augenbl ick ein 
rechtwinkliges Koord ina tensys tem ein, dessen X-Achse mi t  O-C zu-  

sammenfii l l t .  Es  sind V o = ] / R e F ( R o )  und  V, = ~ R , F ( R , ) .  Sind 

J (  und  I~ die Komponen ten  der Geschwindigkeit ,  so ist 

~ 'e  = o X ,  -- R(~**r~-~,~ sin z 

ve  = 1/Re ~(Re) ~ ,  = CR,F(R,)cos Z, 
wo 1 die galaktozentr ische LAnge bedeute t .  Die von  der Sonne aus  
beobach te ten  Radial-  und  Tangent ia lgeschwindigkei ten sind dann:  

W =  ( ~ 7 , - - X e )  cos / + ( Y , - -  Y o ) s i n  / 

T = --  (zY, - -  ~7 e ) sin l + (11, - -  I~ e ) cos l .  

Die Gr6Ben ~ und  R ,  k6nnen aus den Gleichungen eliminiert  und  d u t c h  
die gew6hnliche heliozentrische galakt ische L~inge l u n d  die Dis tanz  des  
Sternes v o n d e r  Sonne r ersetzt  werden. D a  

sin t = r R,sin-----/ , cos I = R e -R,r cos I und  R ,  = ]/R ~ + r ~ - -  2 R e r cos l 

sind, wird 

W =  [[/--R-,-- R e - -  ]/R e F ( R e )  ] sin l 

] F/ fi-(-~F ( R , ) R T =  ~ R----~( e c o s l - - r ) - - ~ R  e F ( R e ) c o s l .  

Fiir kleine Wer te  von r :R werden beide Formeln  in der ersten N/ihe- 
rung 

W =  A r s i n  2 l  
T =  A r c o s  2 l + B r  ( i )  

L ( R o dr/ L 
wo A = 4--~o . I  F d R  ] und B = A--R-oo  sind. 

Dies sind die Formeln  yon OORT, die nu r  beschr~nkte  G/ i ldgkei t  
besitzen. 

Ffir  die NE~rro~sche Gravi ta t ionskraf t ,  die einer vollst~hadigen Mas-  
senkonzent ra t ion  auf  das Zen t rum entspricht ,  wird 

3 V~ IV~ 
A = -~ 4R e B = 4R® 

I m  Falle einer homogenen Massenver te i lung und harmonischen  Be-  

wegung, wenn F = R ,  const ist, wird A = 0 und  B ---- - -  Vc , und  das  
R e  

ganze Sys t em rot ier t  wie ein s ta r te r  K6rper .  
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Da die ersten Untersuchungen ergaben, dab die N~aherung an die 
NEwToNsche Kraft schon recht gut sei, sollen hier die Formeln ftir diesen 
Fall vorwiegend benutzt werdeno In diesem Falle, wo F - -  const. R -~ 
gesetzt ~ r d ,  lassen sich die Formehl fiir beliebige Entfernungen un- 
schwer ausrechnen. 

Es ist 

W= ~ R  e R.Z--R"£ z sin/  
3 (2) 

Dutch Reihenentwicklung des Ausdruckes fiir R~ 3/2 und unter Be- 

achtung, dab V o = V-~  ist, erhiilt man 

W=3--Vc4 s i n 2 / +  sin 3 / -- 8- sin ! R-e (3) 

I4  • 
+ (~6] sin 4 / - -  ~ sm 2/) (~-e  )~+ "'" ] 

T =  43 Vc cos 2 l -- --3 + cos 3 l -- cos l Ro 

28 9 r 2 

die bei Vernachl~ssigung der hSheren Potenzen yon r : R  auf die Aus- 
driicke yon O0~T fiihren° 

W = Arsin 2l 

T =  Ar (cos 2 / - -  ~ )  (4) 

worinA---- 3 Vc 4 -R e ist. 

Fiir die Eigenbewegungen wird noch fiir Iange Zeit die erste N~iherung 
ausreichen, nicht aber fiir die Radialgesch,Mndigkeiten. Von plane- 
tarischen Nebeln und Sternhaufen kSnnen wit noch auf mehrere tausend 
Parsek Entfernung Radialgeschwindigkeiten erhalten, und bei der zu etwa 
6ooo Parsek anzunehmenden Entfernung des Zentrums geniigt diese 
N~herung natiirlich nicht einmal fiir die ungenauesten Betrachtungen. 
Allerdings sind sie auch bei der exakten Formel wenigstens fiir die 
inneren Teile des Systems nur dann einigermal?en riehtig zu erwarten, 
wenn wir die Massenverteilung kennen. In der N~.he des Mittelpunktes 
kann natiirlich das N~wTo~sche Gesetz keineswegs mehr gelten, sondern 
eher das harmonische. Wie groB aber dieser Kern mit seiner Massen- 
konzentration ist, kSnnen wir nicht sagen. Nur eine obere Grenze l~13t 
sich angeben, n~mlich, da die Breite der Milchstral3e in der N~he des 
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Kernes etwa 2o o betr~gt und der Kern hinter diesen Wolken verdeckt  
ist, werden wir ihm diese Breite als Maximum zusprechen m/issen, was 
bei der angenommenen Entfernung yon 60o0 Parsek einem polaren 
Halbmesser yon IOOO Parsek ak oberer Grenze entspricht. 

In einer gewissen Umgebung des Kernes wird natoxlich das lXlEWTON- 
sche Gesetz auch nicht mehr qualitativ gelten k6nnen, sondern eher  
dutch das harmonische ersetzt werden mfissen, auf j eden Fall wird die 
lineare Umlaufgeschwindigkeit (Vc) dort nicht gegen den Mittelpunkt 
bin zunehmen, sondern wieder bis auf Null abnehmen. 
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Abb. 4. Die Radialgesehwindigkeiten nach den erweiterten Rotationsformeln. 
Abszisse = galaktisehe L~mgen, oben vom Zentrum aus gez~ihlt; unten L~nge des Zentrums 33o ~. 
Ordinate : Radlalgesehwindigkeit, links Einheit = Geschwindlgkeit der Sonne, rechts diese zu 3oo kin/see 
angenommen. Die Zahlen an den Kurven bedeuten die Encfernungen yon der Sonne in Teilen der 

Enffemung Sonne---Zentrum. 

Die numerische Auswertung der Formeln 2 und 3, die fOx das 
NEWTONSChe Gesetz gelten, ist in Abb. 4 gegeben, worin die Radial- 
geschwhadigkeitskurven als Funktionen der galaktischen L~tnge fox ver-  
schiedene Entfernungen yon der Sonne eingetragen sind. Als Einheit tier 
Geschwindigkeit wurde die Kreisgeschwindigkeit V¢ gew~ihlt, die gleich- 
zeitig zu 300 kin/see a_ngenommen wurde. Die beiden Skalen sind am 
linken und rechten Rande der Abbildung eingetragen. Am oberen Ende  
shad die L~ngen vom Mittelpunkt gez~ihlt eingetragen und am unteren 
entsprechend unserer Auffasstmg fiir die L~inge des Zentrums 33 oo. Es 
shad die K uvcen eingetragen fox r :R = o,I, 0,25, o,5o, I,O, 2,0, d. h. bei 
einer Entfermmg der Sonne vom Zentrum fiir die Entfernungen 600, 
15oo, 3000, 6000, 12000 Parsek. Ein Tell dieser Kreise greift in der 
Gegenrichtung des Zentrums vermutlich ins Leere. Die Grenze R = 
1,5" R o = 9 ooo Parsek, die tmgef~ihr der Auffassung yon LINDBLAD ent- 
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spricht, ist als gestrichelte Kurve in der einen Hi l f t e  der Abbildung ein- 
getragen. Fiir r/R = I und l = o erhalten wir nach der Formel unend- 
liche Werte. Dies Stiick der Kurve ist dutch eine punktierte Verbindung 
der beiden Aste, die durch den Nullpunkt geht, willk/~rlich iiberbrtickt 
worden. Das Hauptcharakter is t ikum dieser Kurven ist, dab mi t  zu- 
nehmender Entfernung die Nullpunkte, die nach OORT bei 4-90o liegen, 
gegen den Mittelpunkt riicken. Fiir r/R = I liegen sie bei 4- 6o 0 und fiir 
r/R = 2 sind sie mit  l = o zusammengefallen. Die Kurve ist hier nur 
noch eine einzige Welle, die allerdings von der Sinusform abweicht. 
Daher  kommt  es, dab in den Aul3enbezirken yon 9o--27 °o (oder in 
unserer Z~khlung von 60--24 oo) die Vorzeichen fiir alle Entfernungen 
die gleichen sein miissen, w~hrend sie in den Innenbezirken wechseln. 
Fiir die kernnahen Objekte (r/R nahe bei I) ist nach der Formel  bei 
l = o ein Vorzeichensprung von Minus auf Plus vorhanden, wAhrend 
wir in Wirklichkeit einen raschen 13bergang von groBen negativen zu 
grol3en positiven Werten erwarten k6nnen, der allerdings dadurch s tark 
verwischt werden mag, dab die Bahnformen in diesem inneren TeLl be- 
sonders stark yon der Kreisbahn abweichen werden. Bisher sind nur 
bei dell planetarischen Nebeln Abweichungen beobachtet  worden, die 
eine Anwendung der einfachen Formel OORTS nicht gestatten. 

Mit dieser N~herungsfonnel sind zun~chst von OORT selbst, sp~ter 
von  PLASKETT, LINDBLAD, REDMAN die verschiedenen Sternkategorien 
auf das Rotationsglied untersucht worden. Die Ausgleichung ha t te  hier 
in den beobachteten Radialgeschwindigkeiten nach einem Glied yon der 
Form A r  sin 2 (l--lo) zu suchen. In  diesem Rotationsglied ist meistens 
ffir die Entfernung ein Mittelwert { angenommen und dann das Produkt  
AT als Unbekannte best immt worden. 

Die L~iuge lo ergab immer in bester Ubereinstimmung mit  der Hypo-  
these SHAPLEYS Werte in der N~he yon 33 o0. Die sehr voneinander 
abweichenden Bestimmungen yon A zeichneten sich fast alle dadurch 
aus, dab sie das gleiche positive Vorzeichen hatten,  und nut  die starke 
Asymmetriebewegung zeigenden Mira-Sterne ergaben mit  groBen mit t -  
leren Fehlern behaftete negative Werte. Der Absolutbetrag yon A ist 
dadurch nicht leicht festzustellen, weLl yon dell entfernten Sternen, die 
den gr613ten Rotationseffekt zeigen, selbst die mitt leren Parallaxen nut  
mit  geringer Sicherheit bekannt  sind. Nach anf~nglich gr6t3eren Werten 
ergab sich spAter A = + O,Ol 7 km/sec pc. d. h. an den Stellen wo sin l = I 
ist, betr~gt der Rotationseffekt in IOO Parsek Entfernung 1, 7 km/sec.  

Auch die Eigenbewegungen sind yon verschiedenen Seiten lmter- 
sucht worden ~,2. Es ergab sich auch hier eine doppelte Welle mi t  einer 
Phasenverschiebung yon 45 o gegen die erstere, die abet  viel unsicherer 

OORT: B. A. N. 12o, 132. 
DYSON: IV[. N. 9 O, 233 (I929). 
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bestimmbar und yon betr~ichtlichen St6rungen tiberlagert ist. Ist doch 
dieser Effekt yon der Entfemung unabh~ngig! Es ist A" = A/4,74 = 
+ o"0035 (Bogensekunden pro Jahr). Noch schwerer festzustellen ist das  
konstante Glied B der Eigenbewegungen. Es ergibt sich nach OORT zu 
B" =--0','005 oder B--- - - -o ,o24km/sec  pc. Aus A und B l~Bt sich 

Vc zun~ichst R-~ = A - - B  = o','oo85 ableiten, d. h. die Winkelgeschwindigkeit 

ist in unserer Gegend von diesem j~thrlichen Betrage, oder die Umlaufs- 
zeit der Sonne um das Zentrum betrtige in einer kreisf6rmigen Bahn  
15 ° Millionen Jahre. Die Bahngeschwindigkeit k6nnen ~_r auf Grund der  
Asymmetrie auf etwa 300 krn/sec absch~itzen, wenigstens mtissen wit sie 
verniinftigerweise zwischen die Grenzen 250 und 350 km/sec einschlief3en. 
Hieraus ergibt sich der Umfang und somit der Radius der Sonnenbahn, 
der etwa 6500 Parsek betr~igt. Die Masse des Systems, soweit sie sich 
innerhalb der Sonnenbahn befindet, ~drd so auf etwa IOn Sonnen- 
massen gesch~itzt. 

d F  Da die Konstanten A und B yon dell Gradienten der Kraft ~ ab- 

hiingen, hat OORT den Versuch gemacht, diese Kraft  durch zwei Be- 
standteile darzustellen, yon denen der eine einer Massenkonzentration 
im Mittelpunkt entspricht und fOr sich KEVLEl~-Bahnen erzeugen worde. 
Der andere Teil entspricht einer Massenanordnung in einem homogenen 
Ellipsoid, in dessen Innerm wir uns befinden. Die Bewegung w~ire har-  
monisch in zentralen Ellipsen. Aus dem Ansatz F = K~ R -* + K, R er- 
gibt sich auf Grund zweier verschiedener Daten, dab die in unserer En t -  
fernung wirksame Kraft  das eine Mal zu I I%,  das andere Mal zu 29% 
harmonisch sei, w~ihrend der Rest der NEwTOI~schen Kraft  entspricht. 
Das KrAfteverh~iltnis wird natOrlich mit dem Abstand vom Zentrum 
sich ~indern. Im inneren Teile wird die harmonische Komponente immer  
mehr fiberwiegen, nach auBen hill die NEWTONsche. In einer gewissen 
Entfernung vom System k&mte die Kraft  rein Ms NEWTONisch auf- 
gefaBt werden. 

Nach Mitteilungen des Annual Report  des Mt. Wilson Observatory 
193o--31 hat G. STROMBERG unter der Armahme, dab die Dichte nach 
dem Gesetz ~ = ~o exp (-- M r ~) nach auBen abfalle, die Bahnen berechnet. 
Es ergeben sich, wie zu erwarten, a]lgemein Schleifenbahnen, in die 
durch die Grenzf~le KEPLER-Bewegung und harmonische Bewegung 
eingeschlossen werden. Im Falle einer geringen Abweichung von der 
KE1,LER-Bewegung kann man natorlich immer mit einer Ellipsen- 
bewegung mit Periastronbewegung rechnen. 
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4" D i e  t h e o r e t i s c h e n  B e w e g u n g e n  in  d e r  U m g e b u n g  

d e r  S o n n e .  

Wit geben die Forderungen, dab alle Bahnen im System Kreisbahnen 
seien, auf, verlassen abet noch nicht die Vorstellung, dal3 das System ein 
zweidimensionales sei. Wit werden aber die Bewegungen betrachten, 
wie sie sich vom Standpunkt eines in Kreisbahn umlaufenden Sternes 
aussehen mfiissen. Wie spater gezeigt wird, ist die Sonne nicht genau 
dieser Idealstern, sondern sie weicht um die Apexbewegung von 
20 km/sec yon dieser Bewegung ab. Durch diese verschiedenen Exzen- 
trizit/iten erhalten die verschiedenen K6rper des Systems Geschwindig- 
keiten gegeneinander, die nicht wie der Entfermmgseffekt der differen- 
tiellen Rotation im Raumelement des Idealsternes verschwinden. Die 
Streuung der Geschwindigkeiten hangt yon der H~ufigkeit der ver- 
schiedenen Exzentrizit~tten ab. Ffir die Rotationssymmetrie muB nut 
gefordert werden, dab die Perigalaktika sowie die mittleren L/ingen der 
Sterne in ihren Bahnen keine Bevorzugung einzelner Werte zeigen. Aus 
der Energiegleichung des Kegelschnittes und dem F1/~chensatz 

e 2 ) 

haben FREUNDLICH und yon DER PAHLEN x durch Elimination der Halb- 
achse a die Gleichung 

w k( W - noo] 
= ~ . I +  cos0 / (5) 

abgeleitet, die fiir den Abstand R vom Zentrum die Geschwindigkeit 
nach Richtung und Gr613e mit der Exzentrizit~it verbindet. 0 ist hier der 
Winkel, welchen die Geschwindigkeit mit der Kreisbahn bildet. Die 

k da hier e = o und 0 = o sind. Kreisgeschwindigkeit ist also Vc = ~  

In Abb. 5 ist diese Gleichung ausgewertet, und die verschiedenen 
Geschwindigkeiten sind mit den ExzentrizitAten in Verbindung gebracht. 
Es wurde R = I und somit Vc = I gesetzt. Die berechneten Geschwin- 
digkeiten z~thlen vom Punkte O aus trod O- -P  ist die Kreisgeschwindig- 
keit. Mit der Geschwindigkeit ist natiirlich die Bahnhalbachse gegeben. 
Die Ovale um P, deren innerste in sehr groBer N/iherung Ellipsen sind, 
entsprechen bestimmten Exzentrizit/iten, deren numerische Werte bei 
den Kurven eingetragen sind. Die Kreise um 0 entsprechen bestimmten 
Geschwindigkeiten, oder Halbachsen oder Energien. Zu jedem Punkte 
des Diagramms geh6rt eine bestimmte Halbachse und eine bestimmte 
Exzentrizit~t. Die kleinste in Sonnenumgebung vorkommende Halb- 
achse ist a ----- 1/2; sie entspricht dem Punkt 0 und einer in eine gerad- 
linige Pendelbahn entarteten Ellipse. Der Kreis um Omit  dem Radius 

Publ. Potsdam 26, 69 (1928). 
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V = ~/2 oder a = oo entspricht der Entweichungsgeschwindigkeit aus  
dem System. 

Genau so wie v o m  Punkte 0 k6nnen wir auch die Geschwindigkeiten 
yore Standpunkte P, d .h .  yon einem in Kreisbahn umlaufenden Stern 
aus betrachten. Es ergibt sich aus Formel 5 und Abb. 5, dat3 bei 
ldeiner Exzentrizit~it die Relativgeschwindigkeit eines Sternes in Bezug 
auf P in radialer Richtung eVe, ill tangentialer eve~2 ist, entsprechelld 

den Halbachsen der Ellipsen 
e ~--- const. 

Welm vAr nun im Ge-  
schwindigkeitsdiagramm die 
Geschwindigkeitsvektoren der  
Sterne eintragen, deren Raurn-  
geschwindigkeiten, also Eigen-  
bewegungen, Parallaxen und  
Radialgeschwindigkeiten, m i t  
hinreichender Genauigkeit be-  

f kannt  sind, so ist die Dichte  
der Endpunkte  dieser Vekto-  
ten ein Mall ffir die H~iufigkeit 

E best immter  Hatbachsen und  
Exzentrizit~iten. W~iren alle 
Halbachsen im System gleich 
h~iufig, so wfirde die Dichte 
der Punkte  in der Ebene des 
Diagramms nur v o n d e r  H~iu- 
figkeit der Exzentrizit~iten ab-  
h~ingen. 

Abet  es ist schon yon  
vornherein unwahrscheinlich, 
dalt die Dichte des Systems 
vom Radius unabh~mgig sei, 

Abb. 5. Das allgemeine Geschwindigkeitsdiagramm. und auBerdem weisen die Be-  
trachtungen fiber die Anzieh- 

ungskraft  des vorigen Absctmittes auf eine sehr starke Massenkollzen- 
t rat ion um den Mittelpunkt bin. Wenn wir die H~iufigkeit der ver-  
schiedenen Halbachsen #(a)  und die H~iufigkeit der Exzentrizit~iten 
# (e) kennen, so k6nnen wir ffir die Schnit tplmkte der Kurven e = const 
und a = const die Sterndichte als das Produkt  # (a, e) = # (a) # (e) 
berechnen~. 

* Es zeigt sich, dal3 die verschiedenen gegenseitigen Abstgnde der Kurven 
a = const und die verschiedenen Verweiheiten der Sterne in den verschie- 
denen Teilen ihrer Ellipsenbahn sich gegenseitig aufheben, so dab die Stern- 
dichte direk% das Produkt der beiden Hgufigkeitsfunktionen ist. 
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Fiir grSBere Exzentrizit~iten weichen die Kurven e = const, sehr 
s tark  v o n d e r  Ellipsenform ab. Die Geschwindigkeiten aller KSrper,  die 

dem System angehSren, ist dutch den Kreis V---- ~ begrenzt.  Die 
linke H~ilfte dieses Kreises, die hier nicht eingezeichnet ist, entspricht  
dell entgegengesetzten Rotationsmomenten, die in unserem Falle ver- 
nachl~issigt werden kSnnen. Entweder kommell sie selten oder gar  nicht 
vor. Die Punkte des Diagramms links yon P und innerhalb des Kreises 
a = I entsprechen kleineren Halbachsell als dem Sonnenabstand vom 
Zentrum. Hier befinden sich die Sterne also in der N~ihe des Apogalakti-  
kurus. Die Punkte auf der Strecke O - - P  entsprechen dem exakten 
Apogalaktikum, ebenso wie auf 
der Strecke P - - E  nut  Sterne im 
Perigalaktikum sein kSnnen. Da 
wit nach obigem annehmen, dab 
kleine Halbachsen h~ufiger sind, 
als groBe, werden auf einer Kurve 
e = const auf den beiden Seiten 
des Kreises a = I verschiedene 
Sterndichten herrschen. 

Die Kurven gleicher Stern- 
dichte in dem Diagramm werden 
also nicht mit  den Kurven e -~ 
const fibereinstimmen, sondern 
ihre Schwerpunkte werden gegen 
O hin verschoben sein, und zwar 
um so mehr, j e grSl3er sowohl 
die Dichtezunahme gegen das 
Zentrum als auch die Streuung 
der Exzentrizit~ten ist. Die Asym- 
metrie der Sternbewegung ist also 
sowohl yon der mittleren Bahn- 
exzentrizit/it, der betreffenden 

Abb. 6. Ein berechnetes Asymmetriediagramm. 
Die Kurven um G entsprechen einer Sterngruppe mit 
geringen Bahnexzentrizi~ten und einer gerlngen Kon- 
zentrataon gegen das Zentrum des Sternsystems; die 
um S elner solchen mit groflen Exzentrizlt~ten und 

elner starken zentralen Konzentration. 

Sternart ,  als auch vonde r  Dichtezunahme gegen den Kern hin abh~ingig. 
Ich habe ffir zweivdllkiirlich angenommene l~l le  die Kurven gleicher Dichte 
gerechnet, die in der Tat  ganz dasselbe Bild wie STROMBEI~Gs empirische 
Figuren ergeben. Das eine Mal ist die Dichte ¢ (a) = const und ¢ (e) 
= l - - e  lh gesetzt, die Exzentrizit~ten streuen also in einem sehr engen 
Bereich um den Weft  Null. Das andere Mal wurde eine sehr starke 
Dichtezunahme nach innen vorausgesetzt, so dab die H~ufigkeit  # (a )  
fiir a = 1/2 bereits das Hundertfache der Dichte flit a = I ausmacht  
und auf dieser Strecke logarithmisch wachst, und dab ¢ (e) = I - - e  2 sei. 
Fiir beide F~ille ist der Punkt  der grSBten Dichte ~5 ---- I u n d  ferner die 
Kurven ~ = o,5 und o,25 angegeben. Abb. 6 zeigt die vSllige Gleichartig- 
keit mi t  STR6MBERGS der Beobachtung entnommenen Figur (Abb. I). 
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Die Annahme von LINDBLAD geht nun dahin, dal3 die Mehrzahl der  
ExzentrizitAten klein sei, und dab e = o gewissermaSen der hAufigste 
Wef t  sei~. Wenn wir die im Sternsystem beobachteten Geschwindig- 
keiten in miser Diagramm eintragen, so haben wit also eine H~tufung bei  
dem Punkt  zu erwarten, der der Exzentrizit~t e = o entspricht, bei dem 
Punkt  P. Nach unserer Interpretat ion ist also der Punkt ,  den wit nach  
Abzug der Apexbewegung erhalten, der Punkt  P, oder die Kreisbahn ist 
Sonnenbewegung minus Apexbewegung, d. h. der Mittelpunkt zwischen 
den beiden KAPTEYNschen SternstrSmen oder des SCHWARZSCHILDsChen 
Geschwindigkeitsellipsoides. Die asymmetrisch orientierten Sterne sind 
dann diejenigen, deren Geschwindigkeiten von P aus gez~hlt in der  
Richtung nach O liegen. Die Geschwindigkeit der Sonne ist unter  S 
eingetragen. Die Exzentrizitlit der Sonnenbahn ist nicht ganz un-  
betr~chtlich und etwas mehr als o,I.  

Wir sehen auSerdem noch etwas Besonderes. Die Ovale e = const,  
die bei kleinen ExzentrizitAten Ellipsen mit  dem Achsenverh~ltnis 1/2 
darsteUen, erstrecken sich in Richtung nach dem Zentrum des Systems. 
Die Streuung der Geschwindigkeiten ist also nicht nach allen Richtungen 
hin gleichm~il3ig, sondern in radialer Richtung doppelt so grol3 als in 
tangentialer. Es ergibt sich dasselbe, was wir als Vertexbewegung der  
Sterne beobachtet  haben. Da wit  in den seltensten F~llen die R a u m -  
bewegung der Sterne kennen, sondern meistens die Parallaxe und auch 
eine der anderen Beobachtungsgr613en fehlt, werden wir uns fox viele 
Feststellungen mit  einzelnen Bewegungskomponenten begn/igen mfissen. 
Hierzu ist die Radialbewegung im allgemeinen am geeignetsten, weil sie 
unabhlingig vbn der Entfernung mel3bar und ohne weiteres im linearen 
MaBstab angebbar ist. Wir nehmen v611ige Rotat ionssymmetrie fox das 
System an, d. h. dab keine einzelnen Werte  fOx die L~tngen der Sterne 
in ihren Bahnen, keine L~ngen der Perigalaktika und auch keine Liingen 
der Bahnknoten (wir werden im n~ichsten Abschnitt  yon der ebenen 
Betracht tmg abgehen) vor anderen bevorzugt  sind. Welm die Exzentr i -  
zitliten der Sternbahnen um den Wef t  e = o streuen 2, so werden die 
Radialgeschwindigkeiten in der radialen Richtung des Systems doppelt so 
s tark  streuen, als in der tangentialen. Das Verh~iltnis der beobachteten 
Streuung wird aider dem Weft  I n~Lher liegen als die physische Streuung 
und gr613er sein als diese, weft zu der reellen Streuung die Beobachtungs- 
fehler hinzutreten ~, die natoxlich keine Vorzugsrichtung haben werden. 

z Die entgegengesetzte Annahme, dab die grol3en ExzentrizitAten be- 
sonders hAufig sind, k6nnen wir wohl bei Systemen mit geringer Abplattung 
und gerlngem Rotationsmoment machen, z. ]3. bei den Kugelsternhaufen. 

2 Man ks~un dabei e = o a~s den 1VIi~elwert a~sehen und ffir e positive 
und negative Werte zulassen. Dies wfirde nAmlich nut bedeuten, dab bei e = o 
die Perigalaktika und Apogalaktika vertauscht werden. 

3 Zu den eigentlichen Beobachtungsfehlern kommen noch solche F~,lle 
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Die Kurven e = const elltsprechen einer best immten Kategorie von 
Sternen mit  einer bestimmten Bahnform. Betrachten wir die Gesamtheit  
aller Sterne des Systems, so k6nnen wit sie in den oben angegebenen 
Bereich V = ]/~ eingrenzen. Gibt es abet  fiir die Bahnhalbachsen eine 
obere Grenze, die nut  selten oder gar nicht iiberschritten wird, so ist der 
Bereich noch weiter durch dell Kreis um O m i t  dem Radius f/ir area x 
eingeengt, der kleiner als ]/2 sein muB. In  der Ta t  land OOI~T eine solche 
Grenze bei ~Tma x ~ -  V c 1,22, jenseits der sich keine einigermaBen ver- 
btirgte Geschwindigkeit finder, u n d e r  interpretiert  diesen beobachteten 
Grenzwert dahin, dab er die Entweichungsgeschwindigkeit aus dem 
System darstelle, und dab der Unterschied gegen ]/2 aus der Abweichung 
vom NEWTONschen Anziehungsgesetz folge. Ungeachtet  dessen, dab eine 
solche Abweichung in merklichem Grade ziemlich sicher existieren wird, 
scheint mir dieser Betrag doch reichlich groB, und ich bin mehr geneigt, 
hierin eine endliche Grenze des Systems zu sehen. Beim NEwTONschen 
Gesetz hieBe dies, dab der Maximalwert der Bahnhalbachsen etwa 2 R 
betrage. Das w/ire betr£chtlich gr6i3er als LINDBLADS Annahme, abet  
immerhin ein sehr plausibler Wert.  

Fiir die Sterne, deren Geschwindigkeitsvektoren auf der Strecke 
O - - P  liegen, die sich also in unserer N~he im Apogalakt ikum befinden, 

ist die perigalaktische Distanz D~ -- i - e R ; ftir R = 60o0 Parsek und 
i + e  

e = o, 9 ~_rd D~ = 300 Parsek. Der Stern dringt also w~hrend seiner 
Bahnbewegung in den Kern ein. Natfirlich ~_rd bier die Bahnbewegung 
keineswegs mehr durch eine KEPLEI~-EUipse approximiert  werden k6n- 
hen. Diese Bahn entspricht einer Asymmetrie yon 200 km/sec der Be- 
wegung, und da eine betrAchtliche Zahl yon Objekten, hauptsAchIich 
unter  dell Mira-Sternen eine solche Bewegung aufweist, wird man an- 
nehmen k6nnen, dab die extremen Schnell~ufer nicht nut  Tauchbahnen 
in den Kern ausfiihren, sondern dab sie vieUeicht sogar aus dem Kern 
entstanden sind. 

Gehen wir yon der Annahme ab, dab die Anziehungskraft nach dem 
NEwToNschen Gesetze wirke, so k6nnen wir das Diagramm Abb. 5 nut  
noch qualitativ benutzen, da sich seine Dimensionen ~ndern. Die Kreise 
um O ttndern ihren Radius, mit  Ausnahme dessen ffir a = I.  Die Batmen, 
die die einzelnen Sterne beschreiben, k6nnen ~_r noch als Ellipsen, aUer- 
dings mit  Apsidenbewegung, betrachten. Der Punkt  O entspricht nicht 
mehr der Batmhalbachse a = 1/2, sondern irgendeinem anderen Wert,  

hinzu, in denen besonders bei Sternen yon grol3er Masse infolge einer Doppel- 
sfernbewegung mie sehr langer Umlaufzeit die Vert~nderlichkeit der Radial= 
bewegung noch niche erkannt wurde, so dab die an sich richtig gemessene 
Geschwindigkeie niche die wahre Schwerpunkesgeschwindigkeit darstelle. 
Von vielen Sternen existieren heute nur wenige Messungen aus einem ver- 
ht~ltnism~iBig kurzen Zeitintervall. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 4 
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und die Entweichungsgeschwindigkeit ist nicht mehr ~ .  Die Ovale um 
P/indern ihr Achsenverh/iltnis, das nach Ableitung yon LINDBLADt rnit 

I ] / 3  R d F  demGradienten d[erKraft zusammenh~ngt und denWert 2 r + F dR 

besitzt. Bei NEwToNscher Kraft ist es 0,5, bei der elastischen I,O. Die 
Beobachtung ergibt etwa 0, 7. Es erscheint aber fraglich, ob dieser beob- 
achtete Wert reeU ist oder vielmehr dutch Beobachtungsfelder fiberdeckt, 
so daI] das wahre Achsenverh~iltnis doch betr/ichtlich n~her bei 0,5 liegt. 

5. Die r/iumliche Ausdehnung des Systems. 
In einem dynamisch stabilen System muB die Streuung der Ge- 

schwindigkeiten in der dritten zur Hauptebene der Rotation senk- 
rechten Dimension der Streuung in der radialen Richtung gleichen. 
Dies hat unter anderem JEANS ~ ausgeffihrt. Nur die Streuung in tier 
tangentialen Richtung hat einen im allgemeinen anderen Wert, wie im 
vorigen Abschfiitt gezeigt wurde. Dieses Achsenverh~ltnis gilt allerdings 
nur dann, wenn das Gas, als das wir das Sternsystem hier auffassen, 
sehr dfinn ist, so dab die mittlere freie Wegl~nge eines Molekfils groB 
gegen die Dimensionen der Bahnen ist. W~re das Entgegengesetzte tier 
Fall, so w~e  die Streuung wie in einem gew6hnliehen Gas in allen drei 
Dimensionen gleich. Die dynamisch geforderte G1eichheit der Streuung 
in radialer und senkrechter Richtung ist aber im Sternsystem keineswegs 
vorhanden. Die Z-Achse der Geschwindigkeitsk6rper ffir die einzehaen 
Sterngruppen ist entschieden kleiner als die /~-Achse, etwa yon der 
Gr6Be der tangentialen oder gar noch etwas kleiner. Dieser Tatbestand, 
der von den Gegnern der Rotationstheorie gelegentlich angeffihrt wird, 
beweist eben nichts anderes, als dab der dynamisch stabile Endzustand 
in unserem Sternsystem noch nicht eingetreten ist. JEANS 3 zeigte, dab 
bei der in unserer Umgebung beobachteten Sterndichte ein Zeitraum 
yon etwa Io ~3,s Jahren erforderlich ist, um dutch die gegenseitigen 
St6rungen der Sterne, entsprechend dell Molekfilst6Ben in einem Gase, 
einen Gleichgewichtszustand eintreten zu lassen. Dieser Zeitraum ist 
gr6Ber als alle unsere VorsteUungen fiber die Lebensdauer der Sterne, die 
nach zwei verschiedenen Auffassungen einige lO9 Jahre oder IO k~ Jahre 
betr/igt. Wit k6imen also sagen, dab der einzelne Stern heute noch im 
allgemeinen dasselbe F1/ichenmoment und dieselbe Energiekonstante 
besitzt wie zur Zeit seiner Entstehung. Die Streuung der Geschwindig- 
keiten der Sterne sagt also nut etwas (heute noch nicht Deutbares) fiber 
die Entstehung der Sterne aus. Immerhin k6nnen wit vermuten, dab 

Medal. Stockholm z928, Nr. I. 
M. N. 82, 122 (I922). 

3 Problems of Cosmogouie and Stellar Dynamics. 
2 2 5 - - 2 2 9  . 

Cambridge x9x9, 
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die in gen/iherten Kreisbahnen umlaufenden Sterne in ihrer heutigen 
Entfernung vom Zentrum aus der Urmaterie entstanden sind, w/ihrend 
die in stark exzentrischen Tauchbahnen den Kern durchquerenden 
RR Lyrae- und Mira-Sterne dort ihre Entstehung haben. Die groBen, fiir 
unsere Umgebung gfiltigen ffeien Wegl/ingen und Zwischenzeiten kSnnen 
im Kern selbst nicht existieren. 

Da die Gleichheit der beiden betrachteten Geschwindigkeitsstreu- 
ungen in unserem System nicht erfiillt ist, wollen wir das Verh/iltnis 
beider, das in der N~the von 0,5 zu liegen scheint, mit a bezeichnen, 
wobei der Wert von a noch ffir die verschiedenen Sternkategorien ver- 
schieden sein mag. Es ist also ~ (2): ~(k) = a. Nun ist im NEwToNschen 
Kr/iftefeld, wie weiter oben gezeigt wurde, 2~ = Vce und ferner, wenig- 
stens beim Durchschreiten der Mittelebene, Z = Vcsin i. Wird Vc = I 
gesetzt, so ist die Dispersion i n / )  gleich der Dispersion in e, und das 
gleiche gilt ffir 2 und sin i. Wir k6nnen also sagen, dal3 die Dispersionen 
yon sin i u n d e  die Gleichung or(sin i) = art(e) erffillen werden. 

Von vielen Sternkategorien k6nnen wir die Lagekoordinate Z direkt 
bestimmen, da wit die absolute Helligkeit und damit die Entfernung d 
also auch Z = d sin b kennen. Aus der beobachteten Streuung yon Z 
um die Symmetrieebene der MilchstraBe erhalten wit dutch Multipli- 

kation mit ~ die Streuung der gr613ten Erhebung fiber diese Ebene 
2 

wiihrend der Bahnbewegung, und da Z~,ax = R sin i ist, muB auch 

(r(sin i) -- z~ ~(Z) sein. Die Dispersion in Z ist fiir die B-Sterne etwa 
2 R 

5 ° Parsek. Bei einer Entfernung des Zentrums von 600o Parsek ergibt 
sich die Dispersion der Neigung zu 0,08, also noch etwas kleiner als ffir 
die groBen Planeten des Sonnensystems. Die Geschwindigkeitsstreuung 
in der Z-Komponente ffir die B-Sterne ist nicht direkt meBbar, weil diese 
Sterne in h6heren galaktischen Breiten fehlen und bei den tdeinen Eigen- 
bewegungen dieser Gruppe nur die Radialgeschwindigkeiten zuverl/issige 
Bestimmungen ergeben k6nnen. Ffir a = 0,5 ergibt sich (r(e) = o,o2 
und a(W) = 8 km/sec, das ist ein Weft,  der mit den Beobachtungen sehr 
nahe fibereinstimmt. 

Aus obigem ergibt sich allgemein, dab die Dispersion der am sicher- 
sten zu beobachtenden radialen Geschwindigkeitsstreuung mit der 
Streuung der Z-Koordinate der Lage, also der Dicke des Systems, in 
folgender Beziehung steht 

~(z) = ~ 2 , 8 ~ ( k ) ,  
worin Z in Parsek, R in km/sec gemessen ist. 

Diese Beziehung wird im folgenden Abschnitt zur Prfifung des 
Sternmaterials herangezogen werden. 

Vor kurzem ist yon ROSElVHAGE~ I die Frage aufgeworfen worden, 

A. N. z42, 435, 436 (I93I). 
4* 
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ob sich die Rotationsgeschwindigkeit innerhalb des Systems mit dem 
Abstand yon tier Mittelebene ~ndere. Er  glaubte auf Grund einer Unter-  
suchung des Radialgeschwindigkeitsmaterials eine allerdings nicht sehr 
groBe und auch wenig klare Abhangigkeit v o n d e r  galaktischen Breite 
gefunden zu haben. Theoretisch l~Bt sich erwarten, dab die Abweichung 
yon der GrSBenordnung F/2 --- I--COS i sei, also bei den tdeinen Neigungen 
yon h6chstens einigen Graden in der Entfernung yon wenigen hunder t  
Parsek unmerklich bleiben muB. Da abet die am raschesten rotierenden 
Untersysteme eine ganz aul3erordentlich geringe Dicke haben, indem in 
einigen hundert  Parsek die Dichte der zu ihnen gehSrigen Sterne schon 
stark abgenommen hat, wlihrend die Systeme geringerer Rotations- 
geschwindigkeit einen viel geringeren DichteabfaU zeigen, ist es durch- 
aus m6glich, dab in diesem Abstand yon der Mittelebene bei Unter-  
suchung eines Materials, das eine Scheidung in die Untersysteme nicht 
gestattet,  eine Abnahme der Rotation eintritt, weft ill dieser Entfernung 
der Prozentsatz der Sterne aus dem langsamer rotierenden System 
schon erheblich gr6Ber geworden ist. Immerhin ist eine Sylmnetrie zur 
Mittelebene auch bier unbedingt zu erwarten. ROSENHAGEN land aber 
eine Andeutung ffir entgegengesetztes Verhalten n6rdlich und sfidlich 
der Symmetrieebene. Mix will scheinelL dab dies Ph~aaomen durch eine 
nicht v61lige Rotationssymmetrie des Systems erkl~irt werden kalm, 
indem in einem so kleinen Raumteil wie er ffir unsere Untersuchung yon  
heute zur Verffigung steht, bedeutende Unregelm~iBigkeiten der Stern- 
verteilung vorkommen werden. H. MINEIn~" hat  alle verffigbaren 
Radialgeschwindigkeiten in Mittelwerten fiber 9 6 Felder des Himmels 
nach Kugelfunktionen entwickelt. Eine Erkl~irung f fir seine Unter-  
suchungen zu geben, wurde vom Autor ausdrficklich abgelehnt. Wenn 
auch das augenblickliche Resultat der beiden Untersuchungen noch 
gering ist, so muB doch die prinzipieUe Wichtigkeit derartiger Unter-  
suchungen hervorgehoben werden, da es fiir sp~tere Prfifungen der 
Rotationstheorie oder auch anderer Auffassungen unumgfiaaglich n6tig ist, 
sich nicht auf die MilchstraBenebene zu beschr~nken. Wenn wit yon tier 
Variation der Rotationsgeschwindigkeit mit dem Abstand yon der Mittel- 
ebene absehen, so lauten die Formeln OORTS, d a d  cos b = r ist, ffir be- 
liebige galaktische Breiten 

W = Ad sin 2 l cos" b, 

T = Ad cos 2 l cos b + Bd cos b 

oder /~ = 
A B 

cos 2 l cos b + - 7  cos b. 
4,74 4,74 

Bull. Astr. 6, 355 (z93o) • 
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6. V e r g l e i c h  d e r  T h e o r i e  m i t  d e m  

Beobachtungsmaterial. 
Schon die eingangs erwtthnten Sternzt/hlungen ergaben, dab ein sehr 

hoher Prozentsatz aller Sterne in einer Schicht yon wenigen hundert  
Parsek Dicke liegt. Noch deutlicher wird dies, wenn ~ einzehae Spek- 
t ral typen betrachten, deren absolute Helligkeiten wit kennen oder 
wenigstens einigermaSen absch~tzen k6nnen, gesondert betrachten, well 
wit hieraus die Entfernung und den Abstand v o n d e r  Mittelebene be- 
rechnen k6nnen. 

Die W-O-B-Sterne liegen in einer besonders engen Schicht von h6ch- 
stens 60 Parsek Halbdicke, ffir die K-Riesen betr~gt die entsprechende 
Dicke etwa 15o--2oo Parsek, wie PANNEKOEK aus Abz~hlungen nach 
dem Dl~APER-Katalog gefunden hat. Die A-Sterne Iiefern nach derselben 
Quelle dazwischenliegende Werte. Fiir die Mirasterne hat GYLLENBERG I 
schon vor l~ngerer Zeit den Wert 300 Parsek abgeleitet, der aber sicher 
zu klein ist, da inzwischen viele neue Sterne dieser Art in gr613eren Ent-  
fernungen hinzuentdeckt wurden. Fiir die RR Lyrae-Sterne konnte ich ~ 
an einer Stichprobe zeigen, dab die Halbdicke etwa IOOO Parsek betragen 
muB. Ffir die Zwerge, die wir nur bis zu 50 Parsek oder noch viel ge- 
ringerer Entfernung vollst~ndig kennen, k6nnen wit eine Abnahme der 
Dichte natfirlich nicht feststellen. Fiir die planetarischen Nebel, die sich 
teilweise his zu 5o00 Parsek Entfernung verfolgen lassen, findet sich ein 
mittlerer Abstand von etwa 35o Parsek. 

Aus der oben abgeleiteten Beziehung zwischen der Geschwindigkeits- 
streuung der Sterne und der Dicke des Systems k6nnen wit die direkt 
beobachtete Dicke mit der errechneten vergleichen, al]erdings mit  der 
Unsicherheit des empirischen Faktors a, der die Abweichung v o n d e r  
dynamischen Stabilit~t angibt, dieser Faktor  wurde hier allgemein zu 0,5 
angenommen. Es lassen sich ffir diese Untersuchungen nur die Radial- 
geschwindigkeiten benutzen, da sie allein in km/sec angebbar sind. Die 
beobachtete Radialgeschwindigkeit eines Sternes setzt sich aus vier 
Teilen zusammen: I. seiner eigenen Spezialbewegung, die hier als Ab- 
weichung seiner Bahn yon der Kreisform gedeutet wird, 2. der Abwei- 
chung der Sonnenbahn von tier Kreisform, d .h .  der Apexbewegung, 
3. dem mit der Entfernung proportionalen Rotationseffekt, 4- dem so- 
genannten K-Effekt, d .h .  der noch nicht gekl~rten Abweichung der 
mittleren Werte ffir die Gesamtheit der Sterne yon Null, und der nur ftir 
die B-Sterne in gesichertem MaBe auftritt .  Ob er auf systematischen 
Messungsfehlern benlht, oder auf der relativistischen Rotverschiebung 
wegen des hohen Gravitationspotentials an der Oberfl~tche dieser Sterne, 
oder ob es sich um eine tats~ichliche Ausw~rtsbewegung handelt, wie 

Medd. Lund I9z7, Nr. 90. 
Vgl. Z. Astroph. 5, 395 (1932)- 
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FREIJNDLICH und YON I)ER PAHLEN z meinen, ist nicht vSllig sicher. Wie  
ich abet  vor kurzem gezeigt babe ~, handelt es sich schwerlich um eine 
reelle Bewegung, so dab ~ diese GrSBe als einen systematischen Fehler  
betrachten kSnnen. Von diesen 4 Effekten muB sich nut  der erste ftir 
die Gesamtheit  der Sterne aufheben, so dab wir ftir die beobachteten 
Radialgeschwindigkeiten die Bedingungsgleichung ansetzen kSnnen 

W =  K +  S cos H + Ad  sin 2 (1-- lo) c o g b .  

A ist bier der Abstand des Sternes yon dem ffir die betreffende Grnppe 
gtiltigen Apex, S die Geschwindigkeit der Sonne gegen diesen Apex, lo 
ist die Liinge des Zentrnms. Man kann nun entweder die Koordinaten des 
Apex und S, sowie lo in der Ausgleichung mitbest immen oder denNormal-  
apex und die Geschwindigkeit S = 20 km/sec und lo = 33 °o als bekann t  
voraussetzen. Ftir die Sterne yore Bewegungstypus der B-Sterne ist dies 
sogar zweckm~iBig, da die Apexkoordinaten anderweitig schon sehr viel  
besser best immt sind. F/Jr die Sterngruppen mit  starker Asymmetrie ist 
es wiederum zweckm~iBig, an die beobachteten Radialgeschwindigkeiten 
die Korrektion Itir die normale Sonnenbewegung schon anzubringen und  
dann eine neue Apexbewegung in die Angleichung einzuftihren, die in die 
Asymmetrierichtung 9 °0 yon der L~tnge des Zentrums weist und deren 
Geschwindigkeit S mitbest immt werden soll. Soweit die Ausgleichungen 
yon mir  ausgef/ihrt wurden, ist immer dies Verfahren angewandt worden, 
wobei die L~inge des Zentrnms zu 33 °o angenommen wurde. 

Ftir alle untersuchten Obiekte ergab sich nun mit  Ausnahme tier 
Mira-Sterne ein positiyer Rotationseffekt, der in den meisten F~tllen den 
mitt leren Fehler bedeutend tiberschreitet. Ftir die relativ nahen Sterne 
ergab sich oftmals ein Wel t  ftir lo, der yon 330 o sehr stark abwich, aber  
bei den nahen Sternen ist der Rotationseffekt natiiflich recht klein und  
unsicher zu bestimmen, and  die Abweichungen fallen nur wenig ins Ge- 
wicht. DaB die Mira-Sterne. mit  ihrer grol3en Geschwindigkeitsstreuung 
und dem sehr schlechten Beobachtungsmaterial  keinen Effekt  erkennen 
lassen, ist nahezu selbstverst~indlich, zumal auch bei ihnen das aUgemeine 
Rotat ionsmoment  geringer ist, als bei den meisten anderen Grnppen. 

Vielfach wurde anstat t  tier Unbekannten A die GrSBe A~/ ermittelt ,  
indem ein mittlerer Abstand ftir alle Sterne angenommen wurde. Die 
Best immung dieser GrSBe ist sehr sicher, da aber die Distanzen der 
Sterne - -  es handelt sich eben um entfernte Sterne, fiir die sich nu t  
theoretische Parallaxen angeben lassen - - s e h r  ungenau bekannt  sind, 
kann tier numerische Wert  fiir A noch keineswegs als sicher gelten. Die 
ersten Untersuchungen yon OOI~T 3 ergaben Werte in der N~ihe yon 
A = +0,03 km/sec Parsek, die sp{iter in ~bere ins t immung mit  Arbeiten 

Publ. Potsdam, }Or. 86 (1928). 
2 Z. Astroph. 2, 151 (1931). 

t3. A. N. Nr. I2o. 
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von PLASKETT x und LINDBLAD 2 auf etwa die H~lfte herabgesetzt wurden. 
Ich habe f/Jr die W- und O-Sterne mit zuverl~issig bekannteu Radial- 
geschwindigkeiten eine Neubestimmung unternommen. Die mittlere ab- 
solute Helligkeit und Parallaxe wurde in der Weise ermittelt,  dab ihr 
mitt lerer Abstand yon der Symmetrieebene gleich dem fiir die B-Sterne 
gesetzt wurde, die zu 55 Parsek best immt worden war 3. Danach ist die 
mit t lere absolute Helligkeit der W-Sterne - -  2~8 und tier O-Sterne - -  3,~8. 
Auch wurde in den Bedingungsgleichungen nicht A~ Ms Unbekannte 
eingefiihrt, sondern es wurde fiir jeden einzelnen Stern der Abstand 
d aus seiner scheinbaren Helligkeit berechnet. Hierbei wurden zwei ver- 
schiedene Annahmen gemacht, das eine Mal wurde die Absorption ver- 
nachl~issigt, das andere Mal wurde sie gem~iB einer ]3estimmung yon mir 
mit  H. SCHNELLER ¢ zn 2 m pro IOOO Parsek angenommen. Es ergab sich 
dann fiir 24 Sterne ohne Absorption A = +o,o134-o,oo6,  uncl mit  Ab- 
sorption A = +o,o3o4-o ,o l  4. Wenn auch die hier angesetzte Absorp- 
tion etwas zu groB sein wird, ist es doch wahrscheinlich, dab der Wert  
fiir A, wie er sich aus den sp~iteren Best immungen yon OORT, von PLAS- 
KETT und von LINDBLAD ergab, zu klein ist. Der numerische Weft  yon 
A kann also noch erhebliche Korrektionen erfahren. 

Die sichersten, d. h. den mitt leren Fehler am meisten iibersteigenden 
Werte  f/it A liefern die O-B-c-Sterne, die bis zu recht groBen Entfer-  
nungen Raclialgeschwindigkeitsmessungen gestatten. Die planetarischen 
Nebel zeigen zwar auch den Rotationseffekt mit  entsprechend groBer 
Sicherheit, da aber ihre absoluten Helligkeiten nur sehr schlecht bekannt 
sind und umgekehrt aus der Best immung yon A d unter Annahme des 
ftir die anderen Sterngattungen abgeleiteten Wertes yon A ermittelt  
wurden, k6nnen sie natiirlich nicht zur Fest.stellung der Gr6Be von A 
dienen. ]3el ihnen ist noch eine weitere Einschr~inkung n6tig. Sie lassen 
sich nut  in dem Intervall  der galaktischen L~ingen yon etwa o--36o ° 
verwenden, da in dem restlichen Gebiet sehr groBe Unregelm~iBigkeiten 
vorkommen,  die mit  der N~ihe des Kernes zusammenh~ngen, worauf 
neuerdings besonders ZANSTRA 5 hingewiesen hat .  In  dem Gebiet yon 
3oo--36o 0 kommen abnorm hohe Radialgeschwindigkeiten vor, die zwi- 
schen 33 °0 und 340o einen Vorzeichensprung aufweisen, wie er nach den 
erweiterten Formeln ftir die Rotat ion (Abb. 4) zu erwarten ist. Das 
Material ist aber noch viel zu dfirftig, um den Versuch zu wagen, hieraus 
alas Kraftgesetz in der N~ihe des Zentrums abzuleiten. 

Aus der Ausgleichung, die zur Best immung des Rotationseffektes 
fiihrt, ergeben sich natiirlich auch die Dispersionen der Radialgeschwin- 

M. N. 88, 395 (1928) . 
M. N. 90, 503 (I93o). 

3 Ver6ff. ]Berlin-Babelsberg 8, H. 5. 
4 Z. Astroph. x, 339 (193o) • 
5 Z. Astroph. 2, 329 (1931). 
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digkeiten. Diese fallen aber wegen der grol3en Beobachtungsfehler der 
einzelnen Bestimmungen der Radialgeschwindigkeiten viel gr613er aus, 
als der tatstichlichen physischen Streuung entspricht. Aus der Ge- 
schwindigkeitsdispersion errechnet sich die Dispersion in Z, die Dicke des 
Systems. 
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Abb. y. Die  Schnell~iufer in der Rotatlonsebene. 
d entsprlcht O in Abb. 5, S entspricht P ,  Mittelpankt der L~ugen ist S. 

In der folgenden Tabelle sind ffir eine Reihe von Sterngruppen die 
Gr68en A, S, K, a(W), a(Z)w, a(Z)2~ aus verschiedenen QueUen zu- 
sammengeste]lt. S ist bier die nach Abzug der normalen Apexbewegung 
der Soiree resultierende Asymmetriebewegung der betreffenden Stern- 
gruppe. Sie ist in km/sec angegeben, und ein negatives Zeichen bedeutet 
das Zuriickbleiben gegen/iber der zirkultiren Rotation der grol3en Mehr- 
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zahl tier Sterne. a(Z)m ist die aus der Geschwindigkeitsdispersion be- 
rechnete, a(Z)M die auf Grund von HelIigkeitsparalIaxen berechnete 
Schichtdicke ffir die betreffeilde Sternart.  Der eingeklammerte Weft in 
der Spalte A deutet darauf bin, dab hier nicht die absolute Gr613e des 
Rotationseffektes angegeben wurde, sondern, wegen der unbekannten 
absoluteil Helligkeit und Entfernung der betreffenden Objekte eine Gr6Be 
A do, wofin do dem Betrage nach unbekannt ist. Die beiden Spalten ini t  
der Systemdicke stimmen in dem MaBe fiberein, wie man es verlangen 
kann. Bei groBen Werten yon e uild i stimmt natiirlich die Beziehung 
12,8 a a(W) = a(Z) nicht mehr. 

Die deutlichste ~3bereinstimmung mit der Rotationstheorie zeigen 
aber die SchnellAufer in unserer unmittelbaren Umgebung. Die Abb. 7 
ist im wesentlichen yon OORT~ fibernommeil. Es sind nut  die Schnell- 
l~ufer eingezeichnet, deren Raumgeschwindigkeit aus Eigenbewegung, 
Parallaxe und Radialgeschwindigkeit berechnet werden konnte. S be- 
deutet  den zirkul~r laufenden Idealstern, ® die Sonne und d den Ge- 
schwindigkeitsnullpunkt, wie in Abb. 5. Die Kreisgeschwindigkeit 
wurde zu 300 km/sec angenommen. Es sind alle die Geschwindigkeiten 
eingezeichnet, deren Projektion in die MilchstraBenebene in Bezug auf  
S den Betrag von 65 km/sec fiberschreiten, dies bedeutet ffir den Punkt  E 
eine Geschwindigkeit von 365 km/sec. In einem weiten Bereich u m  
l = 60 o fehlen die Sterne voUst~ndig. Aber auf der Gegenseite, wo man  
den Maximalwert erwarten sollte, wenn man die HAufigkeit nach ga- 
laktischen L~ngen ausz~hlt, befindet sich ein sekundAres Minimum, das 
von zwei Maxima bei 18o0 und 3oo o eingeschlossen ist. Diese Beobach- 
tung wurde y o n  FREUNDLICH und yon  DER PAHLEN 2 gegen die Rota -  
tionstheorie angeffihrt. Sie ergibt sich aber als selbstverst~ndlich, wenn 
man bedenkt, dab die Schnell~ufer als eine Kategorie voil Sternen mi t  
groBer Bahnexzentrizit~t aufzufassen sind. Dann ist eine Abgrenzung 
Ilicht durch einen Kreis, wie es OORT provisorisch tat ,  vorzlmehmen, 
sondern durch eine Ellipse ffir e-----const. Ich laabe hier zwei Eltipsen 
eiilgezeichnet, das eine Mal mit dem Achsenverla~Itilis 0,5, entsprechend 
einer KEPLERschen Bewegung, das andere Mal 0, 7, entsprechend der be- 
obachteten Geschwindigkeitsellipse. ZAhlt man nun die Sterne in 
IntervaUen yon IO 0 LAnge aus, so verschwindet bei einiger G1Attung, 
die bei dem geringen Material notwendig ist, im ersten Falle das Minimum 
vollst~ndig, und auch im zweiteil Falle ist es ziemlich bedeutungslos 
geworden. In Abb. 8 sind beide Kurven sowie die yon OORT ein- 
gezeichnet. 

Drei Sterne in Abb. 7 zeigen eine Geschwindigkeit, die 30o km/sec 
etwas fiberschreitet. Wenn diese Bestimmungen richtig sind, so heiBt 

B. A. N. 4, 273 (1928). 
2 Z. Astroph. I, 200 (193o). 
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das, dab diese drei Sterne riickltufig sind. Der Stern Cincinnaty 2o18/9 
bei der Lttnge 260 o zeigt eine Geschwindigkeit yon fast IOOO km/sec und 
ist der einzige, der auBerhalb des Grenzkreises um d zu liegen kommt. 
Seine Radialgeschwindigkeit betr~gt 300 km/sec und seine Parallaxe 
ist ttuBerst unsicher. Dieser Stern, sowie RZ Cephei und W Virginis, 
die auf Grund ihrer Eigenbewegung und sehr fraglichen Parallaxen Be- 
wegungen yon fiber IOOO km/sec zeigen, k6nnen nicht ins Gewicht fallen*. 
AuBerdem ist es natfirlich mSglich, dab es vereinzelte intergalaktische 
Feldsterne gebe, die nut  zufAllig unser System durchschreiten. 

Es kann nicht die Aufgabe dieser kurzen zusammenfassenden Ab- 
handlung sein, das Beobachtungsmaterial in allen Einzelheiten zu dis- 
kutieren. Es ist bereits eine ausffihrlichere Darstellung hieriiber in Arbeit. 

/ /  ....... \ /"",, 

/ \  

I w , t r ~ I f r I I t I I ~ I I ~ I I I I 
o so I+o 18o ~ ~oo 360 

Abb. 8. Die H~ufigkei~ku~e der Sckuell~ufer. 
. . . . . . . . . . .  Die  Hiiufigkeit nach OORT (Kreisbegrenzung, -o-o-o- die Hiiufigkeit bei Begrenzung durch 
tdne Ellipse mit  dem Achsenverh~ilmis o.7, --e--e--o-- die Hiiufigkelt bei Begrenzung durch elne Ellipse 

mit dem Achsenverhliltnis i]2 (NEWTONsche Kraft).  

Im allgemeinen ist die Theorie mit den Beobachtungen im gutem 
Einklang. Die errechneten Dimensionen des Systems wie Abstand der 
Sonne vom Zentrum, ~quatorialer Durchmesser des Systems, Rotations- 
dauer und Masse shad natfirlich nut  mit sehr geringer Genauigkeit angeb- 
bar. Am zuverlAssigsten scheint mir noch die Sonnengeschwindigkeit 
mit  300 km/sec und mit einem mittleren Fehler yon hSchstens 20% 
angebbar zu sein. 

Einige Einw~nde, die gelegentlich gegen die Rotationstheorie erhoben 
werden, sollen hier nochmals angeffihrt und soweit es noch nicht ge- 
schehen, diskutiert werden. Die stellarstatistisch erschlossene Dichte- 
abnahme in allen Richtungen yon der Sonne weg, die zur Annahme eines 
6rtlichen Sternensystems geffihrt hat, ist nach der bier vorgetragenen 
Auffassung in der galaktischen Ebene nur scheinbar und dutch die Ab- 

Der weiBe Zwerg o ~ 44" + 50 hat eine Bewegung fast senkrecht zur 
Milchstral3e und hart an der parabolischen Grenzgeschwindigkeit. 
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sorption des Lichtes in der galaktischen Schicht vorgetAuscht. I)ie 
Frage nach dieser Absorption wurde nach mehreren Ans~itzen anderer 
Autoren in friiheren Jahren eigentlich erst yon TRU-~IPLER richtig ge- 
wfirdigt~. Er erschloB sie aus der Diskrepanz zwischen dem scheinbaren 
Durchmesser und der scheinbaren Helligkeit bei galaktischen Stein- 
haufen in verschiedenen Entfernungen und fand sie im Gebiet der photo- 
graphischen Strahlen zu 0,67 GrSBenklassen pro IOOO Parsek. DaB in 
einigen eng begrenzten Himmelsarealen, und zwar fast ausschlieBlich in 
der MilchstraBenebene, stark absorbierende Wolken existieren, und zwar 
schon in Entfernungen von weniger als 200 Parsek, war 1Angst bekannt. 
Aber man beruhigte sich immer damit, dab es sich um ganz kleine 
Areale handelte. DaB es auBer diesen stark absorbierenden und ziemlich 
scharf begrenzten noch viele diffuse und nur unscharf gegen die Um- 
gebung sich abhebende Absorptionsgebiete geben werde, die darum 
wenig oder gar nicht auffallen, wurde meistens fibersehen. Der st~irkste 
Beweis fiir das Vorhandensein einer Absorption ist aber die zunehmende 
Gelbf~bung von Objekten gleichen Spektraltypus mit wachsenden Exat- 
fernungen, im Sinne einer selektiven Absorption, die zwischen der photo- 
graphischen und visueUen Helligkeit pro IOOO Parsek o,~3 Gr6Benldassen 
ausmacht und als absolut gesichert gelten kann. Ein 6rtliches Stern- 
system kann aber im Rahmen der Rotationstheorie kaum existieren, 
denn in Anbetraeht des abscNitzbaren allgemeinen Gravitationsfeldes 
mfil3te die Dichte eines stabilen Haufens mindestens zwei Sonnenmassen 
pro Kubikparsek betragen, w~ihrend die beobachtete Sterndichte in 
unserer Umgebung etwa den zwanzigsten Teil dieses Wertes ergibt. 

Die Annahme yon Rotationssymmetrie innerhalb unseres Systems 
ist natfirlich nut die erste und ganz robe Annahme. Es wird, wie schon der 
Anblick des Himmels zeigt, groBe Unregelm~iBigkeiten geben. Die Frage, 
ob das System ein Spiralnebel sei, kann vorlliufig auf Grund der Beob- 
achtungen kaum angeschnitten werden. Eine Deutung durch zufNlige 
oder vielleicht auch tiefergehende Unregelm~il3igkeiten, die mit der 
Struktur des Systems und einer Abweichung yon der reinen Rotations- 
symmetrie zusammenh~ngen, k6nnte auch die beobachtete Abweichung 
des Vertex yon der Richtung zum Mittelpunkt erfahren. Die radiale 
Richtung ist nach SHAPLEY 325 o, nach den Untersuchungen fiber den 
Rotationseffekt etwa 33 oo, und einen noch etwas gr613erenWert liefern 
die planetarischen Nebel mit grol?en Radialgeschwindigkeiten, n~nlich 
330--34 oo. Demgegenfiber liegen die verschiedenen Vertexwerte bei 
etwa 3500. Einige Untersuchungen fiber den Rotationseffekt der mittel- 
henen Sterne, haupts~ichlich der Typen A und K, zeigen fiir die L~tnge 
des Zentrums lo dieselbe Abweichung ", 3 und LINDBLAD weist darauf hin, 

, Licit: Obs. Bull x93o, Nr. 42o. 
LINDBLAD: 1V~. N.  9 O, 503. 

a 1ZEDMNAN: M. N. 9o, 69o; 92, lO7. 
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dab in dieser Richtung die Bewegung des B~enstromes vor sich gehe, der 
auBer den zuverl~issig bekannten etwa 20 hellen Sternen anscheinend 
noch eine globe Zahl schwacher Sterne enth~ilt. Es mag sein, dab eine 
Art Unterstr6mung aus dieser Sterngruppe den ganzen Raum unserer 
Umgebung erfiillt und somit eine i3berbesetzung des Geschwindigkeits- 
k6rpers in einer bestimmten Richtung entsteht, die eine Unregelm~iBig- 
keit erzeugt, die in einigen hundert Parsek Entfernung vielleicht nieht 
mehr existiert und durch andere Unregelm~iBigkeiten abgel6st sein kann. 

Die B-Sterne sowie eine gewisse Anzahl lichtschw~icherer Sterne 
anderer Typen zeigen bekannttich die Erscheinung des Vertex nicht und 
iiberhaupt keinerlei ellipsoidische Geschwindigkeitsverteilung, weshalb 
HALM vor zwei Jahrzehnten sie im Gegensatz zu den beiden KAPTEYN- 
schen Str6men als Strom 0 bezeichnet hatte. Im Sinne der Rotations- 
theorie ist es nun ganz selbstverst~indlich, dab solche Sternarten, die nur 
wenig exzentrische Bahnen besitzen, eine so kleine Geschwindigkeits- 
streuung zeigen, dab die Verschiedenheiten in den einzelnen Richtungen 
durch die zufAlligen Beobachtungsfehler vSllig fiberdeckt werden, worauf 
ich schon frfiher hingewiesen hatte ~. Zwei andere Einw~inde, die beiden 
Maxima der Schnelliiufer und die verschiedene Geschwindigkeitsstreuung 
in radialer und senkrechter Richtung,.waren schon diskutiert. Die erste 
Erscheinung ist eine notwendige Folge der Theorie und spricht darnm 
gerade ffir sie, die zweite w~e nut stichhaltig, wenn wir einen stabilen 
Endzustand annehmen mfiBten, was abet niemals behauptet worden ist. 

Wenn ich zusammenfassend das Bild, das wir uns vom Sternsystem 
gegenw~trtig machen k6nnen, ill der idealisierten rotationssymmetrischen 
Form noch einmal darstellen will, so k6nnen wir entsprechend der Ein- 
teilung yon LINDBLAD in Untersysteme die Sterne in drei verschiedene 
Bewegungskategorien einordnen, die in eine sehr lockere Parallele zu den 
groBen Planeten, den Planetoiden und den Kometen gesetzt werden 
k6nnen, wobei die Frage g~nzlich offengelassen werden so]a, ob diese 
Kategorien einigermal3en streng voneinander geschieden sind oder kon- 
tinuierlich ineinander fibergehen. 

System I, das am st~rksten abgeplattete System, enth~lt die Sterne 
der gloBen Massen, die tlbergiganten. Die Neigungen der Bahnen sind 
in der Regel unter i o, die ExzentrizitAten unter 0,02. Ihm geh6ren fast 
alle W-O-B-c-Sterne und ein Tell der A-Sterne sowie die noch sehr un- 
vollst~ndig gekl~rten Calciumwolken an. 

System II enth~lt vorwiegend Sterne mittelgroBer Masse. Die Bahn- 
neigungen liegen bei 30, die Exzentrizit~ten bei o,I. Die Dicke des 
Systems ist einige hundert Parsek. Die Hauptvertreter dieser Gruppe 
sind die K-Riesen, ein Tell der A-Sterne, eine sehr groBe Anzahl von 

Ver6ff. Beflin-Babelsberg 8, H. 5. 
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Zwergen, ferner die seltenen Typen N und die planetarischen Nebel. 
Wahrscheinlich geh6rt auch die Majorit~t der Novae diesem System an. 

System III weist als auffallendste Vertreter die Mira-Sterne und die 
RR-Lyrae-Sterne auf, daneben aber viele Zwerge, einige R- und N- 
Sterne auf. Neigungen und Exzentrizit~ten der Bahnen sind sehr groB. 
Ein Teil der Sterne ffihrt zweifellos Tanchbahnen in den Kern aus. 

Die Kugelsternhaufen mit ihrer starken Asymmetrie der Bewegung 
geh6ren auch zu diesem System III, mfissen aber gesondert behandelt 
werden. 

Welche Dimensionen der Kern, der einen betr~chtlichen Teil der 
Gesamtmasse des Systems zu besitzen scheint, aufweist, k6nnen ~ i r  
nicht sagen. Er scheint hinter dell dunlden Wolken der Milchstral3e ver- 
borgen zu liegen. Die Milchstral3e ist hier in weitem Umfange dutch 
diese Wolken in zwei ,~ste geteilt. Der polare Halbmesser des Ker*aes 
betr~gt jedenfalls weniger als die halbe Breite der Milchstrai3e, die an 
dieser Stelle ioo mil3t. Bei einer Entfernung von 6o00 Parsek betrXgt 
der Halbmesser also h6chstens IOOO Parsek. Die helle grol3e Sagittarius- 
wolke, die genau in dieser LAnge bei --6 o Breite liegt, besitzt anscheinend 
eine Entfernung yon nur 20oo ParsekL Iiegt also viel n~aer als der Kern. 

7- Die Kugelsternhaufen und die MagellanschenWolken. 
Von 18 Kugelsternhaufen und den beiden MAGELLAZ~schen Wolken 

kennen wir die Radialgeschwindigkeiten. Mit Hilfe der ebenfalls be- 
kannten Bahngeschwindigkeit der Sterne unserer Umgebung um den 
Schwerpunkt des Systems gegen den Punkt des gaIaktischen Aquators 
yon der L~nge 600 k6nnen wir die radiale Komponente der Bewegung 
dieser Objekte gegen den Schwerpunkt des Systems ebenfalls bestimmen, 
indem wir die Wirkung der Sonnenbewegung 

V -- 3o0 cos b sin (l --33 o°) km/sec 

abziehen. Von all den genannten Objekten kennen wir auBerdem auf 
Grund der Cepheiden-Parallaxen die r/iumlichen Koordinaten X Y Z  in 
Bezug auf die Sonne und somit auch in Bezug auf den in 6ooo Parsek 
anzunehmenden Schwerpunkt des Systems. Aus dem Abstand vom 
Zentrum k6nnen wir unter der Annahme, dab die Kreisgeschwindigkeit 
in 6ooo Parsek 3oo km/sec betr~gt und dab ein NEwwoNsches Kraftfeld 
herrsche, ffir jedes Objekt die Entweichungsgeschwindigkeit berechnen. 

Die gemessene und auf den Schwerpunkt reduzierte Radialgeschwin- 
digkeit muB in jedem Einzelfalle unter diesem berechneten Grenzwert 
bleiben. Im Mittel muB, wenn keine der drei Komponenten bevorzugt 
ist, das ~r3fache der absoluten Radialgeschwindigkeit unter diesem 
Grenzwert bleiben. Es zeigt sich bei den I8 Kugelsternhaufen, dab alle 

* Z. Astroph. 5, 380 (z932) - 
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Einzelwerte unter dem Grenzwert bleiben und das gr613te Verhaltnis 
beider in einem Falle 0,84 betr~gt. Das MitteI aus allen ist 0,34, so dab 
0,34 ]~-=  0,59 etwa dem Verh/iltnis der Kreisgeschwindigkeit zur para- 
bolischen entspricht. Es ist also sehr wahrscheinlich, dab die Kugel- 
sternhaufen dynamisch unserem System angeh6ren. Das ist nattirlich 
nichts Neues, abet dies Argument ist bisher noch nicht angeffihrt 
worden. 

F/ir die beiden MAOELLANschen Wolken, die gegen die Sonne Ge- 
schwindigkeiten v o n +  280 und + 17o km/sec aufweisen, reduziert sich 
die absolute Geschwindigkeit auf + 20 u n d -  20 km/sec fiir die grol3e 
und kleine Wolke, w~hrend die Entweichungsgeschwindigkeit nahe bei 
200 km/sec liegen mul l  Wenn wir auch die transversalen Geschwindig- 
keiten beider Objekte nicht nennen, so ist es doch hiernach sehr wahr- 
scheinlich, dal3 die Raumgeschwindigkeit unter dieser Grenze liegt und 
die beiden Gebilde Satelliten unseres Sternsystems sind. Aus dem Ab- 
stand vom Zentrnm errechnet sich unter Annahme einer Kreisbahn eine 
Umlaufzeit von der Gr613enordnung lO 9 Jahre. 

Ftir den n/ichsten Spiralnebel, den Andromedanebel, dagegen ist 
bereits die reduzierte Radialgeschwindigkeit das Doppelte der rechneri- 
schen Entweichungsgeschwindigkeit. Von dem etwa 200000 Parsek ent- 
fernten Objekt NGC 6822, das mit den MAGELLANschen Wolken groBe 
Ahnlichkeit hat, kennen wir keine Radialgeschwindigkeit. 

Zum Schlusse gebe ich noch eine schematische Abbildung des Stern- 
systems, wie man es sich nach den vor- 
liegenden Er6rterungen vorstellen k6nnte. 
Es sind in dieser Darstellung Gebilde aus 
ganz verschiedenen galaktischen L~ngen 
in eine Schnittebene zusammengeschoben, 
das Bild ist also nut  ein Schema, keines- 
wegs aber eine Projektion. S. Abb. 9. 
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Abb. 9" Ein Schema des Sternsystems. 
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E in le i tung .  

Die E n t d e c k u n g  der R6ntgen in te r fe renzen  dutch  M.V. LAI.rE, 
W. FRIEDRICH U. P. KNIPPING (40) ist  bekann t l i ch  der Ausgangspunk t  
ffir die ErschlieBung yon  zwei vollstAndig neuen,  groBen Forschungs-  
gebieten geworden: der RSntgenspektroskopie  und  der Kr i s t a l l s t ruk tu r -  
forschung. Der gewattige Einflul3 der E n t d e c k u n g  - -  n icht  n u t  auf die 
En twick lung  der Atomphysik,  u n d  dami t  auf die gesamte Physik,  son-  
dern  auch auf  Mineralogie, Chemie u n d  Technik  - -  ha t  sich t rotz  der  
in tens ivs ten  Forscherarbeit  in Mlen Kul tu r lAndern  w~hrend der 20 Jab_re, 
die seit der En tdeckung  vergangen  sind, auch  heute  noch n ich t  a n -  
nAhernd ersch6pft. Die Kr is ta l l s t rukturforschung,  die unmi t t e l ba r  i m  
Anschlut3 an  die LAuEsche E n t d e c k u n g  yon  W. H. u. W. L. BRAGG be-  
gr/ indet  wurde, ha t  sich aus den ers ten t a s t enden  Versuchen zu e inem 

Dieser Bericht wird im Hinblick auf den Abschlul3 des zweiten Jahr-  
zehnts seit der LAuEschen Entdeckung erstattet.  
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reizvollen, aber sehr ausgedehnten Spezialgebiet entwickelt; ihre An- 
wendungen auf die verschiedensten Gebiete k6nnen noch nicht entfernt 
als abgeschlossen betrachtet werdenL Die R6ntgenspektroskopie hat 
wohl die Zeiten ihres gr6Bten Einflusses auf die Lehre yore Atombau be- 
reits hinter sich; die Verfeinerung der r6ntgenspektroskopischen Beob- 
achtungen f6rdert abet auch heute noch viele neue Ergebnisse zutage, 
die sowohl ftir physikalische, wie auch ftir chemische Fragen, z. B. nach 
dem Bau tier aul3eren Atomhtille, yon grol3er Bedeutung sind. Aueh 
die r6ntgenspektroskopische MeBtechnik selbst hat erst in den letzten 
Jahren dutch die M6glichkeit absoluter Wellenl~ngenmessungen einen 
neuen groBen AnstoB bekommen. 

Alle diese Fortschritte auf den verschiedensten Gebieten haben sich 
organisch, fast zwangsl~iufig aus der im Jahre 1912 gewonnenen Er- 
kenntnis heraus entwickelt, dab das vorher schon skit vielen Jahren in 
mineraIogischen Hypothesen eine Art yon Schattendasein fristende 
Raumgitter der Kristalle zu Interferenzversuchen vorztiglich geeignet ist 
ftir solche Strahlen, deren Wellenl~inge noch kleiner ist als der Abstand 
benachbarter Atome im Raurngitter. Das Wesentliche der Entdeckung 
vom Jahre 1912 bestand ja gerade in der Feststellung, dab die R6ntgen- 
strahten beim Durchgang dutch das Raumgitter eines Kristalls charak- 
teristische Interferenzerscheinungen zeigen. 

Eine vollkommen neue und tiberraschende Anwendung tier Raum- 
gitter der Kristalle hat uns aber das zweite Jahrzehnt nach der LAL'zsehen 
Entdeckung gebracht: nttmlich den eindeutigen experimentellen Nach- 
weis der Materiewellen, die nach den Uberlegungen yon L. DE BROGLIE 
und E. SCHRODI.';G~R als vollkommen neue, bisher noch nicht beob- 
achtete Wellenerscheinung mit jeder Art yon bewegter Materie ver- 
kn~ipft sein sollten. Zum experimentellen Naehweis der Materiewellen (21) 
dienten die aus der Rbntgenstrukturanalyse bekannten Kristallgitter; 
auch die weitere Erforschung der Interferenzen yon Materiewellen und 
ihre Anwendung auf Strukturprobleme hielt sich zun~chst eng an die 
sicheren Ergebnisse der R6ntgeninterferenzen. Wit werden zwar sehen, 
dab vor a11em die Interferenzen yon schnellen Elektronen inzwischen 
schon mannigfache Ergebnisse geliefert haben, die fiber die R6ntgen- 
interferenzen hinausgehen ; der SchltisseI zum Verst~tndnis ffir die meisten 
dieser Ergebnisse steekt aber fast stets schon in den fundamentalen 
~Tberlegungen, die M. v. LAuE vor 2o Jahren zur Deutung der R6ntgen- 
interferenzen gemaeht hat. 

: Im letzten Band dieser Ergebnisse hat  U. I)EHLINGER fiber die An- 
wendungen in der Metallkunde berichtet, die allein ein grol3es Spezialgebiet 
darstellen. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XL 5 
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I. Die Bedeutung der LAUEschen Theorie 
der RSntgeninterferenzen ffir die Elektronen- 

interferenzerscheinungen in Kristallen. 
Die M6glichkeiL eine Wellenstrahlung als Sonde ffir atomare Dimen-  

sionen zu benutzen, beruht darauf, dab eine W'echselwirkung zwi- 
schen der Strahlung und den Atomen bzw. den Bausteinen der Atorne 
besteht, lJber dell genauen Verlauf dieser Wechselwirkung brauchen 
wir zun~chst gar nicht unterrichtet zu sein; es genfigt zu wissen, 
dab er bei verschiedenen Atomen gleicher Art bzw. bei den die Atorne 
konstituierenden Teilchen stets der gleiche ist. Aus der Erfahrung wissen 
wir, dab R6ntgenstrahlen wie Elektronenstrahlen beim Auftreffen zLuf 
Materie zerstreut werden; die Ursache flit diese Zerstreuung ist gerade 
die Wechselwirkung zwischen den Strahlen und den Atomen bzw. ihren 
Bestandteilen. 

Die beobachtete Zerstreuung entsteht durch eine Clbereinander- 
lagerung der Zerstreuung yon vielen einzelnen, kleinen Streuzentren. 

Wenn also eine Wellenstrahlung - -  wir wollen eine Kugelwelle 
8 - -  i k  (So r) 

annehmen~ - -  auf Matefie auftrifft, dann wird jeder Punkt ,  in dem sich 
streuende Materie befindet, zum Ausgangspunkt einer StreuweHe, die 
wieder die Form einer Kugelwelle haben mag, also im Abstand R v o m  
Streuzentrum darzustetlen ist dutch 

g - -  i M  (s ~R) 

R 
Aus der Erfahrung wissen wir, dab die Frequenz der uns bier inter-  

essierenden Streustrahlung mit  der Frequenz der Prim~rstrahlung fiber- 
einst immt (d. h. k = k') ; wir setzen welter voraus, dab alle elementaren 
Streuwellen mit  der Prim~rwelle und damit  auch untereinander koh/~rent 
sin& (Eine etwaige Phasenverschiebung zwischen Streuwelle und Pri-  
m/irwelle wird dadurch nicht ausgeschlossen" sie mul3 nur bei allen ele- 
mentaren Streuprozessen die gleiche sein.) Bei der L'berlagerung der  
verschiedenen Streuwellen haben wir nun genau so, wie in der gew6hn- 
lichen Interferenzoptik, zu berficksichtigen, dab einnlal die verschiedenen 
Streuzentren verschieden stark auf die ankommende Wellenstrahlung 
ansprechen und dab zweitens die einzelnen Streuwellen entsprechend 
ihren ,,Gangunterschieden" mit  verschiedener Phase im , ,Aufpunkt" an-  
kommen. Bezeichnen wir die Lage des m-ten Streuzentrums durch seinen 

~Vir bezeichnen mit So bzw. s Einheitsvektoren, die die Richtung der 
2 ~  

ankommenden bzw. gestreuten Strahlung angeben; ferner bedeutet k = --~-, 
2 A t  

bzw. k' = - - "  
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radius vector r,,, vom Anfangspunkt, dann ist der Wegunterschied der 
m-ten Streuwe/le gegenfiber der Streuwelle vom Anfangspunkt, wie geo- 
metrisch leicht einzusehen ist, gegeben durch 

( r , , , ~ ) -  (r,,,~o) = (r,,,, ~ -  ~o). 

Der zugeh6rige Phasenunterschied ist k (r .... S--~o); jede Streuwelle 
ist demnach vor der U'berlagerung mit ihrem Phasenfaktor d~{r,,~ , ~ - s o )  

zu multiplizieren. Das Streuverm6gen des m-ten Streuzentrums wollen 
wir mit M. v. LAuE durch den Faktor  ¢,,, charakterisieren; bei einer 
kontinuierlichen Verteilung der streuenden Materie wtirde ¢ als Funk- 
tion der Ortskoordinaten die Dichteverteilung der streuenden Materie 
bezeichnen. Wenn wir schlieglich noch berficksichtigen, dag wir in 
hinreichend grolger Entfernung die Abst~nde R des Aufpunktes vom 
Streuzentrum fiir alle Streuwellen als gleich annehmen k6nnen, dann 
erhalten wir als Resultat der einfachen ~Tberlagerung von sdmtlichen 
Streuwellen: 

e - - i ~ . R  
R " ~  ~ ' "  e~k(~"' ~-~o) (1) 

bzw. bei kontinuierlicher Verteilung der streuenden Materie: 

e-Z/¢2r fq )  #'/.(r,-~-s°)dr. (Ia) 
- -  R ' , ]  (-~, -*', ~) 

Indem wir in dieser Weise die einzelnen Streuwellen superponieren, 
setzen wir voraus, dag die Prim~rstrahlung bei dem ganzen Streu- 
vorgang nut  so wenig geschw~tcht wird, dab wir ihre Intensit~it noch 
in allen Streuzentren als praktisch gleich grog annehmen k6nnen, und 
dal3 die gesamte Rfickwirkung aller tibrigen Streuzentren auf das 
jeweils betrachtete klein bleibt gegentiber der Wirkung der Prim~tr- 
strahIung. Mit dieser Voraussetzung begntigen wir up, s, wie es auch 
M. v. LAUE in seiner grundlegenden Arbeit vom Jahre 1912 getan hat, 
mit einer ,,wellenkinematischen" Betrachtung des Interferenzvorganges; 
es sei aber schon bier bemerkt, dab bei Kristallinterferenzen die obigen 
Bedingungen ffir die Anwendbarkeit der wellenkinematischen Theorie 
ffir R6ntgenstrahlen nicht immer und fiir Elektronenstrahlen nut  unter 
besonders gfinstigen Versuchsbedingungen erfiillt sin& Ffir R6ntgen- 
strahlen haben DARWIN (19) und P. P. EWALD (3(/) unabMngig von- 
einander durch Mitberiicksichtigung der Wirkung der Streustrahlen auf 
die Prim~irstrahlung und die tibrigen Streuzentren eine ,,dynamische" 
Interferenztheorie der RSntgenstrahlen entwickelt, die yon H. BETIDE (7) 
auf die Elektroneninterferenzen fibertragen wurde. Diese Theorie hat 
zu einigen prinzipiell wichtigen Resultaten gefiihrt; sie gestattet z. B. 
eine quantitative Erkl~irung der yon der SIEGBAHNschen Schule ge- 
fundenen Abweichungen yon der BRAGGschen Reflexionsbedingung. 
Aber als praktischer Wegweiser oder als Hilfsmittel ffir die experimen- 

3 
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telle Forschung ist sie bisher - -  wahrscheinlich wegen ihres kompli- 
zierten mathematischen Apparates - -  nur wenig verwendet worden; 
vielleicht wird das in Zukunft anders, nachdem es M. v. LAUE kfirzlich 
gelungen ist (diese Ergebnisse X, i33), ihr beziiglich der R6ntgeninter- 
ferenzen durch einen Kunstgriff eine einfachere und anschaulichere Ge- 
stalt zu geben. Fiir die Zwecke dieses Berichtes brauchen wir auf die 
dynamische Theorie nicht einzugehen, well die hier zu besprechenden 
Ergebnisse der Interferenzuntersuchungen nicht nur an Atomen und  
Molekfilen, sondern auch an Kristallen fast ausnahmslos unter solchen 
Versuchsbedingungen erhalten worden sind, bei denen die Anwendung 
tier wellenkinematischen Theorie erlaubt ist; man kann sogar umgekehrt 
sagen, dab die wichtigsten Ergebnisse gerade dadurch gewonnen 
wurden, dab es gelang, die f/ir die Anwendbarkeit der kinematischen 
Theorie notwendigen Bedingungen experimentell zu realisieren. 

Indem wir wieder den Gedankeng~ngen v. LAUES folgen, wenden wir 
unsere FormeI (I) zun~chst auf einen KristalI an. Wir idealisieren den 
Kristall dutch die Annahme, dab sich Streuzentren nut in den Gitter- 
punkten eines einfachen Translatlonsgitters mit den Grundvektoren a~, 
a~, a 3 befinden. Die Lage des m-ten Streuzentrums wird dann durch den 
radius vector r,,, = m~ at + m2 as + m s a 3 charakterisiert, wo ml, m~, n 5 
ganze Zahlen sind. Der die Superposition aller Streuwellen darstellende 
Ausdruck (I) geht in eine dreifache Summe fiber, die wir, wenn wir 
noch der Einfachheit halber # f/ir alle Streuzentren als gleich annehmen, 
in tier folgenden Form schreiben k6nnen: 

~/3 . e - i k R  (,,,,J.,,Y, ~,,,~..Y ~,,,3~ e ~ I ' " A ~  + .... "~ + ,,,3A31 

wobei zur Abk~irzung 

A,. = k (a,., ~--~o) (2) 

gesetzt ist. Die Grenzen der Summation sind durch die Ausdehnung des 
Kristalls bestimmt; wir nehmen mit v. LAUE an, dab die Ausdehnung 
des Kristalls in den Achsenrichtungen bestimmt ist durch 2 M~ a,, 2 M~ a2, 
2 M 3 a s. Der Summenausdruck 1/ii]t sich dann als geometrische Reihe 
leicht ausrechnen. (Es ist z. B. 

+ J I i  2 3 I x  + i # f x  A x  - -  i J I i  Ax \ 

% 

Die gesuchte Intensit~t I der Streustrahlung erhalten wir als Ampli- 
tudenquadrat in bekannter Weise durch Multiplikation mit dem kon- 
jugiert komplexen Ausdruck: 

¢~ sin~/l'/~A~ sin*21/l~A~ sin~M3As 
I = (3) R ~ A~ Ao A 3 sin~ - -  sin 2 -= sin 2 _ 

2 2 2 
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Dieser Ausdruck stellt die aus der Optik bekannte Interferenz- 
funktion dar, erweitert auf das dreNimensionale Gitter. Er  besitzt fiir 
grol3e Mi nur dann einen von Null verschiedenen Wert (Hauptmaxi-  
mum), wenn alle drei Nenner gleichzeitig verschwinden, d. h. wenn die 
A i ganzzahlige Vielfache yon 2~z sind. Dies f/ihrt nach Einsetzen der 
Werte yon A auf die bekannten LAUEschen Interferenzformeln 

(Cti, ~--So) = hi. i (i = I~ 2, 3, h ganzzahlig). (4) 

Wir wollen hier eine Bemerkung fiber die reziproken Vektoren ein- 
fiigen, deren Gebrauch sich oft als niitzlich erweist. Die zu den G,  G,  a3 
reziproken Vektoren b~, b~, b 3 sind definiert durch: 

(a~ [a2 a3]) 

und zwei entsprechende, dutch zyklische Vertauschung sich ergebende 
Gleichungen; aus der Definition folgt sofort, dab 

(ctib/~) [ = %  wenn i+..+k 
t = I~ . i =  k. 

Multipliziert man jede der drei LAuEschen Gleichungen mit dem zu- 
gehbrigen reziproken Vektor und addiert, so erh~ilt man 

~--So = (h~b~ + h~b~ + h 3 6 3 )  - }.. 

Bezeichnen wir noch den auf der rechten Seite stehenden Fahrstrahl  
zum Gitterpunkt h~, h2, h 3 des reziproken Gitters mit  I?, so erhalten wir 
als Zusammenfassung der drei skalaren LAuEsehen Gleiehungen die 
, ,Fundamentalgleichung" : 

~ - ~ o  = l - b "  (4a) 

(In dieser Vektorgleichung ist natiirlich auch die BRaoosche Re- 

flexionsbedingung 2 d. sin '~ - -  = n - i enthalten ; denn ~--~osteht senkrecht 
2 

auf derjenigen Ebene, an der der Strahl gespiegelt erscheint und hat  den 

Betrag 2 sin ~ ,  und yon I) kann man leicht zeigen, dab sein Betrag gleich 
2 

einer ganzen Zahl n real dem Abstand der ,,spiegelnden" Netzebenen 
sein muB [) 

Schreibt man die Fundamentalgleichung in der Form 

rio 

so l~iBt sie sich nach EWALD (8) bei Zuhilfenahme des reziproken Gitters 
besonders anschaulich interpretieren. Tr~igt man n~imlich vom Anfangs- 
punkt  des reziproken Gitters aus in der negativen ~o-Richtung die Strecke 

-~ ab und schl~gt um den Endpunkt  dieser Strecke eine Kugel mit  dem 

Radius ½, dann erffillt der Fahrstrahl  I? = h~b~ +h~b~ +h jb3  zu irgend- 
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einem Gitterpunkt des reziproken Gitters, der yon der ,,Ausbreitungs- 
kugel" getroffen wird, die Bedingung (4a). Wit erhalten also durch diese 
einfache Konstruktion, die sich leicht den verschiedenen Versuchs- 
bedingungen anpassen l~il3t (vgl. P. P. EWALD), mit einem Schlage 
eine vollstAndige lJbersicht tiber die zu erwartenden Interferenzrich- 
tungen. 

Wegen der Vektorgleichung (4a) bzw. der drei skalaren Gleichungen 
(4) t r i t t  bekanntlich bei R6ntgenstrahlen mit vorgegebener Wellen- 
l~inge ein Interferenzstrahl unter normalen Bedingungen nut  bei einigen 
ausgezeichneten Orientierungen des Kristalls auf, n~imlich nur dann, 
wenn die Ausbreitungskugel auch wirklich einen Gitterpunkt des rezi- 
proken Gitters trifft, d .h .  wenn der Kristall so orientiert ist, dab die 
BRAGGsche Bedingung erftillt ist. 

Durchgang  yon Elektronenwellen dutch dtinne Kristalle. Die 
ftir die R6ntgeninterferenzen geltenden Folgerungen der kinematischen 
Theorie darf man nun aber nicht - -  wie dies bisher meist geschehen 
ist - -  schematisch auf die Elektroneninterferenzen tibertragen. Wegen 
der viel sttirkeren Wechselwirkung der Elektronenwellen mit den Atomen 
der Kristalle (siehe hieriiber S. 73) werden hier beobachtbare Inter-  
ferenzintensit~iten attch dann erzeugt, wenn eine yon den drei Atom- 
zahlen M verh~iltnism~iBig klein bleibt, d .h .  wenn die zur Interferenz- 
intensit~it beitragende Kristalldicke extrem gering ist. Das letztere ist 
sowohl bei solchen Interferenzversuchen, in denen der Kristall durch- 
strahlt wird, als auch bei solchen, in denen die Reflexion an einer 
Oberfl~iche stattfindet, stets der Fall. Die bei Interferenzen im ,,durch- 
gehenden" Licht herrschenden Verh~iltnisse sind von W. L. }~RAGG tl. 
dem Verf. (14) aufgekl~irt worden. Wir nehmen an, wir durchstrahlen 
ein sehr dtinnes Kristallbl~ittchen senkrecht zu seiner Fl~iche mit Elek- 
tronenstrahlen yon einerWellenl~nge ~. = o,o5 ~. Die a~- und a2-Achsen 
liegen in der Bl~ittchenebene und liefern als Interferenzbedingungen in 
normaler Weise die beiden ersten LAoEschen Gleichungen. a 3 m6ge 
parallel zur Prim~rstrahlrichtung liegen und die L~inge IO X haben; die 
Kristalldicke sei IOOA, so dab in der a3-Richtung nur zehn Netzebenen 
aufeinander folgen. Wenn wit fiir diesen Fall den die dritte Punktreihe 
enthaltenden Quotienten der LAuEschen Interferenzfunktion ausrechnen, 
so ergibt sich 

• 2 7f 
[ '~/" 2 Z~'3 ~3 (I -- COS ~))} s ]n  (~-  I o a 3 .  2 ~ 2  ) sin~ t-~- sin~ 1"V/3 A3 

(5) 
sin "A3 sin~ {~. a3(t - (9)} • ~/~ O~\ 2 oos s ,n/~-  ~3T)  

Diese Funktion hat abet (siehe Abb. I) ein so auBerordentlich breites 
Hauptmaximum, daB darin, wie man sich durch eine einfache Rechnung 
leicht iiberzeugen kann, mehrere Ordnungen der beiden ersten LAUE- 
schen Interferenzbedingungen bequem Platz haben. Die Folge davon 
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ist, dal3 der Interferenzvorgang innerhatb des breiten Haup tmax imums  
genau so verl~uft, als ob wir nieht ein Raumgitter,  sondern ein F1/~chen- 
gitter vor uns h~ttten. Die Intensit~ttsverteilung in einem solchen FlX- 
chengitterinterferenzbild ist - -  solange man sich iiberhaupt noch inner- 
halb des breiten Hauptmaximums befindet - -  praktisch unabh~ngig yon 

go 8o 7 ° 60 50 ,/o 3 ° Zo 1 o 0o 1o Zo 3 ° (~o fro 60 7 ° go So 

Abbo x. In te r fe renz ln tens l t~ i t  e i ne r  i o  -~  cm l a n g e n  P u n k t r e l h e ,  d ie  p a r a l l e l  z u m  E i n f a l l s s t r a h l  ver l i lu f t ,  
a ls  F u n k t i o n  de s  S t r e u w i n k e l s  ( t 4 ) .  (). = 0 ,05  -~- ; a3 = xo .~ ; 2 iW, a = i o . )  

der dritten Punktreihe und nur durch die Struktur des Fl~tchengitters 
bestimmt. Dieses Kriterium ftir ,,F1/ichengitterinterferenzen" ist an 
dtinnen Einkristallen (Abb. 2) in Zelluloid- und Kollodiumfilmen, auf 
die wit sp~iter noch zurtickkom- 
men, mit  Sicherheit erfiillt; die 
charakteristische Intensit~tts- 
verteilung bleibt an sehr dtin- 
nell Filmen in einem gewissen 
Winkelbereich praktisch kon- 
stant  und 1M3t sich an ver- 
schiedenen Filmen stets wieder 
leicht reproduzieren, ohne dab 
man auf die Orientierung des 
Films zur Strahlrichtung beson- 
ders genau achten miigte. Bei 
Glimmer liegen die Verh~ltnisse 
weniger einfach, well st6rende 
Verwerfungen der bestrahlten 
Kristallfl/iche nicht mit  Sicher- 
heit vermieden werden k6nnen. 

Wenn man mit Hilfe der Abb. 2. Fliichengltterinterferenzbild, 1)urehstrahtung 
EWALDschen Konstruktion der e ines  e x t r e m  d i l n n e n  E i n k r i s t a l l s  in  e i n e m  K o l l o d i u m -  

h ! iu t chen  m i t  6 o k U - E l e k t r o n e n ,  
Ausbreitungskugel im rezipro- 
ken Gitter die groge Breite des nullten Haup tmaximums  verst~indlich 
machen will, muB man an die Stelle der Git terpunkte im reziproken 
Gitter d/inne St~bchen treten lassen (53), die parallel zur Normale der 
Kristallfl~iche gerichtet sind (Abb. 3). Die St~ibchen werden um so 
l~tnger, je geringer die Dicke des Kristalls; mit  abnehmender Dicke des 
Kristalls wird die Zahl der yon der Ausbreitungskuge] noch getroffenen 
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St~tbchen gr613er. Aus der Abbildung geht auch anschaulich hervor, 
welche entscheidende Rolle die Kleinheit yon ~, die ja einen grol3en 

I l 

I I 
I I 
I I 
] I A~r3rei taa~s-  
I l kuael 

A b b .  3. Reziprokes Gitter und Ausbreitungskugel im 
Falle eines extrem dilnnen Kristalls und kleiner Wellen- 

liinge (53). 

Radius der Ausbreitungskugel 
bedingt, bei der Erscheinung 
spielt. 

Die Winkelbreite des Haupt -  
maximums ergibt sich allgemein 
aus (5) als Abstand der n~chst- 
benachbarten Nutlstellen, d. h. der- 
j enigen O-Wer te, die das Argument 
des Z~hlers gleich a machen: 

oo ~ 2 iv/3 a 3 V ~" 2 ~ -  I oder 261o-=-- 2.  ~ - ,  (6) 

wobei D = 2 M3a 3 die Dicke des Kristalls bedeutet. Diese Beziehung ist 
aber (vgt. 53) nur bei sehr geringen Dicken (m Io -6 - -1o  -7 cm) g/iltig 
(z. B. in Abb. 2); bei Interferenzaufnahmen an Glimmerbl~ttchen ist 
die tats~ichliche Breite des Hauptmaximums stets erheblich gr613er (vgl. 

A b b .  4. Elektronenlnterferenzbild eines io -5  cm dicken Glimmerkrlstalls.. Breltes Hauptmaximum 
nul l t er  Ordnung in der Mitte; die zwei konzentrischen Kreise e n t s p r e c h e n  d e m  Hauptmaximum ~. und 

2. Ordnung (vgl. Abb. i) .  

z. B. Abb. 4), als man sie nach der obigen Beziehung berechnen wiirde. 
Der Grand hierfiir ist darin zu suchen, dab schon bei einer Kristalldicke 
yon h6chstens lO -6 cm die Voraussetzungen der kinematischen Theorie 
(siehe S. 67) wegen der starken Wechselwirkung zwischen Elektronen 
und Atomen sicher nicht mehr erffillt sind; absolute Intensit~ttsmes- 
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sungen des Verf. an Glimmereinkristatlen (53) haben n~mlich gezeigt, 
dab die Intensit~t der st~irksten Interferenzstrahlen schon bei den diinn- 
sten Glimmerbl~ttchen ( <  io -s cm) v o n d e r  gleichen Gr6genord.nung ist 
wie diejenige des Prim~irstrahls. Bei den g]eichen Messungen wurde 
ferner festgestellt, dab die Elektronen- 
durchl~ssigkeit eines Einkristalls s tark 
yon der Orientierung des Kristalls zur 
Strahlrichtung abh~tngt (Abb. 5) ; da 
aber in ]eder Kristallstellung eine ganze 
Anzahl yon starken Interferenzstrahlen 
auftritt ,  stellt der Extinktionseffekt der 
Abb. 5 nur die Differenz von jeweils einer 
ganzen Anzahl yon Interferenzintensi- 
t/iten dar. Daraus geht aber hervor, dab 
die gesamte Schw/ichung des Prim~tr- 
strahles zu einem wesentlichen Teile 
auf der Interferenzstreuung beruht;  die 

"/00 

80 

I I I I I 
~ e  10o Oo /0o 20 ° 

Abb. 5. Durchliissigkeit elnes Glimmer- 
kristalls (i~3 • xo -'s cm dick) in AbhSngig- 
keit yon der Kristallstellung (). = o,o53 A) 
(Ordinate ioo bedeutet 4,5% Durchliissig- 

keit.) 

wellenkinematische Theorie ist nur solange anwendbar, als die Ge- 
samtschw/ichung des Prim/irstrahles genfigend klein bleibt. 

Interferenzen diffuser Strahlen. Infolge der starken Wechselwirkung 
nimmt etwa yon einer Kris~alldicke yon 5" lO-5 cm an die diffuse Zer- 
streuung des Elektronenstrahls so s tark zu, dab die vom Prim/irstrahl 
verursachten lnterferenzen sich immer weniger vom diffusen Hintergrund 
abheben und schlielBlich ganz verschwinden. 
In diesem Dickenbereich ist die IntensitAt der 
diffusen Streustrahlung schon sehr betr/icht- 
lich; sie nimmt aber trotzdem noch bei gr6Be- 
ren Winkeln merklich ab. Infolgedessen re- 
fiektiert jede Netzebenenschar, die nur wenig 
gegen den Prim/irstrahl geneigt ist (Abb. 6), 
aus dem diffusen Biindel die gerade unter dem 
BgAGGschenWinke] einfallenden Strahlen selek- 
t iv heraus und verursacht dadurch auf der senk- 
recht zum Prim/irstrahl stehenden photographi- 
schen P•atte je eine schwarze Refiexions- (R) und 
eine weilBeExfinktionslinie (E), die wegen ~ <~ d 
praktisch als paratlele Gerade erscheinen. Die 
Refiexion an der ,,anderen Seite" der Netz- 

/ 

X / 
/ 

R 
Abb. 6. Entstehung schwarzer und 
weifler Interferenzllnien durch 
selektive Reflexion aus einem 
diffusen Bfindel (dicker KristalI). 

(KIKUCHI 52.} 

ebenenschar wirkt zwar diesem Effekt  entgegen; wegen der Abnahme der 
diffusen Streuintensit/~t mit  zunehmendem Streuwinkel tr i t t  aber stets nut  
eine teilweise, und niemals eine vollst~indige Kompensat ion ein. Diese 
Linien sind von KIKUCHI (.52) zuerst an relafiv dicken Glimmerbl~ttchen 
gefunden worden; sic treten iibrigens auch h/iufig bei Interferenzversuchen 
in ReflexionsstelJung auf. Es ist leicht einzusehen, dal3 man aus ihrer 
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Lage und aus dem Abstand der schwarzen v o n d e r  zugeh6rigen weigen 
Linie sowohl die Lage als auch den gegenseitigen Abstand der reflek- 

2 
Abb. 7. Schnitt der Netzebenen, die Kikuchillnien erzeugen, mit der Ebene der photographischen 

Platte. (Auswertung yon Abb. 8.) 

tierenden Netzebenen leicht ermitteln kann. Die Gesamtheit  der , ,Ki- 
kuchi"-Linien und ihrer Intensit~tten gibt ein ziemlich vollst~indiges Bild 

yon den Struktureigenti_imlich- 
keiten des Kristalls; um eine 
Vorstellung yon der Mannig- 
faltigkeit der Linien zu geben, 
sind in Abb. 7 die Schnittlinien 
mit der photographischen 
Platte yon denjenigen Netz-  
ebenen, deren Kikuchilinien 
auf einer vom Verf. erhaltenen 
Aufnahme (Abb. 8) s ichtbar  
sind, aufgezeichnet. Die T a -  
belle enth~lt die aus den Ab-  
st~tnden der Kikuchilinien er- 
mittelten Netzebenenabst~tnde 
und zum Vergleich die aus 
dem Raumgit ter  des Glimmers 

Abb. 8. Selekdve Reflexion eines durch Zerstreuung diffus 
gewordenen Kathodenstrahlbilndels in elnem 7,3 " xo--5 cm berechneten Absttinde, ferner 

dieken Glimmerkristall. (Auswertung in Abb, 7.) die gesch~itzte IntensitXt d e r  

Kikuchilinien und, soweit Messungen vorliegen, die Intensit~it der ent-  
sprechenden R6ntgenreftexionen nach JAcI~so.x u. WEST (~8). Uber die 
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Ebenen- 
indlzes 

(405) 
(2oo) 
(4oo) 
(6oo) 
(402) 
(2o2) 
(404) 
(6o6) 
(602) 

(4o6) 
(045) 

(o62) 
(O6T) 
(060) 
(06I )  

(062) 
(063) 
(I3T) 
(265) 

(39~) 
(13o) 
(260) 
(I31) 
(262) 

(393) 
(264) 
(1j~-) 
( 2 6 2 )  

(3~3) 
(1~o) 
(2~o) 
(131) 
(262) 

(3~5) 

E l e k t r o n e n i n t e r f e r e n z e n  im G l i m m e r .  

Netzebenenabstand 

aus 
Kikuchl- 

llnlen 

1,24 1,27 
2,53 2,58 
1,29 1,29 
0,85 0,86 
1,29 1,28 
2,53 2,59 
1 , 2 7  1 , 2 9  

0,85 0,86 
0,86 0,84 
1,24  1,22 

2 ,12  2 ,18  

1,48 1,48 
- -  1,49 

1,52 1,50 
1,5o 1,49 
1.48 1,49 

- -  1 , 4 7  

2,53 2,58 
1 ,29  1 ,29  

0,84 0,86 
2,58 2,58 
1,29 1,3o 
2,53 2,58 
1,27 1 ,29  

0,85 0,86 
I~25 1 ,26 

2,53 2,58 
1,29 1,29 
0,85 0,86 
2,64 2,58 
1,27 1,29 
2,64 2,58 
1,29  1 ,29  

0,86 0,86 

Intensitiit 
der Elek- der RSntgen- 
tronen- interferenzen 
inter- nach 

ferenzen JACKSON 
gesch~tzt u. WEST 

5 5 
5 4 
5 5 
4 
6 4 
8 7 

I 

I 

I 

5 3 
3 
3 2 
I I 

7 IO 

2 

2 

I 

5 4 
I 

I 

I 

5 5 
4 
6 
6 
6 --- 

5 
I 

2 

2 

8 

5 
7 
3 ---- 

I Netzebenenabstand 

Ebeuen- aus [ berechnet 

I indizes Kikuchl- aus 
, . .  R~Sntgen- 
llmen analyse 

(264) 1,29 1,26 
(33Y) 1,45 1,48 
(IYo) 4,33 4,48 
(47,0) I, IO 7,12 
(331) 1,52 1,49 
(I2"1) 4,33 4,4I 
(333) 1,45 1,47 
(47~4) 1,09 . t , I O  

(33 ¥) 1,45 1,48 
(I IO) , 4,33 4,48 
(440) 1,1o r,I2 
(331 ) 1,52 1,49 
( I I I )  - -  4.41 
(333) I 1,52 1,47 
(42o) i 1,21 1,24 
(425) 1,19 1,2o 
(426) I,I9 I,I8 
(4~o) 1,21 1,24 
(4~5) 1,21 1,20 
(4~6) I,I9 I,I8 
(353) 1,24 1,23 
(353) 1,23 1,23 
(313) 1,68 1,66 
(3T3) 1,69 1,66 
(I71) 1,26 1,25 
(171) 1,24 1,25 

• (535) 0,97 0,96 
(535) 0,97 0,96 
(x93) 0,96 0,97 
(I93) { 0,96 0,97 

',2 i2 5/[ 

i21 _7)1 

Intensit~t 
der Elek- der R~ntgen- 
tronen- interferenzen 

inter- nach 
ferenzen JACKSON 
geschRtzt u. "WEST 

6 
6 
2 

2 

7 
2 

I 

I 

4 3 
2 3 

2 

8 IO 

i 5 

1 3 

4 
6 
4 
3 
6 
4 
4 
6 
2 I 

2 

2 

6 

5 
2 

3 " 
2 

Ergebnisse  der  Auswer tung  I w i rd  an anderer  Stelle be r i ch t e t  werden;  m a n  
k a n n  le icht  die besonderen Eigent f iml ichkei ten  der  E lek t ronen in te r fe renz-  
b i lder  in dem nach der  R6n tgenana lyse  kons t ru ie r t en  S t ruk tu rmode lU  

Die Auswertung der Aufnahmen ha t  cand.phil.GEIsTItARD:r durchgeffihrt. 
2 Das abgebildete Modell wurde nach dell Angaben yon Prof. BRAGG- YOn 

K. SELMAYR im hiesigen Ins t i tu t  gebaut.  
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Abb. 9 a. Anordnung derAtome im Raumgltter des Glimmers; der durch F~iden abgegrenzte Teil~ der 
fast das ganze ~J[odell elnnimmt~ entsprlcht einem Elementarbereich. 

O 

Abb. 9 b. Stereoaufnahme yon 9 a. 
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(Abb. 9 a und b) wiederfinden. Die dreieckssymmetrische Anordnung 
(z. B. der Kaliumatome) in der in der Abb. 9 horizontal liegenden 
Spaltfl~iche (ooi) entspricht der Dreieckssymmetrie des ,,Fl~tchengitter- 
interferenzbildes" (Abb. 4); die gro0e Ausdehnung des Elementar-  
bereiches in der in Abb. 9 vertikal  verlaufenden a3-Richtung (2oA) 
best immt den relativ kleinen 0ffnungswinkel der yon dieser Punktreihe 
verursachten ,, Lauekegel ", deren Schnitt mit  der photographischen 
Plat te  in Abb. 4 als Kreis sichtbar wird. 

Schliel31ich kann man auch leicht die wichtigsten Netzebenen und 
Zonenachsen der Abb. 7 im 3{odell wiederfinden: die Ebene (o6o) z. B., 
deren Schnitt in der Mitte yon Abb. 7 yon oben nach unten verl~uft, 
geht im Modell Abb. 9 vertikal von vorn nach hinten; die Ebene (2oo), 
deren Schnitt horizontal verlaufend im unteren Teile der Abb. 7 sichtbar 
ist, liegt in Abb. 9 parallel zur Bildebene; die Zonenachse [ooi], die 
in Abb. 7 als Schnittpunkt von (o6o) und (2oo) sichtbar ist, entspricht 
der in Abb. 9 vertikal verlaufenden a3-Achse usw. 

Wir wollen jetzt noch einige Uberlegungen fiber die Breite der 
Kikuchilinien und fiber die unter gewissen Bedingungen statt  der Linien 
auftretenden B~tnder anffigen. 

Die weilenkinematische Breite der Kikuchilinien kSnnen wir un- 
mit te lbar  aus der Interferenzfunktion ablesen. Die Breite des nullten 
Hauptmaximums wird aIlgemein durch den Abstand tier ersten Null- 
stellen bestimmt, d. h. durch die Bedingung: 

k- 2 M  3(a3, ~ - -  ~o)= ~r. 

Bezeichnen wir mit  D wieder die Dicke des Kristatls und mit fl bzw. a 
die Winkel zwischen a 3 und Prim~ir- bzw. Streustrahl, so geht die letzte 
Bedingung tiber in 

D-  ( c o s a -  cos#) = Z. 
Hierffir kSnnen wir, da wires  stets mit  sehr kleinen Winkeln a und fl 

zu tun haben, schreiben: 

~ ( # ~ -  a ~) --- z .  

(Fiir denFall/5 = 0 erhalten wir die frfihereBedingung 20o = 2 . ] / ~ - . )  

Ftir den uns hier interessierenden Fall haben wit tim a, a+t5 = ~9 und 
fl--a = 9o zu setzen, wobei # den doppelten BRaGGschen Glanzwinkel 
und 9o den Abstand der ersten Nullstelle bzw. die hMbe Breite der 
Kikuchilinie bedeutet. Wir erhalten ftir die letztere, da wegen der BRAGG- 

Reflexionsbedingung ,9 = schen ist: 

2;t 2). 2d 
90 = f i - -  cz = D-(a + fl~ = D .~  = n-D" (7) 

Die Breite der Kikuehitinie sollte also proportional dem Netzebenen- 
abstand und umgekehrt proportional der Ordnung der Reflexion und der 
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Dicke des reflektierenden Kristalls sein. In der Tat babe ich bei gr613eren 
Kristalldicken sch~irfere Linien erhalten als bei geringeren Dicken 
(vgl. die Abb. 8)' bei einem solchen Vergleich muB man allerdings 
darauf achten, dab die Kikuchilinien nicht schon durch eine Verwerfung 
des Kristalls verbreitert sind. Die Abh~ingigkeit yon d und n kann man  
am gleichen Kristall priifen" dabei kann man in der Tat feststellen 
(siehe Abb. 8), dab sowohl die Linien mit kleineren Netzebenenabst~inden 
als auch diejenigen der h6heren Ordmmgen eine merklich grSBere Sch~irie 
besitzen als die niedrigen Ordnungen groBer Netzebenenabst~nde. Auch 
hier ist also unsere Folgerung aus der weltenkinematischen Interferenz- 
theorie qualitativ in Einklang mit der Erfahrung. Quantitativ ist aber 
die beobachtete Linienbreite wieder betr~ichtlich gr6Ber als die nach 
der Formel (7) berechnete. An einem 7,3" lO-5 cm dicken Glimmerkristall 

babe ich z.B. in der 4. Ordnung yon (IOO) bei 2 5 cm B Y 
~ 1  /~// Plattenabstand eine Linienbreite von 0,6 mm gemessen, 

\ [ w~ihrend die Rechnung nach Formel (7) eine theoretische 
Linienbreite von o,2 mm ergibt. 

Von verschiedenen Beobachtern ist festgestellt worden 
(z. B. 73, 90), dab in solchen F~illen, in denen stark reflek- 
tierende Netzebenen parallel zur Richtung des einfaltenden 

/ i  Strahls liegen, stat t  der Kikuchilinien breite B~inder auf- ,/ treten, die den ganzenWinkelbereich zwischen denjenigen, 
/ \ Linien ausfiillen, an denen die entsprechenden Kikuchi- 

# \  linien auftreten wiirden; eine Erkl~irung fiir diese B~inder 
/~/~ ist bisher noch nicht gegeben treten, man worden. Sie wie 

an besonders dicken Glimmerbllittchen leicht feststellen 
Abb .... kann, auch dann auf, wenn die diffuse Streustrahlung 

Enrstehung yon 
B~nde~n bel schon eine praktisch gleichmiil3ige Intensit~itsverteihng 

zer~t . . . . .  g eln,s zeigt. Ihre Entstehung beruht darauf, dab das Reflexions- 
diffusen Bilndels. 

vermSgen der Netzebenen ffir alle Strahlen, die zwischen 
den beiden BRAGGschen Reflexionsflachen B (Abb. IO) liegen und die 
infolgedessen nach ihrer Reflexion (der Stre~winkel bleibt praktisch 
konstant[; vgl. S. IOi) in dem Raum II '  verlaufen, infolge der Aus- 
wirkung der dritten Interferenzbeding~mg betr~ichtlich grSi3er ist, als 
fiir diejenigen Strahlen, die aus dem Bereich II kommen und nach der 
Reflexion in dem Bereich I '  verlaufen; die Intensitiitsverringerung im 
Gebiet I', die durch die besonders starke Zerstreuung der aus dem Ge- 
biet I kommenden Strahlen verursacht wird, kann deshalb durch die 
Zerstreuung der aus dem Gebiet II  kommenden Strahlen nur zum Teil 
kompensiert werden. (Dies gilt um so mehr, wenn die diffuse Streu- 
strahlintensitAt nach auBen abnimmt). Man mul3 infolgedessen auf der 
photographischen Platte zwischen den beiden Schnittgeraden der 
Ebenen B ein Gebiet geringerer Schw~irzung bzw. in der Reproduktion 
(vgl. Abb. 8) ein solches st~irkerer Schw~irzung erhalten. 
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Bei den bisherigen lJ'berlegungen handelte es sich stets um Inter-  
ferenzen im ,,durchgehenden Licht".  Die technische Schwierigkeit sol- 
chef Interferenzversuche liegt schon fiir Kathodenstrahlen, die eine Be- 
schleunigungsspannung von lO--6oooo Volt durchlaufen haben, in der 
Beschaffung yon diinnen Kristallfilmen, die fiir die Kathodenstrahlen 
genfigend durchl~issig sin& Die dfinnsten Filme lassen sich nach den 
Erfahrungen des Verf. von Zelluloid bzw. Kollodium herstellen. Mit den 
dfinnsten Filmen, die ich bekommen konnte und die scharfe Interferenzen 
lieferten (vgl. S. 97), habe ich ein Interferenzbild noch his zu Span- 
nungen yon etwa 4ooo Volt herunter erhalten ; unterhalb dieser Spannung 
verschwand selbst das sonst stark hervortretende Einkristallinterferenz- 
bild (Abb. 2) im kontinuierlichen Untergrund. An Metallfilmen hat 

Abb, ~ :. ReSexionsauflmhme mit 4o h ~'- Elektronen an (too) yon _Va C!; (too)-Azimut. 1 

G. P. THOMSON (91) als untere Grenze der brauchbaren Spannung etwa 
9o0o Volt festgestellt; dieses Resultat ist mit  dem obigen Befund in 
Einklang in Anbetracht der Tatsache, dal3 die verwendeten Metallfilme 
wahrscheinlich etwas dicker waren und auBerdem bei gleicher Dicke 
starker  zerstreuen als die Kollodiumfilme. Demgegen~ber stehen die 
/~lteren Versuche yon E. RuPP (76) mit Kathodenstrahlgeschwindigkeiten 
yon etwa lOO--3oo Volt an dfinnen Metallfilmen, aus denen die 
Brechungsindizes der Metalle ermittelt  wurden; urn diese Versuche 
verst~ndlich zu machen, hat  man besondere Annahmen gemacht, 
n~mlich entweder, daf3 in allen diesen Filmen zuf~llig ganz besonders 
dfinne Stellen in genfigend grol3er ZahI vorhanden waren, deren Her- 

D i e  I n t e r f e r e n z b i l d e r  i i - - i  5 u n d  i 8 - - 2 I  s i n d  v o n  H .  R A E T H E R  i m  
hiesigen tnstitut aufgenommen. 
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stellung nur selten gelingt (in diesem Falle w~re aber die Berechnung der 
Brechungsindizes hinf~llig, wie yon G.P.THOMSON (86) gezeigt worden ist), 
oder dab die Filme zahlreiche L6cher besaBen, und dab in Wirklichkeit 
kein Durchgang, sondern eine Reflexion an der inneren Umwandung der  
L6cher stattgefunden hat. (In diesem Falle bleibt es aber nach den 
sonstigen Erfahrungen wieder unverst~ndlich,wieso bei der Reflexion lang- 
samer Elektronen an den verschiedenen Netzebenen, die irgendwelche 
verschiedenen Winket mit der beliebig orientierten und schlecht definierten 
Oberfl~che der L6cherumwandungen einschlieBen, fiberhaupt schrtrfe 
Interferenzen [vgl. diese Ergebnisse 9, S. lO4, Abb. 23] entstehen k6nnen.) 

Abb. i2. Reflexionsaufnahme mit 4okt:Elektronen an (xoo) von NaCI; (Ho)-Azlmut. 

Reflexion an  dicken Kristallen. Wir wenden uns jetzt  zu der Be- 
handlung solcher Interferenzversuche, bei denen die Reflexion an der 
Oberflttche eines gr613eren Kristallblocks stattfindet. Die bekannten 
Reflexionsversuche yon DAVISSO~ und GERBER mit langsamen Elek- 
tronen an der Oktaederoberflttche eines Nicketeinkristalls nehmen hier 
eine Sonderstellung ein insofern, als die Oberfi~che wahrscheinlich in- 
folge der sorgfttltigen thermischen Vorbehandlung und vielleicht auch 
durch einen giinstigen Zufall besonders weitgehend der Oberfiache eines 
idealen Einkristalls ~hnlich war. Infolgedessen herrschten hier die be- 
kannten fibersichtlichen Verh/iltnisse: einfache BRAGGsche Netzebenen- 
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reflexion, nur modifiziert durch die Brechung der Elektronenwellen 
beim Passieren der als eben angenommenen Grenzfl~cheVakuum--Metall. 
Die Mehrzahl der von DAVlSSON U. GERMER beobachteten Interferenz- 
erscheinungen liel3en sich in der Tat  in dieser Weise deuten. Eine 
ganze Anzahl von Beobachtungen hat allerdings einer zwanglosen Deu- 
tung Schwierigkeiten gemacht; wir wollen diese aber hier uner6rtert 
lassen, well die sp~tteren Interferenzversuche anderer Autoren mi~ 
langsamen Elektronen (z. B. 75, 76, 77) keine Kl~irung, sondern noch 
gr613ere Schwierigkeiten ergeben haben ~. Eine besonders groBe Zahl 
von Beugungsversuchen rnit langsamen Elektronen, die die Bestimmung 
des Brechungsindex als Ziel hatten, hat E. RuPP durchgeffihrt. Aus 
photographischen Beugungsversuchen (76) an dfinnen Foiien liegen 
sich aus den auf S. 79 erl~tuterten Griinden keine eindeutigen Schliisse 
ziehen. Genauere Werte des Brechungsindex schienen spfitere elektro- 
metrische Messungen an einigen fi~ichenzentrierten Metallen zu ergeben, 
die im Vakuum auf eine Wolframschicht aufgedampft und nachtr~iglich 
durch Elektronenbombardement erhitzt wurden. Bei der Auswertung 
der Messungen wurde angenommen, dab in den so hergestellten dfinnen 
Metallschichten, deren Dicke auf einige ~ gesch~ttzt wurde, eine ausge- 
pr~igte Faserstruktur mit der (III)-Ebene parallel zur Unterlage be- 
steht ; da aber ffir diese Annahme keine Begrfindung gegeben ist, und da 
man nach den bisherigen Untersuchungen fiber die Faserstruktur dfinner 
Metallschichten (vgl. S. IC8) eher eine Parallelit~tt von (IOO) oder (IIO) 
mit der Unterlage erwarten sollte, sind die erhaltenen Resultate schwer 
verst~indlich. Die zahlreiehen Versuche yon E. RuPP (77) mit langsamen 
Elektronen an Ionenkristallen (NaCI, KCl u. a.) lassen schliel31ich nach 
einer sp~iteren Bemerkung von E. RueP (77a) deswegen keine Schlfisse auf 
den tats~chlichen Brechungsexponenten der Kristalle zu, weil bei diesen 
Versuchen der isolierende Kristall wahrscheinlich zunachst Elektronen an 
der Oberfl~che adsorbiert hat, die dann einen Brechungsexponenten < I 
vorget~uscht haben. (Bei steigender Temperatur wurde beobachtet, dab 
sich der scheinbare Brechungsexponent dem Werte I n~therte; dies wird 
auf die zunehmende Leitfithigkeit des Materials zurfickgeffihrt.) 

Eine sehr ernste Schwierigkeit ' dieser Beugungsversuche mit langsamen 
Elektronen besteht darin, dab die elektrometrisch gemessene Intensit~tts- 
verteilung oft nur sehr mangelhaft oder gar nicht reproduziert werden 
konnte. Einige Autoren (8, 18) glaubten zwar, diese Schwiefigkeiten da- 
durch fiberwinden zu k6nnen, dab sie aus einer sehr groBen Zahl yon 
Mel3reihen diejenigen Intensit~itsmaxima als ,,gesichert" ansprachen, die 

Zusatz bei der Korr.: Gerade die neuesterz Reflexionsversuche mit lang- 
samen Elektronen, die yon FARNSWORTH (36) mit besonders groBer Sorg- 
fair durchgeffihrt wordei1 silld, zeigen sehr deutlich, welch komplizierte ulxd 
unfibersichtliche Verh~.ltnisse bei der 1Reflexion langsamer Elektroners sogar 
an Metallen herrschen. 

Auf diese Schwierigkeit hat  W. DAMES (18) aufmerksam gemacht. 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X[. 6 
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in mehr als 60 oder 65% der MeBreihen auftraten. Aber die Anwendung 
der Statistik zur Entscheidung darfiber, ob ein Intensit~itsmaximum 
reell ist oder nicht, ist in einem Falle, in dem man unbedingte Reprodu- 
zierbarkeit verlangen muB, ein bedenkliches Mittel; wir werden uns des- 
halb in diesem Bericht in der Hauptsache mit den Interferenzerschei- 
nungen yon schnellen Kathodenstrahlen besch~ftigen, die sich reprodu- 
zieren lassen. 

Die Technik der Reflexionsversuche ist im allgemeinen einfacher wie 
die der Interferenzversuche im durchgehenden Licht. Man braucht nur  
eine einheitliche Kristalloberfi~iche (z. B. eine Spaltfl~che von Steinsalz), 

O 

W 

@ 

Abb. * 3. Reflexionsaufnahme mit 40 kV-Elektronen an (xoo) von Ca C03. 

die man nach der Bl~AGGschen Bedingung in Reflexionsstellung bringt. 
An guten Kristallfl~ichen erh~ilt man dann bei feststehendem Kristall in 
erster Linie einen ziemlich intensiven ,,gespiegelten" Strahl (siehe 
Abb. 12, 13); auBerdem treten aber stets noch eine mehr oder weniger 
grol3e Zahl yon anderen Punktinterferenzen des Prim~irstrahls und yon 
Linieninterferenzen (Kikuchilinien, Abb. 11--13) der im Kristall diffus 
zerstreuten Strahlung auf. Die normalerweise auftretenden Interferenzen 
lassen sich aber ohne grol3e Schwierigkeit indizierenx und sind im Ein-  

G. P. THo~sozq (87) hat besonders nachdrficklich darauf hingewiesen, 
dal3 am NaCl weder Interferenzen mit halben Ordnungszahlen, noch sonst 
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klang mit  der oben skizzierten wellenkinematischen Interferenztheorie,  
sofern man  den Brechungseffekt beim Ubergang Vakuum--Kr i s t a l l  und 
umgekehr t  mit  berficksichtigt. Der Brechungsexponent  ~ yon  Elek- 
t ronenstrahlen der Voltgeschwindigkeit V ist nach der Wellenmechanik 
(vgl. z. ]3.7) mit  dem mitt leren Potent ial  E i m  Inneren des Kristalls 
durch die Beziehung 

// E-V ] v 
~* -- t 

verknfipft ;  er ist also, wenn z. B. E - - - 1 5  Volt, bei einer Elektronen-  
Vo]tgeschwindigkeit von 40000 Volt nur  um etwa 0,0002 yon der Ein-  

Abb, I4. Drehkristallaufnahme mit 40 kV-Elektronen an (xoo) von 2Va CI; (xoo)-Azimut. 

heir verschieden. Trotzdem sind aber die Beobachtungsbedingungen ffir 
den Brechungseffekt bei schnellen Elektronen besser, als z. ]3. mi t  
15o Voltelektronen, ffir die im gleichen Falle der Brechungsexponent  um 
0,2 yon  I verschieden w~re; dies geht schon aus der Tatsache hervor ,  
dab es bisher nicht  gelungen ist, den Brechungseffekt  mit  ]angsamen 
Elektronen photographisch festzuhalten% w/~hrend dies mit  schnellen 

welche verbotenen Interferenzen auftreten, wie sie mit ]angsamen Elek- 
tronen yon E. RrJl~l, (77) h~.ufig gefunden worden sind. 

Man hat  sich - -  abgesehen yon den noch nicht aufgekl/~rten Versuchen 
yon E. l~lJPP an dfinnen Metallfolien (vgl. S. 79) - -  bisher stets damit be- 

6* 
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Elektronen keine besonderen Schwierigkeiten macht. Am deutlichsten 
wird der Brechungseffekt erkennbar - -  als Verschiebung der niedrigsten 
Ordnungen in Richtung zum Prim~irstrahl -- ,  wenn man eine Anzahl 
yon Ordnungen derselben Reflexion gleichzeitig auf die photographi- 
sche Platte bringt. Dies hat YAMAGUTI (100) durch Reflexion an einem 
gebogenen Glimmerblatt erreicht; man kann es abet auch mit jedem 
beliebigen Kristall mit guter Oberfl~iche erzielen, wenn man eine ,,Dreh- 
kristallaufnahme" macht. An solchen Aufnahmen (z. B. Abb. 14, i 5 ;  

Abb, xS. Drehkristallaufnahme an (zoo) yon Wa, CI; (rto)-Azlmut. 

vgl. auch Abb. 12) kann man deutlich sehen, wie der Abstand be- 
nachbarter  Ordnungen (yon oben nach unten!) zunimmt. Aul3er den 
Punktinterferenzen des Prim~irstrahls zeigen natfirlich auch die Linien- 
interferenzen der diffusen Strahlung bei stark streifendem Austritt einen 
Brechungseffekt, er ~tut3ert sich bei Kikuchilinien, die zur Kristall- 
9berfl~tche parallel sind, wieder in einer Verschiebung, und bei solchen, 
die schr~g verlaufen, in einer nach der Kristalloberfi~che hin zuneh- 
menden Ablenkung vom normalen Verlauf. 

Der Sinn der Ablenkung l~il3t nach Messungen yon G. P. THOMSON 
(87), YAMAGUTI (100) und H. RAETHER im hiesigen Institut (61) bei den 

gniigt, aus elektrometrischen bzw. galvanometrischen Messungen auf den 
Brechungseffekt zu schliel3en. 
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bisher untersuchten Kristallen (NaCl, CaCO 3, FeS~, PbS, ZnS, CaF~, 
Glimmer) stets auf einen Brechungsexponenten grd/~er als I ,  und 
zwar auf ein positives inneres Potential  zwischen 5 und 15 Volt, 
schliel3en, w~hrend aus Untersuchungen mit langsamen Elektronen 
E. Rul'P u. Mitarbeiter (77, 8, 18) fflr NaCl und CaCO 3 auf ein negatives 
inneres Potential ( - -3  his - - 4  Volt bzw. - -7 ,5 ;  --11,8,  - -13,o Volt) und 
fiir FeS, bzw. PbS auf Potentiale yon +6,5 ,  bzw. 2,6 (77) geschlossen 
haben. Die besonders groBe Diskrepanz bei NaCl und CaCO 3 kann, wie 
wir gleich sehen werden, schwerlich auf eine in beiden F~illen verschie- 
dene Eindringungstiefe zuriickgeffihrt werden; es bleibt daher wohl nur 
die eine Erkl~irungsm6glichkeit, die gelegentlich auch schon von E. RuI~P 
(77a) zur Diskussion gestellt worden ist, dab n~imlich seine negativen 
Potentiale durch st6rende Aufladungen vorget~iuscht worden sind, 
welche offenbar bei den Versuchen mit langsamen Elektronen nicht 
vermieden sind. 

Die Kristalloberfl~iche als zweidimensionales  Gitter. Wir wol]en 
die interferenzoptischen t~edingungen, die bei der Reflexion der Elek- 
tronenwellen an einem dicken Einkristall vorliegen, noch etwas n~her 
betrachten. Bei Interferenzen an Einkristallen im durchgehenden Licht 
hat ten wir gesehen, dab der Charakter der Interferenzerscheinung in 
erster Linie durch die Interferenz an den beiden senkrecht zur Strahl- 
richtung liegenden Punktreihen best immt wird" bei sehr geringen 
Kristalldicken erhielten wit in der Tat  ein ,,Fl~ichengitterinterferenz- 
bild", well dann die Interferenz an tier zum Strahl parallel liegenden 
Punktreihe wegen der geringen Zahl der beugenden Git terpunkte sich 
praktisch gar nicht mehr bemerkbar  macht.  I m  Falle der Reflexion 
liegen die VerMltnisse etwas anders. Hier wirkt yon den beiden 
senkrecht zur Strahlrichtung liegenden Punktreihen nut  diejenige mit  
einer sehr groBen Zahl yon Gitterpunkten bei der Interferenz mit, die 
parallel zur Kristalloberfl~iche verl~uft. Von der senkrecht dazu ver- 
laufenden Punktreihe dagegen wirkt nur eine kleine Zahl von Gitter- 
punkten mit, weil der Strahl ja wegen seiner starken Extinktion nut  
wenig tief in den Kristall eindringen kann. Denn von den Interferenz- 
versuchen im durchgehenden Licht wissen wit aus elektrometrischen In-  
tensit~tsmessungen (vgl. Abb. 5), dab ein Elektronenstrahl yon 30 kV (ent- 
sprechend 0,07 •) schon bei einem Durchgang durch eine lO -5 cm dicke 
Glimmerschicht auf etwa 5% seiner Anfangsintensit~t geschw~icht wird. 
Wenn sich nun z. B. ein dicker Steinsalzkristall mit  seiner (IOO)-Fl~che 
so in Reflexionsstellung befindet, dab die 6. Ordnung yon (IOO) reflek- 
tiert wird, dann ist der Glanzwinke! ~9 innerhalb des Kristalls gegeben 
durch 

2.,9.d~oo = 6 - ~ ,  

a l s o  ~.~ = O,21 
5,628 = 0,037. 
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Wenn wir also sch~tzungsweise annehmen, dal3 diejenigen Strahlen, 
die beim Durchgang durch den Kristall auf 5% ihrer Anfangsintensit~it 
geschw~icht werden, gerade noch zu der beobachteten Interferenzerschei- 
nung beigetragen haben, dann kommen wir auf eine maximale Ein- 
dringungstiefe yon 

10 -5 • 0,037 2 • 10 -7 c m  

2 

gemessen in Richtung der Punktreihe senkrecht zur l{ristalloberflXche. 
Oas bedeutet aber, dab yon dieser Punktreihe nut  eine sehr geringe Zahl 
yon Gitterpunkten (z. t3. bei einem Netzebenenabstand von 4-~ nut  6 !) 
zur Interferenzerscheinung merklich beitriigt. Besonders gering wird die 
Eindringungstiefe naturgem~iB dann, wenn der Kristall Atome mit hohen 
Ordnungszahlen, also mit starkem Streuverm6gen (prop. Z ~) enth~ilt. 

Welches Interferenzbild wiirden wir nun in dem Grenzfall erhalten, 
wenn tiberhaupt nur eine einzige Netzebene bei der Interferenz mit-  
wirken wiirde? Die zu betrachtende Netzebene liegt bier parallel zur 

a b 
Abbo t6. Or ient iemng des wlrksamen Fl~ichengitters: a beim Durchstrahlungsversuch (s. S. 70), 

b helm Reftexionsversuch. 

Oberfl~iche des Kristalls, also wegen der kleinen Streuwinke) auch fast 
parallel zur Primarstrahlrichtmag (Abb. I6b), w~ihrend sie in dem friiher 
betrachteten Falle senkrecht dazu lag (Abb. I6a). Die Punktreihe I 
(Abb. I6b) verursacht genau wie im friiheren Falle ein System von scharf 
definierten Interferenzkegeln, deren Schnittkurven mit einer senkrecht 
zum Strahl aufgestellten photographischen Platte wegen des sehr groBen 
Offnungswinke!s der Kegel ( i ~  ai) praktisch zu parallelen Geraden ent- 
arten, die in Abb. 17 yon oben nach unten verlaufen. Die Breite dieser 
Interferenzlinien ist sehr gering; sie ist n~imlich, im Verh~iltnis zu ihrem 
gegenseitigen Abstand genommen, nach der Interferenzfunktion (3) 
direkt durch den reziproken Wert der Zahl der Gitterpunkte bestimmt. 
Die Punktreihe n I  liegt ann~ihemd parallel zum Strahi; sie gibt deshalb 
Anlal3 zu Interferenzkegeln, die nut  geringe 0ffnung haben mad die die 
photographische Platte praktisch in Kreisen schneiden (Abb. 17). Wenn 
die bestrahlte Oberfl~.che vo]lkommen eben ist, wirkt eine groBe Zahl 
yon Gitterpunkten der Reihe n I  bei der Interferenz mit:  die Breite der 
entsprechenden Interferenzmaxima sollte dann auch ziemlich gering sein. 
Es zeigt sich aber, dab dies meist nicht der Fall ist, sondern da 0 selbst 
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die h6heren Interferenzmaxima (I. und 2. Ordnung) der Reihe I I I  auf- 
fallend breit sind. Aus dieser Tatsache mul3 man folgern, dab nur sehr 
kleine Bezirke der Oberfliiche koh~trent streuen; als Ursache hierfiir 
kommt in erster Linie die starke Wechselwirkung der Elektronen- 
wellen mit den Atomen des Kristalls in Frage, welche bewirkt, dab 
das Aufl6sungsverm6gen der Punktreihe I I I  gegenfiber dem wellen- 
kinematisch berechneten Wert  stark heruntergedrtickt wird (74a). 
Durch Zusammenwirken der breiten Maxima der Reihe I I I  mit 
den scharfen Maximis der Reihe I entsteht nun ein typisches Inter- 
ferenzdiagramm, das schematisch in Abb. 17 eingezeichnet und auf den 
Aufnahmen Abb. 18--2I mehr oder weniger deutlich zum Vorschein 
kommt. In den Abbildungen treten innerhalb des nullten Interferenz- 
maximums der Punktreihe III  nur die geraden Ordnungen (o, 4- 2, 4- 4 
usw.) der Interferenzen an Reihe I auf, w~ihrend innerhalb der I. Ordnung 
von Reihe III  praktisch nur die ungeraden Ord- 
nungen (4- I, 4- 3, usw.) von Reihe I auftreten. ] ~ - -  ~. 1,~ 2 • , 5 
(Besonders deut!ich in abb.  20 zu sehen, bei der ! i ~ ~ 
der Kristall w~ihrend der Aufnahme um einen [ , , f  
geringen Betrag um die Punktreihe I gedreht 
wurde.) Es treten demnach nur solche Inter- 
ferenzstrahlen auf, deren Indizes h~, h 3 unge- ~ [ [ [ ~  
mischt, d. h. entweder beide gerade oder beide un- 
gerade sind. Dies ist aber charakteristisch ftir ein ~' 
zentriertes Fl~ichengitter; und in der Tat  bilden 
die S2-Molekfile bzw. Pb-Atome, die wegen ihres Abb. x7. 
gr613eren Streuverm6gens in erster Linie f/Jr die Schnittk . . . .  der Interfe . . . . .  

kegel yon Punktrelhe I und III 
Elektronenstreuung verantwortlich sind, in der in Abb. x6b mit der photogra- 

phlschenPlatte.  P :  Durchstofl- 
als Oberfl~tche dienenden Ioo-Fl~tche ein zen- punkt des Primllrstrahls. 
triertes Gitter. - -  Zum vollen Verst/indnis der 
Interferenzerscheinungen ist es natiirlich notwendig, zu beriicksichtigen, 
dab mehrere Fl~tchengitter I, I I I  hintereinander stehen; wir miissen 
also noch den EinfluB der Interferenzen an der Reihe II, die senkrecht 
zur Kristalloberfl~che verl/iuff, untersuchen. Die Schnittkurven der ent- 
sprechenden Interferenzkegel sind praktisch Gerade, die die der Reihe I 
entsprechenden Geraden senkrecht schneiden; die Breite der zur Reihe II  
geh6renden Interferenzmaxima ist aber wesentlich gr6fler, well wegen der 
geringen Eindringungstiefe nur wenige Gitterpunkte an der Interferenz 
teilnehmen. In solchen F~llen, wo das zu III  geh6rige Maximum geniigend 
breit ist (z. B. inAbb. 19, FeS=), kann man daher aus der Breite des 
zu II  geh6rigen Maximums bei feststehendem Kristall direkt die Zahl 
der in II mitwirkenden Gitterpunkte und daraus die Eindringungstiefe 
des Strahls ablesen. Aus Abb. 19 ergibt sich z. B. eine Eindringungstiefe 
yon IO bis 15 A in guter IJbereinstimmung mit der auf S. 86 aus den 
Schw/~chungsmessungen ermittelten Eindringungstiefe. 
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) ) ) 

Abb. x8. Reflexionsaufnahme mit 4okV-Elektronen an (~oo) vonFeS2, Pyri t ;  xoo-Azimut. Interferen2- 
kegel nulher Ordnung tier Punktrelhe III (s. Abb. i6b) .  

w 

Abb. t 9. Reflexlonsaufnahme an (xoo) yon Pyr l t ;  *oo-Azimut. ~ o. und x. Ordnung yon III. 
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Abb.  20. Reflexionsaufnahme an (ioo) yon Pyri t ;  xoo-Azlmut. - -  o, und x. Ordnung yon I lL  Krlstall  ist 
w~hrend der Aufnahme um einen kle~nen Winkel geschwenkt.  

0 

Abb. 2z. Reflexlonsaufnahme an (zoo) yon FbS:  (,oo)-Azimut. 
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Wir m6chten fiber die Interferenzversuche mit schnellen Elektronen 
abschlieBend sagen, dab auch ffir die Reflexionsversuche an Ober- 
fl~chen yon massiven Kristallen durch planm~Bige Untersuchungen und  
durch Anwendung der bei den Interferenzen im durchgehenden Licht 
gut bewAhrten LAl~Eschen Interferenztheorie eine sichere Basis ge- 
schaffen ist, yon der aus vielleicht auch die jetzt  noch ziemlich dunk]en 
Verh~ltnisse bei der Reflexion langsamer Elektronen an nichtleitenden 
bzw. halbleitenden Kristallen sowohl wie an Metallen aufgekl~rt werden 
k6nnen. 

Auf die Reflexion an polykristallinen dicken B16cken kommen wit 
auf S. i i o  noch zurfick. 

I I .  I n t e r f e r e n z i n t e n s i t t i t  u n d  S t r u k t u r f o r s c h u n g .  

Wenn wir mit einem Mikroskop irgendein kleines Objekt betrachten, 
dann erha]ten wir, wie uns ABH~ durch seine Untersuchungen fiber die 
Grenzen der Leistungsfithigkeit des Mikroskops gezeigt hat, ein natur-  
getreues Bild der inneren Struktur (bzw. der Form) des Objekts nur dann, 
wenn in das Objektiv des Mikroskops noch genfigend viele derjenigen 
Interferenzstrahlen eintreten, die durch Oberlagerung der yon den ein- 
zelnen Strukturelementen zerstreuten Lichtwellen entstehen. Man kann 
also z. B. zwei sehr nahe benachbarte, das Licht zerstreuende Massen- 
punkte nur dann im lVIikroskop noch getrennt sehen, wenn auBer dem 
Primt~rstrahl mindestens noch das Interferenzmaximum der niedrigsten 
Ordnung, das bei der Beugung an den beiden Massenpunkten entsteht, 
in das Mikroskopobjektiv hineingelangt. Das, was man im Mikroskop 
sieht, ist hiernach nur insoweit eine wirklichkeitstreue Abbildung, als 
genfigend viele, dutch die Struktur des Objekts verursachte Interferenz- 
strahlen in das Bild mit ,,hineingearbeitet" werden; oder anders aus- 
gedriickt: das Bild ist nichts anderes als ein Inbegriff der s/imtlichen 
Interferenzstrahlen vom Objekt, die yon der Linse in der richtigen Weise 
zusammengesetzt werden. Ffir ein R6ntgenstrahlenmikroskop, das uns 
in analoger Weise ein direktes Bi]d der Kristallstruktur liefern wfirde, fehlt 
uns nun 1eider eine geeignete Linse. F fir Elektronenwellen k6nnte man 
zwar ein solches Atommikroskop, das uns ein direktes Bild der Atome 
bzw. des Raumgitters der Kristalle liefern wfirde, im Prinzip konstruie- 
ren auf Grund der Feststellung yon H. BuscH, dab geeignet dimensio- 
nierte Magnetspulen auf einen divergenten Elektronenstrahl genau so 
wirken, wie Linsen auf einen Lichtstrahl; aber die Ansprfiche, die dabei 
an die Gtite der ,,Magnetlinsen" gestellt werden mtiBten, sind so auBer- 
ordentlich hoch, dab kaum eine Hoffnung besteht, dab ein solches lVlikro- 
skop einmal realisiert werden kann. 

Wir sind deshalb nach wie vor gezwungen, das Strukturbild des 
streuenden Objekts, das uns die Linse im Mikroskop durch rtchtige t iber- 



Elektroneninterferenzen und R6ntgeninterferenzen. 91 

lagerung aller Interferenzstrahlen bzw. Streuwellen automatisch ent- 
wirft, m~ihsam selbst aus den , ,auseinanderstrebenden" Interferenz- 
strahlen zu rekonstruieren. Bei dieser Arbeit sind wir leider der Linse 
gegeniiber sogar noch betr~ichtlich im Nachteil; denn wir haben kein 
Mittel, die Streuwel]en in den verschiedenen Interferenzrichtungen auf 
ihren Phasenunterschied, auf den es nattirlich bei der l~lberlagerung an- 
kommt,  zu untersuchen, sondern kdnnen nur die Intensi tdten der Inter-  
ferenzstrahlen messen. 

Zum Verst/indnis der Auswertung der Interferenzintensit~iten mfissen 
wir noch einm~l auf die LAuEsche Theorie zurfickkommen. 

Der Ausdruck (3) gab die Maximalintensit~t im Interferenzstrahl 
(Hauptmaximum!);  um die insgesamt vom Krista]l reflektierte Inten-  
sit~t zu erhalten, wenn die Divergenz des Strahlenbfindels gr6Ber ist als 
die Breite des Hauptmaximums,  miissen wir den Ausdruck (3) noch 
fiber denjenigen Winkelbereich integrieren, in dem er yon Null ver- 
schieden ist. Dies ergibt (vgl. z. B. [311): 

o~ 8M~M~M3(a~[a=a3]) )J V. )J  
sin ~ " (a~ La2 a3]) 2 = q~" v 2 - - s i n  "~ ~ (8) 

wobei V das Volumen des Kristalls, v dasjenige des Elementarbereiches 
a~, as, a 3 und 0 den Winkel zwischen reflektiertem und prim~irem Strahl 
darsteltt. Die zerstreute Intensit~t ist proportional dem Volumen des 
Kristalls; bei welcher KristallgrbBe sie mit  der Prim~rintensit~t ver- 
gleichbar wird, bei welcher Kristallgr6Be also nach den friiheren Be- 
merkungen die Grenze ftir die Anwendbarkeit  der wellenkinematischen 
Theorie liegt, h~ngt bei konstant gehaltener Wellenl~nge in erster Linie 
yon dem Ansprechungsverm6gen q3 der Streuzentren auf die verwendete 
Wellenstrahlung ab. 

Ffir R6ntgenstrahlen erh~lt man eine erste Ann~herung an die ta t -  
s~chlichen Verh~ltnisse, wenn man das Streuverm6gen eines in einem 
Git terpunkt  sitzenden Atoms gleichsetzt der  Zahl seiner Elektronen, 
multipliziert mit  dem nach der klassischen e]ektromagnetischen Theorie 
(J. J.  THOMSON) berechneten Streuvermbgen I eines einzelnen, im Gitter- 
punkt  lose gebundenen Elektrons, n~imlich 

e ~ . ( '  + s 2 ,~) O x  = Z .  m C \ co . { "  

Die einfache Annahme der Proportionalit~t yon ~b mit der Elek- 
tronenzahl ftir die R6ntgenstreuung hat  eine wichtige Rolle bei den ersten 
grundlegenden Strukturuntersuchungen yon W. H. u. W. L. BRAGG (I2) 
gespielt. Fiir die Elektroneninterferenzen kann man, wie yore Ref. (6o) 
gezeigt wurde, als entsprechende erste N~herung annehmen, dab die 
Zerstreuung ausschlieBlich am Kern stattfindet und daher im wesent- 

x Vgl. z. B. SO3IMERFELD, A." A t o m b .  u. SpektralI., 5. AufL, S. 32o. 
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lichen durch die yon der Erfahrung best~itigte RUTHERFORDsche Streu- 
formel best immt ist. Die Gr6Be # ist deshalb fiir Elektronenstrahlen in 
erster N~iherung zu schreiben: 

e 2 I 
@E = Z ' -  

2 m Y  2 ~k 
s i n  2 - -  

2 

Die einfache Annahme, dab alle Elektronen des Atoms im Git ter-  
punkt  selbst konzentriert sind, entspricht aber nicht den tats~ichlichen 
Verh~iltnissen, da ja die r~iumliche Ausdehmmg der Atome yon der glei- 
chen Gr613enordnung ist, wie der gegenseitige Abstand der Atome im 
Kristallgitter. In Wirklichkeit ist also die streuende Materie nicht auf  
die Git terpunkte beschr~inkt, sondern erfiillt zu einem betr~ichtlichen 
Teil den Raum zwischen den Gitterpunkten. Wir haben also, wenn wir  
alle Streuzentren erfassen wollen, die Summation des Ausdrucks (I a) auch 
auf den zwischen den Gitterpunkten liegenden Raum auszudehnen, wo-  
bei jedem Raumpunkt  eine best immte , ,Dichte" #(~,y, ~1 der streuenden 
Materie zugesch.rieben werden muB. Wie zuerst yon W. H. BRAGG ( I I )  
gezeigt wurde, stellt man zweckmiiBig diese Dichte, die ia eine in x, y 
und z periodische Funktion ist, als eine dreifache Fourierreihe dar in der  
folgenden Form x : 

I 1 = + o o  1 2 = + c o  1 3 = + o o  

= ( 9 )  
f i = - o o  & = - c o  &=-co 

wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Koordinaten x, y ,  z 
vom Symmetriezentrum aus l~ings der Achsen ai in Bruchteilen yon  
a~, a~, a s messen. Das Volumenelement dz ist ill dieser Schreibweise 
gegeben durctl d~ = (a, [a2 a3]) dx  dy  dz ,  das zugeh6rige Ansprechungs- 
verm6gen demnach durch #d~ und der Beitrag des Volumenelements 
zur Streustrahlung durch 

eikR 
R " O(~,y, =). e i~(~, ~-.~o)(a~ [a~ a3]) dx  dy  d z .  

Wit wollen jetzt, bevor wir die gesamte Streustrahlung iiberlagern, 
den Phasenfaktor  eik (r, ~-so) noch etwas anders schreiben. Wir ersetzen 

2 T t  
k durch ~ -  und ~--~o durch ). • D (siehe S. 69) und erhalten 

e 2 u i ( r D ) .  

Die gesamte Streustrahlung im Interferenzstrahl (h~, h2, h3) ist daher  
nach dem Ausdruck (Ia) dargestellt durch: 

* Dieser vereinfachte Ansatz entspricht dem normalerweise vorliegenden 
Fall, dab der Kristall ein Symmela-iezentrum hat;  im allgemeinen Fall wiirde 
¢(zt t2 &l als komplexe Gr6Be anzunehmen, d.h.  zu dem Exponenten noch 
eine yon l,, l~, l 3 abhAngige Phasenverschiebung hinzuzufiigen sein (vgl. 
E~VALD [ 3 . ~ ) .  
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a~ [a2a3] ))J'(I)cx, y, ~le 2"~i*xl'' + Y1'~+ =;'31dx d y d z .  

Setzen wit jetzt f~r #Ix, y, ,) seinen Wert  ein, so haben wir: 

• e ~ ~ q'~ ¢1,x - l,) + y ( I , 2 -  zxl + :  (h~ - z3~} d x  d y d z .  

Nach Vertauschung der Reihenfolge yon Integrat ion und Summation 
erhalten wir eine Summe yon Integralen vom Typus:  

i +-~ 2hi n - - ~ i ~  
f ~,~ia~x g 2 --  8 2 {n: ganze Zahl.)  

e d x  --- 2 ~ , n  
_ :  

2 

Alle diese Integrale verschwinden demnach ffir n ,=~ 0 und geben den 
Wert  I ffir n = o, d. h. l~ = h~, l~ = h~, l s = h s. Da wir fiber 2M. ,  bzw. 
2 M~ bzw. 2 M 3 Intervalle zu integrieren haben, erhalten wir N = 2 M~ • 
2 M ~ . 2 M  3 real den Faktor  I zu solchen Gliedern, deren Koeffizient 
~0(.,,,, ~, 1,~) ist. Als Resultat der 13berlagerung der gesamten Streuwellen 
ergibt sich demnach 

eikR 
T "  N .  (a~[a~%]) - *ci,,, 1,~, 1,~) • (~o) 

Die Intensit~t im Interferenzstrahl (h., h~, hs) ist demnach pro- 
portional dem Quadrat des entsprechenden Koeffizienten #11,~, h~, 1,~t der 
Fourierreihe (9); dieser wichtige Zusammenhang, der von A B ~  bei 
den schon erw~hnten Untersuchungen tiber das Aufl6sungsverm6gen des 
Mikroskops klargelegt wurde, ist zuerst durch vorbereitende Unter-  
suchungen yon W. H. BRAGG, I)UANE, HAVIGHURST, A . H .  CO~IPTON 
und EWALD (29) fiir die Ermit t lung der Dichteverteilung in bekannten 
einfachen Strukturen nutzbar gemacht worden. Neuerdings hat  nUll 
W. L. BRAGG (13) gezeigt, dab die Fourieranalyse in der oben skizzier- 
ten Form auch fiir die Erforschung komplizierterer Strukturen wert- 
voll ist, fiir die man nach den ~lteren Methoden stets auf ein um- 
st~ndliches und sehr miihsames Probieren der zahlreichen , ,Parameter"  
angewiesen war. Die praktische Verwendung des oben abgeleiteten Zu- 
sammenhanges zwischen Interferenzintensit~t und den entsprechenden 
Fourierkoeffizienten der Reihe (9) stellt wohl die vollendetste Form 
der Anwendung der wellenkinematischen Theorie dar;  wir wollen sie 
deshalb an Hand  eines yon W. L. BRAGG gegebenen Beispiels etwas n~iher 
er]~iutern, 
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Die Schwierigkeit, dab die Intensit~t uns keinen Aufschlul3 fiber die 
Phase der Streuwellen gibt, reduziert sich ffir den yon uns schon oben 
angenommenen Fall eines Kristalls mit Symmetriezentrum darauf, dab 
die Intensit~it wohl das Quadrat des Fourierkoeffizienten • liefert, aber  
nicht sein Vorzeichen; W. L. BRAaG zeigt, dab diese Schwierigkeit fiber- 
wunden werden kann, wenn durch eine gr6bere ,,Voruntersuchung" we- 
nigstens die ungefiihre Lage der arn st~trksten zerstreuenden Atome inner- 
halb des Elementarbereiches bekannt ist, weil durch diese - -  wenigstens 
bei gr613eren Absolutwerten yon ~b - -  das Vorzeichen von q5 schon fest- 
gelegt wird. Selbst wenn man aber sich fiber alle Vorzeichen yon q5 
schliel31ich im klaren ist, ~qirde man doch einer fast unfibersehbaren 
Rechenarbeit gegenfiberstehen, wenn man die rXumliche Dichteverteilung 
unmittelbar aus der dreifachen Fourierreihe (9) berechnen wollte. Delm 
wenn man l~ings jeder Koordinate innerhalb des Elementarbereiches 
etwa 15 Punkte berechnen will, h~itte man insgesamt fiir 15 3, d. h. fiber 

0 0 4.0 

31 0 0 

g ~ o 

O 16 ~ Z9 

13 50 37 0 

Abb.  22. D i e  Four ierko~ff iz ienten  '/, (hi, 1,2. o) 

fi ir  D iops id .  (W. L .  ]3RAGG 13.) 

3ooo Punkte,  je eine Fourierreihe zu 
berechnen, deren jede einige hunder t  
Glieder (entsprechend allen gemessenen 
Interferenzstrahlen!) enthalten mfiBte. 
W. L. BRAGG benutzt deshalb zur prak-  
tischen Auswertung nur zweifache Fou-  
rierreihen, in denen ein Index h kon- 
stant gleich Null gehalten wird, und  
berechnet auf diese Weise die Projek-  
tionen der gesamten Dichte auf die 
drei Begrenzungsebenen des Elementar-  
parallelepipeds. Dadureh wird die Aus- 
wertung wesentlich einfacher. W . L .  

BRAGG hat  als Beispiel die Strukturanalyse von Diopsid (CaMg(Si03)2) 
gegeben, dessen Elementarbereich (a~ = 9,71; a2 = 8,89, a s = 5,24 ~,  
/5 = 74OLO ') vier Molekfile enth/ilt. Um die Projektionen auf die drei 
Fl~chen (ioo), (OLO) und (ooi) zu ermitteln, braucht man eine m6glichst 
grol3e Zahl yon Intensit/itsmessungen an Ebenen (o, h2, h3), bzw. (h,, 
o, h3), bzw. (h2, hi, o). Diese Intensit/itswerte liefern die gesuchten 
Fourierkoeffizienten qb(o,/,z,/,~, bzw. q~(~,o,~3~, bzw. qS~/,,,k2,o), wobei, wie 
oben schon bemerkt, das Vorzeichen aus einer vorlAufigen Analyse er- 
mittelt  werden muB. Als Beispiel sind die aus der Messung ermittelten 
q5(1,,, z,2, oF Werte in dem Diagramm (Abb. 22) zusammengestellt; das Dia- 
gramm enth~tlt nur die Werte in dem Quadranten zwischen der posi- 
riven b~ und b3-Achse, wei] sie hier unabh~ngig vom Vorzeichen yon  
h~ und h 3 sind. Es sei noch darauf hingewiesen, dab schon EWALD den 
einzelnen Punkten (h~, h2, h 3) des reziproken Gitters die Funkt ion 
•(1,,, h~, 1,3~ als Gewichtsfunktion zugeschrieben hat;  das Projektions- 
verfahren yon BRAGG l~uft demnach darauf hinaus, nur die Gewichts- 
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funktionen der in den drei Ebenen h~ = o, h2 = o, h 3 = o des reziproken 
Gitters liegenden Gitterpunkte zn ermitteln und auszuwerten. 

Zur Berechnung der Dichteverteilung teilt BRAGG jeweils den Bereich 
der einen Koordinate (innerhalb des Elementarbereiches) in 24, den der 
anderen in 12 Intervalle, die ganze Fl~iche also in 288 gleichgroBe Teile. 
F/Jr jeden einzelnen der entsprechenden 288 Punkte wird dann die Dichte 
mittels einer zweifachen Fourierreihe berechnet; als: 

q~cy, ~ = 1,~" h ~  (0(o,h~,1,3), e2-~z(l':y + ~3 -~) ' 

q~x,=l ~'~ff~ ~'~ff~ */1,,, o, ~,3) e 2=~'c~''~+h3"1 

Oil, y / =  I " ~  k ~  otz,, ' h,, o/" e" ~'u' '~ + l,_~y/ 

Die so ermittelten Gr6Ben q~ liefern dann unmittelbar die Dichtever- 
teilung in den Projektionen auf die drei Seitenfl~ichen des Elementar-  
bereiches. 

Ein anschauliches ]3ild der Dichteverteilung erh~ilt man, wenn man 
an Hand  der so ermittelten Zahlen die Linien gleicher Dichte zeichnet; 

(3o o(% 
° ° °  

(h k_9 o 0 o  b r / h  
ooo  

Abb. 23. Reclats: Linien gleicher Dichte bei Projekfion auf  die oo~-Flilche ",'on Diopsid, mittels Fourier- 
reihen aus den Interferenzintensit~iten yon (hl~ ]t2j o) berechnet. (W. L. BRAGG 1.?,.) 

Links :  Lage der Projektlonen der Atome im Diopsidgitter auf  die ooi-Ebene, Parameterbest immung 
durch Probieren (.9,ta). 

dies ist in Abb. 23. rechts fiir die Projektion auf die Ioo-Fi~che geschehen. 
Die Linien gleicher Dichte umschlieBen die Projektionen der verschie- 
denen Atome bzw. Atomgruppen. In  dem yon Linien ffeien Teil zwischen 
den einzelnen Dichtemaximis ist die Dichte praktisch verschwindend 
klein; die ~uBerste Linie, die jeden Dichteberg gegen dieses ,,leere" Ge- 
biet abgrenzt, entspricht einer Dichte 4 o, die n~ichste 8o, die dritte yon 
auBen 12o usw. 
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Zum Vergleich mit der durch Probieren ermittelten Struktur des 
gleichen Kristalls ist in der danebenstehenden Abb. 23, links die Lage tier 
Projektionen der verschiedenen Atome auf die (ooI)-FlXche eingezeich- 
net; man erkennt deutlich die vorziigliche i~lbereinstimmung schon 
daran, dab jedem Dichteberg ein Atom (an zwei Stellen zwei nahe be- 
nachbarte) entspricht. 

Wenn die absoluten .Werte der Streuintensitfit und damit auch der 
Fourierkoeffizienten bekannt sind, kann die Gesamtmenge der in einem 
Dichteberg enthaltenen streuenden Materie berechnet werden; da die 
Zerstreuung der R6ntgenstrahlen praktisch allein durch die Etektronen- 
hfille der Atome stattfindet, wird auf diese Weise die absolute Zahl tier 
in iedem Dichteberg enthaltenen Atomelektronen ermittelt, was wiederum 
die Identifizierung der in den einzelnen Maximis sitzenden Atome be- 
deutend erleicbtert. Zuverl~ssige Absolutmessungen, die solche Schltisse 
erlauben, verdanken wir gerade der BRAGGschen Schule. 

Ffir die in Abb. 23 auftretenden Berge erh~ilt W. L. BRAGG die foI- 
genden Elektronenzahlen : 

Atom: Ca Mg S i+O 3 05 01 
Elektronenzahl: 16,6 12,6 19,8 9,6 8,o. 

Diese Zahlen sind insofern interessant, als sie weder durchgehends 
mit den Elektr~menzahlen der entspreehenden neutralen Atome, noch 
mit denen yon zu erwartenden Ionen, fibereinstimmen; dieses nicht ein- 
deutige Resultat ist dadurch verursacht, dab die ,,Bindungselektronen" 
praktisch gar nicht an der R6ntgenstreuung teilnehmen (vgl. S. 123). 
Die Lagen der einzelnen Atome, d.h.  die ,,Parameter" der Struktur, 
k6nnen unmittelbar aus den Dichteverteilungen in den Projektionen ab- 
gelesen werden. Ffir die schwereren Atome genfigt die Bestimmung des 
Dichtemaximums; bei den leichteren Atomen, vor allem bei Sauerstoff, 
ist dagegen die Ermittlung des ,,Schwerpunktes" der Dichteberge not- 
wendig. Die 14 verschiedenen Parameter der Diopsidstruktur, die W. L. 
BRAGG in dieser Weise ermittelt hat, zeigen gegenfiber den ffiiher durch 
Probieren ermittelten Parametern nur eine mittlere Abweichung yon 
0,5% der Kantenllingen des Elementarbereiches; dutch diese vorziigliche 
~lbereinstimmung wird noch einmal die Brauchbarkeit der Fourier- 
analyse besonders eindrucksvoll illustriert. 

III. A n w e n d u n g  schnel ler  Elektronenstrahlen 
z u  Strukturuntersuchungen.  

Kristalle in Kollod/umfilmen. Interferenzuntersuchungen mit Elek- 
tronenstrahlen sind im allgemeinen weniger zu Rfickschlfissen auf die 
Struktur der zerstreuenden Materie geeignet, weil die Bedingungen ftir 
die Anwendung der wellenkinematischen Theorie wegen des starken 
Streuverm6gcns der Atome fiir Elektronen (vgl. S. 73) nur selten ge- 
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geben sind. Andererseits ist aber gerade dieses starke Streuverm6gen 
tier Grund daffir, dab die Elektronenwellen in Bezug auf einige beson- 
dere Strukturfragen den R6ntgenwellen fiberlegen sind. Es hat  n/im- 
lich zur Folge, dab ein leicht beobachtbarer Interferenzeffekt schon dutch 
eine viel geringere Netzebenenzah/verursacht wird (gfinstigenfatls schon 
dutch eine einzelne Netzebene !) wie bei den R6ntgenstrahlen. Die Elek- 
tronenwellen sind deshalb besonders geeignet zum Studium von dfinnen 
Kristallschichten bzw. yon Oberfl~ichenschichten. Augerdem gestattet 
die Verwendung eines sehr engen Strahlquerschnittes bei der Elektronen- 
beugung die Auffindung und Untersuchung von vereinzelten ldeinen 
Kristalleinheiten, die mit der R6ntgenanalyse nicht erfaBt werden. 

Als Beispiel fiir den letzten 
Fall betrachten wir die Struk- 
tur dtinner Zelluloidfilme. Nor- 
malerweise erh~It man bei der .. : 

Durchstrahlung diinner Zellu- ""~'~'~i 2" 
loidfilme nur einige verwaschene -L. *<~-~" . 
Beugungsringe; dies war schon , ~i,~ f]~ .: ~ i2"." , 
aus den Untersuchungen von " ", ,i L ~ " * -  • ..... ~ ."(:~ G. P. TI~O~tSON u. A. REID (92) ,.' ", , . , . ,  
bekannt, durch die bekalmt- / t  ; 
lich die Elektroneninterferenzen "~ ~'. " ,-~7" ; ~, 
zum erstenmal photographisch " - '  ' "  " 
nachgewiesen wurden. Beim ge- 
naueren Studium (,57) erhielt der 
Ref. an einzelnen Stelien man- 
cher Zelluloid- und Kollodium- ASS. 24, ,Pulverdiagramm" mit scharfen Interfe . . . . . .  

f i l m e  s e h r  s c h a r f e  Interferenz- a ,  einem Koliodiumh~iutchen. Di . . . .  Interfe . . . .  bild 
hat man sich durch Rotation des Interferenzbildes 

bilder, von denen zwei verschie- Abb . . . .  t~and . . . .  d~k~. 
dene Typen in Abb. 2 und 24 
wiedergegeben sind. Die Fl~ichenteile, innerhalb deren man zuweilen 
solche Interferenzbilder erh~ilt, sind giinstigenfalls yon der Gr6Benord- 
nung von ~/~o mm~; trotzdem braucht man flit die Interferenzaufnahme 
nur eine Expositionszeit yon wenigen Sekunden. Die Entstehungsbedin- 
gungen ffir die das scharfe Interferenzbild verursachenden Kristalle sind 
noch nicht vollst~indig gekl~rt. Zuerst schien es, als ob die Ausscheidung 
durch die Kathodenbestrahlung bzw. durch die starken elastischen Span- 
nungen im Film selbst verursacht wtirde; auf Grund einer neuerlichen 
(bisher noch nicht ver6ffentlichten) Durchprfifung einer groBen Zahl yon 
Filmen ha re  ich es aber f f r  m6glich, dab vielleicht doch sctlon der Her- 
stellungsprozeB ffir das Auftreten der Kristalle ausschlaggebend ist. Ich 
habe n~mlich besonders h~iufig scharfe Interferenzbilder dann erhatten, 
wenn beim Aufspannen des Films das h~iufig auftretende ~bereinander- 
schieben einzelner Filmteile vermieden wurde; es scheint hiernach nicht 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 7 
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ausgeschlossen, dab die groBen Kristalle yon Anfang an vorhanden sind 
und nut  meistens durch Zusammenschieben zerst6rt werclen. Schwer 
verst~indlich bliebe dabei allerdings eine Beobachtung, die ich besonders 
bei den letzten Untersuchungen gemacht habe: Filmteile, die scharfe 
Interferenzen liefern, linden sich besonders h~iufig in der N~ihe des Ran-  
des, d. h. nahe den Stellen, wo der Film auf der Fassung aufliegt. (Als 
Fassung dienten stets durchlochte Scheiben aus Zelluloid bzw. Kollo- 
dium, also aus dem gleichen Material, aus dem der Film bestand !) 

Die Vermutung, dal3 man in den Kristallen die gleichen Bausteine 
vor sich hat, die die Zellulose aufbauen, wird schon durch eine genauere 
Betrachtung der Interferenzbilder (sieh Abb. 2) nahegelegt. Man sieht 
n~imlich, dab nur diejenigen Interferenzen ,,ausgel6scht" sind, bei denen 
der eine Index 0 und der andere ungerade ist; alle fibrigen Interferenzen 
haben eine yon Null verschiedene Intensit~it. Dies l~iBt darauf schliel3en, 
dab die Seiten des Elementarbereiches (7,2 . 4,8 A) digonale Schrauben- 
achsen darstellen (vgl. 57); solche digonalen Schraubenachsen sind 
auch yon der R6ntgenanalyse (68) fiir das Raumgitter der Zellulose lest-  
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Abb. 25. Schematische Zeichnung 
der Struktur eines Fllichengitters, 
das die Interferenzbitder Abb. 2 

und a5 erzeugt. 

gestellt worden. Als erste N~iherung an die t a t -  
s/ichliche Struktur des fraglichen Kristalls kann 
man die Parameter ffir die Schwerpunkte tier 
Dichteverteilung dutch Probieren zu ermitteln 
suchen. Wenn man die Lage dieser Schwer- 
punkte (o in Abb. 25) dutch die Radien- 
vektoren: 

~2 a~ + a2 = - - T -  + (q~a~ - q=a~) ,  

r3 ~ 2 

bezeichnet und mit diesen Koordinaten nach (1), die Intensit~it der 
einzelnen Interferenzpunkte berechnet~, so erh~ilt man die beste I)ber- 
einstimmung mit der aus dem photographischen Interferenzbild 

I I gesch~itzten Intensitiit, wenn man ~ = ~ ,  ~2 = ~ setzt. Diese retativ 

geringeVerschiebung deutet darauf lain, dab die Hauptmenge der streuen- 
den Materie spiegelsymmetrisch zu den dutch die beiden Achsen gehen- 
den Ebenen liegt, und dab die letzteren nur fiir einen kleinen Teil davon 
die Rolle von Gleitspiegelebenen spielen. 

Zur genaueren Analyse der Struktur kann man einen analogen Weg 
einschlagen, wie er auf S. 92 ffir die R6ntgenanalyse beschrieben ist; 

z Die Rechnung ist yon cand. phil. E. UHL durchgeffihrt. 
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dazu  wfirden freilich genaue Intensi t~tsmessungen notwendig sein. Eine 
Orientierung fiber die Intensi t~ten mSgen die in die Abb. 26 einge- 
setzten,  aus der photographischen Schw~rzung einer grSl3eren Zahl yon  
Aufnahmen  gesch~tzten Intensi t~tswerte  geben, Natfirlich gibt auch 
hier die Gesamtheit  der h,, h~-Intensi taten nur  fiber die Projekt ion 
auf die a, ,  a~-Ebene AufschluB, die parallel zur Filmebene liegt. 

Der  vorstehend behandelte Fall  scheint deswegen besonders inter- 
essant, weil es sich um Kristalle handelt ,  die mit  anderen Hilfsmitteln 
bisher i iberhaupt noch nicht festgestellt werden konnten.  E r  bietet  aber 
auf der anderenSeite auch 
ein Beispiel unter vielen 
fiir die vom Ref. fest- 
gestellte Erfahrungsta t -  1 
sache, dab in dfinnen Kri- z- 
stallschichten sich stets 
eine best immte kristallo- l 3- 
graphische Ebene auch I ~ 
ohne ~ul3eren Zwang par- hz 
allel zur  Ebene der Kri- s 
stallschicht einstellt, a 
wenn die KorngrSl3e die 
Schichtdicke erheblich 7- 
fiberschreitet (59) ; vgl. 
S. lO2 L 
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Abb. 26. 
Intenslt~tsverteilung im F15chengltterlnterferenzbild 

yon Kollodiumfilmen (vgl. Abb. 2). 

Polykr is ta l l ine  Fi lme versch iedener  Subs tanzen .  Die Anwendung 
der Elektroneninterferenzen zur St rukturanalyse  dfinner Schichten im 
durchgehenden Licht begegnete in den ersten Jahren  der Schwierigkeit, 
dab es nur  wenige Substanzen gibt, von denen sich genfigend dfinne 
Schichten hal tbar  herstellen lassen. Seitdem aber yon  KIRCHNER (60) 
gezeigt wurde, dab man mit  gu tem Erfolg als Tr~gersubstanz  ftir solche 
Substanzen,  die nicht  selbst genfigend hal tbar  sind, ext rem dfinne Kol-  
lodium- oder Zelluloidh~utchen 2 verwenden kann, ist der Anwendungs-  
bereich der Elektroneninterferenzen zur  St rukturanalyse  praktisch nicht  
mehr  beschrAnkt 3. 

Zusatz bei der Korr.: VonJ.  HE,XlGSTENBERG und C-ARRIDO, J. (46a) sind 
~hnliche Interferenzbilder wie die oben beschriebenen kfirzlich an diinnen 
Paraffinschichten auf KoUodium erhalten worden. 

2 Von Herrn WIERL bin ich darauf aufmerksam gemacht worden, dal3 
schon friiher G. P. THOMSON (88) gelegentlich Zelluloidhautchen zur Aufmon- 
tierung yon kathodenzerstaubten PlatinhAutchen benutzt hat ;  er hatte dabei 
abet keinen rechten Erfolg und ist deshalb wieder auf frei aufgespannte 
Filme zuriickgekommen. 

3 Von O. EISENHUT U. E. I{AUPP (33) sind als TragersubsLxnz Glimmer- 
hAutchen verwendet worden; diese erm6glichen zwax die Verwendung hSherer 
Temperaturen, haben aber den Iqachteil der grSl3eren Dicke (vgl. auch S. 102). 

7* 
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Das einfachste Verfahren, eine dtinne Kristallschicht herzustellen, 
besteht also darin, dag man die betreffende Substanz auf eine geeignete 
Unterlage im Vakuum verdampft oder gegebenenfalls auch bei Atmo- 
sph~rendruck aufsublimiert. Bei der Verdampfung im Vakuum k6nnen 
,~ir normalerweise wohl mit dem Llbergang und der Kondensation yon 
einzelnen Atomen rechnen. Es entsteht dann die Frage, wie der Aufbau 
der KristaUschicht bei der normalen Verdampfungsgeschwindigkeit vor 
sich geht. Wit nehmen die Antwort, die das Experiment auf diese Frage 
gibt, gleich voraus: Der Aufbau einer dtinnen Kristallschicht, die im 
Vakuum aufgedampft wird, vollzieht sich stets so, dab die zuerst kon- 
densierten Atome zun~ichst viele kleine Kristallkeime bilden, die sich 
bei der weiteren Aufdampfung mehr oder weniger schnelt zu grSl3eren 
Kristalliten auswachsen und unter gtinstigen Umst~inden sich auch spon- 
tan zu grSBeren Kristalleinheiten vereinigen k6nnen. Mit dieser ,,Sam- 
metkristallisation" parallel geht eine Durchorientierung der Kristallite 
derart, dab sich die KristallkSrner mit einer bestimmten kristallographi- 
schen Fl~iche parallel zur Schichtebene, d. h. parallel zur Ebene der Unter- 
lage einsteUen. Bei grSl3eren Kristalldicken geht die Orientierung 
schlieBlich wieder verloren. 

Zum Verst~indnis der Versuche mtissen wir hier noch einige inter- 
ferenzoptische Bemerkungen nachtragen. Wenn das bestrahlte Pr~parat 
aus einer gen~gend groBen Zahl yon v611ig desorientierten Kristall- 
kSrnern besteht (Pulvermethode von DEBYE-ScHERRER und HULL), 

dann finder ein ankommender monochromatischer Wellenstrahl ftir j ede 
,,Netzebenenreflexion" (h., h~, h3) genfigend viele KristallkSrner in allen 
Azimuten, die gerade die Iiir die BRAGasche Reflexion passende Orien- 
tierung haben. Infolgedessen erh~lt man auf einer senkrecht zur Prim~r- 
strahlrichtung aufgestellten photographischen Platte ein System von 
konzentrischen Ringen, deren jeder einer bestimmten Netzebenenschar 
entspricht. Es sei abet gleich hier betont, dab man bei Elektroneninter- 
ferenzen nicht umgekehrt, wie dies verschiedentlich geschehen ist, aus 
einem Interferenzbild yon konzentrischen Ringen mit azimutal gleich- 
mAgiger Intensit~tsverteikmg auf eine vSllige Desorientierung der Kri- 
stallkSrner schliei3en daft; erst wenn man festgestellt hat, dab die azi- 
mutaI gleichm~l]ige Intensit~tsverteilung auch nach einer geniigend 
groBen Neigung der Kristallschicht gegen die Strahlrichtung erhalten 
bleibt, kann man behaupten, dab tats~chlich eine v611ig regellose Ver- 
teilung der KristallkSrner vorliegt. 

Die Interferenzen am Kristallpulver bieten nattirlich interferenz- 
optisch nichts prinzipiell Neues; wit haben einfach die frfiheren ~Tber- 
legungen fiber die Interferenzen am Einkristall auf die einzelnen Kristal- 
life des Pulvers zu fibertragen. Der auf S. 7 ° behandelte Unterschied 
zwischen den R6ntgeninterferenzen und den Elektroneninterferenzen 
wirkt sich beim Kristallpulver in erster Linie dahin aus, dab bei diinnen 
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Schichten der Winkelbereich, innerhalb dessen eine Netzebenenschar 
noch betr~ichtlich reflektiert, sehr grol3 ist; ein Kristall yon 4 7k Kanten-  
l~inge und 6o ~ Dicke liefert z. B. auch dann noch eine starke ( I I I ) -  
Reflexion (n~imlich 2/3 der Maximalintensit~t; vgl. 56), wenn die ( I I I ) -  
Ebenen parallel zum Strahl liegen, also um den Glanzwinkel setbst aus 
der Stellung maximaler Reflexion herausgedreht sind. Die Tatsache, 
dab man trotz dieses breiten Ansprechungsverm6gens der regellos ver- 
teilten Kristallk6rner sehr scharfe Ringe (siehe z. ]3. Abb. 3I) bekommen 
kann, erkl~rt sich daraus, dal3 die Interferenzrichtung in diesem Falle 
durch die beiden senkrecht zum Strahl verlaufenden Punktreihen be- 
s t immt  wird und durch eine Neigungs~inderung dieser beiden Punkt -  
reihen um Winkel v o n d e r  Gr6Benordnung der Streuwinkel (z °) fiber- 
haupt  nicht merklich ge~indert wird. Die Sch~irfe der Interferenzringe 
ist aus dem gleichen Grunde in erster Linie dutch die Zahl der beugenden 
Git terpunkte in den beiden Punktreihen senkrecht zum Strahl, d .h .  
dutch die Ausdehnung der Kristallk6rner in der Ebene der Kristall- 
schicht bestimrnt. Zu der gleichen Folgerung kommen wit natfirlich, 
wenn wir die Formeln fiber den Zusammenhang zwischen der Breite der 
R6ntgen-Pulverinterferenzen und der Ausdehnung der Kristallite sinn- 
gem~iB auf die Elektroneninterferenzen anwenden; die von P. SCHERRER 
(80) zu seinen Untersuchungen tiber die Gr6Be kolloidaler Teilchen ver- 
wendete Formel 

/ lg2  ~. I 
B = 2 .  ,~ D 0 + b .  

COS - -  

2 

(B : beobachtete Winkelbreite des Interferenzrings ; 2: Wellenl~inge; 
D : Dicke des Kristalls; 0 : Streuwinkel; b : Apparatkonstante)  ver- 
einfacht sich z. B. wegen des k!einen 0 fiir Elektroneninterferenzen zu 

B = ~ . V T . ~ + b ,  
wobei D die Ausdehnung des Kristalls in der Ebene der Kristallschicht 
und b die dutch die Ausblendung gegebene Breite des Prim~irstrahls be- 

deutet.  (Da der konstante Faktor  2-l/l-g2 annahernd gleich I ist, kann 

man  die zus~itzliche Winkelbreite auch einfach gleich ~ setzen; diese 

Breite folgt auch unmittelbar aus der Interferenzfunktion [3] als der 
Abstand d e r d e m  Hauptmaximum ntichstbenachbarten Nullstellen: 

@ O.d ).) 

O. EISENHUT U. E. KAUPP (33) haben aus Versuchen all einer INickel- 
Schwefelverbindung den Schlul3 gezogen, dab bei gleicher Korngr6tle die 
relative Verbreiterung der Elektroneninterferenzen stets betr~chtlich geringer 
ist (schon von 20 A an sollen ,,scharfe Beugungsbilder" auftreten [) als die- 
jenige der R6Iltgeninterferenzen und dab infolgedessen die Elektroneninter- 
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Eine gr6Bere Zahl von Strukturuntersuchungen an verschiedenen, im  
Vakuum aufgedampften Substanzen, fiber deren Einzelresultate all an-  
derer Stelle (59) berichtet wird, hat  nun das Resultat  ergeben, dab zu 
Beginn der Schichtbildung, also unmittelbar  nach dem Aufdampfen 
einer sehr dfinnen Schicht, stets merklich verbreiterte Interferenzringe 
auftreten (beobachtet an Au, Ag, Bi, Tl, Pb, Sb, Se, Te, Zn, Cd, Cd]~, 
CdCl2, Hg~Cl~, PbCl~ u. a.). Bei Gold z. B. wurde in dtinnen Schichten 
stets eine merkliche Verbreiterung der Ringe gefunden - -  und zwar auch 
dann, wenn Verdampfungszeiten yon nur wenigen Sekunden benutz t  
wurden. Mit wachsender Schichtdicke nahm allerdings die beobachtbare  
Verbreiterung betr~ichtlich ab (Abb. 27 und 28); diese Tatsache m a g  
wohl der Grund daffir gewesen sein, dab es O. EISENHUT U. E. I~AUPP (33) 
nicht gelungen ist, an Goldschichten, die auf Glimmer aufgedampff  
waren, eine Ringverbreiterung festzustellen, obwohl sie ausdrficklich da-  
nach gesucht haben. Auf Glimmer muB man n~mlich nach den Er -  
fahrungen des Ref. betr~chtlich inehr Substanz aufbringen, bis die Pul-  
verinterferenzen fiberhaupt sichtbar werden; dies ist der Nachteil  tier 
verh~ltnism~iBig (lO -5 cm) dicken Glimlnerschicht gegentiber den wesent- 
lich dfinneren Kollodiumfilmen. 

Die verschiedenen Stadien der Struktur  dfinner Schichten kann m a n  
am besten an einer Versuchsreihe mit  CdJ= fibersehen. Unmit te lbar  nach  
dem Aufdampfen einer dtinnen Schicht hat  man sehr kleine Kristal l-  
k6rner, die ein Interferenzbild mit  s tark verbreiterten Ringen (Abb.29) 
verursachen. Vergr6Bert man die Schict~tdicke durch weiteres Auf-  
dampfen, dann wachsen einige K6rner zu gr6Beren Einheiten, und m a n  
erh~lt teilweise scharfe Ringe auf diffusem Hintergrund (Abb. 30). Das  
Cd], ist nun dadurch interessant, dab die Kristallite in einer dfinnen 
Schicht auch schon spontan wachsen, ohne dab man noch mehr Substanz 
aufbringt. Die gleiche Schicht, die zuerst Abb. 29 lieferte, gab nach eini- 
gen Stunden das vollkommen scharfe Intefferenzbild Abb. 31, aus dem 
man schlieBen muB, dab nicht nur die Kristallite zu gr6Beren Einhei ten 
zusammengewachsen sind (seharfe Ringe !), sondern dab auch eine voll- 
stlindige Orientierung der Kristallite mit  der Ebene ooi parallel zur  
Unterlage stattgefunden hat. Die Orientierung ist so vollkommen, dab 
schon eine Neigung der Schichtnormale um 5 o gegen die Strahlrichtung 
genfigt, um eine starke IntensitAtsdisymmetrie x auf den DEBYX- 

ferenzen die Bestimmung der Kristallkorngr6Be bei noch kleineren K6rnern 
gestatten als die R6ntgeninterferenzen. Da aber nach den sonstigen Er- 
fahrungen (vgLz.B.S.78) dierelativeWinkelbreiteder Elektroneninterferenzen 
cet. par. wohl gr613er sein kann, aber niemals kleiner ist wie die entsprechende 
der R6ntgeninterferenzen, wird man wohl in anderer Richtung eine Er- 
ld~rung ffir die erw~hnten Beobachtungen yon EISENI~UT U. K?,UPP suchen 
mfissen. 

x Die Intensit~tsdissyrnmetrie hat natfirlich nichts mit ,,Polarisations- 
effekten" zu tun, sondern ist gittergeometrisch begrfindet. 
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SCHERRER-Ringen hervorzurufen (Abb. 3Ib);  wenn man die Schicht- 
norrnale um 30--60 o gegen den Strahl neigt, erhttlt man typische 
,,Faserdiagramme". In den Abb. 32 und 33 ist je ein solches Faserdia- 

Abb. 27. Pulveraufnahme yon extrem d/inner Goldschicht. Interferenzringe so stark verbreitert ,  daft 
man yon kolloldalem Zustand sprechen kann. - -  Abb. 28. Pulveraufnahme yon "tj3 • xo -~ cm dicker 

Au-Schlcht;  Interferenzringe trotz grofler Dicke  noch merkllch verbreltert.  

Abb. 29. Cdd2 ~ d/inne Schlcht in kolloidaler Form, unmittelbar nach dem Aufdampfen. - -  Abb. 30. CdJ2 ,  
dlckere Schicht, Kristallite sind teilwelse so welt gewachsen, dat~ scharfe Interferenzen entstehen. 

gramm von CdJ2 und Bi reproduziert;  aus der Winkelverteilung der 
Intensit / i tsmaxima kann man ermitteln (59), welche Netzebene parallel 
zur Unterlage liegt. 
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Schliel31ich zeigt die Abb. 34 noch ein Faserdiagramm (Hg~ Cl~) rnit  
weniger vollkommener Orientierung; in diesem Falle liegt nicht eine 
Netzebene, sondern nut  eine Punktreihe, n~imlich die tetragonale Achse~ 

t .  o ~ ' ~ ' . ~ . . .  
j- 

/ 
il "\ / 

\, / 

b 

Abb. 3z. Cdd2, gleiche Schicht wie in Abb. ag~ elnige Stunden sp~iter, a :  Schichtebene s e n k r e c h t  zur  
Strahlrichtung; b :  um 5 o geneigt. 

parallel zur Schichtebene. Im Interferenzbild ist dies auBer an der gr613e- 
ren L~inge der verst~irkten Sektoren daran zu erkennen, dab gewisse 
Ringe (z. B. der dritte yon innen) eine fast gleichm~tBige azimutale Inten-  
sit~ttsverteilung aufweisen. 
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Ahb. 32. Cdd2~ wle Abb. 3I. Schlchtebene 500 gegen den Strahl genelgt. (oox-Ebene [l zur Schicht°) 

Abb. 33. Wismut~ Sch~chtebene 5o 0 gegen den Strahl geneigt. (xri-Ebene ii zur Schicht. 
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Wenn die Kristallite Gelegenheit haben, durch ,,Sammelkristallisa- 
t ion" weiter zu wachsen, erh~ilt man schliel31ich Interferenzbilder, die 
sich in ihrem Aussehen dem Einkristallinterferenzbild n~ihern. Bei  
CdJ~ geschieht dies spontan bei grSBeren Dicken (Abb. 35 a) und besonders 
leicht bei einer m~iBigen Erhitzung (Abb. 35b) ; die benachbarten Kri-  
stallk6rner haben sich jetzt - -  fiber die Parallelorientierung zur Unter-  
lage hinaus - -  noch mit einer senkrecht zur Unterlage liegenden Netz-  
ebenenschar ann~ihernd parallel zueinander gerichtet. 

An mechanisch bearbeiteten Metallfolien sind schon r6ntgenogra- 
phisch ~ihnliche Faserstrukturen wie die oben behandelten festgestellt 
worden, so von W. H.BRAGG (10) an Goldfolien (IOo-Fl~iche II zur Folien- 
ebene) und yon KON'EBE/EWSXI (62) an Aluminiumfolien (ebenfalls 

Abb. 34. Kalomel~ Schichtebene 450 gegen den Strahl geaeigt. {Tetragonale A c h s e  ~j] zur Schicht.) 

IOO-Fl~che II zur Folienebene). Die KorngrSl3e in solchen (relativ dicken) 
Filmen kann infolge der mechanischen Bearbeitung ziemlich betr~icht- 
lich sein; infolgedessen bringt es der sehr geringe Strahlquerschnitt, mi t  
dem man normalerweise bei Elektronenstrahlen arbeitet, mit sich, dab 
man an solchen Filmen h~iufig Interferenzbilder erh~ilt, die clem zuletzt  
besprochenen lJbergangstyp zum EinkristaUbild entsprechen. Solche 
Interferenzbilder sind zuerst yon G. P. THOMSOX (89) an Aluminium- 
folien beobachtet und richtig gedeutet worden. Sp~iter wurden sie yon 
verschiedenen Autoren (zuerst wohl yon TAYLOI~ [83]) amBlattgold er- 
halten und neuerdings an Blattgold und -platin besonders ausftihrlich 
von J. J. TRILLAT U. TI~. v. HIRSCK (93) untersucht (Abb. 36 u. 37). 

Meist erh~ilt man mit Blattgold Interferenzbilder, die einer - -  aller- 
dings nur unvollkommenen - -  Faserstruktur (mit [IOO] II zur Unterlage) 
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nach Art der Abb. 31 entsprechen. Bei Durchmusterung der Folie vor dem 
Leuchtschirm kann man abet leicht Interferenzbilder vom Typus der 
Abb. 36 erhalten, in denen sich eine bestimmte Orientierung der Kristal- 

Abb. 35a. CdJ2, Ubergangsform yon der Fasers t rukmr der Abb. 3z zum Einkrlstallinterferenzbild 
dickere Schieht). 

t 

• . e 

i 
o~  , 

Abb. 35b. CdJ2, /dbergangsform zum Einkrlstallbild (dicke Schicht auf  Glimmer, kurze Zeit auf  2500 
erhitzt). 

lite entsprechend Abb. 35 durch Verst/irkungen auf den DEBYE-SCHER- 
RER-Kreisen heraushebt; die Streuung der Kristallite ist dabei ziemlich 
betr~chtlich (etwa 3 °o !). Nach einer 2 stiindigen Erhitzung auf 4200 ist 
durch Sammelkristallisation und durch die damit (vgl. oben) verbundene 
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weitere Parallelorientierung benachbarter  Kristallk6rner ein Zustand er- 
reicht, der das Interferenzbild Abb. 37 a lieferte. Eine noch st~rkere fi~hn- 
lichkeit mit  einem Einkristallinterferenzbild zeigt schlieBlich Abb. 37b, 

die mit  einer Platinfolie erhalten 
wurde und in der die Streuung 
der Kristallite um die Vorzugs- 
richtung nur noch einige Grad be- 
tr/igt. J. J. TRILLAT U. Tbl. V. HIRgCH 
haben allerdings eine abweichende 
Deutung dieser Resultate gegeben. 
Sie nehmen an, dab in den geh/~m- 
merten Folien yon vornherein ge- 
nfigend groBe, den Strahlquer- 
schnitt ausffillende Einkristalle 
vorhanden sind~ die nut  durch die 
Bearbeitung so s tark deformiert  
sein sollen, dab s tat t  der erwar- 

Abb. 36- Blattgold, (zoo) parallel zur Bl~ttchen- teten Interferenzpunkte breite Sek- 
ebene (TRILLAT und v. HIRSCH), 

toren (Abb. 36) auftreten. Die E r -  
hitzung wfirde nach dieser Annahme dann lediglich die Deformation 
des betreffenden Einkristalls beseitigen. Da aber, wie oben gezeigt, 
solche (Tbergangstypen zum wirklichen Einkristallinterferenzbild, wie 

a b 

Abb. 37- a :  Glelches Blattgold wle in Abb. 36, 2 Stunden auf 42o o erhitzt (TRILLAT und v. HtRSCH). - -  
b :  Platinfolie ! zum Strahl; (xxo)][ zur Folienebene (TRXLL-~T und v. HmSCH). 

w i r e s  z .B .  beim Glimmer (Abb. 4) und in der Abb. 2 vor uns haben,  
auch an Krista]lschichten auftreten (Abb. 35), bei denen mangels einer 
mechanischen Bearbeitung kaum ein Grund vorliegt, Deformationen an- 
zunehmen, wird wohl auch in dem von J. TRILLAT 11. TH. V. HIRSCI-I 
untersuchten Falle die oben benutzte VorstelIung - -  Sammelkristalli-  
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sation des polykristallinen Materials - -  den tats~ichlichen Vorg~ingen bei 
der Erhitzung der Folien besser entsprechen. 

SchlieBlich steht hiermit in engem Zusammenhang ein interessanter 
Versuch von EISE.XHI:T U. KAU'PP ( 3 3 )  : auf ein Glimmerh~iutchen wurden 
nacheinander je eine lO-6--1o -5 cm dicke Cu- und Au-Schicht aufge- 
dampft ,  die zun~ichst getrennte Pulverdiagramme lieferten. Wurde aber 
die Folie auf etwa 200 o C erhitzt, dann konnte an der Anderung des 
Interferenzbildes bereits nach einigen Minuten der Beginn der Misch- 
kristallbildung festgestellt werden; je h6her die Temperatur,  desto 
rascher schreitet die Mischkristallbildung vorw~irts. Bei 200 o C ist sie 
nach 250 Minuten, bei 35 °o C bereits nach I Minute Gliihdauer beendet. 

Oberfl~ichenstrukturen. Es bestand bisher die allgemeine Anschau- 
ung, dab zum Studium yon Oberfl~ichenschichten nur die , , langsamen" 
Elektronen (50--500 Volt) wegen ihrer besonders geringen Eindringungs- 
tiefe geeignet seien. Wie wit schon auf S. 86 gesehen haben, ist aber 
wegen der ffir Interferenzversuche an Kristalloberfl~ichen notwendi- 
gen, s tark streifenden Beleuchtung auch bei Elektronen yon 30--50 kV 
die Eindringungstiefe nur auflerordentlich gering. Da andererseits diese 
schnellen Elektronen bezfiglich der Reproduzierbarkeit  der Versuchs- 
ergebnisse den ,,langsamen" offensichtlich bedeutend iiberlegen sind, 
m6chten wir glauben, dab die Entscheidung in feineren Fragen tier Ober- 
fl~ichenstruktur eher von Interferenzversuchen mit  schnellen Elektronen 
erwartet  werden kann. Die ersten Versuche, aus Interferenzbeobach- 
tungen auf die Struktur der Kristalloberfl~iche zu schlieBen, haben DA- 
VlSSON U. GER~IER gelegentlich ihrer bekannten Untersuchungen am 
Nickeleinkristall gemacht (vgl. z. B. 42). Sie erhielten vier verschiedene 
Typen von Interferenzstrahlen, yon denen sie zwei dem Gitter des Me- 
tails (Fl~ichengitter- und Raumgitterinterferenzen), und zwei einer ad- 
sorbierten Gasschicht zuschrieben; best immte Schlfisse fiber die Struktur  
der Gasschicht haben sie allerdings nur mit  Vorbehalt gezogen. Auf der 
Metalloberfl~iche soil hiernach unter gewissen Umst~inden eine mono- 
atomare ,,kristalline" Gasschicht liegen mit  einer Gitterkonstanten, die 
doppelt  so groB ist wie diejenige des darunter liegenden Nickels; die 
Natur  der Gasatome wird vollst~indig often gelassen. ,~hnliche Versuche 
sind von E. RuPP (78) gemacht worden. Bei diesen Versuchen wurde 
gefunden, dab eine Nickeloberfl~iche bei festgehaltenem Kristal! und 
Streuwinkel, abet ver~inderlicher Wellenl~inge zun~ichst normale Raum-  
gitterinterferenzen gab und dab nach dem Zulassen und Wiederab- 
pumpen yon Wasserstoff in der Mitte .zwischen den normalen Inter-  
ferenzen neue Maxima auftraten, die dem Wasserstoff zugeschrieben 
wurden. Gegen diese Deutung muB man aber einwenden, dab die beob- 
achteten Intensit~iten des H-Gitters (etwa lO% der Interferenzintensit~it 
am N i  !) selbst dann noch unverst~ndiich groB bleiben, wenn man die 
unwahrscheinliche Annahme machen wollte, dab sich mehrere Netz- 
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ebenen eines dem Nickelgitter ~ihnlichen Wasserstoff-,,Kristalls" tiber 
der Nickeloberfl~iche befinden. Denn die Intensit~it der Wasserstoff- 
interferenzen wilrde ja selbst bei gleicher Atomzahl wegen ihrer Pro-  

I I 
portionalit~it mit  Z ~ in den h5heren Ordnungen hSchstens Z~ = 28- ~ 

derjenigen der Nickelinterferenzen betragen kSnnen; tats~ichlich mul3 
abet, wenn man keine unvernilnftig dicke Schicht annehmen will, die 
Zahl tier streuenden H-Atome betr~ichtlich kleiner sein als diejenige der 
streuenden Ni-Atome, w~ihrend die Schw~ichung der Ni-Interferenzen 
durch eine vorgelagerte H-Schicht ziemlich belanglos w~re. 

i3brigens scheinen solche Versuche mit  langsamen Elektronen schon 
deswegen nicht zu quantitativen Schlilssen geeignet zu sein, well bei 

ihnen wegen der mangelhaften Re-  
produzierbarkeit statistische Metho- 
den (vgl. S. 8I und 8) zur Aus- 
wertung verwendet werden muBten. 

Mit schnellen Elektronen hat  G. 
P. THOMSON" (90) die ersten Schltisse 
tiber Oberfl~ichenstrukturen gezogen. 
Er  erhielt an Einkristallen yon Ag 
und Cu bei feststehendem Kristall  
und streifender Beleuchtung In te r -  
ferenzbilder mit  netzartiger Vertei- 
lung der Interferenzpunkte (Abb. 38). 
Aus der Tatsache, dab keiner der 
beobachteten Interferenzpunkte eine 
durch Brechung verursachte Ver- 
schiebung zeigte, obwohl bei normaler 
Reflexion an einer ebenen Kristall-  
oberfl~iche eine leicht beobachtbare 

Abb. 38. Reflexlonsaufnahme an der (zoo)-Fliiche 
eines C*~-Einkristalls (G. P. THO-~tSO.N 90). Verschiebung hgtte auftreten mils- 

sen, hat  THO~mON geschlossen, dab  
man es hierbei nicht mit Interferenzen ir/,,Reflexion", sondern um solche 
im ,,durchgehenden Licht" zu tun hat. Solche Interferenzen ira durch- 
gehenden Licht kSnnen aber an der Oberflgche eines Einkristalls nur  
dann entstehen, wenn aus der Oberfl~iche B15cke oder Grate herausragen, 
die zwar gittermgl3ig sich an den Einkristall  anschtieBen, aber so ex t rem 
diinn sind, dab die verwendeten Elektronenstrahlen ohne allzu groBe 
Schwgchung hindurchgehen kSnnen. In ganz analoger Weise muB man  
solche BlScke oder Grate annehmen, um die yon verschiedenen Autoren 
(Z. B . I ~ A T S U K A W A  U. S INOHARA [67], i~[UTO U. YAMAGUTI  [72], THOMSON 
[90], EISENHUT U. KAUPP [90]) bei streifender Beleuchtung yon Pulvern 
bzw. MetallblScken erhaltenen DEBYE-SCHERREI~-Diagramme zuerkl~ren; 
in allen diesen Fiillen hat  sich j a ebensowenig ein Brechungseffekt bemerk-  
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bar gemacht wie bei den oben besprochenen Versuchen yon G. P. T~tOMSON 
an Einkristallen ~. 

Welche Schltisse lassen sich nun interferenzoptisch aus diesen Inter- 
ferenzbildern an ,,rauhen" Oberfl~chen fiber die Struktur der Oberfl~tche 
bzw. bei Pulverinterferenzen fiber diese Struktur und eventuell fiber die 
Korngr613e ziehen? Nach den ~Jberlegungen auf S. i o i  ist die Sch~rfe 
der Interferenzen im durchgehenden Licht praktisch allein durch die 
Dimensionen derjenigen interferierenden Punktreihen bestimmt, die 
senkrecht zur Strahlrichtung liegen. Aus der grol3en Sch~rfe der Inter- 
ferenzpunkte in Abb. 38 mfissen wir demnach schlieBen, dab sowohl die 
Breite, wie auch die H6he der aus der Oberfl~che herausragenden B16cke 
ziemlich betr~chtlich - -  nitmlich mindestens yon der Gr613enordnung 
lO -6 cm - -  sein mul3. Die Oberfl~che eines Einkristalls, die eine Rauhigkeit 
v o n d e r  Gr613enordnung lO -6 cm hat, kann aber auch ffir Elektronen- 
we]lenl~ngen v o n d e r  Ordnung I ,~ - -  wie sie den f/ir die Bestimmung 
der inneren Potentiale aus dem Brechungseffekt verwendeten langsamen 
Elektronen entspricht - -  nicht mehr als spiegelnd angesehen werden. 
Bei den zahlreichen Versuchen zur Bestimmung der inneren Poten- 
tiale aus Reflexionsversuchen an Metallen, bei denen zu einem grol3en 
Teile sogar aufgedampfte (!) Schichten verwendet wurden (76, 78), hat mall 
stets spiegelnde Oberfl~chen angenommen; es ist sehr merkwfirdig, dab 
man dabei niemals etwas yon der Rauhigkeit bemerkt hat, die bei den 
THoMso~schen Reflexionsversuchen an Einkristallen die ganze Inter- 
ferenzerscheinung so grundlegend beeinfluBt. Bei polykristallinen Ma- 
terialien ist eine Rauhigkeit der Oberfl~che, wie sie nach den obigen 
13berlegungen zur Erkl~rung der beobachteten scharfen Interferenzen 
angenommen werden mul3, durchaus verst~ndlich. Kfirzlich ist von 
R. FRENCH (39) und unabh~ngig davon yon H. RAETI~ER im hiesigen 
Insti tut  festgestellt worden, dab man an einer polykristallinen Metall- 
oberfl~che, die zun~chst scharfe Interferenzen zeigt, nach sorgfAltigem 
Polieren verbreiterte Interferenzen erhMt. FRENCH schliel3t aus dieser 
Tatsache, dab die KristallkSrner an der Oberfl~che der Schicht kleiner 
geworden sind und sieht darin die experimentelle Bestlttigung einer 
Theorie yon G. BEILBY, nach der die Wirkung des Polierens darin be- 
stehen soll, dal3 die Metalloberfl~che mit einer dfinnen ,,amorphen" 
Schicht des Metalls im Zustand einer unterkfihlten Fltissigkeit bedeckt 
wird. Diese Schlul~weise ist abet nicht zwingend (55) ; denn die Sch~-fe 

Anmerkung bei der Korr. : Wir haben inzwischen all Wismut- und 
Antimonschichten mit stark ausgeprAgter Faserstruktur ( I I I  II zur Ober- 
flXche; vgl. Abb. 33) Interferenzbilder erhalten, die - -  abweichend yon der 
obigen Auffassung vor~ G. P.THoMSON - -  Ilicht im ,,durchgehenden Licht", 
sondern offelxbar durch ,,Reflexior~" elxtstanden sind. Es mul3 deshalb auch 
an Metallell m6glich seill, das innere Potential aus dem Brechullgseffekt 
sckneller Elektronell zu ermitteln. 
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der Interferenzringe sagt ja nach unsern frfiheren tJ'berlegungen gar  
nichts aus fiber die Gr613e der Krista[]k6rner, sondern gibt nur fiber die 
H f h e  der aus der Oberfl~che herausragenden und ffir die Elektronen- 
strahlen durchl~issigen B16cke bzw. Grate AufschluI3. DaB diese H6he  
dutch den Poliervorgang auf j eden Fall vermindert  werden mul3 - -  ganz 
unabh~ingig davon, wie man sich im einzelnen die Wirkung des Polie- 
rens vorstellen mag ~ - -  leuchtet ohne weiteres ein. Man kann aber die 
Richtigkeit der obigen b'berlegungen auch an Hand  eines einfachen 
und durchsichtigen Experiments nachweisen. Es wurde eine Goldschicht 

yon etwa Io  -6 cm 
- -  mittlerer Dicke 

gleichzeitig auf ein 
dfinnes Kollodium- 
h&utchen, auf eine 
Glasp]atte und auf  
ein frisch gespalte- 
nes diinnes Glirn- 
merbla t t  aufge- 
dampft .  Von cier 
ersten Sehicht er-  
gab eine Aufnah- 
me iln , ,durch- 
gehenden" Licht 
das Interferenz- 
bild Abb. 39 mi t  
verh~iltnism~iBig 

scharfen Ringen, 
aus denen man auf  

Abb. 39- Interferenzaufnahme einer Goldschicht yon etwa xo ' '~ cm Dicke die tats~ichliche 
im durchgehenden Licht. Relativ scharfe Interferenzen. 

Ausdehnung der  
Kristallk6rner innerhalb der Ebene der Schicht schliel3en kann. Von 
der zweiten und dritten, unter denselben Bedingungen hergestellten 
Schicht wurden Interferenzaufnahmen in Reflexionsstellung gemacht.  
Die auf die Glasplatte aufgedampfte Schicht lieferte sehr s tark ver-  
breiterte, abet  noch identifizierbare Interferenzringe (Abb. 40) ; bei der 
auf Glimmer aufgedampften Schicht war die Verbreiterung so s tark,  
dab nur  auf der Originalplatte fiberhaupt noch eine Andeutung. yon  
Ringen zu erkennen war. Die H6he der aus der aufgedampften Schicht 
herausragenden und fiir die Elektronen durchl~issigen B16cke ist dem- 

i Nachtrag bei der I4orr.: Hier sei noch auf die interessanten Unter- 
suchungen mit R6ntgenstrahlen tiber die Struktur der Oberfl~iche geschliffener 
1V~etallkristalle hingewiesen, fiber die W. BoAs und E. SCHMID (9) kfirzlich 
berichtet haben. 
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nach betr~chtlich geringer als die tats~chliche Ausdehnung der Kristall- 
k6rner in der Schichtebene, die bei derart  kleinen kubischen Kristallen 
sehr wahrscheinlich auch mit der Ausdehnung in Richtung senkrecht 
zur Schicht identisch sein wird. Dariiber hinaus zeigt aber die Verschie- 
denheit des Resultates an der Goldfl~che auf Glas gegeniiber der Gold- 
fl~che auf Glimmer, dab die Elektroneninterferenzen in Reflexions- 
stellung uns die M6glichkeit erSffnen, Unterschiede im Rauhigkeitsgrad 

Abb. 4o. Reflexlonsaufnahme elner Goldschicht, die gleichzeltig mit der in Abb. 39 auf eine Glasplatte 
aufgedampft wurde. Stark verbreiterte Interferenzen. 

an solchen Oberf1~chen festzustellen und auszumessen, die nach allen 
anderen Untersuchungsmethoden als gleich gut , ,p lan"  befunden werden. 

Die Tatsache, dab die Sch~rfe der Interferenztinien normalerweise in 
erster Linie durch den Rauhigkeitsgrad der Oberfl~che bedingt ist, 
schliel3t natiirlich nicht aus, dab auch die Komgr613e sich bemerkbar  
macht ;  und C. A. MuRISON, N. STUART U. G. P. TI~O~ISON (71) glauben 
neuerdings einen solchen Fall gefunden zu haben. Wenn man aber aus 
Reflexionsversuchen mit Sicherheit auf die KorngrSl3e schlieBen will, 
dann muB man - -  das ist das Ergebnis der obigen Betrachtungen - -  
zeigen, daI3 keine Verbreiterung der Interferenzen durch die Oberfl~chen- 
s t ruktur  vorliegt. 

Ergebnlsse der exakten Naturwlssenschaften. XI. 8 
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I V .  I n n e r a t o m a r e  I n t e r f e r e n z e n .  

Die auf S. 95 behandelte Verwendung von Intensit~tsmessungen der 
Kristallgitterinterferenzen zur Ermitt lung der Dichteverteilung der 
streuenden Materie im Gitter schliel3t bereits die Ermitt lung der zu den 
einzelnen Atomen geh6rigen Dichteverteilung in sich, denn die Dichte- 
maxima der Abb. 23 geben uns i a gerade die Lage der verschiedenen 
Atome an. Damit haben wir schon im Prinzip das wichtigste Hilfsmittel 
zur experimentellen Erforschung der Atomstruktur kennen gelernt. 
Es gibt noch eine zweite, prinzipieI1 einfachere Methode, die neuer- 
dings auch verschiedentlich Verwendung gefunden hat :  die Intensit~its- 
messung der Streustrahlung yon atomaren D~impfen oder Gasen; die 
zuverl~tssigeren Werte, vor allen Dingen bezfiglich des Absolutwertes tier 
Streuintensit~it, liefern aber die Messungen an Kristallen. Die Zuver- 
l~issigkeit, die jetzt erreicht ist, hat allerdings einen sehr betr~chtlichen 
Aufwand an experimenteller und theoretischer Arbeit erfordert. Vor 
IO Jahren wollte es wegen der Unklarheit, ob man es im Einzelfalle mi t  
,,idealen" Kristallen oder aus sehr kleinen Kfistallindividuen aufge- 
bauten Mosaikkristallen (20) zu tun habe, und wegen der damit zusam- 
menhangenden Schwierigkeiten, die gewShnlich als , ,Extinktion" be- 
zeichnete Schwachung des Strahles durch Reflexion quantitativ zu er- 
fassen, nicht gelingen, die Deutung der Intensit~itsmessungen auf eine 
solide Grundlage zu bringen. (Nach DARWIN unterscheidet man eine 
,,prim~ire" Extinktion, die die Schw~ichung dutch Reflexion im Ideal- 
kristall darstellt, und eine ,,sekund~re" Extinktion im Mosaikkristall.) 
Das Verdienst, die experimentellen Schwierigkeiten iiberwunden zu 
haben, gebiihrt in erster Linie der BRAGGschen Schule und einigen 
amerikanischen Forschern (A. Ho COMPTON, HAVlCHURST, BEARDEN), 
auf der andern Seite hat es in theoretischer Hinsicht erst die Wellen- 
mechanik erm6glicht, die Ergebnisse der Intensittitsmessungen voll aus- 
zusch6pfen. Die oben genannten Schwierigkeiten, die mit der Ext inkt ion  
und dadurch auch mit der Frage Idealkristall-Mosaikkristall zusammen- 
hitngen, hat  man dadurch zu umgehen gelernt, dab man die Intensitt/ts- 
messungen an sehr rein pulverisiertem Material durchffihrt. Eine andere 
Schwierigkeit, die wir bei den 13berlegungen in Abschn. II ganz aut3er 
acht gelassen haben, taucht dann auf, wenn wir aus den Intensitttts- 
messungen auf die Dichteverteilung in einem ruhenden Atom schliel3en 
wollen. Die Temperaturbewegung der Atome hat n~mlich einen be- 
tr~chtlichen Einflul3 auf die Intensitttt der Interferenzen; dieser Einflul3 
lttBt sich abet sowohl experimentell, wie auch rechnerisch genau erfassen. 
Die ziemlich komplizierten Rechnungen, auf die wir hier nicht eingehen 
k6nnen, sind zuerst yon DEBYE durchgeffihrt (26) und zuletzt yon 
WALLER U. a. (94, 37) in eine Form gebracht worden, die mit den Ergeb- 
nissen von sehr sorgft~itigen Intensittttsmessungen bei hohen und tiefen 
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Temperaturen gut in Einklang ist. Die Korrekturen, die man demzu- 
folge an den Intensit~itsmessungen anzubringen hat, h~ingen nun be- 
merkenswerter Weise besonders bei groBen Streuwinkeln, wo sich die 
Temperaturbewegung am stiirksten bemerkbar  macht,  betfiichtlich da- 
von ab, ob bei der Rechnung eine Nullpunktsenergie angenommen wird 
oder nicht; auf diesen Punkt  kommen wir unten noch zurfick (S. 117). 

Die meisten Intensit~tsmessungen sind am Steinsalz gemacht worden. 
Infolge der Struktureigenschaften - -  zwei symmetrisch ineinanderge- 
stellte fl~ichenzentrierte Gitter - -  streuen die N a -  und C/-- Ionen in 
gleicher oder entgegengesetzter Phase, ]e nachdem die Indizes der 
reflektierenden Netzebenen gerade oder ungerade sind; man kann infolge- 
dessen aus den Interferenzintensit~iten die Summe und die Differenz der 

Streuverm6gen der beiden Ionen als Funktion yon sin ,'~ ~. ermitteln. Das 

Streuverm6gen des einzelnen Atoms bezeichnet man gew6hnlich als den 
, ,Atomformfaktor"  (F), oder auch kurz als , ,Atomfaktor",  well er in 
dem al]gemeinen Ausdruck ffir die Interferenzintensit~t denjenigen 
Fak tor  darstellt, der dutch die Atomform, d .h .  dutch die Dichtever- 
teilung der streuenden Materie im einzelnen Atom, best immt wird. 

Seitdem die We]lenmechanik es erm6glicht, auf rein rechnerischem 
Wege zu ziemlich zuverl~ssigen Schlfissen fiber die Dichteverteilung im 
Atom zu kommen, l~tuft nun die Diskussion einer Atomformfaktor-Be- 
s t immung meist einfach auf einen Vergleich der gemessenen F-Werte  
mit  den aus der wellenmechanischen Ladungsverteilung berechneten 
Werten hinaus. Die ]3erechnung yon F aus der wellenmechanischen 
Dichteverteilung wird dadurch vereinfacht, dab nut  die Dichteverteilung 
im Innern des Atoms einigermaBen genau bekannt  sein mul3, w~hrend 
die ~uBeren Teile praktisch keinen EinfluB auf die Streuintensit~t haben. 
Da man n~mlich ffir das Innere des Atoms mit  gentigend groBer An- 
n~herung die Dichteverteilung als kugelsymmetrisch annehmen kann, 
erh~lt man durch Anwendung der Formel (Ia) auf das einzelne Atom 

F = Y o ' f q ( r ) "  eik (r, -~--~0)dr ' 

wobei Fo die Streuamplitude eines die Ladungseinheit~ tragendenVolum- 
elements und ecr) die Ladungsdichte im Abstand r bedeuten. (Ffir beide 
Gr6Ben ist es zweckm~iBig, Ms Einheit die Elektronenladung zu w~thlen.) 
Ffihren wir Polarkoordinaten mit  (~--~o) als Achse (vgl. Abb. 44 auf 
S. I2I) ,  a als Breite und ~ als Azimut, so haben wir 

2 ~  ~ CO 

F = Fofawfa¢.fldrq( ).e "'k~c . . . .  i" ~ - r '  s i n a ,  
o o o 

: Wir sprechen im folgenden einfach yon der Ladung als der streuenden 
Materie und meinen damit die Atomhfille, weil wir wissen, dab der klassischen 
elektromagnetischen T/leorie entsprechend die Zerstreuung der R6ntgen- 
strahlen dutch die Elektronen der Atornhfille erfolgt, w~hrend der schwere 
Atomkern  praktisch nichts dazu beitrAgt. 

8* 
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F = Fo .4  ~ 7 sin{2hsin'9"r} "oj ~ 7 ~  .°,,, ~2~r" (so) 

Die Dichtefunktion ~(r) ergibt sich ftir das unangeregte Wasserstoff- 
a tom aus der SCttR6DIXGERschen Wellengleichung zu 

2 r  
I o ( ~ ) = ~ . e  r0 

7crg 
h 2 

wobei ro gleich dem Radius - - - -  des BoHRschen Wasserstoffatoms 
4 ~2rne~ 

im Grundzustand ist. Setzt man 0(r) in den Ausdruck (IO) ein, so l~iBt 
sich die Integrat ion ausf/ihren und man erh~ilt das bemerkenswert ein- 
fache Resultat  : 

F = Fo . ( I i )  
I + (krosin :~)2 

F/Jr schwerere Atome erhfilt man eine erste wellenmechanische N~iherung, 
wenn man sie als ,,wasserstoff~hnlich" annimmt;  eine solche Annahme 
l~tuft offensichtlich - - w e n n  man nur die Winkelabh~tngigkeit yon F be- 
t rachte t  - -  darauf hinaus, dab man in der letzten Formel stat t  ro einen 
dem schwereren Atom entsprechenden kleineren Radius r" einsetzt. In 
der Wahl yon r" steckt aber eine gewisse Willkiir. Man hat deshalb die 
zur BereChnung von F notwendige Ladungsverteilung in schwereren 
Atomen nach anderen Methoden ermittelt,  die einerseits yon HARTREE 
(44), anderseits von TI~O.XLas (84) und FERSII (38) angegeben wurden. 
Auf Einzelheiten dieser Methoden kann hier nicht eingegangen werden: 
wit beschr~inken uns darauf zu erw~ihnen, dab in der letzteren die ge- 
suchte Ladungsdichte aus der durch Anwendung der FERSllschen Statist ik 
auf alas Atom sich ergebenden Differentialgleichung 

8~ 
J V  = 4 ~ e .  ~1i3 (2meV)~/~ 

gewonnen wird. Die Integration dieser Gleichung Iiefert mit  der Poten- 
tialverteilung auch die Ladungsverteilung, und zwar in einer solchen 
Form,  dab man aus der einmal gewonnenen L6sung die Ladungsver- 
teilung ftir jedes beliebige Atom dutch eine sehr einfache Umrechnung 
erhalten kann. Die Ladungsdichte ergibt sich n~imlich zu: 

Z (~)~I~, (I2) 

= 0,47 ~l. r wobei r, Z'/~ , x = - -  und ~ = V .  r .  
~'z Ze 

Die Berechnung nach HARTREE mug ftir jedes Atom getrennt durch- 
gefiihrt werden; sie iiberlagert die einzeln berechneten Elektronendichten 
in den verschiedenen , ,Schalen" des Atoms. Was den Vergleich mit  
der Erfahrung betrifft, so scheint im allgemeinen das THos~As-FER,xIIsche 
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Atommodell eine vollkommen ausreichende Ann~herung an die Wirk- 
lichkeit darzustellen - -abgesehen  vielleicht yon den Elementen mit 
niedrigeren Ordnungszahlen, wo die HARTREEsche Berechnung bessere 
Llbereinstimmung mit der Erfahrung zu geben scheint. 

AUS Abb. 41 ist das Ergebnis einer besonders interessanten Unter- 
suchung (15, 50) am Steinsalz ersichtlich: die gemessenen F-Werte stimmen 
mit den aus der HARTREEschen Ladung~vertei]ung berechneten vorzfig- 
lich iiberein, wenn die an den MeBergebnissen angebrachte Temperatur- 
korrektion unter Annahme der Existenz einer Nullpunktenergie berech- 
net wurde (o) ; die Llbereinstimmung ist dagegen viel weniger gut, wenn 
die Temperaturkorrektion ohne Nullpunktsenergie ermittelt wurde (o). 
Hhnliche Untersuchungen sind noch an einer ganzen Reihe von anderen 
Kristallen durchgeffihrt worden. 

/ 4  

g l  1 I 1 I I J I [ 

Abb .  4 I .  A tomfo rmfak to r  yon C1 und . ; ~  aus I n t e n s i t l t s m e s s u n g e n  yon BR.~.GC;, JA.~tES und  BOS.~-NQUET (15). 
o o :  Messungsergebn isse  nach  T e m p e r a t u r k o r r e k t i o n  mi t  A n n a h m e  yon Nu l lpunk t sene rg i e : ;  
,I • : ~, J, 7, ohne , ,  ,7 ,~ '; 
- - :  Atomformfaktor~ aus de r  HARTREEschen L a d u n g s v e r t e i l u n g  be rechne t .  

Auch die Streuintensit~ktsmessungen an einatomigen D~mpfen und 
Gasen haben, sicherlich fiir grSBere Ordnungszahlen, eine gute 13berein- 
stimmung mit den aus der wellenmechanischen Ladungsverteilung be- 
rechneten F-Werten ergeben. Als Pionierarbeit auf diesem Gebiet kann 
man wohI eine Untersuchung der WinkelabhAngigkeit der Streustrahlung 
yon Quecksilberdampf durch SCHERRER U. STAGER (81) ansprechen, 
deren Ergebnisse, von Woo (96) und kiirzlich yon BEWlLOGUA (d) vg]. 
Abb. 42) diskutiert, in sehr guter Obereinstimmung mit den wellen- 
mechanisch berechneten Intensit~ten sin& Weitere Streuversuche an 
einatomigen Gasen sind von HERZOG (A ; 47), BARRETT (He, A ; 2) und 
WOLLAN (He, Ne, A; 98) durchgeftihrt; meist wurde dabei allerdings 
nicht der Absolutwert der Streuintensit~t, sondern nur ihre Winkelab- 
h~ngigkeit ermittelt und mi t  der wellenmechanisch berechneten ver- 
glichen. 
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Insgesamt liegen jetzt Atomformfaktorbestimmungen schon/fir  eine 
so groBe Zahl von Elementen vor (vg]. [311), dab eine Ausdehnung der 
Versuche auf weitere Elemente bei dem jetzigen Stande der Mel3technik 
kaum noch neue Gesichtspunkte zutage f6rdern wird. Man kann das bis- 
herlge Ergebnis der Streuintensit~tsmessungen dahin zusammenfassen, 
dab sie die wellenmechanisch berechnete Ladungsverteilung im Atom 
(/fir kleinere Z nach HARTREE, fiir gr6Bere Z sowohl nach HARTREE wie 
nach THOI~IAS-FERMI) einwandfrei best~tigt haben und darfiber hinaus 
auch gestatten, die Temperaturbewegung der Atome im Krista]lgitter 
quanti tat iv zu erfassen, dab aber ihre Genauigkeit noch nicht zu Schlfissen 
auf die Feinheiten der Ladungsverteilung (z. B. auf die verschiedenen 
Niveaus) ausreicht, und dab sie auch fiber die Fragen der ~tui3eren Elek- 
tronenhfille (Valenzelektronen) keine sicheren Schlfisse gestatten. 

~,Ol\ 
. I ~  +\ Hg (Damp/) 
d X 

• ] ~ ,  x---x exDec/menteJl 

l t " ~  (A= *5* AE) 

I I I I I - I 
o zo ~o 60 80 1oo I~o 

Abb. 4~: Streufunkdorz des Hg'-Atoms. 
X >~: Messungen yon SCHERRER und STXGER (81)'~ 
~ :  aus der THoMAs-FERMlschenLadungsverteilung berechnet 

(BEWILOGUA), 

Es sei noch erw~hnt, 
dab in der letzten Zeit 
yon verschiedenen Auto- 
t e n  ( A R M S T R O N G  1,  W Y -  

CKOFF 99, GLOCKER und  
S C H A F E R  4 3 )  eine ziem- 
liche betr~chtliche Ab- 
h~tngigkeit des Atomform- 
faktors yon der Wellen- 
l~nge in der N~he der 
Absorptionsgrenze festge- 
stellt wurde ; dieser Befund 
weist daraufhin, dab der 
einfache klassische Ansatz 
yon J. J. THOI~ISOX /fir 
die Streuamplitude eines 

locker gebundenen Elektrons, der ja der Auswertung der Streuintensit~ts- 
messungen stets zugrunde gelegt wurde, in der N~the einer Absorptions- 
grenze nicht mehr berechtigt ist. Durch passende Wahl der Wellenl~nge 
hat man es aber in der Hand, diese Schwierigkeit zu umgehen. 

Wie bei den Kristallinterferenzen lassen sich auch bei den intraato- 
maren Interferenzen die bei den R6ntgenstrahlen bew~thrten U~ber- 
legungen wieder auf die Elektronenstrahlen fibertragen. Ein wesent- 
licher Unterschied gegenfiber den R6ntgenstrahlen besteht hier nur in- 
sofern, als die atomare Zerstreuung in erster Linie durch den Atomkern 
verursacht (vgl. S. 91) und durch die Elektronenhfille nur bei kleinen 
Winkeln modifiziert wird. Eine erste N~herung/fir  den Atomformfaktor 
/fir Elektronen lie/eft demnach die RUTHERFORDsche StreuformeI 

e 2 Z 

F E ~ .  2 m y  ~ ;j. 
s in  2 - -  

2 
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Der  Einfiul3 der Elektronenhiil le ist ffir das Wassers tof fa tom zuerst  yon  
WENTZEL (95), konsequenter  yon  SOM~mRFELI) (82) berechnet  worden;  
es ergibt  sich ein dem analogen Ausdruck  fiir R6ntgens t rah len  ganz ~ihn- 
lich gebauter  Atomformfaktor ,  der sich natfirlich ebenfalls auf  ,wasse r -  
stoffiihnliche" Atome t ibertragen l~[Bt: 

~ 9 \ 2  
k ro s i n  ~ -~  ! 

F E = F E ,  oo / • ,~V 
i + ~kro s m  T) k 

wobei 
e 2 I 

F E ' O  ~- 2 m y  2" 9 
s i n  • _ _  

2 

ffir den Wasserstoffkern alIein gilt. 
SchlieBlich haben  H. BETHE (7) und N. F. MOTT (69) gezeigt, dab 

m a n  flit ein beliebiges A tom den F o r m f a k t o r  FE fiir Elektronenwellen,  
wenn der  Fo rmfak to r  F fiir R6ntgens t rah len  bekann t  ist, folgenderrnaBen 
schreiben kann  : 

e 2 Z - F 
FE = 2mv~. ,9 (14) 

S i Z l  ~ - -  _ 
2 

Der  den obigen Ausdrficken entsprechende theoret ische A t o m f o r m -  
fak tor  FE ffir Elektronenwellen zeigt einen betr~chtl ich steileren Abfall  
wie der entsprechende Fak to r  F ffir R6ntgenstrahlen.  Dies ist aus der 
Abb.  43 ersichtlich, die einer Arbei t  von BEWlLOGUA (6) e n t n o m m e n  
ist. (Die beiden in der Abbi ldung eingetragenen , ,universellen" Atom-  
for lnfaktoren q~ und ~ sind bei fes tgehal tenem Z unsern Gr613en F und 
F E proport ional ;  es ist n~imlich 

F 
Z 

i "FE7 
lp --~ Z .  4 k2 r~ 2 

2 ~ = °'~7_h_ Die als Abszisse aufget ragene Gr613e ist wobei k ----- -~-und  r= Z'/~ " 

0 
sin - -  

2 
propor t iona l  - ~ -  ; es ist 

u = 2 k r ~ s i n ~ ) .  

Exper imente l l  liegen bisher nu t  wenige relative Intensit~itsmesssungen 
an  Elekt ronens t rah len  vor, aus denen m a n  Schlfisse auf  den A t o m f o r m -  
fak to r  zu ziehen versucht  hat .  An d/innen Metallfolien haben  G. P. 
THOMSON ( 9 1 )  und H. MARK U. I{. WIERL (66) die Intensit~tt verschie- 
dener  In ter ferenzen yon A u  bzw. Al,  Ag und A u  photographisch-photo-  
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metrisch gemessen. Die Auswertung ergab 13bereinstimmung mit For -  
reel (14). Es ist abet nach den sonstigen Erfahrungen zweifelhaft, ob 
die der Auswertung zugrunde gelegte weUenkinematische Theorie bei 
den verwendeten Kristalldicken (GrSBenordnung lO -6 cm) noch ange- 

# ]~r Rda~ezatrv#/ea 
II~ t~r ~ektmaen 

1,o 

a5 

o 0,2 o,, o,5 ~8 ~ I,o 

Abb. 43. Verglelch der Wlnkelabh~ingigkeit des 
Atomformfaktors fllr RSntgenstrahlen mit der 

entsprechenden f[ir Elektronenstrahlen (4). 

wendet werden darf - -  zumal bei den 
Versuchen stark zerstreuende Atorne 
(Ag, Au) verwendet und auBerdem 
besonders scharfe Interferenzen er- 
halten wurden, die auf relativ gToBe 
Kristallk6rner schlieBen lassen. 

Diesem Einwand nicht ausgesetzt 
sind Streuintensit~itsmessungen an 
einatomigen Dtimpfen und Gasen, 
wenn die Dichte des Gases genfigend 
klein bleibt. Bisher liegt aber n u r  
eine Untersuchung von DY~IoNI~ (30) 
mit langsamen Elektronen an He 
vor, die zu einem Vergleich mit der  
Theorie geeignet ist und gute iJber- 
einstimmung zeigt (70). 2~ltere Un- 
tersuchungen von D Y M O N D  und an-  
deren Autoren haben sich als un-  
haltbar erwiesen; dies ist ein weiteres 
Zeichen ffir die Schwierigkeit, bei 
Messungen mit langsamen Elektro-  
nen gewisse, schwer kontrollierbare 
Fehlerquellen (Aufladungserschei- 
nungen, StSrungen durch Raum- 
ladungen u. a.) auszuschlieBen. 

V .  I n n e r m o l e k u l a r e  I n t e r f e r e n z e n .  

Gegenfiber der strengen geometrischen Ordnung der Atome bzw. 
Molekfile in den Kristallen haben wir bekannt3ich in Flfissigkeiten und  
Gasen eine mehr oder weniger durch ,,den Zufall bestimmte" Verteilung 
vor uns, die nur durch eine statistische Behandlung der Orts- und Ge- 
schwindigkeitskoordinaten der Molekfile naher charakterisiert werden 
kann. Bei der Anwendung der Formel (I) auf eine solche statistische 
Verteilung yon Streuzentren erh~ilt man aber, wie yon P. DEBYE (22) und 
unabhtingig yon KExso~ u. DE SmSDT (51) gezeigt worden ist, bei ge- 
nfigend groBer Dichte des streuenden Materials doch stark ausgepr~gte 
Interferenzen, weil sich die Molekfile wegen ihrer rtiumlichen Ausdeh- 
nung nicht fiber eine gewisse Grenze hinaus gegenseitig ntihern kSnnen. 
Diese ,,intermolekularen" Interferenzen prtigen in der Tat  bei der Durch- 
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strahlung yon Flfissigkeiten der ganzen Interferenzerscheinung in erster 
Linie ihren Charakter auf. Man hat  verschiedentlich versucht, sie vor- 
auszuberechnen und zu eliminieren, um aus der dann noch verbleibenden 
Streukurve auf die , innermolekularen" Abst~nde im einzelnen Molekfil 
zu schlieBen; hierbei st6Bt man aber auf Schwierigkeiten, weil die inter- 
molekularen Interferenzen ja auch ihrerseits v o n d e r  Gestalt und Gr6Be 
der Molekiile abh~ngen. Im einfachsten Falle einer , ,atomaren" Flfissig- 
keit, beim Quecksilber, hat  die Auswertung der Interferenzen (74, 27) 
ergeben, daB die H~ufigkeit eines bestimmten Atomabstandes in der 
Flfissigkeit auch bei gr6Beren Werten, als dem Atomdurchmesser ent- 
spricht, keine monotone Funktion dieses Abstandes ist, sondern dab ge- 
wisse Abst~inde (am h~ufigsten 3,0 4 ,  weniger h~ufig 5,6 und 8,I 4) yon 
den Atomen besonders bevorzugt werden. Ob man aus dieser Fest- 
stellung den SchluB ziehen muB, dab in der Fliissigkeit schon eine Art  
von quasi-kristalliner Struktur vorliegt, wird der weitere Ausbau dieser 
Versuche lehren. 

Will man die innermolekularen Interferenzen studieren, die dutch 
13berlagerung der von verschiedenen Atomen des gleichen Molekiils her- 
kommenden Streuwellen entstehen, 
so ist es nach dem Vorschlag von 
DEBYE am besten, die intermoleku- 
laren Interferenzen ganz ausschalten. 
Dies geschieht dadurch, daB man den 
zu untersuchenden Stoff im Gas- oder 
Dampfzustand als Streuk6rper be- 
nutzt,  wo der mittlere Abstand der 
Molekfile voneinander sehr groB ge- 

",, Jj 

~2 lr 

Abb. 44. gurBerechnung des Interferenzeffekts 
zweler bellebig gelagerter Streuzentren in 

festem Abstando 

genfiber dem innermolekularen Abstand ist. DaB z. B. ein zweiatomiges 
Gas auch dann noch beobachtbare Interferenzen liefern mu8, wenn seine 
Molekiile vSllig regellos orientiert sind, ist unabh~ngig voneinander yon 
DEBYE (2.3) und ]~HRENFEST (32) gezeigt worden. 

Fiir das einfachste Modell eines zweiatomigen Molekfils - -  zwei 
punktf6rmige Streuzentren in festem gegenseitigen Abstand und mi t  
gleichem Ansprechungsverm6gen # - -  kann man den Streueffekt dutch 
eine ganz elementare Rechnung ermitteln. W~hlen wir n~mlich (siehe 
Abb. 44) die Mitte zwischen den beiden Streuzentren als Koord. Anfangs- 
punkt,  und bezeichnen wir mit  ~9 den Streuwinkel und m i t a  den WinkeI 
zwischen der Verbindungslinie der beiden Streuzentren~ und der Rich- 
tung des Vektors ~--~o,  d. h. der Winkelhalbierenden yon I8O-~, so er- 
halten wir als 13berlagerung der beiden Streuwellen: 

Die beiden Streuzentren liegen im allgemeinen nicht in der durch So 
und ~ bestimmten Beobachtungsebene (Zeichenebene yon Abb. 44 !); man 
muB sich also die Abbildung als Pro]ektion auf die Zeichenebene vorstellen. 
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e f k R  
• I e i k  (r I, s --=o) s - s o ) '  R . ~D(~> + e l k ( r l I  ' ,. 

---- const .  ~DI~ ) cos {k(r,s --  So)} 
• , 9 ) ~  

= cons t -  *l~l cos {2 k - j r I "  cos ,~,  s ~ n y j  . 

Die Intensit~it der Streustrahlung des bet rachte ten Molek/ils ergibt  
sich demnach  zu 

• ,9 
const .  ~D" cos~ {2 k tr[ cos ~ sm 2}  ; 

s i n  - -  
2 . 

sie ist, wie zu erwarten war, nicht nur  yon  l~:l und  ---T-- abh~tngzg, sondern 

auch yon  dem Winkel a, der die r~iumliche 0r ient ie rung des Molekiils 
charakterisiert .  Nun  l~iSt sich natiirlich nicht  die Streustrahlung eines 
isolierten Molektils, sondern stets nur  die yon  einer groBen Zahl y o n  
gleichartigen Molekiilen beobachten. Wenn  der mitt lere Abs tand  der  
Molektile so groB ist, dab keine merklichen zwischenmolekularen In t e r -  
ferenzen auftreten,  kann man den gesamten Streueffekt einfach da -  
durch ermitteln,  dab man die berechneten Streuintensitiiten f/Jr alle 
Molekiile addiert.  Wir  erhalten demnach 

N 

const  cos {2 k l olcos sin ~-l" 

Den Abs tand  2[r~[ = a nehmen wir fiir alle Motekiile als gleich an ;  
beztiglich des Winkels a~ setzen wir voraus,  dab die Molekiile vo l lkommen 
regellos orientiert  sind, und dab infolgedessen die Wahrscheinl ichkei t  
fiir das Auf t re ten  eines best immten Winkels zwischen a und  a + d a  
gegeben ist durch das Verh~Utnis des Fllichenringes, der dutch a u n d  
a + d a  auf  der Kugel  ausgeschnitten wird, zu der gesamten 0berfl~iche 
der Kugel,  also dutch 

2 r r  s i n  c e d ~  s i n  u d ~  

4 ,~  2 

Bei gen/igend groger Zahl N der Molektile k6nnen wir demnach die 
obige Summat ion  in ein Integral  

const (O~). cos ~ cos c~ • 2 
o 

verwandeln,  in dem wit  zur Abkiirzung noch 2 k .  :r,,]. sin { = _x 

gesetzt  haben.  Das  Integral  l~Bt sich elementar  auswerten und  liefert 
fiir die Streuintensit~tt in Richtung I~: 

Io = const .  @(e)" I + --7-/~ (15) 

' ( s  - sol = ( ~ -  So) ~ =- 1/2 - 2cos(s, so) = ~/2(I - cos,~) = 2sin --~. 
2 
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wobei 

x = 2 k . a . s i n - - .  
2 

Dieses einfache Ergebnis l~tBt sich sofort auf den Fall eines n-atomigen 
Molekfils verallgemeinern : 

l = n m = ~ S i l l  Xlm 
= eonst  *,,, , ( - , 6 )  

wobei 

x l , , ,  = 2 k a z,,, . sin "~ 2 

und a l , , ,  den Abstand des m-ten vom /-ten Atom darstellt. 

Wenn wit diese Formeln anwenden, nehmen wir wie auf S. 91 
zun/ichst an, dab die gesamte streuende Materie im Atommit te lpunkt  
konzentriert  ist. Wir k6nnen dann, ebenso wie dort das Streuverm6gen 

Z e  2 ] / I  + cos 2 9 Z e  2 i 
in erster N~herung einfach gleich m ~ V  2 bzw. 2mv~ ,9' 

s i n  2 - 
2 

d. h. in beiden F/illen proportional der 0rdnungszahl Z der Atome 
setzen. 

In  Wirklichkeit ist abet  der fiir die Zerstreuung in Betracht  kom- 
mende Durchmesser der Atome zwar kleiner als der gaskinetisch be- 
rechnete, aber immerhin v o n d e r  gleichen Gr6Benordnung wie der gegen- 
seitige Abstand der Atome im Molekfil. Info]gedessen weicht, worauf 
vor allem DEBYas (24) hingewiesen hat, die beobachtete Richtungsver- 
teilung der Streustrahlenintensit~it ganz erheblich v o n d e r  nach der 
obigen N~iherung berechneten ab. Man k6nnte nun prinzipiell ebenso 
wie w i r e s  auf S. 92 getan haben, aus der beobachteten Streuintensit/its- 
verteilung mittels Fourieranatyse und unter  Zuhilfenahme yon plau- 
sibeln Annahmen fiber die Symmetrie der Atome auf die Dichtever- 
teilung der streuenden Materie im Molekfil schlieBen, wobei die frfihere 
FouRIER-Reihe durch ein FouRIER-Integral zu ersetzen w~ire. Sta t t  
diesen direkten Weg zu gehen, hat man sich aber bisher stets damit  be- 
gntigt, fiir gewisse Annahmen fiber die Dichteverteilung die erwartete 
Intensit/itsverteilung der Streustrahlung zu berechnen und zu zeigen, 
dab sie mit  der beobachteten in ~Jbereinstimmung steht. Man n immt  
bei dieser Berechnung stets ffir die einzelnen Atome eine kugelsymmetri-  
sche Dichteverteilung an, vernachl/issigt also die die Elektronenhiillen 
deformierende Wirkung der Atome aufeinander~. 

: DaB man trotzdem ~bereinstimmung der beobachteten mit der be- 
rechneten Intensititsverteilung erh/ilt, liegt wieder daran, dab der Haupt- 
anteil der zerstreuenden NIaterie, wie wir z. ]3. aus Abb. 23 sehen k6nnen, sich 
ill groBer N~ihe der Atommittelpunkte befifidet, wo sich die Deformation 
llicht mehr bemerkbar macht. 
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Wenn man mit den nach THOMAS-FERMI uniformierten Atomen 
rechnet, kann man, wie P. DEBYE (24) gezeigt hat, eine fiir alle Molekiil- 
interferenzen giiltige, universelle Streuformel aufschreiben: 

l = n  m-=,z Xsinl ,  m 
1,9 ~- c o n s t  "X/=x m=xX Zl" Zm" (~(l) q)(m)" X(t, m} ) ( T 7 )  

wo10ei Z die Ordnungszahl und ~b eine in universeller Weise yon 

X ----- 2 k a sin ~P abhiingige Funktion bedeutet (i. c. S. 422). ,) 

Rbntgeninterferenzen. E×perimentelle Untersuchungen der Streu- 
intensit~it yon Molekfilen sind mit R6ntgenstrahlen haupts~ichlich yon 

Abb. 45- Photometerkurve einer Streu- 
aufnahme von CC14 (BEwILOGUA 6). 

DEBYE und seinen Mitarbeitern durch- 
geffihrt worden. Die ersten ,,Molekfilinter- 
ferenzen" wurden am Tetrachlorkohlen- 
s t o f f ,  CCI4, v o n  D E B Y E ,  B E W I L O G U A  U. 

EHRHARDT (28) festgestellt. Die inzwischen 
verbesserte Versuchsanordnung (6) be- 
stand darin, dab eine ausgeblendete an- 
nAhernd homogene R6ntgenstrahtung 
(durch Ni  bzw. Zr ausgefilterte Cu bzw. 
Mo-K=-Strahlung) in eine mit dem zu 
untersuchenden Dampf geffillte Zelle ein- 

trat" die yon einem Volumteil yon etwa 12 mm 3 zerstreute Strahlung 
konnte dutch einen mit Io ,u dicker A/-Folie oder 5 # dicker Ni-Folie 

,7 

T 
J 

b 
C6l,, t#eoret. 

_tk  

1 ) I t I I z_ l  I I I I I I ~ 1  I 
0 O.g 03 1,2 1,6 0 ~ 2 3 # 5 6 7 

Abb. 46- a Aus Abb, 46 nach Umrechnung auf Intensit~iten und 
nach Anbringung der Korrekturen wegen Absorption im Fenster 
und wegen der Polarisatlon der St'reustrahlung erhalten als beob- 
achtete Intensltiitsverteilung. b Berechnete Intensltlltsverteilung 

(BEwtLOGUA 6). 

bedeckten Spalt nach 
aul3en treten und wurde 
auf einem zylindrisch 
um die Zelle herurn- 
gebogenen Film photo-  
graphiert. 

Der Film wurde mit  
einem Registrierphoto- 
meter ausgemessen; die 
Schw~irzung wurde in 
bekannter Weise mittels 
Schw~irzungsmarken, die 
mit einem rotierenden 
Sektor erzeugt wurden, 
in Intensit~iten umge- 
rechnet. Zur quanti ta-  

riven Auswertung muBten kleine Korrekturen wegen des Plat ten- 
schleiers angebracht werden; eine andere Korrektion, die bei kleinen 
Winkeln wegen des schfiigen Durchtri t ts  ziemlich erhebliche Werte  
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erreicht, muBte wegen der Absorption der Streustrahlung in der Spalt- 
bedeckung angebracht werden. Eine Photometerkurve ist in Abb. 45 
wiedergegeben. (Das sehr schmale Maximum rechts unten ist often- 
bar durch einen Plattenfehler verursacht.) Nach Umrechnung auf 
Intensit/iten und Anbringung der erw~hnten Korrekturen wurde am 
CCl 4 die Abb. 46a erhalten, w/ihrend die danebenstehende Abbildung 
die nach der Formel (17) auf S. 124 mittels der THO,~L~S-FER.mschen 
Ladungsverteilung im Atom berechnete Intensit/itsverteilung darstellt. 
Die Kurven unterscheiden sich nur darin, dab die gemessenen Maxima 
etwas weniger scharf sind als die berechneten und dab ihre relative 
Intensitat nach aul3en schneller abnimmt als in tier berechneten Kurve. 
(Da es sich nut  um Relativmessungen handelt, sind die ersten Maxima 
in beiden Kurven gleich hoch gemacht.) Dieser Unterschied ist wahr- 
scheinlich in der Hauptsache auf die Temperaturbewegung der Atome, 
zu einem Tell auch auf die inkoh~trente Streuung im Molekfil zurfick- 
zufiihren, auf die wir unten noch zurfickkommen. 

Sowohl die Lage der Maxima wie diejenige der Minima kann zu einer 
Berechnung des Abstandes der C/-Atome im CCl4-Molekfil herangezogen 
werden, so dab eine ziemlich genaue Bestimmung dieses Abstandes m6g- 
lich ist. Die Ausdehnung der Versucbe auf CHCl 3, CH~ Cl2 zeigte, dab 
der Cl-Cl-Abstand mit abnehmender Zahl der Cl-Atome merklich gr6Ber 
wird; dies ist wahrscheinlich auf eine zunehmende Spreizung der Tetra- 
ederwinkel zurtickzuftihren. Das Ergebnis der Abstandsmessungen ist 
in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 

Substanz: i CCl4 I CHCl3 CH2Cl2 
Cl-Cl-Abstand in A: I 2,99!°,°3 I 3,II _+o,o5 I 3,23 ±o,I 

Besonders interessante Resultate ergab die Untersuchung einiger iso- 
merer Molekfile (25). Nach der chemischen Erfahrung gibt es z. B. zwei 
verschiedene Dichlortithylene (C= H= CI~), die man nach ihrer Struktur als 

H \ / C I  
C 

Cisverbindung: i] 
C 

H / \ C 1  

H \ / C l  
C 

betr. Transverbindung: l[ 
C 

cl/\z¢ 
bezeichnet. Die Ausmessung ergab in der Tat  einen entsprechenden 
Unterschied der Cl-Cl-Abst~nde, n~tmlich 3,6 It ffir die Cis-Verbindung 



1 2  6 F. KIRCHNER : 

3 

und 4,1 2% fiir die Transverbindung. In analoger Weise ergab sich ein 
Unterschied bei den Dichlor~thanen; der Cl-Cl-Abstand wurde 

Cl H 
ftir die I,I-Verbindung C!~C= C ~ H  zu 3.42% und 

H / \ H  

cz\  / c z  
ftir die 1,2-Verbindung H-- C=C,--H zu 4,4A gefunden. 

H / \H 
An Mchteren Gasen werden die Verh~ltnisse dadurch kompliziert, 

dab sich der Interferenzstreuung mit betr~chtlicher, bei gr6Beren Win- 

' 0 z punkttheor. 

'~, 02 theor. 
'~ - - -  koh#rent 
~ -- tot#/ 
, , \  ooo o2~p. 

> 2 s i n  12 "" . . . . .  
i I l I 1 I I I I ! ' =  

o,2 a,q a,~ a,g ~,o ~,2 1,~ ~,6 1,8 z,o 

Abb. 47. 

--C02 to/a~ | 
°°" coz ,~ero, m 
lo o 2 ,cA 

",,,!. 

1 7( 2 3 # ~ "  > #=2s/n # /z  
I ~ I I I I I I ] I I [ I I t I t r I I 

0 ' o,~ 0,6 0.8 ~o 1,2 l.q 1,# l, g2,o 
> 2 s i n  ~12 

Abb. 48- 
Abb. 47, Intensitiitsverteilung der Streustrahlung von 02 (GAJEWSKI 41). 
Abb. 48. Intensltiltsverteilung der Streustrahlung yon CO 2 (GAJEWSKI 4i) ,  

keln zunehmender Intensit~t die inkoh~rente ,,Co.~[PTON-Streuung" 
iiberlagert. In Versuchen yon GAJEWSKI, die ebenfalls im DEBYEschen 
Institut durchgefiihrt wurden (41), macht sich dies dadurch bemerkbar, 
dab die experimentellen Werte (o in Abb. 47, 48) bei gr6Beren Streu- 
winkeln betr~chtlich tiber der theoretischen Kurve ( . . . .  ) liegen, wenn 
die beiden Kurven bei kleinen Streuwinkeln zur Deckung gebracht wer- 
den. Die i3bereinstimmung zwischen Theorie und Experiment wird abet  
wesentlich verbessert, wenn die inkoh~irente Streuung nach einer yon 
HEISE~BERG (46) entwickelten und von BEWlLOGUA (6) auf den vor- 
liegenden Fall angewendeten Theorie mit in Rechnung gezogen wird 
(Abb. 47, 48; ausgezogene Kurve). 
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Bei der Streuung an leichten Gasen werden wegen des steileren 
Abfalls der Streuintensit~it des einzelnen Atoms die der , ,Punkt-  
theorie" entsprechenden Interferenzmaxima (trotzdem die inkoh~trente 
Streuung im entgegengesetzten Sinne wirkt) so stark heruntergedrfickt, 
dab sie keinen Wiederanstieg der Streuintensit~it mehr verursachen, 
sondern nur noch eine Verlangsamung des Intensit~itsabfalls. Die Mes- 
sungsresultate an 02 und COs sind aus den Abbildungen ersichtlich. Zur 
Berechnung der theoretischen Kurven wurden bei diesen Messungen die 

I (0 - -O)  zu I , I  ~ ange- Atomabst~tnde 0 - 0  zu 1,2.~ und C - - 0  bzw. 2 

nommen;  der erste Wert ist aus spektroskopischen Beobachtungen er- 
mittelt ,  der letztere ist durch Probieren gefunden. In jeder Abbildung 
bedeutet  die gestrichelte Kurve den berechneten Winkelverlauf der ko- 
h~renten Streustrahlung allein, die ausgezogene Kurve denjenigen yon 
koh~trenter und inkoh~renter Streustrahlung zusammen. Man sieht, dal3 
der EinfluB der inkoh~irenten Strahlung bei diesen leichten Atomen 
ziemlich betr~chtlich ist. Wegen des Fehlens yon ausgesprochenen Maxi- 
mis und Minimis in der Streukurve eignen sich diese Messungen weniger 
gut zu genauen Abstandsmessungen der Atomschwerpunkte;  GAJEWSKI 
gibt bei vorsichtiger Absch~itzung der Fehlergrenzen als wahrschein- 
lichsten Wert  ftir den O - O - A b s t a n d  (ira gestreckten CO~-Molekfil) 
2 ,2o+o ,  I5_~ an. In analoger Weise wird der S- -S-Abs tand  im CS2- 
Molekfil zu 3,05 ~: o,io._A_ bestimmt. Untersuchungen an N H  3 und H20-  
Dampf  liefern schliel31ich eine fast ganz monoton abfallende Streukurve, 
die aber f/it diese Molekfile auch theoretisch zu erwarten ist. 

Elektroneninterferenzen.  Nicht lange, nachdem die ersten Molek/il- 
interferenzen mit R6ntgenstrahlen beobachtet  waren, ist es H. MARK 
und R. WIERL (65) gelungen, auch mit schnellen Elektronenstrahlen 
Molekfilinterferenzbilder zu erhalten. Die Verwendung der Elektronen- 
strahlen zu Streuaufnahmen an D~impfen bietet ebenso wie bei den 
Kristallinterferenzen den Vorteil der um mehrere Zehnerpotenzen ge- 
ringeren Belichtungszeit. Dadurch ist es m6glich gewesen, mit  dieser 
Methode in kiirzerer Zeit eine gr613ere Zahl von Substanzen zu unter- 
suchen, als mit  R6ntgeninterferenzen bisher untersucht worden sind. 
Leider bringen aber die bequemer zu handhabenden Elektronenstrahlen 
auch einige Nachteile mit  sich. Die Elektronenanalyse verwendet einen 
Dampfs t rahl  der betreffenden Substanz, der aus einem ges~ttigtem 
R a u m  von ziemlich hohem Druck durch eine enge Dfise in das Hoch- 
vakuum tr i t t  und unmittelbar nach dem Austri t t  aus der Dfise vom 
Elektronenstrahl getroffen wird. Die gfinstigste Dichte im Dampfstrahl  
wird durch Probieren ermittelt;  fiber ihre Gr613e kann man aber nur  
Vermutungen anstellen. Eine andere Schwierigkeit liegt darin, dab es 
bisher nicht m6glich ist, wie bei der R6ntgenanalyse den Einflul3 der 
unelastischen Streuung zu eliminieren. Erschwerend tfir eine quanti ta-  
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tive Auswertung wirkt schliet31ich die Tatsache, dab die Streufunktion 
des einzelnen Atoms .fiir Elektronenwellen einen wesentlich steileren 
Abfall mit zunehmendem Streuwinkel aufweist wie ffir R6ntgen- 
strahlen (s. Abb. 43)- Die Folge davon ist, dab selbst in solchen F~illen, 
in denen bei den R6ntgenstrahlen ausgepr~igte Interferenzmaxima und  
-minima auftreten wie z. ]3. beim CCl 4 (Abb. 45), der Schw~irzungsver- 
lauf im Elektroneninterferenzbild (Abb. 49) nur eine geringe )~nderung 
des Schw~irzungsgradienten an den Stellen der Maxima, ohne eine Aus- 
bildung yon T~ilern, zeigt. 

t M -  " . . . . . . . . . . . . . . . .  

2221 " : 

QOli_ 
O*  

Abb, 49. Elektroneninterferenzbilder und zugeh6rlge Photometerkurven yon CC 4 (links) und 
CSH ~ (rechts). (WmRL 91.) 

Trotz dieser Schwierigkeiten hat  R. WmRL (97) eine ganze Anzahl 
yon stereochemisch interessanten Schltissen aus seinen Aufnahmen ge- 
zogeno Die Ausmessung der Aufnahmen erfolgt subjektiv mit Hilfe 
einer Mattglasscheibe; sie wird erleichtert dutch die Tatsache, dal3 das 
Auge gerade fiir die Beurtetlung yon Anderungen des Schwttrzungs- 
gradienten besonflers empfindlich ist. Urn physiologische Kontrastfehler 
auszuschalten, wurde die subjektive Ausmessung von CCl4-Aufnahmen 
mit der Ausmessung der entsprechenden Photometerkurven verglichen. 
Dabei ergab sich, dab die Ringdurchmesser subjektiv um 1--2% zu 
grol3 gemessen werden; es wird abet angenommen, dab diese Fehler 
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durch den Einflul3 der inkoh~irenten Streuung und der Temperatur- 
bewegung kompensiert wird. Allgemein wird der mittlere Fehler der 
Atomabstandsangaben, yon der Gfite der Aufnahmen abh~ngend, auf 
2--5% abgesch~ttzt. 

An tetraedrischen Nolekfilen besprechenwir zun~ichst eine interessante 
Versuchsreihe mit CCI,, SiCt4, GeCl4, TiCl 4 und SnCI 4. Wie nach 
stereochemischen (~berlegungen zu erwarten war, nimmt der gegenseitige 
Abstand der Cl-Atome mit zunehmender Gr613e des Zentralatoms zu, 
was an einem Zusammenrficken der Interferenzerscheinung auf kleinere 
Winkel erkennbar wird (Abb. 5o und 51); auBerdem macht sich dabei 
der Streueffekt des Zentralatoms, der beim CCl 4 noch vernachl~issigbar 
klein ist, in immer wachsendem MaBe durch eine Anderung der Inten- 
sit~itsverh/iltnisse bemerkbar. Die Ausmessung einer gr6geren Zahl yon 

Abb. 5 o, Interferenzbild von CCl 4 (WIERL 97). Abb. 5 ~. Interferenzbild yon GeC14 (~¢IERL 97), 

Aufnahmen ergab fiir den Abstand Cl--Cl die in der folgenden Tabelle 
zusammengestellten Zahlenwerte : 

Substanz: " CCl4 I SiCI4 ] GeCl4 [ TiCl4 ] SnC14 
Cl-  C/-Abstand: J 2,98 _+ 0,02 j 3,29 - 0,03 I 3~$3 4- 0,03 I 3, 61 ± 0,04[ 3,81 ~ 0,05 

Tetrabromkohlenstoff wurde mit Hilfe eines Ofchens verdampft;  der 
Br--Br-Abstand ergab sich zu 3 ,35+o,o4 A. Interessant ist die Be- 
merkung, dab beim C B r  4 gelegentlich auffallend scharfe Ringe auftraten, 
die auf polykristallin niedergeschIagenen CBr4-Dampf zurfickgefiihrt 
werden. Diese Beobachtung dfirfte wohl einer n~iheren Prfifung wert 
sein, da es ja auch nicht ausgeschlossen erscheint, dab gelegentlich auBer 
den Molekiilen auch gr6Bere Teilchen beim VerdampfungsprozeB aus der 
Flfissigkeit herausgerissen werden und im Elektronenstrahl AnlaB zu 
sch~irferen Interferenzen geben. 

An der Reihe CCI4--CHCI3--CH2CI2 wurden diesetben Resultate 
erhalten, wie sie schon bei den Ergebnissen der R6ntgenanalyse be- 
sprochen wurden. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI.  9 
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Bortrichlorid ergab ein analoges Beugungsbild wie CCI, ; der Cl--Cl- 
Abstand wird zu 3,03 ~ angegeben. Ffir PCl 3 wird auf eine Pyramide  
mit  den Abst~nden Cl--Cl =3 , I84 -0 ,03  und P--CI--2,04 geschlossen. 

Aufnahmen yon 13romdampf ergaben ffir den Atomabstand im B r -  
Mo]ekfil 2,28±o,o4_~. Die Resultate an CS2 und C02 stimmen quali-  
ta t iv  rnit den bei der R6ntgenanalyse erw~hnten fiberein; als beugender 
Abstand ergaben sich die Zahlen der folgenden Tabelle: 

Substanz: CS2 CO~ N~O SOs 
3,I6 _+ 0,05 2,26 __+ 0,05 2,38 ___ 0,06 1,37 + 0,04 

(S - O) 

Schlieglich wurde noch aus Aufnahmen an C6H6, C6H~, CJ-I~o, 
C6H,, und C5H~2, yon denen zwei in Abb. 53 und 52 wiedergegeben 
sind, der C--C-Abstand in aromatischen Verbindungen zu 1 ,39±  0,03 
und in aliphatisehen Verbindungen zu 1 , 5 I ±  o,o 3 ermittelt. Augerdem 

Abb. 52. Interferenzhild yon C62r/'s (WmRL 97). Abb. 53- Interferenzbild yon CsHIo (WmRs 07). 

ergibt sich, dab das C6H6 und das CsH~o-Molekfil praktisch eben sind, 
das CeH~2-Molekfil dagegen gewinkelt ist. 

Wegen verschiedener anderer Fragen wird auf die Originalarbeit und  
auf eine zweite, w~thrend des Druckes dieses Berichts erschienene Arbei t  
(97) ver~desen. 

Die verschiedenen Molektilmodelle, die zur I)iskussion der In te r -  
ferenzen mit Erfolg verwendet sind, wurden zwar qualitativ schon yon 
der Stereochemie aus der chemischen Erfahrung gefolgert; die Bedeu- 
tung der Interferenzversuche liegt aber gerade dafin, dab sie uns in 
einfacher und durchsichtiger Weise ein direktes Bild der r~umlichen 
Anordnung der Atome in den Molekfilen liefern. Die physikalisch inter-  
essantesten Probleme der Molekfilstruktur (Feinheiten der Ladungs-  
verteilung, Bindungselektronen) barren frei]ich noch ihrer L6sung; zur 
entscheidenden Bearbeitung dieser Probleme scheinen vorl~tufig die 
R6ntgeninterferenzen geeigneter zu sein, well bei ihnen die gfinstigeren 
Bedingungen ffir eine quanti tat ive Auswertung vorliegen. 
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E i n l e i t u n g .  

Erst in der letzten Zeit ist es gelungen, die seit langem bekannten 
Hyperfeinstrukturen der Spektrallinien zu deuten und in ein System ein- 
zuordnen. Dabei haben sich zwei Arten yon Hyperfeinstrukturen ergeben. 

Die eine, die sogenannte ,,magnetische Hyperfeinstruktur, auf die 
PAULI (65) zum ersten Male hingewiesen hat, beruht auf der Aufspaltung 
der Terme eines Atoms infolge einer magnetischen Wechselwirkung 
der Elektronenh/ille mit dem Atomkern. Sie hat in letzter Zeit be- 
sonderes theoretisches Interesse gewonnen, weil man aus ihr am ge- 
nauesten fiber das mechanische und magnetische Moment des Kerns 
informiert wird und dadurch vielleicht neue Kenntnis fiber den Aufbau 
des Atomkerns gewinnen kann. 

Die andere Art der Hyperfeinstruktur besteht darin, dab der Energie- 
inhalt eines Atoms also die Ionisierungsarbeit eines Elektrons ftir die 
verschiedenen Isotopen eines Elementes verschieden ist. Ein und diesel- 
ben Spektralterme der verschiedenen Isotopen sind also gegeneinander 
verschoben. Man bezeichnet diesen Effekt als die sogenannte Isotopie- 
verschiebung. Es ist schon seit SOMMERFELDS ersten Arbeiten bekannt,  
dab die Bindungsenergie eines Elektrons an ein Atom infolge der Mit- 
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bewegung des Atomkerns auch noch yon der Masse des Kerns abh~tngig 
ist. Diese ,,gew6hnliche" Mitbewegung des Kerns kann aber in den hier 
zur Diskussion stehenden F~illen zur Erkl~trung nicht allein herangezogen 
werden, denn sie wfirde bei den schweren Elementen, wo nach neueren 
Untersuchungen (ScHOLER U. KEYSTOI% 86) der Isotopieeffekt besonders 
in Erscheinung tritt,  nur zu unmeBbar kleinen Verschiebungen ffihren. 

Das Zusammenwirken yon magnetischer Aufspaltung und Isotopie- 
verschiebung bedingt es, dab die Strukturen mancher Spektrallinien 
auBerordentlich kompliziert werden. Ihre Entwirrung war nur durch die 
genaue Untersuchung (Bestimmung der Abst~inde und Intensit~iten der 
einzelnen Hyperfeinstrukturlinien) einer ganzen Reihe yon Spektral- 
linien ein und desselben Elementes m6glich. Auf Grund der bekannten 
Gesetze der magnetischen Aufspaltung und des ann~thernd bekannten 
Mengenverh~tltnisses der Isotopen kann man die einzelnen Strukturen 
deuten, indem man den Atomkernen der Isotopen bestimmte mechani- 
sche Momente zuordnet. Diese Deutung wird man dann als eindeutig an- 
sehen, wenn man mit ihr die Abst~inde und Intensit~ten der Hyperfein- 
s truktur aller untersuchten Spektrallinien eines Elementes erkl~iren kann. 
Wir werden im folgenden, nachdem wit die experimentellen Grundlagen 
der Hyperfeinstrukturbestimmung diskutiert haben, die beiden Hyper- 
feinstruktureffekte getrennt behandeln. 

I. Experimentel le  Methoden 
der H y p e r f e i n s t r u k t u r b e s t i m m u n g .  

Zur ersch6pfenden Analyse einer Hyperfeinstruktur sind bei der Wahl 
der experimentelten Anordnung 3 Punkte zu beachten. 

x. Die verwendeten spektroskopischen Apparate mfissen ein m6g- 
lichst groBes Aufl6sungsverm6gen besitzen, weil es sich hier um Linien- 
abst~tnde bis herunter zu IO -~ cm -~ handelt. 

2. Die benutzten Lichtquellen miissen bei ausreichender Lichtst/irke 
genfigend scharfe SpektraIlinien liefern. 

3- In den Lichtquellen miissen alle diejenigen Prozesse vermieden 
sein, die die Intensit~ttsverteilung im Hyperfeinstrukturbilde f~ilschen 
k6nnen, wie Selbstabsorption, selektive Anregung usw. 

Die spektroskopischen Apparate sind im wesentlichen Interferenz- 
spektroskope. Es liegt in der Art dieser Apparate, dab sich eine Uni- 
versalapparatur f/Jr dieses Arbeitsgebiet nicht angeben l~Bt, es bleibt der 
Geschicklichkeit des Experimentators fiberlassen, welche Anordnung er 
f/ir die L6sung eines gegebenen Problems w~ihlt. 

!J'ber die Verwendbarkeit der Interferenzspektroskope zu tlyperfein- 
strukturuntersuchungen von Spektrallinien hat  G. HANSEN (37) ein- 
gehend berichtet. Es sei hier auf einige prinzipielle Vervollkommnungen, 
die diese Versuchsanordnung inzwischen erfahren haben, hingewiesen. 
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Es ist gelungen, fiir das Fabry-P6rot-Interferometer neue halbdurch- 
l~issige Spiegel mit sehr hohem Retlexionsverm6gen im Violett und Ultra- 
violett herzustellen, wodurch der Anwendungsbereich dieses Apparates 
erheblich erweitert ist (G. HOCHI-IEIM, I. G. Farben, Oppau). Eine Steige- 
rung des Aufl6sungsvermSgens ist durch das Multiplexinterferenzspek- 
troskop yon GEHRCI<E, LAU und RITTER (20, 55) einerseits und durch 
das Reflexionsstufengitter yon HII_GER (WlLLIA51S, 95) andererseits er- 
reicht worden. Das fiir die Praxis noch ausnutzbare AuflSsungsverm6gen 
liegt jetzt  etwa bei einer Million. Die Anwendung von Gittern, die in Be- 
zug auf Lichtstttrke und AuflSsungsverm6gen dem Fabry-P6rot  unter-  
legen sind, empfiehlt sich nur in besonders giinstigen Fiillen. 

Neben diesen Verbesserungen der Interferenzspektroskope ist es vor  
allem die Ausbildung geeigneter Lichtquellen, die einen wesentlichen For t -  
schritt auf diesem Gebiet erm6glicht hat. Die durch die Temperatur  
bedingte, oft sehr stSrende Dopplerverbreiterung der Spektrallinien wird 
bei den jetzt verwendeten Lichtquellen durch direkte Ktihlung des En t -  
ladungsraumes mit Wasser, fester Kohlens~iure, fliissiger Luft usw. merk- 
lich herabgesetzt. Eine weitere wesentliche, an eine geeignete Lichtquelle 
zu stellende Forderung besteht darin, dab die Dichte der zu untersuchen- 
den Atome so gering ist, dab eine gegenseitige StSrung der Atome ver- 
mieden wird; denn zu groBer I)ampfdruck, wie bei B6gen jeglicher Art,  
kann eine Verbreiterung der Linien und eine fiir die Analyse der Struk- 
turbilder recht hinderliche Intensit~ttsverf~ilschung durch Absorption her- 
vorrufen. Man wtihlt deshalb als Lichtquelle am besten eine Glimrn- 
entladung. Eine gew6hnliche Glimmentladung in dem reinen zu unter-  
suchenden Gas- oder Metalldampf erftillt aber auch noch nicht die idealen 
Bedingungen, denn bei ihr braucht man doch noch eine erhebliche Dichte. 
Diese ist bei leichten Elementen deshalb st6rend, weil sie meistens nur  
bei so hohen Temperaturen erzeugt werden kann, dab sich der Doppler- 
effekt unangenehm bemerkbar macht. In speziellen Ftillen ist diese Dichte 
auch deshalb noch ungeeignet, weil bei ihr noch immer eine gegenseitige 
StSrung der Atome auftreten kann. Man vermeidet alle diese Schwierig- 
keiten, wenn man die zu untersuchenden Atome als geringe Beimischung 
in der Giimmentladung eines geeigneten Edelgases anregt. Mit einer 
solchen Entladung erzielt man scharfe Spektrallinien bei geniigender 
Lichtintensit~it (Na-Resonanzlinie, SCHi)LER, 77). 

Bei Gasen und leicht verdampfbaren Stoffen sind diese Bedingungen 
durch Glimmentladungen in den tiblichen R6hren (mit Innen- oder AuBen- 
elektroden leicht zu realisieren, dagegen miissen bei allen anderen Ele- 
menten (und diese bi]den die Mehrzahl) andere Konstruktionsprinzipien 
fiir die Erzeugung der Glimmentladung (SCHOLE1L 76) verwendet wer- 
den. Zur Untersuchung schwererer Elemente (wie Tl und Pb), wo 
der Dopplereffekt bei h6heren Temperaturen keine so wesentliche Rolle 
spielt, sind ftir Versuche, bei denen nicht das ~iul~erste Aufl6sungsver- 
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m6gen gefordert wird, sogar Glimmentladungen in reinen Metalldiimpfen 
(76), verwendbar. Wegen der grol3en Lichtst~irke sind sie ffir das 
Studium schw~icherer Spektrallinien sehr geeignet. Es hat sich ferner 
gezeigt, dab eine geeignete Form der Glimmentladung auch die dritte 
Forderung nach der nattirlichen Intensit~itsverteilung der Spektrallinien 
erffillt, dazu ist es notwendig, den Leuchtraum der Glimmentladung 
m6glichst klein zu halten (Schtilerlampe) und bei m~Biger Stromdichte zu 
arbeiten. Die Experimente haben gezeigt, dab mater solchen Bedingun- 
gen die theoretischen Intensit~iten beobachtet werden, d. h. alle Hyper-  
feinstrukturterme sind gem~tl3 ihren statistischen Gewichten besetzt. 

I I .  D i e  m a g n e t i s c h e  H y p e r f e i n s t r u k t u r a u f s p a l t u n g  

d e r  S p e k t r a l t e r m e .  

a) Elementare  Theorie der Wechselwirkung zweier magnet ischer  
Momente.  Die magnefische Aufspaltung der Spektralterme rfihrt daher, 
dab die Elektronenhfille am Orte (0) des Kernes ein Magnetfeld H (o) er- 
zeugt, indem sich das Moment des Kerns in verschiedener Weise einstellt. 
In diesem Magnetfeld besitzt das magnetische Moment # des Kernes eine 
Energie yon der Gr6Benordnung ,u H (o) und diese Energie ist es, die die 
Aufspaltung des ungest6rten Elektronentermes bewirkt. Das Magnetfeld, 
das am Ort des Kerns yon der Elektronenhfille erzeugt wird, rfihrt so- 
wohl vom Umlauf wie yon den Eigenmomenten der Elektronen her. Um 
seine genaue Gr6Be zu kennen, muB man es daher ffir die verschiedenen 
Spektralterme einzeln ausrechnen (siehe S. 143). Seine genaue Kenntnis 
ist aber nur notwendig, wenn man den A bsohttwert der Hyperfeinstruktur- 
aufspaltungen bestimmen oder die Aufspaltungen verschiedener Elek- 
tronenterme miteinander vergleichen will. Fiir die qualitative Bestim- 
mung des Aufspaltungsbildes (Intensitttten und relative Absttinde der 
Hyperfeinstrukturlinien) genfigt es bei bekanntem/~ des Kerns zuntichst 
zu wissen, dab das Magnetfeld am Oft des Kerns yon einer auBeren 
Elektronenkonfiguration herrfihrt, deren gesamter mechanische Dreh- 
impuls durch die QuantenzahlJ  bestimmt ist. 

Die Kenntnis v o n J  reicht im fibrigen nur dann aus, wenn die Wechsel- 
wirkungsenergie zwischen Kern und Elektronenhfille klein ist gegen die 
Wechselwirkungsenergie zwischen den einzelnen Umlaufs- und Spin- 
momenten der Elektronen. Hat  der Atomkern ein Drehmoment mit der 
Quantenzahl I, so kann man in folgender Weise das Aufspaltungsbild der 
Hyperfeinstruktur eines bestimmten Elektronenterms ermitteln (ganz 
analog wie bei der Bestimmung der Kopplmag zwischen L und S bei der 
groben Multiplettaufspaltung) (GouDSMIT und BACK, 29). 

Das System, das sich aus I und J zusammensetzt, wird einen Gesamt- 
drehimpuls F haben, der alle um Eins yon einander verschiedenen Werte 
zwischen II + J I  und II - J l annehmen kann. Es gibt also (2 J + I) 
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(wenn I ~ J) bzw. (2 1 + I) (wenn (J ~ I) Systeme mit verschiedenem 
Gesamtdrehimpuls. Da nur Systemen mit verschiedenem F verschiedene 
Energie zukommen, spaltet unser Grobterm in 

( 2 j +  i) fiir I ~ J  bzw. ( 2 I +  I) far J ~ I  (i) 

Komponenten auf. Ferner kann man auch die Gr613e der EnergieaufspaI- 
tung angeben. Denkt man sich das magnetische Moment des Atomkerns 
in der Mitte eines Kreisstroms, so w/ire die magnetische Wechselwir- 
kungsenergie dieses Systems proportional dem Cosinus des Winkels, den 
die entsprechenden Drehvektoren miteinander bilden. Analog ist die 
magnetische Wechselwirkungsenergie des in der Mitte der Elektronen- 
hiille befindlichen Kernmoments mit den Elektronen proportional dem 
cos (I J). Nun sind aber diese Cosinusse quantenmechanisch durch die 
Gr6Be F~F + i) - -  I(I  + I'~ - J(J  + I) 2 IJ  gegeben. Es wird daher der Energie- 

abstand eines Terms mit dem Gesamtdrehimpuls F v o n d e r  Lage 
des unverschobenen Terms, der im Falle der einfachen magnetischen 
Kopplung mit dem Schwerpunkt des aufgespaltenen Systems zu- 
sammenf~llt, 

J W = ,uH(o) F(F+ i ) -  I(I  + i ) -  J(J  + i) 
2 r j  (2) 

I)abei ist ~u das magnetische Moment des Kerns mit dem Drehmoment I,  
H (o) der Wert des Magnetfeldes der Elektronen am Ort des Kerns. Die- 
ses ist natfirlich von J und den fibrigen Quantenzahlen des Atoms ab- 
h~ngig. Aus (2) ergibt sich weiter, dab die gesamte Aufspaltung, d. h. tier 
Abstand der beiden Niveaus mit gr6Btem und kleinstem F gleich 

J W . =  ltH(o)~ff-2- fiir ( I > J )  (a) 

bzw. = ! l H ( o ) ~  -~ ffir ( J ~ I )  (b) 
(3) 

F,,, : (F,,, - -  I )  : ( F , , ,  - -  2 )  : u s w .  (4) 

verhalten. Dabei bedeutet F~ den gr68ten Wert, den F fiberhaupt an- 
nehmen kann, also F~ -- I + ] .  Die Unterteilung der Aufspaltung ist 
also durch (I + J) bestimmt. Diese sogenannte LAxD~sche Intervall- 
regel ist ftir die Indentifizierung der Spektren von besonderer Bedeutung 
(siehe S. 146 unten). 

Das Aufspaltungsbild einer Spektrallinie, d.h. ihre Hyperfeinstruktur,  
erh~lt man aus dem Aufspaltungsbild der Terme, wenn man noch die 

ist. Aul3erdem ergibt sich aus der Formel (2), dab sich die AbstAnde be- 
nachbarter Terme wie 
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A u s w a h l r e g e l  ftir die U'bergfinge zwischen  v e r s c h i e d e n e n  Z u s t ~ n d e n  h inzu-  

n i m m t .  AuBer  A J = o, -T I g i l t  n o c h  in v611iger A n a l o g i e  h ie rzu  die Rege l  

J F  = o, -¢- I 

F = o - +  o v e r b o t e n .  (5) 

E inen  etwas tieferen Einbl ick  in die quan tenmechan ischen  Gesetze der 
magne t i schen  W'echselwirkung zweier Sys teme erh~lt  man,  wenn man yon 
dem Eigenwer tproblem direkt  ausgeht .  De r  e infachste  Fal l  is t  der, dab 
die r~umliche Bewegung der Sys teme  prak t i sch  n ich t  yon der magnet i schen  
Wechselwirkungsenergie  beeinfluBt wird.  Ff i r  den Fall ,  dab  die Sys teme eine 
Wechselwirkungsenergie  propor t ional  dem cos zwischen I und d r besitzen 
und dal3 noch ein ~ul3eres Magnet fe td  H in der  Z - R i c h t u n g  vorhanden  ist. 
i s t  die gesamte St6rungsenergie E folgendermatlen gegeben:  

E =  W(a:  aJ + al aJ + aI  a J) - ,u[o(I'I a:) - u~(H aJ). 

W ist  die magnet ische Wechselwirkungsenergie  zwischen den beiden 
Sys t emen ;  sie h~ingt yon der r~umlichen Lage  der  Sys teme zue inander  ab 

1 und ,u o d d e r  beiden und i s t  propor t ional  den magnet i schen  Momenten  ,u o 

Sys teme  ini t  dem mechanischen M o m e n t  I h und J2r~,. a~, a d . . .  uswo 
L 

2 , ~  

sind die Einhe i t svektoren  dieser Momente .  Sie sind quantenmechanische  
Opera toren ,  die nur  auf die den I und J en tsprechenden  Spinkoordinaten  
einwirken.  Dabei  k6nnen le tz tere  bekannt l i ch  n u t  (21+1)  bzw. ( 2 J + I )  
d iskre te  W e r t e  annehmen. Den  obigen Ene rg i eausd ruck  h a t  man  auf  die 
Wel lenfunk t ion  des gesamten Systems,  die hier  nu r  yon dem Spinkoordi-  
n a t e n  abhfingt, einwirken zu lassen und erhAlt so E igenwer te  und Eigen-  

I 
funkt ionen  des Systems. Ft i r  den Fal l ,  dab sowohl I wie J =  ~ ist, erh~ilt 
m a n  folgende Energ iee igenwer te :  

~, = + W + H ( . ~  + , . { ) .  

E 2  = - W + ) / 4 W 2 +  H 2 (,u'lo - ,uzo) ~ , 

I uJ E 3= + W - H ( , u o + ,  o),  

E,  = - W - ' V 4 W 2 +  H'(uJo -,uoz) 2 . 

Die E igenwer te  E~ bis E 3 werden bei ve r schwindendem Feld  gteich W, 
E 4 gleich - 3 W. Man erh~lt  also einen dre i fachen E igenwer t  W und einen 
einfachen - 3 W in U b e r e i n s t i m m u n g  mi t  den Gleichungen I his 4- 

F i i r  die Eigen/unkt ionen  9 erh~l t  man  folgendes : Sie bestehen in dem 

Fal l  I = I I 2 '  dr = 2  nur  aus den vier  folgenden Gr613en 9 ( + ,  +) ,  der  W e r t  

yon 9, wenn J und I beide in R ich tung  der  pos i t iven  Z-Achse zeigen. 

9 ( + , - ) ,  wenn J in R ich tung  + Z und I in IRictltung - Z  zeigt, 
9 ( - , + ) ,  ,, J nach  - Z  ,, I nach  + Z  ,, 
9 ( - , - ) ,  , ,  y , ,  - z  ,, ~r , ,  - z  , ,  

Dabei  gibt  bekannt l ich  9 ( + ,  +)  2 die ~Vahrscheinlichkeit  an, dab so- 
wohl  I wie J i lach + Z ger ichte t  sind. Analoges gil t  ftir die i ibrigen Gr6Ben. 
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Ffir die obigen Eigenwerte ergeben sich folgende Werte fiir diese Eigen- 
funktionen : 

E,; ~ r~={~(+ ,+)=  ~; r ~ ( + , - ) = o ;  ~ ( - , + ) = o ;  ~ ( - , - ) = o }  

E2; ~ =  r p ( + , + ) = o ; r p ( + , - )  | A 2 + B 2 ; ~ ( - , + ) = V A 2 + B f i ~ o ( - , - ) = o .  

E3; ,;c3={q,(+,+)=o; , ~ ( + , - ) = o ;  , p ( - , + )=o ;  q : ( - , - ) =  ~} 

I _A I = _ ==; q0(-,+) . . . .  q0(-,- =o. E4; c ~ 4 =  ~(+ ,+)  =O; rf(+,--) IA2+ C~ } , ~ ,  

A = 2 W  

B = 1/4W2+ H z l,Uo-~o) +H(/~o -~,o) 

2 , . .  r 1 2  d l C = ] / 4 W 2 + H  {#o-Po) -H(,uo-,uo). 

Dabei sind die I{igenfunktionen schon in bekaxmter Weise auf eins normlert. 
Aus den Eigenwerten und Eigenfunktionen ergibt sich nun das gesamte 

magnetische Verhalten des gekoppelten Systems. Seine Aufspaltung irn 
Magnetfeld (PASCHEN-BAcK-tgffekt und ZEEMAN-Effekt), sein magnetisches 

Moment - ~  (ST:ERN-GERLAcH-EfIekt), die Einstellung der einzelnen 

Systeme im Magnetfeld usw. 

Analoge Resultate wie ffir I und J = I erh~lt man, wenn I und J auch 
2 

andere ganz- oder halbzahlige Werte besitzen. Man muB dann an Stelle der 
Gr6Ben a2 a~ . . .  nicht die PAIJLIschen Spinmatrizen benutzen, sondern 
andere mehrreihige Matrizen. [Siehe z. lB. FERNI (17).] 

Bei derAnalyse der Hyperfeinst ruktur  handelt es sich nun darum, aus 
der Struktur  eines Liniengebildes die Aufspaltung der Terme zu ermit teln 
und dann aus dieser mit  HiKe der obigen Gesetze (I) und (4) den un-  
bekannten I -Wer t  des Kerns zu bestimmen. Diese Ermit t lung yon f 
ist das bisher wesentlichste Ergebnis der Hyperfeinstrukturforschung. 
Bei bekannter  Termaufspaltung kann man aus der Anzahl der Kom-  
ponenten eines Terms nur dann f ermitteln, wenn J > f i s t ,  G1. (I). 
Man muB dazu feststellen, dab bei einem Grobterm mit  bes t immtem J 
die Zahl der Komponenten kleiner als (2]" + I) ist. Aus dem VerhNtnis 
der Intervalle kann man ebenfalls I + J ermitteln, G1. (4). Allerdings 
wird die Intervallregel bei grol3em I nur angen~therte Schliisse zulassen, 
weil bei grol3em I +j~ die Abst~inde nicht sehr stark voneinander ver-  
schieden sind. Als weitere Unsicherheit kommt  hinzu, dab die Beziehung 
(4) nicht streng gfiltig ist, sondern nur dann zutrifft, wenn eine rein mag-  
netische Wechselwirkung vorhanden ist und wenn insbesondere die 
Wechselwirkungsenergie zwischen Kern und Elektron sehr klein ist 
gegen die magnetische Wechselwirkung zwischen den einzelnen Elek- 
tronen. I m  allgemeinen ist dies erfiillt und dementsprechend hat man  
die Intervallregel bei der Hyperfeinstruktur  in einzelnen F/fllen aus- 
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gezeichnet best~tigt gefunden (siehe S. 146). Bei Li- hat sich hingegen 
eine Abweichung ergeben. Hier ist die Wechselwirkung zwischen den 
Elektronen (gew6hnliche Multiplettaufspaltung) vergIeichbar mi t  der 
Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronen (Hyperfeinstruktur- 
aufspaltung (G~TTINGER U. PAULI, 3.5)~). 

Man erkennt also, dab man aus Komponentenzahl  und der Interval l -  
regel allein nicht immer zu absolut eindeutigen Schliissen kommt .  Es 
gibt aber noch zwei andere Wege, um zu Aussagen fiber I zu gelangen. 
Einmal  die Beobachtung der Aufspaltung eines Hyperfeinstruktur terms 
in einem ~uSeren Magnetfeld. Es ist bekannt,  daB ein Term mi t  dem 
Gesamtdrehimpuls F in einem ~tuBeren Magnetfeld in (2 F + I) Kom- 
ponenten aufspaltet. Man kann also direkt aus der magnetischen Auf- 
spaltung (Zahl der Komponenten) eines Hyperfeinstrukturterms seinen 
F-Wer t  entnehmen und damit I ermitteln. Allerdings ist diese Methode 
des ZzE~A~-Effektes nicht einfach und bisher nur in wenigen F~llen 
(Bi, Tl) durchgeffihrt (BACK U. GOUDSMIT, 3). 

b) Die Intensitiitsgesetze. Die andere praktisch viel wichtigere 
Methode, die zur Bestimmung yon I noch herangezogen werden kann 
(SCHOLER LI. KEYSTON, 8¢), ist die Methode des Intensit/itsvergleichs 
verschiedener Hyperfeinstrukturlinien. Betrachten wit bei einem Atom 
mit  einem best immtem f die Aufspaltung der Linie, die einem lJbergang 
zwischen zwei Termen mit den Quantenzahlen J ,  undJ~ zuzuordnen ist. 
Die Zahl der Komponenten ist dann durch (I) und das Auswahlgesetz (5) 
gegeben und damit ist durch I und J das Aufspaltungsbild best immt.  
Durch I und J~ bzw. f~ sind aber, wie wir sehen werden, auch die rela- 
riven Intensit~iten der Hyperfeinstrukturlinien zueinander gegeben. Man 
kann daher umgekehrt auch mit HiKe der Intensit~itsgesetze aus den re- 
Iativen Intensit~iten den I -Wer t  bestimmen. Die allgemeinen Intensit~ts- 
gesetze sind die folgenden : 

ftir J J  = _+ 1 

P(F)P(F-I) . ,  wenn /_/F = -  I (6) 
4FJ 

(2F + i) 
4 F - - ~ _ I ) P ( F ) Q ( F ) ,  wenn i F =  o 

, ~ = Q ( F )  Q ( F - I ) .  wenn J F = + I  
4FJ 

A n rnerkung bei der Korrektur: Eine weitere sehr interessante Abweichung 
yon der Intervallregel und den einfachen magnetischen Aufspaltungsgesetzen 
haben I-I. SCI~OLBR und E. G. JoNEs an dell Hg-I 6*D~ - und 63Di-Tel-men 
gefunden. Hier beruhen die Abweichungen darauf, dab diese beiden Grob- 
terme nur um _/v = 3 cm-~ yon einander entfemt sind, w~hrend die Gesamt- 
aufspaltungen der H.F.S.-Terme etwa 0, 7 cm -x betragen. 
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ffir AJ 

3 

dabei bedeuten : 

P(F) = 
Q(F) -- 

~ o  

(2J+  I )P(F)Q(F-  1) 
= ; wenn J F = 4 - I  

4JF(J  + i) 

= (2J+I) . (2F+I)  R~(F). wenn ~ / F =  o,  
4JF(J+ I ) ( F +  i) 

~ F - - I + J ) ( F + J +  I +  I) 
( - - F  + I + J ) ( F - J +  I +  I) 

R(F) = F(F  + I) + J (J  + I ) - I ( I +  I ) .  

In vielen F/illen genfigt es abet schon, die folgenden sich aus (6) ergeben- 
den einfacheren Beziehungen zu benutzen. Die Summe aller Intensit~ten, 
die von einem Hyperfeinstrukturterm mit  best immten F,, ausgehen, ver-  
halten sich zu der Summe aller Intensit/iten eines anderen Hyperfein- 
s t ruktur terms (F=F~, ) ,  der demselben Grobterm angeh6rt,  wie 

(2F,, + I) : (2F~, + I ) .  (7) 

Ebenso verhalten sich die Summen aller Intensit~ten, die in verschiede- 
hen Hyperfeinstrukturtermen miinden. Es sei ausdrficklich hervorgeho- 
ben, dab nut  Hyperfeinstrukturterme ein und desselben Grobterrns 
miteinander verglichen werden diirfen. Diese einfachen Summenregeln 
sind besonders dann von Bedeutung, wenn es sich um Linien handelt,  
die nur in eine kleine Komponentenzahl aufspalten. Der einfachste 
Fall ist der, dab es sich um einen l~bergang handelt zwischen einem 
Term, der fiberhaupt nicht aufspaltet und einem Term, der zweifach auf- 
spaltet. Dann hat  die Spektrallinie nut  zwei Komponenten und ihre In ten-  
s i t , ten  verhalten sich wie (2 (I + J)  + I) : (2 (I + J)  - -  I). Dieser Fall  
ist besonders wichtig fiir die Bestimmung yon I an den Alkalien. Ihre  
Resonanzlinien sind n/imlich nut  zweifach, weil ihre p-Terme praktisch 

= - -  nur zwelfach sein k6nnen. nicht aufspalten und die s-Terme wegenf  ~ 
2 

Man kann also die Gesetze (i) und (4) hier nicht verwenden, weit nut  ein 
Intervall  vorhanden ist, man ist also allein auf das Intensit~tsverh/iltnis 
angewiesen. Ffir J = '/2, 3/~, 5/~, 7/2 ergeben sich die folgenden Inten-  
sit/itsverh~ltnisse 3 : i ; 5 : 3 ; 7 : 5 ; 9:7. 

Die Anwendung dieser Intensit~tsgesetze wollen wir trier nicht im ein- 
zelnen verfolgen. Wir woUen nut  bemerken, dab die aus den gemessenen 
Intensit~ten mit  HiKe von (6) bzw. (7) ermittelten I -Wer te  immer in 
13bereinstimmung mit den aus Komponentenzahl  und Intervallregel er- 
haltenen I -Wer te  befunden worden sind. 

Man muB allerdings feststellen, dab diese Intensit~tsgesetze nut  mi t  
einer gewissen Vorsicht angewendet werden dtirfen. Erstens sind sie 
theoretisch N~herungsformeln, die nur unter denselben Bedingungen (siehe 
S. 141) zutreffen wie die Formeln (!) his (5). AuBerdem mfissen gewisse 
experimentelle Bedingungen erfiillt sein, damit  diese theoretischen In-  
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tensit~ten erhalten werden. Man mul3 n~imlich daftir sorgen, dab die re- 
lativen Intensit~iten nicht durch Versuchsbedingungen gef~ilscht werden. 
Dazu geh6rt vor allem, dab keine Selbstabsorption in der untersuchten 
Linie vorhanden ist und dab die Anregung der einzelnen Terme eine 
,,natiirliche" ist, d.h., es darf kein Feinstrukturterm bevorzugt angeregt 
sein. Die bisherigen Resultate sprechen dafiir, dab durch geeignete Wahl 
der Versuchsanordnung in der Tat  diese idealen Intensit~itsbedingungen 
erzielt werden k6nnen (siehe S. 136). 

c) Quantitative Theorie der Kopplung zwischen Kern und Elek- 
tronenhiil le.  Auf Grund der bisherigen i3berlegungen kann man aus der 
Hyperfeinstruktur den I-Weft  des Atomkerns entnehmen. Um aber auch 
fiber das magnetische Moment # des Kerns etwas aussagen zu kSnnen, 
mul3 man noch einen Schritt weitergehen und die Absolutwerte der Hyper-  
feinstrukturaufspaltung aus Formel (2) zu Hilfe nehmen. Dann l~iBt sich 
# bestimmen, wenn man das yon der Elektronenhtille am Kernort erzeugte 
Magnetfeld H (o) kennt (Gf3TTINGER, 34). Es kommt also auf die Berech- 
nung dieser Gr6t3e H (o) an. Dieses ergibt sich in bekannter Weise aus 

dem der Elektronenhtille zugeordneten Strom zu i --;5- 

Stromdichte bedeutet, die durch die ungest6rte Elektroneneigenfunktion 
gegeben ist. 

Man kann zur Bestimmung des Absolutwerts der Termaufspaltung 
auch so vorgehen (FERMI, 17), dab man direkt die Wechselwirkungs- 
energie zwischen Kernmoment und Elektron (Spin und Umlauf) zu der 
Sc~RODI.~GER-Gleichung bzw. DIRAc-Gleichung (ftir s-Terme) hinzuffigt 
und dann das Eigenwertproblem nach bekanntem N~iherungsverfahren 
15st. DasZusatzglied zur SCHRODINGER-Gleichung lautet ffir ein Etektron 
folgendermal3en : 

e (81 

M i s t  der Bahnimpuls des Elektrons, ~o sein magnetisches Moment, 
der Einheitsvektor des Elektronenspins und # d a s  magnetisehe Kern- 

moment. Das erste Glied stellt die Wechsehvirkung des Kernmoments 
mit dem Umlauf des Elektrons dar, das zweite und dritte Glied die 
Wechselwirkung mit dem Spin e und # sind quantenmechanisch als Ope- 
ratoren anzusehen, die auf die in den Eigenfunktionen enthaltenen Elek- 
tronen- und Kernspinkoordinaten in bekannter Weise einwirken. Es 
wird immer so gerechnet, dab nur diejenigen Elektronengruppen als 
magnetisch wirksam angesehen werden, deren f nicht verschwindet. Es 
sind also immer nur die ~tuBeren nicht abgesehlossenen Elektronen- 
sch~den in Wechselwirkung mit dem Kern. Die abgeschlossenen Schalen 
werden als magnetisch unwirksam angesehen. Sie gehen in die bisherige 
Rechnung nur insofern ein, als sie den Verlauf der Eigenfunktionen der 
~ul3eren Elektronen beeinflussen. 
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Das qualitative Resultat, das bei dieser Rechnung fiir das Einelektro- 
nenproblem herauskommt, kann man leicht iibersehen. Die Wechsel- 
wirkung wird immer dann groB sein, wenn das Elektron m6glichst nahe 
dem Kern ist; dementsprechend hat man zu erwarten, dab diejenigen 
Elektronenterme die gr6Bte Aufspaltung zeigen, deren Eigenfunktionen 
am Kern die gr61]ten Werte zeigen. Das sind die S-Terme. Die ungest6rte 
w-Funktion des S-Terms hat in der N~he des Kerns einen endlichen, nieht 
verschwindendenWert, w~hrend die Eigenfunktionen derP-, D- usw.Terrne 
im Kern gegen Null gehen. Man hat also fiir S-Terme die gr6Bte Auf- 
spaltung zu erwarten, weiter sollte mit wachsender Quantenzahl die 
Aufspaltung abnehmen; dieses wird im groBen und ganzen durch das 
Experiment,  wie wir welter unten sehen werden, best/itigt. 

Die genauen Formeln der Hyperfeinstrukturaufspaltung fiir ein ein- 

ziges magnetisch wirksames Elektron sind ffir S-Terme J = ~- 

A W =  8~t, po tp'(o ) .... F - - - - - I - k  I 
3 2 

z / W = - - 8 " U t t o , , , ' ( o ) ( I + I ~  F = I  - - I -  
3 ' ' \ I ]  2 7 

ftir P_~-Terme 
2 

s T i 
A W =  T , u p o ~  F = I + T -  (9) 

. _ 4 W =  ~ - " " ° r 3 \  I ] F = I -  I 

far P~-Terme 
2 

L i T tl po A W = 5tl p o  ~ "  ~°' -~ ~ - - T  ' 

- -  5 -  

Itir die vier m6glichen F-Werte. 
/io ist das BoHg-Magneton. W (o) bedeutet den Wert der w-Funktion 

I 
des ~iuBeren Elektrons an der Stelle des Kerns. -~ stellt schlieBlich den 

Mittelwert yon r-~ dar, gemittelt iiber die ungest6rte Eigenfunktion des 

betrachteten Elektronenzustandes. Diese Formeln stimmen mit GI. (2) 

iiberein. Die Faktoren : 8 n 8 I 8 i --3 " i t° ~D" (o), resp. ~-/to ~3-~ resp. ~- po ~ geben 

H ( o ) ,  den Wert  des Magnetfeldes am Ort des Kernes, an. Es kommt 
also ffir die Anwendung der Theorie darauf an, diese Gr6Ben zu be- 
stimmen. W (o) kann man direkt aus dem Atommodel] (nach der FERMI- 

kann man aus schen statistischen Methode) berechnen. Die GrSBen ~- 

der Dublett-Grob-Struktur entnehmen, die ebenfalls durch diese Gr6Be 
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bestimmt ist. Man sieht also, dab bei S-Termen bei positivem magneti-  
schen Moment des Kerns derjenige Term energetisch am hSchsten liegt, 
bei dem die Drehmomente yon Kern und Elektron parallel gerichtet sind. 
Bei den P-Termen ist es analog. Letzteres versteht man sofort, wenn 
man bedenkt, dab bei ihnen die SCrm0DINGERsche Ladungsverteilang 
der Elektronen nicht kugel-symmetrisch ist. Die Pz_-Terme haben eine 

2 

ldeinere Aufspaltung als die P_,-Terme; dies liegt daran, dab Umlauf und 

Spin des Elektrons in dem Fall des P_3-Termes mit entgegengesetztem 
2 

Vorzeichen zum Magnetfeld am Kernort  beitragen. 
In/thnlicher Weise lassen sich auch ffir andere nicht abgeschlossene 

Eiektronengruppen (Singulett- und Triplettsystem usw.) die Aufspaltung 
berechnen. Auf die tibersichtliche Methode, die GOUDS•IT (26) hierffir 
angewendet hat, k6nnen wir hier leider nicht hither eingehen. Nur soviel 
sei gesagt, dab die Aufspaltung der Terme, deren f sich aus dem Umlauf 
und Spin mehrerer Elektronen zusammensetzt, mit Hilfe der beka.nnten 
Summenregeln auf die Aufspaltung des Einelektronproblems zurtick- 
gefiihrt wird. Es ergibt sich dann, dab anch P-  und D-Terme erhebliche 
Aufspaltungen zeigen kSnnen und zwar besonders dann, wenn die ttuBere 
Elektronengruppe ein nicht abges/tttigtes tiefes s-Elektron enth/tlt. 
SchlieBhch ist noch zu bemerken, dab die Formeln (9) nut  bei kleinen 
Kernladungszahlen Gfiltigkeit haben. Bei hoher Kernladungszahl Z ist 
in der N/the des Kerns die Bewegung der Elektronen schon so schnell, 
dab man relativistisch rechnen muB. Die Rechnung zeigt, dab dann zu 
den obigen Formein noch ein yon Z abh~ngiger Faktor  hinzukommt 
(siehe S. I ;  BI~EIT, 8; RACAH, 66). 

Eine Prtifung dieser Formeln ist in folgender Weise mSghch. Man 
berechnet aus einem Term den unbekannten #-Wert des Kerns. Die an- 
deren Terme sollten dann denselben #-Wert  liefern. Der Vergleich mit 
den Experimenten hat nun folgendes gezeigt. Aus allen Termen scheint 
sich zu ergeben, dal3 das magnetische Moment der Kerne grSl3enordnungs- 

m/tBig etwa i des Elektronenmoments ist (n/theres siehe Abschnitt d). 
iooo 

Eine genauere Bestimmung yon/~ scheint leider auf diese Weise unm6g- 
hch zu sein; es hat sich vielmehr ergeben, dab aus den verschiedenen 
Termen doch recht verschiedene/~-Werte herauskommen, so daB kein 
Zweifel sein kann, dab diese Theorie in der heutigen Form noch un- 
vollstttndig ist (GouDS~IT, 25). Es sind wohl alle Beziehungen richtig, 
die allein aus der Tatsache der magnetischen Wechselwirkung folgen 
(RACAH, 66). Aber sobald der absolute Wert einer Termaufspaltung 
ausgerechnet werden soll, treten Unstimmigkeiten hervor, auf die wir 
auf S. I noch n/ther eingehen. 

Es ist sehr bedauerhch, dab man also entsprechendeTerme verschiede- 
ner Elemente mit gleicher Elektronenkonfiguration nicht miteinander in 

Ergebnisse  der  exakten Naturwissenschaften.  XI.  IO  
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quanti tat ive Beziehung bringen kann. Es entf~llt so die M6glichkeit, 
die Kernmomente verschiedener Elemente quantitativ miteinander zu ver-  
gleichen. Auf die ¥ersuche, die in dieser Richtung gemacht worden sind, 
kommen wir noch kurz bei der Besprechung der Experimente zurtick. 

Es gibt einen Fall, der verh~ltnism~tBig fibersichtlich ist, und der sehr 
weitgehend durchgerechnet ist. Das ist der Fall, des Li I I .  Hier ha t  
man iiberhaupt nur zwei Elektronen und man kann das Problem daher  
viel genauer berechnen. Diese Rechnungen sind yon GOTTINGER und  
PAULI (34 U. 35) durchgeffihrt und es hat sich zufriedenstellende t3ber- 
einstimmung mit den Beobachtungen (ScHULER, 75) ergeben. 

d) Experimentelle Ergebnisse. 1. Bestimmung yon Hyper]einstruk- 
turen aus Intervallregel und Intensitdtsgesetz. Wit woUen nunmehr dazu 
fibergehen, die experimentellen Ergebnisse mitzuteilen und zu zeigen 
versuchen, ~ e  welt die oben gegebenen theoretischen Llberlegungen mi t  
den experimentellen Befunden im Einklang sind. Die Messungen er- 
geben direkt die Differenzen der Schwingungszahlen zwischen den einzel- 
hen Hyperfeinstrukturkomponenten einer Spektrallinie, die einem t3ber- 
gang zwischen zwei Grobtermen mit bekanntem J entspricht. Aus diesen 
Schwingungszahldi.fferenzen kann man in bekannter Weise zu den Energie- 
differenzen der Hyperfeinstrukturterme kommen, wenn man eine Linie 
benutzt  mit  einem Grobterm J = o, der nicht aufspalten kann; es geben 
dann die Schwingungszahldifferenzen der Hyperfeinstrukturkomponenten 
direkt die Energiedifferenzen der Hyperfeinstrukturterme des anderen 
Grobterms an, der wegen der Auswahlregel J = I besitzen muB. Aus 
den Schwingungszahldifferenzen weiterer Linien, die yon diesen ge- 
fundenen Termen ausgehen, 1Al3t sich dann suczessive das ganze Term- 
system analysieren. Hat  man keinen Term mit f = o zur Verffigung, 
was z .B .  bei den Dublettspektren der Fall ist, so bedient man sich zur  
Bestimmung der Termaufspaltungen der bekannten Methode der kon- 
stanten Schwingungszahldifferenzen, d. h. man sucht festzustellen, ob 
bei verschiedenen Spektrallinien, die von dem gleichen Grobterm aus- 
gehen, gleiche Schwingungszahldifferenzen vorhanden sind. Diese sich 
wiederholenden Schwingungszahldifferenzen geben die Energieaufspal- 
tung des gemeinsamen Terms an. Hat  man auf solche Weise die Auf- 
spaltung der Grobterme festgestellt, so muB man nunmehr die F-Wer te  
der einzelnen Hyperfeinstrukturterme bestimmen, wodurch dann auch 
I das mechanische Kernmoment gegeben ist. Die Bestimmung y o n / 7  
geschieht wie oben bereits ausgeffihrt, mit Hilfe der Gesetze der Kom- 
ponentenzahlen der Grobterme, der Intervallregel oder der IntensitAts- 
regeln. 

Um zu sehen, wie weit man sich auf diese Gesetze verlassen kann, sei 
bier als Beispiel die Hyperfeinstrukturaufspaltung des Bi-Termes 6 p3, D% 
(BACK und GOUI~SMIT, 29) gegeben (Abb. I). Aus Zeemaneffekt und 
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Komponentenzahl ergibt sich eindeutig ffir Bi, I = 9 danach mfil3ten also 
2 '  

die Energiedifferenzen der Hyperfeinstruktur des obigen Terms sich wie 
7 : 6 : 5 : 4:3 verhalten. Die wahren Energiedifferenzen sind in der Ab- 
bildung eingetragen. Man sieht, dab ihre VerhAltnisse nur urn etwa 
-4- 5 % yon den erwarteten abweichen. Wie bei diesem Term finder man 
auch bei anderen Termen und auch bei anderen Elementen die Inter- 
vallregeln recht gut best~tigt Pr, La, (WHITE 21, 96) Mn, (RITSCHL U. 
W H I T E  102), CS-I (KOPFEtLMANN, 51). 

Ffir gew6hnlich ist die Sachlage allerdings so, dab man erst aus den 
IntervallverhAltnissen eines Terms auf I schliel3t und dann finder, dab 
die Aufspaltungsverh~iltnisse der anderen Terme Kit  den theoretischen 
Erwartungen im Einklang sind. Aus der Tatsache, dab die Intervall- 
regel in vielen FAllen so befriedigend erffillt ist, scheint Kit Notwendig- 
keit zu folgen, dab es sich bei den gefundenen Hyperfeinstrukturauf- 
spaltungen um eine magnetische 
Wechselwirkung der Elektronen- 
hfille Kit  dem Kern handelt. 

In den FAllen, wo aus Inter- 
vallregel und Komponentenzahl 
der I -Wert  bestimmt worden ist, 
shad keine quantitativen Inten- 
sitiitsmessungen gemacht wor- 
den, es findet sich lediglich in 
der Literatur  die Angabe, die ex- 
perimentellen IntensitAten schei- 
nen mit den theoretisch erwar- 

F 
> 

583(=z.so) 

alz(=~.Ts) 

L: z,~(=3xg,) 
Abb. *. Die Teilaufspaltungen des •i-I-Temes 6/~.~D 512 

S. GOUDSI~IIT U. ]~. BACK {Z9). 

teten in 13bereinstimmung zu sein. Dieses relativ bescheidene. Ergeb- 
nis dfirfte damit zusammenhAngen, dab exakte IntensitAtsmessungen 
Kit  Schwiefigkeiten verbunden sind und in diesen FAllen im wesent- 
lichen nichts Neues zu Iiefern versprechen. Anders Iiegt es bei den 
Elementen Kit  gr6Berer Isotopenzahl; hier ist die Intensit~itsmessung 
unumg~inglich notwendig, um zu einer Kl~ung  des gesamten Hyper- 
feinstrukturbildes zu kommen. Dies liegt daran, dab in diesen FAllen 
ein Element untersucht ~_rd, das keine homogene Hyperfeinstruktur 
zeigt; ein Tell der leuchtenden Atome weist nAmlich fiberhaupt keine 
Hyperfeinstrukturaufspaltung auf (Isotopen gerader Protonenzahl), ein 
anderer zeigt hingegen eine solche (Isot6pen ungerader Protonenzahl). 
Wir wollen diese Verhliltnisse am Beispiel des Cd, dessen Deutungen 
von SCHULER 11. BROCK (79) gegeben ist, demonstrieren. Wfirde man zur 
Ent~ir rung der Hyperfeinstrukturbilder beim Cd "so vorgehen, wie auf 
Seite 148 geschildert worden ist, so wfirde man sehr bald auf die krassesten 
Widersprfiche mit Intervallregel- und Intensit~itsgesetzen stol3en. Be- 
trachtet  man (siehe Abb. 2c) 2 4678, deren Endterm 53Po ist, so finder 

IO* 
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man 3 Hyperfeinstrukturlinien mit den Intensit~ten 2 : IO : I. Da  bier 
nur der obere Term (J = 2) aufspalten kann, sind h6chstens 3 Kompo-  
nenten zu erwarten, deren IntensitAtsverh~ltnisse niemals gr6Ber als 
3 :2 :1  sein dfirfte, wobei die Intensit~ten in dieser Reihenfolge abfallen 
mfiBten. G~nzlich unvereinbar mit  den Intensit/itsgesetzen der magnet i -  
schen Aufspaltung ist es daher, dab die mittelste Komponente  am inten- 
sivsten ist und dab ein Intensit/~tsverh~ltnis I : IO auftri t t .  Nimmt  m a n  
also die Gfiltigkeit der Intensit~tsgesetze der magnetischen Aufspaltung 
an - -  und wir werden sehen, dab sie nicht nut  quali tat iv sondern auch 
quant i ta t iv  erffillt s ind- - ,  so ist man zu dem Schlu8 gezwungen, dab in 

(a) 

E Cdu~deT = lie 

s~ 3001 s 7 

X + b  

~ V/aL 
Rot ] i c Rot 

i I 
-300 0 + $8 --E83 

F. (dungerade_,r=l/e E (du,gemdeZ=~ 

3/Z 

x zz~ 

-82 ~ + llg 

x 
zz"A 

Rot ! 
~z 16M 

1~s% 
l@1 b 

" M"i" gs% 
! 

+336 -ld7 0 +Z58 
Abb. 2 .  Strukturbilder des Cd-l-Tripletts $3Po,t, 2 -  63S1. 

Ho SCHULER 11. H.  BROCK (79). H.  SCH~JLER U, J.  E. KE¥$TON (84)° 

diesem Fall das Hyperfeinstrukturbild nicht allein durch eine magneti-  
sche Aufspaltung des 3S,-Termes erkl~rt werden kann, sondern dab noch 
etwas prinzipiell Neues vorliegen muB. Dieses Neue haben SCHILLER U. 
BROCK durch die Annahme eingeffihrt, dab es Isotopen mit  verschiede- 
nen Kernmomenten gibt, und zwar sollen die ungeraden Isotopen alle das 
gleiche mechanische und magnetische Moment und die Isotopen gerader 
Protonenzahl ein verschwindend kleines Kernmoment  besitzen. Man 
kann dann sofort aus dem Aufspaltungsbild der betrachteten Linien sa- 

gen, dab das Kernmoment  der ungeraden Cd Isotopen I = ! sein mul3, 
2 

yon ihnen rfihren die 5eiden/iuBeren Komponenten her. Man kann diese 
Auffassung an der gleichen Linie noch welter prfifen; denn erstens ergibt 
sich aus den Intensit~tsregetn, da~3 sich die beiden ~uBeren Komponenten 
wie 2 : I  verhalten mfissen, und ferner soll die unaufgespaltene mitt lere 
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Linie im Schwerpunkt ~ des aufgespaltenen Systems liegen. Beide Forde- 
rungen sind hinreichend erffillt. Aber man kann noch mehr aus der Auf- 
spaltung dieser Linie aussagen; haben wirklich alle ungeraden Isotopen 

alas Moment ! und alle geraden das Moment o, dann muB sich die In- 
2 

tensit/it der mittleren Komponente zu der Summe der Intensit~tten der 
beiden/iuBeren Komponenten verhalten wie der Anteil der geraden Iso- 
topen zu dem Anteil der ungeraden Isotopen. Im Fall des Cd ist dieses 
Verh/iltnis nach anderen Methoden noch nicht bestimmt, man muB sich 
daher damit begnfigen, festzustellen, dab dieses Verh~tltnis innerhalb des 
Cd ffir alle Linien konstant sein muB, wie es sich auch an den bisher aus- 
gemessenen Linien ergeben hat (vgl. Abb. 2 a u. b). Man sieht also, dab 
man schon aus der Analyse einer einzigen Linie zu sehr sicheren Aus- 
sagen geftihrt wird, die dann noch dadurch best~tigt werden, dab mit 
ihrer Hilfe auch die Analyse der anderen Linie widerspruchslos gelingt. 
Wir haben die Entwirrungen dieser Hyperfeinstrukturbilder so aus- 
ffihrlich gebracht, um zu zeigen, dab es sich nicht um Hypothesen oder 
Annahmen, sondern um eindeutige Folgerungen aus den Messungen 
handelt2 Man erkennt zugleich, welch iiberragende Bedeutung Inter- 
vallregel und Intensit~ttsgesetze ffir die K1/irung dieser Frage besitzen. 

Wir m6chten hier noch darauf hinweisen, dab die Intensit/itsgesetze 
der Hyperfeinstrukturaufspaltung beim Cd genau geprfift sind und gute 
i3bereinstimmung zwischen Experiment und Theorie gefunden ist, so er- 
gibt sich z. B. bei 2 4678 (Abb. 2 c) das IntensitAtsverh~iltnis a: b nach 
der Theorie wie 2:1, experimentell 2,o8:1. Dabei ist die Intensit~ts- 
messung in bekannter Weise mit Intensit/itsmarken sorgf/iltig durch- 
geffihrt. In anderen F~2den, wenn es sich nur um qualitative Vergleiche 
handelt, genfigt es ffir Linien mit kleineren Intensit/itsunterschieden die 
Intensit/iten aus den Verh~ltnissen der Belichtungszeiten zu bestimmen 
(ScHf)LER u. JOl~ES 81). 

Die gleichen Methoden der Entwirrung der Hyperfeinstrukturen, die 
bier am Beispiel des Cd geschildert sind, haben auch zur Deutung der 
Hyperfeinstrukturen des Hg, Tl, Pb, Ba geffihrt. Hier treten allerdings 
noch weitere Komplikationen auf, die darin bestehen, dab die nicht 
aufgespaltenen Linien der geraden Isotopen nicht zusammenfallen, 
sondern verschiedene Schwingungszahlen haben (dementsprechend fallen 
auch die Schwerpunkte der Aufspaltungsbilder verschiedener ungerader 
Isotopen nicht zusammen). Diesen sogenannten Isotopenverschiebungs- 
effekt werden wir im zweiten Tell besprechen. Trotz dieser Komplika- 
tion lassen sich aber die Hyperfeinstrukturen auch dieser Elemente in 

Der Schwerpunkt eines Aufspaltungsbildes ist definiert durch ZaJ= o, 
wo a der Abstand der I<omponente yore Schwerpunkt und J die theore- 
tische Intensit~t der Komponente ist. Die Lage des Schwerpunktes des 
Aufspaltungsbildes ist wie aus den Aufspaltungs- und Intensit/~tsgesetzen 
(I) bis (7) hervorgeht unabhiingig yon der St~rke der Kopplung. 
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der oben gegebenen Weise eindeutig darstellen. Dai3 diese Unterschei- 
dung zwischen rnagnetischer Hyperfeinstruktur und Isotopieverschie- 
bung nicht eine willkttrliche Deutung der gefundenen Strukturen ist, 
beweist die Arbeit yon KOPFERMANN (52), der dutch Benutzung yon 
verschiedenen Bleisorten (U-Pb und Th-Pb) direkt feststellen kolmte, 
welche Linien den einzelnen Isotopen zuzuordnen sind. 

Wir haben oben gezeigt, wie gut Intervallregeln und IntensitAts- 
gesetze dutch die Beobactltungen bestAtigt sind und eine wie wichtige 
Rolle diese Gesetze bei der Entwirrung der Hyperfeinstruktur fiberhaupt 
spielen. Die auf diese Weise bestimmten Kernmomente sind in Tab. 4 
mitgeteilt, auf ihre Diskussion soll sogleich eingegangen werden. W'ir 
wollen zuvor nur kurz noch die Frage besprechen, wie weit die quantita 2 
rive Wechselwirkungstheorie zwischen Kernmoment und Elektronen- 
hfille mit den Experimenten in Einklang steht. 

2. Vergleich zwischen Experiment und der quantitativen Kopplungs- 
theorie. Wir haben schon erw~hnt, dab ein Vergleich nur in sehr unvoll- 
kommener Weise m6glich ist. Um die Verh~Itnisse klar zu stellen, sind in 
den folgenden Tabellen die Hyperfeinstrukturaufspaltungen aller bisher 
untersuchten Terme von Hg I, Tl I und II, Pb I und II mitgeteilt, und 
zwar sind die Tabellen so angeordnet, dab in jeder Tabelle die Spektren 
mit gleicher Elektronenfiguration eingetragen sind und zwar in Tab. I Hg I 
und Tl II usw. Die Termaufspaltungen sind in lO -3 cm -x angegeben. 
Null bedeutet keine Aufspaltung, Strich heiBt nicht untersucht, + be- 
deutet, daB der energetisch tiefste Term den kleinsten F-Wert besitzt, 
bei S-Termen heiBt das: das magnetische Kernmoment rfihrt von dem 
Umlauf einer positiven Ladung her. Im allgemeinen sollten die Funken- 
spektren gr6Bere Aufspalttmgen zeigen als die entsprechenden Bogen- 
spektren (was auch im wesentlichen zutrifft); denn die Dichte des 
Leuchtelektrons in der N~he des Kernes ist bei gleichen Termen ffir die 
Ionen naturgem~B gr6Ber als ffir die neutralen Atome. Ferner zeigen 
erwartungsgemAl3 dieienigen Terme im allgemeinen eine besonders grol3e 
Aufspaltung, die ein fiefes s-Elektron besitzen. Man finder das schon 
bei den Resonanzlinien der Alkalien best~ttigt, wo im allgemeinen der 
P-Term kaum aufspaltet, dagegen der S-Term eine betr~tchtliche Auf- 
spaltung zeigt. Das gleiche geht auch aus der Tab. 2 hervor, wo Pb II  
und Bi III  eingetragen sind. Bei beiden Elementen hat der 72S!-Term 

a 

eine 4-~mal gr6Bere Aufspaltung als 72Px. Beim Tl I i s t  der Vergteich 
2 

nicht so gut durchzuffihren, weil der 72P_ I-Term nicht gegeben ist und 
2 

de.r 62p~-Term vermutlich eine anomal groBe Aufspaltung hat, worauf 
2 

wit welter unten noch zu sprechen kommen. Vergleicht man den 2S_~-Term 
2 

mit dem 2P3-Term, so sieht man, dab er auch hier wesentlich gr6Ber ist 
2 
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T a b e l l e  1. H g I  u n d  T l l I  T e r m a u f s p a l t u n g e n  f f i r  d i e  I s o t o p e n .  

Term 199 ( I =  1]z ) 2o3, 2o5 (2"= 1/2) Bemerkungen 
t l g  1 T l I I  

6s. 6s • ~So o o 
63.73 • ~So o o 
6s .  8s • "So o - -  
6s .  9 s • x S o o - -  

6 s . 7 s  .3Sz + lO7O + 4980 (S) (M) + 2 2 5 o : P b ] I [  (M) 
6 s .  8s  • 3S~ + Io45 - -  
6 3 . 9 3  • 3Sz c,= + lO3O + 4520 (M) 

6 s . 6 p . x P x  - 181 - 1OlO (M) Fr f iher6s .8p . zPx je t z t5dg .6s2 .mpxP ,  
6s .  7P "~P~ - -  - 127o (M) Lriiher 6s .gpxPx  j e t z t  6 3 . 8 p .  ~Px 

(6s .  8 p - ~ P , )  - 167 - -  s i e h e  Sm~NSWOm~ u.  RUSSELL (91) 
(6s .  9P" *P,) - 386 - -  

6 s - 0 p .  3 P  o o - -  
6s .  7P " ~Po - -  o 

6 s .  6 p .  3 P  z + 727 - -  
6s .  7P" 3Pz -- + 4020 (M) 

6 3 . 6 p .  3P  2 + 758 + 321o (M) 
6s .  7P" 3P2 - -  + 3472 (S) (M) 

6 s .  6 d .  ~D2 + 86o + 834 (S) (M) 
6 3 . 7 d .  *D2 + 496 + 62o (M) 
6 3 . 8 d -  XD 2 - -  + IOO (M) 

6 s . 6 d . 3 D ~  - -  - 2121 (S) (M) 
6 s . 7 d .  SDx - -  - 221o (M) 

6 s .  8 d .  3D~ - -  - 2250 (M) 

6 3 . 6 d .  3D2 - 47o + 550 (S) (M) 
63.7d"  3D2 -- + 780 ( M )  
6 3 . 8 d .  3D 2 - -  + 166o (M) 

6 s ' 6 d ' 3 D 3  - -  + 3330 (M) 
6 3 . 7 d .  3D 3 - -  + 339o (M) 
6 s .  8d-  3D 3 - -  + 345 ° (M) 

6S. 5/ " XF3 + 1480 (S) (IV1) 

6 s . 6 [  ~F 3 -- + 2 9 5 0  (M) 

- -  - 2477 (S) (M) 
- -  - 2580 (NO 
- -  - 675 (S) (NO 
- -  - 2240 (M) 

6s. 5t • 3F, 
63.61.3F2 

"6s. 51 3F • 3 

6 3 . 6 [  • 3 F 3 

6s.5/ .3F 4 -- + 331o (M) 

6s.6/ • 3F 4 -- + 3350 (M) 

x~ 

Y, 

+ 6 4 2  (s) 

- 203 (S) 

X2 W a h r s c h e i n l i c h  5 d g . 6 s 2 . m p ,  
f f f i he r  i r r ~ m l i c h  63- 7P" xPz; 

Y~ Z u o r d n u n g  u n b e k a n n t  

A n g a b e n  ffir:  H g I  SCIdJ-LER U. KEYSTON (88); SCHULER U. JONES (81) 

] SCHOLER U. KEYSTON (88) . . • (S) 
Tl II (IVicLENI~AN U. CRAWFORD (59) . . . (M) 



15 2 H. KALLMANN und H. SCHiiLER: 

als der ~P3_-Term. Analoges gilt, wie auch theoretisch erwartet ,  flit d ie  
2 

Systeme mit  zwei Elektronen.  Hier  zeigt bei H g  I und  T l  I I  der 7 3 S~-Term 
die bei wei tem gr613te Aufspaltung.  Man scheint  also diese theore t i schen 
B e h a u p t u n g e n  qual i ta t iv  in den experimentel len Ergebnissen bestXtigt  
zu f inden.  

Bei einer quan t i t a t iven  Be t rach tung  k o m m t  man,  wie in  allen A r -  
be i ten  be ton t  wird, zu den s t ~ k s t e n  Widerspri ichen,  was wir n u t  a n  
e inem besonders typischen Beispiel zeigen wollen. Das Verh/iltnis de r  
Aufspa l tung  des ~P_~-Termes zu dem 2P3-Term sollte nach  derTheor ie  

2 2 

n u r  wenig yon  der Kernladungszahl  abhi tngen und  unabh~ngig  v o n  
der H a u p t q u a n t e n z a h l  sein. Man sollte also bei den Spektren  T I I ,  P b  I I ,  
prakt isch  das gleiche Verh/tltnis bekommen,  welches sich un te r  Ber i ick-  
s icht igung der Relat ivi t / i tskorrekt ion ffir das Elek t ron  in  der N/the des  
Kernes  wie 5 : I ergibt. Fi ir  B i  I I I  ergibt  sich, weil dort  I gr6Ber ist  a ls  

J ,  ein etwas anderer  Wert,  n/imlich IO : 3. Gefunden wooden ist (siehe 
Tab.  2) beim T l  I ,  9o: I ;  P b  II ,  3,5: I u n d  B i  I I I ,  1,7: I. Also yon  e ine r  

Tabelle 2. T l I ,  P b  II, B i l I I .  

Term T I I  t a ° ~  I I  B i  I I I  
i 

7s .  ~S,/2 + 403 ] + 352 (S) + 2360 6s*. 

6s  ~ • 6 p .  ~]:h/z + 707 - -  - -  
6s*" 7 P "  2t:5/2 - -  + 77 (S) + 520 
6s  2 • 8 p  . 21:~/2 c,~ + 15 - -  - -  
6 S ~ ' g p , ~ ] : S / 2  ¢~ + t i  - -  - -  

6 s  ~ • 6 p .  2/:h/2 + 8 - -  - -  

6 s ~ . z p . ~ t : ~ h  - -  + z2 (S) + 31o 
6s 2. 8p- ~/:h/2 o - -  - -  

6 s  ~" 9P" 2/~/2 o - -  - -  
6s*. Iop. ~P~I~ o - -  - -  

6s  2 • 6 d  . ~ D3/2 o - -  - -  

6 s * . 6 d ' 2 D s I 2  o + 713 (K) 

6s'- 51"~F - -  o (K) --  
6s ' .  6/. 2F - -  o (K) '-- 

6s ~. 8g. 'G - -  o (K) - -  
6 s ' . 9 g .  ~G - -  o (K) - -  

6s. 6p ~ • ~Ds h - -  e,~ + 95 ° (S) - -  

6 s .  6 p " .  "D~/2 - -  + 956  (S) (K) - -  

6 s . 6 p ' .  I~/~ 
6 s  . 6 p  ~ • 251~ 
6s  . 6 p  2 3512 

Angaben ffr:  
T I I  SCOUR u. t¢~YSTON (86) 

[ K O P F E R M A N N  ( 6 2 )  . . . ( I  0 
P b  II (ScHIlLER U. JONES (82) . . . (S) 
B i ] I I  FISm~R u. GouDsm-r (18). 

+ 75oo 
+ I25Oo 
+ 93oo 
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Tabel le  3. P b I  u n d  B i l I .  

Term Pz~ I Bg ti 

6 s ~ ' 6 p 2 " S o  o (S) - -  

6s ~. 6p .  7P" 3SI - -  - 360 

6 s ' . 6 p ~ .  3po o (K) - -  
6 s ' . 6 p . s p . 3 P o  o (S) - -  
6s ~ . 6/ , .  9P- 3Po o (S) - -  

6s ' . 6p2 .3P~  - 117 (K) - -  
6 s ' . 6 p . 8 p . ~ P ~  - 155 (S) - 14o 
6s 2 • 6p .  9P" spi  c,~ - 15o (S) 

6s 2- 6 p ' .  3P 2 + 2z 5 (K) (S) - -  

6 s ' . 6 p ' . x D ,  + 65 (S) - -  
6s 2 . 6p .  7P" *D2 - -  + 780 

6s ~. 6 p .  7P" SD, - -  + lO2O 

6s 2 • 6p .  7P" SD2 - -  + 25 °0 

6s ~. 6 p .  7P" 3D3 - -  + 370 

6s2 .6p .  Ts.~Px - 60 (S) - 530 

6s ~ • cyp. 7s.  3Po o (K) (S) o 

6s ~. 6 p .  7s .  3p~ + 444 (K) (S) + 391o 
6s ~ . 6p .  8s.  3p, + 29o (S) - -  

6s" . 6p . 7s . 3p, _ 218o 

6s ~- 6p .  6d.  3D x - -  - 165 ° 

6 s * ' 6 p ' 6 d ' 3 D ~  + 2 5 5  (K) +255  ° 

6 s ~ . 6 p . 6 d . 3 F ,  - 13o (K) + 198o 

6s 2 . 6 p . 6 d .  3F s ¢~ + 250 (K) 

6s2" 6i0" 5/" 3F, - -  - 16o 

6s 2- 6p-  51" 3F3 - -  - 7 °0  

6s ~. 6 p .  5/" 3Gs - -  + 195o 

6s.  6p s • 3D~ - -  + 8200 

A n g a b e n  ffir: 
Pb I { K o P r s R ~ A ~  (a2) (K) 

S c ~ m z R  u. J o ~ s  i s ) ) ' . .  • (S) 
B i n  FISHER U. GOUDSMIT (18). 

0 b e r e i n s t i m m u n g  k a n n  n i c h t  d ie  R e d e  sein ,  es s c h e i n t  u n t e r  d i e s e n  

U m s t / i n d e n  f r a g l i c h ,  o b  es e i n e n  S i n n  h a t ,  d ie  H y p e r f e i n s t r u k t u r a u f -  

s p a l t u n g e n  v e r s c h i e d e n e r  E l e m e n t e  m i t e i n a n d e r  z u  v e r g l e i c h e n  u n d  a u f  

d ie  e n t s p r e c h e n d e n  m a g n e t i s c h e n  K e r i a m o m e n t e  z u  sch l i eBen ,  z . B .  d ie  

m a g n e t i s c h e n  M o m e n t e  y o n  T l ,  P b  u n d  B i  a u s  de r  A u f s p a l t u n g  d e r  

7 S - T e r m e  v o n  T l  I, P b  n, B i  n I  zu  . be r echnen .  T u t  m a n  d ies  d o c h ,  so 

w i i r d e  s i ch  e r g e b e n ,  d a b  da s  K e r n m o m e n t  des  P b  w e s e n t l i c h  k l e i n e r  i s t  

a l s  d a s  des  T l .  A u s  e i n e m  V e r g l e i c h  d e r  A u f s p a l t u n g e n  y o n  T l  I u n d  
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Tl II rnit Bi I I I  und Bi V schliel3en Mc LENNAN, MC LAY und CRAW- 
FORD (60), dab Tl ein etwa 3 bis 4real gr6Beres magnetisches Moment 
hat  als Bi. Aus den Vergleichen Tl I I m i t  Pb I I I  schlieBen sie weiter, 
dab 19b ein etwa 4 bis 5real kleilleres magnetisches Moment hat  als Tl.  

ROSE und GRANATH (70a) vergleichen TI I, Pb I u n d  B i  I. Aus den 
mit Hilfe der GOUDSMITschen Theorie (siehe S. IO) ermittelten Auf- 
spaltungen eines p±-Elektrons schliel3en sie, dab das Verh~ltnis des 

2 

magnetischen zum mechanischen Moment beim Bi- und Pb-Kern an- 
nahernd dasselbe ist, beim Tl hingegen 2mal gr6Ber ist. Alle diese Be-  
merkungen sind abe l  wie gesagt, nur als rein qualitative anzusehen. 

Wie vorsichtig man bier abet sein muB, zeigt auch der Fall der ~P,- 
Terme des Hg I. Der 6 ~P,-Term hat  die Aufspaltung - -  181, die bisher 
als 8 'P ,  und 9 *P, bezeichneten Terme zeigen die Aufspaltung - -  167 
und - -  386. Im allgemeinen nimmt mit wachsender Laufzahl die Hyper-  
feinstrukturaufspaltung ab. Hier findet man bei den 9 *P,-Term pl6tz- 
lich eine 2,3 mal gr6Bere Aufspaltung. Dieses ist offenbar ein Zeichen 
daffir, dab es sich um gest6rte Terme handelt, und in der Tat  haben auch 
neuerdings SI~ENSTONE U. RUSSELL (91) gezeigt, dab der bisher ats 8 *P~ 
bezeichnete Term in Wirklichkeit ein Komplexterm yon der Konfigu- 
ration 5 d9 6 s ~ mp ist, der besonders die benachbarten Termen st6rt. 

Die letzten in der Tabelle 2 aufgeffihrten Termaufspaltungen des 
Bi  I I I  sind ungew6hnlich grol], es handelt sich bier auch um Komplex- 
terme, deren groBe Aufspaltung wohl  yon einem nicht abges/ittigten 
tiefen s-Elektron herrfihrt. Auf eine nahere Diskussion des hier mit-  
geteflten Materiales k6nnen wir im Rahmen des Berichtes nicht eingehen, 
zumal auch das Ergebnis nicht sehr ergiebig ware. Das, was man aus 
diesen Messungen aber qualitativ fiber die Gr6Be des magnetischen Mo- 
mentes des Kernes aussagen kann, soll in dem nun folgenden Abschnitt  
ausffihrlich besprochen werden. 

III. Fragen des Kernaufbaus. 
Die bisherigen Hyperfeinstrnkturmessungen liefern uns direkt drei 

Bestimmtmgsstficke des Kerns. Die Drehimpulsquantenzahl I des Kerns, 
das Vorzeichen seines magnetischen Moments und seine ungefahre Gr6Be. 

Denkt  man sich den Kern aus Protonen und Elektronen aufgebaut 
und nimmt man an, dab die Momente der einzelnen Bestandteile 
(Spin und Urnlauf) sich in der Weise zusammensetzen, wie wit es yon  
der /iuBeren Elektronenhiille der Atome her kennen, so sollte man  
erwarten, dab wenigstens bei Kernen, die ans gerader Protonenzahl 
und ungerader Elektronenzahl bestehen, ein yon Elektronen herrfihren- 
des magnetisches Moment vorhanden ist. (Bei gerader Elektronenzahl 
k6nnten die Elektronen gegenseitig abgesattigt sein.) Es gibt vier 
solcher Elemente, H 2, Li 6, B IO und N 14. Von diesen ist allein Li  6 
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auf Hyperfeinstruktur untersucht. Man hat  fiberhaupt keine gefunden. 
Das magnetische Moment von Li  6 ist, wie man aus dem Vergleich mit 
Li  7 ausrechnen kann (Gf3TTINGER 11. PAULI, 305), sicher wenigstens 
ffinftausend real kleiner als ein BoI~Rsches Elektronenmoment.  Es 
macht  sich also das Elektron in diesem Kern magnetisch nicht be- 
merkbar. Es w~re natfirlich aus relativistischen Grfinden nicht zu er- 
warren, dab das magnetische Moment eines Elektrons im Kern den- 
selbem Wert hat wie das eines freien Elektrons; dab es aber wenigstens 
5000 real kleiner ist, ist nach den Gesetzen, die die ~uBere Elektronen- 
hfille beherrschen, nicht zu erwarten. 

Alle iibrigen nicht radioaktiven Elemente mit ungerader Elektronen- 
zahl haben auch ungerade Protonenzahl. Bei ihnen k6nnte es nach 
den/iblichen Gesetzen der Fall eintreten, dab sich ein Proton mit einem 
Elektron zu einem Gebilde mit dem mechanischen Moment Null ab- 
sAttigt. Ein solches Gebilde h~ttte dann auch kein magnetisches Moment. 
Dies r/ihrt daher, dab ein nicht zu starkes AuBeres Magnetfeld die mag- 
netische Kopplung zwischen Proton und Elektron noch nicht aufl6st. 
Diese Kopplung bewirkt, dab in einem solchen Feld das Elektron in 
einem station~ren Zustand mit der Wahrscheinlichkeit ~ in Richtung des 
Feldes und Init der gleichen Wahrscheinlichkeit in der entgegengesetzten 
Richtung steht. Also ist der Zustand unmagnetisch. (Man kann dies 
direkt aus den Eigenfunktionen auf S. I entnehmen.) Das Experiment 
hat  aber gezeigt, dab dieser Fall nicht vorliegt, denn diese Elemente 
haben nicht den I-Wert  Null; trotzdem macht sich bei diesen Kernen 
das magnetische Moment des Elektrons nicht bemerkbar. 

Nffnmt man welter hinzu, dab ffir die meisten Kerne sich das Vor- 
zeichen des magnetischen Momentes so ergibt, als ob das Moment von 
der Rotation posifiver Ladungen herrfihrt und seine Gr613e sich in der 
Gr6Benordntmg eines Protonenmomentes bewegt, so wird man zu dem 
Schlul3 geffihrt, dal3 der Elektronenspin sich im Kern magnefisch nicht 
bemerkbar macht. 

In Tab. 4 sind die bisher bekannten I-~rerte angegeben. Sehr viele 
sind aus Hyperfeinstrukturmessungen (A) ermittelt. Die Werte, die aus 
bandenspektroskopischen Messtmgen erschlossen sind, sind mit  (B) be- 
zeichnet. Wit mfissen bemerken, dab diesen Werten eine spezielle Un- 
sicherheit anhaftet. Die bandenspektroskopische Methode setzt nAm- 
lich voraus, dab die Kerne eines Isotops eines Elementes alle homogen 
(ira gleichen Zustand) sind. Ist das nicht der Fall, so kann man aus Ban- 
denmessungen keine genauen Aussagen fiber I machen (HEITLER, 40). 
Bisher spricht allerdings nichts ffir eine solche Inhomogenit~tt der Kerne. 
Die Bestimmtmgen aus der Hyperfeinstruktur scheinen uns verhitltnis- 
mltBig zuverl~ssig zu sein. Nur der Wert  Null ist mit  Sicherheit auf diese 
Weise nicht z u  bestimmen. Denn der Weft  I = o besagt: es ist keine 
Hyperfeinstruktur gefunden. Das kann bedeuten, I wirklich = o. Es 
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Tabelle 4. 
Z u s a m m e n s t e l l u n g  d e r  b i s h e r  f e s t g e s t e l l t e n  K e r n m o m e n t e .  

Isotopen Kernmoment Verfasser. Z Element 

2 . 

3 

g 8 
9 F 

II  Na 
I5 P 
17 Cl 
25 Mn 

2 9 Cu 

31 Ga 
33 As  

35 Br  

37 Rb 
48 Cd 

49 In  
51 Sb 
53 J 
55 Cs 
56 Ba 

57 La  
59 P r  
75 Re 
79 A u  
80 H g 

81 TI 
82 Pb 

83 B i  

I 

4 
6 
7 

14 
16 
19 
23 
31 
35 
55 

63, 65 

69, 7I 
75 

79, 81 

85, 87 
I I I ,  I I  3 

I I O ,  I I 2 ,  I I 4 ,  116  
I15 

121,  123 
127  

133 

137 
136, 138 

139 
141 

187, 189 
197 
109 
201  

198 , 200, 202, 204 
203, 2O5 

2 0 7  
204, 2o6, 208 

2.09 

% 
O 
0 

I 
0 
x/2 

% (%?) 
x/2 

3/2 

x/2 
0 

s/~ (of) 
: s / j  

3 / j  
O 
% 
s/2 
s/, 

: s / j  

0 
x/2 
x/' 2 
0 
% 

SCHULER (A)  (75 ) ;  H A R V E Y  u n d  
JENKINS (B) (39) 
KRONIG (B) (53) 

GALE und MONK (B) (19) 
SCHOLER (A)  (85)  
JENKINS  u n d  A S H L E Y  (B)  ( 5 0 )  
ELLIOTT (B) (16) 
WHITE und RrrSCHL (A) (102) 
PLITSCHL (A)  (69 ) ;  S H E N S T O N E  
CA) (90) 
JACKSON (A)  (48)  
T O L A N S K Y  (A)  (94) 
D E  BRUIN CA) (II); TOLANSKY 
(A) (9Z) 
JACKSON C A) (49) 
SCHi]'LER und BRffCK (A) (79) 
CAMPBELL und BACHER (A) (13) 
LbWENTHAL (A) (56) 
TOLANSKY C A) (92) 
KOPFERMANN (A) (51); JACK- 
SON (A) (~4) 
I~JTSCHL U. S A W Y E R  (A) (70) (*) 

WHt~E C A) (97) 
GraBS, WHITE U. RUEDY (A)  (21) 
G R E M M E R  U. R I T S C H L  (A) (33) (qo) 
RITSCHL (A) (69) 

SCtt0LER mad K E Y S T O N  (A)  
(ss) (**) 
SCHOLER und BROCK (A) (78) 
I~OPFERMAN-N (A) (52) 

GOVDSM~T und BACK (A) (29; 3) 
(AJ ° . . Bedeutet, da~ die Kernmomente aus Atomllnien bestlmmt slnd. 
(B) . . . Bedeutet aus Banden bestimmt. 
(#) . . . Einer der Verfasser (ScH.) und E. G. JONES haben die Befunde yon :RITSCHL nnd SAWYER am 

Ba- I I  diskutiert End mSchten sle auf  Orund des Schwerpunktsatzes~ der  angegebenen Inten- 
sitRten End des Verglelches m h  anderen Dublettspektren dahin deuten~ da~ B a l ~  ein Kern-  
moment + s/z hat. 

(¢i~) • . ° ZEEMAN~ GISOLF End DE BRUIN (104) untersuchen den ZEEMANeffekt End best~it/gen den I-Were. 
(a-J) . . . MURAKAWA (6~) untersueht den ZEEMANeffekt yon ~t4o47 End bestlltigt die l-Werte° 
(o¢) . . . ' A n m e r . ~ z f  ~e~ der Eorrek~#r : In Phys. Rev. 40, xo4% z932 korrigiert CAMPBELL den Wef t  

"in O/Z oder n/z. 

k a n n  aber  auch bedeuten ,  dab  das  magne t i sche  Moment  des Kerns  n u t  
sehr  klein ist .  Bei  einigen E lemen ten ,  Al ,  Cl, P,  K (93, 78) i s t  in d e r  
T a t  keine H y p e r f e i n s t r u k t u r  gefunden worden.  T r o t z d e m  is t  zu e rwar ten ,  
dab  diese E lemen te  ein mechanisches  Moment  besi tzen.  Aus  B a n d e n -  
messungen (16, ao, .Saa) h a t  sich auch ein solches Moment  ergeben.  Man 
muB also wohl  annehmen,  dab  diese Kerne  ein besonders  kleines m a g -  
net isches  K e r n m o m e n t  haben.  
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Die Tabelle 4 zeigt welter, dal3 alle bisher untersuchten Elemente mit  
gerader Protonenzahl keine Aufspaltung haben. Also entweder ist ihr I -  
Weft  null, oder sie besitzen ein viel kleineres magnetisches Moment als 
die Elemente mit  ungerader Protonenzahl. Bei den Elementen mit  
grol3er Kernladungszahl (Hg, Pb) folgt aus den Messungen ffir dieses hy- 
pothetische Moment allerdings ein Wert  yon h6chstens 1% des magneti-  
schen Momentes der Isotopen mit  ungerader Protonenzahl. Man m6chte 
daraus schliel3en, dab ihr I -Wer t  wirklich null ist. Dem steht allerdings 
entgegen, dab bei N 14 aus Bander  I = I best immt worden ist. Es ist 
dies bisher der einzige Fall eines Elementes gerader Protonenzahl, bei 
dem ein von Null verschiedener I -Wef t  festgestellt worden ist. 

Ferner zeigt uns die Tabelle, dab die I -Wer te  aller Elemente un- 
gerader Protonenzahl halbzahlig sind. Man m6chte dementsprechend 
folgern, dab die Kerne aller Elemente gerader Protonenzahl null oder 
ganzzahlige I -Werte  haben. Diese Resultate sind auBerordentlich bedeut- 
sam, auch wenn man sich nur auf die experimentetl schon sichergestellten 
FAlle beschr~nkt. Nach der fiblichen Auffassung h~tte man n~mlich zu 
erwarten, dab nicht die Protonenzahl, sondern die Gesamtzahl der Kern- 
bestandteile (Protonen und Elektronen) die Ganzzahligkeit (gerade Ge- 
samtzahl) bzw. Halbzahligkeit (ungerade Gesamtzahl) yon I bestimmte. 
Das ist offensichtlich nicht der Fall. Man erkennt dies ganz deutllch an 
den F~llen des Cd, Hg und Pb. Ihre Isotopen mit  ungerader Protonen- 
zahl haben auch ungerade Elektronenzahl, also sollten sie ganzzahliges I 
haben. I h r e / - W e r t e  sind abet  ganz sicher halbzahlig. Dieselbe Un- 
stimmigkeit  ergibt sich ffir N. N hat 14 Protonen und 7 Elektronen, also 
eine ungerade Zahl yon Bestandteilen ; trotzdem hat  es einen ganzzahligen 
I -Wert .  Und wenn man das Fehlen einer Hyperfeinstruktur  bei Li 6 dahin 
deutet, dab sein I -Wer t  null ist, so wfirde auch bier dieselbe Unstimmig- 
keit bestehen, denn Li 6 hat 6 Protonen und 3 Elektronen. Es sieht 
also auch bei der Bestimmung des mechanischen Momentes der Kerne so 
aus, Ms ob der Spin der Elektronen sich im Kern nicht bemerkbar  macht.  

Zu einem ~hnlichen Resultat  wird man geffihrt, wenn man unter- 
sucht, ob die Atomkerne der BosE- oder FERMI-Statistik gehorchen. 
Kerne mit  ungerader Gesamtzahl yon Bestandteilen sollten der FERMI- 
Statistik gehorchen, mit  gerader Zahl der BosE-Statistik (EHRENFEST 
und OPPENHEIMER, 15). Die Bandenanalyse hat aber gezeigt, dab der 
Stickstoffatomkern, obwohl er aus einer ungeraden Zahl von Bestand- 
teilen besteht, der BosE-Statistik gehorcht (HEITLER und HERZBERG, 41). 
Also auch bier sieht es so aus, als ob die Elektronen in den Kernen 
nicht mitzuz~hlen sind. 

Es haben sich also bei der Bestimmung des magnetischen Momentes, 
des Spins und der Stafistik der Kerne Resultate ergeben, die keinen 
Zweifel daran lassen, dab die Gesetze der Kopplung yon Protonen und 
Elektronen auf den Kern in der fiblichen Weise nicht anwendbar sind. 
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Zur Deutung der erhaltenen Resultate kann man sich auf den Stand-  
punkt  stellen, dab die Elektronen bei der Best immumg der obigen Kern-  
eigenschaften als Illdividua nicht mitzuz~ihle~a sind. Sie wirken nur ads 
Ganzes mi t  ihrer Ladung, liefern aber keinen Beitrag als Einzelwesen 
zum Spin und zur Statistik. Man kann dann alle bisher bekannten R e -  
sultate der obigen Art in der Tat  erkl~iren. Man ffihrt als Begrfindung 
ffir eine solche Anschauung im allgemeinen - -  etwas rob ausgedriickt - -  
Folgendes an: Die Eigenenergie des Elektrons ist m .  c 2 = 0,5 Millionen 
Volt. Die im Kern auftretenden Bindungsenergien sind schon um eila 
merkliches gr613er. Es erscheint unter solchen Umst~inden schwiefig, die 
Elektronell im Kern noch als einzelne Individua anzusehell. 

Man kann sich abet zur Erkl~irung der obigen Ulastimmigkeiten auch  
noch auf einen ganz anderen Standpunkt  stellen. Die iiblichen Gesetze 
der Kopplung yon einzelnen Teilchen haben auch im Kern Gfiltigkeit. 
Nicht diese Gesetze sind falsch, sondern unsere Voraussetzulag fiber die 
dementaren Baustdne des Atomkerns. Danach soll der Kern nicht l lur 
aus Protonen lmd Elektronen bestehen, sondern Iloch zumindest aus  
einer drit ten Art vola Elementarbestalldteilen ulld zwar aus Neutronen 
(PAULI) ; eine Hypothese, die in letzter Zeit durch die Entdeckung von  
Neutrollen bei der Atomzert r f immenmg an Wahrscheinlichkeit gewollnen 
hat. U m  die oben besprochelaen Resultate zu verstehen, miil3te m a n  

allerdings anllehmen, dab die Neutrollen einell Spin i h besitzen und  
2 2 ~  

der FzR~I-Stat is t ik genfigen. Wit  mfissen uns im Rahmen dieses Be-  
richtes mi t  diesem Hinweis auf die hier vorliegellden M6glichkeiten be-  
schrlinkell, ohne auf die interessanten Einzelheiten dieser Fragen ein- 
gehen zu k6nnen. Wir m6chten abet  noch einmal betonen, dab m a n  
nu t  zu einer ,,Erkl~irulag" der Unstimmigkeiten gelangt, wenn man die 
Neutronen als lleue Elemelltarteilchen ansieht. Sind sie abet  aus eillem 
Proton und einem Elektron aufgebaut, .so wiirden die obigell Schwierig- 
keiten unvermindert  bestehen bleiben. 

Wir wollela nunmehr noch die Frage nach der Herkunf t  des magnet i -  
schen mad mechallischen Kernmoments  disk~tieren. Die einfachste An-  
nahme ware die, dab es sich aus Umlauf  land Spin der Protonell zu-  
sammensetzt .  Bei leichten Elementen schlagen BRYDEN (12) undWHI~rE 
(100) in Analogie zu den ~uBeren Elektronenschalen ffir den Kern einen 
Protonenschalenaufbau vor, fiir den ihnen die bisher bekannten I -Wer t e  
zu sprechen scheinen. Eille Systematik aller bisher bekannten I -Wer t e  
ist aber noch nicht gellmgen. Experimentell  ist folgendes festgestellt: 

Es kommen mechanische Momente von Null bis 9 vor. Elemente mi t  
2 

ungerader Protonenzahl haben,  wie schon erwiihllt, halbzahligen Spin. 
Wir haben zur besseren 0bersicht  in Tabelle 5 angegeben, wie sich 
die Spinwerte auf die einzelnen Isotopen verteilen. Es ist auffallelad, dab  
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bei Elementen mit geraden und ungeraden Isotopen hohe I-Werte nicht 
vorkommen und dab die ungeraden Isotopen eines Elementes immer 
gleiches I haben mit Ausnahme yon Hg 199 und 2Ol. Man erkennt 
sonst keine ausgepragte Regelm~iBigkeit, hat im Gegenteil, wenn man 
yon Element zu Element iibergeht, den Eindruck einer gewissen Un- 
regelm~Bigkeit. Man sieht dies deutlich bei den Kernen 207 und 208. 

Z = 82 und 209, Z = 83. 207 hat den Spin ~-, 208 vermutlich den Spin 

Null und 209 hat pl6tzlich 9 .  
2 

13bet die magnettschen Momente ist folgendes festgestellt. Nur Kerne 
ungerader Protonenzahl haben merkliche magnetische Momente. Ob 
ihr Fehlen bei den Kernen gerader Protonenzahl auf einem Fehlen des 
Spins fiberhaupt, oder auf einer sehr geringen magnetischen Wirkung 
des Drehmomentes beruht, ist unentschieden. Das Vorzeichen der magne- 
tischen Momente ist meistens positiv, nut  Cd n I  und 113 und Hg 2oi 
haben ein negatives magnetisches Moment. Da diese Feststellungen an 
S-Termen dieser Elemente gemacht sind, kann das umgekehrte Vor- 
zeichen diese Momente nicht auf eine Anomalie in der Elektronenh/ille 
geschoben werden. Besondes deutlich ist dies beim Hg. Hier hat H g I 9 9  
positives Vorzeichen, 2Ol negatives. Man erkennt dies experimentell 
daran, dab alle Terme von 2Ol umgekehrt liegen wie bei 199. 

Die absolute GrSBe der magnetischen Momente ist nut  sehr ungenau 
bekannt, weiI man auf die Theorie der Wechselwirkung zwischen Kern 
und Elektronenhtille angewiesen ist, die quanti tat iv mit Ausnahme des 

Tabelle 5. K e r n m o l n e n t e  und  I s o t o p e n .  

Kernmomente Einfache Elemente Elemente mit zwei Elemente mit geradent 
ungeraden Isotopen und ungeraden Isotopen 

I = % _ _ 

I = 7/2 

I ---- 5/3 

I = 3/2 

I = x/2 

B i 2o9 
] 127 

Cs 133 

]:~r 141 
L a 139 
I n  1152 
M n  55 
N a  23 

A u 197 
As  75 

P 3 I  
F 19 

Re 189, 187 
Cl 37, 35 (39) 

Sb 123, 121 
(?) Rb 87, 85 

Br 81, 79 
Ga 7I, 69 
Cu 65, 63 

T1 205, 203 

Hg 2Ol 
(?) Ba 137 

L i  7 

Pb 207 
Hg I99 
H I 

I Die geraden Isotopen haben I =  o ( H a ; I  = o?) Erweiterung der Tabelle von SCHULER 
und KEX'STON (85). 

z .4nmerkun~  ~el tier k 'or rek tur :  Filr Im werden neuerdings yon CAMPEELL (vgL S. x5 6) die 
Werte 9/2 oder 11/2 disku6ert.  
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Li + unzureichend ist. Nimmt man an, dab die Theorie f/Jr S-Terrne 
wenigstens die richtige Gr6genordnung liefert, so erh~ilt man f/it das 
Kernmoment im allgemeinen Werte der Gr6Benordnung eines Protonen- 
moments. Beim Li +, wo die Rechnung weit sicherer ist, kommt man  
etwa zu dem Wert I : 600 des Elektronenmoments. In einigen F~illen 
scheint man allerdings auch auf sehr kleine magnetische Momente ge- 
ffihrt zu werden (Al, K, Cl, P). 

Im a!lgemeinen hat man den Eindruck, dab die Kerne mit groBem I 
nicht etwa auch immer ein besonders g-roBes # haben; das wiirde darauf  
hindeuten, dab die groBen I-Werte nicht auf einer ParalleMchtung des 
Spins yon mehreren Protonen beruhen, woftir vielleicht auch die 
Tatsache spricht, dab gerade Isotopen bisher keine Aufspaltung ge- 
zeigt haben. 

Eine besondere Diskussion verlangt der Vergleich der/z-V~rerte der 
Isotopen. Es hat sich gezeigt, dab alle ungeraden Isotopen nicht nur  
gleiches I ,  sondern auch ann~ihernd gleiches/~ haben, mit Ausnahme yon 

Hg 199 und Hg 2Ol. Hg 199 hat den Spin i ,  2Ol hat  3 ,  aber urn- 
2 2 

gekehrtes magnetisches Moment. Da es sich hier um den Vergleich 
zweier Isotopen handelt, kann man wohl annehmen, dab ihre Elek- 
tronenhiillen praktisch identisch sind und man kann daher die magneti- 
schen Momente yon Hg 199 und 2Ol miteinander vergleichen. Die Auf- 
spaltung der Terme yon 199 und 2Ol gibt Tabelle 6. 

Die Gesamtaufspaltung ergibt sich aus der Formel (4) zu 

d W =  ,,,H(o) ~ f i i r f ~ I  bzw. ¢,H(o) ~ -~ fiir I ~  J, 

hieraus kann man dann 'u~99 berechnen. Die so errechneten Werte sind 
~t/2 01  

in der vierten Spalte der Tabelle 6 eingetragen. Man sieht, dab fiir alle 

Tabelle 6. G e s a m t t e r m a u f s p a l t u n g e n  des HgI S p e k t r u m s  
SCHILLER und  JONES (81). 

T e r m  G e s a m t t e r m a u f s p a l t u n g  A~' i n  XO "-3 cm - 1  P I__~ 

H g , ~  ( I =  2/9 Hg2oa ( I =  3/z) ~, ~t 

6 ~So bis 9 ~So 

7 3S~ 
8 3S~ 
6 ~P~ 
(8 xp~) 
(9 'Px) 
6 3Po 
6 aP x 
6 3p= 
6 XD= 
7 XD~ 
6 aD~ 

o 

Io7o 
Io45 

- i 8 i  

- I67 
- 386 

O 

727 
758 
860 
496 

- 47o 

O 

- Io7o 
- m35 

I65 
I72 
385 

O 

- 725 
- 88o 

- 795 
- 53t 

5o7 

-- 0,89 
--0,89 
- 0,98 
- o , 8 6  

-- 0,89 

- 0,89 
- 0,86 

--  I , O 8  

- -  O , 9 3  

- -  O , 9 3  
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Terme ungef~hr ~x9~ = 0,9 gilt. F/Jr die einzelnen Terme erh~it man 
~201 

etwas verschiedene Werte; die gefundenen Unterschiede liegen bei 6 ~P~ 
und 6 'D~ auBerhalb der Fehlergrenze, sind also sicher reell. Man er- 
kennt  daran deutlich, daB die Grundlagen der Theorie nur nAherungs- 
weise zutreffenk Wichtig ist, festzustellen, dab die Absolutwerte yon 

#199 und/&o, nahezu gleich sind, obwohl 2Ol den Spin 3 und 199 den 
2 

Spin x hat. 
2 

Besonders auffallend ist das Resultat, daB bisher alle ungeraden Iso- 
topen einesElementes den gleichen Absolutwert yon/~ haben. Man k6nnte 

dies verstehen, wenn es sich immer nut  um den Spin ! handelte, den 
2 

man dann einem Proton zuschreiben wfirde. Aber auch Isotope mit  
gr6Berem I scheinen gleiches I und # zu haben. Geht man hingegen yon 
einem Element zu einem benachbarten fiber, so ~tndert sich h~ufig I und, 
wie es scheint, auch 3*. 

Ein Aufbau des Kernmomentes allein aus dem Spin der Protonen 
scheint durch das Experiment widerlegt zu sein. Man wfirde dann nicht das 
Auftreten negativer magnetischer Momente verstehen. Auch h~tte man 
zu erwarten, daB /, proportional I ware, was nicht der Fa l l  ist. Wit  
wotlen hier nnr noch den Fall etwas n~her betrachten, dab sich die Ro- 
tat ion des Kernes als Ganzes mit  dem Spin eines Protons zusammensetzt.  

Bezeichnet man die Umlaufquantenzahl des Kerns mit  l k, so m6chte 
man diesem Umtauf ein magnetisches Moment yon der Gr6Be 

- -  ,,d e h Z  
, , m l ~  - ~ 4-~-~M ( z o )  

zuschreiben, wo M die Kernmasse und Z die Kernladung bedeuten. Da 
es sich aber um einen Umlauf von positiven und negativen Ladungen 
handelt, so muB man berficksichtigen, daB diese Ladungen verschieden 
gegeneinander gelagert sein k6nnen. Es ist also die rechte Seite yon (IO) 
mit  einem Faktor  g (l~.) zu muttiplizieren, der sowohl positiv wie negativ 
(wenn die Elektronen sehr weit auBen liegen) sein kann. Hinzu kommt  
dann noch das Moment, welches von dem Spin der Protonen herrfihrt. 
Dieses ist 

eh 
~t mSlc ~ 2 rusk 4 ~ M o c  (IX) 

(s~ ist die geometrische Summe der Protonenspins, Mo die Masse eines 
Protons). Addieren sich nun sk und l~ zu einem gesamten Kern:  

A n m e r h u n g  bei der Korrek tur :  Bei 6~D2 liegt eine St6rung des Termes 
vor (siehe Anmerkung S. I4I ), also eine Abweichung yon den Gesetzen der 
rein magnetischen Kopplung. Das Yerhalteu yon 6 ~P, ist uoch ungeklgrt. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. I I  
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moment I,  so ergibt sich das gesamte magnetische Moment aus der  
LAl~D]~schen g-Formel zu (I2)  

g(/k)Z-- I(I+ I)+lk(Ik+ I)--sk(sk+ I) +2 I(I+ I)+ s~,(sk+ I)-/k(/,~+ I) 
~ - -  ehm . M 

-- 47r Moc \ /"  2I(I+ i) 
Man erkennt aus dieser Formel, dab negative Kernmomente auch 

dann auftreten k6nnen, wenn g (lk) positiv, abet geniigend klein ist und  
wenn auBerdem I und sk kleiner sind als l k. Anschaulich bedeutet das, 
dab das Moment dann negativ wird, wenn sk entgegengesetzt gerichtet 
ist wie l k und das magnetische Moment von I k kleiner ist als das yon sk. 
Solch eine Auffassung ergibt eine Erkl~irungsm6glichkeit fiir den Vor- 
zeichenwechsel beim Ubergang von Hg 199 zu Hg 2Ol. Man miiBte dann 
ffir lk den Wert 2 einsetzen und fiir s~ den Wert i/~. Fiir I = 3/2 ergibt 
sich dann ein negatives magnetisches Moment vonder  Gr6Be yon 3/s Pro-  
tonenmoment unter der Voraussetzung, dab das Moment von l k ver-  
schwindend klein ist. Es muff ausdriicklich betont werden, dab solche 
Versuche zur Erkl~irung der Kernmomente zur Zeit noch mit allergr6Bter 
Vorsicht betrachtet werden mtissen. Wie man sieht, treten fiberall 
Schwierigkeiten auf, wir k6nnen daher obige Ausfiihrungen nut  als 
eine Andeutung von M6glichkeiten ansehen und nicht als begriindete 
Theorien. 

I V .  D i e  I s o t o p i e v e r s c h i e b u n g .  
Wit  gehen nunmehr dazu iiber, die Erscheinungen der Isotopiever- 

schiebung d. h. die Tatsache, dab die entsprechenden Spektrallinien ver- 
schiedener Isotopen eines EIementes, verschiedene Frequenz besitzen, 
zu besprechen und geben zun~chst ein Bild, Abb. 3, aus dem man er- 
kennt, wie sich diese Verschiebung bei Aufnahmen einer Spektrallinie mi t  
dem FABRY-PI~.ROT ETALON bemerkbar macht. In Abb. 4 ist an einigen 
typischen Beispielen yon Hg- und Pb-Linien gezeigt, wie bei den analy- 
sierten Strukturbildern die Linien der geraden Isotopen und die Schwer- 
punkte der Aufspaltungsbilder der ungeraden Isotopen zueinander liegen. 
Es gibt zur Zeit noch keine Theorie, die die Isotopieverschiebung bei 
den Elementen hoher OrdnungszahI befriedigend darzustellen vermag. 
Wir werden uns daher hier im wesentlichen darauf beschr~inken, die 
experilnentelle Bestimmung der Isotopieverschiebung und ihrer Zu- 
ordnung zu den einzelnen Tel-men mitzuteilen. 

Die Tatsache, dab eine Spektrallinie, die zu einem Llbergang zwi- 
schen zwei bestimmten Zust~inden eines Elementes geh6rt, fiir die ver- 
schiedenen Isotopen eines Elementes verschiedene Frequenzen besitzen 
kann, ist seit langem bekannt. Es ist auch bekannt, dab diese Ab- 
h~ingigkeit der Frequenz yon der Kernmasse nicht allein durch die 
BOHR-SoM,VLERI~ELDsche Theorie der Mitbewegung des Kernes erklXrt 
werden kann. 



Hyperfeinstruktur und Atomkern. 16 3 

Die Isotopieverschiebung einer Spektrallinie besagt, dab die Bin- 
dungsenergie eines Elektrons in einem bestimmten Zustand ffir verschie- 
dene Isotopen verschieden ist. Diese Differenz der Bindungsenergie eines 
Elektrons bezeichnen wit als die Isotopieverschiebung eines Terms. Diese 
Bezeichnung ist nicht eindeutig, man muB eigentlich immer noch hinzu- 
ffigen, welches Elektron aus dem Atomverband entfernt wird. Denn es 
ist zu erwarten, dab man einen anderen Wert fiir die Isotopieverschie- 

T r e n n u n g  der  I s o t o p e n  y o n  Hg, Tl und Pb 
durch  den I s o t o p e n v e r s c h i e b u n g s e f f e k t .  

~L 

Hg-Isotopen 

~ ~ ~ ~ ~ T/-Isotopen 

~-6o7~; 5 mm Etalon ,~.535x; io mm Etalon 
H. SC~0LE~ U. J.  E. KEYS'ION (88}. H. ScH/JLER U. J .  E. KEYS'YON (8~1. 

(a) (b) 
F3-Isotopen 

m . . . .  

1 I 
GewShnliches Blei Uranblei 

).4058; 8 mm Etaion 
H. KOPFERMANN I52). 

(c) 

llot Viol 

} Sfa~bel/~let 

~ e  

2 52ox ; 15 mm Etaton 
H.  SC~OLER u. E. G.  JONES (82). 

(d) 
Abb. 3. 

bung erh~It, wenn man das Iockerst gebundene Elektron Iosl6st, als wenn 
man ein fester gebundenes entfernt. Im folgenden wird unter Isotopie- 
verschiebung eines Terms schlechthin immer die Differenz der Ioni- 
sierungsarbeiten des lockerst gebundenen Elektrons verstanden. In F/il- 
len, wo auch noch ein anderes Elektron im Atomverband gehoben wird, 
(Komplexterm), werdeI1 wir besonders darauf hinweisen. Auch die so- 
eben gegebene Definition der Isotopieverschiebung ist noch nicht ganz 
eindeutig. Es gibt bekanntlich Zust~nde mit mehreren Ionisierungsspan- 
nungen (bei ihnen kann das Ion in verschiedenen Zust~nden zurfickbleiben 
(z. B. Pb). Hier mfiBte man auch noch angeben, welche Ionisierung be- 

ll* 



164 H. KALLMANN und H. SCHf-J'LER: 

t rachte t  w i r e  In F~llen dieser Art scheint allerdings ein Unterschied in 
der Isotopieverschiebung nicht zu bestehen, denn Terme mit gleichern 
n und l, aber verschiedenem ] scheinen etwa gleiche Isotopieverschiebung 
zu haben. 

Wie best immt man nun die Isotopieverschiebung eines Terms? Ih re  
Besfimmung w~re sehr einfach, wenn sich der Effekt nur darin bemerk-  
bar machte, dab alle Energiewerte mit  einem konstanten Faktor  zu 

Hg12£7/I 
~g :2 8o:z ~_:zoz Ha ~.g~z 

i'IgI.,ZZ~38 PbX~S373 Pbu8 

Rot //fat H~ m Vm/. l ~o/. 

H~ ' I H_~sg PbZ°6b zs8 ~ 

Pbl~TZ~ Pbu# PbI25Z~l Pb2m Pbl~¢~g P.~z~ 

r~'s--~ ,.z5 / 

I I I 
Pb~o~ Pba~ Pbm¢ 

Abb. 4. Beispiele fiir die unsymmetrische Lage der Schwerpunkte der ungeraden Isotopen 
zwischen den geraden Isotopen. 

H.  SCHrJLER tt. J.  E. KEYSTON (88). 
H. SCHULER U, E* G. JONES (8~). 

multiplizieren w~ren (wie in der gew6hnlichen Theorie der Kernmitbe-  
wegung). Dann g~be die Verschiebung einer Spektrallinie sofort die Tso- 
topieverschiebung aller Terme. Das ist nicht der Fall. Man mul3 daher  
die Ionisierungsspannungen spektroskopisch bestimmen und ihre Diffe- 
renzen ffir die Isotopen feststellen. Man geht in der Praxis (SCHT3LER 
und KEYSTON, 88) yon einem Term m6glichst hoher Hauptquanten-  
zahl aus. V-on diesem kann man schon aus theoretischen Grtinden ver-  
muten,  dab er nut  eine verschwindend kleine Isotopieverschiebung hat .  
Man kann dies auch experimentell sicherstellen, indem man feststellt, 
dab alle von diesem Term ausgehenden und zu anderen hohen Termen 
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ffihrenden Spektrallinien keinen Verschiebungseffekt mehr zeigen. Man 
geht nun yon diesem hohen Term sukzessive zu anderen tieferen Termen 
fiber. Findet man, dab eine Spektrallinie, deren Anfangsterm unver- 
schoben ist, eine Verschiebung hat, so mul3 dies die Verschiebung des 
tieferen Endterms sein. Man kann von diesem Term mit  nunmehr be- 

~Ok/. -q -  

:) 

Sels.$se.mp #s.ms #s.m.,v Es.md #s.ms : . . . _ _ ~ m p  6s.:nd 

Z0¢ 
20Z 
zoo ~7 
138 

2 ~ m  

158 -7 

,-./.... 

/ 
Abb. 5, Isotopenverschiebungseffekt. Von Hg-I. 

H. SCHOLER U. J.  E. K~VSTO,~ (88). 

kannter  Isotopieverschiebung zu weiteren Termen fibergehen und so 
schlieBlich die Isotopieverschiebung slier Terme bestimmen. Auf diese 
Weise sind die im folgenden wiedergegebenen Tafeln gewonnen. Wir 
wollen sie nunmehr im einzelnen besprechen. 

Wir beginnen mit der Isotopieverschiebung des Hgt  (88; 81). Hg hat  
vier spektroskopisch nachweisbare gerade Isotopen 198, 2oo, 202 und 
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2o4 und zwei ungerade Isotopen 199 und 2Ol. In der Abb. 5 ist die 
Isotopieverschiebung ftir die Terme der geraden Isotopen aufgetragen. 
Man sieht, dab bei der Isotope mit der kleinsten Masse das Elekt ron 
am festesten gebunden ist. Die in der Abb. 5 wiedergegebenen Wer te  
sind folgendermaBen zu verstehen: es ist angenommen, dab die 8- u n d  
91So-Terme keine Verschiebungen zeigen, das w/irde heiBen, dab fiir  
die Entfernung des Elektrons aus diesen Niveaus ins Unendliche die 
gleiche Energie fiir alle Isotopen gebraucht wird. W/ire hier doch noch 
eine Energieverschiedenheit vorhanden, so wiirde sie zu den Verschie- 
bungen aller Terme als additive Konstante hinzutreten. Wit sehen, 
dab bezogen auf den 9~So-Term die folgenden Terme 8~So, 6- und 7-~D~, 
63D~, 63P ... . .  und 6~P~ keine Verschiebungen haben. Da es recht un-  
wahrscheinlich ist, dal3 alle diese neun Terme die gleichen Verschiebun- 
gen zeigen, ist man wohl berechtigt anzunehmen, dab 9~So keine Ver- 
schiebung besitzt. Unter dieser Annahme ergibt sich fiir den 6~So-Terrn 
eine Verschiebung von rund 16o • lO .3 cm -~. 7~So und 73S~ haben eine 
erheblich ldeinere Verschiebung als der 6~So-Term, beide etwa 3o E in-  
heiten. Man sieht also, dab mit wachsender Hauptquantenzahl eine 
starke Abnahme der Isotopieverschiebung eintritt. Die energetisch un te r  
dem 73S~-Term liegenden 6Ip~ und 63/) . . . . .  -Terme zeigen keine Ver- 
schiebung. Der 83S~-Term ist bier mit einer Verschiebung von ungef/ihr 
20 angegeben, der 8~So Term dagegen mit o bezeichnet; da die Verschie- 
bung des 83S~-Terms nicht direkt gemessen ist, sondern nur indirekt aus 
dem Schwerpunktsabstande der ungeraden Isotopen bestimmt worden 
ist, so k6nnte ein Vergleich zwischen 8ISo und 83S~ innerhalb dieser 
Genauigkeit vielleicht nicht ang~ingig sein. 

Es bleiben noch zwei Terme, die eine merkliche Isotopieverschiebung 
zeigen, n~mlich die Terme 5 d9 .6s 2. mp und der h6chste Term in der ~P~- 
Reihe. Friiher wurden diese Terme mit 8- resp. 9~P~ bezeichnet. Es  
war nun sehr auffallend, dab diese Terme eine groBe Isotopieverschie- 
bung zeigen, w~ihrend der 6~P~ keine zeigt, ein ~ihnliches anomales Ver- 
halten dieser Terme haben wir schon auf S. 17 bei der magnetischen 
Aufspaltung gefunden. Eine Erkl~irung hierfiir ergibt sich daraus, dab 
diese Terme gest6rt sind. (Man wul3te dies schon seit langem, denn ihre 
Energiewerte sfimmten nicht mit den erwarteten Energiewerten der  
xP,-Reihe fiberein.) Neuerdings haben nun SHENSTONE LI. RIJSSELL (91) 
festgestellt, dab der friihere 8 ~P,-Term ein komplexer Term ist und der 
frfihere 9~P,-Term der gest6rte 8~P, ist. Dementsprechend ist also die 
Isotopieverschiebung dieser Terme nicht allein auf die Losl6sung eines 
einzigen Elektrons aus einem p-Niveau zurfickzuffihren, sondern sie ist 
auch bedingt durch die tJberf/ihrung eines Elektrons aus der 6s*-Schale 
in die 5dg-Schale. Die Isotopieverschiebung dieses Termes bedeutet  
also, dab man mehr Energie gebraucht, um die Isotope 198 aus 
diesem Zustand in ein normales Ion zu verwandeln, als die schwereren 
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Isotopen. Analoges muB man ffir den benachbarten gest6rten Term 
annehmen. 

Kann man ffir den anomalen 5 d g"6s*'mp-Term ffir die Entfernung 
des mp-Elektrons die Isotopieverschiebung wie bei dem normalen 
6 * P : T e r m  gleich o setzen, so wtirde die ganze Isotopieverschiebung 
yon dem 13bergang eines Elektrons aus einer 6s2-Schale in die tiefere 
5dg-Schale herrfihren; und zwar wtirde die dabei freiwerdende Energie 

6s.ms 6J. #zs 6se. ,'~# 6~z. m d 

'5,/, 
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Abb. 6. Isotopenverschiebungseffekt. Yon Hg-II. H. SCHOLER U. E. G. JosEs (88). 
Abb. 7. ]sotopenverschiebungseffekt Von TI-L H. SCHULER U. J,  E. KEYSTON (86). D. A. JACKSON (47). 

ftir 198 am kleinsten sein. Wir werden auf diesen Umstand bei der Be- 
sprechung des H g  II  noch einmal zurtickkommen. 

Im allgemeinen kann man sagen, (vgl. SCHULER U. JONES; 8,3) dal3 
die Verschiebungen zwischen zwei verschiedenen geraden Isotopen bei 
ein und demselben Term nahezu gteich sind. Die Schwerpunkte der 
magnetisch aufgespaltenen Terme der ungeraden Isotopen liegen abet 
nicht in der Mitte zwischen zwei geraden Isotopen, sondern der Term 
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der ungeraden Isotopen liegt immer n~iher der n~ichst kleineren geraden 
Isotopen. Allerdings ist der Abstand der Schwerpunkte der Terme der 
beiden ungeraden Isotopen angen~ihert gleich dem Abstand zweier ge- 
rader Isotopen. Man erkennt die Unsymmetrie auf der Abbildung 4, 
in der an einigen Beispielen die Lage der Spektrallinien fiir die ver- 
schiedenen Isotopen eingetragen ist. 

5ds.~.sp ~ ss.~d ~s.,zf 
I 

6s.~$ 6s.tzp ~.~ Ss.,'a[ ~.zzs 6,r.mp 

=5 

t,, L 

A b b ,  8. I s o t o p e n v e r s c h i e b u n g s e f f e k t .  Von  T l - I I .  

H .  SCHOLER U. 3° E .  KEYSTON {86",). 

Bei den ungeraden Isotopen ist an Stelle des magnetisch aufgespalte- 
nen Liniengebildes ihr Schwerpunkt eingezeichnet. 

Wir kommen nun zu dem Isotopenverschiebungseffekt yon H g  II 
(83). Die vier Terme 6 ~S! 6 ~P_3, 7 ~S± 7~P3 haben nach experimentellem 

2 2 S 

Befund (83) nahezu die gleiche Isotopieverschiebung; man darf wohl 
annehmen, dab ihre Isotopieverschiebung o ist. Die beiden anderen noch 
gemessenen Terme sind Komplexterme, der tiefe Term, der eine sehr 
grotie Isotopieverschiebung zeigt, ist ein 5 d9 6s~-Term, der hohe mit 
7 ~P_3 bezeichnete Term soll nach McLENNAN ein analoger Komplex- 

2 
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te rm sein. Trifft diese Deutung zu, so ergibt sich fiir die Isotopie- 
verschiebung folgendes: zur Entfernung eines Elektrons aus der 6s 2- 
Schale braucht man wesentlich mehr Energie ffir die Isotope 198 als ffir 
die schwereren, ganz analog wie bei der 6s2-Schale des Hg I. Welter 
findet man, dab die bei der 13berfiihrung eines Elektrons aus der 6s 2- 
Schale in die 5 dg-Schale freiwerdende Energie geringer ist ffir die Isotope 
kleinerer Massen als ffir die mit  gr6Berer Masse, wiederum ganz ~thnlich 
wie bei den vorher besprochenen Komplextermen des Hg I. Is t  diese 
Deutung richtig, so besagt sie, dab zur Entfernung eines Elektrons aus 
der 6s~-Schale die meiste Energie ffir die Isotope kleinerer Masse ge- 
braucht wird, gleichgfiltig, ob man das Elektron auf einen h6heren Term 
hebt  oder es in die 5d-Schale einlagert. 

Abb. 7 gibt uns die Isotopieverschiebung von T l  I (86). Hier zeigen nur 
die beiden 6~P,,  3-Terme eine Verschiebung und zwar ann~hernd die 

2 2 

gleiche, es ist abet zu bemerken, dab die Losl6sung des Elektrons hier fiir 
die schwerere Isotope die gr6Bere Energie erfordert (umgekehrt wie beim 
Hg). 

Bei dem Termschema des Tl I I  (siehe Abb. 8), dessen ~tul3ere Elek- 
tronenkonfiguration identisch mit  Hg I ist, findet mall eine Isotopie- 
verschiebung nur bei zwei Komplextermen (86). Der eine Term ist 
wieder ein 5 d9 ---- 6s 2 . 6p-Term, also ein analoger Term wie der Kom- 
plexterm des Hg I, er zeigt auch den gleichen Verschiebungssinn wie 
beim Hg I. Die Tatsache, dab beim Tl I der Verschiebungssinn ent- 
gegengesetzt ist, k6nnte man vielleicht dahin deuten, dag der Verschie- 
bungssinn durch die Termkonfiguration best immt wird. Es ist sehr 
bemerkenswert, dab sich bei den tibrigen Termen keine Verschiebungen 
nachweisen lassen. Man sollte in Analogie zum Hg I mindestens fiir die 
7 ~So und 7 3S, -Terme eine solche erwarten. In tier Gr6Be derjenigen von 
Hg sind sie sicher nicht vorhanden. Falls man nicht die unwahrschein- 
liche Annahme machen will, dab eine Reihe ganz verschiedenartiger 
Terme die gleiche Verschiebung zeigen. 

Abb. 9 gibt die Isotopieverschiebung des Pb I (82, 52) wieder. Hier 
zeigen die Terme mit einem 6 p-Elektron die gr6Bte Verschiebung und 
zwar vier dieser Terme die gleiche (z] v = 9 o) nur der eine :So-Term zeigt 
eine kleinere (Zl v = 72). Ferner haben dieTerme mit  einem 8 p-Elektron 
noch eine Verschiebung A v --- Io- -15 .  Ffir die Terme mit einem 9 P- 
Elektron ist die Verschiebung als Null angesetzt. Es ergibt sich dann 
auch ffir die Terme mit einem 7- und 8 s-Elektron die Verschiebung o, 
nut  der eine Term mit einem 7 s-Elektron (7 ~P,) zeigt einen kleinen 
Isotopieeffekt. SchlieBlich haben auch noch die Terme mit einem 6 d- 
Elektron eine Isotopieverschiebung. Beim Pb I ist der Sinn der Ver- 
schiebung umgekehrt wie bei Hg. 

Den gteichen Sinn findet man bei dem Spektrum des Pb I I  (52, 82), 
das dem des Tl I analog ist. Leider lassen sich genauere Vergleiche ans 
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diesem Spektrum nicht ziehen, weil ffir einen Teil der Terme die Ver- 
schiebung nicht absolut festgelegt werden kann, da dieser durch keinen 
iJbergang bisher mit den fibrigen Termen verkniipft ist. In der Abb. Io  
ist zu diesen Termen immer + x geschrieben worden. Es kommt noch 
hinzu, dab die Termbezeichnung noch vielfach unsicher ist. 

• ~ l  J~' • " 3 3 - ~ ' ' ~ 3 -  r " 

I I t ! 
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--.Z~ ~ZOq 

~ =zo8 

: 

Abb. 9. Isotopenverschiebungseffekt. Von P&-I. 
H. SCHL;LER U. E. G. JoNEs (82). 
H.  KOPFER~IANI~ (62). 

Auch bei einer Reihe yon anderen Elementen ist eine Isotopiever- 
schiebung nachgewiesen: H, Li, Ne, Cl, K (vgl. 83), da aber diese Be- 
obachtungen meistens nut  an einzetnen Spektrallinien gemacht worden 
sind, so ist eine Zuordnung zu den Terlnen nicht m6glich. 

Ffir den Isotopieeffekt, der yon den gew6hnlichen BOHR-SOMMER- 
FELDschen Kernmitbewegungseffekt abweicht, gibt es eine Erkl~rung, 
die yon HUGHES U. ECKART (42) stanlmt. Sie beruht darauf, dab bei 
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einem Mehr-Elektronenproblem sich die Mitbewegung des Kernes in 
anderer Weise bemerkbar macht als beim Ein-Elektronenproblem. Zu 
dem gewShnlichen Effekt kommt noch ein Zusatz hinzu, der yon dem 
Zusammenwirken mehrerer Elektronen herriihrt. Die gefundene Iso- 
topieverschiebung beim Li, ftir die allein HUGHES U. ECKART die Theorie 

6s.~p z 6sz.m 6sz.,z: :sz.,rtd 8s~.~/" ssz.~ Es.~ z 
^ ,  
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x X  JU6 
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Abb. zo. Isotopenverschiebungseffekt. Von Fb-II.  
H. KOPFERMA2~N (6~). 
H, SCHOLER L1. E* G. JONES (8~ und unverSffentllchte 3[essungen). 

gemacht haben, scheint sich in der Tat  dutch diese Theorie ann~ihernd 
erkl~iren zu lassen. Man k6nnte nun vermuten, dab auch die bei an- 
deren Elementen gefundenen Isotopieeffekto analog zu deuten sind. Es 
ist aber insbesondere bei den schwereren Elementen keine eindeutige 
Erkl~ir~_ng auf diese Weise bisher gelungen. Nach diesem Mitbewegungs- 
effekt wiirde die Differenz der Verschiebungen eines Terms zweier Iso- 
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I 
tope  p ropor t iona l  ~ z  sein, woraus ffir die schwereren E lemente  ein 

rech t  kleiner  Ef fek t  folgen wfirde. Man inul3 al lerdings berf icks ich-  
t igen, dab  bei  den schwereren Elernenten die E lek t ronenzah l  auch er- 
hebl ich ans te ig t  und nach der Theorie  yon  HUGHES U. ECKART so l l te  
m a n  erwar ten ,  dab  dieser Effekt  u m  so gr613er ~ r d ,  je inehr  E l e k t r o n e n  
m i t e i n a n d e r  in Wechse lwirkung t re ten.  T r o t z d e m  scheint  es schwer  zu 
sein, zu der  exper imente l I  gefundenen Gr6Benordnung auf  diese W e i s e  
zu gelangen.  Man sieht auf Grund  dieser Theorie  auch gar  nicht ,  w a r u m  
die Schwerpunk te  der ungeraden I so topen  n ich t  sy lnmet r i sch  zu d e n e n  
der  geraden  I so topen  liegen, was man  nach ihr  eigentl ich erwar ten  sol l te .  

Solche Schwier igkei ten haben  ve rmuten  lassen, dab  bei  den schwereren  
Ele lnenten  eine andere  Ursache ffir die I so top ieversch iebung  vor l i eg t .  
Man ha t  d a r a n  gedacht ,  diesen Ef fek t  durch die A n n a h m e  einer  n i c h t  
COULOMBschen Wechse lwirkung zwischen Kern  und E lek t ronen  zu er- 
kl~iren. Bisher  begegnet  auch diese Erkl~irungsweise noch yie len  Schwie-  
r igkei ten  und in dieser Hins icht  vof l iegende Rechnungen  von BARTLaETT 
(4) U. RACAH (67) haben  bisher  noch zu ke inem befr iedigenden E r g e b n i s  
gefiihrt .  

L i t e r a t u r v e r z e i c h n i s .  

1. ARVmSSON, G.: H.F.S.  in highly ionised Tl and Bi .  Nature (Lond.) I26, 
565 (193o). 

2. BACHER, R. F . :  Zeeman Effect in H.F.S.  of T I n  and TI  I I I .  Phys .  
Rev. 37, 226 (1931). 

3. BACK, E. u. S. GOUDSMtT: Kernmoment  und Zeemaneffekt yon B i .  
Z. Phys ik  47, 174 (1928). 

4. BARTLETT, J. H.:  Isotopic Displacement in H.F.S.  Nature  (Lond.) 128, 
408 (1931). 

5. - -  Nuclear Spin. Phys. Rev. 37, 327 (1931) • 
6. BREIT, G.: Derivation of H.F.S.  formulas for one-electron spectra .  

Ebenda  37, 51 (1931) • 
7. - -  Anomalies in H.F.S. Ebenda 37, 1182 (1931). 
8. - -  H.F.S.  of Heavy  Elements.  Ebenda 38, 463 (1931). 
9. BREIT, G. u. F. W. DOERMAN: Magnetic Moment Li-Nucleus. Ebenda  

36, 1262 (193o). 
10. - -  - -  H.F.S.  of S- and P-Terms of two- electron Atoms ( L i  II) .  Ebenda  

36, 1732 (193o)- 
11. DE BRUIN, T. L.:  Kernmoment  des Br .  Naturwiss. 18, 265 (193o). 
12. BRYDEN, S. D.:  Structure of Nucleus and its Total  Moment of momen-  

tum. Phys.  Rev. 38, 1989 (1931). 
13. CAMPBELL, J . S . u . R . F .  BACHER: Nuclear Moments of I n  and Ga. 

Ebenda 38, 19o6 (1931). 
14. CASlMIR, H. B.:  Vgl. Zi ta te  in (28). 

15. EHRENFEST, P. u. J. R. OPPENHEIMER: Statist ics of Nucleii. Phys .  
Rev. 37, 333 (193o). 

16. ELLIOTT, A. :  Absorption Bands of Cl. Proc. Roy. Soc. Lond. 127, 638 
(193o). 



Hyperfeinstruktur und Atomkern° 17 3 

17.  FERMI, E.:  Magnetische Momente der Atomkerne. Z. Physik 6o, 32o 
(193o). 

18.  FISHER, R. u. S. GOUDS~tlT: H.F.S. of B i  I I  and B i  I I I .  Phys. Rev. 
37, lO57 (1931). 

19.  GALE, I'i. U. O. MONK: Band Spectrum of Fluorine. Astrophys. J. 69, 77 
(1929). 

20.  GEtlRCKE, E . u . E .  LAU: Multiplexinterferenzspektroskop. Physik. Z. 
31, 973 (193o)- 

21.  GIBBS, R.C. ,  H. E. ~VHITE, ll. J.  RUEDY: H.F.S. of P r  II.  Proc. Nat.  
Acad. Sci. U.S.A. 15, 642 (1929). 

22.  GOUDSMIT, S.: Isotopenverschiebungseffekt beim Cd? Naturwiss. 17, 
805 (1929). 

23. - -  Predictions of Mn-H.F.S. Phys. Rev. 35, 44 ° (193o). 
24. - -  Remark on H.F.S. Ebenda 35, 436 (193°) - 
25.  - -  Difficulties in the Theory of H.F.S. Ebenda 37, l°14 (1931) • 
26.  - -  Theory of H.F.S. Separations. Ebenda 37, 663 (1931). 
27.  GOUDSMIT, S. u. R. BACHER: Paschen-Back effect of H.F.S. Ebenda 34, 

1499 (1929); 35, 129 (1929). 
28.  - -  - -  Relation between H.F.S. Separations. Ebenda 34, 15°1 (1929); 

35, 127 (193o). 
29. GOUDSMIT, S. u. E. BACK: Feinstruktur des Bi-Spektrums.  Z. Physik 

43, 321 (1927)- 
30.  GOUDSMIT, S. u. R. FISHER: H.F.S. Patterns. Phys. Rev. 37, lO7 (1931) . 
31.  GOUDSMIT, S. u. D. INGLIS: H.F.S. of L i l I .  Ebenda 37, 328 (1931) • 
32.  GOUDSMIT, S. u. L. YOUNg,: Nuclear Moment of L i .  Nature (Lond.) 125, 

461 (193o). 
33.  GREMMER, W. u. a .  RITSCHL: H.F.S. von R e  II .  Z. Instrumentenkde 51, 

17o (1931). 
34. GttTTINGER, P.: H.F.S. yon L i  II .  Z. Physik 64, 749 (193o) . 
3a.  GOTTINGER, P. u. W. PAULI: H.F.S. yon L i  II .  Ebenda 67, 743 (1931) • 
36. HANSEN, G.: H.F.S. in N e .  Naturwiss. 15, 163 (1927). 
87.  - -  H.F.S. der Spektrallinien. Handbuch d. Phys. Optik I I  (GEHRCKE). 
38.  HARGREAVES, J.:  Effect of Nuclear Spin on OpticalSpectra.  Proc. Roy. 

Soc. Lond. 124,  568 (1928), 127, 141, 407 (193o). 
89.  HARVEY, A. u. F. A. JENKINS: Absorption Bands of L i .  Phys. Rev. 35, 

789 (193o). 
40. HEITLER, W.: Leichte Kerne in verschiedenen QuantenzustAnden? 

Naturwiss. I8, 332 (193o). 
41. HEITLER, W. u. G. HERZBERG: Statist ik der N-Kerne.  Ebenda 17, 673 

(1929). 
d2. HUGHES, D. u. C. ECKART: Effect of Motion of Nucleus on spectrum. 

( L i ) .  Phys. Rev. 36, 694 (193o). 
43. INGLIS, D .  R .  : H.F.S. as test of Wave Equation.  Ebenda 37, 795 (1931) • 
d4. JACKSON, D. A.: H.F.S. in Cs  I. Spectrum. Proc. Roy. Soc. Lond. 121, 

432 (1928). 
45.  - -  H.F.S. in I n  I. Spectrum. Ebenda z28, 5o8 (193o). 
46.  - -  H.F.S. in R b  I. Spectrum. Nature (Lond.) 128, 34 (1931) • 
47. - -  H.F.S. yon T l  I. Linien. Z. Physik 75, 223 (1932). 
48. - -  Kernmoment des Ga.  Ebenda 75, 229 (1932). 
49. - -  Nuclear Moments of Cs,  R b  and I n .  Nature (Lond.) 127, 924 (1931). 
ao.  JENKINS, F. A. u. M. ASHLEY: Nuclear Spin 6f P.  Phys. Rev. 39, 552 

(1932)- 
,~1. I~OPFERMAIqN', H." Kernmoment des Cs (Cs II). Z. Physik 73, 437 (1931) • 
52. -- Kernmoment der Pb-Isotopen. Ebenda 75, 363 (1932). 



H. KALLMANN und  H. SCHJJLER: 1 7 4  

53. KRONIG, R.  L. DE: Dreh impulse  des N-Kernes .  Naturwiss .  16, 335 
(1928); 18, 205 (193o). 

54. - -  u. S. FRISC~i: Kernmomen te .  Physik .  Z. 32, 457 (1931). 
aS. LAU, E . :  Mu]t]plexinterferenzspektroskop.  Z. Phys ik  63, 313 (1931). 
5aa. Loo3tlS, Y. u. R. W. WOOD: Nuclear  Spin of K.  Phys .  Rev .  38, 854 

(1931). 
an. L6WENTHAL, H . :  Zeemaneffekt  und H.F .S .  yon Sb Io E b e n d a  57, 822 

(1929). 
57. McLE~A-~ ' ,  J- C. u. E.  ALLIN: H.F .S .  of Tl  I I I .  Lines.  Proc.  Roy.  Soc .  

Lolid.  129, 43 (193°) • 
58. McLE.w.~A.X, J . C . u . W .  DURI~FORD : Zeeman Effec t  of T1. Lilies. E b e n d a  

129, 48 (193o) . 
59. MCLE~'NA-X, J .  C. u. F. CRAW~ORD: H.F .S .  of Tl  I I .  E b e n d a  132, IO 

(1931). 
60. McLE.~'A,~, J .  C., A. B. McLAY, u. F. CRAWFORD: In t e rp re t a t ion  of 

H.F.S.-g~0-Factors .  E b e n d a  I33, 652 (1931). 
al. MEGGERS, W. F. u. K.  BURNS: H.F .S .  of La. Lines. J . O . S . A .  14, 449 

(1927). 
62. MURAKAWA, K . :  H.F.S.  of H g I .  Sci. Papers  (Tokyo) 16, 243 (193I) ;  

17 , I (193I). 
63. NAGAOKA, H. ,  SUGIURA, Y. u. T. MISHIMA: H.  F. S. of Hg. E b e n d a  13, 

217 (1923). 
64. NILE, S. W.  ; Effec t ive  Nuclear  Magnet ic  Moments  f rom H.F .S .  P h y s .  

Rev .  38, 375 (1931) . 
6s. PAULI, W. : Zur  Frage  der  Deu tung  der  H.F .S .  Naturwiss .  12, 741 (1924). 
66. [RAcAH, G. : Zur  Theor ie  der  H . F . S . Z .  Phys ik  71, 431 (1931). 
67. - -  I so top ic  Displacements  in H.F.S.  Na tu re  (Loud.) 129, 723 (1932). 
68. t{ASETTI, F." R a m a n  Effec t  in Dia tomic  Gases. Proc .  Nat .  Acad.  Sci .  

U.S.A.  15, 515 (1929). 
69. [RITSCHL, R . :  FI.F.S. in Spekt ren  von Cu und Au .  Naturwiss .  I9, 690 

(1931). 
70. RITSCHL, R.  U. R. A. SAWYER: H.F .S .  und Zeemanef fek t  im  Ba I I .  

Z. P h y s i k  72, 36 (1931). 
70a. RosE,  J .  u. L. GRANATH: H.F.S.  of Pb. Phys.  Rev .  4 o, 76o (1932). 
71. SCHRAMMElq', A.: H .F .S .  der  Telxne des C d I .  Ann.  Phys ik  83, 1161 

(1927). 
72. - -  H .F .S .  einiger  Cd I.  Linien.  E b e n d a  87. 638 (1928). 
73. SCH~'LER, H. : Deutungsm6gl ichke i ten  der  Hg-H.F .S .  Naturwiss .  18, 895 

(193o). 
74. - -  H .F .S .  im Li  I I .  Spekt rum.  Ann.  Phys ik  76, 292 (1925) ; Z. P h y s i k  

42, 487 (1927). 
75. - -  K e r n m o m e n t e  yon Li .  Z. Phys ik  66, 431 (193o). 
76. - -  Neue  Lichtquel len .  E b e n d a  35, 323 (1926) ; 59, 149 (193°). 
77. - -  S t r u k t u r  der  Na-D-Linien .  Naturvdss .  16, 512 (1928). 
78. SCHOLER, H.  u. H. BROCK: H,F .S .  in Duble t t spek t ren .  Z. Phys ik  55, 

575 (1929). 
79. - -  - -  H.  F.S.  in Tr ip le t t spekt ren .  E b e n d a  56, 291 (1929). 
80. - -  - -  H.F .S .  und Kernmomen te .  E b e n d a  58, 735 (1929). 
81. SCHOLER, H.  u. E.  G. JONES: H.F .S .  lilid Kernmomel i t e  des Hg. E b e n d a  

74, 631 (1932) • 
82. - -  - -  H .F .S .  und Isotopel i  yon Pb. E b e n d a  75, 563 (1932). 
83. - -  - -  I so topenversch iebungsef fek t  bei  Hg, T l  und Pb. E b e n d a  76, 14 

(1932). 



Hypeffeinstruktur und Atomkern. 175 

84. SCHilLER, H . u . J . E .  KEYSTON: Intensit~itsmessungen in Cd-H.F.S. 
Ebenda 67, 433 (1931) • 

8 5 .  - -  - -  Isotopenverh~ltnisse und Kernmomente. Ebenda 68, 174 (1931). 
8 6 .  - -  - -  Isotopenverschiebungseffekt beim T l .  Ebenda 7o, i (1931). 
8 7 .  - -  - -  Intensit~itsiinderungen yon H.F.S. Ebenda 71, 413 (1931). 
8 8 .  - -  - -  H.F.S. und Kernmomente des H g .  Ebenda 72, 423 (1931). 
89. SCHt%LER, H.  u. K. WURM: Struktur  der L i  6708, und Isotopieeffekt 

Naturwiss. 15, 971 (1927). 
9 0 .  SHENSTONE, G.: H.F.S. in the C u  I. Spectrum. Phys. Rev. 37, lO23 

(1931). 
91. SHENSTONE, G. u. H.  RUSSELL: Perturbed Series. Ebenda 39, 415 (1932) . 
92. TOLANSKY, S.: H.F.S. in Spectra of B r  and J. Nature (Lond.) I27, 855 

(1931). 
9 3 .  - -  Die g(I)-Faktoren yon C1,  P und Al. Z. Physik 74, 336 (1932). 
94. - -  Nuclear Spin of A s .  Nature (Lond.) 129, 652 (1932). 
95. WILLIAMS, E . W . :  Applications of Interferometry. Methuen, London 

1929. 
9 6 .  WHITE, H. E.: H.F.S. in P r  n .  Phys. Rev. 34, 1397 (1929). 
9 7 .  - -  Interpretation of H.F.S. Ebenda 34, 1288, 14o 4 (1929). 
9 8 .  - -  Theoretical Interpretation of H.F.S. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 16, 

68 (193o). 
9 9 .  - -  Nuclear Spin and H.F.S. Physic. Rev. 35, 441 (193°) • 
1 0 0 .  - -  Do Protons in the Nucleus possess Orbital Momentum? Ebend~ 38, 

2073 (1931). 
1 0 1 .  - -  Relative Intensities in H.F.S. Ebenda 36, 18oo (193o). 
1 0 2 .  WHITE, H. u. R. RITSCHL: H.F.S. in M n  I. Ebenda 35, 1146 (193o)- 
1 0 8 .  ZEEMAN, P., E. BACK U. S. GOODSMIT: Zur H.F.S. des B i .  Z. Physik 

66, I (I93O). 
104. ZEEMAN, P., H. GISOLF U. T. DE ]BRUIN: Nuclear Spin of R e .  Nature 

(Lond.) 128, 637 (1931). 

Eine vollst~ndige Berticksichtigung der gesamten Literatur dieses Ar- 
beitsgebietes ist uns aus Platzmangel leider nicht m6glich. Wit  haben uns 
daher vieifach nut  auf solche A_rbeiten beschr~nkt, die in unmit telbarem 
Zusammenhang mit der Darstellung stehen. In  bezug auf weitere Literatur  
sei auf R. C. GIBBS, Rev. Mod. Phys. 4, 278 (I932) hingewiesen. 
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A. Die klassische Theorie. 
I.  Die  E n t d e c k u n g  der D ipo l s t r ah lu n g .  Das klassische Modell  

einer  Lichtquel le  bi ldet  ein quasielast isch gebundenes Elekt ron ,  das u m  

seine Ruhe lage  harmonische Schwingungen ausffihrt.  - -  Dieses Model l  

l iefert  die bekannte  Dipols t rahlung;  aber  nicht  nur  diese, sondern auch  
eine Quadrupols t rahlung,  wenn die zweite NAherung berf icksicht igt  wird.  

Wi r  wollen hier kurz zun~chst die Eigenschaf ten  der  Dipo ls t rah lung  

darstel len und erst dann zur QuadrupoIs t rahlung tibergehen, um so die 
Ahnl ichkei ten  und charakter is t ischen Unterschiede  zwischen beiden fest-  

zustellen. 
Die folgenden 13berlegungen setzen zun~chst  keine spezielle Bindungs-  

ar t  des Elek t rons  voraus  und besi tzen deshalb im R a h m e n  der klassi- 

x Der vorliegende Bericht ist als eine Fortsetzung und theoretische Er -  
g~nzung des Artikels yon F. BECKER U. W. GROTRIAN : Erg. exakt.  Naturwiss, 
7, 8 (I928) anzusehen. 



D i e  Quadrupolstrahlung. 1 7  7 

schen Theorie allgemeine Giiltigkeit. - -  Das elektromagnetische Feld 
eines bewegten Elektrons wird durch die retardierten Potentiale, das 
skalare # und das vektorielle 9i, eindeutig gegeben mittels der Relationen 

bg~ 
= - - g r a d  ~ - - c  b ~ '  ~ = r o t g ~ .  (I) 

und ,~ bedeuten die elektrische und magnetische Feldst~irke, c die 
Lichtgeschwindigkeit. 

Ist 0 ein fester Punkt  im Raume, Q die jeweilige Lage des Elektrons 
yon der Ladung --e ,  P der Aufpunkt ill dem wit das e lm.  ( = elektro- 
magnetische) Feld bestimmen, r der yon 0 nach Q, r~ der yon Q nach P 
weisende Vektor (vgl. Abb. I) uncl 
D = r die Geschwindigkeit des Elek- 
trons (durch Punkte deuten wir die 
zeitliche Differentiation an), so gibt 
die klassische Elektrodynamik fiir die 
retardierten Potentiale ~ und 9i die 
folgenden Ausdrticke: 

£ 
r 

0 Abb. x. 
Zur Erl~uterung der retardierten Potentiale. 

° 'P'E< ,2, 
~'x I C•I / J r  r l  } ' !  I -  t -  . 

c ~ 

Alle Gr6Ben auf der rechteI1 Seite sind zur Latenzzeit z = t - - 5  zu 
C 

nehmen. Die Dipolstrahlung erh~ilt mall darans, indem man voraussetzt, 
daB: I. die Schwingungsamplitude des Elektrons so klein ist, dab der 
zeitlich variable Vektor r! dutch den konstanten yon 0 nach P weisen- 
den Vektor ro ersetzt werden kann und 2. die Geschwindigkeit D des 

1) 2 
Elektrons so klein ist, dab zwar v ,  nicht aber beriicksichtigt zu wet- 
den braucht. 

Wir beschr~inken uns im folgenden durchwegs auf die Bestimmung 
des e lm.  Feldes in der Wellenzone der sch~_ugenden Punktladung, 
lassen also ohlle dies besonders hervorzuheben, iiberall die Glieder fort, 

die schneller verschwinden als -~ (r, Entfernung vom Aufpunkt zum 
bewegten Elektron). r~ 

Unter  den obigen Voraussetzungen erh~ilt man aus (2) fiir die Dipol- 
strahlung: 

Dabei ist in ¢ das konstante Glied - - - e  welches wit uns etwa dutch eine 
7o 

positive Ladung + e  in 0 kompensiert denken k6nnen, fortgelassen 
worden. Fiir die Feldst~irken erhalten wit dann dutch Einsetzen yon 
(3) in (~): 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften, XL 12 
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wobei ~! die Projektion von ~ auf die zu ~o senkrechte Ebene bedeutet. 
[% ist der Einheitsvektor in der Richtung yon to. Die Abh~ngigkeit des 
el. m. Feldes van der Beobachtungsrichtung Xo ist hier besonders einfach 
und kann leicht anschaulich gedeutet werden. Ffir einen im Aufpunkte 
P befindlichen Beobachter ist vonder Elektronenbahn nur ihre Projek- 
tion auf die zu seiner Blickrichtung senkrechte Ebene ,,sichtbar". Die 
el. Feldst~ke in P ist dann nach (4), bis auf den richtungsunabhiin- 

gigen Faktor ~ gleich der Beschleunigung in der von P aus ,,sicht- 
C:2 9,o J 

baren" Elektronenbahn. 
Diese Richtungsabh~ngigkeit kommt in dem yon ZEE~AN 1896 ent- 

deckten und seinen Namen tragenden magnetooptischen Effekt be- 
sonders anschaulich zur Geltung. Als Model/einer Lichtquelle benfitzen 
wir dabei mit LORENTZ, der die im folgenden darzustellende Theorie der 
Erscheinung gleich nach ihrer Entdeckung gegeben hat, ein quasiela- 
stisch gebundenes Elektron. Ein solches Elektron ffihrt eine harmo- 
nische Schwingung aus, deren Frequenz mit v bezeichnet werde. Die 
allgemeinste Bewegnng eines solchen quasielastisch gebtmdenen Elek- 
trons in einem homogenen magnetischen Felde, l~iBt sich dann als Super- 
position dreier Eigenschwingungen darsteHen, n~imlich einer linearen in 
der Richtung des magnetischen Feldes nnd zweier zirkularer mit ent- 
gegengesetztem Umlaufssinn in der zum Felde senkrechten Ebene. Die 
Frequenz der linearen Schwingung wird dtrrch das Magnetfeld nicht 
beeinfluBt, ist also v,  w~hrend von den beiden zirkularen Schwingungen, 
die eine mit einer beschleunigten Frequenz v+Av, die andere mit einer 
verz6gerten v - - A v  verl~iuft. Der Umlauf des Elektrons mit der Frequenz 
v+z~v bzw. v--/Iv erfolgt dabei urn die Richtung des magnetischen 
Feldes im Sinne einer Rechts- bzw. Linksschraube. Die Verschiebung 
der Schwingungsfrequenz ,t v ist ffir die beiden zirkularen Komp0nenten 
gleich und betr~igt: 

e H  
/ J  ,y .= _ _  

4 ~ tnoC 

wenn H die (in GauB gemessene) StArke des Magnetfeldes und mo die 
Elektronenmasse ist. Ist z die Richtung des Magnetfeldes, so wird die 
Bewegung des Elektrons analytisch dargestellt dutch: 

x = a+ cos  (c% t + a+) + a_ cos (c~_ t + a_) 
y = a+sin (c~+t + a+) -- a_ sin ( co_ t  + eL) (5) 
z = ao cos  (~o t + ~o) 

C~o=2~v; o_+=2~(v-c-z/v) ,  

a und a sind Phasen und Amplituden der einzelnen Eigenschwingungen. 
Ein Beobachter, der das Atom in der zu den Kraftlinien entgegen- 

gesetzten Richtung betrachtet (L~tngseffekt), sieht also eine rechts- 
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zirkulare Schwingung mit der Frequenz v - - A  v und eine linkszirkulare 
mit der Frequenz v+/1 v. In einer Richtung senkrecht zum Felde (Quer- 
effekt) sieht er dagegen die unverschobene Schwingung parallel zur Feld- 
richtung (a-Kompenente) und zwei hneare Schwingungen senkrecht zum 
Felde (~r-Komponenten) mit den Frequenzen v+A v und v - - A  v. Da sich 
das el.re. Feld direkt aus den ,,sichtbaren" Bahnen bestimmt, so werden 
wit im Spektroskop, das ja die zusammengesetzte Schwingung in ihre 
Eigenschwingungen zerlegt, im L~ingseffekt zwei Linien (ZEEMAN- 
Dublett) mit den Frequenzen v + A  v und v--LJv beobachten, von denen 
die violettere linkszirkular, die r6tere rechtszirkular polarisiert ist. 
Transversal werden wir dagegen drei Linien mit den Frequenzen v, 
v + A v und v--  A v (ZEEMAN-Triplett) wahrnehmen: die unverschobene 
Linie v ist dabei parallel (~.-Komponente), die beiden anderen sind 
senkrecht (#-Komponenten) zum Feld polari- 
siert (Abb. 2). Die Bezeichnung parallele (~z) 
und senkrechte (~) Polarisation bezieht sich 
bier auf die Lage des elektrischen Vektors 
im Beobachtungsorte. 

Im Spektralapparat wird also beim ZEE- 
MAN-Effekt sozusagen der elektrische Dipol 
direkt gesehen. Mit der Entdeckung des 
ZEEMAN-Effektes war somit auch die der 
Dipolstrahlung gegeben. 

Allerdings stellt die bier besprochene 
Theorie nut in sehr beschrRnktem Mal3e, 
nAmlich nur bei den Singuletthnien die Be- 
obachtungen richtig dar. Die /iberwiegende 
Mehrheit der Spektrallinien zeigt dagegen den 
anomalen ZEE~A~--Effekt (vgl. Ziffer 9). Dies 

I I v 

eN 
A v ~  ~xfm~ 

Abb. 2. Normaler  ZEEMAN-Effekt 
der I) ipoll inien : a im L~ngseffekt 
(Richtung des magnetischen Feldes 
gegen denBeobachter), b l m Q u e r -  
effekt (Pdchtung des magnedschen 
Feldes senkrecht zurBeobachtungs- 
richtung). - -  o-Komponenten nach 
unten, ~z-Komponenten nach oben 

gezeichneL 

hat vor ahem seine Ursache darin, dab die Elektronen ein Eigenmoment 
(Elektronenspin) besitzen. 

2. Die Quadrupolstrahlung und die magnetische Dipolstrahlung. 
Wir dffrfen erwarten, dab auch die charakteristischen Eigenschaften der 
Quadrupolstrahlung dutch den ZEE~AN-Effekt erfa13t werden. Um dies 
zu bestiitigen, soU das el.re. Feld des Quadrupols angegeben werden. 
Es ist dann in den retardierten Potentialen auch die zweite N~herung 
zu beriicksichtigen. Wir k6nnen nun r~ nicht mehr als konstant (=to) 
ansehen, in genfigender N~iherung abet: 

= ro - -  ~ (fro) (6) r ,  

setzen, wie man aus der Abb. I leicht entnimmt. Ffir die Geschwindig- 

keit v zur Latenzzeit t - - ~  erhalten wir dann: 
G 

1 2 "  
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Lassen wit in # und ~[ die Glieder fort, die eine Dipolstrahlung er-  
geben, so erhalten wir: 

a~ ~ a {r(ror)} (8)  = 2 ~ o ~ d , , ( r o ~ ) "  , 9 / =  r~-~ d~ ' 

wo a:----t - r ° .  Das el.m. Feld berechnet sich dann aus (I) und (8) zu :  
6 

= c3r--~ ~ - ----- cSr---~ 2-Q~" {(ror)Erot]}, (9) 

wo 5± die Projektion yon r auf die zum Fahrstrahl ro senkrechte Ebene  
bedeutet.  Es ist wieder wie bei der Dipolstrahlung: 

Wir haben also auch hier ebene elektromagnetische Wellen vor uns. U m  
eine physikalische Interpretation ffir die Entstehung dieser Strahlung 
zu erhalten, zerlegen wir das el.re. Feld (9) in zwei Teile, mit den Poten-  
tialen q~0, 9~0 und q ~ ,  ~m, die wie wir sehen werden, einer Quadrupol- 
strahlung und einer magnetischen Dipolstrahlung entsprechen. Wi t  
setzen: 

e d 2 e d ~ 
qgQ = ~b = 2r~c~ d~ (ro~:) ~, 9.I(? = 2 r ~ c ~ d ~  [~C(ror)} ( Ioa)  

und 
e d 

Ffir das elektromagnetische Feld der QuadrupoI- bzw. magnetischen 
Dipolstrahlung erhalten wit dann: 

a~ { (rot )r , }  -Se [ L ~ e ]  ( ~ a }  g O  -~ 2c-3r~ d~3 _ , = 
bzw. 

d ~ e d= [roD:r]], $ ~ =  e ~ [ r U ] ± .  ( I I b )  
~ = 2c3r~ d~ 2 2 c-aro 

Wit betrachten zun~tchst alas Feld ~2v, ibM; dieses Feld verschwindet 
nur  dann nicht, wenn das magnetische Umlaufsmoment: 

e 
m = - ~ [r~J (~2)  

des Elektrons zeitlich verSnderlich ist. Es ist ja nach ( i ib )  

. ~ 2 k r  ~ -  I ° .  

Es drfickt sich bier ~,)r genau so durch das magnetische Dipol- 
moment  m a u s ,  wie der elektrische Vektor ~D bei der Dipolstrahlung 
durch das elektrische Dipolmoment - -er .  Wit  erhalten das Feld ~M, 
~2v aus dem des elektrischen Dipols, wenn wit im letzteren ~, .~ und 
- - e r  durch .~, - - ~  und m ersetzen. Diese Strahlung ist deshalb Ms ma- 
gnetische Dipolstrahlung zu bezeichnen. Sie verschwindet fiir ein durch 
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eine beliebige Zentralkraft gebundenes Elektron, da das magnetische 
Moment dem Impulsmoment proportional und letzteres konstant ist. 
Wirkt  jedoch auf das Elektron ein ~tuSeres Magnetfeld ein, so beschreibt 
m u m  das Magnetfeld eine Pr~zesionsbewegung und veranlal3t daher ein 
el.re. Wechselfeld yon der Frequenz der Pr~tzessionsbewegungL 

Wit  gehen zur Quadrupolstrahlung, also zum Felde ~Q, ~Q fiber. 
Die Richtungsabh~ngigkeit des el.m. Feldes ist hier schon etwas kom- 
plizierter. Betrachten wir ~Q in (II a) so sehen wir, das zu dem in der 
Dipolstralflung auftretenden r± noch der Faktor  0Co r) hinzutlitt .  Die 
Projektion der Bahn auf die zur Blickriclatung senkrechte Ebene ist hier 
noch mit der Projektion der Bahn auf die Blickrichtung selbst multi- 
pliziert. Die Abh~_ngigkeit des el.re. Feldes von der Beobachtungs- 
richtung lAl3t sich hier am besten analytisch verfolgen. Wir benfitzen 
ein kartesisches Koordinatensystem x, y, z mit dem Ursprung in O. Die 
Komponenten des Quadrupolmomentes : 

, Q , ,  = 

Q . , y = Q y . ~ = - e x y ,  Q . ~ , = Q ~ . , = - e x z ,  Q y , = Q ~ y = - e y z  (14) 

wo x, y, z die Koordinaten des Elektrons bedeuten und r = ]/x 2 + y2 + z 2 
ist, bilden einen symmetrischen Tensor (/9). Die Komponenten des el.re. 
Feldes (IIa)  sind lineare Funktionen der dritten Ableitungen der Kom- 
ponenten dieses Tensors. Wit betrachten nun das el.re. Feld im Auf- 
punkte P mit den Koordinaten: 

Xo = ro COS a COS g, yo = roCOSasinq~, Zo = rosina (15) 

wo a den Winkel zwischen 1:o und der xy-Ebene, also die geographische 
Breite und to, das v o n d e r  positiven x-Achse gez~thlte Azimut, also die 
geographische L~tnge bedeutet. In P ffihren wir drei zu einander senk- 
rechte Einheitsvektoren i', i', l '  ein. i' m6ge die Richtung des Fahr-  
strahls ~o besitzen, also entgegengesetzt der positiven Blicklichtung sein, 
j' mit der Tangente des Breitenkreises und ~' mit der des Meridiankreises 
zusammenfallen und zwar so, dab die beiden Richtungen j' und l '  
wachsenden fo bzw. a entsprechen. Man erh~t  dalm die folgende Dar- 
stellung fiir ~Q: 

G O = 4~rod~ 3 ~ x + i y  i ' c o s a - -  it'sin2~t2 , + (16) 

e~i~(x i \~/ "'cosct iF sin2"~ Y) - 

Ebenso is± m in (13) nic]at mehr konstant, wenn dem Elektron noch ein 
Spin beigeIeg~ wird. Wegen tier magnetischen Anomalie des letzteren erfolgt 
n~mlich eine gleichf6rmige Pr~tzession yon m um die Achse des gesamten 
Impulsmomentes (9). 
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wo i = ~ I ist. x ,  y ,  z sind dabei die Koordinaten des Elektrons,  
w~hrend ro, u, 9 die Koordinaten des Aufpunktes P bedeuten. Diese 
komplexe Darstellung ist ftir den gteich zu besprechenden ZEEMAN- 
Effekt  bequem. 

Zur Veranschaulichung von (16) besprechen wit- den Spezialfall tier 
von einem l in  e a r e n harmonischen 0sziUator herriihrenden Quadrupol-  
strahltmg. Als Schwingungsrichtung w~thlen ~ die z-Achse (x = y = o). 
In  (16) t r i t t  dann nut  das letzte Glied auf. ~ ist nun stets linear und  
zwar parallel zur Meridianrichtung polarisiert und seine Richtungs- 
abh~ngigkeit wird dutch sin 2 a gegeben. Das eLm. Feld verschwindet 

bier also ftir a = o und a --- --~. Es ~_rd yon diesem Quadrupol weder  
2 

eine Strahlung in die Schwingungsrichtung noch in die dazu senk- 
rechte Richtung emittiert. Das stArkste e lm .  Feld t r i t t  bier bei schrAger 
Beobachtung unter 45 o zur Schwingungsrichtung auf. Erfolgt die 
S c h ~ n g u n g  des 0szilators mit  der Frequenz v, so hat  das vom Quadru-  
pol emittierte Licht die Frequenz 2v, da ja  z ~ mit  dieser Frequenz 
schwingt. 

3. ZEEMAN-Effekt der Quadrupoll inien.  Wit  wenden uns nun zur  
Besprechung des ZEEI~Al~-Effektes tier QuadrupoUinien. Das magne-  
tische Feld liege wie fr/iher in der z-Richtung. Die Koordinaten des 
Elektrons im Felde sind dutch (5) gegeben. Da  in (16) diese Koordinaten 
quadratisch auftreten, so erhalten wir ftir die Quadrupolstrahlung die 
Emissionsfrequenzen 2v, 2v + Av, 2v + 2Av, Llv und 2 A v .  Von dell 
Frequenzen d v und 2 A v sehen wit hier vorl~tufig ab. Der elektrische 
Vektor der einzelnen Schwingungskomponenten berechnet sich dann zu: 

~+~'~ ' -~" +"'~/ ~1 cosc~- iV  

e - - -  ~ ' ^ ~ - " ' % ' + % + " + - ~ " ' ° ~ - -  2~)} (17) 

, ~, [ , ' (o , t+%+~_+,)  . . . . . .  iVcos2a)} ~ 2 , - 4 ,  = 7 a o a _ ~ e ~ e  ( - -  I ~ m a  . 

,~, I / I  , , z %  ;(~++~_)) s i n 2 a }  G ,  = 7 ~ e / / T  aoe - a+a_e  e i % t i V  , 

4C3~o ( 3 o, die jeweilig als unterer Index  bei wo 7 = -  2~v~) und r ,  = 2--~ 

angegebene Frequenz ist. 9~e zeigt an, dab rechts der Realteil zu 
nehmen ist. Da der Koeffizient yon j '  die zum Felde senkrechte und  
der yon [ '  die zur Meridiam-ichtung parallele Komponente  yon ~ angibt,  
also i ' a +  i~ 'b  einer rechts- bzw. linkselliptisch polarisierten Welle ent-  
spricht, je nachdem a trod b gleiches bzw. verschiedenes Vorzeichen 
besitzen, so ergeben sich fiir die einzelnen Komponenten folgende Pola-  
risationsverhaltnisse: 
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Tabelle i . P o l a r i s a t i o n s v e r h ~ l t n i s s e  de rZEEMAN-KO mp o n e n t  en e ine r  
Q u a d r u p o l l i n i e .  Es b e d e u t e n :  r . = r e c h t s ,  1 .= l inks ,  z . = z i r k u l a r  
p o l a r i s i e r t ,  e l l  = e l l ip t i sch  p o l a r i s i e r t ,  n und a b e z e i c h n e n  l i n e a r e ,  

p a r a l l e l e  bzw. s e n k r e c h t e  P o l a r i s a t i o n  zur  M e r i d i a n r i c h t u n g .  

Polarisation 
L~ingseffekt 

Frequenz Quereffek~ 
o < a <  --n a = ~  --~<a -a a = ~  

~ Z = o  4 4 4 2 

2 v + 2 J v  

2 v  +/_.Iv 
2 v  -- J v  
2 v  

1. ell. 
r .  e l l .  
r. ell. 
1. eU. 

7~ 

I.  e l l .  
r. ell. 

o" 
ff 

1. ell. 
r. ell. 
1. ell. 
r. ell. 

7~ 

O 
O 

1. z. 
r . z .  

O 

/ 
Man sieht zun~chst, dab im LdngseHekt  (a = 2) das Aufspaltungs- 

und Polarisationsbild dem bei der Dipolstrahlung gleich ist. Es treten 
hier nur die beiden links- bzw. rechts- 
zirkularpolarisierten Komponenten 2 v 
+ A v bzw. 2 v - -A r auf. 

I m  Quere//ekt beobachten wir dage- 
gen jetzt  ein ffir die Quadrupolstrahlung 
charakteristisches aus vier Kompo-  
nenten bestehendes Aufspaltungsbild. 
Dabei sind die 2v 4- A v-Komponenten 
parallel und die 2 v 4 - 2 A v - K o m p o -  
nenten senkrecht polarisiert. Die un- 
verschobene Linie mit  der Frequenz 2v 
fehlt sowohl im Quer- als auch im 
L~ngseffekt. Sie erscheint nut  bei 
schrdger  Beobachtungsrichtung, wo 
auch die einfach llnd doppelt verscho- 
benen Komponenten auftreten. Das 
Aufspaltungs- und Polarisationsbild ist 
in Abb. 3 gezeichnet. 

Das vom Elektron als Quadrupol- 
strahlung yon der Frequenz A v bzw. 
2/1 v emitfierte Licht besitzt die gleiche 

a long. f J 
b tmas~ 

es . I [ I I I 6 

dz, ,¢N = q~rae¢ 

Abb. 3. Normaler  ZEEMA.~-Effekt der 
Quadrupolllnien : a im L~ngseffekt, b im 
Quereffekt ,  c bei schr~ger Beobachtung 
u n t e r  4-5 o a -  Komponenten nach unten~ 
a-Komponenten nach oben gezeichnet. Die  
Strlchlllnge zeigt die Intensit~t der Kompo- 

nenten an (vgl. Ziffer 4)- 

Polarisation wie das Licht mit  der Frequenz 2 v + A v  bzw. 2 v + 2  Av. 
Doch ergibt sich ffir die Frequenz ~ v  nach (13) eine magnetische Dipol- 
strahlung (vgl. S. I8I) ,  die dalm mitberiicksichtigt werden m u l l  

4. Intensi t~ten.  Die in einer best immten Richtung pro Fl~chen- 
und Zeiteinheit ausgestrahlte Energie ist dutch den POYI~TI~Gschen 
Strahlungsvektor: 



184 A. RUBINOWlCZ und J. BLATON: 

gegeben.  Setzt  man  (17) in (18) ein, so erh~ilt man  nach Durchf f ih rung  
der  Mit te lung fiber die Zeit  und die Phasen flit  die un te r  dem Winke l  a 
beobach te t en  Intensi t~ten I der einzelnen ZEEMAN-Komponenten e ine r  
Quadrupols t rah lung:  

sin ~ 2 a / 

/~+,~v  = / ~ _ ~  = C (sin~a + cos~2a)  (19) 

g ~  = __3 Cs in  ~ 2 ~  
2 

I ~s e~ (2 ~)6 ~ eine ffir alle Schwingungskomponenten  gemein-  wo C =  2 CSro ~ a+ 
same  K o n s t a n t e  ist, wenn wit  annehmen,  dab  die S t rahlung i so t rop ,  
also die S u m m e  der In tens i t~ten der einzelnen Schwinglmgskompo-  
nen ten  (ffir ein verschwindendes Magnetfeld) von dem Winkel  a u n -  
abh~ngig  ist. Z u m  gleichen Resu l t a t  gelangt  m a n  auch,  wenn m a n  
fordert ,  dab  die gesamte Strahlung unpolar is ier t  sei ~. Beobachte t  m a n  
durch  einen Analysator ,  der nu t  die a- bzw. ~ - K o m p o n e n t e n  durchl~Bt,  
so erh~lt  m a n  gem~B (17) die entsprechenden Intensi t~ten,  wenn m a l l  
in (19) nur  die t r igonometr ischen Funk t ionen  mi t  a bzw. 2a  beibeh~lt .  

Aus (19) ersehen wir, dab z. B. im Quereffekt  (a = o) die vier  h i e r  
au f t r e tenden  Komponen ten  mi t  gleicher In tens i t~ t  erscheinen. Be i  
scbr~iger Beobachtungsr ich tung  (a ---- 45°), bei der  alle ffinf K o m p o n e n t e n  
erscheinen, ist dagegen das Intensit~tsverh~iltnis der unverschobenen zu  
den einfach und  doppelt  verschobenen gleich 6: 2 : 3. Die doppel t  v e r -  
schobenen Komponen ten  sind dabei  elliptisch polarisiert ,  wobei  die 
In tens i t~ t  der ~ -Komponen ten  zweimal  gr6Ber als die der ~ - K o m p o n e n -  
ten  ist. In  Abb.  3 entspricht  die L~nge der  Striche diesen Intensi tAts-  
verb~iltnissen. 

W i t  mfissen noch darauf  hinweisen, dab  ebenso wie bei der Dipol -  
s t rahlung,  du tch  die hier entwickelte Theorie  n u t  der ZEEMA~-Effekt 
der  Singulett l inien, falls diese einer Quadrupols t rab lung  en tsprechen ,  

Durch statistische 73berlegungen l~13t sich zeigen, daB: 
L'~ I - -  

(~) a ~  = a _  = - -  ao ~ 
2 

und 
- -  7-62 x~2 - -  x~2 ~Z) aS = 2(~+) ; a± = 2(a_) ; do* = 2(~o) 

gilt, wo dutch das ~lberstreichen die Mittelwertsbildung fiber viele A tome  
angedeutet  wird. 

(a) folgt direkt aus dem Gleichver%eilungssatz, und bes t immt unter  
anderem die Intensit~ten der Z~EMA,,~-Komponenten einer Dipolstrahlung. 

(p) ergibt sich ein&ch aus einem Zusaznmenhang zwischen V-~ und (-V) ~ 
(V= Gesam%energie; vgl. etwa CL. SCXXFE~, Einffihrung in die theore±. 
Physik  Bd. 2, S. 453 [192 i]). 

Aus (a) uud (/~) folgt direkt, dab C in (19) ffir alle Komponenten den 
gleichen Wef t  hat.  
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wiedergegeben wird. Den anomalen ZEEZ~A~-Effekt der Quadrupol- 
linien werden wit erst auf Grund der Quantentheofie besprechen k6nnen. 

Wir wollen noch die gesamte in der Zeiteinheit von einem Quadru- 
pol ausgestrahlte Energie betrachten. Man erh~lt sie, indem man den 
Zeitmittelwert des POYNTINGschen Strahlungsvektors tiber eine KugeI- 
oberfl~che vom Radius ro integriert. Um die Rechnungen nicht zu kom- 
plizieren, gehen wit von dem auf S. I82 betrachteten linearen harmo- 
nischen Oszillator aus, der durch z = a cos ( 2 ~ v t  + c~), x ---- o~ y = o ge- 
geben ist. Es ergibt sich dann EQ zu: 

e2 .-77-6.2 22 
E Q = - - z  ~ = ~6e2c (20) 

3 ° ¢~ 15 Jt~-- Ct* 

x c die WellenlRnge des vom Quadrup01 ausgestrahlten wobei $Q = ~- 7 

Lichtes ist. Die bei der yon tans betrachteten Schwingung des Elek- 

trons, vom Dipol mit der Wellenl~nge 2 = c_ ausgestrahlte Energie ist 
dagegen gegeben dutch: 

2e2 ~ 24~4e~c .a  2 n*e2c a ~. (21) 
E D =  ~ z  = 3Z 4 - -  3 ~  

Wir sehen bier die charakteristischen Unterschiede zwischen der vom 
Dipol und der vom Quadrupol ausgestrahlten Energie. Beim Dipol ist 
die ausgestralalte Energie proportional dem Quadrat der Amplitude und 
umgekehrt proportional der vierten Potenz der Wellenl~nge, w~hrend 
sie beim Quadrupol proportional der vierten Potenz der Amplitude und 
umgekehrt proportional der sechsten Potenz der Wellenl~nge ist. Das 
Verhiiltnis der vom Quadrupol ausgestrahlten Energie zu der vom Dipol 

ausgestrahlten wird also im wesentlichen durch den Faktor (2rr a ] '  be- 
\ h e /  

st immt (85). Die Quadrapolstrahlung wird folglich um so starker zur Gel- 
tung kommen, je gr613er die Amplitude der Bewegung und je kleiner die 
Welleld~nge des ausgestrahlten Lichtes ist. Im Bereich des sichtbaren 
Lichtes (2"-'5" lO -2 cm) ergibt sich ftir dieses VerhAltnis, wenn wir ent- 
sprechend den Atomdimensionen a ~-,IO -s cm almehmen, die Gr613en- 
ordmmg IO -6. 

Die vom Quadrupol ausgestrahlte Energie ist also sehr klein im 
Verh~Itnis zu der vom Dipol emittierten. Wir k6nnen daher die 
dutch die Quadrupolstrahlung bewirkte Strahlungsd~mpfung vernach- 
1Assigen. Die DAmpfungskonstante wird dann allein dutch das vom 
Dipol ausgestrahlte Licht bestimmt. Die natfifliche Halbwertsbreite 
der Quadrupolfrequenz 2v ist also dieselbe wie die der Dipolfrequenz v. 

Andere VerhAltnisse ergeben sich, wenn wit ein Modell betrachten, 
das nut  eine Quadrupol- und keine Dipolstrahlung liefert (16). Ein sehr 
einfaches Beispiel dafiir ist der Fall, wo zwei Elektronen sich um ein 
Zentrum 0 so bewegen, dab sie stets auf einer durch 0 gehenden Geraden 
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zu verschiedenen Seiten und in gleicher Entfernung yon 0 liegen. Die 
Dipolstrahlung verschwindet ffir diesen Fall, da das Dipotmoment 

~.~e,rv = o wird. Es bleibt dann nur eine Quadrupolstrahlung fibrig, 

die eine viel geringere Strahlungsd/impfung bewirkt, so dab die Bewegung 
nun viel langsamer abklingt. Demnach wird auch die natfirliche Halb-  
wertsbreite des ausgestrahlten Lichtes viel kleiner. 

Als Vorbereitung zu den in den n/ichsten Ziffern folgenden ;3ber- 
legungen betrachten wit kurz den Fall einer mehrfach periodischen 
Bewegung mehrerer Elektronen. Alle unsere Resultate gelten auch in 
diesem Falle, wenn man nur in ihnen die einzelnen Quadrupolmomente 
dutch ihre Summen fiber alle Elektronen ersetzt. 

FOx eine s-fach periodische Bewegung Iassen sich die Koordinaten 
der Elektronen als s-fache Fourierreihen darstellen: 

+ 0 0  

I "zt • • - ' g s  ~ z t  Z * , ~ t  xk = 2 ~ x k e ""*,' usw. (22) 
~1 • • . "~s  ----" - - t O  

wo xk die x-Koordinate des k-ten Elektrons bedeutet und die Kombina- 
tionsfrequenzen 

v,l...," = z,v, + r=v2 + . . .  + *svs (22a) 

lineare Kombinationen der Grundfrequenzen v . . . .  v, mit ganzzahligen 
Koeffizienten ~=... z, sind. Da xk reel/ist ,  muB x~'"'*" konjugiert-kom- 
plex zu x -*~ . . . .  *, sein. Fiir die Komponenten des Dipolmomentes ergibt 
sich eine ebensolche Darstellung: 

+ c o  

Pa:  = ~ a e k x ,  lz = I "61" .t.Se,~.i'v,g 1 ~ - ~  P~ "" ""** '  usw. (23) 
'/g ~ 1  " " " "t.v ~-" - -  0 0  

mit den gleichen Kombinationsfrequenzen die in (22) auftreten. Die 
Fourierkoeffizienten P J , ' " * ,  usw. bestimmen dabei die Intensit/~t des 
mit der Frequenz v,, . . . , ,  vom Dipol ausgestrahlten Lichtes. 

F/i t  die Komponenten des Quadrupolmomentes (14) ergeben sich die 
Fourierreihen: 

+ ¢ o  

Q~y . ~ e k x k y k  i a~... % e ~ , i , ~ . .  = = - i - Y 7  Q,~y " u s w .  (24 )  
CrS t 

J¢  at " " " ffs ---- - -  ¢ o  

Sie entstehen dutch Multiplikation der Fourierreihen (22). Dabei ad- 
dieren bzw. subtrahieren sich die Frequenzen der Fourierkomponenten 
yon xk und y~. Fiir jede Kombinationsfrequenz 

r~ i . . .  ~ = a~v~ + cr~v2 + . . .  + cr~v~ (24a) 

deren zugeh6riger Fourierkoeffizient im Quadrupolmoment verschieden 
yon Null ist, mfissen daher die ~ . . .  ~r~ sich als: 
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a b ~ geh6rigen Fourier- so darsteUen lassen, dab die zu z~. • • ~, und z, • . .  T, 
koeffizienten im Dipolmoment nicht verschwinden ~. 

Die Intensitttt des vom Quadrupol mit der Frequenz v~,... ,s aus- 
gestrahlten Lichtes bestimmt sich dann aus dem zu a~ • •. at geh6rigen 
Fourierkoeffizienten im Quadrupolmoment (24). 

B .  Die tiltere Quantentheorie. 
5. Bezeichnung der Spektralterme. Zun~ehst sei kurz an die in 

der Termanalyse der Spektren verwendete Symbolik erinnert. Eine aus- 
ffihrliche Darstellung finder der Leser im Artikel von BECKER U. GRO- 
TRIAN 2. Nach der RUSSELL-SAUNDERschen Bezeichnung sind denTermen 
mit der resultierenden Impulsmomentquantenzahl des Bahnumlaufs: 

L = 07 17 2, 37 4 . - -  
die Symbole: S, P, D, F, G . . .  

zugeordnet. Die Multiplizit~tt r eines Terms wird durch einen Index 
links oben und die innere Quantenzahl J durch einen Index rechts 
unten an dem Termsymbol angezeigt. Sie bestimmt sich aus der 
Spinquantenzahl S zu r = 2 S + I .  Die innere Quantenzahl J ,  die zu- 
gleich mit S ganz oder halbzahlig anzunehmen ist, entsteht durch 
vektorielle Zusammensetztmg yon L und S; sie entspricht somit dem 
gesamten Impulsmoment des Atoms und ihr Zahlenwert liegt zwischen 
den durch die Ungleichung: 

IL--SI<J<L+S 
gegebenen Grenzen. Die Elektronenkonfigurafion eines Terms wird, 
wenn n6tig, vor das Termsymbol gesetzt; dabei werden die Quanten- 
zust~tnde der einzelnen Elektronen dutch die Hauptquantenzahlen n, 
sowie dutch die azimutalen Quantenzahlen l gekennzeichnet, wobei den 
Werten yon l 

l ~  O~ I~ 27 3~ - . "  

die Symbole: s, p, d, / . . . .  
zugeordnet werden. 

Die Terme eines Atoms werden ill zwei Klassen eingeteilt: in 
gerade und ungerade Terme, je nachdem die fiber alle Elektronen 
des Atoms erstreckte algebraische Summe: 

l z + 1 2  + . . .  + l .  

eine gerade oder eine tmgerade Zahl ist. Nach einem neueren Vorschlag 
(39), der sich f/it unsere Anwendungen als sehr vorteilhaff erweist, 

' ~ Dabei wurden jedoch die F~lle auBer acht gelassen, in denen ein zu 
• ~, T, ... ,~ geh6riger Fourierkoeffizient im Dipolmoment verschwindet, trotz- 
dem die zu ,~,,~... T~ geh6rigen Fourierkoeffizienten in den einzelnen xk 
nicht verschwinden. 

Erg. exakt. Naturwiss. 7, 35. Im folgenden als B. u. G. zitiert. 
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kennzeichnen wit die ungeraden Terme durch eine kleine Null rechts 
oben am Termsymbol. Es bedeuten also S 0, po, D 0, ungerade Terme 
und S, P,  D, gerade Terme. 

Die Frequenzen v der Spektrallinien eines Atoms werden durch die 
Termwerte des Atoms festgelegt: 

v~ = T 2 -  T~, Ta = W~ (26) 
h 

wo Ta den Termwert  und Wa die Ene r#e  des station~ren Zustandes a 
bedeutet, h ist das PLANCKsche Wirkungsquantum. Die Emission der 
Spektrallinie v~ erfolgt bei einem ~3bergange des Atoms aus dem energie- 
reicheren Zustande I in den energiearmerenZustand 2. Die dutch die 
Lichtwelle fortgef~hrte Energie hv~ ist gleich der Energiedifferenz zwi- 
schen den beiden station/iren Zust/inden I und 2. Die Intensit/iten der 
Spektrallinien werden durch Wahrscheinlichkeitsgesetze geregelt. Is t  
die Wahrscheinlichkeitl dab ein im station/iren Zustande i befindliches 
Atom spontan in den Zustand 2 iibergeht gleich A ~, so wird die Inten-  
sit/it J~ dieser Spektrallinie gegeben durch: 

X x J~ = NxA2hv~ , (27) 

wenn Nx die Anzahl der Atome ]m Zustande I bedeutet.  
6. Korrespondenzprinzip und Auswahlregeln.  Die Frage, ob die 

bel einem bestimmten ~3bergang emittierte Spektrallinie der Dipol- oder 
der Quadrupolstrahlung zuzuschreiben ist, beantwortet  im Rahmen der 
/ilteren Quantentheorie das Korrespondenzprinzip und zwar in der 
folgenden Weise : 

Der Obergang erfolge yon einem dutch die Quantenzahlen n~, n . . . .  n,  
nach einem dutch die Quantenzahlen m~, m~. . .  m, charakterisierten Zu- 
stande. Diese Quantenzahlen legen die Zahlenwerte der Wirkungs- 
variablen J~, J~ . . .  J ,  lest. Den Wirkungsvariablen J x . . .  f ,  entsprechen 
in der klassischen Bewegtmg (22) die Grundfrequenzen v~, v . . . .  v,. 
Die Schwingungsfrequenzen des elektrischen Dipol- bzw. Quadrupol- 
momentes sind nach (22a) bzw. (24a) dutch: 

v,~... ,, = r~v~ + z~v~ + -. - + ~v~ (28) 
gegeben. 

Das Korrespondenzprinzip ordnet nun dem Quantentibergange n - ~  m 
im elektrischen Dipol- bzw. Quadrupolmoment der klassischen Bewegung 
jene Partialschwingung zu, ftir die: 

z ~ = n , - - m ~ ,  r ~ = n ~ - - m ~ ,  . . . r , = n , - - r n ,  (29) 

ist. Fehlt  im Dipol- bzw. Quadrupolmoment der klassischen Bewegung, 
die diesem ~)bergange zugeordnete Partialschwingung vollst~ndig, so 
ist dieser 0bergang fiir die Dipol- bzw. Quadrupolstrahlung verboten. 
Auf diese Weise liefert das Korrespondenzprinzip die Auswahlregeln, die 
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die Anzahl der mSglichen Termkombinationen, die fiir die Emission der 
Spektrallinien in Betracht kommen, einschranken. 

Da nach (25) ffir jede Partialschwingung des Quadrupolrnomentes, 
die zugeh6rigen ar gleich sind der Summe der z~ zweier nicht ver- 
schwindender Partialschwingungen des Dipolmomentes, so folgt aus dem 
Korrespondenzprinzip, dab ein mit Quadrupolstrahlung verkniipfter 
Quantensprung zwischen zwei Zust~tnden nut dann verlaufen kann, wenn 
noch ein dritter Zustand existiert, mit dem diese beiden Zust~tnde dipol- 
m~iBig kombinieren~ (31, 11). Dipolkombinationen sind abet nach der 
empirisch gefundenen und sp~tter dutch die Quantenmechanik streng 
bewiesenen LAl'Ol~TEschen Regel (.50) nur zwischen geraden und un- 
geraden Termen erlaubt. Zwei Terme, die mit einem dritten dipolmaBig 
kombinieren, miissen also beide gerade oder beide ungerade sein, je 
nachdem der .in Rede stehende dritte Term ungerade oder gerade ist. 
Es sind daher mit Quadrupolstrahlung verbundene ldberg~nge nut zwi- 
schen zwei geraden oder zwischen zwei ungeraden Termen m6glich. Ein 
fiir die Dipolstrahlung erlaubter 13bergang ist demnach fiir die Quadru- 
polstrahlung verboten und umgekehrt. Bei einem bestimmten Llbergang 
kann also nicht gleichzeitig Dipol- und Quadrupolstrahlung ausgesandt 
werden (87, 18). Insbesondere sind fiir die Quadrupolstrahlung T3ber- 
g~inge gestattet bei denen kein einziges Elektron sein l ~indert (Fall der 
Nebellinien). 

Eine weitere Auswahlregel betrifft die innere Quantenzahl J.  Bei 
einem Dipoliibergang muB: 

z / J  = o, + 1 (30) 

sein. Betrachten wir nun einen Quadrupoliibergang yore Quanten- 
zustande ~ in den Zustand ~ .  Es muB dann noch Quantenzsut~nde ~' 
geben, die sowohl mit ~ als auch mit ~ Dipollinien liefern. Da sich J 
bei den Dipolkombinationen ~ ~' und or' cr~ h6chstens um I ~ndert, so 
kann es sich bei einem Quadrupoliibergange ~ - - ~  h6chstens um 2 
~indern. Wir erhalten daher fiir die Quadrupolstrahlung die Auswahl- 
regel: 

z / J =  o, 4 - I  oder 4-2. (31) 

Diese Auswahlregel fiir die Quadrupolstrahlung l~tBt sich ebenso wie 
die analoge ffir die DipoIstrahlung, durch eine Anwendung des Satzes 
yon der Erhaltung des Impulsmomentes auf das System ,,Atom + auso 
gestrahltes el.re. Feld" ableiten (vgl. 33, 34). Die besprochenen Aus- 
wahlregeln gelten auch nach der Quantenmechanik (37) streng bei 
beliebiger Koppetung der Elektronen im Atom, sofern keine ~iuBeren 
St6rungen durch elektrische oder magnetische Felder vorliegen (vgl. 
Ziffer 13). 

x Die gleiche Auswahlregel gilt auch beim Ramaneffekt. 
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Aus (25) folgt, dab jede Spektrallinie, deren Frequenz sich als Summe 
bzw. Differenz der Frequenzen zweier Dipollinien darstellen l~iBt, beim 
Fehlen ~iuBerer St6rungen als eine Quadrupollinie anzusprechen ist. Je  
nachdem der den beiden Dipoliiberg~ingen gemeinsame Term gerade bzw. 
ungerade ist, verl~iuft der in Rede stehende Quadrupoliibergang zwischen 
zwei ungeraden bzw. zwei geraden Termen. Wiirde man also bloB die 
Dipolstrahlung beriicksichtigen, so w~iren alle aus dem RITZSchen Kom- 
binationsprinzip folgenden Frequenzen verboten. Gerade das zwar sel- 
tene, aber immerhin auBer Zweifel gestellte Auftreten dieser ,,verbotenen" 
Frequenzen unter Bedingungen, die ein Durchbrechen derAuswahlregeln 
dutch ~iuBere St6rungen ganz unwahrscheinlich machten, wie z. B. die 
won DATTA (10) in Absorption beobachteten SD-Kombinationen der 
Alkalimetalle, fiihrte dazu, dab zur Erkl~irung dieser Linien noch die 
Quadrupolstrahlung herangezogen wurde (11). 

Es sei bier noch auf die Sonderstellung des Wasserstoffatoms hin- 
gewiesen. Da seine Energieniveaus von l nicht abh~ingen, so ist bier 
eine Unterscheidungsm6glichkeit zwischen geraden und ungeraden Ter- 
men nicht gegeben. Ein Quanteniibergang zwischen zwei ins Auge 
gefaBten Energieniveaus kann daher eventuell sowohl unter Aussendung 
einer Dipol- als auch einer Quadrupolstrahlung vor sich gehen. 

Auch fiir die magnetische Dipolstrahlung ergibt das Korrespondenz- 
prinzip eine Auswahlregel. Der gleichfSrmigen Pr~izession des magneti- 
schen Momentes m des Atoms um die Achse des gesamten Impuls- 
momentes (vgl. Anm. S. 81) (die mit der der Wirkungsvariablen 2aJ  ent- 
sprechenden Grundfrequenz erfolgt), entspricht quantentheoretisch nach 
(29) ein Sprung der inneren Quantenzahl J u m  + I, wobei alle iibrigen 
Quantenzahlen unge~indert bleibeno Bei einem mit einer magnetischen 
Dipolstrahlung verkniipften ~Jbergange muB also demnach: 

H J =  4- I ,  H L  = o~ H S  = o, H n =  o 
sein (9). 

Es handelt sich bier also um lJbergtinge zwischen den Niveaus eines 
mehrfachen Terms. Es ist aber zu beriicksichtigen, dab diese iJber- 
g~inge auch fiir die Quadrupolstrahlung gestattet sind, so dab bier 
eine gemischte Strahlung auftritt. Eine Linie dieser Art wurde im 
Hg II-Spektrum (~D~-- ~D3~, ~ = 6646, 7 •) gefunden (41a). 

7. Metastabile Zustlinde. Unter den Quantenzust~uden eines Atoms 
spielen die metastabilen eine besondere Rolle. Sie sind dadurch gekenn- 
zeichnet, dab yon ihnen aus keine mit den Auswahlregeln ffir die 
Dipolstrahlung vertr~iglichen IJberg~inge zu tieferen Zust~inden m6glich 
sind. Es k6nnen aber wohl yon diesen Zust~inden aus spontane Quadru- 
poliiberg~inge stattfinden, falls sie nach den Auswahtregeln ftir die Qua- 
drupolstrahlung gestattet sind. Dies muB nicht immer der Fall sein; so 
sind z. I3. in den Erdalkalien (mit Ausnahme des Ba) und den h6heren 
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Homologen Zn, Cd und Hg, die beiden metastabilen Terme 3p~ und SPo 
ungerade, w~ihrend der einzige noch tiefer gelegene Term n~imlich der 
Normalzustand ~So ein gerader Term ist. Die iJberg~inge 'So--SPo, ~ sind 
hier also nicht nut  ffir die Dipol- sondern auch fiir die Quadrupolstrahlung 
verbotenL Ist aber yon einem metastabilen Zustande spontane Quadru- 
polstrahlung m6glich, so wird die natiirliche Lebensdauer dieses Zu- 
standes dutch die Quadrupoliibergangswahrscheinlichkeiten bestimmt. 
Da nach korrespondenzm~il3igen Sch~tzungen die lJbergangswahrschein- 
lichkeit fiir eine Quadrupolstrahlung im optischen Gebiet etwa lO -6 mal 
kleiner ist, als die fiir eine Dipolstrahlung und die natiirliche Lebens- 
dauer eines instabilen Zustandes d .h .  eines Zustandes, yon dem auch 
Dipoliibergiinge nach tieferen Termen gestattet sind, yon der Gr6ilenord- 
hung lO -8 Sekunden ist, so ergibt sich fiir die natfirliche Lebensdauer 
eines metastabilen Zustandes von dem aus spontane Quadrupolstrahlung 
m6glich isL die Gr6Benordnung yon etwa IO -~ Sekunden. Es wird aller- 
dings yon den ~iulleren Umst~inden abh~ingen, ob diese lange Lebensdauer 
tats~ichlich verwirldicht wird. Bei gr613eren Dichten werden beispiels- 
weise die metastabilen Zust~inde noch vor Ablauf ihrer natiirlichen 
Lebensdauer durch Zusammenst6tte zerst6rt werden. Ebenso zerst6rt 
Lichtanregung die metastabilen Zust~inde, indem sie die Atome in andere 
Quantenzust~inde iiberfiihrt oder ionisiert. 

Als Beispiel betrachten wir die tiefen Terme des Sauerstoffatoms 0 I. 
Wir haben hier den Vertreter eines Atoms mit sechs Valenzelektronen, 
die im Grundzustande s~imtlich als s- und p-Elektronen gebunden sind. 
Die tiefen Terme werden dutch die Konfiguration 2s~2p 4 gebildet. Die 
s-Elektronen brauchen wit nicht weiter zu beriicksichtigen, da sie eine 
abgeschlossene Schale bilden. Die dutch die vier iiquivalenten p-Elek- 
tronen (~iquivalent nennen wit Elektronen mit gleichem n und l) gebilde- 
ten Terme lassen sich auf Grund des PAULIschen Lfickensatzes angeben. 
Danach sind Zahl und Charakter der Terme, die zu einer Konfiguration 
yon ~iquivalenten Elektronen geh6ren, dieselben wie bei einer Konfi- 
guration yon Elektronen, die zusammen wit  den vorhandenen Elek- 
tronen eine abgeschlossene Schale bilden. Da sich ill der abgeschlossenen 
p-Schale nach dem PAULI-Prinzip sechs Elektronen befinden, so fehlen 
dem OI zwei 2p-Elektronen zum AbschluB der Schale. Es mug also 
2p ¢ dieselben Terme wie 2p ~ liefern. Die Konfiguration 2p ~ entspricht 
dem 0 I I I  (zweifach ionisiertes Sauerstoffatom). Die Termanalyse des 

x DaB die Linie ~So-- 3P2 in Hg bei fast v611iger Ausschaltung zwischerl 
atomerer StGrungen beobachtet wurde, scheint nach Bow~N auf eine Koppe- 
lung zwischen Kern- und Elektronenspin hinzuweisen, die ~hnlich wie ein 
starkes Magnetfeld ein Durchbrechen der AuswahlregeI fiir J bewirkt, so dab 
dieser l~bergang als Dipoliibergang zustande kommt. Eine Oktupolstrah- 
lung, die gelegentlich vermutet wurde (18), kommt wegen der Auswahlregel 
J + ] '  ~ 3 (vgl. Anm. S. 205) nicht in Frage. 
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0 I I I  findet der Leser sehr genau bei B. u. G., S. 4off. dargestellt. Das  
in Abb. 4 gezeichnete Schema ftir die tiefen Terme des 0 1 zeigt daher  
dieselbe Struktur wie das yon 0 UI .  Nut  der 3P-Term ist im Gegensatz zu 

g g 

10967# ' ~ °R 
109 83/  \ jp~ I 

Abb. 4. Die metastabilen Grundteme des 
OI .  Links sind die yon HOPFIELD (17) korri- 
gierten Termwerte  yon FR.~mC:-:S (1~) ange- 
filhrt. Nur  die beobachteten Quadrupollinien 
sind elngezeichnet t. ('Nach A. SOMMZXF.~UD : 
Atombau u. Spektrallinlen. 5. Aufl. [~93z] 

S. 476.) 

bzw. 2 entsprechen. Die aus 

0 I I I  invertiert, d .h .  es liegen die iNi- 
veaus mit  gr6Berem J tiefer als die m i t  
kleineremJ.  Die eingezeichnetenTerme 
sind (ebenso wie die analogen in O I I I )  
alle gerade, da sie s~mtlich zur Kon-  
figuration 2s~2p 4 (in 0 I I I  zu 2s ~ 2 p  ~) 
geh6ren. Die entsprechenden Quanten-  
zust~tnde sind also metastabil,  da nach 
,,unten" nur Quadrupoliiberg/inge s ta t t -  
linden k6nnen. 

Reich an metastabilen Zust~nden 
sind die Elemente der Eisen-, PaI/a- 
dium- und Platinreihe. Dies ergibt sich 
daraus, dab die tiefsten Terme dieser 
Reihe durch s- und d-Elektronen ge- 
bildet werden, denen die /-Werte o 
diesen Konfigurationen s tammenden 

Terme sind also alle gerade und kombinieren daher nicht dipolm~tBig 

T.abelle 2. T e r m w e r t e  ffir die m e t a s t a b i l e n  Z u s t g n d e  des Fel I  
n a c h  RUSSELL (88) in W e l l e n z a h l e n .  Be i  zwei  g l e i c h a r t i g e n  T e r m e n  

b e z e i c h n e t  a den  t i e f e r e n ,  b den  h 6 h e r e n  Term.  

Termsymbol v L/*' Termsymbol  ~' d 

a 6Dg]z 
D% 
D% 
D% 
D112 

a 4Fs/2 

Fs/z 
~5/2 

a 4DT[z 
D% 
D3/2 
D,I, 

a 4/~/~ 

O.OO 

384.80 
667.65 
862.55 
976.96 

1872.56 
243o.16 
2837.91 
3117.49 

7955-24 
8391.9o 
8680.37 
8846.72 

13474.36 
13673.04 
13904.74 

384.80 
282.85 
194.9o 
I1~41 

557.60 
407.75 
279.58 

436.66 
288.47 
166.35 

198.68 
231.7o 

b 4.P~12 
P% 
1~ h 

20830.44 
21811.93 
224o9.71 

981.49 
597.78 

b 4/Zglz 22637.15 
F% 2281o.28 173"13 
F% 22939.21 128.93 
.F% 23031.25 92"04 

a 6S% 23317.61 

a 4Gu/z 25428.78 
C~/z 25805.21 376.43 
Ca h 25981.51 I76"3° 
G% 26055.35 73"84 

31483.IO 
31387.82 
31364.3 I 
31368.3 ° 

b 4D7[~ 
D% 
D% 
D% 

- 95.28 
- 23.5i 

3.99 

x AuBer den in der Abb. 4 eingezeichneten l~berggngen wgre zwischen 
den Iqiveaus dieser Abbildung der Quadrupolfibergang 3P2--~So mGglich; die 
Quadrupolfiberggnge 3po,~ __ ~po sind nach dem Zusatzverbot (56) in Ziff. io 
nicht gestattet. 



Die Quadrupolstrahlung. I93 

miteinander. Beobachtet wurden aber in dieser Gruppe bisher nut 
Quadrupollinien, die l~lberg/ingen zwischen den metastabilen Zust~inden 
des Eisenions (Fe +) entsprechen. Die yon RUSSELL (38) sehr genau 
durchgef/ihrte Analyse des Fe II-Spektrums ergab neun tiefe meta- 
stabile gerade Terme. Die entsprechenden Termwerte sind in Tabelle 2 
angef/ihrt. Alle Terme bis auf b 4D sind invertiert. Dem Normalzustand 
wurde der Termwert Null beigelegt. 

8. Nattirliche Linienbreite. Das Korrespondenzprinzip legt auch 
die natiirliche Linienbreite der Spektrallinien lest. Die Quanten/iber- 
g~nge bedingen n/imlich eine Unterbrechung der Bewegungszust~inde der 
Elektronen in den station~ren Zust/inden. Eine solche Unterbrechung 
bewirkt eine Unschiirfe der hier auftretenden Frequenzen, ganz analog 
wie in der LogE~TZschen Theorie der StoBd/impfung. Einer Unsch~rfe 
der Frequenzen entspricht aber eine solche der Energieniveaus und 
zwar erh~tlt man f/Jr die Hatbwertsbreite der Energie des Quanten- 
zustandes (r den Wert: 

h 
A E o  = 7o 2--~ ' (32) 

wo 7~ durch: 

= ( 3 3 )  
f/t 

Ea > Ea t 

gegeben ist. A~, bedeutet dabei die spontane 13bergangswahrscheinlich- 
keit fiir den Sprung a-->a~. Die natiirliche Halbwertsbreite einer beim 

~lbergange a-->a~ entstehenden Spektrallinie betr~gt d a n n !  (Y~+7~,). 
2 ~  

Der Normalzustand ist in jedem Atom vollkommen scharf bestimmt, da 
offenbar hier 7~ = o wird. Die metastabilen Zust~nde besitzen eine viel 
geringere Unsch~rfe als die tibrigen al~geregten station~ren Zust~nde; 
yon ihnen sind ja keine Dipol- also bestenfalls Quadrupolfiberg~nge m6g- 
tich, die eine viel kleinere 17bergangswahrscheinlichkeit besitzen. Dem- 
entsprechend sind bei Quadrupolfiberg~ngen Spektrallinien mit einer 
extrem ldeinen natfirlichen Halbwertsbreite nur darm zu erwarten, wenn 
sie durch einen Ubergang yon einem metastabilen Zustand in einen 
ebensolchen oder in den Grundzustand entstehen. 

C. D i e  Q u a n t e n m e c h a n i k .  

9. Der ZEEMAN-Effekt der Quadrupollinien nach der Quanten- 
mechanik. Die ~ltere Quantentheorie vermochte, abgesehen yon den 
Auswahlregeln, keine exakten quantitativen Angaben fiber die Inten- 
sit~tten der Spektrallinien zu machen. Dazu waren die Aussagen des 
Korrespondenzprinzips zu unbestimmt. Erst der Quantenmechanik ge- 
lang es, dieses Problem er~olgreich zu 16sen (RuBI~-OWlCZ [36, 37]) und 
damit die 13bergangswahrscheinlichkeiten exakt zu bestimmen. 

Ergebrdsse der exakten Naturwlssensehaften. XL 1,3 
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Man gelangt in der Wellenmechanik zu den richtigen Intensit~tten 
der Spektrallinien, wenn man vom folgenden Bilde ausgeht (21): 

An Stelle des punktf6rmigen Elektrons der ~flteren Quantentheorie 
denken wir uns bei einem bestimmten tdbergange ff-->a~ eine kontinuier- 
lich verteilte Ladungswolke, mit der orts- und zeitabh~tngigen Ladungs- 
und Stromdichte @ trod 3, gegeben dutch: 

q = - -  e u o u ~ ,  , ~ = eh 47rimo (ua grad u~, -- u;, grad ua) (34) 

* zeigt die Bildung des konjugiert-komplexen Wertes an, u ,  und u~l 
sind dabei die zu den Quantenzust~nden a und a~ geh6rigen Eigenfunk- 
tionen; sie sind zeitlich periodisch: 

E. 

u~ = ,po (x y z) e I, (35) 

wobei E ,  den Energiewert des station~ren Zustandes a bedeutetL Ffir  
ein bestimmtes Atomsystem lassen sich die zeitfreien Eigenfunktionen 
% aus einem Eigenwertproblem bestimmen. Wit  wollen auf diese Frage 
nicht welter eingehen. Beziiglich der formellen und prinzipiellen Seite 
des Problems sei der Leser auf die Referate yon H. THIRRING (Ergebn. 
exakt. Naturwiss., Bd. 7, S. 384 und O. HAI.PERN U. H. TI~II~RING, ebenda 
Bd. 8, S. 367) verwiesen. 

Die Strom- und Ladungsdichte, die dem t3bergange a--> a, zugeordnet 
ist, schwingt nach (34) und (35) mit der Frequenz: 

a E o  - E . ,  
Vat -~- h 

in ldbereinstimmung mit der BoI~Rschen Frequenzbedingung. 
Nach der klassischen Elektrodynamik erzeugt eine mit der Fre-  

quenz v schwingende Ladungswolke im Raume ein el.m. Wellenfeld yon  
derselben Frequenz und strahlt daher Energie und Impulsmoment aus. 
Die ausgestrahlte Energie bestimmt sich dabei aus dem Dipol- und 
Quadrupolmoment der Ladungswolke 2. Da wit jetzt  kontinuierlich aus- 
gebreitete Ladungen haben, so sind die Komponenten des Dipot- und 
Quadrupolmomentes dutch die Integrale: 

gegeben, wo d r das Raumelement bedeutet und die Integration fiber den 
ganzen Raum zu erstrecken ist. Das zu dem Llbergange a-~a~ geh6rige 
P~ bzw. Q,y bezeichnen wit mit P~a' bzw. Q2~. Die Gesamtheit der 

x Um die folgenden l~beflegungen nicht zu komplizieren, fiihren wir sie 
fox ein Einelektronenproblem durch. Unsere Endergebnisse gelten aber auch 
flit ein Mehrelektronenproblem. 

Die h6heren Momente brauchen wir nicht zu berficksichtigen, da wir 
annehmen, dab die Dimensionen der Ladungswolke klein gegenfiber der 
Wellenl~ge des ausges~rahlten Lichtes sind. 
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p~o~ ebenso wie die der Q a~, l~iBt sich in eine Matrix anordnen. Die 
Matrixelemente p~o, bzw. Q ~ '  bestimmen die Intensit~t des bei einem 
Dipol- bzw. Quadrupoliibergange ausgestrahlten Lichtes. 

Zur Berechnung des elm. Feldes bei einem Quadrupoltibergange 
haben wir nur in G1. (I6) (Ziffer 2) die - - e ( x  + iy )  ~ usw. dutch die in (36) 
angegebenen Q(~+ &)2 usw. zu ersetzen (38). 

Zun~ichst besprechen wir vom Standpunkte der Quantenmechanik 
den Z~zMaN-Effekt der Quadrupollinien (36). 

In einem magnetischen Felde werden die Energiewerte Eo des Atoms 
aufgespalten. Aus einem Quantenzustande a mit der inneren Quanten- 
zahlJ  werden im Magnetfelde 2 J + I  Quantenzust~inde mit den Energien : 

E o M = E o + g o M h ;  M = - - J ,  - J + I ,  . . . + J .  (37) 

eH M i s t  die magnetische Quantenzahl, o - die Larmorfrequenz 
4 ~ r d o C  

(----A v in Ziffer 2). Der LAND•SChe Aufspaltungsfaktor 

i J ( J + I ) + S ( S + I ) - L ( L + I )  
g =  I +  2 ] (J + i) (38) 

trfigt der Tatsache des Elektronenspins Rechnung. Die im ZEEMAN- 
Effekt auftretenden Frequenzen bestimmen sich dann aus der BOaRschen 
Frequenzbedingung zu : 

ol/,I a vo~i, = vo~ + o (goM --  g,1/I//i) , (39) 

wo v~ die Frequenz der unverschobenen Linie bedeutet. Ftir die ZEEMA,~- 
Komponenten einer Dipollinie gilt die Auswahlregel: 

]~M i < i .  (40) 

Da an Stelle eines Quadrupoltiberganges das Atom zwei aufeinander- 
folgende Dipoliiberg~nge ausftihren kann (vgl. Ziffer 6), so gilt ftir M 
bei der Quadrupolstrahlung die Auswahlregel: 

t~MI<2. (4~) 

Damit ist die Zahl und die Lage der Aufspaltungskomponenten bestimmt. 
Um die Potarisationen und Intensit~tten anzugeben, mtissen ~Sr nach 
(36) die Quadrupolmomente fiir die einzelnen I[lberg~inge bestimmen. 
Setzen wir: 

o o I f = + *y) ~po, d~r usw., (42) L(~+,-y)2 ~Do (x " ~ * 

so wird naeh (35) und (36): 

OO 1 oo' 1 2 :rt z'~ c~ 

Q(~.+Lr) ~ = _ eLi.,+iy)~ e ol . (43) 

Die L(~+,.y)2 entsprechen dabei den Koeffizienten der Fourierentwick- 
lung yon ( x + i y )  ~ in der klassischen Theorie (analog G1. 24). 

1 3 "  
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Quantenmechanisch erh~lt man dann fiir das dem Quadrupolfiber- 
gange a-+a~ entsprechende el.re. Feld aus (16) und (43): 

2~i~ a t_r_ o 
2 7/-3 v.3 e a l (  c) --~i,p 

{e ,a, (., % 2 ~ )  (44) ~ =  - - e  cZ ro -s--L(~+, 'y)  ~ I c o s a - - i f '  
21cp 

e raal [ 112 )"{ -e  Lz(x+iy)(I  SlnC~+i~tCOS2ct) + - S - ~ ( ' - " Y ) ~  - i , c o s a _ i f , s l  2_. - e ~ a . ,  . . . .  

+ d'CeL "~'~(~_ ~.y) (-- i '  sin a + i~'cos2ct)  + i f '  sin 2 cx L~ a'_ ~ (x + iy) (x- , ' y ) } '  • 

Ist z die Richtung der magnetischen Kraftlinien, so entsprechen die 
L(~+ o)~ usw. direkt bestimmten )knderungen der magnetischen Quan- 
tenzahl M, so dab ftir einen bestimmten Llbergang M-->M~ nor je eines 
der fiinf Glieder in (44) von Null verschieden ist. Um dies einzusehen, 
brauchen wit bloB zu berticksichtigen, dab nach der Quantenmechanik 
(Matrizenmultiplikation) z .B.  : 

g a a  I ff • tT" 
,(-+ O) = ~ . ~ z #  (x + ~ y)a,,  (45)  

o' 
ff • at  

wo zo, und (x+,y)a ~ mit dem Dipolmoment in der nachstehenden Weise 
zusammenhAngen : 

. ¢1 . a t 

~ ) a  a t f f  ~ 7"~ Z "l,'OI t. 651 ( I  I , Oral 
. . . .  e (x + ~y)o, e a, e z e e  , p~. + , p ~  ., ~ = , ,  t 

p~,a, entspricht nun einem Dipolfibergange bei dem die magnefische 
fit a l  " a t  ¢~1 Quantenzahl M ungegndert bleibt, w~hrend P~ q- ,P~ zu einem 

Dipolfibergange M - > M - - z  geh6rt. Soll ein Glied o . a' zo,(x+zy)o,  in der 
Summe (45) nicht verschwinden, so muB a' dieselbe magnetische Quan- 
tenzahl M wie a besitzen und die magnefische Quantenzahl des Zu- 
standes a, muB gleich M - - x  sein. Es muB daher L~(~+iy) einem ~b e r -  
gange M-->M-- I  zugeordnet werden. Man sieht dann gleich ein, dab 
L0: + iy)z, L(~_ O)2 bzw. L~_ ~ (~ + iy) (~- O) den ~berggngen yon M nach 

M - - z ,  M + 2  bzw. M entsprechen. 
Dorch die Zuordnung der L~(~ +/~) usw. zu den einzehaen Quadrupol- 

fiberg~ingen sind schon die Polarisationsverhiiltnisse der zugeh6rigen 
ZEEMAN-Komponenten gegeben. Man kann sie unmittelbar aus (44) ab- 
lesen und findet sie in Tabelle 3 fibersichtlich zusamrnengestellt. 

Tabelle 3. P o l a r i s a t i o n  der  A u f s p a l t u n g s k o m p o n e n t e n  
be im a n o m a l e n  ZE~Ax-Effekt .  B e z e i c h n u n g e n  wie in To.bel le  I. 

Obergang 

M - - > M -  2 
M--~M+ 2 
M - ~ M -  I 
M- -~M+ I 
M-+ M 

Quereffekt 

ff  

7g 
7~ 
O 

o < a < - -  
4 

i .  ell .  
r. el l .  
r. el l .  
L ell .  

Polarlsafion 

4 

1. ell. 
r. ell. 

~r 
a 

7~ 

7t < a <  zt 
4 2 

1. ell. 
r. ell. 
1. ell. 
r. ell. 

,'2" 

L~ingseffekt 

Ct ~-- 
2 

0 

0 
1. z .  
r . z .  

o 
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Wir erhalten hier also die gleichen PolarisationsverhMtnisse wie in 
Tabelle i .  Es ist abet zu berficksichtigen, dab jetzt  einer bestimmten 
Anderung A M  im allgemeinen mehrere 13berg/inge und daher auch 
mehrere ZEEMAN-Komponenten entsprechen, deren Frequenzen dutch 
(39) bestimmt werden. Nut  wenn g gleich I wird, fallen alle zu einem 
bestimmten A M  geh6rigen Komponenten zusammen. 

Die Intensit/iten der einzelnen Komponenten werden dutch die 
Quadrate der Absolutbetriige yon L(.~+ey)~ usw. bestimmt. Es gentigt 
zur Angabe der relativen Intensit/iten sie in ihrer Abh~ngigkeit yon 
M zu berechnen. Hierzu k6nnen zwei Methoden bentitzt werden. Erstens 
kann man yon (45) ausgehend ein Quadrupolmoment auf eine Summe 
yon Produkten je zweier Dipolmomente zuriickftihren, deren Abh~ngig- 
keit yon M bekannt ist (36). Die zweiteMethode besteht in der Anwendung 
der Gruppentheorie, die es erm6glicht, die Quadrupolmomente direkt 
ohne den Umweg tiber die Dipolmomente zu berechnen (9, vgI. auch 27). 
Hier sollen nur die Resultate der Rechnungen angeffihrt werden. 

Wir geben stat t  der Intensit~ten die ~bergangswahrscheinlichkeiten 
A JM :, ~ an, die ja ebenfalls proportional zu den Quadraten der entsprechen- 
den Momente sind. J ,  M bzw. J , ,  M, ,  bedeuten dabei die innere und 
magnetische Quantenzahl im Anfangs- bzw. Endzustande des Atoms. 

AJM Die j,:vi, fassen wir in drei Gruppen zusammen, die 13berg~ngen mit 
J-->J, J - ~ f - - I  und J - + J - - 2  entsprechen. 

A J~r M 2 J : i  = 2 (3 - J  [ 1 +  I])" C~ (46a) 

J M 
ACr M ÷ ~ 3 ( 21VI --W- I ) ~ ( J + M ) ( J -~ M + I ) C ~ J --," f . 

A JM JM:~  3 ( J + M ) ( J + M - I ) ( J ~ M + I ) ( J : ~ M + 2 )  C~ 

A JJ_~c:g = 6 M  ~ (J~- -M ~) C J:_~ ) (46b) 
! 

A J M / d-- ~M÷~ = (JzY 2 M +  I)" (J-b- M) (Jzk M - -  i) C J ,z-, y--~J- r. 

A J 

A J M 1 j-,)z = 6 (p-- M ~) ([7-- I] ~ -- M~) C~_~ (46 c) 

A s M '7-->J ,r- ~M÷, = 4 (7: -- M~) (./~ M-- I) (J+ M-- 2) CjJ_, -- 2. 

A J M j J--,M÷~ = (]=t= M) (J:t=M-- I) (J 4 - M - -  2) ( J - t - M -  3) C:  ,.T--2 
Die C}~ sind dabei yon M unabh~ngig. Die Ubergangswahrscheinlich- 
keiten sind in den Quantenzahlen des Anfangs- und Endzustandes 
symmetrisch, d. h. es ist formell~: 

A~, ~v A~, ~¢, ,v~ = ,~: • (47) 

x Von den beiden ~berggmgen JM--',J~M~ und J~l"v[~-->JM kann immer 
nut  einer spontan verlaufen. 
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Aus den obigen Formeln lassen sich deshalb unmittelbar die lJbergangs- 
wahrscheinlichkeiten flit J - > J + I  und J- -+J+2 ablesen. 

Die angeffihrten Ubergangswahrscheinlichkeiten erffiUen ebenso wie 
in der Dipolstrahlung zwei Summenregeln. Man erh~lt sie aus Stetig- 
keitsforderungen fiir ein gegen Null konvergierendes Magnetfeld: 

Es muB erstens das in einer bestimmten Richtung ausgestrahlte Licht  
im ganzen unpolarisiert sein (Spektroskopische StabilitXt). Diese Forde-  
rung wird erf/illt wenn: 

. ~  A 2~ - ~ = . ~  A ~Z~ + = = . ~  A ~.,- , = . ~  A ~ + , = .d~ A ~ . (48) 
2// 3'I /kl 31" 2W 

Die hier unwesentliche innere Quantenzahl jr wurde fortgelassen. 
Die korrespondenzmaBige Wurzel der zweiten Summenregel liegt in  

der Tatsache, dab die Gesamtintensit~t des quadrupolmAl3ig ausgestrahl- 
ten Lichtes ,,klassisch" unabh~ngig yon der Ofientierung des Atoms 
gegen die Feldrichtung ist. Ihre Umdeutung ins Quantentheoretische 
ffihrt zu den Relationen: 

A J M j A~r ~ A J 2v j 

A.r M-~ ~r ~-~ j ~ ~J M+~ A J ~+~ --,r (49) j ,  M + Ajl + Aj, M + -~J, ~ + j1 ~ = Aj , ,  
"TJ wo AFI und AE, unabhangig von Msein mfissen. Die Summe aller 13ber- 

gangswahrscheinlichkeiten, die sich auf ein bestimmtes M-Niveau als 
Anfangs- bzw. Endzustand beziehen, ist also yon M unabhangig. A J dt 
und .4[~, sind miteinander verknfipft durch die Relation: 

(2 jr + I) A J A J  j~ = (2jr, + I) j , .  (50) 
A~, ist dabei die t3bergangswahrscheinlichkeit Iiir die unzerlegte Linie 
bei Abwesenheit des ~uBeren Fetdes. Man fiberzeugt sich leicht durch 
direktes Nachrechnen, dab alle diese Relationen dutch die t3bergangs- 
wahrscheinlichkeiten (46) identisch erffillt werden. In einfachen Fallen 
gentigen schon diese Summenregeln zur Bestimmlmg der ~lbergangs- 
wahrscheinlichkeiten. 

Bemerkenswert ist, dab die LAND~.sche Regel, wonach der Dipol- 
iibergang M = o--~ M = o fiir A jr = o verboten ist, in der Quadrupol- 
strahlung nicht mehr gfiltig ist. Dagegen ergibt hier der ~bergang 
M = o --* M = o ftir A jr = -¢-I verschwindende Intensit~t, ist also ver- 

x i boten, ebenso wie die t3bergange M -- ~ ~-- M = - -  z fiir A J  = o. 
Die Intensitaten der ZEE~laN-Komponenten bei einer bestimmten 

Beobachtungsrichtung a ergeben sich bis auf einen Proportionalitats- 
faktor aus den f3bergangswahrscheinlichkeiten dutch Multiplikation mi t  
den entsprechenden Richtungsfaktoren: 

i ~ j , ~ = ~ o o a j ~ V [ ~  s i~  2____~) 
JtM~= 2 ~COS ~ -J- 

17~jtM ~ AJxW 2v~=x =~rt~:F, (sin" c¢ + cos* 2a) (5 I) 

I~M ~ A~r¢ 3 sin~ 2 
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Fiir die a-Komponenten sind wieder (vgl. Ziffer 4) nur die trigono- 
metrischen Funktionen mit a und ffir die a-Komponenten die mit 2a 

beizubehalten. Der konstante Faktor  5 h %1 wurde in (51) fortgelassen. 
I6~ ro ~ 

Der normale ZEEMAx-Effekt ist in unseren Formeln als Spezialfall 
enthalten. Ffir Singuletterme verschwindet n~tmlich der resultierende 
Elektronenspin; es wird S = o und daher J = L. Der Aufspaltungs- 
faktor g wird gleich I, also: 

a 2 k  r a 

%iz< = vo, + d M . o ,  (52) 

wo AM = ± 2 ~ i,o ist. Es faller/dann alle Komponenten mit gleichen 
a M  zusammen. Die beobachteten Intensit~tten werden daher durch die 
Summe der 13bergangswahrscheinlichkeiten der zusammenfallenden 
Komponenten bestimmt. Nach dem Summensatze (48) ist aber diese 
Summe ffir alle M-{Jberg~nge die gleiche. Wir erhalten daher in diesem 
Falle genau die yon der ldassischen Theorie gelieferten Polarisations- 
und Intensit~ttsverh~tltnisse der Aufspaltungskomponenten. 

Die Theorie des ZEEMaN-Effektes der Quadrupollinien wurde zum 
erstenmal an der griinen Nordlichtlinie a = 5577,35 & best~ttigt. Diese 
schon seit langem im Nordlicht- lmd Nachthimmelspektrum bekannte 
Linie gelang es zum erstenmal McLENNAN U. SHRtr~ 1924 (24) im Labo- 
ratorium herzustellen und damit zu zeigen, dab sie dem 0 1 zuzuschreiben 
ist. Die Termanalyse des OI-Spektrums ergab, dab es sich hierbei um 
den Ubergang XSo--~D2 handelt (vgl. Abb. 4)- Der yon MCLEIV~AN (23) 
und von SOMVmR (45) beobachtete longitudinale ZEEMax-Effekt spielte 
dabei insofern eine entscheidende Rol!e, als er zeigte, dal3 die grfine Nor& 
lichtlinie einen normalen ZEEMA~C-Effekt besitzt und daher einem lJber- 
gang zwischen zwei Singulettermen zuzuordnen ist. Bei der Deutung des 
magnetischen Aufspaltungsbildes wurde dabei als selbstverst~ndlich an- 
genommen, dab es sich hierbei um eine Dipolstrahlnng handelt. Da aber 
Dipol- und Quadrupollinien im Lgngseffekt das gleiche Aufspaltungs- 
und Polarisationsbild zeigen, ist dieser SchluB auch heute noch bindend. 
DaB die grfine Nordlichtlinie in der Tat  auch unter Laboratoriums- 
bedingungen dutch einen Quadrupolfibergang zustande kommt, zeigte 
die Untersuchung yon FRERICHS U. CAMPBELL (13), die aufs beste 
die Voraussagen der Theorie best~tigte. Sie beobachteten den trans- 
versalen ZEEMAN-Effekt dieser Linie und erhielten das in Abb. 3 dar- 
gestellte Aufspaltungsbild mit zwei ~-Komponenten im einfachen 
und zwei a-Komponenten im doppelten Abstande, wobei alle Kompo- 
nenten von gleicher Intensit~t waren. 

Die sch6nste Best~ttigung der Theorie der Quadrupolstrahlung wurde 
an den ~S,h--~D3/~ %-Dubletts der Alkalimetalle Natrium und Kalium 
durch eine sehr sorgf/iltige Arbeit von SEGR~ U. BAI~KER (48, 44) erbracht.  
Natrium zeigte dabei wegen der kleinen Dublettaufspaltung von ~D312 % 
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nur einen vollkommenen PASCHEN-BAcK-Effekt. Dagegen konnte a~m 
Kalium der ZEEI~AN-Effekt bei einem Felde von 7,500 GauB sehr gu t  
beobachtet  werden. Die Lage der Aufspaltungskomponenten wird da-  
durch bestimmt, dab ffir Dubletterme S = ~/= also: 

i 
J + - -  2 

g - -  I 
L + - -  

2 

wird. Die relativen lJbergangswahrscheinlichkeiten lassen sich in diesem 
Falle schon aus den Summenregeln (48) und (49) angeben und sind in 
Tabelle 4 angeffihrt. 

Tabel le  4. A u f s p a l t u n g e n  u n d  t ~ b e r g a n g s w a h r s c h e i n l i c h k e i ~ e n  
f f i r  d i e  Z E m ~ a N - K o m p o n e n t e n  t i e r  D u b l e t t l i n i e n  ~S~/2--=D5/~ u n d  
2S~/2--=D3/. D i e A u f s p a l t u n g e n  s i n d  i n  S c h w i n g u n g s z a h l e n  ( a u f  o 
a l s  E i n h e i t  b e z o g e n )  a n g e f f i h r t ,  d a n e b e n  i n  K l a m m e r n  d i e  r e l a -  

r i v e n  U b e r g a n g s w a h r s c h e i n l i c h k e i t e n .  

J='/2,M= 

d =  8/2 

~ , =  5/2 i~/2 t v2 I - V = l  -3/2 I -~y~ I I - ' / 2  J = ~12 1312 112 -312 

IO 4 2 8 :[4 
I 

J IS Is I s t s I s I 
• x 14 8 2 4 IO 

Zum Vergleich mit der Erfahrung geben wir in Abb. 5 u. 6 die Photo-  
meterkurven aus der Arbeit v o n  SEGRE U. BAKKER ffir das Kaliuln- 
dublet t :  

4~$1/2--4~D5/2 Z = 4 6 4 2 , 2 7 + o ' o 2 A  
4251/2-- 4~D3/2 Z = 4641,77 ± o ' o 2 ~  

mit  einer Dublettaufspaltung A v = 2,3254-o,o15 cm -~ wieder. (Der 
Term ~D3/2 % ist verkehrt.) Abb. 5 gibt die a- und ~-Komponenten 
bei transversaler Beobachtung, Abb. 6 die a- und ~-Komponenten bei 
schr~ger Beobachtung unter 450. Die theoretisch zu erwartenden Intensi- 
t~ten sind unter den Aufnahmen graphisch dargestellt. 

Die in (46) angegebenen IntensitAtsformelu gelten nur fiir den Grenz- 
fall eines schwachen Magnetfeldes. Wird die, durch das Magnetfeld be- 
wirkte Aufspaltung vergleichbar mit  der Multiplettaufspaltung der feld- 
freien Lfifien, so werden die Formeln (37) und (46) ffir die Aufspaltungen 
und Intensit~ten ungiiltig. Ffir den Fall yon Quadrupolfiberg~agen 
zwischen Dublettermen sind die IntensitAten der Aufspaltungskompo- 
nenten ffir ein beliebig starkes Magnetfeld yon MILIAI~CZUK (28) berech- 
net worden. Die Lage der Aufspaltungskomponenten ist dabei durch 
die VOIGT-SOMMERFELDsche Formel festgelegt. Beziiglich der Inten-  
sitliten ist zu bemerken, daB in mittleren FeIdern, Mmlich wie bei 
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der Dipolstrahlung, die J-Auswahlregel I~Ji~ 2 durchbrochen wird und 
eine ,,magnetische Vervollst~ndigung der Liniengruppen" durch Kom- 

N 
, I, I ,I ~,~_--'~ ~,,.,~_.,a,,, -'.,-.,/.,_-'~ ,,~,,_-',~.~ 

6-/(omflonenfen ;~-~omponen~en 
Abb. 5. Quereffekt der Kombina~ion 2S2D {KaEum). Die theoretischen Intensitiiten werden durch 
die Strichliingewiedergegeben. Die a-Komponenten entsprechen M + M ' - - a - ,  die ~-Komponenten 

)FI-->-.~[_+_ i-~.~berg~ngen. (Nach SEGI~E u. BAKKER [ff~].) 

i...x. 

~ . : :  -:/~!:, ~-i-¢ ;~ ~ ~ - . T :  ;.!~: ~ 

. ~ ' 5 ~  "~ "~. ~:~ 

-. ,,-,~.,:.-~. 

6- Kompanenkn 

,I I,I I 
~r-Komponen~n 

Abb. 6. ZEEMAN-Effekt der Kombinatlon 2S2D (Kalium) bei schr~ger Beobachtung unter 45 ~ gegen 
das Magnetfeld. Die stllrksten ~-Komponenten entsprechelt .~I-~M'-Uberg~.ngen. 

(Nach SEGRE u. BAKKER [~].) 

ponenten mit /If = ~ 3 eintritt. Das Endresultat der Verwandlung ist 
der normale ZEx~A~-Effekt der Quadrupollinien. Man wird demnach 
beim vollkommenen PASCI~EN-BACK-Effekt der Quadrupollinien trans- 
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versal ein Quartett mit ~u3eren a- und inneren ~-Komponenten beob- 
achten. Auch die IntensitAtsverh~ltnisse sind dieselben wie beim nor- 
malen ZEEMAN-Effekt, so dab z. B. transversal alle vier Komponenten 
mit gleicher Intensit~it erscheinen. Die Beobachtungen von SEGI~ 
u. BAKKER an dem nichtaufgel6sten Natriumdublett 3~51/2 - 32D3£~/2, 
2 = 3427-~ best~tigen dies vollst~indig. 

Die Resultate yon MILL~'~CZUK ffir mittlere Felder lassen sich ins- 
besondere auf die Beobachtung des Verwandlungseffektes beim Kalium 

6-1(omflonenlen ~-gataponenka 
Abb. 7. PASCHEN-BAcK-Effekt (bel transversaler Beobachtung) der Kombinatlon 2S 2 / ) (Ka l ium) f f i r  

(° ) M =  x 7 800 Gauf~ ~ = 0,35 . (Nach SEGR~: U. BAK~ER [44].) 

anwenden (vgl. Abb. 7, in der die theoretischen IntensitAten nach 
MILIAI~cztlI~ graphisch dargestellt sind). 

Zusammenfassend k6nnen ~dr sagen, dab im ZEE~rAN-Effekt die 
charakteristischen Eigenschaften der Quadrupolstrahlung zutage treten, 
die in der Richtungsverteilung dieser Strahlung ihren Ausdruck finden. 
Die a-Komponenten im Quereffekt z. B. sind im L~ingseffekt zirkular 
polarisiert, wAhrend sie bei der Dipolstrahlung longitudinal tiberhaupt 
nicht erscheinen; die a-Komponenten im Quereffekt treten im L~ngs- 
effekt nicht auf, w~hrend sie bei der Dipolstrahlung zirkular polarisiert 
sind. Es gibt Linien, die weder im L~ngs- noch im Quer-, sondern nut  
im ,,Schrlig"-Effekt auftreten. 
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Wie wir in Ziffer 13 sehen werden, k6nnen zwischen Termen, die sonst 
nur quadrupolm~Big kombinieren, bei Einwirkung ~uBerer Fetder auch 
erzwungene Dipolfiberg~nge stattfinden. Der ZEEMAx-Effekt dieser er- 
zwungenen Dipollinien ist dann abet wesentlich verschieden yon dem 
der QuadrupoUinien. So mtiBten z. B. die im Quereffekt erscheinenden 
g-Komponenten (AM = +2)  im L/~ngseffekt zirkular polarisiert sein. 
Vor allem m/iBten aber die M-~M-Komponenten  im Quereffekt er- 
scheinen, die bei einer r e in  e n ~ Quadrupolstrahlung nur im SchrAgeffekt 
auftreten (20). Der ZEEMAx-Effekt liefert also eine sichere Handhabe zur 
Festlegung des Charakters der Strahlung ~. 

IO. Normale Quadrupolmultipletts. Die in Ziffer 6 formulierten 
Auswahlregeln ffir die Quadrupolstrahlung gestatten bei einem gegebe- 
nen Multiplett zu entscheiden, ob dieses beim Felflen ~uBerer St6rungen 
der Dipol-  oder der Quadrupolstrahlung zuzuschreiben ist. Da die 
Niveaus eines Terms sich nut durch J unterscheiden, also alle gerade 
oder alle ungerade sind, so kann ein Multiplett nur aus Dipol- oder nur 
aus Quadrupollinien zusammengesetzt sein. Die Anzahl der in einem 
Multiplett auftretenden Komponenten wird durch die J-Auswahlregel 
(31) bestimmt. Es handelt sich nun darum, die relativen Intensitaten 
der Komponenten anzugeben. Geschlossene Formeln sind nut ffir nor- 
male Multipletts (bei RUSSELL-SAUNDERscher Koppelung) bekannt (37). 
Dann k6nnen nur 13berg~nge auftreten, ftir die 

A L = o ,  -+-I, q - 2  

ist 3. Der Weg zur Errechnung der Intensit~ten ist im Prinzip derselbe 
wie beim ZEEMAN-Effekt. Auch hier ffihren beide dort angegebenen 
Methoden zum Ziel. Wir wollen auch hier nut die Resultate der Rech- 
nung wiedergeben. Die nun folgenden Formeha geben die 13bergangs- 
wahrscheinlichkeiten der Komponenten eines normalen Quadrupol- 
multipletts an. Die Intensit~ten erh~ilt man daraus durch Multipli- 
kation mit dem Gewichtsfaktor g j  = 2J  + I des Anfangszustandes (obere 
Indizes). Wir geben nur die Formeln ffir die F~lle L - ~  L--2,  L - ~  L - - I  

Tritt zugleich mit der Quadrupolstrahlung eine magnetische Dipol- 
strahlung (vgl. Ziff. 6, S. 19o) auf, so erscheinen im Quereffekt auch die 
M + M-Komponenten und zwar senkrecht zur Feldrichtung polarisiert. Der 
ZEZMAN-Effekt eines magnetischen Dipols wird ja erhalten, wenn man an 
Stelle yon ~ und 5 der elektrischen Dipolstrahlung 5 und - ~ setzt. Es 
sind daher bei AM ~ o- ~3berg/~ngen a-Kompone~ter~ und bei ~ M  = + 1- 
13berg~ngen 7~-Komponenten zu erwarten. 

2 Mit I-!Alfe des Z~l~A~r-Effektes haben E. SXGR~- u. C. J. BAKKER 
(Nature CLond.], I28, io76 [1931]) feststellen k6nnen, dab z. B. die Hg-Linie 
63P2--73P2 im Vakuumlichtbogen unter dem EinfluB der Ionenfelder als 
erzwungene Dipollinie zustande kommt. 

3 Wie man aus (54c) entnimmt, sind jedoch die ~berg~nge L = o * L  = o 
verboten (3g). 
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A L - J _ 
2 J - - 2  - -  

ALL_ or _ 
2 J - - i  - -  

d 
A L L _ 2 j  = 

A ~ _  J ~ j + z  - -  

ALL J --  - - ~ J + 2  --  

und L - ~ L  an, woraus schon die iJbergangswahrscheinlichkeiten Iiir 
L-~.L+2 und L - ~ L + I  resultieren, da formell: 

L J AL~Jx 
g,rAL~d~ = gJ~ L J (53)  

L j  die (3bergangswahrscheinlichkeit ftir den Sprung L J--> L~J~ ist, wo A z, J, 
bedeutet.  

Fiihrt man zur Abktirzung die Bezeichnungen:  

P ( J ) = ( / + L ) ( J + L +  I ) - - S ( S +  I) 
(2(]) = s ( s  + z) - ( ] -  L ) ( J  - L + ~) 
R ( J ) = J ( J +  I ) + L ( L +  I ) - - S ( S +  I)  

ein, so lauten die ~3bergangswahrscheinlichkeiten: 

P ( J -  3) P ( J -  2) P ( J -  i) P(J0 
( J -  i) J ( x J -  i) ( 2 J +  i) 

2 P ( J - 2 )  P( J -  i) P ( J )  Q(J) 
( J -  i) J ( J +  i) (z J + i). 

6 P ( J -  ~ P(J)  Q(J) Q(J  + I) 
J(J+ I ) ( 2 J - I ) ( z J + 3 )  L --~ L - -  2 ( 5 4 a )  

2 P ( J )  Q(J)  Q ( J  + i) Q ( J  + 2) 
J (J + ~) (] + 2) (2J + ~) 

O(J) O(J  + I )Q(J+ 2) Q (J + 3_)) 
( J +  i ) ( J + e ) ( 2 J +  ~) ( 2 J +  3) 

A~ a _ m x j _  2 - -  

J 

J AL I j  .~- 

J A L _ I j + x  ~-- 

J A~-~ j+2  ~-- 

P ( J -  2) P ( J -  I) P(J) Q ( J -  i) 
( l - i ) j ( z j - i ) ( 2 j  + I) 

P(J- i) P(J) (j_ ~ j +  ~) [R ( j ) -  ( ] +  ~) (L + ~)]" 

P(J) Q(J) JR(J)  - (L + i)] ~ 
6 j ( j  + i ) (2J -  i ) ( 2 J +  3) 

Q ( J )  Q ( J  + I )  

2 j ( j +  i) (J+  2) (2 J +  Ii [R (J) +J(L + 1)] 2 

P (J  + I)Q(J) Q(J+  I) Q(J + 2) 
(J+ ~) U+2)  (2J+ ~) (2J+3) 

(54b)  

' L - +  L - - I  

A L J  
L J - - 2  - -  

A L J  __ 
L J - - x  - -  

~t z J 

i J  
A z d  + ~ -~" 

L J  
A z d  + 2 

P(J -  I) P(J) Q(J- 2) Q(J- I) 
( J -  I) J(2J-  i) ( 2 J +  i) 

P(J) Q(J- I) ~) [ R ( J ) - ( J +  I)] ~ 2(j_  i) j ( j +  i) ( 2 j +  

2 [3 R (j) (R(J) - ~) - 4 J ( J +  ~) g (L + ~)]" 
3 J(J+ i) (2 J -  x) (2 J +  3) 

P(J+I) Q(J) rD,r~--r~ 
J ( J + ~  - ~  (-2-j + 15 L ~ ~ t.l ! --r- j 2 

P ( J +  x) P ( J +  2) ~ ( J )  Q ( J +  i) 
(J+ ~) (J+ 2) (2J+ ~) (2J+ 3) 

L - - > L  (54c )  
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Die angeffihrten T3bergangswahrscheinlichkeiten erftillen die nach-  
stehenden Summenregeln ~ : 

L J L L 
L, j + AL, ~+~ + AL~ j+~ ~ ALL, (55) 

A L 3"-2 A L d - ,  . A L ] . - A L j+,__ - A L j+~ 
g j - ~  L , j  + g J - ~  L , J  - v g j  L ,J - r -gJ+~ ~ J  -t-SJ+~ L~J = g x A ~ , ,  

wo die A~, und ~ L  unabhAngig yon f sind. Diese Summenregeln sind 
das Analogon zu den entsprechenden Regeln yon ORNSTEIN ll. BURGER 
ffir die Dipolmultipletts. Sie genfigen in den einfachsten F~llen schon 
zur Festlegung der relativen Intensit~ten der Multiplettkomponenten. 
So verhalten sich die IntensitXten verschiedener S - - D  d und S - - P j -  
tlbergAnge einfach wie die Gewichte 2 J +  I der D j -  bzw. Pj-Zustfinde. 

Aus den Formeln f/it die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich, 
dab die Uberg~nge: 

I ___>] ~ I I = o ~ I = o ,  ]=~ ~, ] = ~ I = o  (56) 

verschwindende Intensit~t besitzen, also verboten sind. Diese Verbote 
gelten, wie BRINKMAN (9) gezeigt hat, auch allgemein bei beliebiger 
Koppe lungt  

Zur experimentellen Prfifung der obigen Intensit~tsformeln liegt 
leider zur Zeit noch sehr wenig Material vor. Von den im Laborator ium 
bisher gefundenen ,,verbotenen" Multipletts sind, wenn wir von den 
Interkombinationslinien absehen, fiir die ja die obigen In tens i t~ ts -und 
Summenregeln nicht gelten, nur die "-S,/--~D3/,, %-Dubletts der Alkali- 
metalle als Quadrupolmultipletts identifiziert worden. Die Intensit~ts- 
messungen best~itigen hier die Summenregeln, da alle gefundenen 

Dubletts  das Intensit~tsverh~Itnis (25 + i /  :(23 + i /  = 3 : 2  besitzen 
(32). \ z  / \ z  ! 

Auch die in den galaktischen Nebeln gefundenen Quadrupolmulti-  
pletts eignen sich nicht ffir die Prfifung der Intensit~,ttsformeln, da sie 
mit  Ausnahme des 0 II-Multipletts 2 s = 2 p 3 = D °  2 s 22p 3 =po aus In te rkom-  
binationslinien bestehen. Fiir dieses Letztere ergibt (53) und (54b) die 
nachstehende Intensit~tsverteilung 3: 

Ebenso wie bei der Dipolstrahlung ist der Summensatz auch bier eigent- 
lich eine Relation zwischen den Quadraten der entsprechenden M a t r i x -  
demen te ,  die bei der Dipol- bzw. Quadrupotstrahlung mit v3 bzw. vs multi- 
pliziert die ~bergangswahrscheinlichkeiten liefern. Daher sind bei der Prfi- 
lung der Summenregeln in stark aufgespaltenen Quadrupolmultipletts die 
beobacMeten Intensit~Lten durch v6 (analog wie bei der Dipolstrahlung 
dutch v4) zu dividieren. 

2 BRINI~MAN (9) beweist auch die nachstehende Verallgemeinerung: Ein 
unter Aussendung einer 2,,-Polstrahlung (n = I, 2, 3 entspricht der Dipol-, 
Quadrupol- und Oktupolstrahlung) erfolgender ~Ybergang ist nur dana er- 
laubt, wenn J + ] '  ~ nis t .  

3 Beim Vergleich der folgenden Angaben mit den Originalarbeiten ist zu 
beaehten, dab frfiher in einigen F~llen bei den Quadrupolmultipletts die 
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2 D51° 

~ Ds/°2 

7324 (7) 732i (2) 

7335 (3) 7332 (3) 

Die Intensit~ten wurden dabei neben die aus dem Termschema berech- 
neten Wellenl~ingen in Klammern gesetzt. Ein Vergleich unseres Inten- 
sit~ttsschemas mit der Erfahrung ist noch nicht m6glich, da das in Rede 
stehende Multiplett nut in zwei Komponenten durch einen Gitterspektro- 
graphen aufgel6st wurde (26). Das ganz analoge NI-Mult ip le t t  bei 
10407, 3 dr, welches im Absorptionsspektrum der Sonne gefunden 
wurde (46), ist so verwaschen, dab eine Aufl6sung in Komponenten 
nicht zu erkennen ist. 

Die einzige PriifungsmSglichkeit bilden die im Spektrum des Sternes 
~7-Carinae von MERRILL (2-5) entdeckten und sp~ter im Spektrum des 
Sternes A. D. 45677 wiedergefundenen Fe II-Multipletts, die dutch Uber- 
g~inge zwischen den tiefen, metastabilen Termen des Eisenions zustande 
kommen (angeftihrt in Ziffer 7)- Da alle diese Terme gerade sind, k6nnen 
zvdschen ihnen nur Quadrupoliiberg~inge stattfinden. Gefunden wurden 
im Sternspektrum ffinf Quadrupolmultipletts, von denen jedoch zwei, 
n~imlich a 6D--b *P und a 6/)--b 4F, aus Interkombinationslinien bestehen, 
also bei der Prtifung der Intensit~ttsformeln ausscheiden. Auch das 
Multiplett a 4F--b 4F eignet sich nicht zu diesem Zwecke, da ftir seine 
langwelligen oberhalb 7 = 4947 dr liegenden Komponenten die benutzte 
photographische Platte nicht genug empfindlich war. 

Zur Prtifung der Intensit~ttsformeln bleiben dann die beiden Multi- 
pletts a 6D--a ~S und a 4F--a  4G iibrig. Fiir a 6D--a  6S wurde folgendes 
Intensit~ttsbild beobachtet : 

a 6S% 4287,40 (IO) 4359.34 (?) 4413,79 (5,4) 4452,09 (3,5) 4474,90 (1,6) 

Die beobachteten, mit dem blo/3en Auge gesch~itzten Intensit~ten 
sind in Klammern neben den Wellenl~tngen angefiihrt. Das Fragezeichen 
stat t  der Intensit~itsangabe bedeutet, dab die Linie von einer anderen 
iiberlagert wird. Nach der Summenregel sind die theoretischen Inten- 
sitliten durch IO : 8 : 6 : 4 : 2 also etwa dutch 9 : 7, 2 : 5,4 : 3,6 : 1,8 gegeben. 
Die Obereinstimmung mit der Beobachtung ist also sehr gut. 

Ffir das zweite Multiplett a 4F--a  4G geben wir in der folgenden Ta- 
belle die aus (54b) berechneten Intensit~iten und in Klammern die beob- 
achteten Intensit~iten an. 

Komponenten mit ,dJ = ± 2, wenn sie nicht beobachtet werden konnten, 
als nicht existenzfAhig angesehen wurden. 
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4F~/~ ~ 4~/~ ~ ~o/~ ~ 4pv ~ 

a 4G,,12 279,6 (8,0) 43,0 (I,O) --  
a4Gg/2 60, 5 (0,6) 155,5 (3,4) 52, 8 (?) -- 
a4GT/2 5,4 71,I (0,9) 99,0 (1,7) 39,5 (0,8) 
a4Gs/2 o,I 6,9 55,5 (0,8) 98,7 (?) 

Ein Fehlen der Intensit~tsangaben bedeutet, dab die betreffende 
LiMe nicht beobachtet wurde. Es fehlen nur die Linien mit kleinsten 
theoretischen Intensit~ten (6, 9; 5,4; o,I) und mit Ausnahme der schw~ch- 
sten beobachteten Linien /indern sich die berechneten Intensit~ten 
gleichsinnig mit den beobachteten. 

I i. Interkombinationslinien. Die meisten der bekannten Quadru- 
pollinien sind InterkombinatJonslinien, d .h .  Linien, die i]berg/ingen 
zwischen Termen mit verschiedener Multiplizitat entsprechen. Hierher 
geh6ren fast alle yon BOWEN indentifizierten Nebellinien (vgl. B. u. G., 
S. 6o, sowie auch 7, wo Bow~N einige Nebellinien als S II-Linien an- 
spricht). 

Eine streng g/iltige Formel zur Berechnung der relativen Inten- 
s i t , ten in einem aus Interkombinationslinien bestehendem Multiplett 
gibt es nicht. In Spezialf~llen kann man oft dutch N~herungsrechnungen 
eine Absch/itzung der Intensit/iten vornehmen. F/Jr die Interkombina- 
tionslinien 2 s ~ 2 p 23p . . . . .  - -  2 s ~ 2 p ~ ~D~ in 0111 und N I I  wurden solche 
Rechnungen yon BARTLETT (1) durchgef(ihrt. Ausgehend yon der PAULI- 
DARwlNschen Theorie des Spinelektrons berechnet BARTLETT nach (45) 
die fi~r die Quadrupolstrahlung maBgebenden Matrixelemente. Von den 
ZMMschenzust~inden cr', die in (45) auftreten, werden dabei abet nur  ge- 
wisse ber(icksichtigt. Es resultiert dann f(ir 3p~_xD~ die gr6Bte Inten- 
si t , t ,  w~hrend 3P~ --~D2 etwa halb so stark ist. Fiir die LiMe 3Po--~D~ 
erh~lt BARrLETY je nach der Wahl des Zwischenzustandes die Inten- 
sit~t Null bzw. die yon 3p~ --~D~. Beobachtet wurden in OII I  und N I I  
nut  die beiden ersten Linien 3p~_  ~D~ und 3 p ~  ~D~. Sie sind in 0 I I I  
Ms Hauptnebellinien N~ (~ --- 5oo6,84.~ ) und N~ ( i  ---- 4958,911 ) bekannt.  
In N I I  entsprechen diesen i3berg~ngen die ebenfalls intensiven Nebel- 
linien 2 = 6583,6 1 und ;L = 6548 I .  Das beobachtete Intensit~tsver- 
h~ltnis N~: N~ soMMe alas tier entsprechenden N I I - L i n i e n  ist nach 
WRmHT gleich 2:1, nach CAMPBELL U. MOOgE gleich zo: 3. BARTLI~TT 
bezeichnet diese ()bereinstimmung insbesondere mit Riicksicht auf das 
Fehlen tier 3po_~D~_Linie, als nicht sehr befriedigend. 

Von den analogen O I-Linien (vgl. Abb. 4) wurden in den galak- 
tischen Nebeln ebenfalls nur die Linien 3P~,~--~D~ gefunden. Nach 
WRIGHT sind die relativen Intensit~ten ftir 3P~--~D~ :3P~--XD~ = 3 : I  
(vgl. ]3. u. G., S. 22 die Linien ,~ ---- 6302 A_ u. 2 = 6364 l ;  sie sind dort 
mit einem Fragezeichen versehen, da sie erst sparer (8) identifiziert 
wurden). Im Laboratorium warden dagegen alle drei Linien entdeckt;  
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nach PASCHEN (30), der diese Linien auf Alteren Platten HOPEIELDs 
land, ist die beobachtete Intensit~t: 

3 p ~ _ i D 2 : 3 p ~ _ ~ D 2 : 3 p o _ ~ D ~ _ _  5 : 3 : I 

(vgl. Abb. 4, wo diese Intensitaten dutch verschiedene Strichdicke ver- 
anschaulicht werden). Beachtet man, dab die in Rede stehenden roten 
Sauerstofflinien zu den schw~chsten Linien in den galaktischen Nebeln 
geh6ren, so wird es verst~ndlich, dab die schw~chste Linie 3 P o - - ' D  2 

dort nicht mehr festgestellt wurde. 
Bezfiglich dee ~3bergangsverbote (56), die bei beliebiger Koppelung 

gelten, ist zu bemerken, dad in dem aus Interkombinationslinien be- 
stehenden Quadrupolmultiplett a 6 D - - b  4P  in F e l l  (vgl. Ziffer IO) die 
Komponente a 6D, /2- -b  *Pv2 (4 -- 4664,45 -~) in ~bereinstimmung mit  

i i nach MERRILL nicht beobachtet wurde, ob- dem Verbot f = z --~J = 2 

zwar sie in das auf den Platten gut exponierte Gebiet f~llt. 
x2. Absolute Intensit~iten und Ubergangswahrscheinl ichkeiten.  

Um die Frage nach dem Intensit~tsabfall innerhalb einer Serie bei wach- 
sender Hauptquantenzahl n zu beantworten, ist es notwendig, die ab- 
soluten Intensit~ten bzw. die t3bergangswahrscheinlichkeiten zu berech- 
hen. Bei Abwesenheit eines magnetischen Feldes ist die Intensit~t einer 
Linie durch die Summe der IntensitAten ihrer ZEE~tAN'-Komponenten 
gegeben. Nach den Summenregeln (48, 49) erh~lt man dann aus (I8) 
und (44) fiir die GesamtintensitAt E0. einer Quadrupollinie: 0.1 

MOI ~ ~ I T. 0. m '  0.1 ]l~l E0. 8r,6 0 6  2 2 
-.(~+;y~ (57) G1 ~ C5 M, MI 

WO die Summe fiber alle magnetischen Quantenzahlen des Anfangs- und 
Endzustandes zu erstrecken ist. Die Wahrscheinlichkeit des Vberganges 
a--~ a, ergibt sich daraus zu: 

0.582 
A a 8 7~6 re  t ~fVIlrOM~,0.l.;~[li~t 

al = h c 5 ga - - z (x+iy )  ~ (58) 

g0. ist dabei wie in (53) das statistische Gewicht des Zustandes a. Ex-  
plizite wurden exakte Werte fiir die IntensitAten ganzer Quadrupol- 
spektralserien nut  im Falle des Wasserstoffatoms angegeben (34, 3) .  

Sie zeigen, dab ffir groSe n die IntensitAtsabnahme dee Quadrupollinien 
i ebenso wie die der Dipollinien nach dem Gesetz ~-~ erfolgt. Ffir die 

ersten Glieder zeigt sich dagegen z .B.  in dee LYMAN-Serie ein etwas 
anderes Bild. Die Intensit~tten der Quadrupollinien fallen langsamer als 
die dee Dipollinien ab. Setzen wir die IntensitAt des ersten Gliedes in 
beiden FAllen gleich I, so ergibt sich die folgende IntensitAtsabnahme: 

Serienglied I 2 3 4 
Dipollinien I 0,32 o,~4 0,07 
Quadrupolliuien I 0,58 0,33 o,21. 
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Etwas kompllziertere Verh~itnisse treten bei der BALMER-Serie auf, 
weshalb wir diesen Fall nicht welter diskutieren wollen. 

Die Quadrupoltiberg~nge I S- -3  D (I und 3 sind hier nicht die wahren 
Hauptquantenzahlen, sondern die konventionell normierten Laufzahlen) 
in den Alkalien wurden yon STEVENSON (49) untersucht. Er  ersetzte 
die Wirkung der in den abgeschlossenen Schalen befindiichen Elek- 
tronen auf das Leuchtelektron durch ein HARTREESChes Feld. Auf diese 
Weise erhielt er Werte ffir das Intensit~tsverh/iltnis der Quadrupollinien 
I S - -3  D zu den Dipollinien I S - -2  P. Umgerechnet in Llbergangs- 
wahrscheinlichkeiten ergibt sich ffir die verschiedenen Alkalimetalle das 
folgende Bitd: 

L i  N a  K R b  H 
A 3 D ~As P , s / - - i  s = 7 ,3"  l O - 6  3 , 5  • l O - 6  2 , 5 -  l O  . 6  2 , 9 .  IO -6  1 , 0 .  IO -6 .  

Zum Vergleich ist noch der Wert ffir Wasserstoff in der letzten Reihe an- 
gef/~hrt. Die berechneten LTbergangswahrscheinlichkeiten stimmen ziem- 
lich gut mit den aus den Dispersionsmessungen sich ergebenden iiberein 
(vgl. Ziffer 14). 

Wie wir sehen, sind die Obergangswahrscheinlichkeiten ftir Quadru- 
polfiberg~nge etwa lO -s mal kleiner als diejenigen ffir Dipol/iber- 
g~nge (vgl. Ziffer 4)- Befinden sich also N Atome in einem Zustande, 
yon dem aus Dipol- und Quadrupol/iberg~nge nach tieferen Zust~inden 
m6gllch sind, so wird nut  etwa der miIlionste Teil davon quadrupolmABig 
strahlen, w~hrend die fibrigen Atome Dipollinien aussenden werden. 
Die Intensit~t der Quadrupollinien wird demnach in diesem Falle im 
VerhAltnis zu tier der Dipolllnien sehr klein sein. 

Ganz anders werden aber die Verh~iltnisse, wenn yon einem Zustand 
nur Quadrupolfiberg/inge nach tieferen Termen m6glich sind, tier Zu- 
stand also metastabil ist. Stellen wit uns zun~chst vor, dab keine AuBeren 
St6rungen die natfirliche Lebensdauer der Atome in einem metastabilen 
Zustande beeinflussen, dann werden alle in diesen Zustand gelangenden 
Atome Quadrupollinien aussenden. Die Intensitiit tier Quadrupollinien 
wird dann unabh~ugig yon der Lebensdauer des metastabilen Zustandes 
sein und nur davon abh~ngen, wieviele Atome pro Sekunde in diesen 
metastabilen Zustand gelangen. 

In dell Nebeln sind nun diese Voraussetzungen fast vollst/indig reali- 
siert (vgl. B. u. G., S. 73), so dab die Quadrupollinien aus den metasta- 
bilen Zustlinden voll zur Geltung kommen, ja sogar oft intensiver als die 
Dipollinien werden. Die metastabilen Zustiinde liegen n/imlich sehr fief 
und sind daher oft frequentierte Zwischenstationen ffir die vielen (3ber- 
gangsm6glichkeiten, die yon den oberen angeregten Zust&nden nach dem 
Normalzustande ffihren. 

Im Laboratorium lassen sich so ideale Versuchsbedingungen nicht 
herstellen. Hier wird ja gegebenenfalls ein grol3er Tell der in meta- 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 14 
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stabilen Zustanden befindlichen Atome durch Zusammenst6Be mit  
anderen Atomen bzw. mit den GefaBw~nden in andere Zust~nde fiber- 
gefiihrt und nur ein kleiner Bruchteil von ihnen wird spontan eine 
Quadrupolstrahlung aussenden. Je gr6/3er die nattirliche Lebensdauer 
des metastabilen Zustandes sein wird, um so weniger M6glichkeit wird 
das Atom haben, von diesem Zustande aus spontan zu strahlen. Im 
Laboratorium und allgemein bei gr6Beren Gasdichten werden demnach 
die IntensitAten der yon metastabilen ZustAnden ausgehenden Quadru- 
pollinien von der natfirlichen Lebensdauer des Ausgangszustandes ab- 
h~ngen, und zwar werden im allgemeinen die Intensitaten umso ge- 
ringer sein, je gr6Ber die Lebensdauer des Ausgangszustandes ist. Alle 
Quadrupollinien werden verhaltnismaBig schwach sein. 

Ein sehr lehrreiches Beispiel geben in dieser Hinsicht die Spektren 
der neuen Sterne (2, vgl. auch B. u. G., S. 75). In den Novae ~indern sich 
w~hrend der Ausbildung der Nebelhtille die Dichten merklich schon im 
VerIaufe einiger Wochen. Sie sind anfangs bedeutend gr6Ber als in den 
planetarischen und diffusen Nebein und werden dann immer ldeiner. 
Beobachtungen wahrend dieses Entwicklungsstadiums zeigten nun, dab 
anfangs nur diejenigen Nebellinien yon 0 n I erscheinen, die in den plane- 
tarischen Nebeln schwach sind. Sp~ter erscheinen erst die fiir die plane- 
tarischen Nebel so charakteristischen Nebellinien Nx und N, (vgl. 
Ziffer II), sind abet noch viel schw~cher als in den planetarischen N ebeln. 
Im letzten Entwicklungsstadium werden die Intensit~tsverh~ltnisse 
~hnlich denen in den planetarischen Nebeha. So ist nach neueren Mes- 
sungen PLASKETTS in den planetarischen Nebeln das Intensit~tsverhAlt- 
nis der beiden OIII-Linien ~D~--~So : N~ = I : 20, w~hrend im Spektrum 
des neuen Sternes Nova Germinorum die ~D~--'So-Linie 8 Tage nach 
ihrem Erscheinen intensiver war als N~, so dab fiir dieses Intensit~ts- 
verhAltnis die Gr6Benordnung IO:I  gefunden wurde. Sp~ter wurden 
die Linien N, und N~ starker, bis schlieBlich sich das in Rede stehende 
IntensitAtsverh~ltnis dem in den planetarischen Nebeln gefundenen 
ni~herte. GROTRIAN (14) zog daraus den SchluB, dab der metastabile 
'So-Zustand eine wesentlich kikzere Lebensdauer besitzt, als der ~D~- 
Zustand, von dem die beiden Linien N, und N~ ausgehen (vgl. Abb. I I  
bei B. u. G., S. 63). 

Es wird so verst~ndlich, dab bei den anfangs in den Novae 
herrschenden gr6Beren Dichten die Linien N~ und N~ zun~chst iiberhaupt 
nicht erscheinen, da die l~nger lebenden metastabilen xD,-Zust~nde ver- 
nichtet werden, bevor noch ein/3bergang stattfinden kann. Vom kiirzer 
lebenden ~So-Zustande sind dagegen noch/3berg~nge m6glich, so dab 
xD2--XSo, A = 4363, I & auftritt. Bei kleiner werdenden Dichten werden 
die. ~D2-Zustiinde immer seltener durch ~uBere St6rungen vernichtet, 
es erscheinen N~ und N~ und werden immer starker. Die viel gr6Bere 
Intensit~t von N~ und N, gegeniiber xD,--XSo in den planetarischen 
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Nebeln ist hingegen darauf zurtickzufiihren, dab der Ausgangszustand 
ID~ ffir N, und N, tiefer liegt als der ffir ID~--~So, so dab den ID~-Zu- 
stand mehr Atome erreichen als den ~So-Zustand. Ahnliche Verh~iltnisse 
zeigen sich auch in dem analogen NII-Spektrum.  Die viel l~tngere 
Lebensdauer des xD~-Zustandes als die yon ~So wird auch theoretisch 
verstlindlich, wenn man bedenkt, dab yon xD~ aus nut  Interkombinations- 
linien m6glich sind, die bei fast RUSSELL-SAUNDERscher Koppelung 
geringere iIbergangswahrscheinlichkeiten besitzen als Quadrupolfiber- 
g~tnge zwischen Termen von derselben Multiplizit~tt. 

Analog sind die VerMltnisse im 0 I-Spektrum (vgl. Abb. 4). In den 
planetarischen Nebeln werden wir fiir die roten Sauerstotflinien 3P--~D 
eine viel gr6Bere Intensit~it als ffir die grfine Nordlichtlinie ID~--~So er- 
warren. Da diese roten Sauerstofflinien in den Nebeln nur sehr schwach 
sind, so besitzt die griine Nordlichtlinie dort keine beobachtbare Inten- 
sit,it. Daffir erscheint sie aber mit groBer Intensit~t im Nordlicht- und 
Nachthimmelspektrum. Da jedoch in den oberen AtmospMrenschichten, 
in denen das Nordlicht zustande kommt, gr6Bere Dichten als ill den Nebeln 
herrschen, so werden wir hier umgekehrt ftir die vom l~ngerlebenden~D,- 
Zustand ausgehenden roten Sauerstofflinien eine viel geringere Intensit~t 
als fiir die griine Nordlichtlinie erwarten. Angaben, nach denen diese 
roten Sauerstofflinien am Nachthimmel beobachtet wurden (~7), sind in 
letzter Zeit in Zweifel gesetzt worden (15). Doch ist die Diskussion dar- 
fiber zur Zeit noch nicht abgeschlossen (48). 

W~thrend im optischen Gebiet die Wahrscheinlichkeit fiir einen Qua- 
drupolfibergang etwa IO -6 real kleiner als die fiir einen Dipolfibergang ist, 
~ndert sieh diesesVerh~iltnis nach PAULI (1) im RSNTCEN-Gebiet zugunsten 
der Quadrupolstrahlung. Das Intensit~itsverhMtnis des vom Quadrupol 
zu dem vom Dipol ausgestrahlten Lichte ist ja nach Ziffer 4 im wesent- 

lichen dureh (2-~ v- • a)~ bestimmt, wenn a den Radius der Elektronenbahn 

und v die Frequenz des ausgestrahlten Lichtes bedeutet. Ffir ein einen 
Z-fach geladenen Kern umlaufendes Elektron ist: 

r~ ~ , (R = RYDBERG-Konstante) 

w~hrend die halbe groge Achse a der Elektronenbahnim Endzustande durch 

n 2 
g ~  ao-  ~ -  

gegeben wird, wo ao = o,5.Io-Scm den Radius des ersten BoI~Rschen 
Kreises bedeutet. Es ~_rd also, wenn man in ganz grober NAherung s ta t t  

R6ntgenfrequenzen die zugeh6rigen Seriengrenzen v = Z ~ - ~  der setzt : 

14" 
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wo a die SOI, IMEI~ELI~sche Feinstrukturkonstante ist. Mit wachsendem 

Z steigt also (2_~___f_v a) 2 wie Z ~ an. 

Experimentell sind im RONTGEN-Gebiet eine Reihe yon verbotenen 
(lberg~ingen gefunden worden (19) ; nach SEGR~ (43a) sind sie durchwegs 
als Quadrupoliiberg~inge zu deuten, da die durch St6rungen (~itlBere 
elektrische Felder und magnetisches Kernmoment) erzwungenen Linien 
hier eine viel geringere Intensit~kt besitzen mfil3ten als die beobachteten. 

Die gMche Gr613enordntmg ergibt sich auch flit das Verh~iltnis der 
IntensitAten einer magnetischen und elektrischen Dipolstrahlung, wenn 
man die Amplitude des magnetischen Momentes in der Gr613enordnung 
des BOHRschen Magnetons voraussetzt. 

x 3. Erzwungene Dipolstrahlung. Die in Ziffer 6 besprochenen Aus- 
wah]regeLn ftir die Dipol- und Quadrupolstrahlung sind nur dann streng 
giiltig, wenn die strahlenden Atome keinen ~[uBeren, st6renden Ein-  
fiiissen ausgesetzt sind. Beim Vorhandensein solcher St6rungen k6nnen 
die sonst nur ffir die Quadrupolstrahlung erlaubten t3berg~inge auch 
unter Aussendung einer Dipolstrahlung verlaufen. Als solche st6rende 
Einflfisse kommen in erster Linie iiul3ere elektrische Felder in Betracht .  
Die Frage nach dem EinfluI3 dieser Felder auf die Strahlung ist wichtig, 
weft wir im Laboratofium fast framer mit mehr oder minder starken 
interatomaren elektrischen Feldern zu tun haben. 

Nach PACLI (29) betrachten wir die Einwirkung eines konstanten 
elektrischen Feldes auf ein Atom als Grenzfall eines periodischen Wech- 
selfeldes yon der Frequenz Null. Die IiRAMERs-HEISENBERGSChe Dis- 
persionsformel liefert dann in ~bereinstimmung mit den Ergebnissen 
der neueren Quantenmechanik fiir das Dipolmoment ~3 des erzwungenen 
Uberganges ~--~r~ : 

7 ~  ~, + a, e ~ , ,  (59) 

fl t 
wo a~ die Amplitude des Dipolmomentes beim ungestSrten Obergang 
a'-->a bedeutet. ~ ist die elektrische Feldst~irke des AuBeren Feldes. Die 
Intensit~it des beim erzwungenen Dipolfibergang a--~r~ ausgestrahlten 
Lichtes ist nach der Theorie der Dipolstralflung durch: 

~' = 3 c3 ~3 ~, ~ (60)  

gegeben, wlihrend die Intensit~t ffir den spontanen Quadrupoltibergang 
a--~a, durch (57) bestimmt ist. Aus (59) liest man leicht ab, dai3 auch 
bier bei den erzwungenen Dipolfibergltngen dieselben Auswahlregeln wie 
bei der Quadrupolstrahlung bestehen ~. Es gilt nun zu untersuchen, in 

Im allgemeinen werden jedoch die Zusatzverbote der Ziffer io bei den 
erzwungenen Dipoltiberg~ngen nicht mehr gelten. Ihre Durchbrechung 
deutet somit auf erzwungene ~IbergAnge hill. 
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welchen FAllen die erzwungene Dipolstrahlung einen merklichen Beitrag 
zu einem dipolmAl3ig verbotenen aber quadrupolm~il3ig erlaubten ~lber- 
gang liefert. 

0 ! O! Die Nenner v~, und % in (59) bewirken, dab schon bei relativ 
kleinen Feldst~rken ~ die erzwungene Dipolstrahlung eine beobachtbare 
Intensit~it gewinnt, falls einer der Zwischenzust~nde a'  mit dem sowohl 
a wie a~ dipolm~Big kombinieren, nahe bei a (bzw. a~) liegt. Dann wird 

O t O t 

va (bzw. v,,) klein, also ~3 merklich werden. Zur Absch~itzung genfigt es in 
diesem Falle nur diesen einen Zwischenzustand a' zu beriicksichtigen, so 
dab das Summenzeichen entfiillt. 

O I Die Forderung dab vo klein ist, bedingt, dab unter dem EinfluB 
eines/iuBeren elektrischen Feldes zun~ichst die h6heren Serienglieder einer 
verbotenen Spektralserie erscheinen werden. Betrachtet  man etwa die 
S--D-Serie eines Alkalimetalts, so kommen als Zwischenzust~inde nur 
die Glieder der P-Termfolge in Betracht. Da die Termwerte von S, P, D 
ffir die h6heren Gliednummern sich immer weniger voneinander unter- 
scheiden, so wird sich tats~ichlich ffir hohe Gliednummern n ein sehr 

O t 
kleines va finden lassen. Trotzdem kann aber das ~ nicht unbegrenzt 

O ! wachsen, da mit wachsendem n die Amplituden a ,  schnell, wohl schnel- 
O r 

ler als % verschwinden werden. Im allgemeinen yard man also in einer 
unter dem EinfluI3 eines elektrischen Feldes entstehenden Sefie mit 
wachsender Gliednummer zun~ichst ein Ansteigen und dann eine Ab- 
nahme der Intensit~it zu erwarten haben L Diesen Sachverhalt best~itigen 
die Versuche yon KUHN (22), wenn auch hier der Intensit/itsabfall in 
der unter dem EinfluI3 eines angelegten elektrischen Feldes erscheinen- 
den verbotenen Serie (S--D-Serie des Kaliums) sicherlich noch durch 
andere Einflfisse bedingt wird. Der obige Tatbestand legt die Ver- 
inutung nahe, dab in den F~illen, wo nur die Anfangsglieder einer ver- 
botenen Serie beobachtet werden, diese Linien im aUgemeinen durch 
eine spontane Quadrupolstrahlung zustande kommen. 

Die Relation (59) kann auch zum Beweise dienen, dab unter ge- 
gebenen Versuchsbedingungen eine beobachtete verbotene Linie un- 
bedingt der Quadrupolstrahlung zuzuschreiben ist. So konnten HuI~F 
u. HOUSTON (18) zeigen, dab eine erzwungene Dipolstrahlung im Falle 
der grfinen Nordlichtlinie (~D~--~So in OI) so starke elektrische Felder 
erfordern wfirde, wie sie auch nicht ann~hernd bei den Versuchs- 
bedingungen unter denen diese Linie gefunden wurde, vorhanden waren. 

Bei erzwungenen Dipollinien, die dutch interatomare Fetder ver- 
ursacht werden, ist zu erwarten, dab diese Linien im Verh~iltnis zu 

Diese letztere kann unter Umst~nden, wie z. B. in der yon H. BARTELS 
(Z. Physik 73, 2o3 [1932]) beobachteten (durch Ionenfelder erzwungenen) 
2P°---~P°-Serie des Na, langsamer erfolgen als in den ,,erlaubten" Serien 
(vgl. auch 41). 
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den erlaubten Dipollinien bei gr6Ber werdenden Dichten an Intensit~tt 
gewinnen. 

Fiir die durch ~uBere Felder erzwungenen Multipletts gelten nicht 
mehr die Summenregeln (55)- Fiir einige Spezialf~lle sind die Inten- 
sit~tten erzwungener Dipolmultipletts yon SA~BeRSKY (40) berechnet 
worden, wobei sich teilweise erhebliche Unterschiede gegeniiber den der 
Quadrupolstrahlung entsprechenden Intensit~ten ergaben. Die vor- 
genommenen Messungen zeigten z. B., dab das Silberdublett 2 ~P--3 ~P 
ebenso wie das Kupferdublett 2"P--2~F einer erzwungenen Dipolstrah- 
lung zuzuschreiben sind. Es muB jedock betont werden, dab Linien, 
die unter gewissen Bedingungen als erzwungene DipoUinien auftreten, 
unter anderen Umst~inden sehr wohl unter Emission einer Quadru- 
polstrahlung entstehen k6nnen. Es mug daher bei der Klassifizierung des 
Strahlungscharakters einer Linie in jedem Einzelfalle auf die Bedingun- 
gen, unter denen diese Linie auftritt, geaclatet werden. Eine endg/iltige 
Entscheidung bringt in jedem Einzelfalle der ZEE~Al~-Effekt (vgl. 
Ziffer 9)- 

I4. Dispersionsformel, f-Summensatz. Die KRAMERs-HEIsEIq- 
BE~Gsche Disperionsformel l~Bt sich auch so verallgemeinern, dab sie in 
der Umgebung yon Quadrupollinien gtiltig bleibt (BLATON [5]). Dazu 
mug die PhasenXnderung des Lichtes innerhalb des streuenden Atoms 
beriicksichtigt werden. 

Ist z die Fortpflanzungsrichtung des einfaUenden Lichtes und y 
die Schwingungsrichtung des elektrischen Vektors E der Liclatwelle, so 
zeigen wellenoptische 13berlegungen (4), dab der Brechungsindex n bei 
Mitberiicksichtigung der Quadrupolstrahlung und der magnetischen 
Dipolstrahlung durch: 

47rN,p 
n" -- I = --K- t , + By,) (61) 

bestimmt wird, wo P, =dVe~z~ die z-Komponente des Dipolmomentes 

bedeutet und 

By~= ~eky;~z~ (62) 

sowohl das Quadrupolmoment als auch das magnetische Dipolmoment 
zusammenfaBt. N ist die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit. 
Schwingt By, periodisch mit der Frequenz v des einfallenden Lichtes, so 
ergibt sich : 

B w ir~v = - / -  O,. + m . ,  (63) 

wo Qy. = ~ekykzk eine Komponente des Quadrupolmomentes (I4) und 
k 

m , =  ~c~ek(ykz,-- Z, yk) die x-Komponente des magnetischen Dipol- 

momentes bedeutet, das v o n d e r  Umlaufsbewegung der Elektronen 
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herr/ihrt. Wir wotlen diese magnetische Dipolstrahlung hier nicht weiter 
ber/icksichtigen, da, wie eine n/there Untersuchung zeigt, der yon m~ 
herrfihrende Beitrag zu n ~ -  I frequenzunabh~ngig ist (5). 

Auf Grund der QuantenmechanikL berechnet sich Qyz ffir ein im 
Quantenzustande a befindliches Atom nach: 

Q~% = ~ ek f uo ykz~ *~*~ d ~ , (64) 
k 

wo uo die Eigenfunktion des dutch die Lichtwelle gest6rten Zustandes a 
bedeutet.  Bestimmt man Uo nach der St6rungsrechnung, so ergibt sich B/ ,  
aus (64) und (63) zu: 

B o goi A~' I o, r 
y, = ~ n  .TJ;~ o,2~_ v~ --  ~-4 o ~ E,  (65) 

gO ~0 ~t O- ~OI ~01 

wobei die Summen nur fiber jene a~ zu erstrecken sind, die mit  dem 
Ausgangszustande # quadrtipolm~tBig kombinieren. A~ bedeutet nach 
(57) die Wahrscheinlichkeit ffir den Quadrupolfibergang a--~a~. Die 
zweite Summe enthiilt die negativen Absorptionsglieder und verschwin- 
det nur dann nicht, wenn # ein angeregter (eventuell metastabiler) Zu- 
stand ist, von dem aus spontane Quadrupolfiberg~nge nach tieferen 
Zust~inden m6glich sind. 

(65) zeigt eine groge Ahnlichkeit mit  dem in (61) auftretenden 
Dipolmoment, welches sich bekanntlich quantenmechanisch zu: 

p ~  = ~ g.~ A~,  ~ _ o~ ~ E (66)  
gO ~2 2 ~ ffa2 2 -- ~2 °2 Y O20 2 ~'02O 2 --  ~2 

bestimmt, wobei die Summen jetzt nur fiber jene a~-Zustiinde zu 
erstrecken sind, die mit a dipoLm~iBig kombinieren. 

Charakteristisch ffir B~ ist das Auftreten yon v ~ vor dem Summen- 
zeichen, ebenso wie die lineare Abh~ingigkeit yore Brechungsindex n, 
der somit auch auf der rechten Seite yon (61) auftfitt. Da aber nim 
Gfiltigkeitsbereich unserer Formel sehr wenig yon 1 verschieden ist, so 
k6nnen wir auf der rechten Seite yon (61) n = I setzen. 

I m  Falle anomaler Dispersion in der Umgebung einer Quadrupollinie 
v~' erh~lt man aus (65) und (61) bei Fortlassung aller Dipolglieder und 
aller Quadrupolglieder bis auf jenes, das vo ~ enth~lt, in erster N~iherung: 

cSN ga~ A~ ~ z (67) 
n 1 4 ~  ~ go ~ '~ '~ -~  

Eine aus der klassischen Theorie folgende Dispersionsformel wurde yon 
E. SEGRg (42) angegeben. 
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Dabei wurde im Z/ihler yon (65) v durch v~ ersetzt, da ja im Falle 
anomaler Dispersion beide nur sehr wenig voneinander verschieden sind. 
In der Umgebung der Dipollinie v~ 2 ergibt sich: 

= ____c3N go~ Aa~ ~ . ( 6 8 )  
O2 2 M2. n - -  I 16~3 go v a22 vo _ 

Die beiden Formein (67) und (68) sind gleich gebaut, unterscheiden 
sich aber durch den Faktor 1/4, welcher bewirkt, dab n--I in der Um- 
gebung der QuadrupolHnie va t viermal so groB wird, als wenn diese Linie 
eine Dipollinie mit derselben f0bergangswahrscheinlichkeit w~lre. 

Messungen liegen bisher nur fiir die l~S--3~D-~JbergXnge der A1kali- 
metalle vor. Sie wurden yon PROKOFJEW (32) ausgefiihrt, der daraus 
ouch die relativen lJbergangswahrscheinlichkeiten A~ ~/A~ ~ (vgl. 
Ziffer 12) ermittelte. Da die yon PROKOFJEW angegebenen Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten unter der Annahme einer Dipolstrahlung berechnet 
wurden, mfissen sie, wenn wir sie einer Quadrupolstrahlung zuschreiben, 
noch dutch vier dividiert werden. Sie lauten dann: 

Na K Rb Cs 
AS'f/A*?Jbe°bachtet:l 1'1"1°-6' 1'5"1°-6' 2 '7"I°-6 '  ° '6"1°-6 

s berechnet: 3,5"Io-6, 2~5"1o-6, 2,9 "1o-6 

Die theoretisch berechneten ~Jbergangswahrscheinlichkeiten ffir: No, K, 
und Rb aus Ziffer 12 sind bier nochmats angefiihrt. Die ~bereinstim- 
mung zwischen den theoretischen und den experimentellen Werten ist 
als ziemlich gut anzusehen, da ja die theoretischen Werte unter sehr 
vereinfachenden Annahmen berechnet wurden. Die experimentellen 
Werte sind bei K, Rb und Cs his auf 5--1o% genau, bei Na allerdings 
ungenauer. 

F/Jr die .Quadrupolstrahlung gilt ein dem/-Summensatz ganz ana- 
loger Satz, der sich ebenso wie dieser aus den Vertauschungsrelationen 
der Quantenmechanik ableiten 1/~Bt. Es gilt: 

:} 
o I 4 I a l  I , 2~0 = ~-(r )o, (69) 

4 z~4e2 go ~o at vo] 

° > O  v at > 0 val 

wobei ebenso wie in (65) g: sich auf alle mit g quadrupolm/iBig kombi- 
nierenden ZustAnde bezieht und 

r~O ( )o = f , o : * * d ,  
eine fiir den Zustand a charakteristische GrSfle ist. Fiir ein Ein- 
elektronenproblem mit Z-fachgeladenem Kern (Z- - - I  Wasserstoff, 
Z = 2 einfach ionisiertes Helium usw.) gilt (15a): 

(r~)~ --~ a:n~ {5 n2 -{- I - -  31(l -[- I )} ,  
2 Z  2 
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h 2 
oo o,5. I o -s cm den,, Radius" des ersten BoHgschen Kreises, WO ao~-~ 4 n 2 m o e 2  

n die Hauptquantenzahl und l die azimutale Quantenzahl bedeutet. 
Gleichung (69) bildet das vollst~ndige Analogon zum [-Summensatz 

in der Dipolstrahlung. Charakteristisch ist, dab auf der rechten Seite 
von (69) nicht wie in der Dipolstrahlung I, sondern die dem Quadrate 

der Atomdimensionen im Zustande ~ proportionale GrSl3e i (r~)a,, steht. 
3 

Die gl~_uzende Entdeckung BOWENS, wonach gewisse Nebellinien 
,,verbotenen" spontanen 13berg~ngen entsprechen, begleitete ein kleiner 
Mil3klang. Da zunAchst angenommen wurde, dab es sich um eine DipoI- 
strahlung handelt (6), so muBte man daraus die Folgerung ziehen, dab die 
Auswahlregeln (LAPOI~TEsche Regel und die Auswahlregel ffir J ) ,  die 
ffir die Dipolstrahlung exakte Gtiltigkeit beanspruchen, doch nicht streng 
erf/illt sind. Die Erkl~rung dieser Linien dutch die Quadrdpolstrahlung 
zeigte, dab diese Lficke in der Quantenmechanik nicht besteht. 
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I.  G r u n d t a t s a c h e n .  

Die Supraleitftihigkeit wurde 1911 von KAMERLINGH ONN'ES an 
Quecksilber entdeckt (93), und zwar stellte er fest, dab bei etwa 4,20 abs. 
der Widerstand des Quecksilbers innerhalb weniger hundertstel Grad 
yon einem durchaus mel3baren Betrag auf einen unme0bar kleinen 
Wert herabsank. 

Nach unserer heutigen Anschauung ist es zwar wahrscheinlich, dab 
alle vollkommen reinen und vollkommen spannungsfreien, in Form yon 
Einkristallen vorliegenden Metalle, sofern sie nicht schon vorher supra- 
leitend werden, am absoluten NuUpunkt den Widerstand Null haben. 
Dieser Weft wird aber nicht pl6tzlich wie bei einem Supraleiter erreicht, 
sondern ganz allmt[hlich. Abb. I zeigt z. B. den Widerstand verschie- 
dener Goldsorten. Man sieht, dab der Widerstand des Goldeinkristalls 
in den tiefsten Temperaturen nut noch einen Wert yon etwa 
3"10-4 Ro (Ro = Widerstand bei 00 C, R = Widerstand bei der Mel]- 
temperatur) hat. Bei einer kiirzlich (81) von mir untersuchten Bleiprobe 
betrug der ,,Restwiderstand" (temperaturunabh~_ngiger Widerstand in 
tiefsten Temperaturen) sogar nur 1,5-10-* Ro. Man kann nicht an- 
nehmen, dab die besten untersuchten Proben schon in jeder Beziehung 
ideal waren, sondern hat durchaus den Eindruck, dab mall die Gr6Be 
des Restwiderstandes bei Aufwendung noch grt~Berer Sorgfalt noch 
weiter herabdriicken kann, und dab er dementsprechend im idealen 
Grenzfall den Wert Null hat. Es scheint mir vorlttufig nicht not- 
wendig, mit DE HAAS (6) anzunehmen, dab ein vollkommen reiner und 
vollkommen spannungsfreier Metallkristall aus besonderen physikali- 
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schen Griinden beim absoluten Nullpunkt noch einen Restwiderstand 
besitzt. Ein solcher Grund k6nnte z. B. in einer Mosaikstruktur des 
idealen Kristalls liegen, wie sie neuerdings A. GOETZ nach Messungen 
fiber die Susceptibilit~it ffir wahrscheinlich halt. 

Aber das Auftreten eines verschwindend kleinen Widerstandes am 
absoluten Nullpunkt ist etwas ganz anderes als die Erscheinung tier 
Supraleitf~ihigkeit: Erstens tr i t t  die Supraleitf~higkeit nicht nur in einem 
idealen Grenzfall auf und zweitens verschwindet bei ihrem Eintr i t t  der  
Widerstand innerhalb eines mehr oder weniger kleinen Temperatur-  
intervalles oberhalb des absoluten Nullpunktes ziemlich rasch, so dab 
der Charakter der gew6hnlichen Temperatur-Widerstandskurve v611ig 
ver~indert wird. Abb. 2 zeigt dies beispielsweise nach Beobachtungen 
yon KAMERLINGI-I ONNES an Quecksilber. Man sieht aus ihr wei- 

0,O/5 

/? 

o,o~o 

i J , • 
.... nach klesse. /~ Le/den / 

. " mnh'e/Bner i/ 

Au-~hf ~" ; ' - / / /  
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4,r/ °abs 
A b b .  ~. S p r u n g k u r v e  ffir Q u e c k s i l b e r .  

Strombelastung abh~ingig ist. Mil3t man im lJbergangsgebiet den 
Widerstand als Quotienten aus der angelegten Spannung und der 
Stromst~irke, so findet man bei derselben Temperatur und verschiedenen 
Strombelastungen nicht denselben Weft  des Widerstandes. In dem 
Gebiet, in dem die Supraleitfiihigkeit eintritt, versagt also das OI~sche  
Gesetz. Wie sp~iter noch ausfiihrlicher gezeigt werden wird, ver- 
schwindet beim Eintrit t  der Supraleitf~ihigkeit nicht nur der Rest- 
widerstand, sondern auch der temperaturabh~ingige, dem idealen Metall 
zuzuschreibende Widerstand. Selbst ein sehr groBer Restwiderstand, 
wie wit ihn bei Mischkristallen finden, z .B.  ein Restwiderstand yon 
o, 7 Ro verschwindet beim Eintr i t t  der Supraleitfiihigkeit. Im Zustand 
der Supraleitf~ihigkeit ist der Widerstand unmel]bar klein. Nach Ver- 
suchen von KAMERI_INGH ONNES (98) ist er bei 4 o abs. bei Blei tdeiner 
als IO - ~  Ro. 
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9. S u p r a l e i t e n d e  M e t a l l e ,  L e g i e r u n g e n  u n d  

V e r b i n d u n g e n .  

In Leiden wurde Supraleitf~higkeit -con KAMERLINGK ONNES aul3er 
an Quecksilber (93, 121), an Zinn und Blei (96, 104, 121), von KAMER- 
LINGH ONNES und TuY~ an Thallium (104, 121) und Indium (119, 121), 
yon DE HAAS und VOOGD an Gallium (31, 34) entdeckt. In Charlotten- 
burg wurde yon MEISSl~ER Supraleitf~ihigkeit an Tantal  (74, 78), an 
Titan (77, 80, 84), an Thorium (78), von MEISS~CER u. FRANZ an Niobium 
(79, 82) festgestellt. Niobium mit  dem Sprungpunkt von etwa 8,40 abs. 
ist unter den bisher gefundenen supraleitenden reinen Metallen das- 
jenige mit dem hSchsten, Gallium (supraleitend bei I , I  ° abs.) das- 
jenige mit dem niedrigsten Sprungpunkt. Die tibrigen reinen Metalle 
sind, soweit erh~Itlich, in Charlottenburg yon 1V[EISSNER U. VOIGT (91) 
bis herunter zu etwa 1,20 abs., zum groBen Tell schon frfiher auch 
in Leiden von ON~ES und Mitarbeitern auf SupraleitfAhigkeit bin 
untersucht worden. Bei einigen fanden sich bei den tiefsten Tem- 
peraturen Andeutungen /tit das Einsetzen eines rascheren Wider- 
standsabfalles, so z. B. bei Rubidium. Andere Griinde, auf die 
welter unten eingegangen ist, sprechen daffir, dab Molybd~n in noch 
tieferen Temperaturen supraleitend wird. Es erscheint nicht aus- 
geschlossen, dab noch mehr reine Metalle supraleitend werden, wenn man 
die Temperatur geniigend erniedrigt. In Tabelle I sind die bisher auf- 
gefundenen Supraleiter sowie ihre Sprungpunkte im periodischen System 
der Elemente eingetragen. Diejenigen, bei denen vielleicht Supraleit- 
I~ihigkeit zu erwarten ist, sind mit einem Fragezeichen versehen. Das 
Kristallsystem ist yon maBgebendem Einflul3. Wahrend gewShnliches 
Zilm (Gitterform tetragonal) schon bei 3,70 abs. supraleitend ist, wird 
graues Zinn (Gitterform: Diamantgitter) nach Messungen yon DE HAAS, 
SlZOO u. VOOGD (28) his herunter zu 2,5 o abs. nicht supraleitend. 

Die Form der Sprungkurve ist bei Metallen nicht nut  yon der Strom- 
belastung (Abb. 2) abh~ngig, sondern auch yon dem Reinheitsgrad und 
dem Kristallzustand. Nach Messungen von DE HAAS u. VOOGD (39) ist 
die Sprungkurve fiir Zinneinkristalle nahezu unstetig. DE HAAS U. VOOGD 
sind der Meinung, dab bei einem idealen und vSllig reinen supraleit- 
fAhigen Metallkristall das Verschwinden des Widerstandes ~.rldich voll- 
kommen unstetig ist, also innerhalb eines unmel3bar kleinen Temperatur-  
bereiches erfolgt, sofern man den Strom geniigend klein w~thlt. Bei nicht 
vrllig reinem Material erh~lt man einen etwas grSl3eren. Temperatur-  
bereich fiir das 15bergangsgebiet zur Supraleitf~higkeit, ebenso bei nicht 
gentigend kleiner Strombelastung. Ob es hinsichtlich der Breite des 
Ubergangsgebietes auch bei regular kristallisierenden Substanzen einen 
Unterschied macht, ob man einen Einkristall oder polykristallines 
Material hat, bedarf noch der n~iheren Untersuchung. Nach den er- 
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w~hnten  Messungen von DE HAAS u. VOOGD ist  sogar  die H6he d e s  
Sp rungpunk t e s  bei  dem nichtregul~r  kr i s ta l l i s ie renden Zinn u n a b h ~ n g i g  
yon  der  R ich tung-des  Stromes zu den Kr is ta l lachsen .  Be ton t  w e r d e n  
mag  ferner,  dab  man  genau dieselbe Sp rungkurve  bekommt ,  ob m a n  vorn  
n ich t supra le i t enden  zum supra le i t enden  Z us t a nd  f ibergeht  oder  u m -  
gekehr t .  Dies zeigen z. B. genaue Messungen fiber die Sprungkurve  v o n  
Zinn,  die MEISSNER ausffihrte (70). 

Die ers ten  Fes ts te l lungen bezfiglich der  Supralei t fRhigkei t  yon L e -  
g ierungen waren  folgende: KAMERLINGH ONNES (96) land ,  dab  Z i n n -  

Tabelle I. P e r i o d i s c h e s  S y s t e m  m i t  u n t e r s t r i c h e n e n  S u p r a l e i t e r n ,  
A n o r d n u n g  d e r  ~.ui3eren E l e k t r o n e n  

Periode Gruppe 

usw. I a  " | I l a  Via  Vl Ia  V I I I a  
L 

2 

Schale 
Fr.At.  

3 
Schale 
Fr. At. 
Metall 

Schale 
Fr .At.  
Metall 

Schale 
Fr. At. 
Metall 

Schale 
Fr. At. 
Metall 

I H  

3L i  
kub. 8 

K L 
2 I 

i i  Na 
kub. 8 

8 i 

I9 K 
kab.8 

8 i 

4 Be 
hex. 12 

K L 
2 2 

i2Mg 
hex. 12 
L ! M  
8 2 
8 (2)? 

20 Ca 
kub. i2 

8 2 

I l i a  IVa Va 

6C 
5 B hex.3(4', 

I kub.4 
K L K L 
2 2 , 1  2 2 , 2  

13 Al 14 Si  
kub. 12 kub .a  

L M L]  M 8 2,2 
8 2 ,  I 
8 2(i)? 

2ISc  22 T i  23 V 
. ,1,77 ° ] 

/ nex. 121 kub. 8 
M N M N  

8,2 85)8' 1  8, I [  2 
8 1(3) 8 (4) 

24 Cr 
kub. 8 

M N  
8, 5 I 
8,11(5 

25 M n  26Fe 27 Co 28Ni 
kub./tetr.x21kub. 8 hex.  12 kub. 12 

kub.I2l kub . I2  
M N M N M I N  M N  

8,5 2 8 , 6 2  8,7[ 2 8 , 8 2  
8,2 (5)? 8,4(4) 8,5](4)? 8,6(4)? 

37 Rb 38 Sr 
kub.8 kub. I2 

o o 

8 (1) 8 (2) 

39Y 

N I o  
8 , i [  2 

8 1(3) 

40 Zr  41Nb  422B[o 
kub. 8 8,4° I I°? I 
hex. 12 kub. 8 kub. 8 ] 
N 0 8,2 2 N O  N O 

8 , 4 1  8 , 5 1  
8 (4) 8 (5) 8,1 (5) 

55Cs 56Ba ] 57--71 I 7 2 H /  7 3 T a  
kub. 8 kub. 8 seltene I 4,38° 

Erden 

N 0 P N  0 P N ' 0 P  hex. I z [kab .8  
1 1 8 8 I  i88219-32~828,2~20 'P  ' OIP8,3:2 

74 W 

kub. 8 
0 P 

8,4__2 

43Ma 4 4 R u  45Y~h [ 4 6 P d  
hex. 12 kub.  I2 kub. I2 

75 Re 
hex. 12 

0 P 
8,5 2 

76 Os I 77 Ir 78 Pt 
hex.I2] kub . I2  kab.  I2 

O P O I P / O  P 
8 , 6 2 8 , 7 / 2 8 , 8 2  

Schale 
Fr. At. 
Metall 

87 m 88 Ra 

P Q 
8 Z 

89 Ac 

P ! Q  
8 , 1 2  

9o T h  
i ,43 ° 

kub. 12 
P Q 

8,3 I 

8r _Pa 

P O  
8 , L I  

92 U 

P Q 
8 , L I  
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amalgan  bei einer etwas h6heren Tempera tu r  supraleitend wird als 
Quecksilber, und dab auch Legierungen zwischen Quecksitber und Gold, 
sowie zwischen Quecksilber und  Cadmium supralei tend werden. I m  
Laufe  der Zeit sind dann in Leiden und Toronto  eine ganze Zahl yon 
Legierungen auf Supraleitf~thigkeit hin untersucht  worden. Die Supra- 
leiter, die dabei gefunden wurden, sind in Tabelle 2 zusammengefaBt.  
Die in Klammern  zugeffigten Zahlen beziehen sich wieder auf das Lite- 
raturverzeichnis.  Ein L bedeutet,  dab die Messungen in Leiden, ein T, 
dab sie in Toronto  angestellt wurden.  Ein E zeigt an, dab eine eutek- 

t e n  S p r u n g p u n k t e n  in  o abs. ,  k r i s t a l l o g r a p h i s c h e n  D a t e n ,  
f r e i e n  A t o m  und M e t a l l z u s t a n d .  

Gruppe 

I b n b In  b IVb V b Vlb VII b VIII b 

2 H e  

7 N  

K [  L 
2 ] 2 , 3  

I s P  

L M 
8 2, 3 

8 0  9 F 

K L 
2 2 , 4  

~6S 

2, 4 

K L 
2 2, 5 

17 Cl 

2, 5 

i o  N e  

K L 
2 2 , 6  

i8 Ar 

2, 6 

9 Cu 
lb. 12 

I 

7 A g  
lb. 12 

I ° I 
(~) 

9 A u  
~b. i2 

J p 
I 
(~) 

[ 3 o Z n  31 Ga  
hex.6 (I2) I,I ° 

tetr. I (6) 

2 2, I 
I (,) 2 (~) 

48 Cd I 49 In 
hex.6(I2) t 3'370 

o  7i4g 
2 18 2, I 

i8 i ( i )  I8 2( i )  

80 Brff 81 T l  
4 , I 2  ° 2 , 3 8 0  
hex. 6 hex. I2 

kub. 12 

° Z 2 18 
i8 i ( I )  I8 2 ( i )  

32 Ge 
kub. 4 

18 2, 2 

5o ~ 
3,69 ° 

tetr. 6 

 2°2 18 
r8 2 (2) 
82 Pb 
7,26 ° 

kub. 12 

18 2,  2 
18 2(2) 

33 As 
rhombd. 

3 (6) 
M 2,N 3 18 

51 Sb 
rhombd. 

3 (6) ° 
2, 3 

83 Bi  
rhombd. 

3 (6) 

O P 
x8 2, 3 

34 Se 
hex. 2 (6) 

M N 
2, 4 

52Te 
hex. 2 (6) 

N O 
2 , 4  

84 Po 

O p 
2, 4 

35 Br 

2, 5 

53J  
rhombd. 

I 
N O 
18 2,5 

8 5 - -  

36 Kr 

2 , 6  

54X 

o 
2, 6 

86 E m  

O p 
2, 6 
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Tabelle 2. S p r u n g p u n k t e  y o n  z w e i k o m p o n e n t i g e n  Legierurxgei1 
in °abs. naeh Messg. in L e i d e n  (L) und  T o r o n t o  (T) 

2. Korh- z. Kom ~onente 
ponente P6 Sn T1 An 

2,37 
P 
As 
Sb 
Bi 

Zn 
Cd 
Hg 
Tl 
Ag 
Au 
Ca 
Li 

7,26 L 
E 7,8 T (56) 
E 8,4 T (56) 
E 6,6 T (55) 
E 8,8 T (55) 

Pb Tl2 4,05 L (24) 
E 7,2 T (56) 
E 7,0 T (56) 

7,o T (56) 
7,2 T (56) 

3,71 

E 4,1 T (56) 
Sb2Sn3 3,8 L (I) 

E 3,8 L ( 2 I )  

E 3,65 L (21) 
E 3,61 L (2I) 

Sb2 Tl7 5,2 T (56) 

Bi 5 Tl 3 6,4T (55) 

E 2,54 (2I) 
HgsTl23,82L(24) 

E 2,67 L (24) 
E 1,92 L (21) 

• 1 8 , 2 0  Au2B~I,SL(u. 26) 

tische Legierung verwendet w urde. Woes  sich um eine intermetallische 
Verbindung handelt, ist die Formel derselben eingetragen. Besonders 
interessant ist, dab sich unter den Legierungen auch eine solche befindet, 
an deren beiden Komponenten Supraleitfahigkeit bisher nicht festgestellt 
wurde, nAmlich die Gold-Wismutlegierung. Nach den letzten Unter-  
suchungen yon DE HAAS U. JClRRIAANSE (26) handelte es sich dabei um 
die Verbindung Au~ Bi.  Ob Gold oder Wismut dabei als Supraleiter auf- 
zufassen ist, nur mit einem so tiefliegenden Sprungpunkt, dab er noch 
nicht festgestellt werden konnte, ist nunmehr fraglich. Aus Tabelle 2 
ist ferner folgendes zu ersehen: Die Sprungpunkte der Legierungen zwi- 
schen Wismut und den angegebenen Supraleitern liegen wesentlich 
hSher als die Sprungpunkte der Supraleiter selbst. Wismut hat  also die 
Eigenschaft, die Sprungpunkte hinauf zu setzen. ~ n l i c h  wie Wisrnut 
scheint in einzelnen F~llen, n~mlich dann, wenn eine intermeta]lische 
Verbindung vorliegt, auch Antimon sich zu verhalten. Auch Arsen be- 
wirkt in zwei F~llen, Phosphor und Silber ill einem Fall, eine ErhShung 
des Sprungpunktes. Dagegen weisen die Legierungen mit Cadmium, 
Zink, Calcium und Lithium als zweite Komponente einen Sprungpunkt  
auf, der niedriger liegt als der der supraleitenden Komponente. An Le- 
gierungen mit Kupfer wurde SupraleitfAhigkeit bisher iiberhaupt nicht 
beobachtet bis herunter zu Temperaturen von 2,25 bzw. 1,31° abs. 
Aul3er den in Tabelle 2 aufgeffihrten zweikomponentigen Legierungen 
wurden in Toronto yon McLENNAN, ALLEN U. WILHELM noch folgende 
mehrkomponentigen Legierungen untersucht: Die RosEsche Legierung 
Bi ,  S n P b  (Sprungpunkt bei 8,5 o abs.) (55), die WooDsche Legierung 
(Sprungpunkt bei 8,2 o abs.) (55), eine Legierung aus Blei-Wismut-Anti- 
mon (Sprungpunkt bei 8, 9 abs.) (56), eine Legierung aus Blei-Arsen- 
Wismut (Sprungpunkt bei 9,0 o abs.) (56) und eine Legierung aus Blei- 
Wismut-Antimon-Arsen (Sprungpunkt bei 9,0 o abs.) (56). 
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Um die Abh~ngigkeit des Sprungpunktes binarer Legierungen yon 
der Konzentration genauer festzustellen, sind in Charlottenburg yon 
MEISSNER, I~RANZ U. WESTERHOFF systematische Untersuchungen ganzer 
Legierungsreihen durchgeftihrt worden. Untersucht wurden zun~chst 
(86, 87) Legierungsreihen zwischen zwei Supraleitern, und zwar die 
folgenden: Die Legierungsreihe Indium-Blei, die eine lfickenlose Misch- 
kristallreihe bildet; die Legierungsreihe Blei-Quecksilber, bei der nach 
tier Seite des Quecksilbers zu ein eutektisches Gebiet vorhanden ist; 
die Legierungsreihe Zinn-Thallium, bei der nach der Seite des Zinns zu 
ein eutektisches Gebiet mit einem ausgezeichneten eutektischen Punkt 
besteht; die Legierungsreihe Indium-Thallium, die bei mittleren Kon- 
zentrationen ein eutektisches Gebiet, nach beiden Seiten zu abet Misch- 
kristallgebiete besitzt, die Legierungsreihe Blei-Thallium, bei der eben- 
falls ein eutektisches Gebiet in der Mitte existiert. Ferner wurde (87) 
die Legierungsreihe Blei-Wismut wegen der Ausnahmeste!lung des 
Wismuts untersucht. Bei allen Legierungsreihen wurden auch die spe- 
zifischen Widerst~nde oder die Werte yon R/Ro bei 77 o, 20 o und eventuell 
bei 4,2 o abs. aufgenommen, um einen Anhaltspunkt ffir die Grenzen des 
eutektischen Gebietes in tiefen Temperaturen zu erhalten. Die Ergeb- 
nisse hinsichtlich der H6he des Sprungpunktes sind in den Abb. 3--1o 
dargestellt. Teilweise ist aus denselben auch Anfang, Mitte und Ende 
des Sprungintervalles zu ersehen. Unter der Mitte ist dabei dieienige 
Temperatur zu verstehen, bei der der Widerstand auf den halben Betrag 
abgesunken ist. Die wichtigsten Feststellungen, die diese Untersuchun- 
gen, insbesondere an Hand tier Abb. 3--1o, zulassen, sind die folgenden: 

Die Sprungpunkte einer Legierungsreihe mit vSlliger Mischbarkeit 
der beiden Komponenten (Abb. 3) liegen s~tmtlich zwischen den Sprung- 
punkten der beiden Komponenten auf einer glatt verlaufenden Kurve. 
In der N/ihe der reinen Komponente bewirkt der Zusatz eines anderen 
MetaUes nur eine kleine Anderung der Sprungtemperatur. Letzteres ent- 
spricht tier Tatsache, dab wenig verunreinigte Metalle allgemein nahe- 
zu denselben Sprungpunkt haben wie vollkommen reine Metalle. 

Hat man eine Legierungsreihe mit nur einseitiger Mischbarkeit der 
beiden Komponenten (Abb. 4 und 5), so ~tndert sich die H6he des Sprmag- 
punktes in dem Mischkristallgebiet allm~th]ich entsprechend der Konzen- 
tration bis zu der dem Grenzmischkristall entsprechenden Konzentration. 
In dem anschliel3enden eutektischen Gebiet bleibt die H6he des Sprung- 
punktes zun~chst ungef~hr ebenso hoch wie diejenige des Grenzmisch- 
kristalls, solange dieser Grenzmischkristall eine durchgehende Phase 
ftir die Strombalm bildet. Bei der Konzentration, wo dies nicht mehr 
zutrifft, finder ein l~bergang der Sprungtemperatur zu derjenigen start, 
die am anderen Ende des eutektischen Gebietes vorhanden ist, bei einer 
Legierung mit einseitig liegendem eutektischem Gebiet also his zum 
Sprungpunkt der zweiten reinen Komponente. 

Ergebnlsse der exakten IqaturwissenscI~aften. XL 15 
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Liegt das eutektische Gebiet in der Mitte (Abb. 6), so gilt ffir die 
beiden, dasselbe einschlieBenden Mischkristallgebiete, Entsprechendes 
wie bei einer Legierung mit nur einseitiger Mischbarkeit. 

7,5 
~abs 

3,5 

2'~7~ 20 ~0 60 80 Pb 
Atom % 

Abb. 3. Sprungpunkte der Indium- 
Bleileglerungeno 

8 

6 ~ , ,  

2 

Atom % 
Abb. 4. Sprungpunkte der Blei-Queeksilber- 

legierungen. 

~7~ 
°obs 

~0 

zo ~q 6o do 7Z 
Atom-% 

Abb. 5. Sprungpunkte der Zinn-Thalliumlegierungen. 
X Beginn des Sprunges. ~ Mitre des Sprunges. 

(~ Ende des Sprunges. 

3,8O 

2~o 

~gO zn zo ~0 60 80 T~ 
Atom-% 

Abb. 6. Sprungpunkte der Indium-Thalliumleglerungen, 
X Beg'inn des Sprunges. ~ Mitre des Sprunges. O Ende 

des Sprunges. 

6OO I 

¢00 l 

800 ~ \ 
\ J J00 / 'x 

# 
100 " ~. 

J s j X x 

20 ~0 6"O 8O Tl 
Atom ~o 

Abb. 7. Grenzen des eutektlschen Gebietes 
in Abhgngigkeit yon der Temperatur. 

W~_hrend aber, wie schon gesagt, bei den Legierungen mit v611iger 
Mischbarkeit die Sprungpunkte zwischen denen der beiden Komponenten 
liegen, braucht dies bei nicht v611iger Mischbarkeit keineswegs mehr der 



Supraleitf~higkeit. 2 2 7 

Fall zu sein. Die Legierungsreihen Zinn-Thallium, Indium-Thallium 
und Blei-Wismut sind Beispiele daftir, dab man vielmehr bei diesen 
Legierungen fiir die Grenzmischkristalle Sprungpunkte erhalten kann, 
die erheblich h6her sind als die- 
jenigen der beiden reinen Kom- a,~ 

T 
ponenten. Bei der H6he der 
Sprungpunkte dieser Grenzmisch- ~s5 
kristalle spielen auch Unterktih- e~o 
lungseffekte eine gewisse Rolle, 
ohne dab die hohen Sprung- ~e5 
punkte darauf allein zuriickzu- 
fiihren sein di~rften. Mit tiefer aAo 
werdender Temperatur ez-weitern ,is 
sich n~tmlich die Grenzen des 
eutektischen Gebietes in dem ojo 
Sinne, wie das in Abb. 7 fiir i 
die Indium-Thalliumlegierungs- a, a5 
reihe dargestellt ist. In tiefen e l  
Temperaturen stellen sich die "3',a 
Grenzen, die dem stabilen Gleich- 
gewicht entsprechen, nicht mehr 
ein wegen der geringeren Beweg- 

ff- 

I 
I 

i I 
I 
i 
I 
I 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
i 
I 

c 

~ch de , Abschrecken 

3~ ~9 2' 

Abb. 8. Einflut~ der Unterkllhlung auf die Sprung- 
kurve des C, renzmischkrlstalls Indium-Thalllum mit 

66,6 AtomO/o Thallium. 

lichkeit der Atome. Man erhMt dann je nach der Abkiihlungsgeschwindig- 
keit kleine oder gr613ere Unterkiihlungen. Ruff man eine solche Unter- 
kiihlung kiinstlich hervor, 
so erh~lt man eine Er- 
h6hung des Restwider- 
standes und des Sprung- 
punktes, wie Abb. 8 zeigt. 

Die Legierungsreihe 
Blei-Thallium ist wegen 
der verschiedene~Krist aU- 
formen, die in derselben 
vorkommen, interessant. 
Aus Abb. 9 ersieht man, 
dal3 man bei Blei-Thal- 
lium, obwohl ein eutek- 
tisches Gebiet existiert, 
bei keiner Konzentration 
einen Sprungpunkt erh~ilt, 
der h6her Ms der des 

°ebs 

i 

I 2¢~ . , ' . ~11~  ] ® k/i//e des6"prunges 

20 ~0 60 80 Pb 
Atom % 

Abb. 9. Sprungpunkte der Blei-Thalliumlegierungen. 

Bleies ist. Ob eine Erh6hung des Sprungpunktes stattfindet, h~ngt 
einerseits mit der Lage des eutektischen Gebietes zusammen. Liegt 
dieses nahe an dem Metall mit niedrigem Sprungpunkt, so ist die 

i5. 
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Erh6hung fiber den Sprungpunkt des 2. Metalls nicht m6glich, lent- 
sprechend Abb. 9 gibt es andererseits Mischkristalle, in denen Thatlium 
in kubischer Gitterform in kubischem Blei vorhanden ist. Durch Yer- 
l~ingerung der Sprungpunktskurve f fir diese Mischkristalle, wie sie in 
Abb. 9 punktiert angedeutet ist, kommt man offenbar zum Sprung- 
punkt, den kubisches Tha]lium h~itte, sofern es in tiefen Temperaturen 
und nicht erst oberhalb 23 lo C stabil w~ire. Er 1/ige danach erheblich 
tiefer als der Sprungpunkt des hexagonalen Thalliums, eventuell un- 
erreichbar tief. Auf die Grfinde, die diese Betrachtungsweise recht- 
fertigen, kann hier nicht nliher eingegangen werden. 

Bei der Legierungsreihe Blei-Wismut existieren zwei eutektische 
Gebiete, wie aus Abb. IO ersichtlich ist. Das eine, etwa yon 2o bis 

25 Atom% Wismut rei- 

°a3a I I 

1 1 , 1  

t "~" l ''~" l * 

;< x 

I 
I 
I 
I 
I 

~ ~_ x Beginn des Spr#nges I 
o Eade desSprunges I 

I , ~ ' ~  ! 

I 
gO 80 gO #i 
Atom % 

Abb. xo. Sprungpunkte der Blei-Wismutlegierungen. 

chende, enthAlt neben 
dem MischkristaU Wismut 
(kubisch) in Blei (kubisch) 
den Mischkristall Wismut 
(hexagonal) in Blei (hexa- 
gonal). Das zweite, yon 
35 his nahezu IooAtom% 
reichende eutektische Ge- 
biet enth~lt den Grenz- 

mischkristall Wismut 
(hexagonal) in Blei (hexa- 
gonal) neben rhomboedri- 
schemWismut oder einem 
Grenzmischkristall von 
sehr wenig Blei in rhom- 
boedrischem Wismut. 

SchlieBlich werde noch auf Messungen von MEISSNER, FRANZ U. 
WESTERHOm~ (86) an dem System Molybd~n-Kohlenstoff eingegangen. 
Molybd~n bildet mit Kohlenstoff nach Untersuchung6n von SCHENCI< 
und Mitarbeitem~ in gewissen Temperaturbereichen Verbindungen, ins- 
besondere ist die Verbindung Mo2 C darsteUbar. Die von 1ViEISSNER und 
l~itarbeitern untersuchten Molybd~n-Kohlenstofflegierungen waren 
jedoch in dem benutzten Temperaturgebiet zum groBen Tell Misch- 
kristalle. Die Sprungpunkte, die ffir die verschiedenen Legierungen 
gefunden warden, dfirften jedenfalls zum groBen Teil Mischkristallen 
MolybdAn-Kohlenstoff zuzuschreiben sein; sie sind in Abb. I I  dar- 
gestellt. Man hat bier einen ~hnlichen Fall wie bei der oben erw~hnten 
Gold-Wismutlegierung, n~mlich dab Supraleitf~higkeit vorliegt bei einer 

x S C H E N C K ,  R . ,  I~URZEN,  F .  U. H .  W E S S E L K O C K :  Z .  a n o r g ,  u .  allg. Chem. 
203, ~8z (~93I). 



Supraleitf~higkeit. 229 

Legierung, an deren Komponenten selbst Supra]eitf~higkeit noch nicht 
festgestellt wurde. Da man es hier aber nicht mit einer Verbindung, 
sondern mit Mischkristallen zu tun hat, dtirfte es erlaubt sein, die Kurve 
der Sprungpunkte bis zum reinen Molybd~n lain zu verl~ngern. Danach 
m~13te (Abb. II) das reine MolybdAn bei etwa I o abs. supraleitend werden. 
Aus Abb. I I  ist ferner zu ersehen, dab die Sprungpunkte in der N~he 
von 50 Atom% MolybdAn sehr stark in die HShe gehen. Das Gebiet 
zwischen 50 und 60 Atom% Kohlenstoff ist abet noch nicht erforscht, 
so dal3 es fraglich ist, ob man dazwischen noch h~here Sprungpunkte 
erh~.it oder nicht. Eine Extrapolation auf den Sprungpunkt des reinen 
Kohlenstoffes ist nicht m6glich, da Legierungen mit h6herem Kohlen- 
stoffgehalt als 63 Atom% nicht hergestellt wurden. 

Es liegt nahe, die eben er6rterte a,o 
Methode der extrapolatorischen Be- °a#, 
stimmung des Sprungpunktes yon 8,o 
reinen Substanzen durchUntersuchung z,o 
von Mischkristallen auch bei anderen 6,o 
Metallen anzuwenden. MEISSNER, 
FRANZ u. WESTERHOFF haben dem- 40 
entsprechend (die Messungen sind ¢,o 
noch nicht publiziert) eine grSBere 4a 
Zahl yon Mischkristallen, insbesondere 
Grenzmischkristallen, zwischen Supra- 4c j 
leitern und solchen Metallen, an denen ~,o ~ "  
bisher Supraleitf~higkeit nicht fest- 
gestellt wurde, auf ihren Sprungpunkt 
hin untersucht. Es hande]t sich um die 
folgenden Mischkristalle: 9,8 Atom% 
Zinn in Antimon, I bzw. 2,7 Atom % 

~ c  j × 

/ 

°Ha io 20 3o ¢o do 6o 70 C" 
Atom 

Abb. zz. Sprungpunkte des Systems I~Iolybdiln- 
Kohlenstoff. XBeginn, @ Mitt% O Ende des 

Sprunges. 

Blei in Cadmium, 5,7 bzw. 4 Atom% Thallium in Silber, 2 Atom% Blei in 
Magnesium, 6 Atom% Thallium in Magnesium, 5,6 Atom% Zinn in 
Kupfer, 8 Atom% Quecksilber in Kupfer, 5 Atom% Zinn in Eisen, 
6,8 Atom% Zinn in Nickel, 8,2 Atom% Zinn in Silber und 19, 4 Atom% 
Quecksilber in Cadmium. Leider wurde in dem erreichten Temperatur- 
gebiet his herunter zu 1,26 o abs. keiner dieser Mischkristalle supra- 
leitend, so daI3 ein Schlul3 auf die Supraleitf~higkeit der Metalle An- 
timon, Cadmium, Silber, Magnesium, Kupfer, Eisen und Nickel aus 
diesen Versuchen nicht gezogen werden konnte. Wegen des geringen 
LSslichkeitsgrades des Supraleiters in diesen Metallen ist die Sprung- 
punktserhShung offenbar so gering, dab die Sprungpunkte in tieferen 
Temperaturen als den erreichten liegen. 

Im vorhergehenden wurden nicht nut  Mischkristalle und eutektische 
Legierungen, sondern teilweise auch intermetallische supraleitende 
Verbindungen besprochen. Die systematische Untersuchung der inter- 
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metallischen Verbindungen zwischen gut leitenden Metallen auf Supra-  
leitf~higkeit bin ist noch nicht abgeschlossen. Dagegen liegen umfang-  
reiche Untersuchungen y o n  X~EISSNER, F R A N Z  11. W E S T E R H O F F  fiber 
Sulfide, Carbide, Nitride, Oxyde, Boride, Si]icide, Arsenide, Selenide und 
Telluride vor. 

Das interessanteste und wichtigste Ergebnis dieser Untersuchungen 
besteht wohl darin, dab auch Verbindungen zwischen einem Metal] und 
einem v611igen Nichtleiter, wie Sulfide, Nitride, Oxyde, Boride supra- 
leitend werden k6nnen, und zwar auch in solchen F/~Hen, in denen an 
dem Metall selbst bis zu den tiefsten erreichten Temperaturen keine 
Supraleitf~higkeit festgestellt wurde. Das erste derartige Beispiel war CuS 
(76), das bei 1,60 abs. supraleitend wird. Unter  den anderen unter-  
suchten Sulfiden fanden sich allerdings keine weiteren Supraleiter. Nach 
Messungen in Charlottenburg, die noch nicht publiziert sind, werden 
P b S  und B i ~ S  3 bis herunter zu 1,30 abs. nicht supraleitend, nach Mes- 
sungen in Toronto (67) gilt dasselbe ftir A g e S ,  B i 2 S  3, F e S  in Tempera-  
turen bis herunter zu 1,9o abs. McLENNAI% ALLE~ u. WILHELM (86) 
stellten allerdings an einer Bleisulfidprobe SupraleitfAhigkeit fest; doch 
ergaben die Charlottenburger Messungen, dab nur Bleisulfid mit  etwas 
/iberschtissigem Blei supraleitend wird, dagegen wirklich reines Blei- 
sulfid selber nicht. Die untersuchten Sulfide, insbesondere das Kupfer-  
sulfid und Bleisulfid, verhalten sich auch hinsichtlich ihres Widerstands- 
abfalles durchaus wie ein reines Metall. Der Abfall zur Supraleit- 
f/ihigkeit erfolgt beim Kupfersulfid innerhalb weniger hundertstel  Grad 
wie bei einem reinen Metall. 

Die in Charlottenburg untersuchten Nitride (83, 8g), die in Tabelle 3 
zusammengestellt  sind, sind ebenfaIls zweifellos keine Mischkristalle, 

S e N  

T i N  

T i N  1 
Kristalldraht j 

V N  

Z r  N 
Z r N  I 

Krista/ldraht J 
Z r  N - - T i  N 

Tabelle 3. U n t e r s u c h u n g  von N i t r i d e n  auf  Supra l e i t f~ ih igke i t .  

Sprung- Kristallsystem R[R° Gitterkonstanten vor dem 
Sprung- punkt in xo -8 cm Sprung ~ 

Substanz intervall des [ bzw. [ . ~ 
Metalls der [ des der [ Rest- ~ 

]Verbin- Metalls Verbin- des Metalls wider- [ 
0abs. O abs. [ dung dung t stand 

h 
- -  - -  INa C~ - -  4,44 - -  0,82 83 

4,2--2,6: IType a c c:a o,9 
1,6--1,2 1,77 ,, hexagonal 4,40 2,97 4,72 1,59 o,4 83 
5,7--5,4 o, io 

1,2 1,77 . . . .  4,40 2,97 4,72 1,59 O,OO4 85 
3,2--1,3 - -  ,, k6rper- 4,4o 

zentriert 
kubisch 4.28 3,o4 0,7 83 

7,8--3,2 - -  ,, hexagonal 4,6.7 3,23 5,I4 1,59 0,85 83 

9,45 --  ,, ,, 4,63 3,23 5,14 1,59 0,035 85 
5,3--3,o] -- ,, -- __ _ 0,74 83 
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sondern Verbindungen, wie r6ntgenographische AuInahmen  an ihnen 
yon  BECKEI~ U. EBERT~ gezeigt haben.  Sie rfihrten yon  FRIEDERICH 
(Osram-Gesellschaft) her. Der Reinheitsgrad der Nitride war, ,,vie Ana-  
lysen yon  FI~IEDm~ICI~ und r6ntgenographische Aufnahmen  yon NOD- 
DACK zeigten, teilweise noch nicht  sehr groB. Dementsprechend war 
auch der Restwiderstand vor  dem Sprung zur Supraleitf~thigkeit und  das 
Sprungintervall  teilweise noch verh~ltnism~il3ig grol3. 

Unter  den in Charlot tenburg untersuchten Oxyden  (88 und un- 
ver6ffentlichte Messungen) waren zwei Supraleiter, n~tmlich SnO und 
NbO. Doch ist bei ihnen nicht ganz sicher, ob die Supraleitf~thigkeit nicht  
durch eine Beimengung an reinem Zinn bzw. reinem Niobium vor-  
get~iuscht wurde. Die untersuchten Oxyde, die bis herunter  zu 1,3o abs. 

Tabelle 4. 

Substanz 

RuC 
Fe3 C 

VC 

TiC 
TiC 

Kristall- 
draht 
WC 

w,c 
Mo C 
Mo2 C 
Ta C 
TaC 

Kristall- 
draht 
Nb C 

Sprun~ 
Sprung- punkt 
intervalI des 

Metall 

0abs. 0abs. 

U n t e r s u c h u n g  v o n  C a r b i d e n  auf S u p r a l e i t f g h i g k e i t .  

R/R0 . 
Gitterkonstanten vor dem 

Kristallsystem in xo --~ cm Sprung ~ 
bzw. . 

der Rest- ~ 
der des Ver- des Metalls wider- .~ 

Verbindung Metalls binduug ] stand ] 

HIC 
Kristall. 

draht 
ZrC 

Kristall- 
draht 

-- ? 

I,I? 1,77 
? 1,77 

4,2--2,5 

3,.~2,o5 - -  
7,8--7,6 
3,2--2,4 
9,5--9,3 4,4 
9,5w7, 6 4,4 

IO,5--IO, I _ _  8,4 

*,o7--3,35 

- - 2 , 27~  - -  

I rhombisch 

Na C/-Typ 

hexagonal 

hexagonal? 
hexagonal? 
Na Cl-Typ 

99 

Na C/-Typ 

hexagonal 
k6rper- 

zentriert- 
kubisch 
k6rper- 

zentriert- 
kubisch 

hexagonal 

k6rper- 
zentriert- 
kubisch 

, 9  

hexagonal 

a 4,52 
b 5,08 
c 6,73 
4,3 ° 

4,6O 
4,6O 

a 2 , 9 0 1  
c 2,83o 

: : a  0,9751 

4,49 
4,49 

"! 

4,4o 

4,76 

a c c/a 
2,69,4,28 1,59 0,370 

2,861 0,35 ° 

3,04 0,69 

a b c /a  
2,97,4,72,1,59 0,59 
2,97,4,72,1,59 0,044 

3,I57 0,38 

3,157 0,085 
3,138 0,76 
3.138 0,37 
3,27 o,35 
3,27 0,96 

3,31 O,61 
i a c c /a  
i3,32, 5,46, 1,64 0,22 

a c c /a  o,17 

3,23, 5,I4,1,591 o,ooi 
I 

x B E C K E R ,  K .  11. F .  E B E R T :  Z .  Physik 3 z ,  2 6 8  (I925). 

59 
85 

83 

83 
85 

83 

59 
83 
83 
83 
85 

83 

85 

85 
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nicht supraleitend wurden, waren: WO~, Mo~O s, CdO, TI~O 3, P b 2 0 ,  
PbO~, Sn~O 3. Nach Messungen in Toronto (57) wird his herunter zu 
1,9o abs. auch CuO nicht supraleitend. 

Bei den in Charlottenburg untersuchten Carbiden (83, 8g) (Tabelle 4), 
Siliciden (88) (Tabelle 5) und Boriden (85) (Tabelle 6) hat  man es zum 
mindesten in vielen F~llen sicherlich nicht mit  Verbindungen, sondern 
mit  Mischkristallen zu tun, wie weiter oben schon fiir den Fall des 
Molybd~ncarbids angegeben wurde. In  einzelnen F~llen aber ergab 
die r6ntgenographische Untersuchung yon BECK~R U. EBERT I und yon  

Tabelle 5. U n t e r s u c h u n g  yon  S i l i c iden  auf S u p r a l e i t f / t h i g k e i t .  

Substanz 

Ta Si 
Cu 3 Si 
Mo Si2 
N i - -S i  

mit 17 Atom% Si 
Fe--Si  

mit 28 Atom% Si 

Sprungintervall I 
Oabs. 

4,38--4,25 I 

Sprungpunkt 
des Metalls 

0 abs. 

4,40 

R/R o vor dem 
Sprung bzw. 

Restwlderstand 
bel x,3o ° abs. 

0 , 0 7 9 9  
0,65 
o,3o4 

0,I35 

0,421 

Nr, des 
Literaturverz. 

85 
noch nicht 
ver6ffentlicht 

85 

85 

WESTGREN U. PHRAGM~N ~ einwandfrei eine regelm~Bige Anordnung, 
und bei ihnen wurde auch teilweise (je nach der Herstellungsart) ein sehr 
kleiner Restwiderstand und ein klehles Sprungintervall festgestellt. 

McLENNAN, ALLXN u. WIL~IELVl (59) fanden, daB W~ C bei 2,05 o abs.  
supraleitend wird, R u C  dagegen bis herunter zu 1,9o abs. nicht. 

Tabelle 6. U n t e r s u c h u n g  yon  ]3or iden  auf S u p r a l e i t f / i h i g k e i t .  

Substanz 

Z r B  
H / B  
T i B  

Sprungintervall 
o abs. 

3,8--2,82 

Sprungpunkt 
des lVIetalls 

o abs. 

m 

1,77 

R/R o vor  dem 
Sprung hzw. 

gestwiderstand 
bei x,26 ° abs. 

0 , 0 3 5 4  
0 , 0 8  I 
0,272 

Nr. des 
Literaturverz. 

85 
85 
85 

Die r6ntgenographische Bestimmung der Atomabst~nde bei den 
Nitriden, Carbiden usw. ergibt noch das interessante Resultat ,  dab nicht  
nur  die Git terkonstante der Verbindung im allgemeinen gr6Ber ist als die 
des reinen Meta]Is, sondern auch der ldeinste Abstand, den zwei Metall- 
a tome in den beiden F~fllen haben. Dies ist wichtig fiir die Vorstellungen 
fiber das Zustandekommen der Supraleitf~higkeit. 

BECKER, K. 11. F. EBERT: Z. Physik 3 r, 268 (I925). 
2 WESTGREN, W. u. W. PHRAGMAN, Z. anorg, u. allg. Chem. x56, 27 (1925). 
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In einzelnen F~illen wurde bei den Verbindungen nicht ein einmaliger 
Sprung, sondern eine sprunghafte Widerstands~inderung bei zwei ver- 
schiedenen Temperaturen festgestellt. Ein Beispiel hierffir bildet Titan- 
nitrid (83) (Abb. 12). Dieser doppelte Sprung kommt vielleicht dadurch 
zustande, dab das Titannitrid nicht eine durchgehende Phase in dem 
untersuchten St~ibchen bildete, sondern dab das Titannitrid umgeben 
war yon Titan, welches in einem Temperaturbereich yon etwa 1,8 bis 
1,30 abs. supraleitend wird, entsprechend dem zweiten Sprungintervall 

~ o--W--" r / 

~z 

~6 

q~ 
x¢ 

O / 
I 

a,2 

Abb. I2. Sprungkurve yon TitannitHd. ooo Beobachtungspunkte bei sinkender Temperatur .  
× X X  Beobachtungspunkte bel steigender Temperatur .  

der einen untersuchten Titannitridprobe. In anderen F/illen war der 
Restwiderstand der die friiher supraleitend werdende Phase umgebenden 
Phase so klein (z. I3. bei Zirkoncarbid), dab nach dem ersten Sprung nut  
noch ein sehr kleiner, erst bei tiefer Temperatur verschwindender Rest- 
widerstand iibrig blieb. 

In Charlottenburg wurden auch (eine Ver6ffentlichung liegt noch 
nicht vor) die Selenide PbSe, CuSe und Bi~ Se 3 sowie die TeUuride Cu Te 
und Bi~ Te3, die Arsenide Cu3As, MoAs2, NiAs, Fe~As und die Arsen- 
legierungen Ag-As, Sb-As his herunter zu 1,3 o abs. untersucht. Jedoch 
wurden unter diesen keine Supraleiter gefunden° 
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3. Empirische Gesetzm/~Bigkeiten fiber Sprungpunkt 
und Form der Sprungkurve. 

Dem in Nr. 2 zusammengestenten Tatsachenmaterial kann man zu- 
sammenfassend folgendes fiber den Sprungpunkt und die Form der 
Sprungkurve der Supraleiter entnehmen: 

Die Supraleitf/ihigkeit ist keine reine Atomeigenschaft. Dement- 
sprechend besteht keine Parallelit~t z~4schen Atomnummer und Supra- 
leitf~higkeit sowie keine einfache Beziehung zwischen Atomvolumen und 
Supraleitf~higkeit. Es besteht auch keine direkte Paraflelit~t zwischen 
der sonst ftir den elektrischen Widerstand maBgebenden Gr61]e der 
charakteristischen Temperatur und der H6he des Sprungpunktes wie 
die Zusammenstellung (Tabelle 7) ergibt. Irgendwie mitbestimmend 

Tabelle 7- Sprungpunkt und charakter is t i sche  Tempera tur  bei  
reinen Metallen. 

Supralelter 

Nb 
Pb 
Ta 
Hg 
S n  

Sprung- 
temperatur 
in 0 abs. 

8,4 
7,26 
4,38 
4,12 
3,69 

Char~tkterlstische 
Temperatur 

92 
228 

37 
210 

Supralelter 

Jn 
Tl 
Ti  
Th 
Ga 

Sprung- 
tempcratur 
in o abs. 

3,37 
2,38 
1,77 
1,43 
I , I  

Charakteristlsche 
Temperatur 

I98 
14o 
342 
I68 

wird abet natfirlich die charakteristische Temperatur auch bei der Supra- 
leitfiihigkeit seha. Bei Legiemngen und Verbindungen sind die charak- 
teristischen Temperaturen und eine etwaige Abh~ingigkeit des Sprung- 
punktes yon ihnen noch nicht untersucht. Ffir die Supraleitfiihigkeit 
von Bedeutung ist das Kristallsystem, in welchem der Supraleiter kri- 
stallisiert. Ein und dasselbe Metall kann je nach der Kristallform, in 
welcher es auftritt, supraleitend werden oder nicht oder zum mindesten 
bei sehr verschiedenen Temperaturen supraleitend werden. Es ist abet 
nicht yon ausschlaggebender Bedeutung, ob die untersuchte Substanz 
ein EinkristalI oder polykfistnllirles Material ist. 

Die Frage, ob nut ehae bestimmte Reihe yon Metallen, und welche, 
supraleitend werden, muB often bleiben, his die bis jetzt nicht supra- 
leitenden Metalle bis herunter zu erheblich tieferen Temperaturen als 
i0 abs. untersucht shad. Die Betrachtung der Lage der supraleitenden 
reinen MetaUe irn periodischen System erweckt aUerdings bis jetzt den 
Anschein, Ms ob gewisse Stellen des periodischen Systems bevorzugt 
sin& Hierauf wird in Nr. 6 noch n/iher eingegangen. Eine Gesetzm/iBig- 
keit hinsichtlich der H6he des Sprungpunktes innerhalb dieser Gebiete 
ist aber nicht ersichtlich. 

Mischkristalle zwischen zwei Supraleitern werden supraleitend, und 
zwar bewirkt die Zuffigung ehaes Supraleiters mit h6herem Sprungpunkt 
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eine Erh6hung, die Zuffigung eines solchen mit niedrigerem Sprung- 
punkt  eine Erniedrigung des Sprungpunktes der ursprtinglich reinen 
Komponente. Eine Ausnahme hiervon bildet die Legierungsreihe Bld- 
Wismut; doch kann diese Ausnahme vielleicht so erkl~trt werden, dab 
Wismut in der Legierung kubisch vorkommt, und dab kubisches Wismut, 
wenn es ftir sich herstellbar ware, einen h6heren Sprungpunkt h~tte als 
Blei. Die Sprungpunkte einer Mischkristallreihe mit voUst~indiger L6s- 
lichkeit der beiden Komponenten liegen immer zwischen den Sprung- 
punkten der beiden Komponenten. ]3ei Legierungsreihen mit einem 
eutektischen Gebiet kann der Sprungpunkt eines Grenzmischkristalls 
erheblich h6her liegen Ms derjenige der beiden reinen Komponenten. 
Im eutektischen Gebiet ist im wesentlichen die H6he des Sprungpunktes 
desjenigen Grenzmischkristalls maSgebend, der die durchgehende Phase 
fiir die Strombahn bildet. 

Ausgesprochene Verbindungen zwischen zwei Metallen oder zwischen 
einem Metall und einem Nichtleiter, die insbesondere dadurch charak- 
terisiert sind, dab der Restwiderstand in tiefen Temperaturen ~hnlich 
klein wird wie bei reinen Metallen, verhalten sich, sofern sie supraleitend 
werden, ganz ~hnlich wie reine Metalle. Betrachtet  man das periodische 
System (Ta.belle I), so ist auff~illig, dab Kohlenstoff, Bor und Silicium in 
derselben Gruppe liegen wie die Obergangsmetalle, mit denen sie Ver- 
bindungen mit teilweise hochliegendem Sprungpunkt bilden. - -  Fiir 
Mischkristalle zwischen Verbindungen und anderen Metallen gilt ganz 
J~hnliches wie ftir Mischkristalle zwischen zwei reinen Metallen. 

Die Breite des Sprungintervalles, d .h .  die Gr613e des Temperatur- 
intervalles, innerhalb dessen der iJbergang zur Supraleitf~higkeit erfolgt, 

Tabelle 8. S p r u n g i n t e r v a l l e  be i  ~Yiischkristallen. 

Mischkristallreihe 

S n  in Tl 

Tl in In  

In  in Tl 

Jab in In 

GetSstes Metall 
in Atom% 

J 0 
IO 
16 
20,5 
23,3 [o 
12,3 

t 27 36 
42 

/ o  
t 8,9 

Sprungintervall in 

mm /-2"g o abs. 

7 0,06 
I8 0,I0 
51 0,23 
18 ? 0,07 ? 
74 o,13 
6 0,02 

25 0,07 
55 o,17 
59 o,18 
17 o, IO 
7 0,06 

68 0,20 
65 o,13 
74 o,13 
6 0,02 

176 0,25 
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ist, einen sehr kleinen Belastungsstrom vorausgesetzt, wesentlich von 
dem Reinheitsgrad des Metalls oder der Verbindung abh~ngig. Bei einern 
sehr reinen Metall oder einer sehr reinen Verbindung (z. B. CuS) erfolgt 
der 13bergang zur Supraleitfiihigkeit nahezu unstetig, insbesondere wenn 
die geprfifte Substanz Einkristallform hat. Bei Mischkristallen aber ist 
die Breite des Sprungintervalles yon der Konzentration der zweiten 
Komponente abh~ngig. Mit zunehmender Konzentration steigt die 
Breite des Sprungintervalles his zu einem Maximum, um bei Ann~herung 
an die zweite reine Komponente oder an den Grenzmischkristall wieder 
ldeiner zu werden. Tabelle 8 zeigt dies an einigen Beispielen. Wie dies 
zustande kommt, kann man sich etwa folgendermal3en vorstellen: In dell 
Mischkristallen sind, wenn auch in statistischer Verteilung, Konzen- 
trationen eines gewissen um die mittlere Konzentration liegenden Be- 
reiches vorhanden. Ist die Konzentration klein, hat man es also fast 

Pc~he 
ge/ds/e Subs/~n2, 

f 

"reines Zb'suMgsm///el 

Yx 
Konzenlml/o/~ 

Abb. I3. Schema der Sprunglntervalle 
einer Mischkristallreihe. 

mit dem reinen L6sungsmittel zu tun, 
so wird der vorhandene Konzentra-  
tionsbereich an sich schon nicht sehr 
grol3 sein. Ahnlich liegt die Sache 
an der anderen Grenze, wo die reine 
gel6ste Substanz oder der .Grenzmisch- 
kristall vorhanden ist, dessen Konzen- 
tration ebenfalls kaum fiberschritten 
werden kann. In den mittleren Ge- 
bieten dagegen kann das Konzentra- 
tionsgebiet entsprechend der statisti- 
schen Verteilung nach beiden Seiten 
zu sich in vollem MaBe ausbilden, 
und vielleicht ist es so, dab v611ige 

Supraleitf~higkeit erst eintreten kann, wenn der Zustand der Gren- 
zen des Konzentrationsbereiches die Supraleitf~higkeit erm6glicht. 
Prinzipiell mfissen sich allerdings diese Grenzen sehr weit erstrecken. 
Praktisch wird aber vielleicht eine geringe Konzentration nicht mehr  
st6rend sein, da die schon supraleitenden Konzentrationsbereiche 
schon eine durchgehende Strombahn bflden k6nnen. Abb. I3 veran- 
schaulicht diese Vorsteltung ffir den Fall einer Mischkristallreihe mit  
v611iger Mischbarkeit. Die ausgezogene Kurve gibt die mittlere Sprung- 
temperatnr  an, die beiden punktierten Kurven den Beginn und das Ende  
des Sprungintervalles. Beim Punkte A'  besteht z. B. ein Sprungintervall 
yon der Gr6Be A'  A" .  Zieht man vom Punkte A' eine Isotherme bis 
zum Schnit tpunkt B mit der punktierten Kurve der unteren Grenze der 
Sprungpunkte, so kommt man zu der Konzentration, die bei der zur 
Isothermen A ' B  geh6rigen Temperatur  supraleitend wird. Zieht man 
dagegen durch A "  eine Isotherme his zum Schnittpunkt C mit der 
punktierten Kurve des Beginns der Sprfinge, so kommt man zu der 
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Konzentration, die bei der zur Isothermen C A" geh6rigen Tempelatur 
supraleitend wird. Es wfirden also zu der dem Punkte A entsprechenden 
mittleren Konzentration im wesentlichen Konzentrationen zwischen C 
und B geh6ren. 

4- V e r s u c h e  f ibe r  d e n  E i n f l u B  e i n e s  M a g n e t f e l d e s  

u n d  e i n e r  D e f o r m a t i o n .  

Wie schon in Nr. I betont wurde, h/ingt die H6he des Sprungpunktes 
und besonders die Form der Ubergangskurve (vgl. Abb. 2) yon der 
Belastungsstromstfirke ab. Diese Erscheinung beruht nicht, wie KAMER- 
LII~GH ONNES anf~nglich mit in Betracht zog (94), auf einem kleinen 
Restwiderstand und einer durch ihn hervorgerufenen Erw~rmung des 
Supraleiters. Eingehende Untersuchungen (115, 120) zeigten, daB, wie 
zuerst SILSBEE (107, 108) vermutet hatte, der EinfluB der Stromst/irke 
auf den t3bergang zur Supraleitf/~higkeit aHein durch das von dem Strom 
erzeugte Magnetfeld zustande kornmt: Ein ~uBeres Magnetfeld, das an 
der Oberfl/iche des Supraleiters ebenso stark ist wie das durch den Strom 
beim Verschwinden der Supraleitf~thigkeit erzeugte Magnetfeld hat die- 
selbe Wirkung wie der Strom selbst. Ist die Supraleitf/~higkeit durch 
einen starken Strom oder dutch ein Aul3eres Magnetfeld vernichtet, so 
kann man sie wieder herstellen, indem man die Temperatur welter er- 
niedrigt. Die ~quivalenz des Einflusses yon Strom und Magnetfeld 
wurde in Leiden von TuY~ u. KAMERLINGH ONNES (120) auch noch in 
folgender Weise demonstriert: Man denke sich in der Achse eines supra- 
leitenden Hohlzylinders aus Zinn einen Kupferdraht. Wird die Supra- 
leitf~higkeit in dem Zinn durch Erh6hung der Stromst~irke verniehtet, 
so kann man sie wieder herstellen, indem man dutch den Kupferdraht 
einen Strom in solcher Richtung hindurchschickt, dab das durch 
den eigenen Strom des Supraleiters entstehende Magnetfeld verkleinert 
wird. 

Die gesamten Untersuchungen fiber den Einflul3 des Magnetfeldes, 
die in Leiden yon KAMERLINGH ONNES, DE HAAS, TUYN, SIZOO u. VOOGD 
durchgeffihrt wurden (29, 30, 33, 35, 36, 37, 38, 40, 98, 99,100, 110, 111, 
115, 116, 120), ergaben im einzelnen folgendes: Der Sehwellenwert des 
Magnetfeldes (das Magnetfe]d, das die Supraleitfithigkeit vernichtet), 
witchst mit sinkender Temperatur stark an. Die Gr6Benordnung des 
erforderlichen Feldes ist dieselbe, ob man ein parallel zum Strom oder 
senkrecht zum Strom gerichtetes Feld w/ihlt. Die Art, wie das Feld die 
SupraleitfAhigkeit beeinfluBt, abet ist wesentlich vonder Richtung des 
Feldes abh/ingig. Abb. 14 zeigt beispielsweise nach DE HAAS U. VOOGB 
(36) den EinfluB eines longitudinalen (parallel zum Strom gerichteten) 
Feldes H auf die SupraleitfShigkeit eines Zinneinkristalles. Steigert man 
bei konstanter Temperatur das Magnetfeld, so verschwindet bei einer 
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ganz bestimmten FeldstArke (lO 3 GauB bei 2,920 abs.) die Supraleit- 
fiihigkeit. Der normale Wert des Restwiderstandes t r i t t  aber erst all- 
mghhch bei einer etwas h6heren Feldst~irke (lO 4 Gaul3) auf. Erniedrigt  
man bei konstanter Temperatur die Feldst~irke, so erfolgt der 13bergang 
zur Supraleitfiihigkeit nicht auf derselben Kurve, auf der das Ver- 

schwinden vor sich ging. 
~ <--- ~ Vielmehr tr i t t  ein pl6tz- 

.sa hcher Sprung bei einer 
/2 Feldst~irke auf, die immer 

unterhalb derjenigen liegt, 
~a bei der beim Erh6hen des 

Feldes die Supraleitf~ihig- 
keit verschwindet. Sie ha t  

1C 
aber nicht wie die letztere 
immer denselben Wert ,  
sondern scheint yon Zu- 

9o 95 1a7 Io5 &u~' .a f~Itigkeiten abh~tngig zu 
Abb. x4. Einitut~ elnes longJtudlnalen Feld . . . .  f di~ sein. Wesentlich anders 
Supraleltfiihigkeit eines Zinneinkristalls bei 2~920 abs. 

sind die Erscheinungen, 
die ein transversales (senkrecht zum Strom gerichtetes) Feld hervorluft ,  
wie aus Abb. 15 ersichtlich ist. Das Verschwinden der Supraleitf~thigkeit 
beim Erh6hen des Magnetfeldes erfolgt in diesem Falle ganz allm~hlich 
(zwischen 68 und lO2 GauB). Beim Eruiedrigen der FeldstArke dagegen 
erfolgt das Verschwinden des Hauptteils des Widerstandes ganz pl6tzlich, 
und zwar immer bei nahezu derselben Feldst~rke (95 GauB). Es bleibt 

aber dann noch ein sehr 

/ 
J 

m 80 90 
Gau~ 

100 110 1~0 

Abb. 15. Einflufl eines transversalen Feldes auf  die 
Supraleitfiihigkeit eines Zinneinkristalls bei a,89 ° abs. 

kleiner Widerstand iibrig, 
der erst ganz allmAhlich 
verschwindet, und Null 
wird erst etwa bei dersel- 
ben Feldst~irke, bei tier 
auch beim Steigern des 
Magnetfeldes die Supra- 
leitf~ihigkeit zu verschwin- 
den beginnt. Ob die Er-  
scheinungen auch yon der 
Richtung der Kristall- 

achsen zum Strom und zum Magnetfeld abh~ingig s ing  bedarf noch 
genauerer Priifung. Nach den bisher vorliegenden Beobachtungen 
scheint dies abet nicht der Fall zu sein. Jedoch erfolgt das Einsetzen und 
das Verschwinden des Widerstandes bei polykristallinem Material im 
allgemeinen nicht so pl6tzlich wie bei Einkristallen. Die !~lbergangs- 
kurven verlaufen innerhalb eines gewissen Fetdst~irkenbereiches. In  
allen FMlen abet, die bisher untersucht wurden, z.B. bei Blei, Thallium, 
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Indium, Quecksflber, ist die iJbergangskurve beim Steigern des Magnet- 
feldes eine andere wie beim Schwtichen des Mag-netfeldes. Es treten 
immer ,,Hysteresisschleifen" auf, wie die 1,o~ 
Leidener Physiker in Analogie zu den R 
magnetischen Hysteresisschleifen diese &-2 
doppelten iJbergangskurven nannten, o, eo 
Bei polykristallinem Material ist aller- 
dings die Breite der Hysteresisschleife 
betrttchtlich tdeiner als bei Einkristallen, ~so 
so dab das Auftreten der Hysteresis- 
schleife anfiinglich ganz fibersehen wurde. 

Bisweilen, insbesondere bei Queck- o,~o 
silber (Abb. 16) sind yon Slzoo, DE HAAS 
u. KAMERLINGH ONNES (40) stufenf6r- 
mige iJbergangskurven gefunden worden. 420 

Hierbei k6nnte man vermuten, dab ver- 
schieden gelagerte Kristallite bei ver- 
schiedenen Feldst~irken denWiderstands- 0 ~2 
sprung erleiden, dab sich also in diesem 
Fall doch ein Einflul3 der Kristallrich- 
tung bemerkbar macht. 

t 
/ 

67 7~ 
G'auB 

Abb. x6. Hysteresisschleifen fiir 
Quecksilber bei 3,80 abs. 

77 

Wie der Schwellenwert des Magnetfeldes H,  der die Supraleitftthigkeit 
zum Verschwinden bringt, von der Temperatur abh~agig ist, zeigt Abb. 17 
nach DE HAAS U. VOOGD (36) wieder fiir Zinneinkristalle. Als Schwellen- 
wert ist dabei bei einem longitudinalen Magnetfeld die Feldsttirke vet- 

Gau8 ~oo 

66 g00 ...... 

26 ~ 100 

,~,¢ 3,¢ 43 gS"absg7 o I e 3 ~ °~bs 5 
Abb. z7- Temperaturabh~ngigkelt des Abb. zS. Temperaturabhiingigkelt des Schwellenwertes 
Schwellenwertes des Magnetfeldes f'dr elnes longitudinalen Magneffeldes fiir Quecksilber und 

einen ZinneinkrlstaU. Thallium. 

standen, bei der die Supraleitfiihigkeit pl6tzlich zu verschwinden beginnt. 
Ffir das transversale Magnetfeld sind sowohl die Feldst~irken, bei denen 
das Verschwinden der Supraleitfiihigkeit stattfindet, wie die Feldsfiirken, 
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Tabelle9. S c h w e l l e n w e r t e  d e s M a g n e t f e l d e s  b e i L e g i e r u n g e n .  

Leglerung Temperatur Schwellenwert f f  112 Sprungtemperatur 
Nr. des Literaturverzeichnisses in o abs. in Gaufl ohne Feld in o abs, 

4,23 4 080 
Bi5 Tl3 4,04 4 36o 6, 4 

3,87 4 680 
(33) 3,59 5 15° 

3,35 5 56o 

Sn- -B i  (E) 3,59 95 3,8 
(33) 3,48 13o 

Sn--Cd (E) 3,48 17,5 
3,35 36 3,61 

(33) 1,85 266 

Sb2Sn3 3,79 69 
3,69 ioi 4,00 

(35) 3,58 134 

1 ,54  95 1,8o A u - - B i  (E) (38) 1,25 I47 

Pb--Hg (38) 4,23 6 800 ~ 6,75 
mit 15, 3 Atom% Hg 2,93 IO 300 

Pb--TI  mit 4,23 3 050 ~ 5,8 
40 Atom% TI (38) 2,93 5 o0o 

~bTl2 mit 4,05 42 
66,6 Atom% TI 3,97 132 4,05 

(35) 3,9 ° 242 

Pb--Bi  
m i t  7 Atom% 
,, IO ,, 
,~ 20 ,, 

,, 35 ,, 

(E) 

Bi 3 ,o6 
Bi 3,o6 
Bi 4,24 
(35) 3,06 
Bi 4,22 

3,36 
(38) 2,94 

2,43 
1,93 
1,88 
4,24 
3,35 

(35) 2,61 
1,91 

5 35 ° 
7400 
940o 

12o(3o 
18 450 
22 050 
23 450 
24 300 
25 700 
26 250 
1600o 
22 (3(30 
24 6oo 
26 7o0 

7,7 
7,95 
8,15 

8,7 

8,7 

bei denen der ganze Restwiders tand erreicht wird, e ingetragen ( P u n k t e  
& u n d  ~ ) .  Man sieht, dab in allen drei F~l len die Schwellenwerte der  
Feldst~irken bei Zinneinkr is ta l len  zur  absoluten  Tempera tu r  in  l inearer  
Beziehung stehen. Wie die gezeichneten K u r v e n  bei der no rma len  
Sprung tempera tu r  (sehr kteines/~uBeres Magnetfeld;  sehr kleine S t rom-  
st/irke) verlaufen,  bedarf  allerdings noch genauerer  Untersuchung.  P r a k -  
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tisch ist es jedenfalls so, dab innerhalb gewisser Grenzen der verwendeten 
Stromst~rke oder des ~ul3eren angelegten Feldes eine Jknderung der 
Sprungtemperatur  nicht feststellbar ist, wonach anzunehmen w~ire, dal3 
die Kurven yon Abb. 17 ftir H = o nahezu parallel zur Feldachse ver- 
laufen. Der lineare Charakter der Beziehung zwischen Schwellenwert 
und Temperatur  ist auch nicht bei allen Substanzen vorhanden. Abh. 18 
gibt z .B.  die Temperaturabh~ngigkeit  des Schwellenwertes nach DE 
HAAS U. VOOGD (37) ffir Quecksilber und Thallium wieder. 

Bei allen bisher auf den Schwellenwert hin untersuchten reinen 
Metallen ist die Neigung der Kurven {fir den Schwellenwert in Abh~ingig- 
keit yon der Temperatur  gegen die Temperaturachse ungef~hr dieselbe, 
so dal3 man z. B. bei I o abs. bei allen Metallen dieselbe Gr513enordnung 
des Schwellenwertes hat. Da diese GrrBenordnung nur einige hundert  
GauB betr~igt, ist es unm5glich, mit  Hilfe yon supraleitenden reinen 
Metallen s~arke Magnetfe[der ohne Auftreten von JOULEscher W~irme 
zu erzeugen. 

Gfinstiger sind in dieser Beziehung die Legierungen, wie Unter-  
suchungen yon DE HAAS U. VOOGD (33, 35, 38) gezeigt haben. Tabe]le 9 
gibt eine Zusammenstellung der Schwellenwerte der untersuchtei1 Le- 
gierungen. H i/~ bedeutet die Feldst~irke, durch welche die H~ilfte des 
normalen Widerstandes hervorgerufen wird. Der hSchste Schwe]lenwert 
wurde danach bei einer Blei-Wismutlegierung mit  35 Atom% Wismut- 
gehalt festgestellt. Mit Hilfe einer solchen Legierung kann man bei 3 o 
abs. schon Magnetfelder yon etwa 23 ooo Gaul3 ohne Auftreten yon 
JOuLEscher W~irme erzeugen. Dieser gfinstige Effekt  beruht einerseits 
darauf, dab der normale Sprungpunkt ohne Magnetfeld bei dieser Blei- 
Wismutlegierung verh~ltnism~13ig hoch, n~mlich bei 8,7o abs. liegt; 
andererseits ist die Neigung der SchweUenwert-Temperaturkurve zur 
Temperaturachse im Verhfiltnis zu der bei reinen Metallen sehr grol3. 
Stellt man diese Kurve in der Form 

H = a ( T s -  T) 

dar, wobei H der Schwellenwert bei der Temperatur  T, Ts tier normale 
Sprungpunkt ohne Magnetfeld und a eine Konstante ist, so erh~lt man 
z. B. fiir Zinn etwa a = 2o, fiir die Blei-Wismutlegierung mit  35 Atom% 
Bi aber etwa a = 4ooo. 

Einen Einflul3 auf die HShe des Sprungpunktes hat  nicht nur ein 
Magnetfeld, sondern auch eine mechanische Beanspruchung des Materials 
Nach Versuchen yon SlZOO, I~E HAAS U. KAMERLINGH ONNES (110, 111, 
113) erhSht eine elastische Dehnung in Richtung des Stromes den Sprung- 
punkt  ein wenig, wobei gleichzeitig der Restwiderstand etwas zunimmt. 
Eine allseitige Kompressiorl dagegen erniedrigt den Sprungpunkt etwas. 
Es handelt sich hierbei allerdings nur um geringe Betr~ige. Z .B .  er- 
niedrigt ein allseitiger Druck yon 300 kg/cm ~ den Sprungpunkt yon 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 16 
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Zinn nur um etwa ~/~ooO. Mit diesem Einflul3 der elastischen Dehnung 
hAngt vielleicht die ErhShung des Sprungpunktes zusammen, die MEISS- 
NER, FRANZ U. WESTERHOFF (86) bei einer Indium-Thalliumlegierung 
durch Unterkiihlung des Mischkristalls erzielen konnten, bei der auch 
starke innere Spannungen des Materials auftreten werden. 

Natiirlich kann man die Effekte eines Magnetfeldes und einer ela- 
stischen Dehnung kombinieren und erhAlt dann besonders komplizierte 
Verh~iltnisse (111), worauf bier aber nicht n~her eingegangen werde. 

5. V e r s u c h e  f i b e r  d a s  W e s e n  d e r  S u p r a l e i t f ~ i h i g k e i t .  

Gewisse Anhaltspunkte fiber das Wesen der Supraleitf~higkeit bieten 
ja schon die in den vorhergehenden Abschnitten besprochenen experi- 
mentellen Ergebnisse. Es sind aber im Laufe der Jahre auch eine ganze 
Reihe yon besonderen Versuchen angestellt worden, die das Ziel hat ten,  
die Natur  der Supra]eitf~ihigkeit aufzukl~ren. Es handelt sich dabei vor  
allem um die Frage, ob der supraleitende Strom nur eine Abart des ge- 
wShnlichen elektrischen Stromes ist oder ob es sich um ein ganz anderes 
Ph~inomen handelt. In dieser Beziehung war zun~ichst die Frage auf- 
zuwerfen, ob die Supraleitf~ihigkeit ein Voluraeneffekt oder ein Ober- 
fl~icheneffekt ist. DaB es sich unter Umst~inden um einen Vorgang in 
der Grenzschicht zwischen Leiter und Isolator handeln kSnnte, ist auch 
nach den modernen wellenmechanischen Anschauungen durchaus denk- 
bar. Um diese Frage zu entscheiden, wurden von MEISSNEI~ (74) Ver- 
suche angestellt, die sich an Versuche von KAMERLII~GI~ ONI~ES (96) an- 
schliel3en. Der Versuch von KAMERLINGH ONNES bestand in folgendem: 
Eine Stahlkapi]lare war mit Quecksilber gefiillt. Durch die Enden der 
Stahlkapillare wurde der Strom zugeffihrt und in das Quecksilber tauch- 
ten Platindr~ahte zur Potentialmessung. Es zeigte sich, dab in den 
meisten F~illen die Supraleitf~ihigkeit des Quecksilberfadens ebenso ein- 
trat,  wie wenn er in Glas eingeschmolzen war. In einigen Fiillen t ra t  abet  
nicht Supraleitf~higkeit ein, was KAMERLINGH ()NNES darauf schob, dab 
der Quecksilberfaden an einer Stelle unterbrochen war. Da nun aber  
Quecksilber Stahl nicht benetzt, so war bei diesen Versuchen immerhin 
die MSglichkeit vorhanden, dab eine Gashaut zwischen Stahl und Queck- 
silber geblieben war. KAMERLINGH ONNES hatte seine Versuche auch 
aus einem anderen Grunde, auf den gleich noch einzugehen ist, angestellt, 
nicht um zu zeigen, dab es sich um keinen OberflAcheneffekt handelt.  
Bei den Versuchen yon MEISSl~ER war ein Zinnfaden in einem Neusilber- 
rShrchen, das bis zu 1,2 o abs. herunter nicht supraleitend wird, ein- 
gescklossen, und es war dabei dafiir gesorgt, dab eine oberfl~ichliche 
Legierung zwischen dem Neusilber und dem Zinn stattfand. Das Zinn 
wurde ill dem NeusilberrShrchen supraleitend, gleich viel, ob die Poten-  
tialdr~hte am Zinn und die Stromdr~ihte am ~eusilber oder umgekehrt  
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angebracht waren. Analoge Versuche x mit Tantaldraht  ill einer Zinn- 
umhiillung und mit Blei in einer Zinnumhfillung hat ten ein entsprechen- 
des Ergebnis: In beiden Fallen t ra t  Supraleitf~higkeit schon am h6her 
gelegenen Sprungpunkt der beiden Substanzen ein, obgleich der Supra- 
leiter mit h6herem Sprungpunkt im Innern des Supraleiters mit nie- 
drigerem Sprungpunkt lag. Der beobachtete Sprungpunkt lag in den 
besprochenen F~Uen allerdings ein wenig niedriger als der des reinen 
Zinns usw., was aber zwanglos auf die oberfl~chliche Legierung zurfick- 
zufiihren ist. Man fiberzeugte sich auch ausdrficklich davon durch Auf- 
schneiden des Neusilberr6hrchens usw., dal3 wirklich eine innige Ver- 
bindung zwischen dem Zinn und dem Neusilber usw. stattgefunden hatte. 
Danach dfirfte es einwandfrei bewiesen sein, dab der supraleitende Strom 
nicht in einer Grenzschicht zwischen Supraleiter und Isolator fliel3t, dab 
es sich also um keinen ausgesprochenen Oberfl~cheneffekt handelt. Da- 
mit ist natfirlich keineswegs gesagt, dab der supraleitende Strom gleich- 
m~il3ig fiber den ganzen Querschnitt verteilt ist. Bei dem angestellten 
Versuch k6nnte er sehr wohl dicht an der Oberfl~iche des Metalles flieBen, 
~ihnlich wie es bei schnellen Wechselstr6men wegen des Skineffektes 
der Fall ist. 

Der Zweck, den KAMERLINGH ONNES im Gegensatz zu IV[EISSNER mit 
seinen Versuchen verfolgte, war fo]gender: Er  wollte feststellen, ob die 
den supraleitenden Strom tragenden Elektronen aus einem Supraleiter 
in einen Nichtsupraleiter iibertreten k6nnen. In letzterem Falle w~ire zu 
erwarten, dab in zwei parallel geschalteten, miteinander verbundenen 
Metatlen, von denen das eine supraleitend ist, das andere nicht, immer 
ein Widerstand vorhanden ist, da die Elektronen in dem Nichtsupra- 
leiter ja nicht widerstandslos weiterlaufen wfirden. Da die Versuche mit 
der Stahlkapillare aus den besprochenen Grfinden nicht eindeutig waren, 
verwandte KAMERLINGH ONNES noch ein Konstantanband, das er mit 
einer d/innen Schicht yon Zinn bedeckte. Auch hier t rat  v611ige Supra- 
leitfiihigkeit des Zinns ein. Dies ist in v611iger iJbereinstimmung mit dem 
Ergebnis der besprochenen Versuche yon MEISSNER. Man kann also aus 
den Versuchen yon KAMERLINGH ONNES und denen yon MEISSNER welter 
den SchluB ziehen, dab die den supraleitenden Strom tragenden Elek- 
tronen nicht aus dem Supraleiter in ein mit ihm innig verbundenes 
Metall treten k6nnen. 

Versuche von KAMERLINGH ONNES und TuYN (99, 118) zeigten abet 
noch welter, dab der supraleitende Strom aus der Bahn, die er einmal 
aus irgendeinem Grunde in dem Supraleiter eingenommen hat, solange 
derselbe supraleitend ist, nicht wieder entfernt werden kann. Der Ver- 
such bestand in folgendem (Abb. 19): In flfissigem Helium befand sich 

MEISSNER, W. : TAtigkeitsbericht der Phys.-Techn. Reichsanstal*. Z. In- 
strumentenkde 49, 166 (1929). 

16" 
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ein Bleiring und innerhalb desselben, konzentrisch zu ihm, eine Hohl-  
kugel aus Blei. Dieselbe war an einem Faden aufgeh~ingt, der zu einem 
Glasstab mit einem Spiegel und einer Torsionsfeder mit Torsionskopf 
ffihrte. In dem Bleiring und der Hohlkugel aus Blei, die sich in fliissigem 
Helium befanden, wurde auf folgende Weise ein supraleitender S t rom 
erzeugt: Mit HiKe eines Elektromagneten wurde ein ~iul3eres magne- 
tisches Feld hergestellt, dessen Richtung senkrecht zur Ebene des t3lei- 
ringes war. Das Feld war zun~ichst so stark, dal3 die Supraleitf~higkeit 

orsio~f ~ 
Fe~skr~ l~mkasf~#er 

SPl~elschutzrohr ~ 6"laura6 

aas 81¢l . lll .dldr/nf 

Abb. x 9. Unverschiebbarkeit  des 
Stromes in supraleltender Kugel- 

schale. 

des Bleies vernichtet wurde. Bei dem Aus- 
schalten des Feldes und Untersehreiten des 
Schwellenwertes entsteht in dem Bleiring und 
in der Hohlkugel aus Blei sodann ein supra- 
leitender Strom, der dauernd bestehen bleibt, 
so]ange die SupraleitfAhigkeit des Bleies vor- 
handen ist. Nach der HersteUung der Dauer-  
str6me wurde die innere Bleikugel mit HiKe 
der Torsionsfeder um einen gewissen Winkel 
gedreht und nunmehr mit Hilfe des am Ge- 
hiinge befind]ichen Spiegels mit Fernrohr  
und Skala beobachtet, ob ein Zurfickgehen 
des anf~inglichen Ausschlages stattfindet.  
Nach einer anf~inglichen kleinen Anderung 
blieb der Ausschlag innerhalb der m6glichen 
Beobachtungsfehler konstant, solange ]31ei- 
ring und Bleihohlkugel von flfissigem Helium 
umgeben, solange sie also supraleitend waren. 
Die anfiingliche Anderung h~ingt dam_it zu- 
sammen, dab der Widerstand beim Sinken 
des Magnetfeldes am SchweUenwert nicht  
pl6tzlich und in Ring und Hohlkugel nicht 
gleichzeitig verschwindet (118, 68). Die Beob- 
achtung wurde 6 Stunden lang durchgefiihrt. 
Erst  nach dem Verdampfen des fltissigen 
Heliums ~inderte sich der Ausschlag be- 

tr~ichtlich. Dies zeigt, dab dauernd zwischen Bleiring und Hohlkugel 
aus Blei, also zwischen den beiden in ihnen induzierten Str6men, eine 
erhebliche Kraftwirkung vorhanden war. Diese Kraftvdrkung w~ire un- 
m6glich, wenn die Strombahnen im Innern der Bleihohlkugel ver- 
sehiebbar w~iren. Der Versuch zeigte also eindeutig, dab der supra- 
leitende Strom im wesentlichen an die Bahn, die er einmal eingenommen 
hat, gebunden bleibt, solange er fiberhaupt fliel3t. H .A .  LORENTZ (69) 
leitete aus diesen Versuehen auch theoretisch ab, dab der supraleitende 
Strom nicht yon freien Elektronen getragen sein k6nnte, sondern dab 
eine von KAMERLINGK 0NNES (96, 98, 99), DE HAAS (15, 16) und EIN- 
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STEIN (8) entwickelte Hypothese zutreffend sein mfiBte, nach der die 
den supraleitenden Strom tragenden Elektronen in Quantenbahnen von 
Atom zu Atom fibergehen. Allerdings waren diese Betrachtungen yon 
KAMERLINGH ONNES, DE HAAS und EINSTEIN rein qualitativ. Rech- 
nungen von I~RETSCHMANN (50, 51) ffihrten umgekehrt  zu dem Resultat ,  
dab in einem Supra]eiter auch ein Strom yon freien Elektronen nicht 
merklich verschiebbar sein mfiBte. Da aber sowohl die Rechnungen von 
H. A. LORENTZ wie die yon KRETSCHMANN noch auf Massischer Grund- 
1age durchgeffihrt sind, yon I~RETSCHMANN allerdings unter Hinzu- 
nahme quantenm~Biger Deutung, kann man wohl die Schlfisse von H.  A. 
LORENTZ und yon KRETSCHMANN nicht mehr Ms bindend ansehen. 

Als Tatsache bleibt aber jedenfalls bestehen, dab der supraleitende 
Strom im Supraleiter dutch magnetische Kr~fte nicht merklich ver- 
schiebbar ist. Damit  in t3bereinstimmung ist, daft in Supraleitern kein 
Halleffekt auftrit t  (103). 

Durch einen den beschriebenen Versuchen ganz analogen, bei dem 
nur s ta t t  der inneren Hohlkugel aus Blei ein zweiter Bleiring verwandt  
wurde, hat te  KAMERLINGH ONNES schon frfiher gezeigt (98), dab der 
Restwiderstand im Blei bei 4,2 o abs. kleiner als Io -~" yon dem bei 
Zimmertemperatur  ist. Die Versuche ergaben ja eine untere Grenze ffir 
die Relaxationszeit. Bei Berficksichtigung der Selbstinduktion des 
Stromkreises konnte man die obere Grenze des Widerstandes aus den 
Versuchen berechnen. Der Weft  von IO - ' 2  Ro ist aber eben nur eine 
obere Grenze. Ob doch noch ein Restwiderstand nachweisbar ist in einem 
Supraleiter, k6nnen erst weitere Versuche, vielleicht Messungen fiber 
den Temperaturanstieg in einem adiabatisch abgeschlossenen, vom 
Strom durchflossenen Supraleiter ergeben. Doch dfirften solche Mes- 
sungen vorl~ufig nicht von besonderer Wichtigkeit sein, da ein Wider- 
stand, der kleiner als IO-  ~ Ro ist, nicht nur praktisch, sondern auch ffir 
jede theoretische Betrachtung wohl zu vernachl~issigen ist. Man kann 
es vorl~ufig so ansehen, dab der Widerstand im supraleitenden Zustand 
wirklich Null ist. ~lbrigens trifft dies auch ffir den Widerstand dicht 
unterhalb des Sprungpunktes zu: Messungen yon MEISSNER (88), bei 
denen der Widerstand allerdings nur in der gew6hnlichen Weise mit  
Hilfe eines Kompensationsapparates best immt wurde, zeigten, dab der 
Widerstand von Blei dicht unterhalb des Sprungpunktes jedenfalls 
kleiner als lO -9  Ro ist. 

Aus dem vorstehenden geht schon hervor, dab beim Eintr i t t  der 
Supraleitf~higkeit nicht nur, wie KAPITZA (44, 45) vermutete,  der Rest-  
widerstand sondern auch der temperaturabh~ngige Widerstand ver- 
schwindet. Denn der temperaturabh~tngige Widerstand mu8 ftir Blei 
mit  Rficksicht auf seine niedrige charakteristische Temperatur ,  falls es 
nicht supraleitend wfirde, bei 7 o und auch noch bei 4,20 abs. einen durch- 
aus meBbaren Betrag haben, wie auch GRONEISEN betonte (14). 7 o abs. 
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ist ftir Blei dasselbe wie 270 abs. fiir Kupfer.  Es ist aber auch mSglich, 
direkt die Gr6Be des temperaturabh/ingigen Widerstandes, den Blei 
unterhalb des Sprungpunktes h~tte, falls es nicht supraleitend wtirde, 
zu bestimmen, wie MEISSNER (81) zeigte. E r  untersuchte den Wider-  
s tand yon Blei unterhMb des Sprungpunktes in Abh/ingigkeit von dem 
Magnetfeld. Extrapoliert  man die so erhaltenen Isothermen auf die 
Feldst/irke o, so erh/ilt man offenbar den Weft  des Widerstandes, tier 
ohne Magnetfeld und ohne den Eintr i t t  der Supraleitf/ihigkeit bei der 
betreffenden Temperatur  beim Feld o vorhanden w/ire. Diese so ge- 
fundenen Widerstandswerte liegen auf einer Kurve, die sich den normalen 
Widerstandswerten fiir Temperaturen oberhalb des Sprungpunktes  
durchaus anschliel3t. Extrapoliert  man die so erhaltene Tempera tu r -  
widerstandskurve bis zur absoluten Temperatur  T = o, so erh/ilt m a n  
den Restwiderstand des untersuchten Bleies, wie er bei T = o ohne den 
Eintr i t t  der Supraleitf/ihigkeit vorhanden w/ire. Das untersuchte, auBer- 
ordentlich reine Blei hatte hiernach nur einen Restwiderstand yon 1,5. 
IO-  4 Ro, w/ihrend der temperaturabh~ngige Widerstand dicht unterhalb 
des Sprungpunktes (nach Abzug des Restwiderstandes) 6,0. lO -4 Ro war, 
also viermal so groB wie der Restwiderstand. Nach all diesem kann  es 
keinem Zweifel unterliegen, dab beim Eintr i t t  der Supraleitf/ihigkeit 
nicht nut  der Restwiderstand, sondern auch der temperaturabh/ingige 
Widerstand des idealen Metalls sprunghaft verschwindet. 

Stellt man sich auf den Standpunkt,  dal3 der supraleitende Strom yon 
Elektronen getragen wird, die in Quantenbahnen von Atom zu A tom 
iibergehen, so 1/il3t sich, wie KRETSCHMANN (50) zeigte, eine obere Grenze 
ftir die Gr6Be des supraleitenden Stromes angeben, die er auf jeden Fal l  
mindestens haben muB, sofern die Umlaufgeschwindigkeit der Elektronen 
im festen KSrper ungef/ihr dieselbe wie beim freien Metallatom ist. 
Ein einzelner Stromfaden, der yon derartigen in Quantenbahnen ver-  
laufenden Elektronen gebildet wird, muB dann, wie KRETSCHMANN zeigte, 
mindestens 0,3 Milliampere Strom mit  sich fiihren, und zwar gilt dies 
offenbar auch dann, wenn der Strom nicht parallel zur Drahtachse oder  
dergleichen, sondern zickzackfSrmig im Draht  verl/iuft. Noch kleinere 
StrSme sind nut  in dem Fall mSglich, dab der Strom diskontinuierlich 
flieBt, d .h .  abreiBt, wieder ansetzt am Supraleiter usw. In einem ge- 
wShnlichen Galvanometer kann man das nicht merken, da die Strom- 
stSBe zu schnell aufeinander folgen. MEISSNEI~ U. AI)ELSBEI~GEI~ (71) 
haben abet  versucht, mit  Hilfe yon ElektronenrShrenverst/irkern 
solche DiskontinuitAten aus SpannungsAnderungen am Supraleiter auf- 
zudecken. Bei diesen Messungen fiihrten yon den Enden des Supra-  
leiters Dr/ihte zu einem Verst/irker, mit  dem ein Detektorkreis mit  hoch- 
empfindlichem Kugelpanzergalvanometer gekoppelt war. Die Anord- 
nung wurde so variiert, dal3 sowohl langsame wie auBerordentlich schnelte 
Schwingungen oder Stromst5Be bat ten nachgewiesen werden k6nnen. 
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Der Ausschlag des Panzergalvanometers ~nderte sich abet nicht, ob gar 
keiner, ein sehr kleiner oder ein gr613erer Strom durch den Supraleiter 
flo13. Dieser Versuch zeigt also, dab die supraleitenden Elektronen, falls 
sie in Quantenbahnen sich bewegen, in ihnen jedenfalls viel kleinere 
Geschwindigkeiten haben als beim freien Atom, so dab von normalen 
Quantenbahnen keine Rede mehr sein kann. 

In lJbereinstimmung hiermit ist das Ergebnis yon Versuchen, die 
HOLM u. MEISSNER (41, 42) tiber den Kontaktwiderstand zwischen 
Supraleitern anstellten. Wiire ein supraleitender Kontakt  zwischen zwei 
verschiedenen Supraleitern m6glich, so wtirde dies, wie EINSTEIN (8) 
betonte, eine wesentliche Schwierigkeit ftir die Vorstellung bedeuten, 
dab der supraleitende Strom yon Elektronen gebildet wird, die in Quan- 
tenbahnen verlaufen. Nun hatte KAMZRLING~I ONNES (97) schon gezeigt, 
dab man einen supraleitenden Stromschltissel aus Bleikontakten her- 
stellen kann. Es war hierbei aber nicht sicher, ob nicht dock eine Ver- 
schweil3ung der beiden Kontaktstticke stattgefunden hat; ferner war 
nicht untersucht worden, ob der Kontakt  die charakteristischen Eigen- 
schaften eines Supraleiters wirklich besitzt. Auch tiber Kontakte zwi- 
schen zwei verschiedenen Supraleitern sind in Leiden von TuYN (118) 
Versuche angestellt worden: Es wurden Dauerstrhme hergestellt ill 
einem Ring, der aus Stricken yon Blei und Zinn zusammengesetzt war. 
Doch ist dieser Versuch in zweierlei Hinsicht auch nach Ansicht TuYNs 
nicht bindend. Einerseits waren die Blei-Zinnstticke miteinander ver- 
schmolzen, und wie welter oben dargelegt wurde, werden ja Legierungen 
zwischen Blei nnd Zinn ohne weiteres supraleitend. Andererseits k6nnte 
der Dauerstrom auch dadurch zustande kommen, dab in den einzelnen 
Teilen des Ringes geschlossene Strhme vorhanden sind. Auch in einem 
aufgeschnittenen Ring warden Dauerstrhme konstatiert. Die Versuche 
yon HOLM u. MEISSNER nun waxrden mit Kontakten angestellt, die 
w~ihrend der Messung gegeneinander verschiebbar waren, so dab eine 
Verschweil3ung, die zufolge ,,Fritterung" auch bei verhiiltnism~13ig 
ldeinen Strhmen durchaus mhglich ist, sicher nicht vorlag. Ferner wurde 
die Supraleitf~ihigkeit der Kontakte in Bezug auf ihre Abh~ingigkeit von 
Strombelastung usw. untersucht. Es ergab sich, dab nicht nur Kontakte 
zwischen gleichen Supraleitern, sondern auch solche zwischen ver- 
schiedenen Supraleitern supraleitend werden und alle Eigenschaften eines 
Supraleiters haben. Beim Eintri t t  der Supraleitf~ihigkeit verschwindet 
nicht nur der Ausbreitungswiderstand in den beiden Kontaktmetallen, 
sondern auch der iJbergangswiderstand, der erheblich grhl3er ist als der 
Ausbreitungswiderstand und vermutlich durch eine sehr dtinne Gashaut 
oder dergleichen, nicht durch Oxyd, gebildet ~ r d .  Der Sprung zur 
Supraleitf~higkeit erfolgt bei der Temperatur, bei der das Kontaktmetall 
mit niedrigerem Sprungpunkt supraleitend wird. Die Abh~ingigkeit yon 
Strombelastung und Magnetfeld ist genau so wie bei einem gewShnlichen 
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Supraleiter vorhanden. Es darf danach als feststehend angesehen werden, 
dab auch Kontakte zwischen zwei verschiedenen Supraleitern ohne Ver- 
schmelzung wirklich supraleitend werden, trotz einer vorhandenen 
iJbergangsschicht, die allerdings vielleicht als ein Mischkristall zwischen 
einer Gasphase und dem reinen Metall anzusehen ist. Aber auch diese 
Versuche sprechen jedenfalls dagegen, dab die supraleitenden Elektronen 
in normalen Quantenbahnen von einem Atom zum anderen Atom tiber- 
gehen. 

Andererseits scheinen es auch nicht freie Elektronen im gewfhnlichen 
Sinne zu sein, die den supraleitenden Strom tragen. Versuche von  
McLENNAN, MCLEOD u. WILHELM (63) zeigten schon, dab schnelle 
Elektronen (/~-Strahlen) durch supraleitende Bleifolien nicht hindurch- 
gehen. Dies war nun auch kaum zu erwarten, da derartig schnelle Elek- 
tronen nach ihrem Eintrit t  im Innern iedenfalls Geschwindigkeiten haben, 
die sehr viel grfl3er als die der Leitungselektronen sind. Diese schnellen 
Elektronen werden sich daher ganz anders verhalten als die Elektronen, 
die den supraleitenden Strom tragen. Aber MEISSNER U. STEINER (90) 
stellten Versuche mit sehr langsamen Elektronen an, die auf eine supra- 
leitende Zinnfolie fielen, und zwar konnte ihre Geschwindigkeit his auf  
Null herabgesetzt werden. Allerdings haben diese Elektronen nach ihrem 
Eintr i t t  ins Innere immer noch mindestens Geschwilldigkeiten, die der 
Austrittsarbeit der Elektronen, wie sie aus der Gliihemission erschlossen 
wird, plus dem inneren Gitterp0tential entspricht, und eine derartige 
Geschwindigkeit haben nach den modernen Elektronentheorien nach 
SOMMERFELD, BLOCK und NORI)HZlM auch bei Berticksichtigung des 
Einflusses tier Metallatome im Innem des Metatls nut  sehr wenige yon  
den vorhandenen Leitungselektronen. MEISSNER U. STEINER konnten 
aber ]edenfalls einwandfrei zeigen, dab Elektronen mit Geschwindig- 
keiten dieser GrfBenordnung die supraleitende Zinnfolie nicht durch- 
setzen, u~ld es ist danach immerhin unwakrscheinlich, dab die den supra- 
leitenden Strom tragenden Elektronen sich ganz ~ihnlich bewegen wie 
die freien Elektronen, die nach den modernen Elektronentheorien fiir 
den gewfhnlichen Strom verantwortlich gemacht werden. 

iJber die ftir die Natur des supraleitenden Stromes sehr wesentliche 
Frage der Verteilung des Stroms tiber den Querschnitt liegen so gut wie 
gar keine Versuche vor. In Nr. 3 wurde schon erw~ihnt, dab die Form 
der lJbergangskurve zur Supraleitf~ihigkeit genau dieselbe ist, ob man 
vom nichtsupraleitenden Zustand zum supraleitenden durch Temperatur-  
erniedrigung iibergeht oder umgekehrt, auch wenn man inzwischen den 
Strom unterbrochen hat. Dies zeigt offenbar, dal3 die Stromvertei]ung 
in beiden Fallen dieselbe ist und daB, wenn tiberhaupt ein mel3barer 
Widerstand vorhanden ist, der Strom sich wie bei einem gewfhnlichen 
Gleichstrom fiber den Querschnitt verteilt, auch wenn man vom Zustand 
der Supraleitfiihigkeit ausgeht. Dies besagt abet noch nicht, dab auch 
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im supraleitenden Zustand dieselbe Verteilung vorhanden ist, selbst wenn 
man vom nichtsupraleitenden Zustand ausgeht. Eins mug aber auf 
jeden Fall erffiilt sein: Bei einer ~nderung der Stromverteilung mug die 
vorhandene magnetische Energie des supraleitenden Stromes unvefitndert 
bleiben, wenn man von Ausstrahlung absieht, da keine andere M6glich- 
keit zur Vernichtung dieser Energie vorhanden ist. Dieser Satz wird 
sehr drastisch erlliutert durch Versuche yon SlZOO fiber die Strom- 
verteilung in parallel geschalteten Supraleitern (110). Dieselben waren 
folgendermaBen angesteltt (Abb. 20): Ins flfissigen Helium waren zwei 
Rechtecke aus Zinndraht (in Wirklichkeit genau gleich grog) yon 0,24 
bzw. 0,49 mm Durchmesser parallel zueinander geschaltet, jedoch 
derart ,  dab sie entgegengesetzt vom Strom durchflossen wurden. 
Aus dem fliissigen Helium Itihrten zwei Stromzufiihrungen heraus; 
die in Abb. 2o gezeichnete Magnetnadel zeigte das insgesamt ent- 
stehende magnetische Feld an, das der Differenz der beiden Str6me 
in den beiden Rechtecken proportional ist. Folgendes tr i t t  nun ein: 

I. Oberhalb des Sprungpunktes gibt die Magnet- 
nadel, wie es sein mug, einen Ausschlag, der dem 
Unterschied der parallel und entgegengesetzt fliegen- 
den Str6me entspricht. 

2. Wird die Temperatur unter den Sprungpunkt 
erniedrigt, so ~indert sieh der Nadelausschlag, also 
die Stromverteilung in den beiden parallel geschal- 

II I~ oa~ 

Abb. ~o. Srromverteilung 

teten Dr~ihten nicht, in parallel geschaheten 
Zinndriihten° 

3- Wird nunmehr der Strom auBen unterbrochen, 
so ~tndert sich der Ausschlag der Nadel wiederum nicht. Der Strom mug 
jetzt aber in den beiden Rechtecken im gleichen Sinne flieBen, also in 
einem yon ihnen umkehren. Er  mug gleich I/2 (I~---/2) sein, wenn I~ und 
I2 die Str6me in den beidenRechtecken vor der Stromunterbrechungwaren. 

4- Schaltet man den Strom erst unterhalb der Sprungtemperatur ein, 
so erh~lt die Nadel fiberhaupt keinen Ausschlag. 

5. Erh6ht man sodann die Temperatur fiber den Sprungpunkt, so 
bekommt die Nadel den normalerweise zu erwartenden Ausschlag. 

All dies erld~rt sich im wesentlichen zwanglos daraus, dab bei supra- 
leitenden Str6men die Energie des einmal vorhandenen magnetischen 
Feldes bestehen bleiben mug. Beim 4. Versuch kommt hinzu, dab das 
geringste entstehende Feld den einen Strom schw~icht, den entgegen- 
gesetzt gerichteten verst~irkt, so dab automatisch diejenige Stromver- 
teilung, bei der das resultierende Feld Null ist, hergestellt wird. 

Versuche von McLEI~NAN, BURTON, PITT u. WILHELS~ (52, 53, 60), sowie 
von SILSBEE, SKOTT, COOK U. BRICI~'~mDDE (109) zeigen ferner, dab die 
Supraleitf~higkeit bei Wechselstr6men bis zu einer Frequenz yon fiber 
I ooo ooo Hertz erhalten bleibt. Es scheint dabei eine geringe Erniedrigung 
desSpruugpunktes stattzufinden,derenGriinde noch nicht v61liggeklgxt shad. 
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Ffir die Natur der Supraleitf~higkeit ist welter ~uBerst wesentlich 
die Frage, ob andere physikalische Eigenschaften beim tJbergang zur 
Supraleitf~higkeit ebenfalls einen Sprung erleiden. Nach allen bisher 
vorliegenden Untersuchungen trifft dies bei keiner physikalischen Eigen- 
schaft zu, was die Supraleitf~higkeit besonders r~tselhaft erscheinen 
1ABt. Untersucht wurden yon DE HAAS U. KINOSI~ITA der Torsions- 
modul (27), von KAMERLINGH ONNES U. KEESOM die Gitterkonstante 
(99, 48), yon KAMERLINGH ONNES U. HOLST (102), sowie yon DE HAAS U. 
BREMMER (25) die W~rmeleitf~higkeit, von McLENNAN, ALLEN u. WIL- 
HELM (58) die W~irmeausdehnung und die Magnetostriktion, von KXE- 
SOM U. VAN DEN ENDE (47) sowie  v o n  MENDELSOHN U. SIMON (92) die 
spezifische W~irme, von MEISSNER U. STEINER (90) die Austrittsarbeit  
der Elektronen, yon MCLENNAN, HUNTER U. McLEOI) (62) die photo-  
elektrische Emission, yon BORELIUS, KEESOM, JOHANSSON und LINDE 
(la) Thermokraft  und TI~oMSON-Effekt. Man sieht hieraus, wie tief ins 
Wesen des Metalls man eindringen mul3, um der Na[ur der Supraleit- 
fithigkeit auf die Spur zu kommen. 

Ein wesentlicher positiver Anhalt, den diese aufgeffihrten Versuche 
fiber andere physikalische Eigenschaften am Sprungpunkt bieten, scheint 
folgender zu sein: Nach den erw~thnten Versuchen yon DE HAAS U. 
BREMMER (25) erleidet die W~trmeleitfAhigkeit am Sprungpunkt zwar 
keinen Sprung, doch zeigt sich folgendes: Dutch ein Magnetfeld wird 
unterhalb der Sprungtemperatur die W~rmeleitf~higkeit bei kleinen 
Feldst~rken zun~chst nicht beeinflul3t. Steigert man aber das ~ul3ere 
Magnetfeld so welt (immer unterhalb der Sprungtemperatur), dab die 
Supraleitfithigkeit verschwindet, so steigt die W~rmeleitf~thigkeit be- 
tr~chtlich an, w~thrend sie oberhalb der Sprungtemperatur durch ein 
Magnetfeld ein wenig erniedrigt wird. Am Sprungpunkt ist der Einflul3 
des Magnetfeldes verschwindend klein; er w~ichst mit sinkender Tem-  
peratur. Auf diese FeststeUung, die offenbar sehr bedeutungsvoll ist, 
wird im n~chsten Abschnitt noch zurtickzukommen sein. 

Ferner ist es nach den Versuchen yon BORELIUS, KEESOM, JOHANS- 
SON und LINDE (la) wahrscheinlich, dai3 Thermokraft  und Thomson- 
effekt in Blei oberhalb des Sprungpunktes ziemlich rasch, wenn auch 
nicht sprunghaft, auf null abfallen. DaB die Thermokraft  in Supra- 
leitem null ist, hatte schon frtiher MEISSNER (73) festgestetlt. 

In Chaflottenburg sind Versuche in Vorbereitung, um die IntensitXts- 
verteilung der Linien yon R6ntgenogrammen fiir Supraleiter sowie den 
kontinuierlichen Untergrund oberhalb und unterhalb des Sprungpunktes 
zu untersuchen. Man hofft so feststellen zu k6nnen, ob die Verteilung 
der Elektronen im Metall sich bei der Sprungtemperatur Andert. 
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6. S c h l u l ~ f o l g e r u n g e n  b e z t i g l i c h  d e s  W e s e n s  d e r  

S u p r a l e i t f ~ i h i g k e i t  u n d  A n s ~ i t z e  z u  e i n e r  T h e o r i e  

d e r s e l b e n .  

Fragt man sich ganz allgemein, auf welche Weise die Supraleitf/ihig- 
keit vom elektronentheoretischen Standpunkt aus zustande kommen 
kann, so liegen offenbar zwei M6glichkeiten vor: 

I. Der supraleitende Strom wird yon denselben E1ektronen getragen, 
die oberhalb der Sprungtemperatur den gew6hnlichen Leitungsstrom 
bewerkstelligen, oder yon einem Teil derselben. Bei Eintri t t  der Supra- 
leitf/ihigkeit wird die Str6mung dieser gew6hnlichen Leitungselektronen 
eine derartige, dab der Zuwachs an kinetischer Energie, die sie durch 
ein/iuBeres elektrisches Feld erhalten wiirden, nicht mehr an die Atome 
abgegeben werden kann, so dab zwischen den Enden des Supraleiters 
die Potentialdifferenz o herrscht. Die Str6mung muB auBerdem derart 
werden, dab der supraleitende Strom im Metall nicht verschiebbar ist. 
Dariiber, wie die Energieabgabe an das Atom im einzelnen erfolgt, ob 
dabei ein Austausch der Leitungselektronen mit den an das Atom, das 
Molekiil oder den KristaU gebundenen Elektronen erfolgt oder nicht.. 
braucht dabei noch nichts festgelegt zu werden. Ein solcher Austausch 
kann auch noch im supraleitenden Zustand in Betracht gezogen werden. 
Wesentlich ist nur, dab im supraleitenden Zustand keine Energieabgabe 
yon den beweglichen Elektronen an das Atomgitter m6glich ist. 

2. Bei Eintri t t  der Supraleitf/ihigkeit werden neue Elektronen wirksam, 
die etwa yon den Atomresten bzw. dem ganzen Kristall neu abgegeben 
werden und die widerstandslose und unverschiebbare Str6mung bewirken. 

Durch diesen supraleitenden Strom wird der gew6hnliche, oberhalb 
des Sprungpunktes wirksame Leitungsstrom kurzgeschlossen, so dab er 
ffir die Elektrizit/itsleitung bedeutungslos wird. 

Diese zweite M6glichkeit entspricht etwa tier Anschauung, zu der 
GRONEISEN dutch das Gesetz der isothermen Geraden gefiihrt wurde (13). 

In beiden F~iUen diirfen die in Mischkristallen vorhandenen Fremd- 
atome, die ftir den gew6hnlichen Leitungsstrom auch beim absoluten 
NuUpunkt einen Widerstand bewirken, den Supraleitstrom prinzipiell 
nicht unm6glich machen. F/Jr die Er6rterung dieses letzten Punktes 
genfigt es offenbar, das Metal1 in seinem Zustand am absoluten NuUpunkt 
zu betrachten. 

Fiir die erste Auffassung liegt wohl eine grol3e Schwierigkeit darin, 
dab der thermische Widerstand sich am Sprungpunkt nicht /~ndert. 
Wenn die gew6hnlichen Leitungselektronen unterhalb des Sprungpunktes 
keine kinetische Energie auf das Kristallgitter mehr iibertragen k6nnen, 
so k6nnen sie ja auch offenbar die W/irme von Punkten h6herer Tempe- 
ra tur  zu solchen niedrigerer Temperatur nicht transportieren. Nach ahem, 
was wir wissen, kann es aber keinem Zweifel unterliegen, dab zum min- 
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desten bei den guten metallischen Leitern der W~rmetransport in der 
Hauptsache yon denselben E]ektronen bewirkt wird, die den E]ektrizi- 
t~tstransport bewerkstelligen. Es w~re also entgegen dem experimen- 
tellen Befund am Sprungpunkt ein Sprung der W~rmeleitf~higkeit zu  
erwarten. Nach den beschriebenen Versuchen yon DE HAAS u. ~RE~- 
~ER steigt der thermische Widerstand allerdings unterhalb des Sprung- 
punktes wieder allm~hlich betr~chtlich an, aber eben ohne dal3 ein 
Sprung erfolgt. Der al]m~hliche starke Anstieg kann sehr wohl auf Ver- 
unreinigungen beruhen, wortiber noch weitere Versuche Aufsc~ul3 geben 
mfissen. Er  setzt auch schon etwas oberhalb der Sprungtemperatur ein. 
Um also der Schwierigkeit betreffs der W~rmeleitf~higkeit zu entgehen, 
mi~13te man bei der ersten in Betracht gezogenen M6glichkeit annehmen, 
dab nur ein sehr kleiner Teil der gew6hnlichen Leitungselektronen am 
Sprungpunkt supraleitend wird. 

Bei der zweiten aufgefiihrten M6glichkeit besteht die besprochene 
Schwierigkeit nicht, da die gewShnlichen Leitungselektronen auch ohne 
Elektrizit~tstransport W~rme fibertragen. Es entsteht aber die Frage, 
warum die am Sprungpunkt in Wirksamkeit tretenden Elektronen sich 
anders verhalten als die oberhalb des Sprungpunktes die Elektrizit~ts- 
leitung bewerkstelligenden Elektronen. Eine M6glichkeit, dies zu er- 
kl~ren, ist vie]leicht die folgende: Die neu in T~tigkeit tretenden Elek- 
tronen (Supraleitelektronen) sind nicht im selben Sinne als freie auf- 
zufassen wie die gew6hnlichen Leitungselektronen, sondern es handelt  
sich bei ihnen um Elektronen, die noch dem Kristallgitter zuzuordnen 
sind, sich aber am Sprungpunkt gewissermaBen im labiten Gleichgewicht 
befinden, so dab sie dutch die geringste ~uBere elektrische Kraft yon 
einem Atom zum anderen Atom transportiert  werden k6nnen. Um dem 
Einwand yon KRETSCHMANN Rechnung zu tragen, muB dabei an- 
genommen werden, dab sie ohne ~ul3ere elektrische Kraft  unterhalb 
des Sprungpunktes im MetaL[ nahezu ruhen, also vielleicht ein Elek- 
tronengitter bilden, wie es besonders von F. A. LINDEMANN U. HABER 
in Betracht gezogen w~rde. Oberhalb des Sprungpunktes k6nnen die 
Supraleitelektronen Quantenbahnen im Kristallgitter ausfiihren. Selt- 
sam bleibt dabei, dab der labile Zustafid unterhalb des Sprungpunktes 
his zum absoluten Nullpnnkt hin bestehen bleibt, denn z. B. beim Blei 
sind die W~rmeschwingungen ja beim Sprungpunkt noch keineswegs 
abgeklungen. Es finden unterha]b des letzteren noch merkliche Ande- 
rungen der Atomelongation, der Gitterkonstante usw. start. Ferner 
muB erkl~rt werden, warum die Supraleitelektronen, falls sie str6men, 
dutch ein Magnetfeld nicht aus ihrer Bahn abgelenkt werden kSnnen. 
Besonders schwierig erscheint zun~chst das VerstAndnis der Supraleit- 
f~higkeit von Mischkristallen. 

Ffir die zweite Anschauung spricht abet vielleicht folgendes: 
Betrachtet  man die Tabelle I, so sieht man, dab unter dell bisher 
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aufgefundenen Supraleitern kein EIement ist, bei dem im freien Atom- 
zustand auBer einem Valenzelektron, welches ja die gewShnliche elek- 
trische Leitung zu iibernehmen h~tte, nur eine yoU ausgefiillte E]ektro- 
nenschale an der Oberfl~tche des Atoms vorhanden ist. Bei derartigen 
Elementen w~ire es zum mindesten schwierig, sich vorzustellen, dab 
am Sprungpunkt noch weitere Elektronen fiir die elektrische Leitung 
wirksam werden sollten. Man kann zwar zun~chst einwenden, dab unsere 
Kenntnis fiber die Elektronenanordnung sich nut  auf die freien Atome, 
nicht die Atome im Verband des festen KSrpers bezieht. Doch haben 
insbesondere die Untersuchungen y o n  H U M E - R O T H E R Y  x in dieser Be- 
ziehung schon erheblich weiter geftihrt, nAmlich folgendes gezeigt: Es 
besteht ein Zusammenhang zwischen dem Abstand d der im festen 
KSrper einander n~ichstliegenden Atome, der Hauptquantenzahl  n der 
~iul3ersten, voll ausgeffillten Elektronenschale des freien Atoms und der 
Grenzfrequenz v, die der Entfernung eines Elektrons aus der auBersten, 
roll  aufgeffillten Schale des freien Atoms entspricht. 

Is t  R die Rydbergkonstante und z die Atomnummer,  so ist einerseits 

r / R  = (bz)Y, 
andererseits 

d/n  = I / (az)  ~,. 

Geht man nun mit z in einer, z. B. der 3. Periode v o n d e r  Ia -Gruppe  
aus, so ist zun~chst ftir die ersten Gruppen y = 2 x. Wird eine ~ul3erste 
Achterschale weiter aufgeftillt, so ~tndert sich der Wef t  yon y. Der Weft  
yon x aber ~tndert sich bei einem anderen Wert  yon z, offenbar ein Zei- 
chen, dab im festen K6rper das Aufftillen der AchterschaIe bei einem 
anderen z-Wert beginnt, als beim freien Atom, und die AchterschaIe ist 
danach maBgebend fiir die gesetzm~iBige Anderung der Gr6Be von d° 
W~ichst z in der ursprfingllchen Achterschale mit  fortlaufendem z um 
je I ,  so gibt es auch im Metall von gewissen z-Werten an Stellen, wo wieder 
y = 2 x ist (mit anderen Werten von y als in den ersten Gruppen), so 
dab hier wohl der Aufbau der Schale beim Metall derselbe ist wie beim 
freien Atom. Diese Zusammenh~nge zwischen v und d hat  HUMX- 
ROTI~EI~Y fiir die a-Gruppen der 3- und 4. Periode aufgefunden. Ferner 
ist in den ersten Gruppen der ersten Periode x = I ,  in denen der 2. Peri- 
ode x = 2 usw. bis x -- 4. Beim Fortschreiten in den Gruppen ist x his 
zur 6. Gruppe nahezu gleich ~/3. Auch in den b-Gruppen gilt dies an- 
niihernd. Diese Zusammenh~inge sind empirisch noch nicht restlos er- 
forscht, und ihre theoretische Erkl~trung ist dunkel; abet  die aufgefunde- 
nen Gesetzm~13igkeiten lassen zweifellos Schltisse auf die Elektronen- 
anordnung im festen Zustand zu. In  Tabelle I sind die so erhaltenen 
Zahlen ftir die in der K,- L-, M-Schale vorhandenen EIektronen unter 

x HUME-ROTHEI~Y: The metallic state, Oxford 1931. Philosophic. Mag. 
9, 65 (193o); xz, 649 (1931). 
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die fiir das freie Atom nach HUNDX geltenden eingetragen, so gut dies 
m6glich ist. Wo die Unsicherheit sehr groB ist, ist ein Fragezeichen hin- 
zugeffigt. In Tabelle I sind ferner beim Kristallsystem die Koordins_- 
tionszahlen angegeben, die besagen, wieviel der ein Atom umgebenden 
Atome den ldeinsten gleichen Abstand haben; eine zweite in Klammern 
zugeffigte Zahl bedeutet die Zahl der in etwas gr6Berer, aber unterein- 
ander gleicher Entfernung vorhandenen Atome. 

Aus Tabelle I ist nun ersichtlich, dab bei allen Supraleitern mehr als 
ein Valenzelektron vorhanden ist, dab "also bei ibm mehr als ein Elektron 
auBerhalb der ~tuBersten gut ausgebildeten Elektronenschale sich be- 
finden. HUME-ROTHERY nimmt an, dab in den a-Gruppen all diese 
Valenzelektronen frei sind. Doch ist diese Annahme wohl nicht n6tig;  
es genfigt, dab diese Valenzelektronen nicht mehr den einzelnen Atomen 
angeh6ren, und dab sie nicht mehr ffir die Gr6Be d wesentlich sind. Sie 
k6nnen z. B. auch zum Teil auf ]3ahnen, die mehreren Atomen gemein- 
sam angeh6ren, umlaufen. In den b-Gruppen geh6ren die nicht ein- 
geklammerten Valenzelektronen wahrscheinlich zum einzelnen Atom. 
Besonders interessant ist, dab Nb, dessen freies Atom in der ~uBersten 
Schale nur I Valenzelektron hat, im Metall deren 5 besitzt und beson- 
ders leicht supraleitend wird. Bei Mo dagegen scheint die Zahl der 
Elektronen in der letzten Schale nicht starker als bei Nb zu steigen, 
so dab die Zahl der Valenzelektronen yon Nb zu Mo im MetaU nicht 
zunimmt; das dfirfte yon EinfluB auf die H6he des Sprungpunktes von 
Mo sein. Vielleicht liegt bei Th eine ~hnliche Anderung der Elektronen- 
anordnung beim t~bergang in den festen Zustand wie bei Nb vor. 

Das n~here Studium der Elektronenanordnungen im Metall ergibt 
also zum mindesten, wenn die Ergebnisse auch noch sehr ltickenhaft 
sind, bis jetzt keinen Widerspruch mit der Annahme 2. Dieses Studium 
dfirfte unerI~tBlich sein, wenn man Gesetze ffir die H6he der Sprung- 
punkte aufstellen will. 

Auch die starke Zunahme der W~rlneleitf~higkeit, die ein Magnet- 
feld nach DE HAAS und BREMMER (200 unterhalb des Sprungpunktes her- 
vorruft,  scheint mir ffir die zweite der in Betracht gezogenen M6g- 
lichkeiten zu sprechen: Wird die Supraleitf~higkeit der Supraleitelek- 
tronen vernichtet, so mfissen sie zum W~trmetransport beitragen. Bei 
der ersten M6glichkeit k6nnte der Unterschied wegen der geringen 
Zahl der supraleitenden Elektronen nut  sehr gering sein. 

Es bleibt abzuwarten, ob die Untersuchungen in noch tieferen Tempe- 
raturen die zweite M6glichkeit ffir das Auftreten der Supraleitf~higkeit 
best~tigen oder nicht. Z. B. fanden MEISSNER U. VOIGT (91) bei Rubi- 
dium in den tiefsten erreichten Temperaturen einen deutlichen Ansatz 

HUND, F.: LinienspektTen und periodisches System. Berlin: Julius 
Springer 1927 . 
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zum Widerstandsabfalt. Sollten die weiteren Untersuchungen tats~ch- 
lich ergeben, dab Rubidium supraleitf~thig ist, und dab die Supraleit- 
f~higkeit nicht auf Beimengungen beruht, so wfirde dies offenbar (Tab. I) 
eine Schwierigkeit ffir die dargelegte Vorstellung fiber die Neigung der 
verschiedenen Eleinente zur Supraleitf~higkeit und die M6glichkeit des 
Auftretens von neuen ,,Supraleitelektronen" am Sprungpunkt bilden. 
Daffir, ob solche neuen Supraleitelektronen auftreten oder nicht, k6nnen 
ferner die in Angriff genommenen Versuche fiber Intensit~ts~nderung 
der R6ntgenlinien am Sprungpunkt yon wesentlicher Bedeutung werden. 

IIn Zusammenhang Init dein Studium fiber die Elektronenanordnung 
iin festen K6rper stehen Untersuchungen fiber den Zusammenhang 
zwischen Valenz und Konstitution des festen K6rpers, wie sie FRIE- 
DERICH I anstellte. 

Zweifellos ist, dab das Problem der Supraleitf~higkeit mit dem Ina- 
gnetischen Verhalten der Metalle eng verknfipft ist. In dieser Beziehung 
ist die Hypothese von GERLACH (11) ZU erw~hnen, nach welcher der 
Sprungpunkt mit dem ferromagnetischen Curiepunkt identisch sein soll, 
eine Hypothese, die einer Durcharbeitung und einer Prfifung allerdings 
noch zu unterziehen ist. 

Eine Schwierigkeit flit die GEI~LACHsche Idee dfirfte es sein, dab am 
Sprungpunkt nicht der geringste Sprung des Energieinhalts festzustellen 
ist, w~thrend doch am Curiepunkt eine merkliche W~trmet6nung zu er- 
warten sein sollte. 

KIKon~ u. LASAREW (49) gaben ferner eine Zusaminenstellung, nach 
welcher der Koeffizient R des HALL-Effektes und besonders die Gr6Be 
R a (a--  elektrische Leitf~higkeit) ffir Supraleiter wesentlich kleiner ist 
als ffir Nichtsupraleiter. Hierbei sind allerdings die R - u n d  a-Werte 
bei Ziinmertemperatur zugrtmde gelegt, w~hrend zum mindesten 
korrespondierende Temperaturen gew~hlt werden mfiBten. Ferner h~tngt 
der Wert der Betrachtung yon KII~OlN u. LASAREW natfirlich v611ig 
davon ab, ob nicht doch noch viel Inehr Supraleiter in noch tieferen 
Teinperaturen aufgefunden werden. 

Der geringe HALL-Effekt der Supraleiter deutet auf eine geringe Ver- 
schiebbarkeit der Leitungselektronen hin. Im supraleitenden Zustand 
ist diese und der HALL-Effekt ja Null (103). 

Von Slzoo (110) wurde ferner darauf hingewiesen, dab die Sprung- 
punkte der ersten Leidener Supraleiter dieselbe Reihenfolge wie ihre ma- 
gnetischen Suszeptibilit~ten haben. Doch InuBte hierbei leider wieder die 
SuszeptibilitAt bei Zimmerteinperatur zugrunde gelegt werden. Zieht 
man auBerdem alle jetzt bekannten Supraleiter in Betracht und berech- 
net ffir sie die Suszeptibilit~tt/Mol., so sieht man, dab keinerlei Paralleli- 

FRIEDERICH, E. : Techn.-wissensch.Abh. a. d.Osram-Konzern z, 335 (193o) • 
Fortschr. chem. Phys. u. phys.Chem. I8, 713 (1926). Z. Physik 31, 813 (1925).-- 
FRIEDERICIL E. u. L. SITTIG: Z. anorg, u. allg. Chem. I45, 251 (1925). 
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t~tt zwischen der Reihenfolge der Sprungpunkte und der Reihenfolge der 
Suszeptibilit~ten mehr vorhanden ist, so dab also die Bemerkung Slzoos 
nicht mehr aufrecht zu erhaiten ist. 

Eine andere Einordnung der Supraleiter hat  EPSTEIn" (10) versucht.  
Er  berechnete fiir die Supraleiter Blei, Quecksilber, Zinn, Indium und 

Thallium, sowie fiir eine Reihe anderer Elemente die Gr613e '*v2/3 (a ---- 

Ausdehnungskoeffizient, ~ = Kompressibilitlit, v ----- Atomvolumen). Als 
Temperatur  w~ihlte er dabei s tat t  eines Bruchteiles der korrespon- 
dierenden Temperatur  die H~ilfte der Schmelzpunktstemperatur.  Dieser 
Quotient hat  nach EPSTEIN fiir die Supraleiter Werte, die sich nut  bis 
zu 8% von ihrem Mittelwert unterscheiden, w~ihrend die Werte ffir die 
anderen in Betracht gezogenen Metalle (Cd ausgenommen) erheblich 
kleiner oder gr613er sind. CLUSIUS (3) zeigte, dab auch der Wert fiir den 
neu aufgefundenen Supraleiter Ga v611ig herausf~illt. Ffir Nb, Th, T i  
fehlen die Daten zur Priifung der EPSTEINschen Beziehung. EPSTEIN 
versucht auch, sich eine Vorstellung von dem Zustandekommen der  
Supraleitf~higkeit zu machen, dutch die er die Anschauungen von 
KAMERLINGK ONNES, DE HAAS USW. bekr/ i f t igen und  wei te ren twicke ln  
will. Er  kommt  schliel31ich zu dem Ergebnis, dab die aus N~iherungs- 
formeln yon EINSTEIN und AITERTHUM fiir alle Metalle folgende Be- 

ziehung K v = constans ffir die Supraleiter wegen ihrer besonderen 

Eigenschaften dutch die obige empirische Beziehung a v~/3 = constans 
z 

zu ersetzen ist I. 
Nach alleln Dargelegten kann es nicht wundernehmen, dab eine 

wirkliche Theorie der Supraleitf~thigkeit auf grol3e Schwierigkeiten 
st6Bt, da sie eben offenbar ein sehr tiefes Eingehen auf das Wesen des 
metallischen Zustandes erfordert. Deshalb soil auch davon abgesehen 
werden, die ~iltere Theorie der Supraleitf~higkeit von THOl~SOl~ (114) 
sowie die interessante Theorie von KRETSCHMANN (50) ZU besprechenL 
Die nach diesen Arbeiten auf wellenmechanischer Grundlage unter Be- 
nutzung der FERm-DIRACschen Statistik im Anschlul3 an SOMMERFELD 
aufgestellten neuen Elektronentheorien der Metalle yon BLOCH, NORD- 
HELM, PEIERI.S vermochten die Supraleitfiihigkeit, wie die Verfasser 
selbst betonten, nicht zu erfassen. Man mul3 wohl auch sagen, dab eine 

, In dem Referat des Verf. in den Physik. Ber. kommt dieser Punkt der 
EPSTEINsChen Arbeit nicht richtig zum Ausdruck. 

* Anmerkung bei der Korre~tur: Nach der Drucklegung des vorliegenden 
Berichtes erschien eine neue Elektronentheorie des elektrischen Wider- 
standes und der Supraleitf~ihigkeit yon KRETSCHMANN (Ann. d. Phys. [5], 
xS, 564 [1932]). Sie hat in ihren Grundannahmen gewisse Ankliinge an die 
fast gleichzeitig erschienene, weiter unten behandelte Arbeit yon SCH.~CHEN- 
MEIER, unterscheidet sich aber in der Art der Durchffihrung v611ig yon 
der letzteren. 
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Theorie der Supraleitf~igkeit  vielleicht nicht mit Hilfe der Quanten- 
mechanik, sondern erst mit Hilfe der Quantenelektrodynamik mSglich ist, 
die ja abet noch nicht weitgehend durchgebildet ist. 

Ansi~tze zu einer Theorie der Supraleitflihigkeit (Verfasser bezeichnet 
seine Arbeit selbst als Vorstudien) sind abet koxzlich von SCHACI~EN- 
MEIER (106) gegeben worden. Er  legt den spezielien Fall zugrunde, dab das 
Atom im Metall aui3erhMb der ~ul3ersten vollen Elektronenschale ein auf 
grSBere Entfernung gehobenes ,,Serienelektron" und auBerdem ein be- 
wegliches Leitungselektron besitzt. Die Zahl der Leitungselektronen ist 
demnach also gleich der Zahl der Gitterionen wie in der SOMIWER~ELI)- 
schen Theorie. Der Atomrest hat die effektive Ladung 2 e, wenn e die 
Elementarladung ist, da das Serienelektron auf grSBere Entfernung 
gehoben ist. Unter diesen Annahmen berechnet er wellenmechanisch 
die Austauschwirkungen zwischen Leitungs- und Serienelektronen. Er  
macht im Laufe der Rechnung ferner die etwa der ersten EIN'STEIN- 
schen Theorie der spezifischen WArme entsprechende vereinfachende 
Annahme, dab im Kristallgitter aul3er langsamen WArmeschwingungen 
nur eine Schwingungszahl vm mSglich ist. Die Austauschfrequenz 
zwischen Leitungs- und Serienelektronen ist abhlingig yon der Ampli- 
tude dieser Schwingungen mit der Frequenz vm, diese Amplitude von 
der Temperatur T. Bei der Temperatur,  wo die Austauschfrequenz 
gleich v,~ wird, setzt zufolge Resonanzwirkung der Widerstand ein. 
Unterhalb dieser Sprungtemperatur wird der Widerstand verschwindend 
klein trotz Austausches yon Leitungs- und Serienelektronen. FOx die 
Sprungtemperatur T, erh~lt SCHACHENMEIER schlieBlich einen Aus- 
druck, der in erster N~herung sich in der Form 

T = A 6)714 m'h a -  '1~ 

schreiben ]~iBt, wenn O die charakteristische Temperatur, m die Atom- 
masse, a die Gitterkonstante und A eine Konstante bedeutet, die nicht 
wiUkoxlich, sondern aus fundamentalen Konstanten berechenbar ist. 
FOX Blei findet SC~IACHES~rEIEI~ SO T, = 1,4° abs. stat t  des beobachteten 
Wertes 7,3 0 abs. 

Es bleibt abzuwarten, ob die Theorie nach weiterem Ausbau den 
Verlauf des Widerstandes oberhalb des Sprungpunktes, den Zusammen- 
hang mit der W~irmeleitung, die Unverschiebbarkeit des Supraleit- 
stromes usw. wird erklAren k6nnen. 

SchlieBlich ist noch eine ebenfalls koxzlich erschienene Notiz yon 
ELSASSER (9) ZU erw~hnen, der die Supraleitf~higkeit auf Grund der 
DIRAcschen Theorie des Elektrons mit einer dutch die Relativitats- 
theorie bedingten Korrektion in Zusammenhang bringt. 

Meinem Mitarbeiter, HelTn H. FRANZ, danke ich vielmals fox die 
Hilfe bei der Ausarbeitung der Tabellen, insbesondere der Tabel]e I und 
beim Lesen der Korrektur. 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. XL I7 
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Einleitung. 
Im folgenden soll versucht werden, die bisherigen Resultate der 

Elektronentheorie der Metatle von eineln einheitlichen Gesichtspunkt aus 
darzustellen. Hierbei so]/weniger Weft  auf Vollst~ndigkeit und histori- 
sche Korrektheit gelegt werden, als vielmehr darauf, die ]3erechtigullg 
und Tragweite der verschiedenen N~herungshypothesen, sowie den 
Geltungsbereich der Resultate m6glichst klar herauszustellen. Auf eine 
kritische Diskussion einzelner Arbeiten wird daher fast g~inzlich ver- 
zichtet werden. Ebenso macht das am SchluB gegebene Literaturver- 
zeichnis keinen Anspruch auf Vollst~ndigkeit. 

Bei der entscheidenden Rolle, die die Quantenmechanik seit den 
Arbeiten yon PAULI (65) und SOMMERFELD (55) in der Metalltheorie 
spielt, mfissen natfirlich bei der Darstellung quantenmechanische Hilfs- 
mittel und Methoden herangezogen werden, es wurde jedoch versucht, 
in den Voraussetzungen nicht fiber den Rahmen des Ergebnisartikels 
von HALPERN (28) hinauszugehen. Ferner wurde versucht, die SchluB- 
s~itze und ihren Geltungsbereich auch formal herauszuarbeiten, um dem 
Nichttheoretiker das ~3berspringen mathematischer Ableitungen zu er- 
m6glichen. 

I .  K i n e m a t i k  d e r  L e i t u n g s e l e k t r o n e n .  

x. Modell. Niiherungsannahmen. Das hervorragendste Kenn- 
zeichen der Metalle ist ihre hohe Leitf~ihigkeit. Es ist seit langem be- 
kannt, dab diese Leitfiihigkeit dadurch zustande kommt, dab im Innern 
des Metalls bewegliche Elektronen existieren, die Elektfizit~t transpor- 
tieren k6nnen. Diese Auffassung wird von einer grol3en Zahl yon ex- 
perimentellen Tatsachen gestfitzt (HALL-Effekt, thermische und ,,kalte" 
Elektronenemission, negativer Ausfall aller Experimente, die einen 
Massentransport nachweisen sollten usw.). 13bet die Art, wie sich diese 
Elektronen bewegen, gab es jedoch in der klassischen Theorie eine Reihe 
von verschiedenen Vermutungen: Die Elektronen sollten z. B. entweder 
ganz frei sein und sich wie die Molekfile eines Gases bewegen; oder abet 
an die Atome gebunden sein, und nur hier und da yon Atom zu Atom 
springen k6nnen. 

Alle diese Vermutungen lieBen sich nicht mit der Erfahrung in Ein- 
klang bringen, erst die Quantenmechanik konnte die Widersprfiche auf- 
klAren. Sie zeigte gleichzeitig, dab aUe diese klassischen Theorien etwas 
~Vahres enthielten. Der Unterschied zwischen ,,freien" und ,,gebunde- 
hen" Elektronen, der in der klassischen Theorie wichtig ist, und ffir 
den es entscheidend ist, ob die Energie des Elektrons zum 13berfliegen 
der Potentialschwellen zwischen den Atomen ausreicht oder nicht, wird 
in der Quantenmechanik stark verwischt. Bekanntlich kann sich n~im- 
lich ein Elektron auch dann von Atom zu Atom bewegen, wenn seine 
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Energie niedriger ist als die Potentialschwelle (vgl. die ausffihrlichen 
Diskussionen dieser Erscheinung in [98J, S. 432 und [31J, S. I33). Ande- 
rerseits macht sich auch dann, wenn seine Energie h6her ist als die 
Schwelle, die Existenz dieser Schwelle, wie wir sehen werden, in charakte- 
ristischer Weise bemerkbar. 

Es sind aber auch in der Quantenmechanik nicht alle Elektronen 
I~hig, an der Leitung teilzunehmen. Der Grund hierffir ist aber nicht, 
dab die iibrigen mechanisch verhindert sind, yon Atom zu Atom fiber- 
zugehen, sondern dab durch das PAtlLI-Prinzip ihre Bewegung derartig 
gekoppelt ist, daB, wenn eines yon links nach rechts l~uft, ein anderes 
notwendig yon rechts nacla links laufen muB. Die Begriffe ,,Rumpf- 
elektronen" und ,,Leitungselektronen" werden daher in der quanten- 
mechanischen Behandlung eine neue Interpretation erhalten. 

Streng genommen h~tte man das dynamische Problem des Gesamt- 
systems zu bebandeln, das aus den Atomkernen und s~imtlichen Elek- 
tronen besteht. Man kann aber die folgenden Vereinfachungen vor- 
nehmen: Erstens kann man diejenigen Elektronen, die in inneren ab- 
geschlossenen Schalen sitzen, als fest an den Kern gebunden betrachten, 
und nur ihre abschirmende Wirkung dadurch in Reehnung setzen, dab 
man sich den Kern mit einer geeigneten Ladungswolke umgeben denkt. 
Diese Annahme, die v611ig analog dazu ist, wie man etwa in der Theorie 
der Alkaliatome die Bewegung des ~iuBersten Elektrons in einem geeig- 
neten Feld als Eink6rperproblem behandelt, ist sicher sehr weitgehend 
zul~issig und kann h6chstens geringe quantitative Ungenauigkeiten be- 
dingen. 

Zweitens kann man in erster N~iherung die Atomkerne als unendlich 
schwer und daher unbeweglich betrachten, d. h. nur die Bewegung der 
Leitungselektronen in einem gegebenen Potentialfeld untersuchen, das 
durch die in ihrer Ruhelage festgehaltenen Ionen erzeugt wird. Diese 
N~therung ist zur Betrachtung aller Erscheinungen des thermischen 
Gleichgewichts ausreichend, nur fiir die im 3. und 4- Kapitel zu behan- 
delnden Str6mungserscheinungen spielen gerade die geringen Bewe- 
gungen der Atomkerne eine wesentliche Rolle. 

Die dritte Vereinfachung, die wir machen werden, ist die Ersetzung 
des nN-K6rperproblems (N Zahl der Atome, n Zahl der ~iuBeren Elek- 
tronen pro Atom) durch ein Eink6rperproblem, d. h. VernachlXssigung 
der Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Diese Vernach- 
l~issigung ist tier bedenklichste Punkt in den Grundlagen der Theorie, 
sie konnte aber bisher noch nicht vermieden werden, weil ohne sie die 
mathematischen Schwierigkeiten uniiberwindlicla grol3 werden. Es 
sprechen allerdings Argumente dafiir, dab sie mindestens bei der Be- 
reehnung der elektrischen Leitffihigkeit gerechtfertigt ist. Es ist aber 
m6glich, dab die Beriicksichtigung der WechseIwirkung der Elektronen 
in anderen F~illen noch eine merkliche Korrektur bedingen wiirde. 
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Genauer gesagt, wird die Wechselwirkung der Elektronen nicht v611ig 
vernachl~ssigt, da die Ionen allein, ohne Leitungselektronen, eine im 
Raummittel  positive Ladungsverteilung verursachen, und daher das yon 
ihnen allein erzeugte Potential stark divergiert. Man muB also noch 
die mittlere yon den Leitungselektronen herrfihrende Ladung hinzu- 
ftigen, und erh~tlt dann ein elektrisch neutrales Gebilde und ein perio- 
disch ver~nderliches Potential U. Untersucht man nun die Bewegung 
eines Elektrons in diesem Potentialfeld, so ist seiner Wechselwirkung 
mit den fibrigen Elektronen auf diese Weise schon grob schematisch 
Rechnung getragen. 

2. Allgemeine S~itze fiber periodische Potentialfelder.  Wir haben 
also die Bewegflng eines Elektrons in einem periodischen Potentialfeld U 
zu untersuchen. Um die statistischen Gewichte der Zust~nde richtig zu 
bekommen, muB man zun~tchst yon einem endlichen Metallstiick, z. B. 
von einem N Atome enthaltenden Wfirfel mit der Kantenl~nge L aus- 
gehen. Dabei geniigt es abet, wenn man, statt  den Rand des Wfirfels 
explizit zu ber/icksichtigen, fordert, dab die Eigenfunktion des Elektrons 
in der Richtung jeder Wfirfelkante eine Periodizit~t mit der Periode L 
haben son. Dann sind n~mlich die Eigenfunktionen schon im ganzen 
Raum bestimmt, wenn sie in dem Wfirfel gegeben sind, und die staff- 
stischen Gewichte ergeben sich richtig. 

Die genaue Form der Potentialfunktion U ist, wie aus ihrer Definition 
im vorigen Paragraphen hervorgeht, nicht leicht zu ermitteln; sie ist 
sogar nicht v611ig eindeutig, well man eine Willktir darin hat, wie man 
die mittlere Ladungsverteilung der Leitungselektronen ansetzen will. 
Man kann zwar diese Willkfir leicht durch spezialisierende Vorschriften 
beheben, aber die)enigen Resultate, die yon der Form von U unabh~ngig 
sind, werden viel weitergehende Giiltigkeit besitzen, als diejenigen, die 
man auf Grund von so speziellen Vorschriften gewinnt. Hierzu kommt, 
dab selbst bei Kenntnis des Potentialverlaufs die LSsung der SCI~RS- 
DINGER-Gleichung nur in numerischer Form m6glich ist, und man prak- 
tisch daher immer gezwungen ist, U durch weitere Vernachl~issigungen zu 
vereinfachen. Eine Reihe von Arbeiten (35), (39) beseh~iftigt sich mit 
dem Studium solcher vereinfachter Potentialfelder. Es ist jedoch ein- 
facher, yon Anfang an nur die}enigen Eigenschaften der L6sungen zu 
benutzen, die vonde r  speziellen Form yon U unabh~ingig sind, und die 
sich durch Interpolation zwischen behandelbaren Grenzf~illen leicht ge- 
~_nnen lassen. 

Nach WITMER ll. ROSENFELD (63) nnd BLOCH (9) kann man die 
Periodizit~t des Potentials, d. h. die Tatsache, dab U ungetndert  bleibt, 
wenn man das Gitter 1Angs einer Gitterachse um einen Atomabstand d 
verschiebt, verwenden, um eine wichtige Eigenschaft der Eigenfunk- 
tionen abzuleiten. Durch eine derartige Verschiebung des Koordinaten- 
systems bleiben n~im]ich alle physikalischen Bedingungen ungefindert; 
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die durch diese Verschiebung entstehende Eigenfunktion mul3 also eben-  
falls zu einem station~ren Zustand geh6ren, und zwar Init derselben 
Energie wie die ursprfingliche. Da es aber zu einem gegebenen Eigen- 
wert im allgemeinen nur eine Eigenfunktion gibt, so mul3 die neue Eigen- 
funktion mit  der alten im wesentlichen, d. h. bis auf einen konstanten 
Faktor  identisch sein. Wegen der Normierung muB dieser Faktor  den 
Betrag i haben. Bei einer Verschiebung des Koordinatensystems in 
Richtung einer Gitterachse um einen Atomabstand d multipliziert sich 
also die Eigenfunktion rnit 

eikd 

w o k  eine reelle Gr6Be ist, die wegen der oben erw~hnten Periodizit~ts- 
bedingung (Randbedingungen) nur die Werte 

2 ~  

k = -L-" z ( I )  

mit  ganzzahligem ~ annehmen kann. 13berdies ~ndert sich e ikd nicht, 
27E 

wenn man zu k ein ganzes Vielfaches von - d  addiert, man darf also 

annehmen, dab k z. B. im Intervall  yon - -~/d bis +~/d  liegt. 
Haben die Gitterachsen die Richtungen x, y, zL so k6nnen wit die 

Eigenfunktion auf Grund der eben bewiesenen Eigenschaff in der F o r m  
schreiben : 

tp = eil~lu(r);  f = (k~:,ky,k~); r = (x,y,z), (2) 

wobei u (x, y, z) nun eine periodische Funktion yon x, y, z sein mul3, d. h. 
beim Verschieben einer Koordinate um d unge~ndert bleibt. 

Die Eigen[unktionen sind also Wellen, die die Gitterperiodizitdt haben, 
im iibrigen mehr oder weniger kompliziert aussehen k6nnen, deren Am- 
plitude aber noch entsprechend einer gr6beren Wellenbewegung moduliert ist. 

Erinnern wir uns daran, dab die Eigenfunktionen freier Elektronen 
h T 

ebeneWellen sind, derenWellenvektor bis auf den Faktor  % (% . . . . .  

PLAI~CI<sche Konstante) mit  dem Impuls  identisch ist, so sehen wir, 
dab der , ,Wellenvektor" hier eine dem Impuls  analoge Rolle spielt, 
mit  dem wichtigen Unterschied, dab der Impuls  einen unbeschr~tnkten 
Wertevorra t  besitzt, w~hrend die Komponenten  yon ~ nach ihrer Defini- 
tion (2) nut  in einem Intervall  yon tier Gr613e 2 ~/d variieren. 

Daffir ist abet  in unserem Fall ein Zustand dutch die Angabe des 
,,Wellenvektors" 1 noch nicht eindeutig bestimmt,  vielmehr gibt es bei 
festem 1 noch eine unendiiche Reihe von Zust~tnden, die sich nur durch 
die Gestalt der Funktion u unterscheiden. Auf Grund von Stetigkeits- 
betrachtungen lRBt sich leicht zeigen, dab sich die Zust~nde in solche 
Gruppen einteilen lassen, dab ~ in jeder Gruppe alle nach (I) m6glichen 

x Wir beschrAnken uns der Einfachheit halber auf einfach kubische Git- 
ter, vgl. hieriiber die ]3emerkung auf S. 274. 
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Werte je einmal durchl~uft (ihre Anzahl ist iibrigens gleich der Anzahl 
N der Atome) und dab Energie und Eigenfunktionen innerhalb jeder 
Gruppe stetige Funktionen von 1 sind. Da die Energiewerte innerhalb 
jeder Gruppe einen bestimmten Energiebereich fast stetig ausffillen, so 
werden wit auch von einem , ,Band" yon Zust~nden reden. 

Die n~chste kinematische Frage ist nun die folgende: Wie h~ngt 
innerhalb einer Gruppe die Energie des Elektrons yon seinem ,,Wellen- 
vektor"  ~ ab, und wie liegen die Energiebereiche der einzelnen B~nder 
zueinander? Die quantitative B'eantwortung dieser Frage h~ngt natox- 
lich yon dem genauen Verlauf von U ab, durch Studium yon zwei Grenz- 
fMlen k6nnen wir jedoch schon eine Reihe von interessanten qualitativen 
Aussagen gewinnen. 

3. Sehwach gebundene Elektronen.  Dazu gehen wir zun~chst yon 
dem Grenzfall aus, wo die Funktion U fast konstant ist, so dab wir die 
Abweichung U~ = U--Uo des Potentials yon seinem Raummittelwert 
Uo Ms klein behandeln k6nnen. Ist zun~chst U v6llig konstant, d.h. 
U = Uo, so ist die L6sung des kinematischen Problems sehr einfach. 
Die Elektronen sind in diesem Falle vSllig frei; um ihren Zustand zu 
beschreiben, mul3 man daher ihren Impuls angeben, dessen Komponenten 
wegen der Randbedingungen nur die Werte 

h 
P=Py#~ = 2 ( ~ - ~ - 3 )  (3) 

annehmen k6nnen, wo ~ ,  x~, ~3 gauze Zahlen sind, deren Wertevorrat  
bier aber yon - -  oo bis + oo reicht. 

Zu diesem Zustand geh6rt die Eigenfunktion 
i 

~p = e ~ ~ "  + ~Y + ~'"~ (4) 

und die Energie 
I a I 

E = Uo + ~-~m p = Uo + $-~(p%+P~ +P2) (5) 

(m bezeichnet die Elektronenmasse). 
Wir gehen nun einen Schritt welter und berficksichtigen den Einflul3 

des periodischen Potentials U~ = U--Uo als St~rung. Dabei zeigt sich 
abet, dab U~ keineswegs fox alle Zust~nde eine kleine St6rung ist. 

Gehen wit n~mlich von einer bestimmten Eigenfunktion (4) aus, so 
kann unter Umst~inden das Potential U~ eine Ablenkung des Elektrons 
in eine andere Richtung verursachen. Eine solche Streuung erfolgt je- 
doch nicht fox jede beliebige Welle (4), denn genau wie im optischen Fall 
kSnnen nur solche Streuwellen entstehen, fox die die an den einzelnen 
Atomen gestreuten Teilwellen gerade phasengleich shad, d. h. fOx die 
die LAUEschen Interferenzbedingungen erffillt sind. Diese Bedingungen 
lassen sich in unseren Bezeichnungen so formulieren: Eine Welle (4) 
wird vom Gitter stark gestreut, wenn sich andere Zust~nde angeben 
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lassen, die die gleiche Energie, d .h .  den gleichen Betrag des Impuls- 
vektors p haben, und deren Impulskomponenten sich von den zum Aus- 

gangszustand geh6rigen nur um ganze Vielfache von d unterscheiden. 

(Zu den beiden Zust~tnden geh6rt dann nach der Definition (2) derselbe 
Vektor ~.) Ffir diejenigen Zust~nde, die dieser Bedingung genfigen, 
und fiir die benachbarten, macht das Potential U, auch dann viel aus, 
wenn es klein ist. 

Aus den Eigenfunktionen, die gerade die kritischen Werte des Im-  
pulses haben, entstehen durch die St6rung stehende Wellen (anschaulich 
kann man sagen: die Welle kann nicht mehr vorw~rts laufen, weil sie 
st~ndig im Gitter durch LAuE-Reflexion zuriickgeworfen wird) und die 
Geschwindigkeit der Wellen mit benachbarten Werten von p wird 
stark vermindert. 

k- 

K - -  

i 

m 

a b 
Abb. z. Energlewerte schwach gebundener Elektronen, 

eindimensional. 

t" 

a z ~  '1¢ 
-'2- --d" 

Abb. 2. Energie als Funktlon des 
.Wellenvektors k, 

Man kann ferner zeigen (47), dab aus den zwei ebenen Wellen, die 
durch LAlJE-Reflexion ineinander fibergehen k6nnen, dutch die Wirkung 
des Gitters zwei neue station~tre Zust~nde gebildet werden, die beide 
stehenden Wellen entsprechen, deren Energie sich aber um einen end- 
lichen Betrag von der GrGBenordnung der St6rungsenergie U, unter-  
scheidet. 

Wir erhalten also folgendes Bild: Geht man von den Zust~nden (4) 
freier Elektronen aus, ftir die die Energie eine stetige Funktion (5) des 
Impulses ist, und schaltet ein schwaches periodisches Potential U, ein, 
so bekommt die Energie dadurch Unstetigkeitsstellen iiberall dort, wo 
die LAuEschen Reflexionsbedingungen erffillt sin& 

Dieser Vorgang ist f/it den eindimensionalen Fall in Abb. I a schema- 
tisch dargestellt. 

Dutch Diskussion dieser Interferenzbedingungen kann man zeigen, 
(18), (14), (18), dab diese Unstetigkeitsstellen die Elektronenzust~tnde 
gerade in Gruppen von je N zerlegen, und zwar so, dab in jeder Gruppe 
die Komponenten des Vektors p/~, bis auf ganze Vielfache yon 2 ~/d 
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betrachtet, gerade alle.Werte zwischen - -~/d  und ~/d je einmal an- 
nehmen. Diese Gruppeneinteilung ist also gerade dieselbe, die wit im 
vorigen Abschnitt postuliert haben, und innerhalb jeder Gruppe ist 

2~ bis auf additive Vielfache von ~-  identisch mit dem Wellenvektor des- 

jenigen Zustandes freier Elektronen, in den das Elektron bei langsamem 
Ausschalten des periodischen Feldes U~ fibergehen wfirde. Wir sehen 
ferner, dab innerhalb jeder Gruppe die Energie als Funktion yon ~ einen 
Verlauf zeigt, wie er durch Abb. 2 angedeutet wird. Schon bei beliebig 
kleinem U gilt hierbei, dab die Energiekurve (bzw. bei drei Dimensionen 

Energiefi~che) wie gezeichnet, an den Sprungstellen k~ = i ~ usw. hori- 

zontal verlAuft, und dab sich die Eigenfunktionen, die zum linken Rand 
der Abb. geh6ren, an die am rechten Rand v611ig stefig anschlieBen. Die 
Gruppe hat also keinen ausgezeichneten , ,Rand". 

Ferner sehen wir, dab der h6chste Energiewert der einen Gruppe mit 
dem tiefsten der nAchsten Gruppe nicht zusammenfAllt, sondern dab die 
zu den Gruppen geh6rigen Energieb~nder sich um eine Stufe unter- 
scheiden, die um so h6her ist, je gr6Ber U~. Im Eindimensionalen wfirde 
dies bedeuten, dab das Termspektrum im Sinne der Abb. I b in Gebiete 
zerfAllt, die dicht mit m6glichen Energiewerten ausgeffillt sind, und ge- 
t rennt  sind durch solche Gebiete, die gar keine Eigenwerte enthalten. 
Im Dreidimensionalen kann aber eine 13berlappung der verschiedenen 
BAnder stattfinden, so dab es keine Lficken zwischen den m6glichen 
Energiewerten gibt. Dagegen treten solche Lficken immer dann auf, 
wenn man die Richtung des Vektors ~ vorgibt. Anschaulich: Bei ge- 
gebener Bewegungsrichtung kann die Energie des Elektrons nicht jeden be- 
liebigen Wert annehmen. 

Die energetische Breite des untersten Bandes wird im Grenzfall ganz 

freier Elektronen T'~ (~)2 2-~ -d ; die der h6heren BAnder wird entsprechend 
\ / 

gr6Ber, andererseits werden die B~nder dutch die Wirkung des Gitter- 
potentials schmaler, wie man aus Abb. I a leicht sieht. Je nach der St~.rke 
des Gitterpotentials und nach der Art des Bandes, ffir das man sich in- 
teressiert, wird man also flit die Bandbreite Werte etwa zwischen o,I 
und einigen Volt zu erwarten haben. Wir werden diese Absch~tzung 
sp~ter empirisch bestAtigen k6nnen (Abschnitt IO.) 

4- Stark gebundene Elektronen.  -Wir wollen nun den entgegen- 
gesetzten Grenzfall sehr stark gebundener Elektronen untersuchen (9). 
In der N~he der Atomkerne unterliegen die Elektronen starker Anziehung 
und wenn die hierdurch entstehenden ,,Potentialt6pfe" hinreichend fief 
sind, so werden sich die Elektronen vorzugsweise in ihnen aufhalten, und 
sich in jedem von ihnen so bewegen, als ob die fibrigen Ionen gar nicht 
existierten. Wir k6nnen dann zur Bestimmung der Eigenfunktionen yon 
den Eigenfunktionen ~, (r) ffir die Bewegung eines Elektrons irn Atom 
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im s-ten Zustand ausgehen. Befindet sich das Elektron am m-ten Ion, 
so wird diese Eigenfunktion: 

9,ra(~) ~ 9s  (x --  ms d, y - -  m~, z - -  m3d ) . (6) 

m kann hier einen beliebigen Gitterpunkt bezeichnen, d .h .  ms, m~, m 3 
sind beliebige ganze Zahlen. Zu allen diesen Eigenfunktionen mit ver-  
schiedenen m geh6rt aber die gleiche Energie, sie sind miteinander ent-  
artet, und wenn ein St6rungspotential hinzukommt, wird diese E n t -  
artung im allgemeinen aufgehoben. Man muB zur Berechnung dieser 
Aufspaltung die ,,richtigen" Linearkombinationen aus den Funkt ionen 
(6) suchen, die sich nut  wenig yon den Eigenfunktionen der gestSrten 
Gleichung unterscheiden (vgl. [28], Abschnitt 42). In unserem Falle be- 
steht die St6rung aus der Wirkung der fibrigen Ionen auf das betrachtete 
Elektron, da (6) ja nut  die Bewegung unter dem EinfluB des jeweils 
n~ichsten Ions beschreibt. Wegen der Gittersymmetrie kann man leicht 
beweisen (9), dab die richtigen Linearkombinationen die folgenden sind: 

i(t~m> d 

fit 

Gleichung (7) lliBt sich tibrigens auch aus unseren iJberlegungen des 
Abschnittes 2 ableiten. Der Vektor t hat dieselbe Bedeutung und ins- 
besondere auch denselben Wertevorrat  wie dort. Wit erhalten also 
bier fiir jedes s, (d. h. ffir jeden Zustand des Einzelatoms) N Zustlinde, 
die sich durch verschiedene Werte von t unterscheiden. W~hlen wir 
in (6) ffir ~0 s der Reihe nach alle A tome igen funk t ionen , -  ffir das 
kontinuierliche Atomspektrum versagt allerdings diese Niiherung - -  
so erhalten wit eine Reihe von Biindern. Die energetische Lage jedes 
Bandes entspricht ungef~hr dem betreffenden Termwert des Atoms, 
unterscheidet sich von diesem aber durch eine Verschiebung, die yon dem 
Feld der Nachbarionen herrtihrt und als ein Starkeffekt gedeutet werden 
kann; auBerdem entsteht dutch dieselbe Wechselwirkung aus dem einen 
Energiewert des Einzelatoms ein Band yon endlicher Breite, da zu ver-  
schiedenen t in (7) verschiedene Energiewerte geh6ren. Die E n e r ~ e  
hiingt also, anschaulich gesprochen, yon der Geschwindigkeit ab, mit der 
das Elektron von Atom zu Atom springt. Die Abh~ngigkeit der Energie 
von 1 wircl hierbei wieder vom Typus der Abb. 2. Insbesondere kann  
man diese Abhiingigkeit z. B. ffir den Fall berechnen, dab nut  die un-  
mittelbar benachbarten Ionen eine Rolle spielen. In diesem Falle wird 
nach BLocrI (9): 

E = cons t  + [ ~ [ I - - c o s k ~ l  + i - - c o s k y d  + I - - c o s k ,  d]. (8) 

Hierin ist/5 eine Konstante, die den EinfluB der Nachbarionen beschreibt, 
und deren Gr6fle im wesentlichen durch die Gr613e der Eigenfunktion (6) 
am Orte des Nachbaratoms bedingt wird. /5/~ heil3t bisweilen f3bergangs- 
frequenz, wei les  die reziproke Zeit angibt, die ein aus den Funktionen 
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(7) aufgebautes Wellenpaket braucht,  um fiber mehrere Atome zu zer- 
fliel3en, wenn es zu Anfang auf ein Atom konzentriert war. 

5- Allgemeiner  Fall. Wir linden also auch in diesem Grenzfall die- 
selben Verhaltnisse vor, wie im vorhergehenden Abschnitt, und man 
kann leicht den Zwischenfall qualitativ fibersehen: 

Je starker man die Bindung macht,  um so breiter werden die Stufen 
zwischen den einzelnen Biindern, und um so schmaler die Bander selbst, 
bis sich schlieBlich bei ganz lest gebundenen Elektronen iedes Band  auf 
einen einzigen Energiewert zusammenzieht, so dab das Spekt rum 
schlieBlich in das diskrete Atomspektrum fibergeht. 

Allgemein haben wir somit die folgenden Kenntnisse fiber die Be- 
wegung yon Elektronen in einem periodischen Potentialfeld gewonnen, 
die wir yon jetzt ab dauernd benutzen werden: 

a) Die Zustande der Elektronen zerfallen in Gruppen von je N, so 
dab die zu jeder Gruppe geh6rigen Energiewerte ein bestimmtes Gebiet 
(Band) praktisch kontinuierlich ausfiillen. 

b) Innerhalb jeder Gruppe kann man die Zust~nde ordnen, indem man 
jedem einen Wellenvektor zuordnet, dessen zulassige Werte durch (I) 
gegeben sind, und der nach (2) ffir die Periodizit~tseigenschaft der 
Eigenfunktion (Wellenlange der ,,Modulation") charakteristisch ist. 
Jede Komponente von ~ ist nur  bis auf additive ganze Vielfache yon 

2~ definiert, und kann z. B. so best immt werden, dab sie zwischen - -  
d d 

7T 
und + ~ liegt. 

c) Die zugeh6rigen Energiebereiche oder ,,BAnder" schlieBen sich 
nicht stetig aneinander an, ihre RAnder sind durch Stufen voneinander 
getrennt. Trotzdem kann es vorkommen,  dab sich verschiedene Bander 
fiberlappen. Die Breite der BAnder ist um so geringer, je fester die Elek- 
tronen gebunden sind; bei fast freien Elektronen wird sie yon der GrSflen- 
ordnung einiger Volt. 

d) Innerhalb jeder Gruppe ist die Energie eine Funktion des Vektors 
f, die, wenn man z .B.  zwei Komponenten festhAlt, als Funktion der 
dritten ein Bild ahnlich Abb. 2 ergibt. Dabei kann die Kurve auch um- 
gekehrt liegen, d .h .  f = o muB nicht immer ein Minimum, sondern 
kann auch ein Maximum der Energie seinx. Es ist fibrigens zu betonen, 
dab die nach (5) und (8) naheliegende Vermutung, die Energie sei immer 

Nach Ht3I~D (32) gibt es sogar auch Fglle, in denen das Minimum der 

sondern bei irgendwelchen ]~nergie weder bei ~ = o noch bei kx = ky = k: = -d' 

Zwischenwerten liegt. Man kann sich davon fiberzeugen, dab auch diese 
Komplikation unsere SchluBformeln nicht erheblich beeinflussen, sondern 
h6chstens die Zahlfaktoren etwas abAnderI1 kann. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschafcen. XL I 8  
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eine Summe yon Funkt ionen der einzelnen Komponenten  von l, im all- 
gemeinen nicht  zutrifftz. 

Wir  sehen insbesondere, dab immer,  - -  also auch wenn die Energie  
des Elektrons kleiner ist als die Schwetle zwischen zwei ,, Po ten t ia t t6pfen"  
- -  die Bewegung des Elektrons nicht  auf ein Atom beschr~nkt ist, 
sondern die Eigenfunktion und daher auch die Wahrscheinlichkeit ,  alas 
Elekt ron  anzutreffen, im ganzen Metall gleichm~Big yon Null verschieden 
ist. Anders  ausgedrfickt, wird eine Wetlenfunktion, bei der das E lek t ron  
auf einen kleinen Bereich beschr~nt~t ist, nicht  s ta t ioner  sein, das E lek-  
t ron wird fortlaufen. Die Geschwindigkeit, mit  der es das tun  kann, ist 
ffir die Leitf~higkeit von groBer Bedeutung.  

Bauen wir uns aus den stat ion~ren Zust~nden ein , ,Wellenpaket '" in 
der Weise auf, dab es einerseits auf einen Bereich beschrAnkt ist, der klein 
gegen L i s t ,  und andererseits die Wer te  von f ffir alle einzelnen Zust~nde,  
die wit benutzen,  sich nu t  wenig unterscheiden. Dann  l~Bt sich die Ge- 
schwindigkeit,  mit  der sich ein solches Wellenpaket  fortbewegt,  einfach 
berechnen, sobatd man den Zusammenhang  zwischen , ,Wellenvektor"  f 
und Frequenz E/~ kennt.  Bekanntl ich ~ ha t  n~mlich die Gruppen-  
geschwindigkeit eines solchen Pakets  die Komponen ten :  

0~ I 0 E  
vr = ~ ---- T," 0k---~ r ----- x, y, z .  (9) 

Der Mittelwert der Geschwindigkeit fiber alle in dem Paket  vo rkommen-  
den Zustande muB also den W e f t  (9) haben. Da  dies unabh~ngig von tier 
Fo rm des Paketes  gelten soil, so folgt:  Der Erwartungswert (Zeitmittel- 
wert  der klassischen Theorie) der Geschwindigkeit in iedem stationdren 
Zustand ist durch die Formel (9) gegeben. In  jedem station~ren Zus tand  
l~uft also das Elektron mit  im Mittel konstanter  Geschwindigkeit.  

Der mittlere Elektr izi t~tstransport  wird dann  

e ~ E  
ev , .  = h ok, .  (~o) 

(e ---- Elektronenladung).  

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, dab es sich um ein 
einfach kubisches Gitter handelt. Man kann sich an dieser Stelle leicht tiber- 
legen, wie sich die VerhAltnisse Andern, wenn man diese Voraussetzung fallen 
1ABt. Hat  das Gitter eine Basiszelle, die aus b Atomen besteht, so spaltet 
jede Gruppe yon N Z u s t ~ d e n  noch in b Zweige auf, deren jeder sich so ver- 
halt wie die oben untersuchten Gruppen. - -  Ha t  das Gitter ferner keine 
kubische Symmetrie, so ist die ]3edingung (I) dahin abzuAndern, dab die 
Komponenten yon t nach dem durch die Gitterachsen bestimmten affinen 
Koordinatensystem ganzzahlige Werte haben. Jede dieser Komponenten ist 
bis auf ganze Vielfache yon 2 n/d bestimmt, wenn d die Gitterkonstante ffir 
die betreffende Achse ist. 

Vgl. z. B. LAMB: Hydrodynamics.  3. Aufl. Cambridge Univ. Press 
I9o6, 361. 
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6. Experimentelle Verifikation der Grundlagen. Obwohl die Re- 
sultate des vorigen Abschnittes strenge Folgerungen der Theorie sind, ist 
es doch an dieser Stelle niitzlich, sich zu iiberlegen, dab diese Resultate 
fast unmittelbar durch das Experiment verifiziert werden. 

Erstens l~il3t sich n~imlich die LAuEsche Reflexion der Elektronen- 
wellen im Kristallgitter (d. h. die 13eugung von Elektronen an Metallen) 
direkt dutch yon auBen hineingeschossene Elektronen priifen. Eine grol3e 
Reihe von experimentellen Arbeiten (77) lieferte eine direkte 13est~itigung 
der theoretischen Formeln (5--7), (39). 

Die Tatsache, dal3 die m6glichen Energieniveaus im Innern eines 
Kristalls dutch Liicken unterbrochen sind, geht direkt aus zwei Tatsachen 
hervor: Aus der Existenz von Spektralgebieten, in denen gewisse Metalle 
optisch durchl~issig werden (Transmissionsband des Silbers, vgl. [52]), 
was bei einem ununterbrochenen kontinuierlichen Termspektrum nicht 
mSglich w~ire; und ferner die Feinstruktur der R6ntgenabsorptionskan- 
ten fester K6rper, die eben davon herriihrt, dal3 das Elektron, das die 
R6ntgenstrahlen absorbiert, nicht einen beliebigen Energiebetrag auf- 
nehmen kann, sondern nut  einen solchen, dab es gerade in ein vorhande- 
nes Band gelangt. Insbesondere durch die Arbeiten (66) und (67) wurde 
gezeigt, dab diese Feinstruktur den theoretischen Erwartungen (37) ent- 
spricht. 

7. Viele Elektronen. Isolator und Leiter.  Handelt es sich nicht 
nur um ein Elektron, sondern um viele, so macht sich dies auch dann, 
wenn die Wechselwirkung der Elektronen miteinander vernachl~issigt 
wird, durch das PAuLI-Prinzip bemerkbar, wonach sich in einem be- 
stimmten station~iren Zustand h6chstens zwei Elektronen befinden k6n- 
hen, und auch das nut  dann, wenn sie sich durch die Richtung ihres Eigen- 
impulsmomentes (Spin) unterscheiden. In jedem Band von N statio- 
nliren Zust~inden ist also nur f/it 2 N Elektronen Platz. 

Suchen wit uns zun~ichst diejenige Verteilung der Elektronen auf, 
die das Minimum der Gesamtenergie ergibt, so haben wit offenbar den 
energetisch tiefsten Zustand mit zwei Elektronen zu besetzen, dann den 
n~ichst hSheren usw. bis alle Elektronen untergebracht sind. 

Wir finden nun ganz andere Verti~iltnisse, je nachdem hierbei gerade 
der oberste Rand eines 13andes erreicht wird, oder das letzte Band, das 
wit zu ftillen begonnen hatten, noch freie Pl~tze aufweist. Im ersten 
Fall haben die Elektronen keine 13ewegungsfreiheit innerhalb des 13andes, 
sie k6nnen h6chstens ihre Pl~itze tauschen, was aber wegen der Ununter- 
scheidbarkeit der Elektronen kein physikalisch wahrnehmbarer Vorg~ing 
w~ire. Um eine Anderung im Zustand der Elektronen hervorzurufen, muB 
man mindestens ein Elektron in ein anderes Band bringen, wozu aber eine 
endliche Energie geh6rt. 

Diese Energie nimmt ein Elektron jedoch z. 13. in einem schwachen 
elektrischen Feld oder in einem schwachen Temperaturgradienten nicht 

18" 
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auf. Ein schwaches Feld kann also an einem solchen Kristall i iberhaupt 
keine J~nderung hervorrufen, es gibt keine elektrische und keine ther-  
mische LeitfAhigkeit, es handelt sich gar nicht ~m ein Metall. 

I m  zweiten Fall dagegen geniigt eine beliebig kleine Energie, um eines 
der Elektronen aus dem hSchsten besetzten Zustand auf einen benach- 
barten Zustand innerhalb desselben Bandes zu bringen, hierbei ents teht  
im aUgemeinen ein elektrischer Strom, da der yon jedem Elektron her-  
riihrende Strom (IO) von ~ d. h. yon der Lage des Elektrons innerhalb 
des Bandes abhAngt. Ebenso entsteht dabei auch im allgemeinen ein 
Energiestrom. In diesem Fall liegt also elektrische und thermische Leit-  
f~ihigkeit vor ' ,  es handelt sich um  ein Metall. 

Wit sehen, dab im allgemeinen der Unterschied zwischen Isolator und  
Metall nicht darin besteht, dab die Elektronen im MetaU weniger s tark  
gebunden sind, sondern dab sie im Isolator keine Bewegungsfreiheit 
haben, so dab die Zahl der nach rechts laufenden Elektronen immer gleich 
der der nach links laufenden ist. (13her die RoUe yon Halbleitern in 
diesem Bilde vgl. Abschnitt 27. ) 

Ffir die Frage, ob es sich in einem konkreten Fail um ein MetaI1 oder  
einen Isolator handelt, ist die friiher erwAhnte 13berlappung der BAnder 
yon grol3er Bedeutung. K~imen keine solchen ~3berlappungen vor, so 
mtil3ten z. B. KSrper mit  zwei Au/3eren Elektronen pro Atom immer Iso-  
latoren sein, da 2 N  Elektronen gerade ein Band ausfiillen. Bei energe- 
tischen ~3berdeckungen der BAnder kSnnen sich aber die Elektronen 
noch auf mehrere BAnder verteilen, so dab in jedem Band noch Platz  
bleibt. 

Andererseits spielt auch die Git ters t ruktur  eine Rolle, da im Fall  
einer mehratomigen Basis die BAnder noch aufspalten (Ful3note auf  
S. 274 ) und daher kleinere B~nder entstehen, die schon mit  weniger als 
2 N  Elektronen abgeschlossen sein kSnnen. 

Trotzdem f~illt es bei Betrachtung des periodischen Systems auf, dab  
Isolatoren und Halbleiter vorzugsweise gerade Ordnungszahlen haben, 
was wohl auf den erwAhnten Umstand  zurtickzuftihren ist. 

Wit  kSnnen jetzt  nachtrAglich die Rechtfertigung dafiir erbringen, 
dab wit zu Anfang eine willktirliche Anzahl yon Elektronen als , ,Rumpf-  
elektronen" betrachteten und als lest an die Ionen gebunden annahmen, 
und nut  flit den Rest der Elektronen die Bewegung untersuchten. Die 

z Is t  die Wechselwirkung zwischen blachbaratomen sehr schwach, so 
kann auch in diesem Falle die LeitfAhigkeit so klein werden, dab man prak- 
tisch yon einem Nichtleiter spricht. Der Grund hierfiir kann entweder darin 
liegen, dab in einem Salz die Atome mit nicht abgeschlossenen Schalen sehr 
weir voneinander entfernt sitzen, oder dab die nicht abgeschlossenen Schalen 
im Inneren des Atoms sitzen (seltene Erden). Diese festen K6rper sind im 
allgemeinen dutch einen Paramagnetismus charakterisiert, der dem Gesetz 
von CURIE folgt. 
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Resultate werden n~mlich, wie wir jetzt  sehen, unabh~ngig von dieser 
Annahme, denn wenn wir noch weitere Elektronen mit zu den ,,~uBeren" 
gez~hlt h~tten, so w~ren sie in die untersten B~nder aufgenommen 
worden, und h~tten diese vollst~ndig geffillt. Sie spielen also ftir Fragen 
der LeitfAhigkeit keine RoUe. 

Wir wollen im folgenden als ,,Leitungselektronen" nur solche be- 
zeichnen, die sich in nieht vollbesetzten B/~ndern befinden, und daher 
iiberhaupt ftir die Leitf~ihigkeit in Frage kommen. 

I I .  T h e r m i s c h e s  G l e i c h g e w i c h t .  

8. FERr~I-Verteilung. Wir haben bisher immer nur diejenige Konfi- 
guration der Elektronen betrachtet, die die kleinste Gesamtenergie liefert, 
die sich also bei der Temperatur o einstellen w/irde. Um zu fiberlegen, 
wie sich die Elektronen bei einer endlichen Temperatur auf die ver- 
schiedenen im vorigen Kapitel diskutierten Zust~nde verteilen, miissen 
wir uns die Elektronen mit einem ,,W/irmebad" in Verbindung gesetzt 
denken. (Wie wir im nRchsten Kapitel sehen werden, spielt in Wirklich- 
keit die thermische Bewegung der Ionen die Rolle des W/irmebades.) 
Als W/~rmebad bezeichnen wir im Sinne der statistischen Mechanik ein 
zweites System B, das auf das erste (A) in der folgendenWeise wirkt: Be- 
findet sich das System A in einem Zustand a, so kann es durch die 
Weehselwirkung mit B in verschiedene andere Zust~nde fibergehen. Die 
Wahrscheinlichkeit daffir, dab es in einer Zeit dl z. B. nach a' iibergeht, 
wenn es zu Anfang in a war, sei wdt. Dem umgekehrten Vorgang soll 
die Wahrscheinlichkeit w'dt  entsprechen. Ist nun das Systhm B ein 
W/irmebad yon der Temperatur T, so soll 

E' - -E  
W '  = W e  k T ( I I )  

sein, worin E, E',  die Energiewerte der Zust~nde a, a' und k die BOTZ- 
~A~sch e  Konstante bezeichnet. In unserem Fall kann das System A 
jedes der Metallelektronen sein. 

Es sei n(~s) - -  wo ~ der im vorigen Kapitel eingeffihrte ,,Wellen- 
vektor",  s die Nummer des Bandes - -  die mittlere Zahl der Elektronen 
im Zustande l~, s. Die Mittelung kann man sich hierbei entweder als 
zeitliche Mittelung fiber ein kleines Intervall oder als Mittelung fiber 
viele Zust/inde mit benachbartem IE vorstellen, beides ffihrt auf dasselbe 
Resultat. Dann /~ndert sich diese Zahl im Laufe der Zeit wegen der 
13berg~nge yon f, s in andere Zust~nde und umgekehrt. Die Wahr-  
scheinlichkeit eines bestimmten ~3berganges ist dann gegeben durch die 
mittlere Zahl der Elektronen im Anfangszustand mal der mittleren Zahl 
der freien Pl~tze im Endzustand, multipliziert mit der in (IX) auftreten- 
den Wahrscheinlichkeit w ffir ein Elektron. Betrachten wit zun~chst nur 
die Etektronen mit gegebener Spinrichtung, yon denen nur eines in 



2 7 8 R .  PEIERLS : 

jedem station~ren Zustand Piatz hat, so wird die Zahl der yon ~ s nach 
Ps '  in der Zeit dt fibergehenden Elektronen: 

w. n(fs)[I -- n(Vs ' ) ]  d t  (I2a) 

und die H~ufigkeit des umgekehrten tJberganges: 

w ' .  n(~' s')[I - -  n (~s)l dr .  ( Izb)  

Infolge der Wechselwirkung mit dem W~trmebad wird also die Zahl der 
Elektronen in einem Zustand so lange wachsen, die im anderen solange 
abnehmen, his die H~ufigkeiten (I2a) und (I2b) gleich geworden sind, 
und die ;/lberg~tnge einander kompensieren. Ffir den Gleichgewichts- 
zustand gilt also wegen (II): 

n(~s) s(t~} n(V s') s(v~') 
l _ n ( ~ s ) ,  e kT  = kT 

- -  I - n(t 's ')" e (z3) 

Diese Relation soll ffir alle Paare yon Zust~tnden t s und Ps' gelten, ffir 
die die Wahrscheinlichkeit w nicht verschwindet. Wenn also die Zu- 
st~inde nicht gerade in solche Gruppen zerfallen, dab w immer ver- 
schwindet, wenn die beiden Zust~inde verschiedenen Gruppen angeh6ren, 
d .h .  wenn nicht trotz der Wechselwirkung mit dem W~trmebad noch 
Integrale der Bewegungsgleichungen bestehen bleiben, so kann offenbar 
(13) nur  dann allgemein gelten, wenn 

E(f s) 
n(ts)  k T 

I - - ~ s )  e 

fiir alle Zilst~inde denselben Wert hat. Hieraus folgt leicht die Grund- 
forlnel der FERMIschen Statistik (17) 

n(~s) =/ [E( t , s ) ] ;  t (E)  - -  i s - s 0 ,  (14) 
k T  I + e  

in der Eo eine yon E unabhgngige, dagegen im allgemeinen temperatur-  
abMngige Konstante ist, die so bestimmt werden muB, dal3 die Gesamt- 
zahl aller Elektronen 

n N =  2 ~ n ( f , s )  (15) 

(Faktor 2 wegen der beiden m6glichen Orientierungen des Spins) den 
richtigen Weft  bekommt. 

Zu summieren ist hierbei fiber alle m6glichen BewegungszustAnde 
in den in Betracht gezogenen B~tndern. 

Die ,,FEgMIsche Funktion" ] (E) ist in Abb. 3 dargestellt. Sie ist 
I, wenn E o - - E > > k T  und o, wenn E - - E o  >>kT. Ffir tiefe Temperaturen 
n~hert sich also t - -  wie dies nach den ~berlegungen des vorigen Ka-  
pitels evident ist - -  der in Abb. 3 punktiert  eingezeichneten Treppen- 
funktion [o. Wenn wit stat t  mit / mit [o rechnen, so stellen wit damit  
den EinfluB derjenigen Elektronen falsch dar, fiir die [ E - - E o [ ~ k T .  
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Diese Vernachl~tssigung is! erlaubt, wenn die Zahl dieser Elektronen 
klein is! sowohl gegen die Zahl der im ,,leitenden Band" vorhandenen 
Elektronen, als auch gegen die Zahl der dort noch freien Pl~ttze. Be- 
zeichnen E,, und E,,, den tiefsten und h6chsten Energiewert des be- 
treffenden Bandes, so erftillen die Elektronen ein Energiegebiet der 
Gr6Be Eo --E, , ,  noch frei ist dagegen das Gebiet E.~--Eo.  Man darf also 
mit /o rechnen, wenn diese beiden Gebiete groB gegen k T sind, d .h .  
wenn T . , ~ T . ,  worin 

T. der ldeinere der Werte Eo - E,, und E,,, - E____o (16) 
k k 

T.  heil3t die Entartungstemperatur.  
Abgesehen von Ausnahmef~llen, in denen das leitende Band fast 

besetzt oder fast unbesetzt ist, und die wir im 27. Abschnitt behandeln 
werden, ist sowohl Eo--E,,  als Em--Eo  n.~ 
v o n d e r  Gr6Benordnung der Bandbreite 
E.~--E, , .  Nach Abschnitt 3 liegt diese 
aber zwischen o,I V und einigen Volt 
und daher wird T. v o n d e r  Gr6genord- 
nung lO 3 bis lO 4 Grad. Fiir alle gew6hn- 
lichen Temperaturen bleibt also T<~ T.  
und [ fast identisch mit /o .  

Abb. 3. FER~tt-Verteilung. 

Diesen Sachverhalt benutzen wir, um Integrale vom folgenden Typus 
zu berechnen, die wir im folgenden dauernd ben6tigen werden: 

E,. 

f (E) a -dE, (17) 
E u 

worin 9 (E) eine bis auf gewisse Stetigkeitseigenschaften beliebige Funk- 
d/  tion der Energie ist. d-E ist, solange T ~  T., nur in der Umgebung des 

Punktes Eo von Null verschieden, man kann also 9 in der Umgebung 
dieses Punktes in eine TaYLoR-Reihe zerlegen, yon der wir die ersten 
drei Glieder benutzen: 

() 9 (E) = 9 (Eo) + (E -- Eo) -dE Eo + -~ o, \ d E" ]go 
4 

Dementsprechend wird alas Integral (17) 

W (Eo) E + (e  -- at --  Eo) ~--~ d E , 

worin alle Integrationen yon - - o o  bis + oo erstreckt werden k6nnen, da 

d / in einiger Entfernung yon der Stelle Eo sehr rasch verschwindet. Das 
d E  
erste Integral wird ] (oo) - - [  (o) = - - I ,  das zweite verschwindet, well der 
Integrand ungerade ist, das dritte wurde yon SOMm~R~ELI) (88) berech- 

net und liefert den Weft (~ k T) ~ , so dab (17) iibergeht in: 
3 



z8o R. PEIERLS : 

e,,, 
d /  _ 9 ( E o ) _  (~kT)~ (d~(Pl • (x8) 

f ¢ iJg"E'-dE d E =  6 "\dE2]Eo 
e,, 

Ffir viele Zwecke wird uns das erste Glied yon (I8), das der Funktion/o 
entspricht, genfigen. Wir bezeichnen es als die ,,erste N/iherung" des 
Integrals (17). 

9. Spezifische W~trme. Die im vorigen Abschnitt besprochene Ent -  
artung, d. h. die Tatsache, dab die Verteilungsfunktion fiir T-~ Te fast 
in ihrem ganzen Verlauf temperaturunabh~tngig wird, /iuBert sich auch 
darin, dab die Energie der Verteilung (14) fast unabh~tngig von der 
Temperatur, und daher die spezifische W~trme der Elektronen sehr 
klein wird. 

Die Gesamtenergie der Elektronen wird: 

h7 = 2~.~ E(f  s) n( fs ) .  

Bezeichnen wit die Gesamtzahl derjenigen nach (I) zul/issigen LWerte,  
ftir die die zugeh6rige Energie kleiner als E ist, mit Z(E),  so wird hieraus : 

dZ ¢ "  l "  

= 2 J E . / ( E ) .  dZ(E)  = 2 J-d-E" E . / ( E )  d E .  

d ~  Bilden wit ~ und berficksichtigen, dab 

c3T = - - f f - E ' , ~  + d T ] '  
so wird dies: 

d E  2 d l  dZ dEo d /  dZ 
aT . . . . .  T'f- E(E Eo) 

Formen wir die auftretenden Integrale unter Benutzung yon (18) urn, 
d Eo und beachten, dab ~ klein ist, so dab wir uns im zweiten Term auf die 

,,erste N~therung" beschr/inken k6nnen, so folgt: 

dE 2 [ d ( dd~)] z t ' ( k T ) ' + 2 E o ( d Z  ) dEo 
d T-~--T-" -dff. E Eo - - 3  -d--EF-o d T  " (19) 

dEo Den Wert von ~ ffir tiefe Temperaturen entnehmen wit aus tier 

Bedingung 
d (n N) f 0 = ~ -- 2 n d Z ,  

die durch eine analoge Umformung fibergeht in: 

2 (d2Z I 7 r 2 ( k T ) 2 + 2 ( d Z  ) dEo 
0 = -~-. \-dZ~]~o 3 _ _2N ~o" d---T" 

SchtieBlich wird also die spezifische Wiirme der Elektronen: 

dEdT= ( d Z )  Eo 3 (2o) 
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d Z )  gleich der Zahl derjenigen Elektronen ist, deren Energie D a k T .  ~ o  

sich yon Eo um weniger als k T unterscheidet, und daher uln etwa T / T e  
kleiner ist als die Zahl n N  aller Elektronen, so erhalten wit ffir die 
Gr613enordnung von (20): 

dE T 
- - o o n N . k . - - .  
d T  Te 

Dieser Ausdruck ist zu klein, um bei gew6hnlichen Temperaturen nach- 
weisbar zu sein. ]3el tiefen Temperaturen verschwindet er jedoch lang- 
samer als die spezifisehe W~rme des Kristallgitters (die proportional zu 
T 3 ist), und sollte daher bei sehr tiefen Temperaturen beobachtbar 
werden. Bisher ist aber der experimentelle Nachweis dieser Elektronen- 
w~rme noch nicht gelungen. 

1o. Magnetisches Verhalten. Eine wichtige Anwendung der Theo- 
tie betrifft das Verhalten der Metalle im magnetischen Feld. Wir mfissen 
hier zwei Effekte unterscheiden: Die Wirkung des Magnetfeldes auf die 
Bahn und auf das Eigenmoment (Spin) des Elektrons. 

Die Wirkung auf den Spin hat bekanntlich zur Folge, dab das Spin- 
moment des Elektrons zwei station~re Orientierungen annehmen kann, 
so dab die Komponente des magnetischen Moments in der Feldrichtung 

e~ ist das BOHRsche Magneton). Wir entweder + / z  oder - -  # ist. (/~ = 2 m c 

wollen der Kfirze halber sagen, der Spin sei parallel bzw. antiparalell 
zum Feld ofientiert. Dann gilt (14) wieder ffir die Verteilung der Elek- 
tronen, wobei nur unter E jetzt die Gesamtenergie, einschliel31ich der 
magnetischen Energie ! / ~ H  zu verstehen ist. Wollen wir also mit E 
wie frfiher nut  die Bahnenergie bezeiehnen, so mfissen wit schreiben: 

n + ( ~ ) =  i • n ( ~ ) =  i 
E -  E o -  I~H' E -  Eo + I~H ~ 

I + e  kT I + e  k2r 

wobei n+ bzw. n die Zahl der parallel bzw. antiparallel orientierten 
Elektronen in einem bestimmten Bewegungszustand bezeichnet. Mit 
den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes ist also die Gesamtzahl 
der parallel bzw. antiparallel orientierten Elektronen, solange die 
,,erste N~iherung" von (18) erlaubt ist, d. h. solange T ~ Te: 

E,, 

f AT+=-- n+-d -EdE- - -Z (Eo+~LH) ;  N _ = Z ( E o - - ~ L H ) .  (21) 
E,, 

Hieraus ergibt sich der t~lberschuB der parallel orientierten: 

.AT+ -- N = Z(Eo + I ,H)  --  Z(Eo --  l tH) = 21~H -d-E Eo 

und daher das magnetische Moment: 
dZ  

M =  2,,~H. (~-~)E0 , 
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mithin die paramagnetische Suszeptibilit~t: 

M ~/dZ~ 

(22) gilt ftir T-~ T~, d. h. ftir solche Temperaturen, fiir die die Elektronen- 
verteilung noch v611ig entartet  ist. Ffir diese Temperaturen ist die Sus- 
zeptibilit~tt demnach unabhAngig yon der Temperatur.  

(22) gilt ferner ftir solche Felder, bei d6nen es erlaubt ist, die Differenz 
durch den Differentialquotienten zu ersetzen, d. h. bei denen das Moment 
M noch klein gegen das S~ttigungsmoment # n N  ist. 

Zur Abschlttzung der Gr6Benordnung bemerken wir, dab Z ( E , , , ) -  

Z (E~) = N ist, (Zahl der Zust~nde in einem Band) und dab daher d_~Z 
d E  

N wird, falls das Band nicht gerade fast yon der Gr6Benordnung E,~ - E,, 

roll  oder fast leer ist. Benutzen wit gem~B der frfiheren Absch~ttzung 
einen Wert  der Bandbreite yon etwa I V, so bekommen wir f/ir die molare 
Suszeptibilit~t etwa 3.1o -5 el. magn. Einh. in Ubereinstimmung mit der 
empirischen Gr6Benordnung ffir paramagnetische Metalle. 

Wenn man jedoch dieses Resultat im einzelnen mit den experimen- 
tellen Werten vergleichen will, so muB man erstens berficksichtigen, dab 

dZ N die Annahme ~ oo ~-~-~ Z-~, nur eine grobe N~herung darstellt, und bei 

fast freien oder fast besetztem Band ganz versagen wird. Zweitens beob- 
achtet  man experimentell immer die Differenz aus dem Paramagnetismus 
und dem sp~ter zu besprechenden Diamagnetismus. Hierdurch wird im 
allgemeinen, solange der Paramagnetismus fiberwiegt, die Gr6Benord- 
nung nicht gest6rt, die Differenz kann abet zuf~llig sehr  klein werden. 
Beide Umst~nde wirken in der Richtung, dab die theoretische Suszepti- 
bilit~t zu grol3 wird. Berechnen wit umgekehrt mit HiKe dieser NAhe- 
rungsformel die Bandbreite E , , - - E , ,  aus den experimentellen Suszepti- 
bilit~iten, so wird sie ebenfalls zu groB. In entgegengesetzter Richtung 
wirkt der Umstand, dab im Falle yon mehreren nicht v611ig geftillten 
B~tndern jedes einen Paramagnetismus der berechneten Gr6Benordnung 
liefert. Mit diesen Vorbehalten ist die folgende Tabelle zu betrachten, 

in der die Bandbreite aus der Formel E m - - E , / ~  2'u~N abgesch~ttzt wurde 
Z 

(Zahlwerte yon Z aus [73] : 

Metall: AI Cs Ca Cr Ir K Li Mg Mn Mo _Pd 
Bandbreite in V: 3,7 2,I 1,4 0,36 2,4 3,I 1,7 4,4 o, I2 I,o o, II 

Metall: Pt Rh Rb Ru Sr Th Ti V W Sn Zr 
Bandbreite in V: o, ii 0,28 3,4 0,66 2,o 1,3 I,O 0,49 1,3 25,4 7,0 

Die auBerordentlich hohen Werte bei Sn und Zr sind wahrscheinlich durch 
den Diamagnetismus vorget/iuscht. Im ganzen liefert aber diese Zu- 
sammenstellung eine gute Rechtfertigung daffir, dab wir mit einer Band- 
breite zwischen 0,i und einigen Volt und daher mit einer Entartungs- 
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temperatur  zwischen lO 3 und IO* Grad rechnen. Insbesondere unsere 
Schlfisse fiber die Entartung bei gew6hnlichen Temperaturen und fiber 
die spezifische W~rme erhalten so erst ihre eigentliche Rechtfertigung. 

Das Magnetfeld wirkt aber nicht nur auf den Spin der Elektronen, 
sondern auch auf ihre Bahnbewegung. Es ist bekannt, dab dieser Ein- 
fiuB bei Gasen ebenfalls einen Paramagnetismus bedingen kann, wenn 
das ganze Atom im station~ren Zustand ein Bahnmoment hat, das sich 
dann in die Feldrichtung einstellen kann. Im Metall wird dies jedoch 
wegen der Wechselwirkung der Atome nicht mehr der Fall sein; wenn 
selbst die Atome ein Bahnmoment haben, so wird dieses nicht frei dreh- 
bar sein, sondern relativ zu den Gitterachsen fest ofientiert. (Eine Aus- 
nahme bilden die seltenen Erden, bei denen sich die nicht abgeschlosse- 
nen Schalen im Innern des Atoms befinden, und f/it die daher die Wech- 
selwirkung mit dem Nachbaratom besonders schwach ist. Sie Iiegen abet 
wegen ihrer schlechten Leitf~higkeit aul3erhalb des Rahmens unserer 
Betrachtungen.) 

AuBerdem lenkt abet das Magnetfeld dutch die LORENTz-Kraft die 
Elektronen st~ndig in ihrer Bahn ab, und dies hat in einem Atom eine 
Pr~tzession der Elektronen um die Feldrichtung zur Folge, die bekannt- 
lich fiir den Diamagnetismus yon Gasen verantwortlich ist. In unserem 
Falle liegen die Verh~ltnisse ffir Ionen, d .h .  ffir die abgeschlossenen 
Schalen, die bei Fortnehmen der Leitungselektronen fibrig bleiben, genau 
wie ffir Edelgase, und wir werden daher yon diesen Ionen einen Dia- 
magnetismus yon derselben Gr6Benordnung wie yon entsprechenden 
Atomen erwarten. Insbesondere wird auch dieser Diamagnetismus tem- 
peraturunabh~ngig und von der mittleren Gr6Benordnung 5.IO-Z pro 
Gramrn. 

Bei dieser tJberlegung sind aber noch die Leitungselektronen auBer 
acht gelassen, die infolge der Ablenkung durch die LOI~ENTz-Kraft in 
komplizierter Weise gest6rt werden und ebenfalls einen Beitrag zur 
Suszeptibilit~tt liefern k6nnen. In der klassischen Theorie verschwindet 
dieser Beitrag (wie fiberhaupt jeder Diamagnetismus). LANI)AI~ (88) hat 
jedoch nachgewiesen, dab in der Quantentheorie auch freie Elektronen 
einen I)iamagnetismus besitzen, der gerade I/3 des Paramagnetismus 
kompensiert. Es ist aber natfirlich unzul~ssig, dieses Resultat auf wirk- 
liche Nietalle anzuwenden, denn der yon der Bahn herriihrende Dia- 
magnetismus wird ffir Elektronen in einem Kristallgitter sicher wesent- 
lieh yon dem ffir freie Elektronen verschieden sein, im Gegensatz zum 

dZ Paramagnetismus, bei dem das Potential nut  in der Form von ~-~ zum 

Ausdruck kommt, und der daher weniger empfindlich gegen die Form 
des Potentials ist. Eine theoretische Untersuchung des Diamagnetismus 
von Elektronen im pefiodischen Feld steht noch aus. Sie hAtte u.a.  die 
anomalen Effekte der Wismutgruppe zu erkl~ren (70). 



284 R. FEmRLS: 

Fiir das magnetische Verhalten der Metalle kann die in unseren 
Voraussetzungen vernachlAssigte Wechselwirkung der Elektronen unter -  
einander von entscheidender Bedeutung sein. Bei gewissen Metallen 
fiihrt sie zu dem ferromagnetischen Verhalten. Es ist m6glich, dieses 
Verhalten qualitativ zu verstehen, wenn man vereinfachende Annahmen 
macht ,  die gr6ber sind als unsere bisherigen ;3berlegungen, dafiir aber  
die Elektronenwechselwirkung zu berticksichtigen gestatten. Wir miissen 
es uns abet  hier versagen, auf diese Theorien und ihren Zusammenhang 
mit  den bier benutzten Methoden einzugehen. 

I I .  Kontaktpotent ia l .  Bisher haben wit das Nullniveau der Ener -  
gie, auf das wit unsere Werte bezogen, noch unbest immt gelassen, d a  
wit uns nur f/Jr Energiedifferenzen interessierten. Ftir die in den folgen- 
den Abschnitten zu behandelnden Fragen ist es jedoch wichtig, Energie- 
werte yon Elektronen im Innern eines Metalls mit  denen von freien 
Elektronen oder yon Elektronen in einem anderen Metall vergleichen 
zu k6nnen. Zu diesem Zweck ist es also wichtig, eine unserer Konstanten,  
z. B. E,, absolut zu kennen, wenn man das Potential  auBerhalb des 
Metalles Null setzt. Dieser Wert  wird beeinflui3t: 

I .  Dnrch den Verlauf des Potentials im Innern des MetaUs. Eine 
VerAnderung des Potentialverlaufs wiirde die Lage der BAnder ver-  
~ndern. 

2. Durch das Verhalten des Potentials an der OberflAche, d. h. dutch 
Anomalien der Gitterstruktur an der OberflAche sowie durch eventuelle 
an der OberflAche auftretende Ladungsschichten (Elektronenanh/iufung 
oder -verarmung) und dutch Doppelschichten; schlieBlich durch eventuell 
adsorbierte Gasschichten. 

3. Durch die Bildkraft, d. h. dutch die Tatsache, dab beim Heraus-  
ziehen eines Elektrons aus dem MetaI1 die fibrigen Elektronen sich in der 
NAhe der OberflAche so anzuordnen versuchen, dab sie das von diesem 
hervorgerufene Feld im Innern kompensieren (51a). Eine vollstAndige 
Kompensat ion wird hier jedoch nur m6glich sein, wenn das Elekt ron 
sich schon in einem Abstand yon der OberflAche befindet, der groB gegen 
d is t .  Der Verlauf der Bildkraft in dem interessantesten Gebiet nahe der  
Oberflache ist also unbekannt.  

Von diesen drei Effekten ist der zweite am schwersten einer theo-  
retischen Untersuchung zugAnglich. Man hat  daher hAufig versucht,  
orientierende AbschAtzungen zu erhalten, indem man die OberflAche 
durch primitive Annahmen schematisierte; z. B. kann man annehmen, 
dab das Potential U dadurch erzeugt wird, dab man an jedem Gitter-  
punkt  die Ladungsverteilung eines einzelnen isolierten Atoms ansetzt ,  
mad das Gitter an einer bestimmten Gitterebene abgebrochen denkt, ohne 
es zu deformieren, und ohne die Ladungsverteilung der Grenzatome zu 
~ndern (7). 
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Unter  dieser Annahme und unter Vernachl~issigung der Bildkraff 
kann man E,, in dem in Abschnitt 4 untersuchten Grenzfall s tark  ge- 
bundener Elektronen ieicht absch~itzen; bis auf die dort erwAhnte Ver- 
schiebung, die von der Gr6Benordnung der Bandbreite wird, ist E,, 
gleich der Ionisierungsenergie des einzelnen Atoms. Anscheinend ist dies 
die praktisch brauchbarste Absch~itzung, die man bisher geben kann. 

I m  entgegengesetzten Fall fast freier Elektronen ist die Absch~itzung 
viel schwerer. Man finder in der LLteratur h~ufig die Angabe, dab E,, 
mit  dem Raummittelwert  des Potentials U fibereinstimmt. Das ist aber 
unrichtig, weil nach Abschnitt 3 ffir fast freie Elektronen der Raum-  
mittelwert Uo des Potentials mit  dem unteren Rande des untersten Ban- 
des zusammenfiillt. Das unterste Band kann aber nicht die Leitungs- 
elektronen enthalten, denn bei der allm~ihlichen Besetzung der Niveaus 
mit  Elektronen sind die untersten B~inder ffir die inneren Elektronen 
des Atoms (die wir mit  zum Rumpf  gerechnet haben) zu reservieren x. 
Zwischen Uo und Eo besteht also auch fiir fast freie Elektronen, und 
auch bei Vernachl~issigung der Einflfisse 2 und 3 kein Zusammenhang. 
Die Berechnung yon E,, aus theorefischen Daten ist ein bisher ungel6stes 
Problem. 

Das gleiche gilt yon der Besprechung der absoluten Gr6Be yon Eo, 
da man die Differenz E o -  E,,, wie wir frfiher sahen, einigermaBen ab- 
sch~itzen kann. Diese Energie Eo hat  nun einen sehr einfachen physi- 
kalischen Sinn: sie ist n~mlich fiir T -= o die Energiedifferenz zwischen 
den energiereichsten Elektronen im Metall und einem Elektron, das sich 
ohne kinetische Energie auBerhalb des Metalls befindet. Eo ist also 
die minimale Energie, die man braucht, um ein Elektron aus dem Metall 
herauszureil3en. 

Wir haben nun zun~ichst eine einfache M6glichkeit zur Priifung, 
zwar nicht des Wertes yon Eo selbst, aber seiner Differenzen fiir ver- 
schiedene Metalle. 

Bfingen wir n~imlich zwei Metalle A und B an einer Stelle zur Be- 
r i i tmmg (Abb. 4), so werden die Werte yon Eo in beiden Metallen zu- 
n~chst verschieden sein. Der Eo-Wert yon 
A sei der h6here. Dann k6nnen also die ~ [ A [ £ l ~  
schnellsten Elektronen aus A nach B fiber- ~ r B 
gehen, denn sie kommen dabei auf Energie- Abb. 4. Kontaktpotential. 
niveaus, die im Innern von B noch nicht 
besetzt sind. Umgekehrt  k6nnen abet  keine Elektronen yon B nach A 
fibergehen, weil sie alle Energien haben, die kleiner sind als E~, also 
erst recht kleiner als Eo A. Die ihnen zukommenden Pl~itze in A sind 
also schon besetzt. B wird daher gegenfiber A negativ aufgeladen werden, 

x Das heilBt aber nicht etwa, dal3 Uo die Austrittsarbeit ftir K-Elektronen 
bedeutet, denn ftir diese ist natfirlich die Annahme schwacher Bindung nie- 
mals zul~issig. 
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bis die sich ausbildende Potentialdifferenz ein weiteres Uberstr6men yon  
Elektronen verhindert. Das ist dann der Fall, wenn die Konstanten Eo ,  
ffir beide Metalle einander gleich geworden sind. Denn nur dann gil t  
Gleichung (14) ffir das aus beiden Metallen bestehende System als Gan-  
zes, nu t  dann herrscht also vollst~ndiges thermisches Gleichgewicht 
Betrachtet  man nun den Rand rA, so wird die Ladungsverteilung an der  
Oberfl~iche nicht durch die am anderen Ende stattfindende Berfihrung 
beeinfluBt werden, der Potentialunterschied zwischen dem Punkte P A  
und den schnellsten in A vorhandenen Elektronen wird also nach wie vo r  
den Wef t  Eo A haben. Das gleiche gilt ffir PB. Andererseits sind j e tz t  
die Energieniveaus der schnellsten Elektronen wie wir sahen, in A u n d  
B einander gleich geworden. Zwischen den Punkten PA und PB herrscht  

A B (Kontaktpotential)  also eine Potentialdifferenz der Gr613e E o -  E o, 
die der Messung zug~nglich ist. 

12. Glfihelektronenemission (Ric~AR~SO~-Effekt). Die Energie Eo 
spielt ferner bei jeder Art von Elektronenemission eine wichtige Rolle, 
z .B .  bei der thermischen Emission (RiCHARI)SO~C-Effekt). Es k6nnen 
n~mlich aus dem Metall nur solche Elektronen austreten, deren Energie 
gr613er a l s o  ist. Ffir alle Temperaturen,  ffir die noch k T . ~  lEo I, - -  
d .h .  praktisch ffir alle Temperaturen - -  ist ffir diese Elektronen das  
zweite Glied im Nenner von (14) gegenfiber dem ersten zu vernachI~ssigen 
und die Zahl der Elektronen in jedem solchen Zustand wird daher: 

E--Eo 
n = 2 • e kT ( I4a )  

Es  genfigt aber nicht, zu wissen, wieviel Elektronen energetisch die 
M6glichkeit haben, das Metali zu verlassen, sondern man mul3 noch 
wissen, wie viele von ihnen pro Zeiteinheit wirklich herauskommen.  
Unter  den Elektronen mit ausreichender Energie sind das nur diejenigen, 
die erstens in der betrachteten Zeit auf die Oberfl~tche treffen, und  
zweitens dort nicht wieder ins Innere reflektiert, sondern nach aul3en 

durchgelassen werden. Von den 2 n (E) d Z  Elektronen mit  der Energie E 
d E  

wird ein best immter Bruchteil P pro Zeiteinheit auf ein best immtes  
Oberfl~chenstfick vonde r  Gr613e I treffen. Von diesen werden noch einige 

d Z  
reflektiert, so dab nur ein weiterer Bruchteil D, also 2 D . P . n .  ~ das 

Metall verlassen. Die Gesamtemission wird nun dutch das Integral  dieses 
Ausdruckes fiber alle positiven Werte yon E gegeben, wobei aber wegen 
des raschen Abfalles der Funktion (I4a) nut  die kleinstm6glichen Wer te  
von E eine Rolle spielen. Wir k6nnen alle anderen Faktoren in der N~he 
des tiefsten vorkommenden Energiewertes nach Potenzen yon E ent-  
wickeln. Dieser Weft  wird im allgemeinen E = o sein, sofern n~mlich 
E = o nicht gerade in eine Lficke zwischen zwei B~ndern f~llt (d. h. 
wenn nicht gerade Elektronen, die mit  Geschwindigkeiten sehr nahe an  
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Null von auBen auf das Metall treffen, LAuE-Reflexionen erleiden 
wiirden). Diese M6glichkeit wollen wir als Ausnahmefall zun~ichst aus- 
schlieBen. 

dZ 
Dann sind also P und dE- ffir E = o yon Null verschieden. Wir 

k6nnen sie bei der Integration als konstant betrachten. Dagegen wird 
sich D in der N~ihe yon E = 0 im allgemeinen wie eine Potenz verhalten. 
Denken wir n~imlich etwa, um die Verh~ltnisse zu pr~izisieren, an fast 
freie Elektronen und an eine v611ig ,,glatte" Oberfl~iche, so dal3 also das 
Potential  in der Niihe der Oberfl~iche nut  yon der Koordinate senkrecht 
zur Oberfl~iche abhlingt. Dann k6nnen nach der klassischen Mechanik 
nur diejenigen Elektronen die Potentialstufe tibersteigen, fiir die allein 
die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Oberfl~iche schon aus- 
reichende kinetische Energie liefert, um die Schwelle zu iiberschreiten. 
In diesem Fall wird die Durchl~issigkeit D in der N~ihe yon E = o pro- 
portional zu E. In der Quantenmechanik ~ l t  dieses Resultat nut, wenn 
die Potentialstufe flach genug ist, d .h .  wenn der Potentialanstieg auf 
einer Strecke erfolgt, die groB gegen die Wellenllinge der Elektronen ist. 
Liegt aber der ganze Potentialanstieg innerhalb einer Wellenl~inge, so 
besteht selbst ftir senkrecht auftreffende Elektronen mit  ausreichender 
Energie eine merkliche Wahrscheinlichkeit, reflektiert zu werden. In  
diesem Fall wird die Durchl~issigkeit der Schwelle proportional E 3/2. 
In Wirklichkeit ist jedoch die Ausdehnung der Potentialstufe yon der 
Gr6Benordnung des Atomabstands, d. h. yon derselben Gr6Benordnung 
wie die Wellenl~inge selbst. AuBerdem ist die Idealisierung ganz freier 
Elektronen und einer glatten Oberfl~iche sicher zu grob, so dab wir die 
Durchl~issigkeit D in der Form 

D = (E/E,)" 
mit unbest immtem Exponenten m ansetzen mtissen. 

Die Energie Ex, d .h .  diejenige Energie, die die Elektronen haben 
miissen, damit  die Durchl~issigkeit I wird, ist yon der Gr6Benordnung 
des unteren Randes desjenigen ]3andes, zu dem E = 0 geh6rt. Sie kann 
daher, abet muB nicht, mit  dem frtiher auftretenden unteren Rand E,, 
des leitenden Bandes identisch sein. Nunmehr wird die Gesamtemission: 

c o  dZ ( dZ) _lEo[ ,:% E),, ~ E 
2 fn .  W.D._d~.dE=2 W_d_Ko e k T J ( ~  .eY-~dE 

0 

IEol +~ ( d Z )  e--Fy(kT)m 
= 2 W~-~ o" - -  • F(,,,). (23) E~ 

Zu einer sehr groben Absch~itzung der GrSBenordnung bemerken wir, 
dZ N i dab |W2-~I yon der Gr6Benordnung--  - - -  v sein wird (N/VZahI der 
d /E=o V E~ 

Atome pro Volumeneinheit, v mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons mit  
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der Energie o). Setzen wir fiir E~ die friiher berechnete Bandbreite ein, 
und fiir v die Geschwindigkeit eines freien Elektrons mit der kinetischen 
Energie E~, so wird die Zahl der pro Zeit- und F1Acheneinheit aus- 
tretenden Elektronen : 

[ T\,-+x -kr-~-~ °l E~ 104 o. (23 I) e ; T,=7-o  

Der hierin noch unbestimmte Exponent  m ist m6glicherweise empi- 
risch bestimmbar, die Genauigkeit der vorhandenen Experimente reich t 
hierzu abet nicht aus, da eine sehr genaue Kenntnis des Exponential-  
faktors notwendig w~ire. Dieser Faktor  ist das Charakteristischste ffir 
den Effekt und ist experimentell gut bestAtigt (78). Die Konstante Eo 
hat  die gleiche Bedeutung wie im vorigen Abschnitt. Das Kontaktpoten- 
tial zwischen zwei Metallen ist also im allgemeinen gleich der Di]/erenz der 
zugehSrigen thermischen A ustrittsarbeiten. 

Die Energieverteilung der austretenden Elektronen ist nach (I4a) 
im wesentlichen eine MAXWELL-Verteilung; die Faktoren P und D k6nnen 
sie jedoch noch erheblich verzerren. 

,,Ira allgemeinen" - -  muBten wir oben deshalb sagen, well noch tier 
erwAhnte Ausnahmefall m6glich ist, in dem der Energiewert E = o ge- 
fade zwischen zwei Bander fAllt. In diesem Fall ist die kleinste Energie, 
mit der die Elektronen austreten k6nnen, gr613er als Null. Von aul3en 
ware dies also daran zu erkennen, dab die Elektronen alle mit einer be- 
stimmten Minimalenergie austreten. (Es ist freilich zu beachten, dab 
diese Energie dutch unelastische St6Be an der Metalloberfl~iche verloren 
gehen kann.) Ffir die IntensitAt der Emission hat dies zur Folge, dab 
erstens im Exponenten yon (23) eine Energie auftritt,  die gr6Ber als I Eo ] 
ist, so dad also in diesem Fall die Beziehung zwischen Kontaktpotential und 
RICHARDSON-Arbeit zerst6rt wird. AuBerdem kommt hinzu, dab ~_r uns 
nun am unteren Rand eines Bandes befinden, so dab nun zwar D als 

dZ 
konstant behandelt werden kann, dagegen nicht mehr P und ~-~. Der 

Exponent  m kann also in solchen FAllen einen anderen Wert haben als 
bei gew6hnlichen Metallen. 

z3. Optisches Verhalten. Ein weiteres Problem der Metallphysik 
ist die Wirkung von Licht auf Metalle. Wit  nehmen an, dab eine ebene 
Lichtwellex mit dem Vektorpotential 

9 / =  9/0. e i(a~)-iot (24) 

auf das Metall wirkt, und fragen zun~ichst, unter welchen UmstAnden das 
Metall diese Strahlung absorbieren kann. Hierbei k6nnen jedoch die 
bisher noch nicht studierten Zusammenst61]e der Elektronen mit den ther- 

i Eigentlich sollte wegen der Absorption eine gedAmpfte Welle angesetzt 
werden. Vgl. hierfiber S. 291. 
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mischen Gitterschwingungen eine Rolle spielen. Das ist bei hinreichend 
kleinen Frequenzen sicher der Fall, denn wenn die Lichtschwingung so 

langsam erfolgt, dab sich in einer Zeit, die klein gegen ! ist, schon das 
£o 

Gleichgewicht herstellt, so wirkt die elektrische Feldst~irke genau so, 
als ob sie zeitlich konstant w~re, im Metall fliel3t der Strom ere und die 
Leitf~higkeit ~ hat denselben Wert wie ffir konstante Felder. Man kann 
bier also die optischen Eigenschaften nach den ph~tnomenologischen 
Gleichungen der klassischen Elektrodynamik berechnen. 

Ist umgekehrt die Frequenz so gro/3, dab im Laufe einer Periode nur 
mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit eine Ablenkung des Elektrons durch 
die Gitterschwingungen zustandekommt, d. h. ist co grol3 gegen die Stol3- 
wahrscheinlichkeit, die nach Ausweis der experimentellen Leitf~thigkeit 
die Gr6/3enordnung IO ~3 sec -~ hat, so darf man in erster N~herung yon 
den Zusammenst613en absehen. Wit  wollen im folgenden annehmen, dab 
es sich um diesen Grenzfa]l handelt, da der entgegengesetzte ftir eine 
Elektronentheorie kein Interesse bietet. 

Dann wird die Wahrscheinlichkeit daftir, dab das Elektron aus einem 
Anfangszustand 1 s in einen anderen Zustand ~' s' iibergehl, nach einer 
allgemeinen Regel der Quantenmechanik (siehe z. B. [28], G1. E229]) 

- - .  , r~ ,e  ~ d t  (25) ?,2 f 
o 

worin V~sw das Matrixelement der StSrungsenergie ist, also in unserem 
Fall die Form hat:  

V ~ , , t , , , _ ~ _ i  ~ e f m'-S" ~V~,,, 9~ grad tpf ~ d z 

(~vt s sind die Eigenfunktionen ohne Licht, die wir im ersten Kapitel unter- 
suchten). Durch Ausffihrung der Integration sieht man leicht, dab (25) 
nut  dann fiir lange Zeiten anw~chst, wenn Resonanz besteht, d. h. wenn 

E(~s)  - -  E ( t ' s ' )  + ~co = o (27) 

und dab daher die Wahrscheinlichkeit, pro Zeiteinheit, dab der 13bergang 
stattfindet, die Form annimmt: 

2__~. [V t , v , ,  j2 . d (E(~ '  s') - -  E(~s )  - -  ~co) ,  (28) 

worin ~ (x) eine Funktion ist, die nur in der unmittelbaren Umgebung des 
Punktes x = o von Null verschieden ist, und dort so groB wird, dab 

f d ( x ) d x  = I .  (29) 

Wegen der Ortsabh~tn~gkeit yon 9~ und yon y (vgl. GI. [2]) folgt ferner, 
dab der Integrand von (26) sich beim Verschieben des Koordinaten- 
systems l~ngs der x-Achse um d mit 

Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. XI. 19 
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multipliziert. Das Volumenintegral (26) kann daher nur von Null ver-  
schieden sein, wenn dieser Faktor  I i s t ,  d. h. wenn 

27~ 
k~-- kx -- Kx = o, 4- -~- . . . .  (3oa) 

Entsprechend gilt natfirlich auch 
t 2TC 

k ' y - - k , - - K y  = o, ~ - 2 -  . . . .  (3ob) 

2 ~  
k" -- k~ -- Kz = o, +_ -2- ' " ' " (3oc) 

Fiir alle ~berg~nge, die die Auswahlregel (30) nicht erffillen, verschwin- 
det die 13bergangswahrscheinlichkeit. 

Anschaulich l~Bt sich diese Regel so formulieren: 
Es k6nnen nut  sotche Ubergdnge statt/inden, bei denen sich an allen 

Gitterpunkten die Phase yon An/angs- ¢tnd Endzustand gerade urn die Phase 
der Lichtwelle unterscheiden. 

Fiir viele Zwecke kann man fibrigens K in (3 o) vernachl~ssigen, weft 
2 ~  im optischen Gebiet ~>d ,  also K ~  -d- und daher fast immer K ~ . k  ist. 

Welche Clberg~tnge lassen die Bedingungen (26) und (30) zu? U m  
dies zu untersuchen, zeichnen wir (Abb. 5) die Energie als Funkt ion  

t" von ~ fiir alle m6glichen Werte von sauf .  Durch 
~ die Beziehungen (27) und (28) wird dann eine 
~.- Gerade durch den Punkt  ~, E (f) definiert, die 

durch den Parameter  K beschrieben wird; wir 
~ k6nnen diese ~berlegung in einer Dimension an- 

"s" stellen, wenn wir die Einfallsrichtung des Lich- 
~ -  tes, d .h .  die Richtung yon ~ als gegeben be- 

- ~  a k Jeder Schnittpunkt der Geraden mit einer 
der Energiekurven liefert dann eine L6sung der 

Abb. 5. Auswahlregel fiir Gleichungen (27), (3 o) und damit einen m6g- 
Lichtabsorpfion. lichen 13bergang. Wir entnehmen der Abbildung 

unmittelbar: Ffir ~eden Anfangszustand des Elektrons gibt es in iedem 
h6hergelegenen Bande einen Zustand, in den es dutch Lichtabsorption 
fibergehen kann. jedes Elektron besitzt also ein diskretes Absorptions- 
spektrum. Nur die Tatsache, dab diese Absorptionsfrequenzen vom An- 
fangszustand abh~ngen (well die verschiedenen Energiekurven in Abb. 5 
einander nicht parallel sind) und dab sich die Elektronen wegen der FERMI- 
Statistik in verschiedenen Anfangszust~nden befinden, sorgt daftir, d a b  
das Metall ein kontinuierliches Absorptionsspektrum aufweist. 

DaB in dem Gebiet sichtbaren und ultravioletten Lichts die Folge- 
rungen dieser Vorstellung auf Resultate bezfiglich Dispersion und Ab- 
sorption des Lichtes ftihren, die mit den Experimenten qualitativ im 
Einklang sind, wurde von KRONIG (84) gezeigt. 
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Man sieht ~erner aus Abb. 5 unmittelbar, dal3 kein tlbergang inner- 
halb eines Bandes m6glich ist. Dies hat denselben Grund wie die be- 
kannte Tatsache, dab wegen Energie- und Impulssatz freie Elektronen 
Strahlung nicht absorbieren, sondern nur streuen k6nnen. 

Hieraus folgt, dab in diesem Bilde keine ~berg~nge m6glich sind, 
sobald die Frequenz ~o eine bestimmte Grenze unterschreitet, denn dann 
reicht ~ ~o ffir keines der Elektronen aus, um es in den ibm nach Abb. 5 
zukommenden Platz des n~chst h6heren Bandes zu bef6rdern. Wir 
wfirden also eine Absorptionskante erwarten. Dai] diese bei den meisten 
Metallen nicht auftritt, ist dem Umstand zuzuschreiben, dab die ver- 
nachl/issigten Zusammenst6Be eine endliche Lebensdauer jedes an- 
geregten Zustandes bedingen, und daher die Absorptionslinien jedes Elek- 
trons verbreitern. Bei Frequenzen, die in der Gegend der theoretischen 
Absorptionskante ]iegen, spielt dann diese Verbreiterung schon eine so 
groBe Rolle, dab man einen kontinuierlichen 13bergang zu dem Gebiet 
der zu Anfang erw~hnten ph~nomenologisch beschreibbaren Absorption 
ftir sehr kleine Frequenzen bekommt. 

Immerhin w~re nach dieser Vorstellung wohl zu erwarten, dab bei 
tiefen Temperaturen, bei denen die Lebensdauer der Elektronenzust/inde 
gegenfiber St6Ben immer gr6Ber wird, eine derartige Absorptionskante 
im Sichtbaren his nahen Ultrarot auftreten sollte. Experimentell wurde 
ein solches Verhalten bisher im allgemeinen nicht gefunden. M6glicher- 
weise ist hierftir die Vernachl~ssigung der D~mpfung verantwortlich 
(vgl. S. 288, FuBnote). 

Ftir gew6hnliche Temperaturen wurde dieses Frequenzgebiet, in dem 
die St6Be schon eine Rolle spielen, kfirzlich von KI~ONIG theoretisch 
untersucht (36) und ebenfalls qualitative 13bereinstimmung zwischen 
Theorie mad Experiment festgestellt. 

14. Photoeffekt .  Es kann vorkommen, dab die durch das Licht in 
einen h6heren Zustand bef6rderten Elektronen das Metall verlassen. Fiir 
jedes Elektron wird hierfiir eine endliche Wahrscheinlichkeit bestehen, 
sobald seine Energie zum Verlassen des Metalls ausreicht, d.h.  sobald es 
in einen Zustand mit E > o /ibergegangen ist. Hierzu ist eine gewisse 
Minimalenergie, und folglich eine gewisse Minimalfrequenz co des Lichtes 
notwendig, die wir die ,,rote Grenze des Volumphotoeffekts" nennen 
wollen. Sie ist im allgemeinen gr6Ber als IEol, d .h .  gr6Ber als die 
Energie, die n6tig ist, um die energiereichsten Elektronen aus dem 
Metall loszureii]en. Denn wegen der Auswahlregel (28) k6nnen die 
energiereichsten Elektronen nut  in bestimmte ZustAnde aus jedem Band 
tibergehen, und diese werden im allgemeinen nicht gerade die Energie o 
haben. Um andererseits energie/irmere Elektronen auf ein positives 
Niveau zu bringen, braucht man entsprechend mehr Energie. Die Ver- 
h/iltnisse werden dutch Abb. 6 a - -c  erl/iutert, in der ffir verschiedene 
energetische Lagen der B~nder die Austrittsarbeit lEo], die Minimal- 

I9" 



2 9 z R. PEIERLS : 

energie des Volumphotoeffekts ~o~ v, und die im vorigen Abschnitt er- 
wAhnte ,,theoretische"Absorptionskante %coA eingezeichnet sind. Man 
erkennt, dab die relative Lage dieser drei Gr6Ben je nach Lage u n d  
Form der BAnder verschieden sein kann, abgesehen yon den trivialen 
Ungleichungen 

~cov > IEol ~cov > ~oA. 
AuBer dem geschilderten Volumenphotoeffekt gibt es nun aber noch 

zwei weitere Ursachen fiir das Auftreten yon Photoelektronen. Die Aus- 
wahlregel (30) kann nAmlich aus zwei Grfinden durchbroehen werden. 

Erstens bildet das elektrische Feld nicht streng eine ebene Welle, 
wie dies bei der Ableitung yon (30) vorausgesetzt worden war, sondern 
eine wegen der Absorption im Metall stark ged~mpfte Welle. Berfick- 
sichtigt man diesen Umstand bei der Berechnung des Matrixelements 

° 

a h 

O 

eo 

C 
Abb. 6. ErklKrung im Text.  

(26), so ergibt sich, dab dieses zwar noch immer ein starkes Maximum 
ffir die Prozesse hat, bei denen (30) gilt, abet auch fiir alle anderen nicht 
streng verschwindet. Insbesondere k6nnen nun auch Llberg~i_nge inner- 
halb eines Bandes stattfinden und die energiereichsten Elektronen kSn- 
nen auch direkt in ZustAnde mit E ~-~ o iibergehen (falls solche existieren). 
Es kSnnen also die in Abb. 6 punktiert  angedeuteten ~'bergAnge stat t -  
finden, fiir die gerade die Energie t Eo I aufzuwenden ist. 

FMlt, gemAB dem in Abschnitt 12 erwAhnten Ausnahmefall, E = o 
gerade in ein verbotenes Gebiet, so k6nnen die Elektronen immerhin ill 
den tiefsten existierenden Zustand mit E > o iibergehen. In beiden 
FAllen ist also die aufzuwendende Minimalenergie gerade gleich der 
RICHARDSON-Arbeit. 

Zweitens miissen wit beriicksichtigen, dab die Eigenfunktionen der 
Elektronen nut  im Innern des MetalIs die periodische Form (2) haben, 
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an der OberflRche jedoch wegen der OberflAchenkrafte einen - -  im all- 
gemein exponentiell verlaufenden - -  ,,Schwanz" aufweisen. Dieser Urn- 
stand hat ebenfalls zur Folge, dab das Integral (26) in der Nahe der Ober- 
flache auch dann einen yon Null verschiedenen Beitrag liefert, wenn die 
Auswahlregel (30) nicht erfiillt ist. Dieser Beitrag ist zwar, auf den 
ganzen Kristall bezogen, klein, da es aber beim Photoeffekt ohnehin nur 
auf die Nahe der Oberfl~che ankommt, spielt er hier ebenfalls eine er- 
hebliche Rolle. Die infolge dieses Oberfl~chenphotoeffekts m5glichen 
13bergAnge sind offenbar dieselben, wie die oben ftir den D~mpfungs- 
effekt angegebenen; es gilt also allgemein: 

Die rote Grenze des Photoe/]ekts v = ~ std~t mit der RICHARDSON- 

Arbeit in der Bezieh~mg: 
hv = E x .  (3I) 

Die Intensit~t des Photoeffekts als Funktion der Frequenz und Po- 
larisation des Lichts sowie der Temperatur in dem Frequenzgebiet, in dem 
der Volumeneffekt noch keine Rolle spielt, wurde fiir den D~mpfungs- 
effekt von WENTZEL (60), fiir den Oberfl~cheneffekt von FROHLICH (26), 
sowie yon TAM~ U. SCaUBIN (59) berechnet. 
Beide Effekte zeigen ein Verhalten, das dem 
beobachteten selektiven Photoeffekt der A1- 
kalien sehr Ahnlich ist. Welcher yon ihnen 
quantitativ die ausschlaggebende Rolle 
spielt, ist daher noch nicht entschieden. 

a 

Abb. 7. Kalte Emission. 

Der fiir die empirische Bestimmung der roten Grenze wichtige Ver- 
lauf der Intensit~it in der N~ihe der Grenze h~ingt insbesondere v o n d e r  
Wahrscheinlichkeit ab, mit der ein Elektron, das bereits positive Energie 
hat, aus dem lVietall herauskemmt, ohne an der Grenze zuriickgehalten 
zu werden. Ffir ihn spielen also alle die Umst~inde eine Rolle, die wit 
beim RICHARDSON-Effekt diskutiert haben. Diese Frage wurde ins- 
besondere yon FOWLER (19) studiert, Der EinfluB der D~impfungs- und 
Oberfl~cheneffekte auf die optische Absorption und Dispersion, der auch 
in dem Frequenzgebiet zweifellos vorhanden ist, in dem noch kein Photo- 
effekt stattfindet, wurde bisher noch nicht theoretisch untersucht. 

xS. Kalte Elektronenemission.  Es ist jedoch nicht immer nStig, 
einem Elektron die Energie lEo ] zuzuftihren, um es aus dem Metall 
herauszubef6rdern. Legt man n~mlich ein starkes elektrisches Feld F 
an das Metall, so wird der Potentialverlauf in der NAhe der 0berfl~che 
etwa der Abb. 7 entsprechen. An der OberfI~che selbst ist zwar das 
Potential noch immer hSher als die Energie Eo der energiereichsten Elek- 
tronen, aber schon in einigem Abstand vonde r  Oberfl~che wird es wieder 
kleiner als Eo, so dab es nut  ein begrenztes Gebiet gibt, in das Elektronen 
re_it der Energie Eo nach der klassischen Mechanik nicht gelangen k6nnen. 
In der Quantenmechanik besteht abet in einem solchen Fall die M6glich- 
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keit, die Elektronen nach einer gewissen Zeit jenseits der , ,Potential- 
schwelle" vorzufinden, wobei sich nut  der raumzeitliche Verlauf ihres 
Durchgangs durch die Schwelle jeder experimentellen Kontrolle prinzi- 
piell entzieht. 

Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Durchgangs nimmt sehr rasch 
mit wachsender H6he und Breite der Schwelle ab, und zwar wird diese 
Abht[ngigkeit durch einen Faktor  

e ¥~ fvv -ed . , :  

in der ~bergangswahrscheinlichkeit zum Ausdruck gebracht (vgl. z. B. 
die Diskussion bei HOUTERMANS [31]). Hierin bedeutet E die Energie 
des Elektrons, U die potentielle Energie und das Integral ist fiber das 
Gebiet zu erstreeken, in dem die Wurzel reell, d. h. E < U ist. In unse- 
rein Fall wird hieraus (vgl. Abb. 7) 

s V~--~ [Eol 3/2 
2 :~ F 

e (32) 

Die Durchgangswahrscheinlichkeit enthttlt als empfindlichsten Fak tor  
den Ausdruck (32). Eine genaue Durchrechnung des Potentialverlaufs 
yon Abb. 7 unter Zugrundelegung yon freien Elektronen ffir das Metall- 
inhere liefert ffir den pro F1/tcheneinheit austretenden Strom (18) 

( E o  - E , , )  '/2 ~ 2  - 2 , 2 .  ~o' fE°fs/2 
I = 6,2 • i o  - 6  - -  iz.-~-TiT.v D • e F 

IE,,IZ~lEol/~ 
Hierin sind die Energien in Volt, die Feldst~rke in Volt/cm gemessen. 
Diese Formel stimmt beztiglich der Feldabh/ingigkeit und der Gr6Ben- 
ordnung des Stromes gut mit Versuchen yon MILI.II<AN U. a. (75), (76). 
Eine exakte I)bereinstimmung ist nicht zu erwarten, da erstens die An- 
nahme der freien Elektronen im Innern und zweitens der schematische 
Ansatz des Potentialverlaufs an der Oberfl/iche zu ~ o b  sind und tiber- 
dies die wirksame Feldst~trke gr6/3er sein kann als die gemessene, wenn die 
Oberfiache Unregelm/iBigkeiten zeigt (Spitzenwirkung). 

I I I .  S t r S m u n g s v o r g t [ n g e .  - -  H o h e  T e m p e r a t u r e n .  

x6. StoBzahl. Wtthrend es ffir die bisher behandelten Gleich- 
gewichtsprobleme gleichgtiltig ist, auf welche Weise das thermische 
Gleichgewicht hergestellt wird, ist es ftir nichtstatische Vorgt[nge yon 
entscheidender Bedeutung, welche Kr t f t e  das Gleichgewicht zu erhalten 
bestrebt sind. Die wesentlichste Ursache hierffir ist die thermische Be- 
wegung der Gitteratome. 

Es ist ffir das folgende bequem, diese Bewegung nach harmonischen 
Eigenschwingungen zu zerlegen. Jede dieser Eigenschwingungen besteht 
bekanntlich (12) in einer wellentihnlichen Bewegung der Atome, die man 
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dutch die Phasendifferenz je zweier in der x, y, und z-Richtung benach- 
barter Atome, durch ihre Frequenz und durch die Schwingungsrichtung 
der Atome (Polarisation der Welle) beschreiben kann. Die Phasen- 
differenzen bestimmen einen Wellenvektor ~, dessen Komponenten den- 
selben Wertevorrat (I) haben, wie die des Wellenvektors ~ der Elek- 
tronenwellen: 

LI  
- -  ~ -< f,~y~, -~ + -8-, - -  = ganzzahlig. 

d ~ ~ 2a t  

Zu jedem solchen Wellenvektor gibt es drei Hauptschwingungsrichtun- 
gen, die wir mit / '  --= i,  2, 3 numerieren wollen. Im Grenzfall unendlich 
langer Wellen (akustische Schwingungen) sind /" = I, 2 transversale, 
/' = 3 eine tongitudinale Schwingung. Die Frequenz o~(~, i) ist eine Funk- 
tion yon/ '  und ~. Bei konstantem ~ ist sie fiir kleine / proportional i~l, 
der maximal m6gliche Weft too, den sie erreichen kann, und der im all- 

gemeinen ffir ~ = ~y = ~, = d erreicht wird, steht mit der charakteri- 

stischen Temperatur 6) des Kristalles in der Beziehung 

coo = k 6). (33) 

Die Elongation ur~ des m-ten Atoms (d. h. des Atoms mit den Koor- 
dinaten mid, m~ d, m3d ) .hat also dann, nach Eigenschwingungen zerlegt, 
die Form: 

u m =  afsg..tf~ e'a{fr") ~ (34) 

worin aus formalen Grfinden ] aueh negative Werte durchl~uft und 

I:lfj = a * _ f _ j ;  ~ofj --- -- ~o_f_j;  ,~I'fj = 9.I_f_y (35) 
definiert wurde. 9~fj ist ein Einheitsvektor, der die Schwingungsrichtung 
bestimmt, a fj ist die Amplitude der betreffenden Eigenschwingung. 

In der Quantentheorie unterliegt die Intensit~tt jeder einzelnen Eigen- 
schwingung der Quantenbedingung des harmonischen Oszillators. 

Efj = (Nfj + -~) lico,j (36) 

mit der ganzzahligen Quantenzahl Nf j  (Erj ist die im gesamten Kristall 
yon dieser Eigenschwingung herrfihrende Energie). Der Schwingungs- 
zustand des gesamten Gitters wird also dutch die Angabe der Quanten- 
zahlen s~mtlicher Schwingungen beschrieben. 

Die Wechselwirkungsenergie dieses Systems mit den Elektronen 1/*13t 
sich nun nach Potenzen der Elongationen entwickeln. Dabei sind die 
ersten auftretenden Glieder die linearen (weil die Elektronenzust~nde, 
yon denen wir nach Kapitel i ausgehen, ja gerade die strengen L6sungen 
ffir u = o sind) und es genfigt auch, sich auf diese zu beschrAnken, well 
die Elongationen bei nicht zu hohen Temperaturen immer klein gegen 
d sin& 
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Wegen (34) ist daher die Wechselwirkungsenergie auch eine lineare 
Funktion der Amplituden afy. Andererseits hat jede yon diesen als Am- 
plitude einer harmonischen Schwingung nur solche Matrixelemente, bei 
denen sich die zugeh6rige Quantenzahl Nfy um .4- I ~ndert und alle fibrigen 
Ngy, unge~tndert bleiben. Dasselbe gilt auch von jeder Linearkombina- 
tion der Amplituden und es folgt: Bei jedem Wechselwirkungsprozefl 
zwischen Gitterschwingungen und Elektronen nimmt eine der Quanten- 
zahlen Nfj urn I zu oder ab, d .h .  es wird ein Quant eilzer elastischen 
Schwingung erzeugt oder absorbiert. 

Ein solcher Prozeg sieht also so aus, dal3 ein Elektron aus dem Zu- 
stand ~s in den Zustand i's' fibergeht und ein Quant ]j absorbiert. Es 
geniigt, sich auf Absorptionsprozesse zu beschr~nken, wenn man i auch 
negative Werte durchlaufen l~gt, weil dann wegen (35) und mit der De- 
finition 

N_ f_j. = -- I -- Nfy (37) 

die Prozesse mit Erzeugung eines Quants mit enthalten sind. 
Dieser 13bergang geht aber natfirlich nur dann vor sich, wenn die 

Energie des ,,Schaltquantes" gerade die Energie~nderung des Elektrons 
kompensiert, d .h .  wenn 

E(l's ')  = E(is) + :~cofj. (38) 

Ferner stellt die Wirkung des Schallquants auf das Elektron wegen (34) 
ein periodisches Kraftfeld vor, genau wie z. B. die Wirkung einer Licht- 
welle und es gilt daher w6rtlich die im Abschnitt 14 angestellte t3ber- 
legung, nach der ein derartiger I3bergang nur zwischen solchen Zust~nden 
m6glich ist, ffir die die Phasendifferenz zwischen Anfangs- und End-  
zustand an jedem Gitterpunkt gerade gleich der Phase tier elastischen 
Welle ist. Es sind also nur solche Wechselwirkungsprozesse m6glich, 
fiir die die zu (30) analoge Bedingung 

k'~-- k~ -- / x =  o, -4- -[l- 

2 ~  
k~- -  ky - -  t y =  o, -+- --d- (39) 

2 ~  
k~-- & --,t,, = o, 4 - - d  

erffillt ist. 
Die m6glichen lJbergangsprozesse werden demnach ffir feste Rich- 

tung yon ~ und festes j" durch die Schnittpunkte der zu Abb. 5 analogen 
Abb. 8 gegeben. Im Gegensatz zu den Verh~tnissen bei der Licht- 
absorption ist abet die Kurve E = ~a~(~j) fast fiberall flaeher als die 
Kurve E = E(~) (die Schallgesch~zldigkeit ist kleiner als die Ge- 
schwindigkeit der Elektronen) und man erhAlt vor allem solche Schnitt-  
punkte, bei denen s unge~tndert bleibt, bei denen also das Elektron 
innerhalb dessetben Bandes bleibt. Man kann sich noch fiberlegen, dab 
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diejenigen Prozesse, bei denen sich s ~indert, selbst wenn sie m6glich 
sind, bei hohen Temperaturen nur eine geringe Anderung in dem Werte 
der Leitf~ihigkeit und bei tiefen Temperaturen keine )~nderung hervor- 
rufen. Wir beschr~inken uns daher im folgenden auf solche t3berg~inge, 
ffir die Anfangs- und Endzustand des Elektrons im selben Band liegen, 
und unterdriicken den Index s. 

Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses wird nach (12 a) pro- 
portional zu 

W~f~N u n ( ~ ) [ z  - -  n(~3]  ~(E'( t ' )  - -  E (~) - -  h~of~)'. (40) 

Wtfj ist hierbei ein noch abzusch~itzender Koeffizient. ~' ist wegen 
(39) bereits durch ~ und f bestimmt. Das Auftreten von Nf,j als Faktor 
rtihrt davon her, dab das zur Absorption ge- 
h6rige Matrixelement der Amplitude einer har- 
monischen Schwingung proportional der Wur- 
zel aus der Quantenzahl ist, und l~iBt sich 
anschaulich so interpretieren, daB die Wahr- 
scheinlichkeit ffir die Absorption eines Quants 
proportional der Anzahl der vorhandenen Quan- 
ten ist. fJbrigens folgt aus (40) wegen (35) 
und (37) automatisch fiir den inversen ProzeB 
die H~iufigkeit 

E 

~- ltfl 
Abb. 8. Wechselwlrkung zwi- 
schen Elektronen und Gitter- 

schwingungen. 

W'vfyN_f_jn(I ' ) [ I  -- n(/)] = W~fj(Nfj + I)- n(~')[I -- n(f)], (4¢) 

wodurch die allgemein notwendige Giiltigkeit von (II) garantiert wird, 
falls das Gitter sich im thermischen Gleichgewicht befindet, d. h. wenn 
man ftir die Nfy ihre statistischen Mittelwerte einsetzt. 

Zur Absch~tzung des H~iufigkeitskoeffizienten Wtfy bemerken wir 
folgendes: Nach der allgemeinen Formel der St6rungstheorie (vgl. Formel 
[26]) ist er his auf einen Faktor ~//~ gleich dem Quadrat des Matrix- 
elementes der Wechselwirkungsenergie. Wir miissen also diejenige 
St6rungsenergie absch~tzen, die auf die Elektronen wirkt, wenn man 
einer Eigenschwingung gerade die Amplitude gibt, die zu einem Quant 
geh6rt. Wiirde man allen Eigenschwingungen die Amplitude d geben, 
d .h .  alle Atome im Mittel um d verschieben, so wfirde die St6rungs- 
energie offenbar von der Gr6Benordnung atomarer Energien. Die mitt- 

lere Amplitude einer harmonischen Schwingung ist aber ] / ~ ,  in- 

folgedessen miiBten alle Quantenzahlen zur Erzielung so groBer Am- 

M~o d . werden (Mist  hierin die Masse eines Atoms). Ein Ver- plituden T 

gleich mit (40) zeigt daher, dab im Mittel 

U 2 

Wifj e,~ NM~ofjd~ , (4 I) 

worin U eine Energie yon der GrSBenordnung atomarer Energien. 
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Ferner beachten wir, dab W fiir kleine ~ verschwindet. Der Grund 
hierffir ist, dab zu unendlich kleinen ~ unendlich lange Wellen geh6ren, 
bei denen groge Bereiche des Kristalls als Ganzes schwingen. Eine Be- 
wegung des Kristalls als Ganzes hat  aber keine Wirkung auf die Be- 
wegungsenergie des Elektrons. Aus Stetigkeitsgrfinden folgt dann, dab 
das Matrixelement flit kleine ~ proportional [~[ wird, und daher wird, 
wenn man noch (41) beachtet, ffir Zusammenst613e mit langwelligen 
(akustischen) Quanten, ffir die die WellenlAnge groB gegen d ist: 

W I  f j  oo N M o ~ f j d "  " 7 j"  (4 I ' )  

Hierin ist yj ein yon der Richtung yon ~ und yon ~ abh~ngiger Koeffizient 
der Gr6Benordnung I. 

Nach (4 o) wird die zeitliche Anderung der ZalaI der Elektronen im 
Zustand ~ infolge der St6Be: 

(42a) 
([) = ~ Wf fy {(Nfj + I)n (~')[I -- n ([)] -- Nfj n (t)[I -- n (f')]} d (E' -- E--//¢o) 

fJ 
und die zeitliche )~nderung der Anzahl der Schallquanten in der Eigen- 
schwingung ~/': 

(42b) 
fVfy = ~_~ Wt fy {(Nfj + I)n (]~')[I -- n (]~)] -- N u n  (f)[I -- n (*')]} c~ (E' -- E- -  ~ oJ). 

t 

In (42a) genfigt es, sich auf ein Band zu beschr~nken, wenn man, wie 
wit es tun wollen, die 13bergAnge yon Band zu Band fortlABt. In (42 b) 
dagegen ist eigentlich fiber alle B~nder zu summieren, falls es mehrere 
,,leitende", d .h .  nut  teilweise besetzte BAnder gibt. 

Man sieht leicht, dab wegen (38) der folgende Zustand stationer ist:  

I 
n = / ( E ) ;  N = No(~j) = ~ f j  , (43) 

e k T  -I 

/ ist hierbei die durch (14) definierte FEl~I~ische Funktion. Es ist aber 
wichtig, dab die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den 
Gitterschwingungen das Gleichgewicht auch wirklich herstellen kann, 
d .h .  dab (43), yon trivialen L6sungen abgesehen, das einzige Funk- 
tionenpaar ist, ffir das die Ausdrficke (42a, b) verschwinden. 

Die Untersuchung dieser Frage wird dadurch kompliziert, dab die 
Auswahlregel (39) in gewissen FAllen zur Folge haben kann, dab die 
Gr6Be J -- X k  x n (~) + X~, × N f j  ffir beliebige Anfangswerte yon n und N 
zeitlich konstant bleibt, was nattirlich mit sich bringen wfirde, dab auBer 
(43) noch unendliche viele andere Verteilungen mit verschiedenen Werten 
von J stationAr w~ren. In der Tat gilt dieser Erhaltungssatz ftir J dann, 
wenn keine Prozesse stattfinden, bei denen die rechte Seite von (39) 
yon Null verschieden ist. Eine genauere Untersuchung dieser M6glich- 
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keit (47), (48), (51) hat folgendes ergeben: Ist das leitende Band fast leer, 
so kann es wirklich vorkommen, dab n~iherungsweise ein Erhaltungssatz 
fiir J gilt; ist es fast ganz voll, so gilt ein Erhaltungssatz ffir eine analog 
gebildete, aber yon J verschiedene Gr6ge J ' .  Die Verletzungen dieses 
Erhaltungssatzes werden dann f/Jr tiefe Temperaturen exponentiell selte- 
her. Sind also alle leitenden B~nder fast leer, oder alle fast voll, so rei- 
chen die hier betrachteten Prozesse nicht aus, urn das Gleichgewicht hin- 
reichend rasch herzustellen. Die Berficksichtigung der gegenseitigen 
St6rung der Gitterschwingungen infolge ihrer Anharrnonizitfit hilft zwar 
bei der Herstellung des Gleichgewichtszustandes, stellt diesen aber viel 
langsamer her, als es nach Ausweis der elektfischen Leitf~higkeit ern- 
pirisch der Fall ist. Man w/irde n~mlich theoretisch in diesern Fall einen 
Anstieg der elektrischen LeitfAhigkeit proportional T -8 erwarten. Da ein 
solches Verhalten experimentell nie gefunden wurde I, rnfissen wit an- 
nehmen, dab derartige Verh~tltnisse in wirklichen Metallen nicht auf- 
treten, und dab (43) irn wesentlichen die einzige station~re Verteilung 
ist. Hierzu ist z. B. ausreichend, dab ein Band eine rnittlere Besetzungs- 
zahl aufweist, oder d al3 ein Band fast roll  und ein anderes fast leer ist. 

Eine kleine Abweichung von dieser Verteilung, die dutch XuBere 
St6rungen des Gleichgewichts erzeugt wird, schreiben wit bequem - -  
ohne Einschr~nkung der Allgerneinheit - -  in der Form: 

O/ i i ) 
n(t) ----/(E) -- ~(f) ~-~ = / ( E )  + ~-y 9(~) (e , + ~)(~-, + i) (44) 

J aNo i i . 
N(~i)  = No(~i) - -  q ) ( ~ I ) ~  = No + - ~ f  q ) ( ~ i ) ( e " -  ~)(e-  " -  ~) 

Hierin sind e und ~7 Abkiirzungen fiir bzw. -k--T" Setzt man (44) 

in (42) ein und beschr~tnkt sich wieder auf die Glieder erster Ordnung in 
q~ und q~, so folgt 

~i (~) = ~ ~-T (e ~ + I ) (e -  e + ,)(e'l - I) 

]~f.i = h-T (e~ + i ) (e_ , ,+ i)(e,l_ i) 

(45 a) 

(45b) 
{~(~') - cp(~) - a~ ( f N , ~ ( E ' -  E - -  ~,o) 

worin e ' - - E ' - E o  bedeutet und F wieder aus (39) zu bestimmen ist. 
kT 

Wir werden es im folgenden mit ~tul3eren Einfl/issen zu tun haben, 
die nur auf die Elektronen, aber nicht auf die Gitterschwingungen 
wirken. Infolgedessen gibt (45 b) bereits die vollstiindige zeitliche Ande- 

' Die naheliegende Vermutung, dab dieses Verhalten etwas mit der Supra- 
leitung zu tun hat (vgl. z. B. a2), trifft nicht zu, da es nicht m6glich ist, 
unter irgendwie plausiblen Annahmen fiber die StoBwahrscheinlichkeiten den 
steilen Anstieg der Leitfithigkeit am Sprungpunkt zu erkl~ren. 
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rung yon Nfy und mu8 im station/iren Fall verschwinden. Daraus folgt 
leicht mit der Bezeichnung 

Wr'fJ d(E'" -- E"  -- ~ co) (46) u(fj)  
" i "  (~" + i ) @ - " '  + ~) 

w.~ { 
h (~,) ~(V) ~(~) 

f y  k-T (e '  + i ) ( e - "  + ~)(d~ - ~) 
(47) 

_~ ~. w~,f; c~(v.')- ~(r")1 am"'-  E" -  ~<~)} ~m' -  E -  ~<~). 
Ufy (e ¢' + l ) (e  - e "  + I) 

Wir wollen die Rechnungen zun~chst fiir den SpezialfaU durchffihren, dab 
die Temperatur groB gegen O ist, so dab wegen (33) ~co gegenfiber k T 
vernachlassigbar klein wird. In diesem Spezialfall wird aus (47) : 

(~) = ~-~a/ . wm =-- ~-~'-~ FY " ~ .  ~ <~j_j. ~ u  {9 (r) - <f (0  
(48) 

~o ~ w~,uc~(r") - m(r')] a ( ~ ' " -  ~ " -  ~<o)} ~ ( ~ ' -  E - ~<,,). 
f j  r '  

mit Ups = , ~  Wr, fy d (E'" -- E" - -  ~ ,o), 
V' 

wobei der Operator ~g eben durch diese Gleichung definiert wird. Wie 
aus (48) ersichtlich, ist 

T 
H7 = -6.  D ,  (48') 

wo D ein temperaturunabh~tngiger Operator ist. 
Wir k6nnen also so rechnen, als ob die Elektronen nut elastische St6Be 

erfahren wfirden. Trotz dieser Vereinfachung ist aber die Gleichung (48) 
noch sehr kompliziert, weil sowohl E (~) als co (fj) und folglich auch Wft 1 
anisotrope Funktionen mit komplizierter Winkelabh~ngigkeit sin& Ftir  
viele Zwecke ist es aber ausreichend, so zu rechnen, als ob (48) isotrop 
wdre, d.h.  als ob die Kristallachsen keine ausgezeichneten Richtungen 
w~ren. Dann lABt sich aus Symmetriebetrachtungen der folgende Satz 
beweisen: Hat  die Funktion 9 speziell die Form 

v~(~) c (E), (49) 

worin v~ eine Komponente der Geschwindigkeit (9) u n d c  nur yon der 
Energie, aber nicht vonder  Bewegungsrichtung abh~ngt, so nimmt der 
Operator W die Form an: 

}V.  v.~c(E) = W(E) .  v.~. c(E), (50) 

worin W(E)  wiederum eine Funktion der Energie, v o n d e r  Gr613en- 
T ordnung -~ mal der Summe der in (48) auftretenden Koeffizienten Wz fj 

wird. W ist demgem~B yon der Gr6Benordnung (4I), multipliziert mit  
der Zahl der f-Werte, ffir die der Ausdruck ( E ' - - E -  I/oJ) kleiner als d E 
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ist, dividiert durch d E .  Da ffir alle N m6glichen Werte ~-Werte dieser 
N , d . h .  Ausdruck um E,,,--E,, variiert, so wird dies ungef/ihr E,,, - E,,  

T U  ~ i T U U _ _  - 
W ( E )  oo OMcof jd~ E ~  - E, ,  oo ~ M w f j d , .  (50') 

Insbesondere ist also naeh (48') W(E) proportional zur Temperatur. 
W (E) spielt naeh (5o) dieselbe Rolle, die die StoBwahrscheinlichkeit 

in der klassisehen Theorie spielte. Die Analogie yon Gleichung (5o) mit 
der Stol3gleichung der tdassischen Theorie ist der Grund, warum die 
Resultate dieses Kapitels sehr /ihnlich zu den klassischen werden. Sie 
unterscheiden sieh yon diesen nur durch die FERZ~u-Funktion, die an 
Stelle der BOI.TZMAN,~schen steht und durch die abge/inderten Annahmen 
fiber Z (E). 

17. Elektrische Leiff~ihigkeit. Wir betrachten nun die Wirkung 
eines elektrisehen Feldes F in der x-Richtung auf die Elektronen. Welche 
~3bergAnge das Feld hervorruft, kann man durch einen Kunstgriff sehr 
einfach feststellen. Erstens kann man die ]3berg~nge yon einem Band 
zum anderen vernachl~ssigen. Man kann n/imlich leicht zeigen, dab dazu 
das Feld dem Elektron eine Energie yon der Gr6Benordnung des Ab- 
standes zweier B~nder mitteilen muB, und dab die Wahrscheinlichkeit 
hierffir nur dann merklich wird, wenn das Feld yon der Gr6Benordnung 
atomarer Felder wird. 

Betrachten wir nun ein Wellenpaket, das aus Zust~nden eines Bandes 
aufgebaut ist, und dessen Schwerpunkt sich mit der Gruppengeschwindig- 
keit D bewegt. Im elektrischen Feld verliert dann das Paket pro Zeit 
d t an potentieller Energie: 

- -  e F v ~ d t  (51) 

und diesen Betrag muB es an Bewegungsenergie gewinnen. Nach Ab- 
lauf einer Zeit d t  wird also das Paket  aus Zust/inden mit benachbartem 

bestehen, so dab die E n e r g i e  o h n e  F e l d  um den Betrag (51) zugenommen 
hat .  Andererseits kann man zeigen, dab ky und k, unge~ndert bleiben 
miissen, und es folgt schlieBlich wegen (9): 

d E  OE d k x  = ]:iv~.. dk~: 
d--t = @ k x d t --di- = e F " v ~: ' 

d k x  x 
also ~ ---- ~- e F .  (52) 

(52) gilt zunRchst nur ffir den Mittelwert yon k~ fiber das Wellenpaket, 
da es aber yon der Form des Paketes unabh~ngig ist, so muB es all- 
gemein ffir ieden einzelnen der (ohne Feld) station/iren ZustAnde gelten, 
aus denen das Paket aufgebaut ist. 

Aus (52) folgt ffir die Beschleunigung des Elektrons: 

i d OE e F  ~2E 
v~ = ~ dt ~k~ = ~ "  0k~" (53) 
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Ein Blick auf Abb. 2 lehrt aber, aa• ~ am unteren Rande jedes Bandes 
d x 

positiv, am oberen negativ ist; Elektronen, die sich am oberen Rande eines 
Bandes be/inden, werden also entgegen der Feldrichtung beschleunigt. 

Is t daher ein Band v611ig besetzt, so kompensiert sich die Wirkung 
des Stromes auf die verschiedenen Elektronen und insgesamt ruff das 
Feld keinen Strom hervor, wie wir das schon friiher (Abschnitt 7) aus all- 
gemeinen Grfinden geschlossen batten. Ist ein Band fast besetzt, so ist 
es ffir viele Zwecke bequemer anzugeben, welche Zust~tnde noch frei 
sind, statt, welche besetzt sind. Da der Gesamtstrom Null ist, wenn das 
Band ganz besetzt ist, so flieBt, wenn ein bestimmter Zustand frei ist, 
der umgekehrte Strom, als wenn nut  dieser Zustand besetzt w~re. Durch 
genauere ~3berlegungen (29) kann man diese Aussagen versch~trfen: 

Ein Band, in dem sich nur wenige Elektronen befinden, verh~lt sich 
in jeder Beziehung genau so, wie ein Band, in dem nut  ffir wenige Elek- 
tronen noch Platz ist, mit dem Unterschied, dab den freien P1Atzen 
eine umgekehrte - -  also positive - -  Ladung zuzuschreiben ist. Da jedoch 
die Leitf~higkeit unabhAngig vom Vorzeichen der Ladung ist, wird sich 
dieser Unterschied zun~tchst in der Leitf~higkeit noch nicht bernerkbar 
maehen. 

Zur quantitativen Berechnung belnerken wir, dab die fimderung der 
Zahl der Elektronen in einem bestirnmten Zustand infolge des elek- 
trischen Feldes und der Gitterschwingungen bis auf h6here Glieder in F 
nach (48) und (52) die Form hat:  

d/ eF On O/ 
i~(*) = - d - E . W g ( t )  ~, Ok, ~- OE V~9( i )  - -  e F ' v ~  o~-~f E " (54) 

Wegen (48') wird dies: 
7 O/ 

D cp - -  e F v ~ j~f E • (54') 0 0 E  

Dieser Ausdruck muB bei Stationarit~tt verschwinden, und aus dieser 
Bedingung ist 9 zu bestimmen. Durch Multiplikation von (54') mit I / T  
erkennt man, dab 9 und daher auch der elektrische Strom nur yon dem 
Verh~ltnis F I T  abhAngen. Infolgedessen ist die elektrische Leit/dhigkeit 
umgekehrt proportional der absoluten Temperatur. 

Wir berechnen nun die Leitfithigkeit speziell ffir den ann~hernd iso- 
tropen Fall, in dem wir mit dem Ansatz (49) wegen (50) start (54) schrei- 
ben k6nnen: 

o = i~(~) = W(E)  Ot O/ ,,) • ~ .  c(E) --  e F o -  ~ • (54 

Der Ansatz (49) liefert also wirldich eine L6sung unserer Gleichung. 
Setzen wir dieses Resultat ffir c (E) nun in (49) und (44) ein, und berech- 
nen den zu dieser Verteilung geh6rigen elektrisehen Strom I~, 

ely ely a/ 2ely, a/ az I , = 2  ~ . n d Z = - - 2  ~ . ~ . c d Z = - - - ~ .  " - d ~ ' C ' ~ E  "dE ,  (55) 
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wobei wir T / T e  vernachl~ssigen, d.h.  uns auf die ,,erste N~herung" des 
Integrals (18) beschr~nken, so folgt ftir die LeitfAhigkeit I / F  ~: 

2 2 i /dZ~ ~ - 

= (Eo) .  (561 

Setzen Mr  in diese Formel die angegebene Gr6Benordnung von W ein 
(U etwa 2 Volt) und sch~tzen die in (56) auftretenden Gr613en in der- 
selben Welse wie frfiher ab, so erhalten wit z. B. ftir die Leitf~higkeit 
yon Gold bei Zimmertemperatur 3" IOS Ohm-X cm-~. Der experimentelle 
Wert  ist 7.IO s. Diese Ubereinstimmung der Gr6Benordnung ist nattir- 
lich ebenso wie unsere Aussage iiber die Temperaturabh~ngigkeit  un- 
abh~ngig yon der speziellen Annahme der Isotropie. 

Bei dieser Berechnung der Leitf~higkeit haben wir h6here Glieder 
in F vernachl/issigt, uns also auf solche Feldst~rken beschr~nkt, bei denen 
das OHMsche Gesetz gilt. Das wird solange der Fall sein, wie die Ande- 
rung der Elektronenverteilung n klein ist gegen/iber n selbst. Zu einer 
Abweichung vom OH~schen Gesetz wird es nicht erforderlich sein, dab 
sich n i m  ganzen Bande um seine eigene Gr6Benordnung ~ndert, sondern 

d! 
nur, dab dies in der Umgebung yon E ---- Eo der Fall ist, wo ~-~ = o und 

wo daher Gleichung (54) nicht yon selbst erffillt ist. Man sieht leicht, 
dab hierzu erforderlich ist, dab c (Eo)v,.--. ,kT. Die Stromst~rken, bei 
denen wir eine Abweichung yore OI~Mschen Gesetz zu erwarten haben, 
liegen also in der Gr61]enordnung 

( d Z )  . k T ,  (57) I ~ e .  v 2-£ z ° 

entsprechen also dem Strom, der entstehen wfirde, wenn alle im Bereich 
I E -  Eol < k T befinddichen Elektronen mit  ihrer mittleren Geschwindig- 
keit in einer Richtung laulen wtirden. Solche Stromst~rken wurden 
bisher nicht erreicht. 

18. Thermische Leitf/ihigkeit. Wit  setzen voraus, dab auger einem 
elektrischen Feld noch ein schwacher Temperaturgradient  besteht: 

d T  
d--}- = ~" (58) 

Wenn sich die Elektronen mit der Geschwindigkeit ~ bewegen, so wird 
offenbar die Zahl der Elektronen, die sich in einem bestimmten Be- 
wegungszustand zur Zeit o an der Stelle x befinden, gleich der Zahl der- 

Hier und im folgenden ist zu beachten, da/3 im Falle mehrerer teitender 
B~nder jedes Band einen Beitrag zur LeitfAhigkeit liefert. Man kann dem 
ungef/ihr Rechnung tragen, indem man eine Reihe yon Ausdrficken (56) 
addiert, doch ist dies nicht ganz streng, weil in (46) fiber alle B~nder zu sum- 
mieren ist, und daher (47) nicht in Strenge in einzelne Gleichungen ffir jedes 
Band allein zerfAIlt. 
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jenigen, die sich zur Zeit - - t  an der Stelle x - -  v f l  befanden. Die hiervon 
herr/ihrende zeitliche Anderung der Verteilung wird: 

d n (D d n (~) 
dt = Vx" Ox 

Unter Vernachl~ssigung yon Gr6Ben h6herer Ordnung in a k6nnen wir 
hier s tat t  n die Gleichgewichtsverteilung ] einsetzen: 

dn(,) 0[ 0/ d T d[ ( ~  dEo I 
dt =vx'-O-~ = v x . d T  dx - ~ - - a ' v x " d E ' .  + dT]"  

Dieser Ausdruck ist als weiteres Glied in die Stationarit~tsgleichung 
(54) einzusetzen. AuBerdem w~re eigentlich in derselben Weise die 
Wirkung des Temperaturgradienten auf die Gitterschwingungen zu be- 
rficksichtigen; man kann aber zeigen, dab die hiervon herrtihrenden 
Effekte vernachl~ssigbar klein sin& 

Machen wir wieder die Annahme der Isotropie, so zeigt sich, dab auch 
bier der Ansatz (49) zum Ziel ffihrt, und wit erhalten leicht: 

= i r / - -  

Wir mfissen nun den zu dieser Verteilung geh6rigen elektrischen Strom I, 
sowie den Energiestrom 

f E  2 f d Z  d/  S ----- 2 v ~ . n d Z  = -~ ~-EE.V~c(E) . ~ .  d E  

berechnen. Bei der Auswertung der hierzu erforderlichen Integrale zeigt 
sich aber, dab das zu a proportionale Glied in (59) weder einen Beitrag 
zu I noch zu S ergibt, falls man sich auf die ,,erste NAherung" des 
Integrals (18) beschr~nkt. Wir mfissen also die zweite N~therung mit-  
nehmen und erhalten: 

2 ~_(~kT)~[ d 2 [v 2 dZ\] 2 ~2k2T d Z [ d  (v2)] 
: =  3 w  0(6o) 

Eo - 2 - (~kT)~r  d 2 I_  v ~ dZ\] 2 n~k~T dZ  [ d {_ v2\] 

Fiir das Problem der W~rmeleitung ist I----- o, und folglich wird die W~rme- 
Ieitf~higkeit 2 = S /a  bis auf h6here Glieder in T/T~:  

). ----- 27r~k~T(v 2 I dZ~ (62) 
3 \ 3 W-d~]Eo" 

Durch Vergleich yon (62) mit (56): 

~2 k 2 T 
- -  - - - - -  ( 6 3 )  
ff ~ 8 2 

Gleichung (63), die unter dem Namen WIEDEMANN-FI~ANzsches Gesetz 
bekannt ist, gilt, wie wir sehen, streng, sobald man isotrop rechnen darf, 
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und wird um so genauer erffillt sein, je geringer die Anisotropie ist~. Bei 
wirklichen Metallen sollte man kleine Abweichungen im numerischen 
Faktor  und kleine Variationen dieses Faktors  yon Metall zu Metall er- 
warren, insbesondere bei nichtregul~iren Metallen, die stark anisotrop sind. 

Die Tatsache, dab die W~irmeleitftihigkeit unabh~ingig yon der Tem- 
peratur  ist und ungef/ihr die durch (63) best immte Gr613e hat, folgt 
wiederum in aller Strenge, ohne Annahme yon Isotropie. 

I9. THoMsoN-Effekt. Wir berechnen ferner den THo~so~--Koeffi- 
zienten, d. h. die Erh6hung der pro Zeiteinheit in einem yon konstantem 
Strom durchflossenen Leiter erzeugten W~irmemenge durch die An- 

wesenheit des Temperaturgef~illes a. Da die erzeugte W~irme I F  a S  0x 
ist, und F nach (6o) die Gr613e hat :  

e 2 2~2k~T [dZ d (vvii_zl ] F =  i +c 'T"  3 -'[-g~'~--~ Y ~a~v/aEo' (64) 

so wird der zum Temperaturgef~ille proportionale Anteil yon I F  OS 
r)x" 

f n~k~T[  d , [v~\] d [(zrhT) ~ d , i v  ~ dZ\]  rr ' k~Tf  d d Z  

dEo 
wobei die Werte von a aus (56) und yon - d r  aus (I9a) benutzt wurden. 

Also wird der THoMso~'-Koeffizient: 

,72k 2 T d T~_Elog (65) 
~t-~ 3 e d T  W ) - E  Eo" 

Da die Ladung in den THo~SOl~-Koeffizienten linear eingeht, so werden 
wir erwarten, daB in dem frtiher diskutierten Fall fast besetzter B~tnder 
ein anderes Vorzeichen resultiert als im Fall fast freier BAnder. Doch 
l~gt sich ein allgemeiner derartiger Zusammenhang nicht angeben, da 

v ~ am unteren Rande jedes Bandes positiv, am oberen allgemein zwar 

negat iv is t ,  fiber die Abh~ingigkeit der ,,StoBwahrscheinlichkeit" W von 
der Energie allgemeine Angaben jedoch nicht gemacht werden k6nnen. 

2 0 .  PELTW.R-Effekt. The rmokra f t .  Wir betrachten ferner die Be- 
rfihrungssteUe zweier Leiter, die sich auf der gleichen konstanten Tem- 
peratur  befinden, und bilden die Differenz der Energiestr6me in beiden 
Leitern, die gteich der an der Beriihrungsstelle pro Zeiteinheit erzeugten 
W~irmemenge (PELTIER-Effekt) ist. In  der ersten N~iherung erhalten 
wir wegen a -- o 

S~ --S~ = o .  

Es miissen n~imlich die in (60) auftretenden Energien Eo fiir beide Leiter 
yon demselben Niveau aus gez~thlt werden, und nach den im Abschnitt I i  

Als Kriterium hierfiir darI man aber nicht etwa die Anisotropie der 
Leiff~ihigkeit verwenden, denn diese ist in regulltren Kristallen und solange 
das OH~sche Gesetz gilt, schon aus Symmetriegriinden immer isotrop. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 2 0  
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gemachten Bemerkungen stellt sich das Kontaktpotential zwischen den 
Leitern gerade so ein, dab die Werte yon Eo einander gleich werden. Wir 
mfissen daher his zur zweiten N~herung gehen: 

S = i . ~ o  (nkT)" [d  (v" dZl] 
e + 2 e F .  3 " ~d--E\~-#'dE/J~o 

= I { ~  + (~k T) 2 [ d .  v ~ d Z ] l  

Der PELTIER-Koeffizient ist also gleich der Differenz der Werte yon 

d Z  
H ~ (zt k T)" . [ d ~  lOg (-~-d-~)]E e (66) 

ftir die beiden Metalle. 
Die Proportionalit~t des PELTIER-Effekts mit T ~, sowie die des 

THoMsoN-Effekts mit T stimmt gut mit dem Experiment fiberein (1). 
Die Thermokraft h~ngt mit diesen beiden Effekten bekanntlich (1) 

thermodynamisch durch die folgende Relation zusammen: 

v = H~(Ta) - -  IL(T~) + H~(T~) - -  H~(Ta) + f L , . ( T )  - ,u~(T)]dT,  (67) 

wenn T~ und Tb die Temperaturen der beiden L6tstellen und/~/22 H~ I/5 
die THOMSON- und PELTIEg-Koeffizienten der beiden Metalle sind. We- 
gen (65) und (66) wird V proportional zu T2- -T~ .  13bet die Gr6fie 
der angegebenen Effekte k6nnen wir keine Aussagen machen, da uns die 
wesentlich eingehende Abh~ngigkeit der ,,StoBwahrscheinlichkeit" W 
yon der Energie unbekannt ist. 

2 I .  HAi,L-Effekt. Magnetische Widerstands~nderung. Wir be- 
trachten welter die Wirkung eines magnetischen Feldes in der z-Rich- 
tung auf die Elektronenverteilung. Haben wir ein Wellenpaket, das 
sich mit der Geschwindigkeit D bewegt, so wirkt darauf im magnetischen 
Feld die mittlere Kraft: 

eH e H  
= Vx~ K z  ~ o .  K~ T v ~ ,  K y =  

In Analogie zur Wirkung einer elektrischen Kraft, die dutch (52) be- 
schrieben wird, werden wit daher erwarten, dab 

d kx I e H  d i e l i  dkz 
a ~  = - ~ - v y ;  ~Tky = - ~ - 7 - v ~  - ~  = o. (68) 

Eine strengere Untersuchung, deren Gedankengang in (50) angedeutet 
und in (32a) ausffihrlich wiedergegeben ist, zeigt in der Tat, dab (68) 
berechtigt ist, sofern man die Effekte vonder Quantelung der Bewegung 
im Magnetfeld vernachl~ssigt, die sich im Endresultat dutch Korrek- 

~H tionen der Gr613enordnung ~--T bemerkbar machen wfirden. Die folgenden 

Resultate enthalten also Fehler von dieser Ordnung. Der Fall starker 
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Magnetfelder bei tiefen Temperaturen, in dem diese Effekte grol3 wfirden, 
ist bisher weder theoretisch noch experimentell untersucht. Die zitierte 
Untersuchung zeigt auch, mit  welchem Recht man im Magnetfeld noch 
von den Bezeichnungen kx ky kz Gebrauch machen kann, obwohl ihre 
Definition durch die Periodizit~tt der Eigenfunktion (2) dort unzul~ssig 
wird. 

Mit Beriicksichtigung von (68) lautet  die Stationarit~tsbedingung 
ffir den Fall eines Magnetfeldes in der z-Richtung und eines elektrischen 
Feldes in der x--y-Ebene:  

0 h(~) d/ [ e l l (  dop dq0)] d/ = = --  v x ~  --  • (F:~v~ + Fyvy),  (69) 

weil der Operator 

d O 
v ~  - vy ~-;~ 

angewandt auf eine Funktion, die nur von der Energie abhAngt, Null 
ergibt. 

Wit  ffihren nun wieder unsere Annahme der Isotropie ein, und neh- 
men ferner zur weiteren Verein/achung an, dab wires  entweder mit  einem 
fast leeren oder mit  einem fast besetzten Band zu tun haben, d. h. dab 
Eo in der N~the eines Randes liegt. Is t  dies der Rand, fiir den 1 = o, 
so folgt aus der Isotropie, dal3 E nur eine Funktion von k 2 = k~ + k~ + k~ 

7t 
ist. In der N~he des anderen Randes, ffir den k~ = ky = kz = -d- kfnnen 

wir einen Vektor ~ durch die Beziehung 

i'ffrd ikrd i(krd+Zt) 
e = - -  e ---- e r = x ,y , z  (7 ° ) 

definieren. Man kann zeigen, dab (69) auch gilt, wenn man [ durch 
ersetzt, well sich ]~ und ~ in jedem kleinen Gebiet nur durch eine additive 
Konstante unterscheiden. In der N~the dieses Randes h~tngt dann E 
nur von f ab. Wir nehmen tier Definiertheit halber den ersten Fall an 

dE = E' .  Gehen vcS_r nUll mit  dem zu (49) analogen Ansatz und setzen 

= v~c,(E) + vyc~(E) (71) 

in (69) ein, so erhalten wir durch eine leichte Umrechnung, mit  Be- 
nutzung von (9) und (5o): 

W(E)(c~vx + c~vy) --  e H  E ' .  (c, v x - -  c.vy) - - e ( F ~ v ~  + F y v y ) = o .  (72) 

Der Ansatz (71) ist also ausreichend und wit erhalten: 

W(E)  ci e H --  ~,~cE'c~ = eF~ (73a) 

eH ~t 
~ - c l z  c, + W(E)c~ = eFy .  (74 b) 

20" 
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Experimentell  untersucht man gew6hnlich den Fall, wo die Richt tmg 
des Stromes gegeben ist; sie sei die x-Riclatung. Dann hat man Fy so 
zu bestimmen, dal3 Iy = o. Das ist sicher der Fall, wenn c~ - - o .  Es  
zeigt sich nun, dab das Gleichungssystem (73) mit  c2 -= o 16sbar ist, 
sofern man h6here Glieder in T/Te  vernachl~tssigt. Man erh~lt nAmlich 
die Gleichungen: 

Wc, = eF,  (74 a) 

e l i  E'c = eFy, (74 b) 
2 ~ C  x 

die einander proportional sind, solange man W/E'  in dem Energiegebiet, 
a/  

in dem d-E ~= o ist, als konstant behandeln kann. Die erste dieser Glei- 

chungen ist identisch mit (54")- Bei den gemachten Annahmen fibt also 
das Magnetfeld keinen Einfiul3 auf die Leitung in der x-Richtung aus. 
Die Widerstandsdnderung im magnetischen Feld verschwindet. 

Ferner bestimmt sich aus der zweiten Gleichung Fy zu 

H , e H ( E ' )  
Fy = ~ E c, = 2-~ W- e0 F , .  (75) 

Das Vorzeichen des HALL-Effekts h~tngt also yon dem Vorzeichen yon  
E' ab. Am unteren Rande eines Bandes nimmt E m i t  wachsendem k ~ 
zu, E' ist also positiv, am oberen Rande ist dagegen E' negativ. I m  
letzteren Fall erhalten wir also einen HALL-Effekt, wie ihn wenige positiv 
geladene Elektronen erzeugen wtirden. Dieses Resultat  war nach unserer 
allgemeinen Bemerkung zu erwarten, nach der sich wenige freie Pl~ttze 
in einem Band so benehmen wie wenige umgekehrt  geladene Elektronen. 

Drficken wir in (75) F~ mit Hilfe der Leitf~higkeit (56) durch I s  
aus, so finden wir: 

I 2 ( v  2 dZ~ 2 ( d E  k ~ dZ I 
Fy = RHI~; R -- 3 ec~'~E'dE/eo=--eC'~d-~3 -dE/Eo 

a z  
- -eC"  
3 ~ d(~ ~)/Eo 

Berficksichtigen wir noch, dab Z (k), d .h .  die Anzahl der nach (I) zu- 
l~ssigen Vektoren mit k~ + k; + k~ -~ k * proportional k 3 ist, so wird 

dZ -----Z (k ) - -Z  (o). Dieser Ausdruck ist aber gleich Z, wenn sich 

Z-Elektr6nen in einem Band befinden (Z ~ 2N) und gleich --Z*,  wenn 
dort noch Z*-freie Pl~ttze sind, und Z*-~  2N. In den beiden Grenzf'~illen 
eines fast freien oder fast besetzten Bandes wird daher die HALL-Kon- 
stante:  

I I 
R = ~ bzw. R = --  Z'e---c" (76) 

Hieraus sieht man leicht, dab allgemein der HALL-Effekt als Funkt ion 
der Zahl der Elektronen im Band den in Abb. 9 angegebenen Verlauf 
hat. 
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Wiederum ist Gr613enordnung und Temperaturunabh~ngigkeit  des 
HALL-Effekts unabhAngig vonder  Annahme der Isotropie. Man ist daher 
allgemein berechtigt, I/Rec als AbschAtzung der Zahl der im leitenden 
Band vorhandenen Elektronen bzw. freien Pl~tze, zu verwenden, solange 
der HALL-Effekt nieht anomal klein ist, d. h. solange man sich nicht irn 
mittleren Gebiet der Abb. 9 befindet. 

Es ist nfitzlich, zu bemerken, dab bei Vorhandensein-mehrerer leiten- 
der B~nder die HALL-Konstante den Wert  

bekommt,  wo as, R, die Leitf~ihigkeiten .bzw. HALL-Konstanten der 
einzelnen B~nder sind. In diesem Falle ist also R nur dann ein Mal3 
ffir die Zahl aller Leitungselektronen oder 
freien Pl~tze, wenn die ,,Elektronenbeweg- 
lichkeiten" a~Rs in allen BAndern fast 
gteiche Werte und vor allem gleiches Vor- 
zeichen haben. 

Die Tatsache der strengen Proportio- 
nalitAt mit  H sowie das Verschwinden der 
magnetischen Widerstands~nderung h~ngt 
Init unseren vereinfachenden Annahmen zu- 
sammen. Es wfirde zun~chst naheliegen, 

Abb. 9- HALL-Effekt als Funkdon 
der Zahl der Elektronen im Band. 

auch hier die Endlichkeit von T / T ,  zu berficksichtigen, d .h .  die Tat-  
d! 

sache, dab ~-~ noch in einer gewissen Umgebung von E = Eo von Null 

verschieden ist. Dann wird (74) unl6sbar und wit haben nun (73) mit  yon 
Null verschiedenem c2 zu 16sen (55), (21), (22), (57). Diese Rechnung ist 
jedoch nicht konsequent, denn wenn man die zu Anfang gemachte An- 
nahme der Isotropie nicht macht ,  so bekommt man bereits in ,,erster 
N~herung" eineWiderstands~nderung. Ihre strenge Berechnung scheitert 
an der mathematischen Komplikation;  man sieht ]edoeh aus (69), da~ sie 
vonder  folgenden Art ist : Ffir kleine H l~tl3t sich die L6sung von (69) naeh 
Potenzen von H entwickeln. Der Entwicklungsparameter wird dabei 
das Verh~ltnis des zweiten zum ersten Gliede auf der linken Seite von 
(69), d .h .  H/Hk, wo~ 

W~ c i~ E I 
Hk~-~ e ~ R - - ~ "  (77) 

Aus Symmetriegrfinden verschwinden bei der Bereehnung yon I:~ alle 
ungeraden Potenzen von H, und bei der Berechnung yon F~ alle geraden. 
Man erh~tlt also: 

x Anschaulich bedeutet also Hk die FeldstArke, bei der die LARMOI~- 
Periode mit der Stol3zeit verglelchbar wird. 
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= ~o( I  + zx \~kJ " ) 
(78) 

F~=IyH.Ro(I +×, -~ +. . . ) .  

Hierin sind u~ und x2 numerische Konstanten yon der Gr6Benordnung I, 
die um so kleiner sind, je kleiner die Anisotropie des Kristalls ist, und  
die noch yon der Richtung yon Strom und Magnetfeld zu den Kristall- 
achsen abhlingen k6nnen. Diese Formel gilt, solange das zweite Glied in 
(69) eine kleine St6rung ist, d .h .  solange 

H <~ Hk. 

Im entgegengesetzten Grenzfall kann man das erste Glied als St6rung 
behandeln. Die genauere Diskussion der Gleichung (69) zeigt dann (a0), 
dab in diesem Grenzfall die Leitf~higkeit wieder feldunabh~tngig wird, 
und sich nur dutch einen 

Abb. to. Anderung der Leitfiihlg- 
keit im Magnetfeld. 

Faktor vonder  Gr613enordnung I v o n  der Leit- 
f~thigkeit ffir H = o unterscheidet. Dieser Fak- 
tor ist natfirlich gleichfalls noch richtungs- 
abh~ngig. Bei bestimmter Richtung des Feldes 
hat also die Leitf~higkeit eine Feldabh~tngig- 
keit nach Abb. IO. Die Abweichung vom qua- 
dratischen Gesetz ist experimentell best~tigt 
(72), die' SAttigung wurde abet bisher nicht 
beobachtet, weil man in dem hier behandelten 
Temperaturgebiet (T <~ o) noch keine Mes- 

sungen in Magnetfeldern gemacht hat, die wesentlich fiber Hk hinaus- 
gingen. (Die Messungen an dem in jeder Beziehung magnetisch ano- 
malen Bi [71], [78] daft man, obwohl sie derartige Erscheinungen 
zeigen, nicht zum Vergleich heranziehen, da ffir sie ein anderer Mecha- 
nismus maSgebend sein dfirfte, der mit dem anomalen Diamagnetismus 
von Bi in Zusammenhang steht.) 

I V .  S t r S m u n g s e r s c h e i n u n g e n .  - -  T i e f e  T e m p e r a t u r e n .  

22. StoBzahl. Sinkt die Temperatur soweit, dab T mit (9 vergleichbar 
wird, so hat das zur Folge, dab es unerlaubt wird, Gleichung (47) durch 

~oJ nicht mehr ffir alle Schwingungen als (48) zu ersetzen, weil wir ~ = ~-T 

klein ansehen k6nnen. 
Wir mfissen also mit der strengen Gleichung (47) operieren, die wir 

in der symbolischen Form 

= w 9  (79) 
mit 

i ~ Wtfl • {9(~')--cp(~)} 6(E'--E--/~co) (80) 
w 9  = k-T (e' + ~)(e-"+ ~)(e'l- ~) 
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schreiben~. Im Falle eines Temperaturgradienten a und elektrischen 
Feldes F gilt dann: 

w r p  -= e F . v .  ~ - -  a . v .  . ~l ~ - - - - - s °  + • (81) 

Diese Gleichungen unterscheiden sich yon (48) vor allem dadurch, dab 
in der Summe fiber ~,j nur noch Schwingungen vorkommen, f/ir die 

l i t v f ~  k T .  (82) 

Fiir positive i, (tory > o) ist dies evident, denn wenn (82) nicht gilt, wird 

i sehr klein. Ist aber /' < o, so wird wegen (38) 8' < e. der Faktor  e,l " i 

Der Ausdruck i wird nur dann wesentlich von Null ver- 
(e -~ + ~) (e-~' + ~) 

schieden, wenn e - - d < . ~ i ,  was abet wegen (38) wieder auf (82) ftihrt. 
Physikalisch bedeutet dies, dab bei tiefen Temperaturen keine kurz- 

welligen Quanten mehr absorbiert werden k6nnen, weil sie im thermi- 
schen Gleichgewicht in zu geringer Zahl vorhanden sind (Einfrieren der 
Schwingungen), und dab sie nicht erzeugt werden k6nnen, weil die Elek- 
tronen keine groBen Energiebetr~ige mehr abgeben k6nnen, da sie sich 
schon fast in der Konfiguration tiefster - -  nach dem PAuLI-Prinzip 
m6glicher - -  Energie befinden. 

Weiter unterscheidet sich (79), wenn nicht T >> 6), noch dadurch von 
(48), dab man die Energie~inderung beim Stol3 nicht mehr vernach- 
liissigen darf, so dab die Gleichungen nicht mehr in einzelne zerfallen, die 
nut  einen Energiewert enthalten, sondern alle miteinander zusammen- 
h~ingen. 

Die L6sung dieses Gleichungssystems wird dann im allgemeinen ohne 
die explizite Kenntnis der eingehenden Funktionen E (t), ~o (~j) usw. un- 
m6glich. Die Verh~iltnisse werden erst wieder bei sehr tiefen Tempera- 
turen iibersichtlich, bei denen T <~ 6). In diesem Fall kann gerade aus 
dem erw~ihnten Umstand, daB nur die langwelligen Schwingungen eine 
Rolle spielen, ein N~iherungsverfahren konstruieren. 

Wit  k6nnen hier niimlich die Anzahl der Quanten, mit denen das 
Elektron iiberhaupt noch zusammenstoBen kann, folgendermaBen fest- 
stellen: Fiir den Zusammenstol3 kommen nur diejenigen Werte von ~/' 
in Frage, die der Bedingung (38) gentigen. Bei festem ~ liegen sie auf 
einer bestimmten Fl~iche durch den Punkt ~ = o. Andererseits spielen 
aber, wie wir sahen, nur noch diejenigen Schwingungen eine Rolle, ftir 
die (82) gilt, d. h. fiir die ~ innerhalb einer Kugel um ~ = o liegt, deren 
Radius proportional T ist. Die Anzahl der Quanten, die iiberhaupt 
stoBen k6nnen, ist also proportional dem Fl~cheninhalt der Schnitt- 

Wir lassen zur Vereinfachung das letzte Glied -con (47) fort, womit wir 
nicht behaupten wollen, dab es klein sei, sondern well es sich ebenso behan- 
deln l~il3t wie alas erste, und nichts Neues liefert. 
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figur zwischen der Fl~iche (38) und der Kugel (82), d. h. proportional T 5. 
Andererseits ist aber die Wahrscheinlichkeit W~fj ffir jeden einzelnen 

derartigen StoB nach (41') proportional P ~-~1~!. Da die vorkommen- 
wry- 

den Werte yon ~ nach (82) proportional zu T kleiner werden, so geht also 
auch diese Wahrscheinlichkeit proportional mit T. Insgesamt finden 
wir daher, dab die Wahrscheinlichkeit da/iir, daft ein in einem An/angs- 
zustand be/indliches Elek~ron in einer bestimmten Zeit einen Zusammen- 
stofl er]dhrt, proportional T 3 ist. 

24. Elektrische Leitf£ihigkeit. Bei oberfl~ichlicher Betrachtung wfirde 
man hieraus den Schlu8 ziehen, dab die Leitf/ihigkeit bei tiefen Tempe- 
raturen proportional zu T-3 wird. Dieser SchluB ist aber unrichtig, well 
bei tiefen Temperaturen, wie wir sahen, die Wellenzahl der wirksamen 
Schwingungen immer kleiner wird. Wegen (39) bedeutet dies, dab diese 
Schwingungen die Elektronen mehr und mehr nur in benachbarte Zu- 
st~inde bef6rdern. (i3berg~inge, in denen auf der rechten Seite yon (39) 

2 z r  
--'+ - d  steht, sind ffir tdeine ~ ebenfalls als YJberg/inge zu benachbarten 

Zust/inden zu betrachten, da ja die Komponenten von 1 nur his auf 
2 ~  

ganze Vielfache yon -~- willkiirfrei definiert werden k6nnen.) St6Be, 

die die Elektronen nut wenig ablenken, st6ren aber die elektrische Leit- 
f~ihigkeit entsprechend wenig. Mal3gebend for den Widerstand wird da- 
her nicht die Zahl der St6Be pro Zeiteinheit sein, sondern diese Zahl, mul- 
tipliziert mit dem mittleren Quadrat der Ablenkung pro Sto8. (die mitt-  
lere Ablenkung selbst verschwindet natfirlich). Wir vermuten daher, 
dab die Leitf~ihigkeit proportional T-5 wird. 

Diese Vermutung l~iBt sich best/itigen (11), (,51). Wir benutzen hierzu 
den Umstand, dab 1 und ~' in (80) benachbarte Zust~inde sind. WAre 
iv (~) auch ffir tiefe Temperaturen eine langsam ver~inderliche Funktion, 
so k6nnten wit die Differenz iv (~')-- iv (~) durch den Differentialquotienten 
ersetzen. Man sieht dutch Einsetzen, dab die Gleichung (8I) mit einem 
solchen Ansatz unerffillbar wird; iv ist also mindestens in einer Richtung 
schnell ver/inderlich. Auf einer F1/iche E = const wird abet iv langsam 
variieren, weil die rechte Seite yon (81) langsam vonder  Richtung ab- 
h~ingt, iv ist also eine rasch ver/inderliche Funktion der Energie, d. h. 
/indert sich auf einem Energiegebiet vonder  Gr613e k T schon um seine 
eigene Gr6Benordnung. Infolgedessen kann man n/iherungsweise die 
Differenz iv(i') --iv(~) ersetzen durch iv(~*) --!v(~), wo f* ein Zustand 
ist, der dieselbe Energie wie t '  hat, jedoch dieselbe Richtung des Ge- 
schwindigkeitsvektors I~ wie ~. Macht man diese Vernachl~issigung, so 
geht (80) fiber in 

f~j W ~ f :  [~(~ , )_9(~)]d(E,_E_~uj) .  (8o~) 
w °  ~ = ~ (e' + O ( e - "  - ÷ I)(e 'l I) 
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Diese Gleichung zerf~illt in eine Reihe yon unabh~ingigen Gleichungen, 
deren jede bur Werte yon 9 an Stellen mit gleicher Richtung von t) 
enth~ilt. 

Der dutch (80') definierte Operator ist nun nach unserer tJberlegung 
proportional T 3. Er allein liefert aber noch keine L6sung der Gleichung 
(82). Denn wenn man in (82) av ° start  w einsetzt, so existiert keine end- 
liche L6sung mehr. Es hat n~imlich die zugeh6rige homogene Gleichung 

zv°9 = o (83) 

nicht triviale L6sungen. Denn (80') bedeutet ja, dab die verschiedenen 
Richtungen ,,nichts voneinander wissen", und dann wird auch eine solche 
Verteilung station~ir sein, in der zu jeder Richtung ein anderer Weft  yon 
Eo geh6rt. 

Die Existenz dieser L6sungen besagt: Auch ohne ~iul3eres Feld gibt 
es station~ire Geschwindigkeitsverteilungen, die nicht mit dem Gleich- 
gewicht identisch sind. Unter ihnen gibt es, wie man zeigen kann, auch 
solche, die einen von Null verschiedenen elektrischen Strom liefern. 
Wenn abet ein endlicher Strom ohne Feld station~ir sein kann, so ist die 
Leitf~ihigkeit unendlich. In der N~iherung (80') verschwindet also der 
Widerstand. 

Der Widerstand wird also erst durch die in (80') vernachl~issigten 
Terme bedingt, die die Differenz ~ ( V ) -  9(t*) enthalten. Hiernach 
leuchtet es unmittelbar ein, dab der Widerstand um so kleiner ist, je 
kleiner diese Terme sind; man kann zeigen, dab der Widerstand direkt 
einem gewissen Mittelwert fiber diese Terme proi~ortional ist. Jeder 
dieser Terme enth~ilt aber die Differenz 9 ( V ) -  9(~*), die man wegen der 
langsamen Ver~inderlichkeit von ~o auf der Energiefl~iche nach TAYLOR 
entwickeln kann. Man bekommt hierbei Glieder proportional ~'--~*, 
(]~'-- t*) ~ usw., d. h. proportional mit ~, ~ usw. Bei der Mittelung fiber 
die Richtungen von ~ fiillt hierbei der zu ~ proportionale Term fort. Es 

bleibt also ein Ausdruck, der noch einen Faktor  mehr enth~tlt als 

der Mittelwert yon (8o'). Da dieser aber, wie wir sahen, proportional 
T 3 war, so wird demnaeh der Widerstand proportional T 5. 

Der Proportionalit~ttsfaktor l~iBt sich zun~ichst sehr roh durch eine 
Dimensionsbetrachtung absch~tzen und man findet den folgenden Zu- 
sammenhang der LeitfXhigkeit bei tiefen mit der bei hohen Temperaturen. 
Ist 

fiir T>> (9 a =  a(~-) ,  
X t (o), 

so ~ r d  fiir T . ~ O  a = a -  z - f  , 

worin ~ ein dimensionsloser Zahlfaktor ist. Diesen Faktor berechnet 
BLOC~ (11) fiir den Spezialfall v611iger Isotropie zu etwa o,2 9 (wegen der 
hohen Potenz spielt dieser Faktor  jedoch ffir das Resultat eine grol3e 
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Rolle). Man darf wohl von hier aus auf den anisotropen Fall schliel3en, 
dab z immer ein kleiner Faktor  von ungefiihr dieser Gr6Be ist, dagegen 
sollte man Abweichungen von dem genauen Zahlwert, sowie Unter-  
schiede zwischen verschiedenen Metailen erwarten. Die von GRIJNEISEN 
aufgestellte empirische Formel (69), wonach die Leitf~ihigkeit eine uni- 
verselle Funktion yon (T/6)) sein soll, kann daher nur n~iherungsweise 
Bedeutung haben (vgl. hierzu [74~). 

2 4. Thermisehe Leitf~ihigkeit. Anders liegen dieVerh~ltnisse bei der 
W~rmeleitf~higkeit. Wit wollen uns zun~chst wieder auf den isotropen 
Fall beschr~nken. Dann liefert, im Gegensatz zu der elektrischen Leit- 
f~thigkeit, Gleichung (83) bereits einen endlichen Weft des W~rme- 
leitverm6gens. Der Grund hierffir ist der folgende: Es gibt zwar nach 
(80') station~re L6sungen auch ohne elektrisches Feld oder Temperatur-  
gradienten. Da aber bei einer Messung der W~rmeleitf~higkeit die ex- 
perimentellen Bedingungen notwendig von solcher Art sind, dab kein 
elektrischer Strom flieBen kann, so haben wir nur diejenigen L6sungen 
zuzulassen, zu denen der elektrische Strom Null geh6rt. Es wfirde also 
mit der N~herung (80') nur dann eine unendliche W~rmeleitf~higkeit 
herauskommen, wenn es L6sungen von (83) g~be, zu denen zwar ein 
Energiestrom, abet kein elektrischer Strom geh6rt. Das ist aber nicht 
der Fall, sondern es zeigt sich, dab ffir die L6sungen yon (83) der Energie- 
strom proportional dem elektrischen Strom ist. Die Existenz der L6- 
sungen der homogenen Gleichung st6rt also nicht bei der Berechnung 
der W~rmeleitung. - -  Mathematisch drfickt sich dies so aus, dab die 
rechte Seite von (81) schon automatisch auf den L6sungen der homoge- 
hen Gleichung orthogonal ist, wenn man F so bestimmt, dab kein Strom 
flieBt. 

Physikalisch heiBt dies, dab in dieseln Falle die St613e nur ffir die 
Herstellung des Gleichgewichts ffir die Verteilung der Elektronen mit ge- 
gebener Richtung unter sich sorgen mtissen, w~hrend die notwendige 
Richtungs~nderung der Elektronen schon durch das dem Temperatur-  
gradienten entgegenwirkende elektrische Feld bewirkt wird. 

Die in (80') vernachl~ssigten Terme k6nnen also ffir die W~rmeleit- 
f~higkeit wirklich fortgelassen werden, und der W~rmewiderstand wird 
proportional dem Operator ze °. Bei der Berechnung der Wirkung tier 
rechten Seite hebt sich genau wie bei hohen Temperaturen die ,,erste 

d/ N~herung" fort, weil in dieser N~herung ~ fiberall verschwindet, wo 

nicht E = Eo, und folglich ( E -  Eo) d/ ~-~--= o. Infolgedessen wird die 

rechte Seite yon (81) proportional zu T und daher die Funktion 9 und 
mit ihr auch der Wdrmestrom proportional T -2. 

Durch die Anisotropie werden diese Verh~ltnisse allerdings noch 
kompliziert, well im anisotropen Fall ffir die erw~thnten L6sungen der 
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homogenen Gleichung keine strenge Proportionalit~t zwischen elek- 
trischem und W~trmestrom mehr besteht. Im anisotropen Fall lassen 
sich also L6sungen init I ---- o, aber S =~= o angeben. Der W~rmestrom 
wird aber ffir diese L6sungeI1 sehr klein, er verschwindet, wenn man ]o 
statt [ einsetzt, und die hiervon herriihrende St6rung nimmt gleichfalls 
mit abnehmender Temperatur ab. Wie man fiberlegen kann, ffihrt dies 
dazu, dab auch im anisotropen Fall die Wdrmeleit]dhigkeit proportional 
T -* wird. 

Wie genau dieses Gesetz dutch die Experimente best~tigt wird, ist 
noch nicht entschieden (vgl. hierfiber E69~). 

25. Magnetische Widerstands~inderung. tdber die fibrigen Effekte 
liegt fiir tiefe Temperaturen bisher nur eine theoretische Untersuchung 
der magnetischen Widerstands~nderung bei tiefen Temperaturen vor 
(50). Gegentiber der einfachen qualitativen tJberlegung des Abschnitts 21 
liegen die Verh~iltnisse hier insofern komplizierter, als, wie wit sahen, 
bei tiefen Temperaturen der Operator lffZ aus zwei Teilen besteht, deren 
Gr6Benordnungen sich um einen Faktor (1"/6)) ~ unterscheiden. Je nach 
der Gr6Benordnung der Wirkung des Magnetfeldes gegeniiber diesen 
beiden wird man also verschiedene Verh~ltnisse antreffen. Es gibt 
dementsprechend zwei krifische Feldst~rken, yon denen die eine, H~, 
wie frfiher durch die Gleichung (77) definiert ist, w~ihrend die zweite 
ungefAhr um einen Faktor (O/T) 2 gr6Ber, d. h. nur mit T 3 proportional ist. 

In der zitierten Arbeit wird gezeigt, dab die Anderung der Leitf~hig- 
keit 

~ a  H ~ 
Kir H ~ H, - ~  = D~ H~H~ 

ftir HI ~ H <~ H, ,_1~ H" 

~a 
fiir H >> HI a -- Ds 

wird, wo D1 D2D 3 temperaturunabh~ingige, dagegen im allgemeinen 
richtungsabhangige Zahlfaktoren sin& 

Ffir den HALL-Effekt, die thermoelektrischen und thermomagne- 
tischen Erscheinungen liegt eine konsequente theoretische Behandlung 
ffir das Gebiet tiefer Temperaturen noch nicht vor. Die starke Ver~nder- 
lichkeit der thermoelektrischen Effekte mit der Temperatur (65) l~tBt 
darauf schlieBen, dab hier besonders komplizierte Umst~nde eine Rolle 
spielen. 

V.  V e r a U g e m e i n e r u n g e n  d e r  T h e o r i e .  

26. Restwiderstand. Legierungen. Die bisherige Diskussion bezog 
sich auf ein ,,ideales" Metall, d. h. ein Metall, in dem der periodische Auf- 
bau des Kristallgitters durch keinerlei Unregelm~13igkeit gest6rt wird. 
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In wirklichen Metallen gibt es aber eine Reihe von Ursachen ffir 
solche St6rungen. Die wichtigsten sind: Verzerrungen des Kristall- 
gitters und innere Spannungen infolge der Wachstumsbedingungen tier 
Kristalle; Einlagerungen von Fremdatomen. 

Jede solche Unregelm~ilBigkeitsstelle st6rt die regelmAl3ige Bewegung 
der Elektronen und gibt daher Anlal3 zu Richtungs~inderungen der Elek- 
tronen. Diese Streuung der Elektronen an den St6rstellen kann als 
elastisch betrachtet werden, well die St6rsteIlen im Gitter unbewegiich 
sind. 

Wir haben also in den Stationarit~itsgleichungen noch weitere Stol3- 
prozesse hinzuzuffigen, deren Wahrscheinlichkeit als rein geometrisch 
durch die Unregelm~il3igkeit des Gitters bedingt, yon der Temperatur un- 
abh~ingig ist. Ffir hohe Temperaturen fiihrt dies einfach zu einem addi- 
tiven Glied in dem Ausdruck W(E), d. h. zu einem additiven Zusatz- 
widerstand. In diesem Umstand finden zwei bekannte empirische Tat-  
sachen ihre Erkl~irung, n~imlich erstens, dab der Widerstand um so 
kleiner wird, je reiner das Material ist, und zweitens finden wit so eine 
Erkl~irung der MATTmESSENschen Regel (NORDHEIM [40], [4~q), nach der 
die Differenz der Widerst~inde verschiedener Exemplare desselben Me- 
talles unabh~ingig von der Temperatur ist. 

Ebensogrol3 wird der Zusatzwiderstand bei ganz tiefen Temperaturen 
sein, wo der ,,ideale" Widerstand schon ganz verschwunden ist. Denn 
dann handelt es sich wiederum elastische StSl3e, wie bei hohen Tempera- 
turen, und die Art der L6sung der Gteichungen ist dieselbe. Im Zwischen- 
gebiet l~il3t sich dagegen eine strenge Temperaturkonstanz des Zusatz- 
widerstandes nicht beweisen. Er  wird zwar sehr angen~ihert konstant 
sein, denn seine GrSl3enordnung ~indert sich nicht und fiberdies hat er 
fiir hohe und tiefe Temperaturen denselben Wert. Wenn man jedoch 
mit groBer Genauigkeit aus dem gemessenen Widerstand realer Metalle 
durch Subtraktion des Restwiderstandes, d .h .  des Widerstandes ffir 
T = o, auf den idealen Widerstand schliel3en will, so kann die Variation 
des Zusatzwiderstandes kleine Fehler bedingen. 

Was fiir den elektrischen Widerstand gesagt wurde, gilt mutatis  
mutandis auch ffir den thermischen. Der wesentIiche Unterschied ist der, 
dab der thermische Zusatzwiderstand proportional I/T wird, well aus 
(62) zu ersehen ist, dab eine temperaturabh~ingige StoBwahrscheinlich- 
keit W einen zu I/T proportionalen thermischen Widerstand bedingt. 

Bei hohen Temperaturen gilt das WlEDEMANN-FRANZsche Gesetz (63) 
fiir beliebiges W(E), insbesondere wegen der Additivit~it der Wider- 
st~inde auch flit elektrischen und thermischen Zusatzwiderstand. Ebenso 
gilt es ffir tiefe Temperaturen, wo der ideale gegeniiber dem Zusatz- 
widerstand verschwindet; im Zwischengebiet gilt es mit eben der Ge- 
nauigkeit, mit der man den elektrischen Zusatzwiderstand als tempera- 
turtmabh~ingig ansehen kann. Es gilt dann die Regel, dal3 die Differenzen 
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der elektrischen und thermischen WiderstAnde zweier Exemplare des- 
selben Metalles dem WIEDEMANN-I~RANzschen Gesetz geniigen mfissen. 
Dieses Gesetz der ,,isothermen Geraden" wurde yon GRf3NEISEN U. 
GOEXS (68) empirisch gefunden. 

Rfihrt insbesondere der Zusatzwiderstand von einer unregelm~13igen 
Einstreuung von Atomen einer anderen Substanz her, so wird die Wahr- 
scheinlichkeit des Zusammenstol3es mit einem dieser Atome proportional 
zu ihrer Anzahl, der Zusatzwiderstand wird also bei kleinen Konzen- 
trationen proportional der Konzentration c. W~chst c, so w~chst der 
Zusatzwiderstand langsamer, well es immer h~ufiger vorkommt, dab 
mehrere Fremdatome benachbart sitzen, so dab sie als Ganzes streuen. 
Ihre Wirkung ist dann kleiner als die Wirkung zweier getrennter Atome. 
Schlie01ich gewinnen die Atome der zweiten Sorte die ~3berhand und 
das Gitter kann als ein Gitter aus diesen beschrieben werden, in denen 
die urspriinglichen Atome St~rungen sind. Bei weiterem Wachsen der 
Konzentration fallt der Widerstand wieder ab und erreicht bei c = I 
natiirlich den ,,idealen" Wert des zweiten Metalles. Auf die Temperatur 
Null extrapoliert wird also der Widerstand einer derartigen Legierung 
mit unbeschr~nkter LSslichkeit der Komponenten ineinander eine Funk- 
tion von c sein, die fiir c = o und c = I verschwindet, und in der N~he 
dieser beiden Punkte linear verl~uft. NORDHEIM hat die Interpolations- 
formel 

i = const, c(I -- c) 

fiir den Widerstand im ganzen Gebiet vorgeschlagen, die empirisch eine 
gute N~herung darstellt, theoretisch jedoch nicht begrfindet werden 
kann. 

Sind die Komponenten einer Legierung nicht unbeschr~nkt 16slich, 
d .h .  erh~lt man in gewissen Konzentrationsbereichen Eutektika oder 
feste Verbindungen, so komplizieren sich die Kurven in einer Weise, die 
man qualitativ auf Grund analoger Betrachtungen verstehen kann. 

Bei allen ~3berlegungen dieses Abschnittes ist der Ausdruck ,,Extra- 
polation auf T = o" nicht wSrtlich zu nehmen, weft bei vielen Legierun- 
gen in sehr tiefen Temperaturen Supraleitung auftritt ,  so dab auch clef 
Zusatzwiderstand verschwindet. Im Falle supraleitender Legierungen 
gelten die obigen Betrachtungen ftir diejenigen Grenzwerte, die man 
durch stetige Extrapolation der oberhalb des Sprungpunkts geltenden 
Kurven auf T = o erh~lt. Die hierdurch bedingte Unbestimmtheit 
ist praktisch gew6hnlich klein. 

27. Halbleiter. Eine weitere MSglichkeit, dig wit bisher auBer acht 
gelassen haben, besteht in folgendem: Betrachten wir ein Material, das 
nach unseren allgemeinen Llberlegungen in Abschnitt 7 ein Isolator ist. 
In der Konfiguration kleinster Energie soll also ein gewisses Band s, 
noch v~llig besetzt und das energetisch n~chst hShere s~ dagegen schon 
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v611ig leer sein. Die Energiestufe zwischen dem oberen Rand E,~, von s~ 
und dem unteren Rand E,~ von 82 bezeichnen wir mit  A. Erh6hen wir 
nun die Temperatur  so weir, dab k T mit  A vergleichbar wird, so wird 
nach (14) ein gewisser Bruchteil der Elektronen in das Band 82 fiber- 
gehen. Diese Elektronen sind jetzt also beweglich, und ebenso entsteht  
in s, wegen der freigewordenen Pl~tze eine gewisse Bewegungsfreiheit. 
Die Substanz wird also leitend werden. I m  allgemeinen spielt dieser 
Effekt in Isolatoren eine geringe Rolle, well die Energiestufen A be- 
tr~chtlich sind, und die Leitfahigkeit bei allen Temperaturen bis zum 
Schmelzpunkt noch klein bleibt. Wird aber zuf~ltig die Stufe A klein, 
so kann schon bei gew6hnlichen Temperaturen eine betr~chtliche Leit-  
fAhigkeit entstehen. Solche Substanzen bezeichnet man als Halbleiter. 
Die Zahl der Elektronen im oberen Niveau wird wegen der FERMI- 
Verteilung (14) 

- + Eo - E m , 
2 ~--~.e k r  d E = e  k r  j~;  J~---2 d~ e k r d e ,  

wobei man auch bis oo integrieren darf. 
Die Zahl der freien Pl~tze im Band s, wird: 

E~ ) -- Eo co 

e kT  .]~; j~ = _ 2 / e  d~ de .  
o 

Diese beiden Zahlen sollen einander gleich sein, weil die Gesamtzahl tier 
vorhandenen Elektronen unabh~ngig yon der Temperatur  ist. Hieraus 
folgt : 

Eo- -  2~ ,,, + + 

Die Verschiedenheit der beiden Integrale rfihrt aber nur v o n d e r  Ver- 

d Z  her, sie unterscheiden sich daher nur  schiedenheit des Verlaufs yon ~-~ 

um einen Faktor,  und das logarithmische Glied kann ira allgemeinen 
vernachlAssigt werden. Dann wird 

I 
Eo ---- 2 (E~'O + E~))" 

Die Zahl der Elektronen im oberen Band wird also 

x - u  - -  ~ m  ,ff 

l~.e ~ k r  - - J ~ . e  ~kT,  (84) 

wobei das Integral  nur einer Potenz yon T proportional ist und die 
Temperaturabh~tngigkeit in der Hauptsache dutch den zweiten Fak to r  
bedingt ~q_rd. Die Temperaturabh~ngigkeit  der Elektronenzahl ist an  
der Temperaturabh~ngigkeit  des HaLt-Effekts  unmittelbar zu prfifen. 
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Die LeitfAhigkeit hat wegen der TemperaturabhAngigkeit der Stotlwahr- 
scheinlichkeit einen komplizierteren Verlauf; in tiefen Temperaturen wird 
ihre TemperaturabhAngigkeit im wesentlichen durch (84) gegeben, bei 
hohen Temperaturen, bei denen der Exponentialfaktor schon in die 
Gr613enordnung von I kommt, tiberwiegt die Zunahme der Stol3zahl mit 
der Temperatur und die LeitfAhigkeit nimmt wieder ab. 

Die Berechnung der Leitf~ihigkeit und die iibrigen Leitungseffekte 
fiir Halbleiter unterscheidet sich yon den friiheren Berechnungen da- 
dutch, dab die Zahl der Elektronen im oberen und der freien P1Atze im 
nnteren Band klein sind. Man hat es dann mit einem nicht entarteten 
Elektronengas zu tun, fiir das die FEl~Mi-Verteilung mit tier klassischen 
Statistik (BOLTZMANN-Verteilung) identisch wird. Bei konstanter Tem- 
peratur gelten also hier die Formeln der klassischen Elektronentheorie, 
in denen nur die Elektronenzahl nicht als konstant anzusehen ist, sondern 
durch (84) bestimmt wird. 

Selbst in einem Isolator mit grol3em A kann aber eine LeiffAhigkeit 
auftreten, wenn er Verunreinigungen enthAlt, die so eingelagert werden, 
dab ihre Elektronenniveaus zwischen die Bander des Isolators fallen. 
Bezeichnet dann A' die Energiestufe yon dem obersten besetzten Niveau 
der St6ratome zum ersten freien Band der Grundsubstanz, so k6nnen 

mit der Wahrscheinlichkeit e -  Y~ Prozesse passieren, die Elektronen aus 
den St6ratomen in das Band s~ bef6rdern, wo sie nun leiten k6nnen, 
wAhrend sie in dem zu den St6ratomen geh6rigen Niveau wegen des 
groBen Abstands dieser Atome voneinander keinen Beitrag zur Leit- 
fAhigkeit geben. Die TemperaturabhAngigkeit der LeitfAhigkeit einer 
solchen Substanz hAngt wesentlich davon ab, ob die betreffenden Niveaus 
der St6ratome ganz oder nur teilweise besetzt sind. Denkt man z. B. 
an eingelagerte Alkaliatome, so sind die Niveaus wegen der Spinentartung 
sicher nur halb besetzt. In diesem Fall erhAlt man eine Temperatur- 
abhAngigkeit 

j ,  

,"~. . . 'e  k T  

weil, wie man leicht einsieht, in diesem Falle Eo fast genau mit dem 
Elektronennivean des St6ratoms zusammenfA11t, t s t  dagegen das be- 
treffende Atomniveau v611ig besetzt (ein wenig wahrscheinlicher Fall), 
so erhAlt man wie oben ProportionalitAt mit 

Af 

e 2 k T  . 

Analoge Betrachtungen gelten, wenn ein nicht v~llig besetztes Niveau 
des St6ratoms um einen geringen Betrag iiber das letzte Band besetzte 
zu liegen kommt. Bei wachsender Temperatur  kann dieses Niveau dann 
Elektronen aufnehmen und auf diese Weise freie Pl~itze schaffen, die 
eine LeitfAhigkeit bewirken. Experimentell kann man diese M6glichkeit 
yon der friiheren am Vorzeichen des HALL-Effekts unterscheiden, well das 
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zuletzt erw~ihnte Verhalten offenbar einen positiven (anomalen) HALL- 
Effekt zur Folge hat. 

Wir mfissen uns leider mit diesen kurzen Andeutungen fiber das inter- 
essante Gebiet der Halbleiter begnfigen. (Vgh 61, 62.) 

VI. Schlu•bemerkungen. 
~berblickt man den gegenw~rtigen Stand der Metalltheorie, so ge- 

winnt man den Eindruck, dab ihre Aufgabe, das typische Verhalten der 
Metalle aus ihren molekularen Eigenschaften zu erkl~iren, und die exi- 
stierenden quantitativen Gesetzm~igkeiten abzuleiten, zum gr6Bten 
Tell - -  mit  gleich zu erw~hnenden Ausnahmen - -  gel6st ist. Ungel6st 
ist dagegen das Problem, etwa die Materialkonstanten aller Metalle aus 
wenigen molekularen Daten zu berechnen. Nach Ansicht des Verfassers 
ist dies abet weder eine interessante Aufgabe der Theorie (die Kon- 
stanten sind welt einfacher auf empirischem Wege zu gewinnen), noch 
bei den komplizierten Verh~ltnissen des Metallinnern praktisch durch- 
ffihrbar. 

Die Theorie bedarf jedoch, wie wit im einzelnen sahen, noch einer 
Weiterffihrung in verschiedenen Richtungen. Insbesondere fehlt eine 
Untersuchung der RoIle, die die Wechselwirkung der Elektronen spielt. 
Es ist zu hoffen, dab eine derartige Untersuchung unter anderem die 
Ursache der Supraleitung klarstellen wfirde. Die Unm6glichkeit, die 
Supraleitung zu erkl~ren, bildet wohl den stArksten Mangel der vor- 
liegenden Theorie. - -  \Veiter fehlt ein Ausbau der Theorie ffir die Berfick- 
sichtigung der D~mpfung und der OberflAchenerscheinungen bei dern 
optischen Verhalten der Metalle, ffir die Untersuchung des Diamagnetis- 
mus bei gebundenen Elektronen, der galvanomagnetischen Effekte in 

Feldern yon der Gr613enordnung kTT, und der thermoelektrischen Effekte 

bei tiefen Temperaturen. Auch ffir die Druckabh~ngigkeit der Leit- 
fAhigkeit (BRIDCMAN-Effekt) fehlt eine befriedigende Theorie. 
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Einleitung. 
Der Magnetismus ist ein Erscheinungsgebiet, das bis in die neueste 

Zeit so gut wie nichts beigetragen hat zu den Vorstellungen, die wir uns 
yore Aufbau der Metalle und vom Wesen des metallischen Zustandes 
machen. Die Gr/inde daftir sind leicht zu erkennen. In den meisten 
physikalischen Eigenschaften, und gerade in den sinnf/illigsten, zeigen 
die Metalle ein sehr einheitliches Verhalten; so war es m6glich, dab man 
die Metalle l~ngst vor den Zeiten moderner Naturwissenschaft yon den 
iibrigen Erscheinungsformen der Materie unterscheiden lernte. - -  Ftir 
den Magnetismus gilt das Gegenteil. Alle Typen magnetischen Verhaltens, 
die wit iiberhaupt kennen, linden wir auch bei den Metallen. So k6nnen 
wit also h6chstens ffir die Unterscheidung der einzelnen Metallarten vom 
Magnetismus her Aufschltisse erwarten, nicht aber fiir ihre allgemeine 
Charakterisierung. 

Die theoretische Behandiung des metallischen Zustandes nimmt im 
wesentlichen yon drei Seiten her ihren Ausgang: 

I. Das wichtigste Kennzeichen der MetaIle ist die freie Beweglichkeit, 
die die/iuBersten (,,Valenz"-)Elektronen der Atome im Metallgitter er- 
langen. Hierauf baut die Elektronengastheorie der Metalle auf. Unter 
Zuhilfenahme der quantentheoretisch zu fordernden FxRm-Statistik und 
der Wellenmechanik erlebte diese Theorie in den letzten 5 Jahren eine 

Der Bericht entstand aus Teil I der Marburger Habilitationsschrift 
I931. Teil I I  vgl. Lit.-Verz. (58). 

21" 
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entscheidende Entwicklung (vgl. z. B. 13, 21, 23a). Sie ger~it bezeich- 
nenderweise in Schwierigkeiten bei der Bestimmung der individuellen 
Zahlenwerte elektrischer Gr6Ben; denn diese sind durch die Besonderheiten 
der verschiedenen Metallatome bedingt, die in diese Theofie zun~chst 
nur in mehr oder weniger groben N~therungen eingeffihrt werden k6nnen. 

2. Ffir die Charakterisierung der metallischen Bindungsart gegenfiber 
anderen Typen von GitterkrMten konnten empifisch aus der r6ntgeno- 
graphischen Erforschung der Gitterstrukturen (8) im Zusammenhang rnit 
den Regelm~13igkeiten des periodischen Systems und anderen Eigen- 
schaften der Metalle wichtige Aufschlfisse gewonnen werden (BRADLEY, 
BERNAL, HUME-ROTHERY U. a.). 

3. Um die Besonderheiten der Einzelmetalle theoretisch erfassen zu 
kSnnen, wird man den AnschluI3 an die bis ill alle Feinheiten ausgebaute 
Quantentheorie der [mien Atome suchen mfissen. Was aus den Elektronen- 
zust~nden freier Atome bei ihrem Zusammentritt zum Kristallgitter, 
speziell zum Metall, wird, das zu verfolgen, liegen erst wenige, vorl~ufig 
noch recht allgemein gehaltene Ans~tze vor (z. B. SLATER, HUND); sie 
benutzen die Verfahren, die bei der quantenmechanischen Behandlung 
der Molekfilbildung aus freien Atomen im Anschlul3 an HEITLER und 
LONDON vielfach erprobt sin& - -  

Die Quantentheorie des Atombaus hat ihre weitaus wichtigste Er- 
fahmngsgrundlage in der Spektroskopie. Dieses feinste Instrument der 
Atomforschung versagt ffir die feste kristallisierte Matefie bis auf wenige 
Ausnahmen (Salze der seltenen Erden und einzelner Schwermetalle), for 
die Metalle vollkommen. Bedenkt man nun, wie viel wir fiber die 
Quantenzust~nde der freien Atome auch aus ihrem magnetischen Ver- 
halten erfahren (ST~RI~-GERLACH-Versuch; Magnetismus von Ionen in 
Kristallgitter und L6sung; vgI. [29; 11a]), so wird man sich fragen, ob nicht 
auch bei den Metallen, wo uns spektroskopische Erfahrung ganz ver- 
schlossen ist, gerade der Magnetismus in gewissem Mal3e einspringen und 
uns einige Aufschlfisse fiber die Quantenzust~tnde der Atome im Kristall- 
gitter geben kann. 

Unter diesem Gesichtspunkt soll im folgenden ein 13berblick fiber das 
magnetische Verhalten der metallischen Elemente gegeben werden. Da- 
bei sollen auch die ~)berg~nge der metallischen Bindung zu anderen 
Bindungsarten im Gitter einbezogen werden, soweit sie sich magnetisch 
~uBern. Besondere Bedeutung gewinnt so das magnetische Verhalten 
von Metallegierungen im Hinblick auf die mit der Legierungsbildung 
verbundenen Zustands~nderungen der Metallatome; auch hierzu sollen 
einzelne Beispiele besprochen werden. 
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I. G r u p p e  I d e s  p e r i o d i s c h e n  S y s t e m s  
( A n n ~ i h e r u n g  a n  d e n  i d e a l e n  M e t a l l z u s t a n d ) .  

Die atomtheoretische Deutung des Metallmagnetismus fand lange 
Zeit ein kaum zu tiberwindendes Hindernis in einem besonders h~iufig 
bei Metallen vorkommenden Typ magnetischen Verhaltens, der sich der 
Deutung dutch die vorhandenen Theorien v6llig entzog: einem Para- 
magnetismus, der gar nicht oder nur sehr wenig yon der Temperatur 
abh~ingt. --  Paramagnetismus beruht ja nach der ldassischen LANGEVIN- 
schen Theorie auf einer Einrichtung von Atomen oder Molekiilen, die 
ein magnetisches Eigenmoment haben in die Richtung des ~iul3eren Ma- 
gnetfeldes. Stets wird diese Einrichtung gest6rt durch die W~irmebewe- 
gung; sie mul3 daher mit sinkender Temperatur zunehmen, und die An- 
wendung der klassischen Statistik ergibt fiir die Massensuszeptibilit~it Z 
das CoRIzsche Gesetz (Z" T = C) oder nach der Weiterftihrung der 
Theorie durch P. WEISS mindestens das WEIsssche Gesetz (Z (T-- O) = C). 
Eine paramagnetische Suszeptibilitiit ohne Temperaturabh~ingigkeit 
bleibt fiir diese Theorien unverst~ndlich. Temperaturunabh~ngig ist fiir 
sie allein der Diamagnetismus, der einfach den nach der klassischen 
Elektrodynamik zu berechnenden elektromagnetischen Induktions- 
effekt darstellt, den das Einschalten des ~iul3eren Magnetfeldes auf die 
Elektronenbahnen in Atomen und Molektilen ausiibt; dieser Effekt wird 
natiirlich von der W~irmebewegung nicht beriihrt. 

Es war also ein entscheidender Schritt, als PAULI (23) fiir den charak- 
teristischst en Bestandteil der Metalle, die Leitungselektronen, gerade diesen 
bis dahin unverst~indlichen Typ magnetischen Verhaltens berechnete, 
eine temperatur~nabhdngige paramagnetische Suszeptibilitdt. Er gewann 
dies Resultat, indem er in die Elektronengastheorie die Forderungen 
der Quantentheorie einfiigte (vgl. Einleitung I). Der Metallkristall 
ist aufzufassen als ein Riesenmolekiil, in dem die Valenzelektronen 
allen Atomriimpfen gemeinsam sin& Die Elektronen haben verm6ge 
ihres Dralls (CoMPTON [7], UHLENBECK U. GOUDSI~IIT [3i/]) ein magne- 
tisches Eigenmoment, das infolge der Richtungsquantelung nur zweier 
Orientierungen f~hig ist: parallel und antiparallel zu einem ~iuBeren 
Magnetfeld. Wie im Atom, so muff auch ffir diese Metallelektronen das 
PAUZI-Prinzip gelten; d.h. sie miissen sich s~imtlich in verschiedenen 
Zust~inden (Zellen des gequantelten Phasenraumes) befinden. Dutch 
ein Magnetfeld k6nnen also nur diej enigen antiparallel orientierten Elek- 
tronen zum Umspringen in die Feldrichtung gebracht werden, die mit 
dem Energiegewinn dutch das ~iuBere Feld H(Ae =;toll)  gerade in 
noch unbesetzte Zellen gelangen. Ihre Zahl und damit die Magnetisie- 
rungsintensit~it ist, wie die auf dem PAuzI-Prinzip aufgebaute FERMI- 
statistik angibt, proportional dem Feld und in erster N~iherung unab- 
Ningig yon der Temperatur. 
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Diesem Paramagnetismus der Leitungselektronen iiberlagert sich eine 
diamagnetische Polarisation, die von der Kriimmung der geradlinigen 
Elektronenbahnen im Gitter durch das Magnetfeld herrtihrt (LANDAU ~20] ; 
TELLER E33]) ; zahlenm~13ig ergibt sich gerade ein Drittel des PAULIsChen 
Elektronenparamagnetismus. 

AuBer dem Magnetismus der Leitungselektronen enth~it die am 
Metall gemessene Suszeptibilit~tt noch den von den positiven Atomionen 
herriihrenden Anteil. DaB man experimentell die Einzelbeitr~ge zur 
Suszeptibilit~t nicht trennen kann, stellt eine groBe Unsicherheit fiir die 
theoretische Auswertung der magnetischen Messungen dar. Liegt wirk- 
lich der ,,ideale Metallzustand", wie ihn die Elektronengastheorie an- 
nimmt, vor, so rniiBten sich die Suszeptibilit~ten des freibeweglichen 
Elektronengases und der Metailionen in den Gitterpunkten rein additiv 
fiberlagern, genan so wie etwa in einer Salzl6sung - -  entsprechend tier 
,,WIEDEMANNschen Regel" - -  die Suszeptibilit~t sich additiv aus den 
Betr~gen ftir L6sungsmittel, Kation und Anion zusammensetzt. Ftir den 
Beitrag der Metallionen kann man einigermaBen bestimmte Erwartungen 
haben bei den Elementen am Anfang der kleinen und groBen Perioden 
des Systems, insbesondere den Alkali- und Erdalkalimetallen. Die h6her- 
wertigen Elemente haben tells wechselnde Valenzstufe, tells niedrige An- 
regungsniveaus ihrer Ionen (Lichtabsorption im Sichtbaren), so dab aus 
beiden Grtinden yon vornherein unsicher ist, in welchem Ionisations- 
und Anregungszustand sie in das Metallgitter eingehen. 

Die diamagnetische Suszeptibilit~tt der edelgasdhnlichen Alkali- und 
Erdalkatiionen ist an w~sserigen L6sungen ihrer Halogenide gemessen; 
dabei ergab sich, dab die Suszeptibilit~t der Ionen nur wenig durch 
Wechselwirkung miteinander trod mit Wasser beeinfluBt sein kann 
(IKEN•EYER [gg]). Man wird daher ohne groBen Fehler dieselben 
Werte auch f/ir die Metallionen im Gitter ansetzen k6nnen (BITTER E4]; 
VOGT [80"]). 

Ein anderer Weg (ROSENFELD E24]) zur Berechnung der diamagne- 
tischen Wirksamkeit der Atomrtimpfe im Metallgitter ist zwar ein Um- 
weg, geht abet yon wirklich am festen Metall gewonnenen Daten aus: 
Das bei der Elektronenbeugung an Metallgittern wirksame ,,Gitter- 
potential" Eo des Metalls ist nach BETHE (3) - -  kugelsymmetrische 
Elektronenkonfiguration der Atomionen und gleichm~Bige Verteilung der 
Leitungselektronen im Metallvolumen vorausgesetzt - -  ein MaB fiir alas 
,,Tr~tgheitsmoment" 0 der Elektronenverteilung in Bezug auf den Kern:  

worm: 

Eo ~ 2~ N@ (N: Atomzahl im ccm), 
3 

cO 

o 

(~) 
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Lo(r) ist die wellenmechanische Ladungsdichte in Abh/tngigkeit vom 
Kernabstand]. 

Ffir das BoI~gsche Atom mit diskreten Elektronenbahnen ist: 

O-----2e~- (Zeitmittel fiber alle Elektronenbahnen). 

Dutch diese Gr6Be ist nun abet auch die diamagnetische Suszeptibi- 
lit~t eines Atoms ohne magnetisches Eigenmoment gegeben: 

e N 2 e ~ ,  (2) 
alia ---~ 6 ~ C 2 

wie die Anwendung der klassischen Elektronentheorie des Diamagnetis- 
mus auf das BoHRsche Atom ergibt (PAULI E22]). 

Zahlenm~Big folgt: 

~di~ = Eo. o,156, lO -6 (Eo in Volt). (3) 

Um nun zur Berechnung der Metallsuszeptibilitdt die algebraische Ad- 
dition der Ionen- und Elektronensuszeptibilit/it auszuffihren, muB man 
diese Teilbetr/ige auf das gleiche Volumen im Metall beziehen. Als 
solches empfiehlt sich das Atomvolumen, um so ftir den Vergleich 
verschiedener Elemente miteinander zu einer rationellen GrSl3e zu 
gelangen: der ,,Atomsuszeptibilitdt" (ZA). Die physikalische Bedeutung 
dieser GrSBe ist: das magnetische Moment eines Grammatoms im Feld I 
GauB; sie berechnet sich als: Volumensuszeptibilit/it (~) X Atomvolumen 
(VA) oder MassensuszeptibilitAt (Z)XAtomgewicht (A). 

Dementsprechend ergibt sich die Elektronensuszeptibilit/tt (nach 
PAULI-LANDAU) bezogen auf I Grammatom des Metalls (,,ZE") folgender- 
maBen: In PAULIs Endformel (23, S. IOI) z = N 1/3 2,21-lO -`4 kann 
man ffir N (ZahI der Leitungselektronen pro ccm) setzen: 

N = n N L  V.4 (n =Wertigkeit  des Atoms, Nz = 6,06-IO~3). 

Unter Verminderung des Betrages auf zwei Drittel, um dem Elek- 
tronen-Diamagnetismus (LANDAU) Rechnung zu tragen, ergibt sich: 

ZB = n 1/3. VA 2/,. 1,25 • lO -6. (4) 

Auf ZE hat also seltsamerweise das Atomvolumen einen st~keren Ein- 
fluB (V42/$) als die pro Atom abgegebene Elektronenzahl (n'/3). Daher 
ist ZE bei den zweiwertigen Erdalkalimetallen kleiner als bei den benach- 
barten einwertigen Alkalimetallen. 

• Abb. 1-- 3 zeigen die Ergebnisse dieser Berechnung der Metall- 
suszeptibilit~tt auf Grund des Modells eines ,,idealen Metalls" ffir die 
I. Gruppe des periodischen Systems und den Vergleich mit der Erfah- 
rung. Leider zeigten bei den Alkalimegallen die gemessenen Werte noch 
betr~tchtliche Unsicherheiten, die freilich kaum MeBfehler sein k6nnen, 
sondern auf bisher unaufgekl/irte Unterschiede in der Beschaffenheit des 
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Versuchsmaterials hindeuten (4). (lJber magnetische MeBmethoden 
vgl. z. B. [29a, 30] !) 

Der gefXhrlichste Feind bei para- und diamagnetischen Messungen 
shad ]erromagnetische Verunreinigungen, die gerade bei Metallen of t  
schwer zu vermeiden sind; vor allem bei schwerflfichtigen Metallen wird 
man kaum je Material gewinnen k6nnen, das vollst~ndig eisenfrei ist. 
Da die Massensuszeptibilit/iten der Metalle vielfach < lO-6 sind, 
wfirde ein Fehler von IO% im Feld von IOOOO GauB bereits durch einen 
Eisengehalt yon i : lO 6 bedingt sein k6nnen. Zum Gliick hat man ein 
einfaches Mittel, das Vorhandensein ferromagnetischer Verunreinigung 
zu erkennen und rechnerisch auszuschalten (HONDA [46]): die Messung 
der Feldst/irkenabh~ingigkeit von Z in m6glichst starken Feldern. Eine 
der Feldst/irke proportionale Magnetisierung zeigt ja nur der Dia- und  
Paramagnetismus, w~hrend die ferromagnetische Verunreinigung bereits 
in mliBigen Feldern den konstanten S~ttigungswert erreicht. Die dem 
reinen Dia- bzw. Paramagnetismus zukommende SuszeptibilitXt Z~o 
ergibt sich demnach aus den bei Feldst~rken H gemessenen Werten ZK 
einfach aus: 

O-X 
ZK = Z~o + ~ (a: ,,Ferromagnetisierung" pro g Grundmaterial). (5) 

Nur auf diesem Wege kann man zu zuverl/issigen Werten ffir die Metalle 
gelangen. Im Falle der leichtflfichtigen Alkalimetalle sollte freilich eine 
Befreiung von Eisen durch Destillation leicht m6glich sein, so dab die 
schlechte Ubereinstimmung bier wohl andere Grfinde haben muB. 

In der Reihe der Alkalimetalle wird die Fehlergrenze bei Betrachtung 
der Atomsuszeptibilit~t (Abb. I) stark verzerrt  (proportional dem Atom- 
gewicht). Daher ist in Abb. 2 auch noch die Massensuszeptibilit~t 
gezeigt, die in dieser Hinsicht ein richtigeres Bild gibt. Man sieht bier, 
dab der Wert  flit Lithium noch am mangelhaftesten ermittelt ist. 

Aus den beiden Abbildungen sieht man klar, dab die Suszeptibilit/~t 
der Alkalimetalle zwar betr/ichtlich st/irker paramagnetisch ist, als die 
Berechnung mit Hilfe der Ionenwerte aus den gelSsten Salzen ergibt, dab 
abet der Gang der berechneten Werte sich auch in den gemessenen an- 
zudeuten scheint, wenigstens sofern es erlaubt ist, fiber die verschiedenen 
Beobachtungen einfach zu mittein. Die Abweichung zwischen Experi-  
ment und Berechnung nimmt dann gleichmaBig mit der Ordnungszahl 
zu ffir ZA, - -  ab ffir 7. 

Diese Abweichung der Messungen in paramagnetischer Richtung 1/iBt 
sich vie]leicht deuten durch die Verfeinerung, die BLOCH (5) an PA~ILIS 
Theorie angebracht hat. Beriicksichtigt man, dab die Leitungselektronen 

Dieser Ansatz ist zu modifizieren ffir diejenigen Mel3methoden, bei 
denen der Probek6rper sich nicht vollstiindig in Gebieten hoher Feldst~rke 
befindet, sondern ~ wie etwa bei der ,,Zylinder-W~gungsmethode" (GouY) 
- -  mit einem Ende auBerhalb des h{agnetfeldes reicht (58). 
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nicht v611ig kr~iftefrei im Gitter sich bewegen, sondern in einem mit dem 
Abstand der Gitterpunkte periodischen Krafffeld, so ergibt sich ein 
st~irkerer Paramagnetismus. In anderer Sprache k6nnte man etwa sagen: 
Die Metallatome sind im Gitter nicht vollst~indig ionisiert, sondern ein 
geringer Tell der Valenzelektronen hat im Zeitmittel eine Bindungs- 
beziehung zu einem bestimmten Atom; der MetaUcharakter ist ver- 
schlechtert. DaB dies einen paramagnetischen Effekt bedingt, leuchtet 
ein, da die isolierten neutraten Alkaliatome paramagnetisch sind (STERN- 

GERLACH-Versuch !). 

•1•jU Na h" ~ ~'s 
-, i ; ! 

+ZC - ~  

( I  I * * . .  
- / / 6  "• " - - . . . . .  q-  

H 

70 20 dO ~ S0 
O:'dnun~'szuh/ 

Abb, x. AI]caHmetaHe, Atomsuszepfibi|it~it, 

+~£F7 

+~1.~ .~  I I 

O:'dnun3Zse ahl 
Abb. ~. Alkalimetalle. Massensuszeptibillt~it. 

B e z e i c h n u n g  Abb. x--3: 
. . . . . . . . .  Elektronen (PAuLI-LAm~AU) 
+ . . . . . . .  + Ionen (LiSsung) 

(+) . . . . . . .  (+) Ionen (Gitterpotential) 
® - -  • - - ( ® )  Metall berechnet (Elektronen + Ionen) 

[ [ Metallgemes . . . .  

In Abb. 3 sind weiterhin angegeben die drei Edelmetalle der ersten 
Systemgruppe. Die Berechnung mit Hilfe der gemessenen Suszeptibilit~it 
des gel6sten Metallions ist hier nur ffir das Silber m6glich, da Kupfer und 
Gold keine einwertigen Ionen in L6sung bilden. Die Suszeptibilit~tt des 
SilberionsL kombiniert mit der PAULIschen Elektronensuszeptibilit~tt, 
liefert hier einen 5berraschend gut mit der Messung am Metall fiberein- 
stimmenden Wert. Die Abweichung in paramagnetischer Richtung wie 
bei den Alkalimetallen fehtt bei Silber; das Ergebnis spricht also ffir 
,,vollkommene Ionisation" im Gitter, ffir den ,,idealen Metallzustand". 

Ffir Cu, Ag, Au shad weiterhin angegeben die Resultate der RosEN- 
FELDschen Berechnungsweise aus dem Gitterpotential. Gr613enordnungs- 

x Aus Messungen, die Herr FAHLENBRACH-Marburg mit einer Steigh6helx- 
anordnung (Ann. Physik (5) x3,265 [1932]) zu diesem Zweck an Silbernitrat- 
16sungen ausffihrte. 
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m~il3ig ist die l~bereinstimmung mit den Messungen hier recht gut, doch 
kommen die Unterschiede der drei Metalle bei dieser Berechnung nicht 
geniigend zum Ausdruck. 

Die Zunahme des Diamagnetismus mit steigender Ordnungszahl ist 
auch bei den Alkalimetallen (Abb. I) zu erkennen, (nur wird sie bei den 
drei leichteren Alkalimetallen offenbar iibert6nt yon der Zunahme des 
Elektronenparamagnetismus). Diese Erscheinung tritt auch in anderen 
Gruppen des periodischen Systems auf. Am regelm~iBigsten ist die 
Anderung yon ZA mit der Ordnungszahl bei den edelgas~ihnlichen Metall- 
ionen (Abb. I; Tab. 4 S. 34o), auch bei den Halogenionen und den Edel- 
gasen selbst; sie ergab sich linear mit der gleichen Neigung in den drei 
Gruppen von Ionen (49; 19). Diese regelm~tBige Zunahme des Diamagne- 
tismus der kugelsymmetrischen Elektronenkonfigurationen ist bedingt 
dutch die Vergr6Berung der Elektronenzahl nach FormeI (2) S. 327; genaue 
Proportionalit~t zur Ordnungszahl wiirde danach bedeuten, dab das 

mittlereKernabstandsquadrat der 
,~ ~u gesamten Elektronenwolke sich 

l ~ l in der betreffenden Gruppe yon 
....................................................... Atomen nicht ~indert. Wo ein 

.~ff-6 " 

z~ 
o 

_~ % - ~ - - . ' - . . ~ -  . . . . . .  

~ ~  I , I I I 1 I 
qo 5o Fo 7o 8o 

Q~nvrljszo'h/ 

Abb .  3. Edelmeta l le .  Atomsuszeptibi l i t i l t .  

solcher Gang auftritt, kann man 
schlieBen, dab im iibrigen das 
magnetische Verhalten der der 
Gruppe angeh6renden Elemente 
sich gleicht, dab die Elemente 
sich also auch im gleichen Atom- 
zustand befinden. --  In der 

Reihe Cu, Ag, Au  ~indert sich ZA vielleicht von Ag zu Au weniger, 
als man erwarten k6nnte; das h~ingt vermutlich damit zusammen, dab 
Gold und Silber auff~illigerweise fast genau die gleiche Gitterkonstante 
haben, --  trotz dem verschiedenen Atomgewicht also gleichen Atom- 
durchmesser, was bei anderen Elementen innerhalb einer Gruppe nicht 
der Fall ist. 

Wit diirfen also wohl ohne Bedenken schlietten, daB, wie bei Silber, 
so auch bei Kupfer und Gold der ,,ideale Metallzustand" weitgehend ange- 
n~ihert ist, die Metalle also aus einwertigen diamagnetischen Ionen und 
einem FERMI-Gas yon einem Leitungselektron pro Atom bestehen. 
Wenn dieser Befund auch ftir Silber nictlt iiberrascht, so war er doch 
fiir Gold und Kupfer keineswegs yon vornherein vorauszusehen, da in 
chemischen Verbindungen das Cu vorwiegend zweiwertig, das Au  meist 
dreiwertig auftritt. Cu ++ und Au  +~- haben unabgeschlossene Elektronen- 
konfiguration, demgem~il3 Lichtabsorption im Sichtbaren und ein para- 
magnetisches Moment. Im Metallgitter mtiBten sie sich dutch betr~icht- 
lichen Paramagnetismus bemerkbar machen. 
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Wir gewinnen hier also aus dem magnetischen Verhalten des Metalls 
eLEe Antwort auf die Frage nach dem Ionisationszustand der Metall- 
atome im Gitter, eLEe Frage, zu deren Beantwortung noch kaum sichere 
Ansa~zpunkte vorhanden sLEd. 

Das Naheliegendste w~tre, aus dem elektrischen Leitverm6gen der 
Metalle auf die Zahl der pro Atom abgespaltenen Leitungselektronen (n) 
zu schlieBen. Aber dieser Zusammenhang ist verwickelter, als man viel- 
leicht denken k6nnte; mit  n w~chst ja die positive Ladung der Atom- 
rfimpfe und damit wachsen auch die KrMte, die die f ide  Beweglichkeit 
der Leitungselektronen hLEdern. So kommt  es, dab nach den Formeln der 
neuen Elektronentheorie die Metalleitf~thigkeit sLEkt mit  wachsendem n, 
ein zun~chst vielleicht fiberraschendes Ergebnis. Deln entspricht nun 
vollkommen der experimentelle Befund. Tabelte I zeigt den starken 

Tabelle I. A t o m l e i t f ~ h i g k e i t  ~ der  E l e m e n t e .  
( . ~ .  io-4) 

Gruppe 
II III V--VII VIII 

L i  I8 Be (3) A s  (9) Fe  I4  
Na 12o Mg 47 d l  53 Sb 13 Co (14) 
K 17o Ca (39) Bi 9 Ni 19 
Rb (I6o) Sr (36) Ta 16 
Cs (I5o) Ru (1I) 

/~o (40) Rh 36 
(33) .t'd 21 

Cu IIO Zn 45 Ga (9) - - W  36 Os 21 
Ag 18o Cd 53 In (70) Mn ~ 3 3 )  Ir 41 
Au 170 Hg 34 TI (40) Pt 25 

Abfall der atomaren Leitf~higkeit beim Obergang von den einwertigen 
zu h6herwertigen Metallen. Entspricht  der ,,ideale Metallzustand" v611ig 
freier Beweglichkeit der Leitungselektronen, so ist also offensichtlich die 
Zunahme der Wertigkeit der Metallatolne mit eLEer starken ,, Verschlech- 
terung des Metallcharakters" verbunden; nach BLOCH wfirde gleichzeitig 
der Paramagnetisrnus des Metalls wachsen. 

Auch aus dem oben erw~hnten Gitterpotential kann man im Rahmen 
der neuen Elektronengastheorie in Verbindung mit  der licht- bzw. glfih- 
elektrisch gernessenen Austrittsarbeit auf die Zahl der Leitungselektronen 
pro Atom schlieBen (ROSENFELD u.WITMER [20"j). Ftir Cu, Ag und  A u  er- 
gibt  sich so n = 2 (26), im Widerspruch zu unserem oben gezogenen 
SchluB. Doch ist auf diesem Wege wegen mancher, vor allem theo- 
retischer Unsicherheiten kaum mehr als die GrSBenordnung zu erwarten. 

Ffir eine rationelle Definition der ,,Atomleitfghigkeit" muB man die 
Leitf~higkeit beziehen: auf Grammatome (BENEDICKS), auf korrespondie- 
rende Temperaturen (GRfiNElSEN) und auf gleiche Form: einen Wfirfel 
enthaltend das Atomvolumen (SIMON) (27). Die angegebenen Z a h l e n -  
aus (27) - -  dfirften z. T. fiberholt sein. 
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Erw~hnt sei hier ferner, dab SLATER (28) auf dem in der Einleitung 
unter 3 skizzierten Wege ebenfalls zu Schlfissen auf die Zahl n gelangt. 
Er  baut  seine Theorie genau auf den entgegengesetzten Standpunkt, wie 
PAULI und BLOCI~ : Nicht das FEI~MI-Gas der Elektronen bei vollkomame- 
net Ionisation, sondern die Wechselwirkung einer grol3en Anzahl [reier 
Atome bei ~_nderung des gegenseitigell Abstandes wird berechnet. Dabei 
ergibt sich - -  scheinbar in krassem Widerspruch zu dem vorigen - - ,  
dab nur wenige Prozent der Atome ihre Valenzelektronen abspalten. 
I)ieser Widerspruch ist jedoch wohl nicht unl6sbar. Z. ]3. wfirde ffir den 
Magnetismus SEATERS Modell nicht etwa den Paramagnetismus der freien 
Alkaliatome ergeben; die hom6opolare Bindung ffihrt vielmehr zur  
Kompensation benachbarter Spinmomente ebenso wie im Wasserstoff- 
molekfil. Ffir das elektrische Verhalten des MetaUs ist SLATERS Aussage 
fiber die Zahl abgespaltener Elektronell wohl nichts anderes als die Aus- 
sage der neuen Elektronengastheorie, dab der Leitungsvorgang nur yon  
einem kleinen Tell aller Leitungselektronen besorgt wird, n~mlich ro l l  
dem in den h6chsten Quantenzellen im AbfalI der ~F~RMI-Verteilungs- 
kurve befindlichen (z. ]3.21). 

Die letzten t3berlegungen ffihren auf die engen Beziehungen zwischen 
metallischer und hom6opolarer Bindung im Kristallgitter, ja sie scheinen 
anzudeuten, dab diese beiden Bindungsarten fiberhaupt nicht vollein- 
ander verschieden sind. Diese Zusalmnellh/~llge werden besonders deut-  
lich, wenn man im periodischen System die an Cu, Ag, Au sich an- 
schliel3enden Elemente der sogenannten B-Untergruppen verfolgt. 

I I .  B - U n t e r g r u p p e n  

( O b e r g a n g  z u  h o m S o p o l a r e r  B i n d u n g ) .  

Es w~tre verfrfiht, den ffir die einwertigen Metalle ausgefiihrten Ver- 
such der theoretischen Berechnung der MetaUsuszeptibilitAt schon auf  
alle anderen Metalle auszudehnen. Mit steigender Wertigkeit w~chst, 
wie schon erwAhnt, die Unsicherheit, welche Wertigkeitsstufe die Metall- 
ionen im Gitter haben; aul3erdem nehmen mit wachsender Ionenladung 
die elektrostatischen Bindungskr~.fte zwischen Elektronen und Ionen zu, 
was vermutlich unvollstAndige Ionisation ulld damit Verschlechterung 
des Metallcharakters bedingt (vgl. Tabelle I). Wit  mfissen uns daher 
weiterhin mit einem summarischen l~lberblick begnfigen, bei dem wir 
nur die verschiedenen charakteristischen Typen magnetischen Verhaltens 
yon Metallen hervorheben wollen. 

Recht einheitlich ist das Verhalten der mit Cu, Ag, Au  beginnenden 
Reihen der ,,B-Untergruppen", - -  d. h. also derjenigen Elelnente, derei1 
Atom innerhalb der Valenzelektronen eine mit I8 Elektronen voll- 
besetzte Schale (ns) ~ (np) 6 (nd) x° besitzt; die aul3erhalb davon befind- 
lichen Valenzelektronen ffillen im freien Atom die (n+I ) s -  und ( n + I ) p -  
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Zellen. Diese Metalle sind sdmtlich diamagnetisch bis hin zu den Nicht- 
metallen der VI.  und VII .  Gruppe. 

Tabelle 2 zeigt irn einzelnen: einerseits die oben (S. 330) besprochene 
allgemeine Zunahme des Diamagnet ismus mit  wachsender Ordnungs- 

Tabelle 2. 
A t o m s u s z e p t i b i l i t A t  × lO 6. 

B - U n t e r g r u p p e n  ~. 

Cu 
- 5,6 

g Ag 

E 
t,,l 

_~ - 28,5 
- -  3 ° 

I G" Zn 
II- ~2,4; ± - 9,5 

kO 

i ~ C d  ~ In 
II-  29,4; ± - I8,O ~ - 13 

_c,9 

- 3 , 5  ~ - 2 7  ~ - 3 , 7  :g P 
¢d 

. .  Ge 
- 8,5 

,-.N 

Sn 
- -  3 ° 
- -  4 2 

S 
o - I 5  

T~ ~ Pb 
H g  ( - - I 8 3  °C) ~ - - 4 7  ~ _ 2 4 , 8  

II-  24,4; ± - 23,0 ~ _ 5o 

A s  

- 2 3 

v 
Sb 

~5 - 98 
O 

Bi 
H- 219; ± -  3II 

Se 
- 25 

01 
do ¢d 

Te 
o 

- 39 
- 4 0  

zahl bei gleichbleibender Konfigurat ion der ~iul3ersten Elektronenschale 
- -  andererseits eine deutliche St6rung dieses allgemeinen Ganges inner- 
halb jeder Gruppe durch Einfliisse der Kristallstruktur. In  den drei F~illen 
Hg, Ga und Pb, in denen die Atomsuszeptibil i t l i t  deutlich aus dem Gang 
der iibrigen Elemente der Gruppe herausf/illt, liegt jedesmal auch ein 
abweichender Git ter typ vor. A m  klarsten t r i t t  der GittereinfluB einer- 
serfs bei Metallen mit  polymorphen Umwandlungen  zutage - -  so ist das 
tetragonale weifle Zinn schwach paramagnefisch (;CA = + 2,4-lO-6) - - ,  
andererseits in der Anisotropie der magnet ischen Suszeptibilitlit, die bei 
nicht  regul~ren Metallen auftr i t t  (vgl. z. B.  Zn,  Cd und  Bi  in Tabelle 2) ; 
sie erreicht in manchen F~llen aul3erordentlich hohe Werte,  z. ]3. Graphit 
Zn '1o6 :1 ] - -18o ;  __1--2,8 (48). Kubische Metallkristalle wurden,  wie 
theoretisch zu erwarten, magnetisch isotrop befunden (54). 

Besonders auffallend sind in Tabelle 2 die hohen Atomsuszeptibili- 
t/iten der V. Ca'uppe. Ftir diese Sonderstellung der  Metalle Wismut  trod 

~3ber die Quellen der in dieser Zusammenstellung und auch in Tabelle 3 
angegebenen Zahlenwerte orientiert die 2. Abteilung des Literaturverzeich- 
nisses am 8chluB des Berichts. Bei Elementen, die dort  nicht unter anderen 
Autoren genannt sind, stammen die Zahlen allein aus den Arbeiten yon 
HONDA und OWEN. Die Zahlen fiir _rig entsfammen noch nicht ver6ffent- 
lichten Versuchen yon E. GRtiNEISEN und E. VOGT. 
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Antimon, zu denen nach dem Git ter typ noch das Arsen hinzugehSrt, 
hat  EHRENFEST (10) eine sehr anschaulicbe Deutung vorgeschlagen: 
Wollte man nach Gleichung (2), S. 327, aus dem Diamagnetismus auf  
den Atomdurchmesser schliel3en, so erhielte man unter extrem gfinstigen 
Annahmen z. B. ffir Bi mehr als das Doppelte des Atomabstands 
im Gitter. Der abnorm hohe Diamagnetismus soU daher nach EHREN- 
FEST ,,geliefert werden durch Elektronenbahnen, die - -  im Kristall- 
gitter lest orientiert - -  mehr als ein Atom umfassen". Fiir diese 
I)eutung spricht auch, dab die diamagnetische Suszeptibilit~t yon B i  
und Sb mit steigender Temperatur abnimlnt und beim Schmelzen einen 
pl6tzlichen Sprung auf weniger als den zehnten Tell erf~hrt (46; 56; 59) ; 
die flfissigen Metalle besitzen also ganz normale Werte. Das elek- 
trische Leitverm6gen dagegen nirnmt bei diesen Metallen abnormer- 
weise beim Schmelzen zu; die im Gitter mehrere Kerne umkreisenden 
Elektronen wtirden in der Schmelze anscheinend zu Leitungselektronen. 

Genau die gleichen Jknderungen yon Suszeptibilit/it und Leit-  
verm6gen beim Schmelzpunkt zeigt nun auch das Gallium, dessen X.~ 
in Tabelle 2 auch deutlich aus den Werten seiner Nachbarelemente 
herausfMlt, wenn es auch nicht die hohen Betr~ige von Bi und Sb erreicht. 
]~HRENFEST vermutet daher auch bier die gleichen Bahnen um mehrere 
Atome im Gitter, und es ist inter,ssant, dab auch Gallium ein Schichten- 
gitter besitzt, wenn auch von komplizierterer Art a]s Bi und Sb oder 
Graphit;  vgl. (8) sowie eine neue Strukturanalyse: (20a). 

Ob EHRENFXSTS Vorstellung i_r~ die modernere quantenmechanische 
Gittertheorie eingebaut werden kann, bleibt abzuwarten. ]~brigens 
glaubt LANDAU (20), dab auch der von ibm quantenmechanisch berech- 
nete Diamagnetismus der Leitungselektronen (vgl. S. 326) durch Gitter-  
einfliisse so modifiziert werden kann, dab er den PAULIschen Para-  
magnetismus fibersteigt und unter Umst~nden so abnorme Bet rage  
annimmt, wie die MetaUe der V. Gruppe zeigen. Hiernach wiirden die 
Elektronen offenbar durch das Magnetfeld auf bestimmte mehrere Atome 
umfassende Bahnen gezwungen. 

Ffir eine bestimmtere Theorie dieses Diamagnetismus werden ver-  
rnutlich auch verschiedene sehr merkwfirdige experimentelle Befunde yon  
Bedeutung sein, die in letzter Zeit an Wismut gemacht wurden: 

DE HAAS U. VAN ALPHEN (45) fanden, dab die Suszeptibillt~t von Bi  
bei sehr tiefen Temperaturen eine sehr merkwiirdige Feldabhlingigkeit 
zeigt. Die Magnetisierung (a) w~tchst nicht st~tndig proportional mit dem 
Feld (Abb. 4), sondern zwischen 5 und 7,5 und zwischen IO und 15 k- 
Gaul3 wird die Zunahme pl6tzlich schwlicher, oder es erfolgt sogar Ab- 
nahme (!) der Magnetisierung mit wachsendem Feld. Der Effekt ist 
auBerordentlich stark von der Kristallrichtung abh~tngig (Abb. 5); er 
steht offenbar in Zusammenhang mit  entsprechenden Unregelm~tl3ig- 
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keiten im Verlaufe der Widerstands~tnderung in einem longitudinalen 
Magnetfeld (Abb. 4 ) . -  Im Hinblick auf diese seltsamen Befunde ist 
es besonders wichtig, dab KAPITZA (50) bei h6heren Temperaturen 
(--196° und + 180 C) bis zu 300 k-GauB strenge Proportionalit~t 
zwischen Magnetisierung und Feldst/~rke feststellte. 

Der Diamagnetismus yon Sb und Bi ist aul3erordentlich empfindlich 
gegen Fremdmetallzusatz, der, soweit er gel6st wird, schon in kleinster 
Konzentration den Diamagnetismus stark herabsetzt (END6 [39]). Mes- 
sungen an Einkristallen (GoETZ U. ~'OCKE [42]) zeigten nun, dab dieser 
Effekt auBerordentlich stark von der Kristallrichtung und yon der 
Temperatur abh/ingt; nur parallel zur Hauptachse erfolgt die SchwA- 
chung des Diamagnetismus, so dab dutch die Zus~tze die magnetische 
Anisotropie des Bi aul3erordentlich ver- 
gr6Bert wird, und zwar nimmt mit .~,~ 

o" 

-dO 

-dO 

-1G 

oRtt/R . ; J A e h , e l  / i 

i 

j i; 2 

o H  = 
a X3W ~ 
* z5,7 . 
a X7~4 ;~ x I8,8 . 

Bin. 
Achse 

0 10 "I5 ~ 0 10 gO 30~v°~O 

Abb. 4. Abb. 5. 
Magnetlslerung a u. longitud, magnet. Widerstands~nderung RW/R ° elnes BLkHstalls bei z4,20 K. (aus 

DE HAAS u. VAN ALPI-mN Commun. Leiden Nr. 2x2, z93x ). 

sinkender Temperatur der Effekt stark zu. Das geht nun sogar so welt, 
dab ein Bi-Kfistall mit 3 Atomprozent Snunter  o o C parallel zur Haupt-  
achse paramagnetisch wurde, w/ihrend er senkrecht dazu diamagnetisch 
blieb, - -  der Kristall zeigte ,,Metamagnetismus". 

Nach einstweilen noch nicht n~her aufgekl~irten Befunden (GOETZ, 
HASSLER, HERGENROTHER U. a. [43J) sollen Bi-Kristalle in ihren Eigen- 
schaften (insbesondere Thermoelektrizit/~t) dadurch beeinfluBt werden, 
dab man sie in einem starken Magnetfeld kristallisieren 1/iBt. R6ntgeno- 
graphisch konnte bei Anwendung von Pr/izisionsmethoden kein Unter- 
schied zwischen innerhalb und aul3erhalb eines Magnetfeldes gewachsenen 
Kristallen gefunden werden. 

Auch bei Legierungen kommt ein Diamagnetismus vor, der viel zu 
stark ist, um nur von den Elektronenbahnen der Atome herrfihren zu 
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k6nnen; in dell biniiren Systemeil yon Cu, Ag und Au mit mehrwertigen 
Elementen wie Zn, Al, Sn zeigen ihn (39) stets besonders ausgepr~igt die 
sogenannten y-Phasen, dereil kompliziertes kubisches Gitter stets dutch  
ein ganz bestimmtes Konzentrationsverh~iltnis der Atome zu den Valenz- 
elektronen (13:21) bedingt ist, unabhiillgig v o n d e r  Wertigkeit der Par t -  
ner (vgl. z. B. [81). Diese Phasen zeigen schlechten Metallcharakter, sie 
sind sehr briichig und spr6de und recht schlechte Leiter. In diesen F~illen 
ist es besonders deutlich, dal~ der hohe Diamagnetismus kein Atom-, 
solldern ein Kristallstrukturph~inomen ist. Die Gitter der reinen Kom- 
ponenten besitzeil den gew6hnlichen schwachen Diamagnetismus oder  
sogar Paramagnetismus. 

Die erwiihnten Eigenschaften der 7-Phasen lassen vermutell, dab 
diese Gitter weniger metallischer als vielmehr hom6opolarer Natur  sind; 
so kommt BERNAL (1) dazu, abnorm groi3en Diamagnetismus geradezu 
als Hinweis auf hom6opolare Bindung zu bewerten. Auch die von EHREN- 
FEST vermuteten Elektronenbahllen um mehr als eineil Kern sind ja nichts 
anderes als eine besondere Art hom6opolarer Bindung, bei der das Elektron 
llicht einem Einzelatom, aber auch nicht der Atomgesamtheit des metal-  
lischen Riesenmolekfils zugeh6rt. DaB lokalisierte hom6opolareValenzen, 
,,Elektronenpaarungen", zwischen benachbarten Atomen gerade bei den 
Elemeiltgittern der B-Untergruppen eine entscheidende Rolle spielen, 
zeigen wunderbar anschaulich ihre Gitterstrukturen (BRADLEY, BERBIAL, 
HUME-RUTHERY). Geht man von den Edelgaseil im periodischen System 
riickw~irts, so nimmt die Koordinationszahl im Gitter K (Zahl der n~ichst en. 
gleich weir entferntell Nachbarn jedes Atoms) schfittweise zu; sie ist 
jedesmal gleictl der Zahl der Lficken in der abgeschlossenen Achter- 
schale. Dutch die Elektronenpaarungen mit dell Nachbaratomen wird also 
die Achterschale jedes Atoms gerade aufgeffillt. Diese Eiltwickinng ist 
zu Ende in der IV. Gruppe, wo die Zahl der Liicken die Zahl der Valenz- 
elektronen erreicht. Es gilt die Beziehung: 

K = 8 -- n -~ n (n: Valenzzahl). (6) 

In der III .  Gruppe reichen die Valenzelektroneil nicht mehr aus, 
um auf diese Weise Achterschalell herzustellen. Jetzt  wird eine 
alldere Tendenz wirksam: die Tendenz zu m6glichst hoher Koordi- 
nationszahl, dem besonderen Kennzeichen der hochsymmetrischen 
metalIischen Strukturen. Die Valenzelektronen werdeI1 nicht mehr paar- 
weise zwischeil zwei bestimmte, sondern zwischen zahlreiche Atome auf- 
geteilt, sie werden ,,freie" Metallelektronen. Auch schon in der IV. und 
V. Gruppe macht sich die Tendenz zu hoher Koordinationszahl gegenfiber 
der lokalisierten ,,Kovalenz" bemerkbar, und zwar ~iul3ert sie sich rnit 
steigendem Atomgewicht in wachsendem Mal3e, indem der Unterschied 
in dell Abst~inden jedes Atoms zu den n~ichsten und zweitn~ichsten 
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Nachbarn immer geringer wird (BERNAL). Andererseits werden die ty- 
pischen Metallstrukturen dichtester Packung in der II. und III.  Gruppe 
noch nicht vollkommen erreicht, sondern erst bei den einwertigen 
Schwermetallen; diese Tatsache (zusammen mit anderen Eigenschaffen 
dieser Metalle, wie der verh~tltnism~Big groBe Atomabstand, der niedrige 
Schmelzpunkt) veranlaBt HUME RUTHERY ZU der Vermutung, dab in 
der II .  und III .  Gruppe die Valenzelektronen nur unvollst~ndig ab- 
gespalten werden, dab sie vielmehr in betr~chtlichem MaBe in der ab- 
geschlossenen s~-Zelle von Einzelatomen verbleiben. Auch diese Kon- 
figuration der Elektronen k6nnte dann ebenso wie die Elektronenpaarung 
zwischen zwei Nachbarn Ursache eines Diamagnetismus werden, der 
bei diesen Elementen in keinem Fall vom Paramagnetismus der Leitungs- 
elektronen kompensiert wird. 

Die betrachteten Erscheinungen deuten bereits an, dab hom6opolare 
und metallische Bindung nicht so scharf voneinander zu trennen sind, 
wie zunAchst vielfach angenommen wurde. Das ~uBert sich schon darin, 
dab die fiir hom6opolare Bindung besonders charakteristische Diamant- 
s truktur nicht auf Isolatoren beschr~nkt ist, sondern mit wachsendem 
Atomgewicht zunehmend metallischen Charakter annimmt: (Vielleicht 
beruht auch die Abnahme yon I ZAI beim t3bergang yon Diamant zu 
Silizium (Tabelle 2) auf dem beginnenden Metallcharakter infolge des 
Auftretens yon Elektronen-Paramagnetismus, der die normale Zunahme 
des Atomdiamagnetismus fibert6nt.) Die quantenmechanischen Ans~ttze 
von SEATER (28) fiihren sogar dazu, die Anteile der beiden Arten von 
Bindungsenergie zu berechnen, die gleichzeitig im Gitter wirksam sein 
sollen: der hom6opolaren Spinvalenzen zwischen je zwei benachbarten 
Atomen und der ungerichteten CouLo~IBschen Anziehung bei AnnAhe- 
rung der Atome und Durchdringung ihrer Elektronenschalen. Durch- 
geffihrt ist diese Berechnung vorerst nur fiir die AlkalimetaUe, doch 
versucht BERNAL (2) eine Abschittzung dieses KrRfteverh~tltnisses auch 
ffir die anderen Klassen von Metallen, um so, zunRchst qualitativ, die 
Verschiedenheiten ihres empirischen Verhaltens verst~ndlich zu machen. 

Noch ein etwas anderes Aussehen gewinnen diese Verh~iltnisse bei 
HUND (17). Hier wird untersucht, unter welchen Bedingungen gleiche 
Atome zu einem isolierenden oder zu einem metallischen Gitter zu- 
sammentreten. Als Bedingung ffir den Niehtleiter (z. B. Diamant) er- 
gibt sich: Zahl der Gitternachbarn K = Zahl der Valenzelektronen n 
= Zahl der Zustandsm6glichkeiten dieser Elektronen (Entartungsgrad) 
bei getrennten Atomen. In diesem Fall besetzen n~mlich die Valenz- 
elektronen des Gitters die kontinuierliche Folge yon ZustAnden, die 
durch Aufspaltung des Grundzustandes der isolierten Atome bei der 
Gitterbildung entsteht, vollstdndig,, h6here Zust~nde folgen erst in einem 
endlichen Energieabstand. Erstreckt sich das Zustandskontinuum da- 
gegen ohne Lficke fiber den mit Eiektronen besetzten Bereich hinaus, 

Ergebnlsse der exakten Namrwlssenschaften. XI. 2 2  
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ist also die Anregungsenergie des Elektrons beliebig klein, so ist das 
Gitter ein metallischer Leiter. Das kann demnach auch dann der Fall  
sein, wenn die Valenzelektronen ausreichen zur Besetzung lokalisierter 
Valenzstellen zwischen den n~ichsten Gitternachbarn (z. B. in den 
metallisch leitenden Diamantgittern von Si, Ge, Sn). 

HUND gelangt daher zur Unterscheidung folgender Gitterarten (Bin- 
dungstypen), wobei jedoch ~bergangsf~flle vorkommen: 

I. Valenzgitter (die sowohl Isolatoren wie metallische Leiter sein 
k6nnen; Diamanttyp). 

2. Schwer fliichtige Atomgitter ohne Iokalisierte Valenzen (stets 
metallische Leiter; hohe Koordinationszahl). 

3. Heteropotare Ionengitter (Isolatoren). 
Zu diesen schwerfltichtigen Gittern kommen noch: 
4. Leicht flfichtige Atomgitter (dutch VAN DER WAALSSche Kr/ifte 

zusammengehalten; Isolatoren). 
AuBer diesen Gittern mit gleichartigen Bindungskr/~ften gibt es 

Gitter, in denen gleichzeitig verschiedene der 4 Bindungstypen wirk- 
sam sind, z. B. die Molekelgitter (K = I), Fadengitter (K = 2) und 
Valenzschichtengitter (K = 3), wie sie unter Befolgung der Regel (6) 
S. 337 die B-Elemente der vii. ,  vI .  und V. Gruppe des Systems bilden. 

Die oben aufgeworfene Frage nach derZahl der proAtom abgespaltenen 
Leitungselektronen verliert bier ihren Sinn, da im Rahmen dieser Anschau- 
ungen die im allgemeinen zwar an bestimmten Valenzstellen festgelegten 
Bindungselektronen selbst metallische Beweglichkeit eflangen k6nnen. 

I I I .  O b e r g a n g s r e i h e n  

( D i e  u n a b g e s c h l o s s e n e n  d - S c h a l e n  i m  M e t a l l g i t t e r ) .  

Die an die Alkalimetalle anschtieBenden Elemente der ,,Obergangs- 
reihen" haben im Gegensatz zu den eben besprochenen Elementen inner- 
halb der Valenzelektronen eine abgeschlossene Achterschale (ns) ~ (np)6. 
AuBerhalb dieser Schale werden beim freien Atom zun/tchst die beiden 
(n+I)s-Zellen aufgeffillt (I. und II. Gruppe); yon der III. Gruppe an 
konkurrieren j edoch mit den (n + I)s- die nd-Zellen, w~ihrend die (n+  I)p- 
Zellen freibleiben. Die unvollst~ndige Besetzung der d-Schale bedingt 
bekanntlich den Paramagnetismus und die Farbe der Ionen dieser 
Metalle. 

Im festen Zustand zeigten sich diese Elemente sdmtlich paramagne- 
tisch (bzw. [erromagnetisch) his auf zwei Ausnahmen: Cdsium ist nahezu 
unmagnetisch, ob seine Suszeptibilit~t schwach positiv oder negativist,  
steht noch often; bei Strontium fand OwxN (56) Diamagnetismus, ffeilich 
nur durch Extrapolation wegen Eisenverunreinigung. Dieser aus der 
Reihe der fibrigen Erdalkalimetalle herausfallende Befund erscheint je- 
doch noch sehr fraglich, (wenn auch OWENS Wert ffir Sr recht gut mit 
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dem fiir das ideale Metallmodell berechneten Wert fibereinstimmt; vgl. 
Tabelle 3). F/it das yon OWEN ebenfalls diamagnetisch befundene 
Zirkon ergaben, namlich neue Messungen* an zuverl~ssigerem Material 
einwandfrei Paramagnetismus. OWEN hatte in diesem Fall vermutlich 
eine diamagnetische A l - Z r - L e g i e r u n g  in H~nden. 

Um einen 13berblick fiber den Magnetismus der t3bergangselemente 
zu erm6glichen, sind in Tabelle 3 die Suszeptibilit~iten bei Zimmer- 

Tabelle 3. A t o m s u s z e p t i b i l i t ~ t  × IO 6 U b e r g a n g s r e i h e n  2. 

A l  

+ 16 + I2  
+ I5 + 13 

K Ca 
+ 16 
+ 25 + 44 

Rb Sr  

+ 6  - 8  
+ 18 - 21 

Cs Ba  

- t2  + 4 4  
+ 29 + 124 

Ra  

- -  ? 

sc  Ti V Fe I Co ] Ni  
+ 77 Ferromagnetisch ? + 59 + 123 

Y 

? -~ 91 + 12o 
+ I54 

La  Ta 
Seltene 

Erd- + I47 
? metalle + 168 

T h  Pa 

+ I9 ? 

Ac 

? 

Cr M n  

+15o +490 
+ 580 

M o  2~ "a 

+ 54 
+ 88 

W Re 

+ 41 ? 
+ 61 

U 
\4 

+ 620 

R u  Rh  Fd  

+ 43 + i i i  + 555 
+ 44 + 112 + 589 

Os Ir  P t  
/4 ~ X 

+ 9,2 + 24,9 + 156 
+9,9 + 25, 7 +2ot 

temperatur angegeben. Wegen der Temperaturabh~ngigkeit des Para- 
magnetismus erscheint diese spezielle Temperaturwahl durchaus will- 
kfirlich. Doch sind die durch die Temperatur bedingten Suszeptibilit~ts- 
~nderungen bei diesen Metallen, soweit sie fiberhaupt vorhanden sind, 
nicht betr~chtlich; durchg~ngig sind sie viel geringer, als dem C~RIEschen 
Gesetz ~¢ T = C entspricht. Zu einem Gr6Benvergleich, auf den es uns 
nur ankommt, reicht daher die eine Angabe v611ig aus; auch diese ist, 
wie die Tabelle zeigt, in vielen F~llen noch unsicher genug. Dutch 
Pfeile ist in der Tabelle angegeben, ob der Paramagnetismus mit steigen- 
der Temperatur sinkt oder steigt. Wo diese Angabe fehlt, ist keine nen- 
nenswerte TemperaturabhAngigkeit vorhanden. 

Da sAmtliche Ubergangsmetalle die hochsymmetrischen, spezifisch 
metallischen Kristallstrukturen haben (8), kommt eine Anisotropie des 
Magnetismus bei ihnen wohl nicht in Frage. 

Die Zusammenstellung in Tabelle 3 IABt nun im ganzen folgendes er- 
kennen: In der ersten groBen Periode, der,,Eisenreihe", nimmt der Para- 
magnetismus standig zu, bis er bei Chrom und ~angan,  die in Legierungen 

x KLEMM, W .  u.  E .  VOGT (noch unver6ffentlicht). 
Vgl. Anmerkung I S. 333. Ffir Z r  s. Anmerkung i. 

22* 
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bereits ferromagnetisch sein k6nnen, tibergeht zum Ferromagnetismus 
der drei Eisenmetalle. Die zweite Periode, die ,,Palladiumreihe", zeigt 
im allgemeinen viel schw/icheren Magnetismus. Ferromagnetismus wird 
bei den Endgliedern der Reihe nicht mehr erreicht. Die dritte Periode, 
die ,,Platinreihe", beginnt in der ersten H/ilfte (Ba und Ta) mit besonders 
starkem Paramagnetismus, w/thrend am Ende der Reihe (Os, Ir, Pt) 
der Paramagnetismus gegeniiber der Palladium- und Eisenreihe weiter 
gesunken ist. Sehr charakteristisch ist am Ende der Perioden das An- 
steigen in den beiden Reihen der Platinmetalle: Ru, Rh, Pd und Os, It,  
Pt. Wit haben also - -  vor allem am Ende der Perioden - -  ein verh~ltnis- 
m~tBig klares, einheitliches Bild. 

Fiir den Paramagnetismus der ~lbergangsmetalle gibt es von vorn- 
herein zwei ErkldrungsmSgtichkeiten : den Paramagnetismus unabgeschlosse- 
ner Ionen und den PAvI.Ischen Elektronenparamagnetismus. Diese beiden 
Typen sollte man eigentlich leicht unterscheiden k6nnen, einerseits dutch 
die Temperaturabh~tngigkeit oder -unabh~ingigkeit, andererseits dutch 
den Betrag der sich bei PAULI ja als sehr klein gegentiber dem von den 
Salzen her bekannten Ionenparamagnetismus ergibt. - -  Damit kommt  
man jedoch hier in Verlegegenheit. Wir finden bei diesell Metallen sehr 
hohe paramagnetische Suszeptibilit/iten, die die nach PAULI berechnete 
um 1--2 Zehnerpotenzen tibertreffen, ohne Telnperaturabh~ngigkeit. 
Man mfiBte also schon die oben erw~hllte BLocHsche Ber/icksichtigung 
des Potentialverlaufs im Gitter (5) ftir diese hohen Betr~ge veralltwort- 
lich machen. 

Bei den Erdalkalimetallen und dem Aluminium, deren Ionen edelgas- 
~hnlich und daher diamagnetisch sind, ist dies die n~chstliegende Er-  
kl/irung. Wie TabeUe 4 zeigt, fiihrt ffir Mg und Sr sogar die Berechnung 
nach dem ,,idealen Metallmodell" zu befriedigender 13bereinstimmung 
mit OWEI~S Messungen (Tabelle 3). Ca und Ba dagegen zeigen welt 
st~rkeren Paramagnetismus. Ftir Al ergibt die Berechnung mit Hilfe 
des Gitterpotentials ebenfalls eine stark diamagnetische Abweichung 
gegentiber der Messung. 

Tabelle 4- 
B e r e c h n e t e  A t o m s u s z e p t i b i l i t ~ t .  E r d a l k a l i m e t a l l e ,  A lumin ium.  

a 

Sr 
Ba 

Al 

Xj XE XA 
PAULI-LABDAU berechnet 

L6sung (49) 
- 4,5 
- II,O 
- 25,4 
- 39,9 

Gitterpotential (26) 
- 26,5 

+ 9,3 
+ I4,2 
-t- 16,2 
+ 17,9 

+ 8 , 3  

4- 4,8 
+ 3,2 
- 9,0 
- 22,0 

- -  1 8 , 2  
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Von den an die Erdalkalimetalle anschlieBenden eigentlichen Uber- 
gangselementen wird man erwarten, dal3 sie auch im Metallgitter unab- 
geschlossene Ionen habei1 und dab davon - -mindcstens  zum Tell - - i h r  
Paramagnetismus herr~hrt. Das ist wohl sicher der Fall bei den beiden 
Endgliedern ihrer Reihen Palladium und Platin. Diese Metalle befolgen 
n~mlich - -  allerdings rnit unverkennbaren Abweichungen - -  im groBen 
ganzen doch das Wxlsssche Gesetz z ( T - - 6 ) )  -----C; und die aus der 
CORIE-Konstante C in der fiblichen Weise berechneten Ionenmomente 
haben Werte (Pd: etwa 8, Pt: 8--13 Wxlss-Magnetonen), die wenigstens 
gr6Benordnungsm~Big nach der Quantentheorie ffir ffeie Ionen verst~nd- 
lich erscheinen, und zwar am besten fur die einwertigen Pd + und Pt +. 

Die Abweichungen vom WEISsschen Gesetz (41, 44, 55) werden einer- 
seits durch den (temperaturunabh~ngigen) Atomdiamagnetismus be- 
dingt, der allgemein, also auch bei Ionen mit Eigenmoment, vorhanden 
ist; andererseits treten bei tiefen Temperaturen st~rkere, ihrer Natur 
nach noch nicht aufgekl~rte Abweichungen auf, wie sie auch bei para- 
magnetischen Salzen recht h~ufig sind, der sogenannte ,,kryomagne- 
tische Effekt".  Besonders komplizierte Verh~Itnisse erbrachte eine neue 
Untersuchung yon Platin (38). 

Aber auch abgesehen hiervon sei betont, dab ffir das physikalische 
VerstAndnis dieses Paramagnetismus die betr~chtlichen negativen 
6)-Werte (,,CuRIE-Temperaturen") einen einstweilen noch sehr dunklen 
Punkt  bedeuten. In der WEIssschen Theorie (36) ist 6) ein Mal3 ffir das 
innere Molekularfeld, unter dessen Wirkung die immer wieder dutch die 
WArmebewegung gest6rte Orientierung der Elementarmagnete erfolgt; 
dies Molekularfeld w~re bei negativeln 6) dem AuBeren Feld entgegen- 
gerichtet. 6) ist nun bei _Pd: etwa --250°;  bei Pt --IOOO bis --35000. 
Es sieht eigentlich so aus, als sei dies bereits ein iJbergang zu dem 
temperaturunabh~ngigen Paramagnetismus, den die Mehrzahl der /Jber-  
gangsmetane zeigt und flit den 6) = - -  co w/irde (wie aus der iiblichen 
graphischen Darstellung von ~/Z gegen T hervorgeht). Hierffir versagt 
die WEIsssche Theorie natiirlich vollst~tndig. Damit erhebt sich die 
Frage, ob man nicht yon einer Theorie des temperaturunabh~ingigen 
Paramagnetismus her die physikalische Bedeutung stark negativer 
6)-Werte und vielleicht auch manche Abweichullgen vom WEIssschen 
Gesetz wird aufkl~iren k6nnen I. 

Bei den vor Pd und Pt und vor Fe stehenden Ubergangsmetallen kommt 
auBer dem temperaturunabh~ingigen sogar ein mit steigender Temperatur 
wachsender Paramagnetismus vor. In beiden F~llen ist eine Bestimmung 
der Ionenmomente nach dem LANGEVIN-WEISSSChen Ansatz nicht m6g- 
lich, doch scheint es zun~ichst wenig befriedigend, bei diesen Metallen 

Anmerkung bei der Korr.: ~3ber neuere Deutungsm6glichkeiten einer 
Temperaturabh~ngigkeit nach dem WEIssschen Gesetz vgl. GORTER (11b}. 
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allein den PAULI-BLOCHSchen Elektronenmagnetismus anzunehmen. ~Es 
mtiBten ja dann im Metallgitter auch s~imtliche Elektronen der in den 
Ionen teilweise besetzten d-Schale abgespalten sein, so dab edelgas~hn- 
liche Ionen mit sehr hohen Ladungen zuriickbleiben, was wenig wahr- 
scheinlich erscheint. 

Die Frage nach der Ionenladung und der Zahl der Leitungselektronen 
ist bei diesen Metallen besonders schwer zu beantworten. HUME-Ro- 
THERY (13, 15) glaubt solche Schltisse ziehen zu kSnnen aus gewissen 
regelm~il3igen Beziehungen der Atomabst~inde im Gitter zur Ordnungs- 
zahl im Vergleich mit ~ihnlichen Beziehungen zwischen der Ordnungs- 
zahl und der Lage gewisser Elektronenniveaus im freien Atom. Seine 
Ergebnisse besagen, dab im Metallgitter die d-Schale tats~chlich zwar 
st~irker yon Elektronen entblSl3t ist, als im freien Atom, iedoch (yon Cr bzw. 
Mo an) nicht vollkommen leer bleibt. Doch bedfirften diese rein empirisch 
gefundenen Zusammenhiinge wohl noch der theoretischen Fundierung. 

Vielleicht ist aber die Frage nach der Zahl der pro Atom abgespalte- 
hen Elektronen gerade bei den i3bergangsmetallen gar nicht eindeutig 
zu beantworten. Wenn iiberhaupt ein Teil der &Elektronen zu Metall- 
elektronen wird, die bei diesen Strukturen hoher Koordinationszahl 
sicherlich einer grogen Anzahl von Atomen gemeinsam sind, so wird eine 
klare Unterscheidung zwischen den in der d-Schale der Ionen zuriick- 
gebliebenen und den abgespaltenen Elektronen kaum mSglich sein. 
Durch die beim Zusammentritt der Atome zum Gitter auftretende 
Wechselwirkungsenergie wird dann offenbar die d-Schale der Atome 
iiberhaupt gesprengt und man muB die daraus entstehenden Elektronen- 
zust~nde dem Gesamtsystem des Gitters zuordnen (vgl. Hump [17]). 

So ist es dann auch nicht verwunderlich, wenn das magnetische Ver- 
halten keine Schliisse auf bestimmte Ionenmomente erlanbt. Zur theo- 
retischen Behandlung des Magnetismus dieser Metalle erscheint also doch 
BLOCHS Ausgangspunkt der gegebene: Die Gesamtheit der Valenzelek- 
tronen im Potentialfeld der Atomionen zu betrachten. Doch ist in diesen 
F~llen hoher Ionenladung die ,~nderung an PAULIS Ansatz ftir ein frei- 
bewegliches Elektronengas sehr betr~chtlich. Dem entsprechen die hohen 
Suszeptibilit~iten, die bei diesen Metallen vorkommen. 

DaB gerade die letzten Glieder der Reihen, Pd und Pt, nach ihrem 
magnetischen Verhalten anscheinend einigermal3en definierte Ionen im 
Gitter haben, erscheint sehr einleuchtend. Nimmt man einwertige Ionen 
bei ihnen an, so ist deren d-Schale schon voll besetzt bis auf eine einzige 
Liicke, und jedes Atom hat ein Elektron zum Gas der Leitungselektronen 
beigesteuert. 

Auch bei der Le#erungsbildung der l~lbergangsmetalle macht sich 
in den letzten Gruppen der drei Reihen eine starke Tendenz bemerkbar, 
im metallischen Zustande die d-Schale nach M~glichkeit au[zu[iillen. Bei 
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Palladium haben magnetische Messungen (VOGT [58]) gezeigt, dab in 
Mischkristallen mit Au und Pt die d-Schale des Pd+-Ions vervoll- 
st/indigt wird, wobei das ungeladene diamagnetische Pd-Atom entsteht. 
Ein entsprechender Vorgang ist die Bildung des diamagnetischen PdH ~- 
Ions bei der Wasserstoffbeladung des Palladiums. In diesen F~illen wird 
eine Anderung der Quantenzust~inde der Metallatome im Gitter un- 
mittelbar an starken ~lderungen des Magnetismus erkennbar. 

Derselbe Vorgang scheint auch bei Legierungen der Eisenmetalle mit 
Metallen aus den B-Untergruppen einzutreten. Es wurde (S. 336) bereits 
angedeutet, dab in den bin~iren Legierungssystemen zwischen Cu, Ag, 
Au und zahlreichen anderen Metallen (,,Metalle II. Art"  [81) Phasen yon 
ganz bestimmtem Gittertyp bei solchen Zusammensetzungen auftreten, 
bei denen die Gesamtzahl der von beiden Legierungspartnern beigesteuer- 
ten Valenzelektronen zur Atomzahl in einem ganz bestimmten Verh~iltnis 
steht ; es ist 2:3 ffir die/l-Phase (kubisch raumzentriert), 2I : 13 fiir die 
y-Phase (kubische Grundzelle yon 52 Atomen), 7:4 fiir die e-Phase 
(hexagonal). In diese ,,Hu~E-RoTHERYsche Regel" (13) ordnen sich nun 
seltsamerweise an Stelle yon Cu, Ag, Au auch die Eisenmetalle Mn, Fe, 
Co, Ni  ein, wenn man ihnen die Valenzelektronenzahl o zuschreibt 
(ECKMANN [9]; DEHLINGER [81). Auch hier wie in den Mischkristallen 
des Pd binden offenbar die Atome der t3bergangselemente ihre Valenz- 
elektronen und ftillen nach M6glichkeit ihre d-Schale auf, wenn ein 
Legierungspartner die fiir den Zusammenhalt des Gitters erforderlichen 
Metallelektronen zur Verffigung stellt. 

In den Pd-Au-Mischkristallen mfissen wir ein Gleichgewicht: 

Pd + + (~ ~ Pd 
param, diam. 

annehmen, das mit steigender Au-Konzentration sich nach rechts ver- 
schiebt. Hier sind also nicht alle Atome im Metallgitter im gleichen 
Zustand (,,Elektronenisomerie" nach SWI~NE [3:?]). N~here ~3berlegungen 
(68) machen es wahrscheinlich, dab das nicht nur in den Mischkristallen, 
sondern schon im reinen Pd-Metall der Fall ist. Auch bei ferromagne- 
tischen Metallen nimmt WOLF (37) an, dab zwei verschiedene Quanten- 
zust~nde der Atome sich in einem bestimmten Gleichgewichtsverh/~ltnis 
im Gitter befinden. 

In solchen F~illen ist nun zu erwarten, dal3 auch die Temperatur einen 
EinfluB auf die Lage des Gleichgewichts zwischen den verschiedenen 
Atomzust~inden haben kann. Damit taucht nun ein ganz neuer Anlal3 
ffir magnetische ,~nderungen mit der Temperatur auf. In der LANGEVIN- 
WEIssschen Theorie rfihrt die Temperaturabh~ngigkeit der Suszeptibili- 
t~it allein von dem yon der W~irmeenergie abhlingigen Grad der Rich- 
tungsst6rung ab und die Berechnung der Ionenmomente hat als wesent- 
liche Voraussetzung, dab die Elementarmagnete und ihre Konzentration 
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selbst nicht beeinfluBt werden durch die Temperatur. Gleichgewichts- 
verschiebungen mit der Temperatur machen also die WEIsssche Berech- 
nungsweise vSllig illusorisch. 

Gerade der ffir die WEisssche Theorie unverst~ndiiche Typ eines mit 
der Temperatur wachsenden Paramagnetismus, wie ihn z. B. Rh und in 
schw/icherem MaBe Ru, Os und Ir zeigen, deutet auf solche Gleich- 
gewichtsverschiebung. ]3as wird besonders deutlich an KLEMMs Unter- 
suchungen (51) fiber den Obergang yon metallischen zu Ionengittern. In 
der Reihe CuS, CuO, CuBr2, CuCl~, CuSO, erfolgt dieser ~3bergang vom 
Metall zum heteropolaren Salz ganz allm~hlich. Bei den Zwischengliedern, 
vor allem CuO und CuBr~, verst~rkt nun offenbar Temperaturerh6hung 
den salzartigen gegenfiber dem in tiefen Temperaturen vorherrschenden 
metallischen Charakter. Das bedingt wegen des starken Ionenmagnetis- 
mus einen mit der Temperatur zunehmenden Paramagnetismus. 

Es bleibt noch die auff~lligste Erscheinung des Metallmagnetismus zu 
besprechen: der Ferromagnetismus. Dabei mfissen ~ r  uns in den Grenzen 
dieses Berichtes lediglich auf die Einordnung dieses aus dem Rahmen 
der fibrigen Typen magnetischen Verhaltens scheinbar so g~nzlich heraus- 
fallenden Ph~nomens beschr/~nken. 

Schon die Weisssche Theorie (36) erkannte den Ferromagnetismus 
als einen Sonderfall von Paramagnetismus, der dadurch bedingt ist, 
dab die Gleichrichtung der Elementarmagnete in ferromagnetischen 
Stoffen ein auBerordentlich starkes Molekularfeld hervorruft. So ent- 
steht auch ohne ein ~uBeres Magnetfeld die ,,spontane Magnetisierung", 
die 'erst durch betr~chtliche W/irmeenergie bei tier ,,Cul~IE-Temperatur" 
6) zerstSrt wird. Oberhalb dieser Temperatur zeigt die Substanz gew6hn- 
lichen Paramagnetismus, der dem WEIssschen Gesetz Z (T--O)= C ge- 
horcht. Die vollkommene Gleichrichtung der Elementarmagnete bei der 
ferromagnetischen S/ittigung in tiefen Temperaturen erm6glicht nun 
ebenfalls eine Bestimmung der wirksamen magnetischen Momente, wie die 
Temperaturabh/ingigkeit des Paramagnetismus. So erweist sich in der 
Tat der Ferromagnetismus als yon magnetischen Momenten derselben 
Gr6Benordnung bedingt wie der Paramagnetismus. Eine genaue 13ber- 
einstimmung der Magnetonenzahlen, die ein- und derselbe Stoff im ferro- 
und paramagnetischen Zustandsgebiet zeigt, herrscht freilich nicht, ist 
nach der quantentheoretischen Behandlung des Problems auch nicht zu 
erwarten (37). 

R/itselhaft blieb nur immer wieder die physikalische Natur des von 
WEISS hypothetisch eingefiihrten Molekularfeldes. Hier greift nun die 
moderne Quantenmechanik erfolgreich ein. HEISEI~BERG (12) hat ge- 
zeigt, dab die quantenmechanische Wechselwirkung zwischen den Metall- 
elektronen die Rolle des Molekularfeldes tibernehmen kann. Wit sahen 
ja schon zu Anfang (S. 325), dab f fir die Elektronen des metaUischen Riesen- 
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molekfils das PAULI-Prinzip gelten mul3, das den Elektronenspins nur zwei 
Orientierungen zueinander erlaubt: parallel oder antiparallel. W~hrend 
nun im allgemeinen ffir die frei beweglichen Leitungselektronen die anti- 
parallele Orientierung die stabile ist, deren AuBerst geringf/igige StSrung 
durch ein ~uBeres Magnetfeld zum Elektronenparamagnetismus f/ihrt, 
zeigt HEISENBERG, wie unter besonderen Umst~tnden ffir eine gewisse 
Gruppe yon Elektronen eine Parallelstellung bei tiefen Temperaturen 
stabiI sein kann, was eine spontane Magnetisierung der Substanz be- 
deutet. Es ist die (noch keineswegs vollst~ndig gelSste) Aufgabe der 
Theorie, im einzelnen die besonderen Bedingungen dafiir zu bereehnen; 
es sind ganz bestimmte Bedingungen der Gitterstruktur einerseits - -  Ferro- 
magnetismus ist durchaus ein Kristallph~tnomen --,  andererseits Be- 
dingungen der Elektronenkonfiguration der beteiligten Atome. 

Dieser zweite Punkt enthalt die - -  uns hier besonders interessierende 
- -  tCrage, warum unter der grol3en Zahl yon Atomen nur Fe, Co, Ni 
und in Legierungen auch Mn und Cr Ferromagnetismus veranlassen 
k6nnen. 

SWINNE (32) versucht, diese Frage zu beantworten. Die ferromagne- 
tische Wechselwirkung soll nach ihm an die ,,gebundenen Auflenelek- 
tronen" geknfipft sein, d. h. an diejenigen Elektronen au0erhalb der ab- 
geschlossenen Schalen, die fiber die chemisch beobachtbare Maximal- 
valenz des Elements hinaus vorhanden sind. Dabei hat die Maximal- 
valenz (nach LONDON) auch einen quantentheoretisch scharf definier- 
ten Sinn: Termmultiplizit~t - - I .  In der Eisenreihe nimlnt sie von i 
(bei K) bis 7 (bei Mn) zu, um weiterhin wieder ebenso abzunehrnen: 
Fe 6; Co 5; Ni4;  Cu 3. Da die Zahl der Aul3enelektronen nach Mn 
welter steigt (Fe 8; Co 9; Ni IO), erhalten diese drei Elemente Aul3en- 
elektronen, die keine Valenzbet~tigung eingehen k6nnen mid die nun 
nach SWlNNEs Vorstellung auch im Metallgitter nicht als Leitungs- 
elektronen abgegeben werden k6nnen. Diese mithin an die Atomrfimpfe 
,,gebundenen AuBenelektronen" sollen allein zur felTomagnetischen 
Wechselwirkung bef~higt sein; und die Sonderstellung von Fe, Co, Ni  
ware damit in der Tat erkl~rt. - -  DaB die quantenmechanische Wechsel- 
wirkung bei den homologen Elementen der Palladium- und Platinreihe 
nicht auftritt, begriindet SWINNE dutch eine Analogie: Bei der spektrosko- 
pischen Termanalyse der freien Atome hat sich herausgesteUt, dab beim 
13bergang yon leichteren zu schwereren Atomen innerhalb einer Gruppe 
die Koppelung zwischen den Spinvektoren verschiedener Elektronen ab- 
nimlnt zugunsten der Koppelung zwischen Spin- und Bahnmoment eines 
Elektrons (16). Ebenso sol/ im Gitter die ferromagnetische Koppelung 
zwischen den Elektronenspins verschiedener Atome abnehmen. 

Auf Grund quantenmechanischer Rechnungen behandelt SEATER (28) 
dasselbe Problem. Auch er kommt zu dem Schlul3, dab die Elektronen der 
unvollst~tndigen d-Sehale die ferromagnetisch wirksamen sind. SEATER 
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berechnet die Wechselwirkung einer Anzahl von Atomen bei fimderung 
ihres Kernabstandes; danach sind bei kleinem Kernabstand, wenn die 
Schalen der in Wechselwirkung tretenden Elektronen sich berfihren, 
stets die antiparallelen diamagnetischen Zust~nde am stabilsten. Ffir 
die Stabilit~t einer Parallelofientierung ist ein gewisser Abstand der 
Elektronenschalen Vorbedingung. Das ist im Gitter nur erffillt ffir die 
Elektronen von inneren Schalen. Die Berechnung des Durchmessers der 
unabgeschlossenen d-Schale in der Reihe Sc bis Ni ergibt mit wachsen- 
der Kernladung st~ndige Abnahme, und unter Berficksichtigung der 
Gitterkonstanten folgt eine entsprechende Abstandsvergr613erung der 
d-Schalen yon Nachbaratomen. Auch dieser Gesichtspunkt l~13t bei den 
Endgliedern der Reihe die Vorbedingungen fiir Ferromagnetismus am 
gfinstigsten erscheinen. 

SWINNE und SLATER erw~hnen, dab auch das zweiwertige Cu im 
Gitter Ferromagnetismus veranlassen k6nnte; danach w~re m6glicher- 
weise am Ferromagnetismus der HEUSLERsChen Legierlmgen nicht nur 
das Mn, sondern auch das Cu maBgebend beteiligt. 

IV .  M e t a l l e  d e r  s e l t e n e n  E r d e n  
( F r e i e  Z w i s c h e n s c h a l e n - M o m e n t e ) .  

In den Tabellen 2 und 3 fehlt noch eine dritte Klasse yon Metallen, die 
Metall~ der seltenen Erden, die sich yon den beiden besprochenen Klassen 
dutch eine besondere Atomstruktur unterscheiden. Innerhalb der drei 
Valenzelektronen: (5 d) (6 s) ~ folgt zun~chst eine abgeschlossene Achter- 
schale: (5s) ~ (5p) 6, erst dann die unvollst~ndige 4/-Schale, die in der 
Reihe Cer bis Cassiopeium sich schrittweise mit 14 Elektronen aufffillt. 
Diese unabgeschlossene Schale bedingt das charakteristische optische 
und magnetische Verhalten der einzelnen seltenen Erden, w~hrend ihre 
geringe chemische Unterscheidbarkeit dutch die unver~nderliche Au~en- 
konfigurafion (5 s) ~ (5P)6, (5 d) (6 s) ~ verursacht ist. Von den Ionen der 
~3bergangsreihen unterscheiden sich die seltenen Erden dutch die diskret 
linienhafte Lichtabsorption mad dadurch, dab ihre magnetischen Mo- 
mente dutch die yon HUND (la) f ~  freie Atome mit normalen Koppelungs- 
verh~ltnissen der Drall- und Bahnimpulse gegebene Theorie zu berechnen 
sind. Die magnetischen Momente yon Ionen der l~lbergangselemente 
entsprechen anderen KoppelungsverhAItnissen und deuten an, dab die 
Bahnimpulse der magnetisch wirksamen Elektronen mit der Umgebung 
in Wechselwirkung treten. STONER (31) erkl~rt diese Verschiedenheit 
fiberzeugend aus den Unterschieden im Atombau. Bei den ~bergangs- 
elementen sind paramagnetisch wirksam die Elektronen der h6chsten 
Hauptquantenzahl, d.h. die,,Valenzelektronen", die hetero- oder hom6o- 
polare Bindungen bedingen; es ist leicht verst~ndlich, dab diese Elek- 
tronen auch bei den Ionen im Salz oder in L6sung Wechselwirkungen 
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nactl augen erfahren und daher magnetisch nicht ,,frei" sich bet~itigen 
k6nnen. (VgI. Ella; 29].) Bei den seltenen Erden dagegen ist die 
magnetisch wirksame Elektronengruppe (4/) gleichsam abgeschirmt 
durch eine abgeschlossene Schale yon h6herer Hauptquantenzahl ~(5 s) ~ 
(5p)6]; erst dann folgen die Valenzelektronen. Genauer hat FERMI (11) 
durch Berechnung der 4/-Eigenfunktionen dieser Atome mittels einer 
statistischen Methode dargetan, inwieweit die 4/-Elektronen wirklich 
,,innere" sind. Ebensowenig wie sie das chemische Verhalten mit- 
bestimmen, k6nnen die 4/-Elektronen also in ihrem magnetischen Ver- 
halten durch Wechselwirkung yon aul3en gest6rt werden. Die magneti- 
schen Momente der unabgeschlossenen 4/-Schale unterliegen also in 

/ J  
f 

I / .// 

t.i" 1~ f f  

0 

I. , , , L I , , ! 

Abb. 6. Reziproke Massensuszeptibillt~t yon Cer, Praseodym~ Neodym~ Erbium. 

L6sung und im Kristall v6llig Irei den konkurrierenden Einfliissen eines 
~.uBeren Magnetfeldes und der richtungst6renden W~mebewegung; sie 
sind anscheinend /rei drehbar gegen die Elektronengruppen h6herer 
Hauptquantenzahl. 

Es ist nun sehr interessant, dab sich offenbar dasselbe im magneti- 
schen Verhalten der Elemente im metallischen Zustartd ~.ul3ert (VoaT 
[88]). Bekannt sind nur Messungen yon Owner (86) an vier Metallen: 
Cer, Praseodym, Neodym und Erbium. Owz~ fiel bereits auf, daft es 
die einzigen Elemente sind, die einigermallen gut das CuRIEsche Gesetz 
befolgen. Tr~gt man nun diese MessungenL wie iiblich, in ein ~/z--T- 
Diagramm (Abb. 6), so ergibt sich bei tiefen Temperaturen gute Linea- 

x Tabel le  5 der  OwENscherl A r b e i t  e a t h g l t  o f f e n b a r  einei1 Druc tKeh le r :  
fiir Ce bei o0 7." IO 6 = 12,o f~illt vollkommen heraus; aus der Zahl der folgen- 
den Spalte 4398 errechnet sich riickw~rts 7.. IO 6 = I6,I, das fiir unsere Abb. 6 
verwandt wurde. 
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r i tat ;  die O-Werte sind bei Ce und N d  unmerklich, bei Pr: + 3 oo, bei 
Er: - - 2 o  o. Bei h6heren Temperaturen weichen alle vier Elemente v o m  
CuRIE-WEissschen Gesetz ab; der Paramagnet ismus bleibt starker als 
diesem Gesetz entspricht. Die Abweichung lal3t sich fibrigens nicht dar-  
stellen als eine konstante temperaturunabhttngige Zusatzsuszeptibilitttt, 
sie n immt mit  der Temperatur  stark zu. Berechnet man aus der Neigung 
der geradlinigen Kurventeile nach W~tss die Magnetonenzahlen, so er-  
geben sich die Werte in TabeUe 5, Spalte 2. Sie st immen bemerkenswert  
gut mit  den an Salzen der seltenen Erden gemessenen bzw. nach der  
HUNDschen Theorie zu erwartenden Zahlen iiberein. Auffalligerweise 
entsprechen sie aber nicht bei allen vier Metallen dem dreiwertigen Ion,  
der in Verbindungen stark bevorzugten Valenzstufe; dies ist vielmehr 
nur bei Cer und Neodym der Fall. Das Praseodymion im Metall is t  
offenbar vierwertig; im metallischen Erb ium scbeint das sonst un-  
bekannte einwertige Ion vorzuliegen, dessen Moment nach der Hu,wI)- 
schen Theorie mit  dem Yba+-Ion fibereinstimmen muB. 

Tabelle 5. Zahl  WEissscher M a g n e t o n e n .  

Element 

Ce 

Pr 

Nd 

Er 

Metall 
(OwEN) 

I I , O  

13,5 

17,O 

18,9 

Ion 

Ce3+ 

p~4+ 

pr3+ 

Nd3+ 

Er3+ 

T~32- 
~rX+ 
yb3~ 

Messung 
Sah t i LSsung 

I 1,4 Io,45 

13,8 
17,3; 17,8 16,95 

17,5; 18,O I I7'I3 

46,7; 47 ° 47,42 
unbekannt 

37,5; 35, 6 J - -  
unbekannt 

224; 21,8 ] 22,36 

Theorie 
yon HtJND 3 

i 

I2 ,6  

17,8 

i 18,O 

48 

37 

2 2 , 4  

Die zahlenmaBige iJbereinstimmung mit  den Ionenmomenten zeigt 
offenbar, dab die 4/-Schale der seltenen Erden auch im Metallgitter un- 
verandert  erhalten bleibt. DaB aber die einzelnen Elemente im metalli-  
schen Zustand sich dutch die Zahl ihrer Valenzelektronen unterscheiden, 
und vor allem, dab das Erbium im Metallgitter eine sonst unbekannte  
Valenzzahl zu besitzen scheint, ist h6chst unerwartet.  

Dieser merkwiirdige Befund findet jedoch eine fiberraschende Er-  
klarung in der neuerdings von KLEMM (18) durchgeffihrten Systemat ik  
der seltenen Erden;  diese beruht auf dem Vorkommen yon Verbindungen 

i M E Y E R ,  ST.  : Physik. Z. z6, I, 478 (1925). - -  C A B R E R A ,  ]3. : C .  r .  Acad. 
S c i .  Paris 18o, 668 (1925). 

2 DECKER, H.: Ann. Physik. 79, 324 (1926). 
3 HUND, F.: (16) Tabelle 78, S. 179. Die dort angegebenen BOHRsChen 

Magnetonenzahlen sind mit dem Faktor 4,97 a{if WElSSsche umgerechnet. 
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anomaler Valenzstufe (zwei- und vierwertig), wobei ganz bestimmte 
Elektronenkonfigurationen der Ionen bevorzugt werden, analog dem 
Edelgastyp ffir Halogen- und Alkaliionen. N~chst den ,,meistbegfinstig- 
ten" edelgas~hnlichen La3+-, Gd 3+- und cp3+-Konfigurationen (mit 
o, 7 und 14 4]-Elektronen) ~ werden von den Nachbarn auch noch an- 
gestrebt der Ce 3+- und Yb3+-Typ (mit I und 13 4f-Elektronen), die 
~ r  gerade im metallischen Praseodym und Erbium linden. Das Nd3+-Ion 
bleibt im Metall dreiwertig; es mfiBte, um den Ce3+-Typ zu erreichen, 
noch zwei weitere Elektronen abgeben und ffinffach positiv werden, was 
wohl unwahrscheinlicher ist, als dab das Er3+-Ion zur Bildung einer 
Yb3+-Konfiguration zwei Elektronen wieder aufnimmt. 

Ganz zwingend ist der SchluB vom Magnetismus auf die Wertigkeit 
des Ions fibrigens nicht; es besteht prinzipiell die M6glichkeit, dab auch 
die dreiwertigen Ionen eine andere Elektronenkonfiguration und damit 
ein anderes magnetisches Moment annehmen, als in ihrem tiefsten Zu- 
stand nach der Theorie yon HUI~D (,,Elektronenisomerie" E32~). 

Bei tiefen Temperaturen lieB das magnetische Verhalten des Metalls 
deswegen rein die Wirksamkeit des Ions erkennen, weiI ihr gegenfiber 
jeder andere dia- oder paramagnetische Effekt verschwindet. Die Ab- 
weichungen der Kurven (Abb. 6) von den Geraden bei h6heren Tem- 
peraturen zeigen noch weitere paramagnetische Wirkungen an, offenbar 
yon den Valenzelektronen herrfihrend. Sie iiberschreiten jedenfalls den 
PAULI-Magnetismus des Elektronengases vielfach. (Dieser bliebe selbst 
ffir die niedrigsten z-Messungen der vier Metalle bei hohen Temperaturen 
nut in der Gr6Benordnung yon 1%.) Sie lassen also wiederum nach 
BLoct~ auf st~rkere Bindung der Valenzelektronen schliel3en, wobei die 
starke Zunahme des Effektes mit der Temperatur auffMlt. 

Bei den Metallen der seltenen Erden erm6glicht also das magnetische 
Verhalten mit sehr groBer Wahrscheinlichkeit ganz bestimmte Aussagen 
fiber den Quantenzustand der Atome im Metallgitter, freilich nut fiber 
den Zustand und die Besetzungszahl der inneren 4/-Schale. Damit ergibt 
sich aber gleichzeitig die Zahl der metallischen Bindungselektronen pro 
Atom, fiber deren Zustand im einzelnen sich hier einstweilen noch ebenso 
wenig genaueres aus dem Magnetismus entnehmen l~Bt, wie bei den 
lJbergangsmetallen. 

Da~ auch das Gd3+-Ion mit 7 4/-Elektrone~ eine ,,edelgas~hnliche" 
Vorzugsstellung einnimmt, ist bei KL~MM n~her begrfindet. 
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a) mit  geschlossenelx Viererringen: I. Skapolithgruppe. 
2. Feldspatgruppe. 3. Danburi t  

fl) mit  offenen Viererringen: I. Natrolith. 2. Scolecit und 
Edingtonit  

d) Kubische bzw. pseudokubische Tetraederverb~inde 
a) Netzwerke mit  geschlossenen Hohlr~iumen: I. Sodalith- 

gruppe. 2. Helvingruppe 
fl) Netzwerke mit  offenen Hohlr~kumen: i. Cristobalit und 

2. Carnegieit. 3, Analcim 
IX.  Tabellarische l~bersicht fiber die bisher bekannten Silikatstruk- 

turen nebst Efl~uterungen 
X. Tabelle unvollst~indig bekannter Strukturen 

XI.  Allgemeine Beziehungen zwischen Struktur  und Eigenschaften 
bei Silikaten 
a) Mechanische Eigenschaften: I. H~irte und Festigkeit. 2. Spalt- 

barkeit  
b) lVIorphologische Eigenschaften c) Opfische Eigenschaften 
d) Thermische Eigenschaften e) Folgerungert 

Tabelle IV. Nachtr~ige zum I. Teil 
X I I .  Schluilbemerkung. Literaturverzeichnis zum 2. Teil 

Der  Bericht fiber die Kristal ls truktur  der Silikate fiberschreitet den 
mi t  dem Verfasser vereinbarten Umfang so weir, dab ein groBer Teil da- 
VOll (bier als zweiter Teil bezeichnet) flit den n~chstj~hrigen Band der 
Ergebnisse zurfickgestellt werden mul3. Der Herausgeber. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XL 23 
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E r s t e r  T e i l .  
I .  E i n l e i t u n g .  

Es wurde schon friihzeitig erkannt,' dab diejenige Gruppe yon Mine- 
ralien, die als die Salze der verschiedenen Kiesels/iuren angesehen werden 
k6nnen, die sogenannten Silikate, weitaus das grSBte und interessanteste 
Arbeitsgebiet der gesamten Mineralogie darstellen. BegTiindet ist dies 
wohl haupts~ichlich darin, dab einmal rein zahlenm~iBig die meisten 
Mineralien dieser Gruppe angehSren, und dab andererseits diese Miner- 
alien die Hauptgesteinsgemengteile desjenigen Teiles der Erdrinde dar- 
stellen, der direkt yon uns erschlossen werden kann. Sie bilden den 
Hauptteil  der Eruptiv- und Sedimentgesteine und der kristallinen 
Schiefer, yon denen allein die erstgenannten 95 % der festen Erdrinde 
einnehmen (6). 

W~ihrend die Chemie der Kohlenstoffverbindungen, vor allen Dingen 
dureh den Ausbau der Stereochemie, auBerordentliche Erfolge errungen 
und zu durchaus unbestrittenen Ergebnissen gefiihrt hat, ist die Chemie 
der Siliziumverbindungen noch weir von diesem Ziel entfernt. Gilt dies 
schon yon den Schmelzen und L6sungen und den Vorstellungen der in 
Silikatschmelzfliissen enthaltenen Molekiile, so war die Frage der Kon- 
stitution der festen kristallisierten Silikate bis vor kurzem noeh v611ig 
ungeklfirt (7). 

Die Schwierigkeit einer klaren Erkenntnis liegt vor allen Dingen 
darin begriindet, dab hier die Methoden versagen welche sonst in der 
anorganischen Chemie zu giinstigen Resultaten gefiihrt haben, und in 
noch h6herem MaBe die Methoden der organischen Chemie. Es ist nicht 
m6glich, in den Silikaten 5rtlieh lokalisierte Reaktionen vorzunehmen, 
die ffir bestimmte chemische Gruppen charakteristisch sind, viel- 
mehr t r i t t  eine radikale Zerst6rung der Verbindung ein, wenn das 
Si angegriffen wird. Wie wir noch sehen werden, hiingt dies eng mit  
der Tatsache zusammen, dab der Charakter der chemischen Bindung 
bei den Silikaten ein anderer ist als bei den Molekiilgittern der orga- 
nischen Verbindungen (32). iEine Reihe yon Griinden sprechen daffir, 
daB die Silikate und Alumosilikate im allgemeinen typische Ionengitter 
sind. Die Silizium-Sauerstoff-Raumgebilde wirken nach auBen bin 
wie komplexe Anionen, die durch die Metall-Kationen abges~ittigt 
werden. In erster N~iherung kann man sie a'ls aus Si +4 und 0 -2- 
Ionen aufgebaut denken, es ist aber auch eine valenzartige Verkniip- 
lung mSglich. (V. M. GOLDSCHMIDT [15e].) Zum mindesten besteht 
ein Llbergang yon rein polarer zu unpolarer Bindung; was man auch 
daraus schlieBen kann, dab nach r6ntgenographischen Versuchen von 
W. L. B~AGG dem Si und 0 in der [Si04]-Gruppe bei vielen Silikaten 
weder I O +  io Elektronen, entsprechend dem vollst~ndig ionisierten 
Zustand, noch 14 + 8 Elektronen, entsprechend dem nicht ionisierten 
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Zustand zukommen, sondern dem Si durchschnittlich 12,47 Elektronen, 
dem 0 8,95 Elektronen (17b)~. Mit dieser Auffassung steht auch die 
Tatsache im Zusammenhang, dab die gerade bei organischen Ver- 
bindungen besonders zahlreichen beobachteten Isomerief~lle und poly- 
morphen Modifikationen bei Silikaten nut selten beobachtet werden. 

Es ist somit nicht ang~ngig, aus den Vorstellungen fiber die Mole- 
kularkonstitution von Silikatschmelzen Schltisse auf die Konstitution im 
~esten kristallisierten Zustand zu ziehen, ebensowenig wie durch den 
chemischen Abbau yon festen Silikaten (z. B. durch Behandlung Init 
Gasen, SAuren und verd/innten L6sungen) eindeutige Aussagen fiber 
die vorhandenen ,,Molekfile" gemacht werden k6nnen (G. TSCHERMAK, 5). 
Die Schwierigkeit der Konstitutionsbestimmung yon Silikaten wird noch 
dadurch vermehrt, dab sie in vielen FAllen feste L6sungen nicht nur mit 
analog konstituierten Silikaten bilden, sondern aueh Oxyde wie Al~ 0s, 
SiO,, CaO, MgO, leO (bzw. Hydroxyde) aufnehmen, so dab die st6chio- 
metrische Zusammensetzung bei komplizierten Silikaten in vielen F~llen 
noch recht unklar ist. Daneben kSnnen auch mechanische Gemenge und 
hAufig Additionsprodukte auftreten, und es ist in vielen FAllen nicht 
einmal klar, ob es sich um submikroskopische Verwachsungen oder um 
echte Mischkristallbildung handelt. Gerade in neuester Zeit ist diese 
Frage durch die wichtigen Arbeiten von J. JAKOB (24, 25) fiber die 
Konstitution der Grimmer wieder aufgerollt worden, nachdeln sie ia be- 
reits viel frfiher yon MALLARD aufgeworfen wurde. 

Erst die R6ntgenuntersuchung erm6glichte eine befriedigende Auf- 
klArung der Konstitution der wichtigsten Silikate im kristallisierten Zu- 
stand. Der hierbei einzuschlagende Weg ist schon wiederholt in alien 
Einzelheiten in der Literatur beschrieben worden (23), so dab er hier 
nut in groben Zfigen angeffihrt zu werden braucht. Infolge der nied- 
rigen Sylnmetrie, die bei weitaus denmeisten Silikaten vorherrscht, fiihrt 
die Pulvermethode nur in den wenigsten Fiillen zum Ziel. Weitaus sicherer 
und in den Ineisten FAllen ausreichend sind dagegen die Methoden, wie 
sie von BRAGG (27) einerseits und SCHIEBOLD (28), POLANYI (29) und 
WEISSENBERG (30) andererseits angegeben wurden. Der Vorzug der 
BRAGGschen Methode ist dabei der, dab man au13er den auftretenden 
Netzebenen gleichzeitig dutch die absoluten IntensitAtsmessungen wert- 
volle quantitative Aufschlfisse fiber die Lage der Atome bzw. der Ionen 
im Kristallgitter erhAlt. Die Drehkristallmethode dagegen gestattet nut 
relative IntensitAtsmessungen. Sie hat aber den Vorteil, dab man mit 
sehr wenigen Aufnahmen eine groBe Statistik und sichere Indizierung 
der vorhandenen Netzebenen erhAlt. Durch photometrische Messungen 
mittels geeigneter Vergleichssubstanzen (Kalkspat, Steinsalz usw.) lassen 

Nach TAYLOR spricht auch die Lage der ultraroten Eigenfrequenzen 
der B X4-Gruppe ffir eine semi-polare Bindung (26). 

23* 
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sich auch hier die relativ gefundenen Intensit~ten auf ein absolutes 
System beziehen. 

Eine yore Verf. angegebene Methode (23) der vollst/~ndigen Struktur- 
bestimmung yon Silikaten sei im folgenden kurz beschrieben. Man bestimmt 
zun/~chst nach der Schwenkmethode durch Vergleichsaufnahmen mit ge- 
eigneten Vergleichssubstanzen (Kalkspat, Gips usw.) die Gitterkonstar~ten, 
wobei eine Genauigkeit yon 1--2/oo mit Leichtigkeit zu erreichen ist. 
Schichtlinienaufnahmen um die Achsen [ioo], [OLO] und [ooi] liefern dann 
eine Best/itigung der Identit~tsperioden in Richtung dieser Achsen. Die 
Ermittlung der Identit~tsperioden aus Schichtlinienaufnahmen um die 
Achsen [IIO], [IOI], Ion]  und [ n i ]  ftihren zur eindeutigen Bestimmung 
der Translationsgruppe. Die Raumgruppe ergibt sich dann ohne. weiteres 
aus delx mit Hilfe des reziproken Gitters indizierten Schwenkaufnahmen. 
Gr6Bere Schwierigkeiten verursacht bei den Silikaten schon die Bestimmung 
der Anzahl der Molektile in der Elementarzelle, da hierzu eine genaue Kermt- 
nis der chemischen Zusammensetzung erforderlich ist. Letztere ist abet 
namentlich bei den komplizierten Silikaten mit grol3er Vorsicht zu betrachten, 
da die chemischen Analysen der komplexen Silikate infolge der dabei auf- 
tretenden Schwierigkeiten immer noch mit Fehlern behaftet sind und die 
bisherige I)eutung prinzipielle M~ingel aufweist. Aber auch bier sind be- 
sonders in letzter Zeit durch die Arbeiten yon JAKOB (24, 2a), Ku~ITZ (31), 
1VIAcHATSCHKt (32) und anderen wesentliche Fortschritte gezeitigt worden. 
Aus den Intensit~ten der Interferenzen lassen sich dann nnter Zuhilfenahme 
gewisser Grundvorstellungen fiber die Gr6Be, die Wirkungsbereiche und die 
gegenseitige Beeinflussung der Gitterbausteine, wie sie yon BRAGG (17), 
V. M. GOLDSCHMII)T (15), P. NIGGLI (13/14) und anderen entwickelt worden 
sind, die Lage derselben im Gitter bestimmen. Der Weg hierzu ist allerdings 
noch recht mfihevoll und mit zahlreichen Rechnungen verbunden, wird aber 
andererseits dutch die Anwendung der allgemeinen Erkenntnisse fiber die 
Gitterbausteine und ihre gegenseitigen Wechselwirkungen, andererseits durch 
die standige Verbesserung der R6ntgenmethodik (FouRIER-Analyse usw.) 
wesentlich erleichtert. 

I I .  K o o r d i n a t i o n s p o l y e d e r ,  G r e n z q u o t i e n t e n  

u n d  P A U L I N G s c h e s  P r i n z i p .  

V. M. GOLDSCH•IDT (15a) hat als fundamentales Gesetz aufgestellt, 
dab die Kristallstruktur abh~ingig ist yon der Gr6Be, Gestalt und Polari- 
sierbarkeit der Kristallbausteine.. Aus der angen~herten Konstanz der 
Atom- und Ionenradien und der Kugelsymmetrie der stabilen Edelgas- 
konfigurationen der Ionen l~iBt sich folgern, dab sich die Ionen mit m6g- 
Iichst zahlreichen ungleichnamigen Ionen umgeben und so auch in Kri- 
stMlen Koordinationspolyeder bilden. Nach PAULI~G ltBt sich dies auch 
theoretisch verst~ndlich machen, insofern als bei der Entwicldung des 
Gitterpotentials auf einen Gitterpunkt, z .B.  ein Kation, die ersten 
Glieder, welche yon den benachbarten Anionen herrtihren, die Haupt -  
rolle spielen. Bereits durch diese Ionen wird die Ladung des Zentralions 
weitgehend kompensiert. Der Ansammlung yon Ionen um ein Zentralion 
wird aber dadurch eine Grenze gesetzt, dab bei gen/igend grol]er Anzahl 
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der umgebenden Ionen, z. B. der Anionen, welche ein Kation umgeben, 
die Abstol3ungskr~fte zwischen diesen zu grol3 werden, wodurch auch der 
Abstand Kation--Anion w~chst. Geschieht dies tiber ein gewisses Matt 
hinaus, so wird das Koordinationspolyeder instabil. Daftir sind ge,~visse 
Grenzquotienten mal~gebend, worauf besonders von MAGNUS (33), V. M. 
GOLDSCHMIDT, F. HUN.D (34) U. L. PAULING (35/36) hingewiesen wurde. 

Diese Komplexbildung steht prinzipiell im Einklang mit dem von 
A. WERNER in die anorganische Chemie eingeftihrten Begriff der Koordi- 
nationsverbindungen (komplexe Verbindungen) (37). Es lassen sich aber 
die WERI~ERschen Vorstellungen nicht unmittelbar auf die Konsti- 
tution der entsprechenden Atomanordnungen im festen, kristalli- 
sierten Zustand tibertragen. Im letzteren ist ]a durch die kondensierte 
Aneinanderlagerung der Atome bzw. der Ionen eine viel grSl3ere M6g- 
lichkeit zu Wechselwirkungen gegeben, die ihrerseits wieder zu grund- 
legenden Umwandtungen ftihren k6nnen (20). 

In der Tat haben die bisherigen Konstitutionsforschungen ergeben; 
dal3 in den Kristallen der Silikate im Gegensatz zu den Kohlenstoff- 
verbindungen keine abgeschlossenen Molektile auftreten, sondern dab 
sie Koordinationsgitter sindL insofern als regul~ire Baugruppen (Anionen) 
von 0 -2, (OH) -~, F-~-Ionen existieren, welche die Metallionen (Kationen) 
umgeben und mit ihnen oft r~iumlich eng verkntipft sind. Durch die 
bekannten Untersuchungen yon BRAGG (17) und besonders V. M. GOLD- 
SCHmDT (15) ist festgestellt, dat3 diese negativer~ Ionen in Kristallgittern 
den gr6Bten Durchmesser haben (etwa 2, 7 ~). Ihr Anteil am Kristall- 
volumen ist somit aul3erordentlich grol3. 

Die einfachsten Gruppen yon Anionen, welche bei der r~iumlichen 
koordinativen Umgebung der Kationen auftreten, sind die der Tetraeder- 
anordnung und die Oktaederanordnung. Diese treten in der Regel in 
einfachen Verbindungen auf (13/14) und sind auch in den Silikaten 
sear h~ufig. 

Ist das Zentralion relativ klein gegentiber den O-~-Ionen, so wird die 
Gestalt der Gruppe [R04] im wesentlichen durch die Abstol3ung zwi- 
schen benachbarten O-*-Ionen bedingt. Die Form der Gruppe ist genau 
tetraedrisch oder nur wenig verzerrt, die Kante des Tetraeders ist im 
Mittel 2,5--2,7 ~ (TAYLOR). Dies linden wir besonders bei den Ionen, wie 
Si+,, Ge+,, Be+S, 5+6, Se+~, Mn+7, Cl+7, Cr÷6, p+s Ases, V+S und h~iufig 
auch bei Al +3, Zn +~, welche eine 13bergangsstellung einnehmen, und 
B +3 (GoLDSCHMIDT). 

Die Ionen Fe +~, Mg +~, Mn +~, Ni  +~, Co +~, Cu +~, Zn +~, Li +~, Ga +3, 
Cr +3, Ti  +4, Nb +s, Ta +s sind grSl3er und bringen sowohl eine Aufwei- 

z Auf die Anwesenheit roll Ionell in Silikatgittenl weist sowohl die 
Additivit~it der Brechungsindizes und der spezifiscker~ W~irme, wie besonders 
die elektrolytische Leit-fAhigkeit und Ionellwanderung hill (5). 
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tung, wie eine Verzerrung der umgebenden O-~-Ionen mit sich, so 
dab eine oktaedrische Umgebung bevorzugt wird, doch ist auch bier der 
Abstand benachbarter O-2-Ionen ziemlich konstant und etwas grSBer 
als 2,7 A (17b). 

Bei den Ionen der Alkali- und Erdalkalimetalle wie N a  +, K +, Cs  +, 
Rb  +, (NH4)+ und Ca +~, B a  +~, Sr  +~ usw. sowie der seltenen Erden,  
welche mit dem O-~-Ion vergleichbare Gr6Ben haben, ist die A n o r d n u n g  
der O-~-Ionen um das Zentralatom nicht mehr allein durch die Ab- 
stoBungskraft yon O-~--0  -~ bestimmt, sondern wesentlich von den 
KrAften zwischen Anion und Kation abh~ngig. Dadurch folgt eine mehr 
unregelm~Bige Umgebung und st~rkere Verzerrung der Koordinafions- 
polyeder (36). Oft treten auch bei so groBen Ionen h6here Koordinations- 
zahlen, z .B.  5, 7, 8, 9 und 12 auf, wie aus den sp~ter zu erSrternden 
Strukturen ersichtlich ist. Unter UmstAnden kann auch eine betr~chtliche 
Polarisation der Anionen auftreten, die zu unsymmetrischer Umgebung 
ffihrt. (Ketten- und Schichtengitter) (vgl. 20). 

Die Isomorphie l~Bt sich in anschaulicher Weise so auffassen, dab ein 
Ersatz von Atomen (bzw. Ionen) im Kristallgitter mit ann~hernd 
gleicher Gr6Be und Ahnlichem Kraftfeld eintritt, wobei die positiven 
und negativen Valenzen im Gleichgewicht stehen. Die Valenzbilanz 
des Kristallgeb~udes beim Ersatz von Ionen lmgleicher Ladung kann 
auf verschiedene Weise gewahrt bleiben, was an Hand der PAULII~!G- 
schen Regeln (36) verst~ndlich wird. (Beispiele s . u . )  Damit wird in 
ungezwungener Weise erld~rt, dab sich die kleinen Ionen, wie S i  +4, 
A l + 3, Be+ 2, L i  +. ~, Ge+ 4, Ga+ 3, Fe  + 3 in Silikaten weitgehend ersetzen k6nnen, 
obgleich ihre Wertigkeit ganz verschieden ist (15). 

Die isomorphe koordinative Vertretung des Si ÷4 durch A l  +3 ist lange 
bekanlxt und seit 1919 yon JAKOB (38) und NIGGLI (39) besonders betont 
worden. MACHATSCHKI hat 1928 gezeigt, dab es auch ffir Be +2 gilt (40). 
Der Ersatz yon Si+4 clurch Ge+4 und Ga +3 is±, wie besonders V. M. GOLD- 
SCHMIDT in ausffihrlichen Untersuchungen dargelegt hat, yon (41, 42) gr6Bter 
geochemischer ]Bedeut-ang, im Hinblick auf das Vorkommen dieser seltenen 
Elemente. 

Ebenso tr i t t  ein Ersatz der gr6Beren Ionen ein, wenn ihre Dimensionen 
vergleichbar sind, so z. B. yon M g  +~, dutch Fe  +~, Ca +~ im Augit und den 
Hornblenden oder yon N a  +, Ca +~ durch K +, Cs +, B a  +~, Sr  +~ z. B. in den 
Fetdsp~ten, Nephelinen usw. (32, 43). Auch wird es an Hand der Ionen- 
durchrnesser verstitndlich, dab das Ion 0 -2 dutch Hydroxylion (OH)  -~ 
oder F-~-Ion ersetzt werden kann, wie es besonders sch6n in der Topas- 
struktur und Glimmerstruktur zu sehen ist. 

Allerdings ist dabei zu ber/icksichtigen, dab die Ionenradien keine 
physikalisch exakt definierten Gr6Ben sind, sondern wesentlich v o n d e r  
Wechselwirkung der Nachbarionen, sowie yon physikalisch-chemischen 
Zustandsgr6Ben (Temperatur, Druck usw.) abh~ngen. Die Bevorzugung 
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gewisser Koordinationszahlen ist nut  bei relativ einfach gebauten Struk- 
turen und bei kleinen hochgeladenen Ionen die Regel. Je niedriger die 
Ionenladung ist, um so mehr wird die scheinbare Gr6Be des Ions durch 
das umgebende Kraftfeld beeinfiuBt und damit riickwirkend auch die 
Art tier Umgebung. So k6nnen z. B. die ,,groBen" Ionen (Na+, K +, Rb +, 
Cs +, Ca +~, Sr +~, Ba +2) in Zw61ferkoordinatlon besonders dann leicht 
auftreten, wo sie als Hohlraumffillung zur Neutralisierung eines in sich 
verknfipften Anionengerfistes, z. 13. im Feldspar, Nephelin, Analcim und 

i ii 
Zeolithen dienen. Der Abstand M--O bzw. M--O kann dann his auf 
mehr als 3 A steigen. Andererseits ist es auch nicht gleichgfiltig, welche 
Kationen als Partner an den Bindungen mit gemeinsamen Anionen teil- 
nehmen. Bei tetraedrischer Verkniipfung mit Atomen, wie Si +* mit nicht 
mehr rein polarer Bindung. an Sauerstoff ~_rkt die teilweise Abschirmung 
der Elektronenwolke der O-*-Ionen auf die Bindung an das vikariierende 
Metallion zurfick, welches dann ebenfalls nicht rein koordinativ gebunden 
wird. So werden unter solchen Umst~nden Metallionen in Vierer- 
koordination eingebaut (Al +3, Fe +3, Ti +4, Mg+~), die in reinen Koordi- 
nationsgittern eine h6here Koordinationszahl (5,6) bevorzugen~. Be- 
sonders hinzuweisen ist noch darauf, dab die Bevorzugung tetraedrischer 
Baunetze um Si und Al-Ionen im wesentlichen nur bei gleichzeitiger 
Anwesenheit der abstandsgroBen Kationen niedriger Ladung (Alkali- 
und ~ Kalkalkaliionen) beobachtet wird (P. NIGGLI und E. BRANDEN- 
BERGER, 14b). Dies l~Bt sich dadurch verstehen, dab in solchen Gittern 
die Si+*-Ionen einen einseitigen polarisierenden EinfluB ausfiben, dab 
die reinen Koordinationskr~ifte dieser Ionen stark zurficktreten. 

Die in Silikaten auffretenden Baugruppen [SiO,], [Be04], [AlO,], 
[AlOs], [Mg06] usw. von tetraedrischer oder oktaedrischer Form werden 
nun in der Weise miteinander .verknfipft, da[30-Atome einer Gruppe, 
gleichzeitig einer anderen Baugruppe angeh6ren. Dies ist eine wichtige 
Eigenschaft der allgemeinen Koordinationsstruktur. In den Silikaten 
sind insbesondere die kleinen Ionen, welche als Zentren der Gruppen 
ohne Verzerrung eintreten, so h~ufig und die grol3en Ionen, wie Na+, 
Ca +~, K +, Fe +", relativ selten, so dal3 die regelm~13igen Baugruppen 
durchaus vorherrschen. DaB trotzdem in der Regel die Silikatstrukturen 
niedrig symmetrisch sind, beruht wohI auf der komplexen Zusammen- 
setzung. Das Bestreben der einzelnen Ionen, sich m6glichst regelm~Big 
mit O-*-Ionen zu umgeben, aber zum Tell mit verschiedenen Koordina- 
tionszahlen, muB zu einer Kompromil3struktur fiihren. Ffir diese Auf- 

Z. B. hat erst vor kurzem F. BARTI-I gezeigt, dab das Ti+*, allerdings 
nut bei h6heren Temperaturen und im geringeren Umfange in Pyroxenelx 
das Si+* ersetzen mul3, obgleich dies bei einer rein mechanischen Anwe~dung 
der Koordinationsregeln und Ionenradien zun~chst nicht der Fall sein 
sollte (4/). 
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fassung spricht besonders die Tatsache, dab die meisten Silikate eine 
mehr oder minder ausgepr~igte Ann~iherung ihrer Winkel-und Dimen- 
sionen all hexagonale oder kubische Werte aufweisen, also eine ,, Pseudo- 
symmetrie" besitzen, die schon MALLARD gefunden hat. In ausfiihr- 
licher Weise ist P. NmGLI in seinem Lehrbuch der Mineralogie darauf  
eingegangen (5). Als Beispiel sei auf die weiter unten behandelten Feld- 
spatmineralien hingewiesen (43). 

Versucht man nun auf Grund der strukturellen Ergebnisse eine Syste- 
matik zu entwickeLn, so ist es natfirlich naheliegend, yon der gegenseitigen 
Anordnung der SiO,-Tetraeder auszugehen (MACHATSCHKI, 32). 

Als allgemeiner Grundzug der Sil/katstrukturen zeigt sich, dab die 
positiven Ionen (Kationen) im Gitter immer soweit als m6glich von-  
einander entfernt Iiegen, und zwar ist dies um so ausgepr~gter der Fall, 
je h6her ihre Ladung ist. Der kleinste Abstaod zweier Si+*-Ionen im 
Quarz und vielen anderen Strukturen mit Tetraedernetzwerken (siehe 
unten l) betr~gt z. B. 3,05 ~. Daraus fo]gt aber wiederum, dab zwei 
[SiO,]-Tetraeder keine Kante oder gar Fl~che gemeinsam haben k6nnen, 
sondern wie beim Quarz nur mit den Ecken aneinander stoBen k6nnen (35). 
Die negativen Ionen liegen zwischen den positiven Ionen, und zwar so, 
dab die elektrische Stabilit~it imlner gewahrt wird. 

Geht man yon derjenigen Gruppe yon Silikaten aus, in der die be- 
nachbarten [Si04]-Tetraeder keine O-Atome gemeinsam haben, wie dies 
z. B. beim Olivin, Monticellit und anderen der Fall ist, so erh~lt man die 
erste Hauptgruppe von Silikaten. Die Bindung der isolierten Tetraeder 
geschieht hier durch die Ionen in Sechserkoordination (z. B. Mg +2, Fe +~, 
Ca +~ usw.) und es entstehen wegen der Abwechslung yon Tetraedern 
und Oktaedern meistens dichteste Packungen der O-Atome (17b). Teile 
solcher Gitter k6nnen dabei als reine Koordinationsmolekfile im WERNER- 
schen Sinne aufgefaBt werden, wie dies auch von JACOB, WAHL, 
VERNAl)SKI und anderen auf Grund des chemischen Befundes angenom- 
men wird. Diesen Typus findet man bei den typischen Orthosilikaten 
mit dem Verh~iltnis Silizium : Sauerstoff < I : 4- 

Der n~ichste Schritt zu einer Verknfipfung der [SiO,]-Tetraeder 
untereinander ist die Bildung einer begrenzten Anzahl unter sich durch 
Si--O--Si-Bindungen gekoppelter Tetraedergruppen. Solche Gruppen 
k6nnen in Kristallen wegen der vorhandenen dreifach-periodischen 
r~iumlichen Anordnung geometrisch nut  so gebildet werden, dab sie einer 
der 32 Kombinationen yon Symmetrieelementen ohne Zusatztransla- 
tionen (Drehungsachsen, Spiegelebenen, Drehspiegelachsen und Sym- 
metriezentrum) entsprechen. Als einfachste Gebilde dieser Art sind die 
Tetraederlinge anzusehen, welche z. B. dutch Drehung eines Tetraeders 
um eine auBerhalb liegende 2-, 3-, 4- und 6z~ihlige Achse erzeugt werden, 
wenn man die gleichwertigen Tetraederecken verknfipft. Sie haben die 
Zusammensetzung [Si2 07] -6, [Si 3 09] -8, [Si~ Ox 2j-x o, [Si60~ 8] - ~  und ent- 
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sprechen in gewisser Weise den einfachsten zyklischen Verbindungen der 
organischen Chemie (vgl. Abb. I). Solche Ringe treten im Thortvei t i t  
Sc215i207], Benitoit BaTi[Si309],  Beryll Be3Al~Si60~8 ] auf, wie bei 
der Diskussion der einzelnen Strukturen sp~iter erl~iutert wird. Das 
Mengenverhtiltnis S i : O  liegt in diesem Falle zwischen den Grenzen 
2 : 7  bis 1: 3. 

Es sind auch tJbergangsgebilde yon den isolierten Ringen zu netzartig 
verkoppelten Ringen denkbar, entsprechend den aromatischen Verbin- 
dungen der Benzolchemie. 

Schliel31ich k6nnen auch r~iumlich isolierte komplexe Tetraederbau- 
gruppen entstehen, welche die Symmetrie  einer der 32 Kristallklassen 
besitzen. 

Die 0-~-Ionen in einem solchen Ring sind in verschiedener Weise 
gebunden. Diejenigen, welche den inneren Ecken entsprechen, sind an 
je 2 Si+4-Ionen gebunden und 
daher valenzm~il3ig abges~ttigt. 
Rechnen wir die Valenz wie bei 
L. PAULING ~ (36) elektrostatisch, 
so wfirde jede Bindung S i - - O  
im Tetraeder der el. Valenz 
s = 4 / 4  = I entsprechen. Die 
aul3enstehenden 0-*-Ionen sind 
dagegen nut  mit  der H~ilfte (2/4) 
ihrer Elektrovalenz durch Si be- 
ansprucht und daher zur Bindung 
anderer Ionen bef~ihigt. Treten 
in den Ring niedrigerwertige 
Ionen in Viererkoordination, 
z. ]3. A l  +3 oder Mg +~, ein, so sind 
auch die inneren O-~-Ionen nicht 
v611ig abges~ittigt und k6nnen 
weitere Metallionen binden. 

d)  e) 
Abb. x. Gekoppelte Silizlum-Sauerstoff-Tetraeder- 
gruppen, a) [Si04]--4. ~) [Si207] -~. c) [S1309] -s .  
d) [Si40m] -1o. e) [Sis018] -m. {Die nach oben gehen- 
denTetraederecken slnd verdicktgezeichnet. Si-Atome 
sind im Schwerpunkt der Tetraeder zu denken, O-Atome 

an den Ecken.) 

Treten Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen auf, so resultieren 
durch Verknfipfung an Tetraederecken Baugruppen, die nicht Inehr eine 
endliche Zahl von Atomen umfassen, sondern mit  I-, 2- und 3 dimensio- 
naler Periodizit~t ins Unendliche gehen. 

x L. PAULINO definiert die elektrostatische Valenz folgendermal3en: Is t  
ze die Ladui~g eines Kations und n seine Koordinationszahl, dalm wird als 
l~estigkeit der elektrostatischen Valenzbindung, die vom ZentTum nach jeder 
Ecke des Koordinafionspolyeders gerichtet ist, der Quotient s = z/n be- 
zeictmet. Sein elektrostatisches Valenzprinzip besagt, dab in eiller stabilen 
IKoordilxationsstruktur die Ladung eines jeden Anions danach strebt, die 
Summe der elektrostatischelx Valenzbindunge~ aller Katiorlen an derek 
t~oordinationspotyedern es beteilig~c ist, zu neutralisieren. Ist  (--~e) die 
Ladung desAnions, sogilt danach ¢ = 5"zzi/'ni = -~is~. (Beispiele siehe unten !) 
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Nach obigen Voraussetzungen dfirfen die ESiO4~-Tetraeder nur  
Sauerstoffecken gemeinsam haben. Soil eine eindimensional unendliche 
Verknfipfung (Kette) entstehen, so mfissen mindestens zwei Ecken jedes 
Tetraeders zur Kette geh6ren; zwei weitere stehen dann zur r~umlichen 
Verkn/ipfung der Ketten zur Verffigung. Die Zusammensetzung einer 
solchen Tetraederkette pro Einheitsl~nge entspricht der Formel [Si03~ -~, 
da ja nut  3 0-Atome zu einem Si-Zentrum z~ihlen. Die regelm~Bigste 
Verteilung wird resultieren, wenn die Kettenrichtung eine Schrauben- 
achse oder zur Gleitrichtung einer Gleitspiegelebene parallel ist (Abb. 2). 
An Stelle des Si +4 kann wieder ein Ion in Viererkoordination bezfiglich 
Sauerstoff treten, am h~ufigsten Al +3, Fe +3 usw. Derartige Ketten sind 
charakteristisch ffir die typischen Metasilikate, wie sie dutch die Minerale 
der Pyroxenreihe dargestellt werden (Diopsid, Augit usw.). Infolge der 

mehr hauptvalenzartigen Bin- 

A 
o 

.<--5,25~q---~ 

A b b .  2. S i l l z i t i m - S a u e r s t o f f - T e t r a e d e r - K e t t e  u n d  - B a n d .  

dung S i - - O - - S i  in der Ket te  
(vgl. S. 384) nehmen diese 
Kristalle oft eine bezeichnende 
stengelige und faserige Form 
an; die Faserachse verl~tuft 
parallel zur Kettenrichtung 
(vgl. Abb. 19). 

Die Ketten lassen sich zu 
je zweien oder mehreren unter-  
einander durch , ,Hauptvalenz- 
bindungen" verknfipfen, indem 
die Sauerstoffatome an den 
freien Ecken einer Kette auch 
an die Si-Zentren der anderen 

Kette  gebunden werden. Dieser Vorgang stellt eine Art  Kondensation 
vor, da bei ieder Reaktionsstufe eine Abspaltung yon O-*-Ionen erfolgt. 
So entsteht  aus zwei Ketten [Si206~ eine Doppelkette [Si, O,,], eine 
vierfache Ket te  [SisO~x~ usw. allgemein ein ,,Band", und schlieBlich als 
Endstadium des Prozesses ein , ,Netz" [Si~nOsn ] aus Tetraedern in zwei- 
dimensionaler Verknfipfung~. Die Bitnder ESi, 0~,] sind yon WARREN (85) 
in den Amphibolen aufgefunden worden, es ist abet, wie unten weiter 
ausgefiihrt wird, nicht unwahrscheinlich, dab auch h6her kondensierte 
Gebilde und Llberg~tnge zum zweidimensionalen Netz existieren (vgl. 
Abb. 3). 

Wenn je drei Sauerstoffatome jedes [Si04]-Tetraeders mit den be- 
nachbarten Tetraedern dutch Hauptvalenzbindungen verknfipft werden, 
so wird das Atomverh~ltnis einer derartigen Struktur der Formel 

iWatiirlich bezieht sich die in [ ] angegebene Zusammensetzung immer 
auf die gleiche Einheitsl~knge parallel zur Kette bzw. zum Band. 
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ISis05] -~ entsprechen. Es geh6rt ja zu jedem Si-Atom nur mehr ein 
O-Atom (n~mlich die freie Ecke des Tetraeders) ganz an, die anderen 
3 O-Atome je zur H~lfte. Der einfachste Weg der geometrischen Ver- 
knfipfung yon Tetraedern ill diesem Atomverh~itnis fiihrt zu hexagonalen 
Netzen, wie in Abb. 3a gezeichnet. Die freien Ecken k6nnen dabei 
s~mtlich nach einer Seite oder in benachbarten Tetraedern abwechselnd 
nach oben oder unten gerichtet sein oder auch ein anderes Verteilungs- 
gesetz befolgen. Es wird spAter gezeigt werden, dab solche [Si~05]- 
Tetraedernetze (Bl~ttchen, sheets) charakteristische Bauelemente der 
pseudohexagonalen bl~tterigen und vollkommen spaltbaren Mineralien 
der Talk-, Glimmer-, Chlorit- und Kaolingruppe bilden. 

Aul3er diesem zweidimensional-hexagonalen Netzwerk yon Tetra- 
edern existiert auch ein zweidimensional-tetragonales Netz mit abwech~ 
selnden Vierer- und Achterringen, wie es in Abb. 3 b gezeichnet und yon 
NARAY-SzABO U. TAYLOR im Apophyllit aufgefunden wurde (45). 

A A A 

X XX X 
W 

Abbo 3 a. Hexagonales Netz, Abb. 3 b. Tetragonales Netz. 

Abb. 3. Sillzlum-Sauerstoff-Tetraedernetze. 

Daneben lassen sich nach F. LAVES (d6) auch isolierte [Si, Os]-Te- 
traederbaugruppen (Insehl), eindimensional-unendliche Ketten und drei- 
dimensional-unendliche Netzwerke der Zusammensetzung [Si~ 05] kon- 
s truieren, die aber bisher noch nicht r6ntgenographisch nachgewiesen 
wurden. 

Denkt man sich in einem zweidimensionalen Tetraedemetz die freien 
Ecken der Tetraeder abwechselnd nach oben und unten gerichtet und 
legt ein zweites solches Netz dartiber, so dab die freien beiderseitigen 
Tetraederspitzen zur Beriihrung kommen, so entsteht ein r~iumliches 
Netzwerk mit der Zusammensetzung 2 [S i40 ,o  ] ~ 4 O = [Si80~6 ] bzw. 
[SiO~],,, da man ja diese Operation an den auBenstehenden Ecken beliebig 
fortsetzen kann. 

In diesem Falle ist jede Ecke eines Tetraeders mit je einer anderen 
vatenzm~t3ig verknfipff, so dab jedes O-Atom nur zur H~lfte zu einem 
Si-Atom gehSrt entsprechend dem Atomverhliltnis I : 2. Ist das Aus- 
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gangsnetz ein hexagonales, so entstehen hexagonal bzw. kubische Raum- 
netze (gitterhafte Tetraederverb/inde), wie sie in den hexagonalen bzw. 
trigonalen bzw. kubischen Strukturen von a-Quarz (W. H. BRAGG U. 

Abb. 4. Projektion der Struktur yon a-Quarz (Si02) auf die Basisfliiche. (Die H~Shlen der Tetraeder- 
schwerpunkte (Si-Atome) sind dutch die Briiche o, 1/3 , 2]3 in Teilen der c-Achse angegeben.) 

GIBBS, [47J) (Abb. 4), a-Tridymit (R. E. GIBBS [49]), a-Cristobalit (SiO~) 
(R. W. G. WYCKOI~F [48], Abb. 5) und a-Carnegieit (F. BARTI-I U. 
POSS~JAK [50], Abb. 5) aufgefunden wurden. Treten an Stelle yon 

7/ 

Abb. 5. Rilumliches Bild der Struktur yon ~-Cristobalit urtd yon a-Carneglelt. (Das Tetraeder an der 
vorderen Ecke ist zur Einsicht ins Innere fortgetassen. Die Kreise bedeuten Ara+-Ionen im Carnegieit.) 

Si+4-Ionen dreiwerfige oder niedrigerwertige Ionen in Viererkoordination 
in das Netzwerk ein, so sind die O-'-Ionen an den S i - - O - - S i - B r f i c k e n  
nicht mehr valenzmal3ig abges~ttigt. Ist  z. B. ein Teil des Si  +* - -  durch 
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A / + 3 -  ersetzt, so sind die 0-2-Ionen, welche eine Briicke Al--O--Si  
bilden, nut mit (I + 3/,) Elektrovalenz beansprucht, haben also noch die 
M6glichkeit, Metaltionen anzulagern (MACHATSCHKI, [32~). Die ver- 
ketteten Tetraeder bilden dann sozusagen ein dreidimensional-unend- 
fiches Anionengerfist, in welches die Kationen nach MaBgabe der Ladung 
und IonengrSBe eingelagert werden. 

Solche hexagonalen r~iumlichen Netzwerke bilden die Grundlage z. B. 
der Nephelin- (43u. 43a) und Carnegieitstruktur (NaAlSi04) (50), tetra- 
gonale aus abwechselnden Vierer- und Achterringen aufgebaute, bzw. 
pseudotetragonale Netzwerke sind im Feldspat (43 u. 43b), Skapolith 
(44b), Danburit (49a) und anderen vertreten, kubische Netzwerke aus 
abwechselnden Vierer- und Sechserringen in den Kristallstrukturen der 
Sodalithgruppe (50a) und der synthetischen Ultramarine (5Oh); kom- 
plizierter aufgebaute Netzwerke sind in den Zeolithen, z. B. Analcim 
(53a), Natrolith (54a) und anderen, vorhanden (vgl. Abb. 4 und 5). 

Der dreidimensionale Verband ist nicht notwendig die einzige geo- 
metrisch m6gliche Verkniipfung der Tetraeder im Atomverhgdtnis I : 2, 
es lassen sich, wie LAVES (46) gezeigt hat, auch ketten- und netzartige 
Anordnungen auffinden. Diese Bauzusammenh~nge stellen dann gleich- 
sam lJbergangstypen vom Netz zum Gitter dar, indem einmal das drei- 
dimensionale Netzwerk in Scharen yon saulen- bzw. schlauchartigen 
Tetraederbauzusammenhlingen, das andere Mal in parallel aufeinander- 
folgende Schichtenpakete zertegt erscheint, in analoger Weise, wie sich 
ein einfaches Raumgitter entweder aus Parallelscharen von Gittergeraden 
oder yon Gitterebenen konstruieren laBt. 

Wir kSnnen diese Ergebnisse der Kristallchemie der Silikate in der 
folgenden Tabelle kurz veranschaulichen. 

Diese Einteilung der [Si04J-Komplexe nach Bauzusammenh~ingen 
o-, I-, 2- und 3dimensionaler Ordnung ergibt nach W. L. BI~AGG (17C) 
und V. M. GOLDSCHMIDT (15e) und F. ~¢[ACFIATSCHKI (32) die MSglich- 
keit einer Einteilung der Silikate auf kristallstruktureller Grundlage. 
Praktisch ist diese Systematik zuerst yon NARAY-SZABO (51) durch- 
geftihrt worden und hat ergeben, dab eine solche Gruppierung sehr 
gut geeignet ist, die beobachteten Eigenschaften der Silikate zu er- 
ldAren. Die Berechtigung zu einer derartigen Bevorzugung der Silizium- 
Sauerstoffzusammenh~nge in Koordinationsstrukturen der Silikate ist 
wohl darin zu suchen, dab die Si--O-Bindung nicht rein koordinativ ist, 
sondern mehr zum unpolaren Typ hinneigt, wie sowohl die hohe Bildungs- 
w~rme von Quarz (vgl. 9) als die direkte Z~hlung der Elektronen im Gitter 
nach der Fourieranalyse und der kleine Abstand Si--O = 1,54--1,5o 
(vgl. C--C = 1, 5 • [22]) ergibt s.o. (17b). Aueh die groBe ZerreiBfestig- 
keit der Fasern mit kettenfSrmigen BauzusammenhAngen, die derienigen 
von gutem Stahl und yon organischen Fasern (Zellulose) nahekommt 
und die typischen Spaltungsformen stehen damit im besten Einklang. 



366 E .  SCHLEBOLD : 

Tabelle a. Der  Bau yon  S i l i c i u m - S a u e r s t o f f k o m p l e x e n  als 
F u n k t i o n  des M e n g e n v e r h ~ l t n i s s e s  S i : O .  

Nach V. M. GOLDSCHMIDT (15e). 

Mengen- _ 
verhlilmis 2~rt und ~orm 

Si: 0 [ des Anions 

I : 4 [ S i 0 4 ]  
Tetraeder 

2 : 7 [S i207]  
Doppel- 

Tetraeder 
I : 3 [Si309] 

Ring 
I : 3 [Si60xS] 

Ring 

I : 3 [Si03]n 
Kette 

4 : I I [Si4OH],, 
Band 

2 : 5 [Si, O~]~ 
Blatt 

2 : 5 [Si~05],~ 
Blatt 

I : 2 [SiO~],~ 
Raumn etz 

Ladung [ 
des Ladung 

Anions per x Si 

- 4  - 4  

- 6  -3  

- 6  - 2  

- - 1 2  - 2  

- 2 n  - 2  

- 6 n  
- 1,5 

--2n --I 

- - 2 n  - - I  

0 0 

Beispiele 

Formel 

Mg~Si04 

Sc=Si~O z 

BaTiSiaO 9 

Mineral 

Forsterit 

Thortveitit 

Benitoit 

Be3Al2Si60i 8 Beryll 

CaMg(Si03)2 

Ca~Mg4(Si4Ozx)~Mg(OH)2 

Mg~( Si2O s)~Mg( O H)~ 

K F .  C a 4 ( S i 2 0 5 )  4 • 8 H~O 

Diopsid 

Tremolit 

Talk, 
pseudohexagonal 

Apophyllit 
tetragonal 

Si02 Quarz 

Auch durch das Eintreten von A/+3-Ionen in das Tetraedergewebe 
bis zu dem Verh/iltnis, welches unter natfirlichen Bedingungen stabil ist 
(Si  : A1 ~ I : I) wird die mehr kovalente Statur der Bindung nicht we- 
sentlich ge/tndert. Dies geht unter anderem auch daraus hervor, daB der 
Abstand A l - - O  bei Eintreten von A l  +3 in Tetraederkoordination relativ 
stark abnimmt (yon 1,9o.~ bei Sec'hserkoordination auf etwa 1,7o A), 
wenn die O-~-Atome gleichzeitig noch an Si-Atome gebunden sind. Dies 
macht es verst~ndlich, dab auch in den Alumosilikaten die Jill, SiO~]- 
Tetraederzusammenh/tnge eine so g-roBe Rolle spielen, besonders da die 
in die Netzwerke eingelagerten groBen, stark elektropositiven Alkali- 
ionen bzw. Ca+2-Ionen koordinativ gebunden sind und h/iufig nur die 
Rolle eines Ffillmaterials zur elektrostatischen Stabilisierung des An- 
ionengeriistes fibernehmen, wie z. ]3. in den Zeolithen. 

In dem MaBe, wie mehr elektropositive und daher nicht valenzm/iBig 
gebundene Metallionen als isomorpher Ersatz von Si-Atomen ill die 
Tetraedernetzwerke eintreten, verlieren diese ihre selbst/indige Be- 
deutung im Strukturgertist. Die Einteilung solcher Silikate mtiBte daher 
besser nach allgemein koordinativen Gesichtspunkten durchgeffihrt 
werden, wie sie in letzter Zeit besonders NIGGLI und BRANDENBERGER 
ausfiihrlich diskutiert haben (14a). 
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III. Silikate mit isolierten [Si04]-Tetraedergruppen. 
(Verh~ltnis Si : 0 ~ I : 4 .) 

a) Allgemeine struktur-chemische Betrachtungen. 

Eine Einteilung dieser Silikate kann nach der Art der Verknfipfung 
der [Si04J-Tetraeder dutch zwischengelagerte Kationen ein-, zwei-, drei- 
und vierwertiger Metalle erfolgen. Diese Metallionen k6nnen n~mlich 
ihrerseits mit den verschiedenen Koordinationszahlen an die freien 
Sauerstoffatome der [SiO4J-Tetraeder gebunden sein, wodurch eine An- 
zahl unterschiedlicher Kristallstrukturtypen entstehen. Die Zahl der 
Koordinationspolyeder, die bei bestimmten Koordinationszahlen ge- 
meinsarne Sauerstoffionen mit den [Si04J-Tetraedern oder miteinander 
besitzen, sowie die Verkn/ipfung im einzetnen 1M3t sich mit Hilfe der 
PAULINGschen Elektrovalenzregeln leicht iibersehen. 

ii 
Betrachten wir z. B. ein Silikat der Zusammensetzung M~SiyO~, in 

I I  

welchem M ein zweiwertiges Metallion mit der Koordinationszahl 6 
gegeniiber Sauerstoff ist. Ein 0-~-Ion (0i), welches die Ecke eines 
[Si04J-Tetraeders bildet, wird elektrovalenzm~igig abges~ittigt, wenn 

I I  

es auger an I Si+4-Ion noch an 3 M-Ionen gebunden ist (2 = I-4/4 + 
3" 2/6)- Gfibe es noch 0-~-Ionen (0ii), die nicht an Si-, sondern nut  an 
I I  I I  

M-Ionen gebunden sind, so miiBten sie gleichzeitig sechs [MO6J-Ko- 
ordinationspolyedern (0ktaeder) angeh6ren. Das wfirde abet erfordern, 
dab die 0ktaeder nicht nur Ecken, sondern viele Kanten gemeinsam 
haben, was erfahrungsgem~B keine stabile Anordnung in Silikaten ergibt 
(vgl. L. PAULING [86J). Wir schlieBen daraus, dab alle 0-~-Ionen an Si- 
Ionen gebunden sind, d. h. das Verh~tltnis 0 : Si mug ~ 4 : I sein. Setzen 
wir voraus, dab die [Si04J-Tetraeder keine 0- ' - Ionen gemeinsam haben, 
so mug das VerMltnis Si : 0 gerade I : 4 sein, was der Zusammensetzung 
I I  I I  

M~[SiO,] (M z. B. Mg +~, Fe +~, Mn +~) eines 0rthosilikates vom Olivin- 
typus entspricht. 

Sind daneben noch z' einwertige Ionen (F, OH) vorhanden, so k6nnen 
1I 

diese bereits durch 3 M-Ionen in Sechserkoordination abges~ittigt werden. 
I I  I I  

Ist x~ die Zahl der M-Ionen, die an 0 i ,  x, die Zahl der .,V/-Ionen, die an 
(OH, t;) gebunden sind, so gilt nach der Valenzregel ffir 

0i:  2 x ~ + 4 y = 2 z = 8 y ,  (OH, F): 2x~ = z'. 

Daraus resultiert die chemische Zusammensetzung (mit x. = 2y;  z = 4Y, 
Z'  = 2 X  2 -.~ 2 n )  

II II 
yM~[Si04], nM(OH, F)~ { y --- o, i, 2, 3 . . .  / ganze Zahl, 

n o ,  I ,  2,  3 • J 
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was den lViineralien der Humit-Chondroditgruppe entspricht. Wir werden 
unten sehen, in welcher speziellen Weise diese Einlagerung der M(OH, F) ~- 
Baugruppen im Gitter erfolgt, iii Iii 

In einem Silikat mit der Zusammensetzung M~SiyO,, in welchem 214 
ein dreiwertiges Metallion in Sechserkoordination gegenfiber Sauerstoff 
ist, erfordert das elektrostatische Valenzprinzip, dab die 0-2-Ionen (0 I), 

m 
welche an je I Si-Ion gebunden sind, aul3erdem noch je 2 M-Ionen 
angeh6ren (2 = 1.4/4 + 2.3/6). Kommen daneben keine O-Ionen vor, 
die nicht an Si gebunden sind, so entspricht die chemische Zusammen- 

iii Iii 
setzung der Formel M4[SiO41a, was z. ]3. mit M = Bi +3 dem Eulyt in  
(Bi4SisO~) entspricht. Nach der Strukturbestimmung sind im kubi- 
schen Elementark6rper vier Molekiile vorhanden, so dab die Formel als 
(Bi,6Si,~O,s) geschrieben werden kann (vgl. S. 375). 

Sind dagegen noch O-~-Ionen vorhanden, die nicht an Si+<Ionen 
gebunden sind, so mfissen sie gleichzeitig je vier [AlO,]-Koordinations- 
oktaedern angeh6ren. Dann ergibt sich eine Reihe yon Gliedern der 
Zusammensetzung 

x { ¢4siso=} y {lu  os} y o, i ,  2, s, 4 ' 
I I I  

deren Grenzkomponenten das oben genannte Silikat {M4SisO,= } und 
I I I  l l I  

{M= Os} sin& Im Falle M = AI +s w~tren es eine Reihe yon Silikaten mi t  
eingelagerten [M=Os]-Gruppen, die sich vom hypothetischen Silikat 

{Al4SisO,= } zum Korund {AI~ Oa} erstreckt. Das erste Glied der Reihe 
(x = I, y = I) entspricht der Zusammensetzung nach dem Disthen 
(Al6SisO= s bzw. AI, Si05) {vgl. unten S. 372). Das zweite Glied (x = I ,  
y = 2) hat die Zusammensetzung [A l 4Si s O, =]" 2 Als 0 s bzw. A 18 Si s 05 s, 
die gew6hnlich dem Dumortierit zugeschrieben wird (1). Dadurch findet 
m6glicherweise auch die Beobachtung, dab Disthen als Umwandlungs- 
hiille um Korundkristalle 6fter vorkommt, eine Erkl~irung (1). 

Sind an Stelle der Oh'-Ionen einwertige Ionen (OH, t v) vorhanden, 
l I I  

so werden diese bereits durch 2 M-Ionen in Sechserkoordination ab- 
m 

ges~tttigt. Es wird jetzt t= = 6 gem~B der Formel SiaM60==(OH, F)6 
I I I  I I I  

oder vereinfacht M,(OH, F),[SiO,]. Mit M =  AI entspricht dies dem 
Topas {AI= (OH, F)2Si04}. Allgemeiner erhalten wir Glieder einer Reihe 

IIl~ III 

x{M4SisO~,}. 2 ~ {M(OH, F)s} i, s 
111 

Ist M = Al, so erhalten ~ einen Ubergang von Topastyp (n = I) zum 
Hydrargillit (Al(OH)s). Damit k6nnte die h~ufig beobachtete pseudo- 
morphe Umwandlung des Topases in eine ,,Steinmark~hnliche Substanz" 



Kristallstruktur der Silikate. 369 

zusammenh~ngen (I). M6glicherweise geh6rt auch der Zunyit  in diese 
Reihe. Legt man die yon GI~oTI-I angegebene Zusammensetzung zu- 
grundeL so ergibt sich als neue Formel: [AI4Si30~s]'4[AI(OH, F, Cl)3], 
welche dem Glied x = I, n = 4 entspricht. 

Der einfachste Fall, in welchem neben Si-Atomen gleichzeitig zwei- 
und dreiwertige Metallionen vorhanden skid, ist vom chemischen Typus 
I I  I I I  I I I  

MxMfiizOt.  Wir verstehen unter M z. B. ein Kation mit  der Koordi- 
n 

nationszahl 6, unter Mein Kation mit  der Koordinationszahl 8 gegentiber 
Sauerstoff und setzen voraus, dab nur eine Sorte von O- ' - Ionen vor- 
handen ist. Diese mtissen dann gleichzeitig je einem [Si04~-Tetraeder, 

I I I  I I  

einem [MO6]-Oktaeder und zwei [MOs]-Koordinationspolyedern als ge- 
meinsame Ecke angeh6ren, damit  das elektrostatische Valenzprinzip er- 
ftillt ist (I- 4/4 "@ I" 3/4 + 2" s/8 = 2). Dies ffihrt zu den chemischen 

ii iii ii1 ii 
Formeln MM2 [Si20sl und Ms M3 [Si3 0~ s~ ; erstere entspricht dem An- 
orthit, letztere dem Granat. Tats~ichlich ist.die Struktur koordinativ ih 
dieser Weise aufgebaut, wie welter unten er6rtert ~_rd. Skid noch 0 -s- 
Ionen bzw. (OH, F)--Ionen vorhanden, die nicht an Si-Atome gebunden 

n nI 
skid, sondern tells an M, tells an M oder an beide Metallionen, so ent- 
stehen basische Silikate mit  der Zusammensetzung 

II I n  

x {M3M2Si3OIs } .y t IM(OHhI" Z~[M(OHhlln ? (x, y, z ganzzahlig), 

deren Struktur in engem Zusammenhang mit  der Granats t ruktur  bzw. 
der SpineUstruktur steht. Zu dieser Reihe geh6rt wohl der Vesuvian, 
der in dieser Formulierung a)s 

mit  x = 6, y = 2, z = o zu schreiben w~re (vgl. S. 379) ferner (84). 
Nehmen wir schlieBlich noch den Fall, dab die Sauerstoffionen 

zweierlei Sorten bilden, yon denen die einen nur an Si- und die drei- 
wertigen Metallionen (je zwei in Sechserkoordination) gebunden sind wie 
z. B. im Cyanit, die anderen (zum Tell auch OH, F) nur an die zwei- und 
dreiwertigen Metallionen, so ergeben sich basische Silikate der Zusam- 

I l I  I I  

mensetzung z. B. mit  M =  Al, M =  Fe 
[ A 4 03 I z { Fe 0 ganzzahlig); ~(0H)s}  (x, y, z x {AI4 Si3 OI~} " Y l 2[AI(OH)3] ] 

mit x = I,  y = I, z = o ergibt sich der Cyanit, die anderen GrenzfAlle 
skid Als 03 bzw. AI(OH)3 und FeO bzw. Fe(OH),. Eki Glied dieser Reihe 

x GROTH schreibt die Formel in Analogie zum Dumortierit 

[Si04]3A l= [.4 l( OH, F, CO 2]6. 
Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. XL 24. 
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stellt der Staurolith dar (entsprechend etwa x ----- i ,  y = I, z -= I). Damit  
steht die Tatsache im Ekiklang, dab bisher kekie Formel der gro13en 
Variation der Analysenergebnisse gerecht werden konnte ~ (vgl. 4, 5). 

In Ahnlicher Weise gelangen wit zu anderen Typen von Orthosilikaten 
und ihren basischen Reihen, wie z. B. Zirkon (ZrSiO,) trod zum Ti tani t  
(CaOTi.Si04), worauf hier nicht welter eingegangen werden kann (vgl. 
L. PAULING, 36). 

Wenn Metallionen mit der Koordkiationszahl 4 (in tetraedrischer Um- 
gebung) die isolierten [Si04-Baugruppen verkntipfen, entsteht eine ge- 
wisse Schwierigkeit der Zuordnung dieser Gittertypen, da sich die Te- 
traeder zu hSheren Einheiten zusammenfiigen lassen entsprechend der 
Bildung an Ketten-, Netz-'und r~umlichen Netzgittern. Wie bereits oben 
bemerkt, ist dies besonders bei den Alumosilikaten der Fall, weshalb 
sowohl von MACHATSCHKI (32), wie yon W. L. BRAGG (17C) hier kein 
Unterschied in der Bewertung der [Al04]- und [Si04]-Tetraeder im 
Gitterverband gemacht wird. Dies ist auch im Hinblick auf den weit- 
gehenden isomorphen Ersatz von Si .4- durch A/+3-Ionen berechtigt. 
Wenn dagegen Ionen wie B +3, Be +s, Zn +~, Mg+ % Li + usw. in Tetraeder- 
umgebung zwischen die [SiO,]-Tetraeder gelagert skid, so werden sich 
in dem MaBe Unterschiede ergeben, wie der elektropositive Charakter 
des Kations mehr hervortritt .  

b) Orthosilikate mit hexagonaler  bzw. pseudohexagonaler  Packung.  

Die Orthosilikate yon diesem Typus haben verschiedene Strukturen, 
je nach der Koordkiationszahl des zweiwertigen Metalls. Ist diese z. ]3. 
gleich 4, so erhalten wit die Gitter vom Phenacittyp, die Koordkiations- 
zahl 6 ergibt dagegen Strukturen vom Olivintypus. 

I. P h e n a c i t g r u p p e .  (K.Z. 4,4.) 

Nach den Untersuchungen von ZACHARIASEN (55) skid die Kristalle 
von Phenacit (Be~SiO,), Willemit (Zn~Si04) isomorph untereinander, 
wie mit den Salzen Li~BeF,, Li~ WO 4, Li~MoO 4. C. GOTTFRIED (56) 
zeigte, dab auch Troostit (Zn, Mn)~SiO 4 und Dioptas (H~ CuSi04) iihn- 
liche Gitterdimensionen aufweisen, was speziell ftir Phenacit und Dioptas 
von GOSSNER (57) best~tigt wurde. 

Die Dimensionen und Wkikel der rhomboe&ischen Elementarzelle 
skid in der Tabelle I angegeben. Die Struktur wurde yon W. L. BI~AGG 
(58) sowie W. L.' BRAGG U. W. H. ZACHARIASEN (59) auf Grund von ab- 
soluten Intensit~tsmessungen bestimmt. Ekie Projektion des rhombo- 
edrischen ElementarkSrpers parallel zur trigonalen Achse stellt die Abb. 5 

Nach HG~NER (52) entspricht die Zusammensetzung der Formel 
AlgFe,HSi, O~ 4, nach GROTH (53) A15Si~FeO~3H, w~khrend NARAY-SZAB() (t{4) 
aus seiner Strukturbestimmung die ,,ideale Formel" AI, Si~O,~FeH2 herleite*. 
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darL Die Si- und Be-Atome sind tetraedrisch von 0 -Atomen  umgeben ,  
so dab alle Tetraeder  gemeinsame Sauerstoffecken haben. Jedes O-Atom 
ist an ein Si- und an zwei Be-Atome gebunden, und  befindet s ich fast 
genau im Zent rum eines gleichseitigen Dreiecks mit  SiBeBe a n  den 
Ecken.  

q 

a / s  

AA 

AC 

~ i o b e n ~ e o b e ,  v ~-~Ooo/ere~/vj,#eh~o/r/jyre 

~5~v,7/ea ~BevzCe~ ~ Oaof//h2eP#d/~o/r/~ym 

Abb. 6. Phenacit (nach BRAGG und ZACHARIASEN). Pro- 
jektlon der Struktur IJ ¢ ~  8,z6 ~ .  Si- und Be-Atom tetra- 
edrisch yon O umgebcn~ eine Tetraederkante llegt jeweils 
horizontal, die andere vertikal. Translation parallel zu 

den drelzllhllgen Schraubenachsen 2,72 A. 

[ g [  J. B I  

Abb. 7. Ollvln (nach BRAGG U. BROWN). 
Projektlon der Baslsgruppe [I ~ = 4~75 -~. 
Die Strakmr setzt sich aus TeilblScken 
(A, B) I] (ooz) zusammen~ in denen die 
TetTaeder abwechselnd nach oben und 
unten ger~chtet sind. Die Zahlen be- 
deuten die HShe der Si-Schwerpunkte~ 

wenn a .~ xoo gesetzt wlrd. 

0 2~Ig" in Oa • .~[K in  t/2a 
Die horizontalen Sauerstoffecken der leeren 
Tetraeder liegen in der I-I5he 3/4 a~ die der 
schraffierten Tetraeder in x/, t a, die Spltzen 

in I/4 bzw. 3/, a. 

2. O l i v i n g r u p p e .  (K.Z.6,6.) 

Die Mineralien der Olivingruppe Y2[S$04~ kristallisieren s/imtlich 
rhombisch-pseudohexagonal .  Charakteristisch ffir ihre Gi t te rs t ruk tur  (60) 
ist die Sechserkoordination der zweiwertigen Metalle (Y = Mg, Fe, Ca, 

i Die Abbildungelx wurden gr6Btenteils ileu gezeichnet. Die Darstellung 
weicht yon den iibrigen in der Literatur dadurch ab, dab systematisch die 
[Si04J- bzw. [A/04]-Tetraeder usw. als Hauptbaugruppen in den Abbildullgen 
durch starke UmriBlinien hervorgehoben sind und wo n6tig schraffier~ 
wurden um H6henunterschiede deutlicher zu machen. In komplizierteren 
FAllen wurden die H6hen der Tetraederschwerpunkte als ]3ruchteile der in 
die Projektionsrichtung fallenden Identit~tsper]ode eingetragen. Die Tetra- 
eder sind zur Erzielung eines r/~umlichen Eindruckes undurchsichtig ge- 
dacht, die Ecken stellen O-2-Ionen dar, in rnanchen FAllen auch OH- oder 
F--Ionen, wie besonders angegeben. 

24* 
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seltener M n ,  Zn ,  N i ) ,  welche auf einer pseudohexagonalen dichtesten Ku-  
gelpackung der 0-Atome beruht (Abb. 7). Die beiden Metallatome (Y~ 
und Y2) nehmen strukturell verschiedene Lagen im Gitter ein, die eine 
H~lfte liegt in Symmetriezentren (Eigensymmetrie C,-), die andere H~tfte 
in den Spiegelebenen (Symmetrie C~) 2, 9. (Vgl. 62.) 

c) Pseudohexagonale  Einlagerungsst rukturen.  

H u m i t g r u p p e .  (K.Z. 6,6.) 

Alle bekannten Glieder dieser basischen Reihe (vgl. Tabelle i) bauen 
sich in der Hauptsache aus einer angen~hert hexagonal dichtesten Sauer- 
stoffpackung auf, wie im Olivin, sie unterscheiden sich aber dadurch, dab  
zwischen die ,,Olivinteilgitter" Schichten yon M g ( F ,  OH)2 gesetzm~Big 
eingelagert sind, wobei die F-  und (0H)-Atome all je drei Mg-Atome 
gebunden sind (vgl. S. 367). Je nach der Art des Einbaues der Brucit-  
schichten EMg(OH)2] entstehen rhombische oder monokline Gitter. Nach 
TAYLOR U. WEST (63) lassen sich die Glieder der Chondroditreihe durch 
die allgemeine Formel M g ( F ,  OH)~.  n ( M g j  5 i 0 , )  als Molekfilverbindungen 
darstellen (Vgl. S. 367. ) 

d) Kubische bzw. pseudokubische  Packungen .  

I.  C y a n i t  {AIOAIESi04~ }. (K.Z. 6,6.) 

Als wesentlicher Vertreter dieses Typus ist der Cyanit  (Disthen) be- 
kannt.  Die Modifikationen von A l ~ S i O  5 sind in charakteristischer Weise 
verschieden und yon besonderem Interesse wegen derArt  der Koordination 
der A/+3-Ionen. Davon sind in jedem Git ter typ zwei verschiedene Sorten 
vorhanden. Die eine H~ilfte der Al-Ionen ist oktaedrisch yon O-Ionen 

Als ,,Summenformel" ftir Olivia gibt F. MACHATSCHKI all Y2Z(O,  
OH, /:)4; diese Schreibweise trAg~ der M6glichkeit eines yon verschiedenen 
Autoren (B. GOSSNER) beobachtetea Wassergehalts (Ms Hydroxyl) Rech- 
nung. Die Summe der dem negativen Anionengerfist (0 -2, OH-,  F- )  iqui-  
valenten positiven Bestandteile wird dabei nach dem Ionenradius (R) ge- 
ordnet angegeben und zwar bedeutet: 

Z = Kationen mit R ~ 0,4 ± o,i A, 
besonders Si +4, ferner As  +s, V +5, Be +j, auch eL-was A/+3. 

Y = Kationen mit R ~ o , 7 5  ~: o, I5 A, 
besonders Mg +~ , Fe +2 , Fe + ~ , A l  + ~ , Ti  + 4 , M n  +2 , Zr  +¢ , To + 3 , auch L i  ~-, 
Cr+3, V+3. 

X = Kationen mit R ~ i,o + o,i A, 
besonders No +, Ca +j, Y-Ce-Erden; Th, U; auch Mn. 

W = Kationen mit R ,~ 1,3 + o,I A, besonders K + u n d  Ba +2. 
Es muB dabei nat~rlich stets die Summe der negativen Ladungen des 
(0,  OH, _~)-A~ionenkomplexes gleich der Summe aller positiven Ladungen 
der Kationen sein, wobei innerhalb eines rgumlichen Gitterverbandes eine 
viel grSBere Anzahl yon Ausgleichsm6glichkeitea besteht als im Bereiche 
eines Molekiils oder Elementark6rpers (20). 

2 Nach TAYLOR hat auch die Kompoaente Ni~SiO 4 eine Struktur vom 
Olivintyp (61). 
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umgeben, so dab in allen drei Modifikationen Ket ten von [AlOs]-Ok- 
taedern parallel zur c-Achse mit gemeinsamen horizontalen Kanten vor- 
handen sind, wobei die L~inge der c-Kante fast gleich bleibt. Die anderen 
A l-Ionen besitzen im Cyanit, Andalusit und Sillimanit bzw. die Koordi- 
nationszahlen 6, 5 und 4. 

Sillimanit und Andalusit haben nur mehr tetragonale bzw. pseudo- 
tetragonale Symmetrie der Anordnung, sie k6nnen auch als Ketten bzw. 
Netzstrukturen aufgefaBt werden und sollen spt ter  besprochen werden 
(S. 378 und 379). 

Beim Cyanit ist die Elementarzelle triklin mit den Achsen ao = 7,o9•; 
bo = 7,72A; Co = 5,56A und den Winkeln a = 9o°o5 ' fl ---- 101002 ' = 
Io5°44V2 '. (6~, 65, 66.) 

' ' .  
Ca in + oder --  0,08 3 (\ ) Ca in o~5o + oder -- 0,08 3 

Q T[ in 0,753 (S.Z.) • Tf  in 0,253 (S.Z.) 

O O i n + o d  . . . . . .  9 3 O O i n  ° ,5°  + °d . . . . . .  9 3 

Abb. 8. Titanlt (nach ZACHARIASEN). Projektlon der Basisgruppe I[ h = 8,70 J~. Die  [Si04]-Tetraeder 
liegen mit  einer Kante horizontal, Schwerpunkte auf  Digyren in der HShe + oder -- 0,32 3 (leer) und 

0,50 + oder - -  0,32 3 (schraffiert). 

Wie bereits oben bemerkt, bilden die O-Ionen zwei Sorten, die einen 
sind an je I S / + * +  2A/+Monen gebunden, die anderen nut  an 4Al +3- 
Ionen, so dab die in Abb. I2 dargestellte Struktur und die obige Schreib- 
weise der Formel resultiert. Parallel zur Ebene (IO0) lassen sich die aus 
[Al203~-Baugruppen bestehenden Schichten, die in das Alumosilikat- 
gitter eingebaut sind, erkennen. (Damit steht die vollkommene Spaltbar- 
keit und die Translation ![{I0o} und {ooi} im besten Einklang.) 

2. T i t a n i t  {CaOTiSi04}. (K.Z. 6,7.) 

Zu diesen pseudokubischen Strukturen mit relativ dichter Packung 
ist auch der Titanit  zu rechnen, v. FEDOROW U. P. NIGGLI (vgl. 5) haben 
gezeigt, dab die morphologischen Eigenschaften am besten in hypo- 
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kubischer Deutung zum Ausdruck kommen. Die Struktur des Titanit  
wurde yon ZACHARIASEN festgestellt (67). Sie ist ill tier Abb. 8, bezogen 
auf den gewShnlichen monoklinen ElementarkSrper (Aufstellung yon DEs- 
CLOIZEAUX), gezeichnet als Projektion [I [OLO]. Die Ti-Atome sind yon 
je sechs O-Atomen angen~ihert oktaedrisch umgeben, die Ca-Atome dat- 
gegen von sieben 0-Atomell in der Weise, wie ill Abb. 8 angedeutet. 
Die O-Atome sind zum Tell an je I Si  +4-, I T i  +*- und an I Ca+~-Ion, 
zum Teil nut an Ca +s- und Ti+4-Ionen gebunden. 

Abb. 9. Granat  (nach MgNZER). Projektion der Basisgruppe [I c = zx,5 Jr. Die [Si04]-Tetraeder. 
schwerpunkte haben die Punktlage z4 mit den Koordlnaten { o 1/4 3/s } (H~hen ~n Bruchteilen v0n ¢ a.n- 
gegeben). Die Ca-Atome haben die Lage 24 mit den Koordinaten {o t[4 l/s } und liegen jeweils um 
c/a iiber bzw. unter den S/-Atomen. Die x6 Al-Atome liegen in den Symmetriezentren (~) (H~he o 
und t/2 ) und ~ (HiShe 1/4 und 3/4 ). Jedes. ' / /-Atom ist yon 6 0 - A t o m e n  oktaedrisch umgeben, die Ca- 
Atome yon 4 + 40 -Atomen  in zwei sich durchdringenden Bisphenoiden (f/Jr das Ca-Atom in H~he z~ 4 

gezeichnet). 

3. G r a n a t g r u p p e .  (K.Z. 6,8.) 

Jedes 0-Atom ist bei Achterkoordination der Ca-Atome an I Si- ,  
I A l -  und 2 Ca-Atome gebunden, bei Viererkoordination dagegen nut  an 

j e I  Ca-Atom, entsprechend der Valenzsumme (Ie + - ~ e  + - ~  e)(G.MEN- 

z~R 68). In der Abb. 9 wurde versucht, eine Anschauung vonder  Gitter- 
struktur des Granats durch Projektion der Elementarzelle parallel zur 
Wtirfelkante zu geben. Die [SiO,]-Tetraeder sind undurchsichtig gedacht, 
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diejenigen mit dem Schwerpunkt in der H6he o sollen zu oberst liegen. 
Die 2 4 Ca-Atome sind jeweils um c/~ = 4- 5,75 ~ oberhalb bzw. unter- 
halb der Si-Tetraederschwerpunkte zu denken und in der Abbildtmg bis 
auf eins fortgelassen. Ferner sind die Bindungsverh~Itnisse je eines 
Al +3-, Ca +~- und O-~-Ions angegebenL 

Die Glieder der Granatgruppe werden nach F. MACHATSCttKI (140) 
durch die Summenformel X3Y~Z 3 0,~ dargestellt, wo X, Y, Z die obige 
Bedeutung haben. Die wichtigsten Komponenten der Reihe sind in der 
Tabelle i verzeichnet. 

4. Z i r k o n g r u p p e .  ZrSiO, (Zirkon). (K.Z. 8,8.) 

Die Struktur des Zirkons wurde im Prinzip zuerst von L. VEGARD (70) 
bestimmt (Raumgruppe D~).* 9 
Sp~tere Untersuchungen yon W. 
BINKS (71) und O. HASSEL (72) 
und am eingehendsten von R. W. 
G. WYCKOFF U. S. B.  HENDRICKS 

(73) best~tigten das Ergebnis von 
VEGARD. Die Si-Atome sind nahe- 
zu tetraedrisch von vier 0-Atomen 
im Abstand 1,62 ~ umgeben, wie 
Abb. IO zeigt. Die Zr-Atome er- 
halten je acht nahe gleichweit ent- 
fernte O-Nachbarn, die sich in 
zwei tetragonal deformierte Tetra- 

Abb. to. Zirkon, Perspekfivische Ansicht des 
ElementarkSrpers. 

O ~-~ Zirkon-Atome [SiO4]-Tetraeder stark 
gezeichnet. 

eder (Zr - -  0 = 2,05 ~ und 2,41 _A_) anordnen. Eine prinzipiell ~ihnliche 
Struktur weist Xenotim (YPO,)  auf (74). 

5. E u l y t i n  (Bi4Si30~). (K.Z. 9,9-) 

Die Kristallstruktur der kubischen Modifikation yon Bi, Si 30, 2 ist yon 
G. MENZER (75) bestirnmt worden. In der kubischen Elementarzelle mit 
a = lO,272 4- 0,004/~ befinden sieh vier Molekfile. Die Raumgruppe ist 
mit grol3er Wahrscheinlichkeit Td 6 (eventuell Ts). Die Wismutionen be- 
setzen eine I6zAhlige Punktlage (m, m, m) mit m = 0,083 4- 0,005, die Si- 

/ i 3 Ionen die I2z~ihlige Lage ,(° -~- 3 ) ,  die 48 0-Atome eine allgemeine Punkt- 

lage. Eine Projekfion der Basisgruppe auf die W/irfelfl~iche gibt Abb. I1. 
Die eingeschriebenen Zahlen in den [Si04]-Tetraedern geben die H6he 
der Si-Schwerpunkte fiber der Zeiehenebene an. Alle [Si04]-Tetraeder 
sind voneinander getrennt und werden durch die Bi-Koordinations- 

Beim Ersatz yon Ca +2 durch kleinere Ionen (Fe, Mn, Mg) tritt  ver- 
mutlich Viererkoordination auf (69). 
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polyeder (mit n = 9) zusammengehaltenz. Jedes O-~-Ion ist an 3 Bi+ 3_ 
Ionen gebunden, die ein gen~ihert gleichseitiges Dreieck bilden, das 0 - I o n  
liegt aber aul3erhalb dieser Ebene nahe im Schwerpunkt ekies aus den 
3 Bi+S-Ionen und I Si+4-Ion gebildeten ,,Tetraeders", wie in Abb. I I  
angedeutet. 

O 

Abb. xz. Eulytin (nach MENZER). Projektion der Basisgruppe [] c =  Io,27 A. [SiO~]-Tetraeder schraffiert,  
HShe der Si-Schwerpunkte in Tausendteilen der a-Kante.  Wlsmutatome kleine leere und volle Kreise .  

fiir eln Atom in der HShe ~67 slnd die BindungsverhMmisse an O angegeben, 

e) Pseudokubische Einlagerungsstrukturen.  

S t a u r o l i t h .  

Von besonderem Interesse war das Studium der Parallelverwach- 
sungen yon Cyanit mit  Staurolith, das besonders von E. SCHIEBOLD U. 
G. M. CARDOSO durchgeffihrt wurde und sehr interessante Beziehungen 
zwischen beiden Strukturen ergab (76). Die (ioo)-Ebene von Cyanit und  
die (Olo)-Ebene von Staurolith skid miteinander regelm~13ig verwachsen, 
wobei die bo = (7,72 2~)- und Co = (5,56 2~)-Achse yon Cyanit, die ekien 
Winkel von 9o°o5 ~/ /  miteinander bilden, fast identisch skid mit  der 
ao = (7,82/k)- und Co = (5,63 2k)-Achse vom Staurolith. Die ( ioo)-Ebene 
yon Cyanit und die (OlO)-Ebene von Staurolith entsprechen dann der 
( i io)-Ebene der kubischen dichtesten Sauerstoffpackung. Die Stauro- 
l i thstruktur,  die yon NARAY-SZAB6 (77) sowie von E. SCHIEBOLD U. 

, Nach MENZER sind die Bi+S-Ionen yon 60-Ionen im mittleren Abstand 
Bi - -O c~ 2,6 • umgeben. Es sind aber noch 30-Ionen in nicht vieI gr6Berem 
Abstand (etwa 2,9--3 A) in der NAhe, wodurch die Gruppe [Bi09] entsteht. 
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M. CARDOSO (66) bestimmt wurde, l~Bt sich als eine feinbauliche gitter- 
m~iBige Parallelverwachsung yon Fe(OH), mit 2Al~SiO s auffassen, ent- 
sprechend der auf S. 369 abgeleiteten Formel der Staurolithreihe (Abb. 12). 

~ ~ ,  ® o ® S) 

6@"o'@6@"o@6 
@® ® @@1 

R @ R 
/ \ b / \\ ~ : )  , . 2 )  , 

O Fe %25 o,75 c @ o 0,50 ¢ in und O in und 

O AI in o; %50; 0,25 und 
%75 c O O in %25 und o.75 c 

• £.; in o,2~ und %75 c 

Abb. x2. Sgaurol£glz (nach N,~RAY-SzAB6). Projektion der Basisgruppe II ¢ ~ 5,63 -~- nach W. L. BRAGG. 
Es sind zwei Zellen nebeneinander gezeichneg um die Elementarzelle yon Cyanit~ welche in der Struktur 
enthaJten ist~ abzuleiten (gestrlehelte Linlen). (Schichten der Zusammensetzung AI2S[O s und Fe(OH)2 

wechseln II {xoo} rHorizontalrlcb-tung] mlteinander ab. 

f) Gemischt pseudokubische bzw. pseudohexagonale  
Einlagerungsstrukturen. 

T o p a s .  (K.Z. 6,6.) 
Wie auf S. 367 bemerkt wurde, geh6rt hierzu vor allem der Topas 

{Al2 (OH, F)~ [Si04] } . Seine Struktur stellt einen interessanten l~lber- 
gangstyp yon der hexagonal-dichtesten Packung (Olivin) zur kubisch- 
dichtesten Packung (Cyanit) dar (ALSTOI, r U. WEST, 78, L. PAULING, 79). 
Dies r/ihrt davon her, daB in das Cyanitgitter Schichten I] (ooi) einge- 
lagert sind, die der Zusammensetzung AlF  3 bzw. AI(OH)s entsprechen. 
Jedes A/+a-Ion ist von 4 0 +~-Ionen und 2 F,  OH-Ionen oktaedrisch um- 
geben; die 0-~-Ionen sind an je I Si+4-+ 2A/+3-Ionen, die OH-, F--  
Ionen nut an je 2A/+3-Ionen gebunden (vgl. S. 368) (Abb. 13). Mit die- 
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sem Schichtenbau steht  
die vollkommene Spalt- 
barkeit nach {ooi} im 
Einklang. 

Die Topasreihe steht  
im entsprechenden Ver- 
h~iltnis zum Cyanit, wie 
die Humitreihe zum 
Olivin, die erste endigt im 
Hydrargillit {AI(OH, F)3 } , 
die zweite im Brucit  
{Mg(OH)=} . 

t< c-~M,q >I 

OALin~O,,ma. 0 [0~r7/#'-+8'08~ 
Al/n 

Abb. x 3. To/}a* (nachAL$TON-WEST und PAULING). Projektion 
der Baslsgruppe II a = 4,64 J~. Zusammensetzung der Struktur 
aus TeilblScken I (ooz)mit [GiO4]-Tetraedern (A, B) und zwlschen- 
geschalteten [Ml(O~r,F)]~-Lamellen(C). Tetraederschwerpunkte 
(St') in 4- o, o8 a (Ieere Tetraeder) und o,5o :J: o,o8 a {schraffierte 

Tetraeder). 

t 

Abb. z4. Silllmani¢ (nach TAYLOR). Projektion der 
Basisgruppe [[ c =  5,74 A. Die [S[04]. und [AlOi]- 
Tetraeder  bilden Doppelketten [[ c (Briickensauer- 
stoffatome durch (~  bezeichnet, H6he o und o,5o c). 
Die -~ bedeuten je  zwei im Abstand c/2 ilberein- 
anderliegende Ai-Atome, die an die freien Tetraeder- 
ecken (HShe o~25 c und o,75 c) oktaedrlsch gebun- 

den sind. 

g) Tetragonale bzw. 
pseudotetragonale 

Strukturen. 

I. S i l l i m a n i t .  
AI~[AI~Si~O~ol.(K.Z.4,6.) 

Im Sillimanit (80) ist 
die Hi l f te  der A/-Atome 
tetraedrisch von 0 um- 
geben (Abstand Al--O 

= 1,7 ~). Die Struktur l~iBt sich 
aus diesem Grunde auch so be- 
schreiben, da l  Doppelketten yon 
[Si0 4]--[AIO 4]-Tetraedern parallel 
zur c-Achse den Kristall durchzie- 
hen,/ihnlich wie ill Pyroxen (s. u.), 
wobei die EAlO61-Oktaeder die 
seitliche Verbindung iibernehmen 
(vgl. Abb. 14). Damit steht auch 
die beobachtete faserige Ausbildung 
der Kristalle im Einklang. Sillima- 
nit stellt ein Beispiel dar fiir einen 
kettenf6rmigen Aufbau der Zusam- 
mensetzung [Si, O~o], in dem die 
H/ilfte der Si-Atome durch Al- 
Atome ersetzt ist, was der obigen 
Schreibweise entspricht. Man 
sollte ihn daher eigenthch zu den 
Ketten- bzw. Bandstruktur typen 
stellen (vgl. S. 383). 

Die Diagramme von Mullit (Al6Si~O~a) zeigen grol3e ~hnlichkei~: mit 
denen yon Sillimanit (Al2SiOs). Nach WYCKOFF (81) enthalten entspre- 
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chende Zellen beider Silikate bzw. AlgSi30t91]z und AlsSi40~o. TAYLOR (82) 
zeigte, dab die Struktur yon Mullit derjenigen von Sillimanit im Prinzip 
~hnlich ist, volle Klarheit konnte aber noch nicht erzielt werden. 

2. A n d a l u s i t .  Al4[Al4Si40,o]. (K.Z. 5,6.) 

Die Struktur von Andalusit (83) bildet eine interessante Zw/schenstel- 
lung zwischen dem Ball 
vonCyanit  undSillimanit 
insofern, als die HAIfte 
der A l-Atome von ffinf 
benachbarten O-Atomen 
im mittleren Abstand 

1, 9 ~ umgeben sind 
(vgl. Abb. 15). Der An- 
blick der Abbildung 
lehrt, dab die [Si04]- 
und [AlOs]-Gruppen zu 
einem rXumlichen Netz- 
werk der Zusammen- 
setzung Al,[Al, Si40~o ] 
verkniipft  sind, so dab 
eine komplexe Struktur 
entsteht. Diese Schreib- 
weise legt es nahe, auch 
an strukturelle Zusam- 
menh~tnge mit  den Glim- 

,x,/ 

Abb. *5. Andalusit (nach TAYLOR). Projektion der Struktur 
l] c = 5,55 A- Es slnd 5 ElementarkSrper gezelchnet, um die Ver- 
kn/ipfung der [Si04]-Tetraeder und [AIO~]- bzw. [AlOa]-Polyeder 

zu veranschaulichen. Bezeichnung von Al  wie in Abb. I4. 

mern (z. B. Pyrophyllit  AI,(OH)4[SisO~o]) zu denken, zumal in der 
Natur  solche Umwandlungen (Glimmerh~ute) auflerordentlich oft be- 
obachtet  werden. 

h) Te t ragonale  bzw. pseudotet ragonale  Einlagerungsstrukturen.  

V e s u v i a n .  

I m  engen Zusammenhang mit  der Granatstruktur  steht der Git terbau 
von Vesuvian {Ca~oAI4(Mg, Fe)~[Si90~4](OH)4}, worauf zuerst MA- 
CHATSCHKI hingewiesen hat  (84). Er  leitet aus einer gr6Beren Zahl von 
Analysen eine Summenformel ftir Vesuvian ab (X~ 9 Y~ 3Si~ s (0, OH, F)T, ) 
mit  X = Ca (im wesentlichen, daneben Na, K, eventuell Mn;  Y vor- 

ni ii 
wiegend Al, daneben Fe, Fe, Mg, Mn, Ti). In Verfolgung eines Ge- 
dankens yon TSCHERMAK wurde yon I~ACHATSCHKI diese Summenforme! 
mit  derjenigen der Granate (siehe oben) X 3 Y2Z 3 [0, OH~,  in Verbindung 
gebracht, durch die Zerlegung 

X, gY,3Si~8[O, OH, FI76 = 6 {X3Y2Sis[O, OH],,} + Ca(OH)~ + Mg(OH)~. 
Vesuvian Granat 
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Diese Schreibweise entspricht auch der auf S. 369 angegebenen Her -  
leitung der Vesuvianformel als basisches Glied der Granatreihe. 

Die Vermutung yon MACHATSCHKI, dab in der Atomanordnung won 
Vesuvian und Granat eine nahe Verwandtschaft besteht, wurde du tch  
neuere Untersuchungen von WARREN U. MODELL best/~tigt (85) (vgh 
Abb. 16). 

O ah t~ 

0 • 0 
Abb. I6. Vesu~ian (nach WARREN U..~,IODELL). Projektion der tetragonalen Baslsgruppe 11 c =  xI,83 J,. 
Der  rechte obere und ]inke untere Quadrant entsprlch¢ tier Oranatstruktur (nach Drehung um 45o)~ 
in den beiden anderen Quadranten liegen die [Si207]-Gruppen um die tetragonalen Achsen he rum.  

Q Alln o, i2 und 0,62¢ ~ MK, Fe in o und o,5oc 

@ Al in %38 und %88c ~ Ca in o,x3; 0,37; oj63; %87c 
0 (OH) in + oder - -o ,  x6c 

• (OH) in %5o + oder - -o ,  x6¢ 

Uber  jedem Si-Tetraederschwerpunkt liegt noch ein Ca-Atom im Abstand ~ t/2 ¢. 

Vesuvian stellt einen 0bergangstypus yon den isolierten [Si04]-Bau- 
gruppen zum Typ mit [Si2 07]-Gruppen dar, der im folgenden besprochen 
wird~. 

' Nach F. MACHATSCHKI (86) isf die yon WARREN U. •ODELL angegebene 
Sfruktur als ,,Idealstruktur" zu bezeichnen, welche in der Praxis aus Grfin- 
den der Valenzverfeilung usw. nur seIten verwirklicht wird, w~ia~rend in der 
Regel ein statistischer Ersatz yon 4 Ca durch 2 Ca + 2 (.~Ig, Fe) statffindet. 
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I V .  S i l i k a t e  m i t  b e g r e n z t e r  Z a h l  v e r b u n d e n e r  

[ S i O J - T e t r a e d e r .  

a) Typus [Si~07] -6. Thortveitit  (Sc, Y)~Si~O z. 
W. L. BRAGG rechnet zu diesem Typ mat selbstandigen [Si, 07]-Gruppen 

den Thortveitit ,  Danburit, Melilith und andere. Nach der speziellen 
Struktur und den chemischen Verh~tltnissen erscheint es zweckm~Biger, 
die letztgenannten Typen zu den Netz- bzw. Gitterfachwerkstrukturen 
zu rechnen, so dab hier einstweilen nut  der Thortveifi t  besprochen 
werden soll. 

Thortveitit, (Sc, Y),Si,  O z, besitzt nach den Untersuchungen yon 
W. ZACHARIASEN (87) ein monoklines Gitter mit den Dimensionen 
a = 6,56/k, b = 8,58A, c = 4,742k; f l=  Io3°o8 ' (Raumgruppe C~h). Je 
zwei [Si04]-Tetraeder bilden eine [Si~Oz]-Gruppe (vgl. Abb. I), jedes 
Sc +3 bzw. Y+3-Ion ist yon 6 0 -* umgeben. Die 0-~Ionen sind einesteils 
an 2 Si- gebunden, andernteils an I Si + 2 Sc-Atome. 

Hemimorphit (H~Zn, Si05), rhombisch-pyramidal ist wegen seines aus- 
gesprochen pyroelektrisch.en Verhaltens ein ausgezeichnetes Beispiel ffir 
eine polare Kristallstruktur. Nach T. ITO u. J. WEST (88) liegt die 
Raumgruppe C~ ~ zugrunde. Die Struktur enth~lt [Si, Or]-Gruppen, deren 
Spitzen stets nach derselbei~ Seite gerichtet sind. Die Zn-Atome sfiad 
ebenfalls tetraedrisch umgeben, ie 4 dieser Tetraeder bilden einen Ring, 
/~hnlich wie die [SiO,]-Tetraeder in Abb. i ,  dessen innere Ecken von 
(OH)-Ionen nahe an den Ecken eines Quadrats gebildet werden; die 
freien Ecken sind 0-~-Ionen. Jedes O-~-Ion, aul3er denen, welche die 
Briicken der [Si~ 0z]-Gruppen bilden, ist an 2 Zn+~-Ionen und I Si +*- 
Ion gefunden. In das Tetraedergertist sind noch 2 H~0-Molekiile ein- 
gelagert, so dab die Formel nach der Struktur Zn4(OH)2 [Si~ 073 . H~ 0 
zu schreiben ist. 

b) Typus [ShOg] -6. Benitoit. (BaTiSi~Og).  
B e n i t o i t .  (BaTiSi309.) 

Dieses Mineral ist yore kristallographischen Standpunkt aus yon be- 
sonderem Interesse, da es der einzige bisher bekannte Vertreter der 
ditrigonal-bipyramidalen Symmetrieklasse (D3t ,) ist. Diese Syrmnetrie 
wurde an LAuE-Diagrammen yon F. RI~I~E (89) nachgepriift. Von B. GOSS- 
IPER u. F. MISSSGNUG wurden die Dimensionen der Elementarzelle 

x 

a = 6,55 2k; c = 4,86 ~k; Raumgruppe D 3 k gefunden (90). J . J . P .  VALE- 
TON (91) zeigte sp~ter, dab diewahre Lange der c-Kante doppelt so groB ist, 
was von W. H. ZACrlARIASEN (92)_ bestAtigt wurde. Als Raumgruppe 

2 fand letzterer D3~. Die Projektion der Struktur parallel zur c-Achse ist 
in Abb. 17 dargestellt. Es befinden sich 2Ba in den Lagen 2e{2/3 */3 O, 
~/3 I/3 x/~}, 2T i  in den Lagen 2c{~/3 ~/3 O, ~/3 2/3 x/2}, die 6Si I und 
6 0i liegen in den horizontalen Spiegelebenen in 6k {uv y,},  die 12 0 n  in 
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allgemeiner Lage. Jedes Si ist von 20x + 2 01x in Form eines nahe re- 
g u l d e n  Tetraeders (Si--O I = 1,65 A; Si--Oii = 1,59A) umgeben, cUese 

Abb. x7. Benitoit  (nach ZACHAR~aSEN). Projektion der Basisgruppe II c = 9,7 x .~. Die [Si04].Tetraeder 
bilden Ringe um die Trigyren mlt der Zusammensetzung [Si309]. Si-Schwerpunkte der leeren T e t r a e d e r  
in l/,t c, der schraffierten Tetraeder in 3]4 c. Groi~e ]3oppelkreise stellen Ba-Atome in o und 1/2 c, 
kleinere Doppelkreise Ti-Atome in o und 112 ¢ dar. Die  (~) sind Sauerstoffatome an den frelen T e t r a -  

ederecken. 

Tetraeder bilden Ringe [Si309] um die Trigyren. Die Ti-Atome u n d  
Ba-Atome sind yon je 6 0-Atomen angenlihert oktaedrisch im Abstand 

Abb. x8. 2~eryll (nach BRAGG und WEST}. Projektion der Baslsgruppe 11 c ~ 9,x7 Jx. Die  [Si04]- 
Tetraeder  bilden Ringe um die Hexag3,ren mit der Zusammensetzung [SieOts]. Klelne Kreise s tel len 

Be-Atome~ groBe Kreise Al-Atome dar. 

Ti--O = 1,96 A bzw. Ba--O = 2,74 A umgeben. Die Oi sind an je 2 Si 
gebunden, die 0 i i  an je I S / + * +  I Ti+4+IBa+2-Ionen, so daf3 die 
PAOLINGschen Valenzregeln erffillt sind. 
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c) Typus [Si60~8] - ~  (Beryll (Be3Al=[Si60=sl). 
Nach W. L. BRAGG U. J. WEST (93) kommt dem Beryll die in Abb. 18 

in der Projektion II c gezeichnete Struktur zu. Die Ringe [Si60,s] 
(vgl. Abb. i) sind so verkoppelt, dab die Be-Ionen nahe tetraedrisch, 
die Al-Ionen nahe oktaedrisch von O-*-Ionen umgeben sind. Die Struk- 
tur kann auch als raumliches Netzwerk yon [SiO,~- und [BeO4~-Tetra- 
edern betrachtet werden, worauf sp/iter eingegangen wird. 

V .  S i l i k a t e  m i t  k e t t e n -  u n d  b a n d f t i r m i g  v e r k n f l p f t e n  
[ S i 0 4 ] - T e t r a e d e r n .  

Strukturen mit Si--O-Ketten liegen in den Pyroxenen und Amphi- 
bolen vor. Erstere lassen sich auf pseudotetragonale, Ietztere auf pseudo- 
hexagonale Gitter beziehen. Jede Gruppe ist wiederum in eine trikline, 
monokline und rhombische Reihe aufspaltbar. 

a) Pyroxen (Augit). 
I. Monokl ine  Reihe.  

Die Glieder dieser Reihen waren schon fr/iher Gegenstand r6ntgeno- 
graphischer Untersuchungen (WYCKOFF U. MERWlN, 94, W. WASHINGTON, 
95, GOSSNEg U. MOSSGXOG, 96). Die vollst/tndige Strukturbestimmung 
wurde zuerst beim Diopsid [CaMg(Si03)~ ] yon W. L. BRAGG U. B. WAR- 
REN (97) durchgeffihrt. Neuerdings haben B.E.WARREN U.J. BISCOE in 
einer ausfiihrlichen Untersuchung (98) dargelegt, dab die monoklinen 
Augite, deren charakteristische Glieder als Diopsid, Augit, Klino-En- 
statit, Akmit, Jadit und Spodumen gelten k6nnen, prinzipiell den glei- 
chen Strukturtypus, nttmlich die Diopsidstruktur aufweisen (vgl. Ta- 
belle 2). 

Nach MACHATSCHKI (99) kann die chemische Zusammensetzung der 
monoklinen Pyroxene durch die allgemeine Summenformel 

XY(Si ,  Al),(O, OH, F)6 
ausgedrfickt werden, worin X (Ca +a, Na + (K+)), Y (Mg +~, Fe +~, Fe +3, 
Al +3) darstellt (vgI. S. 372 Anm. I). Aus der r6ntgenographischen Ana- 
lyse der Strukturen der oben genannten Pyroxene folgt eher, dab zwei 
Komponenten mit etwas vefiindertem Strukturschema existieren. Im 
ersten Typ XYZ2 06 (Diopsid, Hedenbergit, Augit, Akmit, Jadeit) sind 
X und Y Kationen mit Achter- bzw. Sechserumgebung, im zweiten 
Typ YYZ2 06 treten nur Kationen mit Sechserkoordination auf (Klino- 
enstatit, Spodumen). Da nach den Analysen indessen auch eine groBe 
Zahl yon Zwischengliedern vorhanden sind, so ist es zweckm~Biger, alle 
Glieder in eine Summenformel zusammenzufassen 

X~Y~ _ ,~ [(Si, Al)2 (0, OH, F)6] 
X = Ca, Na, K, Mn Y = Mg, Fe, Al, Ti, Mn (Li in Spodumen) 

(n = 8) (n = 6) 
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u n d o  < m < I, mit Bevorzugung der ganzzahligen Werte. Das Si kann  
zum Teil durch Al in Viererkoordination ersetzt werden. 

a) Grundtypus XY[Si~ 061. (K.Z. 6,8.) Als Beispiel sei die Struktur  
yon Diopsid (CaMgSi~ 06) n~iher erl~tutert (vgl. Tabelle 2). Eine Pro-  
jektion der Struktur auf die (Olo)-Ebene stellt Abb. 19 dar. Die [SiO~l- 

.o Tetraeder bilden hauptva-  
lenzartig verkn/ipfte end- 
lose Ketten paraUel zur 
c-Achse mit der Periode 
c = 5,24A. Da die Elemen- 
tarzelle (ooI)-zentriert ist, 
geht jedes Tetraeder rnit 
dem Schwerpunkt in der 
H6he o in ein translatorisch 
identisches in der H6he 
4- t/, b fiber, welches in der 
Abb. 19 schraffiert gezeich- 
net ist. Der Abstand je 
zweier iibereinander ge- 
zeichneter Tetraeder be- 
tr~igt x/, b = 4,45 A. Die 
koordinative Verkniipfung 
der einzelnen Ketten ge- 
schieht durch Ca+'- und  
Mg+'-Ionen, die auf den 
zweiz~hligen Drehungs- 
achsen liegen. Jedes Ca +'- 
Ion ist yon acht benachbar- 
ten 0-Atomen im mittleren 
Abstand Ca--O = 2,40 Abb. x 9. Dia~sld {hath BRAGG und WARll~N). Proj. der 

Struktur II3-Achse=S,agL.  EinElementarkarper istdurch umgeben, jedes Mg+'-Ion 
,41AaAaA 4 begrenzt. H~Shen der Atome in Hundertteilen y o n  

~. Die [Si04l-Tetraeder sind zu Ketten tt¢ verbunden, leere v o n  60-Atomen  im mit t -  
und schraffierte Tetraeder Iiegen im Abstand &]2 unterein- l e r e n  A b s t a n d  Mg--O 

ander. 2t/'g- und Ca-Atome auf Digyren 11 ~- = ~ , I O  ~ .  

Die physikalischen Verh~iltnisse stehen mit dieser Struktur in aus- 
gezeichnetem Einklang. Da die Bindung Si - -O--S i  wegen ibxer mehr  
unpolaren Natur (vgl. S. 362) viel fester ist als die Bindung der niedriger 
geladenen Metallionen Ca +" bzw. Mg +~, so wird eine Trennung parallel 
zu den Ketten viel eher vor sich gehen als ein Zerreigen der Ketten.  
Tats~ichlich weisen die Augite eine vollkommene Spaltbarkeit II {IIO} auf  
und man iiberzeugt sich leicht an Hand der Projektion parallel zur 
c-Achse (Abb. 2o), dab der bekannte SpaltMnkel (93 °) entsteht, wenn 
die Trennung zwischen den Ketten etwa in der Richtung H~H, H3H , 
vert~iuft. 
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fl) Grundtypus YY[Si~ 06]. (K.Z. 6,6.) Die Struktur von Spodumen 
und Klinoenstatit ist im Prinzip ithnlich, die c-Aehse yon Spodumen ist 
gleich derjenigen im Diopsid, so dab die LRnge der Kette und die z-Ko- 
ordinaten der Atome praktisch unge~ndert bleiben. Der Ersatz yon 
Ca+~+ Mg + dutch das kleinere Li+~+ Al +3 macht sich einerseits in 

OMgino ~)~'~z~o ® ,fyaae/r/ezentmn 
J m11~und3/¢c 

Abb. ~o. D~o~sid. Proj.  der Struktur [[ c ~ 5,24- A. Die  Ketten sind hier  in der  Kettenrlchtung gesehen. 
0benl iegende Tetraeder sind schraffiert (Si-Schwerpunkte in o und o~5o ¢). Zwei Elementark~rper 

At.42B2B 1 bzw. AtA[2'B2B 1 gezeichnet. 

einer Verkfirzung der Gitterdimensionen parallel a und b, andererseits 
in einer gewissen Verdrehung der Ketten bemerkbar, wodurch beide 
Metallionen zwar angen~hert dieselbe Lage wie Ca und Mg, aber die 
Koordinationszahl 6 gegentiber Sauerstoff erhalten. Abstand Li--O = 
2,26A~; Al--O = 2,o7A~ (ira Mittel). Im Klinoenstatit wird das Ca +~ 
dutch Mg +~ in oktaedrischer Umgebung ersetzt (98). 

2. R e i h e  der  r hombi sche i1  P y r o x e n e .  

Die rhombischen Pyroxene (z. B. Bronzit, Hypersthen), die Misch- 
kristalle von Enstatit  (MgSi03) mit Fayalit  (FeSi03) darstellen, be- 

Ergebnlsse der exakten Naturwlssenschaften. XI .  25 
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sitzen nach B. E. WARREN" U. D. J. IV~ODELL (100) ebenfalls Strukturen, 
die aus parallel gelagerten [ 5 i 0 4 ] - K e t t e n  aufgebaut sind. Die L~inge der  
c-Achse und b-Achse ist ganz ~ihnlich wie im Diopsid, wogegen die a-Achse 
verdoppelt ist (vgl. B. GOSSNER U. F. MUSSGNUG, 101). Die Projektion 
parallel zur c-Achse ist beidemale die gleiche (vgl. Abb. 20 und 21). 
Die Raumgruppe C ~  yon Diopsid ist eine Untergruppe derjenigen yon  
Enstatit  (V~5). 

Man erh~lt die Enstatitstruktur aus der Diopsidstruktur durch Gleit- 
spiegelung des ElementarkSrpers A , A ~ A 3 A  4 an einer (IOo)-Ebene (dutch 
A , A  4 bzw. A , A 3 )  mit der Komponente b/2 (Abb. 19). Aus dem E .K.  
E , E ~ E ' , E "  der Abb. 2o entsteht entsprechend durch Gleitspiegelung 
z. B. an der Ebene durch E,B~  der E.K. des Enstatits B,B'~E'~E~ 
(Abb. 21). 

r£  

°. 
~.0 ,,o~ ,," .8o o5. / "  '¢,0 gS, " ' 

t I / \ / t ", 
ii /I Yff 

85 dO 5'. dO ~5 " 

Abb. 2x. Ens ta t i t  (nach WARREN und Modell). Projektion der Basisgruppe II c -- 5,2o A. Elementar-  
zelle g x B~ E~ E z. Bezeichnung wie in 'Abb. 2o. 

(× = Symmetriezentren, % = dlgonale Schraubenachsen.) 

Die beobachtete gestreckte Form der Enstatitkristalle parallel zur c-Achse 
und die Spaltbarkeit bzw. Teilbarkeit nach {2io}, {ioo} und {OLO}, das sind 
alles Fl~chen der Zone der c-Achse, lassen sich mit der Kettenstruktur tier 
[Si04]-Tetraeder in Einklang bringen. Von den zwei Mg-Atomelz im En- 
statit entspricht Mgx direkt dem M g  im Diopsid, wAhrend Mg~ nahezu die 
Lage einnimmt, die vorher Ca besaB. Dabei ist eine kleine Verzerrung ein- 
getreten, indem das Mg~2-Ion oktaedrisch voa sechs O+2-Ionen umgeben 
wird an Stelle der acht, welche das Ca +~ im Diopsid umgaben. Der mittlere 
Abstand S i l O  betr~gt 1,58 A; M g , - - O  = 2,I 4 ]k; M g ~ - - O  = 2,23/tx. 

Zu den rhombischen Pyroxenen haben hinsichtlich ihrer chemischen Zu- 
sammensetzung, langs/~ulenf6rmigen Gestalt und ziemlich vollkommenen 
Spaltbarkeit nach dem Prisma {IIO} mit dem Spaltwinkel yon etwa 810 die 
Mineralien der Prismatingruppe eine gewisse Beziehung (vgl. 1, S. 431). Dem 
Prismatin wird die Formel 21/IgA12Si06 zugeschrieben, wobei ein erheblicher 
Tell des l~tg +2 durch Fe +2 ersetzt ist und auch ein Gehalt an Alkali (o,79% 
K20,  2,04% Na20) auftritt. 

Ersetzen wir im Enstatitgitter die I-I~ilfte der Si+-Atome in den [Si2 06]- 
Ketten dutch .41 +3, so wird die l~berschuBladung der Anionen kompensiert 
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durch feilweisen Ersatz der Mg+2-Ionen in Sechserkoordination durch .4 l+S_ 
Ionen, entsprechend der Schreibweise 

Enstatit: (Mg, Fe) (Mg, Fe) [Si206] 
Prismatin: (Mg, Fe) Al [Si A106] . 

Die Alkalien k6nnten in den Stellen liegen, die das Ca im Diopsid ein- 
nimmt (vgl. 102). 

3. R e i h e  der  t r i k l i n e n  P y r o x e n e .  

Wollastonit (CaSiO 3) und Pektolith (HNa Ca, Sis 09), die in der Regel 
zur Gruppe der monoklinen Pyroxene gerechnet werden, lassen natch der 
R6ntgenuntersuchung keine nahen Beziehungen zu dieser Gruppe er- 
kennen (102, 98). Die GrSi3enverh~Itnisse der Elementarzellen weichen 
stark yon denen der Pyroxene ab, wie die Tabelle 2 zeigt, ferner ergibt 
sich aus Schwenkdiagrammen um die b-Achse eindeutig, dab die wahre 
Symmetrie yon Wollastonit und Pektolith triklin ist, wenn auch eine 
ausgesprochene monokline Pseudosymmetrie auftritt .  Die neuen Achsen 
yon Pektolith lassen interessante kristallographische Beziehung zum 
ebenfalls triklinen Schizolith [HNa(Ca, Mn)2Si309] erkermen. 

Die Struktur der eigentlichen triklinen Pyroxene, zu denerl gew6hn- 
lich Rhodonit (MnSi03), Bustamit (Mn, Ca)SiO 3 FoMerit  (Mn, Fe, Ca, 
Zn)SiO 3 und andere gerechnet werden, ist noch nicht bekannt (vgl. 108). 

b) Amphibol (Hornblende). 
Reihe der monoklinen Amphibole. 

I. B e z i e h u n g e n  z u m  P y r o x e n .  

Die S tmktur  der monoktinen Amphibole steht in engen Beziehungen 
zur Struktur der monoklinen Pyroxene, was in den kristallographischen, 
optischen und physikalischen Eigenschaften zum Ausdruck kommt (8). 
Als Grundtypus ffir die monoklinen Amphibole kann der Tremolit gelten, 
der dutch eine gute Spaltbarkeit parallel (IIO) mit dem Spaltwinkel yon 
124o ausgezeichnet und in seiner chemischen Zusammensetzung relativ 
einfach ist (siehe unten). Vergleicht man die Dimensionen der Elementar- 
zelle von Tremolit und Diopsid (siehe Tabelle 2 u. 3), so erkennt man, dab 
a, c und <~/3 nahe gleich shad, w~hrend die Kante b bei Tremolit gerade 
doppelt so groB ist als die entsprechende Kante bet Diopsid~ (104). Der 
Elementark6rper des letzteren, bezogen auf die gew6hnlichen kristallo- 
graphischen Achsen ist (ooI)-zentfiert (Raumgmppe C~h), wogegen die 

C2h). Nach den Ergeb- Tremolitzelle innenzentriert ist (Raumgruppe s 
nissen der Strukturuntersuchung von WARREN ist die Diopsidstruktur als 
Teilstruktur in der Basisgmppe des Tremolit enthalten, wie die Abb. 20 
u. 22 zeigen, die Projektionen in Richtung der c-Achsen darstellen. 

Der durch die Ecken A~A2B2B~ begrenzte Elemelxfark6rper des Diopsids 
ist fast ur~verAndert in de rmi t  gleichen Buchstaben bezeichneten halbert 

Auf die geometrischen Beziehungen zwischen Hornblende und Augit 
hat bereits G. ROSE aufmerksam gemaeht (vgh 1, S. Io42 u. Ii86). 

25* 
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Elementarzelle yon Tremolit vorhanden. Die andere HAlfte der Tremolit- 
basisgruppe kann durch eine Spiegelung des Komplexes AxA2B~B~ an einer 
dutch BxB2 oder A~A~ gelegten (olo)-Ebene erhalten werden. Der ,,Zwil- 
lingskomplex" hat dann gerade eine doppelt so lange b-Achse als die einfache 
Diopsidbasisgruppe, sie entspricht der Syrnme~ie der Raumgruppe C~ h, wie 
in der Abb. 22 angedeutet ist. Dabei ist noch die Entfernung der bei B~ 
C'~, B~ befindlichen Ca-Atome not.~ecendig. 

Man kann sich die Tremolitzelle aus der Diopsidstrnk~cur auch dadurch 
hergeleitet denkelx, dab in der Abb. 2o der obere Teil (A ,A ~ B~ B~) der Diopsid- 
zelle gegenfiber dem festgehaltenen unteren Tell (A'xA'~B,B~) l~ngs einer 
Ebene (0i~) (B~B~ oder A~A~ bzw. A~A~ in der Abb. 2o) um den Bet-rag 

-~ ~ + ~ G~n~e~ ve~hobe~ j als wird. Die in der N~he der,,Translations- 
/ 

ebene" (T.E.) liegenden je zwei Ca-Afome zusammen mit zwei dutch den Zu- 
sammenbau der [Si03]-Ketten entbehrlichen O-Atomen werden beseitigt und 
daffir eine Mg(OH),- bzw. Fe(OH)2-Gruppe an den Stellen C', A~ usw. ins Gitter 
eingebaut. Mit dieser Vorstellung, die ursprfinglich yon WARREN (105) 
stammt, k6nnte die mikroskopisch hAufig beobachtete randliche Umwand- 
lung der Pyroxene in fasefige Hornblende (Uralitisierung, Strahlsteinbildung) 
unter dem Einflu0 wAsseriger L6sungen oder D~mpfe bei nicht zu hohen 
Temperaturen und umgekehrt der Zerfall yon Hornblende in ein Gemenge 
yon Augit und Erz (randliche I<orrosion) beim Eni-weichen der flfichtigen 
Komponente zusammenh~ngen (3,5). Ffir eine orientierteUmwandlung spricht 
auch die vorkommende Parallelverwachsung yon Augit mit Hornblende 
(c ][ c', (OLO)]1 (OLO)'), welche auf einer nahen ~bereinstimmung der Giffcer be- 
ruht und durch den beschriebenen Umwandlungsmechanismus am einfach- 
sten erklArt wird (vgl. P. NmGLI, 5). 

Der iJbergang yon Diopsid bzw. Pyroxen in Tremolit bzw. Amphibol 
stellt feinbaulich eine Art Kondensation dar, indem sich die vorher ge- 
trennten [Si, 06]-Ketten durch Verknfipfung ihrer freien Tetraederecken 
Unter Si--O--Si-Bindung zu Doppelketten (B~tndern) zusammen-  
fiigen. Je zwei Ketten eines Bandes stehen spiegelbildlich zueinander, 
die bindenden 0-Atome liegen in den Spiegelebenen (vgl. Abb. 22) 

in den Abst~inden ! c fibereinander. Die chemische Zusammensetzung 
2 

eines solchen ,,Bandes" entspricht pro Einheitsl~nge der Formel [Si, 0~ ]-6. 
Diese bandf6rmigen ,,Anionen" [Si40~,]-6 werden seitlich, ~hnlich wie 
im Augit, durch Mg +~- und Ca+*-Ionen an den freien Tetraederecken 
(0-*-Ionen) koordinativ verknfipff, so dab jedes Mg+*-Ion yon 6 0 -~- 
Ionen (an den einander zugekehrten Spitzen der Tetraeder)., jedes Ca +~- 
Ion dagegen von 8 0-~-Ionen (in den Basisfl~tchen der Tetraeder) um- 
geben ist. Diese Verkniipfung ist in der Abb. 22 und den folgenden 
durch Bindestriche angegeben. 

Den beschriebenen Vorgang der Kondensation kann man dutch die 
Schreibweise 

4 {C~MgSi~O~} = {C~M~Si~O~} 
Diopsid 

-- 2 CaO + Mg(OH)~_ Ca, Mg~ [Sis 0~] (OH)~ 
Tremolit 

zum Ausdruck bringen. 
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Die O-2-Ionen der verschiedenen Sorter~ im Tremol i tg i~er  sind in eL-was 
verschieder~er Weise an die Si  +4-, Ca +s- ur~d Mg+2-Ionen gebunden, wobei 
die PAULINGschen tZegeln nut  angen~hert erffillt silxd. Dies ist so zu ver- 
stehen, dab eine Anzahl yon 0-~-Ionen noch dutch (OH)-  oder F -  ersetz t  
werdelx kann, um den Ladungsausgleich im einzelner~ zu bewirken. Sehr 
sch6r~ geht aber aus der Abb. 22 hervor, dab es O-Atome gibt, die im Git ter  
Ilur an je drei Mg+*-Ionen gebunden sind, so dab WARREN mit  l~echt an- 
n immt,  dab sie an dieser Stelle dutch Hydroxyl -  oder F-Ionen ersetz t  sind, 
was der obigen Formel entspricht. 

Vops/d] 

® ~mme/Hezeat#en 0 MsinO O C ~ °  ~ (aH)in-+4m x) in Y~,und~c 
#Msin450c ~C, zinO, dOc (~(OH)/a ~IZ--+0,70 

Abb. 22. Tremolit (nach WARRlZI~}. Projektion der Basisgruppe l[ c = 5)26 ~ .  
Elementarzelie A x A 2 A~ Ar x. Beze~chnung wie in Abb. 20. 

(llllIllll! Splegelebenen, × X × X  Gleitspiegelebenen.) 

Mit dieser S t r u k t u r  s teh t  die meis t  faserige Ausb i ldung  der  A m p h i -  
bole, sowie die para l le l  zur c-Achse, das  i s t  die R ich tung  der  h a u p t -  
valenzmliBig ve rke t t e t en  B~nder  nach  dem P r i s m a  {IIO} ver laufende  
S p a l t b a r k e i t  in bes tem Einklang .  .'~hnlich wie im Diopsid geh t  die 
S p a l t u n g  danach  so vor  sich, dab  keine  K e t t e n b i n d u n g e n  zerr issen 
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werden, sondern nur die koordinativen Bindungen der Ketten an die 
Metallionen in Sechser- und Achterumgebung. In der Abb. 22 ist an-  
gedeutet, wie eine Spaltbarkeit treppenf6rmig in der Richtung durch die 
Punkte CxD~E2B, E3D3C 3 usw. verlaufen kann, wobei nur die Ca--  
0-Bindungen durchschnitten werden. Die mittlere Richtung der stufen- 
f6rmigen Spaltfl~che entspricht genau der Spaltform [[ {II0}, z. B. durch  
C, C 3 bzw. C~ C~ in der Abb. 22. 

Die weiteren Untersuchungen haben ergeben, dab die fibrigen be-  
kannten Glieder der monoklinen Amphibolreihe, insbesondere Aktinolith, 
basaltische Hornblende, Kupferit, Grfinerit prinzipiell die gleiche Struk- 
tur  wie Tremolit aufweisen (106, 107). 

Bereits PENFIELD (108) hat mit Hilfe seiner genauen Analysen der  
Aktinolithreihe gezeigt, dab den Hornblenden nicht die einfache Meta- 
silikatformel, wie den Augiten, zukommt I, sondern dab sie komplexe 
hydroxylhaltige Verbindungen darstellen. Als erster hat neben P. NIGGLI 
(5) W. KUNITZ (109) auf Grund sehr exakter und umfassender analy- 
tischer sowie kristallographisch-optischer Untersuchungen Formeln ffir 
die Amphibole aufgestellt, die vollkommen mit den sp~ter aus tier 
Struktur abgeleiteten Komponenten (z. B. H, MgzSi802 , und anderen) 
fibereinstimmen~. 

Spliter hat WARREN (105) an Hand seiner Strukturbestimmung ge- 
zeigt, dab die haufig angenommene Formel (CaMg z [SiOz],), welche auch 
yon ~VIACHATSCHKI 1929 seiner allgemeinen Summenformel zugrunde 
gelegt wurde (XYz(Si,  Al)4(O, OH, F):~ ; (X = Ca+L Na +, K +, Mn+2), 
(Y  = Mg+L Fe+L Al +3, Mn+3), nicht mit der gefundenen Struktur in 
13bereinstimmung zu bringen ist. Die richtige Formel ergibt sich viel- 
mehr daraus (z. B. fiir Tremolit) zu Ca~Mgs[SisO~](OH)~, was auch 
voI1kommen mit den neueren Aaalysen tibereinstimmt~. 

a) Tonerde- und alkalifreie bzw. -arme Amphibole. In Analogie zu 
der Summenformel der Pyroxene (S. 383), welche von W A R I ~  aufge- 
stellt wurde, k6nnte man eine Summenformel ftir die alkali- und tonerde- 
freien bzw. -armen Amphibole schreiben~: 

X, , ,  Y7 . . . .  [( Si, Al)8 (0, OH, F),,] (OH, F)2 . 
Darin ist im wesentlichen X = Ca +~ ein Ion in Achterkoordination, 
Y = Mg +', Fe +', Al  +3, Fe +3, Mn +~ usw. ein Ion in Sechserkoordination. 
Dutch d ie  Schreibweise soll zum Ausdruck gebracht werden, dab ein 
Tell des Si +* durch Al +3 ersetzt werden kann (siehe unten). Dabei 
ist m a u f  die Werte 0 % m % I beschr~nkt, well wegen der Sym- 
mettle der Raumgruppe C~, nur je zwei X- oder Y-Ionen gleichzeitig 

x F. 1V~ACHATSCHKI hat neuerdings auf Grund der Untersuchungen yon 
WARREZ¢ die allgemeine Summenformei der Amphibole verdoppelt und 
schreibt : X,_ 3 Ys(Si, Al)a(O, OH, F)24 (99). 

2 B.E. WARREN (110) schreibt die Formel in diesem Fall (Mg, Fe, Ca.. ")r 
(Si, AI)sO2~(OH, ~:)~. 
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ersetzt werden, und im Gitter nicht mehr als zwei Ionen pro Elementar-  
zeUe in Achterkoordination eintreten k6nnen. Der Parameter  m strebt  
nach dem Analysenbefund anscheinend ganzzahlige Werte an, ~ihnlich 
wie in der Reihe der Pyroxene, die Endglieder sind aber nicht in reinem 
Zustande beobachtet. 

I. m = o. Formel: Yz[SisO~2](OH, F)2 mit Y = Mg +2, Fe +2 vor- 
wiegend. Cummingtonitkristalle der Griineritreihe 2. 

Endglieder: Mg 7 ISis 0~] (OH, F)~ ,,Anthophyllit", Kupferit 
Fe 7 [Sis 0~] (OH, F)~ wesenflich Griinerit. 

Nach W. KUNITZ ~ ~indern sich in dieser kontinuierlichen Mischungs- 
reihe die Werte yon Dichte, Breehungsindizes (n,, n~, nr) vollkommen 
stetig und eindeutig im Sinne einer Erh6hung mit  wachsendem Fe- 
Gehalt. 

I I .  m = I.  Formel: X, Ys[SisO,,](OH, F), ,  mit  Y = Mg +', Fe+~; 
X = vorwiegend Ca +s, in der Reihe Tremol i t - - (Grammat i t ) - -Akt ino l i th  
--eisenreicher Aktinolith. 

Endglieder: Ca, Mg s [Sis 0~] (OH, F)~ wesentlich im Tremolit 
Ca, Fe s [Sis O~,] ( O H, F)~ nicht imreinenZustandbekannt .  

Das diesen Formeln zugrunde liegende Verh~iltnis CaO : MgO = 2 : 5 ent- 
spricht sehr gut den analytischen Ergebnissen. Auch hier scheint eine 
kontinuierliche Mischungsreihe zu existieren, wenigstens weisen die ver- 
gleichenden, optisch-chemischen Untersuchungen yon W. KCNITZ stark 
darauf hin. 

Die Frage einer isomorphen Mischbarkeit der beiden Typen I (,,Antho- 
phyllit") und I I  (Strahlstein) ist in der Literatur mehrfach behandelt worden 
(Wn~CHELL, 111, KUI~IITZ, 109). Letzterer kommt nach der Art der Verwachsung 
zum Schlul3, dal3 eine betr~ichtliche Mischungslfieke existieren mul3. Dies 
stimmt auch gut zu dem Strukturmodell, insofern als der Ersatz yon Mg +~ 
in Sechserkoordination dutch das vim gr613ere Ca+~ in AchterkoordinatiorL 
erhebliche Verzerrungen im Gitter bewirkt, die einer isomorphelX Vertretung 
in gr613erem Umfange entgegenstehen. 

fl) Tonerde- bzw. Fe, O3-reiche alkalifreie bzw. -arme Amphibole. 
Wenn dreiwertige Ionen, wie A l +3, Fe +3 in das Amphibolgitter eintreten, 
so k6nnen sie entweder in Sechserkoordination die Stellen yon Y(Mg +~, 
Fe +~) besetzen oder in Viererkoordination an Stelle von Si-Ionen in die 
bandf6rlnigen Anionen [Si 4 0 . ~  -6 eintreten, was dutch die Schreibweise 
[(Si, Al)4 0~ ~] zum Ausdruck gebracht  werden soil. 

I m  ersten Falle sind bei Vorhandensein yon Ca+2-Ionen die PAULING- 
schen Regeln bei der Substitution nur dann erffillt, wenn maximal  2 
A/+3-Ionen an Stelle yon 3 Mg +~-Ionen eintreten, also eine der Lagen 

W. KUI~TZ (109) weist bier auf die weitgehelzde l~bereinstimmung in der 
chemischen Zusammensetzung mit der Alxtophyllitreihe bin. 
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Mg~, Mg2, Mg 3 (Abb. 22) unbesetzt  bleibt~. Es k6nnen dann auch K o m -  
ponenten der Formel Ca, Al2 Mg2 ISis 022 ] (OH, F)2 oder allgemeiner y o r e  
T y p :  

X~,~Y 7 . . . . .  3eU2q[SisO~](OH, F)2 0 < 2m + 3q < 7 
auftreten,  wo X ein zweiwertiges Kat ion  in Achterumgebung,  Y ein 
solches in Sechserumgebung und U ein dreiwertiges Kat ion  in Sechser-  
umgebung ist. Als m6giiche Komponen ten  ergeben sich hieraus die  
Glieder : 

Ia)  m = o, q = 0 T y p :  YT[SisO,,](OH, F)~ ; 
Ib) m = o, q = I :, : U~Y,[SisO~](OH, F)~ ; 
Ic)  m = o , q = 2  ,, : U4Y~[SisO~](OH, F), , 

z. B. (AZ, ~)yg[S¢802~](OH, F)2; 
IIa)  m = I , q  = 0 Typ :  X2Ys[SisO,2](OH, F)2; 
IIb)  m =  I , q  = I ,, : (_?,X,Y~[SisO~](OH, F)~, 

z. B. Ca2AI,Mg,[SiaO,,](OH, F) , .  
Die Glieder vom T yp  Ia  entsprechen wieder den Mischkristallen tier 
Griinerit-Cummingtonitreihe, die Glieder vom Typ  I I a  den Kristallen de r  
Tremolit-Aktinolithreihe. Die iibrigen Komponenten  sind vorl~tufig h y p o -  
thetische St ruktur typen.  Da  sie aus den Analysen bisher noch nicht  ab -  
geleitet wurden, scheinen sie keine so grol3e Stabilit/it zu haben wie die  
iibrigen Glieder oder die alkalireichen Komponenten  (siehe unten). 

W e n n  neben dem Eintr i t t  von A/+3-Ionen an Stelle von Mg +" gleich- 
zeitig auch ein Ersatz  der Ca+~-Ionen durch Alkaliionen (meist N a  +) 
stattf indet,  was anscheinend besonders h/iufig vorkommt ,  so gilt die oben  
gemachte  Einschr/inkung nicht mehr  und  es k6nnen je 2 Al +s- an Stelle 
yon 2 Mg +2, Fe+*-Ionen treten, so dab Mg~ 2 in A~3Mg +2 bzw. A~3Fe~ ~ 
iibergeht. Wit  erhalten auf diese Weise tonerde- und eisenreiche H o r n -  
blenden, und zwar st ellt Na, Mg 3 A l, [Sis 02 ~ ] (OH) 2 die K omponente Glau-  

n ni  
kophan,  Na2 Fe 3 Fe~ [Sis 02 ~ ] (OH) 2 das Riebeckitmolekiil  dar. Allgemeiner 
lassen sich die Glieder dieser Reihe in der F o r m  

Z~Y,  _ ~e_~U~ISi~O~](OH , Y)2 0 < 3 q + P < 7 
(Z = N a  + usw.; Y =  Mg+,Fe+~; U=AI+3,Fe +3) 

schreiben. Die Grenzf~tlle mit  p = o, q = o, I ,  2 ergeben wieder die T y p e n  
Ia, Ib, Ic  der alkali- und tonerdefreien Amphibole,  w~thrend durch die  
Parameter  p = I, q = o, I ,  2 folgende Komponenten  entstehen:  

HIa) p = I , q = o  T y p :  Z, Y6[SisO2~](OH)~, 
z. B. Naz(l"VIg, Fe)6[ SisO,,]( O S ) ,  ; 

IIIb) p = i , q  = I T y p :  Z~U, Ya[SisO,2](OH),, 
z. B. Na2(AI, Fe),(Mg, Fe)3[SisO~2](OH)2; 

Tllc) p =  I , q = 2  T y p :  Z~U4[SisO~,](OH)2, 
z. B. Na2(AI, Fe)4[SisO22](OH)2. 

* ~hnllch wie im Muskowit- und Bioti t typ nach L. PAULING. 
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Die Mischkristalle vom Typ  I I I b  entsprechen der wohlbekannten 
ii iii 

Reihe Glaukophan (A l, Mg)--Crossi t --Riebeckit  (Fe, Fe). Die Mi- 
schungsverh~ltnisse Iiegen hier nach dem Analysenbefund welt kom- 
plizierter als in den bisher betrachteten Reihen, entsprechend dem Urn- 
stand, dab sowohl die Substitutionen Mg + ~--~ Fe + ~ als A l + 3-~ Fe+ 3 neben-  
einander stattfinden k6nnen. Das System ist kein bin~res, sondern ein 

iii 
quatern~res mit  den Komponenten: Na,  Al~ Mg 3 [Sis O~ 2 ~ (OH)~, 2Va~ Fe, 

ii iii Ii 
Mg3[SisO~J(OH)~ , Na~AI~Fe3~SisO~J(OH)~ nnd Na~Fe~Fe3[SisO~ ~ 
(OH)~. Es ist daher auch nicht verwunderlich, wenn bei der bisher 
fiblichen zweidimensionalen Darstellung die optischen VerhMtnisse einen 
komplizierten Verlauf haben (vgl. W. K~NITZ, 109). 

Die Molekfile der Reihe I I I a  gemischt mit  dem Typ  I I I  b scheinen 
in der tonerdearmen Alkaliamphibole der Reihe Imer ini t - -Arfvedsoni t  
vorhanden zu sein, in der sich Mg +~ und Fe +~ isomorph vertreten.  

Die l¢~lle mit  p > I, z .B .  Z ,  Y5 [Sis O~ ~ ~ (OH)~ sind nicht realisierbar, 
weil im Gitter nur Platz ffir h6chstens 2 + I Alkaliionen ist (siehe unten).  

y) Reihe der tonerdereichen Alkaliamphibole. Diese Amphibole 
sind haupts~tchlich in den Eruptivgesteinen verbreitet (gemeine Horn-  
blende, basalt. Hornblende usw.); w~hrend die vorher besprochenen 
Typen charakteristisch ffir metamorphe Gesteine (kristalline Schiefer) 
sind. Die beiden genetisch verschiedenen Reihen unterscheiden sich auch 
morphologisch und optisch etwas voneinander (109), was durch ihre etwas 
abweichende Struktur bedingt ist. 

Wi t  bat ten bereits oben bemerkt,  dab die dreiwertigen (Al +s- oder 
Fe+3-)Ionen aui3er an Stelle von Y = Mg +~, Fe +~ usw. in Sechserkoordi- 
nation such in die [Si, Ox:~-Doppelketten selbst an Stelle von Si+¢-Ionen 
isomorph in Viererkoordination eingebaut werden k6nnen. Ein  weit- 
gehender Eingriff in die Hauptvalenzket ten ist im wesentlichen an h6here 
Bildungstemperaturen gebunden, wie ja fiberhaupt der isomorphe Er-  
satz von Al  +3 bzw. Fe +3 an Stelle von Si  +* yon der Tempera tur  ab- 
h~ngig ist (14, 109)~. Bei gew6hnlicher Temperatur  treten daher schon 
teilweise Entmischungserscheinungen in den tonerdereichen Amphibolen 
auf (vgl. 109). Aus diesem Grunde kann auch nicht yon vornherein ge- 
sagt werden, wieviele Si-Atome in der Kette bzw. Band maximal  dutch 
A l  +3- oder Fe+3-Ionen ersetzt werden k6nnen, aus den Analysen scheint 
sich als obere Grenze das Verh~ltnis Al  : Si  -= I : 3 (Al~ 03 : SiO, = I : 6) 

z Die Substitution ist anscheinend bei um so niedrigerer Temperatur 
noch in6glich, je welter die Assoziafiou der [Si04]-Tetraeder zu IZetten, 
]3~iudern, Netzen, Gittern fortgeschritteI~ ist. Umgekehrt treten bei gleicher 
Temperatur in Ketten- und BandstrukL~aren c. p. schon Ent-mischungser- 
scheinungen auf, die bei den Glimmer- und l~eldspatmineralien (Netze und 
Gitter) noch nicht beobachtet werden. 
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zu ergeben, entsprechend der Zusammensetzung des sogenannten Syn- 
tagmatitmolekfils (5). 

Dies wird verstAndlich, wenn wir berficksichtigen, dal3 sich bei Ersatz 
eines einzelnen Si+4-Ions in dem Band durch ein Al+S-Ion die Ladung der 
Anionenb~nder um eins erh6ht. Wegen der BeschrAnkung der verfiigbaren 
GitterplAtze, welche mit Kationea auBerhalb der BAnder in koordinativer 
]3indung an O.-Ionen besetzt werden k6nnen, wfirden die sehr stark aufge- 
ladenen AnionenbAnder [Si3Als022] -x*, [Si¢Al4022]-~4 usw. nur dann elek- 
trisch neutralisiert werden, wenn an Stelle der zweiwertigen Kationen 
(Mg+2, Fe+2 Mn+2 usw.) h6her geladene positive Ionen (A/+ 3, Fe+3, Ti+, 
und andere) eingeftihrt werden. Solche Kationen bevorzugen wegen ihres 
zusammengeschrumpften Radius aber wieder Lagen mit kleinerer Koordi- 
nationszahl gegenfiber Sauerstoff, so da13 ein nennenswerter Betrag an so 
hoch geladenen Kationen kaum in das Gitter eintreten wird. 

Es ist aber denkbar, dab gleichzeitig ein Tell der 0-2-Ionen in den 
Doppelketten durch einwertige OH'- bzw. F ' - Ionen ersetzt wird, welche 
die Ladung der Anionenb~nder entsprechend herabsetzen~. 

IV[it dem Eintritt  der niedrigerwertigen Ionen in die B/inder sind 
die O-Ionen, welche jetzt Brficken Si--O--Al  usw. bilden, nicht voll- 
kommen mehr abgesAttigt und k6nnen noch weitere Ionen koordinativ 
binden. Wie bereits WARREN vermerkt hat, kann ein Einbau z. B. yon  
Alkaliionen aul3er an den Stellen, die vom Ca +~ besetzt sind, auch in den 
Lagen erfolgen, wo die Doppelketten einander die Basis zukehren und  
relativ grol3e Hohlr~ume bilden (z. B. bei B~ B2 C, C', Abb. 22). Die 
Alkaliionen w~ren in diesen Lagen von je 12 0-2Ionen umgeben im 
mittleren Abstande yon ca. 3 A, wie es bisher auch im Feldspat (112), 
Glimmer (113), Nephelin (114) und Carnegieit (50) gefunden wurde. 

Als m6gliche Anionen k6nnen nach der Formel unter Berficksichti- 
gung des Gesagten die Typen: [Sis 022] -~2, [Si7Al022]-~3, [Si6Al2 0~]  -x* 
allgemein [Sis_yAly022] abgeleitet werden, bzw. bei Eintritt  von Hydroxyl  
oder Fluor in die Ketten auch Anionen der Formel: [SiTAlO~o(OH, F)2], 
[SiTAIO,~(OH, F)] bzw. [Si6AI20~8(OH, F)4 ] bis [SieAl202,(OH, F)]. 
Allgemein k6nnen beide Typen dutch die Formel ausgedrtickt werden: 

[Si~_~(Al, F~),O . . . .  ( 0 ~ ,  F)~] . . . .  • + ~ .  

Dabei ist o < x < 4, o ~ y < 2 *. AuBerdem k6nnen noch maximal 
2(OH, F)-Gruppen an die Kationen in Sechserkoordination gebunden 
pro Formelgewicht vorhanden sein, wie oben (S. 392). 

x Eine solche Substitution ist wahrscheinlich auch im Li-Glaukophan 
(Holmquisfit) anzunehmen. 

Nut die zw6tf freien Tetraederecken der Doppelketten k6nnen nach den 
PAuLn~Gschen tZegeln dutch einwertige Anionen ersetzt werden. Da abet 
bisher noch nie beobachtet wurde, dab Hydroxyl direkt an Si+4-Ionen ge- 
bunden ist (17), so sind nut an den freien Tetraederecken, deren Zentren 
Al+3 bzw. Fe+S-Ionen sind, die 0 -2 dutch Hydroxyl bzw. Fluor zu ersetzen. 
Je nach der Lage der A/-Ionen in den Ketten (nAmlich am Rande oder im 
inneren) schwankt die Zahl der vikariierenderL (OH)" bzw. F-Ionen zwischen 
1--  4, wenn y ~ 2. 
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]3eriicksichtigen wir der Einfachheit  halber  rmr den Fall,  dab eine gerade 
Zahl vorI Si+4-Ionen gleichzeitig subst i tuier t  werden% so erhalten wi r  als 
m6gliche Strukturtypen 

Z~XqYrUs[A12Si60 . . . .  (OH, F)y](OH)~. 
Darin stell t  Z ein Ion (Alkaliion) in Zw61ferkoordination, X ein Ion  in 

Achterkoordination (Ca+2 usw.), Y ein zweiwertiges Ion und U ein dreiwertiges 
Ion ir~ Sechserkoordination dar. Mit Rticksicht auf die m6glichen Punkt lagen 
in der  Basisgruppe gelten fiir die Zahlen p, q, r, s, x, y, z die Beschr'a~akungen 
o ~ p + q ~ 3 ;  o ~ r + s ~ 5 ;  o ~ x ~ 4 ;  o ~ y ~ 2 ;  o ~ z ~ 2 .  2kus der 
Elektroneutral i t / i t  folgt ferner die t3edingung 

I 4 + y - 2 x + z  = p + 2 q + 2 r + 3 s .  

Da alle sechs unabhAngigen Parameter  innerhalb gewisser Grenzen 
vari ier t  werden k6nnen, erhaltert wir  bereits eine sehr komplexe chemische 
Mannigfaltigkeit  der Typen und ]~Iischkristalle, was vollkommen m i t  der  
Erfahrung iibereinstimmt. Damit  is t  noch nichts tiber die chemische Sta- 
bil i t i i t  der verschiedenen Typen ausgesagt, es scheint vielmehr so, dal3 ge- 
wisse Komponenten besonders h~ufig auftreten. WAgRZN schreibt h ier  die 
Formel :  

(Ca, Na, K, Mn)~ - 3(Mg, Fe, Ti, Mn, Al)s(Si, AI)O~2(OH, F)~ . 
Eine spezielle Komponente s tel l t  z. ]3. das bekannte Syntagmati tmolekt i l  

(1-12 Cc~2Mg4Al2Si602~) bzw. in unserer Schreibweise [Si6Al~ 02o(0H)2] Ca~Mg¢ 
dar.  (Hier ist  in der allgemeinen Formel  p --- o, X = Ca +~ mit q = 2, Y = 
Mg +2 bzw. Fe+ 2 m i t r - - 4 , s  = o ,  x = 2 ,  z = o  zu setzen.) Man kann  nach 
W.  KUNITZ ,,eine iiberaus groBe Zahl"  von (grtinen) Hornble~den als iVii- 
schungen dieser Komponente mit  dem Tremolitmolektil  (Ca~Mg s [Si8 0~] (OH)~) 
deuten (109). Es scheint dabei eine liickenlose Mischbarkeit  zu existieren. 
Die basaltischen Hornblenden k6nnen dementsprechend als Mischglieder 
der  eisenreichen Komponenten (Barkevikit) {[Si6Al~O2o(OH),]Ca~(Fe, Mg)4 } 
aufgefaBt werden. Syatagmati t ische Hornblenden~). 

Die Pargasi te ,  die hauptsAchl ich an k o n t a k t m e t a m o r p h e  K a l k e  ge- 
bunden  sind, zeichnen sich durch  hohen F luorgehMt  aus (5), sie kSnnen  
angen/ iher t  als Mischkris tal le  e iner  f luorha l t igen  S y n t a g m a t i t k o m p o -  
nen te  [Si6Al~ 0~o (F, OH)~] Ca~ (Mg, Fe)4 mi t  der  A k t ino l i t hkompone n t e  
gedeu te t  werden (109). 

Auch zwischen den ka lk-  u n d  tonerde-  bzw. eisenreichen H o r n b l e n d e n  
yore  Typus  des Barkev ik i t s  und  den mehr  sauren und  a lka l i schen Arf -  
vedson i t t ypen  (vgl. S. 393) l iegt  eine s te t ige  Mischbarke i t  vor,  wie die 
Reihe  B a r k e v i k i t - - H a s t i n g s i t - - K a t a p h o r i t - - A r f v e d s o n i t  und  die  Ab-  
M n g i g k e i t  der  opt ischen Eigenschaf ten  beweist  (109). Nach W.  Km~ITz 
kann  dieses Verhal ten  auch so gedeu te t  werden,  dab  ein gleichzei t iger  
E r s a t z  yon (CaAl) durch (NaSi) e r fo lg t , / ihn l i ch  wie in den F e l d s p a t e n  

z Man muB dabei annehraen, dab durch die Substi tut ion einer geraden 
Zahl yon Si-Ionen pro Zelle die l~aumgruppensymmetrie  nur noch einer 
Untergruppe yon C ~  entsprich±, bei der  Subst i tut ion einer ungeraden Zahl 
von Ionen i iberhaupt nur C~ sein kann, wenn der Ersa tz  nicht rein stat is t isch 
erfolgt. 

2 DieseAmphibole zeichnen sich durch einen re la t iv  hohen Ti tangehal t  aus. 
Das Ti  +4 t r i t t  zum Tell an Stelle des Si+4 in die Anionenb~nder eir~ (44). 
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(109). Diese Auffassung deckt sich mit den Er6rterungen, die oben fiber 
die isomorphe Vertretbarkeit des Si-Ions gemacht wurden. 

Summenformel der Amphibole. Man kann schlieBlich alle ge- 
trennt diskutierten F~ille von Typen und Mischkristallen in eine allge- 
meine Formel zusammenfassen, die aus der auf S. 395 abgeleiteten her- 
vorgeht. 

Z±G Y, U,[As_yByO . . . .  (OH, F)y]( OH, F)z . 

Darin haben Z, X, Y, U, p, q, r, s, y, x, z dieselbe Bedeutung wie oben, 
ferner stellt A ein vierwertiges Ion in Viererkoordination (wesentlich 
Si +4, auch Ti +4 usw.), B ein dreiwertiges Ion (Al +3, Fe +s, Ti +s usw.) in 
Viererkoordination dar. Dabei gelten wieder die obigen BeschrAn- 
kungen, insbesondere die Bedingung (S. 395). In vereinfachter Schreib- 
weise erh~klt man die allgemeine Summenformel 

Z~XqY, + ,[As( O, OH, F)],d OH, F), , 
o < p + q < 3  o < r + s < 5  o < z < 2  

Z = Cation in Zw61ferkoordination, X = Cation in Achterkoordination, 
Y = Cation in Sechserkoordination, A ---- Cation in Viererkoordination, 

die abet nichts fiber die Grenzen der isomorphen Vertretbarkeit aussagt 
im Gegensatz zur obigen Formel. 

2. R e i h e  d e r  r h o m b i s c h e n A m p h i b o l e .  
Die Struktur der rhombischen Amphibole, deren wichtigsterVertreter 

derAnthophyllit ist,steht nach denUntersuchungen vonWARREN u.MoDELL 
(115) in engsten Beziehungen zur Struktur der monoklinen Amphibole. 
Ein Vergleich der Achsenl~ngen des Elementark6rpers mit denen yon 
Enstati t  ergibt, dab die b-Achse beim Anthophyllit gerade verdoppelt ist, 
wogegen die a- und c-Achse nahezu gleich sind. Die Interferenzen vom Typ  
{hol} entsprechen sich beiEnstatit und Anthophyllit weitgehend, so dab die 
Proj ektionen der beiden Strukturen auf die (OlO)-Ebene praktisch identisch 
sein mtissen. Es lag nahe anzunehmen, dab die Antophyllitstruktur aus 
dem Enstatit  in ~ihnlicherWeise abgeleitet werden kann wie die Tremolit- 
struktur aus der Diopsidstruktur, so dab das Gitter yon Enstatit  als 
Teilgitter im Anthophyllitgitter enthalten ist. Damit steht in t3berein- 
stimmung, dab die Raumgruppe von Anthophyllit (V26) die Raumgruppe 
von Tremolit (C~h) als Untergruppe besitzt, die Raumgruppe von En-  
statit  (V] s) dagegen die Raumgruppe yon Diopsid (C~h). Im ersten Falle 
sind Spiegelebenen vorhanden, im zweiten Fall nut  Gleitspiegelebenen. 
Aus der Projektion der Enstati tstruktur auf die Ebene (ooi) erkennt 
man, dab Spiegelebenen in die Enstat i ts truktur nur parallel (OLO) in den 
Lagen durch die Punkte E~, E', bzw. B,, B', oder Ax, A', eingeffihrt 
werden k6nnen, ohne dab der prinzipielle Aufbau der [Si04]-Ketten ver- 
loren geht. Wenn wir also die Elementarzelle des Enstatits (B,B',E~E') 
(Abb. 21) an der Ebene durch B, B'x spiegeln, so erhalten wir den Ele- 
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mentark6rper des Anthophyllits (Abb. 23) und die Symmetrie entspricht 
gerade der Raumgruppe VI 6. 

In ganz/ihnlicher Weise, wie die Tremolitstruktur aus der Diopsid- 

struktur durch Translation urn a + __c 1/ings einer Ebene (OLO) herge- 
2 2 

leitet werden kann, kann auch die Anthophyllitstruktur ans der Enstatit- 
struktur entstehen, wenn man je zwei Zellen l~ings der Ebenen E~E'~ 

oder B~ B'~ ( T. E. in der Abb. 22) um den Betrag -Sa + __c verschiebt und 
4 2 

Abb. 23. Antho#hyllit (nach WARSEN U. MODE'I.L). Projektion der Basisgruppe [I e ~. 5,27. Die groflen 
Kreise stellen M'K+2-Ionen , die kleinen Kreise (OH)-Ionen dar. Bezeichnung wie in Abb. 2o. 

dann aneinandergeheftet denkt. Dabei vereinigen sich die Einzelketten 
II zur c-Achse wieder zu B/indern (Doppelketten) von der Zusammen- 
setzung [Si40i, ] unter Austritt yon 8 0-Atomen pro Elementarzelle, da 
jetzt die 16 freien Tetraederecken in den Translationsebenen zu je zweien 
verkettet werden. Gleichzeitig fallen die in der N/ihe der Translations- 
ebenen liegenden 8 Mg-Atqme fort. A n  ihre Stelle treten in die Spiegel- 
ebenen 4 Mg(OH)4-Gruppen ein (z. B. bei Ex, E~). Dieser geschil- 
derte iJbergang 1/tBt sich chemisch durch die Schreibweise 

32 (Mg, Fe)[SiO~] -~ (Mg, Fe)32Si32096 -- 8MgO + 4Mg(OH)2--+ 
Enstatit 

~ Mg~sSi32088( OH)8 = 4 { Mg~[SisO2,]( OH)2 } 
Anthophyllit 
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darstellen. Dem Anthophyllit kommt daher nicht die frtiher angenommene 
Zusammensetzung nach der Formel (Mg, Fe)SiO 3 zu, sondern die echte 
Amphibolformel (Mg, Fe)7 ESisO~](OH)~, entspreehend dem Kupfferit- 
molekfil, was auch mit den Ergebnissen der chemischen Analyse viel 
besser iibereinstimmt ~. 

In der Struktur sind die bandf6rmigen Anionen [Si40~, ] durch Mg+~-Iolxen 
verkniipft, so dab die Mg-Ionen (Mg~, Mg2, Mg3) yon 60- Ionen  in ange- 
n~ihert oktaedrischer Anordnung umgeben werden. Die Mg4-Ionen sind eben- 
falls oktaedrisch yon 4 0-~- und 2 (OH), F-Ionen umgeben. Die O-~-Ionen 
sind in etwas verschiedener Weise an je I Si +4- und 2 oder 3 Mg +~-Ionen 
gebundelx, wie aus der Abb. 23 ersichtlich ist, so dab die Ladungssumrne 
nur angen~ihert 2e ist. (i,7--2,3.) Die (OH)-Iolxen sind an 3 Mg gebunden, 

2 so dab ihre totale Elektrovalenzsumme genau 3 × -6- = I e ist ~. 

Zusammenfassend k6nnen die Beziehungen zwischen den monoklinen 
und rhombischen Pyroxenen und Amphibolen durch das Schema 

Kon dens. 
~- Rhomb. Amphibol' 

Verdoppelung 
Rhomb. Pyroxen 

~ Verdo ppelung 
l&ngs a'= asinfl 

Monokl. Pyroxen - -  

Ketten- 
f6rmiges 

Anion 
[sio3]. 

l&ngs b 

Kondens. 
Verdoppelung 

l~ngs b 

Verdoppelung 
l~ngs a' = a sinfl 

Monokl. Amphibol 

Band- 
f6rmiges 

Anion 
[si, o,,]~ 

In der Abb. 24 sind diese Beziehungen schematisch dargestellt. A, A ~ A 3A, 
AsA6ATAs ist die Elementarzelle des monoklinen Pyroxen mit A~A~ ---- a, 
AxA 4 = c, A~A 5 = b, ~)~A4A,A~ ---- ft. Wenn diese Zelle durch eine Gleit- 
spiegelebene ][(i00), etwa A~A3ATA6 mit der Gleitkomponente b/2 in 
die Zelle A'xA~A3A',A'sA6ArA' s fibergeht, so resultiert die Enstatitzelle 
rnit a '= 2a sinfl =18,  20• (Rhomb. Pyroxen). Wird dagegen der Ele- 
mentark6rper an einer Ebene [I (010) etwa AsA6ATAs gespiegelt, so ent- 
steht die Zelle des monoklinen Amphibols (A~A~A3A,AgA,oAHA~2). 
Aus dieser kann die Zelle des rhombischen Amphibols (A,A'~A',A,AgA' 9 
A ' ~ A ~ )  wieder dutch Gleitspiegelung an der Ebene (A~A3A~oA~) er:  
zeugt werden bzw. durch Spiegelung der Zelle des rhombischen Pyroxens 
an der Ebene AsA'sA'sAs oder schliel31ich auch dutch Kombination von 
Spiegelung und Gleitspiegelung aus der Zetle des monoklinen Pyroxens. 

Diese geometrischen ZusammenhAnge schlieBen die M6glichkeit der 
gegenseitigen Parallelverwachsung (c-Achsen parallel, {00I} von Am- 

Diese Formel wurde berei~ frfiher yon W. KuNrrz auf Grund sorg- 
f~iltiger analytischer Untersuchungen aufgestellt (109). 

2 Interessant ist die Tatsache, dab sie nicht in der durch die drei ein ge- 
n~hert gleichsei±iges Dreieck bildenden Mg-Ionen gelegten Ebene sich be- 
linden, sondern etwas aus der Ebene herausgerfickt, gem&13 dem Dipol- 
charakter von (OH). Die Anordnung entspricht einer Schichtenstruk~r wie 
im Mg(OH)2. 
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phibol II {IOI} von Pyroxen) und Umwandlung dieser Mineralien ein, 
worauf bereits hingewiesen wurde. Die genetischen Beziehungen und die 
Leichtigkeit der Umwandlungen beruhen offenbar darauf, dab ganze (in 
sich relativ starre) Gitter- 
teile dabei erhalten bleiben 
und dab nur die gegen- 
fiber den tIanptvalenzket- 
ten schw~icheren Koordina- 
tionsbindungen aufgel6st A~, 
werden. 

3. Re ihe  der t r ik l inen  
Amphibo le .  

Die Struktur der tri- 
klinen Amphibole ist his- 
her noch nicht bekannt. 
Messungen der Gitterkon- 
stanten yon GOSSNER (107) 
zeigen, dab der Elemen- 
tark6rper von J~nigmatit 
und Cossyrit ein Mehr- 
faches der primitiven Zelle 
der monoldinen Amphibole 
betr~igt, ohne dab deut- 
liche Beziehungen festge- 
stellt werden konnten. 

A 

Abb. 24. Schematische Darste]luog der Beziehungen zwischen 
den ElementarkSrpern der monoklinen und rhomhischen 

Pyroxene und Amphibole. (Erkl~irung im Text.) 

V I .  S i l i k a t e  m i t  n e t z a r t i g  v e r k n t l p f t e n  [ S i 0 4 ] - T e t r a e d e r n .  

( S c h i c h t e n g i t t e r . )  

Hierbei sind geometrisch zwei Grundtypen zu unterscheiden: die 
hexagonalen bzw. pseudohexagonalen Netze und die tetragonalen bzw. 
pseudotetragonalen Netze. Erstere sind charakteristisch fiir die glimmer- 
tthnlichen Silikate, letztere ffir alkali- bzw. kalkreiche Mineralien yore 
Typus des Melilith und Apophyltit. 

a) Reihe der pseudohexagonalen Schichtengitter. 

I. Bez iehungen  zu den K e t t e n -  und B a n d g i t t e r n .  

Eine weitere Stufe der Kondensation der ESiO3]-Bander bis zu Netzen 
kann ganz analog angenommen werden, wie die Kondensation der 
[Si03~-Ketten zu [Si,0~]-Bttndern beim l£1bergang yon Pyroxen in 
AmphiboI. Man denke sich in der Abb. 22, welche die Projektion des 
Tremolitgitters II zur c-Achse darstellt, den Gitterblock E, E2E3E 4, wel- 
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cher der halben Basiszelle entpricht, festgehalten und die andere H~ilfte 
ExE, E'3E' , demgegeniiber l~ings einer Fl~iche (olo) (Translationsfl~iche 

C 
T.E., Abb. 22) um den Betrag 2 + 2 verschoben, so entsteht eme Struktur,  

in welcher die B~inder [Sis O~] zu DoppelNindern mit der Zusammen- 
setzung [SisO,~] kondensiert sind. Die Kantenl~tnge des neuen Ele-  
mentark6rpers betr~igt 2b (b = Kante der Tremolitzelle), die beiden an- 
deren Kanten bleiben gleich. In dem neuen Elementark6rper (Raum- 

3 gruppe C2h) sind vier Molekiile der Zusammensetzung CaMg~,h[Sis 0~] 
(OH)3 enthalten. Der Vorgang der Kondensation l~il3t sich schematisch 
schreiben 

2 [Ca4Mg,o[Sis022]~ (0/-/)4 ] -- 4CaO + 2 Mg (on)~ ~ Ca4Mg22[Sis 02,]4 (0H),2 
Tremolit 

~-4 { CaMgs'/~[SisO2,](OH)3} ; f3bergangssilikat zum Talk. 

Der n~ichste Schritt der Kondensation, den man sich wieder dutch Trarls- 
a ¢ 

lation um - - + -  an den Klinogleitspiegelebenen des neuen Elementar- 
2 2 

k6rpers erfolgt denken kann, ergibt die Gleichung 

2 [Ca4Mg~ESisO~,]4(OH),,] -- 4CaO + 2Mg(OI-~2-~ Ca4Mg46[SisO2ot/~s(OI-])2 s 

usw. Denkt man sich diesen KondensationsprozeB unendlich lange fort-  
gesetzt, so strebt schlieBlich die chemische Zusammensetzung der Formel 
{Mge(SisO~o](OH)4 } zu, die fiir das Mineral Talk angenommen wird. 

Die [Si+O.,]-Bander sind jetzt  in oo ~ ausgedehnte ebene Netze iiberge- 
gangen, die das charakteristische Bauprinzip der glimmer~ihnlichen Mi- 
neralien darstellen (PAuLING, JACKSON U. WEST). 

Eine wichtige Folgerung ergibt sich zun~ichst beim Vergleich der 
Gitterdimensionen der verschiedenen Kondensationsstufen der B~inder 
zum Netz, wenn wir die b-Achsen betrachten. Nehmen wit die L~inge 
(bo = 17,8 A) der Tremolitzelle als Einheit und berticksichtigen, dab bei 
tier Kondensation keine gr6Beren Verzerrungen auftreten (wie der Ver- 
gleich yon 2bo (Diopsid) = 2 • 8,8 9 ---- 17,78 A oo 17,8 A zeigt), so er- 
halten wit als Abmessungen der sukzessiv gebildeten Zellen b, = 17,8 A; 
b~ = 35,6 A; b 3 = 71,2 A; . . .  b, = n xI7 ,8  A. Die Gitterkonstante b =  
do,o erreicht demnach schon bei den niedrigsten Gliedern der Reihe sehr 
g-roBe Werte, sie wiirde fiir alas Endglied sogar unendlich grog werden. 
Da aber jede dieser Strukturen sich aus Teilbl6cken zusammensetzt, die 
immer wieder das gleiche Bauprinzip (n£mlich das der halbert Tremolit- 
basis (E, E2E3E 4 in Abb. 22) aufweisen, was der b-Kante von Diopsid 
entspricht, so wird diese Periode (b = do,o ---- 8,89 A), oder eine etwas 
abge~inderte Periode als Unterperiode der Struktur stets auftreten. 

Es sollten daher prinzipiell neben den Interferenzen, die den auf- 
bauenden Tremolitteilbl6cken angeh6ren, noch Interferenzen mit kleinen 
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Glanzwinkeln (entsprechend der Vervielfachung der b-Periode) bei den 
lJbergangsgliedern zwischen Tremolit und Talk auftreten. 

Der Fall stellt das zweidimensionale Analogon der R6ntgeninter- 
ferenzen an langkettigen organischen Verbindungen (Paraffine, Fet t-  
s~iuren, Zellulose, Polyoxymethylene und Derivate) dar. Es kann bei 
sehr hoch polymeren Stoffen r6ntgenographisch die L~inge der wahren 
Gitterpefiode parallel zur Kette nicht mehr festgelegt werden, sondern 
nur Abst~tnde yon Bauteilgruppen (z. B. bei der Zellulose, Kautschuk, 
Seide). In ~ihnlicher Weise werden auch bei den h6her kondensierten 
Zwischengliedern der Tremolit-Talkreihe die langen Abst~inde IIb-Achse 
nieht mehr zur Beobachtung kommen, sondern nur die viel kfirzeren 
Teilabst~inde der Baubl6cke, da die Zahl der Ca-Atome, welche die 
Translationsgruppe bestimmen, sich st~indig verringert und bis auf Null 
abnimmt. Tats~chlich wird auch beim Talk eine Identit~itsperiode in 
der fraglichen Richtung gefunden, die etwa 9--1o ~ betr~gt, was nahe 
b = 8,89 A yon Tremolit entspricht. Man fiberzeugt sich leicht an Hand 
der Abb. 25, dab diese Periode die wahre Identit~ttsperiode l] b im Grenz- 
fall ist, wo das (Sis O, o)-Netz eine im Verh~iltnis zum Atomabstand prak- 
tisch unendliche (seitliche) Ausdehnung hat. 

Da die Tremolitzelle.selbst bereits durch einen I<ondensationsprozetl der 
[Si03]-Ketten zu [Si, O~]-]3~ndern hervorgegangen ist (vgl. S. 388), so l~13t 
sich natfirlich die Talkstruktur auch aus der Diopsidstruktur direkt ableiten, 
wenn man sich in Abb. 20 die mit I - - IV bezeichneten Gitterbl6cke parallel zu- 

einander jeweils um den Betrag __a + __c verschoben denkt und diesell ProzeB 
2 2 

solange fortsetzt, bis unendlich ausgedehnte [Si80~ol-Netze entstanden sind. 
Bei jedem Schritt wird 2 CaO entfernt und durch i Mg(OH)2 ersetzt, wie 
obell erliiutert wurde. So erscheint Diopsid als Anfang der genannten Reihe : 

Diopsid Tremolit Talk 
Ca 4Mg 4[ SisO,4] ,~_ Ca2Mgs[ Sis0 2~ ] ( O H)~ ~_ Mg6[ Sis0 2o ] (OH)¢. 

Mit diesen in der Struktur dieser Mineralien bedingten Zusammen- 
h~ingen und der M6glichkeit der gegenseitigen Umwandlung ineinander, 
wie sie oben auseinandergesetzt wurde, steht die oft in der Natur beob- 
achtete Umwandlung von Augit in Talk, Serpentin und Chlorit, von ton- 
erdefreier Hornblende in Talk, yon tonerdehaltiger in Biotit, Chlorit oder 
Serpentin im Einklang, worauf besonders auch die nfikroskopisch nach- 
weisbaren Parallelverwachsungen hinweisen. 

2. A l l g e m e i n e s  f iber  die  S t r u k t u r  de r  G l i m m e r  bzw.  ~ ihnl ichen  
M i n e r a l i e n .  

Da die endgiiltige Strukturbestimmung des Talks noch nicht erfolgt 
ist, wenn auch die angegebene Basisgruppe nach Art ihrer Herleitung 
im Prinzip richtig sein dfirfte, so sei hier als typischer Vertreter der 
Glimmermineralien der Muskowit beschrieben. Die Kantenl~ingen des 
Elementark6rpers hat CH. MAUGUIN (116) in wichtigen Arbeiten bei einer 

Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. XI. 26 
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Reihe von Glimmern ermittelt. Sie sind in der Tabelle 3 angegeben. 
Als wesentliches Ergebnis seiner Untersuchungen sei festgestellt, dab bei  
allen untersuchten typischen Glimmern der kfirzeste Netzebenenabstand 
II (ooi) etwa IO A betr~igt. In den Ebenen (ooi) bilden die a- und b-Achse 
ein pseudohexagonales Netz, welches durch Fl~tchenzentrierung des Ele-  
mentark6rpers entsteht. Die Struktur  wurde im Prinzip in einer vor -  
l~iufigen Notiz von L. PAULING angegeben (117). Dabei wurden eine An-  
zahl yon Voraussetzungen gemacht, die auf der Verwandtschaft und den 
Gr6Benverh~iltnissen der Elementarzelle von Muskowit ( K A l 3 Si 30x o (OH) ~ ) 
mit  derjenigen von Brucit (Mg(OH),), Hydrargillit  (AI(OH)3) sowie von  
a-Tridymit  (SiO~) beruhen. Darauf soll unten eingegangen werden. 
W. W. JACKSON U. WEST (118) haben die Struktur  des Muskowits ohne 
die yon den von PAULING gemachten Voraussetzungen gleichzeitig rein 
r6ntgenmiiBig mit Hilfe quanti tat iver Intensit~itsmessungen an (ooi) und  
(oko) unter Anwendung der Fourieranalyse exakt  hergeleitet. Die ge- 
fundene Struktur s t immt im wesentlichen mit  der von PAUI.ING ange- 
gebenen, oben beschriebenen fiberein, es zeigen sich aber ldeinere Ver-  
schiedenheiten in den Parametern. 

Nach L. PAIZLING (117) ist der Hydrargillitkristall aus [AI(OH6)]- 
Oktaedern in schichtenf6rmiger Aufeinanderfolge aufgebaut, wobei jedes 
Oktaeder drei abwechselnde Kanten mit  benachbarten Oktaedern ge- 
meinsam hat, so dab jedes (OH)-Ion an je 2 Al-Ionen gebunden ist. 

I)er Xristall bildet ein Schichtengitter, die einzelnert Schichten werden 
nut dutch Restvalenzen zusammengehalten. 

Zum Aufbau des Brucitgitters bildet man aus Mg(OH)6]-Oktaedern ein 
ganz Ahnliches Netz, dadurch abet, dab die Ladung des Mg-Ions nur 2 be- 
trAgt, werden die (OH}-Ionen noch nicht abgesAttigt, dies geschieht erst  
dadurch, dab man noch weitere Mg +2-Ionen in die noch offenen okfaedri- 
schen HohlrAume einffigt, so dab eine dichteste Packung yon Ok~edern ent- 
steht (vgl. Abb. 25). 

IIn a-Tridymit  und a-Cristobalit bilden die VSiO,]-Tetraeder hexa-  
gonale Netze wie in Abb. I. Wenn die freien Tetraederecken eines Netzes 
abwechselnd nach oben oder unten gerichtet sind, kommt  ein r~umliches 
Netzwerk [Si80~61 zustande, wie es ffir die SiO,- und die daraus abge- 
leiteten Strukturen charakteristisch ist~ (vgl. S. 364). Eine , , tetraedfische" 
Schicht mit  lauter nach einer Seite gerichteten Spitzen kann man auch 
ohne grol3e Verzerrungen dadurch mit  einer , ,oktaedrischen" Schicht 
verkniipfen, dab ein Tell der (OH)-Ionen an den Oktaederecken (je 8 im 
betrachteten Tell der Zelle) yon den freien Tetraederecken der [Si, Oxo)- 

x %Venn aber die freien Tetraederecken einer Schicht [Si40~o] alle no.ch 
einer Seite gerichtet sind, wie in Abb. i angedeute%, ergibt sich die M6glich- 
k e i t  einer Verknfipfung zu Doppelschichten yon der Zusammensetzung 
[SisOx6] (bezogen auf eine pseudohexagonale Zelle mit a = 5,17 A; b = 8,34ik 
und einer Schichtdicke yon 2 x Tetraederh6he = 2, 2,15 = 4,3o A), worauf 
noch eingegangen wird. 
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Schichten besetzt wird. Diese O-2-Ionen sind dann an je I Si+4+ 2Al  +3- 
bzw. I Si +4 + 3 Mg +~-Ionen gebunden und dadurch gerade abges~ttigt, 
w~ihrend die nichtbindenden zwei Ecken jedes Oktaeders yon (OH)- 
oder F-Ionen eingenommen werden. Wir erhalten danach als chemische 
Zusammensetzung eines solchen Schichtenpakets ans zwei tetraedrischen 
und einer mittleren oktaedfischen Schicht pro Zelle mit den Kanten 
a ' =  etwa 5,I7; b ' =  etwa 8,944; c ' =  6,58A. 

I. 2 [Si40,o ] + 6 [Mg(OH)~] --  8 (OH) = {Mg6(OH)4[SigO~o] } 
= 2 {Mg3[Si,O,o] (OH)2} 

II. 2 [Si40io ] + 4 [AI(OH)3] -- 8 (OH) ----- {Al4(On)4[SigO2o] } 
= 2 { A l ~ [ S i 4 0 , o ] ( O H ) ~ } .  

Die Formel des ersten Kondensationsproduktes entspricht der Zu- 
sammensetzung des grobbl~Lttefigen Talkes (gew6hnlich Mg3H2Si40,~ ), 
die zweite Formel des des talk~hnlichen Minerals Pyrophyllit (AlHSi206). 
Beide Mineralien sind auch morphologisch und optisch den Glimmern 
~hnlich. Die so abgeleitete Struktur von Talk stimmt in ihren Grund- 
zfigen vollkommen mit dem Aufbau und den Dimensionen tier Struktur 
iiberein, die vorangehend als Endglied der Kondensation der [Si04]- 
B~nder in den Tremolitbl6cken zu [Si802o]-Netzen beschrieben wurde 
(vgl. Abb. 22), so dab an ihrer prinzipiellen Richtigkeit nicht gezweifelt 
werden kann. 

Die Abb. 25 zeigt, dab ie zwei in sich abges~ttigte und sehr fest ge- 
bundene Schichtenpakete von der Dicke etwa 6, 64  im Talk und Pyro- 
phyllit einander die Basisfl~chen der [Si04]-Tetraedernetze zukehren. Da 
jedes O-2-Ion in den Basisebenen der Tetraeder an je 2 Si-Atome ge- 
bunden ist, stehen keine freien Valenzen zur Verknfipfung der Schichten- 
pakete mehr zur Verffigung, der Zusammenhalt und Aufbau der elek- 
trisch-neutralen Schichten zum Schichtengitter kann also h6chstens dutch 
relativ schwache VAN I)ER WAALSSChe Kr~Lfte (Restvalenzen) geschehen. 
Damit steht die h6chst vollkommene Spaltbarkeit beider Mineralien, die 
gefinge H~rte (I--2 nach Mo}Is) und hohe Biegsamkeit im besten Einklang. 

Wenn ein Teil der Si+*-Ionen in den Tetraederschichten ~hnlich wie 
in den typischen Tonerde-Alkaliamphibolen dutch dreiwertige Ionen 
(hauptsAchlich Al +3, isomorph vertreten dutch Fe +3, Cr +3, M n  +s, V +3, 
Ti  +3) in tetraedrischer Koorclination bezfiglich Sauerstoff ersetzt wird, 
so werden die 0-Ionen, welche nicht an je 2 Si-Atome gebunden sind, 
nicht vStlig abges~Lttigt und die Schichtenpakete erhalten eine negative 
Ladung. Dutch diesen teilweisen isomorphen Ersatz ~ird die Raum- 
gruppensymmetrie yon C ~  auf eine monokline (C,*, CS~) oder trikline 
Untergruppe (C j) ernieclrigt, wobei die Z~hligkeit der allgemeine n Punkt- 
lage yon 8 auf 4 oder 2 reduziert wird. Andererseits mfiBte man anneh- 
men, dab der Ersatz voltkommen regellos erfolgt, wogegen allerdings der 
Analysenbefund mehr auf ein st6chiometrisches Verh~ltnis yon S i : A l  

26* 
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hindeutet. Ersetzen wir demgem~tl3 2 oder 4 von 8 Si-Atomen eines 
Schichtenpaketes dutch dreiwertige Ionen (z. B. Al+3), so erhalten wir  
Anionenschichten der Zusammensetzung~ 

A) 
{~g~(oH) 4[sisO~o]} o-~ {Mg~(OH) 4[Al~Si~05o]-~} ~ {Mg~(OH)~[AZ~Si,05o]-'} 

bzw. B) 
{Al, ( OH),[SisO~o]} o__+ { Al, (OH), [Al~Si60~o]-~} -+ {AI4( OH),[AI, Si40~o]-*} . 

Diese Ladung kann neutralisiert werden durch Einlagerung von ein- 
wertigen oder zweiwertigen Ionen mit grol3er Koordinationszahl gegen- 

~.=" Cza~-d,3d~ >, 
t 

Abb. 2 5. l~ru*7~*.vit (nach PAULING~ JACKSON t t .  WEST). Projekt der Basisgruppe II a =  5,x8 J~. 

fiber Sauerstoff, z. B. K +, Na+ oder Ca +~. Es sind n~.mlich nur noch 
freie P1Atze zwischen den Schichtenpaketen vorhanden, in welche nach 
der gegenseitigen Lage der hexagonalen Tetraedernetze (vgl. Abb. 25) 
Ionen entweder in Zw61ferkoordination in die groBen Hohlr~ume der 
Sechserringe (z. B. in E, ,  D,, BI, B, usw.) oder an den SteUen F, F' ,  
G, G' in Sechserkoordination eingefiigt werden k6nnen. Im ersten Falle 

i 

wfirden sie einen mittleren Abstand yon M - - 0  = 3,I A haben, welcher 
Wert bei Alkaliionen in hoher Koordinationszahl, z. B. im a-Carnegieit, 
Feldspat, Nephelin und anderen bereits gefunden wurde, im zweiten Fall 

Nach dem chemischen Befund kann in den Anionennetzen maximal 
die Hglfte der Si-Atome durch A/-Atome ersetzt werden, /ihnlich wie bei 
den: dreidimensionalen Netzgittern (Nephelin, Feldsp~te). 
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w~ire der Abstand ffir Alkaliionen unwahrscheinlich klein (etwa 2,27 ~), 
so dab diese Lage nicht in Betracht zu ziehen ist. In der angenommenen 
Lage, die in C~h auf Drehungsachsen liegt, kfnnen 4 Alkaliionen in 
16 (S i+Al ) -Te t raeder ,  d.h. 2 K + , N a  + auf ein Schichtenpaket beim 
Typ A oder 2 Ca +2 usw. beim Typ B der oben abgeleiteten Zusammen- 
setzung eingebaut werden, welche gerade zur Neutralisierung der An- 
ionenladung ausreichen. Wir erhalten somit folgende Grundtypen der 
Glimmer bzw. glimmer~ihnlichen Mineralien: 

Typen A Typen B 
I. Al4(OH)4[SisO~o ] Pyrophyllit Mg6(OH, F)4[Si~O~o ] Talk 

II. K~AI4(OH)4[AI2Si602o ] Muskowit K~Mg6(OH, F),[AI~Si60~o] Phlogopit 

m .  Ca~Al~(OH),[Al4Si40~o ] Margarit Ca~Mg6(OH, F),[A1,Si40,o] I hypoth. [ Silikat. 

3. Talk  und  P y r o p h y l l i t r e i h e .  
Die Reihe I entspricht den talkAhnliehen Mineralien, sie sind weich 

(H~rte 1--2) und biegsam, wenig elastisch, h6chst voltkommen spaltbar, 
entsprechend den nichtvalenzartigen Kr~ften, welche die Schichtpakete 
zusammenhalten. Die Glieder dieser Reihe lassen sich durch die all- 
gemeine Formel 

III 

J [U= M(AI+3,Fe +3 usw.] 
U,/Y6_3t[SisO~o] (OH, F)4[o < p  <2 ,  i n / 

\ [ y = M(Mg+ 2, Fe + 2 usw.! 

ausdrficken, p --- 0 entspricht dem Talk, p = 2 dem ~?yrophyllit, p = I  
stellt ein Zwischenglied mit der Zusammensetzung Us Y3 [Sis 0 ~ o ] (OH, F) 4 
dar, z. B. AI~Mg3ESisO, o](OH, F)4. Der isomorphe Ersatz yon Mg +~ 
dutch Fe +~ bzw. yon Al  +3 durch Fe +~ ist in diesen Reihen beschr~inkt, 
der FeO-Gehalt geht kaum fiber 5% hinaus, in der Regel liegt er beim 
Talk unter 2%. 

4. Gruppe der e igen t l i chen  Glimmer,  
In erster N~herung lassen sich die ersten Glimmer als bin~ire Mi- 

sehungen der beiden Komponenten yore Muskowit und Phlogopittyp 
auffassen. Berficksichtigt man den isomorphen Ersatz yon Si +4 dureh 
Al  +~, Fe +3 eventuell Ti+4; yon Al  +3 bzw. Mg +~ in Seehserkoordination 
dutch Fe +3 bzw. Fe+'; yon K + dutch Na + als wichtigste F~ille, so ergeben 
sich folgende haupts~cliliehe Komponenten: 

I l l  I I I  

(K~ Na)JAl,  Fe)4(OH ~ F)4E(AI , Fe)~Si60~o] Typus: Muskowit-Paragonit, 
II III 

(K, Na),(Mg, Fe)6( OH, F)4[(Al , Fe)~Si60~o] Typus: Phlogopit-Biotit. 
II  

(RO-arme Glimmer) :Im Muskowittypus fiberwiegen K, AI, OH weir. Der 
Gehalt an Na~ 0 bleibt kleiner als 2%, meist o,5%; Fe, 0 s kann bis i3% anwesend 
sein. Der Paragonit ffihrt vorwiegend Na+ an Stelle "con K+. Wird ein Teit 
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des Al +3 durch Li .3 (in Sechserkoordination) ersetzt, so miissen wegen der 
Erniedrigung der I<a±ionenladung O-2-Ionen im Anionennetz durch eilx- 
wertige Ionen (OH-oder F+) ersetzt werden, entsprechend etwa der Sub- 
stitution Al203 -~ LiF bzw. Li(OH). Tritt dazu Mangan, so resul~ieren 
Li-reiche, /~-haltige, relativ (OH)-arme Glimmer vom Typ des Lepidoliths, 
wobei hAufig noch Alkali angereichert wird. Im Fuchsit ist Al+ 3 zum Tell 
durch Cr+3 ersetzt, im IZoscoelith durch V+ 3. 

I I  

(RO-reiche Glimmer): Im Phlogopit tibervciegen Mg+=, F -  weitaus die 
anderen Ionen; der Na~O-Gehalt bewegt sich in den gleichen Grenzen wie 
im Muskowit. Wird ein Tell des Al +3 durch Mn +3 ersetzt, so ergeben sich 
die fluorfreien Manganophylle. Im Biotit t r i~ neben das /Fig +2 und Al+ 3 in 
erheblichen Mengen /~e+.2 und Fe+ 3 auf, anscheinend in lfickenloser Mi- 
schungsreihe bis zum FeO ur~d Fe~O3-reichen Lepidomelan (e~va (K, Na)~ 
Fe6(OH)4[(AI+Fe)2 (Si, Ti)60~o]). Das Analogon zum Li- ulad F-reichen 
Lepidolith stellt in dieser Reihe der Zinnwaldit (etwa K~(Fe, Mg)6(F, OH)4 
[AZ~Si60~o]) (5). 

Allgemein kann die gesamte Mischungsreihe durch ehle Formel aus- 
gedrtickt werden 

I I I I I I I  III  o ~ p < 2  
Z~:Z;Y,U~[U~Si~O~o_q(OH)q](OH, F)4 4 < x + y + z + t < 6 ;  o % x < 3  

x + y + 2 z + 3 t +  q - -  14, 
Z einwertige Ionen in Zw61ferkoordination 
• Z' . . . . . .  Sechserkoordination 

oder einfacher als Summenformel (nach PAULING, 117) 

Z~X~[Ys(O, OH, F)~o](OH~F)4 4 < n < 6 ,  
worin 

Z = K +, Na +, Rb+~ S / ~  m6glicherweise auch Ca +~, Kationen in Zw61fer- 
koordination~ 

X =  Al+3~Fe+3~ Cr+37Mn~3 ~ V+3~ Ti+47Mg+~Fe+~Mn+~,Li+ Kationen in 
Sechserkoordination, 

Y = Si +4, Al  +3, Fe +3, Mn -3 usw. Kationen in Viererkoordination sind. 

Nach dieser Formel kann na l l e  Werte zwischen 4 und 6 annehmen. 
Dies scheint abet nach den analytischen Erfahrungen nicht der Fall zu 
sein, da zwischen den eigentlichen Muskowiten und den Biotiten bzw. 
Phlogopiten eine Mischungslticke auftritt. 

Die erste Formel gibt die M6glichkeit, gewisse typische Komponenten 
zu unterscheiden, die offenbar besonders stabil sind z. Ferner kann man 

x Der CaO-Gehalt mancher Glimmer dieser Reihe kann dutch Beimi- 
mischung der Komponenten vom Typ I I I  (Margarit usw.) erklArt werderL 

Die echten Glimmer sind in charakteristischer Weise yon den Talk- und 
Pyrophytlitmineralien physikalisch verschiedem Neben einer gr6Beren H/~rte 
(2--3) weisen sie in dfinnen Schichten eine hohe elastische Biegsamkeit auf, 
neben der h6chst vollkommenen Spaltbarkeit nach (ooi). Sie sind aus- 
gezeichnete Isolatoren. Diese Eigenschaften sind damit im Einklang, dab 
bier normale IonenkrAfte zwischen den Anionennetzen und den eingelagerten 
Alkaliionen bestehen, die den Kristallen eine gr6Bere Festigkeit verleihen 
als die mehr edelgas/~hnlichen BindungskrAfte beim Talk. 
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flit ganzzahlige Werte VOlX x, y, z, q eine groi3e Reihe yon Mischgliedern 
mit st6chiometrischen VerhAltnissen aufstellen und damit den zun~tchst 
geheimnisvoll anmutenden Ergebnissen der chemischen Konstitutions- 
forschung von JAKOB (25) auf die Spur kommen, worfiber aber an an- 
deter Stelle berichtet werden soil 

5. Gruppe  der  S p r S d g l i m m e r  (Chlo r i to ide ) .  
Die glimmerAhnlichen aber SiO~-~rmeren Komponenten der Reihe I I I  

(S. 405) geh6ren zu den Mineralien der Spr6dglimmergruppe (Chloritoide). 
Es sind monokline, pseudohexagonale Kristalle mit Ahnlichem Achsen- 
verhAltnis wie die echten Glimmer, sie sind abet nicht so leicht und 
vollkommen spaltbar, relativ sprSde und h~rter als die Glimmer (3 x/~ --6) 
nach Molls). Dieses Verhalten steht damit im Einklang, dal3 die 
BindungskrAfte der zweiwertigen Kationen (Ca +2) an die doppelt 
negativ geladenen Anionenpakete starker sind, so dab diese viel fester 
zusammengehalten werden als z.B. im Muskowit (117). Dies ist auch 
daraus zu folgern, dai3 die Schichtenpakete in den Spr6dglimmern enger 
an die Ca+~-Ionen herangezogen werden, indem der Netzebenenabstand 
doo~ um etwa 5% kleiner gefunden wurde (116). 

Die Komponente CaA l~ (OH)= [A l~ Si~ Ox o] entspricht wesentlich der Zu- 
sammensetzung des Margarffs (Kalkglimmer in Smirgelgesteinen und Chlo- 
ritschiefern), welcher zu den Spr6dglimmern im weiteren Sinne gerechnet 
wird. An Stelle yon Ca '-2 kann etwas Na + oder K + treten. Die Kompo- 
nente CaMg 3 (OH)~ [Si~Al~ Or o] ist im isolierten Zustand anscheinend nicht 
stabil. M6glicherweise stellen die Ca-ffihrenden Spr6dglimmer Xantho- 
phyllit, Brandisit und Clintonit Glieder einer Mischungsreihe der Al~ 03- 
und MgO-reichen Komponente yore Typ III  dar. Ihre chemische Zusam- 
mensetzung nach der fiblichen Deutung entspricht keiner einfachen Formel. 

Die echten Chloritoide ftihren keine nennenswerten Mengen CaO, da- 
gegen erhebllche Anteile von FeO, das meist welt fiber MgO vorherrscht. 
Manche Analysen deuten auf das einfache VerhAltnis SiO~ : Al~ 03 : Fe 0 : 
Ha 0 ---- I : I : I : I entsprechend der Formel (Si4AlsFe4HsO~s) (NmGLI 
[5]). Schreiben wir die Formel [Si4AI, O~o]Fe~AI4(OH),.2Fe(OH)~, so 
kalm man sie mit der Margaritformel vergleichen. Dazu mtissen 2 Fe +~- 
Ionen an SteUe der 2 Ca+~-Ionen eingebaut werden, wobei sie dutch eine 
kleine Verschiebung in Lagen mit Sechserkoordination gelangen (vgl. 
S. 404). Die beiden von den Ca+~-Ionen frtiher eingenommenen groBen 
Hohlr~ume kSnnten yon komplexen Fe (OH)2-Gruppen ausgeffillt werden. 
Damit wfirde die deutIiche Verschlechterung der Spaltbarkeit gegenfiber 
den Margariten im Einklang stehen. M6glicherweise kann auch ein Tell 
der Fe+~-Ionen all Stelle der A/+3-Ionen eintreten, was einer Mischung 
mit der Komponente 

2~e~ (~e, Mg)6 [AZ, Si40~ o] (OH), bzw. (F~, Mg)6 [Si~ 02 o] (OH), 
entspricht. Dies bedarf noch einer genaueren Untersuchung. 



408 E. SCHmBOLD: Kristallstruktur der Silikate. 

Nach PAULING k6nnen die Mineralien der Spr6dglimmergrupe durch 
die Summenformel 

CaX~Y4OIo(OH, F)~ 2 < n < 3  

dargestellt werden, in der X und Y die obige Bedeutung haben (vgl. 
S. 406). 

6. G r u p p e  d e r  C h l o r i t e .  

Zu den Mineralien mit  glimmeri~hnlichen morphologischen Eigen- 
schaften geh6ren die Chlorite, das sind relativ Si02-arme, alkalifreie, 
hydroxylhaltige Mg--Fe-Silikate, deren Chemismus im einzelnen noch 
wenig klargestellt ist. R6ntgenographische Untersuchungen an gewissen 
Gliedern dieser Gruppe hat  zuerst CH. MAUGUIN vorgenommen (119). Die 
Resultate sind in der Tabelle 3 angegeben. Danach weisen diese Chlorite 
einen Netzebenenabstand parallel zur Spaltfl~che von etwa 14 • auf, der 
erheblich gr6Ber ist als bei dell Glimmern, w~hrend die a- und b-Achse 
ungef~hr dieselbe ist. Das LAuE-Diagramm zeigt eine trigonale Pseudo- 
symmetrie an, so dab MAUGUIN eine rhomboedrischeZelle mit  a ---- 3 , o 7 ~ ;  
c = 3 × 14 = 42 A zugrunde legt. L. PAULING hat neuerdings die Struk- 
tur von Pennin und Klinochlor untersucht (12o). Er findet einen mono- 
klin-flfichenzentrierten, pseudohexagonalen Elementark6rper mit  den 
Dimensionen a = 5,2--5,3A; b = 9 ,2--9 ,3A;  c = I4 ,3 - - I4 ,4A;  15 = 
9605 o'. Raumgruppe ist C~h I. 

Die Ahnlichkeit der a- und b-Werte und des/3-Winkels mit  denen von 
Glimmer, sowie die ausgezeichnete Spaltbarkeit  II (ooi) legt es nahe, auch 
hier wieder aus tetraedrischen und oktaedrischen Schichten aufgebaute 
blattf6rmige Anionen a]s Strukturelemente zu betrachten. Da der Ab- 
stand der Netzebenen parallel zur Spaltfl~che aber gegenfiber doo~ der 
Glimmer erhebllch erh6ht ist, kommt  PAULING ZU dem SchluB, dab zwi- 
schen die Anionenpakete noch Brucitlamellen eingeschoben sind, so dab 
eine periodische Aufeinanderfolge wie in Abb. 26 entsteht. Mit den iib- 
lichen Ionenradien erh~lt man fiir doo~ aus der Konstruktion den Wef t  
( 2 , i o + 2 , 8 o  +6 ,60  +2 ,80 ) /~  = 14,3 Jk, der ausgezeichnet mit  den beob- 
achteten Werten tibereinstimmt. Die Struktur  gibt auch die Intensit~ts-  
verh~ltnisse der RSntgeninterferenzen befriedigend wieder, so dab an 
ihrer prinzipiellen Richtigkeit kaum zu zweifeln ist. 

Nach der Art der Herleitung aus der Kombination der aus der Glim- 
merstruktur  bekannten Schichtenpakete mit  Brucitschichten kann die 
ideale chemische Zusammensetzung dieser Mineralien leicht abgeleitet 
werden, fihnlich wie es auf S. 403 fiir die Glimmer selbst geschah. Wir 

x Dieser Elementark6rper hat als lZichtungen der primitiven Transla- 
tionen [iio], [I~O] und [ooi], erstere mit einer LAnge yon eiwca 5, 2A bilden 
ein pseudohexagonales Netz. Die MAUGULWSChen Translationen a ' =  S,o7 
sind offenbar nut Pseudotranslationen, sie entsprechen einem Netz mit b/s 
= 3,i ]~; was ~hnlich wie beim Biotit dutch die dichteste Packung "der Mg- 
O1Ucaeder verursacht wird. 
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nehmen z. B. ein Schichtenpaket, welches bezogen auf die horizontalen 
Kanten a = 5,I7, b = 9,2 ~- die Dicke D = 6,6o Jk hat mit der Zusam- 
mensetzung {[Sis 02o]Mg6(OH)~} und stellen es einer Brucitschicht mit 
den gleichen oder ganz ~hnlichen horizontalen Dimensionen und der 
Dicke D = 2,IO ~ gegenfiber, entsprechend der Zusammensetzung 
6 {Mg(OH),}. Ebenso gehen wit mit den Al-haltigen Schichten vor und 
finden zwei m6gliche chemische Typen:  

I. {[sisO~o]Mg6(o~,} + 6 {Mg(OH)~} ~-{[SisO~o](On),6Mg~,} = 
Talk Brucit 

= 2 { ~ g ~ ( O H ) 8 [ S i , O ~ o ] } ,  
Serpentin 

II. {[Si~O~o]Ai,(OH)4} + 4 {Al(OII)3} ~-{[SisO,o](OH),~Xls} = 
PyrophyUit Hydrargillit 

= 2 {m~(o~)~[sLO~o]} .  

Die zuerst erhaltene Verbindung entspricht dem wohlbekannten Ser- 
pentinmolekfil (H, Mg3Si ~ 09, abgekfirzt Sp), die zweite Al-reichste Kom- 
ponente tri t t  anscheinend in der Natur  nicht rein amf, sondern nut  in 
isomorpher Mischung mit dem Serpentinmolekiil. Dieses wfirde in der 
vorgeschlagenen Struktur dem ]31~Ltterserpentin (Antigorit) entsprechen, 
der sich morphologisch und optisch eng an die Pennine anschliel3t und 
zweifellos zum planaren hypohexagonalen Kristalltyp geh6rt. 

Nun kann ~hntich wie in den Gtimmern wieder ein TeiI der Si+*-Atome 
ill dem Talknetz durch Al +3- und ~hnliche Ionen ersetzt werden, wodurch 
die Schichtenpakete aufgeladen werden. Um diese Ladung zu kompen- 
sieren, mfissen wir auch die bisher neutralen Kationenschichten (Mg(OH) 
und A l(OH)a) aufladen, was am einfachsten dutch wechselseitigen Ersatz 
v o n  A l+3--~Mg +~ geschieht, wobei wir (immer bezogen auf das gleiche 
Volumen) die Kationen [Mg, AI~(OH),,] +~ und [Mg~AI4(OH),~] +4 als 
einfachste Mischungen erhalten. Es sind dann folgende Kombinationen 
m6glich, die zu neutralen Verbindungen fiihren: 

m .  {[Si6Al~O~o](OI-]),Mg6}-~ + +~-- {[Si3AlO~o](OH)sMgsAl } 
IV. {[Si6AI~O~o](OH),AI,}-" + {Mg,AI~(OH),~} + ~  2 {[Si3AlO,o](OH)sMg~Al3} 
V. {[Si4Al, O,o](OH)~Mg6 } ~ + {Mg~AI,(OH),~} +* ~- 2 {[Si~AI~O,o](OH)sMg,AI~} 

VI. {[Si,AI~O,o](OH),AI4} ~ + {Mg,AI,(OH),~} +4 _~ 2 {[Si~Al~O,o](OH)sMgAl4}. 

Das unter III  genannte Molekfil ist bezeichnend ffir die Zusammen- 
setzung yon Pennin und Klinochlor, das unter V genannte ist das so- 
genannte A mesitmolekiil (A t) (H, Mg~ A l~ Si 09). Die tonerdereichste Kom- 
ponente (VI) kommt anscheinend im freien Zustand nicht vor. Gew6hn- 
lich fal3t man mit TSGHERMAK (vgl. 6) die Glieder der Chloritgruppe als 
bin~re Mischkristalle des Serpentin (Sp) und Amesitmolekfils (At) auf 
(Orthochlorite), wodurch die chemischen Analysen gut dargestellt werden. 
Wit sind aus rein struktur-chemischen Betrachtungen zu einem ~Lhn- 
lichen Ergebnis gelangt, wobei sich gleichzeitig noch eine weitere Ver- 
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al lgemeinerung und  Vertiefung ergeben hat.  Es w~ire wfinschenswert ,  
die hier angedeuteten Beziehungen analyt isch-chemisch welter zu er-  
forschen. 

Aus dem Strukturschema der Abb. 26 ergibt sich die M6glichkei*, Glie- 
der mi% h6herem Gehalt an MgO und Al~O 3 dutch Einschaltung entspre- 

I 
I 
I I I I I 
I'~=--2,,--" =;= g Z g ~  z,z~ I<--41----~ I 

Abb. 26, Schema der Chloritstruktur (nach PAULING). Projek6on der Basisgruppe I[ a ~ 5,t7 A. 
(Bezeichnung wie in Abb. 25.) Abwechselnde Schichten yon Talk bzw. Pyrophyllit mit [Mg'(0/~r)]n 

bzw. [AZ(OH)A. 

chender Lamellen zwischen die Schichtenpakete zu erzeugen. %Venn m a n  
z .B.  in Abb. 31 die (0H)-Gruppen zum Tell durcb O-Ionen ersetzt und  
nach 4 A l  +3- bzw. 6Mg+2-Ionen in Oktaederumgebung einffigt, wie in 

I I 
i! 

Abb. 27. Struktur;chtma fi ir ba*ische Glleder der 
Chlarltreihe. Projekfion der Struktur [I a : etwa 

5,2 A. (Bezeichnung wie in Abb. 2o. 

Abb. 27, so entstetlen Mineralien 
der Zusammensetzung 
Mg~(OH)4[Si80~o ] • 12 M g O  bzw. 
Mg6( O H),[Sis02o] " 2 A 1203 • 6 M g O  , 
die ann~ihernd der Zusammen- 
setzung yon Leuchtenbergi% und  
Pennin entsprechen. Es sind auch 
weitere Einschaltungen basischer 
Lamellen denkbar (Leptochlorite). 

Der hier eingeschlagene W e g  
zur  Her le i tung der Chlor i t s t ruk-  
tu ren  zeigt auch gleichzeitig e ine 
M6glichkeit, dem Verst~indnis 
ihrer Bi ldung als hydro the rmale  
und  rein w~isserige U m w a n d -  

lungsprodukte  in metamorphen  Geste inen der Gl immerminera l ien  in der  
Na tu r  n~her zu kommen.  Wir  gelangen zu chlorit~ihnlichen Mineralien n a c h  
obigem dutch  hydrothermale  Umse tzungen  mi t  M g ( O H ) 2  und  ( A I O H ) 3 .  

a) Talk~ihnliche Verbindungen liefern dabei  Serpent in  (Typen I). b) Die  
Glimmer, besonders die M g -  und  Fe-reichen (Biotit) wfirden un te r  Weg-  
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fuhr der Alkalien zun~ichst in Lamellen des Typus II  bzw. IV und nach 
weiterer Reaktion wesentlich in die Orthochlorite umgewandelt, c) Die 
Spr6dglimmer wiirden hydrolysiert, nach Wegfuhr der Ca+2-Ionen in 
Schichten des Typus V oder VI und nach weiterer Reaktion in tonerde- 
reiche Chlorite oder Chlorite mit hfherem FeO- und ]:;e2 03-Gehalt (Lepto- 
chlorite) umgewandelt. Im groBen und ganzen sprechen die Beobach- 
tungen fiir dieses Umwandlungsschema, wenn nattirlich auch im ein- 
zelnen bei dem komplexen und noch keineswegs vfllig erforschten 
Chemismus der Chlorite Abweichungen auftreten k6nnen. 

Man kann schlieBlich nach PAULING die oben abgeleiteten Komponen- 
ten und Mischglieder in eine allgemeine Summenformel zusammenfassen 

X,,Y40~o(OH)s 4 < m . ~ 6 ,  

wo X wieder ein Kation in Sechserkoordination, Y ein solches in Vierer- 
koordination (haupts~chlich Si +4, Al +3, (Fe+3)) bedeutet. Es bleibt aber 
noch dahingestellt, ob die komplexen chemischen Verh~ltnisse dieser 
Reihe, besonders der eisenreichen Glieder (Leptochlorite) fiberhaupt 
durch eine so relativ einfache Formel wiedergegeben werden k6nnen. 

Man kann fibrigens zu einer im Prinzip ~hnlichen Chloritstruktur ge- 
langen, wie die yon PAULING angegebene, wenn man nicht direkt von 
den Gtimmern ausgeht, sondern yon den Pyroxen- und Amphibolstruk- 
turen (vgl. unten). DaB auch von dieser Seite ein enger Zusammenhang be- 
steht, ist ja zu erwarten, da die Chlorite h~iufig als pseudo-morphosen~ihn- 
liche Bildungen yon Hornblenden und Augiten in verschiedenen Stadien 
der Umwandlung auftreten. 

7- K a o l i n r e i h e .  

Den chloritiihnlichen 
Mineralien geh6ren nach 
Chemismus und Struktur 
auch die wichtigen Glieder 
der Kaolingruppe an. Nach 
den Untersuchungen yon 
Ross u. KERR (121) stellen 
Kaolin, Dickit und Nakrit 
verschiedene Modifikatio- 
nen der chemischen Kom- 

0 
b-,30 A 

1_ 

> 

_ / 

? 
c-rosA' 

Abb .  28. K a o l i n  (nach PAULING II. GRUNER). Projektlon der 
Baslsgruppe II a = 5 ,x4A.  Po la re  Schich tenAl2(O[- t )4[S i205]  

im Abs tand  7,x4 JL. (Bezeichnung wle in A b b .  2o.) 

ponente Al2 Si2 0 s (OH), dar. L. PAULING (120) hat eine Struktur fiir Kaolin 
vorgeschlagen, die ~ihnlich wie bei Glimmer und Chlorit aus polaren tetra- 
edrischen und oktaedrischen Schichten besteht, welche senkrecht zur 
Spalt-(Schichtfl~che) den Abstand 7,I _A_ haben (122) (vgl. Abb. 28). 
Neuerdings hat J. W. GRUNER (123) an Hand von DEBYE-ScHERRER- 
Diagrammen diese Struktur bestatigt und weitere wertvolle Hinweise 
fiber die Zusammenh~inge der verschiedenen Kaolinmineralien angegeben. 
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Aus der Abb. 28 leitet sich die Strukturformel [Si, O~o]Al, (OH)B bzw. 
Al2 (OH),[Si2 05J fiir Kaolin ab. 

8. S e r p e n t i n r e i h e .  
Wir linden den Serpentin (Antigorit) einmal als eine Komponente tier 

Chloritreihe mit ghmmerghnlicher Struktur, ein anderes Mal als ein 
faseriges pseudomorphosenartiges Umwandlungsprodukt der Amphibole 
(Hornblenden), Augite und Ohvinmineralien (Chrysotil). 

Diese Doppelrolle des Serpentins in der Natur lgl~t sich mit Hilfe 
von Strukturbetrachtungen verstehen. 

Abb. 29. Chrysotll (nach WARREN U. BRAGO). Projektion der Basisgruppe II c = 5,33 A. 

a) Chrysotil (Faserserpentin). Die schSn seidengl~nzenden, ader- 
artig im dichten Serpentin auftretenden VarietAten mit weiBhcher oliv- 
griiner Farbe werden als Chrysotil, bzw. in besonders feinfaseriger, ge- 
spinstartiger Form als Serpentinasbest bezeichnet. Die chemische Zu- 
sammensetzung entspricht ungefahr der Formel H , Mg3Si209. RSntgeno- 
graphische Untersuchungen an solchen Fasern haben zuerst ANDERSON 
U. CLARK (124), sp~ter R. E. WARREN U. W. L. BRAGG vorgenommen. 
Letztere Autoren bestimmen aus dem Faserdiagramm eine monokline 
Elementarzelle mit den Dimensionen a = 14,66 A; b = 18,5 -~; c = 5,33~ 
und/5 = 93016 '. Die Raumgruppe ist wahrscheinlich C~h. In Analogie 
mit der Struktur der Hornblendeasbestfasern wird die Formel so ge- 
schrieben, dab die M6glichkeit ftir [Si, O,x ]-B~nder wie in der Amphibol- 
struktur ersichtlich ist 
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In der Elementarzelle sind vier solche Molektile vorhanden, die vorge- 
schlagene und an den R6ntgeninterferenzen im Prinzip best~itigte 
Struktur ist in Abb. 29 als Projektion parallel zur c-Achse dargestellt. 
Vergleichen wir sie mit der entsprechenden Projektion der Tremolit- 
struktur (Abb. 22), so finden wir eine grol3e 2~hnlichkeit im Aufbau der 
[Si 4 0~, ]-B~inder, z. B. um die Punkte E.,  E, ,  E 3, E,  herum. Die Dimen- 
sionen der b- und c-Achse stimmen einigermagen fiberein 

Tremolit ~ > Chrysotil .___> Pennin bzw. Klinochlor 

a = 9,78 A a = 14,66 A a = 14,3--14, 4 2~ 
b = 1 7 , 8  2~ b = 1 8 , 5  2~ b =  9,2--  9 ,3A 
c =  5 , 2 6 ~  c =  5 , 3 3 ~  c----- 5,2--  5 ,3A 
[3 = 730 58' /3 = 930 46' [3 ---- 960 5 o'. 

Dagegen ist die a-Achse yon Chrysotil um den Betrag yon etwa 4,9 A 
vergr613ert. Dies kommt offenbar dadurch zustande, dab die [MgO6]- 
Oktaeder nicht mehr wie im Tremolit an je zwei gegenfiberliegende 
[Si40 ,,]-B~inder gebunden sind, sondern nur noch einseitig, wobei ein 
Tell der 0-~-Ionen durch (OH)--Ionen ersetzt wurde und noch 4 H~ O- 
Molekiile in den Symmetriezentren (o) Platz finden, ferner werden die 
Ca-Ionen bei E , - -E ,  durch Mg+~-Ionen ersetzt. 

Die Umwandlung des Tremolits in Chrysotil t~Bt sich an Hand der 
strukturellen Beziehungen formulieren als 

2 {Ca~Mgs[SisO~, ] (OH)s} --4 CaO + 4MgO + IoMg(OH)~ + 4H~O 
Tremolit 

= Mg** [S isO~] , (OH) ,  4 • 8H~O -~ 4 {Mg6(OH)~[Si,  O,~]. H ,O} .  
Chrysotil 

Die Gitteraufweitung stimmt mit der Einlagerung der Mg(OH)~- 
Schicht fiberein, nehmen wit fiir ihre Dicke D den PAI~LII~Gschen Wert 
2,IO A und fiir den Abstand der mittleren Hydroxylschichten den Wert 
2,70/k (entsprechend dem Ionendurchmesser yon (OH)-, so erhalten wir 
"ftir a den Wert (a' -= 9,78 + 2,70 + 2,IO) A ----- 14,58 A an Stelle des ge- 
fundenen Wertes a = 14,66 A. Es ist dabei zu bedenken, dab wahrschein- 
lich infolge der Einlagerung der groBen (0H)-Gruppen und des (H~O) 
im ganzen noch eine Vergr6Berung in allen Dimensionen stattfindet, und 
dab ferner als Ausgangsglieder ffir die Umwandlung in der Natur in der 
Regel die komplexeren Glieder der Amphibolreihe mit etwas gr613eren 
Gitterkonstanten (vgl. Tabelle 2) in Betracht kommen. 

Diese Vorstellungen erm6glichen auch ein gewisses Bild der struk- 
turellen Vorg~inge, die sich bei der in der Natur auBerordentlich ver- 
breiteten pseudomorphosenartigen Umwandlung yon Augit (z. B. Bastit 
als Paramorphose nach Orthaugit, Bronzit) und Olivin in Serpentin oder 
serpentinartige Produkte (z. B. Webskyit, Villarsit, Iddingsit und an- 
dere) voltziehen. Die Serpentinfasern und -bliittchen sind maschen- und 
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gitterartig mit der Ausgangssubstanz gesetzm~Big verwachsen, wie be- 
sonders die eingehenden Untersuchungen von ANGEL an Stubachiten 
Tirols (127) gezeigt haben. 

Die Umwandlung des Orthaugits in Serpentin ist strukturchemisch 
leicht zu verstehen, nachdem auf S. 398 gezeigt wurde, wie die Struk- 
turen von Enstati t  und Tremolit bzw. Anthophyllit ineinander iiber- 
gefiihrt werden kSnnen (vgl. S. 399). Die Umwandlungsreihe 
Enstatit (Bronzit) --~ Anthophyllit --> Chrysotil • 
8 {(Mg, Fe)[Si03] } {(Mg, Fe)7[SisO~ ] (0H)~} 2 {(Mg, Fe)6(OH)6[Si40,~]H~O} 

---~ Antigorit 

2 {(Mg, Fe)6(OH)8[Si40.o] } 
wiirde dem strukturellen Umwandlungsschema entsprechen: 

{(Mg, Fe)7[SisO~2 ] (OH)2} + 5 (Mg, Fe)(OH), + 2 n~o--> 
Anthophyllit 

--> 2 {(Mg, Fe)6(OH)6[Si40,~]H~O} , 
Chrysotil 

welches ganz ahnlich dem auf S. 413 erSrterten Schema ist. Die weitere 
Umwandlung yon Chrysotil---> Antigorit k6nnte nach dem Schema auf 
S. 400 verlaufen. 

Die Kette  der Umwandlungsreihe wtirde geschlossen, wenn man ein 
strukturelles Schema angeben k6nnte, welches auf einfachem Wege den 
Olivin, z. B. in die Enstatit- oder Anthophyllitstrukturen, zu tiberftihren 
gestattet, wie es anch in der Natur  vorkommt. An Hand der schema- 
tischen Abb. 30 erkennt man die prinzipielle M6glichkeit, aus den iso- 
lierten [Si04]-Tetraedergruppen im Olivin (lurch Translationen yon  
Gitterbl6cken l!{OlO} und {IOO} Ketten-Band- bzw. Netzstrukturen her- 
zuleiten. Aus der Abb. 3oa, welche die Projektion des Olivingitters parallel 
zur c-Achse zeigt, kann zun~chst die Abb. 3ob abgeleitet werden, indem 
man die Mg,-Ionen fest an die [SiO,]-Tetraeder gebunden l~Bt, so dab 
Banbl6cke I1{OLO} entstehen, aber die koordinativen Verbindungen tier 
Mg~-Ionen 16st*, wie ja auch die gute Spaltbarkeit I[{OLO} verl~uft. E ine  
Verschiebung der Baubl6cke um a/2 bringt sie in die Stellung der Abb. 3ob.  
Dabei werden die auf den Translationsfl~chen freigelegten hydratisierten 
Mgn-Ionen beseitigt und die freien Tetraederecken, die sich seitlich in 
tier H6he ~/4 und 3/4 c gegeniiberstehen, miteinander vereinigt (Abb. 30 c). 
Dadurch entstehen Ketten parallel zur c-Achse (c = 5,99 A), die eine 
ahnliche Periode haben wie im Diopsid und Enstat i t  (c --- 5,4). 

Um dies zu verdeutlichen, wurde in Abb. 3o d das Gitter seitlich etwas 
ausgedehnt, so dab die Symmetriezentren (×) sichtbar sind. Denken wit  

: Dies kalin dadurch physikalisch realisiert werden, dab ins Olivingitter 
eintretende OH--, 1::-- oder [C03]-~-Ionen bei der SerpenfilLisierung zun/~chst 
nut die eine H~lfte der Mg-Ionen, die auf den Spaltebenen [] (OLO) exponiert 
liegen, angreifen und so durch Hydratation dieser Ionen bzw. Bildung yon 
Mg(OH)2-, MgF~-, MgCOs-Komplexen den koordinativen Zusammenhang 
mit den [Si04]-Gruppen lockert. (In der Abb. 3 ° durch o angedeutet.) 
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jetzt noch eine Verschiebung der Baubl6cke !1{IOO}, welche Ebene der 
weniger guten Spaltbarkeit des Olivins entspricht, um c/2 verschoben, 
wobei sich die Mgi-Ionen aus den frfiheren Symmetriezentren heraus- 
bewegen, so entsteht die Abb. 3oe, die im Prinzip mit der Enstati t-  
struktur fibereinstimmt ~. 
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Abb. 3 o. Schema der mSglichen Strukturumwandlung Olivin--Diopsid usw. (Erkl~.rung im Text.) 
Frojektlon der Baslszelle I[ c. 

Strukturchemisch kann dieser m6gliche Vorgang etwa formuliert 
werden 

s {M  Si04} - SMgO ->  l gsSis024 S {l gSi03}. 
hydrat, hydrat. Enstatit (hydrat.) 

Aus den Beobachtungen muB man schlieBen, dab der Vorgang hierbei 
nicht halt macht, sondern bei weiterer hydrothermaler Umsetzung unter 
teilweiser J3enutzung der aus dem Gitterverband gel6sten hydratisierten 
Mg +~- bzw. Fe+2-Ionen zur Bildung von Chrysotil und Antigorit frfihrt 
(vgl. S. 414). Der andere Tell der in L6sung gegangenen (Mg, Fe)-Ionen 

Im einzelnen ist die Frage der ]3indungsverh~ltnisse tier Mg I -Ionen bzw. 
ihrer I-tydratisierung und der dadurch erm6glichten leichteren Verschieb- 
baxkeit der B16cke ]l {ioo} noch zu kl~ren. 
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kann zu Magnesit (MgC03) oder Eisenhydroxyden hydrothermal um- 
gesetzt werden. 

~) Antigorit (Bl~itterserpentin). Wit batten auf S. 413 er6rtert, dab 
wit bei der Umwandlung yon Hornblende in Asbest (Chrysotil) zu 214g- 
und Fe-reichen basischen Silikaten gelangen, deren Zusammensetzung 
sich durch die Formel (Mg, _b'e)6 (OH)6 [Si 4 0xx ] • H2 0 ausdr/icken l~iBt. 
Es ist nun durchaus denkbar, man dab dutch einen ~ihnlichen Konden- 
sationsprozeB, welcher die [Si 4 0,i]-B~inder der Amphibolstruktur in 
[Si 40~ o]-Netze der Glimmerstruktur tiberffihrt, yon der Chrysotilstruktur 
nach BRAGG U. WARREN" ausgehend, zu einer glimmer~ihnlichen Struktur 
gelangt. Dazu brauchen wir nur in der Abb. 29 die Teilbl6cke der Chryso- 
tilstruktur, z.B. mit der Basis E~E2E3E 4 l~ings der Ebenen (oi0) im 

i 

Abb. 3x. Schema der Chloritstruktur nach der Her-  
leitung aus der Chrysotilstruktur (nach E. SGmE- 

BOLD). Projektion der Basiszelle {I c. 

Abstand '/2b parallel um den 
Betrag (a/2 + c/2) gegeneinander 
zu verschieben, wie auf S. 398 im 
einzelnen beschrieben wurde. Da- 
bei gehen die in der Translations- 
ebene liegenden Ionen und die 
H20-Molek/ile heraus und werden 
dutch Mg(OH)~ ersetzt. Wit er- 
halten eine Struktur, welche im 
Grenzfall aus unendlich ausge- 
dehnten Schichtpaketen H(IOO) 
besteht und sichvon der PAULING- 
schen Struktur nut  dadurch 
unterscheidet, dab die Mg(OH)~- 

Schichten in anderer Weise zwischen die [Sic O~o]-Netze eingeschaltet sind 
(Abb. 31). Formelm~iBig l~Bt sich diese Transformation beschreiben 

4 {Mg6(OH)6[Si40~,]" H,O} -- 4MgO • 4H, O + 4Mg(OH), +-- 
Chrysotil ~+- 4 {Mg6(OH)8[Si40~o]}. 

Serpentin bzw. Chlorit 

Der Vergleich der Gitterkonstanten beider Verbindungen (S. 413) 
zeigt, dab die GrSBe der Chrysotil-TeilstrukturblScke bei der Umwand- 
lung nur weriig abge~indert wird. Die b-Achse yon Serpentin ist nut halb 
so groB wie die von Chrysotil als primitive Translation des neuen Gitters, 
ganz entsprechend wie beim t3bergang yon Hornblende in Talk. 

Es ist durchaus mSglich, daB, wie im genannten Falle auch zwischen 
den Endgliedern Chrysotil--Chlorit der hier beschriebenen Struktur- 
ver~inderung, allm~ihliche t3berg~inge vorhanden sind, welche einer nu t  
teilweisen Umwandlung entsprechen und verschieden lange Identit~its- 
perioden parallel zur b-Achse haben kSnnten, w~ihrend die L~inge yon a 
u n d c  erhalten bleibt. Darauf deuteten auch gewisse merkwiirdige Ano- 
malien der R6ntgeninterferenzen in den Faserdiagrammen yon Chrysotil 
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hin, auf welche bereits WARREN U. BRAGG hingewiesen haben. Gewisse 
Flecke erscheinen nAmlich trotz der monochromatischen Primfirstrahlung 
als verwaschene B~nder mit einer ziemlich scharf begrenzten inneren 
Randstelle, was sich durch die Annahme ,,verschieden langer Molekfile" 
entsprechend den Umwandlungsstadien ungezwungen erkl~iren 1Xl3t. 

Im fibrigen l~13t die aus der Chrysotilstruktur abgeleitete Struktur 
des Serpentins (bzw. Chlorits) dieselben Substitutionen zu, wie sie auf 
Grund der PAULINGschen Annahme auf S. 41o durchgeffihrt wurden. 
Von besonderer Bedeutung erscheint jedoch die M6glichkeit, aus diesen 
feinbaulichen Betrachtungen ungezwungen das verschiedene Verhalten 
der Faser- und der Bl~tterserpentine zu erkl~ren. Diese erscheinen hier- 
nach als verschiedene Modifikationen derselben Grundsubstanz, welche 
leicht ineinander fibergehe n k6nnen. TatsAchlich beobachtet man fase- 
rige Serpentine und blAtterige Serpentine mit optisch verschiedener 
Orientierung und Konstanten h~ufig in ein und demselben Aggregat. 
Wie WOOSTER ausgeffihrt hat, weisen Kettenstrukturen in der Regel 
eine positive, Schichten- und Netzstrukturen eine negative Doppel- 
brechung auf (128). Hiermit steht das Verhalten des Faser- und Bl~tter- 
serpentins vollkommen im Einklang. 

b) Reihe der tetragonalen bzw. pseudotetragonalen Schichtengitter. 

I. A p o p h y l l i t .  
Sowohl  bei den hexagonaIen wie tetragonaIen Schichtengittern ist 

parallel zur Schichtebene eine vollkornrnene Spaltbarkeit vorhanden. 
Als Beispiel ffir eine Struktur mit tetragonalem [Si~ 05]-Netz sei hier das 
Mineral Apophyllit (KF Ca 4 Sis 0~ 0"8 H~ O) angeffihrt, das yon GOSSNER U. 
KRAUS (129), spAter yon TAYLOR U. NARAY-SzAB6 (130)r6ntgenographisch 
untersucht wurde. Als Gitterkonstanten der tetragonalen Elementarzelle 
und Raumgruppe finden erstere a = I2,73A; c = 15,84 •, D, h. Die Periode 
Pixo ist nur halb so groB gefunden als nach den angegebenen Dimen- 
zionen berechnet wird, die Autoren entschlossen sich jedoch ffir die Bei- 
behaltung der gr613eren Zelle, da verschiedene beobachtete Intefferenzen 
sich sonst nicht deuten lieBen. TAYLOR 11. N~RAY-SZAB6 haben an diesen 
Messungen Kritik gefibt und als fichtige Zellendimensionen a = 9,00 ~k; 
c = I5,8A, Raumgruppe DSh angenommen, eine vollkommene Auf- 
kl~rung dieser Widersprfiche steht noch aus I. Eine Projektion der yon 
diesen Autoren gefundenen Struktur auf die Spaltfl~che (ooi) ist in 
Abb. 32 angegeben. Sie entspricht der Formel FCa,K(OH~)8[SisO~o]. 
Das [SisO~o]-Netz ist nicht v611ig eben, wie in den Glimmern, sondern 
etwas gewellt, so dab die Tetraeder in den Viererringen eine Zwischen- 
stellung zwischen den in Abb. I gezeichneten einnehmen. In den ab- 

M6glicherweise ist die wahre Symmetrie des Apophylli~ niedriger als 
tetragonal. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X[. 27 
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wechselnden Viererringen liegen die Tetraederspitzen alle nach oben oder 
nach unten, was in der Abb. 32 dutch die Schraffierung angedeutet ist. 
Die Achterringe in der idealisierten Abb. 3 sind stark verzerrt, wie es 
auch bei den Strukturen beobachtet wird, die sich aus solchen abwech- 
selnden Vierer- und Achterringen als r~umliche Netzwerke herleiten 
lassen (Danburit, Anorthit, Skapolith und andere). Die freien Tetraeder- 
spitzen der einzelnen ESisO~o]-Schichten sind durch Schichten yon C~ ÷~- 
Ionen, welche in den horizontalen Spiegelebenen liegen, miteinander vet-  

Abb. 32. *4#ol~ylli~ (nach TAYLOR und N~RAY-Sz^B6). Pro~ektion der Basiszelle H c = x5,8. 
O I V + i n t / 2 c ~  K + i n o  , O Ca+2 in o @ Ca+2 i n l / z c  
O F '  in o O ~ '  in t[2c, 0 OH' bzw. Ft. 

kniipft; zwischen den vertikal untereinander liegenden und sich die Basis 
zukehrenden Viererringen sind groBe Komplexe {K(H20)8} + mit K in 
{oo~/2 und ~/2 ~/2o} eingelagert. Die F-Ionen liegen in den Symmetrie- 
zentren {ooo, '/2 ~/2 I/2} und sind an je 4 Ca+~-Ionen im Abstand etwa 
2,5 A gebunden. Jedes C~+2-Ion ist an eine Gruppe aus 7 Anionen ge- 
bunden, n~mlich 4 0-2-Ionen, I F- - Ion  und an 2 ,,Wassermolekffle", wie 
die Bindungsstriche in der Abb. 32 andeuten. Von besonderem Interesse 
ist die hier angenommene komplexe Baugruppe K(H20)s. Die 8 H~ 0- 
Molektile umgeben die K+-Ionen angenAhert in Form eines Wiirfels mi t  
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der horizontalen Kante 3,5 • und der H6he 3,o A i m  mittleren Abstand 
yon 2,85 A. Die Autoren vermuten, dab die sogenannten ,,H~ 0-Molekfile" 
auch in diesem Falle Ahnlich wie beim KH,  PO, (131) in (OH)-+ (H)+ 
aufgespalten sind, wobei die H +* in der Mitre zwischen den Hydroxyl- 
gruppen und den 0-~-Ionen der Tetraederspitzen Hegen, was einer Bin- 
dung yore Typus - - O H - - H - - O  entspricht. Dann 1Al3t sich n~tmlich das 
Verhalten des KristaUwassers verstehen, das beim Erhitzen erst zur 
H~lfte bei etwa 2400 C herausgeht. Jedes Hydroxyl-Ion w~re dann an 
I Ca+~(7/~4) + IK+(X/8) + IH+(X/~) gebunden, so dab die PAI~LINGsche 
Regel nahe erfiillt ist. Die 0-~-Ionen an den freien Tetraederspitzen sind 
jeweils an 2 Ca+~(7/~,) + ISi+*(*/x) + IH*('/2) gebunden, was der Va- 
lenzsumme 2~/i2 oo 2 entspricht. Mit dieser Struktur steht auch die 
Spaltbarkeit im Einklang, sie verl~uft zwischen den Tetraederbaugruppen 
wahrscheinllch dutch Abtrennung der Bindungen an die K(H, 0)s-Kom- 
plexe. Die Formel l~Bt sich auch als Komplexformel schreiben, mit 
zentralem Anion F - :  {FCa, [Sis O~ o]} [K(H~ 0)s +] und zeigt eine gewisse 
Analogie zur Apatitformel in der Schreibweise yon M. MEI~MEL (132). 

2. M e l i l i t h g r u p p e .  
Als eine Art Schichtengitter, die den Llbergang vom Anionennetz 

zum r~umlichen Fachwerk darstellt, kann auch die Struktur der Melilith- 
mineralien aufgefaBt werden. Nach orientierenden Messungen yon 
GOSSNER U. MUSSGNUG (133) ist neuerdings die Struktur von Melilith, 
~kermanit  (B. E. WARREN 134), Hardystonit (B. E. WARREN U. O. R. 
TRAUTZ 135) und von Gehlenit (F. RAAZ 136) bestimmt worden (vgl. 
Tabelle 3). 

Der Chemismus der Melilithe ist neuerdings von H. BERMAN (137) auf 
Grund von 23 Analysen als Summenformel (X, Y3 07) angegeben worden, 
wobei X = Ca +2, Na+X; Y = Mg ~ ,  Al  +3, Si +*. Es wird danach eine 
gegenseitige isomorphe Vertretung von Si +* durch Al +3 und Mg +2 an- 
genommen. MACHATSCHKI (138) h~tlt dagegen eine isomorphe Vertretung 
Si +* durch Mg +~ ffir sehr unwahrscheinlich und schl~gt als Summenfor- 
reel vor X,Y.Z~(O,  OH)7 mit X = Ca +~, Na +~, K +~, Y = Mg +~, Fe +~, 
Fe +3, A1.3 (zum Teil), sowie Zn +~, Z = Si +4, Al  +3 (zum Tell). (Vgl. aber14b.) 

Die Strukturbestimmung des Meliliths (WARREX) und des Gehlenits 
(RAAz) ergibt sich in beiden FAllen im Prinzip gleichartig (vgl. Abb. 33, 
welche eine Projektion der Gehlenitstruktur auf die tetragonale Basis 
(ooi) darstellt). Aus der Abb. 33 geht hervor, dab sowohl die Si-, wie 
Al- bzw. Mg-Atome tetraedrisch von O-Atomen umgeben sind. Man 
kann daher die Melilithstruktur auch als ein Schichtengitter auffassen, 
das aus unbegrenzten Netzen yon gekoppelten [Al, SiO,]-Tetraedern 
parallel zu {ooi} besteht, die aus Ffinferringen zusammengesetzt sind. 
Diese Anionennetze haben die Zusammensetzung [Al, Si~O~,] -s bzw. 
[Mg~Si, O~,] -8. Die Netze sind etwas gewellt, ihre Dicke betr~gt etwa 

27* 



4~ 0 E. SCHIEBOLD : 

3,8 A. Mitten zwischen je zwei BTetze sind die Ca+~-Ionen eingelagert, 
so dab jedes Ca+2-Ion ann~hernd als Schwerpunkt eines gleichseitigen 
Dreiecks an drei freie Tetraederspitzen und fiinf andere Tetraederecken 
gebunden ist. Die Netze werden danach senkrecht zu {ooi} nur ko- 
ordinativ durch die Ca+~-Ionen verknfipft, womit der meist tafelige bzw. 
kurz prismatische Kristallhabitus und die gute bzw. deutliche Spaltbar-. 
keit nach {ooi} im Einklang steht. 

Der Eintri t t  von Alkali ins Melilithgitter beweist, dab ein Teil der 
O-2-Ionen, wahrscheinlich diejenigen an den freien Ecken der [AlO,]- 

Tetraeder,  durch ein- 

.~1 

Abb. 33. MeliliCh (nach. W~REN u. RAAZ). Proj. der Baslsgruppe 
II c =  s ,~oA.  Die kleinen Krelse stellen Cwt-~-Ionen dar. 

wertige Ionen (haupt- 
s~chlich OH) ersetzt 
werden kann. Diese 
(OH)-Ionen wiirden von 
je 3 C a+~-Ionen umge- 
ben, so dab sie ange- 
n~hert im Schwerpunkt 
eines gleichseitigen Drei- 
ecks liegen, ~hnlich wie 
die OH-- bzw. F- - Ionen  
im Apatit. 

Durch diesen Gitter- 
bau erh~lt der Melilith 
eine gewisse Analogie 
zum Apophyllit (vgl. 
S. 418). Beide kommen 
unter anderen als gut  
ausgebildete Kristalle in 

Drusenr~umen (Mandeln) jung-vulkanischer Gesteine vor. Melilith wan- 
delt sich leicht in ein faseriges Aggregat zeolithartiger Substanzen urn. 

Nach ZACI~ARIASEN (139) lassen sich die Analysen der Mineralien der 
Leukophangruppe 

Melinophan (tetrag.-bisphenoid.) a : c = 0,6584 i 
Leukophan (rhomb.-bisphen. pseudotetragonal) j (BRoGGER) 

a : b : c = 0,9939 : I : 0,6722 

aus einer Komponente Ca2BeSi2 07 herleiten (idealer Melinophan), die 
grol3e Ahnlichkeit in ihrer Formel mit dem Metitith hat. Melinophan wird 
aus der reinen Komponente dutch Substitution von x/3 des Ca +" durch 
Na +, x/3 des Si +4 durchH +3 undNeutralisierung der dadurch erniedrigten 
Kationenladung durch Ersatz von 0 -2 durch F -  erhalten. Im Leuko- 
phan w~re die H~Ifte des Ca +2 dutch Na + ersetzt und x/7 der O-2-Ionen 
durch F -  oder (OH)-. 
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VII.  Schluf lbemerkung z u m  I. Tei l .  
Die vorstehende ~bersicht fiber die Struktur  yon gesteinsbildenden 

Silikaten umfal3t nach der yon W. L. BRAGG, 1 ~'. MACHATSCHKI, V.M. 
GOLDSCHMIDT und ST. N~RAY-SZAB6 entwickelten Klassifikation die 
Silikate mit  isolierten, ringf6rmigen, ketten- und bandf6rmigen, sowie 
schichtenartigen Silizium-Sauerstoff-TetraederverNinden. In Erg~inzung 
der bereits vorliegenden ausgezeichneten zusammenfassenden Dars td -  
lung yon W. L. BRAGG (17C) wurde hier vom mineralogischen Standpunkt  
ein 13berblick fiber die gegenseitigen Zusammenhiinge der verschiedenen 
wichtigsten Strukturtypen gegeben und versucht, einen Beitrag zum 
Verst~indnis der Bildungsweise und der gegenseitigen Umwandlungen 
von Silikaten unter natfirlichen Bedingungen yon seiten der Struktur-  
chemie und Feinbaulehre zu geben. 

I m  II .  Teil, welcher im n~ichsten Band dieser Sammlung erscheinen 
solt, werden die Strukturen mit  dreidimensionat verknfipften Tetraeder-  
gruppen systematisch behandelt, denen die wichtigsten Mineralgruppen 
(z. B. Feldsp~ite, Nepheline, Zeolithe) angeh6ren. An Hand  der tabellari- 
schen i3bersicht werden die allgemeinen Beziehungen zwischen der 
Struktur  und den Eigenschaften der Silikate erl~iutert, soweit sie als 
Erglinzung der physikalisch-chemischen Betrachtungsweise dienen 
k6nnen. 

Zum Schlu[t gestattet sich der Verfasser, der Redaktion der ,,Er- 
gebnisse" und dem Verlag J.  Springer ffir das bewiesene Entgegen- 
kommen und die reiche Ausstat tung mit  Figurenmaterial seinen ver- 
bindlichsten Dank auszusprechen. 

Ferner dankt Verfasser dem Assistenten am Mineralog. Inst. ,  Herrn 
canal, chem. M. Mehmel, ffir Hilfeleistung bei der Korrektur.  

Leipzig, August 1932. 

] 3emerkungen  zu T a b e l l e  I - -  3 . 
In den Tabellen 1-- 3 wurden die Kristallstrukturen der wichtigsten 

gesteinsbildenden Silikate zusammengestellt, nebst einer Anzahl physi- 
kalischer und optischer Daten. die ffir die Zusammenhgnge zwischen Struktur 
und Kristalleigenschaften charakteristisch sind. Es wurden nut die Mine- 
ralien in die TabeUe aufgenommen, deren vollst~indige Strukturbestimmung 
auf r6ntgenographischen Untersuchungen beruht (mit * bezeichnet) oder 
aus Isornorphiebeziehungen und Analogien hergeleitet wurde. Die einzelnen 
SpMten enthalten Mineralnamen, chemische Formel, Koordinationszahl der 
Kationen (K.Z.), Raumgruppe (R.G), Gitterkonstanten (ao, bo, co) und -winkel 
(a, ~, 7), Zahl der Moletdile (z) im Elementark6rper, spez. Gewi, cht (s), Hgrte 
nach der Molls schen Skala, Volumen (Vo) pro I Sauerstoffion in A 3 (Packungs- 
dichte), mittlerer Brechungsindex (ns), Doppelbrechung (n.--n,), optischen 

. . . . . .  / . .  

Charakter und SpMtbarkelt. Soweit notlg, wurden Angaben uber das Vor- 
komrnen und die chemische Zusammensetzung gemacht; leider sind die 
Untersuchungen noch recht spgrlich, bei denen an ein und demselben Ma- 
terial alle diesbezfiglichen Daten bestimmt wurden. 

J.m einzelnen wird auf diese Daten im II. Teil eingegangen werden. 



Mineral 

P h e n a c i t g r u p p e .  
*Phenacit 
*Willemit 
Troostit 

Dioptas 
O l i v i n g r u p p e .  

Forsterit 

*Olivin 

Fayalit 
*MontieeUit 

Tabelle I. S i l i k a t e  m i t  i s o  l i e r t e n  

Chemische Formel K.Z. R.G. ao ~o 

ia. H e x a g o n a l e  bzw. r h o m b o e d r i s c h e  urld 

Be2Si04 
Zn2SiO 4 

(Zn, Mn)2SiO 4 

4,4 
4,4 
4,4 

4,4 

6,6 

6,6 

6,6 
6,6 

lb. H e x a  

Mg2SiO 4 

(Mg, Fe)~SiO¢ 

Fe2SiO 4 
MgCaSi04 

K l i n o h u m i t g r u p p e  Mg2Si04" Mg(F, OH)2 
*Norbergit, Chondrodit 2Mg2SiO 4 • Mg(F, OH)2 

3 Mg2SiO¢. Mg(F, OH)2 
*Humit 4Mg2Si0 4 . Mg(F, OH)2 *Klinohumit 

*Topas (AIF, OH)2. SiO 4 

*Cyanit 
G r a n a t g r u p p e .  

*Pyrop 
Mmandin 
Spessartin 
GroBular 
Uwarowit 
l'opazolith 
*Eulytin 

*Titanit 

*Staurofith 

(AIOAI) SiO 4 

( Mg, Fe)3AI2Si30 ~2 
Fe3Al2Si3Oz2 

Mh3AI2Si30 ~2 
Ca3Al2Si30 ,2 
Ca3Cr2Si3Ox2 
Ca3Fe2Si3O x~ 

Bi4Si30~2 

(CaO Ti)SiO 4 

*Sillimanit 
*Andalusit 

*Zirkon 

6,6 
6,6 

6,6 
6,6 

6,6 
2 a .  
6,6 

4,6 
4,6 
4,6 
8,6 
8,6 
8,6 

9 bzw. 6 

*Vesuvian 

*Thortveitit 

*Hemimorphit 

*Benitoit 

*Beryll 

Cb" 

Cb' 

c b. 

vh~6 
vh,6 
VI~ x6 
Vii x6 

i ona t e  

Vh x 6 
C2h 5 

Vhx6 
C2h 5 

V,~ x6, C% 

7,684 
8,69 

= 107045 , 
8,8~ 

a = 108 ° 

4,77 Io,26 
4,84 lO,4O 
4,95 Xo,2I 
4,80 lO,59 
4,81 s I 1,08 

bzw. p s e u d o h e x a g o n a l e  

4,70 I o,2 
4,733 lO,27 

fl = 109002 ' 
4,738 10,23 
4,745 10,27 

/3' = I oo05 °, 
4,64x 8,783 

K u b i s c h e  bzw. p s e u d o k u b i s c h e  
Ci x 7,09 7,72 

O1~ x° 
Oh xo 
Oh xo 
Oh xo 
Oh ~o 
Oh xo 
Ta6 

a=9o°o5VJ fl= loi0O2 ' 
11,51o 
11,497 
i 1,6o 3 
11,84o 
i 1,95o 

12,026 4- O,Cx33 
10,272 + 0,004 

2b. K u b i s c h e  bzw. p s e u d o k u b i s c h e  
7,6 C2h 6 6,5 5 8,7o 

fl = I I9°43 , 
7,84 16,52" 

2Al2SiO 5 • Fe(OH)2 6,6,4 VhH? Vh~71 7,82 I6,82 
L 7,8I I6,59 

3a. T e t r a l  o n a l e  bzw. p s e u d o t e t r a g o n a l e  
AI[AISiOs] 6,4 Vh x6, C9v 7,43 7,58 

3b. T e t r a g o n a l e  bzw. p s e u d o t e t r a g o n a l e  
CaxoAl4(Mg , Fe)2(OH)4 8,6,6 15,63 

[Si9034] 
(Sa, Y)2[Si2Or] 6,6 8, 58 

Zn4(OH)2[Si2OT]H20 4,4 IO,7O 

Ba Ti [Si309] 6,6 

Al2Bea[ Si6O xs] 6,4 

D4h 4 15 ,63  

C2h 3 6,56 

C2v 2° 8,38 
I J 6,62 

D3h~ [ 6,60 4- O,O1 
D~ 9,21 

Spaltbarkeit: a. = ausgezeichnet, v. = voUkommen, g. = gut, 
Die mit * bezeichneten Strukturen wurden 

W. L. BgAGO und ZACHA~ASEN (58, 59), GO~rF~ED (56). ~ W. L. B~GG und BROWN (60). 
WEST (78). 6 N£RAY-Sz&B6 (65), TAYLOR und JACKSON (64), C-¢~J3OSO (76). 7 1VIEI~ZER (68, 
zo TAYLOR (80, 82), HEY und TAYLOR (83). x~ VEGAm) (70), Bm'KS (71), WYCKOFF und 
,4 ITO und WEST (88). ~S BRAGG und WEST (93). 



( S i 0  4 ] - T e t r a e d e r n. (Insel tetraedergit ter .)  

cA ° I I H~irte 
" .... 

pseudohexagonale Inselstrukturen. 

i nT--na 
Optischer I Spaltbarkeit 

5,99 
6,1o 
5,985 } 
6,I6 
6,37 

6 etwa 2,97 
6 3,89-4,I8 
6 3,89--4,29 

4 3, 216 

4 3,2-3, 6 

4 4,34 
4 3,I2-3,27 

7 558 
etwa 

6-7 18,3 

7-6 19,2 

6-7 19,6 
5-6 21,3 

14,1 1,654 o,o16 
21,8 1,693 o,oi9 
2I,I  
zo,o; 1,69 

1,651 o,o35 
oo 1,68 o,o36 

1,877 o,o 5 I 
1,646 o,oi 4 

E i n l a g e r u n g s - I n s e l s t r u k t u r e n .  

8,72 
7,87 

20,86 
13,68 

4 
2 3,1-3,2 

4 3,I-3,2 
2 3,I-3,5 

4 3,4-3,6 8,378 
I n s e l s t r u k t u r e n .  

5,56 4 3,56-3,67 
r = Io5°44% ' 

8 3,732 
8 4,235 
8 4,197 
8 3,6o5 
8 3,858 
8 3 , 8 7 1  ~:o, o2 
4 6,83 

17,4 
6--6,5 {I8,IO 1,62 0,032 

I 

I8,IO 1,6o e twa 0,038 
6-6,56-6'5 i8, i8 1,67o 

8 i4,251,61-1,63 O,OlO4--o,oo81 

4,5-7 

7-% 
7-7,5 
6,5-7 
7,5-8 

4,5-5 

r5,o! 

15,8 
15,8 
16,3 
17,3 
17,8 
I8,I 
2 2 ,  5 

1,722 
1,81¢ 
1,767 
1,804 
1,747 
1,870 
1,895 

O,O12 

E i n l a g e r u n g s - I n s e l s t r u k t u r e n .  
7,43 4 3,52 5-5,5 18,4 

7-7,5 115'2 
5'61 } 
5,63 4 3,75-3,80 
5,64 

I n s e l s t r u k t u r e n .  
5,74 4 3,03-3,24 
5,55 3,I-3,2 
5,93 } 
5,88 4 4,71 

1,9o7 

etwaI,75 

6-7~/2 I6,21 1,66o 
7-7t/2 I7,4 1 1,64o 
7-7~/~ I6,Oi / e twa 

. /1,924 
E i n l a g e r u n g s - I n s e l s t r u k t u r e n .  

i 1,83 4 3,3-3,45 6, 5 19,o 1,725 

4,864'74423,64-3,67/3'55-3'57 6-'7 18,4 8 = 103008 , 
5,I1 

I 6_6, 5 2 0 , 4  
9,71 ±o ,o i  3,73 J l 

9,17 2,63-2,80 I 7 , 5 - 8 1 8 , 8  

O,134 

O, I53 

O,O2 I 
0,009 

0,0592 

0,0049 

+ 
+ 
+ 

+ 

+ 

{I I~0} u.d. x 
{oooi} d . '  
{I I~O} d. * 

{olo} g., {I0o} u.d." 

{OLO} g., {I0o} u.d." 

{o310} g., {IOO} u.dP 

+ 

+ 
+ 

+ 

{cx:)I} d. 4 

{O31} d. 4 
{031} d. 4 

{ O O l }  a. 5 

{lOO} a., {OLO} g. 6 

{I IO} ud. z 
{11o} I , , 
{IIO} | mancnmai  
{iio} } ziemlich 
{iio1 | deutl ich 7 
{II0} / 

{IIO} ud. 7 

{II0} z.d. 8 

{OLO} d., {IIO} ud. 9 

a l o  

+ {I Io} uv .  '~ 

- { i I o }  g . ,  {IOO} ud.  

{IIO} z.g. x2 

{IOn} ud.  ~', x3 

- { 0 o o i }  u . v .  x5 
2 
2 1,574 0,005 

uv. -- unvol lkommen,  d. = deutlich, ud. = undeut l ich.  
r6n tgenographisch  vollstAndig bes t immt .  
3 G. BROWN und  WEsT (62). 4 TAYLOR und  WEST (63), s PALrLIYG (79), ALSTON und 
7a). 8 ZACI-IARIASEN (67). 9 CARDOSO (76), NARAY-SZABO (77), SCBIEBOLD u n d  CARDOSO (66). 
HENDRICHS (73). x~ GOSSNER (90), ZACHARIASEN (87). x3 VALETON (91), ZACHARIASEN (92). 



Mineral 

Tabel le  2. S i l i k a t e  m i t  k e t t e n -  b z w .  b a n d a r t i g e n  [Si04]- 

Chemisehe Formel K.Z. R.G. ao ba co 

P y r o x e n g r u p p e  
a) Typ 

, *Enstaf i t  

Bronz i t  
Hype r s then  

;3 Kl inoens ta t i t  
*Spodumen 

y R h o d o n i t  

Fowler i t  

b) Typ 

3 *Diopsid 
Hedenberg i t  
Schefferit  
Augit x 
Aeginin, Akmit  
Jade i t  

/ Wollas toni t  2 

Bus tami t  
Pekto l i th  3 

Bab ing ton i t  

Mg2[Siz06] 
(Mg, Fe)~[Si~06] 

MgFe[SQ06 

Mg,[Si~06] 
LiAI [Si206] 

Mn2[Si206] 

(Mn, Fe, Zn, Ca)~[Si206] 

CaMg[ Si20 6] 
CaFe[Si~06] 

Ca (Mg, Fe, Mn) [Si206] 
Ca(Mg, Fe, A1) [(Si, Ai)20 6] 

NaFe[Si206] 
NaAI[Si206] 

Ca2[Si,06] 

(Ca, Mn) Si206 
NaCa2( O H )[ Si30 8] 

III 
CaFe[Si308] 

6,6 
6,6 
6,6 

6,6 ? 

6,6 ? 

8,6 
8,6 
8,6 
8,6 
8,6 
8,6 

~ x 6  

C2h 6 ? I 
C2h6 ] 

Ci ~ 

C21~ 6 

i. P s e u d o t e t r a g o n a l e  

I8,29 

9,5 ° 

7,77 
a=850io ' 

a= io3  ° 

9,71 

7,880 
a=90 

7,91 
tff--9 O0 

6,73 
¢t= I 12°22 ' 

8,86 5,20 

8,30 5,24 

12,45 6,74 
y =  I 11°29 , 

7=81,5 ° 

8,89 5,24 

5,24 
5,26 

7,27 7,o3 
y =  103 °25 ' 

7,08 7,05 
y =  103 °co' 

7,54 I2,43 
y=86°o9 ' 

A m p h i b o l g r u p p e  
a) Typ 

*Anthophyll i t  4 
(etwa 23,87 % MgO) 

(Mg, Fe)r[5isO~,](OH)2 

MgT[SisO22](OH)2 
(Mg, Fe)7[Sis02~](0 I-1)~ 

FeT[SisO22](OH)~ 

6,6 Vh s 

6,6 
6,6 C2h 3 

6,6 

2. P s e u d o h e x a g o n a l e  

18,52 

9,7 
9,572 

9,4 

18,o37 

17,8 
I8,22 

I7,9 

Kupfferi t  
Cummingtoni t  s 
(etwa I 1,62 % MgO) 
Grfinerit  

(etwa 3,92 % FeO) 
a = rhombische,  fl = monokl ine ,  

Vorkommen:  ~ Boreslau (B6hmen). 2 Chiapas (Mexiko). 3 Giel lebekk (Oslo). 
L i te ra tu r :  6 W.A_RREN und ~)DELL (100). 7 WARREN und BlSCOE (98). 
MER%VIN, WASHINGTON (gg), 2~MINOFF (95). xo GOSS~X~ER u n d  MUSSGNUG (96). 

5,27 

5,25 
5,334 

5,27 



z s 

K e t t e n s t r u k t u r e n .  

T e t r a e d e r v e r b / ~ n d e n  ( K e t t e n -  u n d  B a n d t e t r a e d e r g i t t e r ) .  

H~rte Opdseher 
n. MOHS P'o nfl ny-- not Charakter 

90 ° 

69 ° 4o' 

04' 

103 ° 

8 / 3 ' t8  
t 3.39 

3-3,5 
3,4-3,5 

3,28? 
4 

74 ° I(3' 

3,4-3,7 

3,27 
e twa  

13,5-3,58 
etwa3,35 

,, 3,5 
,, 3 ,2  

3 2~8-2,99 
2 2,73-2,86 

2? 3,4 

95 ° I6'  

95 ° IO' 

93048 ' 

5,5 

4-5 
5-6 

I7,4 

16,2 

1,65 I 

1,66-1,68 
~I ,69- I ,73  

1 ,654  
1,666 

0;o08 

0,010 
0,012"-0,015 

0,0O9 
O,OI6 

+ 

4- 

+ 
+ 

5-6 

5-6 
5-6 
5-6 
5-6 
6-6, 5 

6,5-7 

18,1 

x ,74o 

1,73 o 

1,67 I 

1,744 

e twa  I, 7 
1,799 
1,658 

O,OI I 

O,OI I 

0,030 
O,O19 

0,020-0,030 
0,050 
0,013 

+ 

+ 
+ 
? 
+ 

+ 

4;5 
5-6 

21 , I  

20,  I 

? 

e twa  1,63 

1,73 o 

0 , 0 1 2 - 0 , 0 1 5  

0,03 5 

B a n d s t r u k t u r e n .  

Spahbarkeit 

{II0} z .v.  
{010} d.v. 

{II0} v.7 

{Iio} {1/61 vS 

{I xo}g. {1~}v.8 

{IIO} z. g. 9 
IilO} d. 
{iio} g. 
{K IO} d. 7 
{rio} d3  
{Ilo} d. 

7 

{too} Iooi} 7 
{I(X)} {OOI} V, 7 

{I Io}/Ir6} ,o 

9 o~ 4 ~3,I7  

90 ° 2 
[02008 ' 2 3,27 

2 3,56 

7 = t r ik l ine  Typen.  

18,3 

19,3  
19,3 

e twa  
• I9,3 

1,653 

e t w a  1,63o 
1,684 

1,697 

e twa  o,o25 

O,O21 
0,036 

o,o45 

4 E d w a r d s  (N.Y.) u n d  Falun .  s U t t e r s v i k  (Soedermanland) .  
s GOSSNER u n d  BRfiCKL (103). 9 WAa~.~N und  W. L. BgaGG (97), W Y C K O F F ,  

Ix WARREN u n d  I~ODELL (100), JOHANNSON (lOft). ,2 JOHA,X~rSON (106). 



Mineral 

b) Typ 
,~ *Tremolit 

(31,57%Mg0) 
Grammatit ~ 
(28,13%Mg0) 
Aktinolith 
(9,8% MgO) 
Glaukophan 3 
(I8,4I%Mg0) 
Riebecldt 
(0,27% MgO) 
Arfvedsonit 

(Imerinit) 

Hornblende, 
gemeine 

Hornblende, 
basaltische 

Kaersutit 

Barkevikit 
Osannit 

7 Aenigmatit 
Cossyrit 

Chemische Formel K.Z. R.G. 

Fortsetzung yon 

k k .~ 
ao ~o ¢0 

2. P s e u d o h e x a g o n a l e  

Ca2Mgs(O H)~[ Si80 22] 

Ca2(Mg, Fe)s( O ~ ),[ Sis0 2,] 

Ca,(Fe,Mg)s(O H)~[Si, Als022] 
III 

Na2( Al, Fe) J Mg,.Fe)3[ S is0 22 ] • (0H)2 
III 

Na2Fe2Fe3[ Sis 0 22 ] (OH)2 

(Na, If, Ca)2(Mg, Mn, lr e) 3 • 
III 

(Al, Fe)s[ Sis,Als022 ] (OH) 
iii 

(Na,K. Ca)2(Mg, Fe,Mn)3(A1, Fe)2 
[(Si,Al, Ti)8022 ] (OH) 

Iii 
(Na, K, Ca)~(Fe, Mg, Mn) 3(Fe, AI2 
[(Si, AI, Ti)8022 ] (OHh 

• -.-. Fe TiO s • 6Si03FeS 

8,6 C2h ~ 

8,6 C2~ 3 

8,6 { 

8,6 Cv~ 3 

8,6 

8,6 

8,6? 

8,6? 

9,78 

9,83 
9,91 
9,8 

9,72 

9,88 

9,87 

,94 18,38 

9,88 I8,IO 

9,85 I8,I7 

9,92 18,3o 
9,98 18,o 

20,03 29,7 
18,3 I8,3 
a = 96 ° 3o' 

17,8 

I 8 , 0  5 

18,5 
17,9 

17,89 

I8,IC 

18,31 

5,26 

5,264 

5,36 } 
5,27 

5,37 

5,31 

5,33 

5,36 

5,3 I 

5,39 

5,33 
5,33 

10,6 
10,6 } 

y= I 1303 °, 
2b. P s e u d o h e x a g o n a l e  

Chrysotil 3 Mgs(OH)6 . H~O[Si4OH] 6,6 (Serpentin) ] I4,66 18,5[  5,33 

New York. 2 Kaveltorp. 3 Zermat t  3 Quebeck. 4 WARREN (110). 
7 GOSSNER U. a. (•07). 8 JAKOB und BRANDENBERGER. 



abelle 2. 
E 

t 

; a n d s t r u k t u r e n  

Hilrte J 
n, MOHS G n,/--n a 

Optischer 
. . . .  Charakter Spahbarkeit 

t06002' 

[04°28 ' 

t05°36' 

[04 ° I0 '  

2 3,027 

2 3,o47 

Z 3,302 2 

2 3,085 

3,37 

to5°45 ' 2 3,02 

~3,227 

3-3,47 

3,336 

3,33o 

96°3o'1 3,7-3,8 

to5°45 ' 

I05°45 ' 

to5°45 ' 

105045 ' 
107034 ' 

5-6 

5-6 

5-6 

6-6,5 

6-6,5 

6 

5-6 

5-6 

5-6 

3 i n l a g e r u n g s b  a n d s t r u k t u r e n .  

18. 3 

18,8 

19,8 

18,8 

~ I 9 , 2  

19,8 

1,616 

1,633 

etwa 1,67 

etwa 1,616 

1,693 

1,65o 

1,65-1,69 

1,65-I,73 

1,73o 

etwa 1,697 

0,024 

0 ,024  

0 ,019  

0,021 

0,015 

etwa 0,024 

O,O2-O,O7 

O,O68 

o,o2i 

schwach 

4 

{1IO1 a.5 
6 
5 

{1IO} v.6 

111o} v.6 
{ {IIO} v. 

1OLO} d. 

{11o} a. 6 

{II0} 8 6  

6 

{ I l iO}d.  7 
{~o} d. 7 

93 ° I6' 4 2,2-2,6 2,5- 4 20,0 1, 512 o,o14 + ? {IOO} d 9 

5 JOHANNSSON (106). 6 GOSSNER mit  ~/[USSGNUG und  SPIELBERGER (102, 107)o 
9 WARREN und  W. L. BRAGG .(126). 



Tabel le  3. 

Mineral 

a) T a l k g r u p p e  
Pyrophyl l i t  
Ta lk  

b) G l i m m e r g r u p p e  

*Muskowit 

Lepidol i th  ~ 
Phlogopi t  2 
Biot i t  3 
Zinnwaldi t  4 

Paragoni t  

S i l i k a t e  m i t  n e t z a r t i g e n  [ S i 0 4 ] - T e t r a e d e r v e r b ~ n d e n  

Chemlsche Formel K.Z. R.G. ao bo 

x. P s e u d o h e x a g o n a l e  

Al2(OH) 2[Si4Oxo] 
Mg3(OH)2[Si40,o] 

C2h6 { 
C2h61 
C21,6 [ 
C2h 6 
C~h 6 

KAI2( O H)2[ Si3AIO ~o ] 12,6 

K(AI, Li)~F2[Si3AI(O, OH, F),o] ti2,6 
KMg3( O H , F)~ [ Si3AlO xo ] ]12,6 
K(Mg, Fe)3(OH)~[Si3AIO~o ] [I2,6 
K(Mg, Fe, L*3(F, OH)2[SiaAl(O, OH, ti2,6 

F),o] 
NaAI2(OH) 2[Si3AIOxo] [ 

5,I7 8,94 
5,18 9,02 
5,20 8,95 
5,3z 9,21 
5,3o 9,2I 
5,26 9,o7 

c) S p r 6 d g l i m m e r -  
g r u p p e  

Margarit  5 
Chloritoid 

CaAl,( O H~)[ Si2Al2O xo] 
FeAl2( O H) 2[ Si2Al20 ~o] . Fe(O H) 2 

d) C h l o r i t g r u p p e  
(Orthochlorite) 

Chlorit  (Ripidolith) 

Serpent in  (Antigorit) 
P e n n i n  6 
Leuchtenbergi t  r 
Grochauit  a 
Klinochlor  
Amesi t  

e) K a o l i n g r u p p e  

*Kaolin a b 

(Mg, Fe)sAl( O H)s[ AlSi3O xo] 

Mg6(O~8[Si40,~o] 

(Mg, Fe)4Al2(O H)8[Al2Si20 xo] 

Al,(OH)8[Si40~o] 

I2,6 :C2k 6 I 5,12 8,90 

2. P s e u d o h e x a g  o n a l e  

6,6 

6,6 

6,6 

6,6 

*Apophyllit  xo 

M e l i l i t h g r u p p e  
*Gehlenit 
Melilith 
*Akermanit  
*Hardystoni t  
Mel inophan 
Leukophan  

Mahari tra.  
xzMgO, lO H~O). 

C2a 3 / 5,2 9,2 
5,3 9,3 

C2~ 3 5'2--5'3 9,2-9,3 
3,o7 

Cs 4 5,I4 8,9 ° 

3- T e t r a g o n a l e  bzw.  

[ K( H20)8]( F, O H) Ca 4[ S is0 2o] 8,7 

Ca2[AI2SiOT] 8,8 
Ca2[(Mg, AI)(Si, Al)207] 8,8 
Ca2[MgSQOz] 8,8 
Ca2[ZnSi2Oz] 
(Ca, Na)2[Be(Si, Al)2(O. F)7] 
(Ca, Na),[ BeSi2( O, O H, F )r ] 

2 Ambatoabo .  3 Tschebarkoul.  , Zinnwald.  s Chester.  
8 Carter Mine (4 Si02.2 A1203 • 7 MgO • 6 H,O) (133). sb BROOK- 

GUIN (119), PAULING (120). xob PAULING (120), GRUNER (123). ~x TAYLOR u n d  
tischer Gehlenit). ~4 W A ~ N  (13~t). x5 GOSSNER und  MOSSGN~G (183). x6 W~RRE~r 

) s e u d o t e t r a g o n a l e  
),~6 9 ' ° °  [ 9,oo 

I ,71 12,71 

vd~ 7,69 7,69 
7,84 7,84 

Va s 7,73 7,73 
. 7,86 7,86 

Vd 3 7,83 7,89 



( S c h i c h t  e n - T e t r a e d e r g i t t e r ) .  

ca ~ z s n. Molls 

S c h i c h t e n g i t t e r  

n~ nr--n a Optischer 
Charakter Spahbarkeit 

20,12 
20,04 
20,I2 
20,48 
20,32 
20,10 

98036' 
95 ° 3o' 
:00o48' 
:OO° I2t 4 
99 °I8 '  4 
00" 4 

- -  4 

4} 
4 

19,46 lOO°48' 4 

2,66-2, 9 1-2 
2,7-2,8 1-1,5 

2'78-3'0o ] 2'0-2'5 

2,8-2,9 I 2,5-4 
2,74-2,871 2,5-3 

2'7-3'I6 1 2'5-3 
2,82-3,20 2,5-3 

2,78-2,9O 2,5- 3 

2,99-3,08 3,5-4,5 
3,52-3,57 6,5 

19,3 

19,4 
20,3 
20,4 
19,7 

18,2 

1,588 0,048 
1,589 0,05 ° 

1,58-I,6t 0,035-0,045 

1,55-1,60 0,025-0,040 
etwa 1,6 > 0,04o 
1,57-1,66 o,o3-0,o5 
1,57-1,6o etwa 0,03 

wie Muskowit 

1,643 o, o13 
etwaI,735 O,OLO 

E i n l a g e r u n g s - S c h i c h t e n g i t t e r  

14,3 
14,4 96° 5o' 2 

2 

14,3 96o 50' 2 

42'0---- IO0°I2t 2 

14,51 _iOiO40' 

S c h i c h t e n g i t t e r  
I5,8 9 °0 2 
15,86 9 °0 4 

5,IO 2 
5,o6 9o 2 
5,oi 2 
5,o9 9o 
4,99 2 

2,78-2,96 1-2 

2,2--2,6 2,5- 4 

2,61-2,77 2-2,5 

2,65-2,78 2--2,5 
2,71 2,5- 3 

2,609 1-2 

2,3-2,4 4,5-5 

3,048 5-6 
2,944 5-6 

2,9-3,1 5-6 
3,396 

2,96 5,5-6 

6 Zermat t  

19,3 1,58o 0,0o9 

1,57 o o,oi I 

I9,3 1,578 0,o03 

1,586 o,olI 
1,597 o,oi5 

1,564 0,006 
4_ 0,002 

32,C 
(22,8 1'534 

1,669 
22,6 1,631 

22,5 ~twa 1,63 
21,8 

l e twa 1,61 
etwaI,591 

O,OOI 

0,011 
0,007 

O,O19 
0,027 

( 8 S i 0 2 . 2 A 1 2 0 3 . I 3 M g O . I o H 2 0 ) "  7 Midongy 

{(301} a. 
(~I} V. 

{OOI} a. 9 

{0oi} a.9 
{0ol} a9 
{OOl} a.9 
{OOl} a9  

{OOl} a9  

{001} v, 9 
{ooi} d.-g. 

{(301} a, io 

{COl} a .  

OOI} a. x° 

OOI} a, I° 
OoI} &.zo 
CO1} a. 

{(301} V. x°b 

{(301} a. xx 
{I 1o} g. ~ 

{0oi} g.-d. x3 
{ooi} g. ~* 
{ooi} g . -d .  .5 
{I IO} u . -d .  ~6 

LYN N.Y.  9 MAUGUIN (116), PAULING (117), JACKSON und  WEST (118). ~o 1VIAu- 
NARAY-SZABO (130). x, GOSSNER u n d  O. KRAUS (129). z3 t L ~ Z  (136) (synthe- 
undTRAurz(13d), z7 ZACI~ARIASEN (189). * Unte rE inbez iehung  der  H20-Molekfile. 

{ ~ I }  v.  

(7 SiO~ . 3 A l lOy  
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