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VYorwort.

Die iiberraschenden Fortschritte, die unsere Kenntnisse vom
Mechanismus des Auftriebes bewegter Flichen im letzten Jahr-
zehnt gemacht haben, rechtfertigen den Versuch, die Theorie der
Stromungserscheinungen an Tragflichen, d. h. die Hydrodynamik
des Fluges nach ihrem heutigen Stande in Form einer kleinen
Monographie zusammenfassend darzustellen. Ich habe mich dabei
nicht so sehr durch das Bestreben nach Vollstindigkeit leiten
lassen, als vielmebr danach getrachtet, den gemeinsamen Kern
der zahlreichen, da und dort verstreuten Untersuchungen mog-
lichst klar herauszuschilen und ihre wichtigsten Ergebnisse von
einem einheitlichen Gesichtspunkte aus und nach einer folgerichtig
durchgefithrten Methode herzuleiten.

DaB sich dabei mancher Umweg abkiirzen lief, versteht sich
von selbst. Ich hoffe sogar, die Entwickelungen auf eine so ein-
fache Gestalt gebracht zu haben, dafl nicht nur der geschulte
Mathematiker, sondern auch der mit analytischen Hilfsmitteln
einigermafen vertraute Ingenieur sich miihelos in einem Wissens-
gebiet zurechtzufinden vermag, das, abgesehen von seinem aktuellen
Interesse, namentlich durch die gliickliche Harmonie zwischen ab-
strakter Theorie und handgreiflicher Praxis so viel Befriedigung
gewihrt.

AuBer den Elementen der Differential- und Integralrechnung
wird die Kenntnis der komplexen Zahlen und einiger vektor-
analytischen Rechenregeln vorausgesetzt, die iiberdies in einem
Anhange zusammengestellt sind. Ohne Vektoren wire es unmog-

lich gewesen, die grundlegenden Erirterungen der ersten und des
letzten Paragraphen anschaulich und mit der durch den zuldssigen



1v Vorwort.

Umfang der Schrift bedingten Kiirze zu formulieren. Dagegen
beriicksichtigt die Darstellung auch solche Leser, denen weder die
Dynamik der Fliissigkeiten, noch die Theorie der analytischen
Funktionen geldufig ist; soweit darauf zuriickzugreifen war, sind
die benutzten Sitze unmittelbar an der Hand des Stoffes ab-
geleitet worden.

Die Schwierigkeit, aus dem groflen Bereich der Flugwissen-
schaft ein in sich geschlossenes Teilgebiet abzugrenzen, habe ich
dadurch zu beheben versucht, dafl ich nur solche theoretischen
Entwickelungen aufnahm, die, ohne sich auf experimentelle Koef-
fizienten zu stiitzen, absolute Werte zu berechnen gestatten. Nur
im letzten Kapitel, wo der Anschlufl an die Flugpraxis herzustellen
war, bin ich von diesem Wege etwas abgebogen, um anzudeuten,
wie man in Ermangelung strenger hydrodynamischer Methoden
bei den kompliziertesten Problemen neuerdings mit ph#nomeno-
logischen Mitteln zum Ziele gekommen ist. Ich habe dabei von
einigen noch nicht verdffentlichten Gedanken von Herrn Professor
Dr. L. Prandtl Gebrauch machen diirfen, dem ich ebenso wie
auch Herrn Professor Dr.-Ing. F. Emde fiir guten Rat und wert-
volle Hilfe bei der Korrektur zu vielem Dank verpflichtet bin.

Das am SchluB hinzugefiigte Literaturverzeichnis, auf das
sich die Verweisungen des Textes beziehen, fithrt nur diejenigen
Arbeiten an, die von unmittelbarem Einflul auf meine Darstellung

gewesen sind oder sonstwie einen starken Eindruck hinterlassen
haben.

Danzig-Langfuhr, im Januar 1917.

Dr. R. Grammel.
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Einleitung.

Die Erkldrung und Berechnung der Krifte, die ein Korper
erfahrt, wenn er durch eine Fliissigkeit oder ein Gas bewegt wird,
hat der hydrodynamischen Wissenschaft frither grofie Schwierig-
keiten bereitet. Newton war der Meinung, dall diese Krifte
anzusehen seien als Gegenwirkung des der Flissigkeit mitgeteilten
Bewegungsimpulses. Diese an sich richtige Ansicht stimmte in
ihren Folgerungen nicht mit der Erfahrung iiberein, weil, wie
man heute weill, das hypothetische Medium, welches Newton an
die Stelle der Fliissigkeit setzte, gerade die charakteristischen
Eigenschaften einer solchen nicht besal, und ergab, angewandt
z. B. auf den Flug der Vogel, Arbeitsleistungen, die mit deren
Muskulatur physiologisch nicht in Einklang zu bringen sinds).
Die theoretische Hydrodynamik, wie sie von Euler, Kirchhoff u.a.
ausgestaltet worden ist, war lange Zeit gewohnt, nur reibungs-
lose Stromungen in den Kreis ihrer Betrachtungen zu ziehen,
und gelangte so zu dem im hochsten Grade unglaubwiirdigen
Satze, dall die Resultante aller auf einen bewegten Korper von
der umgebenden Fliissigkeit ausgeiibten Elementardriicke wenig-
stens im stationdiren Zustande verschwinde. Nicht viel besser
wurden die Aussichten auf eine Losung des Rétsels, als man
nach dem Vorgange von Stokes die Zahigkeit der Fliissigkeit zu
beriicksichtigen anfing; deren meist geringfiigiger Betrag reichte
bei weitem nicht aus, die erhebliche Grifle der tatsichlich be-
obachteten Krifte zu erkldren. Zwar gelang es Helmholtz, mit
Hilfe sogenannter Unstetigkeitsflichen, die das Totwasser hinter
dem Korper von der frei stromenden Fliissigkeit abtrenmnen,
wenigstens dessen Stirnwiderstand rechnerisch einigermafien zu
ermitteln; und spiter gab Lord Rayleigh auch eine Formel fiir
denjenigen Teil der Kraft an, den man (im Unterschied vom

archimedischen Auftrieb, den wir hier nicht weiter beachten
Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 1



2 Einleitung.

wollen) als dynamischen Auftrieb zu bezeichnen pflegt, weil jede
Art dynamischen Fluges auf ihm beruht. Allein dieses Hilfs-
mittel ist aus Griinden der Stabilitdt mit Recht stets heftig an-
gegriffen worden, und zudem wichen die Ergebnisse zahlenmibig
von der Beobachtung unzuldssig stark ab. Andere Ausdriicke
wiederum, die sich der Erfahrung besser anpafBten, so das v. Lossl-
sche StoBgesetz, entbehren jeder hydrodynamischen Begriindung.
Es scheint, daf die mit dem Ende des letzten Jahrhunderts

zur Wirklichkeit heranreifenden Bestrebungen, die Konstruktion
eines durch eigene Kraft steigenden Flugzeuges zu finden, auch
hier neue Anregungen gegeben und so wesentlich zur endgiiltigen
Kldrung des alten Problems beigetragen haben, das nachgerade
geeignet war, das Vertrauen zur klassischen Hydrodynamik aufs
empfindlichste zu erschiittern. Sorgfiltige Versuche gewéhrten
zum ersten Male einen

Fig. 1. Einblick in den Mecha-

\N nismus, dem jene Krifte
\ ihre Entstehung ver-
—/K\ danken.
TS Zieht man nimlich
- =)
_\Qi einen langen Tragfliigel,
_\ etwa ein gewolbtes, iiber-
e ——
all gleich breites Brett
senkrecht zu seiner Léingsausdehnung mit einer gegeniiber der
Ausbreitung des Schalles méBigen Geschwindigkeit durch die Luft,
so darf man diese mit sehr grofer Anndherung wie eine inkom-
pressible Fliissigkeit behandeln. Sieht man von der Nahe der
Winde oder des Erdbodens ab, d. h. betrachtet man den Luft-
raum als allseitig unendlich ausgebreitet und setzt man die Be-
wegung der Tragfliche als geradlinig und gleichférmig an, so
kann man sich auch auf den Standpunkt eines mit dem Brett
fest verbundenen Beobachters stellen, als ob gegen das ruhende
Brett ein gleichmifiiger Luftstrom geblasen wiirde. Durch ge-
eignete Vorrichtungen*) a8t sich das Strombild, d. h. die
scheinbaren DBahnkurven der bewegten Luftteilchen, sichtbar
machen; man findet dann, wenn man von zufélligen Unregelmifig-
keiten abstrahiert, in einer etwa durch die Brettmitte senkrecht

*) Man vergleiche z. B. die klaren Strombilder aus der Géttinger Ver-
suchsanstalt, Jahrb, der Motorluftschiffstudienges. 6, 781., 1912/13.
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zur Lingsausdehnung des Brettes gelegten Ebene vom Gesichts-
punkte jenes Beobachters aus ein Bild, das stilisiert in Fig. 1
wiedergegeben ist. Ks fillt dabei einmal ein Wirbelsystem im
yKielwasser® der Brettkontur K auf, das fortwdhrend Impuls
nach hinten wegfithrt und somit Veranlassung gibt zu einem
Widerstand in der Bewegungsrichtung, dem sogenannten Stirn-
widerstand, der uns hier iibrigens nur sekundér interessiert (§ 17, 4).
Weiter zeigt die Figur, daBl sich iiber dem Brett die Stromlinien
zusammendringen, unter thm dagegen auseinandertreten, was man
gich so erklirt, dal auBer der relativen Stromung von links nach
rechts eine Zirkulation um das Profil K im Uhrzeigersinne kreist.
Jedenfalls miissen hiernach auf der Unterseite Uberdriicke ent-
stehen, deren Resultante den lange gesuchten dynamischen Auf-
trieb darstellt.

Die Zirkulation wurde in ihrer fundamentalen Wichtigkeit
fiir das Flugproblem wohl zuerst von F. A. Lanchester2:) er-
kannt und von W. M. Kutta8) und N. Joukowsky1+) theoretisch
verwertet, wobei sich eine so befriedigende Ubereinstimmung mit
der Erfahrung herausgestellt hat, dafl diese Grundlage des dyna-
mischen Fluges, die wir im folgenden genauer zu diskutieren uns
vorsetzen, heute als villig gesichert angesehen werden darf.

1%



Erster Abschnitt.
Auftrieb und Zirkulation.

§ 1. Die hydrodynamischen Grundlagen.

1. Wir haben uns zuerst dariiber zu verstindigen, daf wir
das Medium des dynamischen Fluges, die Luft, wie eine reibungs-
lose, inkompressible, der Schwere nicht unterworfene
Fliissigkeit behandeln wollen. Was die Reibung anlangt, so wer-
den wir darauf spater (§ 17, 1) zuriickzukommen haben, wobei
sich herausstellen wird, da8 ihr Einflufl in der Tat recht gering
ist. Die Voraussetzung der Inkompressibilitit*) rechtfertigt sich
dadurch, daB die auftretenden Druckdifferenzen nie iiber wenige
tausendstel Atmosphéiren hinausgehen (§ 12, 2). SchlieBlich spielen
das Gewicht und die dadurch bedingten Druckinderungen inner-
halb der am Fluge beteiligten Luftmassen praktisch eine ebenso
geringe Rolle wie der archimedische Auftrieb der vom Flugzeug
verdrangten Luftmenge.

Auf ein hinreichend klein gewihltes Volumelement des so
idealisierten Mediums wirkt dann als einzige bewegende Kraft der
Abfall des inneren Fliissigkeitsdrucks p an der betreffenden Stelle.
Ist also v der Vektor der Geschwindigkeit und ¢ die Masse der
Volumeinheit, die beim Barometerstand B (mm) und der Celsius-
temperatur £ fiir Luft den Wert rund 1/; kgm—*sec?, genauer

1,203 B
M 0= @;81‘7—%( 73

hat**), so liefert das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik,

> kgm—* sec?

*) Eine ausfilhrliche Eré¢rterung hieriiber findet sich bei O. Maxr-
tienssen?2?), S, 31—33.
*¥) In den Schriften ist statt 9 meistens y/g gesetzt, unter y das spezi-
fische Gewicht verstanden.
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angewandt auf die Volumeinheit, die sogenannte Eulersche Be-
wegungsgleichung der Hydrodynamik in der Form

av
@ o 9% = — gradp.
Zerlegt man die substantielle Beschleunigung dt/d¢ in ihren

lokalen und den stationéiren Bestandteil (Anh. XVII, S.133), so
kann man dafiir auch schreiben:

0 %—% + obgrad.p = —gradp
oder, indem man sich einer bekannten Rechenregel (Anh. IX)
erinnert,

(8) 0 %% 4 % grad b2 — g[brotbv] — — grad p.

Hierin bedeutet rotb die doppelte Winkelgeschwindigkeit solcher
Teilchen, die, wie man sagt, einem Wirbelbereich angehoren.
Nehmen wir an, dall die ganze Fliissigkeit wirbellos sei,
so ist allenthalben

4) rotb = 0.

Von der Berechtigung dieser Annahme wird spiter die Rede sein.
Setzen wir ferner voraus, dafi die Ursache, welche die
Bewegung veranlaft hat, unbeschrinkt lange Zeit zuriick-
liegt, so daB die Bewegung ihren stationdren Zustand
erreicht hat, so geht (3) mit (4) und 2b/0t = 0 iiber in

grad (p + —92— D2) =0,
wonach in der ganzen Fliissigkeit fiir alle Zeit
(5) »+ % b? = const,

d. h. auch vom Orte unabhingig wird, eine Beziehung, der man
den Namen D. Bernoullis gegeben hat.

Dazu kommt als Bedingung dafiir, daf nirgends Fliissigkeit
entstehen oder vergehen soll, dafl diese also quellen- und
senkenfrei ist, die sogenannte Kontinuitdtsgleichung

(6) divh = 0,
die im Verein mit (5) gerade hinreichen wird, die Verteilung der
Geschwindigkeit und des Druckes festzustellen.
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Die Annahme (4) berechtigt uns, die Existenz eines skalaren
Geschwindigkeitspotentiales ¢ vorauszusetzen (Anh.X):
(7 b = grad o,
wihrend die Kontinuitéitsgleichung Veranlassung gibt, ein Vektor-
potential a durch (Anh. XT)
(8) b = rota
einzufiihren, dem man, unbeschadet seiner vollen Brauchbarkeit,
wie bekannt, {iberdies noch die Bedingung

9) diva =0
auferlegen darf. Dann aber wird (Anh. XII und XIV) zufolge
(6) und (4)
V2p =0,
(10) (G20

¢ und die Komponenten von a gehorchen der Laplaceschen
Gleichung.

Die Fliachen gleichen Geschwindigkeitspotentiales ¢
durchsetzen die Stromlinien allenthalben senkrecht.
Denn ihre Normalen fallen iiberall in die Richtung stirksten An-
stiegs von ¢, d.h. in den Vektor grad ¢ = b.

2. Hat man es insbesondere mit einer sogenannten zwei-
dimensionalen oder ebenen Stromung zu tun, bei der in einer
ausgezeichneten Richtung % (zugehoriger Einheitsvektor = e) weder
eine Komponente, noch ein Gradient der Geschwindigkeit vor-
handen ist, so kann man die ganze Stromung in einer auf R nor-
malen zy-Ebene darstellen, wo die positive y-Achse aus der
positiven z-Achse durch eine Drehung um 90° im Gegenzeiger-
sinn hervorgehen mag. Bezeichnet man mit 4 die :-Komponente
des Vektors a, so dal a = ye ist, mit v,, v, die Komponenten von
b = (¥ vy) und nennt man w = [eb] = (—v,,v,) den Normal-
vektor von b, so hat man wegen [Wwe] = b = rota = [grad z¢]
hier statt (8):

(11) = grady
in formaler Ubereinstimmung mit (7).
Setzt man, die imagindre Einheit ¢ herbeiziehend,
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s0 kann man (10) in die Differentialgleichung
__ 0% 0%y
(18) V= T =
zusammenfassen, der jede zweidimensionale Potentialstrémung zu
gehorchen hat.
Die Vektoren b und w von gleichem Betrag verhalten sich ihrer
Richtung nach zueinander wie die positive 2- und y-Achse. Zufolge

(7) und (11) ist also

0

gradg grady = 0

grad | = [grad /.

Die erste dieser Gleichungen besagt, dal die Linien gleichen
Potentials ¢ iiberall auf den Linien gleicher y-Werte senkrecht
stehen; somit fallen die letzteren mit den Stromlinien zusammen.
Man nennt darum % die Stromfunktion und zum Unterschied
davon ¢ gelegentlich die Strémungsfunktion.

Die zweite Gleichung driickt aus, dal die ¢- und g-Linien
das Stromungsfeld in ein quadratisches Netz unterteilen, falls
man diese Linien fiir dquidistante hinreichend benachbarte Para-
meterwerte auftriigt, die man kurzweg ebenfalls mit ¢ und 5 zu
bezeichnen pflegt; und offenbar kann jedes solche quadratische
Netz als das Bild einer ebenen Potentialstromung angesehen werden.

Wo verschiedene ¢-Linien sich schneiden, ist die
Stromgeschwindigkeit unendlich grofB, denn der Anstieg
der ¢-Werte wichst dort iiber alle Grenzen. Da an solchen
Stellen nach (5) theoretisch ein unendlich grofier Unterdruck ent-
steht, so heillen sie Saugpunkte. In Wirklichkeit ist dort eine
Storung des inneren Zusammenhangs der Fliissigkeit zu befiirchten
(sogenannte Kavitation).

Wo eine g-Linie sich selbst schneidet, ist die Strom-
geschwindigkeit Null; denn der Anstieg der ¢-Werte ver-
schwindet dort. Solche Stellen heiflen Staupunkte.

Solange man Quellen und Senken ausschlieft, konnen die
%-Linien nirgends im Endlichen beginnen oder endigen; sie miissen
gich etwaigen umflossenen oder den Strombereich begrenzenden
Konturen anschmiegen. Die ¢-Linien treffen senkrecht auf solchen
Konturen auf und konnen im Endlichen auferdem nur in Saug-
punkten entspringen.

Alle diese Aussagen lassen sich sinngemil von der Ebene
auf den Raum iibertragen.



8 Erster Abschnitt. Auftrieb und Zirkulation.

§ 2. Der dynamische Auftrieb.

1. Wir stellen zunéchst fest, unter welchen Bedingungen
eine stationdre, inkompressible, wirbel- und quellenfreie, reibungs-
lose Stromung iiberhaupt dynamische Auftriebskriifte zu erzeugen
vermag.

Hat man es mit einem einzelnen, endlichen Korper in einem
allseitig ausgebreiteten Medium zu tun, so wird in hinreichend
grofer Entfernung von ihm die Strémung nahezu durch den kon-
stanten Geschwindigkeitsvektor b.. dargestellt. Man sieht dann
leicht ein, daB ein sehr groBer, sich ins Unendliche erweiternder
Zylinder, dessen Erzeugende parallel zu bo. sind, keinerlei Druck-
resultante erfahrt; da iiberdies durch seine beiden Deckflichen
hindurch der Bewegungsimpuls in seinem Inneren insgesamt weder
zu- noch abnimmt, so .besagt das Prinzip der Gleichheit von Wir-
kung und Gegenwirkung:

I. Ein einzelner, endlicher Korper in einer allseitig
ausgebreiteten Stromung erfahrt keinen dynamischen
Auftrieb.

Den strengen Beweis dieses praktisch bedeutungslosen Satzes
unterdriicken wir. Der Widerspruch, der in dem Ergebnis noch
steckt, wird sich sogleich 16sen. Ferner gilt:

IL. Sind mehrere Kérper vorhanden, so kann jeder von
ihnen einen dynamischen Auftrieb erfahren.

Denn nur das Gesamtsystem ist auftriebsfrei.

Ob der einzelne Korper einfach zusammenhéngt oder mehr-
fach, d.h. ob jede geschlossene Kurve in seinem Inneren auf einen
Punkt zusammengezogen werden kann oder nicht, ohne dafl sie
aus dem Korper heraustritt, ist dabei gleichgiiltig.

Ein zweifach zusammenhingender Korper ist z.B. ein Ring.
Allerdings ist es hier moglich und mit den Eigenschaften der
@-Fliachen vertréglich, dafl eine Stromlinie, je nachdem sie auflen
am Ring vorbei oder durch die Ringoffnung hindurchzieht, eine
verschiedene Anzahl von Fldchen gleichen Potentials durchsetzt,
wie dies in Fig. 2 angedeutet ist, die einen Schnitt durch die
Symmetrieachse des Ringes darstellt. Dem starken Anstieg der
¢-Werte in der Ringdffnung entsprechen daselbst grofe Ge-
schwindigkeiten, nach der Bernoullischen Formel also geringe
Driicke. Die Gesamtresultante aber verschwindet nach wie vor.
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Das Bild der (micht gezeichneten) Stromlinien kann angesehen
werden als die Uberlagerung eines geradlinigen Flusses .. mit
einer nach Art eines Wirbelringes den Kérper umschlingenden,
durch gestrichelte Linien angedeuteten Stromung v'.

Wir denken uns nun den Durchmesser des Ringes iiber alle
Grenzen wachsen, wobei wir einen ganz beliebigen Punkt des
Ringes im Endlichen festhalten. So entsteht ein Korper, der mit
zwei Armen ins Unendliche greift; das Bild der ¢-Flichen hat
sich inzwischen in Fig. 3 verwandelt. Die Geschwindigkeit der
bei A vorbeistreichenden Teilchen ist grofer als bei B, und nach

Fig. 2. Fig 3.

i

sl

§ 1 (5) ist eine Druckresultante von der Richtung B —> 4 die Folge.
Der Parallelstromung v, ist jetat iiberlagert eine im Uhrzeiger-
sinn um die Kontur kreisende Zirkulation v, die sich, im Unter-
schied von Fig. 2, lings dem Korper bis ins Unendliche erstreckt.
Der Zusammenhang des Potentiallinienbildes Fig. 3 mit dem
Stromlinienbild Fig. 1 ist leicht ersichtlich, vorausgesetat, dall man
dort die Wirbel im Kielwasser weglifit und der verschiedenen
Gestalt der Konturen Rechnung triigt.

III. Ein mit mindestens zwei Armen ins Unendliche
greifender Korper kann einen dynamischen Auftrieb er-
fahren.
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Ahnlich liegt der Fall, wenn die Strémung nach einer Seite
hin durch eine sich allseitig ins Unendliche erstreckende Fliche,
z.B. eine Ebene, begrenzt wird. Insbesondere gilt dann:

IV. Ein Kérper, der die Begrenzung einer einseitig
ausgebreiteten Stromung mit mindestens zwei Armen er-
reicht, kann einen dynamischen Auftrieb erfahren.

Beim wirklichen Flug liegt nun tatsdchlich stets der Fall IV
oder III vor, je nachdem man die Nihe der Erdoberflache beriick-
sichtigt oder nicht. Es wird sich némlich zeigen, dall alle Fliigel-
flichen die Eigenschaft besitzen, mindestens von ihren Enden je
einen Wirbelfaden abzulosen, der theoretisch beiderseits ins Un-
endliche oder bis zur Erdoberfliche reicht und den Fliigel wenig-
stens scheinbar bis dahin fortsetzt, allerdings praktisch infolge
der inneren Luftreibung schon bald der Vernichtung anheimfillt.

2. Besonders wichtig ist der Fall, daf
der Korper ein unendlich langer Zylinder
von beliebiger Querschnittsform K ist, dessen
Erzeugende auf dem Vektor b, senkrecht
stehen. Es geniigt dann, die Verhiltnisse in
irgendeiner zu den Erzeugenden normalen
Bildebene zu untersuchen, die wir als Re-
prisentation einer Schicht von der Dicke 1
betrachten, eingeschlossen zwischen ihr und
einer zu ihr parallelen Ebene im Abstand 1. Um die einzige
Kontur K (Fig. 4) denken wir uns einen Kreis K., von unbegrenzt
wachsendem Radius B geschlagen und nennen ¥ und £ die Krifte,
welche die Stromung auf die iiber den Konturen K und K., auf-
gebauten Zylinder von der Lénge 1 ausiibt.

Die Kraft P8 findet nach dem Impulssatz der Mechanik ihre
Gegenwirkung einerseits in der Kraft

Ko
2= é;pnds,

wo ds ein Bogenelement von K, und n ein Einheitsvektor in der
Richtung der #ufleren Normalen von K, sein soll; andererseits
aber moglicherweise in einer auf die Einheit der Zeit und der
Schichtdicke bezogenen Zunahme des Impulses J der Fliissigkeit
in dem von K und K. eingeschlossenen Bereich, Diese Zunahme
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ist offenbar identisch mit der Summe der Bewegungsgrofien bdme
aller in der Zeiteinheit durch den Mantel eines Zylinders K., von
der Hohe 1 hereinstromenden Teilchen, ndmlich

as e
d—“ts = — 9§ v.onds,
so daf der Impulssatz
a3
D —_
die Form annimmt:
Ko
) %3:——<§(pn+9b.bn)ds.

Die Geschwindigkeit b diirfen wir uns zusammengesetzt denken
aus einer gleichm#figen Parallelstromung b. und einer zweiten
Stromung v, welche die urspriingliche b, so abédndert, dal sie
sich der Kontur K anpafit. Vom Vektor v’ kdnnen wir, vorbehalt-
lich spiterer Begriindung (§ 5, 4), voraussetzen, dal sein Betrag
mit wachsendem R mindestens wie 1/R abnimmt und dal, bis
auf einen Fehler von der Grofenordnung 1/R2, v’ lings K., einen
konstanten, tangentialen Fluf bedeutet.

Mit » = 0o, + v und der Bernoullischen Formel § 1 (5),
S.5 146t sich (2) umschreiben in

X, Ko
Q b2 '
(3) $=—<00nst——§bm> nds + o (E-n—b.nn>ds

K

Ko
—@nw.§ punds —o P (V.0 — 1. 0'0e) ds.

Von den vier Integralen rechter Hand verschwindet das erste
nach Anh. XIX, das zweite als unendlich klein von der Ordnung
1/R, wenn K, sich ins Unendliche erweitert. Bedeutet ferner F'
die von K und K. begrenzte Fliche, so ist nach dem Gaul-
schen Satze (Anh. XXI) und wegen divd = 0:

F K+ Ky Ky
0 :Jdivbdf:§nnds = éﬂn nds,

da lings K iiberall v L n, also bn =0 sein muB. Auch das
dritte Integral verschwindet demnach.
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Das allein noch iibrig bleibende vierte Integral faft man
nach Anh.II zusammen und formt es, wie folgt, um:
j: o Eo

(4) —géﬁ[n“[n'n]]ds = “gmf,,.éi o' dr,

indem man den Normalvektor . von b., = [0 e] zu Hilfe nimmt
und mit dr den Vektor des Bogenelementes bezeichnet (|d1| = ds).

In der Tat ist sowohl [nw [b’n]]ds wie ..b'dt ein Vektor vom
Betrag |De|[t'|ds und von der Richtung + ., je nachdem v’ und

dt gleich oder entgegengesetzt orientiert sind. Es ist demnach
Eo Ko

P = —gmw.éi odr = ——gmw.ij; vdr;
denn nach Anh. XVIII verschwindet auch

Ko Ko
§ Do At = Uwé dr.

Verbindet man schlieflich, wie in Fig. 4 geschehen, K und
K, durch eine Doppellinie L, so ergibt der Stokessche Satz
(Anh. XXIIT), wenn man beriicksichtigt, dal L zweimal in ent-
gegengesetztem Sinn durchlaufen wird und daf nach wie vor im
ganzen Strombereich rotbv — 0 vorausgesetzt wird,
K+L+K, K F

§bdr_ ff}ndr + § bdy = jdfrotn = 0.

Man nennt nach einem Vorschlag von Lord Kelvin*)

(5) ¢ = &dr:?x}dr

die Zirkulation, die demnach auch auf jeder beliebigen anderen
Kurve K, gemessen werden kann, falls diese sich in K defor-
mieren 146t, ohne da man Stellen, wo rotv &= 0 ist, zu iiber-
schreiten braucht.

Nunmehr ist die Grofle des auf die Léngeneinheit des Zylinders
bezogenen Auftriebs, die sogenannte Auftriebsdichte, in der
einfachen Formel gefunden:

(6) B =-gcw.,
die von W. M. Kutta18)1) und N. Joukowskys) stammt.

*) W. Thomson, Edinb. Roy. Soc. Trans. 25 (1868).
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Fihrt man in (5) das Geschwindigkeitspotential ¢ ein, so

hat man
K K
c= ff}gra,dq)dr = fﬁdq),

woraus hervorgeht, dal die Zirkulation nur dann von Null ver-
schieden sein kann, wenn das Potential mehrwertig ist, so daf
man nach einem Umlauf lings einer geschlossenen Kurve nicht
mehr notwendig zum alten Wert ¢ zuriickzukommen braucht.
Die Konstante ¢, welche die Zunahme von ¢ auf einem solchen
Zyklus angibt, heiBt zyklische Konstante.

Wir setzen hier die physikalische Moglichkeit eines mehr-
wertigen Potentials einfach voraus, behalten uns aber vor, spiter
den Mechanismus der Entstehung einer Zirkulation genauer zu
verfolgen (§ 17, 1).

3. Ein der Kutta-Joukowskyschen Formel (6) &hnlicher
Ausdruck 1aBt sich fiir das Moment M der Kraft T gewinnen,
bezogen auf irgendeinen im Endlichen gelegenen Punkt und
positiv gerechnet im Gegenzeigersinn, so dal also der
Vektor M, falls positiv, von der Bildebene dem Beschauer zu-
gewandt ist. Bezeichnet tr den vom Bezugspunkt nach dem Element
ds hin gezogenen Fahrstrahl, so ergibt jetzt der Satz vom Dreh-
impuls analog zu (2):

M — —<JE(p[m]+g[rn].nn)ds.

Von den der rechten Seite in (3) entsprechenden vier Integralen
verschwinden die beiden ersten nach Anh. XX bzw. als unendlich
klein, weil v'n mindestens von der Ordnung 1/R? bleibt.

Statt dem dritten Integral kommt nach Anh. XXII und XYV,
insofern das zugehorige Randintegral iiber K wieder Null ist,

Ke Kq F
—gfﬁ[rnw].bnds = g[bm fj; r.nnds] = Q[ijdfgradb.r]
F F

= [nwjdfr divn] to [nmjdfn grad.r].
Das erste der beiden zuletzt angeschriebenen Integrale verschwindet

wegen divb — 0, das zweite wird nach Anh. VIII sowie § 1 (11),
S.6 gleich
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0 [Dwfbdf] =90 [mwf;n df] =9 [mmfgradxdf].

Wendet man auf die Komponenten des Vektors J' grad ydf den
Gaulschen Satz (Anh. XXI) an, so kommt:

¥ K

Ko
Jgradxdf: ff}xnds + Dynds.

Léngs der Stromlinie X ist aber g konstant, womit nach Anh. XIX
das erste Integral rechts verschwindet. Da voraussetzungsgemil
in der Néhe des Kreises K, die Stromlinien bis auf einen Fehler
von der Ordnung 1/R? mit b, parallel verlaufen und demnach
ihre Parameterwerte y sich nicht merklich unterscheiden in je
zwei Punkten von K, welche symmetrisch liegen zu dem mit 1,
parallelen Durchmesser, so bedeutet das iiber K., erstreckte Inte-

gral fxnds offenbar einen zu . parallelen Vektor, bis auf einen

Fehler, der, da K. selbst mit B wichst, die GréBenordnung 1/R
erreicht haben kann. Infolgedessen verschwindet wie 1/R mit
F

0 [mm jgrad rd f]

auch das dritte der vier Integrale, die der rechten Seite von (3)
entsprechen.

Das vierte Integral endlich 146t sich analog zu (4) umformen in

Ky Ko

_ Qé [r [bw[b’n]]] ds = + g[mxfﬁ r.n'dr].

Da jeder endliche Bezugspunkt als Mittelpunkt von K., gelten
kann, so ist aus Symmetriegriinden

Ko

(ﬁr.nwdr

ebenfalls ein zu w,, paralleler Vektor und folglich
Ko

M=o0 [mmiﬁ r.bdr].

Nun wird nach Anh. XXIV, XVI und VIII
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E+L+ Ky K Ko F
(j;drb.r: r.ndr+<ﬁr.bdr:J.df[gradb].r
F F F

— jt.dfrotb+j[bdf]grad.r =0 —jmdf;

insofern rot » = 0 und [0 df] = —wdfist. Weil wieder [mwjm arl,

wie vorhin, mit der Ordnung 1/R verschwindet, so erhélt man:
K

snt=g[mw{§r.ndr].

Fiihrt man also das statische Moment der Zirkulation

(7) m = ﬁr.ndr

ein, 80 hat man fiir das Moment der Auftriebsdichte die Formel
gewonnen 13):

(8) M = o [miv].
4. Nennt man den Punkt mit dem Fahrstrahl
m
9 Yo =

den Schwerpunkt der Zirkulation, so kann man (6) mit (8)
verbinden

(10) M = [r, %]

und die Ergebnisse so zusammenfassen:

Die Auftriebsdichte hat die GroBe ¢ c|v.|; sie fallt in
die Richtung des Normalvektors . von b., falls die
Zirkulation im Uhrzeigersinne positiv ist, und ihre An-
griffslinie geht durch den Schwerpunkt der Zirkulation.

Das Problem ist hiermit auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, die
Stirke und den Schwerpunkt der Zirkulation in jedem Falle zu
ermitteln.

§ 3. Die Blasiusschen Formeln.

1. Die Ausdriicke § 2 (5) bis (8) lassen an Durchsichtigkeit
zwar nichts zu wiinschen iibrig; da man jedoch zurzeit noch keine
ausgebildeten Methoden kennt, die Geschwindigkeit b vektor-
analytisch fiir vorgegebene Berandungen K darzustellen, so eignen
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sie sich nicht eben gut fiir die wirkliche Berechnung der fiir dif
Kenntnis von P und M wichtigen GroBen ¢ und m; iiberdies sind
sie an die beschrinkende Voraussetzung gekniipft, daf die Stro-
mung aullerhalb der einzigen Kontur K sich in der ganzen Ebene
regelmiBig verhilt.

Es empfiehlt sich, von der imaginiren Einheit ¢ einen weit
iiber die Funktion % von § 1 (12), S. 6 hinausgehenden Gebrauch zu
machen. Fassen wir die kartesischen Koordinaten z,y, welche die
Stromungsebene ausmessen, in der komplexen Variabeln 2=z + iy
zusammen und ist () irgendeine Funktion, welche die Koordi-
naten z und y nur noch in der Form z enthilt, im {ibrigen ge-
wisse Eigenschaften der Stetigkeit, Endlichkeit und Differentiier-
barkeit besitzt, die sich fiir unsere Zwecke von selbst verstehen,
5o heit « eine analytische Funktion von #; man denkt sie
sich in reellen und imaginiren Teil zerlegt:

u(2) = p(xy)+iq(x )
und hat dann einerseits:
ou ap aqﬁ
ox ax
vu_op ;04
oy oy T "By’
andererseits ist offenbar
6u ou 1 @ﬁ
T o(iy) oy
(0p | .0g op , .0g
: (ax + ’ax> + 8y

oder, indem man auf beiden Seiten die reellen und die imaginéren
Teile vergleicht,

Daraus folgt:

lap 04

oz 0y

1

(1 l op _ og.
oy ox

Diese Beziehungen stellen dieselbe Verkniipfung zwischen p
und ¢ her, wie sie vermége § 1 (7) und (11) zwischen Geschwin-
digkeitspotential ¢ und Stromfunktion 5 besteht, und man leitet
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s ihnen sofort dieselbe Differentialgleichung ab, der auch ¢,
und ¥ zu gehorchen hatten,
Vip =10, V2g=0, V2u=0.

Jede analytische Funktion « kann, wenn sie sich sonst
tazu eignet, die Rolle der Stromungsfunktion 3 iiber-
tehmen; ihr Real- und Imaginérteil bilden das Ge-
chwindigkeitspotential und die Stromfunktion.

Aber auch der Differentialquotient v einer solchen Funktion
v nach 2 ist natiirlich eine analytische Funktion; er hat eine
infache Bedeutung. Da némlich zufolge § 1 (7) und (11)

d 0 .0 .
—‘%:a—;‘s za—%c-zvx—wy
Bt, s0 mag
dy
12) v = =
turz die Geschwindigkeit im Punkte 2 heiflen. Wegen
[v]2 = vz + vy = b2

ind iiberdies die absoluten Betriige von v und b einander gleich.

vy — 1y

2. Es soll nun P und M noch auf eine zweite Weise dar-
f)estellt werden, und zwar durch unmittelbare Summierung der
riicke p, welche die einzelnen Elemente der Kontur erfahren.
Nach der Bernoullischen Formel und mit Riicksicht darauf, daB
lie aus § 1 (5), S. 5 eingehende Konstante bei der Integration wegen
Anh. XIX und XX keinen Beitrag liefert, wird sein

K
B=—2o+opnds

(3) x
m=—¢ ?ﬁ(v; o0 [eu)ds,
wo 1 jetzt sinngemidf die Richtung der inneren Normale von
& hat.

Es ist zweckdienlich, mit einem senkrecht zur z-Ebene und
Jem Beschauer zu gerichteten Einheitsvektor ¢ neben P8 und M

poch einen dritten Vektor N durch
K

N = —e%§(05+v,§)rnds

Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 9
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zw definieren, der eine mechanische Bedeutung zwar nicht hat,
aber eine formal elegantere Rechnung ermdglicht. Fiihrt man
némlich, indem man # = 0 zum Bezugspunkt wihlt (Fig. 5), durch
@) { nyds = dscos (n,z) = dy
nyds = dscos(,y) = —dx
Yo=X ry =Y
die Koordinaten x, y eines Kurvenpunktes in (3) ein, so kann man
die Kraftkomponenten P,, P, und die Vektoren I, 3t in der Form

K
®) P——_~Py+i1’x=—_gff}(vj-{-v;)(dx—idy)

K
6) SIE‘JR—i—i‘R:eg§(vﬁ+vj)(x+iy)(dx—idy)
zusammenfassen.

Wir wollen zeigen, dal P und ¥ sich auch darstellen lassen
als Integrale von Funktionen der komplexen Verinderlichen .
Die Kurve K ist eine Stromlinie (§ 1, 2);
Fig. 5. lings ihr muf die Geschwindigkeit iiberall die
Richtung der Tangente haben, d.h. es muf
vyivy = dw:dy oder
) v dy —vydx = 0
gein. Addiert man aber zu (5) das demnach
identisch verschwindende Integral

K
ot &(”x—i”v)(”xd:y—”ydx)

und zu (6) das ebenfalls verschwindende Integral

K
coi 4&(%—@'%) (@ +i9) (v dy — v, da),
so folgt g
P =g & (vi—vj—2ivn,)(do +idy)

oder nach (2)

K
(8) P = %cj‘)vz daz
und ebenso

p.q

%) T=c¢ %é\)vﬂzdz,
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womit unsere Behauptung bewiesen ist. Die nachtriigliche Spal-
tung in reellen und imaginiren Teil ergibt dann P,, P, und M,
wihrend Mt bedeutungslos bleibt.

Die Formeln (8) und (9), zuerst angegeben von H. Blasius3),
sind grundlegend fiir die ganze Theorie der Auftriebskrifte. Sie
sind, unabhéingig davon wie sich die Stromung sonst verhalt, nur
an die Bedingung gekniipft, dal die rechtsseitigen Integrale kon-
vergieren. Dies tritt sicher ein, wenn die Funktion v(2), deren
Bestimmung im einzelnen Falle unsere spétere Aufgabe sein wird,
auf der Kontur K iiberall endlich bleibt, mégen auflerhalb Saug-
punkte vorhanden sein oder nicht.

3. Nun kommt es aber praktisch nicht selten vor, daf die
Konturen ein- oder ausspringende Ecken besitzen, und es bedarf
einer Entscheidung dariiber, wie sich v an
solchen Stellen verhdlt. Legen wir uns zu Fig. 6.
dem Zwecke mit einer reellen Konstanten ¢ ¥
die Funktion z

1
(10) v=C(e—z)F 2001

vor, wo 2, ein fester Punkt =z, y, und u Yo
eine positive, von Null verschiedene Zahl X, X
sein soll, von der wir, wie sich zeigen wird,

voraussetzen diirfen, dall sie nicht grofer als 2 ist. Die Stro-
mungsfunktion berechnet sich nach (2) durch eine Integration
mit Unterdriickung einer belanglosen additiven Konstanten

=

1
e3)) ¥ = puC(2— 2,)*.
Benutzt man die aus Fig. 6 ersichtlichen Polarkoordinaten
r, ¥, d.h. setzt man
22—y = (x—x) + i(y —yo) = r(cos ¥ 4 isin 9) = ret?,

so wird
1 &9 1

Y =puCOrter = y0r~7<cosg+isin§>-

Der Imagindrteil gibt die Stromfunktion
1

(12) g =uCre sing,

d.h. eine Kurvenschar, die den Fahrstrahl & = 1u = zur Symmetrie-
achse und die Fabrstrahlen & — 0 und & = u= zu Asymptoten
9%
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hat, da fiir diese Azimute r iiber alle Grenzen wiichst. In den
Fig. 7 bis 9 sind die Stromlinien fiir g = } (Hyperbeln), p = §
und p = 2 (konfokale Parabeln) gezeichnet; die Staupunkte
sollen auch weiterhin stets durch kleine Quadrate, die Saugpunkte
durch Ringe markiert werden.

Aus (10) geht hervor:

An einer ein- bzw. ausspringenden Ecke vom Winkel
un wird die Geschwindigkeit Null bzw. unendlich von

der Ordnung

L
w

Allerdings werden wir auch Fillen von der Art begegnen,
wo durch Uberlagerung verschiedener Stromungen die Geschwin-

Fig. 8.

Fig.9.

Fig. 10.

. .a27)

digkeit an ausspringenden Ecken endlich bleibt (z. B. an der
Hinterkante der Fliigelflichen).

Wenn nun eine Kontur K (Fig. 10) in einem ihrer Punkte 2,
eine Ecke vom Aullenwinkel um besitzt, so verhdlt sich in der
Umgebung von 2, die Geschwindigkeit wie die Funktion (10).
Sie darf, damit die Integrale (8) und (9) konvergieren, von weniger
als 2ter Ordnung unendlich werden, d.h. es mull

1 1

ode
r w<2
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sein. Aber auch der Wert y = 2 ist noch zulissig (Fig. 9). Er-
setzen wir, um das fiir diesen theoretisch oft vorkommenden Fall
zu begriinden, die unendlich diinne Kontur dort zunichst durch
eine benachbarte parabolische Stromlinie A4z, B, so wird nach (10)

R e y
Z— 2,
g0 daB die Auftriebsdichte daselbst den Wert
B B
i @ 1 dez .. @ s .
P=1m?c L_—_ —=lm§0 Id lgnat (z — #)
A A
B B

= lim g— C? (jd Ignat » 4 ijdﬂ)
A A

annimmt, wo die Integrale lings einer zur Kontur eng benach-
barten parabolischen Stromlinie laufen, und zwar zwischen den
Punkten 4 und B, die symmetrisch und in solcher Entfernung
von #, gelegen sind, daB bis dorthin die Unstetigkeit #, ihren
Einflu§ merklich verloren hat. Dies gibt, da

Ignatr, = Ignat rp
lim®, =2« lim&z=20

[Py = —mo(?
| Py=0.

Eine schneidenformige Kante z, erzeugt demnach
eine Saugkraft von der Dichte mo C? wenn sich dort die
Geschwindigkeit wie C/{z — 2, verhilt.

Dabei ist aber natiirlich vorausgesetzt, dall nicht durch Zer-
reifung der Zusammenhang der Fliissigkeit gestort sei. Dies zu
verhindern und die meistens niitzliche Saugkraft zu erhalten, ist
eine wichtige Aufgabe bei der Profilierung der Vorderkante der
Flugzeugflichen (§ 12, 3 und § 13, 2).

Die Funktion (10) behdlt, wenn C durch die imaginire Kon-
stante ¢C ersetzt wird, auch noch fiir ¢ = oo einen fiir uns
brauchbaren Sinn. Man hat dann niamlich

ist,
(13) P= —imgC? oder

__aC
\¢ = i Clgnat (¢ — 2),
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woraus nach Fig. 6

!”]27

x = Clgnatr

folgt. Der Punkt £, wird also in kreisformigen Bahnen umflossen,
wobei die einzelnen Fliissigkeitsteilchen sich nach dem zweiten
Kepplerschen Gesetze, nimlich mit konstanter Flichengeschwin-
digkeit {v|r bewegen. Man nennt den Punkt z, einen isolierten
Saugpunkt oder anschaulicher, obwohl die doppelte Wirbel-
geschwindigkeit ringsum Null bleibt, einen isolierten Wirbel-
punkt. Im Raume gedeutet, ist das ein unendlich langer, gerader,
auf der zy-Ebene senkrechter, unendlich diinner Wirbelfaden.
Die Konvergenz der Integrale (8) und (9) leidet natiirlich nicht,
solange solche isolierten Wirbelpunkte in endlichem Abstand von
der Kontur bleiben.

Ein Fall dieser Art liegt in Fig. 1 vor; einen der Rechnung
zuginglicheren liefert die Funktion

(15) v = iC(

Diese Stromung, der wir spiter wieder begegnen werden gelegent-

lich der Untersuchung der Wirbel, die

Fig. 11. sich von den Tragflichen eines Flug-

zeugs ablosen, besitzt in 2 = +a je

einen isolierten Wirbelpunkt. Die Stro-

mungsfunktion ist mit den Bezeich-

nungen der Fig. 11

v = ¢C[lgnat (# — a) — Ignat (¢ + a)]

= ¢ C[lgnatr, + ¢8, —lgnatr, — id,],

1 1y _ 2iCa
Z2—a z+a>_22——a2

also ibr imagindrer Teil

1 = Clgnat n
Ty

so daf} fiir alle Punkte einer Stromlinie mit dem Parameterwert
1 gilt
7
T

= ¥ — const.

Nach einem bekannten planimetrischen Satze sind daher alle
Stromlinien Kreise (Fig. 12). Es steht uns frei, irgend einen der
Kreise, etwa den schraffierten, als Kontur eines umstrémten
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Kérpers anzusehen, wobei wir fiir spidter noch die Beziehung
anmerken:

AB_AE . AB_ CB
CB~ CE °*™ 4E~ CE’
AE+AB CE4 (B
AE—AB  CE—CB
folgt oder, indem man den Mittelpunkt D einfiihrt,

(16) 44D.CD = BE"

Es ist leicht, den isolierten Wirbelpunkt # = a an die
Kontur heranzuriicken, indem man a gegen Null konvergieren
li6t und das Produkt 2a C = ('’ konstant hilt. So kommt

10"
2N
dies bedeutet eine Schar von Kreisen, die im Nullpunkt die

woraus

(17 v =

Fig. 13. |

y-Achse beriihren (Fig. 13). Das Integral (8) der Kraft P, er-
streckt iiber die schraffierte Kontur, wichst, wenn man von der
im Punkt # = 0 unvermeidlichen Zerreilung absieht, iiber alle
Grenzen. Die heftige Wirkung derartiger Wirbel ist in der Tat
sehr bekannt. Wir werden der Stromung (17) spiter wieder
begegnen.

Der Geltungsbereich der Blasiusschen Formeln lafit sich
nunmehr genau umgrenzen: Die Grundformeln (8) und (9)
sind giiltig fiir jede Kontur, auch wenn sie eine endliche
Anzahl von Ecken besitzt, solange sie keinen isolierten
Wirbelpunkt triagt. Wie sich die Potentialstromung sonst
in der 2y-Ebene verhilt, ist gleichgiiltig.
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§ 4. Die Fundamentalreihe der Geschwindigkeit.

1. Die Berechnung des Auftriebes ist jetzt auf ein vektorielles
oder ein komplexes Randintegral zuriickgefiihrt, dessen Aus-
wertung im einzelnen Falle mit ziemlichen Umsténdlichkeiten ver-
kniipft wire, wenn es nicht gliicklicherweise meist gelinge, sie
mit Hilfe einer einfachen Reihenentwickelung zu umgehen.

Wir ermitteln zunéchst den Wert des Integrals Ivd 2, erstreckt

itber die Kontur K, eine beliebige, die Kontur einmal um-
schlingende Kurve K, und eine zweimal in entgegengesetzter
Richtung zu durchlaufende Verbindungslinie L zwischen K und
K, (Fig. 4). Indem man die Vektoren b und w einfiilhrt und
schlieflich den Stokesschen Integralsatz Anh. XXIII anwendet,
erhilt man

é;/vdz — éﬁ(vz—w,,)(dxwdy)
= $londo+ vdg) + i (—v,da + vdy)

= ésbdr + iémdr
= derotn + ijdfrotm.

Die Integrale rechter Hand verschwinden, wenn in dem von K
und K, begrenzten Ebenenstiick allenthalben
_ Oy Ove
jrot b = o oy =0
: . 0vz , 0V,
I — — 2L 7Y
rotw —= divd = 5w + 3y
ist. Da diese Beziehungen aber nach § 3 (1), S.16 ganz allgemein
fiir Real- und Imaginérteil jeder analytischen Funktion u(2) gelten,

so 146t sich das Ergebnis in die Formel fassen:
K Ko

) (j.};udz — d}udz,

vorausgesetzt, dall K von K., ganz umschlossen wird und
die Funktion #(2) zwischen K und K. analytisch und
iiberall endlich ist.

Das vektoranalytische Analogon dieses Satzes haben wir in
§ 2 wiederholt benutzt.

=0
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2. Wir kehren zu den Annahmen zuriick, unter denen die
Auftriebsformeln § 2 (5) bis (8) abgeleitet wurden, ndmlich daf
K die einzige Kontur sei, was insbesondere auch isolierte Wirbel-
punkte auBerhalb K ausschlieft, und daB iiberall divt = 0,
rotb = 0 ist. Unter diesen Voraussetzungen ist v(2) iiberall
aullerhalb K eine endliche analytische Funktion, so daB, wenn
man die neue komplexe Verinderliche

1 , ag
(2) § = " dz = — &
einfiihrt und dann v(2) = w(§) schreibt, die Existenz der Taylor-
Maclaurinschen Reihe nach bekannten mathematischen Sitzen
gewihrleistet ist:

(3) w (g) = w(()) 4w (0)§ NI\, ”(0) g2 ..

Dafiir kann man, mit anderer Bezemhnung der komplexen Koef-
fizienten, auch eine der beiden folgenden Formen anschreiben:

(4) v(z):00+%~+%‘.+...
(5) v(ﬁ)_(“o_}_zﬂo)_}_ul-’f—iﬁ +062+7:ﬂ2+.'.,

22

die wegen ihrer grofen Bedeutung die Fundamentalreihe der
Geschwindigkeit heilen mogen.

Dividieren wir die Reihe (3) gliedweise mit ¢{2 und integrieren
sie dann iiber die Kontur K oder, was nach (1) auf dasselbe
hinauskommt, iiber einen Kreis K. mit unbeschrinkt grofiem
Radius, so wird nach (2)

K Ko
d v
§0d2‘2~ wa;”‘éwgzg—é(gz + g +02+63§+ ) g
Fithrt man wieder Polarkoordinaten ein
(6) Z=reéd §=re?
so ist nach (2)
1./ —_ ;‘_ 9 — ___,3,,

so dall, wenn z den grofien Kreis K, im Gegenzeigersinne durch-
lauft, & auf einem kleinen Kreise K, vom Radius + seinen Nullpunkt
umwandert; daher wird mit df = r'iet¥d 9’
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K -2

é‘}vdz :z-”(% e L O+ Cyr'et L Cyr2e?is ) ay
o

oder -
) Sf)vdz = —2ni(,
da ja fiir jedes von Null verschiedene v
—2n
J-e”“”dﬁ' =0

[}
ist. Verfihrt man ebenso mit der Reihe /{3, so iibernimmt der

Koeffizient C, die Rolle von €, und man erhalt
K

8) fﬁvzdz = —2x¢C,

Uberhaupt erkennt man, dall bei der Integration jeder beliebigen

derartigen Reihe iiber den Kreis K, oder sonst eine den Null-

punkt der f-Ebene hinreichend eng im Uhrzeigersinne um-

schlingenden Kurve unter den gemachten Voraussetzungen nur

der mit — 2x¢ multiplizierte Koeffizient des Gliedes 1/¢ iibrig

bleibt. Man nennt ihn das Residuum der Reihe und die Formel
) Ky

9) (j}udg = ff’ED”Wg = —2miD_,

den Cauchyschen Residuensatz.
Quadriert man die Fundamentalreihe, so kommt
w2(f) = G+ 2GC,Ci8+ (742G, C) 62 - -+

Infolgedessen wird

K K,
(10) Ef)uﬂdz - ?"z—fg — —47i(,C,
K K,
a1 é;uazdz — ?ﬁzgﬁ — —2mi(CF +2CyCy).

3. Gesetzt, daB die Koeffizienten C,, C;, C, der Fundamental-
rethe bekannt sind, so ist damit die Auswertung der Blasius-
schen Integrale § 3 (8) und (9) ein fiir allemal erledigt; diese
miissen sich unter den vorausgestellten Annahmen aber auch im
Einklang mit den Auftriebsformeln § 2 (5) bis (8) befinden. Um
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das zu erweisen13), geniigt es, die Bedeutung der drei Koeffi-
zienten C,, C,, C, festzustellen.
Zunichst ist nach (3)
(12) Cy = Voo = Voo — IVyeo
die Geschwindigkeit fiir { = 0 oder 2 = oo.

Setzt man weiter
K

(9 c= §vdz

K

m = S‘}vzd.z,

so stimmt ¢ mit der durch § 2 (5), S.12 definierten Zirkulation
iiberein, wihrend die komplexe Zahl m mit den Komponenten
des statischen Moments m von § 2 (7), 8.15 durch

(14) m = My -+ imy

zusammenhéngt. Zum Beweis erinnert man sich der Randbedin-
gung § 3 (7), S.18 und hat in der Tat

é;vdz = Sﬁ(vx —ivy)(dx + idy) = é(vwdx + vy dy) = (f}bdr

4\}02012 = Eﬁzndr = @xbdr +1 éybdn

Somit ergibt sich die Bedeutung von C; und C, nach (7) und
(8) aus . )
(15) C=qge Ch= -

Verbindet man jetzt (10) und (11) mit (12).und (15), so
kommt nach § 3 (8) und (9)
lP = 00V

(16) T =eQ <mvm + zf—j;) .

Man zerspaltet diese Formeln in ihre reellen und imaginéren
Teile und erhilt in Ubereinstimmung mit § 2 (6) und (8)

[Px = — 0’V
P

(17) y = @0V
lsm = ¢Q(My V200 + My Vyoo)-
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4. Die Fundamentalreihe (4) der Geschwindigkeit erlaubt
nun, den Auftriebsformeln endgiiltig eine Gestalt zu geben, die
sie zur miihelosen praktischen Berechnung geeignet macht.

Zunichst muf nach (15), da die Zirkulation reell sein soll,
O, rein imagindr bleiben, d. h. von den Koeffizienten der Reihe
(5) muB o; = O sein. Ferner hingen «,, B, B, 0y, f; Mit v, ¢
m nach (12) und (15) folgendermafien zusammen:

‘ O = Vyoo B = — Vyeo
(18) l2nﬁ1 =c
2moy, = —my, 2x By — my,

so daf sich Auftriebsdichte, Moment und Schwerpunktskoordinaten
Zyy Yo der Zirkulation nach (17) und § 2 (9), S.15 in den Koeffi-
zienten der Fundamentalreihe (5), wie folgt, ausdriicken:

P, = 2mo B,
Py = 2moaypy
M — 2xge
(19) " oe(x By + Boory)
Ty =— 5°
" TR
‘?/0 :_oﬁ%

Ehe wir die demnach wichtigste Aufgabe, die Koeffizienten
der Fundamentalreihe fiir vorgeschriebene Konturen zu ermitteln,
angreifen, wird es zweckmé#fig sein, die Bedeutung dieser Grofien
noch von einem anderen Standpunkt aus zu untersuchen. Die
Reihe (4) legt es néimlich nahe, die ebenen Potentialstromungen
systematisch einzuteilen. Wir nennen sie:

a) zirkulatorisch, wenn C;, — 0, C, = 0,
b) bizirkulatorisch, wenn C;, — 0, C, = 0,
c) translatorisch, wenn C, = 0, C, == 0,
d) zyklisch, wenn Cy £ 0, O, == 0 ist.

§ 5. Einteilung der ebenen Potentialstromungen.

1. In so groBer Entfernung von der in der Ndhe des Null-
punktes gelegenen Kontur, daB die hoheren Potenzen von 1,z
gegen die erste vernachlidssigbar sind, verhilt sich eine zirkula-
torische Stromung wie ein isolierter Wirbel im Nullpunkt

(1) v:?g}’
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als dessen Stérke man die Grofe v — 2z B, zu definieren pflegt,
wonach also Wirbelstdrke und Zirkulation eines isolierten Saug-
punktes identische Begriffe sind. Da jetzt «y = B, = 0 ist, so
zeigen die Formeln § 4 (19):

Zirkulatorische Stromungen haben keine Geschwin-
digkeit im Unendlichen; sie vermégen auf eine ein-
getauchte Kontur weder eine Kraft noch ein Drehmoment

auszuiiben; der Schwerpunkt ihrer Zirkulation liegt im
Endlichen.

Dieses Ergebnis steht (ebenso wie die folgenden in 2 und 3)
mit der Wirklichkeit in einem auffallenden, allerdings nur schein-
baren Widerspruch, der seine Erklirung darin findet, dal, abge-
sehen von der meist geringfiigigen Oberflichenreibung, an gewissen
gefihrlichen Stellen der Kontur die Ablosung von Wirbeln un-
vermeidlich ist (§ 17, 1). Dann aber hat man es iiberhaupt nicht
mehr mit einer stationfiren Stromung zu tun, und die auf-
tretende Kraft hort auf, dem Kutta-Joukowskyschen Satze zu
gehorchen.

2. Eine bizirkulatorische Strémung verhalt sich in grofier
Entfernung vom Nullpunkt wie die in § 3, 3 untersuchte Funk-
tion (17), fiir die jetzt allgemeiner zu schreiben ist:

oy +1p
@) v 20,
Aus der Stromungsfunktion
- oy ify — _(“2+iﬁ2)(x_i?/)
z x4 y?

ergibt sich das System der Stromlinien

gl — P
@4y
das die zum Parameterwert y — O gehorende Gerade

x:

y _ B

(3 P
enthalt, Fig. 14, S.30 (die Pfeile gehoren zu positivem o, und f,).
Der in der Stromlinie = 0 liegende Vektor f = (2o, 27 8;)
soll die kinematische Achse der Stromung (2) heilen, urd
diese Bezeichnung mag sinngemill auch auf allgemeinere bizirku-

latorische Stromungen iibertragen werden, deren Bild zwar in
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der Nihe des Nullpunktes verschieden von Fig. 14 sein kann,
aber sicher eine Stromlinie enthalten muB, die jene Gerade y = 0
zur Asymptote hat, wihrend alle iibrigen Stromlinien ohne
Asymptote ins Unendliche streben. Da das statische Moment m
der Zirkulation (die hier selbst Null ist) nach § 4 (18) die Kom-
ponenten (27f,, —2ma,) hat, so ist ¥ der Normalvektor
von m. Aus § 4 (19) schlieft man:

Bizirkulatorische Stromungen haben keine Geschwin-
digkeit im Unendlichen; sie vermdgen auf eine einge-
tauchte Kontur weder eine Kraft
noch ein Drehmoment auszu-
iiben; der Schwerpunkt ihrer
Zirkulation liegt im Unend-
lichen.

DerFall eines an die Kontur heran-
geriickten isolierten Saugpunktes (vgl.
Fig. 13, S. 23) ist dabei ausgenommen.

3. Jede translatorische Strémung
kann aus einer gleichformigenParallel-
stromung v — v., = o + ¢, und
einer bizirkulatorischen (2) zusammengesetzt gedacht werden und
verhilt sich demnach in grofler Entfernung vom Nullpunkt wie

0‘2‘}‘@'/32.

22

4) v =041, +

Die vier Koeffizienten o8 sind nicht ganz unabhéngig voneinander.
Das Einbringen der Kontur in die Parallelstromung v. wirkt
namlich wie ein Stau; infolgedessen wird durch die Léngeneinheit
jeder beliebigen, durch den Nullpunkt gezogenen, nicht in den
Vektor v, fallenden Geraden in geniigender Entfernung vom
Nullpunkt nachher mehr Fliissigkeit in der Zeiteinheit hindurch-
treten als vorher. Beobachten wir insbesondere den Durchflufl
durch die Léngeneinheit der z- bzw. y-Achse, so wird dieser gleich
der y- bzw. z-Komponente der Geschwindigkeit fir y = 0 bzw.
x = 0, also gleich

Damit die Absolutwerte dieser Ausdriicke groBer als |Bo| bzw. o]
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sind, miissen notwendig o, und o, entgegengesetzte, 8, und g,
aber gleiche Vorzeichen haben. Mithin wird
P0e = 27 (ag0tg — o ) <O,

d. h. die kinematische Achse f bildet mit dem Vektor — v, einen
spitzen Winkel und desgleichen auch m mit w. (Fig. 15). Man
veranschaulicht sich diese Schliisse leicht, indem man die Uber-
lagerung der Strémungen v, und (2) fiir ver-
schiedene Lagen von f genauer verfolgt; die
beiden Fille, daf f und — v, bzw. {f und v,
gleiche Richtung haben, sind in den Fig. 16
und 17 dargestellt. Die geschlossene, als Kontur
zu benutzende Stromlinie, die in Fig. 16 auftritt,

ist, wie sich spiter herausstellen wird, ein Kreis;

in Fig. 17 kommt, da der Fall der Fig. 13 dauernd ausgeschlossen
sein soll, eine als Kontur brauchbare Stromlinie iiberhaupt nicht
vor. In der Tat muf mit dem Eintauchen einer Kontur in eine
Parallelstromung sowohl vor wie hinter der Kontur die urspriing-
liche Geschwindigkeit v., verzogert, seitlich davon aber be-
schleunigt werden, was erfordert, daB die kinematische Achse

Fig. 15.

Fig. 16. Fig. 17.

der hinzukommenden bizirkulatorischen Stromung dem Vektor b
einigermalen entgegen gerichtet ist.

Im Hinblick auf § 4 (19) ist zu sagen:

Translatorische Strémungen umfliefen, mit kon-
stanter Geschwindigkeit aus dem Unendlichen kommend
und ins Unendliche gehend, die Kontur ohne Zirkulation;
sie vermogen keine Kraft auszuiiben, dagegen lidft sich
ihre Wirkung nur durch ein Kriftepaar aufheben, das
blof dann verschwindet, wenn

oo Ba + Bocta = 0
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ist, d. h. wenn m und . parallele Vektoren sind oder
der ausgeartete Fall m = 0 vorliegt.

Da P = 0 wird, so ist néimlich M das Moment eines Kriifte-
paares. Da das Moment eines solchen bekanntlich vom Bezugs-
punkt unabhéngig bleibt, so mufl nach § 2 (8), 8.15 auch das
statische Moment m davon unabhiéingig sein; es mag die dyna-
mische Achse der translatorischen Stromung heiflen.

Diese Achse hat eine wichtige Bedeutung fiir die stabile
Lage der Kontur. Da der Vektor M — y[miw,] ein Moment vor-

Fig.18. Fig. 20.
| 0
i-
- ’/ \’ o
$
Fig. 21.
Wy
labil
—te —
—
m=0 -

stellt, das den Vektor m auf kiirzestem Wege mit dem Vektor
. zur Deckung zu bringen strebt, so kann man sagen:

Eine Kontur ist gegen Drehungen in einer trans-
latorischen Stréomung dann und nur dann stabil, wenn
deren dynamische Achse m mit dem Vektor v, dem Sinne
nach iibereinstimmt.

Falls der Vektor m verschwindet, muf} seine Richtung natiir-
lich als Grenzwert benachbarter Lagen festgestellt werden.

In Wirklichkeit losen sich von einer in eine translatorische
Stromung eingetauchten Kontur unverziiglich Wirbel ab, so daB
hinsichtlich der Kraft das in 1 Bemerkte auch hier gilt. wihrend
die Stabilitdtsverhiltnisse mit der Erfahrung gut iibereinstimmen.

Die Fig. 18 bis 21 veranschaulichen dies fiir eine geradlinige
Kontur; die Richtung von m findet man ohne Schwierigkeit, indem
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man auf die Definition § 2 (7), S.15 zuriickgreift und etwa die
Mitte der Konturstrecke zum Bezugspunkt nimmt.

4. Fiigt man zu einer translatorischen Strémung eine zirku-
latorische hinzu, so entsteht die allgemeine zyklische, und es gilt:

Zyklische Stromungen iiben auf eine eingetauchte
Kontur eine Kraft aus, derem Angriffspunkt im End-
lichen liegt und deren Angriffslinie durch den Schwer-
punkt der Zirkulation geht.

Die Bilder solcher Stromungen fallen nun freilich mangels
Beriicksichtigung der abgelosten Wirbel auch noch nicht ganz
mit der Wirklichkeit zusammen. Trotzdem dienen sie als brauchbare
Grundlage fiir die Dynamik
des Fluges. Das im Unter- Fig. 22.
schied von 2 und 3 nicht y
mebr einwertige Geschwin-
digkeitspotential bringt es %
némlich mit sich, daB iiber
die zyklische Konstante,

d. h. die Zirkulation noch
irgend eine Bestimmung zu
treffen ist. Dies kann so ge-
schehen, daf auch die Wir-
kung der abgelosten Wirbel
in einer gewissen asympto- /
tischen Annéherung mit be-

riicksichtigt erscheint (§17).

Jede Stromung mit einer zyklischen Konstanten verhilt sich
fir groe Absolutwerte von z wie die in Fig. 22 fiir positive
Werte von ¢, f,, B, gezeichnete

Vg

|

; s ip B, e
(3) v = oy + 1 7 —v°°+27m
Scheidet man Reelles und Imagingres in
— Y
’Ux ~vxw+2nx2+y2
¢ x
'Uy - ,Uyco—é?t_x?:i_yﬂ’
80 hat man in vektorieller Schreibweise
b= . —2 L
- o9m 12’

Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 3
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wenn T = [et] = (—y,«) den Normalvektor des Fahrstrahles
t = (x, y) bezeichnet. Hierdurch ist nachtréglich die in § 2, 2und 3
benutzte Zerspaltung b = bo, 4 0’ scharf begriindet, wo |v'|, wie
jetzt einleuchtet, mindestens wie 1/|t| verschwindet und in grofler
Entfernung von der im Endlichen gelegenen Kontur in der Tat
bis auf einen Fehler von der Grofenordnung 1/t?2 kreisférmige
Bahnkurven besitzt.

Die Funktion (5) stellt zugleich genau die Strémung um
irgendeine Kontur dar, die aus einer der geschlossenen Strom-
linien des in Fig. 22 schraffierten Bereiches gebildet wird. Schrumpft
diese Kontur insbesondere in den Nullpunkt zusammen, so kommt
als Ergebnis:

Ein in einer Parallelstréomung v, festgehaltener iso-
lierter Wirbelpunkt erfahrt eine Kraft von der Dichte
0T, wo T die Wirbelstdrke bedeutet.

§ 6. Mehrere Konturen.

1. Sind auBer der einen Kontur K noch weitere in der Bild-
ebene vorgelegt, so verliert der Kutta-Joukowskysche Satz fiir
die Einzelkontur seine Giiltigkeit. Denn es ist jetzt der von
KK, L (Fig. 4) begrenzte Bereich kein einfach zusammenhingen-
der mehr; zu seiner vollstindigen Berandung gehdren auch die
iibrigen Konturen K, K, ...; infolgedessen miifite die Impuls-
gleichung § 2 (1), S. 11 durch weitere Glieder P, B, ... ergéinzt werden.
Ebenso ist das Integral f pdr bzw. f t.0dt iiber K, nun gleich der

negativen Summe der Einzelzirkulationen bzw. ihrer Momente

KV
Cy = {Mdr

Iy
m, — év}t.ndt

iiber die verschiedenen Konturen KK, K, ...

Denkt man sich jedoch alle Konturen untereinander durch
solche Linien I, L, ... (Fig. 23) verbunden, daf der von
K.KK K, ... LL Ly ... umrandete Bereich einfach zusammen-
héngt, so hindert uns nichts, den Komplex KK, K, ... die friithere
Rolle von K spielen zu lassen, da die Verbindungslinien LL, L,...
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bei allen Randintegralen zweimal in entgegengesetztem Sinne
durchlaufen werden und also, obwohl im allgemeinen nicht Strom-
linien, ohne Wirkung sind.

Fiir die Gesamtheit verschiedener unter sich starr
verbundener Konturen gelten, falls die sonstigen Be-
dingungen erfiillt sind, die Formeln § 2 (6), (8) und (10),
S.12 bis 15, wenn man darin setzt

¢ = 2,
m—=2nm,,
Zm,,
T Xe,

Insbesondere kann es, wenn mindestens eine Einzelzirkulation
negativ ist, vorkommen, daf trotz verschwindenden Gesamtauf-
triebes die Einzelkonturen Krifte erfahren.

Wiinscht man Kraft und Moment fiir die Fig. 23.
Einzelkontur zu ermitteln, so wird man auf
die Blasiusschen Formeln § 3 (8) und (9), 8. 18
zuriickgreifen. Wir werden spiter (§ 14 f)
solche Rechnungen durchfiihren, die fiir die
Beurteilung der Flidchenbelastung von Doppel-
oder Mehrdeckern wichtig sind.

2. Als Sonderfille gehoren hierher die
Sitze iiber die gegenseitige Anziehung oder
Abstofung von isolierten Wirbelpunkten; wir erwihnen nur zwei
fiir die Flugtechnik wichtige.

Die Wirbel mégen in den Punkten 2 —= 0 und 2 = — b
liegen und die Stirken 7, und 7, haben. Sind sie in der nach
der positiven x-Achse orientierten Parallelstromung b, fest-
gehalten, so wird die Geschwindigkeit nach § 5, 1 durch

. it 1 47y, 1
V= tnt gy z+ 2w 2+ ib

dargestellt. Entwickelt man als geometrische Reihe
1 1 iz &2
Tw= st ),
s0 hat man in der Nihe des Nullpunktes, ndmlich fiir |¢| <b

1T
V= Vg + =2

12 22 .
ezt o1t
3*
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mithin ist das Residuum der Reihe v? gleich

T T

(-t 52):
Nach dem Residuensatz § 4 (9), S.26, worin man sich ¢ statt §
geschrieben denken mag, ergibt die Blasiussche Formel § 3 (8)
auf den Wirbel # = 0 eine Kraftdichte, deren von der Stromung
Do herrithrender Teil
(1) P = 07 Voo
schon vorhin festgestellt worden ist, wogegen der von der Ein-

wirkung des zweiten Wir-

Fig. 24. bels verursachte
T, T
@ B=

betrigt und in die y-Achse
fallt.

Jenachdem zweiiso-
lierte Wirbelpunkte im

—_— gleichenoderentgegen-
v gesetzten Sinne um-
— — kreist werden, stoBen

sie sich ab oder ziehen

sie sich an, proportional dem Produkt ihrer Wirbel-
stirken und umgekehrt proportional ihrer Entfernung.

Ist insbesondere z, —= —r, — 7, so ist das Strombild sym-
metrisch zur Geraden y — —% = — h (Fig. 24) und man kann

diese, wenn man von der Reibung absieht, als feste Wand ein-
schalten und den unteren Teil der Stromung nach Belieben weg-
lassen. Man hat jetzt+)

T
(3) .P = vam(l—nﬂ;j),

also im Hinblick auf (1) das Ergebnis:
Der Auftrieb wird durch die Nihe der Wand ver-
mindert, die iibrigens als Reaktion die Kraft — P erfihrt.
Nun ist zwar ein isolierter Wirbelfaden nur ein sehr unvoll-
kommenes Ebenbild einer Tragfliche; da der Charakter der zykli-
schen Stromung aber hier wie dort derselbe ist, so liegt es an
sich nahe, die beiden soeben formulierten Sitze auf wirkliche
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Flugzeuge auszudehnen und demnach, wie dies hin and wieder
auch geschehen ist, folgende qualitativen Schliisse zu ziehen:

Die Tragflichen eines Doppeldeckers stofen sich im Fluge
ab; und jedes Flugzeug hat in der Ndhe der Erdoberfliche noch
nicht seine volle Steigfahigkeit.

Die erste dieser beiden Aussagen wird spiter (§ 15, 2) auch
quantitativ bestitigt werden; die zweite dagegen widerspricht der
Erfahrung in auffallendster Weise, was sich dadurch erkldren
wird (§ 18, 4), daB im Vergleich mit dem unendlich langen
Fliigel die Stromung um Tragflichen von endlicher Linge durch
die von den Fliigelenden ausgehenden Wirbel erhebliche Ver-
anderungen erféihrt.

§ 7. Die Gitterstromung.

1. Es gibt einen bemerkenswerten Fall, wo auch bei mehreren
Konturen der Kutta-Joukowskysche Satz noch fiir jede Einzel-
kontur gilt, ndmlich dann, wenn eine unendliche
Reihe von kongruenten Konturen nach Art der Fig.25  Fig-25.
angeordnet ist, die durch eine Parallelverschiebung
um die Strecke a in der y-Richtung mit sich selbst
zur Deckung gebracht werden kann. Wir wollen
eine solche Konfiguration nach einem Vorschlage
von H. Lorenz ein Gitter nennen in Anlehnung
an die Bedeutung, die man diesem Worte in der
Physik beizulegen gewohnt ist; die y-Achse heifle E
dann die Gitterachse und a die Gitterkonstante. /
Diese Anordnung kommt praktisch vor bei Jalousien, '
weshalb W. M. Kutta 20), der den ersten Fall eines
Gitters durchgerechnet hat, von einer Jalousie spricht. Gelegent-
lich bilden auch die Ilichen eines Drachens sowie Steuerflichen
ein solches Gitter.

Die Anzahl der Konturen ist in Wirklichkeit natiirlich end-
lich und die Annahme einer unendlich langen Reihe rechtfertigt
sich nur mathematisch durch die grofie Vereinfachung, die sich
dabei fiir die Rechnung ergibt, deren Ergebnisse dann aber nur
mit solchen Konturen verglichen werden diirfen, die im wirk-
lichen Falle hinreichend weit vom Ende der Reihe entfernt in
der Mitte liegen. Setzen wir voraus, daf auch die Stréomung
die .Periodizitdt a besitzt, d. h. daB v eine Funktion ist,
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deren Wert sich jedesmal wiederholt, 80 oft # um ein ganzzahlig
Vielfaches von i« wichst, wonach insbhesondere um alle Konturen
die Zirkulation dieselbe Stirke ¢ hat, so liBt sich unsere Be-
hauptung leicht beweisen.

Man denkt sich zunichst statt der unendlich vielen Konturen
deren nur #» und legt diese, durch » — 1 Linien geeignet ver-
bunden, als Kontur K dem Beweis des Kutta-Joukowskyschen
Satzes (§ 2, 2) zugrunde. Dann ist ersichtlich, daB, je gréBer »
gewihlt wird, um so genauer die Gesamtzirkulation ¢, + ¢ + - 4 ¢»
mit nc iibereinstimmt; die Abweichung riihrt ja nur davon her,
dal die Zirkulation um die #HuBersten Konturen etwas von der-
jenigen um die mittleren verschieden sein mag. Die GroBe des
Auftriebs ist mithin nach § 6, 1 ebenso nahezu das nfache des
Auftriebs um eine mittlere Einzelkontur, also angendhert gc|vi|,
wenn die Geschwindigkeit der translatorischen Strémung mit v’
bezeichnet wird. Die Richtung des Auftriebs gibt nach wie vor
der Vektor 1, an. L&6t man nun, indem man den in § 2, 2
benutzten Kreis K. immer unbeschrinkt grofl gegen die Gesamt-
heit der » Konturen ansieht, #» iiber alle Grenzen wachsen, so
wird der Unterschied zwischen dem wirklichen Auftrieb und dem
idealen Werte gctw. kleiner und kleiner: Der Kutta-Jou-
kowskysche Satz gilt fiir jede einzelne Gitterkontur1).

Dagegen 1dfBt uns die sonst so bequeme Methode, den Auf-
trieb aus den Koeffizienten der Fundamentalreihe zu ermitteln
[§ 4 (19), S.28], hier im Stich. Diese Reihe existiert fiir die Gitter-
stromung nicht, da sie ja das Verhalten der Geschwindigkeit fiir
§ = 0, also fiir das Unendlichferne der z-Ebene anzugeben hiitte,
wihrend sich im unendlich fernen Punkt der Gitterachse offenbar
die Konturen unzihlig hdufen, so daB dort die Geschwindigkeit
ganz aufhort, definierbar zu sein.

2. Nun ist es aber bei einem Gitter gliicklicherweise trotz-
dem moglich, die fiir die Auftriebsberechnung wichtigste Kon-
stante ¢, die bei einer einzigen Kontur vermige § 4 (18) der
Fundamentalreihe zu entnehmen war, auf ebenso einfache Weise
aufzufinden, ohne daB es notig wire, sie durch eine komplexe
Integration aus § 4 (13) zu berechnen.

Gleich wie die zirkulatorische Stromung um eine Einzelkontur
sich in grofler Entfernung nahezu wie ein isolierter Wirbelpunkt
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auf oder in der Kontur verhdlt (§ 5, 1), so wird in grofem Ab-
stande vom Gitter, d. h. fiir groBe Absolutwerte von x jede zirku-
latorische Stromung um die einzelne Gitterkontur sich angenéhert
so verhalten, wie wenn diese Kontur sich ‘in einen isolierten
Wirbelpunkt zusammengezogen hitte. Die ganze Zirkulations-
stromung scheint dort herzuriihren von einer Reihe gleichsinniger,
gleichstarker isolierter Wirbel in den Punkten

2 =wvia (v=01+1,+1+2..)

der y-Achse (Fig. 26). Die zugehorige Geschwindigkeitsfunktion
mul, in Analogie zum einzelnen Wirbelpunkt, an allen Stellen
2, von erster Ordnung unendlich werden; weiter
muf} sie ausdriicken, daf in Fig. 26.
n=®+3ia

Staupunkte, d. h. Nullpunkte erster Ordnung der 1
Geschwindigkeit liegen (vgl. § 3, 3, Fig.7), da
jede dieser Stellen sich als Symmetriezentrum der
ganzen Stromung ansehen ldft und folglich die
von je zwei symmetrisch gelegenen Wirbel-
punkten 2, herriihrenden Geschwindigkeiten sich
dort aufheben,

Die erforderlichen Eigenschaften besitzen die
Hyperbelfunktionen *)

Goj2z = cos iz, Ging = —1isinig,

Ctgz = Gl 2/Cin s, gz = 1/6ige.
Die gesuchte Zirkulationsstrémung ist mit einer reellen Kon-
stanten 1

Y >

o bk gy T2
© V' =9a Glg a
Denn es wird

@oi—a— =cos(v+ Pmw = 0!

@m~&~° —isinvz = 0!

und fiir kleine Absoluthetrige von #

*) Eine Zusammenstellung ihrer Eigenschaften findet man z.B. bei
E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln usw., Leipzig und Berlin 1809,
S.7—18.
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cosmz
" A a 14 1
W="T3%0 . dmz Y 3mz

iibereinstimmend mit § 5 (1), S.28, wonach auch hier
(2) A=c
ist. Andererseits ist fiir die unendlich fernen Punkte der z-Achse

mz _na
thet Le o A

@) cse =57 —m| =tge

e® —e¢ % |i—too
also nach § 3 (2), 8.17

" - A

®) (Demw =0 (@Pew=7Fgos
so daf die Einzelzirkulation nach (2) gleich
(5) ¢c=*+2a(vy),__,.,
wird, was zufolge § 2 (6), S.12 fiir die Auftriebsdichte die Formel
(6) P=12a00L()),_ ..

ergibt, die sich fiir die praktische Rechnung sogleich noch etwas
vereinfachen lassen wird.

Man kann die Formel (5) unabhiingig von der Richtung der
Gitterachse so aussprechen 13):

Die Zirkulation ist gleich dem doppelten Produkt aus
Gitterkonstante und Geschwindigkeit der Zirkulations-
stromung in unendlicher Entfernung vom Gitter.

3. Es hat sich jetzt herausgestellt, daB, im Unterschied von
der zirkulatorischen Stromung um eine einzelne Kontur, die Ge-
samtheit der Zirkulationen des Gitters in den beiden unendlich
fernen Punkten jéder zur Gitterachse normalen Geraden der Bild-
ebene von Null verschiedene Geschwindigkeiten besitzt, die nach
der Gitterachse orientiert und entgegengesetzt gleich sind. Diese
Geschwindigkeit ist nicht in w., enthalten; vielmehr bedeutet
0 den Normalvektor lediglich der von der Zirkulations-
stromung absehenden translatorischen Stromung v..

Nun wird in der Regel die gegebene oder bestimmte Gesamt-
stromung v = ¢’ 4 ¢” nicht ohne weiteres schon in ihren trans-
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latorischen (v') und zirkulatorischen Bestandteil (v") gespalten
vorliegen, aber es wird stets gelingen, ihre Werte fiir die beiden
unendlich fernen Punkte der x-Achse anzugeben, kurz mit v_ .
und v - bezeichnet. Entsprechende Bedeutung sollen v_ o = v} «
und v’ o = — v’} » [vgl. (3)] haben. Dann ist

Ve 0o = 1)'“,—‘—’0)105

Vi oo == Voo — VU ooy

also
1 s o) = Voo
M {vam-j;f::l 200 = —20(V)), _ _ .-
Da man statt (6) auch
P=2a9ve(vy),___
schreiben kann, so folgt mit (7)
®) P—=}iae(le—0}a),

woraus sich die Auftriebskomponenten in der einfachsten Weise
ermitteln lassen.

4. Es liegt nahe, diese Ergebnisse an den Formeln § 3 (8), S. 18
und § 4 (13), 8. 27 nachzupriifen. Das Integral ¢ = j vdz der Zirku-
lation kann man nach § 4 (1), S.24

anstatt iiber die Kontur K iiber den Fig. 27.
Integrationsweg A B CD von Fig. 27 4 W . B
fithren, wo AB und CD iiberall den &

in der Richtung der Gitterachse ge- %K
messenen Abstand @ besitzen und im p \7/4 c
Unendlichen durch die Linien AD

und B C von der Linge a verbunden sind. Wegen der Periode i«
der Geschwindigkeit v ist

B 4
jvdz :Ivdz.
A D
Da ferner
4 A
Jvdz:—z'av+w jvdz:«}-iav_.w
B D
ist, so wird

9) € =10(V—0 — V4 w),
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was zufolge (2) und (4) mit (7) iibereinstimmt. Ganz ebenso

findet sich
K

(10) P= ;—@uﬁdzzgmg(vim_viw)

identisch mit (8).

Damit sind unsere fritheren Schliisse noch nachtriglich in
willkommener Weise durch die allgemein giiltige Blasiussche
Formel gestiitat.

Da die Periodizitit der Funktionen » und v? sich auf die
Funktionen v.# und v2.2 nicht iibertrigt, so lassen die Momenten-
formeln § 8 (9) fir M und § 4 (13) fiir m eine dhnliche Umge-
staltung beim Gitter nicht zu.

§ 8. Wirbelfelder.

1. Die Zahl der Konturen kann noch in anderer Weise iiber
alle Grenzen wachsen als es beim Gitter der Fall war, ndmlich
50, dall sie einen ganzen Bereich vollkommen iiberdecken. Es ist
leicht einzusehen, daB man es dann mit einem Wirbelfeld zu tun
hat. Denn in dem Vergleich zwischen Tragfliche und isoliertem
Wirbel, der uns bisher so niitzlich war, bedeutet dieser ausgeartete
Fall, daB ein ganzer Bereich der Ebene dicht mit Wirbelpunkten
bedeckt oder mit Wirbelung erfiillt ist, so dal der zur Bildebene
normale Vektor rot b daselbst von Null verschiedene Werte besitzt.
Es ist zu erwarten, daf} ein solches Wirbelgebiet in einer trans-
latorischen Stromung Auftriebskrifte erfdhrt, die dann allerdings
nicht mehr als Oberflichenkriifte von einer Kontur aufgefangen
werden konnen, sondern wie Massenkriifte wirken. Man mulf sich
etwa sdmtliche Stromlinien des Gebietes, genauer gesagt, alle iiber
diesen normal zur Bildebene errichteten Zylinder beféhigt denken,
den erforderlichen Zwang stetig auf das Wirbelfeld zu iibertragen,
praktisch z.B. in der Form von glatten, hinreichend eng gestellten
Jalousieflichen, wie dies Fig. 28 zeigt?t), die durch Uberlagerung
einer Parallelstrémung mit der folgenden kreisformigen Stromung
entstanden ist

innerhalb des Einheitskreises: v, = % z
C o . 141
auflerbalb des Einheitskreises: v, = PP

wo Z = & — 1y zu & konjugiert komplex sein soll; fiir |¢|=|z| =1,
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d. h. fiir die Peripherie des Einheitskreises wird v, — »,, und
man bemerkt, daB v, keine analytische Funktion ist, entsprechend
der Tatsache, daB sich '

rotbl_—_-—%eio

findet, wo e den gegen den Beschauer der komplexen Ebene ge-
richteten Einheitsvektor bedeutet.

Solche kontinuierlich vom Wirbelfeld ausgeiibten Krifte
spielen eine Rolle in der Lorenzschen Turbinen- und Propeller-
theorie *), wo sie die Aufgabe haben, zwischen der Fliissigkeit und
den Schaufeln bzw. Fliigeln

Energie auszutauschen. Fig. 28.
2. Die Kraftdichte P ¥l

und ihr Moment M gehor- _ T

chen natiirlich dem Kutta- ,/////;—:j—k

Joukowskyschen Satze, wie :///’//~'“_\\\ .

man entweder durch un- / ~ -~

mittelbare Ausrechnung3) S

oder noch schneller ausdem —_— —
///\\

Beweis dieses Satzes in § 2
erkennt, der ja lediglich an
die Giiltigkeit der Impulssitze und an die Voraussetzung gekniipft
war, daB auBerhalb einer (dort als Kontur gewihlten) Kurve K
iiberall rotb — 0 sein sollte. Nennt man jetzt K die UmriBkurve
des Wirbelfeldes (in Fig. 28 der Einheitskreis), so findet man aus
§2(5) und (6), S. 12 auf Grund des Stokesschen Satzes (Anh. XXIII)

K F
1) $=gmw§bdr=9m”-‘.rotndf;
der Vektor df ist dabei vom Beschauer weg hinter die Bildebene
gerichtet, also df = —edf.
Man priift ferner, indem man Anh. XXIV beachtet, folgende

Umformung des Vektors m nach (vgl. S. 15):
P 7 b

m= éfr.bdr ..:j-df [gradv].r = jir.rotbdf—j‘mdf.

#) H. Lorenz, Neue Theorie und Berechnung der Kreiselrader, 2. Aufl.,
Miinchen und Berlin 1911.
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Spaltet man von v die Parallelstromung ve ab, so bleibt die
Wirbelung v’ allein im Wirbelgebiet iibrig, die jedenfalls den
Rand K zur Stromlinie hat, und zwar ist wegen

divy = 0
oder i
roti/ = 0
wie in § 1 (11), S.6
w' = grady/,
s0 dall der GauBsche Satz wie S. 14

F K
fmdf — wo Ft E‘;x'nds

ergibt. Weil der Parameter 3’ lings K konstant ist, so verschwindet
das rechtsseitige Integral nach Anh. XIX, und man hat mithin
zufolge § 2 (7) und (8), S.15 fiir das Moment der Kraftdichte P

F
(2) Sﬁzg[mmw]=—g[mm.‘r.rotbdf].
Die Ausdriicke (1) und (2) fithren dazu, unter
pa
[ ¢ _—:‘[rotbdf
(3) »
l m’ =j-r.rotbdf

die Stirke und das statische Moment der Wirbelung zu
verstehen, wonach P und MM wieder formal mit § 2 (6) und (8)
iibereinstimmen:

[P = o We
®) | M = o[m' wa).
So ist z. B. die Kraft, die das System der Zwangsflichen in
Fig. 28 erfahrt, von der Dichte ¢ 4 ...

Es leuchtet jedenfalls ein, dafi die Existenz eines Wirbel-
raumes die unerlifiliche Bedingung fiir die Wirksamkeit hydrau-
lischer Maschinen ist*); die Grofe der iibertragharen Kriifte ist
durch die Stirke der Wirbelung bedingt.

Dem Gitter entspricht hier der Fall, da das Wirbelfeld in
einer Richtung, etwa lings der y-Achse, sich beiderseits ins Un-

*) Vgl. H. Lorenz, Phys, Zeitschr. 8 (1907), S. 139—145.
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endliche hinzieht, wihrend zugleich alle partiellen Ableitungen
nach y verschwinden; mithin gibt der Ausdruck § 7 (8) die Dichte
der Kraft an, die ein zwischen zwei zur z-Achse im Abstande a
gezogenen Parallelen eingeschlossenes Stiick des Wirbelfeldes erfahrt.

§ 9. Anwendung auf Propeller.

1. Der Zirkulationstheorie kommt neben der unmittelbaren
Wichtigkeit fiir die Tragfahigkeitsberechnung von Flugzeugfliigeln
auch eine erhebliche Bedeutung bei der Ermittelung des Schubes
rotierender Propeller zu. Ein solcher Schraubenfligel wird nun
allerdings nicht wie eine Tragfliche in gerader Richtung bewegt,
aber doch, wenigstensim Beharrungszustande, mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit und immer senkrecht oder nahezu senkrecht zu
seiner Lingsausdehnung. Es ist dann zwar nicht mehr erlaubt,
die in ruhender Luft bewegte Flidche durch eine in geradlinig
bewegter Luft ruhende zu ersetzen, aber unter einer gewissen
Voraussetzung 186t sich fiir diese bisher so bequeme Vorstellungs-
weise ein vollwertiger Ersatz schaffen.

Der Propeller sei aus »# unter sich kongruenten Fliigeln zu-
sammengesetzt, die um die Rotationsachse ganz symmetrisch ver-
teilt sind derart, dal jede Drehung um den Winkel 2x/n das
System wieder mit sich selbst zur Deckung bringt. Auf diesen
Propeller werde durch die Achse ein Drehmoment D und eine
Winkelgeschwindigkeit @ iibertragen, wobei ein Axialschub S und
eine Axialgeschwindigkeit V entstehen mag. Die vier Groben
S, D, V,w betrachten wir als konstant und bemerken zugleich, dal
S und V gegenseitig durch einander bestimmt sind auf Grund des
theoretisch oder empirisch ermittelten Widerstandsgesetzes, dem das
Flugzeug unterworfen ist. Sieht man ferner etwa noch o als durch
die Umlaufszahl des Motors gegeben an, so bedarf es zwischen
S,D,V,» noch zweier Gleichungen, um die Wirkung eines ge-
gebenen Propellers theoretisch zu beherrschen.

Es gibt sehr verschiedene, meist mehr oder weniger empi-
rische Methoden, diese zwei fehlenden Gleichungen aufzufinden.
Als rein hydrodynamisch begriindet kann aber nur die von Ran-
kine angesehen werden, die spiter von H. Lorenz ausgebaut
worden ist. Diese Methode ersetzt die Propellerfliigel durch einen
Mechanismus von unendlich vielen unendlich diinnen Flichen, die
den Schraubenstrahl analog zu § 8 in einen Wirbelraum verwandeln.
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Es liegt nahe, den Schritt, der von der Zirkulation um eine
diskrete Zahl von Konturen zum Wirbelfelde fiihrte, riickwirts zu
tun und statt eines Wirbelraumes mit unendlich vielen Schaufeln
die um die einzelnen Propellerfliigel kreisenden Zirkulationen als
hydrodynamische Ursache fiir die auftretenden Krifte anzusehen1?),

Denken wir uns einen Beobachter, der mit einem der » Fliigel
fest verbunden ist; die Stromung, die er wahrnimmt, heife die
Relativstromung, und es werde auch hier vom Einfluf der Schwere,
der Kompressibilitit und der Reibung abgesehen.

In der Hydrodynamik dieser Relativstromung gelten
die Grundlagen des § 1 der Zirkulationstheorie, nimlich
die Kontinuitdtsgleichung sowie die Bernoullische Formel
unter der einzigen Voraussetzung, dal weder die Ge-
schwindigkeit b noch die Wirbelung rotb eine merkliche
Radialkomponente besitzt.

Denn in der Tat kionnen wir uns dann den Propellerstrahl
in lauter kreiszylindrische Schichten zerlegt und jede Schicht in
eine Ebene abgewickelt denken. Da keine Fliissigkeit von einer
Schicht zur anderen iibertritt, so gilt auch fiir die abgewickelte
ebene Stromung die Kontinuititsgleichung. Da ferner die radiale
Wirbelkomponente verschwindet, so hat diese ebene Stromung ein
Potential. Weil die Relativstromung zudem stationir ist, so sind
mithin die Voraussetzungen fiir die Bernoullische Formel gerade
gegeben.

Unsere Annahme ist bei wirklichen Strémungen freilich nur
angendhert erfiillt. Wir wollen weder die tatsichliche Einschnii-
rung des Propellerstrahles hinter der Schraube leugnen noch die
Existenz einer radialen Wirbelkomponente. Beide sind aber
zweifellos dynamisch von recht geringer Bedeutung: es scheint
sich zu bestitigen, daf der Propeller sehr nahezu so wirkt, wie
wenn es sich, kurz gesagt, um eine zylindrische Schichtstromung
handelte.

2. Die abgewickelte Relativstrémung einer jeden Schicht vom
Axialabstand r ist eine Gitterstromung, deren Konturen die Ab-
wickelungen der Schnitte der Fliigel mit dem Kreiszylinder vom
Radius » sind; die Gitterkonstante ist

_2rx

(1) 6= ——

n
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Nehmen wir an, da in unendlich groBer Entfernung vor dem in
der 2-Achse von rechts nach links fortschreitenden Propeller die
Luft in Ruhe sei, so setzt sich der Vektor v_. der Relativ-
stromung aus den Geschwindigkeiten V' und r® in der durch
Fig. 29 angedeuteten

Weise zusammen. Ist Fig. 29.
b+ o die Geschwindig- y

keit der Relativstro-

mung in unendlicher -- P
Entfernung hinter dem f

Propeller, so 1d8t sich v X

a
v | ',
die tatsichliche Luft- [~ A i o,
geschwindigkeit B, rl/’” | o
daselbst ohne weiteres /
i

ermitteln. Sie ist, wie Bre
der Vergleich mit Fig. 30
zeigt, mit den Geschwindigkeiten b . und b} . der im Uhr-
zeigersinne kreisenden Zirkulation verbunden durch
so daB man wegen |V} | = |0 o] = |vy|o Dach § 7 (5), S.40 finde$
¢ cn

@) Biol = =5,
wo die Zirkulation ¢ von Schicht zu Schicht mit r sich ver-
indern kann. FEine solche Dreh-
geschwindigkeit 1406t sich im hinte- Fig. 30.
ren Schraubenstrahl in der Tat
wenigstens im Wasser bequem be-
obachten.

Beriicksichtigt man, daB fiir
die von der Zirkulation absehende
translatorische Stromung

Vo = V—1(o—1|B;.]) = V—i(rm—fﬁ>

rm

ist, so folgen aus § 4 (17), 8. 27 die auf die Schichtdicke dr be-
zogenen Komponenten der Kraft

cn
P, = — gc(rco—m) dr
dP, = gcVar.
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Somit sind nach Fig. 29 (worin zur Vermeidung von Vorzeichen-
fehlern der Vektor d¥3, nicht der Wirklichkeit entsprechend, mit
positiven Komponenten eingetragen ist) Propellerschub S und
axiales Drehmoment D durch Integration iiber alle Fliigel vom
Nabenradius r, bis zum AufBlenradius r, bestimmt zu

1 1 r

— — _Mefc
3) S_—nJ‘dPl _ngchrdr 47tjr dr
7o o o
L ry
(4) D= njrdPy:nngcrdr.

Dies sind die beiden noch fehlenden Gleichungen. Es ist
also nur noch erforderlich, die Zirkulation ¢ als Funktion des
Radius r zu ermitteln, eine Aufgabe, die bei vorgelegter Fliigel-
form grundsitzlich 16sbar ist. Wir werden eine solche Rechnung
spiter (§ 16, 3) durchfiihren.




Zweiter Abschnitt.
Analytische Darstellung der Stromung.

§ 10. Die konforme Abbildung des Strombildes.

1. Die zahlenmiBige Berechnung der Auftriebskraft und ihres
Momentes setzt voraus, daB die Geschwindigkeit v der Stromung
bekannt ist, wofiir allerdings bei der Existenz der Fundamental-
reihe (§ 4) die Kenntnis ihrer drei ersten Koeffizienten, bei Gittern
die Kenntnis der Werte v+, sich als geniigend erwiesen hat,
wenn man im letzteren Falle auf die Ermittelung des Momentes
keinen Wert legt. Der schwierigere Teil des Problems beginnt
nun praktisch meist dann, wenn es sich darum handelt, die
Funktion » oder, was nach §3 (2),S.17 auf dasselbe hinauskommt,
die Stromungsfunktion @, d.h. die Gestaltung des Strombildes
aufzusuchen.

Gesetzt, es liege irgendein ebenes Strombild, d.h. nach § 1
ein quadratisches Netz von ¢- und g-Linien vor, das eine Be-
randung K umspiilt, so soll dieses Bild unter Erhaltung der qua-
dratischen Netzstruktur irgendeiner Verzerrung unterworfen werden,
wobei die Kurve K in eine neue Kurve K, iibergeht. Das ver-
zerrte Bild stellt dann als quadratisches Netz die zur Kontur K,
gehorige Potentialstromung dar.

Wéhlen wir im neuen Bilde durchweg statt der kleinen Buch-
staben die entsprechenden grofen, so kann die Verzerrung aus-
gedriickt werden in der Form einer funktionalen Abhéngigkeit
der neuen Koordinaten X, Y von den alten, etwa

X=p@®y)
@ Y Zie,
wo der Natur der Sache nach p und ¢ eindeutige, stetige, diffe-
rentiierbare Funktionen sein werden, die iiberdies in eigenartiger
Weise zusammenhéngen.
Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 4
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Die Art der Verzerrung, die man auch eine konforme Ab-
bildung nennt, bringt es n#mlich offenbar mit sich, daB die
beiden Bilder, wie man leicht verstindlich sagt, in den kleinsten
Teilen #hnlich sind. Dies driickt sich analytisch dadurch aus,
daf der Quotient dZ:d# séimtlicher einander zugeordneter Weg-
elemente, die von entsprechenden Punkten 2 — x + ¢y und
Z = X + iY ausgehen, denselben Wert haben muB, der sich
allerdings von Punkt zu Punkt &ndern mag. Fiihrt man wieder
Polarkoordinaten mit den Polen Z bzw. z ein (Fig. 31), so kann
man setzen

dZ _dRe° __ dR

de — dr ¢% " dr

Der reelle Faktor d B/dr dieses Quotienten stellt dann das Ver-
groferungsverhiltnis der Verzerrung an der

Fig. 1. betreffenden Stelle 2z vor; der komplexe
L+di/<z+ 4z Faktor ¢®—9 gibt die Richtungsdifferenz

PICENY

® — & an; und es mul} also verlangt wer-
den, dall fiir einen bestimmten Punkt z
beide Faktoren konstant seien.

Legt man das Element d# das eine Mal in die 2-Achse (dz =0x),
das andere Mal in die y-Achse (d2z — 7 0%), so mull sein

0Z 07
oz~ idy
oder
6X+ .0Y —i@ oY
or °x oy = 0y

oder nach (1), indem man beiderseits die reellen Glieder einander
gleichsetzt und ebenso die imaginiiren,

Bp oq
oy

Bp _oq

oy Tor

Das sind genau die Formeln § 3 (1), S.16, die besagen, dal p und
q der Real- und Imaginirteil ein und derselben analytischen
Funktion von 2 sind. Wir sind demnach berechtigt, die Glei-
chungen (1) in

(@) Z=f(2)

zusammenzufassen und den Tatbestand dahin auszudriicken:
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Nicht nur die Stromungsfunktionen ¥ —= ¢+ 4y und
VY= ¢4 iX bzw. die Geschwindigkeiten

dy .
% =V = U, — Wy
ay .
az =" =V=V

zweier Potentialstromungen, sondern auch die Funktion
Z = f(¢), welche die konforme Abbildung der beiden
Strombilder aufeinander vermittelt, sind analytische
Funktionen.

An allen Stellen allerdings, wo das Verzerrungsverhiltnis

=1
entweder Null oder unendlich wird, ist die Konformitit gefahrdet:
die Abbildung hort an solchen Punkten auf, konform zu sein,
ohne jedoch im ganzen darunter zu leiden, vorausgesetzt, daB alle
diese Stellen auf oder innerhalb der Kontur liegen.

Es ist ferner ersichtlich, daB sich bei der Abbildung die
Werte Z — oo und # = oo entsprechen miissen, d.h. daB f(co)= oo
sein muB. Im Sinne der Theorie der analytischen Funktionen ist
ja das Unendlichferne der ganzen Bildebene ein Punkt (man stellt
sich die z-Ebene als unendlich grofe Kugel vor, deren einer Pol
der Nullpunkt, deren anderer der unendlich ferne Punkt ist). Da
nun alle Stromlinien durch diesen unendlich fernen Punkt hin-
durchgehen, so miilten bei einer Abbildung, die den unendlich
fernen Punkt in das Endliche herbringt, alle Stromlinien durch
diesen Bildpunkt hindurchgehen, der damit zu einer Quelle und
Senke von unendlicher Méchtigkeit wiirde.

2. Bei der konformen Abbildung des Strombildes
indert sich die Zirkulation nicht.
Nach der schon am Schlufl von § 2, 2, S. 13, angezogenen

Gleichung
K
c= &d @

146t sich némlich ¢ deuten als die algebraische Summe der An-

zahl der Potentiallinien, die zu #quidistanten, jedesmal um die

Einheit differierenden Parameterwerten ¢ gehéren und die man
4%
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bei einem Umlauf um die Kontur iiberschreitet, wenn man jeden
Schritt positiv oder negativ zdhlt, je nachdem man zu héheren
oder niedereren ¢-Werten iibergeht. Da sich die beiden Strom-
bilder Linie fiir Linie entsprechen, so ist die Zirkulation C die-
selbe Zahl

Dagegen sind im allgemeinen die statischen Momente der
Zirkulation m und M und ebenso die Geschwindigkeiten » und ¥
und also insbesondere auch v, und ¥V, durchaus verschieden. Da
die komplexen Parameter Punkt fiir Punkt iibereinstimmen, d. h.
da ¥ (¢) = ¥(Z) ist, so ist ndmlich

d Awdiz ,

) M= {}{1sz= $Zd¥’= {:f(z)dzp = Sf;f(z)vdz,

wahrend
K

m = ?zvdz

war. Diese Verschiedenheit rithrt namentlich daber, dal das
graphische Bild der Stromungsfunktion ¥ und nicht das Ge-
schwindigkeitsfeld v der Abbildung unterworfen wird. Infolge-
dessen geben die beiden Strémungen im allgemeinen zu ganz
verschiedenen Kriften P und P, bzw. Momenten Mt und IR, auf
die Konturen K und K, Veranlassung; und zwar ist fiir den Fall,
daBl die Voraussetzungen von § 4, 2 erfiillt sind, nach (3) und
§ 4 (16), S.27

(%) P = [ ()P,

wihrend die Momente einer so einfachen Vergleichung iiberhaupt
nicht zugéinglich sind.

Gelingt es, eine zyklische Strémung um irgendeine primitive
Kontur K, von vornherein aufzufinden, so ist die analytische Dar-
stellung der zu einer anderen Kontur K gehorigen zyklischen
Stromung darauf zuriickgefiihrt, diejenige Funktion f(2) zu suchen,
welche die erforderliche Abbildung von K in K, leistet. Die
Durchrechnung ist nach allgemein entwickelten Methoden zwar
fiir jede beliebige Kontur mdglich, praktisch aber aussichtslos,
wenn man nicht durch einfache Kunstgriffe unmittelbar zum Ziel
kommt, wie in einzelnen Fillen, deren fiir die Flugtechnik wich-
tigsten wir nunmehr zu behandeln haben.
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§ 11. Die kreisformige Kontur.

1. Als primitive Kontur K; bietet sich von selbst ein Kreis
um den Punkt Z — 0 mit Radius B dar. Denn einerseits ist
uns die zirkulatorische Stromung um diesen nach § 3 (14), S.21
schon bekannt >
)

Vo=~
Y — idlgnat Z,

wo die reelle Konstante 4 mit der Zirkulation nach § 4 (18) und
§ 5 (1), S.28 durch
(1) c=2mAd
verkniipft ist. Andererseits legt es § 5 (4) im Hinblick auf
Fig. 16, S. 31 nahe, die translatorische Stromung um den Kreis R
aus einer Parallelstromung und einer bizirkulatorischen in der
Form
A+1iB

VA
zusammenzusetzen, wo A 4 B eine komplexe Konstante ist, die
50 bestimmt werden muB, dal die Schar der Stromlinien den
Kreis R enthdlt. Nun ist

A+4iB

¥, = V. 22102

—V;1:Vw+

mithin die Stromfunktion
X — (X2 4 Y?2) (Voo Y—Vyu X) - (AY — BX)
o X2 Y2
Damit sich im Z&hler der rechten Seite die Funktion X2+ Y2 — R3,
die dem Parameterwert X — 0 den Kreis R zuordnet, abspalten
1a6t, ist notwendig, dal
A= —V,, R?
B=—V,, R
sei, s0 daB man mit der zu V konjugiert komplexen Grifie
V="V,+ iV, erhilt

y,=v.z+ 7 F
Insgesamt wird also B
. V. R?
(2) ¥Y=V,Z+1i1dlgnat Z +

Z
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die allgemeinste zyklische Stromung um den Kreis R darstellen,
die sich iiberall auflerhalb R regulir und im Unendlichen wie
V. verhilt. Die Geschwindigkeit ist

®) v—r g LR (2] = F)

2. Wir beschrinken uns in keiner Weise durch die verein-
fachende Annahme, daf der Imagindrteil von V., verschwinden
soll, womit dann zugleich V,, = V., wird; dies bedeutet, daf die
x-Achse nach der Geschwindigkeit im Unendlichen orientjert ge-
dacht ist. Die Stromung hat hiernach zwei Staupunkte, Z; und
Z,, die der quadratischen Gleichung gehorchen

m+—J R =0,

woraus folgt

y A
[Z1+22 = _31,_
® ~ e
| -2z, = 7 VaRmTE — 2
() 7,7, = —Re.

Da jede Gleichung durch Vertauschen von ¢ mit — ¢ richtig bleibt,
so 18t auch o

Z, Zy =— — Ry,
wo der Uberstrich die konjugiert komplexen GroSen charakteri-
sieren soll. Fiir die absoluten Betriige folgt mithin

6) 14112 =VX}+ VIVX} 4+ Y} = VLBV 2Z, = e,
Setzt man zunichst
) A3 < 4 RV,
voraus, so besagt (4), daB die Punkte Z;, und Z, zur y-Achse
spiegelbildlich liegen; denn dann und nur dann ist die Summe
ihrer Z-Werte rein imaginir, die Differenz aber reell. Da dem-
nach ihre Entfernungen vom Ursprung des Koordinatensystems,
d. h. die absoluten Betriige |Z,||Z,| gleich grof sind, so ist aus
(6) zu folgern, daB beide Staupunkte auf dem Kreise E im
gegenseitigen Abstande |Z, — Z,| liegen (Fig. 32). Man nennt sie,
da ihre Stromlinie sich daselbst zur Umschlingung der Kreiskontur
spaltet, auch Spaltungspunkte.
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Ist
8) A4? = 4 R2V,
so fallen sie beide in den DurchstoBungspunkt der positiven oder
negativen y-Achse mit dem Kreise B.

Ist endlich
(9) A2 > 4RV,
so schlieft man aus (4) und (5), da nun auch die Differenz Z, — Z,
rein imagindr wird, dall beide Staupunkte auf der y-Achse
liegen, und zwar der eine
auBerhalb, der andere (hier Fig. 32.
bedeutungslose) innerhalb des YA
Kreises R (Fig. 33). (Die Figu-
ren gelten fiir positive Werte
desProduktes 4V, und wiren
fiir negative um die z-Achse
umzuklappen.)

Saugpunkte kommen nir-
gends vor.

Der Auftrieb fillt in die
y-Achse und hat nach (1) die
Dichte

(10) P = 2n0 AV,
Aus der Fundamentalreihe (3)
der Geschwindigkeit folgen
nach § 4 (19), 8. 28 die Koordi-
naten des Schwerpunktes der
Zirkulation

__ VwR?

X, =0, Yo——Ts

wihrend das Moment des Auftriebes, bezogen auf den Ursprung,
verschwindet. Der Schwerpunkt der Zirkulation liegt zwar auf
der Angriffslinie der Kraft, fillt aber nicht mit deren Angriffs-
punkt, hier offenbar dem Kreismittelpunkt, zusammen.

3. Uber die Zirkulation 2z 4 ist damit noch nichts bestimmt;
sie 1Bt sich durch rein hydrodynamische Erwigungen iiberhaupt
nicht feststellen. Der Fall kommt indessen praktisch vor, wenn
ein langer Kreiszylinder senkrecht zu seiner Lingsausdehnung in
ruhender Luft mit der Geschwindigkeit — V. geworfen und dabei
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gleichzeitig um seine Achse mit der Winkelgeschwindigkeit
gedreht wird, und man wird dann annehmen diirfen, dal, da die
niichsten Luftschichten an der Oberfliche haften bleiben und mit-
rotieren, schlieflich eine Zirkulation von der Stirke 224 — Rw.2 Rx
den Zylinder umkreist, so daf er bei einem Querschnitt I' auf
die Einheit seiner Linge eine vollig bestimmte Kraft vom Be-
trage 2mow RV, — 29 I'V,, erfihrt, deren Richtung gegen-
iber der Wurfrichtung um 90° im Sinne der Rotation gewendet
ist. Je nachdem er sich langsamer oder schneller dreht, als
wenn er mit halbem Radius auf einer zur Wurfrichtung und zu
seiner Achse parallelen Ebene ohne Gleitung abrollte, liegt der
Fall der Fig. 32 oder der Fig. 33 vor. Ist diese Ebene horizontal,
so bleibt er mit seiner spezifischen Masse g, > ¢ unter Beriick-
sichtigung des archimedischen Auftriebes gegen die Schwerkraft
in der Schwebe, falls fiir seine Bewegung
oVe=J <Q—1 — 1>

ist.

Man kann diese Erscheinung, wenigstens qualitativ, leicht
experimentell verwirklichen, wenn man statt des Zylinders einen
Ball benutzt und diesen schrég anschligt [Lord Rayleigh 26)].

§ 12. Die ebene Tragfliiche.

1. Die wichtigste Frage des dynamischen Fluges ist die nach
der GrofBe des Auftriebes der Léngeneinheit einer Tragfliche, die
wir zunéchst der Einfachheit wegen
als eben, iiberall von gleicher
Breite 26 und unendlicher Linge
voraussetzen werden. Um sie zu
losen, haben wir die zyklische
Stromung um den Kreis R als pri-
mitiver Kontur so abzubilden, dafl
dieser in eine gerade Strecke von
der Lénge 2 iibergeht, die zwischen
den Punkten 2 = — b oder 4 und
# = + b oder B ausgespannt sein
mag (Fig. 34). Legen wir die beiden
Strombilder so aufeinander, daf sich die X- und z-Achse decken
und ebenso die Y- und y-Achse, so haben wir es etwa so einzu-
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richten, daf jedem Punkt des um den Ursprung beschriebenen
Kreises vom Radius B — b bei der Abbildung seine Projektion
auf die z-Achse entspricht, also dem Punkt

(1) Z = bet®
der Punkt
(2) 2 = bcosf.

Die Verkniipfung der beiden Verinderlichen durch eine analy-
tische Funktion gelingt leicht; addiert man némlich zu (1) die
daraus folgende Identitdt

b2

_— = —1 6
7 = be—9,
so folgt mit (2)
3) 2z = Z—}—{)ZE-

oder auch, nach Z aufgeldst,

(4) Z =z+VYr—b2 = f(e)
als abbildende Funktion, die nur fiir |Z| =05 einen Sinn hat

und insbesondere, wie es zu verlangen war, die Punkte Z —= oo
und z — oo einander zuordnet. Aus

az 272

) G == =1

ist zu schlieBen, dafl die Abbildung in den Punkten # — + b,
d. h. an den Streckenenden aufhért konform zu sein. Dies war
zu erwarten, da die Kriimmung der Stromlinien in der Nachbar-
schaft dieser Punkte wahrscheinlich iiber alle Grenzen wachsen
wird, wihrend sie an den entsprechenden Stellen der Z-Ebene
endlich bleibt.

Das Strombild kann qualitativ aus den Fig. 32 und 33, die
natiirlich zuvor aus ihrer zur Y-Achse symmetrischen Lage heraus-
zudrehen sind, leicht erhalten werden. Insbesondere liegen ent-
weder auf der Kontur zwei (eventuell zusammenfallende) Spal-
tungspunkte (Fig. 35) oder einer abseits (Fig. 36).

Da nach (5) f'(c0) = 2 ist, so wird die Geschwindigkeit und
ihr konjugiert komplexer Wert im Unendlichen nach § 10 (3), S.52

(6) Voo =2y Too = 2V 0




58 Zweiter Abschnitt. Analytische Darstellung der Stréomung.

und allgemein nach (5) und § 11 (3), S.54

(M

v =

VA 2i4 @’wb2
Z?——b2( Tz Zs>'

worin man noch z vermége (4) einsetzen mag.
Schreibt man statt (7)

z +br 2A4Z

(vao + 'Uco) + 5 (vm - Z2 b2 + 7 b2
Fig. 5. und beachtet, dal aus (3)

]

- VZ2__(;2— Z2__ }e2
— ¢ Ztb
X 1/52_[)2'_ Z3 __p2

N

\t\\\\

folgt, so hat man wegen
/Dw + 1700 - 2/wa’

/
Vg — Vg == — 210y,
/// fiir die Geschwindigkeit

zvyw —_ /1

I“ig. 36. 8 vV = o —
v ® ’ sz—bg

\\ das Vorzeichen der Quadrat-

wurzeln wechselt, wenn man

/

// /———»ﬁ x von der einen Se.ite der

/ \ / \} Strecke A.B durch einen der
Punkte 2z =— -+ b hindurch-

/ y gehend auf die andere Seite

‘ tritt, und soll bei positiven

Werten von vy, und 4 fiir

die positiv imagindre Seite als positiv festgesetzt gelten, ent-
sprechend den Pfeilen der drei Teilstromungen der Fig. 37.

Die Geeschwindigkeit iiberschreitet im allgemeinen jede endliche
Grenze in den Streckenenden 4 und B, die dann Saugpunkte sind. Sie
bleibt an beiden Stellen endlich nur in dem uninteressanten Falle

Vyo ==

= 0 einer geradlinigen Strémung parallel der xz-Achse.

Dagegen gibt es einen ausgezeichneten, von Null verschiedenen
Wert der Zirkulation ¢ = 2x.4, der wenigstens an einem Strecken-
ende, etwa an der ,Hinterkante“ B, die Geschwindigkeit auf einen
endlichen Betrag herabdriickt. Wahlt man némlich

A = bvy s,
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also
(9) ¢ = 2nbvy,,
so hat man statt (8)

(10) V= Vg + Uy I/Z%Z'

An der Vorderkante : —= —b tritt nach wie vor Kavita-
tion auf, an der Hinterkante 2 — & stromt die Luft
mit der Geschwindigkeit v,

glatt ab. Fig. 7.

Dieses glatte AbflieBen ist da-
durch zu erkldren, dafl fiir 4 = bv,, ——s———
der eine der beiden Spaltungspunkte

in den Saugpunkt B hineingeriickt

ist. Die Koordinaten des zweiten Spaltungspunktes 2, — z, 1 ¢y,
findet man aus (10), wenn man den sogenannten Anstell-
winkel 8 der Tragfliche durch

— Yy
(11) tgf = Ve

einfiihrt, nach kurzer Zwischenrechnung:

z; = —becos2p,

(12) {yl N
Dieser Punkt liegt demnach stets auf der Vorderhilfte der Kontur
AB, und das Strombild 1a6t
sich hiernach leicht entwerfen Fig. 8.
(Fig. 38). y

In der Flugtechnik kom-
men nur kleine Anstellwinkel 8
von wenigen Graden in Be-
tracht, und fiir solche beob-
achtet man tatsichlich glatten
AbfluB an der Hinterkante.
Mithin wird man berechtigt
sein, umgekehrt wieder zu
schlieBen, daB sich von selbst eine Zirkulation von der Stirke (9)
einstellt; aber rein hydrodynamisch 146t sich diese Annahme
auch hier nicht begriinden, wenigstens solange man von der
Reibung absieht (vgl. § 17).

Il

P

/

il
I

"N

\\5\

!
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Die Dichten der Auftriebskomponenten finden sich, wenn
|ve| = v die Anblas- bzw. Fluggeschwindigkeit bedeutet, mit (9)
nach § 4 (17), 8.27 zu

[Po = —2mobuy, } _ oo
(18) \ Py = 270b0g0 0yeo Bl = 2mebyisin .

Um die Angriffslinie des Auftriebes zu ermitteln, stellt man
die Fundamentalreihe fiir v her. Fiir [#|>b liefert die Binomial-
entwickelung aus (10)

. b b2 b | 382
0= e —inga (1= g~ g =) (1 —gitsa—t)
. tbvy, 1b2w,,
= ’Uxou_q/vym—'}‘ Zy - 242: +'”’

80 dafl der hier mit dem Angriffspunkt der Kraft zusammenfallende
Schwerpunkt der Zirkulation nach §4 (19), S.28 die Koordinaten

b
(14) {x" )
Yo =0
besitzt.
Der Auftrieb besteht aus einer Druckkraft von der
Dichte
D = wobv2sin2p
senkrecht zur Tragfliche und einer Saugkraft von der
Dichte -
= 2mobv2sin®p
in der Richtung BA4; die Resultante liegt zur Flug-
richtung senkrecht, und ihr Angriffspunkt ist von der
Vorderkante um den vierten Teil der Fliigelbreite ent-
fernt.
Dieser Satz wird spiter (§ 17 und § 18) noch verschiedener
Korrektionen bediirfen,

2. Es ist wichtig, die Kraft noch auf eine zweite Art zu
berechnen. Bezeichnet man mit p, (= 10333kg/m?) den Luft-
druck bei 760 mm Quecksilbersiule, so ist nach der Bernoulli-
schen Kormel § 1 (5), S.5 der Druck auf der Ober- bzw. Unter-
seite der Tragfliche zufolge (10) und (11) durch den Ausdruck

, =2, 5\
1) p=p—p=pn— . (1]/7 5 te8)
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gegeben. Das zweite Glied rechts, der dynamische Unterdruck p’,
nimmt, - ausgerechnet fiir

vz, = 20m/sec, vy, = 2m/sec,

also B = 6° und die Dichte ¢ = 0,1245 kgm—* sec? [einer Tem-
peratur von 159C entsprechend, vgl. § 1 (1)] Werte an, die in dem
Diagramm Fig. 39 fiir die Ober- und Unterseite zusammen mit ihrer
jeweiligen Differenz aufgetragen sind, so daf der Inhalt des schraf-
fierten Flichenstiicks unmittelbar die GroBe des Druckauftriebes
angibt. Der vordere Spaltungspunkt, einem Druck p' = 0 ent-
sprechend, liegt auf der Unterseite bei # = — 0,978.5, withrend
rings um A etwa in einem Umkreise von 0,001.5 Kavitation zu
erwarten ist, insofern p’ von etwa 2 = —0,999.b an der Atmo-
sphére p, das Gleichgewicht hilt oder

gar diese iibertrifft. Fig. 39.

Zunichst findet sich unsere Be- kg/m’p’
hauptung von § 1, 1 bestitigt, daB die ;;?\

Druckdifferenzen gegeniiber der Atmo- 30 \w\
sphére, wenn man von einem sehr 07

engen Bereich in der Umgebung von 4 " 2o

absieht, nur wenige Tausendstel be- As B

tragen, wonach die Kompressibilitit ;z S~

der Luft sowohl in der hydrodynami- unten
schen Grundgleichung § 1 (2) wie bei 40}
der Berechnung von ¢ [§ 1 (1)] ganz Kgm’ P
unbedenklich aufler acht bleiben

konnte. Das Diagramm zeigt ferner, daf}, entgegen der land-
liufigen Meinung, ein gegen eine Tragfliche geblasener Luft-
strom diese keineswegs nach oben driickt, sondern viel eher
saugt; es treten dabei ndmlich auf beiden Seiten, verglichen mit
der Spannung der ruhenden Luft, Unterdriicke auf; diejenigen
auf der Oberseite sind jedoch grofer, und mithin iiberwiegt die
Saugkraft auf der Oberseite diejenige auf der Unterseite.

Vergleicht man den Druck, was vielleicht billig ist, mit der
Spannung der bewegten Luft in groBer Entfernung vor der
Tragfliche, so hat man unten geringe Uberdriicke, oben ziemlich
stirkere Unterdriicke.

Ebenso wird die in ruhender Luft bewegte Fliche mehr nach
oben gesaugt als gedriickt: das Flugzeug schwebt weniger auf

30
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einem Luftpolster unter ihm als es von einem Unterdruckgebiet
iiber ihm gehoben wird. Der ganze tragende Bereich erstreckt
sich iibrigens ringsum erheblich weiter, als gemeinhin angenommen
zu werden pflegt, vgl. Fig. 38, S.59.

Bezeichnet man mit
+b

Pf = j pdx
Ry}
die Dichte des auf die Lingeneinheit der Ober- bzw. Unterseite

bezogenen Druckauftriebes, so findet man aus (15), worin man x
statt 2 schreiben mag, durch Integration

+b
— h—
P, =P, —P = QQp;,otgﬁJVEchdx.
iy

Da das Integral gleich zd ist, so kehrt man wieder zum fritheren
Wert (13) zuriick.

Auch die Saugkraft kann unmittelbar gefunden werden. In
der Néihe des Punktes z = — 0 verhilt sich niimlich die Ge-
schwindigkeit (10) wie die Funktion v,,Y2b:Y2z-+b. Der zu
§ 3 (18), S. 21 formulierte Satz liefert dann, wie man leicht fest-
stellt, genau den Betrag von P, in (13).

Abhéngig von der Anblasgeschwindigkeit v und dem Anstell-
winkel 8 findet man fiir die beiden Komponenten folgende auf
die Flicheneinheit reduzierten Werte:

P, kg/m? Py kg/m?
|

v = 10 20 , 30 |40m/sec| v = 10 20 30 |40m/sec

= 2000051019 | 0431 076 |p=20] 1,22 | 4,90 |11,02| 19,58

400,19 | 0,76 | 1,71 | 3,04 40| 2,72 | 10,88 | 2448 | 43,52
60| 043 | 1,71 | 384 | 683 60 | 4,06 | 16,24 | 36,54 | 64,96
8| 0,76 | 3,02 | 6,80 | 12,10 8| 538 | 21,52 | 48,42 | 86,08
10| 1,18 | 471 |10,60 | 18,85 100 | 6,68 | 26,73 | 60,14 | 106,91

Priift man diese Zahlen an quadratischen Platten nach, so
ergeben sich etwa dreimal kleinere Werte; wiahlt man hingegen
rechteckige Platten, so nihert man sich in der Tat den fiir un-
endlich lange Platten giiltigen theoretischen Betrigen um so ge-
nauer an, je kleiner das Verhdltnis von Breite zu Lénge, das
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sogenannte Seitenverhédltnis ist. Wir werden spiter (§ 18)
hierauf zuriickzukommen haben.

Die Kontur befindet sich, im Punkte z, = — b ge-
stiitzt, im indifferenten Gleichgewicht, denn die Lage
des Angriffspunktes des Auftriebes ist nach (14) unabhiingig vom
Anstellwinkel. Die Erfahrung bestitigt dieses Ergebnis, was die
Grofe von z, anbetrifft, ziemlich gut; doch schwankt der Wert
praktisch je nach dem Seitenverhéltnis zwischen den Grenzen
—0,3.5 und —0,7.5 und pflegt mit wachsendem Anstellwinkel
gegen die Plattenmitte hin zu wandern, was zweifellos darin seine
Erklirung findet, dafl die fundamentale Annahme glatten Ab-
fliefens an der Hinterkante unabhingig vom Anstellwinkel zwar
sehr angenihert, wie die im wesentlichen richtigen Auftriebswerte
anzeigen, aber nicht ganz streng erfiillt ist, und daf die tatséich-
liche Stromung um die Platte doch erheblich komplizierter ist
als es Fig. 38, 8.59 glauben machen will.

Auf Grund der Tatsache, dafl der Angriffspunkt der Kraft
stets zwischen Mitte und Vorderkante liegt, erkldren sich iibrigens
ganz ungezwungen auch die schaukelnden Bewegungen, die an
fallenden Blittern zu beobachten sind. Die Vorderkante des
schrig abgleitenden Blattes wird gehoben, die Abwirtshewegung
geht in eine Aufwirtsbewegung iiber, die alsbald abgebremst ist,
wonach das Blatt mit der bisherigen Hinterkante voran weiter-
sinkt und das Kriftespiel von neuem beginnt.

3. Wihrend man also der Beziehung (9), S.59 wenigstens fiir
die in der Flugpraxis iiblichen kleinen Anstellwinkel volles Vertrauen
entgegenbringen darf, so liegt allerdings ein triftiges Bedenken
gegen die Zuldssigkeit unendlich groBer Geschwindigkeiten an der
Vorderkante A vor. Die dort unvermeidliche Kavitation miifite
erhebliche Storungen veranlassen. Es ist bekannt, dal sowohl
die Vogelfligel wie die Tragflichen bewidhrter Flugzeuge als
Schutz dagegen eine deutliche, mit Abrundung verbundene
Verdickung der Vorderkante aufweisen, so dafl die zugehérige
Kontur (wenn man von der nachher zu behandelnden bogen-
formigen Verzerrung, die der ganze Linienzug auBlerdem erfihrt,
vorléufig noch absieht) durch eine Kurve K’ dargestellt wird, die
sich der geraden Strecke K = AB nach Art der Fig. 40, S.64
anschmiegt; man konnte K als das Skelett von K' bezeichnen.
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Die Abbildungsfunktion (8), S.57 erlaubt, mit geringer Miihe
von der Strecke K zur Kontur K’ iiberzugehen. Man hat nur neben
dem Kreise R mit Radius b einen weiteren R’ um den Punkt
Z, = — &b zu betrachten, wo ¢ eine in der Regel kleine Zahl
ist. Die beiden Kreise R und R’ sollen sich in B beriihren.
Wie nun der Kreis R durch die analytische Funktion (8) in die
doppelt zu denkende Strecke K abgebildet wird, so verwandelt

sich dabei der neue Kreis B’
Fig. 40. in eine zu K benachbarte,
YA K umschlingende Kurve, die
mit K beiderseits von B je
noch ein Linienelement ge-
meinsam hat, also K in B
beidseitig beriihrt und jeden-
falls vom Typus der Kon-
tur K’ sein wird, die zuerst
N. Joukowsky1%) behan-
delt hat.

Um die genaue Ge-
stalt von K' festzustellen,
schreiben wir die Gleichung

des Kreises R'

X2 4+ Y24 2ebX—02(1+25) =0
in die Veriinderliche Z um, indem wir die konjugiert Komplexe
Z = X —1Y gzu Hilfe nehmen, nimlich

ZZ+eb(Z+ Z)—b2(1 + 26) = 0,
und unterwerfen diesen Kreis zuniichst der Abbildung
b2
I
wo §{ = £+ in eine neue komplexe Verdnderliche ist, deren kon- ,

jugierter Wert § — & —4n ganz ebenso aus Z hervorgeht. So
wird aus R’ die Kurve

(16) Z =

_ &b - b2
§§——1¢—2; (§+§)—T“+'2—£ =0
oder
2¢eb b2
Etn 1ot =0



§ 12. Die ebene Tragfliche. 65

d. h. der ebenfalls in Fig. 40 eingezeichnete Kreis R” um
sb
an b= 1r3s
welcher auch durch B hindurchgeht.
Beachtet man nun vollends, dal die urspriingliche Abbildungs-
funktion (3) sich jetzt nach (16) in der Form

1=5(Z+Y)

anschreiben 146t, so erhélt man fiir die Punkte 2z der gesuchten
Kontur K' die einfache Konstruktion29), die in Fig.40 angedeutet
ist: # halbiert die Verbindungslinie je zweier zugeordneter Punkte
Z und §. Da aber nach (16) das Produkt Z§ reell sein soll, so
gind, wie man etwa durch voriibergehende Einfithrung von Polar-
koordinaten fiir Z und ¢ leicht erkennt, zugeordnete Punktpaare
der beiden Kreise R’ und R” allemal mit entgegengesetzt gleichen
Azimuten 6 behaftet, also bequem aufzufinden.

Insbesondere entspricht so dem Punkt D mit Z=—5b(1 4 2¢),
§ = —b/(1+ 2¢) das Vorderende F, némlich

(18) z'=—b(1+1—_2;%>,

das fiir kleine Werte & sehr nahe bei 4 liegt.

Die zyklische Strémung um K’ geht bei der konformen Ab-
bildung aus derjenigen um R’ hervor, deren Stromungsfunktion
im Hinblick auf § 11 (2), S.53 sofort in der Form

— 2
(19) ¥ —=7Vu(Z+eb)+idlgnat(Z+ ¢b)+ Vw%
angesetzt werden kann. Man hat, um die Richtigkeit dieses Aus-
druckes einzusehen, nur fiir einen Augenblick den Ursprung nach

dem Mittelpunkt Z, — — &b von B’ zu verschieben, was die Ein-
fithrung einer neuen Verinderlichen
Z'=7+4¢b

bedeutet, womit (19) fiir
R=5b (1 + 8)
in der Tat gerade in § 11 (2) iibergeht.
Daher ist die Geschwindigkeit der Stromung um K’ nach
§ 10 (3), S. 52, wenn man auf (5) und (6), S.57 achtet,
(20) v=Zﬂ[vw(Z—{—sb)?-{-2i/1(Z—|—eb)—-1‘;mb2(1-}-.s)?]_
(Z2—b2%) (Z+¢eb)

Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 5
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Da die Nullstellen Z—=—b und Z=—¢b des Nenners
innerhalb K’ liegen, so kann nur in Z=24, d. h. in B ein Saug-
punkt liegen. Damit dies nicht der Fall sei, mufl der Zahler fiir
Z — b verschwinden, woraus sich

(21) id=— (e — )b (14 9)
und somit die Zirkulation

(22) ¢=2mb(l+ &)vyu
berechnet.

Setzt man (21) in (20) ein, so wird die Geschwindigkeit
endgiiltig
@) y_ 20w (Zt D)+ 50 (14 2))
=T @rn@Ferr
worin man sich nach Belieben 2 durch (4),S.57 eingefiihrt denken mag.
Die Luft streicht am Vorderende E, d.h. fir Z=—25b(14 2¢)
in der y-Richtung nach oben mit der Geschwindigkeit

14+ 2¢)2
(29) oal = SE L0
und flieBt an der Hinterkante B mit der Geschwindigkeit
va:no
(25) 'UB I 1 + &

glatt ab. Da fiir ¢ = 0 das Geschwindigkeitsmaximum bei A4
lag, so wird aus Griinden der Stetigkeit fiir kleine & dieser
Hochstwert nahezu nach E fallen, also ziemlich genau mit |vg
iibereinstimmen, so dafl aus (24) bei gegebener Hochstgeschwindig-
keit auch der Verdickungsparameter & sich bestimmen laft.

Man darf nun der Luft Geschwindigkeiten bis zu etwa 700m/sec
zumuten 22), ehe Kavitation eintritt. Nimmt man zur Sicherheit
als zuléssigen Wert z B. nur 100m/sec, so findet man fiir ein
unter dem Anstellwinkel g — 6° mit 20 m/sec angeblasenes Profil
Vyo = 2m/sec und daraus schlieflich ¢ = 0,02, also auBerordent-
lich klein. Dies besagt, daB schon die geringste Verdickung, wie
sie praktisch von selbst vorhanden ist, zur Verhinderung von
Kavitation ausreicht.

Die Verdickung hat aber noch einen zweiten Zweck. Die
innere Reibung eines strémenden Mediums pflegt man nach der
Annahme von Newton, die sich z B. an Kapillarrhren sehr gut
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bestitigt hat, dem absoluten Betrag des Geschwindigkeitsgra-
dienten proportional zu setzen. Dieser ist in der Nihe des
Punktes E zweifellos nm so genauer in die negative z-Achse
orientiert, je kleiner ¢ ist; sein Betrag wird mithin angenéhert
mit dem reellen Teil R des Quotienten

dv __dvdZ
dz — dZdez
iibereinstimmen, fiir den sich an der Stelle E, d. h. fiir
Z=—"b(1+42¢), nach einer kleinen Zwischenrechnung zufolge
(28) und (5), 8.57 ergibt
iﬁ(ﬂ . (1+2¢e) vee
dz)g  4e2(14¢)® b

Dieser Ausdruck zeigt, daB bei abnehmendem Verdickungspara-
meter ¢ mit dem Gradienten der Geschwindigkeit auch die innere
Reibung sehr schnell iiber alle Grenzen wichst. So findet man
fiir den vorhin berechneten Wert ¢ ein Geschwindigkeitsgefille
von rund 140 m/sec auf jeden Zentimeter, dem jedenfalls auch
ein hoher Betrag der Reibung entspricht.

Es ist nun kein Zweifel, dal dadurch die normale Geschwin-
digkeitsverteilung dort so stark gestort wird, daf die Saugkraft
P,, die fiir die Okonomie des Fluges von nicht zu unterschitzender
Bedeutung ist, vollstindig verschwindet. Um dies zu verhindern,
hat es sich praktisch als erwiinscht erwiesen, die Vorderkante
wesentlich stirker zu verdicken, als es zur Ausschaltung von
Kavitation notig wire, ohne daB sich dariiber freilich theoretisch
genaue quantitative Vorschriften machen liefien 19).

Der Auftrieb ist, wie der Vergleich der Zirkulationen (9), S.59
und (22) zeigt, gegeniiber seinem fritheren Wert (13), S.60 um den
Faktor (1 4 &) vergrofert. Beriicksichtigt man, dafl die Lénge der
Kontur nach (18) statt 20 nunmehr

Y
20 = b+ | =20 11 2s
betrigt, und vergleicht man die Kontur K', was billig ist, mit
einer Strecke von der Linge 2 %', so erscheint der Auftrieb genauer
um den Faktor

142¢
14¢
erhoht, der praktisch nicht ins Gewicht fallt.
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Nicht ganz so bequem ist hier die Berechnung der Angriffs-
linie des Auftriebes, da die Uberfithrung der Geschwindigkeit (23)
in die nach Potenzen von 1/z fortschreitende Fundamentalreihe
umsténdlich wird. Statt dessen ist es zweckmiflig, auf die Defini-
tion §4(13),S.27 von m zuriickzugreifen. Wenn die Verénderliche #
die Kontur K’ umlduft, so umschreitet Z den Kreis R'; dem-
nach wird mit (23), (3) und (5), S.57

® ®
1 Z—b) (23 4+ b)) [vo(Z+ b))+ V00 (1 + &

wmords L GEDEENT4 D 150040
Anstatt dieses Integral unmittelbar auszuwerten, fithrt man wie
in § 4 (2), 5.25 die neue Veranderliche { — 1/Z ein und erinnert
sich daran, dafl die Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Satzes
§ 4 (1) erfiillt sind. Der Integrationsweg R’ darf demnach in einen
unbegrenzt grofen Kreis R., auseinandergezogen werden, dem fiir
die Veréinderliche § ein ganz kleiner, den Punkt { =0 umschlingender
Kreis R, von umgekehrtem Umlaufsinn entspricht. Mithin ist

R

" _igg"(l—bé)(l + B (4208 +E.0(1490]
4 (1+ebERee :

Man hat nun nach dem Residuensatz § 4 (9), S. 26 den Nennerfaktor

ﬁ_:}—leb—g)ﬂ =1—2ebf | 3e2b2f2—

in eine Reihe zu entwickeln und lediglich den Koeffizienten D_,

des Gliedes 1/¢ des ganzen Integranden aufzusuchen. Dieser findet

gich leicht zu

b2 . 3
D_, = 7 [e <1 + —;)vww + 1 (1 +2¢4+ §£2>vym],
so dafBl schlieflich aus

nach (22) und §2 (9), S.15, sowie § 4 (14), S.27 die Koordinaten
des Zirkulationsschwerpunktes die Werte

s
(26)
1—}—2
Yo =g 1y, 8h

annehmen, die sich ohne welteres mit (14), S. 60 vergleichen lassen.
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Es ist jedenfalls bemerkenswert, dal es unter Ausnutzung
der vollen Tragweite der Blasiusschen Formeln gelingt, den Auf-
trieb und seine durch ), y, vollstindig bestimmte Angriffslinie
ohne Kenntnis der genauen Gestalt der Kontur A’ zu berechnen.
Die analytische Darstellung der Kurve K’ ist viel zu kompliziert,
als dal die Summation der Elementardriicke zu dem hier viel
schneller erreichten Ziel fiilhren wiirde.

§13. Die gebogene Tragfliiche.

1. Nunmehr liegt es sehr nahe, den urspriinglichen Kreis R
noch in anderer Weise zu variieren, um so vielleicht auf andere
Konturen zu kommen, die sich der Flugpraxis noch besser an-
passen als die gerade Strecke K und
die soeben untersuchte Kurve K. Fig. 41.

Hilt man z. B. die beiden Punkte YA
z2=+=+b, d h. A und B auf der
Peripherie fest, verschiebt aber den
Mittelpunkt auf der imaginiiren
Achse nach oben bis an die Stelle
2 =1f oder M (Fig. 41), so daB

, = Vf? + b® der Radius des Krei-
ses wird, so ist zu erwarten, dab
auch die Mitte der urspriinglich ge-
raden Strecke AB nach dem Punkt
z = tf wandert. Weil bei der
konformen Abbildung § 12 (3), S.57 die Punkte 4 und B iiberhaupt
festbleiben, so miissen sie nach wie vor die Enden der neuen
Kontur K, bilden, die dem Kreise R, entspricht, und von der
man infolgedessen vermuten wird, dal sie identisch sein diirfte
mit dem Kreisbogen durch 4, M und B, dessen Radius

. fz + b2
o) "= gy
und Mittelpunktsordinate
. e
(2) ?/m——”—("““f)——“‘ 2f

man aus Fig.41 als Funktion der Pfeilhdhe f leicht abliest.
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Diese Vermutung bestétigt sich in der Tat. Die Gleichung
des ganzen Kreises K

oyt E Lyt =0

1a8t sich n#mlich mittels der zu 2 konjugiert komplexen Ver-
dnderlichen z = w-—iy auch in der Form

2F— _fg(z——z)—-lﬂ—_—o

anschreiben. Transformlert man diese in die Verdnderliche 7
vermige der Abbildungsfunktion §12 (3) und der zugehdrigen
konjugiert komplexen Formel

27 = Z+ b
e ?,
so erhidlt man bald
[ZZ-{—if(Z—Z)—bﬁ] [ZZ-—@——(Z Z)—bz] =0

Die erste Klammer, ndmlich
X2+ Y2 —2fY—b

bedeutet, gleich Null gesetzt, tatsidchlich den Kreis E,; die zweite
Klammer liefert natiirlich denjenigen Kreis, der bei der konformen
Abbildung in den zu K, noch fehlenden Ergiinzungsbogen iibergeht.

Dieses Ergebnis mufi uns deswegen willkommen sein, da ja
die Skelette der wirklichen Fliigelquerschnitte sich der gebogenen
Kontur viel besser anpassen als der friiheren geraden K.

Die Stromungsfunktion lautet fiir den Kreis R, in leicht-
verstindlicher Abénderung von §12 (19), 38.65

— 2 2

B) ¥=Vo(Z—if)+idlgnat(Z—if)+ waz—i;%,;
sie stellt zusammen mit §12 (3) die Stromung um die Kreis-
bogenkontur K, dar.

Damit an der Hinterkante, d. h. fiir Z—=15 die Geschwindigkeit

W v LlnZ—if) 2 d(E—if) =5 (14 17
(Z2—=b0)(Z—if)
endlich bleibt, mufl offenbar
A = fvm +b Vy oo
und somit die Zirkulation
(5) ¢ = 27 (f Vsoo + b Vyao)
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gewihlt werden, so dal endgiiltis kommt
) o — 22 (v Z + ﬁwb—.2fvy,,).
(Z+ 8 (Z—1ifp
Hieraus erhdlt man fiir Z =15
b vmm - fvyao
(b—ef)

oder durch Zerlegung in reellen und imaginiren Teil

,,_> N ey A
Q;,, s 3fb b’

indem man die Mittelpunktsordinate y, aus (2) einfithrt. Dies
bedeutet aber nach Fig.41 in der Tat glattes tangentiales Ab-
flieBen an der Hinterkante.

Die Koordinaten des einzigen Spaltungspunktes, den die
Kreisbogenkontur K; noch trégt, sind nach (6) dargestellt durch
7 = 2 Vye—bVeo

Voo

Mit Hilfe des Anstellwinkels B geschrieben, bedeutet dies

X, ={fsin28—bcos2p

Y, =— (b—[tgf) sin 2,
wodurch vermoge der Abbildungsfunktion §12 (3) auch die zu-
gehorigen Koordinaten ,, 9, selbst
bekannt sind. Fig. 42.

Da, wenn f positiv voraus-

/
gesetzt wird, der unterhalb der //,__:——‘
X-Achse liegende Teil des Kreises /,N
R, der konkaven oder Druckseite /—\'

UB:b

der Kontur K, zugeordnet ist, so “ b

liegt der Spaltungspunkt auf der /_\‘
Druckseite, solange Y; < 0 oder //_—':l_,:t—

(b—ftgpB)sin28>0

bleibt. Diese Bedingung ist fiir positive kleine Anstellwinkel,
wie sie in der Flugtechnik vorkommen, stets erfiillt, und da dann
angenshert X, &Y —b + 2B sich von — b nur wenig unterscheidet,
so befindet sich der Spaltungspunkt 2, in diesem praktisch wich-
tigsten Falle, fiir den das Strombild von W. Deimler?) genau

errechnet worden ist, sehr nahe beim Vorderende A der Kontur,
Fig. 42.
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Mit verschwindendem Anstellwinkel riickt der Spaltungspunkt
nach 4, was auch an der Eintrittskante endliche Geschwindigkeit
bewirkt, und es kommt dann mit v, = 0 statt (6)

)] v = <Z§ﬁ>2 Vzoor

Uberlegt man nun, daf der Austausch von X gegen — X nach
§ 12 (8),8. 57 auch einen solchen von # mit — z nach sich zieht, die
Geschwindigkeit (7) aber in ihre

Fig. 43. konjugiert Komplexe ¥ verwan-
7 delt, so erkennt man ohne

- ——— Schwierigkeit, da das Strombild

— =" —~__"" jetst vollstindig symmetrisch zur

——— 7 y-Achse sein muB, Fig.43.
Wiichst der Anstellwinkel
von hier aus, so wandert der

Fig. 44. ~ Spaltungspunkt iiber die ganze
) /// Druckseite, bis er schlieBlich fiir
b
= arctg —
B B g 7
/ oder, mit dem aus Fig. 41 er-
/ sichtlichen Zentriwinkel yp, fiir
L 4
Fig. 45. P=35"1

w in das Hinterende B fillt, das
\ alsdann beide Staupunkte trigt,
\/—\‘ Fig. 44, ein Strombild, das aber
\\:/—s fraglos mit der Wirklichkeit
\ nicht mehr iibereinstimmen kann,

wie iiberhaupt diese ganzen
theoretischen Uberlegungen aus
spater zu untersuchenden physikalischen Griinden nur fiir kleine
Anstellwinkel Giiltigkeit beanspruchen diirfen. Wir verzichten
deswegen darauf, die Weiterwanderung des Spaltungspunktes fiir
weiterwachsende Winkel § zu verfolgen, und merken nur noch
an, dafl fiir kleine negative Anstellwinkel Y, positiv wird: der
Spaltungspunkt liegt nunmehr nahe dem Vorderende auf der
konvexen oder Saugseite, Fig. 45.
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Es ist iibrigens auch bedenklich, die Formeln auf solche
Fille anzuwenden, wo das Wolbungsverhéltnis
f 14
0 = b = tg Y
Betrige von der GroBenordnung 1/, iibertrifft, da alsdann die
Stiarke der Zirkulation
(8) ¢ = 2xbv(sinB 4 6 cos )
praktisch erreichbare Grenzen leicht iiberschreitet.

Die Auftriebsdichte betréigt nach (8) im Einklang mit den
Messungen an sehr langen Fliigeln von kleinem Wélbungsverhdltnis ¢
9) |P| = 27 o bv2sin (1 4 6 ctg B);
sie ist gegeniiber ihrem Wert § 12 (13), S. 60 fiir die gerade Kontur
unter sonst gleichen Umstinden um den namentlich bei kleinen
Anstellwinkeln recht groBlen Faktor 1 - 6ctgf erhoht, von dem
folgende Tafel ein Bild gibt:

¢ = Ys Y10 Ya0 Y50
g=100 oo oo oo oo
2 67 3,9 2,4 16

4 3,9 2,4 1,7 1,3

6 2,9 1,9 14 1,2

8 2,4 1,7 1,3 1,1

10 2,1 1,6 1,3 1,1

Damit findet die Tatsache, dafl die Profile der Vogel- wie der
Flugzeugfliigel gewolbt zu sein pflegen, ihre (wenn auch noch
nicht erschopfende) Erklirung.

Bringt man die Auftriebsdichte auf die Form

sin { 3 4 ¥
(10) Pl = 2mgby? <4)

cos 2.

4

so stellt man fest, daB, in guter Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung 15), auch noch fiir den Anstellwinkel g — O eine Kraft
von der Dichte

(11) Pl =2mofv
vorhanden ist, die proportional mit der Pfeilhéhe f und
unabhéngig von der Sehne 25 ausfillt.

H
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Sogar fiir negative Anstellwinkel bleibt, solange
<
1Bl.<7

ist, ein Auftrieb nach oben. Die gewolbte Tragfliche besitzt vor
der ebenen mithin auch den Vorzug, dafl eine gelegentliche Vorn-
iberkippung des Flugzeuges nicht so leicht zum Absturze fiihrt.

Der Schwerpunkt der Zirkulation schlieflich wird nach dem
fiir §12 (26), S.68 angewandten Verfahren ermittelt. Die Rech-
nung bietet keine Schwierigkeit; das Ergebnis lautet

p 1 5
SRR Al
(12) X
Yo =9 "1rtgh

und stimmt mit Messungen von O. Foppl19) befriedigend iiberein.
Der Angriffspunkt des Auftriebs liegt somit auf der Vorderhilfte
der Fliche, solange der Anstellwinkel positiv ist, so daf die
Stromung das Bestreben hat, die Flugfliche in erwiinschter Weise
aufzukippen. Umgekehrt erh6ht sich bei negativem Anstellwinkel,
ohne daB zuniichst der Auftrieb sein Vorzeichen #ndert, die Gefahr
des Vorniiberkippens mehr und mehr, bis schlieflich beim Winkel

I 4
b=—%

nach (10) auch der Auftrieb verschwindet: dies ist der Fall
einer Stromung, die nicht mehr trigt, nur noch dreht?).

2. Es ist nun wiederum leicht, von der Kontur K, zu solchen
Konturen iiberzugehen, die K, zum Skelett haben. Verschiebt
man etwa den Mittelpunkt M des Kreises R, in der Richtung
B M um die Strecke

MM = ¢R, = 8Vf2+b2
nach dem Punkt
Zy=—ceb+if(14 &),
so wird der Kreis B; um M', der durch B geht, durch die Funktion
§12 (8), 8.57 in eine bei A abgerundete, bei B gespitzte, sogenannte
Joukowskysche Kontur K; (Fig. 46) abgebildet, die dann vor K
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wieder den doppelten Vorzug hat, daf sowohl die Geschwindigkeit,
wie der Geschwindigkeitsgradient bei A auf ein zulissiges Mal
herabgedriickt werden kann.

Die Konstruktion der neuen Kontur Kj, in Fig. 46 angedeutet,
ist derjenigen von K' in Fig.40 vollkommen analog. Man hat
wieder einen Kreis R; um den auf der Geraden B/ liegenden
Punkt M" zu Hilfe zu neh-
men, der RB; in B beriihrt, Fig. 46.
und die Verbindungsgerade vi
zugeordneter Punktepaare Z
und ¢ zu halbieren. Da-
bei teilen M’ und M" die
Strecke BM in demselben
Verhiltnis, wie die Mittel-
punkte Z, und §, die Strecke
B Min Fig. 40 geteilt haben;
es verhélt sich ndmlich

MM
3)

Um dies einzusehen,
schreibt man die Gleichung
des Kreises R;

Xet Y24 2:bX—2f(1+e)Y—02(1+42¢)=0
in die Form

ZZ+eb(Z+2D)+if(1+(Z—2Z)—(1+26) =0
um, fiihrt durch §12 (16), S.64 die Verdnderliche { ein und be-
kommt so nach kurzer Zwischenrechnung

eh \2 14 &\? 148\2
(t—rrm) + (1= rge) —+0(i55:) =0
d.h. die Gleichung des Kreises R;, womit die Richtigkeit der
Konstruktion dann durch dieselben Schliisse erwiesen wird wie

friiher.

Die so erhaltene Kontur K; darf als ziemlich genauer Quer-
schnitt wirklicher Tragfliigel angesehen werden (das Verdickungs-
verhiltnis ist in Fig.46 der Deutlichkeit wegen zu grof gewihlt).

Die Stromung um den Kreis R ist

i A = (f2+)(1+e)p2 |
V=Vet gra—if(te “Z+eb—ifQ TP

:1+28
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sie muB, damit an der Hinterkante der Kontur K, glatter Abfiufl
eintritt, an der Stelle Z — b einen Staupunkt haben. Dies ist
der Fall, wenn

A=214&)(f Ve + b Vyo)
oder nach §12 (6), S.57

(149) ¢ =21+ &) (f Vs + bVyeo)
ist, woraus sich die Auftriebsdichte
(15) |P|=2mobvisinf (1 +actgf)(l+¢)

ergibt, von (9) um den Faktor 1 4 & sich unterscheidend.
Die Druckverteilung wiirde sich ebenso wie bei der ebenen
Tragfliche leicht berechnen lassen. Man bekommt dabei ein
Diagramm, das von dem der Fig. 39, S.61

Fig. 47. qualitativ nur insofern abweicht, als nirgends
unendliche Unterdriicke auftreten ¢).
(F [N SchlieBlich ist es erwihnenswert, dall

@ vermittelst komplizierterer ~Abbildungs-

methoden A. Sonnefeld?8) die Stromung
ﬁ auch fiir andere Skelette als gerade Strecke
A und Kreishogen zu ermitteln vermochte,

ndmlich die in Fig.47 stark eingetragenen,

%—-— die aus einem Kreisbogen nebst angesetztem

Vollkreis oder zweitem Bogen bzw. aus ge-
?__— rader Strecke und Vollkreis bestehen. Der

Ubergang zu den diinn gezeichneten Kon-
turen, die sich von den Joukowskyschen namentlich dadurch
unterscheiden, dafl die Verdickung vorn verstirkt ist, 1Bt sich
dann wieder leicht gewinnen. Die nicht schwierigen, aber lang-
atmigen und nur zahlenmiBig diskutierbaren Formeln konnen
indessen hier ebensowenig Platz finden, wie die auf andere
Methoden gestiitzten Berechnungen von H. Blasius¢).

§14. Zwei ebene Tragflichen hintereinander.

1. Die Uberlegungen fiir die geradlinige Kontur (§12) sind
noch in anderer Richtung einer wichtigen Erweiterung fihig.
Die Formel §12 (8), S.58 fiir die Geschwindigkeit driickte ja aus,
daf die Stromung aufgefaBt werden kann als Uberlagerung
(Fig. 37, 5.59) einer Parallelstromung

/()l = vxoo,
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einer translatorischen

Uy =— Voo

g
mit dem Staupunkt # — O und den Saugpunkten z = + b, sowie
einer zirkulatorischen
14

v.o=

jidd V’m
ohne Stau mit denselben Saugpunkten; die Ordnung des Null-
und Unendlichwerdens stimmt dabei mit den Feststellungen von
§ 3,3, S.20 iiberein.

Hat man nun, wie dies praktisch gelegentlich vorkommen
mag, zwei hintereinandergestellte gerade Konturen, so ist zu ver-
muten, dal die Geschwindigkeitsfunktion der drei analogen Teil-
strémungen mit den Bezeichnungen der Fig. 48 folgendermafien lautet
(3 — ) (e —1s) vyo — A4 (2 — l'/)

Ve e—DeE—eE—1k
die Zirkulationskonstante 4 und die Abszissen I, I, I; der Stau-

punkte sind zundchst noch unbestimmt. Setzt man dafiir mit
zwei anderen Konstanten I' und 1"

(—=0)(—=1"
Ve—1) (e —h) (e —b) (e —1)’
so erkennt man, daf mit ! =1, )
und 1" = 1, an den Hinterenden 4 Fig. 48.
z2=1, und 2z =1, glatter Abflull bt
verbiirgt ist. Die Geschwindigkeit

wird jetzt namlich
. —1)(z—1)
l V==Vgoo—1? wl/(_'i_g—_‘i_,
M =Y (=) (e—1)
was als Verallgemeinerung von

§12 (10), 8.59 auch unmittelbar an-

zuschreiben gewesen wire. Da v reell L7

bleibt, sobald # sich in einem der \ \_/’/

geradlinigen Intervalle ™ y
L<z<l, L<z<l,

bewegt, so sind die gegebenen Strecken in der Tat, wie es sein

sollte, Stromlinien. Die Geschwindigkeit nimmt{ an den beiden

Hinterenden 7, und I, den Wert v,., an, wihrend die Vorderenden

V = Ugoo —

v =1Jx°°—-i'vym

b5 iy ¥

»
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Saugpunkte bleiben. Uber das Vorzeichen der Wurzel ist wieder
eine dhnliche Festsetzung zu treffen, wie seinerzeit in §12, 1, S.58.
Wir entwickeln die Glieder

+1 +1 *1
(z—l,) ia — 2 2(1“%) f2

nach dem binomischen Satze, ordnen nach Potenzen von 1/z und
erhalten so die Fundamentalreihe

V= Voo + i Vyoo [5124;1;2 S INICH +st2+ 41,) 4 85,d +]
Dabei werden zur Abkiirzung mit

by =1, —1,

b2 = 14 —_ 13

2d =1, —1,

die Lingen der beiden Strecken und ihr Abstand bezeichnet. Der
Betrag der Gesamtauftriebsdichte und die Koordinaten des Schwer-
punktes der Zirkulation sind somit nach §4 (19), S.28

@ Pl = 7 (5, + bs) visin b
. by+by 2b,d
®) n=ht T T,
Y = 0,
welche Werte natiirlich fir d = 0, b, = b, = —1, — b wieder

in die von § 12 (13) und (14), 5.60 fiir die ebene Tragfliche von
der Breite 25 iibergehen. Da die Formel (2) von d unabhingig
ist, so besagt dies:

Der Gesamtauftrieb dndert seine Grofle nicht, wenn
man eine ebene Tragfliche quer zur Flugrichtung an
einer beliebigen Stelle unterteilt und die beiden Teile
auseinanderzieht.

Bezeichnet man mit

die Mittenabszisse zwischen den Punkten I, und I,, so bringt man
(3) miihelos auf die Form

b1+bﬁ___db1—‘b2

® =S =y Ty,
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wonach fiir zwei gleichbreite Platten der Angriffspunkt der Kraft
wie bei der Einzelplatte um den vierten Teil der Gesamtbreite
2b von der Mitte nach vorn verschoben erscheint: die Trag-
fahigkeit der vorderen Platte ist verhdltnismafig grofer
als die der hinteren.

2. Mochte man auch die Auftriebe jeder Kontur fiir sich
ermitteln, so muB man zufolge §6, 1, S.35 auf die Blasiussche
Formel zuriickgreifen. Dabei wird man zweckmiBig zuerst die
Saugkraftdichten &, und &, ausrechnen, die an den Vorderkanten
I, und 7; auftreten und die Richtung der negativen z-Achse be-
sitzen. Da die Geschwindigkeit (1) sich an der Stelle 2 = 1, wie

V(la—l)(h—l) 1
Ve—1,

verhilt, so hat man nach dem zu § 3 (13), S.21 formulierten

Satze

®) &, =mob l ; v? sin? B
und ebenso

(6) S, =mob, %: __—_2 v? sin? B.
Das Verhéltnis

) o =3(1+25

zeigt, dal bei gleicher Plattenbreite die Vorderplatte
stirker gesogen wird.

Man priift leicht nach, daB die Summe

(8) S, + G, = mo (b, + by)v?sin? § = |P|sin §

den schon aus (2) bekannten, von der Schlitzbreite unabhéngigen
Wert liefert.

Um schlieBlich noch die in die positive y-Richtung orientierten
Komponenten der Druckkraftdichte ®, und D, zu berechnen,
haben wir das Integral

123 li+e
D = %lm(jvfdw +J‘v_“idx>

e—=0

hte [
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auszuwerten, worin v; und v_ die Geschwindigkeit auf der Saug-
und Druckseite bedeuten. Kiirzt man (1) in der Form

V=V, —10,
ab, so ist auf der Kontur ¢v, reell und
V14 = U1 Vg4 = — Vg
Demnach wird, da sich die Integrale iiber v? und v} aufheben,

Iy
D, _—_—29@"[1;1+v2+dx

I

oder ausfiihrlich

_ S a—hE—1)
(9) D =200« ”yw_{ =) a—l)""
(10) D, =20V ”ij Eﬁiﬁfgéi: ;3«1

3
Die Auswertung der beiden Integrale, die der elliptischen
Gattung angehdren, ist eine rein mathematische Angelegenheit,
die wir hier nur fiir den von W. M. Kutta2) durchgerechneten,
besonders wichtigen Fall erledigen werden, dafl beide Platten
gleich breit sind. Es empfiehlt sich dann, den Koordinaten-
ursprung in die Mitte der Spalte zu legen, so daf

,=—0b—d l,=4d
l2 = — d l4 = b + d
und das Integral in (9) gleich

—a
@+ d)(x—b—d)dx

VI(6 + d)r — 2] [22 — 2]
—0+d)
wird. Nunmehr fiihrt man eine neue reelle Veriinderliche ¢ so ein,
daf diese das Intervall von ¢ = 0 bis £ = 1 durchliuft, wenn z
von — (b+d) bis —d schreitet, d. h. man setzt nach kurzer
Uberlegung

(11)

22 =(b+dy2—b(b+ 2d)t
oder mit der Abkiirzung
b(+2d)
(2 P="orar
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und gehoriger Wahl des Vorzeichens der Quadratwurzel

(13) z=— b+ )Yl —kp
und somit fiir das Integral selbst

i at \ 1—k2t
(9 bJ yi—s dj fa—ma—we T CTD J ‘/'1_7'”

Das erste dieser Teilintegrale hat den Wert x/2, das zweite
und dritte sind sogenannte vollsténdige elliptische Integrale erster
und zweiter Gattung, die man regelmifig mit K und E be-
zeichnet und fiir die als Funktionen des sogenannten Moduls %
bequeme Tafeln*) zur Verfiigung stehen.

Man sieht hiernach die Richtigkeit der ersten der folgenden
beiden Formeln unmittelbar ein, wogegen sich die zweite aus der
ersten auf Grund der Erwigung herleitet, daf die Summe D, + D,
schon durch (2) gegeben wird:

(15) D, =  mebyisin2f.(1+D),

(16) @2=%ngvﬂsin2ﬁ.(1—-D);

zur Abkiirzung ist gesetzt
an D:%[(l—}-%)E——%K]-

Die vordere Tragfliche hat also allemal auch den grofieren
Druckauftrieb. Denn D ist positiv.

Um endlich die Drehmomente M, und M, zu erhalten, welche
die beiden Platten erleiden, miissen wir, da die Saugkrifte keinen
Beitrag dazu liefern, in (9) und (10) die Integranden je mit »
multiplizieren, so dal wir an Stelle des Integrals (11) fiir (14)
zufolge (13) haben werden:

—b(b+d)|~:+d(b+d)f-v—1—d__i{2-_(b+d)zﬂ/1:_’ii§ at.

Da das letzte Integral den Wert

T k2
(-9

*) BE. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln usw., S. 68.
Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 6
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besitzt, so findet man statt dessen nach mancherlei Zusammen-
fassungen zufolge (12)

—bB+AE—FH

und hat demnach mit der Abkiirzung

4 a
(18) M=;<1+3>E
die Drehmomente
(19) M, = —-%%gbzv“‘sin2ﬁ.(l+M),
(20) My = gagbivisin2f.(M— 1)
Dabei folgt wiederum (20) aus
, Fig. 49. (19) auf Grund der Uberlegung,
]& dal das Gesamtmoment im vor-
\ liegenden Sonderfalle den aus (2)
Wb und (4) mit s == 0 zu erschlieflen-
NI den Wert
T 1 :
1 M= +My=——_-mob?v2sin2p
\’D/ 2
= annimmt.
A4 Die Abszissen der Angriffs-
l/ punkte des Auftriebs sind somit
d ,__bi14wMm
03// 1 g 3 %/b (21) To = 21+D’
. b M—1
(22) W= 515

Diese Punkte stehen von der zugehérigen Vorderkante z = — (b 4- d)
bzw. 2 = d ab um

(23) v=b(1+ -5 TEm);
TS

Zur Veranschaulichung des Verhéltnisses der beiden Druck-
krifte ©, und 9D, sind die mabgebenden Faktoren 1+ D und
1 —D als Funktionen des Quotienten d/b in Fig. 49 aufgezeichnet;
in dieses Diagramm sind auch die Faktoren 14§ eingetragen,
die angeben, um wieviel die Saugkrifte ©, und &, gegeniiber



§ 14. Zwei ebene Tragflichen hintereinander. 83

der Einzelplatte vergrofert bzw. verkleinert sind, néimlich [vgl.

(5) und (6)]

PE R
(25) 3 1
L=l _ 1—8
lb—1,
mit der Abkiirzung o
1
(26) § = ad’
1425

wihrend Fig. 50 die Quotienten £,/b und £;/b darstellt.
Die Neigungswinkel 8, und 8, der Resultanten P, aus D,, &,

und P, aus D,, &, gegen die positive y-Achse sind bestimmt
durch

_ & 148

(27) tgh =5 =7 rpteh
8, 1—8

und zwar ist, wie man dem Fig. 50.

Diagramm Fig. 49 entnimmt, ¢

Bi>B  Pa<B e
Der Gesamtauftrieb der
vorderen Fliche ist o3
gegeniiber dem Vektor i
etwas vorwirts, der der
hinteren Fliche etwas S ! 2 3
riickwirts geneigt.

Insbesondere merken wir noch an, dafi fiir d = 0, d. h. im
Falle einer einzigen Platte mit k2 —= 1, E = 1 und D = 2/ die
Druckauftriebe der beiden Plattenhélften sich wie

z4+2 9

r—2 "~ 9

%

e
>

/e

0.25

verhalten.

Die beiden Einzelzirkulationen, die durch dieselben Integra-
tionen wie die Druckauftriebe zu berechnen sind, finden sich ohne
weiteres zu
(29) ¢, = wbvsin (1 4 D),

(30) ¢y = mbysin (1 — D),
6*
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bei deren Vergleichung mit einer einzigen Platte § 12 (9), S.59
zu beachten ist, daB hier mit b die ganze Breite jeder Flidche
bezeichnet wurde.

Alle diese Ergebnisse setzen, wie betont werden muf}, voraus,
daf die Vorderkanten hinreichend abgerundet und so die durch
Kavitation drohenden Storungen daselbst beseitigt sind. AuBer-
dem bedingen die an den Fliigelenden sich ablosenden Wirbel
noch gewisse Korrektionen, die spiter zu erdrtern stehen (§ 18, 4).

§ 15. Der Doppeldecker.

1. Von noch groferem praktischen Interesse ist die Anordnung
der Tragflichen iibereinander im Abstand 2 h; die gemeinschaft-
liche Breite sei 2b (Fig. 51). Von den drei

Fig. 51. Teilstromungen ist die erste natiirlich
VA ) ¥, = Vzo0
Gesetzt, es gelinge nun, die Gesamt-
A —t stromung unter gegenseitiger Zuordnung der
-D hI+ ¢ unendlich fernen Punkte auf die vorige, in
N +0 2 B, der wir nun Z an Stelle von z schreiben
+ D= mogen (Fig. 52), abzubilden durch
¢ = f(2),

so wire das Problem erledigt. Diese Abbildungsfunktion 146t
sich in der Tat auffinden.

Es mogen sich dabei die in Fig. 51 und 52 gleich bezeich-

neten Punkte entsprechen, so daf man sich den Ubergang der

) beiden Bilder ineinander so vor-

Fig. 52. stellen kann, als ob die Konturen

YT CD und C,D; in Fig. 52 inner-

lich gespalten und dann an den

oz D1C g B X Punkten AB und 4,B, aus-

toat AT D einandergezogen wiirden, bis C

an D und O, an D, zu liegen

kommt, so daB das Ganze schlieflich nur noch um 90° im Uhr-
zeigersinne zu drehen ist.

Indem wir die Ecken C und D, nach Z= —1und Z=+1

legen, soll also mit zwei echten Briichen ¢ und % einander zu-

geordnet sein:
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Punkt e = Z = Punkt = Z =
0 0 oo oo
c th (oben) —1 g, —¢h (oben) k
B b+ 1<h — & (oben) B, b—1ih & (oben)
D ¢h (unten) —k D, | —<h (unten) 1
A —b+17h — ¢ (unten) A, —b—1h s (unten)

Der Stromung (1) entspricht bei dieser Abbildung in der
Z-Ebene eine translatorische, die im Unendlichen zur Y-Achse
parallel geht und deren Geschwindigkeitsfunktion ¥, nach den
Erorterungen des vorigen Paragraphen bekannt ist. Sind némlich
ABA, B, die Staupunkte, so wird mit einem noch unbestimmten
Proportionalititsfaktor d, dem wir aus Dimensionsgriinden noch 4
hinzufiigen, (vgl. S.77)

72 __ g2
V(a —23)(Z2: — 1)
Andererseits hat man nach § 10 (8), S.52 zu setzen
dzZ
v = Ifx d—z_

2) V, = 0000

oder nach (1)
dz 72 — g2

©) iz baiV(l—Z2)(Z2—-k2)’
so dall nach Auswertung eines Integrals der Zusammenhang
zwischen z und Z bekannt ist. Wéahlen wir, was uns
freisteht, 0 positiv, so ist das Vorzeichen der Quadrat-  Fig.53.
wurzel durch Vergleichung entsprechender Elemente
der Konturen Fig, 51 und 52 leicht festzustellen; es
ist in Fig. 51 eingetragen.
Fiigen wir noch eine Zirkulation 4, die offenbar
auch hier den Ursprung als Staupunkt hat, hinzu,
so lautet die Gesamtstromung in der Z-Ebene

b0(Z2 — &N Vpoo+ AZ
VaA—25(2—k)

V = b0vyec +

mithin in der z-Ebene
(1 — 22)(Z2 — ) 4 Z

Zi—e =T Rzica
Uberlegt man an Hand der Fig. 53, in welcher Weise die zweite
Teilstromung in (4) die Konturen umflieBt, so erweist sich das

4) v:vmm—}—v




86 Zweiter Abschnitt. Analytische Darstellung der Stromung.

noch unbestimmte Vorzeichen der Quadratwurzel lings CAD und
C, B, D, als positiv, lings CBD und C, 4, D, dagegen als negativ,
wie in Fig. 52 eingetragen. Damit also an den Hinterkanten B
und B, des Doppeldeckers Fig. 51 die Geschwindigkeit endlich
bleibe, mufi der Ausdruck

b V(1 — 2%)(Z° — k%) vy + AZ

sowohl fiir Z — — & und negatives Wurzelzeichen, wie fiir Z — 1 ¢
und positives Zeichen verschwinden; dies fithrt auf die Bedingung

) A4d=—— V(l £2) (82 — k?) Vy oo,

so dafl endgiiltig kommt

+ V(1 —29) (22— k) — ZY(1 — &2) (2 — k)
£(Z2— &%) Yyeo

mit glattem AbfluB v,, an den Hinterkanten.

Es handelt sich jetzt vor allem darum, die Konstanten &, %
und 0 zu bestimmen. Weil die Nullpunkte beider Ebenen sich
entsprechen sollen, so folgt aus (3)

(6) "=

' 72 __ g2
v B N o Oh

und somit fiir die Punkte C,, 4,, D,
7: X2 — 82

—ih = bd iX
= E—m
—b—ih — b8 Xi—2  ux
S —m
} 2
—ih = b X2 —¢

X
J Ya—X) (X —k)

oder besser durch Subtraktion der zweiten dieser Beziehungen
und ebenso der ersten von der dritten

(8)

J aX,
(S o
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(9)

dX,
f ya— Xz)(Xz k2)

o j V(l—X’)(X2 kﬁ)dX

als Bestimmungsglelchungen fiir &, k, 0; die Wurzeln sind positiv

und der Integrationsweg ist entlang der reellen Achse zu wihlen.
Um diese elliptischen Integrale auf die zum Teil schon in

§ 14, 2 benutzten Normalformen zu bringen, fithrt man in (8)

eine neue Verdnderliche ¢ durch

X =kt
ein und hat dann mit den fritheren Bezeichnungen
(11) S E—(— Kl

Setzt man desgleichen eine andere, ohne Gefahr ebenfalls ¢ ge-
nannte Veriinderliche vermoge

1—Xo = (1—k)te
in (9) und (10) ein, so nehmen diese die Form an

(12) 3 =E()—=2F)
(13) o=
Dabei ist
1 —¢2

(14) 0 - + V k2’
und

, 1 — k32

0

to

’ dt
Pl = lya=ma—mn

bedeuten die (micht vollstindigen) Normalintegrale, die zum
gogenannten komplementiren Modul

(15) B =4+y1—ke
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gehoren, wihrend mit E’ und K’ analog die vollstindigen Normal-
integrale dieses Moduls bezeichnet sind. Die oben genannten
Tafeln enthalten die Werte aller dieser Integrale.

Um &, %, 0 hieraus zu berechnen, wird man, von einem be-
liebigen Wert % ausgehend, aus (11) bis (15) der Reihe nach ¥/,
&, 0 und schliefilich /b ermitteln und dann % so lange variieren,
bis man den gewiinschten Wert von h/b trifft.

Im unendlich Fernen ist nach (3)

(3_9 — —ibs
und also auch

(16) (%)w: — ibo.

Mithin verhilt sich der zirkulatorische Bestandteil der Stromung
(4) dort wie

4 id
b8Z — &’
so daf die Zirkulationsstirke nach (5) und § 5, 1 gleich
(17) ¢ = 2nvym-b§\/(1—sﬁ) (e2—k?)
und daher die Auftriebsdichte
(18) |P| = 2mobv2sinB.2L

wird, wenn man zur Abkiirzung nach (12) und (13)

YK —E)(E'—#*K) 1/ K
K'E'(t,)—EF'(t,) | E
Fig. 54. setzt. Der Faktor 2L gibt

(19) 2L = 21/(1 — &%) (2 —k?) =

10 — an, um wieviel der Auf-
. trieb des Doppeldeckers
7 gegeniiber einem Eindecker

o &‘\ von gleicher Fliigeltiefe 25

LT~ by vergrofert erscheint und

0 1 L == =b héngt nur von dem Ver-

héltnis A/b ab, als dessen
Funktion L in Fig. 54 aufgetragen ist. Insofern immer L <1
bleibt, besagt dies:

Die Tragfihigkeit eines Doppeldeckers ist um so
groBer, je weiter die Flichen voneinander abstehen; sie
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erreicht aber nie das Doppelte eines gleich groBen Ein-
deckers.

Entwickelt man die Geschwindigkeit (6) fiir grofe Absolut-
werte von Zin eine nach fallenden Potenzen von Z fortschreitende
Reihe, so findet man

U:vw_Uyw[v(l_e:)z(ez—-ks)_%ggg_£z>+...].

Dies ist zwar noch nicht die Fundamentalreihe selbst, aber sie
kann daraus infolge des einfachen Zusammenhanges (16) zwischen
2z und Z in der Nihe des unendlich fernen Punktes leicht
vollends ermittelt werden:

v =, _*_iba,vym[‘/(l —52)(82_762)_2_‘3(%_}_%2 —£2>+---}-

&z

Nach § 4 (19), 8.28 liegt der Schwerpunkt der Zirkulation somit
auf der x-Achse und hat die Abszisse:

20) g, =208 1tF—2& b 142
2 V(1 — &) (e2 — k2) 2 2L

DasDiagramm Fig.55

veranschaulicht, wie der Fig. 55.

Faktor, mit dem hier die 115

fiir die Einzelplatte giil- 1102

tige Abszisse — b/2 [vgl. N \\

§12 (14), 8.60] behaftet | ~ by

ist, sich mit dem Ver- %° 1 2 3 I

hiltnis h/b #ndert.

2. Von grofler praktischer Wichtigkeit ist nun die Frage:
wie verteilt sich der Druckauftrieb auf die beiden Tragflichen?
Was zunéichst die Saugkrifte an der Vorderkante betrifft, so geht
aus (6) hervor, dal v sich fiir Z — — ¢ und negatives Wurzel-
zeichen ebenso verhilt wie fir Z — + ¢ und positives Zeichen;
folglich sind auch die Dichten der beiden Saugkrifte gleich groB,
ndamlich nach (18)

(21) S, = &, = 27wpbv?sin2f.L.

Die Druckauftriebe D, und 9, miissen nach der Blasius-
schen Formel berechnet werden, indem man den Ausdruck

dz

vds = v ﬁdZ
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itber die Einzelkonturen entweder der Fig. 51 oder zweckmifiger
der Fig. 52 integriert und im KErgebnis imagindre Glieder (die
wieder auf &, und &, fithren wiirden) fortlast.

Zerlegt man die Geschwindigkeit (6), wie schon frither wieder-
holt geschah, in ihre drei Teile

v =7 + Uy + Vnes

80 kann das von der Parallelstromung herriihrende Glied v?dz
keinerlei Beitrag ergeben. Nach Fig. 51 und 52 ist das Wurzel-
vorzeichen des Produktes 2v,v, dz/dZ lings beiden Konturen

’n

tiberall negativ, das von 2v v, dz/dZ iiberall positiv, so dal
die Driicke auf entsprechende Punkte der Ober- und Unterseite
jeder Kontur sich aufheben, soweit sie von diesen Gliedern

herrithren. Die Vorzeichen der noch iibrig bleibenden Terme sind

lings |AC|CB|BD | DA |4,C,|C,B, B,D,| D4,
. _ dz
tir 9 (Z) = 2vl'vm az + - - + - + + -
. d
firgo(D) = @i+edd gzl —  + |+ — |+ — | — | +

und somit die zugehérigen Kraftanteile auf die beiden Konturen
o @)
(22) ng(z)dZ— s J.gl (Z2)dZ =2mobv?sinBcosB.L"
(0N @
(23) %jgg(Z)de -—g—J.gg(Z)dZ: 2mobv?sin2f.L".
Dabei sind L' und L” die folgenden Abkiirzungen

I wm &2 — 2 [ Zaz -
@) U= VIR

@) LU= %JV(I —2)B=k) 4y

2 g2

1

N (e 7az _
thi(l—e)( k)’J(Zs &) V(1 — Z3) (22 — k2
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Da das rechtsseitige Integral in (24) den leicht zu ermittelnden
Wert #/2 hat, so zeigt der Vergleich mit (19), daf
(26) L"=1L
ist, was nach (18) zu erwarten war. Denn da sich die beiden
Druckkréfte (23) fiir das Gesamtsystem aufheben, so mufiten die
beiden Druckkréfte (22) zusammen gleich der y-Komponente des
Auftriebs sein.
Der Ausdruck L' 1i6t sich zusammenziehen
, 0
L =sqa
'j@ £ 4262k k2 — 24— Z96%) (22— %) 262(1— &%) (2 —
k

iz
(22— &) Y(1 — 22) (22— k)

Zerspaltet man dies wieder in die Summe dreier Integrale und
filhrt dann die schon oben benutzte neue Verinderliche ¢ durch
1—2Z3 = ['2¢2

ein, so findet man schnell

2 __ L2
@7) L,:%[232+252k£2 k 9 gt K'—E’—2(£2—k2)t§n’].

Dabei ist #, die in (14), S.87 definierte Zahl und

, dt
"= J = Ta—ma—Fn

ein sogenanntes vollstindiges elliptisches Integral dritter Gattung,
bei dessen Berechnung beriicksichtigt werden muB, dall der Inte-
grand an der Stelle ¢ = ¢, (Z = &) iber alle Grenzen wichst, so
daf man den Integrationsweg auf einen kleinen Halbkreis um
diesen Punkt herumfithren muB. Der Beitrag, den dieser Halb-
kreis zum Integrale liefert, ist natiirlich (man vergleiche die
ganz dhnliche Residuenrechnung § 4, 2, sowie die Bemerkung
S.90 oben) rein imaginér und daher in L' nicht aufzunehmen; er
stellt einfach die schon in (21) ermittelte Saugkraft vor, wie man
ganz leicht auch durch wirkliches Ausrechnen feststellen konnte.
Wir wollen uns mit der Auswertung des Integrals (28), das die
Theorie der elliptischen Integrale auf solche -erster und zweiter
Gattung zuriickzufiihren lehrt*), nicht aufhalten, sondern haben

(28)

*) Siehe z.B. A. Enneper, Elliptische Funktionen, Halle 1890, S.248.
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die Grofe L' iiber den Abszissen des Quotienten h/b gleich in
Fig. 54 mit aufgetragen.

Hiernach sind die Dichten der Druckauftriebe fiir die beiden
Flachen des Doppeldeckers

(29) D, = mobvsin2 . (L + L' tg §)
(30) Dy =mobv?sin2p.(L — L' tg ),
wahrend sich beide Platten mit der Kraftdichte
(31) (D, —D,) = 4mobv2sin2f.L’

abstofen (§ 6, 2).
Der Druckauftrieb der oberen Platte ist immer grofer
als der der unteren; der letztere wird sogar negativ, sobald

L
ﬂ>arcth

ist. Da allerdings L > L' bleibt, so tritt dies theoretisch erst bei
solchen Anstellwinkeln ein, die praktisch nie benutzt werden
und fiir die auch die Bedingung glatten Abfliefens an den Hinter-
kanten gewifl nicht mehr erfiillt wire.

DaB die obere Tragfliche allemal auch den groSeren Auf-
trieb erfihrt, ist iibrigens qualitativ leicht einzusehen. Durch die
Nachbarschaft der beiden Platten wird das nach § 12, 2, S. 61,
fiir die obere Fliche ausschlaggebende Drucksystem auf der Ober-
seite nur wenig gestort, stark dagegen das auf der Oberseite der
unteren Platte.

Die Neigungswinkel 8, und B, der Resultante P, aus D,, S,
und P, aus D,, S, gegen die positive y-Achse sind bestimmt durch

__@1__ Ligp

(32) tgﬁl*‘ﬁ—m
& t
(33) tgﬁz_—_ﬁ-_—_r_L_Tg,_fgﬁ.

Der Auftrieb der oberen Platte ist gegeniiber dem
Vektor w, etwas riickwirts, der der unteren etwas vor-
wirts geneigt.

Wir merken fiir spiter noch an, daff die Einzelzirkulationen

dz
Jvllldz - J.vm (TZ_ az
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um die beiden Konturen offenbar durch das von dem Faktor ¢ v,
befreite Integral (22) dargestellt sind und also den gleichen Betrag
(34) 6, —=¢ = 2mbysinf.L

haben.

Alle diese Ergebnisse sind von W. M. Kutta2) gefunden
worden, der in #hnlicher Weise auch den Doppeldecker mit ge-
wolbten Tragflichen untersucht hat, und bediirfen, sobald es sich
um Fliigel von endlicher Linge handelt, infolge der Wirbel an
den Fliigelenden wiederum einer nicht unerheblichen Korrektur

(§ 18, 4).
§ 16. Tragfliichen in Gitteranordnung.

1. Es bietet keine Schwierigkeit, die Geschwindigkeitsformel
§ 14 (1), .77 dahin zu verallgemeinern, dall eine beliebige Reihe
gerader, in der z-Achse hintereinander angeordneter Konturen
vorliegt. Man hat dann einfach weitere Faktoren ¢z —1,, fiir die
Hinterkanten 7,, dem Zahler und
weitere Faktoren 2 — lp, 4, fiir die Fig. 56.
Vorderkanten I3,,; dem Nenner YA
der Quadratwurzel zuzufiigen. Be-
sonders durchsichtig ist die Rech- . -
nung, wenn die Konturenreihe
endlos wird, wihrend die einzelnen Individuen selbst gleiche
Léngen 2b und gleiche konsekutive Mittenabstéinde a haben, so
daB ein Gitter entsteht, dessen Achse im Unterschied von § 7
allerdings mit der z-Achse zusammenfillt (Fig. 56). Es mufl
natiirlich a > 2 sein.

Da der Ziahler der Quadratwurzel nun in den Punkten

|

(1) ¢ =wva+4b (v=0,+1,%2...),
der Nenner dagegen in den Punkten
(2) z=wva—>b

verschwinden soll, so kann man statt der unendlich langen Pro-
dukte kurz die Sinusfunktion zu Hilfe nehmen und hat also mit
zwei zur Vorsicht noch unbestimmt gelassenen Konstanten 4, B

sinf(b—z)
(3) v= A+ Bl ——.
’ sin%(b-{—z)
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A ist dann zugleich die Geschwindigkeit, mit der die Luft an den
Hinterkanten glatt abflieft. Damit die Konturen Stromlinien seien,
mub v fiir alle Intervalle

4) r=va+E —bZEZHD
reell werden. Es bedeutet dabei £ die Abszisse des betreffenden

Konturpunktes, von der Mitte der zugehdrigen Kontur aus ge-
rechnet. Die Geschwindigkeit wird an diesen Stellen

sin g ®— &)
sin 7 (b + &)
also reell, vorausgesetzt, dal auch 4 und B reell gewihlt werden.

Fithrt man an Stelle der trigonometrischen die Exponential-
funktion ein, so kann man den Wert der Geschwindigkeit

S
v=A+4+B inb inz inb  inz

eTeT_e ae @

sofort fiilr # — =417 oo angeben, ndmlich
tnd

vsio = A+ iBe @ = A—{—chos?a—b?Bsin%b-

Benutzt man die Bezeichnungen von § 7, S. 41, schreibt also

r

Viiw =— va,r:w _iv’yw i”zw,

so zeigt der Vergleich, daB

A = v,
(3) B—_ Y
b
CO8 —
a

ist, womit die noch offenen Konstanten in den unendlich fernen
Komponenten der zirkulationslosen Stromung ausgedriickt sind,
wihrend die Zirkulationen selbst im Unendlichen iiber bzw. unter
den Platten zu der Geschwindigkeit

®) Vew = 0 1g 70

Veranlassung geben, so daf zufolge der sinngemiB abgeinderten
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Formel § 7 (5) die Stirke der Einzelzirkulation

, b
(7) c = 20;1),,5o tg7
und also die Auftriebsdichte jeder Platte mit |v/,| = v
b
— '3 g1 / —_—
®) IB| =2a90vsinf'.tg ”
wird; ihre Richtung fillt in den Normalvektor von b, und es ist
Vo _ 4o g
Vo 8 p

gesetzt. Der Auftrieb ist im Vergleich mit der Einzelkontur
§12(13),S. 60 bei gleicher

Richtung vergrofert nach A Fig. 57.
MafBgabe des Faktors 10 \
a nb
(9) L_Jt_btg7>1’ 20 \
dessen Werte in Fig. 57 \\ .
iiber den Abszissen a/b |, ™~ b
' 5 T

aufgetragen sind.
Die Geschwindigkeit (3) wird Null an allen auf den Kon-
turen liegenden Punkten z,, die der Bedingung gehorchen

. b mz
Az—sma(b-—zl) tg-a——th1
B2 | x L T
sma(b—{—zl) tg—a—-}—th
Man formt dies nach (5) leicht um in
, b
7 2y tg*p —cos2»a— b
(10) By =%,
tg2 B’ 4 cos? -+
oder auch, indem man den Abstand
§r=—va+b+te
von der zugehorigen Hinterkante einfiihrt,
wE 2 gin2 mh
(1) e, = 5%

1 —sin2 §’ tg2 -
so dal jedenfalls fiir kleine Winkel ' auch £ sehr klein bleibt.
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2. Von vielleicht noch groBerem Interesse ist fiir die Flug-
technik eine zweite Anordnung der Gitterplatten, wie sie Fig. 58
zeigt. Es liegt nahe, die zugehorige Geschwindigkeitsfunktion aus
(3) abzuleiten, indem man a durch —ia ersetzt, womit dann die
trigonometrischen in die Hyperbelfunktionen iibergehen:

Fig. 58. Sin i (b— 2)
YA (12) v=A4+B mi;——-
Cin=(b+ 2)
'_b_J a

- Da Ginvim = 0 ist, so besitzen Zihler und
| Nenner in der Tat die erforderlichen Nullstellen
2=1b+ via, und v ist, wie es sein muB, reell fiir
& =&+ via —bE<S 40
Nimmt man sodann wieder die Exponentialfunktion zu Hilfe,
80 findet man fiir die unendlich fernen Punkte der x-Achse die
Geschwindigkeit

. :72 . n'b_. . wh
Viw — A+ iBe @ :A—}—zB(SDiT-Q-tB@m—J

und daher

4 = vio
(13) B =t 2
(Snf”—
a
(14) Wy to) = V). Tg %—b
(15) c=2avy, ig%[z
(16) [P[:Qag‘”sinﬁ'.ig%b-

Hier ist der Auftrieb gegeniiber der Einzelplatte verkleinert nach
MaGgabe des in Fig. 59 graphisch dargestellten Faktors
(17) L =% %’3 <1
Die Spaltungspunkte 2, gehorchen der Bedingung
24— Gofs °0
tg?f' — Gof? a nb
Iq 2
nb a

tg2 8 + Coj

2 __—~
a

(18) g T
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oder

(19) g% — 20/ =

- 3:9_“7
“ 1 4 sin2 8’ Ig2 zb “

a
wenn wieder mit £ der Abstand von der zugehorigen Vorder-
kante bezeichnet wird.

Der praktische Wert dieser Rechnungen besteht darin, daf sie
die Verhéltnisse wesentlich richtig angeben fiir die mittleren Platten
einer sehr grofen, wiewohl
endlichen Plattenreihe,und Fig.59.
dab im Hinblick auf die AL
Ergebnisse fiir zwei Platten 19
(§ 15) der wahrscheinliche ]
Wert des Faktors L dann Vi
ziemlich gut interpoliert ,
werden kann, indem man / a/
die Diagramme Fig. 54 o : P
und 59 iibereinanderlegt.

3. Wie schon in § 9, 2, S. 48 betont, ist das Studium der
Gitterstromungen wichtig fiir die Theorie der Propeller, und es
wire daher erwiinscht, die Geschwindigkeitsfunktion fiir ein Gitter
von der Art der Fig. 29 oder, etwas anders dargestellt, der Fig. 60
aufzufinden, wo MM die Gitterachse und

Ya? 4 a2 die Gitterkonstante bedeutet. Wir Fig. 60. \
versuchen, den Ansatz (3) dahin zu erwei- e
tern, daf die Ecken 2 =+b 4 v (a; 4 tay) —en
Nullpunkte des Zahlers bzw. Nenners der nb'/ 1,
Quadratwurzel werden und schreiben ] >
T a(b—2) ah
e -
20 — A B S S e TN /
( ) v + . T (b + Z) M //
gin ———*
a; + 0y

Man sieht freilich sofort, dafl dieser Ausdruck fiir die Punkte
geradliniger Konturen, d.h. fiir

2=Et+v(a,+iay), —bZSEZS 4D, & reell
nicht reell wird, so daf, wenn in der Strémung (20) iiberhaupt

umflossene Konturen vorkommen, diese gewill keine geraden

Strecken sind, sondern irgend welche anderen, wegen der Periode
Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 7
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a, +1ia, von v unter sich kongruenten, zwischen den Punkten
# = t+b+ v(a, + ita,) ausgespannten Linien.
Um dies zu untersuchen, bilden wir durch Integration mit
den Abkiirzungen
L] b

(1) Z=“1+".“2 B:al+ia2
die Strémungsfunktion

— a1+1a gin (Z—B)
P — j'vdz Az+iB QJVsm(Z—{—B)dZ

oder ausgewertet*)

(22) ¥—Az:—1iB g‘—_;i% [cos B.arcsin 254

cos B
st]
B

+ sin B . %r Cof

Insbesondere wird fiir die Ecken
d=—b+v(a +iay)
"= +b+v(a, +iay)
2¥() = —24b+ f(v)—iB(a, + ta,)(cos B + 2¢sin B)

(v gerade)
2V ()= —24b+g()+iB(a; +iay)cosB (v ungerade)
2W ()= 24b+4f(v)—iB(a, +ia,)cosB (v gerade)

2¥(@)= 24b+49g®)+iB(a; + 1a,)(cos B—24sinB)
(v ungerade).
Die Funktionen f(v) und g(v) héngen davon ab, wie die
mehrwertigen Funktionen arcsin und r@oj normiert sind; ihr
Wert ist fiir uns unwesentlich, denn es handelt sich hier um die
Differenz

V(o) — (&) = 2 Ab T B(ay+iay)sinB <v{

Schreiben wir der Kiirze wegen

gerade >
ungerade/

sin 70,5 =S8 cos mab
23) Ao it
. magh Taybh
m———-= S —_—
N Slata =%
so wird

sin B= S§€¢€ —:C&

*) Uber die Umkehrfunktion %Ar@oj sehe man z. B. E. Jahnke und
F. Emde, Funktionentafeln usw., S.7 ff.
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und demnach der Absolutwert des imagindren Teiles von ¥ (2")
— ¥ (2"), wenn wir noch die mdglicherweise komplexe Konstante
B in

(24) B =B, +ibB,

zerspalten, gleich der Differenz

(25) X(¢)—X(¢") = By(a,0S —ay8€)— B, (a, S€ + a, CS)
der Parameter der beiden Stromlinien, die durch zwei zum selben
v-Wert, also zur ndmlichen Kontur gehorende Eckpunkte 2/ und 2
hindurchlaufen. Verschwindet diese Differenz, so fallen die beiden
Linien zusammen, und ihr zwischen 2/

und 2" liegender Teil kann als Gitter- Fig. 61.

kontur aufgefafit werden.

Mithin muBl dem Quotienten aus
den beiden Konstanten B; und B, die
Bedingung

B, , S€ + a,CS
(26) B =4, 06 —a,56
auferlegt werden. Die Konstante 4 M/
ist als reell festgelegt durch die For-
derung, dali die Geschwindigkeit v(¢”) — A4 an den Hinterkanten
in die z-Richtung orientiert sei.

In unendlich grofier Entfernung vom Gitter, d.h. fiir unend-
lich grofle Absolutwerte z,y, die der Proportion

Yy _
gehorchen, sei die Geschwindigkeit mit v+., bezeichnet, je nach-
dem x = F-oco genommen wird (Fig. 61). Dann ist

_ a4ip|/E2—%8]
Vx = A++¢B Vtg2+th o

Nach (21) und (27) wird aber

T4ty ;T

Z=n= - =
ay + tay )

und somit wegen
tg Z]a:_—. to = q: 1

(28) Veo = A +1iB '/f::j}{g_g:A_l_iBe:iB.
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In der Anwendung, die wir hier im Auge haben, wird die
Geschwindigkeit v_. vorgeschrieben sein, so daB man mit den
Abkiirzungen (23) bekommt
(29) {vx(—w) = A—(B,;S+B,C)(&46)

Vy(—w) = (B.S— B, 0)(& + 6),

woraus sich im Verein mit (26)

. S(aaO—aIS)——%@(@‘F@)
A = Vo)t Vy—w) S(a,C+ a,8) + 0,6 (S + €)

B 4, 86 + a, 0S
30) \Bi= %) G OF 0,9) - 5,66 1 6)
a, O@—ags@
By=

T §a, C+ a5 9) + 2,6 (8 + €)
berechnen. Damit ist die Stromung bei gegebenen Abmessungen
a,, ag, b vollstindig bestimmt.
Schreibt man (28) in der Form

Vo = A+ 1BcosB -+ BsinB

v— o = A+ iBcosB — BsinB,
so lassen sich die Anteile v, und o der translatorischen und
der zirkulatorischen Strémung im Unendlichen trennen.

(81) v, = A+iBcosB = A+(B,—B,)(CE +i56)

(32) |va|=|BsinB|,

so daf nach dem zu § 7 (5), S. 40 formulierten Satze die im Uhr-
zeigersinne kreisende Zirkulation die Stirke

¢ = 2YaZ+ al|Bsin B| = 2|(a; +iay) (B, 4 ¢ B,) (S€ —i CS)|

besitzt, deren Berechnung durch die Bedingung (26) sehr verein-
facht wird. Man findet

_ (af+a)(@2—-Cy)
(3) = 2%o 54 T014,8) + S G+ 0)

SchlieBlich erhilt man fiir die Dichten der Auftriebskomponenten
der Einzelkontur nach (31) mit (30)

ocw a180+ 012@@
0 TG TF ) F :EE T )
P, = gc[’vx(_w)—alvy(—w) S(a, C+a,S) + aze(@-{—@)}

P, =

(34)
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Der Winkel 3’ des Auftriebs gegen die y-Achse gehorcht mit dem
gegebenen Winkel

Uy
= t y==)
B arc tg Ooiay
zusammen der Bedingung
(35) otg ' = L2
Vyw
__[8(a1C+a,8) 1+ a,6(S + 6)] etg f—a, (52 + @2)
a,8C+ a, &6

und die Bestimmungsgleichung fiir die Spaltungspunkte 2 lautet
nach (20)

wy,  Br— A2
(36) t8 o +ia;, B A2
Verlegt man fiir einen Augenblick den Ursprung des Koordinaten-
systems nach der Vorderkante ' — v (a, + ¢a,) — b und bezeichnet

im neuen System mit §{, — & -+ ¢#, den zugehorigen Spaltungs-
punkt z,, so ist

g B.

&= —v(mtia)+ b4 2
und somit an Stelle von (36) auch

(37 §1+zn1 __ B2sin2B _
) a1+za2 T A2+ B2cos2B

Es handelt sich nun nur noch darum, ein Bild iiber die
Gestalt der Kontur zu gewinnen. Diese muf}, da an der Hinter-
kante die Geschwindigkeit in die z-Richtung fillt, jedenfalls dort
eine zur z-Achse parallele Tangente besitzen. Ein weiterer Anhalt
ergibt sich, wenn es gelingt, die Lage des auf der Kontur liegen-
den Spaltungspunktes §; zu ermitteln. Zunachst zeigt (37), daB
in dem praktisch wichtigsten Falle kleiner Anstellwinkel 8, also
bei kleinen Werten v, .), mit der nach (80) zu v, ., propor-
tionalen Konstanten B auch ¢, sehr klein bleibt: der Spaltungs-
punkt liegt nahe der Vorderkante. Ist insbesondere beispiels-
weise a; = a, = 2b, so wird nach (23)

8= C = 0,707
& = 0,869, 6 = 1,325;
ferner ist sin 2B reell und dann nach (30)
B = (— 0,645 +%.0,134) v, (o),
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so daf man statt (37) angendhert hat
£ +im = (141)(0,398 —4.0,173) % tg? Bsin 2B

= (0,571 + i.0,225) % tg? B sin 2 B.

Aus diesen Koordinaten des Spaltungspunktes geht schon mit
ziemlicher Sicherheit hervor, daf die Kontur von der Art der
Fig. 62 sein wird, die mit Hilfe von (22) genau berechnet ist
und deren Ordinaten fiir den StoBwinkel 8 = 6° der Deutlichkeit
halber zehnfach vergréfert sind. Man wird aus Griinden der
Stetigkeit mit der Vermutung nicht

Fig. 62. fehlgehen, daB auch im allgemeinen

2 ». Falle, wo die Zahlen a;,, ay, und 25
7 2

y /'\—» zwar verschiedene, aber doch einander

einigermaflen benachbarte Werte haben,
die Kontur eine kleine Wolbung nach
oben aufweist, im {ibrigen aber fiir
geringe Stofwinkel von der Geraden
kaum sich unterscheidet.

Die Ubertragung auf die Theorie
der Propeller, deren Querschnitte sich
in der Tat dem Profil Fig. 62 gut an-
zundhern pflegen, ist vollends einfach.

i- Man hat die Stirke (33) der Zir-

Yye) kulation lediglich in die Schub- und

Momentformeln § 9 (8) und (4), S.48 ein-

zufithren. Die in ¢ vorkommenden Konstanten a,, a, und v, o,

héingen mit den Fahrtkonstanten V, w, sowie mit der Fliigelzahl »

und dem Steigungswinkel o des Flugels im Axialabstand r nach
Fig. 63 folgendermafien zusammen

27 cos o 27w sin o
a1: —_ a,z:——————————»
" n

Vy(—w) = r@8ine — Vcosa.

Fiir einen vorgelegten Propeller, dessen Fliigelbreite und
-steigung als Funktionen des Axialabstandes bekannt sind, konnen
die erforderlichen zwei Integrationen zwar zahlenm#Big hochst
umstindlich sein, theoretisch sind sie aber hiermit als erledigt
anzusehen. Vergleicht man die Ergebnisse mit der Wirklichkeit,



§ 16. Tragflichen in Gitteranordnung. 103

so zeigt es sich, ebenso wie bei der quadratischen und der recht-
eckigen Platte (§ 12, 2, S. 62), daf die berechneten Kriifte zu grol3
ausfallen. Der Fehler, der natiirlich durch die endliche Fliigel-
linge entsteht, 148t sich durch die Hinzufiigung eines von der
Fliigellinge abhingigen Faktors » < 1 beseitigen, der von den
deutlich zu beobachtenden, an der Nabe und an den Fliigelenden
sich loslosenden Wirbelzopfen 25) herriihrt, zu dessen theoretischer
Ermittelung bisher jedoch kaum die Aunsétze vorhanden sind.

Das im gegenwirtigen Paragraphen angewandte heuristische
Prinzip kann iibrigens mit Vorteil zur Gewinnung vieler anderer
Gitterstromungen benutzt werden. AuBerdem sei hier noch auf
die von H. Blasiuss) fiir turbinentheoretische Zwecke behandelten
Gitter hingewiesen.



Dritter Abschnitt.
Der Mechanismus der Zirkulation.

§ 17. Das System der abgelésten Wirbel.

1. Die in den vorangegangenen beiden Abschnitten ent-
wickelte Theorie gibt die Auftriebskrifte und die Strombilder
fiir die wichtigsten Typen von Fliigelquerschnitten unter der Vor-
aussetzung an, daB das Medium, das gegen die Kontur angeblasen
wird oder durch das sich die Kontur bewegt, vollstindig reibungslos
gei, eine Voraussetzung, die in Wirklichkeit durchaus nicht erfiillt ist,
die man aber hiufig zu machen gezwungen wird, da die Differential-
gleichungen der Bewegung ziher Fliissigkeiten der Integration
selbst in ganz einfachen Fillen ungemeine Schwierigkeiten ent-
gegenstellen. Es liegen indessen Griinde vor zu der Annahme,
daB die Reibung sich wesentlich nur in der unmittelbarsten Nihe
der Kontur bemerklich macht, in der sogenannten Grenzschicht,
die denn auch Gegenstand genauerer Untersuchungen23) geworden
ist, — daB dagegen in merklicher Entfernung von der Kontur
die Luft sich fast genau wie eine ideale, d. h. reibungslose Fliissig-
keit verhilt, so daB es nicht verwunderlich ist, wenn sich die auf
die Eulersche Bewegungsgleichung §1 (2) gestiitzte Dynamik
solcher idealen Stromungen mit der Wirklichkeit in vielen Fillen
auch quantitativ in bester Ubereinstimmung befindet.

Was sich in der Grenzschicht vollzieht, ist zwar kinematisch
wichtig, dynamisch jedoch nicht von Bedeutung. Wihrend namlich
bei der idealen Stromung ein Haften der Luft an der Kontur
nicht eintritt, hat man sich vorzustellen, daB tatsichlich in der
bei miBigen (8. 66) Geschwindigkeiten ziemlich diinnen Grenz-
schicht die Geschwindigkeit von dem der idealen Fliissigkeit ent-
sprechenden Betrage infolge der inneren Fliissigkeitsreibung kon-
tinuierlich bis zum Wert Null am ruhenden Koérper abnimmt.
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Die Reibung muB dort recht erheblich sein, da wegen der unmittel-
baren Nachbarschaft stagnierender und fliefender Schichten gerade
dort der Gradient der Geschwindigkeit bedeutende Betrige erreichen
wird, withrend er auBerhalb der Grenzschicht praktisch so klein
bleibt, daf die mit ihm proportionale Reibungskraft weiterhin
vernachlissigbar ist. Fiir die freie Stromung auBerhalb der Grenz-
schicht bleiben die Impulsgesetze der idealen Stromung somit
nahezu erhalten, und die Grenzschicht selbst, die den Druck der
freien Stromung unverindert auf die Kontur iibertriigt, spielt
demnach dynamisch lediglich die nebensichliche Rolle, dafB sie
dem Korper als gleichsam mitgefiihrte triige Masse zugerechnet
werden muf.

Um so mehr ist dagegen ihre kinematische Bedeutung aus-
schlaggebend: In der Grenzschicht ist die Ursache fiir die
Entstehung und Unterhaltung der den Korper um-
kreisenden Zirkulation zu suchen. Die Verzogerung namlich,
die die Luftteilchen innerhalb der Grenzschicht durch die Reibung
erfahren, kann an solchen Stellen, wo eine sich auch der Grenz-
schicht mitteilende Erhhung des hydrodynamischen Druckes der
freien Stromung eintritt, so stark gesteigert werden, daf in der
innersten Schicht unmittelbar am Kérper sogar Bewegungsumkehr,
also Riickstromung statthat. Dieser Riickstrom schiebt sich dort
zwischen den Korper und die vorwirtsstromenden Teile der Grenz-
schicht ein und bringt diese leicht zur Ablésung, namentlich, wo
die Kontur eine Kante besitzt. Die freie Strémung nimmt die sich
abldsende Grenzschicht mit, und da diese selbst wieder aus anein-
ander vorbeigleitenden Schichten zusammengesetzt ist, so verhilt
sie sich in der freien Stromung wie eine Wirbelschicht. Wie man
weil, sind solche Wirbelschichten nicht stabil; sie lGsen sich viel-
mehr bei der geringsten Storung in eine Reihe diskreter Wirbel-
fiden auf??), deren stabile Anordnung mannigfach untersucht
worden ist 16).

Hier interessiert uns zunichst nur die Zirkulation, die durch
eine solche Wirbelreihe weggefiihrt oder also gewissermafien der
freien Stromung fortwihrend von der Grenzschicht iibermittelt
wird. Da kein Grund dafiir vorhanden ist, daf sich die gesamte
Zirkulation der freien Stromung, gemessen auf einer die Kontur
und alle Wirbel umschlingenden Kurve und urspriinglich vom
Betrage Null, @ndert, so wird, wie zuerst L. Prandtlt) bemerkt
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hat, die Zirkulation der abgelosten Wirbel ihr Aquivalent in einer
allméhlich entstehenden Zirkulation um die Kontur finden, deren
Drehsinn dem der Wirbel entgegengesetzt ist, und die sich un-
ablassig vergroBern miilte, wiirde sie nicht fortwihrend selber
wieder in der Grenzschicht abgebremst, so daf man schlieflich
einen nahezu stationiren Endzustand zu erwarten hat, in dem
eine nahezu konstante Zirkulation um die Grenzschicht kreist,
von der sich unablissig isolierte Wirbel ablosen (vgl. Fig.1). Da
sich allerdings diese Wirbel periodisch bilden, so muf, streng
genommen, auch die Zirkulation und mit ihr der Auftrieb pul-
satorischen Charakter besitzen, so dall un-
Fig. 64. sere Formeln lediglich Mittelwerte angeben.
SN Damit ist nicht nur die Moglichkeit
des Entstehens einer Zirkulation erklart, es
folgt daraus auch, daf nur solche Kon-
turen einen Auftrieb erfahren, also als Tragflichenprofile
zu beniitzen sind, die zu einer Stromung Veranlassung
geben, deren wurspriingliche, zirkulationslose Druck-
verteilung derartige Riickstrome in der Grenzschicht
hervorruft, dall ein Wirbelsystem abgeldst wird, dessen
Zirkulation von Null verschieden und, bei einem Fluge
von rechts nach links, im Gegenzeigersinne positiv ist.
Von vornherein sind demnach symmetrische Konturen aus-
geschlossen, die parallel zu ihrer Symmetrieachse im allseitig
ausgebreiteten Raume bewegt werden; denn die gesamte Zirkula-
tion sich etwa ablosender, aber immer paarweise auffretender
Wirbelreihen verschwindet hier. Ist allerdings eine Wand benach-
bart (Fig.64), so kann auch bei solchen Konturen die Symmetrie
der Wirbel stark gestort sein, und iiberdies ist in diesem Falle
noch die gegenseitige Wirkung zwischen der Kontur und ihrem
Spiegelbilde zu beriicksichtigen (vgl. § 6, 2, S.36).

7

2. Priifen wir nun unsere Profile daraufhin nach, welche
Wirbelablosung zu gewértigen ist, so finden wir zunichst bei der
schief angeblasenen ebenen Fliche, solange noch keine Zirkula-
tion vorhanden ist, die Geschwindigkeitsverteilung entlang dem
Querschnitt aus § 12 (8), S.58 mit 4 = 0, néimlich

. A
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Die beiden Spaltungspunkte haben die Abszissen z; —=—¥b cosf
und x3 = + bcos 3. Die Absolutwerte von v sind in Fig. 65 iiber
den beiden Plattenseiten aufgetragen, der Deutlichkeit halber fiir
B = 45° Auf der ganzen Unterseite wird die Luft beschleunigt,
auf der Oberseite verzogert. Die Verzogerung ist sehr stark hinter
der Vorderkante 4, geradezu heftig aber wegen der Nachbarschaft
des Staupunktes x, bei der Hinterkante b.

Es werden sich somit Wirbel mit positiver Fig. 65.
Zirkulation iiber der Vorderkante und solche
mit noch stirkerer negativer Zirkulation
an der Hinterkante ablosen, Fig.66. So ist
die Entstehung einer die Kontur positiv
umkreisenden Zirkulation zu erwarten, in-
dem die bel z, sich loslésende Grenzschicht
zugleich den Spaltungspunkt z, mehr und
mehr nach der Hinterkante hinzieht, so
dafl das Strombild, abgesehen vom Wirbel 4,
die in Fig. 38, S.59 gezeichnete Gestalt angenommen hat, sobald
der Wirbel B hinreichend weit von der Strémung fortgetragen ist.

Die Gefahr der Bildung eines Wirbels bei A erweist sich als
ein Nachteil der geradlinigen Kontur; denn seine Eigenzirkulation
muf die Zirkulation um die Kon-
tur notwendig schwéichen. Fig. 66. -

Eine Moglichkeit, diesen Wir-
bel A auszuschalten, gibt die
Geschwindigkeitsformel § 13 (4),
S. 70 der gebogenen Kontur an
die Hand. Damit ndmlich die
Geschwindigkeit der translatori-
schen Stromung fiir sich

_ (o, (Z—ifp—ia (24 17)]
T @ —wmEZ—ify
an der Vorderkante, d. h. fiir Z=— b, endlich bleibt, der Zihler
daselbst also verschwindet, geniigt es, wie man leicht ausrechnet,
das Wolbungsverhéltnis

zu wahlen. In diesem Falle riickt der vordere Spaltungspunkt
in die Vorderkante (Fig. 67), so daf dort wesentliche Verzogerungen,
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die zur Wirbelablosung fithren konnten, vermieden sind, wéhrend
nach wie vor bei B die Geschwindigkeit stark abstiirzt. Abgesehen
von sonstigenVorziigen (§13) liegt hierin der Grund dafiir,
dal die gewilbte Tragfliche der ebenen vorzuziehen ist.

Zugleich wird ersichtlich, dal die Abrundung der Vorder-
kante, die schon zur moglichsten Erhaltung der Saugkraft niitzlich
ist, sich auch deswegen empfiehlt, weil so die mit scharfen Kanten

besonders innig verbundene Ge-

Fig. 67. fahr der Wirbelablosung sich
— . verringert.
g Vergrofert man das Wol-

%\{J bungsverhiltnis iiber den Betrag
— —

- tg B hinaus, so riickt der vordere
/// Spaltungspunkt der translatori-
//‘j' schen Stromung auf die Oberseite
(Fig. 68), womit dann die Moglich-
keit einer Wirbelung mit negativer Zirkulation sowohl an der
Hinter- wie an der Vorderkante gegeben ist. So erklért sich die
glinstige Wirkung stark vorniibergeneigter Vorderkanten,
wie sie bei guten Tragflichen hiufig angewandt werden. Freilich
darf nicht verschwiegen bleiben, dall die Profilgebung auferdem
auch durch die Gebote der Stabilitit des Flugzeuges, die uns
hier nicht beschiftigen kann, stark beeinfluft wird.

Endlich leuchtet ein, daf man die Oberseite zur Ver-

meidung von Wirbeln mit notwendig positivem Drehsinn mog-

lichst glatt zu gestalten hat,

Fig. 68. eine Tatsache, die an jedem Vogel-

”N fliigel auffillt. Die Unterseite

darf sehr wohl eine gewisse

Rauhigkeit besitzen, da diese das Entstehen der Zirkulation
begiinstigen kann ¢).

3. Wir haben in allen unseren Rechnungen die Wirbelbildung
als vollzogen und die Wirbel als ins Unendliche abgeriickt an-
gesehen. Es mag wenigstens fiir den Fall der geradlinigen Kontur
(§ 12, 1) diskutiert werden, wie der Auftrieb sich verhilt, solange
ein Wirbel noch, im Endlichen liegend festgehalten gedacht ist.
Die Strémung um die zugehorige Kreiskontur R (= b) setzt sich
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nach § 11 (3), 8.54 aus der translatorischen Stromung

Vv, b

VA
und nach § 8 (15) und (16), S.22 bis 23 aus zwei isolierten Wirbeln
zusammen, von denen der eine in dem Punkt Z — a(>0) der
positiven X-Achse liegen mag, wonach der andere an der Stelle
Z = b2/a sich befindet und mit dem ersten zusammen die Ge-

schwindigkeit
. 1 1
O (ZTb_ ~7=3)

(42

V,=V,—

a2_b2

= N GwZ=

erzeugt, so dall

V:Vw—I_"”m . a2 — b?

7 Mz ez=w

die Geschwindigkeitsfunktion um die Kreiskontur, also nach §12
(5) und (6), S.57

A U b2 . a? — b2
ﬁ_ba[”m__ZT_“A(z—a) (az—bz)]

die um die gerade Kontur, Fig. 34, fiir den gewihlten Augenblick
darstellt. Mit @ = oo geht (2), wie vorauszusehen war, in § 12
(7) iiber. Der Wirbel liegt auf der x-Achse und hat nach § 12

(3) die Abszisse

@ o=

d = e b2> b.
2a
Durch einfache Entwickelungen stellt man die fiir |Z]>a
giiltige Fundamentalreihe her, die mit

) 2. p2
v::vw——Z—Z<bQU,,m—|—a /1)-]—---

a
beginnt, woraus hervorgeht, dal das Gesamtsystem aus Kontur
und Wirbel keinen Auftrieb erfahrt.

Andererseits berechnet sich die Kraftdichte auf den Wirbel
allein, wenn wir von dessen fortschreitender Bewegung absehen,
nach der Blasiusschen Formel § 3 (8), S.18 zu

z

(3) P’ =%§v’dz,
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wobei das Integral auf einem sehr kleinen Kreis um den Wirbel-
punkt 2’ im Uhrzeigersinn herumgefiihrt werden soll. Nach dem
hierauf sinngemif angewandten Residuensatze § 4 (9), S.26 haben
wir v? in eine Reihe nach Potenzen von #— ¢’ zu entwickeln und
den Koeffizienten von (¢ —2')~! aufzusuchen. Bequemer ist es,
zuvor (3) in die Veriinderliche Z umzuschreiben

Z2—b
5 27

und dann nach Potenzen von { — Z—a zu entwickeln. Fiihrt
man die Ausdriicke
Z=a <1 + E

S T

aZ—b2=(a9——b2)<1+&%§

der Reihe nach ein, so findet man den gesuchten Koeffizienten
nach kurzer Zwischenrechnung; er ist gleich

— 2@A[1}wm _22__—*;E (’Dyw ___2£a_>] .

2 __ pe a? — b2

Multipliziert man ihn mit — = g4, so kommt die Kraftdichte
a? + b2 24da
(4) P = 2ngA[vM, — b2< "m——'b—zﬂ'

Nun wird man auch hier, falls nur der Wirbel schon weit
genug fortgewandert, d. h. ¢ grof genug geworden ist, annehmen
diirfen, daB sich an der Hinterkante der Kontur bereits glatter
Abflul ausgebildet hat; dies erfordert nach (2), dafi die noch
unbestimmte Konstante 4 die Grife

b
4= ba T 30
annimmt, womit sich schlieflich die Komponenten der mit P’
entgegengesetzt gleichen Auftriebsdichte der Kontur selbst zu

v (@a—bp(@+b) ,
Pl =—2m9b @+ oy Vyo

®) ,
Py = 27th —|—bv’”°°v”°°
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finden, die sich, je weiter der Wirbel in das Unendliche weg-
wandert, d. h. je grofer der Quotient a/b wird, um so genauer dem
fritheren Werte P von §12 (13), S.60 annshern (Fig. 69).

Da nun allerdings tatsichlich ein solcher festgehaltener
Wirbel nicht vorhanden ist, so hat die Rechnung und das Er-
gebnis nur den Sinn einer asymptotischen Naherung: die Stro-
mung (2) kann nur dann als stationdr, der Wirbel also als fest-
liegend angesehen werden, wenn entweder a — b noch sehr klein
ist (d. h. unmittelbar nach Ablosung des Wirbels, solange dieser
noch keine wesentliche Geschwindigkeit gegeniiber der Kontur hat)
oder wenn a sehr grof ist, d. h. wenn der Wirbel als ,ins Unend-
liche abgewandert“ gegen-
itber seinem Abstand von Ary
der Kontur ebenfalls keine
nennenswerte Geschwindig- —
keit besitzt. In der Tat ist
im ersten Augenblick nach
der Ablosung des ersten
Wirbels noch kein Auftrieb 1§ o
zu erwarten, und dieser wird AN
seinen vollen Betrag erst
mit dem Abwandern der Ix ™~
Wirbel in unendliche Ent-
fernung erreicht haben.

Da sich in Wirklich- Yo
keit stets Wirbel hinter der h
Kontur in endlicher Entfernung befinden, die man sich etwa durch
einen einzigen festgehaltenen ersetzt denken mag, so ist zu vermuten,
daf die Saugkraft stark geschwicht, der errechnete Druckauftrieb
dagegen wenigstens nahezu erreicht wird. Das besagt, da die der
Theorie zugrunde gelegte Annahme glatten Abflusses an der Hinter-
kante praktisch nicht ganz erfiillt ist?). Trotzdem ist die Uberein-
stimmung zwischen Rechnung und Versuch befriedigend, voraus-
gesetzt, daf man Platten verwendet, die hinreichend lang sind,
und daf man bei kleinen Anstellwinkeln, etwa B < 8¢, bleibt.
Fiir grofiere Anstellwinkel allerdings ist von tangentialem Abfliefen
an der Hinterkante auch nicht im entferntesten mehr die Rede,
wodurch die Zirkulation bedeutend herabgedriickt wird, ohne dafl
sich hieriiber hydrodynamisch bislang ein Gesetz ergeben hitte.

Fig. 69.

A

8
>
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4. Wir ziehen noch eine wichtige Folgerung fiir die Energie-
bilanz. Die urspriinglichen Auftriebskrifte lagen jedesmal senk-
recht zur Richtung der tatséichlichen Bewegung (— 9. ) der Kontur.
Das besagt: Bei der Bewegung ist keine Arbeit zu leisten.

Um dieses paradoxe, jeder Erfahrung zuwiderlaufende Er-
gebnis zu berichtigen, geniigt es durchaus nicht, den Widerstand
W, der Oberflichenreibung als bisher vernachlissigte Grofie in
Rechnung zu setzen; dieser macht sich im Gegenteil bei gut ge-
bauten Tragflichen nur sehr sekundér bemerklich; die Grenz-
schichtentheorie hat mit Erfolg versucht, seine Gréfe zu ermitteln,
und sie bei nicht zu kleinen Anstellwinkeln als belanglos fest-
gestellt.

Abgesehen hiervon wire der Flug tatsiichlich nur dann ein
arbeitsloser Vorgang, wenn die Wirbelbildung abgeschlossen wire
und die Wirbel in unbegrenzte Entfernung abgewandert wiren.
In Wirklichkeit ist dies nicht der Fall; vielmehr filhren die un-
ablissig neu entstehenden Wirbel ununterbrochen mit Bewegungs-
impuls begabte Luft mit sich nach hinten fort. Dem entspricht
nach dem Impulsgesetz der Mechanik eine entgegengesetzt gerich-
tete Kraft auf die Kontur, die sich als arbeitsverzehrender so-
genannter Form- oder Stirnwiderstand W, beim Fluge geltend
macht. Erst von hier aus leuchtet es ein, wie ungemein wichtig
fiir die Okonomie des Fliegens die richtige Gestaltung des Trag-
flichenprofils ist, auch wenn man von der Grofle des Auftriebes
ganz absieht. So ist es z. B. moglich, den Formwiderstand eines
Korpers durch geeignete Verjiingung nach hinten etwa auf den
dreiBigsten Teil desjenigen einer normal zu ihrer Ebene bewegten,
aus dem groBten Querschnitt des Korpers hergestellten Scheibe
herabzudriicken.

Die Theorie zeigt hier bisher noch Liicken. Zwar ist von
L. Foppl?) wenigstens fiir eine Kreiskontur die Ablosung eines
symmetrischen Wirbelpaares verfolgt worden, neuerdings von H. Ru-
bach?7) auch fiir andere Konturen, wihrend Th. v. K4rman6) aus
der Konfiguration der abgelosten Wirbelreihen fiir symmetrische und
parallel zur Symmetrieachse bewegte Profile die Grolle der Wider-
standskraft W, zu berechnen vermochte; aber noch fehlt der
theoretische Zusammenhang zwischen dem Ablosungsvorgang und
der stabilen Anordnung der Wirbelsysteme; und fiir die unsym-
metrischen Konturen, mit denen es die Flugtechnik stets zu tun
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hat, gibt es bislang kaum die Ansiitze der Rechnung. Es handelt
sich, kurz gesagt, darum, die Lage und Stirke der isolierten
Wirbelpunkte fiir ein vorgelegtes Profil als Funktionen der Zeit
anzugeben.

Wir fassen die vorldufige Erkenntnis dahin zusammen:

Die beim Fluge aufzuwendende Arbeit wird nicht
gegen die Auftriebskrifte geleistet, sondern, abgesehen
von der geringfiigigen Hautreibung, dazu verbraucht, die
aus der Grenzschicht losgelosten Wirbel in das Unend-
liche wegzufiihren.

Wenn allerdings durch zu geringe Abrundung der Vorderkante
die Saugkraft |©| = || sin § daselbst mehr oder weniger voll-
stindig vernichtet wird, so muB noch eine dritte Widerstandskraft W,
in Erwigung gezogen werden, iiber deren Grife sich ebenfalls
Angaben nur schwer machen lassen. Man ist gendtigt, die Summe

(6) Wo= Wi +W,+ W,

der Bestimmung durch den Versuch zu iiberweisen. Einzig ein
viertes Glied, das der rechten Seite noch zuzufiigen ist, zeigt sich
der Berechnung zuginglich, wie jetzt noch zu erdrtern iibrig bleibt.

§ 18. Das System der begleitenden Wirbel.

1. Wihrend die Untersuchung der parallel zur Hinterkante
abgestoBenen Wirbel vor allem dazu dienen wiirde, die ganze
Zirkulationstheorie strenger zu begriinden, so
ist schlieflich an den Auftriebsformeln selbst

e
noch eine wiederholt genannte Korrektur an- vl
zubringen, die davon herriihrt, dafl die Trag-
fliche in Wirklichkeit eine endliche Linge

Fig. 70.

senkrecht zur z-Ebene besitzt, daf also die —_—
Stromung eigentlich nicht als vollig zwei- _—
dimensional angesehen werden darf.

Zunichst ist einleuchtend, dal an den
Fligelenden die zirkulatorische Strémung \Q\'M
beiderseits ihre Fortsetzung je in einem
Wirbelzopfe finden muf, von dem man frither annahm 8)2t), dall
er aus der Lingsrichtung der Tragfliche allmahlich umbiegend
sich schlieflich wie ein Doppelschweif hinter dem Flugzeug her-
zoge (Fig. 70). Eine derartige Fortsetzung der Zirkulation ist

Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 8
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schon deswegen nétig, damit nach wie vor dem Raume sein ein-
facher Zusammenhang genommen wird (§ 2, 1, S. 9). Das Wirbel-
paar wird in groferer Entfernung hinter der Fliche teils durch
die innere Reibung der Luft, teils durch den Anschluf an die
von der Hinterkante abgelosten, entgegengesetzt kreisenden Fiden

allmdhlich geschwécht oder erreicht ge-

Fig. 71. legentlich wohl auch die Erdoberfliche
o~ oder sonstige Winde.

i ; Man stellt sich neuerdings auf Grund

m von Beobachtungen vor, dal der Mechanis-

mus dieser begleitenden Wirbelzopfe besser
durch Fig. 71 wiedergegeben wird2). An
r —=—2— den Fliigelenden mufl ndmlich infolge der

urspriinglichen Druckdifferenz zu beiden
Seiten der Flache (vgl. Fig. 39, S. 61) ein Umstromen der Endkanten
von unten nach oben eintreten. An der Stelle stirkster Verzogerung,
also vermutlich unmittelbar nach dem Umfliefen der Kante, wird
die Grenzschicht dann wieder eine Wirbelung ablGsen, die von der
Hauptstromung v sofort nach hinten mitgerissen wird, wobei die
Stidrke t dieser Wirbel theoretisch mit der Zirkulation ¢ tiberein-
stimmen mul, vorausgesetzt, daf mit der Auftriebsdichte |P| auch
die Zirkulation iiber den ganzen Fliigel hin konstant ist.
Verteilt sich jedoch der Auftrieb nicht gleichmifig, so wird
jede Verringerung —dc¢ der Zirkulation ihr Aquivalent finden in
einem von der Hinterkante daselbst abge-

Fig. 72. spalteten Wirbelfaden von der Stérke
T
v §3)] dr = —dec,
o
BN 80 daf} in diesem Falle statt der beiden Zipfe

H\ J:;:_’ eine ganze Wirbelfliche den Flug der Platte
C,!T%“j' begleitet (Fig. 72). Zur Begriindung der

\Q%A_*j;zlcz Gleichung (1) braucht nur gesagt zu werden,
dafB die Zirkulation, gemessen auf der Kurve C,,
ebenso grofl sein mufl wie die Gesamtstirke der von C, um-
schlungenen Wirbelfiden, da die beiden Kurven, ohne Wirbel zu

iiberschreiten, ineinander deformiert werden konnen, wonach auch
die Integralejnd t identische Werte besitzen (§ 2, 2, S. 12).

Die begleitenden Wirbelfiden werden an der Stelle des
Fliigels einen abwirts gerichteten Luftstrom erzeugen, der die
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Tragféhigkeit zweifellos vermindert, und es ist von vornherein
sicher, dal die Verminderung verhiltnisméfig um so merkbarer
sein wird, je kleiner die Léinge 27 der Fliche gewihlt ist. Man
verdankt diese Erkenntnis L. Prandtl2¢), auf dessen Veranlassung
auch verschiedene Einzelfélle rechnerisch genauer verfolgt worden
sind 1) 80),

2. Um die Geschwindigkeitsverteilung um einen unendlich
diinnen Wirbelfaden von irgendwelcher Gestalt festzustellen, mag
man sich entsinnen, daf nach § 1 (8), S.6 jedes quellenfreie Strom-
feld ein Vektorpotential a besitzt. Sei nun irgend-

eine geschlossene singularititenfreie Kurve C, Fig. 73.
vorgelegt, deren Wegelemente mit dt, bezeich-
net werden sollen, und sei t der vom Orte dr, DN e

nach einem beliebigen Punkte aulerhalb der
Kurve, dem sogenannten Aufpunkt hin ge-
zogene Fahrstrahl von der Lénge r und z eine
Konstante, so legen wir uns die Frage vor, welches Stromfeld
durch das Vektorpotential

ood
=T pih
@) a—4at§> r

dargestellt wird.

Nach Anh. XIII ist, wenn sich die Differentialoperationen auf
den Aufpunkt beziehen,

dr,=—dr

%)
® vie=L $anvil=o,

d. h. der Ausdruck (2) fiir das Vektorpotential a gehorcht in der
Tat, wie es sein soll, der Laplaceschen Gleichung § 1 (10). Aber
auch die dort geforderte Nebenbedingung § 1 (9) ist erfiillt.

Denn es wird nach Anh. VII und wegen dt, = —dt (Fig. 73)
40 1 G i
i v T A tar
(4) leﬂ:H§drograd.;_E _ré__

£ () ¢
T 72 T
=9 == e (n) =

da C, eine geschlossene Kurve sein soll.

8*
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Die Geschwindigkeit im Aufpunkt ist nach § 1 (8)

[dx, t]

Cp
(5) b::rota.._———é;[drograd]— {-§

und nach Anh. XIV wird wegen (3) und (4)
rotb —= rotrota = 0,

d. h. die Geschwindigkeit ist wirbelfrei.

Um festzustellen, ob sie eine von Null verschiedene Zirku-
lation enthdlt, lassen wir den Aufpunkt wandern, bilden also das
Integral

(6) o= Sﬁndxl = _(H; dr, [dror]

iber eine zweite geschlossene Kurve C,, die mit C, keinen Punkt
gemeinsam haben darf, da sonst mit r = 0 die rechte Seite
divergent wire. Zufolge einer in § 2, 2 begriindeten, auch im
Raume giiltigen Regel darf man die Kurve C, beliebig defor-

mieren, wenn ;man unablissig r > 0

dr, Fig. 74. hilt. LaBt sich dabei C; auf einen
I Punkt zusammenziehen, so wird ¢ = 0,

g dr, d. h. die Stromung (5) kann hichstens

— f " eine Zirkulation um die Kurve C, be-
a [dror] sitzen. Diesist tatsichlich auch der Fall.

Um die Stdrke der Zirkulation ¢

zu ermitteln, verbiegen wir die Kurve C,

zunichst in einen Kreis von beliebig kleinem Radius @ in der
Normalebene irgendeines Punktes von C,. VergroBern wir dann
den MaBstab der Zeichnung beliebig stark, wobei der Radius a
klein bleiben soll, so wird die Kurve C, in der Umgebung dieses
Punktes sich von einer Geraden beliebig wenig unterscheiden,
und die weit entfernt liegenden Elemente dr, werden auf den
Wert des Integrals (6) wegen des Faktors 1/r2 von verschwindender
Wirkung sein. Daraus folgt, dall ¢ lediglich vom Parameter ,
nicht aber von der Gestalt der Kurve C, abhingt, so daf wir
seinen Wert aus einer geraden Linie (), allgemein berechnen
kénnen. Dann aber ist nach Fig. 74, wenn der Umlaufssinn von
C, mit dx, eine Rechtsschraube bildet, wegen |t,| = actg ¢ (man
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wihle die Mitte von C; zum Bezugspunkt des Fahrstrahls ;)

0
_ _35§|d | || S22 “‘“‘P va 5‘3 dr,| B9 sm"’ — —-—J.smq)dq)

oder

(M c=r,

d.h. 7 ist die Zirkulation der Strémung (5), die sich, da die Ge-
schwindigkeit nur in den Punkten von C, selbst iiber alle Grenzen
wichst, als das Stromfeld eines Wirbelfadens C, von der
Stirke r ausweist, der beziiglich dt, im Sinne einer Rechts-
schraube umkreist wird.

Die Formel (5) erlaubt anzugeben, wie grol der Geschwindig-
keitsanteil an irgendeiner Stelle des Raumes ist, soweit er von
einem beliebigen Stiick eines solchen Fadens herriihrt. So ent-
sendet insbesondere das gerade Teilstiick A B eines Wirbels nach
einem durch die Parameter a, g,, ¢, (Fig. 75) bestimmten Punkt O
eine zur Ebene 4 B O normale Ge-
schwindigkeit vom Betrage Fig. 75.

8 o] = ;5 (cospy+ cosgy),

der, wenn A und B auseinander
und in das Unendliche riicken, mit
¢o = @, — 0 in den Wert §5 (1)
eines unendlich langen Fadens iibergeht, womit der Anschlufl an den
frither definierten Begriff eines isolierten Wirbels gesichert ist.

Die Formel (8) gilt es nun auf die begleitenden Wirbel der
Tragflichen anzuwenden *).

3. Die Zirkulation ¢ um die FlﬁgelQuerschnitte des Eindeckers
AB (Fig.76) mag als Funktion der von der Mitte nach dem
Fliigelende A hin gerechneten Abszisse z bekannt sein. Dann ist

de

df :——d—gdx

die Stirke desjenigen Wirbelzopfes, der als Bestandteil der be-
gleitenden Wirbelfliche von der Hinterkante des Querschnittes x
ausgeht und an der Stelle z, nach (8) eine abwiirts gerichtete Ge-

*) Die Gedanken des Abschnittes 3 entstammen brieflichen Mitteilungen
von Herrn Prof. Prandtl; sie werden hier mit seiner Einwilligung erstmalig
ver 6ffentlicht.
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schwindigkeit vom Betrage

dw(x)—-——dt 1 dc dz
VT dn(@—1n) dmdzz—a,
erzeugt. Durch Integration iiber alle Wirbelfiden kommt
Xo—¢& 12
1 .. de dz de dz
) w (@) —*H}g(“‘%x——xo*—_‘.ﬁx—xo)
—1 20+£

die an der Stelle x, hervorgerufene Geschwindigkeit, abwirts
positiv gerechnet, mit der man als gutem Mittelwert fiir den
ganzen Querschnitt z, um so eher rechnen darf, je schmaler die
Flache F, d. h. je kleiner ihr sogenanntes Seitenverhiltnis

bo F
(10) b= =15
aus mittlerer Breite (Flichentiefe) 25, und Lénge (Spannweite)
21 ist.
Die gegen diesen Querschnitt urspriinglich horizontal mit der
Geschwindigkeit v angeblasene Luft stromt nun schrig abwirts
unter dem praktisch kleinen Winkel gegen die
Fig. 76. Horizontale
(11) LBRIEAL=";
um ebensoviel ist der Anstellwinkel g
scheinbar kleiner geworden, wogegen von
der Anderung des Betrages der Geschwindig-
keit abgesehen werden kann, da w den fiinfzig-
sten Teil von v nicht zu iiberschreiten pflegt.
Die Auftriebsdichte 1afit sich nun stets in
der Form
(12) |P| = 29bv2§,
darstellen, wo §, eine Funktion des Anstellwinkels § und der
Gestalt der Kontur ist und beispielsweise fiir die ebene Platte
nach § 12 (13), 8.60 durch

(13) go =x ﬁa
fir die gewolbte nach § 13 (9), S.73 durch
(14) §o ==(B+0)

gegeben wird, falls wir, wie weiterhin stets, sin f A 8, cosff x 1
setzen, was innerhalb der Grenzen || < 8° einen Fehler von
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weniger als einem Hundertstel verursacht. Man pflegt die Zahl
0 +1
(15) tt = 3 [btda
—1
die Auftriebsziffer fiir das Seitenverhdltnis A =0 zu
nennen; sie stimmt mit der Ziffer ¢, iiberein, falls diese iiber
den ganzen Fliigel konstant ist, also z B. fiir ebene Platten oder

fiir gewolbte von konstantem Wolbungsverhiltnis ¢ und parallel-
bleibender Sehne aller Querschnitte.

Durch die Verkleinerung des Anstellwinkels wird die Auf-
triebsdichte an der Stelle z, verindert um

[ 0§
16 AP =—20bv2 -2 A48 =— ¢ 50
( ) I ; @ 13 B Qvaw Bﬂ’
der Gesamtauftrieb, der urspriinglich
+'l
) A, =(|P|dz = o Fv:e}
=1
betrug, mithin um
+1 +1
(18) .dA::jAund% 29vjbwaﬁdxm
-] )
so dab er nunmehr die Grofle
(19) 4= o Fyags
besitzt, wo ¢4 die Auftriebsziffer fiir das Seitenverhidltnis
4 bedeutet. Somit gibt der Faktor

4; & 9¢,
(20) x:ﬁ:é:— j W%

an, in welchem Verhiltnis der Auftrieb durch die be-
gleitende Wirbelfliche verkleinert ist.

Nehmen wir beispielsweise an, daB sich die Auftriebsdichte
|P| iiber die Platte nach einem elliptischen Gesetz

P =l yE—a
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verteile (Fig.77), wobei Gesamtauftrieb und Auftriebsdichte |Pn|
des Mittelquerschnitts durch

A = %llel

zusammenhéngen, so wird

e = Bl [Pl is— s,

ov ovl
80 daB man fiir (9) bekommt:
w (@) = 2L lim ( ads zdz >
T 4movli=, (j(x__xo)‘/lﬂ_xﬂ j(w—xo)\/lﬁ—xﬂ
-1 xo+ €

Das Integral ergibt, unbestimmt ausgewertet,

I(x_a:ffze—:;e’:fwffxﬁx%tﬁﬁ'ﬁ

. X o
— arcsin — + ———=-=I1gnat
z+W2—x3g Lz — x,)
Fig. 77. : Fig.78.
pA “/ v

3
/ka 82
m
X Sy A
X amm 0°
«——y

Setzt man die Grenzen ein, so hebt sich mit ¢ — 0 das zweite
Glied fort und es bleibt einfach =. Mithin wird
|Pnl 4
dovl  2movl?’
d. h. konstant iiber die ganze Plattenlinge.

Macht man die Voraussetzung, dafl auch 2§,/0 8 oder §; sich
mit z nicht indere, so hat man statt (20) nach (10), (19) und (21):

(21 w (%) =

2.,
® = 1—-;§0Mc
oder

(22) % 1

_ — 3 '
1+= b

)
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einer hyperbolischen Abhéngigkeit zwischen » und 4 entsprechend
(Fig. 78), die auch zahlenmifig in befriedigendem Einklang mit
der Erfahrung steht.

Vermittels (22) 146t sich der Quotient w/v auf die Form

bringen:
w 2844

(23) v o x+ 20,4

ebenfalls eine hyperbolische Abhidngigkeit von 4 darstellend
(Fig.78; der Deutlichkeit halber sind die w/v-Werte mit etwa
zehnfach vergroferter Ordinate eingezeichnet). Ubrigens hat sich
gezeigt,daf die urspriingliche For- Fig. 79.

mel (21) auch fiir andere als ellip-

&
tische Auftriebsverteilung noch (/ / -
angenadherte Giiltigkeit behilt. —
Sind die einzelnen Quer- | SE
D—ﬁ_—_j;

schnitte x, entweder gerade )
Strecken oder Kreisbdgen vom Qﬁ
Wolbungsverhiltnis 6, so erfor-

dert unsere Voraussetzung, daB das Produkt bg bzw. b (8 + o)
elliptisch iiber die Plattenléinge verteilt ist, wonach dann mit {} = =
1

=173a

/>
/o

%

wird und nach (15):
+1
w 24 2
v T 127 'F"f”@”“)dxv

by
also beispielsweise fiir einen elliptisch geformten Fliigel von kon-
stantem Anstellwinkel § und konstantem o:

w _24(B+9)
v 14217
dagegen fiir einen rechteckigen Fliigel mit elliptischer Verteilung
von 4 6 und dem Wert (8 + 6),, am Mittelquerschnitt:

w_ % 24 (B4 0

v 4 1+2%

Vorausgesetzt ist hierbei wieder, dafl die abgeldsten Wirbel
des ersten Systems (§17) in das Unendliche fortgeriickt sind;
andernfalls wiirden die begleitenden Wirbelfiden nicht bis in das
Unendliche reichen (Fig.79) und somit nach (8) die von ihnen
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erzeugte Zusatzgeschwindigkeit w verkleinert, der Faktor x ver-
groBert, wodurch die auftriebsmindernde Wirkung (§ 17, 3.) einiger-
mafen ausgeglichen wiirde.

Es ist jedenfalls erklirlich, daf insgesamt mit dem Faktor
x die Auftriebskrifte nunmehr von der Theorie quantitativ im
wesentlichen richtig wiedergegeben werden. Von der Flichen-
form scheint » nur wenig abhingig zu sein, so dafl wir seine
Grofe weiterhin als durch (22) bekannt ansehen konnen.

AuBler dem Betrag wird auch die Richtung des Auftriebs
durch die Stromung w geéindert, da sich die Tragfléiiche jetzt so
verhilt, als wiirde sie unter dem Winkel f— 4 f angeblasen.
Die Kraft A; 1Bt sich dann zerlegen in eine wirkliche Auftriebs-
komponente

(24) Ay = AscosdB 2 A
und einen Widerstand

w A}

was tatsichlich wieder nicht nur fiir elliptische Verteilung des
Auftriebs gilt. Dazu kommt der durch einige Widerstéinde zweiten
Ranges vergroferte Formwiderstand § 17 (6), den wir mit einer
experimentell gegebenen Widerstandsziffer {J fiir das Seiten-
verhdltnis A =0

(26) Wy = o Fv2t¥
schreiben diirfen. Ist
(27) Wi = o Fv? ¢

der Gesamtwiderstand, so ergibt sich die Widerstandsziffer
tir das Seitenverhdltnis 4 nach (10) und (19) zu

(28) Cyzﬁ(';"—{——;lgfz:ggl’_;_%lnggz

und damit der reziproke Giitegrad:

W, & s, 2

—_ 7 =2 -9 - A
(29) =gl = = kgt

dessen Anwachsen mit zunehmendem Seitenverhdltnis (Fig.78)
vom Versuch ebenfalls bestétigt wird.
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Insbesondere kommt wieder fiir elliptische Platten

27 A (B + o)
=+ ey

5= (1 +28) 4 250 E0)

und fiir rechteckige

A (B + o)
6 =+ 8(1(+2l))2

S = So(l +2l)+£}—(é*-i—_6)ﬂ

Die energetische Erklirung des Widerstandes W; ist ein-
leuchtend: er bildet das Aquivalent der von der begleitenden
Wirbelfliche fortgefiihrten kinetischen Energie.

4. Es lige nahe, sich die Rechnung dadurch zu vereinfachen,
dall man von der Wirbelfliche, Fig. 72, 8. 114, zu der urspriinglichen
Vorstellung zweier isolierter Wirbelzopfe, Fig. 71, die von den
Fliigelenden ausgehen, zuriickkehrte; das entspriche einer iiber
die ganze Fliigellinge konstanten Zirkulation und Auftriebs-
dichte. Man erkennt indessen schnell, dafl die von diesen Zopfen
herrithrende Geschwindigkeit

(30) w (@) =

an den Enden selbst iiber alle Grenzen wichst, so dafi, obwohl die
Kraft natiirlich nach wie vor endlich bleibt, Schwierigkeiten ent-
stiinden, die namentlich darin begriindet sind, daf es in der Nihe
der Fliigelenden nun keineswegs mehr angebracht wire, den alle
Grenzen iiberschreitenden Betrag von w dort noch als mafgebenden
Mittelwert fiir die ganze Breite anzusehen.

Trotzdem ist die Vereinfachung der Wirbelfliche auf zwei
Wirbelzopfe dann recht gut brauchbar, wenn es sich darum
handelt, ihren Einflul nicht auf die eigene, sondern auf eine
benachbarte Tragfliche festzustellen.

Sei etwa ein Doppeldecker von der in § 15 untersuchten
Gestalt vorgelegt. Die Zirkulation ¢; um die obere Fliche wird
durch dreierlei Ursachen gegeniiber derjenigen um einen einzelnen
unendlich langen Fliigel vermindert: den Einflul der unteren
Flache beriicksichtigt nach § 15 (34), S.93 der Faktor L, den der

¢ 1
2wl — 22
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endlichen Linge der Faktor » und den der unteren Wirbelzipfe ein
dritter, noch unbekannter Faktor x»,, so daf man unter folge-
richtiger Vernachldssigung aller hoheren Potenzen von $ hat:

(31) ¢, =2nbvf.ux, L
und ebenso fiir die untere Platte:
(32) ¢, =2xbvp.xu,l.

An die Stelle 2 der oberen Tragfliche entsenden die unteren
Zopfe eine Stromung, deren vertikal abwirts gerichtete Kom-
ponente nach (8), S.117 und Fig.80 den Betrag

(33) wy () = 867.: k(sin Y’ cos Y’ + sinv” cos )
besitzt, so daB der sogleich zu verwendende Mittelwert
+1
— 1 ¢ 12
(34) w, = ﬂj.wl dx = 8—;llgnat (1 + 73

—1

wird, wie eine kurze Zwischen-
rechnung zeigt.

Man begeht keinen grofSen
Fehler, wenn man annimmt, daB
durch die unteren Wirbelzopfe
der Anstellwinkel der oberen
Platte im Mittel um w,/v ver-
kleinert wird, so dafl man statt
(31) auch schreiben kann:

: . Cy l_ﬂ
(35) ¢ __anvxL[ﬂ—Snvllgnat<l+hz)]
und ebenso statt (32):

: . ) ¢ I2
(36) g = 2mbyal [ﬁ-—S—M,—llgnat<1+m>]~

Aus diesem Gleichungspaar 146t sich ¢; und ¢, einzeln berechnen,
und man findet durch Vergleichen mit (31) und (32) fiir die
bisher noch unbekannten Faktoren x, und x, denselben Wert

1 1 2
(37) Ky = ire wo 0 = Zulngnat(l-}-m).

Die Auftriebsdichte des oberen Fliigels kann nach §15 (29),
8.92, wenn man die Saugkraft &, dabei vernachlissigt, in der
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Zirkulation ¢, ausgedriickt werden

LI
B = eva(1+AT),
wobei B, der korrigierte Anstellwinkel ist, dessen Grofe sich aus
(31) offenbar zu
(38) By = un,f
ergibt. Der Auftrieb schlieflich betréigt bei konstanter Fliigel-
breite, ausgedriickt in der Fliigelfliche F' — 451,

(39) A® = mFovinny (L + nxoBL)
und ebenso fiir die untere Fliche:

(40) A® = xFovixuy (L —xx L),
algo fiir den ganzen Doppeldecker:

(41) A= 2xFoviux,pL

in befriedigender Ubereinstimmung mit den Messungen, die noch
verbessert werden kann, wenn man die willkiirliche Annahme,
dal der Abstand der Wirbelzopfe gleich der Fliigellinge 21 sei,
in der einen oder anderen Richtung, je nach der Gestaltung der
Fliigelenden, etwas variiert.

Wir unterdriicken die sehr einfache Berechnung des zusitz-
lichen Widerstandes W', der davon herriihrt, dal die resultierende
Auftriebskraft von der Vertikalen um den Winkel 48 + 4’8
riickwirts geneigt erscheint. Dabei ist

1p . Wi __ Wy
A= =3
wihrend 48, wie unter 3, die endliche Lange der Platten be-
riicksichtigt. Hieraus folgt ohne weiteres, dall der Giitegrad
A/W eines Doppeldeckers immer kleiner als bei der einzelnen
Flache ausfallen muf.

Streng genommen kime noch eine weitere Korrektion der
Auftriebsziffern hinzu, welche beriicksichtigt, daf die von den
Wirbelzopfen ausgesandte Zusatzgeschwindigkeit w nicht iiber die
ganze Breite ein und desselben Querschuittes # konstant, sondern
an der Vorderkante offenbar kleiner als an der Hinterkante sein
wird. Das hat zur Folge, daff die Strémung v 4 w eine Kriim-
mung nach unten besifle, falls die Tragfliche gar nicht vor-
handen wire; mit anderen Worten: das Wolbungsverhdltnis der
Platte wird dadurch scheinbar verkleinert. Auch diese in An-
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betracht ibrer Geringfiigigkeit hier iibergangene Korrektion 1aft
sich, wenigstens fiir den Fall der durch zwei Wirbelzipfe er-
setzten Wirbelfldche, mit einfachen Mitteln berechnen?).

Mit geringen Ab#nderungen lassen sich die fiir den Doppel-
decker angestellten Uberlegungen auf den Fall iibertragen, daB
ein Eindecker in Erdndhe fliegt. Nach § 6, 2, S. 36 (Fig. 24)
hat man ihn an der Erdoberfliche zu spiegeln und dann die um-
gekehrt rotierenden Wirbelz6pfe des Spiegelbildes zu beriick-
sichtigen. Sie rufen am Eindecker eine Stromung aufwérts
hervor, und zwar vom fritheren Betrag (34), so dal man lediglich
in (835) und (86) die negativen Zeichen gegen positive zu ver-
tauschen hat. Dies gibt statt (37)

1
(42) %0 — m .
Der Auftrieb ist nach § 6 (3), S.36 angendhert
c

und l&Bt sich mit dem eines gleichen Eindeckers in Erdferne
(44) 4 = 29lc'y
zufolge
(45) ¢ = %¢
vergleichen. Der Quotient

A ¢
(46) &= x0<1—————4ﬂhv>

ist praktisch immer etwas gréfer als die Einheit. Allerdings
besteht insofern noch eine Unsicherheit, als der in %, steckende
Faktor L [vgl. (37)] von dem des Doppeldeckers verschieden ist.
Dort driickte er aus, daf durch die Nachbarschaft einer gleich-
sinnigen Zirkulation die um die Platte selbst, gegeniiber der Zir-
kulation um eine Einzelfliche, verkleinert wird. Da umgekehrt
die ungleichsinnige Zirkulation um das Spiegelbild des Eindeckers
dessen eigene Zirkulation offenbar vergrofert, so wird man, so
lange es sich nur um eine Abschidtzung handelt, nicht fehlgehen,
wenn man annimmt, daf der Faktor L hier die Zahl Eins etwa
um ebensoviel iibersteigt, wie er beim Doppeldecker darunter blieb.
Beispielsweise findet man mit

¢c=2nbyfBru,L
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und den Zahlenwerten

1
b=h =1 » = 0,8 ﬂ:(;():ﬁ)
=28 L=12
zundchst %, — 1,15 und schlieSlich
A
I == 1,09.

Weiterhin mogen die beiden Tragflichen nicht iiber-, sondern
hintereinander gestellt sein (Fig. 81). Die Zirkulationen um die
vordere bzw. hintere Platte sind nach § 14 (29), (30), S.83 mit vier
Faktoren %, von denen %' und %" die end-
lichen Fliigellingen, % und %, den gegen- Fig. 81.
seitigen EinfluB der Wirbelzopfe beriick-
sichtigen,

4" ¢, =2mbvf.%'x% (14 D),

(48) ¢ = 2mbvp.%"%,(1 — D),

wenn im Unterschied von § 14 mit 24 die
gemeinsame Fliigelbreite bezeichnet ist und
vorausgesetzt wird, dafl die Fliigellangen 21,
und 21; nur wenig verschieden sind.

An der Stelle x der Vorderflache [
herrscht, von den Wirbelzopfen der Hinter- i<
fliche herrithrend, die abwirts gerichtete ¥
Geschwindigkeit (Fig. 81)

¢g (1—cosy’'  1—cose”
871:d< tg ¢! + tg 9" )

~

-~

w, (x) =

mit dem Mittelwert

1_tgz?_1_ tgy, = ll‘ L
_ Cy 2 2d
49) w, = Tl Ignat o VO L1
1 2 1 ‘2
1—tg*% g, = 5
Hiernach wird
. 1—tg2%1
5 — ' _ 2
(50) ¢ =2mbv#'(1+4+D)|p Tavi lgnatl oot



128 Dritter Abschnitt. Der Mechanismus der Zirkulation.

Ebenso findet man

_ 6 8 ¥:t8 52
(51) W = ol Ignat :
tg Y, tg o
und
(52) ¢y = 2mbve"(1—D){ B — 4 lgnat —— y
n 12
80 dal eine kleine Zwischenrechnung die Faktoren
1 1 ——tgilﬁ
_ (1 —
13, 0, = 5 4, %" (1 — D) lgnat — 2%
T I1%,0, 1—t
(53) ] 3 ) wo
=145 1 tgvate g’
17 0, = = A, %' (1 4 D)lgnat
2 1
tgritg 5

ergibt, wenn 4, — 5 und 4, = 2 die Seitenverhéltnisse sind.
8 A A

Die Auftriebe werden nach § 14 (15), (16), S.81 angendhert

(54) AD = n Fov2#' %, (1 + D),

(55) A® = mFyov?u" %, (1 —D),

und es ist nicht iiberfliissig, hinzuzufiigen, daf die Giiltigkeit
dieser Formeln an die Bedingung I, <1, gekniipft ist, da andern-
falls das Integral fiir w, divergiert, entsprechend der Tatsache,
daf dann die Zopfe der Vorderfliche iiber die Hinterfliche hin-
wegfiithren.

Die soeben behandelte Anordnung der Platten hat insofern
ein praktisches Interesse, als sie den Einflul einer Tragfliche
auf eine dahinter liegende Stabilisierungs- oder Steuerfliche ab-
zuschiitzen gestattet und umgekehrt. Handelt es sich insbhesondere
um eine verhiltnisméafig kleine Steuerfliche, so 146t die alsdann
wichtige Frage nach ihrer nichttragenden und nichtsteuernden
Nullage noch eine kiirzere Beantwortung zu, die um so mehr an-
gebracht erscheint, als nun die gegenseitige Beeinflussung der
beiden Zirkulationen natiirlich nicht mehr durch die in § 14
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berechneten Faktoren 1+ D ausgedriickt werden darf. Da die
Strémung hinter dem Tragfliigel nicht horizontal, sondern etwas
abwirts geneigt sein wird, so mufl die Steuerfliche, wenn sie in
die Richtung der Stromlinien eingestellt und damit wirkungslos
sein soll, mit ibrer Vorderkante um den Winkel 4« nach oben
gedreht sein, der sich aus zwei Teilen zusammensetzt, die von
der Zirkulation und von den Wirbelzopfen der Tragfliche her-
rithren; diese werde als eben vorausgesetzt.

Die Geschwindigkeit der zyklischen Stromung ist nach § 12(10),
S.59 in der Entfernung a von der Fliigelmitte (Fig. 82), wenn man
die mit der Zirkulation proportionale Komponente v,, zuvor mit x
multipliziert, gegeben durch die komplexe
Zahl Fig. 82.

. a—b
v :vxw—i%’vym a—-}—b’

woraus sich der erste Teil des Korrektions-
winkels deo zu

(56) Ao, ~ ﬁ_:_zz ﬂ<1_” Z:%)

N\

berechnet,

Ferner ist die von den Wirbelzopfen
am Orte der Steuerfliche hervorgerufene
Vertikalgeschwindigkeit nach (8) S.117

¢ ¢ a
= —(1 O = ——<l —:),
v 47zl( T eosg) 4zl t 124 a2
also mit ¢ = 2xbvx B die zweite Korrektion
w 1 a
57 dog 2 ¥ = Lua <1 >
D wr L =y Mt era

Die Nullage der Steuerfliche ist somit gegen den Horizont um

(58) do=da, +4“2:ﬁ[l_”‘/z—i+%“(l + Vﬁagﬂ

geneigt.
Zum Schluf mag noch der Fall behandelt werden, dal die
beiden Tragflichen nebeneinander liegen (Fig. 83), entsprechend

etwa zwei nebeneinander fliegenden Eindeckern. Der Einfachheit
Grammel, Hydrodynamische Grundlagen. 9
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halber sollen sie als gleich lang und gleich breit vorausgesetzt
werden. Die Zirkulationen sind beide

(59) ¢ = 2xbvrxf,

wo %, noch zu bestimmen ist.

An der Stelle # herrscht infolge der Wirbelzipfe der anderen
Fliche die Geschwindigkeit, die wir diesmal positiv nach oben
rechnen, .

w="C 1 1

- 41r<2d——l——x—2d—|- l——x)
mit dem Mittelwert '
(60) w = lgnat

2

e, @>1)

so daB die Zirkulation auch

c=2nbvx (ﬁ-}— lgna,t a lﬁ)

Fig. 83. geschrieben werden kann. Der Vergleich mit
(59) zeigt, dal

TN

1

1

(61) %y = pr
&_
ist. Jede Fliche erfahrt mithin den Auftrieb
(62) A = nFoviux,p,

xY der wegen x, > 1 den der Einzelfliche iiber-
trifft.

Ganz dhnlich bleibt die Rechnung und
das Ergebnis, wenn die eine Platte gegeniiber
1 der anderen iiberdies noch nach vorne ver-

schoben wird 39).
Wir haben bisher eine Tatsache still-
4 schweigend iibergangen, die noch der Erwih-
nung bedarf. Jeder Wirbelzopf bringt auch
am Orte der iibrigen Zopfe eine Zusatzgeschwindigkeit hervor,
so daB die Wirbelachsen in Wirklichkeit wandern und demnach
nicht genau mit den von den Fliigelenden ausgehenden, in die
Flugrichtung fallenden, horizontalen riickwirtigen Halbstrahlen
zusammenstimmen.

1
1— lelgnat

M
L——x-—d

™

Lan)
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So werden sich beim Doppeldecker die oberen Zipfe etwas
konvergent, die unteren etwas divergent abwérts biegen; bei der
Anordnung Fig. 81 die hinteren sicher abwirts, die vorderen ab-
oder aufwirts, je nach den Abmessungen; bei- der Anordnung
Fig. 83 die beiden Hulleren abwirts, die beiden inneren ab- oder
aufwiirts, je nachdem

1 1 1

7t a0
ist. Da die Zusatzgeschwindigkeit w indessen gegeniiber der
Fluggeschwindigkeit v praktisch immer recht klein bleibt, so hat
der begangene Fehler im Hinblick auf die sonstigen Unsicher-
heiten in den ermittelten Korrektionsfaktoren nicht eben viel zu
bedeuten.

9*



Anhang.

Vektoranalytische Rechenregeln.

Das skalare Produkt zweier Vektoren a = (a., ay, @;) und

b = (bs by, bs) ist
ab = ba = azb, + ayb, 4 a,b, = |a]|b]cos (a,b);
ihr vektorielles Produkt, dessen Richtung mit dem Drehsinn a —b
eine Rechtsschraube bildet, ist
[ab] = —[ba] = (aybs —asby, .- --.)
mit dem absoluten Betrag:
{[ab]| = {a]{b|sin(a,b).

Fiir Produkte aus drei Vektoren gilt

L a[bc] == bfca] = c[ab]

1L [afb]]="10.ca — c.ab
(der Punkt ist Trennungszeichen).

Fiir die Differentialoperationen:

_ (%9 09 690)
1L grad g = (bx’ o o)
. 0a, , 0ay , 0a,
IV. dlva—ax'{"é?‘*“'—az,s
oa, 00
/ = E_ Y
V. rota.—<ay 52 " )

gilt, falls unter v der von einem festen Bezugspunkte nach dem Orte
der Differentialoperation gezogene Fahrstrahl verstanden wird, wie
man durch Ausrechnung der drei Komponenten leicht nachpriift,

VL rott = 0,

1 T o
VIL grad — = —5, (r= 1))
VIIL agrad-r = q,
IX. grad a2 = 2agrad.a 4 2[arota],

X. rot grad ¢ = 0,
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XL divrota = 0,
1 » - —_— as_q) ai’z 82._.__0)

XIL divgrad 9 = w2 = o7 + 2y + 571’
UL v =0,
XIV. rotrota = grad diva — 720,

XV. grada.b = bdiva 4 agrad.b,
XVL c[grada].b = b.crota 4 [ac]grad.b,

da _ 0a

XVIL Ji = 8t + bgrad.a

(substantielle Anderung — lokale Anderung - stationéire Anderung).

Bedeutet K eine geschlossene ebene Kurve, F die um-
schlungene Fliche, n den Einheitsvektor der Hufleren Normalen
der Kurve, ds ein Bogenelement, dr dessen Vektor, df ein Ele-
ment von F, di — edf dessen Vektor normal zur Ebene, so dafl
df mit dem Umlaufssinn von dr eine Rechtsschraube bildet und
¢ den Einheitsvektor senkrecht zur Ebene bedeutet, so gelten die
Integralsitze:

XVIIL §dr =0,
K
XIX. <j§nds —0, nds = [dre]
XX. #[tn]ds =0,
XXL dlvadf §ands, (Satz von Gauss)
: K
XXIL 'grada.bdf:fi;na.f)ds,
3 K
XXIIIL .rot adf = § adr, (Satz von Stokes)
¥ X
XXIV.  [df[grada].t :fﬁdra.b.

Die Sétze XXII und XXIV gehen aus XXI und XXIII her-
vor, sobald man dort a der Reihe nach durch ab,, ab,, ab, ersetat.
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Nachweis der Definitionen.

Abbildung, konforme 50.

Achse, dynamische 32.

—, kinematische 29.

Anblasgeschwindigkeit 60.

Anstellwinkel 59.

Auftrieb, dynamischer 2.

Auftriebsdichte 12,

Auftriebsziffer 119.

Fluggeschwindigkeit 60.

Formwiderstand 112.

Fundamentalreihe der Geschwindig-
keit 25,

Funktion, analytische 18,

Geschwindigkeit, komplexe 17.

Geschwindigkeitspotential 6.

Gitter, Gitterachse, -konstante 37.

Grenzschicht 104.

Giitegrad 122.

Jalousie 37.

Kavitation 7.

Konstante, zyklische 13.

Moment der Auftriebsdichte 183.

— — Wirbelung 44.

— — Zirkulation 15.

Normalvektor 6.

Relativstromung 486,

Regiduum 26.

Saugkraft 21.

Saugpunkt 7.

—, isolierter 22,
Schwerpunkt der Zirkulation 15.
Seitenverhaltnis 63, 118.
Skelett 63.
Spaltungspunkt 54.
Staupunkt 7.
Stirnwiderstand 112.
Stromung, bizirkulatorische 28,
—, ebene 6.

—, quellenfreie 5.

—, stationére 5.

—, translatorische 28.

—, wirbellose 5.

—, zirkulatorische 28.

—, zyklische 28.
Stromungsfunktion 7.
Stromfunktion 7.
Vektorpotential 6.
Verdickungsparameter 66.
Widerstandsziffer 122.
Wirbelfeld 42.
Wirbelpunkt 22.
Wirbelstiarke 29, 44.
Wolbungsverhiltnis 73.
Zirkulation 12.
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