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Vorwort. 

Wer die Geschichte eines Landes studieren will, darf nicht nur die Ereignisse 
in ihrer zeitlichen Reihenfolge betrachten, sondern er muB auch die gleichzeitigen 
Vorgange in den Nachbarlandern, sowie die Vorgeschichte mit einbeziehen. 
Genau dasselbe gilt fiir aIle anderen Lehrgebiete. Jedes Gebiet ist ein Orga­
nismus, keines seiner Glieder dient Selbstzwecken, sondern sie alle hangen innig 
miteinander zusammen, und nur, wer diesen inneren Zusammenhang sieht und 
kennt, wird es beherrschen. 

Das vorliegende Buch will nicht in die Reihe der bisher iiblichen Lehrbiicher 
treten oder einen Ersatz fiir VorIesungen bieten, sondern, nachdem der Lernende 
schrittweise in die einzelnen Probleme eingefiihrt wurde, und die Aufgaben nach­
einander an ihn herantraten, soll er jetzt die Dinge nebeneinander sehen und so 
das Ineinandergreifen der einzelnen Gesetze deutlicher erkennen. Aufvollstandige 
Ableitung der Lehrsatze konnte auf Grund der an den Leser gestellten Voraus­
setzungen zugunsten der Ubersichtliehkeit verziehtet werden. Ihr wesentlieher 
Inhalt oder der Gedankengang von Konstruktionen tritt dafiir in den Vorder­
grund. Die vielen Seitenhinweise, die die enge Verkniipfung der einzelnen Gebiete 
untereinander zeigen, und die Anleitungen zur Ableitung der Gesetze sollen den 
Leser zum Mitarbeiten in horizontaler und vertikaler Richtung veranIassen. 
Ubungsbeispiele werden, soweit es sieh nieht um Grundaufgaben handelt, nieht 
gebracht. Sie geharen nieht zur Aufgabe dieses Buehes. Dem Lernenden sei aber 
gesagt, daB er nur durch eifriges Uben Sieherheit in der Beherrsehung der Lehr­
satze und deren Anwendung erhalt. Besonderer Wert wird auf die meist sehr 
stiefmiitterlieh behandelten ZeiehenmaBstabe gelegt, die erfahrungsgemaB viele 
Schwierigkeiten bereiten. 

Genau wie ein Wanderer nicht nur einen Weg verfolgt, sondern einen Uber­
blick iiber das durchwanderte Gebiet und die mit ihm verwachsenen Leute ge­
winnen will, so mage der Leser, sei es bei der Vorbereitung fiirs Examen, sei es 
beirn Studium oder beim Naehsehlagen im vorliegenden etwas GIeichwertiges 
finden! 

Hannover, irn Januar 1935. 
c;&)t.,.3ng. Horst Muller. 
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A. Vorbemerknngen. 

I. Einteilung der Mechanik. 
Lehre von den Kraften und von der Bewegung der Korper. 

Statik. 
Gleichgewicht der Krafte 

und Momente. Ruhe oder 
gleichformige Bewegung. 

Beziehungen zwischen den 
Kraften und Momenten. 

Kinematik. 
Bewegung der Korper ohne 

BeachtenderwirkendenKraf­
te und Momente. 

Beziehungen zwischen Ort 
und Zeit. 

Kinetik1 • 

Kein Gleichgewicht der 
Krafte und Momente. Be­
schleunigte Bewegung. 

Beriehungen zwischen 
Kraften, Momenten, Ort und 
Zeit. 

Beschaffenheit der untersuchten Korper 

starr elastisch oder plastisch flussig oder gasformig 
Mechanik der starren Kor­

per = Stereomechanik. 
Elastizitats- und Festig- Hydro- und Aeromechanik 

keitslehre = Elastomechanik (Volumen bestandig). 
Gasdynamik (Volumen ver­

anderlich). 

II. Allgemeines. 
1. Unterscheide Skalare und Vektoren. 

Skalare = richtungslose GroBen 

vollstandig bestimmt durch Angabe eines 
Zahlenwertes. 

Beispiel: Zeit, Temperatur, spez. Gewicht, 
Masse, Arbeit usw. 

Darstellung: Lateinische und griechische 
Buchstaben, z. B. t, D, y, m, .A ... 

Rechnen wie mit benannten Zahlen. 

Vektoren = gerichtete GroBen 

auBer Angabe der GroBe - des absoluten Be­
trages - ist noch die Orientierung im Raum 
- die Richtung und Lage der "Strecke" -
anzugeben. 

Beispiel: Geschwindigkeit, Beschleuni­
gung, Kraft, Moment, Winkelgeschwindig­
keit, Drall usw. 

Darstellung: 

Zeichnung 
Pfeil. 

Rechnung 
deutsche Buchstaben 
oder griechische mit 
einem Querstrich, z. 
B. D, D, I,l!, ID1, ~, 

CO, 6 ••• 

Besondere Rechengesetze (siehe weiter 
unten). 

1 Bisweilen werden unter dem Ausdruck Dynamik die Statik und Kinetik zusammen­
gefaBt. Aus didaktischen Grunden findet man aber auch die Kinematik und Kinetik als 
Dynamik behandelt. 

MiiJler, Mechanik. 1 



2 Vorbemerkungen. 

2. Orientiel'ung im Ranm durch Koordinatensysteme. 
Cartesische Koordinaten. 

R,echtssystem Linkssystem 

Zylinder­
koordinaten. 

Polar koordina ten 
(Kugelkoordinaten). 

)f-&.LL. 
Abb.1. Cartesische Koordinaten. a), b) Rechtssystem, 

c) Linkssystem. 
Achsen xvz stehen aufeinander senkrecht. 

Fortschreiten von der 
x-Achse iiber die v-Achse in der z-Richtung; 
y·Achse iiber die z·Achse in der x·Richtung; 
z-Achse iiber die x-Achse iu der V-Richtung. 

ergibt eine 
rechtsgitngige linksgangige 

Schraube1• 

Abb.2. 
Zylinderkoordinaten. 
T = Radius des Gnllld­

kreises. 
'P = Drehwinkel. 
z = Achse=Hoheiiber 

dem Grundkreis. 

Abb.3. 
Polarkoordinaten. 

r = Radiusvektor. 
'P = SeitenwinkeI 

(Langengrad) . 
'P = Hohenwinkel 

(Breitengrad). 

3. Darstellnng eines Vektors. 
Zeichnung 

durch einen Pfeil. 

GroBe: Pfeillange. 

Richtung: Neigung des Pfeiles. 

Sinn: Pfeilspitze. 
Lage (Wirkungslinie): Lage des Pfeiles 

im Lageplan. 

Rechnung 
durch die Komponenten des Pfeiles - meist 
in cartesischen Koordinaten. - Die Rich­
tung der Achsen xyz wird durch die "Ein· 
heitsvektoren" i i f von der absoluten 
GroBe 1 und der Richtung der xyz-Achse 
angegeben. Z. B. 

$=i.X+j.Y+f·Z=I+ID+.3 

absoluter Betrag (MaBzahl) 

! $[ = P = tX2 + y2 + z' 
Neigungswinkel oc {3 Y gegen die Koordinaten­
achsen x y z. Richtungscosinus 

cos (;) = !:' Y, Z-Ko~~(}Jlente 2. 
ganze Unge 

Y 
Vorzeichen dcr Komponenten. 
Koordinat.en eines Punktes der Angriffs­

geraden. 

4. Vektorarten. 
Axiale = gebundene ~ Iinien­

fIuchtige 

durfen nur in ihrer Richtung verschoben 
werden. 

Z. B. Kraft, Winkelgeschwindigkeit. 

Planare = freie 

durfen in ihrer Richtung und parallel dazu 
verschoben werden. 

Z. B. Moment, Fortschreitgeschwindigkeit. 

1 Manche Autoren setzen beim Rechtssystem als positive Drehung die der obigen De­
finition entgegengesetzt an. Dies bedeutet, daB bei den MomentenbiIdungen (siehe S. 5) 
vor den Determinanten ein - Zeichen anzubringen ist. 

2 In der Ebene ist cos2 oc + cos2 {3 = 1, 
im Raume ist cos2 oc + cos2 {3 + cos2 Y = l. 

Unter oc{3y ist stets der spitze Winkel gegen die xyz-Richtung zu verstehen. Der Quadrant 
wird durch das Vorzeichen der Komponenten bestimmt. 

Fiir den Winkel (l zwischen zwei Vektoren mit den Richtungswinkeln OC1 {31 Yl ist 
cos (l = cos OCI· cos OC2 + cos PI . cos P2 + cos YI • cos Y2 . 2 2 2 



Allgemeines. 

Beim Parallelverschieben um ± a ent­
steht ein Moment der Kraft oder der Winkel­
geschwindigkeit (= Fortschreitgeschwindig­
keit) (siehe Abb. 4 und 5). 

mj' = [a· $]; M= ImI l =a·P· sina$=P.Z 
o=[a·W]; V= 101 =a.w.sin~ * 
Damit der Gleichgewichtszustand nicht 

geandert wird, ist beim Parallelverschieben 
ein Moment 

mI = - [a $] = [$ a] 
o = - [a W] = [Wa] (siehe S.5) 

anzubringen. 

+Cl 

Abb. 4. Parallelverschieben eines Kraftvektors $. 

3 

a) Kraft $ im Punkte A ist gleichwertig b) Kraft \13 in A und ± \13 in B, d. h. Kraft \13 in B und Kraftepaar 
P·l. Dies ist gleichwertig c) und <I) Kraft $ in B und Moment IDl = - [a \13J. 

Abb. 5. Parallelverschieben des Vektors der Winkelgeschwindigkeit w. 
a) Vektor w in A ist gleichwertig b) w in A und ± w in B, d. h. Winkelgeschwindigkeit w um B und Winkel­
geschwindigkeitenpaar -[awl. Dies ist gleichwertig c) Winkelgeschwindigkeit w In B und Fortschreit­

geschwindigkeit U = - [awl . 

, 
------------ -f.JI 

, 

I , , 
I 

I 

(8) Abb.6b. 

5. Absolute GroBe eines Vektors. 
Zeichnung: 

aus AufriB und S eitenriB 

Abb.6a. 
Abb. 6a. Vektor \13 und Vektorprojektion im GrundriLl $' (xy-Ebene), AufriLl \13" 

(yz-Ebene) und SeitenriLl $'" (xz-Ebene) . 
Abb. 6b. Bestimmen der absoluten Grolle des Vektors aus AufriLl- und Grundrill­

projektion. 
Abb. 6c. Bestimmen der absoluten Grolle des Vektors aus Aufrill- und Seitenrill­

projektion. 

* Siehe Kinematik S. 47. 
1* 



4 "orbemerkxulgen. 

1. Konstruktion des irn Raume stehenden Dreiecks ABO aus einer Projektion P' bzw. P" 
der Hohe hi 2 und dem rechten Winkel zwischen der Projektion und der Hohe. Die Hypote­
nuse dieses Dreiecks ist die wahre GroBe von \l3 (siehe Abb. 6a bis c). 

2. Dic Projektion in der einen Ebene wird unter Festhalten eines Endpunktes gedreht, 
bis sie parallel zur anderen Projektionsebene liegt. Der andere Endpunkt des "ektors be ­
schreibt in der ersten Projektionsebene konstruktionsgemaB einen Kreis mit der Projektions. 

Zt?:r z lange als Radius und in der zweiten Projektionsebene 
bewegt er sich auf einer Geraden parallel zur Schnitt­
linie der beiden Projektionse):>enen. 

JII, , 

. ~ 
Abb. 6 b. Linienzug B" 12 und B' 2 oder B' 3 4 

und B"4. 

!I 
Abb. 6c. LinienzugA"56undA"'60derA"'78 

:c und A" 8. 

Rechnung: 
!I P = V P; + P~ + P; 

Abb.7. Zusammenhang zwischen den Vektor­
projektionen im Grund-, Auf- und Seitenri6 und 
den Vektorkomponenten in der xyz-Richtung. 

= \~ :::2 :;.: l~' f pI2 + po. + pm2 
~~~rc 12 

V pm2 + p~ = 
(siehe Abb. 6a und 7). 

III. Rechnen mit Vektoren. 
1. Addition {s. Zusammensetzen von Kraften}. 

Der resultierende "ektor ist die Diagonale im Parallelogramm aus den beiden Sum­
manden, d. h. er ist die SchluBlinie im "ektorpolygon. Die Reihenfolge der Summanden 
ist beliebig, aber der Umfahrungssinn muB gewahrt werden. 

m: + jB = jB + m: = i (A~ + B~) + i (A. + B.) + l (A. + B.), 

m:+jB+~=m:+~+jB=jB+m:+~=~+m:+jB. 

2. Subtraktion 
wie Addition. Das Minuszeichen dreht nur den Pfeilsinn um. 

m: - jB = m: + (- jB) = i (A~ - B~) + i (A. - B.) + f (A. - B.) . 

3. Multiplikation. 
a) Skalar m mal V ektor ~. 

Richtung und Sinn des Vektors bleiben ungeandert, GroBe wird m' A. rst m negativ, so 
wird auch noch der Sinn des Vektors umgekehrt. (Vgl. Subtraktion m = - 1.) 

mm: = i·mA~ + i·mA. + f·m·A. 
m (m: + jB) = m· m: + m· )B • 

b) Vektor ~ mal Vektor '5. 
Skalares = inneres Prod ukt. 

Schreibweise: Wie Produkt benannter 
Zahlen, bisweilen auch in runde Klammern 
( ... ) gefaBt oder kleiner Kreis zwischen 
beiden Vektoren. 

Es wird der eine Vektor auf den an­
deren projiziert und diese beiden GroBen 
werden wie Skalare miteinander multipIi­
ziert. 

Vektorielles = auBeres Produkt 
in eckige Klammern gefaBt oder Malzeichen 
zwischen beiden Vektoren. 

!B 
Abb.8. Vektorprodukt m = [&\8] 1m a) rechts· und 

b) linkshandigen Koordinatensystem. 
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2(·58 = (2(·58) = 2( 058 = A· B· cos 2('13 

= A cos 2('13 . B 

= A· B cos 2('13 

= Ax . Bx + A •. B. 
+A,·B, 

Bei~piel: Arbeit = skalares Produkt aus 
Kraft und Weg. 

Kraft ~=I+ID+3 
Weg d?=d1;+dt)·dlJ 

Arbeit dA = ~. d? = P·ds· cos id? 

=X·dx + Ydy + Z ·dz. 

Die Reihenfolge der Faktoren ist belie big 

2(·58=58·2( 

Der Wert des auileren Produktes ist gleich 
dem doppelten Inhalt des schraffierten Drei­
ecks (siehe Abb. 8). Der diesen Wert darstel­
lende Vektor steht senkrecht anf der Ebene 
(dem Dreieck) der beiden zu multiplizieren­
den Yektoren, und zwar in der Richtung, daB 
nt ro em . Rechts- bild 
U I{) "JC em Links- syst,em en. 

ll( = [2(.)B] = 2( X 58 =A· B· sin 2("'58 
i 

= Ax A. A, 
Bx B. B, 

= i I A. A' I_ i I Ax A'I + f I Ax A· I 
B. B. B. B, B" B. 1 

= i· (A •. B. -A •. B.) + i (A.Bx -A.B.) 
+ f • (Ax' B. - A •. Bx) . 

Moment = Vektorprodukt aus Hebelarm 
und Kraft. 

HebelllJ'ID. t = 1; + t) + 3 
Kraft $=I+ID+3 
Moment we = [t· $] = r· p. sin r1! 

i f 
x y z 

X Y Z 

= iyZ+izX+fx Y -fyX- izY -jxZ 

'IY zl 'Ix zl fix yl =+tYZ-J XZ + XY 

=+i(yZ-zY)-f(xZ-zX)+f(xY - yX) 

+ ll(. 
z 

+ 

~it "r 
-3:~ 

a.} b ) 
Abb. 9. Grundfigur zum Bestimmen des Vorzeichens 
von Kraftmomenten um eine Achse im a) rechts- und 
b) linkshandigen Koordinatensystem. Nach Aufstellen 
des Momentes um die z-Achse M.=x ·Y-y·X 
folgen M.,. um die x- und y-Achse durch zyklische 

Vertauschung. 

nicht beliebig 
we = Em: . 58] = - ll(1 = - [58 • 2(] . 

c) Sonderfalle. 
1. Vektoren einander parallel, .q:: 2(~ = 0; 

2(.2( = m:2 =A2 = A~ +A~ +A;, 
cos m:"'58 = I; sin 2(~ = 0 

Em: • m:] = [2()2 = 0 , 
i . i = j . j = f • f = i2 = j2 = f2 = I . [i]2 = [j]2 = [fJ2 = 0 , 

Beispiel: Das Moment einer Kraft urn 
eine ihr parallele Achse ist null. 
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2. Vektoren senkrecht aufeinander, .q:: 2('ls = 900 ; 

2(58 =AzBx +A. B.+Az B. = 0, 
ii = if = fi=O. 

cos 2('ls = 0; sin 2( ........ 58 = 1 

[2(58] =A - B, 
[i j] = f, 
[if]=i, Beispiel: Eine a ufihrer Wegrichtung senk­

recht stehende ICraft verrichtet keine Arbeit. [f i] = i . 

d) Zeichnerische Bestimmung des Vektorproduktes 1m = [t·$]. 
In der Ebene: 
Pol in senkrechtom Abstande H von der !Craft wahlen (siehe Abb. 10), im Kraftplan Pol­

straWen 0 und 1 ziehen und im Lageplan parallel dazu die SeilstraWen. Die Parallele zur 
ICraft \15 im Lageplan durch den Bezugspunkt 0 gibt in ihrer Lange y zwischen den 

....... 

N 
Abb.10. Zeichnerische Bestimmung des Vektorpro­

duktes bei ebener Darstellung. 

Seilstrahlen 0 und 1 ein MaB filr das Moment l 

weo = [t - \15], 
I weol = H· y. 

MaBstabe: 
LangenmaBstab im Lageplan 1 m/mm. 
!CraftmaBstab im ICraftplan k kg/mm. 
Polabstand H steUt als Strecke im !Craft-

plan eine K~ft von der GroBe H = Ii· k kg 
dar, wobei H die Lange des Polabstandes in 
mm bedeutet. Die Strecke y steUt eine Lange 
von y mm mall m/mm dar, also ist der MaB­
stab fiil' das Moment 

m=H'k'l [mm·kg/mm·m/mm] = [mkg/mm] 
und die GroBe des Momentes betragt 

lwei = m·ymkg/mm. 
Im Raume: 

itJQflJ/trn I nt/mm 
~lf1ltl1f!r1n m-

It·/(·I TTiJ:§jmm 

0, ... " A~~"'..t ...... 
+ ... ... . 

a) 

b) 

r~i--·~ .~ \. 
___ d) 

Abb.ll. Zeichnerische Bestimmung des Vektorproduk-
tes bei raumlicher Darstellung. 

a) Lageplan: Grund·, Auf· und SeitenriB. 
b) Kraftplan fUr den Grund-, Auf- und SeitenriB. 
c) raumlich-anschauliche Darstellung der Momenten­

vektoren. 
d) Bestimmen der absoluten GroBe des Momenten­

vektors. 

Das raumliche Bild wird auf drei zueinandel' senkrechte Ebenen projiziert und dort als drei 
ebene Probleme behandelt (siehe Abb. Il). Man erhalt so die Momente urn die drei Achsen x y z, 
die zu einem resultierenden Moment (siehe S.26) vereinigt werden konnen. Betreffs des 
Vorzeichens der Momente beachte S. 5. Wahlt man den Polabstand H in allen Projektions­
ebenen gleich groB, so ist 

I we I = I [t . \15] I = H· y .... = H· l'Y~ + y~ -tYf . 
1 Der Beweis folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 01 y und 01 P im Lage- und !Craft­

plan. Danach verhalt sich l:y = H:P, d. h. l·P = H·y. Es ist aber l·P = weo = [t\l5] 

= r' P'sin t~. 
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e) Produkt von Vektorsummen. 

5l{ (~ + <£) = 5l{ ~ + 5l{ <£ , [5l{(~ + <£)] = [5l{~] + [5l{(£], 
(U1 + \5) • (<£+~) = 5l{<£ + l!['Il + ~(£ + ~ 'Il. 

Sonderfall: 5l{ = (£; ~ = 'Il 

[(5l{ +~) • ([ + 'Il)] = [5l{(£] + [5l{'Il] + [~(£] 
+[~S)]. 

(l![ ± ~)2 = 5l{2 ± 2 ~(~ + ~2 

= A2± 2ABcos 5l{\8 + B2 
(Cosinussatz). 

[(5l{ + ~). (l![ -~)] = -2[5l{~], 
[(5l{ - ~). (5l{+ ~)] = +2[l![58]. 

f) Pl'odukt von Produkten. 
5l{[~(£] = ~[<£l![] = [[5l{~] 

Abb. 12. Parallelepiped aus 
drei Vektoren '21, !8 und @:. 

A z Av A. 
= Bz Bu B. 

Ox Ou 0. 
= Inhalt des aus 
den Vektoren 5l{, 
~, (£ gebildeten 
Parallelepipeds 
(siehe Abb. 12). 

[5l{[~(£]1 = ~(5l{(£) - (£(5l{~) 

ist ein Vektor, der J... 5l{ und J... [~(£] steht. 

[[5l{ ~] . (£] = - [(£[5l{ ~]] 
= -5l{«£~) + 58 «£5l{) • 

4. Differentiation nach einem Skalar. 
Ist Uo der Einheitsvektor in Richtung 5l{, so ist: l![ = uo ' A und d5l{ = daD· A + uo' d A 

(siehe Abb. 13). Da aber uil = list, folgt aus uo ' duo = 0, daB duo J... Uo also auch J... l![ 
steht. Es ist also: 

d5l{ _ duo. A . dA 
dt - dt + Uo dt 

Abb. 1S. Vektorvert.nde.rung. 

d[5l{ ~] = [d5l{ . ~J + [5l{. d~J. 
dt dt - dt 

IV. Differentiation und Integration zeichnerisch gegebener 
Kurven. 

Gegeben : y = F (x) • 

Gesucht: !!:.JL = y' = F'(x) . 
dx 

1. Differentiation. 

a) Tangentenverfahren. 

y' = ~~ = tg rp = Neigung der Kurve y = F (x) • 

Pol im Abstande H [mm] wahlen (siehe Abb. 14), Tangente im Aufpunkte A an die 
Kurve y = F(x) zeichnen und Parallele dazu durch den Pol, die auf der Ordinate im Poleck 
die GroBe von y' angibt. 
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Nach Konstruktion ist Y' = H. dY *, 
dX 

nach Definition ist y'= !JL 
dx 

also ~ ~f ""'~. ~----- ~~-~=~-~~~.--------~~ d. h. aber 

y' dy dX 1 
y,= dY' dx'H 

Ey'=~. Ey . H Ey 
Abb. 14. Zelobnerleebe DifferentIatIon elner Kurve 

na.oh dem Tangentenvertabren. 

/1(1 Dslo 68: 

gty'6tn:Ey,Er 
gewihll:fli/(16.rIITmi H 
6trtf:IttMt:fj.!.. !a.. 

Y 

Nt 
~L ~ __ +-_ __ =:.r 

:'---H-----.!. ~~ 

Statt den Beruhrungspunkt A vorzugeben 
und dart die Tangente zu zeichnen, kann man 
auch umgekehrt zur gegebenen Tangenten­
richtung den Beruhrungspunkt suchen. -­
Vom Pol aus wird die Tangentenrichtung 
durch den Polstrahl vorgegeben (siehe Abb. 15) 
und die parallel dazH gezogenen Sehnen (11, 
22,33 ... ) der Kurve y = F(x} werden hal­
biert. Der Schnittpunkt der Halbierungskurve 
(B1B2Ba ... ) mit der gegebenen y = F(x} ist 
der gesuchte Beruhrungspunkt A der vorge­
gebenen Tangentenrichtung, d. h. der Ort x A 

fUr den gegebenen Differentialquotienten YA' Abb. 1Ii. Awsucben del! BerUbruDgapunktes elner 
Tangente. 

b) Sehnenverfahren. 

Die Kurve y = F(x} 
wird durch ein Sehnen­
polygon ersetzt (siehe 
Abb. 16, A, B, 0, D). Die 
Neigung der Sehnen gibt 
den mittleren Differential­
quotienten imBereich LI x 
an. MaBstabe wie oben. 
Wahlt man den Abstand 
LI X = const = H, so gibt 
schon die Ordinatendif­
ferenz LI y den Wert 
des Differentialquotienten 

Abb. 16. Zeichnerische Differentiation an. 
einer Kurve nach dem Sehnenverlahren. 

y 

~l------= : 
~rJ ------...! 

, , , , , , , , , Y, 

. X, ----~. 

.r 

Abb.17. Zurrechnerischen Differen­
tiation nach dem Differenzen­

Verlahren. 

* Bei dem Bestimmen der MaBstabe bedeuten GroBbuchstaben aus der Zeichnung ab­
zugreifende Langen in mm und die entsprechenden Kleinbuchstaben sind die Symbole fUr 
die dargestellten benannten GroBen (z. B. S,8 = Weg, T,t = Zeit, V,V = Geschwindigkeit, 
!J,OJ = Winkelgeschwindigkeit usw.). Der MaBstab wird angegeben durch Ey , d. h. Einheit 
der dargestellten GroBe y (z. B. E. = 10 m/=, d. h. 1 mm in der Zeichnung stellt einen 
'Veg von 10 m dar, ebenso E. E", HSW.). Bisweilen -- insbesondere bei Lage- und Kraft­
planen -- wird der MaBstab durch Kleinbuchstaben angegeben (z. B. LangenmaBstab eines 
Lageplanes l = 10 m/mm, KraftmaBstab k = 100 kg/mm, MomentenmaBstab m mkg/mm 
usw.). Diese Bezeichnung ist nicht immer empfehlenswert, da Kleinbuchstaben oft als 
Symbole fur bestimmte GroBen benutzt werden, z. B.l = Langen, v, w = Geschwindig­
keiten usw. 

1m vorliegenden Buche ist fUr die MaBstabbezeichnung im Kapitel Statik die letz­
tere Methode angewendet worden, dagegen in den Kapiteln Kinematik und Kinetik die 
erstere. 
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c) Differenzenverfahren. 
Abszisse in Streifen gleicher Breite a unterteilen. Es ist (siehe Abb. 17) 

a2 a3 a4 
Ys =F(xs) =F(X2 + a) = Y2 + a·F~ + 2" .F~' +"6 .F~'+ 24 .F~V. 

2 3 4 

Yl =F(Xl) =F(X2 - a) = Y2 - a.F~ +~ ·F~' - ~ .F~"+ ;4 .F~v. 

Y4 = F(X4) = F(X2 + 2a) = Y2 + 2a .F~ + 4;2 . F~ + 8;3 .F~"+ 1::4 .F~v . 

F() F( 2) 2 F ' 4a2 F" 8a3 F"'+ 16a4 F IV Yo = Xo = X2 - a = Y2 - a· 2 + 2' 2 - 6' 2 24 . 2 • 

daraus folgt ftir den Differentialquotienten an der Stelle 2: 

(~~)2 = y~ = F~ = 121. a . [8· (Ys - Yl) - (Y4 - Yo)] . 

Auswertung tabellarisch. 
MaBstabe: Gegeben: E~; Ex. 

Gewahlt: Feldbreite LlX == a [mm]. 

Berechnet: EF' = !: . 
Punkt Ordinate Y.+l - Y.-1 8(Y.+l- Y.-1) Y,,+t - Y,,_I ( ... ... ] F' 11' E" = =( .. . ] 12a 

IDDI IDDI mm IDDI 

1 2 3 4 5 

I 
1st die Kurve Y = F (x) eine Parabel, so daB F"' = 0* 

ist, so geniigt die ersteDifferenzenbildung: Yn+l - Yn-l zur 
Bestimmung von 

y~ = 21a' [Y"+l - Y"-l] . 

Die Ordinatendilierenz kann dann sogleich aus der Zeich­
nung abgegrilien werden. MaBstabe wie oben. 

2. Integration. 
Gegeben: Y = F (x) . 

x 
Gesucht: z - Zo = J y.dx = J F(x) ·dx. 

Xo 

a) Ordinatenverfahren. 
GleicheStreifenbreite LlX wahlen, Ersatz vonF(x) durch 

eine Treppenkurve A BCDEFGH (siehe Abb.18) so, daB in 
jedem Streifen LI X die Summe der iiber· und unterschieBen­
den Betrage (in der Abbildung durch Schraffur kenntlich 
gemacht) gleich null ist. Die Rechteckhohe ist dann ein MaB 
fiir den Streifeninhalt Z = y . LI X, und die gesamte Flache 
unter der Y = F(x)-Kurve ist der Summe der Streifenordi­
naten verhaltig. Die Summe wird entweder durch schritt-

* Z. B. ist fiir die ruckfreie Bewegung die zeitliche Ab­
leitung der Beschleunigung - der Ruck - b = '~ = 0 , also 
die Weg-Zeit-Kurve eine Parabel. 

mm . . ... 

[6 = 4-5 E" 6·-
12a 

I 

..:Ix Ax 

o I 
z 

I 
I 
I 
I 
I 
I odx 

K 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I ..:Ix 

I. H 

It' 
I 
I 
I 
I 

I I 
0' h. I 

z-.J{/X}d.rf Zp 
I I I 
I I I 
I I I 
I I I X 

K' /,' H' 

Abb. 18. Zeichnerische Integration 
nach dem Ordlnatenverfahren. 
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weises Auftragen der Ordinaten (VergroBern oder Verkleinern mit dem Multiplikationszirkel, 
l' B' = n'! B, K'D' = n· KD usw.) oder tabellarisch bestimmt. Wird wahrend der Rech­
nung die Streifenbreite von LI X auf LI Xl geandert, so sind statt der Ordinaten n' Y die 

LlXI 
Werte n' LI X . Y zu addieren. 

Es ist: Zl - zo=S y. LlX=Ymi' Llx. 

Es wurde aufgetragen: Zl - Zo = n • Y m i , 

mithin ist Zl - Zo _ ~. Ymi • Llx 
Zl - Zo - n Y m i ' 

d. h. also 
I 

E. = - . E •. E.· LlX . n 

b) Sehnenverfahren. 
Beliebige Streifenbreite LI X, Ersatz der Y = F(x)-Kurve durch eine flachengleiche 

Treppenkurve (siehe Abb.19 A BODEFGH), Pol auf Abszissenache wahlen und im Ab­

I 
z-r.q-!'fr)ti:r 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

"-If___ R R S 
Abb. 19. Zelohnerllche Intesratlon nach dem Sehnenvedahre:n. 

stande H die Hohen der Rechteck-
streifen jedesmal von der Ab­
zissenachse aus auftragen. 
(PB= UO,QD = U1, RF= U2, 
S H = U 3). Polstrahlen (0, 1, 2, 3) 
und in den zugehorigen Streifen 
die Parallelen dazu ziehen. Die 
Schnittpunkte (K L M N) der 
Parallelen mit der jeweiligen 
Streifenbegrenzung sind Punkte 
der gesuchten Integralkurve. Die 
Seilstrahlen (Parallelen zu den 
Polstrahlen) sind Sehnen der 
Integralkurve. 

MaJ3stab der Integralkurve: 

Es ist: 
Y B ZB . 

tgf{Jo=J[= X B ' wobe! YB=PB, ZB=PK und XB=OB iat. 

I 
ZB = if' X B · YB, 

mithin E. = H ·E.·E • . 

c) Tangentenvel'fahren. 
Beliebige Streifenbreite LI Y wahlen, Ersatz der gegebenen Kurve Y = F(x) durch eine 

flachengleiche Treppenkurve (siehe Abb. 20). Pol wahlen, Polstrahlen (0,1,2,3 ... ) zu den 
Rechteckordinaten ziehen und die 

H66s116t: MZ 
1¥6IA: {z,fy 
§fWiNI.·1'oh6slunl If 

6nobt·E.-H4 '1 

r 

Abb.20. Zelchnerllche Intesratlon nacb dem Tanaentenverfabren. 

Parallelen uazu in den zugehorigen 
Feldstreifen. Zu einem Sprung in der 
Treppe gehort ein Knick in der 
Integralkurve. Unter den Schnitt­
punkten (A BO ... ) der Ersatz­
Treppenkurve mit der gegebenen 
Kurve Y = F(x) liegen Punkte (A', 
B', 0' . . . ) der Integralkurve, diesich 
tangential an den aus den Seilstrah­
len (Parallelen zu den Polstrahlen) 
gebildeten Linienzug anschlieJ3t. 

MaBstab der Integralkurve: 
E. = H·E.·Eu' 



Differentiation und Integration zeich nerisch gegebener Kurven. 11 

d) Auszahlen del' Kastchen. 
Kurve y = F(x) auf Mlllimeterpapier zeichnen, beliebige Streifenbreite LlX wahlen und 

StreifenfJacheninhalt durch AU8zahlen der mm2 bestimmen. Zuerst die vollen cm2 oder noch 
groBere Einheiten zahlen, aldann die ~ cm2 und zum SchluB die mm2 zahlen. Der n-fache 
Betrag des Flacheninhaltes wird am Ende jedes Streifens aufgetragen 1 und gibt einen Punkt der 
Integralkurve. Diese Methode fiihrt sehr schnell zum 
Ziele, wenn es sich nicht so sehr urn die Integral­
kurve als urn den Endwert des Integrales handelt. 

1 :r 
MaBstab: E. = -. Ez · E •• 

EF 

e) Sofortige zweimalige Inte­
gration mit dem Seileck. 

(Vgl. Statik, Bestimmen der 
Momentenlinien S. 33.) 

Beliebige Streifenbreite LI X 
wahlen, Streifenschwerpunkte 
(siehe Abb. 21) angeben, Streifen­
inhalt Z = y. LI X berechnen, 
und im Fliicheneck (entspricht 
dem K.rafteck der Statik) als 
Langen unter Vermittelung des 
MaBstabes EF mm 2/mm anein­
anderreihen (Zl = 01, Z2 = 12, 
Zs=23, Z4 =34, Z5=45, Z6=56, 
Vorzeichen des Flacheninhaltes 
beachten, Fliiche ± Y . LI X = ± Z 

. oben) geht 1m Flacheneck nach unten . 

Pol wahlen, Polstrahlen und par­
allel dazu die Seilstrahlen bis zum 
Schnitt mit der jeweiligen Strei­
fenschwerlinie ziehen. Das so ent­
standene Seileck (A BCDEF) ist 
die Einhiillende der gesucbten In­
tegralkurve. Schnittpunkte der 
Feldbegrenzung mit dem Seileck 
sind Punkte der Integralkurve 
(OGHIKLM, Beweis siehe S.6). 

Beachten der ersten Integra­
tionskonstanten: 1m Flacheneck 

Po/ 5 
~:~_~_~_==_=_~_-----4~~ 

: ---- /1-t 
I 
I 
I ,s 
:...---#-- ........... 

/(tI$sltilJe .-

gegeIJen.- 4, Ex 
gewlih/f: Er [mm/1Il/1t1j 
6erecfmel: Ez - t; .£:c.t;; 

Eu- II· f.r ·Ez 
~---.H----

Abb. 21. Sofortige zweimalige 
Integration mit dem Selleck. 
a) y=/(x) = gegebene Kurve. 
b)FlacheneckmitPolstrahlen. 
c) Integralkurve u = /(x) . 

f(:c) 

II. 

-----
---_o~ --- --

u 

Die erate Integrationskonstante Helert eine schrage Nnllinie. 
d) nnd e) Flacheneek uud Integralkurve mit horzizontaler Nullinie. 

wird die ~~~~;~: Integrationskonstante ± Zo yom Anfangspunkt des Flachenecks nach ~~~ 
abgetragen und mit dem Pol verbunden (Seilstrahl 0'). Die Ordinaten zwischen der Seil­
kurve und der Parallelen zum soeben gezogenen Seilstrahl 0' sind die Integralwerte 

ff . . positiver 
u - U o = F(x)·dx·dx +zo' x (slehe Abb. 21 bu. c) oder: Pol bel t' erster Integra-nega Iver 
tionskonstante ± Zo nach unbten verschieben. Polstrahlen von diesem Pol (in der Abb. 21d o en 
Pol 2) und parallel dazu die Seilstrahlen ziehen. Die Ordinaten zwischen der Seilkurve und 
der horizontalen x·.Achse geben den Wert des Integrales an (siehe Abb. 21e). 

MaBstabe: erste Integration (Flacheneck) E. = EF • Ez . E~, 

zweite Integration (Selleck) E" = H . E •. Ex = H· EF· E~. E •. 

1 Wobei n == EF [mm/mm2] der auf diese Weise gewahlte FlachenmaBstab ist. 

---



B. Statik. 
Lehre vom Gleichgewicht der Kriifte und Momente. Der K6rper, an dem 
die Krafte wirken, befindet sich in Ruhe oder gleichf6rmiger Bewegung. 
Es werden Beziehungen zwischen den Kraften und Momenten aufgestellt. 

I. Zusammensetzen von Kraften (resultierende Kraft). 
Vektorielle (geometrische) Addition. 

Kriifte in der Ebene: 
an einem Punkt; 
parallele Krafte (Schwerpunkt); 
beIiebig verteilte Kiafte. 

Krafte im Raume: 
an einem Punkte; 
parallele Krafte; 
beliebig verteilte Krafte. 

1. Krafte in der Ebene. 
a) AUgemeines. 

Zeichnung. 
Kriifte im Krafteck in beIiebiger Rellien· 

folge, aber mit konst. Umfahrungssinn an­
einander reihen. 

GroBe: JJange der Resultierenden im 
Krafteck. 

Richtung: Schraglage der Resultierenden 
im Krafteck. 

Sinn: Vom Anfangspunkt zum Endpunkt 
des Kraftecks. 

Lage: Schnittpunkt der auBersten (erster 
und letzter) Seilstrahien. 

Rechnung. 
Koordinatenkreuz wahlen, Krafte in X­

und Y -Komponente zerlegen. 

R=fR~+R~, 
n n 

R., =.2 (Pl· cos IX,) =.2 X,, 
1 1 

Ry =2' (Pi' cos (Ji) 
1 
n n 

=.2 (Pi· sin IX,) =.2 Y., 
1 1 

R., (J' R. 
COSlXr=R' cos r=smtXr=R" 

Vorzeichen der Komponenten. 

Entfernung vom Koordinatenursprung 0 
in Richtung des Lotes auf die resultierende 
Kraft R 

n 

M .2 (x Y - yX) 
o 1 r = R = --"----OR=---

in Richtung der x-Achse 
Mo xr=+y, 

11 

in Richtung der y-A.chse 
Mo 

Yr =-If;' 
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b) Krafte an einem Punkt. 
Zeichnung. 

togfllion l m/mm 

\ 
!JlJ ,,~ 

AJrrffplon k Kg/nun.· 

\ 

1 

\ 
\ 
~\ 

4 
..t1uu • .:.. ... ~\ot::I:!U.l"'U::.n;:llUC au::; 
Einzelkraften an einem 

Punkt. 

Krafte 1131'" 113 n 
nach GroBe und 
Richtung in beliebi­
ger Reihenfolge aber 
mit stetigem Um­
fahrungssinn anein­
ander reihen (siehe 
Abb. 22). Verbin­
dungslinie vom An­
fang 0 zum End­
punkt n des Kraft­
ecks gibt die Resul-

tierende at = i l13i 
1 

nach GroBe und 
Richtung. 

Rechnung. 
Koordinaten­

kreuz wahlen 
(siehe Abb. 23). 

Ursprung 0 
= Schnittpunkt 

der Krafte, 

!I 

x= Achse ineiner ----;;;-h~;:----::'ll;:-;f--:rX 
Kraftrichtung, 
y~ Achse ..L dazu. 

Kraftgleichun­
gen in Tabellen­
form aufstellen. 

X = P'COSO: 

Abb. 23. Krafte an einem Punkt. 
Lageplan fiir die rechnerische 

Behandlung. 

y = p.coP. 
= p. sino: 

kg kg 

+P1 0 
+ P 2 COSO:, - Pz sin O:z 
- Pa cos 0:3 - Pa sin 0:3 

- P4 cos ~ -P, sin ex. 
XX =Rz XY = R. 

R = l'Ri, + R~, 
Rx 

cos~=R' 

c) Parallele Krafte (Schwerpunkt). 
Zeichnung. 

Krafteck 1131" ·113" zeichnen (siehe Abb. 24), 
PolO wahlen (etwa so, daB die auBersten 

I.llgep/on 

~:r-:J --'--r:, 
f~ '11J, ""1 '0, I / 

Kl'IJl'p/on '" //{ 'll9 
K If. ojmm 0 "t/ ' 
I !lJ 'of , 

.J ...... 3" 1m 
...... , ',,¥ 

I' ..... 1 .......... .::-' 
............. - .... ~, 

"' .......... ' I, m_ ' .... ~ I'uI 
"I'Z 1-------;;-

3 - " I ,,/" 
,,/ 

!J\' m ~/ 
1'~ ,,/ 

¥ 
Abb. 24. Resultierende aus parallelen Kraften. 

Rechnung. 
Koordinatenkreuz: 

UrsprungO auf einer der auBersten Krafte 
wahlen. (Die Hebelarme haben dann aIle 
das gleiche Vorzeichen, Fehlerverhutung!) 

!I 
....--{ 

I 

I"'-Zz--" \1J I 
-J i 

.! :r 

~l 
-. ~'Pf 

~~f 
IR 

() 

1 
Abb. 25. P arallele Krafte. Lageplan fiir die rech­

nerische Behandlung. 

Eine Achse parallel, die andere senkrecht 
zur Kraftrichtung legen (siehe Abb. 25). 
Kraft- und Momentengleichungen in Ta­
bellenform aufstellen. 

* Es ist stets der spitze Winkel gegen die Achse zu nehmen. Der Quadrant wird durch 
das Vorzeichen der Komponenten beachtet. 
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Poistrahlen einen Winkel von 900 ein­
schlieBen, dies ergibt keine schleifenden 
Schnitte im Lageplan), Poistrahlen 0, 1, 2 
usw, ziehen und parallel dazu von beliebigem 
Anfangspunkt aus die Seilstrahlen 0 ,1,2 usw. 
im Lageplan. Poistrahlen, die im Krafteck 
eine Kraft begrenzen, schneiden sich auf der 
Kraftlinie im Lageplan, oder mit anderen 
Worten: einem Feld im Kraftplan entspricht 
ein Knotenpunkt im Lageplan (die Pol- und 
Seilstrahlen stellen Krafte dar). Durch den 
Schnittpunkt des ersten und letzten Seil­
strahles geht die Resultierende. 

P 

kg 

- PI 
- P2 

+ P s 
- Pc 

IP=R 

x xP 

m mkg 

0 0 
Xt - x, P a 
Xs + Xa P a 
Xc - x,P, 

- I x . P = x, . R 

I(x·P) 
x'= - -E-- ' 

d) Beliebig verteiJte Kl'lifte. 

Abb.26. Resultlcrcode aus 
KrlUteo In bellcblgcr Lage. 

" Kraftplan: m = L.'~i' Pol, Polstrahlen 
(siehe Abb. 26). 1 

Lageplan: Seilstrahlen, der Schnittpunkt 
des ersten und letzten Seilstrahles ist ein 
Punkt der Angriffsgeraden der Resultieren­
den. 

Sind nur 2 oder 3 Krafte 
zu einer Resultierenden 
zu vereinen und geben 

,9.. 

ft. /'," " u, '(1 

I ' 
I \ I I \ ft ! \ 'oR/ \ r 'i' 

X = PCOSf% Y 

kg m 

+P1 cos 1X1 0 
+P~ cos rxt +Y2 
-Ps cos f%3 - Ys 
+P, co f%. +y, 

IX = R r -

Rechnung. 

or 

Abb.27. Belleblg vcrtellte Krllte. Laaeplao fUr dl 
rcchnerl!cbe Behandiung. 

Koordinatenkreuz: 
Ursprung auf einer Kraftrichtung, ge­

gebenenfalls im Schnittpunkt zweier Krafte 
wahlen (siehe Abb. 27). 

Kraft- und Momentengleichung in Ta­
bellenform aufstellen. 

yX Y=Psin f% x xY 

kgm kg m kgm 

- +Plsin 1X1 0 0 
+Y2 P Z COS f%, - Pz sin f%2 +:tt -X2 P t Sin rxt 
+yAPSCOSf%s - Pssin <X:! + Xs -Xs P,sin <X:! 
+ y,p, cos f%, - P,sin f%, +x, - x, P,sin f%, 

L.'yX IY =R. - 2:xY 

R= YE~+E~, 
Abb.2 • Rc u1t1oronde au 

zwel KrlI.{teD. 
Ex 

COS CI., = E' 
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die Krafte gute Schnittpunkte, so fiihrt die 
Zusammensetzung im Lageplan nach dem 
Parallelogrammgesetz schneller zum Ziel 
(siehe Abb. 28). oder 

oder 

~xY-~YX 
r= R ' 

~xY-~YX 
xr=+ R ' 

v 

~xY -~YX 
Yr = - -~-- R. . 

2. Krafte im Raum. 
a) Allgemeines. 

Zeichnung. 
Raumliches Bild auf zwei zueinander 

senkrechte Ebenen projizieren und dann wie 
ebenes Problem behandeln. Aus den Kraft­
ecken in den Projektionsebenen erhalt man 
die Projektionen der Resultierenden und 
bestimmt daraus deren wahre GroBe (siehe 
S.3/4). 

Rechnung. 
Koordinatenkreuz wahlen, Krafte in x, y,z­

Richtung zerlegen. 

R = l' R; +:~RO::~:-+--:---';R'"": , 

Rx =~Pi·COS Pi =~ Yi " (<Xi)" (Xi) 

I :" (~) ~\t.' z. 
Nur in Ausnahmefallen erhalt man eine resultierende Kraft aUein. Meistens fiihrt die 

Zusammenstellung auf: 
<X) eine Kraft und ein Moment in einem beliebigen Punkte, oder 
f3) zwei windschiefe (sich nicht schneidende) Krafte = Kraftkreuz, oder 
y) einen Kraft- und einen Momentenvektor in der gleichen Geraden = Kraftschraube 

= Dyname = Zentralachse. 

b) Krafte an einem Pnnkt. 
Zeichnung. 

LO'/Jep/O'!lZ m/mm ,t'rgij;/on lr kg/mm 
1 

Abb. 29. R esultierende an einem Punkt aus raumlich 
veI"teilten Kriiften. AufriB und GrundriB. 

Krafteck im GrundriB und AufriB zeich­
nen (siehe Abb.29), einander zugeordnete 
Punkte liegen senkrecht iibereinander. Er­
gebnis: Projektion der Resultierenden im 
GrundriB und AufriB. Bestimmen der wahren 
GroBe der Resultierenden siehe S. 3/4. 

z IReohnung. z 

Abb. so. Rilumllcher Knotcn· 
punkt. Lageplan fUr die rech· 

ner1ache Behandlung. 

3-achsiges Koordinatenkreuz. Rechts­
system (beim Linkssystem sind die x- und 
y-Achse vertauscht) (siehe Abb. 30), Kraft­
gleichungen in TabeUenform aufstellen. 

X= p· cos<x y = p.cos{J Z = p·cos y 

kg kg kg 

Ph Ph Pl. 
Pzz Ph P2 • 

Ph Ph P a. 

ZX = Rz ~Y = Rv ~Z=R. 

R =VR; + R~+R;" 
R. P R. R. 

cos<Xr=T; cos r=T; cosrr=T· 
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c) Parallele Krafte. 

Zeichnung. Rechnung. 

logeplon l mjmm 

z 

't" t' ~'t~ i ~ ,---!. ~~~/ /, 
~ _ .... 1 , --

0' ' /J!llJ J/ ,--;- !ll; "t/ / I !I :r 
91' !I , 

I !I , 
f9l" 

. I • 

" ' " ' 

.x 
Abb. 32. Raumlich verteilte paraUele Krafte. Lage· 

plan fiir die rechnerische Behandlung. 
I 

0-- / " I 
I / 1/ , 

!Il~ I $;- ,,// I 

91'0- -
,... / , 

,. ,,'" / - / 
I ,... / 

0- - / 
/ 

!PI --
, (l Krtnfplon 
"..tlrg/mm 

'Jl.: 
, 
" 1 1 " - , - , 

--- "Pol 
~ 

--~ 
t ---"/ 

2 --- / / 
/ 

/ 

!II 
/ 

!llJ 
J/ 
/ 

/ 
.1 

Abb. 31. Resultiereude aus raumlich verteilten 
paraUelen Kraften. 

Projektion in 2 Ebenen (siehe Abb.31) 
und daI:.n wie ebenes Problem behandeln 
(siehe S. 13/14). 

Koordinatenkreuz wahlen (siehe Abb. 32), 
Kraft· und Momentengleichungen in Ta 
bellenform aufstellen. 

Z x V M.=-xZ M~=+VZ 

kg m m kgm kgm 

- P l Xl Vl + Xl · Pl - Vi · Pl 
-p. x. V. + x2 .p. - V.·p. 
- Ps xa Va + XS 'Pa - Vs·Pa 

I:R.I - I - I I~-XZ)I I(+ vZ) 
- M •• =Mu 

M v, 
x, =-T.' 

Mzr 
Vr =+"R ' 

z 

d) Beliebig verteilte Kriifte. 
Kraft und Moment an einem Punkt. 
Kraftkreuz = zwei windschiefe Krafte. 
Kraftschraube = Dyname = Zentralachse = Kraft und Moment in derselben Geraden. 

IX) Kraft und Moment an einem Punkt. 
Grundgedanke: Krafte durch Parallelverschieben (Moment m = [a·~] entsteht, s. S. 3) 

auf gegebenen Punkt 0 reduzieren. Krafte und Momente in diesem Punkte nach 8. 5 u. 15 
zusammensetzen. 

Zeichnung: 

GroBe der Projektionen der resultierenden Kraft mit Hilfe der Kraftecke in den einzelnen 
Projektionsebenen bestimmen, daraus die wahre GroBe der resultierenden Kraft (siehe Abb. 33 
und auch 8.3). Das Moment der einzelnen Krafte um 0 in den einzelnen Projektionen ist 
gleich der 8umme der Momente um die 3 Achsen xvz und wird wie auf 8.4/6 angegeben, 
ermittelt. Absolute GroBe des Momentes M = H· V .. " wobei V,u = fY;' + V; + y~ die 
absolute GroBe von t)z + t)1I + t)z ist. Polabstand H in allen Projektionen = const. 
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oj 

d) 

Abb. 33. Zusammenfasseu einer raumlich verteilten Kraftgruppe 

I 
I 

~f : " ,'1 
- -q----J1tJI 

zu einer resultierenden Kraft und einem Moment. 
a) Lage- und Momentenplan im Grund-, Auf- und Seitenrlll. 
b) deg!. Kraftplan. 
c) raumlich-anschauliche Darstellung der Lage des Momentes. 
d) Bestimmen der absoluten Grolle des Momentes. 

Rechnung: GroBe, Richtung und Sinn der resultierenden Kraft in 0 (siehe S. 15) 

C~ (~:) ~ Ry ' . 
GroBe, Richtung und Sinn des resultierenden Momentes um 0 (siehe S. 4/6): 

o = Winkel zwischen \R und IDe aua: 
cos 0 = cos a; • cos q; + cos {J • cos X + cos y. cos 1p * 

R~ . M ~ + R • . M. + R • . M. 
R·M 

(J) Zwei windschiefe Krafte = Kraftkreuz. 
Grundgedanke: Das fUr den Ursprung 0 nach dem vorigen Abschnitt bestimmte Mo­

ment IDeo wird in drei Kraftepaare, die in zwei Ebenen liegen, aufgeteilt. Alsdann werden 
die Krafte im Ursprung 0 mit der nach vorigem Abschnitt ermittelten Resultierenden \R in 0 
zu einer neuen Resultierenden und die iibrigen Krafte zu einer zweiten Resultierenden 
zusammenge£aBt. 

* Siehe S. 2, Anm. 2. 
Miiller, Mechanik. 2 
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a.) 
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/ 1 

I 1 
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I I 
/ I 

/ I 
1 
I 

Abb. 34. Zusammenfassen einer raum­
lichen Kraftegruppe zu elnem 

Kraftkreuz lR .. lR,. 
a) Ersatz derMomentenkomponenten 

durch Kraftepaare parallel zu den 
drei Ebenen. 

b) Zusammenfassen der Krafte zu zwei 
windschiefen Kraften lR, und lR, . 

Statik. 

Zeichnung: 
Die bekannten Momente Mz'Uz (siehe vorigen Ab-

schnitt) werden durch die Kraftepaare (siehe Abb. 34a) 

Mz=yo-K'I' 
M.= xo·K. 2 , 

M z = yo·Kz . 
ersetzt, wobei Xo und Yo beliebig gewahlt werden (selbst­
verstandlich kann der Ersatz auch durch Kraftepaare 
mit Abstanden Xo Zo oder Yo Zo ausgefiihrt werden). Die 
Krafte Sfz und Sf'l in 0 (siehe Abb.34b) werden mit 
ffi = ffiz + ffi. + ffi. (siehe vorigen Abschnitt) zur neuen 
Resultierenden ffil = ffi + Sfx + Sf'1 und die Krafte Sf"" 
Sf. I , Sf~2' Sf;~, die in einer zur xz-Ebene im Abstande Yo 
parallelen Ebene liegen, werden dort zur Resultierenden 
~ = Sf:2 + Sfx + Sf' 1 + Sf;~ zusammengefaBt. Ergebnis: 
2 windschiefe (sich nicht schneidende) Krafte ffil 
und ~. 

Rechnung: Das bekannte Moment Wlo wird ersetzt 
durch ein Kraftepaar Wl = [I'Sf], wobei die eine Kraft 
Sf durch 0 hindurchgeht. Die Vektoren f, Sf und Wl stehen 
aufeinander senkrecht, mithin gelten die 3 Gleichungen 
(siehe S. 5) 

cosSf9R=O=Kz·Mz+K •• M.+K •• M., (1) 

cosfM = 0 = x .Mz + y .M. + z .M., (2) 

cos i1e = 0 = x • K z + y • K. + z • K.. (3) 

Ferner bestehen noch die Gleichungen: 

K2 = K~ + K~ + K~, 
k 2 = XZ + yZ + Z2, 

M2 = M~ + M~ + M~. 
Bekannt sind: Mx M. M. M, 
unbekannt sind: K z K. K. K 
und x y z k, 

(4) 

(5) 

(6) 

davon sind 2 Unbekannte willkiirlich wahlbar (vgl. z. B. 
oben Xo und Yo), so daB schlieBlich 6 Gleichungen fiir 
6 Unbekannte bleiben. 

Ergebnis: ffi1 = ffi + Sf in O. und Sf = ffiz im Ab­
stande I = ! + t) + 3 von O. 

y) Kraft- und Momentenvektor in der gleichen Geraden. 
Kraftschraube = Dyname = Zentralachse. 

Grundgedanke: Momentenvektor Wl (siehe S. 16) in zwei Komponenten zerlegen, und 
zwar in Richtung der resultierenden Kraft ffi und senkrecht dazu. Der letztere Vektor ver­
schiebt die Kraft ffi parallel zu sich. 

Zeichnung: 
Aus dem AufriB (Wl' = 0 ' A'; ffi' = 0' B' siehe Abb.35) und dem GrundriB (Wl" = 0" A"; 

ffi" = 0" Bn) wird die wahre GroBe des resultierenden Momentes I Wl i = 0 A und der resultieren­
den Kraft I ffi I = 0 B bestimmt, ebenso die wahre GroBe der Strecke A B. Das Dreieck ABO 
wird dann aus den bekannten Strecken OA, OB und AB in wahrer GroBe gezeichnet. Das 
Lot von A auf 0 B gibt die GroBe der in der Kraftrichtung liegenden Momentenkomponente 
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illl1 = 00 und in OA = illl2 die dazu senkrechte Komponente an. Punkt 0 wird in die Pro­
jektionen iibertragen. Die Punkte 0' und 0" teilen 0' B' und 0" B" in demselben Verhaltnis 
wie Odie StreckeOBteilt. A'O' = illl~ = illl2z + illl21J undA"O" = illl2 = illl2",+ illl21J• ~. ver­
schiebt lR" im GrundriB um r" = M2.: R" und illl2 ", verschiebt lR' imAufriB um r' = M2x:R'. 
Ergebnis: lRi und illli bzw. lRi' und illli' liegen in derselben Geraden und sind die Projek­
tionen der Kraftschraube1• (Kontrolle im SeitenriJ3: illl21J verschiebt lR'" um rIff = M21J: R"'. 
Einander zugeordnete Punkte D' D" D"', E' E" E'" miissen auf den Projektionslinien Hegen.) 

.4-

Kru#p!qn: k k!J /mm 
#omenienp/qn:m mlr!J/mm c. 

!lII, 

Abb. 35. Zusammenfassen elner raumlichen Krattegruppe zu einer Kraftschraube. 
a) Kraft- und Momentenplan 1m Grund-, Anf- und Seitenrill. 
b) Zerlegung des Moroentes in zwei aufeinander senkrecht stehende Koroponenten, von denen die eine in der 

Kraftrichtung 0 B lIest. 

Rechnung: Es werden die Momentengleichungen um einen - noch gesuchten - Punkt 
A (xo Yozo) aufgestellt. 

M"'=~I; 
Mu=~ I ~ 

' ~ 
Mz=~ ! X 

~I =~IY~ Yo 

i!=~IZ~ZO 

~!=~ I X;XO 

Z - Zo I 
z I = ~(y - Yo) • Z - ~ (z - zo) • Y, 

x - Xo I X = ~(z - zo)· X - ~(x - xo) • Z , 

Y- Yo! y = ~(x - xo) • Y - ~(y - Yo) • X, 

wobei xyz die Entfernungen vom Koordinatenursprung 0 und ~1J1;, die Entfernungen der 
Krafte vom noch gesuchten Punkte A sind. 

Der Momentenvektor soIl die gleiche Richtung wie die resultierende Kraft haben. Es 
ist also 

daraus folgt: 
R.:R.=M.:Mu; R.,:R.=Mx:M •• 

1 Der Momentenvektor illl1 darf parallel verschoben werden (siehe S. 2). 
2* 
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Eine Koordinate der Zentralachse ist wahlbar. Wahlt man z. B. Zo = 0, so erhalt man den 
DurchstoBungspunkt der Zentralachse mit der xy-Ebene. Die beiden gesuchten Koordina­
ten xo' Yo des DurchstoBungspunktes werden aus den letzten beiden Gleichungen (xoYo sind 
im M"lI z euthalten) berechnet. 

II. Zerlegen einer Kraft. 
Krafte in der Ebene: 

in zwei ungleiche Richtungen; 
in zwei parallele Richtungen; 
in drei gegebene Richtungen; 
in eine gegebene Richtung und eine Kraft durch einen gegebenen Punkt. 

Krafte im Raume: 
in zwei Richtungen; 
in drei Richtungen an einem Punkt (Dreibein); 
in drei parallele Richtungen; 
in sechs Richtungen. 

1. Krafte in der Ebene. 
a) Zwei nngleiche Richtnngen. 

Grundbedingung: Die Kraft muB sich mit den beiden Richtungen in einem Punkte 
schneiden (siehe S. 28). 

Abb. 36. Zeichnerisches Zerlegen elner Kraft iR in 
zwei Komponenten nngleicher Rlcbtung. 

1m Lageplan (siehe Abb. 36): at in wahrer 
GroBe im Schnittpunkt mit den gegebenen 
Richtungen antragen. Parallelen durch den 
Endpunkt von at zu den beiden Richtungen 
schneiden auf diesen die GroBe der gesuchten 
Komponenten \l!l und \l!2 abo 

Oder im Kraftplan (siehe Abb. 36): Durch 
die beiden Endpunkte von at werden Paral­
lelen zu den gegebenen Kraftrichtungen ge­
zogen, deren Schnittpunkt die Lange der 
Komponenten \l!l + \l!2 = at angibt. 

Rechnung. 

y~ 
~ X 

Abb. 37. Lageplan fiir die rechneriscbe Zerlegnng 
einer Kraft in zwei Komponenten. 

Kraftgleichungen fUr die x- und y-Rich­
tung aufstellen (siehe Abb. 37). 

Pl' cos (Xl + P2 • cos ~ = R· cos (X, (1) 

Pl' sin (Xl + P2 • sin (X2 = R· sin (X, (2) 

I c~s (X c~s (X21 
daraus PI = R . -,-sl_n_ (x __ s_ill_ (X-",2..'... 

I c~s (Xl c.os (X21 
SIn (Xl sm (X2 

I c~s (Xl COS (X I 
und P2 = R. -7-s_1n_(X~I_s_in_a..:...,-,-

I c~s (Xl c~s (X2 1 
sm (Xl sm (X2 

b) Zwei paraUele Richtnngen. 
Zeichnung. 

Kraftplan (siehe Abb. 38): at, Pol, Pol­
strahlen 0,1 . 

Lageplan: Seilstrahlen 0,1 parallel zu den 

Rechnung. 
Aus dem Momentengleichgewicht um einen 

Punkt auf der einen Kraftrichtung folgt je­
weils (siehe Abb. 39): 
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gleichnamigen Pol­
strahlen durch einen 
beliebigen Punkt auf 
91. Schlu13linie 8 des 
Seilecks = Verbin-

dungslinie der 
Schnittpunkte der 
Seilstrahlen mit den 
Komponentenrich­

tungen. 
Parallele dazu im 

Krafteck durch den 
Pol ziehen. Zwischen 

o und 8 liegt ~l 
1 " 8" ~2 

Kraftsinn aus 
ADD. al:!. :t<elCnneIlSCnes 
Zerlegen elner Kraft lR 
in zwei paralleie Kom-

ponenten. ~l + ~2 = 91, d. h. 
Umfahrungssinn der 

Summe beider Krafte gieich der Richtung 
der gegebenen Kraft 91. 

~lf-k I 
I" i 1~, 

~Ot 
Abb. 39. Lagepian fiir die rechnerlsche Zeriegung 

elner Kraft in zwei parallele Komponenten. 

R.l2 

P I = ll+l2' 

R·lI 

P2 = II + l2 . 

Kontrolle: P l + P2 = R. 

c) Drei gegebene Richtungen. 

Zeichnung. 

1 ." I -,

/,O!eplon l mjmm 

,. .~ 
'm f 

Abb.40. Zeichnerisches Zerlegen einer Kraft lR in drei 
KOn1ponenten mit Hllfe der Zwischenresultierenden. 

Liisung mit Hilfe der Zwischenresultieren­
den: Je zwei beliebige Kraftrichtungen zum 
Schnitt bringen, z. B. ~l und ~a und 91 
und ~2 (siehe Abb. 40). Verbindungslinie der 
Schnittpunkte ist die Zwischenresultie­
rende Z. 1m Krafteck (nach S. 20) zerlegen 
91 in ~2 und Z, und Z in ~l und ~a. Umfah­
rungssinn entgegen dem von 91 entsprechend 
91 = ~l + ~2 + ~a' 

Liisung mit Hille des Seilecks: Zu den 
Polstrahlen 0, 1 im Krafteck werden parallel 
im Lageplan die Seilstrahlen 0, 1 gezogen 

/,ggeplgn 1 m/mm I 
\\1 ft./f, Pol,}/' i · 'Pt ...... I " ~.... . \ 

............. 'Z '~>""k 9tt.h 
....... ,1':11 ..... . " "I, 
fltJ $............ " .1101 , ..................... ', -'=""--"';:"'" 

,.; '" ....... ";,. 

..aUD. 4~. lJelCnneTI~~es ZlerJegen emer .l.\...TaIlj m In arel 
KOn1ponenten mit Hilfe des Seilecks. 

R ec hnung. 

!I 
I . 

I 
I 

:Zz 
I 

t\\ 
Abb. 41. Lagepian ffir die rechnerische Zerlegung einer 

Kraft lR in drei Komponenten. 

Rechtwinkliges Achsenkreuz Oxy wahlen 
(siehe Abb. 41); gegebenenfalls Koordinaten­
ursprung in den Schnittpunkt zweier Krafte 
und eine Achse in Richtung einer Kraft 
legen. 

Allgemein: 

R· cos IXr = 2:(p. cos IX) , 

R· sin IXr = 2:(p. sin cx), 

r·R =2:(l·P). 

Beispiel der Abb. 50. 

- R· cos IX, = Pl· COSCXI - P2 +Pa • cos CXa ' 

- R . sin CXr = - PI • sin CXI - P a • sin CXa, 

-r . R =-l2 ·P2 ' 

Aus diesen 3 Gleichungen lassen sich die 
3 Unbekannten P1 P2 Pa ermitteln. Erhalt 
man fiir eine Kraft einen negativen Wert, so 
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(siehe Abb. 42), und zwar mit dem Seilstrahl besagt dies, daB der Richtungssinn dieser 
o im Schnittpunkt zweier Kraftrich- Kraft dem angenommenen entgegengesetzt 
tungen (z. B. ~l und ~3) beginnend. ist. 
Rchlu13linio des Seilecks ist die Verbindungs-
lillie des Schnittpunktes der beiden Krafte 
(im Beispiel ~l und ~3) mit dem Schnitt 
des Seilstrahles 1 und der Kraft ~2. Die 
Parallele zur SchiuBlinie 8 schneidet im 
Krafteck auf der bekannten Kraftrichtung 
~2 deren GroBe abo ~2 Iiegt im Krafteck 
zwischen den Poistrahien 1 und 8 (die Seil-
strahlen 1 und 8 schneiden sich im Lageplan 
auf ~2)' Zwischen 0 und 8 Iiegt die ResuI-
tierende ffil3 = ~1 + ~3' die in diese beiden 
Kraftrichtungen zerlegt wird. 

d) in eine gegebene Richtnng und eine Kraft dUl'ch einen gegebenen Punkt. 
Zeichnung: 0:) AlIe 3 Krafte miissen durch einen Punkt 0 gehen (siehe S. 28) = Schnitt­

punkt von ~ und ffi. Damit ist die Richtung der durch A hindurchgehenden Kraft 2( ge­
geben (siehe Abb. 43a). 

c) 

to!ep/rJn 
lm/mm 

III 

b) 

.!I 

Abb.43. Zerlegen einer Kraft ffl in eine gegebene Richtung $ 
und eine KOIIiponente durch einen gegebenen Punkt A. 

a) Zeichnerisch mit Hille des gemeinsamen Schnittpunkts o. 
b) Zelchnerisch mit Hilie des Seilecks. 
c) Zeichnerisch mit Hille der Zerlegung von ffl in zwei Kom­

ponenten ffl' und ffl" paraliel und senkrecht zu m. 
d) Rechnerisch mit Hille eines Koordinatenkreuzes. 

fJ) t:ieileck im l'unkte A beginnen (siehe Abb. 43b). (Diese Konstruktion ist erforderlich, 
wenn der Schnittpunkt von P und R, siehe vorigen Abschnitt und Abb. 51 a, nicht mehr auf 
die Zeichenflache falIt.) 

Krafteck: ffi, Pol, Polstrahlen 0 und 1 . 
Seileck: Seilstrahl 0 durch A bis zum Schnitt mit ffi, hierdurch den Seilstrahl 1 bis 

zum Schnitt mit ~, die Verbindungslinie dieses Schnittpunktes mit A ist die SchiuBlinie 
des Seilecks (siehe S.27). 

Krafteck: SchluBlinie iibertragen. ~ liegt zwischen 1 und 8 in der gegebenen Richtung. 
2( ist die SchluBlinie des Kraftecks (siehe S. 27). 

y) ffi in eine Komponente ffi' in Richtung von ~ und eine ffi" senkrecht zu ~ zerlegen 
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(siehe Kraftplan der Abb. 43c), ffi' mit Hille des Seilecks 018 auf $ und 2{' verteilen, wobei 
2{' II $ ist (siehe S. 20). 2{' und 2{" = ffi" zu 2{ zusammenfassen. 

a) Rechnung: Koordinatenkreuz xy mit Ursprung in A, der einen Achse parallel und 
der anderen senkrecht zu ffi wahlen (siehe Abb. 43d). 

Ex = P x + Ax = 0 (wei! ffi .L x-Achse), 
Ev = P v + A v , 

r· E = p . P, wobei P = yP; + P~ ist. 
Aus diesen Gleichungen werden A., A. und P berechnet. 

2. Zerlegen einer Kraft im Raume. 
a) Zwei Richtungen. 

Dies ist nur moglich, wenn die Kraft und die beiden gegebenen Richtungen in einer 
Ebene Iiegen. Dann liegt aber kein raumliches, sondern ein ebenes Problem vor (siehe S. 20). 

b) Drei Richtungen an einem Punkt (Dreibein). 
Die drei Kraftrichtungen dUrfen nicht in einer Ebene Iiegen, da in der Ebene eine Kraft 

an einem Punkt nur in zwei Richtungen zerIegt werden kann (siehe S. 28). 
Losungsmoglichkeiten: 

O() Projektion so, daB eine Unbekannte verschwindet; 
(3) Projektion so, daB zwei Unbekannte in eine Linie fallen; 
y) Projektion so, daB die bekannte Kraft verschwindet oder mit einer Unbekannten in 

eine Linie fiillt (Methode des unbestimmten MaBstabes); 
a) Korrekturverfahren nach Miiller-Breslau; 
s) Kraft zerlegen in eine Stabrichtung und Zwischenresultierende in der Ebene der beiden 

anderen Stabe; 
<p) Rechnung, je eine Gleichung fUr die xyz-Richtung. 

oc) Eine Unbekannte verschwindet. 
Im RiB, in dem die eine Unbekannte verschwindet (00 Beispiel der Abb. 44 ist dies der 

GrundriB), wird ffi in die beiden anderen Richtungen zerJegt (ffi' = @)~ + 6;). Krafteck auf 
zweite Projektionsebene (00 Beispiel: AufriB) iibertragen, Richtung der Krafte aus dem 
Lageplan, GroBe = Lange zwischen den Loten (00, 11, 22, 33) des ersten Risses. SchluB­
linie des Kraftecks = gesuchte dritte Kraft 23 = @)~ . 

togep/(ln l nzjmm H'rtnfp/(ln K kg/nun 

4~· 
0; • ' .. 

o 1 • 

I I 
I I P/11 !5~ 

2) 

I 
I €;' 

o ~ 
Abb.44. Dreibein, eine Kraft erscheint in einer Pro­

jektion nur als ein Punkt. 

,/'(lgep/(ln l nzJnzm 

I 
I 

0' 
Abb. 45. Dreibein, zwei Kraftrichtungen fallen in 

einer Proiektion in eine Richtung. 

(J) Zwei Unbekannte fallen in eine Linie. 
Im RiB mit den beiden zusammenfallenden Unbekannten beginnen (siehe Abb. 45) [Auf­

riB: ffi" = 6~ 3 + 6~] . Krafteck in den GrundriB iibertragen. Kraftrichtung aus dem Lage­
plan, GroBe;'" Lange zwischen den Loten aus dem AufriB (00, 11, 33). An 1 und 3 die Rich­
tungen der noch gesuchten Krafte @)~ und 6; antragen und ihren Schnittpunkt 2 in den 
AufriB hinaufloten. Damit ist 6~3 in 6~ und 6~ aufgeteilt. 
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y) Unbestimmter MaBstab. 
Bekannte Kraft verschwindet 

(im GrundriB). 

a) 

KrofIp/on k Kg/mm 
__ 1 

Bekannte Kraft fallt in die Richtung 
einer Unbekannten (siehe Abb. 55 im 

AufriB ~" und @5~). 

199Bfl/on l m./mm. Krrllfplon K Kg/mm 

b) 

'''-'''' ....... "1" ' 1 

" !II I (5' I 
I 1 
I 

Abb. 46. Dreibein, Methode des unbestimmten MaJ3stabes. 
a) Die bekannte Kraft erscheint In einer Projektion ala Punkt. 
b) Die bekannte Kraft fiillt in einer Projektion mit einer Unbekannten in dieselbe Richtung. 

GrundriB (siehe Abb.46a): Dreieck von 
beliebiger GroBe mit den Richtungen der 
Krafte zeichnen (0123). Langen in den 
AufriB auf die entsprechenden Kraftrich­
tungenhinaufloten (Linienzug 12 3 0) , ScWuB­
linie des Kraftecks (01) in Richtung der ge­
gebenen Kraft. Aus deren Lange im Kraft­
eck undihrer gegebenen GroBe wird der MaB­
stab bestimmt: 

R" 
k = 1" kg/mm . 

R 

a' 

1m AufriB beliebiges Dreieck 023 mit den 
3 Richtungen 6~, 6~ und (~" 6';) zeichnen 
(siehe Abb. 46b) und in den GrundriB hinab­
loten. Hierdurch werden \Wund 6~ gefunden. 
Hinaufloten des Schnittpunktes 1 von iR' 
und 6~ in den AufriB teilt (iR"6~) in iR" und 
6;:. MaBstab aus 

R" R' 
k=- oder k=ykg/mm. 

l~ R 

<5) Korrekturverfahren von 
Miiller-Breslau. 

Beginn im AufriB (siehe Abb. 47): 
~" zerlegen in 6~ und 6~, und an 
beliebiger Stelle a"b" eine Parallele 
zu 6~ einfiigen. Krafteck in den 
Gruncb:iB heruntergelotet ergibt eine 
falsche Richtung 0' a' fiir die Kraft 6~ . 
Dasselbe wird mit einer anderen GroBe 
von 6'; = e" d" noch einmal durch­
gefiihrt und so die ebenfalls falsche 

, Richtung 0' c' im GrundriB gefunden. 
;/J Die Verbindungslinie der GrundriB­

Falschpunkte a' c' schneidet die durch 
den Lageplan gegebene Richtung von 
@5~ im Punkte e', der in den AufriB 

i hinaufgelotet wird. 0123 sind die ge­
b' suchten Krafteckprojektionen, denn 

entsprechende Punkte liegen iiber­
ADO. '1'(. ureillein, Korrekturveriahren von Mii11er-Breslau. einander. 
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e) Zwischenresul tierende in einer Sta be bene. 
Die Spuren der Ebenen, in /'ogeplon 1 m/mm 

denan ~@i. und 6 16 3 liegen 
(siehe Abb. 48), werden im 
GrundriB bestinlmt, indem die 
Projektionen der Durchsto­
Bungspunkte von 

at 6 2 6 1 6 3 (a", b", e", d") 
aus dem AufriB in den Grund­
riB hinabgelotet werden (a', b', 
c', d'). Der Schnittpunkt B der 
beiden Spuren und der Aus-
gangspunkt A geh6ren beiden 'e' 
Ebenen at62 und 6 1 6 s an, :r----~'---~'--*---_4;~-......::~---x 

also ist A B = Z die Schnitt­
linie der beiden Ebenen. Jetzt 
wird im Kraftplan at in 6 2 und 
Z als Zwischenresultierende, 
ferner Z in 6 1 und 6 3 zerlegt. 

Zeichnungskontrolle (in der 
Abbildung nicht eingetragen): 
In der entsprechenden Weise 
werden aus den DurchstoBungs­
punkten der GrundriBprojek­
tion die Spuren der Ebenen 
at 6 2 und 6 1 6 3 im AufriB be­
stinlmt. GrundriB und AufriB-
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spuren miissen sich auf der 
Linie x x schneiden (1. und Abb. 48. Dreibein, Kraftzerlegung mit Hille der Zwischenresultierenden. 

2. Kontrolle), der Schnittpunkt 
der AufriBspuren muB auf der Zwischenresultierenden Z = A B liegen (3. und 4. Kontrolle). 

rp) Rechnung. 
Koordinatenkreuz xyz mit seinem Ursprung im gegebenen Punkt A wahlen. Aus den 

Stablangen werden berechnet 

~fJ-) _ x, y, z = Komponente der Stablange 
cos - St bl"" , ganze a ange 

und aus den Gleichungen 

8 1 • cos CY.1 + 8 2 • cos 1X2 + 8 3 , cos IXs = R . cos IXr , 

8 1 , cos flt + 8 2 , cos fJ2 + 8a· cos fJa = R· cos fJ, , 
81 • cos 7'1 + 8 2 • cos 7'2 + 8 3 , cos 1'a = R • pos 1'r 

erhalt man die Krafte 81 , 8 2 , 8 3 , Erhalt man fiir eine Kraft einen negativen Wert, so be­
sagt dies, daB der Richtungssinn dieser Kraft dem angenommenen entgegengesetzt ist. 

c) Dl'ei pllJ.'allele Richtungen. 

Zeichnung und Rechnung: Zweimal auf ebenes Problem zuriickfiihren, indem die Kraft at 
zerlegt wird in die eine Richtung 6 1 und eine Zwischenresultierende in der durch die beiden 
anderen Krafte 6 2 und 6 3 gelegten Ebene. Diese Zwischenresultierende wird dann in 6 2 

und 6 3 zerlegt. 
at = 6 1 + at23 , 

at23 = 6 2 + 6 3 , 
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d) Sechs Richtungen (allgemeinstel' Fall). 

Es dlirfen hochstens 
drei Richtungen in einer Ebene liegen; 
drei Richtungen durch einen Punkt gehen; 
drei Richtungen einander parallel sein (Schnittpunkt liegt im Unendlichen); 
flinf Richtungen von einer Geraden (Drehachse) geschnitten werden. 

Durch Projektion in den Grund-, Auf- und SeitenriB wird die Aufgabe auf drei ebene 
Probleme zurlickgeftihrt_ Zur Berechnung der sechs Unbekannten stehen drei Kraft- und drei 
Momentengleichungen zur Verfligung. 

6 
L: X =L: (Pi cos OCi) = Rz = R· cos OCr, 

1 

6 
L: Y =E (P, COS fl,) = Rv = R· COS fl,·, 

1 

6 

L:Z =L:(P,eosy,) = R z = R.eosYr, 
1 

JJfz =l'1 Xi Yi I = I Xr Yr I 
1 Xi Y, Rx R. 
6 6 

=L:(Xi Y,) -L:y, Xi) = Xr R. - Yr' R z . 
1 1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

III. Zusammensetzen lmd Zerlegen von Momenten. 
Momente werden in der Ebene und im Raume wie Krafte an einem Punkt zusammen­

gesetzt und zerlegt, da der Momentenvektor als planarer Vektor parallel versehoben werden 
darf (siehe S.2). 

IV. Schwerpunkt. (Massenmittelpunkt.) 
Definition: Angriffspunkt der Resultierenden aller Elementargewiehte. 
Bestimmen: Korper in Einzelteile zerlegen, Teilgewichte in den Teilschwerpunkten an­

bringen und deren Resultierende naeh GroBe (Gesamtgewicht) und Lage (Schwerpunkt) be­
stimmen (siehe Resultierende paralleler Krafte S. 13 u. 16). 

Zeichnung. 

Krafteck 

SeHeck 

Rechnung. 

!;(x,. Gi ) 

Xs = -"'---=--- , 
G 

!;(Yi' Gi ) 
1 YS=--G--' 

Versuch. 
. ebenen 

1. Korper belm raumlichen Problem naeh-

2 
einander an mindestens 3 Punkten aufhan-

gen. Lote vom Aufhangepunkt aus sind 
Sehwerelinien, ihr Schnittpunkt ist der 
Sehwerpunkt. 

Oder 2. Lage der Resultierenden durch Ab­
wiegen in 2 Stellungen bestimmen. Flir das 
ebene . 2 
raumliehe Problem sIlld 3 Auflagerstellen 

(Wagen) erforderlieh. 



GIeichgewichtsbedingungen. 

Eigenschaften: 

1. Der Schwerpunkt ist gegen Drehungen des Korpers invariant. 
. limen . limen 

2. Symmetne. ebenen smd Schwere- ebenen 

3. Gesamtschwerpunkt zweier Korper liegt auf der Verbindungslinie der 
Teilschwerpunkte. 

4. Guldinsche Regel fiir Rotationskorper (siehe Abb. 49) 

O=2:n;·Xs ·8. 

Oberflache = Schwerpunktsweg des rotierenden Bogens X Bogenlange. 
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V=2:n;·x,.F. 

Volumen = Schwerpunktsweg der rotierenden Flache X Flache. 

Abb. 49. Erliiute­
rung zur Guldin­
schen Regel fiir 
a) Rotationsfla­
chen und b) Ro-

tationskCirper. 

V. Gleichgewichtsbedingungen. 
Keine result~erende Kraft, d. h. ffi = i \lS, = o. 

1 

Kein resultierendes Moment, d. h. ill( = i[t,.\lS,] = O. 
1 

In der Ebene. I 1m Raume. 
Zeichnung: Krafteck geschlossen, ffi = 0, Krafteckeinden3Ebenengeschlossen,ffi = 0, 

Selleck geschlossen, ill( = O. Seilecke in den 3 Ebenen geschlossen, ill( = O. 

Rechnung: 1. Summe der Krafte und Momente in bezug auf einen beliebigen Punkt 
muB null sein. 

L o 
Abb. 50. KartesischesKoordinatensystem in derEbene. 

jRx=iX,=O, 
Abb. 51. Rechts- und linkshandiges kartesisches 

Koordinatensystem im Raum. 

9)(=0; 

ffi=O 1 

Ry=iy, =0, 
1 

Mo=~ n I Xi Y'I 
1 X, Y i 

= 1; (Xi Y i ) -l'(Yi Xi) = 0, 
1 1 

f 
n I z· Mv=~ , 
1 Z, 

9)e = l' Xi 
1 

Jlf. = ~ n I Xi 
1 X, 

oder 2. Summe der Momente um 
3 allgemeine Punkte (nicht auf einer Ge­

raden) 

_ r Rx= ~Xi=O, 

ffi - ° 1 Ry = ~ Y, = 0, 

R. -~Zi -0, 
1 

z· Inn 

'I =~(YiZi)-~(Zi Y,) =0, z, 1 1 

Xi Inn =~(ZiX,) - ~(X,Z,) = 0, 
X, 1 1 

Y'I n n Y =~(X, Yi)-~(YiXi)= 0, 
ill 

6 allgemeine Achsen (siehe S. 26) 

muB null sein 
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oder 3. Die Arbeiten der am Korper angreifenden Krafte und Momente bei einer vir­
tuellen Verriickung (Parallelverschiebung um!55 =15 6 + !51J + 153 und Drehung !5q;., 15 q;y, !5q;. 
um die Achsen xyz) miissen null sein (siehe S. 99). 

ix, .!5x,=O, 
1 

iy,·!5y,=o, 
1 

m 
IZ,·!5z, = 0, 
1 

iM.,.!5q;.,=O_ 
1 

3 Gleichungen. 6 Gleichungen. 
Es laBt sich also im allgemeinsten Falle eine Kraft 

in 3 Komponenten I 6 Komponenten 
zerlegen (siehe S. 21/22 u. 26). 

Sonderfall: Krafte an einem Punkt (Fachwerkknoten). Hier ist bei Reibungsfreiheit von 
vornherein Iffil = O. Es bleibt also nur noch die Bedingung m = 0 zu erfiillen, d. h. es laBt 
sich an einem Punkt eine Kraft nur 

in 2 Komponenten in 3 Komponenten 
zerlegen (siehe S. 20 u. 23/25). 

Gleichgewicht in der Ebene 
fiir 2 Krafte verlangt. . ......... gleiche GroBe 

entgegengesetzte Richtung } m = 0, 

3 Krafte 
gleiche Angriffsgerade1 

Krafteck geschlossen 
aIle Krafte durch einen 

Punkt 

ffil=O; 
m=o, 

ffil = 0, 
4 Krafte .... . ... . .......... je 2 geben die gleiche Zwischenresultie-

rende (d. h. zuriickgefiihrt auf Fall 1). 

VI. Gleichgewichtszustande 
stabil indifferen t labil 

---B---
a) bl c) 

Abb.52. Verschiedene Arten des Gleichgewichtes. a) stabil, b) indifferent, c) labil. 

nach einer Auslenkung aus der Ruhelage treten 
Krafte oder Momente auf, 
die den Korper in die Aus­
gangslage zuriickfiihren. 

weder riickfiihrende noch 
antreibende Krafte oder Mo­
mente auf. Der Korper ist 
auch in der neuen Lage im 
Gleichgewicht. 

Krafte oder Momente auf, 
die den Kiirper von der Aus­
gangslage weiter entfernen. 

1 Ist l = senkrechter Abstand der beiden Richtungen, so herrscht kein Gleichgewicht; 
die Krafte bilden ein Kraftepaar M = p. l (siehe S. 3). 
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d. h. die potentielle Energie ist 
ein Minimum I const 

d. h, die Arheit fiir eine endliche Auslenkung ist 
<0 =0 

d. h., es ist Arbeit in das es wird dem System weder 
System hineinzustecken. Arbeit zugefiihrt noch aus 

ihm gewonnen. 

Sonderfall: nur Gewichtskrafte. 
Der Schwerpunkt (siehe S.26) liegt 

unter I im 

29 

ein Maximum 

>0 
es wird Arbeit aus dem 
System gewonnen. 

iiber 

dem Kriimmungsmittelpunkt der Schwerpunktsbahn bzw. Unterstiitzungspunkt. 

VII. Lagerungen. 
1. In der Ebene. 

1 Unbekannte (einwertige Lagerung) = 1 Fesselung = 1 beseitigter Frei­
heitsgrad (Bewegungsmoglichkeit). 

Die Kraft steht senkrecht auf der Beriihrungsebene. Falls Reibung vorhanden ist, tritt 
auch noch eine Kraft in Richtung der Beriihrungsebene auf; d. h. es sind dann 2 Unbekannte 
vorhanden. 

Abb. 53. Einwertige Lagerung von Balken nnd Wellen. 

2 Unbekannte (zweiwertige Lagerung) = 2 Fesselungen = 2 beseitigte Frei­
heitsgrade. 

Abb. 54. Zweiwertige Lagerung von Balken nnd Wellen (falls Reibnng vorhanden ist, ist die Wellenlagerung 
dreiwertig mit dem Reibungsmoment als dritter Unbekannter, vgl. Abb. 55) . 

3 Unbekannte (dreiwertige Lage- t1 I if rung) = 3 Fesselungen = 3 beseitigte 
Freiheitsgrade (allgemeinster Fall). 

~ 
Abb. 55. Dreiwertige Lagerungvon Baiken nnd Wellen. 

2. 1m Raume. 

1 Unbekannte (einwertige Lage­
rung) = 1 Fesselung = 1 beseitigter 
Freiheitsgrad. 

Abb. 56. Einwertige Lagerung von Baiken. 
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2 Unbekannte (zweiwertige Lagerung) = 2 Fesselungen = 2 beseitigte Frei­
hei tsgrade. 

#t= 
. ". 

Abb. 57. Zweiwertige Lagernng von Balken und Wellen. 

3 Unbekannte (dreiwertige Lagerung) 
= 3 Fessel ungen =- 3 be ei tigte Freiheits­
g r ade. 

Abb. Ii . Dreilvertlg& Lngorung von BalkeD. 1st das KugclgeJenk lcatgekJommt 
(z. B. durch Relbunl! der Bolzen), 80 treton Dooh die drel Momente um die 

Anhsen a1s Unbekannte au!, die !.agerong 1st dann aechswertlg. 

Abb. 59. Sechswertige !.agerung eines 
Balkens (feste Einspannung). 

6 Unbekannte (sechswertige Lagerung) 
6 Fesselungen = 6 beseitigte Freiheitsgrade 

(allgemeinster Fall). 

VIII. Tragwerke. 
(Balkentragwerke und Fachwerke.) 

1. Allgemeines. 
a) Lagerkrafte. 

Tragwerk von der Unterlage abheben (isolieren), Lagerreaktionen anbringen (siehe S. 29), 
Gleichgewichtsbedingungen ansetzen (siehe S. 27). 

b) Innere Beansprnchung. 
Tragwerk durchschneiden, abgeschnittenes Stiick mit allen daran wirkenden auBeren 

Kraften (Lasten und Auflagerkrafte) und den an den Schnittstellen auftretenden Kraften 
fiir sich herauszeichnen und Gleichgewichtsbedingungen ansetzen. 

c) Anfbau. 
Tragwerke entstehen durch Zusammenfiigen von (raumlichen) Korpern, (ebenen) 

Scheiben, Staben oder Balken. 
Stabe werden nur in ihrer Achse belastet, d. h. sie nehmen nur Langskrafte auf (Zug­

oder Druckbeanspruchung). 
Balken werden in ihrer Achse und quer dazu belastet, d. h. sie nehmen Langs- und Quer· 

krafte, Biege- und Drillmomente auf (Zug- oder Druck-, Scher-, Biegungs-, Drillungsbean. 
spruchung). 

Balkentragwerke werden aus Balken aufgebaut, die in reibungslosen Gelenken zusammen· 
stoBen. Belastung durch Krafte und Momente an beliebigen Stellen. 

Fachwerke werden aus Staben aufgebaut, die in reibungslosen Gelenken (Knotenpunkten) 
zusammenstoBen. Belastung nur durch Krafte in den Knotenpunkten. 
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d) Eigenschaften. 
Statische Bestimmtheit: Lassen sich die Auflager-, Gelenk- und Stabkrafte mit Hille 

del' Gieichgewichtsbedingungen bestimmen, so ist das System statisch bestimmt, andern­
falls n-fach unbestimmt. Hierbei ist n die Anzahl del' zum Bestimmen der Unbekannten 
noch fehlenden Gieichungen, die mit Hille der Elastizitatslehre gefunden werden. 

Starrheit (siehe auch S. 39, 99): Die einzelnen Systemgliedel' konnen - abgesehen von 
elastischen Formandel'ungen - keine auch noch so kleine (virtuelle) Vel'schiebung gegen­
einandel' ausfiihren. 

2. Balkentragwerke. 
Aufbau; 
Beziehungen zwischen Belastung, Quel'kraft und Moment; 
Balken mit schiefer Belastung; 
Balken mit raumIicher Belastung; 
Dl'eigelenkbogen; 
Balken mit Zwischengelenken. 

a) Aufbau. 

y 
I 0) 
I 
I 

~---

Abb.60. Auibau vou Balkentragwerken. AnschluB eines weiteren Balkens a) durch ein Gelenk, b) durch 
zwei Stiibe , c) durch einen Stab. 

Einfachstes Gebilde: Balken auf 2 Stiitzen oder fest eingespannter Balken. 
AnschluB eines weiteren Balkens (siehe Abb. 60) durch ein Gelenk (2 innere Fesselungen) 

- das auch durch 2 Stabe ersetzt werden kann - und Auflagerung des neu angeschlossenen 
Teiles. Wird der neue Teil nur durch eine Fesselung (Pendelstiitze) angeschlossen, so ist 
die Zahl der Auflagerbedingungen um eine zu erhohen. 

Statische Bestimmtheit, Starrheit (siehe auch 1d): 

a + i = 3·p } 
auBere und innere 

Fesselungen = 3 X Scheibenzahl 
< 3·p 
> 3·p 

statisch bestimmt, 

bewegliches System, kinematische Kette, 
statisch iiberbestimmt. 

Gelenke konnen durch Auflagerbedingungen ersetzt werden und umgekehrt. Es miissen 
jedoch fiir das gesamte Tragwel'k mindestens a = 3 und es diirfen fiir jede einzelne Scheibe 
hochstens a = 3 auBere Fesselungen vorhanden sein (siehe Abb. 60). Zwischen 2 Auflagern 
diirfen hochstens 2 Gelenke liegen. 

b) Beziehungen zwischen Belastnng, Querkraft und Moment. 

a) Vorzeichen. 

Koordinatenkreuz 
in die Schnittstelle legen 

} x = Achse nach rechts (siehe Abb.61), 
y = Achse nach unten, 

N= Langskraft positiv, wenn del' Balken gezogen wird, 

Q = Querkraft positiv, wenn die 

. unten 
Baikentell nach oben geht. 

linken 
Gieichgewichtskraft an der Schnittstelle am rechten 



32 Statik. 

M = Biegemoment positiv, wenn der Balken dureh die auBeren Krafte nach unten dureh­

gebogen wird, d. h. wenn das Gleiehgewiehtsmoment an der Sehnittstelle am link he ten ree n 
. links 

Balkentell reehts herum dreht. 

11 
.Abb. 61. Balken nUt ebener Belastung; Lageplane und Festlegen des Koordinatensystems zur rechnerischen 

Bestimmung der Auflager-, Quer- und Langskriifte sowie der Biegungsmomente. 

z x = 0 =-Ah + N, 
Z Y = 0 = - A. + P l + q • ~ + Q , 
Z Mb = 0 = A. (A'l + J'2 + ~) - Pl (A2 + ~) - t q. ~2 - M b , 

N=A k , 

Q = A. - P l - q. ~ , 
111 = A. · ( ... ) - Pd . .. ) - fq.;2. 

Belastungsordinate q = 1. negativer Differentialquotient der QuerkraftQ} __ d Q __ d2 M 
= 2.negativerDifferentialquotientdesMomentesM q - dx - dx2' 

Querkraft = 1. Differentialquotient des Momentes M, 
= 1. Integral der Belastung q 

dM 
Q= dx =A-ZP-Jqdx, 

Q .. = Q"-l - P" -J q·dx. 
n-1 

Moment = 1. Integral der Querkraft, 
= 2. Integral der Belastung 

M = SQ· d x = A . (J'l + A2 + ... ) - p. (A2 + ... ) - S S q d x . d x, 

M .. = M n_ , + Q'\-lA" -ls qdx.dx. 

Belastung 
Null 
Einzellast 
gleichmaBig verteilte Last 
Dreieckslast (geneigteGerade) 

beliebige Kurve 

n-1 

(J) Verlauf der Kurven. 
Querkraft Moment 

horizantale Gerade geneigte Gerade 
Sprung Knick 
geneigte Gerade Parabel 2. Ordnung 
Parabel 2. Ordnung Parabel 3. Ordnung 

Belastung in Felder mit q I":! canst unterteilen. Die nach 
Obigem gezeichnete einhiillende Ersatzkurve stimmt mit 
der wirklichen Kurve beirn Feldwechsel iiberein. 

y) Beispiel: Rechnung (siebe Abb.61). 
Bestirnmen der Lagerkrafte: 

Koordinatenursprung im linken Auflager wahlen, x-Achse naeh reehts, y-Aehse naeh 
unten, Gleiebgewiehtsbedingungen (siehe S. 27) ansetzen: 
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x=1,+1.+)., 
L;Y=O=-A. +PI + f q.dx+P4V -B, 

x=1'+).2 
;=1, 

ZMO=O=PI'Al+ f q.(l+n·M+P4v ·(}'I+A2+ Aa+ A4) 

33 

;=0 -B· (AI + }'2 + i'a + }'4 + Ai)' 

Aus diesen 3 Gleichungen lassen sich die 3 Unbekannten A., A h , B berechnen. 

Bestirnmen del' Querkraft und des Momentes in den verschiedenen Feldern: 

Qu rkrnft 
Moment 

Punkt Feldli ogo Bela tung Ji .. = M"_I + Q.-l · J.ft 
n J. P Q .. = Q .. _l - Belo. tg. , .. .. 

,,-. - J J qdxdx 
'It - I 71 _ 1 

- m kg kg kg m 

0 0 - A . Qo = A . Mo= 
1 }'I PI Q1 = Qo - PI MI = 0 + QO'Al 
2 }'2 Q2 = QI - 0 11f2 = M l + Ql ' A! 

3 

3 As J q dx = q . i·a Qa = Q_ - q . i'I M a = M! + Q2 . Aa - { . q }.;j 
~ 

4 },. Pc. 
5 }·s - B 

~) Beispiel: Zeichnung. 

Bestirnmen del' Lagerkrafte 
(siehe Abb. 62): 

Q. = Qa - Ph M. = Ms + Qa' i" 
Q,= Q. + B M s = M, + Q • . }.s 

Verteilte Lasten als Einzel· af---+--rl---i-i*:-T-tr--+-"+--7f2c--:' 
lasten P1234 im jeweiligen 
Schwerpunkt des Feldes (ab, 
be, cd, de) anbringen, Kraft-
eck del' auBeren Krafte zeich· 
nen, Pol wahlen, Polstrahlen 
und parallel dazu im Lageplan 
die Seilstrahlen bis zum 
Schnitt mit del' zugehorigen 
Kraft ziehen. Richtung del' 
Auflagerkrafte herunterloten 

8 

und mit dem ersten und letzten a lom.....,;mTrTT"h,..,tJ,!ll1.u.uJlod,"'"'n'rTT11T ....... ~ 
Seilstrahl (im Beispiel 0 und 5) 
ZUlli Schnitt bringen. Verbin­
dungslinie dieser Schnittpunkte 
ist die SchluBlinie 8 des Seil­
ecks, die in den Kraftplan iiber­
tragen die Auflagerkrafte A 
und B ergibt. 

Bestirnmen der Momentenlinie : 
Das Seileok ist die Momen­

tenfigur fiir den durch Einzel­
lasten beanspruchten Balken. 
Bei verteilten Lasten verlauft 
die Momentenlinie entspre­
chend dem auf S. 32 Gesagten 
derart, daB beirn Feldwechsel 
(also bei a, b, e, d, e) derSeil-

1 
~QmenfenplQn m mKgjmm 
, 

Abb.62. Balken mit senkrechter Belastung, zeichnerische Bestimmuug 
der Auflager- und Querkrafte-, sowie der Biegemomente mit HUfe des 

Kraft- und Seilecks. 
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strahl imIner die Tangente an die Momentenkurve bildet. MaBstab: m = H·k·l mkg/mm, 
wobei H in mm, kin kg/mm und lin m/mm ist (siehe S. 6). 

Bestimmen der Querkraftlinie: 
Auch die Querkraftlinie .vird zunachst fiir die zu Einzelkraften zusammengefaBten Be· 

lastungen gezeichnet, indem bei der ersten Kraft links auf der Nullinie begonnen wird. Die 
GroBe der einzelnen Krafte wird dem Krafteck entnommen. So entsteht die Treppenkurve 
P1 P 2 AP4 BPs . Der Verlauf der Querkraft in den einzelnen Feldern ist entsprechend dem 
auf S.32 Gesagten. Es werden also jetzt auf die Treppenkurve die Feldgrenzen abcdef 
heruntergelotet und in die Felder der jeweilige Querkraftverlauf eingetragen. MaBstab: 
k kg/mm. 

c) 

c) Balken mit schiefer Belastnng. 

oc) Lasten am AngriHspunkt in senkrechte und horizontale 
Komponenten zerlegen. 

Krtl#'pltlntferliKtllj A- lry/mm a) f',.:! P, & 
~, : A-

KfYl1fjJlon(lIorizOIlIuIj 
A-kg/mm 

...-H 
o 

e) 

el) 

G) 

A ~ 

M~'Mkllpltln /I 
m '.b1 

~ 

PllerK/'{/#pItln 
K{f/mm 
t;ingsX/'{//fpII111 lr kg/mm 

1111111f~ 
Ax P,r 

Abb.63 . 
Balken mit schiefer Belastung. 
a) Lageplan. 
b) Kraftplan zur Bestimmung der 

Auflagerkrafte (vgl. Abb. 43 c). 
c), d), e) Krafteck, Querkraft· und 

Momentenplan der vertikalen 
Krafte. 

f), g) Krafteck und Langskraftplan 
der horizontalen Krafte. 

Die horizontalen J,asten werden Yom festen Lager (A im Beispiel der Abb. 60) aufgenom. 
men, die senkrechten Komponenten werden, wie in Abb. 63 gezeigt, behandelt. 

o f3) AuBere Kra.fte zu einer 
Resultierenden vereinigen. 

Die bekannte Richtung der Auf. 
lagerkraft 18 (siehe Abb. 64, RoUen. 
lager) wird mit der Resultierenden 
der Belastung (at = ~1 + ~2) (Be. 
stimmen nach S. 13) zum Schnitt 
gebracht (Punkt 0). Durch diesen 

L...2lL--''----'''I'tIf Schnittpunkt 0 muB die Auflager. 
kraft ~ hindurchgehen, da fiir das 

Abb. 64. Balken mit schiefer Bclastung. Lage· und Kraftplan 
zur Bestimmung der Auflagerkriifte. 

Gleichgewicht von 3 Kraftener. 
forderlich ist, daB sie durch einen 
Punkt hindurchgehen (siehe S. 28). 
Die Kraftrichtungen werden in den 
Kraftplan iibertragen, woraus sich 
die GroBe von A und B ergeben. 
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y) Seileck im festen Auflager beginnen. 
Losung nach der Grundaufgabe: Eine Kraft (Resultierende del' Belastung) ist in eine ge­

gobane Richtung OS) und eine Kraft, die durch einen gegebenen Punkt (A) hindurchgeht, 
zu zerlegen (siehe S. 22 u. togep/on Krof/p/on 'll 
Abb. 65)_ Das Selleck gibt l m/mm K kgjmm 
auch die GroBe del' Mo· 
mente an. Es sind abel' 
nicht die senkrechten Or­
dinaten des Sellecks zu 
nehmen, sondern die 
Langen (Yo' Yb) der Paral. 
lelen in den jeweiligen 
Schnittstellen zu den je. 
weiligen Resultierenden 

Abb. 65. Balken nUt schiefer Belastung. Bestimmen der Auflagerkrafte 
mit Hilie des Seilecks. 

(siehe S. 6). Infolge del' And!)rung des Polabstandes = Lot vom Pol auf die jeweilige 
Resultierende erhalt man fiir die einzelnen Felder verschiedene MomentenmaBstabe. Z. B. 
an Schnittstelle a: mo = H o' k·l und an Schnittstelle b: mb = H b . k·l mkgjmm. Die GroBe 
del' Momente betragt dann M. = Yo ·m. bzw. Mb = Yb ·mb· 

(5) Rechnerische Losung. 
Ansatz del' Gleichgewichtsbedingungen 1. fur den ganzen Balken zum Bestimmen del' 

Auflagerdrucke A v ' A., B, und 2. fiir den durchschnittenen Balken zum Bestimmen del' 
Krafte N, Q und des Momentes Wl an del' Schnittstelle. 

d) Balken mit raumlicher Belasiung. 

Krafte in waagerechte und senkrechte Ebene projizieren und die Projektionen als ebene 
Probleme behandeln, also Kraftplan, Momenten· und Querkraftverlauf zeichnen wie auf S. 33 
beschrieben wurde (siehe Abb.66). Alsdann werden die Querkraft- und Moment!)n-

/'fl.Ilep/on l m/mm 

i ~f ~./l~1 
RV&"frtr#j¥un/Yff'liAwI' 't' 

a) 

4tllflll [:, '~l [[ &11 [ ~ ., 

#omenienp/on(IJoriZQfl/o1) H. 
m- lf.Jr.l mKI/mm 'I 

1...L.JL.J..1..J...L..U 

c) 

d) 

e) 

1) 

-~!---JE- • 'I :llI--------.l 

Abb. 66. Balken nUt raumlicher Belastung. 
a) Lageplan. b), c) Querkraft- und Momentenplan der ver­
tikalen Krafte. d), e) Querkraft- und Momentenplan der 
horizontalen Krafte. f) Raumliche Darstellung des Quer­
kraftverlaufes. g) Geonietrische Addition der HOlizontal-

und Vertikalniomente. h) Absolute GroBe der 
Biegungsnioniente. 

3* 
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komponenten an jeder Schnittstelle zur Resultierenden zusammengesetzt. Der Verlauf der 
absoluten GroBe des Momentes gibt, wie leicht nachzuweisen ist, nur in Ausnahmefii.llen 
(Feld I und III) eine Gerade. 

e) Dreigelenkbogen. 

IX) Uberlagerungsprinzip. 
N acheinander den linken und rechten Teil belasten und die so gefundenen Auflager. 

komponenten addieren (siehe Abb. 67). 
1. Linker Teil belastet (R,), rechter unbelastet, BO = Pendelstiitze, A = festes Lager, 

Abb. 67. Drelgelenkbogen. USaung Mob dam 
"OberIagerungsprlnzlp. 

d. h. A B = Balken auf 2 Stiitzen mit schiefer 
Last (siehe S.34). Auflagerkrafte I}!, und 
ml-~" 

2. Rechter Teil belastet ORr)' linker un-
belastet, Auflagerkrafte I}!r = mr und ~r' 

3. Vberlagerung: linker und rechter Teil 
belastet, Auflagerkrafte: I}!ro, = I}!I + I}!r und 
~ro. = ~, + ~r' Beachte das Parallelogramm 
I}!r m, m. ~I im Krafteck. Seine Diagonale ist 
der Gelenkdruck m.o,' Welche Diagonale m 
darstellt, entscheidet das Gleichgewicht 
samtlicher Krafte am linken oder rechten 
Teil. Es miissen ein geschlossenes Kraft­
eck ergeben: I}! ... + 1R, + m •• , = 0 bzw. 
m ... + 1Rr + ~r •• = 0; ebenso ergibt sich fiir 
das Gesamtsystem I}!ro. + 1R, + 1Rr +~ ... = 0 
ein geschlossenes Krafteck. Der Gelenk 

druck mre• tritt jetzt - als innere Kraft - nicht in Erscheinung. 

fJ) Seileck durch 3 gegebene Punkte ABC. 
Die Gelenke A, B, 0 konnen keine Momente iibertragen, sie miissen also Nullstellen der 

Momentenfigur sein. 
1m Lageplan (siehe Abb. 68) werden die Seilstrahlen 1 und 2 von A und B zum gemein­

samen beliebigen Schnittpunkt auf 1R, und die SchluBlinie 81 = A B gezogen. Die in das 
Krafteck iibertragenen Seilstrahlen ergeben den Pol 01 fiir den linken Teill. 

""gep/on Z mjmm 

Abb. 68. Dreigelenkbogcn. Usung mit Hille des Seilecks. 

Ebenso Seilstrahlen 2 und 3 von B und 0 aus zum gemeinsamen Schnittpunkt mit 1Rr , 
sowie die SchluBlinie 8r = BO ziehen und ins Krafteck iibertragen. Pol Or fiir den rechten 
Teil. 

Der Schnittpunkt der beiden SchluBlinien 8, und 8r im Krafteck ist der gemeinsame 
PolO fiir den linken und rechten Teil. Die zugehorigen Seilstrahlen 1', 2', 3' sind die Auflager-

1 Seileck durch zwei gegebene Punkte: AHe Krafte $ werden mit Hilfe des Kraftecks und 
Seilecks zur Resultierenden 1R =.2'$ zusammengefaBt, siehe Abb. 69. (Beliebigen Pol 01 wah­
len, Polstrahlen 0, 1, 2, Seileck im Punkte A des Lageplanes beginnen.) Der letzte Seilstrahl 
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bzw. Gelenkkrafte ~, 58, ~*. Sind der linke oder rechte Teil des Dreigelenkbogens durch 
mehrere Lasten beansprucht, so sind diese auf der linken und rechten Seite zu den beiden 
Teilresllltierenrlen at, und at. zusammenzufassen. Weitere Behandlung wie oben angegeben. 

f) Balkentragwerk mit Zwischengelenken (Gerbertrager). 

p = 3 Scheiben AE, EF, F D (siehe Abb. 70); 
i = 4 innere Fesselungen (bei den Gelenken E und F je 2); 
a = 5 aul3ere Fesseln (beim festen Lager B zwei Fesselungen und bei den beweglichen 

Lagern A 0 D je eine); 
a + i = 3·p (siehe S.31) } 
5 + 4 = 3. 3 d. h. statisch bestimmt gelagert. 

d) 

lUJep/on 
lm/mm 

-4 
I 
I 
I 
I 

tl, 

10. 
I 

/1omenknp/an 
m- lf.Jr.l mkgjmm 

RVl'I'KI't11fp/on 
xkg/mm 
A 

c 

Knofp/on 
If Kg/nun o 

b) 

Abb.70. Balkentragwerk mit Zwischengelenken (Gerbertrager). 
a) Lageplan. b) Kraftplan der Lasten, Auflager- und Gelenkkrafte. c) Momentenplan. d) Querkraftplan. 

A 

(hier 2) geht noch nicht durch B 
hindurch. Die SchluJ3linie des ge­
suchten Seilecks ist 8 = A B und 
die Verbindungslinien (0', 2' bzw. 
0",2") jedes belicbigen PunktesF 
auf at im Lageplan mit A und B 
liefern im Kraftplan einen PolO' 
bzw. 0", der der gewUnschten Be­
dingung geniigt. AIle Pole 0'0" 
usw. liegen auf der Parallelen zur 
Schlul3linie 8 = A B. (Ahnliche 
Dreiecke.) 

Weitere Entwicklung durch 
Einbeziehen der Kriifte \lSI 2 ... \lSn 
liefert den Satz von der Polwan­
derung: Wandert der PolO' auf 
einer Geraden (8), so schneiden sich 

()~/;:::::::=-_~=d:.===::\==-;==t:===~~-......:~fl' im Lageplan entsprechende SeH­
strahlen in festen Punkten (0' X 0" 
in A; 2' x 2" in B, l' X 1" in 0). 

Abb. 69. Konstruktion eines SeHecks durch zwei gegebene Punkte 
(Polwanderung). 

* Der PolO, wandert (vgl. 
Anm. I) auf der Teilschlul3linie 8" 
wobei das SeHeck stets durch die 
Punkte A und B hindurchgeht, 
und Or wandert auf 8., wobei das 

SeHeck des rechten Teiles stets durch die Punkte B und 0 hindurchgeht. 
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Stat. best. System, da fiir jeden Teil AE, EF, FD die Zahl der auBeren Fesselungen 
< 3 und > 0 ist (siehe S. 31). 

Krafteck $1' .. $4 zeichncn, Pol wahlen, Poistrahien und Seilstrahlen 0, 1, 2, 3, 4 ziehen, 
erst jetzt Auflager. und Gelenkkrafte ABGDEF auf die Seilstrahlen hinunterloten. SchluB. 
linie 8 1 = ae fiir den Balken AE (in A und E ist das Moment = 0) ziehen und 8 1 mit Kraft­
richtung von B zum Schnitt bringen (Wc B =1= 0), Balken D F meA E behandeln (WcD = 0; Wcp = 0), 
8 2 = d f mit Kraftrichtung von G zum Schnitt bringen (9Jla =[= 0), SchluBlinie 83 = be. 

SchluBlinien 8 1 ,82 und 8 3 ins Krafteck iibertragen. 

8 1 " 83 " 5B Kraftsinn durch die auBeren Krafte gegeben (Umfahrungs-
Zwischen 0 und 8 1 liegt m: I 

83 " 82 " @; sinn $1$2$3$4'£i @; 5B m:, 
82 " 4 " '!I 
8 1 " 1 " (;l; } Kraftsinn der Gelenkdriicke wechselweise, je nachdem welche 
82 " 3 " ~ Scheibe A E, E F oder F D betrachtet wird. 

Enthalt die Belastung schrage Krafte, so werden diese in senkrechte und waagerechte 
Komponenten zerlegt. Die waagerechten Krafte werden vom festen Lager aufgenommen, 
die senkrechten werden me oben behandelt. 

3. Fachwerke (ebene und raumliche Fachwerke). 
Aufbau. 
Losungsvor berei tung. 
Losungswege. 
Stabkrafttabelle. 

a) Aufbau. 
In der Ebene. 1m Raume. 

Einfachstes Gebilde: Dreieck Tetraeder 

Abb. 71. Aufbau eines ebenen Fachwerkes, vom Abb. 72. Aufbau eines rliumlichen Fachwerkes, vom 
Dreieck ausgehend. Tetraeder ausgehend. 

AnschluB eines weiteren Punktes durch 
2 Stabe, 3 Stabe, 

die nicht in einer Geraden Hegen (siehe 
Abb.71). 

AnschluB einer Scheibe durch 
3 Stabe, 

die nicht durch einen Punkt gehen. 

2 Stabe 
konnen durch ein Gelenk ersetzt werden. 

Statische Bestimmtheit, Starrheit: 

die nicht in einer Ebene liegen (siehe Abb. 72), 

eines Korpers durch 
6 Stabe, 

von denen hochstens 
3 durch einen Punkt gehen, 
3 in einer Ebene liegen, 
5 von einer Geraden (Achse) geschnitten 

werden (siehe S. 26 u. 27). 
3 Stabe 

a + 8 = 2k statisch bestimmt a + 8 = 3·k; 
< bewegliches System < 
> statisch iiberbestimmt > 

a = Zahl der auBeren Fesselungen; 
8 = " Stabe; 
k = " Knotenpunkte. 
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Auflagerbedingungen und Stabe konnen gegeneinander vertauscht werden. Es miissen 
jedoch fiir das ganze System mindestens 

a=3 a=6 
Auflager (auBere Fesselungen) vorhanden sein. 

Ausnahmefall: Er liegt vor, wenn trotz statischer Bestimmtheit eine unendlich kleine 
Bewegungsmoglichkeit vorhanden ist, ohne daB die Stabe ihre Lange zu andern brauchen. 

Kennzeichen: 1. Es gibt einen Momentanpol (siehe S.44 z. B. Schnitt von 3 Auflager­
staben), um den sich das gesamte System oder einzelne Teile gegeniiber der Erde oder dem 
Restsystem drehen konnen. 

2. Durch endliche auBere Lasten entstehen unendlich groBe Stab- oder Auflagerkrafte. 
3. Auch ohne auBere Lasten konnen Spannungen in den Staben auftreten (Temperatur-, 

Montagespannungen). 
4. Die Diskriminante (Nennerdetermmante) der fiir die Knotenpunkte angesetzten 

Kraftgleichgewichtsbedingungen verschwindetl. 

Kuppeln (raumliche Fachwerke ohne Innenverspannung): 
1. Netzwerk-Kuppel (siehe Abb.73a): 

Stockwerkringe gegeneinander versetzt, 
ungerade Ecken(Seiten-)zahl -starr, 
gerade symmetrischer Aufbau - verschieblich, 

2. Schwedler-Kuppel (siehe 
Abb.73b): 

Wie Netzwerk-Kuppel, nur 
sind die Stockwerkringe nicht 
gegeneinander versetzt, d. h. 
entsprechende Ringstabe lie. 
gen in den einzelnen Stock­
werken einander parallel. 

unsymmetrischer Aufbau, es konnen hohe Spannungen auf· 
treten (Ausnahmefall). 

Abb. 73. Aufbau von Kuppeln. a) Netzwerk, b) Schwedler, 0) Zimmermann. 

1 Z.B.: Knoten 1 81'COflIX1l+82'COSIX12+ .. 8,,'COSIX1,,+IX1=0, 
81 • cos P11 + 8 2 • cos P12 + . . . 8", cos PItI + I Y 1 = 0, 
8 1 , cos 1'11 + 8 a • C08Y12 + ... 8 ... cos 1'1" + I Zl = 0, 

Knoten 2 8 1, cos 1X2l + .................. + I X 2 = 0, 
8 1,cosP2l+ .......•....•.•.•. +IYz=O, 
8 1 , COS 1'21 + . . . . .............. + I Z2 = 0, 

Knoten 3 

In der Ebene. 1m Raume. 
cos l' == 0, d. h. 2 k Gleichungen 3 k Gleichungen 
fiir a + 8 = 2 k Unbekannte fiir a + 8 = 3 k Unbekannte. 
IX, Y, Z enthalt die am jeweiligen Knoten angreifenden auBeren Lasten und Auflager. 

krafte. Der erste Index bezeichnet die Zugehorigkeit zum Knoten, der zweite die zum Stab 
cos lXu OOS lXu cos 1X1" 
cos P11 cos P12 cos 1X1" 
cos 1'11 COSY12 COSY1" 

Diskriminante : D= cos 1X21 cos 1X21 cos lXa" 

cos P2l cos P21 cos Pa" 
COSY21 cos 1'21 cos 1'2" 
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3. Zimmermannsche-Kuppel (siehe Abb. 73c): 
Unterer Ring besitzt doppelt soviel Ecken wie der dariiber liegende. 
Lagerung der Kuppeln : 1st der unterste Ring ein regelmaBiges n -Eck, so diirfen die Ecken 

n icht auf einem Kreis um den Mittelpunkt des n-Ecks gefiihrt werden. Besitzt das 
n-Eck gerade Seitenzahl, so diirfen die Ecken auch nicht auf Radien aus dem Mittelpunkt 
gefiihrt werden. Bei ungerader Seitenzahl ist letzteres zulassig. 

b) Losnngsvorbereitung. 

Auflagerkrafte: Aufbau des Fachwerkes unbeachtet lassen, Gleichgewichtsbedingungen 
fiir die auBeren (gegebenen und Lager-) Krafte ansetzen. Zeichnerische oder rechnerische 

L6sung (vgl. Baikentragwerke S.32/33 
und Abb. 75). 

~ 'PJ 

~W~W 

Lastreduktion: Die Lasten werden 
auf die nachstgelegenen Knotenpunkte 
reduziert. Der belastete Stab wird isoliert 
und die fiir ihn erforderlichen Auflager­

~!IIJ .--_,-_-, krafte werden bestimmt_ Diesen gleich 
~ '!II: t!ll; l!llf groB aber entgegengesetzt gerichtet sind 

die gesuchten Knotenlasten (siehe 
Abb. 74). 

Abb. 74. Lastverteilung auf die Knotenpunkte eines Faeh­
werkes. 

a) Lageplan. b) (1-4) Gleiehgewieht der einzelnen Lasten. 
e) Fachwerk mit Knotenlasten. 

C'remonop/on 
If Kg/mm 

~-"='---:::>I 

a) b) 
Abb. 75. Krafte an und in einem Faehwerk. 

a) Lageplan mitFeld-und Stabbezeiehnung. b) Cremonaplan. 

Stab- und Feldbezeichnung: Jeder 
Stab erhalt eine Nummer, jedes Feld 
einen Buchstaben (siehe Abb. 75). Innen­
felder werden durch die Fachwerkstabe 
gebildet, AuBenfelder durch Krafte be­
grenzt (zur Bezeichnung von Staben und 
Feldern tunlichst 2 Farben beniitzen). 

Bei zwei sich kreuzenden Staben 
(z. B. 6 und 7 in Abb. 69) wird der 
Schnittpunkt als scheinbares Gelenk be­
trachtet und jeder der beiden Stabe 6 
und 7 in 6' und 6" bzw. 7' und 7" aufge­
lost. 1m Krafteck entspricht dem schein­
baren Gelenk ein Parallelogramm 
6' 7' 6" 7" = ehg f. Die Stabkraft im ge­
teilt gedachten Stabe ist selbstverstand­
Hch nur der einfachen Lange 6' = 6" bzw. 
7' = 7" verhaltig und nicht etwa der 
Summe 6' + 6" oder 7' + 7"_ 

c) Losnngswege. 
Knotenpunktsgleichgewicht. 
Cremonaplan. 
Schnittmethode. 
Hennebergs Stabvertauschung. 
Kinematische Methode. 

ex) Knotenpunktsgleichgewicht. 
Jeder Knotenpunkt wird fiir sich herausgezeichnet, und fiir ihn werden die Gleich­

gewichtsbedingungen (zeichnerische oder rechnerische) angesetzt. Die zeichnerische Losung 
(geschlossenes Krafteck, siehe S. 27) ist umstandlich, da jede Kraft an den beiden Knoten­
punkten, die die Endpunkte des jeweiligen Stabes sind - also zweimal - vorkommt. Die 
rechnerische Losung (21 X = 0, Z y = 0, Z Z = 0 siehe S. 27) ist fiir raUI~liche Fachwerke 
empfehlenswert. Zur Aufstellung der Knotenpunktsgleichungen stelle man sich vorher die 
X -, Y - undZ-Komponenten der einzelnen Krafte (ahnlich wie auf S. 41 angegeben) in einer 
Tabelle zusammen. 
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Stab Stablange in der gesamte Stablange 

1 
2 
3 

x-Richtung y-Richtung 

Richtungscosinus 

z-Richtung 

Stabkraftkomponenten 1 Stabkraft 

Xl cosfh= Y1 
Zl 81~= 8 1. Xl 8 IV = 81 . r: Zl 

cos 0(1 =1; 
II COSY1 =Z; II 81<=81 ·Z; 8 1 =V8 t,,+8r y + 8 L 

fJ) Cremonaplan. 
Hier werden die einzelnen Knotenpunktsplane des vorigen Abschnittes zu einem Plan 

zusammengefaBt (siehe Abb. 75). 
Vorgang: 1. Krafteck der auBeren Krafte zeichnen und an die jeweiligen Kraftenden die 

zugehOrigen Feldbuchstaben des Lageplanes schreiben. Z. B. ~1 + ~2 + )B + 2( bilden den 
Linienzug abed. [GroBe und Richtung von 2( wird nach einem der auf S.22 angegebenen 
Verfahren bestimmt]. 

2. Cremonaplan an einem Punkt beginnen, bei dem nur zwei unbekannte Stab-(Knoten-) 
Krafte auftreten. Die Stabkraft oder auBere Last, die im Lageplan zwei Felder (z. B. 
2 - bg oder ~1 - ab) trennt, liegt im Kraftplan zwischen den Fcldbuchstaben (bg bzw. ab)_ 

Beginn an der Spitze mit dem Zerlegen von ~2 in die Richtungen 2 und 3. 

Durch b Parallele zu 2 ziehen 1 Schnittpunkt ist e 3 J 
g 

a 
" 1 } I g 6" " 

g 7' } h e 4 
I 7" } h 6' e 

Kontrolle: ed muB parallel zu Stab 5 sein. 
3_ Jedem Knobenpunkt im Lageplan entspricht im Kraftplan ein Feld (Krafteck) aus 

den im Knotenpunkt zusammenstoBenden Kraften und umgekehrt (siehe I Ie auf S.14). 
4. Nur bei den auBeren Kraften sind die Richtungspfeile anzutragen, da fur die Stabe 

der Pfeil mal hin, mal her geht, je nachdem welcher Knotenpunkt betrachtet wird. 
5. Wahrend des Zeichnens ergeben sich an Knotenpunkten mit keiner oder hochstens 

einer neuen ~ noch unbekannten ~ Stabkraft Zeichnungskontrollen. In jedem Plan gibt es 
mindestens eine solche Kontrolle, namlich am letzten Knotenpunkt (vgl. Absatz 2). 

6_ Beanspruchung der Stabe: An einem Knotenpunkt mit bekanntem Umfahrungs­
sinn des zugehorigen Kraftecks (durch eine auBere Kraft oder eine Bchon bestimmte Stab-

auf den hin-.. Druck-
kraft gegeben) ergeben d Knotenpunkt zClgende Pfel1e Z Beanspruchung von em weg- '- ug-
des zugehorigen Stabes (1= Zeichen). 

Z. B. siehe Abb. 69. Krafteck da led der Lagerkraft 2( und der Stabkrafte 6 16 7 6 5 • 

Umfahrungssinn ist durch 2( == da gegeben. 
Mithin ist: 

1 Vorzeichen beachten. 

af= 6 1 = Zug(+l, 
Ie = 6 7' = Zug (+), 

ed = 6 5 = Zug(+)_ 
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Krafteckedehe aus den Kraften 58 6 5 6 6 6 4 , Umfahrungssinndurch 58"",ed und 6 5 "'" de 
gegeben. 

Mithin ist: eh = 6 6 = Druck (- ), 
he = 6 4 = Druck (-). 

Krafteck begb aus \132 und 6 a6 2· Umfahrungssinn durch \132 "'" be gegeben. 

l\fithin ist: eg = 6 a = Druck ( _ ) 
gb = 6 2 = Zug (+) 

Kontrollen erhiiJt man aus den Kraftecken gehg, abgfa sowie hefgh. 

y) Schnittmethode. 
Schnitt so fiihren, daB nur 3 unbekannte Schnittkrafte auftreten, abgeschnittenes Stiick 

mit allen daran angreifenden Kraften ( auBere Lasten und Schnittkrafte, letztere zunachst 
als Zugkrafte annehmen) fiir sich herauszeichnen und die Gleichgewichtsbedingungen an· 
setzen. 

Zeichnung (Cuhnann): AuBere Krafte zu einer Resultierenden zusammenfassen und 
diese mit HiIfe der Zwischenresultierenden Z (siehe S. 21) in die 3 Stabkrafte zerlegen, im 
Beispiel (siehe Abb. 76a) Pin 6 3 und Z; Z in 6 1 und 6 2 zerlegen. 

Abb. 76. Schnitt durch ein Fachwerk. Bestimmen der Schnittkriiite a) mit Hilie der Zwischenresultierenden, 
b) mit Hille der Momentenmethode. 

Rechnung (Ritter): Schnittpunkt zweier unbekannter Krafte als Momentenpunkt 
wahlen (siehe Abb. 76b) und mit Hilfe der Momentengleichung die 3. Unbekannte bestimmen, 
d. h. Anwendung der Gleichgewichtsbedingung 2 (siehe S. 27). 

~'imA=0=P,Zl-8a ·h, 8 3 = P.~ Zug, 

8 1 = _ p. Zl + Z2 Druck, 
h 

~ IJJla = 0 = 8 2 • cos IX • 11 - 8 a • h 

oder statt der 3. Gleichung 

h 
82 =83 • Z--- Zug, 

l' cos IX 

~ Y = 0 = - 8 2 • cos IX + P . 
P 

8 2 =-- Zug. 
cos IX 

lm/mm ~~ -~ 
5, -, 

A~Zt 
Abb. 77. Schnitt durch vier un· 

bekannte Fachwerkstabe. 
a) Lageplan des Fachwerkes. 
b) Krafte am abgeschnittenen Fach· 

werkteil. 

Gibt es einen ungenau zu bestimmenden flachen 
Schnitt, so ist es ratsam, die Gleichgewichtsbedingungen 
in der Form ~X = 0, ~ Y = 0, ~'im = 0 (siehe S. 27) 
anzusetzen. 

4 Stabe diirfen geschnitten werden, wenn 3 von 
ihnen durch einen Punkt gehen (siehe Abb. 77). Die eine 
Stabkraft kann dann mit Hille der Momentengleichung 
um den Schnittpunkt der 3 anderen Krafte 

[~'imA=0=P.Zl+81·h; 81=-P.~ Druck] 

oder mit Hilfe der Zwischenresultierenden [\13 = .8 + 6 1] 
bestimmt werden. 1st nunmehr die Stabkraft 6 1 be. 
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kannt, so kann mit dem Cremonaplan an der 
rechten oberen Ecke des Fachwerkes be­
gonnen werden. 

Liegt der Schnittpunkt der 3 Stabe im 
Unendlichen, d. h. sind sie einander parallel, 
so erhalt man die Kraft im 4. geschnittenen 
Stabe aus dem Gleichgewicht der Krafte in 
der senkrechten Richtung; siehe Abb.78 . 

.2 Y = 0 = +P - S4' cos tt; 

P 
S4=+-- Zug. 

cos tt 

Krolfphn 
KKg/mm 
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Bei zeichnerischer Losung ist zu beachten, 
daB die Zwischenresultierende Z aus \!! und @i4 

Abb. 78. Schnitt durch ein Fitchwerk mit parallelen 
Staben. 

bzw. aus den 3 parallelen Stabkraften @iI' @i2 und @is diesen 3 Stabkraften parallel ist. 

<5) Henne bergs Sta bverta usch ung. 
Kann man den Cremonaplan von einer Stelle an nicht mehr w.eiter zeichnen, weil an 

jedem Knotenpunkt 3 oder mehr unbekannte Stabkrafte auftreten und laBt sich nach der 
Schnittmethode nicht eine Stabkraft bestimmen, so ist ein Stab zu entfernen und an be· 
liebiger Stelle ein Ersatzstab E einzufiihren. 

- ------------fi 
/ I 

.5' /1 I 
, I 

/ 1 
'I<----'!-,~ : 

a) 

I 
9 1 

1 
1 

b) 

Abb.79. BestiIIimen der Stabkrafte mit Hille der Hennebergschen Stabvertauschung. 
a) Einfiihren des Ersatzstabes E. b) Ersatzfachwerk nilt den inneren Kraften. c) Ersatzfachwerk nilt den 

auGeren Kraften. 

1. U-Plan (siehe Abb. 79): 
AIle auBeren Lasten, auch die Auflagerkriifte, werden entfernt. Statt des weggenommenen 

Stabes (in Abb. 79 ist es Stab 7) wird eine Zugkraft Zan beiden Knotenpunkten angebracht, 
und die durch Z im Ersatzstabe E auftretende Kraft U. bestimmt. 

2. T-Plan (siehe Abb. 79): 
Es wird die im Ersatzstab durch die auBeren Lasten und die Auflagerkriifte entstehende 

Spannung T. bestimmt. An Stelle des entfernten Stabes wird jetzt keine Kraft eingefiihrt. 
3. ttberlagerung des U - und T· Planes: 

Z kg im weggenommenen Stabe x (x = 7 in Abb. 79) rufen im Ersatzstabe U. kg hervor, 

S. 
S"kg" " x Z·U.kg 

die auBeren Lasten rufen im Ersatzstabe T. kg 

mithin ist die Gesamtkraft im Ersatzstabe 

da ja der Ersatzstab in Wirklichkeit nicht vorhanden ist, also keine Kriifte aufnehmen kann. 
Z 

Somit erhalt man fiir die gesuchte Kraft im Stabe x: S. = - T.· U • . Weitere Stabkrafte 
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erhalt man durch Uberlagern des U· und T-Planes, z.B. Si = T; +~ U, oder mit Hilfe 

des Cremonaplanes ffir das gegebene Fachwerk, der jetzt an dem Knotenpunkt des erst weg­
genommenen Stabes x begonnen werden kann. 

Konstruktionsgang der Kraftplane: 
U ·Plan: T-Plan: 

auBere Krafte P A B weglassen, auBere Krafte P A B 
statt Stab 7 die Kraft Z anbringen: Stab 7 und Z entfernen 

~ 6 1 Z 1 6 
6 211 
Z 5 4 

6 211 
~ 5 4 

5 11 3 U. 5 11 3 T. 

e) Kinematische Methode. 
Ein Stab oder eine Auflagerfessel wird entfernt und so das erst starre Fachwerk einfach 

beweglich gemacht. An Stelle des Stabes oder Auflagers wird die (gesuchte) Kraft angebracht. 
Die Gesamtarbeit al1er Krafte bei einer kleinen Verschiebung ist 0 (siehe S. 28 u. 99). 

......... ......... 
Z P·d8· COSPd8 = Z p. v·dt· cosPv = Z p. ij = o. 

Die virtuellen Verschiebungen d8 oder Geschwindigkeiten v werden nach den Gesetzen 
der Kinematik (siehe S. 66) bestimmt. Ergibt sich fUr die gesuchte Stab- oder Auflagerkraft 

,9H. der 'Wert 00, so ist das gegebene 
/~ I Fachwerk trotz des (nur ffir die 

/ ,,/1 Rechnung entfernten) Stabes oder 
~/ , I 

/ ,': Auflagers nicht starr; es liegt ein 
/" I I Ausnahmefall vor (siehe S. 39). 

1 m/mm // ,': Beispiel: siehe Abb. 80. 
// ,': Gesucht ist die Stabkraft 6 0 , 

!Jl2 / / I Stab 0 entfernen, Zugkrafte 6 0 

/ ,': in den Knotenpunkten anbringen, 
b'~7777777777~~~""",,~~-:-d:.~:--d Geschwindigkeit eines Kraft-

6.1 \ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ "8 
.,' 

Abb. 80. Bestimmen der Stabkraft S. mit Hille des Prlnzips der 
vlrtuellen Verschiebungen. 

punktes annehmen und die Ge­
schwindigkeiten der anderenKraft­
angriffspunkte bestimmen, z. B. 
nach der Methode der gedrehten 
Geschwindigkeiten (siehe S. 67). 
M1 =A ist der Momentanpol der 
starren Scheibe I. Aus der An­
nahme der Geschwindigkeit \)1 des 
Kraftangriffspunktes ~1 folgen 
die von 6 0 und ~2' Fiir die starre 
Scheibe II ist \lRz der Momentan. 
pol. Daraus folgen die Geschwin. 
digkeiten von PS' So und B*. Die 
Lote von den Endpunkten der 
gedrehten Geschwindigkeiten auf 
die Kraftrichtungen sind den in 

die Arbeitsgleichung einzusetzenden Verschiebungen ij verhaitigi . 

Z A = Z P . ij = 0 = PI . 0 + So· ijo + P 2 • ij2 - So· ij:J + P3 • ij3 + B· 0 , 

* 1m Schrifttum der Bauingenieure ist es iiblich, die Verbindungslinien der Endpunkte 
der gedrehten Geschwindigkeiten als F'-Figur zu bezeichnen. Die F'"Figur ist der zugehOrigen 
Scheibe ahnlich. 

I Best.immen der in der Kraftrichtung liegenden Verschiebung ij (siehe Abb.81). Ge-
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d) Ergebnis = Stabkrafttabelle. 
MaBstab des Kraftecks k kg/mm. 

tab Lange der Kraft Kraftgr6i3e Kraftart 
im Krnfteck Zug + 

mm kg ruck -

1 Zl k,Z l 

2 It k'l~ 

Vom Knotenpunkt weggehende Kraft bedeutet Zug; zum Knotenpunkt hingehende 
Kraft bedeutet Druck. Oft ist es praktisch, auch im Lageplan die Beanspruchungsart durch 
Pfelle an den Knotenpunkten (siehe Abb. 69), oder Doppellinien bei 
gedruckten Staben anzugeben. 

geben: Momentanpol M, A, VA, ~; Va auf den Radius klappen = V90, 

Linienzug ab, Lot be auf ~ falien. Die Arbeit der Kraft P ist: 

es ist aber 

mithin 

A=P.v-dt-cosp, 

Ii 
v·cosp=be=-, dt 

Die Richtung der Geschwindigkeiten ist aus den Winkelgeschwindig­
keiten um die jeweiligen Momentanpole leicht erkennbar (siehe S. 67). 
Raben Kraft und Geschwindigkeitskomponente in der Kraftrichtung 
denselben Pfeilsinn, so ist die Arbeit positiv, im entgegengesetzten 
Falle negativ. 

c 

Abb. 81. Bestimmen 
der virtuellen Ver­
schiebungskompo­

nente In der Kraft· 
richtung. 



C. Kinematik. 
Lehre von der Bewegung ohne Beachten der wirkenden Krafte. 

Es werden Beziehungen zwischen Ort und Zeit aufgestellt. 

I. Grundbegriffe. 
1. Bewegungsarten. 

Drehbewegung = Rotation. 

Zum Bestimmen der neuen Lage sind zwei 
Angaben erforderlich: Drehachse und Dreh­
winkel. 

Punkte auf einer ausgezeichneten Geraden 
- der Drehachse - sind in Ruhe. Die Ge­
schwindigkeioon und Beschleunigungen alier 
anderen Punkte sind ihrer Entfernung von 
der Drehachse verhaltig. 

Die Bahnen der Punkte sind Kreise mit 
dem Abstand von der Drehachse als Radius. 

Ein MassenOOilchen andert standig seine 
Richtung (siehe Abb.82). 

Abb. 82. Drehbewegung. 

Fortschreitende Bewegung = Translation. 
Zum Bestimmen der neuen Lage geniigt 

eine Angabe: Strecke von der Anfangslage 
eines Punktes zu einer Endlage. 

AIle Punkte haben die gIeiche Geschwindig­
keit und Beschleunigung; kein Punkt ist in 
Ruhe. 

Alie PunkOO beschreiben kongruente Bah­
nen. Die Bahnen konnen auch Kreise sefn; 
z. B. Kuppelstange einer Lokomotive. 

Ein MassenOOilchen behiilt soots die gIeiche 
Richtung bei (siehe Abb. 83). 

Abb. 83. Fortschreitbewegung. 

Schraubung = AIlgemeinste Bewegung. 

Drehung um eine Achse und Fortschreiten in dieser Achsrichtung. 
EntsOOht durch tJberlagerung von Rotation und Tranlation oder auch von Rotationen 

um beliebig verteilte Achsen. 

2. Zeitliche .Anderungen. 
Drehende Bewegung. I Fortschreitende Bewegung 

Weg: rp; d'ip Dimension [1]. 8, ds Dimension [m]1. 

Geschwindigkeit: = zeitliche Anderung des Weges 

OJ = ~~ = q} [ ! ] ' I u = ~! = ~ 
Beschleunigung: = zeitliche Anderung der Geschwindigkeit 

- dOj ...!.. d1q; .!! [ 1] I dU. diS .. 
S = de = ro = di2 = rp S2' b = fIt = U =;= dt l = s 

1 Siehe Fu.Bnote 1 auf S. 47. 
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3. Vektorcharakter. 
Wegl, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind gerichtete GraBen = Vektoren, und 

zwar sind die Vektoren del' 
Drehbewegung (Rotation): 

gebundene - axiale - Vektoren wie die Krafte (siehe S.2). 
Sie diirfen nul' in ihrer Richtung verschoben werden. Bei Parallelverschieben tritt noch 

eine fortschreitende Bewegung auf = Moment del' Drehbewegung (vgl. S.3, Parallel­
verschieben einer Kraft). Del' Drehsinn ist entsprechend dem gewahlten Koordinatensystem 
(rechts- odeI' Hnkshandig, siehe S. 2). 
Fortschreitende Bewegung (Translation): 

freie - planare - Vektoren, wie Kraftmomente (siehe S. 2). 
Sie diirfen in ihrer Richtung und parallel dazu verschoben werden. Sie sind das Moment 

(auBeres - Vektor - Produkt) tJ = [t·w] aus dem jeweiligen Radius r yom Aufpunkt zum 
w- Vektor und dem Drehvektor 00 (siehe S.4). Bei geradliniger Fortschreitbewegung ist 
del' Radius I r I = <Xl. 

Die Winkelgeschwindigkeit w ruft fiir jedcn Punkt des Feldes (Aufpunkt) eine Fort­
schreitgeschwindigkeit 0 = [r' 00] = Moment del' Winkelgeschwindigkeit in bezug auf den 
betrachteten Aufpunkt hervor. Liegt del' Aufpunkt.A im Koordinatenursprung 0 
und besitzt ein Punkt des 00 -Vektors die Koordina ten r = i x + iY + fz, so ist: 

OA "'" 00 = [r· W] = I: Y ! I' 
WX 0)1/ W z 

VA", == tJo", = + I Y Z 1= y. w. - z· w., 
w. w. 

VA. = Vo. = + I x 
,w", 

Z I = - x . w. + Z • w", , 
w. 

Besitzt del' Aufpunkt .A die Koordinaten 1:A = i'XA + jYA + f'ZA und ein Punkt 
des oo-Vektors die Koordinaten to) = ix + iy + {·z, so ist die Entfernung yom Auf­
punkt zum 00- Vektor r = to) - tA, also 

I
ii f I 

tJA = [(tro - tA) • 00] = x - XA Y - YA Z - Z.A. • 

Wo: 0)1/ W z 

Sind x, Y, z = 0, d. h. geht der w- Vektor durch den 
Koordinatenursprung hindurch und besitzt der Aufpunkt die 
Koordinaten XAYAZA, so ist seine Geschwindigkeit (siehe Abb. 84) 

I i f Iii i II OA= -XA -YA -ZA = W'" w. w. =[w·r], 
w'" W. W. XA YA ZA 

VAx= Wy·ZA - WZ·YA, 

VAy = W z • X.A - OJ x • ZA , 

VA. = w'" • YA - w.· XA • 

1 .-
I ,/ 
I /$Jt 
1/ 

-----;--..¥ 
.Y4 

Abb. 84. Geschwindigkeit des 
AufpunktesA infoige derWin­
keigeschwindigkeit Q) in 0 ist 

bA = [-t· w]. 

SoH der Aufpunkt del' (resultierenden) Drehachse angeharen, so ist 

mithin verhalt sich: 

1 Del' Weg ist nul' dann ein Vektor, wenn es sich urn ein kleines Stuck, ein Wegelement 
d(j, d?S handelt. GraBere Wege kannen nur dann als Vektoren dargestellt werden, wenn die 
Drehung um eine konstante Achse odeI' die Bewegung auf einer Geraden stattfindet. 
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II. Zusammensetzen von Bewegungen 1. 

l. Fortschreitbewegungen. 
Addition der Vektoren wie bei den Momenten (siehe S.26), d. h. beliebig verteilte 

Vektoren nach einem Punkt parallel verachieben und dort addieren. 

2. Drehbewegungen. 
a) Drehungen UDl zwei sich schneidende Achsen. 

(Vgl. Krafte an einem Punkt, siebe S.13.) 
Zeichnung. 

------e-:~ 

oJ1 ~~~rsif 
~~~' : 

~~' : , , 
oJ3 

Abb.85. 
Addition zweler WIn­
kelgeschwlndigkelten. 

Vektoren nach dem Parallelogrammgesetz 
addieren (siehe Abb. 85). 

Rechnung. 
Achsenkreuz wahlen, Richtungswinkel 

01:1,2; {Jl,2 gegen x- bzw. y-Achae. 
Komponenten in der x -Achse 

(Oz= (OIZ+ (02Z, 

= (01 • cos 01:1 + (02 • cos 01:2 • 

Komponenten in der y-Achse 
(O~ = (Ol~ + W2 .. , 

= (01' COS{J1 + W2' cos {J2 , 

= (01 • sin 01:1 + W2 • sin 0I:z , 
resultierende Winkelgeschwindigkeit 

W r .. = l'w~ + w~ . 
Richtung der resultierenden Winkelgeschwin­
digkeit (Drehachae) 

cos 01:, = ~ ; cos {J, = ~ = sill 0:, • 
roT6! COres 

b) Drehnngen urn paraUele Achsen. 
(Vgl. S. 13 parallele Krafte; Schwerpunkt.) 

Zeichnung (siehe Abb.86). Rechnung 

/'ugep/on ti. mjmm oesdJwinrfigkeitsp/un 

J -:~/tW3---{_:)~ i: fro 1/S';; 

(IlIt .... ...,. I /3lt 1lI.!'1 
0, , , A'O/ 

.... t' i 
i t 
t'ures IlIt i .l 

'1 

Abb. 86. Addition paralleler Winkelgeschwlndlgkelten. 

GroBe: Resultierende im Geschwindig­
keitseck. 

Lage: Die Resultierende geht durch den 
Schnitt.punkt des ersten und letzten Seil­
strahles im Lageplan. 

(0, •• = $w = WI + 7ijz+ COa· 
Abstand vom Koordinatenursprung 

i 1,wi 
1=_1 __ . 

1i = senkrechter Abstand vom gewiihlten 
Bezugspunkt. 

1 Als Beispiel wird das Zusammenaetzen von Geschwindigkeiten gezeigt. In gleicher 
Weise werden auch Elementarwege dqi, ds und Beschleunigungen e, b zusammengeaetzt. 
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c) Zwei gleich groBe aber entgegen­
gesetzte Drehungen. 

(V gt : z wei gloich groBe, aber entgegengesetzte 
Krafte = Kraftepaar = Moment.) 

Sie ergeben fiir jeden Punkt des Feldes eine 
reine fortschreitende Bewegung tI = [n· w]* (siehe 
Abb.87) 
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~- [o-(j)J 

d - d B - . rechts- h" tI ..L n un ..L w so, a n, w, tI em links- an-

diges Koordinatensystem bilden (siehe S. 2). 

Abb.87. FortBchreitgeschwindigkeit alB Foige 
von zwei gleich groBen, aber entgegengesetzt 

gerichteten Winkeigeschwindigkeiten. 

d) Drehnngen urn drei sich rechtwinkelig schneidende Achsen. 
(Vgl. S. 15, raumlich verteilte Krafte an einem Punkt.) 

Zeichnung (siehe Abb.88). Rechnung. 

I Wres I = w ••• = r-w-;~c-+-:--w-;;;:-+-:-w--;;:~ 

6'eso'lwriltltil. . 
plane 

~o/smnz 
, 

~---~ ---1 , , , , , , 
fiJ" I"I! 

I 
I 
I , 

I 

Cl!t 

I 
I 

\ I 
_0< \ I " 
~ \1 /1 

---------" 
Abb. 88. Resultierende aus drei zneinander senkrechten 

Winkelgeschwindigkeiten. 

Zusammensetzen der Vektoren im AufriB und 
GrundriB zu w;;, bzw. w;" und Bestimmen der wahren 
GroBe von I roT" I (siehe S. 3). 

cos f1 =-. ( OC) Wa:t/z 

(Ores 
,Y 

e) Drehungen urn beUebig verteilte Achsen. 
(Vgl. S. 16££., Krafte beliebig im Raume verteilt.) 

oc) Resultierende Dtehung um eine durch einen beliebig gewahlten Punkt A gehende 
Achse und Fortschreiten des Bezugspunktes A. (V gl. S. 16, Resultierende Kraft 
und Moment bez. A.) 

* Fiir den Punkt Al ist: 
til = [r2 • W2] (s. Abb. 89). 

Fiir den Punkt A2 ist: 
tlz = [rl • WI] , 

= [ - r2 • - 002] , 

= [r2' W2] = til' 

Fiir den Punkt As ist: 
tI; = [r~ . WI] = [t; . - W2] , 
tI;' = [t;" W2] , 

tis = tI; + tI;' 
= [( - t; + t;') . 002] , 

= [tz • aiz] = til , 

~,,; 
I 
I 

~lIj 
I 

Abb. 89. Fortschreitgeschwindigkeit als Foige von zwei gleich 
groBen aber entgegengesetzt gerichteten Winkelgeschwlndigkeiten. 

d. h. die Geschwindigkeiten in den beliebig gewahlten Punkten A12 3 sind einander gleich. 
Milller, Mechanik. 4 
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Z - Z..;.I 
w. " 

x-x..;.\' , 
Wz 

Y-Y..;.i, 
ill'll ; 

(IP) W .. hy. cos X = - - -, 
1jJ W..;. 

(flOC) V,,;,zY' cos = - - , 
y v..;. 

fl) Drehungen um 2 windschiefe Achsen (vgl. S. 17, Kraftkreuz). Nach Reduktion auf 
den Punkt A (co..;. und Il..;. siehe oben) wird die Geschwindigkeit Il..;. = Il..;.z + Il..;.y + Il .... auf· 

, / 
'w ;'~ ~,.1 / , , 

I , tWa 
Abb. 90. Aufloseu einer Fort· 
schreitgeschwindigkeit in Win· 

kelgeschwindigkeiten-Paare. 

gelOst in 3 Drehungspaare, z. B. in 

Il..;.x = [t)o' con], 

IlAy = [);o· CO.2], 
IlAo = [t)o' co.], 

wobei xo und Yo beliebig gewahlt werden (siehe Abb. 90y. 
Die Drehungen im Punkte A werden zusammengefaBt zu 
COA = co..;. + CO'l + co •. Ebenfalls werden die Drehungen in der 
zur xz· Ebene im Abstande Yo parallelen Ebene zu einer Reslil. 
tierenden co:! = CO~2 + W'l + CO~/2 + co. vereinigt, die zu WA im 
Punkte A windschief liegt. 

y) Drehungs. und Fortschrittsvektor in der gleichen Ge· 
raden = Schraubung (vgl. S.18, Dyname = Kraftschraube). 

Das Moment der Drehgeschwindigkeiten in bezug auf den - noch gesuchten Punkt A •• y ••• 

der Schraubenachse ist Il..;. = ~ [(r - rA)' co] (siehe oben unter oc).o 1st A z. B. der Durch­
stoBungspunkt der Schraubungsachse mit der x, y.Ebene, also Zo = 0, so lassen sich xoYo 
aus der Bedingung (siehe S. 19) 

bestimmen. 

3. Fortschreit- und Drehbewegungen. 
Es wird jede Bewegungsart fiiI sich zu einer resultierenden Fortschreitgeschwindig­

keit Il..;.o und einer resultierenden Drehbewegung W..;. und zugehoriges IlA vereinigt (siehe 
S. 48/49). Die Fortschreitgeschwindigkeit tJ A 0 und tJA aus der Zusammenfassung der Winkel· 
geschwindigkeiten werden nochmals zusammengefaBt. Das Ergebnis ist dann die Fort· 
schreitgeschwindigkeit tJ A = Il A 0 + tJA des Punktes A und die Winkelgeschwindigkeit WA im 
Punkte A, die nach dem vorigen Abschnitt noch weiter behandelt werden konnen. In Kom· 
ponentendarstellung erhalt man: 

hierbei bedeutet 
Zeiger 0 die fortschreitenden Geschwindigkeiten; 

Z - z..;. i, 
w. 

x- x..;. '!, 
w. 

y - YA [', 
W. 

xyz die Entfernung des jeweiligen co· Vektors vom Koordinatenursprung; 
x..;.y..;.Z..;. die Entfernung des gewahlten Aufpunktes vom Koordinatenursprung. 
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III. Koordinatensysteme. 
1. Allgemeines. 

Ka.rtesische Koordinaten 

Abb. 91. Weg 10 1m.rte8lachco 
Koordlnn teo. 

raumfestes oder korperfestes 
rechtwinkeliges rechts- (siehe 
Abb. 91) oder linkshandiges 
Achsenkreuz 0 x y z . 

a) Koordinaten. 
Polarkoordina.ten 

Abb. 92. Wcg 10 Polar­
koordloaten. 

raumfester oder korperfester 
Punkt 0 (siehe Abb. 92). 

Fahrstrahl t, 
Fahrstrahlwinkel q; . 

b) Weg: e. 

atiirliche Koordinaten 

~\'1 

Abb. 93. at!lrllche Koordl-
oateo. 

auf Bahn des Korpers mit­
fahrend (siehe Abb. 93). 
t = Bahntangente, 

n = Bahnnormale(in Schmie­
gungsebene gelegen, 
Kriimmungsradius ), 

b = Binormale 1. n und 1. t. 

Kartesische Koordinaten (siehe Abb. 91). 
d?, = d,; + dt) + dlJ, 

Polarkoordinaten (siehe Abb.92). 
d?, = dt + r . dcp , 

!d?, ! =ds= fdx2 + dy2 + dz2, 

s= f V1+(*y+(*r ·dx+Const, 

= f v(!~~r+H(*r ·dy+Const, 

= f v(~:r+(~~r +1· dz+Const, 

ds = ydr2 + r2. dq;2, 

s = f 0 1'2. (~~tdl' + Const, 

= f V (:;r + r2. dq; + Const. 

c) Geschwindigkeit: b = :: = ~ . 
Richtung von d?, = Richtung der Bahntangente. 

Abb. 94. Geschwindigkelt In karte­
siscben Koordinaten. 

tJ = tJ~ + tJy + tJz , 
v~ = v . cos C( * = x , 
v. = v . cos fJ = if , 
V z = V' cos?, = Z • 

Abb. 95. Gescbwindigkelt in 
Polarkoordioateo. 

tJ =tJr+tJ<p' 

V<p = r . IjJ = l' • W ; 

* rx.fJy = Richtungswinkel gegen die xyz-Achse. 

Abb. 96. Gescbwindigkeit in natiir­
licben Koordinaten. 

v = 12' 0., 

12 = Kriimmungsradius. 

4* 
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d) FIachengesch windigkeit: 

~~ = vom Fahrstrahl r in der Zeiteinheit bestrichene FBi-che, 

= ~ . Moment der Geschwindigkeit. 

Kartesische Koordinaten. 

(dfJ) _~'IY Zz. \ = 21 (yz-zy)*, dt x - 2 if 

(~~)v = ! 'I~ 
(dd~ ). = ~ ·1: 

X I' 1 ( . . ) x =2 ZX-XZ, 

Y 1 1 ( . .) y=2 xy - yx , 

Polarkoordinaten. 

dfJ= ~ [r[dipr]], 

dfJ 1 at = 2 [r· tl]**, 

dfJ 1 at = 2" . [t· tl",] , 

dF 1 2 drp 
Tt=2· r 'Tt' 

1 
=2 r • w • 

e) Beschleunignng: 
db . d2 j) 

b= dt =tl= di! =e. 

Abb. 97. Beschleunlgung = 
zeitliche Anderung der Ga­
schwlndigkeit nach Gro/.le 

nnd Richtnng. 

In Richtung der Geschwindigkeitsanderung dtl (GroBen- und 
Richtungsanderung von tl, siehe Abb. 97) = Richtung der wirkenden 
Kraft (siehe S. 90), daher stets nach der hohlen Bahnseite ge­
richtet, = Geschwindigkeit, mit der der Hodograf durchlaufen wird 
(siehe S. 58). 

Abb. 98. Beschlennigung 
in kartesischen Koordlnaten. 

b = bx + bv + b. , 
bx = b • cos IX = Vx = x, 
bv = b • C08 fJ = Vy = ii , 
b. = b • cos r = v. = z . 

Abb. 99. Beschiennigung 
in Polarkoordinaten. 

b = br + b"" 
br = r - v'" . q; ***, 

=r - r·w2 , 

b", = ;p r + 2 w . Vr ***, 
= e . r + bcorloUs , 

1 d 
= -;:-·Tt(wr2). 

br = Radialbeschleunigung, 
b", = Umfangsbeschleunigung 

Coriolisbeschleunigung: 
GroBe : DoppeltesProdukt 

aus Winkelgeschwindigkeit 

Abb. 100. Beschlennigung 
in natiirlichen Koordinaten. 

b = b .. + bl> 
b .. =-v.D, 

=-e·D2, 
=-v2/e, 

b, = v, 
=e·'&. 

Normalbeschleunigung b,. 
bewirkt Richtungsanderung 
von tl. 

* Der Zeiger xu gibt die Achsrichtung an, in der der Vektor liegt, also die Achse, die 
auf der Projektion der iiberstrichenen Flache senkrecht steht (vgl. S. 5). 

** Es ist tl = tl r + tl", also [ttl] = [~~~] + [r·tl",]; [rtlr] = 0, . da beide Vektoren in 
derselben Richtung liegen (siehe S. 5). 

*** Bequeme Merkregel siehe Relativbewegung auf S. 58. 
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und auf dieser senkrecht 
stehender Komponente der 
Radialgeschwindigkeit. 

Tangentialbeschleunigung 
bt bewirkt GroBenanderung 
von v. 

Richtung: Obige Kom­
ponente der Radialgeschwin-
digkeit urn 900 ill Sinne von 
w drehen, d . h. b_ = 2[w·i]. 

f) FHichenbeschlennigung: 
d2~ I 
-- = - . Moment der Beschleunigung. 
dt2 2 
d2~ I 
dt2 = 2' [r· b], 

d2 F I I 
Ifi2 = 2 r· brp = 2 . r • (s . r + be ... ) , 

=~. r· (ip. r + 2w 'Vr ) , 
2 
I d 

= 2' de (w • r2) • 

2. SonderfaIle. 
a) Bewegung anf einer Kreisbahn. 

KartesischeKoordinaten·1 Polarkoordinaten. I Natiirliche Koordinaten. 
Kreismittelpunkt Koordinatenursprung Kriimmungsmittelpunkt. 

b 

-+--------~~~~--+-x 

Abb. 101. Abb. 102. Abb. 108. 

Geschwindigkeit b und Beschleunigung b bei einer Kreisbewegung 
in kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten in natiirlichen Koordinaten. 

Aufpunktkoordinaten: 
x=r·cosq;, 
y=r·sinq;, 

8-80 =r·'P' 
Geschwindigkeit: 
Weg: Vx = - r· W· sin q; , 

Vy = + r • w • cos q; , 
v = r·w. 

BescWeunigung: 
bx =-rw2 • cosq; - r·s·sin 'P, 

by = -rw2 • sin q; + r· s· cosq;, 

r = const, 
dr= 0, 

8-80 =r·'P' 

vr = 0, 
vrp=r·w, 
v =vrp' 

v2 
br = -vrp' w = -rw2 , b", = --e= -v·w=-r·w2 , 

brp=:..:..!=r·w, ~=:..:..!. 
~.--;==~-=--~ 

b = + r· w 2 • V 1+ (:2 r . 
B . l ' hf" . Kr' b . t d q; t dw d2 q; 0 d h di t el g CIC ormlger els ewegung IS W = de cons , s = d = ([t2 = , . . e un er-

strichenen Glieder fallen weg. t 
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b) Bewegimg auf einer Geraden. 
KartesisoheKoordinaten 

Bahn = x-Aohse. 
Polarkoordinaten 

= Radiusvektor. 
NatiirIiche Koordinaten 
Kriimmungsradius (! = 00. 

Weg: 8-80= x, 
y=O. 

Geschwindigkeit: Vz = V, 

v,,=O. 
Beschleunigung: bz = b , 

bf/=O. 

8-80 =", 
rp = const. 

Vr=V, 

V'I' = O. 

br = vr = b, 

b'l' =0. 

bt=v=b, 

b .. =O. 

c) Zentralbewegung: (planetenbewegung). 

Polarkoordinaten; Beschleunigung stets nach dem Zentrum 0 gerichtet. 

bg •• = br ; b'l' = 0 • 

Fliichengeschwindigkeit: 

~; = ! ·".v'I'=const, I 
F = oonst·t. 

2. Keplersches Gesetz. 
In gleichen Zeiten werden vom Fahr­
strahl gleiche Fliichen iiberstrichen. 

Geschwindigkeit: 

Beschleunigung: 

Geschwindigkeit: 

Weg: 

'1),.=.;, 

2 dF 
v'I' = r· ro = r' at ' 

v2 = ro2 • [(;;r + r 2], 

d) Gleichformige Bewegung; b = O. 

v = Vo = const. 

e) Gleichformig beschleunigte Bewegung; b = bo = const. 

Geschwindigkeit: 

Weg: 

v - Vo 
t=--. 

bo 

1 v2 - v3 v + Vo 8 - 80 = -. bo • t2 + vo· t = -- = --. t. 
2 2· bo 2 
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f) Beschleunigung abhiingig von der Zeit; b = 1 (t) . 
Gesohwindigkeit: 

t 
v-vo=fb.dt, 

o 

Weg: 
t t t 

8-80 =fv.dt=ffb.dt.dt+vo·t. 
o 0 0 

g) Beschleunigung abhangig vom Wegej b = 1(8). 
at} Beliebige Abhangigkeit; b = (f)8. 

b = dv = dv. d8 = v. dv = ~. d(V2). 
dt d8 dt d8 2 d8 

8 

Geschwindigkeit: ~ (v2 - v~) = f b· d8. 
80 

B 

Zeit: t= fd:. 
80 

fJ} Lineare Abhangigkeit. 
b=bo -a'8, b=bo+a'8. 

(ungedampfte, harmonische Schwingung) 

.. ( bo) 0 8+a 8-a: = , .. ( bo) 0 8-a8+a:= . 

Ansatz zur Vereinfaohung: 
bo 

y=8-a:' 

Differentialgleiohung der Bewegung: 
Y+a.y=O, y-a.y=O. 

d' Alembertscher Exponentialansatz: y = A • ell; y = A • ils • elt, 

eingesetzt in die Differentialgleiohung liefert die charakteristisohe Gleichung: 
jl2+a=0, ils -a=O, 

ill ,2 = ±ila, wobei i = t=I ist. 

Mithin lautet die allgemeine L6sung: 

y = AI' eAlt + As' eA• t *, 
oder y = Bl • sin fa . t + Bs' cos fa· t , 

y = AI' eAl ! + As' eA•t *. 
y = Bl • €lin fa t + Bs • ~of fa t . 
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Die Integrationskonstanten Al und As bzw. Bl und Bs sind aus den Anfangsbedingungen 
t = 0; 8 = 80 ; v = Vo zu bestimmen. 

Zeit: 

h) Beschleunigung abhiingig von der Geschwindigkeit. 
(Fliissigkeitswiderstiinde.) 

at} Allgemein b = f(v}. 
D fdv 

t= b' 
11. 

Umkehrendergefundenen Funktion t = t(v) ergibt v = v(t) unddarausfolgtfiirden Weg: 

8= f v.dt. 
o 

• eta _ e-1a 
* SIn IX = --:2=-.=-' -

. ea-e- a 
€ltn IX = 2 ' 

ea + e- a 
~ollX = 2 . 
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{l) Lineare Abhangigkeit (laminare Stromung). 

Beschleunigung: wobei Bein kann. 

1) 

Zeit: t =f~ = .!..In bo - a.vo • 
bo-ava bo-av 

110 

Geschwindigkeit (durch Umkehren der Funktion): v = bo • (1 - e-at) + vo' e- at , 
a 

fiir t = 00 erhalt man die 

Grenzgeschwindigkeit: 
bo 

1100= vg=-O:' 

mithin ist v = v. - (vg - vo)' e-at • 

Weg: 

1) 

S - So = f v dt = v • • t - v.: Vo (1 - e- at) • 

1)0 

'Y) Quadratische Abhangigkeit (turbulente Stromung). 

Beschleunigung: b = bo - av2 • 

1) 

Verzogerung: b = - (bo + a V2) , 

Zeit: t=f dv • 
bo - av2 

110 

= __ I_.In vg + v . Vg - vo. 
2 a • Vg v. - v Vg + Vo 1a\;[-'v~ -='g i:]" 

Grenzgeschwindigkeit fiir t = 00: Stillstandbzw. Bewegungsumkehr(v1 = 0) 
zur Zeit 

1 Vo 
tl = -=.arctgy_' 

fa. bo bo 
a 

Statt Umkehr der Beziehung t - v in v - t und Integration zu 8 - t berechnet man 
dv dv ds dv IVdv 

bequemer aus b = dt = d8 . dt = V· ds den Weg s - 80 = -b- und erhalt: 

1 vB - v8 
8-So=-·ln---

2a v8-v2 ' 

bo + 2 
1 a Vo 

8-so =2·1n b • 
a -.! + v2 

a 

IV. Relativbewegnng. 
tThergang von einem ruhenden Koordinatensystem (absoluten) zu einem bewegten (Fahr. 

zeug). In der Technik wird ein erdgebundenes Koordinatensystem als ruhendes (absolutes) 
betrachtet. 

Absolutbewegung 

(im ruhenden Ko­
ordinaten­
system). 

Fahrzeugbewegung 

(in bezug auf das 
ruhende System). 

Relativbewegung 

(>des Korpers in 
bezug auf das 

Fahrzeug). 



Relativbewegung. 

Bei der Beschleurugung tritt noch die Coriolisbeschleu­
nigung hinzu. Sie bewirkt 

L Richtungsanderung \ 
der Relativgeschwindig­
keit auf dem Relativwege 
AIA2 (siehe Abb.l04c) . 

I. [, LI tp ) , = 1m Vrel • Tt = W • VreZ , 
Llt~O 

= lim (VI. - VII) , 
LI t~O LIt 

_ r (T2 W - Tl W) 
At~O LIt ' 

2. GroBenanderung der J 
Fahrzeuggeschwindigkeit 
infolge der Radienande­
rung auf den Relativwege 1 
AIA2 (siehe Abb. 104b) I'. (LIT) , 

_=.::LI;.:t_~;..O::-_Ll_t_·_W __ =_W_._V_re_z ' __ 

mithin betragt ihre GroBe. . . . . . . b"", = 2 . W • v;" . 
Ihre Richtung erhalt man durch Drehen von V;,l um 900 

im Sinne von w. In Vektorform ist also b..,. = 2 [w . !)rel] • 

Weg: dSab6 = dStahrZl/ + dsr•z , 

Geschwindigkeit: !)ab.= !)lahrZl/+ !),.!, 

Beschleunigung: bobs = blahrZl/ + brez + bear. 

Fiihrt das bewegte Koordinatenkreuz gegeniiber dem 
ruhenden eine reine Drehung aus, so ist die "Fahrzeug­
geschwindigkeit" !)f = [W·r] (siehe S. 47) und somit die Ab­
solutgeschwindigkei t 

tlabs = tlrez + [w t] , 

dt (dt) _ - = - +[w·r], 
dt dt rei 
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Abb. lO4. Relativbewegung einer Kugel 

in einem sich drehenden Rohr. 
a) Aufril3. 
b) Grundril3. 
c) Drehnng des Vektors der Relativ­

geschwindigkeit dnrch die halbe 
Coriollsbeschlennigung. 

wobei also (:~tl die Anderung von tin bezug auf das bewegte (korperfeste) Koordinaten­

system ist. 
Der tJbergang vom raumfesten Koordinatensystem xyz zum verdrehten korperfesten 

~'7/1; erfolgt mit Hilfe der Eulerschen Winkel 'IjJ, f), tp (siehe Abb. 105). 

1. Drehung um die raumfeste z-Achse um den 
Winkel 'IjJ. 

2. Herauskippen der 1; -Achse aus der z-Achse 
um den Winkel f}, d. h. Drehung um die Knotenlinie, 
das ist die Schnittgerade der xy- mit der~'7/-Ebene, 
um den Winkel f}. Senkrecht auf der Knotenlinie 
und in der ~'7/-Ebene liegt die Querachse. Sie steht 
also auch auf der 1; -Achse senkrecht. Die Richtung 
dieser Achsen ist so zu wahlen, daB Knotenlinie, 
Querachse und 1; -Achse wie xyz und ~'7/1; ein 

rechts- h d' K di bild links- an 1ges oor natensystem en. 

3. Drehung um die korperfeste Achse 1; - auch Abb. 105. Die Enlerschen Winkel 'I', {}, <p 

Figurenachse genannt - um den Winkel tp. beiIl1 tl'bergang vom ranmfesten Koordina-
Sind die Winkelgeschwindigkeiten ip, iJ. und ip tensysteIl1 xyz zum korperfesten I; '1 ~ • 

gegeben, so sind die Komponenten in Richtung der korperfesten Achsen ~'7/1;: 

w~ = - .p . sin f} • cos tp + {j. sin tp , 

w~ = +.p . sin f} • sin tp + 1J. • cos tp , 

Wt = +.p . cos f} + if! 
und der resultierende Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist: 

w2 = w~ + w~ + wE = #2 + '" 2 + if! 2 + 2 if!.p • cos f} • 
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Merkregel fiir die Beschleunigung in Polarkoordinaten (siehe S. 52): Man fasse die Be­
wegung des Aufpunktes ala Zusammensetzung aus einer Fahrzeug- und einer Relativbewegung 
auf (siehe Abb.106); z. B . Laufkatze auf Drehkran. Fahrzeug = Drehkran fiihrt Kreis­
bewegung, Laufkatze fiihrt Relativbewegung in Radialrichtung aus. 

o 

Fahrzeugbewegung : 

bf = b .. + b,. 
b .. =-v;'r =-r· wZ, 

dVf 
b, =Tt=r'8. 

Relativbewegung: 
bre! = t, 
b..,. = 2 • r . w = 2 • v • • w . 

Abb. 106. Beziehungen zwisohen 
denBesohleuniguugskomponenten 

In Polarkoordinaten und der 
Relativbeweguug. 

Absolutbewegung: 
babs = bf + b ... z + b .... , 
bab• = b9' + br • 

U mfangsbeschleunigung: b9' = bt + b .... = r· 8 + 2 . w • Vr , 

Radialbeschleunigung: br = r - r. w 2 • 

V. Darstellung von Bewegungsvorgangen. 
1. Allgemeines. 

a) Bahn. 

Sie ist eine rein geometrische Darstellung (ohne Beachten der Zeit) des von einem Punkte 
in der Ebene oder allgemein im Raum zuriickgelegten Weges. 

Kartesische Koordinaten: Wegkomponenten x, y, z } 
Polarkoordinaten: Fahrstrahl, Seiten· und Hohenwinkel r, cp, tp (siehe S.2). 
Zylinderkoordinaten: Grundkreisradius, Hohe, Seitenwinkel r, h, 'P 

b) Bewegnngsverhaltnisse. 

Beziehungen zwischen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung unter Vermittelung 
der Zeit, des Weges oder der Geschwindigkeit. 

Schaubilder: Weg - Zeit-Diagramm, 
Geschwindigkeit - Zeit­
Beschleunigung - Zeit-

Geschwindigkeit - Weg-Diagramm 
Beschleunigung - Weg- " 
Beschleunig. - Geschwindigk.-Diagramm. 

togep/on ft. mjmm. 
.4 

c) Hodograf. 

Verbindungslinie der von einem Polo aus aufgetragenen 
Geschwindigkeiten eines Massenpunktes an verschiedenen 
Bahnpunkten. 

[Z.B. D.d = oa ; DB = ob; Do = 00; DD = 0(£; DE = 013 = O.J 

Die Tangente an den Hodografen gibt die Richtung der 
Geschwindigkeitsanderung d D, also die Richtung der Be­
schleunigung an (siehe Abb. 107). 

1. Tangiert der Geschwindigkeitsvektor den Hodografen, 
so Hegen Geschwindigkeit und Beschleunigung in der gleichen 
Richtung, d. h. 

dv 
bges = bt = dt' 

bn = 0; e =00; 

Abb.107.HodografeinerBewegung. Wendepunkt in der Bahn (z. B. bei B). 
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2. Steht der Geschwindigkeitsvektor senkrecht auf dem Hodografen, so ist die GraBen­
anderung der Geschwindigkeit 0 und nur eine Richtungsanderung vorhanden. v = VmaJ: 
odel''' __ 

(Z. B. bei C;!;)e = oc.l be; b'e = 0; b, .. eS! b ... = v;.) 
3. Geht der Hodograf durch den Polo, so ist die Geschwindigkeit null, d. h. in der Bahn 

liegt ein Umkehrpunkt (z. B. bei E; !;)g = 0 e = 0). 

2. Verlauf der Kurven abhangig von der Zeit 
Beachte die Beziehungen und vergleiche sie mit der Statik (S. 32): 

Weg 8, Moment Wl 

Ge h . digk . d8 Q kr f dWl sc WID e1t v = de' uer a t Q = dx ' 

. dv d28 
Beschleumgung b = de = dt2 ' 

oder in del' Reihenfolge: 
Beschleunigung b 

Geschwindigkeit v = Jb • dt + 0 1 , 

Weg 8 =Jv·dt + O2 

=JJb.dt.dt 

+ 01·t+02 • 

Belastung 

Belastung 

Querkraft 

Moment 

Weg-Zeit 
8 - t 

Geschwindigkeit - Zeit 
v - t 

'1 

Q = - J q. dx + 0 1 , 

Wl =+JQdx + O2 

=-JJq.dxdx 

+ 01'X+ O2 , 

Beschleunigung - Zeit 
b - t 

horizontale Gerade o 0 
"'" (Ruhezustand) /' 

geneigte Gerade 

Parabel 2. Ordnung 

GroBt- oder Kleinstwert 
Wendepunkt 

Knick 

tangentialer tThergang zwi· 
schen 2 Kurven 

tThergang hoherer Ordnung 

horizontale Gerade (gleich­
formige Bewegung) 

geneigte Gerade 

'11=0 
GroBt- oder Kleinstwert 
Wendepunkt 
Sprung 

Knick 

tangentialer tThergang 

o 

horizontale Gerade (gleich­
formig beschleunigte Be­
wegung) 

b=O 
GroBt- oder Kleinstwert 
kurzzeitige Beschleunigung 

(StoB auf den Korper vgl. 
Statik - Einzellast) 

Sprung 

Knick 

3. Die Zeit als Parameter1• 

a) Weg - Zeit = s - t-Kurve gegeben (siehe Abb. 108). 
Sie ist nicht mit der Bahnkurve 8 = I(x, y, z) zu verwechseln (siehe S. 58). 

Geschwindigkeit: 

Differentiation von 8 - t ergibt '11= ~: Steigung del' 8 - t·Kurve. 

Beschleunigung: 

Differentiation " v - t 
dv 

b, =(H " '11- t 

1 Differentiations- und Integrationsmethoden siehe S. 7 ft. 
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Die Gesamtbeschleunigung ist vue< = vn + Vt, wobei nur die Tangentialbeschleunigung 

bt = ~~ aus dem 8 - t- bzw. v - t-Diagramm bestimmt werden kann. Die Normalbeschleu­

v2 
nigung ist, wenn 12 den Kriimmungsradius der Bahn bezeichnet: b" = -, d. h. v ist die Hohe 

i~ 
I -ent/epvnKl NflBsllJlJe: 
i Weu.: fs-O,5mjmm 
I Zeit: 4 -0.' s,nnm 

PO/fibs/fino: !Ir £!Smm 
flesdlw.:f ,,--/,; '-'Ie-42m/rmm 

8 fI) 12 t'l 
Zeiltlns 

(! 
im rechtwinkeligen Dreieck 
mit den Hypothenusenstiik­
ken bn und 12 (siehe Abb. 109). 
Fiir die MaBstabe erhalt 
man aus V2 = Bn' R und 

v2 =b,,'Q 
v2 b.. 12 
V2 = Bn • R den Wert 

E~ = fEb·Ee. (Betreffs der 
MaBstabberechnung siehe 
S.8.) 

1m Punkte A, d. h . zur 
Zeit t = 0 (siehe Abb.l08) ist 
der Weg 8 = 0, aber Ge­
schwindigkeit und Beschleu­
nigung sind ungleich null. 
1m Punkte B ist die Be­
schleunigung b = 0, d. h. die 
Geschwindigkeit hat einen 
Extremwert erreicht 

( 
dVmax ) 

b= d~=O . 
1m Punkte D, d. h. zur Zeit 
t = 9 sec ist der groBte Weg 
zuriickgelegt, der Korper be­
wegt sich auf seiner Bahn 

Abb. 109. Bestill11I1en der Normal-
Abb. 108. Bestill11I1en der Geschwindigkeit und Bescbleunigung aus der beschleunigung aus Geschwindig-

Weg - Zeit-Kurve durch Differentiation. keit und Kriimmungsradius . 

dem Ausgangsorte wieder zu, die Geschwindigkeit kehrt ihr Vorzeichen urn. Die Be­
schleunigung andert sprunghaft ihren Wert, infolgedessen findet man in der Geschwindig­
keit - Zeit-Kurve (IntegraIkurve oder Beschleunigungskurve) einen Knick. Den weiteren 
Verlauf der Kurven verfolgt man unter Beachten des auf S. 59 Gesagten. 

b) Geschwindigkeit 
Beschleunigung: 

Zeit = v - t-Kurve gegeben. 

dv 
Differentiation von v - t ergibt b, = de 

Weg : 
Integration 

MaBstabe: gegeben: 
gewahlt: 

berechnet: 

v-t 8 - 80 = fv·dt 
E~ m s-l/mm , E, s/mm , 
Polabstande Hi> H2 mm, 

Eo = _1 __ ~ ms-2/mm, 
HI E, 

Es = H 2 ·Ev .E, m/mm. 

Steigung der v - t-Kurve. 

Flache unter v - t-Kurve. 
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Abb. 110. Bestimmen der Geschwindigkeit und des 
Weges aus derBeschleuniguugs - Zeit-Kurve durch 

Integration. 

c) Beschleunigung - Zeit 
= b - t-Kurve gegeben. 

(Siehe Abb. 110 u . lll.) 

Geschwindigkeit: 

Integration von b - t ergibt 
v - Vo = fb·dt. 

Weg: 
Integration von v - t ergibt 

8 - 80 =fv·dt 
oder doppelte Integration von b- t 
ergibt 8 - 80 = Sf b . d t + vo· t . 

In Abb. no ist die Geschwin­
digkeit - Zeit-Kurve durch Inte­
gration der Beschleunigung -
Zeit-Kurve nach dem Ordinaten­
verfahren (siehe S. 9) bestimmt 
worden. Dabei wurde der Schritt 
(die Streifenbreite) zu LI t = 2 sec 
bzw. LI T = 20 mm gewahlt und 
im Streifen G1 H in LI t1 = 1 sec 
bzw. LlT1 = t LIT = 10 mm ge­
andert. Dementsprechend wech­
seltdie VergriiJ3erung der Ordinaten 

LlT1 1 
von n = 1 auf n1 = n· LI T = 2". 

8 

to 

.~ 

-<>0 
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10 f2 fit 
Zeiltlns 

MoBs/abe: 
It - II, 1 s/mm wie ofJerI 

gewlihll: Polobslond 11- 25mm 
berechnel: Es- H-[t ·Ev- 45m/mm 

8 10 II fII 
lei/tins 

10 12 1'1 
Die Weg - Zeit-Kurve wurde 

aus der eben gefundenen Ge­
schwindigkeit - Zeit-Kurve durch 
abermalige Integration, diesmal 
nach dem Sehnenverfahren (siehe 
S. 10) bestimmt. 

~ 
.~ 

Zeil t ins 

InAbb.lll istdie Weg - Zeit­
Kurve durch doppelte Integration 
mit Hilfe des Seilecks (siehe S. 11) 
bestimmt worden. 

Abb. 111. Bestimmen des Weges aus der 
Beschleunigungs - Zelt-Kurve durch so­
fortlge zweimallge Integration mit Hilfe 

des Seileck •. 

§i2 

~ 
~ 

C 

'IIJ 

00., 
MoBs/abe: 

ft -11,1 s/mm wiuIJefl 
gewt!/I//.· FltYtilenmoBsli1/J E" -IOmmz/mm. 

P%/Jslond H-25mm. 
/Jerechnel: E..-cl' ·4 ·Et -11,1 m/s mm. 

Es-H·Et.£v -1I,5m/mm 
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4. Der Weg als Parameter. 
a) Geschwindigkeit - Weg = v - s-Kurve gegeben. 

B 08chleulligung: 
dv dv ds dv 

b = dt = ds . dt = V· ds = V· tg x' 

d. h. b ist die Subnormale der v - s-Kurve (siehe Abb.112)_ Liegt die Beschleunigung 

C links d 0 d- b - 0 ~ ......... -?-~ rechts von er v- r mate, so ist s;:, . 

Ma13sta bberechnung : 
Aus der Konstruktion folgt: 

dV 
B= V· dS' 

ferner ist 
dv 

b=v·-, ds 

mithin verhalt sich 
b v dv dS 
B=V·dV·ds' 

d. h. 
1 

Eb = E~ . E m/s2 mm . 
• 

Abb. 112. Bestimmen der Bescbleunigung als Sub­
normale der Geschwindi"keit - We,,-Kurve. 

Die Normale in den einzelnen Kurven­
punkten lii,13t sich mit Hilfe eines Spiegel­
lineals gut und schnell zeichnen. 

Hq6sli6t : 
E,,-Q2m/smm 
4-o,Sm/mm. 

;0 ;0 50 
Wl'gs /ilm 

Zeit: 

Abb. 113. Bestinlnlen der Zeit aus der Geschwindig-

v - s -Kurve durch flachengleiche Treppen­
kurve ersetzen, Schritt LI S beliebig, Pol 
wahlen, Polstrahlen (1, 2, 3, 4 . .. siehe 
Abb. 113) und im Gebiet des dazu gehiirigen 
Streifens der Treppenkurve die Senkrechten 
(1',2',3',4',6' . . . ) zu den Polstrahlen ziehen. 
Die Schnittpunkte (OABCDEFGH) sind 
Punkte der gesuchten t - s-Kurve (vgl. 
Sehnenverfahren S. 10, entsprechend la13t sich 
auch das Tangentenverfahren durch Wahl del' 
Schritte LI V anwenden, siehe S. 10). 

keit - Weg-Kurve. 

Aus ahnlichen Dreiecken folgt 

ferner ist 

also ist 

ds 
Oder: Aus v = dt folgt 

V LIS 
H=LlT' 

Lis 
v=Lit' 

1 
In Abb. 114 ist die Integration von v - s nach dem Tangentenverfahren durchgefiihrt 

(siehe S. 10). 

1st an einer Stelle v = 0, also..!.. = 00, so wird das dem Wegelement Lis entsprechende v 

Zeitelement rechnerisch bestimmt zu LI t = ~ . 
VmiUe! 
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Beschleunigung und Geschwindigkeit abhangig von der Zeit. 

Die b - t und v - t-Kurven folgen aus der gegebenen bzw. den nach Obigem bestimmten 
KUJ'Ven 1.' - 8, b - s und t - 8, indem zu gleichen Wegen s die Beschleunigungs-, Geschwin-

12 

., 8 
#oBs/age: .~ 

Efly - 0,01 s/m 111m ~ 
f& - 1{5m/mm ~ 
;e;yfj/;!I: PI1/I1/Jslollti /l-liQmm 1/ 
6t:ret:/Inet: ft - If-Ef'y .t;.-

-()~s/mm 

til 21l S() I/Il SQ 
We.f/ s illm 

Abb.1l4. Bestlnimen der Zeit aus der reziproken Geschwindigkelt - Weg-Kurve. 

digkeits- und Zeitwerte abgegriffen und in neuen Diagrammen abhangig von der Zeit auf­
getragen werden. 

b) Beschleunignng - Weg = b - s-Kurve gegeben. 
Geschwindigkeit: 

Aus b = ~~ folgt nach Multiplikation mit ds durch Integration 

Durch Integration der b - s -Kurve 
v2 l findet man also die Kurve "2 - s (siehe .!iii 21----" 

.... 
Abb.1l5). Bringt man statt der Regelteilung §'> 
fiir v2/2 eine Wurzelteilung fiir van, so kann .~ 

§Q~--~.---~~--~----±o~ man die Geschwindigkeit der Kurve ent- ~ til 
nehmen. Die weiteren KUJ'Ven folgen unter ~ Ho/JsttYoe M'gsillDZ 
Benutzendieserv-s-Beziehung (vgI. S. 62). lj - O;1m/s2mm 
Allerdings muE die Geschwindigkeitskurve 2 t .. - 0;1 mfmm 2 2 
erst in eine solche mit regelmaBiger Teilung C(- If.fq·Cs- 1 mrs mm 

() 

umgezeichnet werden. Von der Teilung v2J2 Abb.115. BestlIIlll1en der Geschwlndlgkelt aus der 
kann man auch noch bequem mittels Divi- Beschleunlgung - Zelt-Kurve durob Integration. 

sion durch die Erdbeschleunigung g = 9,81 ~ 10 m/s2 zu einer Teilung in Geschwindigkeits­
hOhen v2j2 g [m] iibergehen. 
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c) Geschwindigkeitshohe - Weg = 2~ - s-Kurve gegeben. 
Beschleunigung: 

DUl'ch Differentiation folgt: 

d(;:) _~ . dv _~.~.dv _~.dv -~.b 
ds - g d s - g dt ds - g dt - g , 

d. h. also durch Differentiation (siehe S. 7££.) erhalt man die b - s.Kurve, die nach Ab­
schnitt 4 b weiter zu behandeln ist. 

5. Die Geschwindigkeit als Parameter. 
Beschleunigung - Geschwindigkeit = b - v-Kurve gegeben. 

Zeit: 
b - v-Kurve durch flachengleiche Treppenkurve (siehe Abb. 116, A BGDEFGH') 

HoBs/Boe: 
IJesch/~ni;ung: 4m/sZmm 
(/esr:llwilllfi9/.eit: E" m/s mm 
Zeit: Et - it -s/mm 

Zeit t 

Abb. 116. Bestimmen der Geschwlndigkeit - Zeit-Kurve aus der Beschleunigung - Geschwlndigkeit-Kurve. 

ersetzen, Pol wahlen, mittlere Beschleunigungen (Rechteckhohen B' B == 01, D'D == 02usw.) 
abtragen, Poistrahien und Parallelen dazu im jeweiligen Geschwindigkeitsbereich ziehen. 
Es ist 

also 

oder 

B LlV 
tgtp= H = LIT' 

Llv 
b=Tt, 

b 1 Llv LIT 
B=H·LlV·Lit' 

E,=~.E •. 
H Eb 

d.h. 
1 

Eb= H ·Ev • E, 

Oder: 
Zickzacklinie mit konst. 

SpitzenwinkeI 2 y zeichnen 
und AnzahI der Dreiecke 
zahlen (siehe Abb. 117). Es 
ist namlich 

1 
LlV Llv']J 

2.tgy= __ = ___ v 

Bm,,,.l b.~ 
Eb 

= ~V.Eb =Llt.EEb; 
~.E v 
LIt v 

Abb. 117. Bestimmen deGe:h~~~~~Jt~~~s der Beschleunigung - d. h. die Anzahl der Dreiecke 
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gibt mit 2.' tg y' ~: multipliziert die Zeit zum Erreichen der durch den jeweils letzten 

DreiecksfuBpunkt dargestellten Geschwindigkeit an. 

Weg: 
Pol auf negativer b-Acbse ill Abstande H vom Ursprung 0 wahlen, Poistrahien 

(0,1,2,3,4 . . . , siehe Abb. 117) zu den mittleren Geschwindigkeiten (FuBpunkte ABODE 
E. 

der Dreieckshohen) und Parallelen dazu fiir das jeweilige Zeitintervall LI t = 2· tg y' E. 
ill t - s-Diagramm ziehen. Es ist dann: 

LIs 
und LI t = Vmill'/ , 

d. h. 

~;.~~ =;: ·H, mithin E.=E,·E.·H. 

Oder: I 
dv 1 

Aus ds = V' dt = v . dv . dt = V· b . dv folgt I / 
r. • ,,¥. 

durchlntegrationder ~ -Kurve : 8-80 = f ~ . dv . 

. v 
KonstruktlOn der b -Kurve: Strahlen aus dem 

Ursprung (OA, OB, 00, siehe Abb.1l8) schnei­
den auf einer Parallelen zur v -Achse im Abstande H 
die zum jeweiligen Schnittpunkt des Strahles mit 

v 
der b - v-Kurve gehorenden Werte b abo 

( VA VB va) 
PD~ bA ' PE~ bB ' PO~b-;; usw. , 

die in den jeweiligen Geschwindigkeit.spunkten 
(G, H, J ... ) aufgetragen (GD' = PD, HE' = PE, 

J F' = PO . .. ) die i -Kurve ergeben. Es ist: 

PD OG (V/B) V v v 
o P = G A = ---g- = B und b = -b ' 

mithin wird: 

s-s,,';/fdv,-/ I 6 

i F' 

i / . / 
B / 

H J 
G~ihilY 

Abb. 118. Bestlmmen des Weges aus der 
Beschleunigung-Geschwindigkelt-Kurve. 

1 1 
d. h. aber E./b = H E.· E •. 

Wahlt man H so, daB H· E. = 1; 10; 100 oder allgemein 10" Einheiten der Beschleuni­
gung wird, so wird E./b = 1O-"·E., also der Wert von v/b im 1O-"-fachen Geschwindigkeits­
maBstab abgelesen. 

6. Geschwindigkeitszustand eines Systems. 
a) Geschwindigkeitsplan. 

Er gibt den Geschwindigkeitszustand eines Korpers oder Systems in einem bestimmten 
Augenblick an. 

Die absoluten Geschwindigkeiten der einzelnen Systempunkte sind Vektoren vom PolO 
aus (siehe Abb. 119 a, b). Die relativen Geschwindigkeiten der .einzelnen Systempunkte zu­
einander sind Vektoren, die die Endpunkte der Absolutgeschwindigkeiten ,Illiteinander ver­
binden. Die Endpunkte der Geschwindigkeitsvektoren bilden eine dem Lageplan ahnliche und 
urn 900 gegen diesen gedrehte Figur abc d ~ ABO D • 

Milller, Mechanik. 5 
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Absolu tgeschwindigkei ten Relativgeschwindigkeiten 1 

VA = 0 a· E. in Richtung von 0 a 

VB = or;. E. " or; 
VBA = ab· E. in Richtung von ab, d.h . ..LAB 

Va = oc • E. " 

VD = 0 d· E. " 
l.ogep/on 
Ezm/nua 

bO 0 

vOB=be·E. " 
oc 

od 

fJeschwinrflikel/sp/on 
4,tn/smm a 

A 

" be " ..LBO 

usw. 

Gescl1winrflukeilspol 
\ fj m/mm. fv m/s mm. 

\ b , , , , , , , 

Abb. 119. Bestimnien des Geschwindigkeitszustandes eines Systems (a) mit HIlfe des Geschwindigkeits­
planes (b) oder des Geschwindigkeitspoles (c). 

b) Geschwindigkeitspol = Momentanpol = IDt 
Er ist der augenblickliche Drehpunkt des Systems und liegt auf den Senkrechten zu den 

augenblicklichen Geschwindigkeiten. Diese sind den Abstanden vom Momentanpol verhaltig. 
Der Momentanpol \m im Lageplan entspricbt dem Pole 0 des Gescbwindigkeitsplanes. 
Z. B. LI A \mD ,...., LI aod (siebe Abb. 119a, b). 

Absolutgeschwindigkeiten (siehe Abb. 119c): 

d\ 

VA = [A M • w] steht senkrecht auf AM, 

vB=[BM·w] " " BM, 

va = [0 M • w]" " ,,0 M , 

vD=[DM·w] " " DM, 

F 

{} E. 
tg =W· E,. 

7. Bestimmen des Geschwindigkeits­
zustandes eines Systems. 

(Schwingende KurbelscWeife.) 

a) llfit Hilfe des Geschwindigkeits­
planes. 

Gegeben: Winkelgeschwindigkeit w der Kurbel 
A 0, d. h. Absolutgeschwindigkeit V c 

der Hulse. 
Gesucht: Schlittengeschwindigkeit V F • 

/ " 
/~~II';lI/.gbih,pkn 

Ev-mfsmm 

Pol 0 des Geschwindigkeitsplanes wahlen, 
- ve [OA·w] 

bekannte Lange 0 C = E = --~ auftragen 
Abb.120. Geschwindigkeitsplan einer schwingenden 

Kurbelschleife. (siehe Abb. 120). v • 

1 Erster Index gibt den betrachteten Punkt an, zweiter den Bezugspunkt. 
Z. B. VBA = Geschwindigkeit von B relativ zu A, 

tJAB = A" B, 
tJBA = - tJAB. 



Darstellung von Bewegungsvorga.ngen. 

1. Gesehwindigkeit des Punktes D; bD = 
D = Punkt der Sehwinge BE in der Hiilse O. 

FA ist bo bD + bOD 

Absolut- = Fahrzeug- + Relativ-Gesehwindigkeit. 

bD -L B D, da Drehung um B; d. h. 0 d -L B D } 

bOD in Riehtung von BDE, d. h. cd II B D 

bD = od .E.; bOD = dc.E._ 

2. Geseh windigkeit des Punktes E; bE = ? 

BDE fiihrt eine Kreisbewegung um B aus, mitbin ist: 

Sehnittpunkt = d. 

BE - - BE 
bE = bD' B D' d. h. 0 e = 0 d· B D' 

3. Gesehwindigkeit des Punktes F; bp =? 

+ 
Absolut- = Fahrzeug- + Relativ-Gesehwindigkeit. 
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bp in Riehtung der Geradfiihrung; d. h. 01 II Geradfiihrung, bPE ~ EF, da sieh F relativ 
zu E auf einem Kreis mit E F als Radius bewegt, d. b. e 1 -L E F . Sehnitt von 01 mit e fist f. 

b) Mit Hilfe der Momentanpole (geklappte Geschwindigkeiten). 
Momentanpol von A 0 ist A; mithin ist 

vo=[OA·w], und zwar steht bo -LAO (siehe 
Abb.121). 

Momentanpol von BDE ist B; mithin steht 
b D -L B D und ist der GroBe naeh gleieh der Pro­
jektion von bo auf die bD-Riehtung. 

Infolge der Kreisbewegung von BDE um B 
. BE 
1St bE = bD' B D' 

Momentanpol WC von EF liegt 1. auf der 
Senkreehten zu bE und 2. auf der Senkreehten 
zu bp • Die Riehtung von bp ist dureh die Gerad-

WCF 
fiihrunggegeben,dieGroBefolgtausbp =VE' WC E' A.R-:t-_~w 

j 
/'4-~ 

/ I 
I I 

I 1 
/ I 

I I 
I I 

I I 
I \-Ji:--T .... , 

,?-- IF \ 
/ " ~f 

/ \ 
I 

Zur Konstruktion der GroBe von Vp wird VE auf ' 
WCE geklappt, dureh den Endpunkt die Paral­
lele zu EF gezogen, die auf WCF die GroBe von 
Vp absehneidet. Diese wird auf die Riehtung 
von bp (Riehtung der Geradfiihrung) geklappt. 
Der Sinn des Pfeiles von bp folgt aus dem Sinne 
der Winkelgesehwindigkeit um WC , der dureh bE 
bekannt ist. 

Abb. 121. MOIllentanpoie und Geschwindigkeiten 
elner schwingenden Kurbeischlelfe. 

8. Beschleunigungszustand eines Systems. 
a) Beschlennigungsplan. 

Er gibt den Beschleunigungszustand eines K6rpers oder Systems in einem bestimmten 
Augenbliek an. 

Die absoluten Besehleunigungen der einzelnen Systempunkte sind Vektoren vom Pol:n 
aus (siehe Abb. 122 a, b). 

5* 



68 Kinematik. 

Die relativen Beschleunigungen der einzelnen Systempunkte zueinander sind Vektoren, 
die die Endpunkte der Absolutbeschleunigungen miteinander verbinden. Tritt eine Radien· 
anderung bei der Bahn des betrachteten Punktes ein, so gibt die Verbindungslinie die Resul­
tierende aus brei + b .... an (siehe S. 57). 

i.ogep/on 
4 m/mm 8 

0,1 ~-~ 

A 

o 

8eschle'rigungsp/on 
fb m/s mm 

~a 
~A 

"<tJt /), 'P 
(Pol), 'B 

BescIJ/eunigungstKJI 2 
4 m/1T1JJZ 8 fIJ m/s 1T1JJZ 

6 °B G 

o 
Abb. 122. Bestimnlen des Beschleunlgungszustandes eines Systems (a) mit Hille des Beschleunigungsplanes (b) 

oder des Beschleunigungspoles (c). 

Die Endpunkte des Beschleunigungsplanes bilden eine dem Lageplan ahnliche und um 
b, '8 

den <t: P = arc tg -b = arc tg a gedrehte Figur. ex P y <5 '" A B G D • 
n (J) 

A bsolutbeschleunigungen 

bA = n ex • Eb in Richtung von ;a:, 

bB = 'itfj. Eb in Richtung von n{f, 

bo = n y. Eb in Richtung von ny, 
bD = n <5 • Eb in Richtung von it6, 

Relativbeschleunigungen 

bB A = ex P . Eb in Richtung von ex P gegen 

A B um <t: P geneigt, 

bD B = P <5 • Eb in Richtung von P <5 gegen 

B D um <t: P geneigt, 

usw. 

b) Beschleunignngspol G. 

Er entspricht im Lageplan dem Pol n des Beschleunigungsplanes. Die Beschleunigungen 
sind den Abstanden der betrachteten Punkte vom Beschleunigungspol verhaltig und stehen 

b, 8 
zu diesen Radien unter dem Beschleunigungswinkel P = arc tg -b = arc tg 2. (Z. B. 

n (J) 

bA.",GA; bB~GB usw.; siehe Abb.122c.) 

9. Bestimmen des Bt'schleunigungszustaudes eines Systems 
(schwingende Knrbelschleife) 

mit Hilfe des Beschleunigungsplanes. 
Gegeben: 1. WinkeIgeschwindigkeit (J)A der Kurbel AG. 

2. Winkelbeschleunigung CA der Kurbel AG; 
d. h. bekannt sind damit auch die Geschwindigkeiten aller Systempunkte (siehe S.66) 
und die Beschleunigung bo = b~ + b~ der HiUse G. 

v· 
(Normalbeschleunigung b~ = 0 nach Kriimmungsmittelpunkt A der Hiilsenbahn ge­

AG 
richtet; Bestimmung siehe S.60, Abb. 109. - Tangentialbeschleunigung b~ = [GA, e] steht 
sen.krecht auf AG.) 

Gesucht: Schlittenbeschleunigung bp • 



Darstellung von Bewegungsvorgangen. 

1. Beschleunigung des Punktes D der Schwinge BDE; bD = ~ 

Es ist 
bo bD + bOD + b .... 

Absolut- = Fahrzeug- + Relativ- + Coriolis­
Beschleunigung. 

Beaohleunigung 

bo 

tog6p/Ilfl 
Ez-mjm1ll 

bD = b~ + b~, 
bOD=b8D+b~D' 

GroBe 

gegeben 

tI~ 
BD 

dtln dt = uobekannt 

0; Kriimmuog der Relativ­
ba.ho = co, weil Geradfiihrung 

dtlOD Cit = unbekannt 

tiD 
2 · WB' tlOD = 2· DB ' tlOD 

Ricbtung 

gegeben 

II BD 

J.BD 

II BD 

.l tlOD 

fe. 

Konstruktion des Bescbleunigungsplanes (siebe Abb. 123). 
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nl' = bo ' ~b; n1 = b~' ~b parallel DB ziehen; bD entweder rechnerisch bestimmen 

(siehe Tabelle) oder zeichnerisch aus dem rechtwinkeligen Dreieck BKL mit OK = V; . 
1 

als Rohe und BD und OL = b~· Eb als Rypothenusenstiicken (MaBstabe E, m/mm, 

E. m/srom, Eb m/stmm; siebe S.60); in 1 die Senkrechte auf n1 erricbten = 1. geom. 
- 1 ~ 1 

Ort fiir den Endpunkt 0 des Beschleunigungsvektors no = bD ' E
b

' I' 2 = be .. ' -Eb ; beor 

entweder rechnerisch (siehe TabeTIe) oder zeichnerisch (siebe Abb.123) bestimmen. In D 
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wird D K = vED auf BE wird B P = 2· veD ' ~ aufgetragen, dann erhaIt man bccr mit Hille . . 
des Strahlensatzes. MaBstabe: Gegeben El m/mm, gewahlt E. ms-1/mm, berechnet 

JiJb = i ms-2/mm. In 2 eine Senkrechte auf y 2 elTichten, d. h. eine Linie parallel B D, der 

Richtung der Tangentialbeschleunigung b~ D' ziehen = zweiter geometrischer Ort fiir O. Es 
ist dann bD = no·Eb. Der Pfeilsinn ist bestimmt durch 

by> + b1 + bb + beer = bo, 

nl+lO+12 +2r =ny. 

2. Beschleunigung des Punktes E; bE = 

BDE dreht sich um den Festpunkt B, also ist bE = bD • ~ ~ • 

Konstruktion: 

~ b I I d B - b I ~ BE . d n u = D' Eb ver angern, so a n B = E' Eo = n U· BD WIT • 

3. Beschleunigung des Punktes F; bp = 

bp bE + bpE + be"," 
Absolut· = Fahrzeug- + Relativ- + Coriolis-

Beschleunigung. 

bE ist nach GroBe und Richtung bekannt (siehe vorigen Abschnitt 2), 

bPE = b'].E + b~E , 
beer = 0, da der Radius EF = const bleibt. 

Beschleunigung GroBe 

= n B • Eb bekannt 

vh 
EF 

dVPE lit = unhekannt 

Richtung 

liFE 

J..FE 

dvp 
(It = unhekannt II Geradfiihrung 

Konstruktion: 

73 = b';. E' ~b in Richtung von FE zeichnen, in 3 die Senkrechte auf ;J errichten =Rich­

tung von b~ B = erster geometrischer Ort fiir q;. In n Parallele zur Geradfiihrung ziehen 
= Richtung von bp = zweiter geometrischer Ort fiir q;. Es ist dann bp = nq;· E b • 



D. Kinetik. 
Lehre von der beschleunigten Bewegung. Die auJ3eren Krafte und Momente 
sind nicht im Gleichgewicht, sondern sie ergeben eine resultierende Kraft 
und ein resultierendes Moment, deren Folge eine beschleunigte Bewegung 
des K5rpers ist. Es werden Beziehungen zwischen den Kraften und 

Momenten, sowie ort und Zeit aufgestellt. 

1. Vorbemerkung. 
Genau wie beirn Berechnen der Auflagerkrafte in der Statik (siehe S. 30) ist auch beirn 

Bestimmen der Bewegung eines Massenpunktes oder Systems von Massenpunkten diesas 
"frei" zu machen, d. h. bei gefiihrten Punkten oder Systemen sind die von der Fiihrung aus­
geiibten "Fiihrungskrafte"l als auBere Kriifte anzusetzen. Zwischen den einzelnen Massen­
punkten innerhalb des Systems treten auch noch innere Krafte auf [z. B. Anziehungskrafte 
zwischen den einzelnen Massenpunkten (vgl. Planetensystem) oder Oberflachenkrafte 
(Spannungen, Gas- und Fliissigkeitsdriicke in Hohlraumen des Systems)]. 

Werden die Massenpunkte oder Systemglieder, zwischen denen innere Krafte auftreten, 
voneinander getrennt, so werden fiir die Teilsysteme die vorhin als innere bezeichneten Krafte 
zu au.6eren. 

Fiir das ganze System bilden die inneren Krafte wegen ihres paarweisen Auftretens 
fa m 11& 

(Wechselwirknngsgesetz) fiirsich ein Gleichgewichtssystem (.2$,= 0; .2IDli = .2[r,· $J=O). 
111 

Die Bewegung des Korpers kann zerlegt werden in ein Fortschreiten des Schwerpunktes 
(Translation) und eine Drehung um den Schwerpunkt (Rotation) (siehe Schwerpunktsatze 
S.89/93 und Kinematik Abschn. I 1). 

Definition: 

II. Grnndbegriffe. 
1. Massenmomente zweiter Ordnung2• 

Skalare GroBe; Dimension: Masse X Lange2 [kg m S2]. 

a) Triigheitsmoment (stets > 0). 

Tragheitsmoment = Summe aller Massenelemente mal Abstand2 

von (siehe Abb. 124) 

z 
tim 

y1 einem Bezugspunkt (polares Tragheitsmoment); 
einer Bezugsachse (anales Tragheitsmoment); 
einer Bezugsebene (planares Tragheitsmoment). 

• IZ 
0/ I 

Grundfigur: rechtwinkeliges Achsenkreuz xyz. 
I / : /'~ 
1/ 

y 

1 Senkrecht auf der Fiihrung steht die Normalkraft, in Rich- ---,----.... 
Normal Abb. 124. Grundfigur zur 

tung der Fiihrung liegt die Tangentialkraft. Die T ;. 1 kraft Ableitung der Formeln fiir 
Richtung angen la - die verschiedenen Trigheits-

andert die GroBe der Geschwindigkeit. momente. 

2 Momente erster Ordnung = statische Momente (vgl. Drehmoment = Lange X Kraft 
oder Drall = Lange X BewegungsgroBe, vektorielle GroBen. 

In der Festigkeitslehre werden auch Flachentragheitsmomente (Flache X Abstand= be­
niitzt. Massen- und Flachentragheitsmomente sind keine physikalischen Begriffe, sondem 
nur Zusammenfassungen zur Abkiirzung von Formeln. 
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Grundgleichungen; 
polares Tragheitsmoment 

im Raume 

J o =f dmr2=S dm(x2 + y2 + Z2), 

in der Ebene (z = 0) 

J o =S dm (x2 + y2), 

J", = S dm (y2 + ::;2) , 

J" =S dm (Z2 + x2), 

J. = f dm (x2 + y2), 

axiales Tragheitsmoment 

J x =S dm y2, 

J,,=fdmx2 , 

J. =f dm (x2 + y2) ==Jo , 

planares Tragheitsmoment 

J",,, =f dmz2, 

J .. =f dmx2 

J.,. =S dmy2, 
Folgerungen ;1 

3 3 2 
Polar =Axial + Planar = I Planar 

1 
= l' I Axial Polar =.4 Axial 

1 1 

J o = J", + Jyz =Jxv+J •• +Jxz = l (Jx+J.+J.), 
J. + J zx , 

Jo=Jx+J", 

Jz + J",'II' 
9 9 

Axial = E Planar = I Axial - 2 • Planar 
1 1 

J",=J •• +J •• = J.+J. -2.J .. , 

J.=J".+J".= J.+J", -2·J.,., 
J.=J.,.+J",= J",+J" -2·J ••. 

b) Zentrifugabnoment = Deviationsmoment (:::z:. 0). 

= Summe aller Massenelemente mal Abstand von zwei aufeinander senkrecht stehenden 
Ebenen (siehe Abb. 125). 

Tm Raume 

Gxv = f dm.x.y, 

Gvo=fdm.y.z, 

Gu =S dm·z· x. 

In der Ebene (z = 0) 

G.v=Sdm.x.y. 

Sind Gxy = Gu • = G .. = 0, so heillen die Achsen xyz Hauptachsen. 

z I~ dm 
I . f1l 
I r/'T 
1·/ 1 

A ____ -+"'1... 
1 
IZ 

Abb. 125. mergang auf parallele Achsen. 

2 3 

c) Vbergang 
auf andere Koordinatensysteme. 

IX) Parallele Achsen. 

DurchEinsetzenderWerte (sieheAbb.125) 

,;=x-a, 
'f}=y - b, 

e = z - c* 

in die Grundformeln folgt; 

1 Ibzw. I, d. h. I von 2 bzw. 3 Tragheitsmomenten der angegebenen Art. 
1 1 * Bei ebenen Problemen ist e = z = 0 mit c = 0 zu setzen. 



Grundbegriffe. 

JA=JO +M.(a2 +b2 +c2 ) 

J i; = J ~ + M . (b2 + (2 ) 

J'J = J y + M· (C2 + a2) 

JI; = J. + M· (a2 + b2 ) 

Ji;~=J.y+M'C2 

J~I; = J .. + M ·a2 

JI;i;=Ju +M.b2 

-2a·S dm· x - 2b·S dm· y - 2 c·S dm· z, 

-2b·S dm· y - 2c·S dm· z, 
-2c·Sdm.z - 2a·Sdm.x, 

- 2a·S dm· x - 2b· J dm· y, 
-2 c.J dm· z, 
-2a·Sdm.x, 

-2b·S dm· y, 
= 0, falls xyz durch denSchwerpunkt gehen 

(s. Definition des Schwerpunktes S. 26). 
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Steinerscher Satz: Das Tragheitsmoment, bezogen auf einen anderen Punkt 
(parallele Achse, parallele Ebene), ist gleich dem Tragheitsmoment, bezogen auf den S c h w er­
punkt (Schwerachse, Schwerebene) + Gesamtmasse X Abstand2 der beiden Bezugs. 
groBen voneinander. 

Ch = C~. + M ·ab - bSdm.x- as dm·y, 
C~I; = C •• + M· b c - c S dm· y - bS dm· z, 
CI;I; =C .. + M ·ca - as dm·x - cS dm.x, 

= 0, falls x y z durch den Schwer­
punkt gehen (siehe S. 26). 

Das Zentrifugalmoment, bezogen auf eine parallele Ebene, ist gleich dem auf die 
Sch were bene bezogenen + Gesamtmasse X Produkt aus den Abstanden der neuen Ebenen 
von den urspri.inglichen. 

In bezug auf den Schwerpunkt (Schwerachse, Schwerebene) 
werden die Tragheits- und Zentrifugalmomente am kleinsten. 

Die Auswertung der Integrale rechts von der punktierten Linie 
kann man sich beim "Ubergang von Punkten (Achsen, Ebenen), 
denen der Schwerpunkt nicht angehort, zu ebensolchen durch 
den Weg iiber den Schwerpunkt ersparen; z. B. (siehe Abb. 126) 
gegeben J.; gesucht Ji; =? 

Nach dem Steinerscben Satz ist: 

J.,=Jh +M·82 
Ji;=Jh +M(b+8)2, 

fJ) Schiefe Achsen. 

Fiir den Ra um gilt: Mit den Winkeln zwischen den 
einzelnen Achsen (siehe Abb. 127) 

---7I-.....----,,--~-Ac;,se 

Abb. 126. Schwerpunktsachse 
und parallele Achsen 

(Steinerscher Satz). 

z 

I x y z t. 

; CXl Pl Yl 

'f} CX2 P2 Y2 

C CXa Pa Ya 

gelten die Transformationsformeln 

; = x . cos CXl + y. cos Pl + Z • cos Yl , 

'f} = x . cos CX2 + y . cos P2 + Z • cos Y. , 
C = x . cos cxa + y • cos P3 + z· C03 Ya 

\ 
\ 
\ 
\ 

I 
I 
I 

\f 
Abb. 127. tJ"bergang zu schiefen 

Achsen. 
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und damit gehen die Grundgleichungen tiber in 

J~ = J x ' cos· 0(1 + J y ' cos· /31 + Jz' cos· 1'1 - 2Gxy ' cos 0(1 • cos /31 - 2 G •• . cos /31 • cos 1'1 

,J, } 
I durch zyklische Vertauschung. 

Jt 

- 2Gu ' cos 1'1' cos 1X1 
= 0, falls x y z Hauptachsen sind (s. S. 72) 1. 

G~~ = - J x ' cos 1X1 • cos IX. - J •• cos /31 • cos /32 - J • . cos 1'1' cos 1'2 

+ Gx •• (cos 0(1 • cos /3. + cos /31 • cos 1(2) 1 
+ G •• • (cos /31 . cos y. + cos 1'1 • cos /3.) J = 0, falls xyz Hauptachsen sind (s. S. 72) 2, 

+ Gu ' (cos 1'1 • cos 1X2 + cos 1X1 . cos 1'2) 

G~t} durch zyklische Vertauschung. 
Gt~ 

\1J 
\ 
\ 
\ 
\ 

In der Ebene ist (siehe Abb. 128): 

!I 

A 

1X1 _IX, 

/31 = 90 - 0(, 

1X2 = 90 + 0(, 

\ /32 = 90 - PI = IX, 
\ 
\ 
\ 
VJ2 

~= x'coslX+Y'sinO(, 

1] = --'- X· sin IX + y. cos IX. 

re· 

Abb. 128. Schiefe Achsen in der Ebene. 

J~ =f dm 1]2 = J x • COS2 1X + J •• sin2 1X - Gx•• sin 2 IX, 

J q =f dm~2 = J x ' sin2 1X + J •. COS2 1X + Gx •• sin 2 IX, 

G;q =f dm~1] = (Jx - J.) ·tsin21X + Gx •• cos 2 IX. 

1 FUr das planare Tragheitsmoment J~t erhalt man durch Einsetzen des obigen Wertes 
fiir ~ in die Grundgleichung (siehe S. 72) 
J~I = JyZ' COS2 1X1 + Jzx· cos2 PI + J XY ' cos2 1'1 

+ 2· G ••. cos 1X1 cos PI + 2· Gvz' cos Pl' cos 1'1 + 2· G .. • COSYl' COSIX1' 
Es ist ferner: 

1 = cos2 1X1 + cos2 fh + cos2 1'1' (siehe S.2) 

J o = J o' cos2 0(1 + J o' cos2 PI + coS2 Y1' 

J o = J. + J .. = J. + J .. = J. + J •• , (siehe S. 72); dies eingesetzt ergibt: 

j Jo = (Jx + J y.)' COS2 1X1 + (Jy + Jzx) . cos2 PI + (J. + J x.)· cos2 1'1' 

_ J o = J~ + Jqt, 
J o = J~ + J ... COS2 1X1 + J ... cos2 fh + J x•• cos2 1'1 

+ 2· G •• · cos 1X1 cos PI + 2· G .. • cos PI cos y! + 2· Gox ' cos 1'1 cos 1X1' 

J~ = J •• COS2 1X1 + J •. cos2 PI + J •• cos2 1'1 
- 2 Gx•· cos 0(1 . cos fh - 2 Gu , cos PI cos 1'1 - 2 Gu · cos 1'1 • cos 0(1 w. z. b. w. 

2 Durch Einsetzen der Werte fUr ~ und 1] in die Definitionsgleichung GJ; ~ = f dm ~ 1] 
erhalt man zunachst: 

GI;q = J y.' cos 1X1 cos 1X2 + J xz ' cos PI cos P2 + J x•• cos 1'1 cos 1'2 
+ Gx• (cos 1X1 cos P2 + cos 1X2 cos /31) + G. z ( ... ) + Gu ( ... ), 

die mit den Beziehungen (siehe S. 72) 
Jyz=t(-J.+J.+J.) 

zz 'Y z x 
xu • 

und den fiir die Koordinatendrehung geltenden Gleichungen 
cos 1X1 cos 1X2 + cos PI cos P2 + cosy! cos 1'2 = ° 

2 3 2 3 2 3 
3 1 3 1 3 1 

den obigen Wert annimmt. 



Grundbegriffe. 

Zu den beliebigen Achsen xy liegen die H aupt­
achsen I, 2 (mit 012 = 0) unter den Winkeln CXo und 

!Xo '+ ~ , wobei aus der letzten Gleichung folgt: 

2 · O~ . 
tg 2 !Xo = J v _ J ~ . 

d) Bestimmen der Massenmomente zweiter 
Ordnnng. 

Rechnung. 
R ein analytisch . 
Tabellarisch . 

Zeichnung. 
Verfahren von 

Culmann, Mohr, 
Nehls. 

oc) Rechnung. 

Versuch. 
Schwingungen. 

Anlaufen. 

Rein ana lytisc h nur durchfiihrbar (siehe die 
angegebenen Definitionsformeln S.72), wenn die Ge­
stalt des Korpers analytisch erfaBbar ist. Z. B. 
Quader, Zylinder, Kugel, Kegel, Rechteck, Kreis, Drei­
eck usw. 

Tabellarisch, wenn die Querschnittsform des 
Korpers graphisch gegeben ist. Querschnittfliiche 

X 
Abb. 129. Zur tabellarischen Bestlmmung des Tragheits­

und Zentrlfugaln1omentes . 

in rechteckige Streifen para.llel zur Bezugsachse zer­
legen (siehe Abb. 129). Grenzlinie des Querschnittes 
als Bezugslinie (Bezugsebene des Korpers) wahlen, da­
mit aIle Ordinaten dasselbe Vorzeichen haben (zur 
Vermeidung von Rechenfehlern). Umrechnen derTrag­
heits- und Zentrifugalmomente auf parallele Achsen 
(Ebenen) usw., siehe S. 72/73. 

Die Summen der nebenstehenden Spalten ergeben 
.24 = F = Querschnittsflache, 

.27 + .28 = J~ = Tragheitsmoment, 

.29 + .210 = O~ . = Zentrifugalmoment, 

I: =:: I Schwerpunktskoordinaten . 

.24 
1 Ist die Hohe h der Flachenstreifen klein gewahlt, 

so konnen die Spalten 7 und 9 g egeniiber 8 und 10 
vernachlassigt werden. (Tragheits- und Zentrifugalmo­
mente in bezug auf Achsen durch den Schwerpunkt 
des Flachenstreifens.) 
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a) 

e) 

e) 

Ej mimm fr mmo/mm 

b) 

~----Hr----·'" 

d) 

_---,~---l!"""'1: 
Abb. 180. Zelchner!sche BestlIIiIIiung des Tragheltsmomentes nach 

Culmann und Mohr. 
a) Lageplan. b) erstes Fiacheneck mit Poistrahlen. c) erstes 
Selleck (Mohr). d) zweites Fliicheneck mit Poistrahlen. e) zweites 

Seileck (Culmann). 

Die Tabelle ergibt die Fla­
chenmomente em']. Die Mas­
senmomente fUr 1 m Langen­
ausdehnung senkrecht zur Zei­
chenebene folgen daraus durch 
Multiplikation mit der Dichte 
rjg [kg m-' SZ]. 

fJ) Zeichnung. 

Tragheitsmoment nach 
Culm ann. Querschnittsflache 
in schmale Streifen parallel 
zur BezugsachRe unterteilen 
(siehe Abb. 130). Flachen­
streifeninhalt wie Krafte in 
einem Krafteck auftragen, Pol 
wahlen, Poistrahien und Seil­
eck zeichnen (0, 1, 2, 3 ... ), 
auf Bezugsachse Moment des je­
weiligen Flachenstreifens F i • Xi 

als Lange TJ auf der Bezugsachse 
zwischen den entsprechenden. 
Seilstrahlen abgreifen (siehe 
S. 61, Vorzeich~n beachten) 
und damit zweites Krafteck 
und zweites Seileck (0', 1', 2', 
3' ... ) zeichnen. Die Lange y 
zwischen den letzten Seilstrah­
len auf der Bezugsachse ist ein 
MaB fUr das Tragheitsmoment 
in bezug auf diese Achse. 

MaBstabe: gegeben: 
gewahlt: 
gewahlt: 
berechnet: 
gewahlt: 
gewahlt: 
berechnet: 

Lange Ez mjmm, 
Flii.che (im Flacheneck) 
1. Polabstand 
1. Moment 
2. Belastung 
2. Polabstand 
2. Moment 

E, mmZjmm *, 
HImm, 

E~ = HI·E,.Er m3/mm, 
E~ = IX· E~ m3jmm 
Hzmm, 
E~ =Hz·IX.E~.Ez 

= Hz . HI· E f • Et'- ex m'jmm , 

1 m Erstreckungsenk- EJ = L . 1· E~ kgmsZjmm. 
berechnet: Tragheitsmoment fiir} 

recht zur Zeichenebene g 

Tragheitsmoment nach Mohr. Erstes Seileck wie bei Culmann zeichnen. Die 
schraffierte Flache (i x2 ·TJz siehe Abb. 130) stellt dar: Teilmoment X Abstand = Tragheits­
moment des Flachenstreifens. Das Gesamttragheitsmoment ist also gleich der Summe aller 
Teiltragheitsmomente, d. h. die Seileckflache ist ein MaB dafiir. 

I Der Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahles gibt eine Schwerachse (siehe 
S. 13 u. 26). 

F F * Der MaBstab gibt das Verhaltcis EF = 0 ~ = 1 ~. wobei mit F~ die GroBe der Flache 

in der Zeichnung einzusetzen ist (nicht die durch die ZeichnungsgroBe Fl dargestellte 
2 

Flache mit den AusmaBen F· En. 
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MaEstabe: fiir das erste Seileck wie bei Cul­
mann. 

SeiliJekfliichc ESF = 2· Eq • Ez m 4jmm2 , 

77 

Tragheitsmoment EJ =ESF • 1· x..- kg m s2/mm2. 
g :., 

Tragheitsmoment nach Nehls. Breite x 
der Querschnittsfigur auf eine ill Abstande H 
zur Bezugsachse gezogene Parallele projizieren 
(siehe Abb. 131), von beliebig auf der Bezugsachse 
gewahltem Pole 0 Poistrahien nach den Projek­
tionspunkten ziehen und mit der urspriinglichen 
Breitenordinate x zum Schnit1; bringen {Punkte 
A, B), dannistwegen y·x·dy = H .X·dy = dM 
die F'-Flache ein MaE fiir das statische Moment 
in bezug auf die Bezugsachse. Dieselbe Konstruk­

11 S ii e: 
lz·m/mm 
[, .mjmm 
'!,.-H~4t/ mYmm l 

fI· f,,·ErJrgms'!mml 
Abb. 131 BClltlmmen des TrAgbell IDomcntes 

naeh Nebls. 

tion mit der F' -Flache durchgefiihrt, gibt in der F"- Flache ein MaE fiir das Tragheitsmoment. 
MaBstabe: gegeben: Breite Ex m/mm, 

Hohe Ey m/mm, 
gewahlt: Polabstand H mm, 
berechnet: 2. Moment EF" = H2. Ex· E~ m 4/mm2 , 

berechnet: Tragheitsmoment EJ = x..-. I· Er kg m s2/mm2. 
g 

Zentrifugalmoment. Querschnittflache in schmale Streifen parallel einer Be­

I 

!I E:r mlmm 
4 mlmm 

E1J-~ ·EE'·E.r 
lC-f ·1 .£1) 

zugsach e unterteilen (siehe Abb. 132). Erstes Selleck gibt in 
der Lange ~ auf der ersten Bezugsachse x das jeweilige Bta-

7 - ---4---.... 

:r 

Pol 

'1 
______ ____ J 

Abb.132. ZelchnerlscbeH 
Beatlmmon deH Zcntrl­

tuplmomenteH. 
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tische Moment bezuglich dieser Achse. Diese Momente werden als Belastungen in den 
Schwerpunkten der Fliichenstreifen in Richtung der zweit.en Achse y aufgefaBt und damit 
ein zweites Seileck gezeichnet. Die Ordinate 'YJ zwischen den letzten Seilstrahlen ist ein Mail 
ffir das Zentrifugalmoment. 

MaBstiibe: gegeben: Breite Ex m/mm, 
Eu m/mm, 

gewahlt: 
gewiihlt: 
berechnet: 
gewahlt: 
gewlthlt: 

Hohe 
Fliiche (im Krafteck) E f m 2/mm *, 
Polabstand 
1. Moment 
zweite Belastung 
Polabstand 

HI mm, 
E; = HI . E t • Eu m3/mm , 
E~, = IX· Ee m3/mm, 
H2 mm, 

berechnet: 2. Moment E~ = H2 • E;, . Ex 

Zentrifugalmoment 

= HI· H 2 • IX· E f • E •• Ex m4/mm, 
')' Ec= -.l.E~ kgms2jmm. 
g 

y) Versuch. 

Torsionsschwingungen: Korperum die Bezugsachse Torsionsschwingungen ausfUhren 
lassen. An Stelle del' in Abb.133 dargestellten Aufhiingung kann auch eine Torsions­

Priiflrdrper 
Abb.133. Bestimmen des 
Triigheitsmomentes durch 

Tors!onsschwingungen. 

feder, bifilare oder Aufhiingung an 3 Seilen in Art eines Drei­
beines treten. Wesentlich ist nur, daB der Korper Torsionsschwin. 
gungen ausfuhrt. 

1. Schwingungszeit TI des Korpers beobachten. 
2. Zusatzmassen (weit von der Drehachse (damit das Zu. 

satztriigheitsmoment LI J = 2 LI J 8 + 2 M r2 ,::,; 2 M r2 wird) anbringen 
und neue Schwingungszeit T2 beobachten. 

Aus 

folgt 

Pendelschwingungen: Bestimmen: Abstand s des Schwerpunktes S vom Drehpunkf () 
(siehe S.26), Gewicht G des PrufMrpers, Schwingungszeit T (siehe Abb. 134). 

Abb.134. Bestimmen 
des Triigheitsmomen­
tes durch Pendel-

Bchwingungen. 

Berechnen: 
T2 

Jo=--·s-G, 
4:n;2 

Kontl'ollen durch Zusatzgewichte mg. 
Aus den Schwingungszeiten ohne und mit Zusatzgewicht: 

folgt: 

und T - 2 V' Jo + m l2 2- :n; G.s+mgl 

mgl(.!... _ _ T~) 
g 4:n;2 

J 0 = --~::-------'-
T~ -1 
Ti 

Anlaufen: LaBt sich am PrUfkorper keine Achse anbringen, so ist er auf eine Dreh­
scheibe (Tragheitsmoment J o) so aufzusetzen, daB die Bezugsachse mit der Scheibenachse zu­
sammenfallt. Antreiben der Anordnung durch ein Fallgewicht (siehe Abb. 135). Zu messen ist: 

* Siehe Anm. 1 auf S. 76. 
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Gewicbt zum 'Oberwinden der Reibung1 

antreibendes Gewich 
Fallbohe 
Fallzeit. . . 

Aus dem Arbeitssatz (siehe S. 96) und der Beziehung 

v = 2: fiir konstante Beschleunigung (siehe S. 54) folgt: 

J=r2 [G.t2 _G+R _ J o] 
2 h g r 2 ' 

wobei 

Dreh h ibo 
u. Priifkarpcr 

R 
G 
h 
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Drebscbeibe 
allein 

und r = R adius der Schnurscheibe ist. Abb. 185. n stlmmen des Triillhelt.­
momcnt;ea duroh clnen Anlaufversuch. 

e) Darstellung. 
Tragheitsradius; 
Tragheitsellipsoid; 
Tragheitskreis. 

01:) Tragheitsradius. 
Mit dem Tragheitsradius i bezeichnet man die Entfernung vom Pol (Achse. Ebene) in 

der die Gesamtmasse angebracht dasselbe Tragheitsmoment besitzt wie der gegebene Karper. 

Polar: Jo =f dm· r2 = M· i~ 

Axial: J% =f dm (y2 + Z2) = M - iJ, 
Z2 + x2 

x2 + y2 

Planar: J%V =f dm· Z2 = M . iJ,y 

Z% 

Definition: Bisweilen wird statt des Tragheitsllomentes das Schwungmoment = Ge­
wicht X Tragheitsdurchmesser 

S = G • D2 = M g - 4 - i2 = 4 g J 
angegeben. 

(3) Tragheitsellipsoid (Poinsot-Ellipsoid). 
Auf der Achse, fiir die das Tragheitsmoment berechnet wurde, wird als Radiusvektor 

R const2 Const2 

= Y J debt = iacht 

aufgetragen, die Koordinaten des Endpunktes von R sind 

const2 
X = R·cosoc = -= . cos oc, 
Y f3 f J ac,.. f3, 
z y y. 

1 Die Reibung kann auch durch Wiederholen des Versuches mit verschiedenen Treib­
gewichten eliminiert werden. 
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Sie bilden das Poinsotsche Tragheitaellipsoid 

const4 = Jz' X 2 + J v ' y2 + J •. zu, 

wobei die Achsen des Ellipsoides RIR2R8 mit den Hauptachsen xyz des Korpera zusammen­
fallen. Das Tragheitsellipsoid ahnelt in seinen Hauptabmessungen der gegebenen Karper­
form. 

Bei Drehung urn die Achse r ist die Drehenergie (siehe S. 84) 

1 002 
E •• t = 2Jr' 00 2 = Const2 • R2' 

I 
= 2 (Jl·oo~+J2·oo~+J3'oo~), 

d. h. bei konstantem Energieinhalt E .... ist die Drehgeschwindigkeit 00 dem Radiusvektor R 
des Tragheitsellipsoides direkt verhaltig, d. h. man erhalt fUr die Winkelgeschwindigkeiten 
ein ahnliches Ellipsoid 

wobei 00128 die Winkelgeschwindigkeiten bei Drehungen urn die Hauptachsen xyz und 
00"11' die Komponenten des jeweiligen 00 sind. 

Fallt der Koordinatenursprung 0 mit dem Schwerpunkte S zusammen, so wird das 
Ellipsoid zum Zentralellipsoid, seine Achsen sind dann Schwerpunktshauptachsen = freie 
Achsen (siehe S. 85). 

FUr die Ebene geht mit Z = 0; Y = 0 das Tragheitsellipsoid in die Tragheitsellipse 

(const2)2 = J". X2 + J •. y2 
iiber. 

y) Tragheitskreis (Ebene) von Mohr und Land. 

y 

Abb. 136. Beziehungen zwischen den Trag­
helts- und Zentrifugalmomenten filr ver­

schiedene Achsen. 

"Uber OB + BA = J" + J 1I = der Summe aus 
den Tragheitsmomenten zweier senkrechter Achsen 
als Durchmesser wird ein Kreis geschlagen (siehe 
Abb. 136) und senkrecht auf OA in B wird daa 
Zentrifugalmoment 0"11 = BO abgetragen. FUr 
beliebige Achsen ~YJ (aD, OE) sind dann die Trag-
heitsmomente J~ = DF bzw. J'I = FE; und das 
Zentrifugalmoment ist O~~=OF, wobei OF 1. DE 
steht. 

Fiir die Hauptachsen ist 0 1 11 = 0, d. h. der 
FuBpunkt des Lotes von 0 auf den jeweiligen Durch­
messer muB mit 0 zusammenfallen, d. h. der ge­
suchte Durchmesser geht durch 0 M hindurch. 
Die Haupttragheitsmomente sind dann J] = 0 H 
und J II = OG, unddieHauptachsen sind I =OH, 
II = OG. 

Beweis aus den aus der Figur fUr die einzelnen 
Strecken abzuleitenden geometrischen Beziehungen und Vergleich mit den Formeln auf S. 72 . 

. * Es ist nach Definition const4 = R2·Ja,,,,, woraus mit der Umformungsgleichung 
(slehe S. 74) Ja,ks = Jz' cos2 a: + J •• cos2 fJ + J •• cos2 r und R2. cos2 (~) = (IY obige 

Ellipsoidgleichung folgt. 
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2. Drall. 
a) Definition. 

Drall \8 = statisches Moment der BewegungsgroBe (des Impulses), 
= Vektorprodukt aus Entfernung vom Bezugspunkt und Impuls. 

BewegungsgroBe, Impuls = Produkt aus Masse und ihrer Geschwindigkeit = ~ mo *. 

\8 = .2 [t . m • tl] = ~ I! y 
mv. mvy 

\8 = i . B., + j • B. + f . B. , 
B. = ~ m (y • v. - z • v.) , 

Bv = ~ m (z . v. - x . v.), 

B. = ~ m (x • v. - y • v.) . 

Sind xyz die Hauptachsen des Korpers, so ist ferner 

B.,= __ aT **. 
yaw ... . 

z * f I 
mvz ' 

b) Drall in bezug auf einen raumfesten Punkt 0 
= Drall in bezug auf den Schwerpunkt + Drall der Schwerpunktmasse in bezug auf O. 

\8o=~m· [t· 0] = \8' + M· [ts· tls] ***. 

81 

1st der Schwerpunkt in Ruhe [os = 0], so ist der Drall unabhangig von der Wahl des Be· 
zugspunktes; \80 == \8'. 

Drall in bezug auf einen raumfesten Punkt 0 oder den fortschreitenden 
Schwerpunkt S (t = Entfernung von 0 bzw. S). 

\8 =~mr2. W - ~m·t· (tw)t. 

Das vektorielle Glied .2 mr' (t· w) bewirkt, daB der DraIlvektor \8 und der Drehvektor co 
im allgemeinen nicht in dieselbe Richtung fallen. 

* Die ~ ist uber aIle Massenpunkte zu nehmen. 
** Dies folgt aus der partiellen Ableitung der Energiegleichung (siehe S. 84) 

T = t(B. W z + Bywy + Bzw.) nach den Winkelgeschwindigkeiten w. yz in Richtung der 
Hauptachsen xyz. 

aT. 1 (aB. B) B a w. ="2 a w • . w. + • = • . 
*** Index 8 gibt die Werte des Schwerpunktes in bezug auf den 

raumfesten Punkt 0 an, der Strich ' gibt die Werte eines beliebigen 
Massenpunktes A in bezug auf den Schwerpunkt S an (siehe 
Abb. 137). Nach den Gesetzen der Relativbewegung (siehe 
S. 56ff) ist: 

mithin erhalt man 

t = ts + t', 
0= tls+ tl', 

Abb. 137. BezlehUllg zwl· 
achenAuIpunkt.A. Schwer· 
punktS und Fcstpunkt O. 

~ m [t tl] = ~ m [ts tls] + Z17![~s..~'] + ~.17!.V~.8J + ~ m [t' 0'] , 

L,'m [tstl'] = [ts· ~mo'] = ts· 0 } 
Definition des Schwerpunktes s. S. 26, 

.2m [t' os] = [(~mt')· tJs] = o· Os 

~ m [t' 0'] = \8' = Drall in bezug auf den Schwerpunkt. 

t Es ist tJ = Or + oq> (siehe Komponentendarstellung S.51) [t·or] = 0, wei! t und \). 
in derselben Richtung liegen (siehe S. 5) 

[t· oq>] = [r. [co tJ] = co .j.2 - t (t co) (siehe S. 7). 

Muller, Mechanik. 6 
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B., = 2 m (y2 + Z2) . 00., - 2 m x y . 0011 - 2 m x z • w. * , 
BII = 2 m (Z2 + x2) • 0011 - 2 my z • w. - 2 my x • 00., , 

B. = 2 m (x2 + y2) • W. - 2 m z x • 00., - 2 m z y • 0011 • 

Falls w = iw., + jwy + fw. = const fiir alle mist, d. h. fiir einen starren Korper, wird: 

18 = Jo'w - 2mt· (Wt), 
B.,=J.,· 00", ~ -0",,,, 0011 - 0.,.· w. : 

11 " J1: tla e 1/:& Z': 
IS z t;. 8:1:: fI: Z'I/ ,,: 

. +-- = 0, falls ~ : 
x y z Hauptachsen des Korpers sind (s. S. 72). 

Sind J 12S die Tragheitsmomente in bezug auf die Hauptachsen xyz, so ist wegen 0 = 0 

B = l' B: + B; + B! = l' (J1 00.,)2 + (J2 • 0(11)2 + (Js • w.)S, 

und 00 = l 00: + 00; + w~ . 
Fiir die Winkel zwischen 18, ro und den Hauptachsen x yz gilt (siehe auch S. 2 Anm. 2): 

",,(!)~BB' ~ \: , 
...... B 00 +B 00 +B '00 J 1·w:+Js w;+Jaw! 

cos SSw = II: m 11 II :I • = , 
B· 00 00 '1' (J1 00.,)2 + (Ja 0(11)2 + (Js w.)S 

~ = OC' I d. h. 18 und ro fallen nur dann in dieselbe Richtung, wenn: 
/1 = /1' 1. J1 = J 2 = J s' d. h. die Haupttragheitsmomente einander gleich sind, _ r das Tragheitsellipsoid also eine Kugel ist (siehe S. 79); 

,.;: - oder 2. zwei Komponenten der Winkelgeschwindigkeit gleich null sind, d. h . 
.q:: 18 00 = O. die Drehung urn eine Hauptachse stattfindet (siehe Abschnitt c). 

c) Drehung um eine im Raume richtnngsfeste Achse z durch 0 oder S 
(Wll' == Wy == 0). 

B.,= -2mxz·w. 
B,,= -2myz·w. 

und falls B., = - 0.,.· w.} = O. f~lls xyz.Hauptachsen 
w. = 00 const B" = - 011.' w. des Korpers smd (s. S. 72), 

B. = + 2 m (X2 + y2) • W. fiir alle mist: B. = +J •• 00 •• 

d) Drallellipsoid. 
Bei konstanter kinetischer Energie eines Korpers liegen die Endpunkte der Drallvektoren 

auf einem Ellipsoid!, dessen Gleichung lautet: 

1 = (!:r + (!:Y + (~:y. 
* Dies folgt am schnellsten aus den oben gegebenen Definitionsgleichungen durch 

Einsetzen der Geschwindigkeitswerte (siehe S.47). 
1 Es ist namlich . 

T = ~ J.,. W S = f B., • 00 = ~ (B", 00., + B" 0011 + B.w.) 
und ferner 
daraus folgt 

T = ~ B1 WI = t Bs Ws = t Ba Wa 

1 = B.,w., + Bu w" + B.w. 
B1 WI B1 002 Ba Wa 

und mit der Definitionsgleichung 
B",=J.,·w", und B1= J",'W1' 

11 . 11 
z 

11 

• 
also 00.,.. B.,,.. 

2 11 2 
a • 3 

wua = BU3 • 

erhalt man obige Ellipsoidgleichung. 
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B",lIS sind die Komponenten des jeweiligen Drallvektors in Richtung der Hauptachsen 
xyz und B1 = J",. WI ist die GroBe des Dralles bei Drehung um eine Hauptachse x, yoder z 

2 tI 2 
3 .: 3 

mit der WinkeIgeschwindigkeit WI' Wz oder wa. 

Da BI = J I WI ~ B; . B123 ~ Bl ist (siehe S. 79/80), ist das Drallellipsoid dem Trag-
2 2 2 123 123 
3 3 3 

heitsellipsoid umgekehrt verhaltig. 

3. Arbeit, Leistung. Energie. 

a) Arbeit und Leistung. 

Arbeit einer auBeren Kraft = skalares Produkt aus Kraft und Weg" 
= Kraft mal W eg in Kraftrichtung, 
= Weg mal Kraft in Wegrichtung, 

dA~ = W·d?6 =P·ds·cQS td8, 
= P",·dx+ P~·dy + P.·dz. 

Arbeit eines Drehmomentes = skalares Produkt aus Drehmoment und Winkelweg2, 

dAm = m· d'P, 
= M", ·doc + M lI .df3 + M •• dy. 

Arbeit einer inneren Kraft = skalares Produkt aus Kraft und relativer Verschiebung 
(bei einem formveranderlichen der zwei zugehorigen Massenpunktel, 
Korper) 

dA,= Wi·dl, 

gesamte Elementararbeit: dA = Wd?3 + mdW + l.l5.dl, 

2 2 2 

gesamte Arbeit auf dem Wege 1...2: A l - 2 = f I.l5 d?6 + f!JJC dg, + f Wi dl. 
1 1 1 

Leistung = A~~~:t = Kraft X Geschwindigkeit + Drehmoment. Winkelgeschwindigkeit 

dA _ 
L = (it = W· D + Wi' Di + m . W· 

b) Kinetische Energie = Energie der Bewegung 
eines Massenpunktes = i Masse X Geschwindigkeit2 = t mv2 , 

eines Massensystemes = aIgebraische Summe der kinetischen 
Energien aller Massenpunkte = 17 (tmv2 ), 

1 Das heiBt, fill jede Kraft senkrecht zur Bewegungsrichtung (z. B. Normalkrafte bei 
Fiihrungen) ist die Arbeit = O. 

2 Drehmoment durch Kraftepaar (siehe S. 28) darstellbar, dessen eine Kraft durch den 
Drehpunkt geht (Weg = O) und dessen andere den Weg d?3 = [dW' r] zuriicklegt. 

i f 
d?6 = [dg;. r] = doc dfJ dy 

x y z 

= i (df3. z - dy. y) - j (doc· z - dy. x) + f (doc· y - df3. x), 

I.l5 d?3 = (W . [dg,. r]) = (y. P z - z· P y )' doc + (z· P x - x· P z )· df3 + (x· P y - y. P",). dy, 

+M •. dy, 

6* 
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eines formveranderlichen Korpers Fortschreitenergie der Schwerpunktmasse + Energie 
alier Massenteilchen in bezug auf den Schwerpunkt, 

T={-.M.v~+-L~·mv'2 *, 

T = {- M . v~ + j Xm V~2 + {- Xm V~2, 

eines st.arren Korper v; = 0 = Fortschreitenergie der Schwerpunktsmasse + Dreh­
energie in bezug auf den Schwerpunkt, 

T={-M,vl+iJsw"W'2 **, 
wobei J S(iJf = das Tragheitsmoment des Korpers in 
bezug auf die durch den Schwerpunkt gehende Dreh. 
achse ist, 

= Drehenergie um die Momentanachse, 
={-·Jw ·w2 ***, 
= halbes skalares Produkt aus Drali· und Winkel­

geschwindigkeitsvektor urn die Momentanachse, 

= {-. (fS· w) = {-. B· W· cos 5B~ = {- Bw' w t, 
potentielle Energie = Energie der Lage, siehe S. 97 unter Potential. 

* Dies folgt aus T = {- Xmv2 mit b = bs + b', also b2 = b~+ b'2 + 2 (bs·b'). Bei der 
Summenbildung tiber alie Massenpunkte falit wegen Xmb' = 0 (siehe S. 26) das doppelte 
Produkt weg. Der Index s gilt fiir Werte des Schwerpunktes, der Strich ' fiir Werte eines 
Massenpunktes in bezug auf den Schwerpunkt (siehe Abb. 137). 

** Es ist namlich 
v~ 2 = ([w' • t'] . [W' . t']) , (siehe S. 51) 

I 
[W' • t'] w~ Wy w. 

x y z 

= i (wy ' z - w • • Y) - i (w~ z - w • • x) + I (w~ • Y - Wy ' x), 

[w' . t']2 = (Z2 + y2) • w~ + (x2 + Z2) w~ + (y2 + x2) • w~ 

- 2xyw~wy - 2yzwy w. - 2zxw.w~, 

Xm [W' ·t']2 = J~·w;' + J y ' w~ + J •• w~ - 20~y' w",W.g - 20vz 'WyW Z - 20 .. • w. w"" 

wobei 
w' = i w~ + i w~ + f w~ = const fUr alie mist. 

Mit 

w~ = w' cos (~) 
erhalt man fiir 

Xm [W. t'P = W'2. (J •• cos2 oc + J y ' cos2 {J + J •• cos2 y - 2 O",y· cos oc· cos (J 
- 2 Oy •• cos f3 • cos y - 2 Ou • cos y • cos oc), 

= w'2Jsw ' (sieheS.74) 

d. h. J s w ist das Tragheitsmoment fiir eine durch den Schwerpunkt S gehende und in Rich­
tung der Winkelgeschwindigkeit w' liegende Achse. 

*** Es ist fiir den starren Korper in bezug auf die Momentanachse b = bcp = [w·r]. 
Weitere EntwickIung entsprechend Anmerkung **. 

t Es ist T = t J w ' w2 ; sind feruer xyz die Hauptachsen und af3y die Winkel zwischen 
w und diesen Hauptachsen, so ist auch 

T = {- (J •. cos2 oc + J y ' cos2 (J + J •. cos y) w2, (siehe S. 74) 

= t (J~. w;, + J y ' w~ + J •. w~), 

= -~. (B~ w~ + By Wy + B. w.), (siehe S. 82) 

= t (fS • w). (siehe S. 5) 
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4. Ubersicht fiber die verschiedenen Achsen. 
Schwerpunktsachsen, Schwerachsen sind aile durch den Schwerpunkt gehenden Achsen, 

auf ;,jp o('zogen sind die statisohen Momente der Massen (siehe S. 26) gleich null . 

.J:dm· x =.J:dm· y =.J:dm. z = O. 

Hauptachsen: fiir sie sind die Zentrifugalmomente (siehe S. 72) gleich null. 

OZy = Ou = Oyz = 0 . 

Die Tragheitsmomente fiir diese Achsen heiBen Haupttragheitsmomente. Unter ihnen 
sind J m= und J mfn' 

Schwerpunktshauptachsen sind Hauptachsen, die durch den Schwerpunkt hindurch. 
gehen. Fiir sie sind die statischen und die Zentrifugalmomente gleich null. 

.J:dm· x =.J:dm· y =.J:dm· z = O. 

Sie sind freie Achsen (siehe S. 94), d. h. bei Drehungen um diese Achsen treten keine dyna­
mischen Lagerreaktionen auf. 

Symmetrieebenen enthalten 2 Hauptachsen, wahrend die dritte darauf senkrecht steht. 
In ihnen liegt del' Schwerpunkt. 

Symmetrieachsen sind Schwerpunktshauptachsen (freie Achsen). 

o. Ubersicht fiber die verschiedenen Ellipsoide. 
Die Achsen der Ellipsoide, gekennzeichnet durch die Zeiger 123, fallen mit den Koordi­

natenachsen xyz, die in Richtung del' Hauptachsen des K6rpers Iiegen, zusammen. 

Ellipsoid Gleichung des Ellipsoides Achsen des Ellipsoides 

Tragheit 
(siehe S. 79) 

Winkelgeschwindigkeit 
(siehe S. 80) 

Drall 
(siehe S. 82) 

d. h. das 

1 = (::r + (::r+ (::r. 
1 = (~: r + (;: r + (;; ) , 

{ Winkelgeschwindigkeitsellipsoid } ist dem Tragheitsellipsoid { umgekehrt} h"lt' 
Drallellipsoid " " " direkt ver a 19. 

6. Ersatzmassen. 
a) Statische und dynamische Gleichwertigkeit. 

Statische Gleichwertigkeit 
zwischen dem urspriinglichen und dem Ersatzsystem (mit I bezeichnet) verlangt; 

Gesamtmasse 
Schwerpunkt, 
d. h. Momente ersten Grades in 

bezug auf einen beliebigen 
Punkt (Achse, Ebene) 

= const M =J dm =.J:m', 

=constl 1 fdmx=.J:m'x'. 
Jdm! =.J:m' t' J dm y =.J:m' y', 

= const J d m z =.J: m' z' . 

CD 
® 
® 
o 



86 Kinetik. 

Dynamische Gleichwertigkeit 
zwischen dem urspriinglichen und dem Ersatzsystem verlangt, daB auch noch die 

Tragheitsmomente = const 

und die Hauptachsen = const, 

J~.=fdmz2 =:2m'z'2, 
J -fCl 2 - '" , '2 tl2 - Utmx -~m x , 
Jzx =fdmy2 =:2m'y'2, 
O~. =f dmxy =:2m'x' y' = 0, 

Ouz =f dm yz =:2m' y' z' = 0, 

® 
® 
o 
® 
® d. h. die Zentrifugalmomente 

= 0 sind. 
Ozx=fdmzx=:2m'z'x'=O. @ 

Die kleinste Anzahl del' Ersatzmassen fiir statische und dynamische Gleichwertigkeit 
ist bei einem Kiirper = 4*. Bei 4 Ersatzmassen treten 16 Unbekannte auf (4 Massen und 
4 X 3 Koordinaten), 10 Gleichungen stehen ZUl' Verfiigung, es sind also 6 Stiicke £rei wahlbar. 

Bei ebenen Systemen vereinfachen sich die Bedingungen wegen Fortfalies del' Gleichungen 
4, 5, 9 und 10 (z = 0) und 8 auf 5 Gleichungen. 

b) Ebene Systeme. 

0(.) Zwei Ersatzmassen. 
Schwerpunkt = Koordinatenursprung, beide Punkte auf del' x·Achse (Yl = 0). 4 Un· 

bekannte, 3 Gleichungen, 1 Stiick frei wahlbar. 2 

a) Koordinate xi eines Punktes gewahlt. Aus den Gleichungen 1, 2, 6 (siehe Abschn. a) 
folgt: 

i2 
X2=-x" 

1 

d. h. die Punkte mit den Massen m~ und m~ liegen zueinander wie Aufhangepunkt und 
Schwingungsmittelpunkt eines Pendels, d. h. wie StoBpunkt und StoBmittelpunkt eines ge· 
stoBenen Kiirpers (siehe S. 106). 

i2 x~ 
m~ = M· '2 + '2 = M . -,-_. -, , 

Xl ~ X 2 - Xl 

i2 Xl 
m~=M.~+ '2 = M.-,---, . x2 ~ Xl - x2 

b) Massengleichheit m~ = m~ gewahlt. 
Ergebnis: 

ml = m~ = i ]J! , 

Xl = -X2 =i. 

f3) Drei Ersatzmassen auf einer Geraden. 
Schwerpunkt = Koordinatenursprung, alie 3 Punkte auf del' x·Achse (Yl = 0). 6 Un. 

2 
3 

bekannte, 3 Gleichungen, 3 Stiicke £rei wahlbar. Koordinaten Xl del' 3 Punkte gewahlt 
(z. B. Schwerpunkt und 2 Gelenke des Getriebegliedes). ; 

Ergebnis: , _M (' , + '2) ( , ') m l - D' X3 x 2 ~. X3 - x2 , 

iii , _ ~ (" + '2) (' ') m2 - D' Xl X3 ~. Xl - Xa , 

* Man kann namlich durch 3 Punkte immer eine Ebene legen. Es ware dann die Ordinate 
senkrecht zu diesel' (z. B. z) dauernd gleich nuli, also 2 Bedingungen (GI. 4 und 5) blieben 
unerfiillt. 
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1 1 1 

D=xiXgXa 
xi2 X~2 X8 2 

=~~~-~+~~~-~+~~~-~ 

7. Kraft- und Massenreduktion. 
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Bei Behandlung von zwanglaufigen Getrieben reduziert man haufig die treibenden und 
widerstehenden Krafte und die getriebenen Massen auf einen Punktl. 

Grundgedanke: 
1. Arbeit der Krafte ~ am urspriinglichen System = Arbeit der Ersatzkraft ~"fi im re­

duzierten System 

Differentiation nach der Zeit ergibt 

~'.d = ~ ~ . (b~J· 
2. Kinetische Energie des urspriinglichen Systems = kinetische Energie der Ersatz-

masse. 
~ J B • (O~ + ~ m v~ = m •• d • V~ed' 

(
V )2 (02 

m .. cI= ~m.J... +~J8'+ 
V'.d Vred 

= M. (3!L)2 + ~J8' (!:!.!...)2. 
Vf'BcJ V'B4 

Sind die Massen m der einzelnen Getriebeglieder 
zuvor auf Ersatzpunkte (Ersatzmassen m') reduziert 
worden (siehe S. 85), so ist: 

( V' )2 
m"fi=~m'. - . 

VrBd 

Die Geschwindigkeitsverhaltnisse werden nach der 
Methode der lotrechten Geschwindigkeiten (siehe S.67) 
oder mittels Wittenbauers Geschwindigkeitsplan (siehe 
S. 66) bestimmt. 1m allgemeinen ist mrefi =1= const, 
d. h. es gelten fiir die Bewegung die Gesetze fiir ver­
anderliche Massen (siehe S. 89). Meist erhalt man 
~ • .., und mrsfi abhangig vom Wege 8refi des Reduktions­
punktes nicht in analytischer, sondern in Form von 
Kurven (siehe Abb. 138). Man bilde dann: 

J' ~ ~~ A = ~r'cI·di8 •• " =m •• ,,·g·- - more"'g'--
o 2g 2g 

v2 
und berechne daraus ;; = I (8 .. ,,) (siehe S. 64) zu: 

v~ed 
A +G Vg'Bd 

0.0" 2 g 
2g"= 

G = veranderliches Massengewicht. 
Zeiger 0 = Anfangszustand mit 8 • .., = O. 
Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der einzelnen Systempunkte folgen aus 

denen des Reduktionspunktes nach Wittenbauers Geschwindigkeits- und Beschleunigungs­
plan. 

1 Man vermeide es nach Moglichkeit, Punkte mit schwingender Bewegung (z. B. Kreuz­
kopf oder Punkte einer Schwinge) als Reduktionspunkte zu wahlen, da im Augenblick der 
Bewegungsumkehr v .. " = 0 wird, mithin ~ -+- 00 geht. 
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III. Grundgesetze der Kinetik. 

1. Fortschreitende Bewegung (Translation). 
a) Irupulssatz. 

Antrieb der Kraft = .Anderung der BewegungsgroBel, 
= Anderung des Impulses. 

1 Zur Anwendung des Impulssatzes zeichne man eine Hiillflache urn den zu unter­
suchenden Bereich. Die geometrische Differenz zwischen der aus- und eintretenden Be­
wegungsgroBe (= Impuls = Masse X Geschwindigkeit) ist gleich dem innerhalb der HiiH­
flache ausgeiibten Antriebe (Kraft X Zeit). Aile Vorgange innerhalb der Hiille, wie z. B. Um­
lenkungen, StoBe, chemische Umsetzungen, also Energieverluste usw., bleiben unbeachtet. 

Abb. 139. Anwendung des Impulssatzes bei unveriinderlicher Masse. 
a) Hiillfliiche. b) Impulsvektoren. 

Beispiel: Fall 2 (siehe Abb. 139) 

austretende BewegungsgroBe = (m + dm) (0 + do) } 
eintretende " = m'o + dmo* 

Differenz = Impulsanderung = m·do - dm (0*- tJ) 
= m ·dtJ - dmorel 

= Antriebder Kraft = jJ3·dt. 

Die Gleichungen fiir Fall 3 (reduzierte Masse) folgen aus dem Energiesatz (siehe S.96) 

durch Multiplikation mit :~ = ! oder aus der Lagrangeschen Gleichung (siehe S. 100). 

Fall 3 entspricht dem Faile 2, wenn die hinzukommende Masse dm die Geschwindigkeit 
0* ={- 0 besitzt. 

(mo2) I I dt Energiesatz: jJ3 d~ = d -2- = modo + 2" 02 dm . ds ' 

1 
jJ3 dt = m· do + 2" 0 dm . 

. d (aT) aT au Lagrangesche Glelchung: dt au - au = - au . 

Systemkoordinate: U==8; u=.s=v. 

Kinetische Energie : 

aT 
7fV" = m·v; ~ (~) = dm . v + m . dv 

dt av dt dt ' 

aT aT 1 dm --= __ = _ ·_·v2 • 
au as 2 ds ' 

_au __ Ou_jJ3 
au - as - . 

Einsetzen ergibt die angegebene Forme!' 
Fall 2 laBt sich nicht nach Lagrange ableiten, wei! infolge des StoBes ein Energie­

verlust auf tritt, also die Voraussetzung Energie = T + U = const nicht zutrifft. 
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IX) Massenpunkt. 

Masse veranderlich1 

Masse = const1 

m = const, 

. kr h .And . I gedachte Anderung einer auf :vrr . lC e erung erner einen Punkt reduzierten 
wrrklich vorhandenen Masse M ( . h S 87) asse sle e. . 

dm= O. 

\l!dt=d(mb)t 

Pm·dt=m·dv.tt 
1/ II . . 

AZubgang von Masse dm~O. 
gang 

\l!dt + dm 1.1* = d (mb) 

= dmb + mdb 

\l! dt = mdb - dm brez, 
wobei breZ = 1.1* - 1.1 

die Relativgeschwindigkeit 
der Masse dm gegeniiber der 
Masse mist 

p •. dt = m dv. - dm vreZ. 
1/ Y II 
z z z 

\l! dt + } dm 1.1 = d (m b) 

\l!dt = mdb + jdm 1.1 

Pmdt = mdv. + jdm v. 
1/ II 1/ 
z • z 

{3) System von Massenpunkten2• 

Masse = konstant, starrer und formveranderIicher Korper. 

m· dt = ~d (mb) = ~(m ·db)ttt. 

Erster Schwerpunktsatz betrifft fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes: 

Der Schwerpunkt eines Systems bewegt sich so, als ob alJe Krafte parallel verschoben an ihm 
angriffen und die gesamte Masse in ihm vereinigt ware (siehe oben: Gesetze fUr den Massen­
punkt). Durch innere Krafte und Kraftepaare kann der Schwerpunkt nicht bewegt werden. 

Tragheitsgesetz: Beim Fehlen auBerer Krafte und auch bei statischem Gleich­
gewicht (m =~ \l! = 0) verharrt der Schwerpunkt in Ruhe oder gerader gleichformiger Be­
wegung (dbs = 0; bs = const). 

1 Nach der Relativitatstheorie ist m = rna ,wobei v die Geschwindigkeit der 
1'1 - V 2JC 2 

bewegten Masse und c die konstante Lichtgeschwindigkeit ist. Bei technischen Problemen 
ist v2jc2 so klein, daB in der technischen Mechanik von dieser .Art der Massenanderung ab­
gesehen werden kann. 

t \l! ist die Resultierende aller auf den betrachteten Massenpunkt wirkenden Krafte. 
tt Weitere Zerlegungen siehe beim dynamischen Grundgesetz (siehe S.90). 

2 Die Gleichungen fUr ein System von Massenpunkten erhalt man durch Addition der 
fUr jeden Punkt angesetzten. 
ttt m = ~\l! = Resultierende aller an allen Massenpunkten angreifenden Krafte. 

= Resultierende aller auBeren Krafte, da ja die zwischen den einzelnen 

Massenpunkten vorhandenen inneren Krafte wegen ihres paarweisen Auftretens herausfallen. 

~ d (m b) ist die Summe der Impulsanderungen aller Massenpunkte. 
1.1 = Absolutgeschwindigkeit eines Massenpunktes m. 
1.18 = Absolutgeschwindigkeit des Schwerpunktes. 
1.1' = Relativgeschwindigkeit einesMassenpunktes gegeniiber dem Schwerpunkt 1.1 = 1.1 s+b' 

(siehe S. 56 u. Abb. 137). 
~(m\.J) = M·b.q+~mb'. Nach der Definition des Schwerpunktes ist ~(mr')=O und 

auch ~m\.J' = 0 fUr alle Zeiten, d. h. es ist ~ (mdb) = M·dbs. 
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Masse veranderlich. 

!R. dt + Xdm b* Xd(mb) 

Kraftantrieb + zugefiihrter Impuls = Impulsanderung, 

= Xmdb + Xbdm, 

= M ·dbs+ Xbdm, 

!R. dt = M • dbs - X dm breI, wobei brez = b* - b ist. 

b) Dynamische Grundgleichung 
folgt aus dem Impulssatz durch Differentiation nach der Zeit. 

Kraft = zeitliche Anderung der BewegungsgriiBe (des Impulses), 

= Anderungsgeschwindigkeit des Impulses. 

IX) Massenpunkt. 

Masse = const 1 

m = const 
dm=O 

d 
$=(£t (mb) 

db 
$=m'(£t=mb 

Kraft = Masse X Beschleunigung 

Masse veranderlich 1 

wirkliche Anderung einer I gedachte Anderung einer 
wirklich vorhandenen auf einen Punkt redu-

Masse zierten Masse (siehe S. 87) 
Zugang 
Ab von Masse dm"?::. 0 

gang 

dm 
$ = m . b - ---;It • brel 

dm 
= m b - ds . V· brez 

wobei VreZ = v* - v ist 

1 dm 
$=mb+ 2dt b 

1 dm 
=mb+--v·b 

2 dB 

Zerlegung in kartesische Koordinaten2 : 

P.,= m· b.,. 
y y . . 

Zerlegung nach Euler in der Schmiegungsebene der Bahn: 

V 2 
P n = m • bn = m . - Richtungsanderung von b , 

(! 

dv 
P, = m • b, = m . (Ii GriiBenanderung von b. 

Zerlegung in Polarkoordinaten: 

P, = m . br = m . r - m . r . w2 , 

. 2m d2F 
P", =mb",=mrs+2mrw=-'-d 2 • r, t 

1 Siehe Anm. 1 auf S. 89. 2 Siehe Kinematik, S.51. 
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(J) System von Massenpunkten. 
Masse = konstant, starrer und formveranderli cher Korper. 

d 
9l=dt{ImlJ) =Im·bt· 

91 

Erster Schwerpunktsatz (siehe auch S.89) betrifft fortschreitende Bewegung des 
Schwerpunktes: 

9l=M·bs 
Resultierende Kraft = Gesamtmasse X Schwerpunktsbeschleunigung, d. h. fiir die Be­

wegung des Schwerpunktes gelten die gleichen Gesetze wie fiir die Bewegung eines Massen­
punktes (siehe S.90). 

Tragheitsgesetz: 9l = 0; bB = 0; lJ R = const (siehe S.89). 

Prinzip von d'Alembert: 9l+I{-mb)=O. 
fiihrtdurchAnbringenderErganzungskrafte Die auBeren Krafte (9l =I~) und die 
- mb das kinetische Problem auf ein sta- Erganzungskrafte (-mb) bilden ein Gleich­
tisches zuriick. gewichtssystem. Die inneren Krafte zwischen 

den Massenpunkten bilden infolge ihres 
paarweisen Auftretens fiir sich ein Gleich­
gewichtssystem. Sie iiben also auf die Be­
wegung des Schwerpunktes keinen EinfluJl 
ausl. 

Masse veranderlich. 

~dm 
=M·bs - -·v·lJ ... z, ds 

wobei V .. l = v* - v ist. 

2. Drehende Bewegung (Rotation). 
a) Satz vom Drehimpuls = Drallsatz = Flii.chensatz 2. 

Er folgt aus dem Impulssatz fiir die fortschreitende Bewegung durch vektoriel1e Multipli­
kation mit t, der jeweiligen Entfernung von einem beliebig gewahlten raumfesten Punkt O. 
Antrieb der Kraftmomente = Anderung des statischen Momentes der BewegungsgroBe, 

t Siehe Anm. ttt auf S. 89. 

"" "des Impulses, 
" doppelten Produktes aus Masse und Flachen­

geschwindigkeit8, 

" Drehimpulses, 
" Dralles. 

1 Die inneren Krafte heiBen deshalb auch "verlorene" Krafte. Beim unstarren Korper 
verrichten sie aber Arbeit (siehe S. 83). 

2 Siehe Bemerkungen iiber die Hiillflache auf S. 88. 
3 Es ist lJ = lJr + lJ." (siehe S. 51), 

[t·lJ.] = 0, weil beide Vektoren die gleiche Richtung haben, 

[t·lJ.,,] = 2· dd~ (siehe S.52). 
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Masse = const 1 

m= const 

dm=O 

Kinetik. 

ot) Massenpunkt. 

Masse veranderlich 1 

~. c e erung eIner auf einen Punkt reduzierten 
. kli h And . I gedachte Anderung einer 

WIrklich vorha.ndenen Masse Masse (siehe S. 87) 

AZubgang von Masse dm;Z; 0 
gang 

m·dt=[t$}dt=d[tmb] 
=md[tU] t 
=m[t· db] 

m·dt+dm[t*b*] =d[mtb] 

m·dt=m·d[tb] 
+dm([tb] - [t*b*])t 

m·dt=m.d[tbHtdm[tb]t 

=2.m.d(dd~)tt 
Mz·dt= (yZ -zY).dt 

=m (y. dv. - z· dv,) 
Mz·dt=m(ydv. -zdvg) 

+dm {(yv. -zv,) 

- (y*v: - z*v:)} 
mgdt und m.·dt durch zyklische Vertauschung. 

Mm·dt=m(ydv. - zdvv) 

+!dm (yv. - zvv) 

(J) System von Massenpunkten. 
Ma.sse = konstant; starrer und formveranderlicher Korper. 

mo' dt = [dR]· dt =,2'd [to m b) = d,2'm [t b) = d lao, 

= dla' + M· [tsdbs]. 
Antrieb der Momenta in bezug auf raumfesten Punkt 0 = Drallanderung in bezug 

auf den Schwerpunkt + Drallanderung der Schwerpunktsmasse in bezug auf O. 
Zweiter Schwerpunktssatz (betrifft Drehbewegung um den Schwerpunkt) 

m'· dt = [t' Bi] dt = dla' = d,2'm [t' b/] ttt 
Antrieb der Momente in bezug auf den Schwerpunkt = Anderung des Dralles in be­

zug auf den Schwerpunkt. 
Keplersches Gesetz (entspricht dem Tragheitsgesetz): Beim Fehlen auBerer Momenta 

und auch bei statischem Gleichgewicht (mo bzw. m' = 0) bleibt der Drall des Systemes 
konstant. 

(dla = 0; la =,2' emu] = 2,2'm dd~ = const.) 

Es ist also die Flachengeschwindigkeit konstant oder mit anderen Worten: In gleichen 
Zeiten werden von den Fahrstrahlen gleiche Flachen uberstrichen. 

Masse veranderlich. 

m·dt + ,2'dm [t* b*] = d,2'm [t b), 

Antrieb der Momente + Zusatzdrall = Drallanderung. 

1 Siehe Anm. 1 auf S. 89. 

t d [tb] = [dtb] + [tdb], 
[dt'b] "';"'[udt'b] = 0, 

weil beide Vektoren die gleiche Richtung haben (siehe S 5). 
tt Siehe Anm. 3 auf Seite 9l. 

. dbs 
ttt Es ist m = [tm] = [ts·m] + [t'·m] = [ts·m] + m', ferner m = M 'bs = M'di' also 

laBt sich [ts·m]dt gegen M [ts'dbs] kiirzen, so daB obige Gleichung ubrig bleibt. 
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b) Dynamische Grundgleichnng. 
Sie folgt aus dem Drallsatz durch Differentiation nach der Zeit oder aus der dynamischen 

Grundgieichung der fortschreitenden Bewegung durch vektorielle Multiplikation mit t, der 
Entfernung von einem beliebig gewahlten raumfesten Punkte. 

Drehmoment = zeitliche Anderung des statischen Momentes der BewegungsgroBe, 
" " des Impulses, 
" Drehimpuises, 

" " " Dralles, 
Drallgeschwindigkeit. 

oc:) Massenpunkt. 

Masse veranderlieh 1 

Masse = const 1 

m= const 
dm=O 

~ . Ie e AIl erung elDer auf einen Punkt redu-
. kl' h :.: --d . I gedaehte Anderung einer 

wrrklleh vorhandenen Masse zierten Masse (siehe S.87) 

ZAubgang von Masse dm;e:O 
gang 

d 
9R = [t $] = dt[mt tJ] 

dm d 
9R + lIt [t* tJ*] = dt [mt tJ] 

= m [tb] 
d2 S: 

= 2m· dt2 

9R = m[tb] 
dm 

1 dm 
9R = m [t b] + - - [t tJ] 2 dt 

+ lIt {[t tJ] - [t* tJ*]} 

Zerlegung in kartesische Koordinaten: 

Mz = m· (y.z - z.y), 
Mv = m· (z·x - x·z), 
M. = m· (x. ii - y. x). 

fJ) System von Massenpunkten. 
Masse = konstant; starrer und formveranderlicher Korper. 

= d d~ 
;;>'''0= [t ffi] = dt Zm [t tJ] = (ft 

=Zm[tb] 
djS' 

=(ft+M • [tsbs ] . 

Drehmoment der Krafte in bezug auf den raumfesten Punkt 0 
= zeitliche Anderung des Dralles in bezug auf 0, 
= zeitliche Anderung des Dralles in bezug auf den Schwerpunkt + zeitliche Ande­

rung des Dralles der Schwerpunktmasse in bezug auf O. 

Zweiter Schwerpunktsatz (betrifft die Drehbewegung um den Schwerpunkt): 

djS' d rue' = (ft = dt Zm [t' tJ'] =Zm [t' b']. 

Drehmoment um den Schwerpunkt = zeitliche Anderung des auf den Schwerpunkt be­
zogenen Dralles (vgl. S. 92). 

Keplersehes Gesetz (entspricht dem Tragheitsgesetz): 1st das Drehmoment 9R = 0, 
so ist der Drall jS = const (siehe aueh S. 92). 

1 Siehe Anm. 1 auf S. 89. 
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Masse veranderlich. 

dm d 
[t· at] + - [t*· b*] = -~m [tb] 

dt dt 

Dreh- zeitliche Ande- zeitliche Anderung 
moment + rung des Zu- = des Gesamtdralles. 

satzdralles 

y) Komponentendarstellung. 

xyz = im Raum richtungsfeste Achsen durch 0 oder S (w = const fiiI: aIle m) 

dB~ d d d 
M~ = dt = lit (J~. w.) - dt (O~y' w.) - dt (Ox. ·w.), 

dB. d d d 
M. = dt = lit (J •. w.) - dt (Ou' w~) - dt (0 .. · w.) . 

Drehung urn eine im Raume richtungsfeste Achse (z) durch den raum­
festen Punkt 0 oder den bewegten Schwerpunkt S (w~ = Wy = 0; w. = const 
fiiI: aUe m). 

Allgemein: 

d 
M. = + lit (J • . w.) 

starrer Korper: 

M. =+J •. e., 

Prinzip von d'Alembert: 

=0, 
falls x y z Hauptachsen des Korpers (£reie 
Achsen) sind und bleiben (siehe S. 72) 

falls x y z Hauptachsen des Korpers 
(freie Achsen) sind (siehe S. 72) 

M. - J. ·e. = 0, 

d. h. die auBeren Momente M. und die Erganzungsmomente - J • . c. bilden ein Gleich­
gewichtssystem, wobei 

M~ = JJfxp + M~L = Momente der eingepragten Krafte \lS und der Zwangskrafte (Lager-
~ ~ : krafte) .8 um den raumfesten Bezugspunkt 0 oder den bewegten 

Schwerpunkt S sind. 

Sind xyz Hauptachsen des K6rpers, also die Zentrifugalmomente = 0 (siehe S. 72), so 
treten durch die Bewegung des Korpers keine zusatzlichen (dynamischen) Lagerreaktionen 
(M~ = M. = 0) auf, die z-Achse = Drehachse heiBt dann eine "freie" Achse. 
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Drehung eines starren K6rpers um eine im Raume richtungsfeste Achse 
durch eirren beliebigen Punkt 0' (z. B. Momentanpol) mit der Absolutbeschleu­
nigungb~. 

dlBo' 
WCo' = ---a:t + M· [r~· bo'] t· 

Drehmoment in bezug auf beliebigen Punkt 0' 
= zeitliche Anderung des Dralles in bezug auf 0' 
+ Gesamtmasse X Vektorprodukt aus Schwerpunktsabstand 
0' S = r~ und Absolutbeschieunigung 00' von 0' (siehe Abb.140). 

b) tJbergang zum korperfesten Koordinaten­
system!. Eulersche Gleichungen. 

iN = (~;L + [W. lB]tt· 

Drehmoment in bezug auf den Koordinatenursprung, 

Abb. 140. Beziehung zwi­
schen Schwerpunkt S, 
beschleunigt bewegtem 
PunktO'undFestpunktO_ 

= Anderung des Dralles in bezug auf das k6rperfeste (bewegte) System, 
+ Vektorprodukt aus der Winkelgeschwindigkeit des K6rpers gegen das raumfeste 
Koordinatensystem und dem Drall. 
Komponentendarstellung: 

N, ~~, (J, - ro,) - (J, - J,) ow, - ro,_] 

M~ = ~t (J2 • w,l) - (Ja - J 1)· w~· w~, I Eulersche Form ttt· 

Mt = dt (Ja• w~) - (J1 - J 2)· w~· w~. 
-----

dlB' 
tAus der Grundformel (siehe S. 93) WCo = i)),o' + [r~ $] = --a:t +M[rsos] folgt mit 

den Beziehungen $ = M· Os; ro' = Is - Is und Os = 00' + 080' (siehe Abb. 140). 
dlB' 

WCo' + [~~ .. :.~.~.~.~J - [rs' M • os] = --a:t + ~ . .'J:~.:.~~J ' 
d IB' ,d lBo' 

WC~ = ({t + [I~' M • oso'] + [rs ' M • 00'] = ---a:t + M [r~ 00'] . 

1 Das k6rperfeste System ~ 1] ~ fiihrt eine reine Drehung gegeniiber dem raumfesten 
x y z aus. Die Ursprungspunkte beider Koordinatensysteme fallen zusammen. Sie sind ent­
weder ein raumfester Punkt oder der Schwerpunkt des K6rpers. 1m letzteren Falle be­
deutet "raumfestes" System: die Achsen x y z behalten ihre Richtung im Raume bei und 
der Ursprungspunkt gleitet auf der Schwerpunktsbahn entlang. (Vgl. S.71, Zerlegen der 
Bewegung eines K6rpers in eine Fortschreitbewegung des Schwerpunktes und eine Drehung 
urn den Schwerpunkt.) 

- dIB 
tt Das Moment ist gleich der absoluten Anderung des Drallvektors = dt' Fiir diese 

gilt dieselbe Umformung wie fiir die absolute Geschwindigkeit (vgl. S. 57); es ist in der 
dortigen Formel nur statt des Ortsvektors r der Drallvektor lB einzusetzen). 

ttt Es ist 

und 

[co IB] = w~ w'l w~ 

J 1 • w~ J 2 • w'l J a • w~ 
= i (Ja - J 2) • w'l' Wt - i (Ja - J 1) • w~· Wt + I (J2 - J 1)· w~. w TJ ' 

wobei ~ 1] ~ die Hauptachsen des K6rpers; J12 a die zugeh6rigen Tragheitsmomente; w~ TJ t die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit co des k6rperfesten Systems gegeniiber dem 
raumfesten projiziert in die k6rperfesten Hauptachsen sind. 
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dBe 
Me = dt - (Bq.w~ - B~.wl])t. 

dB 
M q = ai'- - (B~. w~ - B~ • w~). 

M,'= dBI:; _ (B •• w - B .w.). , dt ~ q I] ~ 

30 Arbeitssatz == Energiesatz 2. 
Er folgt aus dem Impulssatz durch skalare Multiplikation mit tJ = ~~ oder aus der dyna­

mischen Grundgleichung durch skalare Multiplikation mit deund lautet: 
Arbeit der auBeren und inneren Krafte und Momente = Anderung der Bewegungs­

energie + Summe aller Verluste an mechanischer Energie. 

Masse = const 8 

m= const 

dm=O 

dA = lmd (V2) 

= lmd (v~ + v~ + v:) 

IX) Massenpunkt. 

Masse veranderlich 3 

~lr . lC e erung eIller auf einen Punkt reduzierten 
. kl" h And . I gedachte Anderung einer 

wlrkhch vorhandenen Masse Masse (siehe S. 87) 

ZAubgang von Masse dm ~ 0 
gang 

dA+d;V*2=d(~ v2) 

dA = !md (VB) 

+ !dm (V~el) 
StoBverlust 

+ dm (v2 - (tJ* tJ») 

= lmd (v2)-dm.(tJ tJ,../) 

wobei Vrel = V* - v ist 

dA =d(; V2) 

= lmd (V2) + !dmv2 

=d(G.h) 
G = m g = veranderliches 

reduziertes 
Massengewicht 

h = :!.. = { Geschwindig-
2 g keitshOhe 

(J) System von Massenpunkten. 
Masse = const 

formveranderlicher Korper: 

dA = Slade + 9Jl,.. •• dtp + I \j!,.dl = i-Im o d(v2) 

=!M.d (v~) + t Imd (v'Z) tt, 
m 

2 2 2 

A =fSla de +f9Jl .... • dq; + f I \j!,dl = lM (V~2 - vh) + t Im (V~2 - vi2). 
1 11m m 

-----
t tiber den Drall in bezug auf die Hauptachsen siehe S. 84. 
1 tiber die Beziehungen zwischen Drall und kinetischer Energie siebe S. 83/84. 
2 Siehe die Definitionen und Beziehungen auf S. 83. . S ,Siehe Anm. 1. auf S. 89. 

tt Vs = Geschwindigkeit des Schwerpunktes; 'II = Geschwindigkeit eines Massenpunktes 
relativ zum Schwerpunkt. 
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starrer Ki:irper: 

dA = ffia • dg + \.JJ(res· dip = t M . d (v~) + t J s • d (£0'2), 

:l 

A =f ffia dg + 'fJIres ' dip = }.M . (V~2 - vh) + -}Js • (W~2 - W~2). 
1 

Drehung um die Momentanachse O. 

2 

A =S\JJ(",· dqi = t· J o • (wih - Wgl)' 
1 

Veranderliche Masse. 

A + t L;m* V*2 = t (M2• vh - MI' vh) + t L;m. (V22 - V~2) + L; StoBverluste. 
m 

4. Potential. 
Definitionen nnd Foigerungen. 

Feld = Zustand im Raume, durch eindeutige Funktion angegeben. 

97 

Kraftepotential = Ortsfunktion V(xyz) derart, daB ihre negative Ableitung in irgend­
einer Richtung die Kraftkomponente in dieser Richtung angibtl. 

Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten des Feldes = negative Arbeit, die auf dem 
Wege vom Anfangs- zum Endpunkte (Aufpunkt) verrichtet wird *. 

Feldstarke = Kraft auf die Masseneinheit im jeweiligen Aufpunkte = Beschleunigung. 

Potential. 

Skalar 
Arbeitsvermi:igen, 
potentielle Energie 

1 

f $ dg = Vo - VI *, 
o 

dV=-dA=-$dg, 
OV oV oV 

d V = ox' dx + ay . dy + oz' dz, 

- $dg= Pre·dx + P.·dy + Pz·dz, 

Aquipotentiaiflachen } Potential 
Niveauflachen (V Cre •• ) = const. 

Kraft. 

Vektor 
negative Ableitung des Potentiales, 
negatives Potentialgefalle (Anderung des 

Feldzustandes), 
negativer Gradient des Potentiales 

dV 
$ = - ([i = - grad Vcx .,), 

$ = i P z + j p. + f P z , 

In (. oV . ov fav) ,.,=- t ax + 1ay + az ' 

1 $1 =P= V(::r + (:;r + (~:r, 
Kraftlinien (Verbindungslinien von Orten 

mit gleicher Kraftgri:iBe 1 $ 1 = P) stehen 
auf den Niveauflachen senkrecht 2• 

1 Der negative Wert der Ortsfunktion V, also F = - V, heiBt Kraftefunktion. Die 
positive Ableitung der Kraftefunktion ergibt die Kraft in der jeweiligen Richtung. 

* Potentialdifferenz ~ 0, d.h. Vo ~ VI' d. h. Arbeit $dg ~ 0, d. h. Kraft und Weg 
. gleicher . d hE· abgabc f d ,n 0 In t t t RlChtung, . . nergIe- f hr au em if ege -+1. en gegengese z er zu u 

2 Fiir d V = 0, d. h. Fortschreiten um dg in der Niveauflache ist auch $dg = 0, d. h. 
aber, daB $1. dg (siehe S. 6). 

Miiller, Mechanlk. 7 
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N otwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorhandensein eines 
Potentials: 

oPz oPv i)2V 
a:y=ax= ax.i)y' 
oPz apz a2 v 
az=7fX= ox·i)z' 
apy apz a2 v 
az=Ty = oy.oz' 

oder in Vektorform: 
f 

000 
tot $ = ox oy az = 0, 

P z Py P z 

= i (0 P z _ 0 P v) + . (0 P z _ 0 P z) + f (0 P y _ 0 P z) = ° . 
oy OZ J oz ax ox oy 

Konservative Krafte 
haben ein Potential 

Dissipative Krafte 
haben kein Potential, sondern es besteht 
ein Wirbelfeld 

d.h. 

tot $ = 0, 
V = reine Ortsfunktion, 

V(xyz), 

tot $ + 0, 
V vom Ort und von der Zeit abhangig, 
d. h. V(xyzt), 
oder V(xyzv), 

z. B. Zentralkrafte, z. B. Reibung, 
elastische Krafte (Federkrafte), 
elektrostatische Krafte, 
magnetische Krafte. 

Fliissigkeitswiderstande, 
elektrodynamische Krafte. 

Arbeit auf geschlossener Bahn = 0, d. h. 
mechanische Energie (potentielle + kine­
tische) = const!. 

Arbeit auf geschlossener Bahn + 0**, d.h. 
mechanische Energie + const, d. h. Energie­
zufuhr oder -Abgabe. 

9>$ds=O, 

1 

f$ds = -}m(vi - v~) *, 
o 1 
Vo + To = Vl + Tl = const. 

z 

9> $ds = 9> (rot $.df) + 0, 

= ~s.'r(ap. _ .oPv ). dy· dz, 
2 J oy az 

+ ~J.'r(Opz _ apz ) .dz.dx, 
2· J oz ax 

+~s.'r(Op.- OP"').dX.dy. 
2 J ox oy 

(Satz von Stokes). 

1 Daher der Name "konservative" Krafte. 
* Siehe Arbeitsatz S. 96. 

** In Abb. 141 ist die GroBe der Iiings der 
x y z-Achsen veranderlichen Krafte X Y Z einge­

~~73~'?7';;>"'----"- tragen, wenn der Schritt t dx, t dy, t dz betragt. 
Durch Bilden der Produkte Kraft X Weg in der 
Kraftrichtung erhalt man die Arbeit beim Um­
fahren des Dreiecks A B G 

dA = ~ (ay _ ax) dxdy 
2 dx ay 

Abb. 141. Zum Bcatlmm.cn der Arbel L nlcht + ~. (az _ ay) dy dz + ~ (ax _ az) dx dz, 
konservatlver Kri\fte. 2 a y a z 2 a z a x 
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5. Prinzip der virtuellen Arbeiten. 
Virtuelle Verriickung: Es ist dies eine kleine, von del' Zeit unabhangige - also 

rein goometl'lsche - Verschiebung, die mit den Systembedingungen vereinbar ist. Die Un­
abhangigkeit von del' Zeit wird dadurch ausgedriickt, daB statt des Differentials d ein ~ 
geschrieben wird. Klein muE die Verschiebung sein, damit die Krafte ihre Richtung nieht 
andern. So viele Freiheitsgrade das System besitzt, soviel virtuelle Verriickungen sind mog­
lieh und notwendig, urn die Versehiebungen aller Systempunkte auszudriieken. 

Auftretende Krafte: An jedem Massenpunkt konnen auBere (~o) und innere 
Krafte (~t) auftreten. 1st ~r die virtuelle Versehiebung eines Massenpunktes, so besagt das 

Prinzip del' virtuellen Arbeiten: 

2:(~a + ~i)' ~t = 0 *. 
~Aa + ~Ai =0. 

1m Gleichgewiehtsfalle ist die Arbeit del' auBeren und inneren Krafte gleieh Null. Da 
die Arbeit gleieh del' Anderung der kinetisehen Energie ist, 80 heiBt 

~A"8 = ~T = 0, 
die kinetisehe Energie und damit aueh die potentielle ist ein Maximum oder Minimum 
(siehe S.29)_ 

Anwendungsgebiet: Das Prinzip enthalt die 6 Gleiehgewichtsbedingungen del' Statik 
in einer Gleichung1. Es wird daher benutzt zum Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen, 
zum Bestimmen del' Gleichgewichtsstellung und zurn Bestimmen der Auflager- oder Stab­
krafte (siehe (S. 44). 

Mit 
. (aZ ay) . (ax az) (ay ax) tot~=t --- +J --- +f ---ay az az ax ax ay 

und 

df= ~ (idydz+i·dz.dx+fdxdy), 

kann die Arbeitsgleichung auch in Vektorform (siehe 
S. 4) dA = (tot ~'df) geschrieben werden. 

* Die 2: ist iiber aIle Krafte zu erstrecken. 
1 Die allgemeinste Verschiebung eines Massen­

punktes ist ein Fortschreiten ~t=i'~xo+i'~Yo+f'~zo 
und eine Drehung 

j 

[~q,·t]= ~O/: ~{J ~y 

:z / 
I / 

: /.27 
x y z 1/ " _____ y _____ .J</ 

1l 

um den Koordinatenursprung. Sind XYZ die Kraft­
komponenten, so bestehen die Gleichungen (siehe 
Abb.142): Abb. 142. Vinnelle Verriickung ans 

Fonschreit- und Drehbewegung. 

virtuelle Verriickungen 

~x = ~xo + ~{3.z - ~y. y, 
~y=(lyo+~Y·x-~O/:.z, 

~z =~zo +~O/:.y-~{3.x, 

virtuelle Arbeiten 

~A=2: {x.~x+y.~y+z.(jz}, 

1 
x· ~Xo + x· ~{J. z - X . by. y + 

(jA=2: Y·(jYo+Y·(jy·x-y·~O/:.z+ 

Z·(jzo +Z. (jO/:.y - Z ·(j{3·x 
und wegen der Unabhangigkeit der Verschiebungen von einander, zerfallt die Arbeitsgleichung 
in die 6 Einzelgleichungen, die 6 Gleichgewiehtsbedingungen der Statik (siehe S. 27). 

2: X = 0, 2: (y • Z - z . y) = 2: 111 x = 0, 

2: (z . X - x· Z) = 2: jJf y = 0, 

2: (x. Y - y. X) = 2: JYl. = o. 
7* 



100 Kinetik. 

Anwendung: 1. Die Krafte eintragen. die eine virtuelle Arbeit verrichten. Keine vir· 
tuelle Arbeit verrichten Norrnalkrafte (weil sie senkrecht auf del' Bewegungsrichtung stehen), 
Krafte, die durch feste Gelenke hindurchgehen und innere Krafte beim starren Karpel' 
(well ihre Verschiebung Null lst). 

2. Verschiebung del' einzelnen Kraftangriffspunkte durch die der Anzahl der Freiheits· 
grade entsprechenden virtuellen Verriickungen in einem raumfesten Koordinatensystem 
ausdriicken. 

3. Arbeitsgleichung anschreiben. 
4. Da aIle virtuellen Verruckungen unabhangig von einander sind, kann jede jeden be· 

liebigen Wert annehmen, also auch gleich Null gesetzt werden, d. h. abel' aus del' Arbeits­
gleichung folgen so viele Einzelgleichungen wie Freiheitsgrade vorhanden sind. 

Einfuhren der d' Alembertschen Erganzungskrafte (siehe S. 91) faBt in einer 
Gleichung 

b.A = ~ ($. + $; + (- m, b)) • 1.51' = 0 

die 6 Bewegungsgleichungen der Kinetik zusammenl. FUr einen starren Karper, ein reibungs­
£rei bewegliches System sowie beim Fehlen von elastischen Formandel'ungen ist ~ ($; . btl = O. 

6. Lagrangesche GIeichung. 
Anwendungsgebiet: Aufstellen der Differentialgleichung fur die Bewegung eines Systems 

von Massenpunkten (z. B. eines Getriebes2 ). 

Voraussetzung: Die auftretenden Krafte sind konservative Krafte (siehe S. 98), haben 
also ein Pot.ential, und die mechanische Energie des Systems ist T+ V = const. 

Dann ist: 

u = Systemkoordinate = Koordinate des Freiheitsgrades. z. B. Entfernung eines Punktes 
Yom Koordinatenursprung, oder Ausschlagwinkel eines Pendels, Stellung eines Ge­
triebes (z. B. Kurbelwinkel odeI' Entfernung des Kreuzkopfes von der Totlage beim 
Kurbeltrieb). 
Besitzt das System n Freiheitsgrade, d. h. sind n von einander unabhangige System­
koordinaten u zur Festlegung del' augenblicklichen Lage erforderlich, so ist die 
Lagrangesche Gleichung fUr jede Systemkoordinate, also n mal anzusetzen, so daB 
man n Gleichungen fUr die n Unbekannten ltv u2 .. ,-un erhalt. 

T = kinetische Energie des Systems. 
V = potentielle Energie. 
Q = allgemeine Lagrangesche Kraftkomponente. Um sie zu bestimmen, fiihl'e man cine 

virtuelle Verruckung (siehe S.99) derart aus, daB nur eine Koordinate u geandert 
wird, wahrend aIle anderen konstant bleiben. Aus der virtuellen Arbeit des Systems 

folgt dann die Kraftkomponente zu ~~ . 
1st -u eine Langenanderung, so ist Q eine Kraft. 
1st u eine Winkelanderung, so ist Q ein Moment. 
1st u eine Volumenanderung, so ist Q ein Druck. 

1 Sind die Krafte in der Komponentenzerlegung X, Y, Z und die Erganzungskrafte 
- mbx , - mby , - mb., so erhalt man nach Multiplikation mit den virtuellen Verriickungcn 
(siehe Anm. 1, S.99) und Trennung die 6 Bewegungsgleichungen (vgl. S. 90 und S. 93) 

~X=~m-bx, ~ll1x=~m(y.z·-z·Y), 

~Y=~m·b., ~1l1.=~m(z·x -x·z), 
~ Z = ~ m • b., ~ ~7If z = ~ m (x. jj - y • x) . 

2 Zum gleichen Ziele (der Differentialgleichung der Bewcgung) kommt man auch auf 
dem umstandlicheren Wege des Isolierens jeder Einzelmasse und Eliminierens der (paar­
weise) auftretenden Schnittkrafte aus den fUr jede Masse einzeln angesetzten Be­
wegungsgleichungen. 
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v. Widersmnde g(>gen 

1. Reibung 
der Ruhe = Haftreibung I der Bewegung=Gleitreibung 

unbestimmt nach GroBe und Rich­
tung bis zur Grenze des Haftens 

(!'-o) (siehe S.29 LagerkriHte). 

Abb. 143. Haftrelbung. 

R~lto·N [kg] 

!'-o = I (Oberflache) 

stets der Gleitgeschwindig­
keit entgegengesetzt. Bei 
Bewegungsumkehr ist also 
das Vorzeichen des Rei­
bungsgliedes umzukehren. 

Abb. 144. Gleltrelbung. 

R =WN [kg] 

It = I (Oberflache 
Gleitgeschwindigkeit 
Normaldruck 
Schmierstoff und seiner 

Temperatur). 
Leistungsverlust: 

GroBe der resultierenden Au£lagerkraft: 

2. Fliissigkeits­
laminare Stromung 

innere Reibung in der zahen 
Fliissigkeit (Schmiermittel). 
Automatischer Zeichenwech­
sel bei Bewegungsumkehr. 

=~ ~~ 
Abb. 145. Laminare Stromung. 

W = k·v [kg] 

k = I (GroBe und Rauhig­
keit der benetzten 
Oberflache, Zahigkeit. 

der Flussigkeit). 

L = k· v2 [mkg/s] I L = R·v [mkg/s] I 
W=l'N2+R2 I W=yN2+R2=N.1'1+!'-2L...----------

Richtung der resultierenden Auflagerkraft gegen die Normalkraft N 
R R 
N ~tgeo=!'-o N =tge=!'-

Seiltrieb 

Gleitlager pur lager 
p 

Abb. 149. Krafte 1m Seiltrleb. Abb. 150. Lager mit Gieitrelbuug. Abb. 151. Spuriager mit Gielt-
relbung. 

Gleichgewicht in tangentialer und 
normaler Richtung ergibt M = f. r • P ** M = % • ft· P . r *** 

R=81 -82 

81 _ q. ~ = e'lO"a ( 82 _ q. ;2) * 
L = (81 - S2)' v "'" 82 , (e,'oa - 1) . v 

Fur f geIten dieselben Abhangigkeiten wie fUr It. 
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die Bewegung. 
widerstand 

turbulente Stromung 

Energieverlust durch Wirbel­
bildung. Bei Bewegungsum­
kehr ist das Vorzeichen des 
Widerstandsgliedes umzu-

kehren. 

Abb. 146. Turbulente Strllmung. 

W = k·v2 [kg] 

k = f (Form und GroBe des 
Korpers, Dichte der 
Fliissigkeit ). 

3. Rollwiderstand 

infolge Abplattung zwischen 
Korper und Unterlage und 
nur teilweiser Riickgewin­
nung der Verformungsarbeit. 

~, 
Abb. 147. Rollwiderstand. 

M = e·N = P·r [mkg] 
M e 

P = R = r = r' N [kg] 

e = f (Oberflachenrauhig­
keit und -harte). 

4. Seilsteifigkeit 

Seil setzt der Biegung beim Auf­
und Abrollen einen Widerstand ent­

gegen (innere Reibung). 

Abb. 148. Seilstelfigkeit. 

P = Q. (1 + 2/) [kg] 

~ = f (Seildicke, Flechtart, Rollen­
radius). 

L = k· va [mkg/s] L = M·w = p·v [mkg/s] I L = P'v := P·r·w 
[mkg/s] 
[mkg/s] 

* q = Seilgewicht je Liingeneinheit, 

v = Seilgeschwindigkeit, 

g = Erdbeschleunigung, 

e = Grundzahl der natiirlichen Logarithmen, 

0( = Umschlingungswinkel im BogenmaB, 

2n 0(0 

0( = 0(0 360 = 57,3' 

2 
falls q.!!... klein ist, ist 8 1 <'>! 8 2 , ei-'O r:t. • 

g 

2", 2", 

** lrI=fr.dR=p,.rfdN; fdN>P, also f>p,. 
o 0 

T r T 

*** M = f r • dR = f p, r dN = f p, . ; • 2 n r dr . r . 
o 0 0 
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VI. Der Stoll. 
1. Allgemeines. 

a) Definition des StoBes. 
Einwirken zweier Korper aufeinander durch Beriihren in so kurzer Zeit, daB wahrend 

dieser die Lagenanderung der Korper = 0 ist. Die Ableitungen des Weges, also Geschwindig­
keit und Beschleunigung, sind aber of o. 

b) StoBvorgang. 
1. Zusammendriicken: 
An Beriihrungsstelle Fonnanderungen, Krafte ± nach Wechselwirkungsgesetz; Ver­

zogerung bzw. Beschleunigung der Korper bis relativer Stillstand gegeneinander. 
2. Ausdehnen: 
Fonnanderung mehr oder weniger riickgangig, elastische Krafte ± vom Hochstwerte 

abnehmend bis auf null. 

c) StoBarten. 
StoBlinie = Senkrechte auf Beriihrungsebene der beiden Korper. 
StoBlinie = Richtung der StoBkraft, falls Reibung an StoBstelle = 0 ist. 
StoBpunkt B = Projektion des Schwerpunktes auf die StoBlinie. 
StoBnormale = Senkrechte auf der StoBlinie, d. h. in Beriihrungsebene. 

1. Lage der Schwerpunkte in bezug zur StoBlinie. 

Abb. 152_ Zentraler StoB. Abb. 153. Exzentrischer StoB. 
Schwerpunkte liegen auf der StoBlinie. Schwerpunkte liegen nicht auf der StoBlinie. 

2. Geschwindigkeiten c der StoBpunkte vor dem StoBe in bezug zur 
StoBlinie. 

c, SIoBlinie 

Abb. 154. Gerader StoB. Abb. 155. Schiefer StoLl. 
Geschwindigkeiten liegen in der StoBlinie. Geschwindigkeiten liegen nicht in der StoLllinie. 

3. VerI auf des zweiten StoBabschnittes (Ausdehnen). 

Formanderungen 

vollstandig riickgangig 
nur teilweise riickgangig 
gar nicht riickgangig 

1 Siehe S. 105. 

StoBbezeichnung 

vollkommen elastisch 
unvollkommen elastisch 
vollkommen unelastisch 

(plastisch) 

Energieverlust 

Ev =0 
Ev 
Ev = Evmax 

StoBzahl l 

6=1 
0<6<1 

6=0 



Bezeichnungen: 

Der StoB. 

2. Gruudgesetze. 
a) Allgemeines. 

Geschwindigkeiten der StoBpunkte vor dem StoB C1 ' c2 ; Zeit t = 0, 
Geschwindigkeiten der StoBpunkte bei gr6Bter Zusammendriickung W; 
Geschwindigkeiten der StoBpunkte nach dem StoB v1 ' v2 ; Zeit tN. 

StoBzahl 8 1 : 

~ V~hAl"'" d~ An"i.b, im ,w.iton nnd ="'n Stn"""'hni" 1 
= Verhaltnis der Geschwindigkeit.sanderung des StoBpunktes eines } 

K6rpers in der StoBlinie im zweiten und ersten StoBabschnitt 

= Verhaltnis der Relativgeschwindigkeiten der StoBpunkte in} 
Richtung der StoBlinie zwischen beiden K6rpern nach und 
vor dem StoB (also unabhangig von den sich stoBenden Massen) 

105 

Zeit t', 

t" 
Ip· dt 

8 = _t'-t'-- ' 

Ip·dt 
o 
v-w 

8= - - . w-c 

V2 - V1 Llv 
8=---=--

(;1 - C2 Llc 

b) Exzentrischer schiefer StoB mit Reibnng an der StoBstelIe. 
(Allgemeinster Fall). 

Die Impulssatze fiir diefortschreitende und drehende 
Bewegung (siehe S.88 u. S.91) der beiden K6rper 
ergeben 4 + 2 = 6 Gleichungen fiir die 7 Unbekannten: 

," 
Vs lz; Vs 2 z; (O~; (02; f Pdt. 

u y 0 

Eine 7. Gleichung liefert die Angabe iiber die Art des 
StoBes (8) (siehe Abb.156): 

t" 
- IP.dt=m1·(V81Z-CSlz), (1) 

o 

:r 

t" 
+ I p. dt = m 2• (VS2z - CS2Z) , 

o 
(2) 

Abb. 166. Exumtrlaeber. aebJefer StoB 
mIt Relbung an der StoBatelle. 

d. h.: 

t" 
- I",P.dt=m1·(V81.- CS1Y), 

o 
t" 

+ I ",p. dt = m2' (VS2. - CS2.), 
o 
ttl til 

+ f P • dt • Y1 - I ft • Pdt· Xl = J 81 • ((O~ - (01)' 
o 0 

t" t" 
- I Pdt· Y2 - I", p. dt • X2 = J S2 • ((02 - (02) , 

o 0 

8 = VB2z - VBlz = VS2z - Y2' (02 - (VSlz - Y1' (O~) 
CBlz - CB2z CSlz - Y1' (01 - (CS2z - Yz' (02)' 

c) Gerader ZentralstoB, 

'" = 0; Y1 = Y2 = 0; 

VlBz = Vl 
2Bz 2 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

1 Die erste Beziehung ist die Definition der StoBzahl; die zweite und dritte folgen aus 
den Impulssatzen. 
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Aus den Gleichungen: t" 
f Pdt = ml • (VI - CI ) , 
o 

(1) 

folgt: 

t" 
+ f Pdt = m2' (V2 - (2) , 

o 

e = V2 - VI = ~ -=_~~ = V2 - W 

CI-C2 W-CI W-C2 

(ml - e· m2)' Cl + (1 + e)· TTI2' e2 
2 1 2 1 1 

(2) 

(3) 

VI = 
2 ml+m2 

m l • el + m2 • e2 ml • VI + m 2 V2 
W = ml + m2 = ml + rn2 ' 

1 ml·m2 1 
E. = --. . (1 - e2). (cI - ( 2)2 = -. M. (1 - e2). Lle2 , 

2 ml+m2 2 

wobei 
1 1 1 
M=ml+m2 

und Llc = CI - e2 ist. 

d) Schiefer ZentralstoB. 
Falls keine Reibung an StoBstelle auf tritt, werden durch den StoB nur die in die StoB­

richtung fallenden Geschwindigkeitskomponenten C81." Cs 2., geandert. Es gelten fUr 
diese Komponenten dieselben Formeln wie beim geraden StoB. 

Xl = X2 = 0, Yt = Y2 = 0, I' = 0, 
CSI V = VSI u ; Cli = Cs· 

S211 S211 

e) Exzentrischer Stoll. 
Die exzentrisch getroffenen K6rper andern nach den Schwerpunktsatzen (siehe S. 89 

und 92) die fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes und die Drehung um den 
Schwerpunkt, siehe allgemeinster Fall GI. (1), (2), (5), (6), (7), falls I' = 0 ist. 

Der exzentrische StoB wird auf den geraden ZentralstoB zuriickgefiihrt durch Reduktion 
der Massen ml' m2 auf die zugeh6rigen StoBpunkte BI und B2 , deren Geschwindigkeiten 
dann nach den Formeln des geraden ZentraIstoBes zu berechnen sind. Massenreduktion 
nach S.87. Die Beziehung: Energie = const = t mB'v~ = t J s 'oo2 + t m'v~ ergibt: 

Abb.157. Lage vom 
Sto!3punkt B und 
StoBmittelpunkt 0 
im Verhaltnls zum 

Schwerpunkt. 

'2 + 2 J 
mB = m· te + :)2 = h~ *, siehe Abb. 157. 

3. Sto.Bmittelpunkt. 
Der StoBmittelpunkt ist der Punkt des gestoBenen K6rpers, der seine 

Geschwindigkeit durch den StoB nicht andert. War der K6rper anfangs 
in Ruhe (cs = 0,00 = 0), so ist der StoBmittelpunkt der Momentanpol. 
BesaB der K6rper yorher die Geschwindigkeiten Cs und oo. so gilt fiir den 
StoBmittelpunkt 0: Co = Cs - e· 00 = Vo = Vs - e· 00'. 

Aus den Impulssatzen fiir die fortschreitende und drehende Bewegung 
in bezug auf den Schwerpunkt foIgt fUr die Entfernung des StoBmittel­
punktes yom Schwerpunkt (siehe Abb. 157): 

J s i2 
SO=e=--=~, 

m·B 8 

'0 + 2 J + 2 
BO=h=e+8=~= s m8, 

8 m8 
= reduzierte Pendellange, 

I Zeiger S = Schwerpunkt, Zeiger 0 = Momentanpol = StoBmittelpunkt = Dreh­
punkt bei gelagerten K6rpern. 
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d. h. StoBpunkt B und StoBmittelpunkt 0 stehen in derselben Beziehung zueinander wie 
Schwingungspunkt und Schwingungsmittelpunktl. 

4. Erweiterte Sto.Btheorie. 
Die elementare Theorie gibt nur f Pdt an, aber nicht Pm",,' Mit dem Ansatz P = k. ~n * 

erhalt man aus den Impulssatzen durch Differentiation und Differenzenbildung fiir beide 
Massen (siehe Abb. 158) 

.... 'f P + P 1 k I: ** X 2 -Xl= -r; =- -=-. _<;n • 
mi m2 M 

Integration liefert 

1 . 1 1 
2 [~2 - Lle2] = - n + 1 • M • k· ~n+l. 

abermalige Integration liefert die Zeit fiir den ersten 
StoBabschnitt oX 

.A.bb. 158. Zusammendriickung an der 
Stol3stelle. 

groBte Zusam­
mendruckung 

~=O 
groBte Kraft 

allgemein 

I:n+l = M. n + 1 . LI 2 
>max k 2 e 

Zeit des ersten 
StoBabschnittes T = 2 . 

Hooke (n = 1) 

;max = LIe • y~ 

P max = LIe· fTc. M 

Hertz (n =}) 

~max = V LIe!· (~r 

Pmax = V Lle6 • k2 • (~ My 
T ~max yM T = 2,94 . ~Llmeax =:n:·Tc=:n:· k = 

6/ 1 (5 M)2 
= 2,94 . t LI e • 4k 

1 Schwingungszeit beim Schwingen um 0 gleich der beirn Schwingen um B. 
* ~ ist die Annaherung beider Korper, siehe Abb. 158. Mit n = 1 erhalt man das Hooke­

sche Gesetz, Kraft,....., Zusammendriickung P = kl'~' 

Nach der Hertzschen Theorie des Druckes gewolbter Flachen aufeinander ist n = : • 

also P = k2 • ~·I •. Hierbei ist 

16 ;--C-
k2 = 3 . (-&1 + -&2) • l !II + !l2 ; 

-& _ 2(m -_-.!.L. 
- m·G ' m = ~ = Poissonsche Zahl; 

m 
G = 2(m + 1) . E = Schubmodul; E = Elastizitatsmodul. 

(! = ~ = Kriimmung der Beriihrungsfliiche. 
r 

Bei gleichen Materialien (-&1 = -&2) ist k2 = 0,733· E·V r1· r2 • + beides konvexeKugeln; 
rl ± r2 

- falls Kugel 2 konkav ist (auf der Innenseite gestoBen wird). 

** 
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VII. Massenausgleich. 
1. Bedingungen. 

Er ist dann vorhanden, wenn durch die Bewegung des Systems keine zusatzlichen 
Lagerkrafte entstehen. 

Statischer Ausgleich: Schwerpunkt in Ruhe oder geradlinig gleichformig fortschreitend. 

dUB "\1 d 
ffl= M· Tt = ~dt(mtl)=O. 

UB = const. 

Dynamischer Ausgleich: Drall ffir jede beliebige Achse = const. 

d58 
IDl=Tt=O, 

58 = ..Em[t u] = const. 

2. Starrer Korper, Drehung um die z-Achse. 
Statischer Ausgleich: Schwerpunkt liegt auf der Drehachse. 
Dynamischer Ausgleich: Drehachse = freie Achse = Tragheitshauptachse (siehe S.94) 

Mv=O ffir Ou=Ovz=O. 

3. Schlickscher Massenausgleich von Mehrzylindermaschinen. 
Bezeichnungen: 

V', = Kurbelwinkel des i-ten Zylinders. 
oc, = Schrankung der jeweiligen Kurbel gegen die erste. im Drehsinn gemessen. 
8, = Entfernung der jeweiligen Zylinderachse von der ersten. 

m, = hin- und hergehende Masse des jeweiligen Zylinders. 
Zeiger, = bezeichnet den jeweiligen Zylinder. 

a) Massenausgleich erster Ordnung (unendliche lange Schubstange) A = T = O. 

Geschwindigkeit der hin- und hergehenden Massen: 

Vi = 'T.' Wi' sin 'Pi = 'T.' W· sin ('Pl + oc.), 

= 'T,' W· [sin 'Pl • cos oc, + cos V'l' sin a,] • 

Statischer Ausgleich: Schwerpunkt in Ruhe = ..E m • U = 0 

..E m, . 'T. - sin oc. = 0 *, 
• 

..Em, ''T, • cos OC, = o . 
• 

(1) 

(2) 

Dynamischer Ausgleich: Drall um beliebige Achse senkrecht zur Zylinderebene = 0 ** 

..Em;· 'T,' 8,' sin 0(, = O. 
i 

(3) 

..E m· 'T' 8, • cos 0(, = O. (4) 
i 

4 Gleichungen. zwei Stiicke (z.B. eine Schrankung OCa. eine Zylinderentfernung 8a) wahl­
bar. d. h. Massenausgleich erster Ordnung erst von 4-Zylindermaschine an moglich. (Un­
bekannte 0(3' oc,. 83 , 84 ), 

* ..E heillt, die Summe ist iiber aHe Zylinder zu nehmen. 

** D. h. auf den Ausgleich urn eine Achse senkrecht zur Drehachse und parallel zur 
Zylinderebene wird wegen der Kleinheit der zusatzlichen Momente verzichtet. 
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b) Massenansgleich zweiter Ordnnng (endliche Schubstangenlange, A = T) . 
Geschwindigkeit: Vi = r, w,(sin 'Pi + !} .. sin 2 'Pi}. 

Statischer Ausgleich: Dynamischer Ausgleich: 

2: m, r, sin IX; =0, (I) ~ mi ri 8£ sin r.ti =0, (5) , 
2: m, ri cos !Xi =0, (2) 2: mi r, 8; cos IX, = 0, (6) 
i i 

2:mi ri sin 2IXi = 0, (3) 2: mi ri 8, sin 2IXi = 0, (7) 
i i 

2:mi r, cos 2IXj = 0, (4) 2: m, ri 8, cos 2 IX, = 0 . (8) 
i i 

8 Gleichungen, zwei Stiicke wahlbar, d. h. Massenausgleich zweiter Ordnung erst von 
6-Zylindermaschine an moglich (Unbekannte: 4 Schrankungen, 4 Zylinderabstande). 

VIII. Der Kreisel 
1. Grundgleichungen. 

G d 1 . h . b uf' raum- f K d' x y z Dynamische run g elC ung m ezug a em k" estes oor matensystem [: r orper- \i 1] ~ 

(siehe S. 93 u. 95/96) 
dlS W1=Tt, 

9R = (~) + [w lS] , 
dt rei 

MI; = J 1 • cl; - (J2 - J 3)· w'I· Wt } . 
'I 2 'I 3 1 ~ ~ Eulersche GleIChungen 
~ 3':- 1 2 I; 'I 

dBI;~1; 
= --- - (B • wI; - BI; • W ). 

dt P i; i; ~ 
I; 'I 'I Ii 

Kinetische Energie und Drall (siehe S. 84 u. 82) 

T = t(lS·w) = tB. w·cos £w 
= t J",·w 2 = t(J1 .w~ + J 2 .w~ + J a • wE} 

= t (BI; • wI; + Bq • Wq + BI; • wI;) 

B = r (J1 • WI;}2 + (J2 • W~}2 + (J3 • WI;)2. 

2. Kraftefreier Kreisel. 
a) Allgemeines. 

Schwerpunkt = Stiitzpunkt, keine auBeren Krafte auBer Eigengewicht und Stiitzkraft. 
keine Momente. 

2: $ = M . Os = 0; Os = 0; tls = const, 

2:W1 = dd~ = 0; lS = const, 

(dlS) =-[w.lS], 
dt rei 

dW;~1; J 231 - J 312 G . . 
----;J;t = J . w'I • w~ (Eulersche IelChungen, slehe S. 95). 

123 I; I; 
i; 'I 

Der Drall eines kraftefreien Kreisels ist nach GroBe und Richtung unveranderlich. 
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Der um eine Hauptachse rotierende kraftefreie Kreisel behiilt seine Drehgeschwindig­
keit nach GroBe und Richtung beP. 

Winkelgeschwindigkeit co und DraIlvektor \8 fallen hierbei in dieselbe Richtung (siehe 
So 81/82). 

Die Hauptachsen mit dem groBten und kIeinsten Tragheitsmoment sind stabile Achsen; 
die Hauptachse mit dem mittleren Tragheitsmoment ist eine labile Drehachse2_ 

b) Symmetriscber Kreisel J 1 = J'j = J. 

, '(7 
I , 

/ 
$. 'V' 

I 

Die Eulerschen Gleichungen nehmen die Form an: 

dwe J - J a 
(it = --J- . roq • w~, 

dWq Ja-J 
(it = -J--.w~'we, 

dw~ 
(it = 0; d. h. ro~ = w~o = const . 

Der Vektor w beschreibt um die korperfeste Figuren­
achse den Polkegel (Polodie) mit konstantem Offnungs­
winkel 8 (siehe Abb. 159) 

l'w~ +ro~ 
<5 = arc tg = const . 

w~ 

Abb. 159. Bewegung des symme­
trischen Kreisels. 

Der Vektor w beschreibt um den raumfesten DraIl­
vektor \8 (raumfeste Achse z) den Spurkegel (Herpolodie) 

mit konstantem Offnungswinkel (siehe Abb.159)4 
2· T 

y=arccos B.w' 

lIst , die Hauptachse, um die die Drehung mit w~ erfolgt, so daB also we = Wq = 0, 
so folgt aus den Eulerschen GIeichungen, daB we = roq = 0 und w~ = w~o = const bleiben. 

2 Aus den Eulerschen Momentengleichungen folgt mit Me = M q = M ~ = 0 (d. h. krafte­
freier Kreisel) und we ~ w~ (d. h. Drehung nur wenig von der Hauptaclise , abweichend), 

'l 
also roe 'Wq """ 0 (d. h. c~ = 0; w~ = const) durch einmalige Differentiation und Zusammen-
fassen der Gleichungen fiir das Abweichen von der Drehung um die Hauptachse , die Differen­
tialgleichung: 

in der Form einer Schwingungsgleichung 
w~ + 01:2 • we = 0 • 

'l 'l 

Eine Schwingung mit constanter Amplitude ergibt sich fiir w, falls 

N=w .. l/J2-Ja.Jl-Ja >0 d h J J 
~ 'V J 1 J 2 ,.. 3 = =: 

ist (' = stabile Achse). 
Ein Anwachsen der w- Werte nach einer e-Funktion erhalt man, falls 01: < 0, d. h . 

J1 § J a § J 2, d. h. Ja das mittlere Tragheitsmoment ist (' = labile Achse). 
a Aus den Eulerschen Gleichungen folgt in gleicher Weise wie unter Anm. 2 die Differen-

tialgleichung we + 01:2 • we = 0, wobei 01:2 = (1 - ~ r . w~ ist. Die Losungen dieser Schwin-
'l 'l 

gungsgleichungen lauten we = a·sin ()( t und Wq = a'cos ()( t, wobei a = Y w~o + w~o ist. 

"fW2 + w2 
Es ist also ro~ + W'l2 = const und da auch Wt = const ist, ist tg <5 = ~ q = const. 

.. - W~ 

4 Aus T = f(\B·w) = f B·w·cos \B ...... w = f B·w· cos y (siehe S. 84) folgt, da T = const; 
B = const; w = const, daB auch cos y = const ist. 
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Die Endpunkte des w-Vektors liegen in der auf dem Drallvektor senkrecht stehenden 
raumfesten (invariablen) Ebene, die vom Koordinatenpunkt die Entfernung (siehe 
Abb.159) 

W. = W· cosr 
besitzt. 

Die Figurenachse (korperfeste C-Achse) beschreibt um den raumfesten Drallvektor ~ 
(raumfeste z.Achse) den Prizessionskegel mit dem konstanten Offnungswinkel (siehe 
Abb.159). 

Die Endpunkte des w-Vektors liegen aber auch auf dem Poinsot-Ellipsoid (siehe S. 79), 
d. h. die Bewegung des Kreisels ist darstellbar als das Abrollen des Poinsot-Ellipsoides auf 
der invariablen Ebene. 

Ffir die Prazessionsgeschwindigkeit /l und die Eigenschnelle 'II bestehen die Gleichungen 
(siehe Abb. 160)1 

w=p+v, 
~=J.p, 

Drall = Durchmessertragheitsmoment X Prazessions­
geschwindigkeit (nicht J a!!). 

J. 'II = (J - J a)· 00," } Bedingung ffir regulare Pra-
J a • 'II + (J a - J) • /l cos f} = 0 zession der Figurenachse. 

Oder in anderer Form 

/l = ~ = V (w~ + W~) + ~ . W~ , 
J-Ja 

'JI=-J--. w,", 

J fw~ +w~ 
tgD=-J • , 

a 00," 

T = 2:n; = 2:n;· J Dauer einer vollen Prazession 
I" /l B der Figurenachse um die raum-

feste Drallachse. 

3. Kreisel unter Zwang. 

Abb.l60. Beziehung zwischen 
Winkelgeschwindigkeit r;;, 

Priizessionsgeschwindigkelt (i 
und Eigenschnelle 'V. 

a) Drehmoment aufgezwungen, Bewegung gesucht. 

cx.) Drehmoment parallel zur Figurenachse (IDl == llJlt) . 

Der Drall andert seine GroBe und Richtung um den Betrag LI ~ = Sm dt == LI ~t, 
damit andert sich also der Winkel f} (siehe Abb. 161). Die Winkelgeschwindigkeit um die 

C-Achse andert sich in demselben Verhaltnis wie der Drall bezuglich dieser Achse 00," = BBt , 
00,"0 ,"0 

1 Die Winkelgeschwindigkeiten um die Figuren- und eine dazu senkrechte Achse 
sind: 00," = wcosD + 'II und WsinD = l w~ + w~. Die Drallkomponente senkrecht zur 

Figurenachse ist B·sinD = J·fw~ + w~ = WJ·sinD, also B = J./l. Dies in die Gleichung 
ffir 00," eingefiihrt, gibt mit B·cos D = Ja·w," die Beziehung Jw," = Jaw," + J.'JI. Fiihrt man 
hier wieder w,"=/l·cosD+'J1 ein, so erhaIt man J a 0 'II + (Ja-J)·/l·cosD=O. Die 

J Yw~ + w~ Yw~ + w~ B," Ja • rot; 
Winkelbeziehung tg D = -J 0 folgt aus sin D = und cos D = - = ---

a WI: /l B J./l 
durch Divisiono -
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wahrend die Resultierende aus den beiden 
anderen Komponenten lw~ + w~ = const 
bleibt1 . Infolgedessen andert sich auch der 
Winkel o. N ach AufhOren des Momentes bleiben 
die neuen Werte fiir den Drall, die Winkel­
geschwindigkeit usw. konstant und es gelten 
wieder die in Abb. 159 d argestellten Bezie­
hungen. 

f3) Drehmoment parallel zur 
Drallachse om II )B). 

Es tritt keine Anderung in der Richtung 
/==, ........ '-~=~~~~;.;'-~-O des Dralles, sondern nur von seiner GroBe 

Abb. 161. Zwangsmoment parallel zur Figurenachse 
des Kreisels. 

um Ll58 = J?JR d t ein. Der Anfangsdrall 580 

ist entstanden durch ein Moment in Richtung 
von 580 und rief die Winkelgeschwindigkeit 000 

hervor. Mithin wird durch?JR 11580 auch nur 
die GroBe von 000 geandert und nicht seine 
Richtung. Es bleiben also alle Winkel erhalten, 
und beim Abrollen des Poinsot -Ellipsoides 
andert sich nur dessen GroBe und der Ab­

stand der invariablen Ebene vom Koordinatenursprung. Fiir die GroBenanderung der" 
Prazessionsgeschwindigkeit und Eigenschnelle des symmetrischen Kreisels erhalt man 

d~ dB M 
Tt= dt.J=J' 

dv J - J a dwt J - J a d~ J - J a M 
-= - -- .--= - _ .. . - . cos{}=--- ·-·cos{} 
d' J dt J dt J J . 

y) StoB senkrecht auf die Figurenachse; schneller Kreisel. 
Beim schnellen Kreisel iiberwiegt die Winkelgeschwindigkeit Wt, 

in Richtung der Figurenachse die beiden anderen Komponenten wI; l'J 

bedeutend, so daB 

Figurenachse } so dicht beieinander liegen, daB 
Winkelgeschwindigkeitsachse man sie in einer Geraden liegend 
Drallachse auffassen kann. 

Abb. 162. Sto13u';oment 
senkrecht zur Figuren­

achse des schneJlen 
Kreisels. 

Durch einen StoB f \!3dt senkrecht auf die Figurenachse ent­
steht in Verbindung mit der Auflagerkraft ein Kraftepaar, d. h. ein 
auf Figurenachse und StoBkraft senkrecht stehender DrehstoB (siehe 
Abb.162) Jmdt = J[a'\!3] dt = Ll58, der ebenfalls auf der Drall­
achse senkrecht stehend nur dessen Richtung andert. Nach dem StoB 
fiihrt die Figurenachse, die wahrend der kurzen StoBdauer ihre 
Richtung nicht geandert hat, den Gesetzen des kraftefreien Kreisels 
entsprechend, eine Prazessionsbewegung um die raumfeste Drall­
achse 581 = 580 + Ll58 mit dem Offnungswinkel 

LIB S Mdt {} = arc tg Bo = arc tg B;- aus. 

1 Die dritte Eulersche Gleichung geht wegen J 1 = J 2 = J in die dynamische Grund­

glei?hungiiber:?JRt = Ja• B~, d.h. LI Wt = S M~' d t = LI:~ . Aus den ersten beiden Eulerschen 
GlelChungen s 

J. Be = (J - J a)· Wl'J' w~ 
J. Bl'J = (Js - J). Wt· WI; und 

erhalt man durch Division 

WI; . dWl; = - wl'J • dW'I' d. h. aber w~ + w~ = const . 
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Je groBer der Anfangsdrall Bo war, je schneller also der Kreisel rotierte, um so enger 
ist der Prazessionskegel, d. h. um so unempfindlicher ist der Kreisel gegeniiber StoBen (nur 
schwache Erzitterungen der Figurenachse). 

Infolge des DrehstoBes erhalt der Kreisel eine Zusatz-Drehgeschwindigkeit in Richtung 
des StoBmomentes, d. h. die Figurenachse weicht senkrecht zur StoBkraft ausl. Dies 
ist der Satz vom gleichsinnigen ParalleIismus: 

Wird auf einen schnellen Kreisel ein Storungsmoment ausgeiibt, so ist die Drehachse 
bestrebt" sich mit der Storung in gleichsinnigen ParalleIismus (d. h. gleiche Richtung 
und gleicher Pfeilsinn) zu stellen. 

«5) Konstantes Drehmoment auf die Figurenachse ausgeiibt 
(schwerer Kreisel). 

Das beIiebige Drehmoment (z. B. Moment des Gewichtes, wenn Schwerpunkt und Unter· 
stiitzungspunkt nicht zusammenfallen = schwerer Kreisel) kann in die beiden Kompo­
nenten in Richtung der Figurenachse und senk­
recht dazu zerlegt werden. Die erste Komponente 
andert bei einem schnellen Kreisel (Figuren-, Drall­
und Winkelgeschwindigkeitsachse Iiegen praktisch 
in einer Geraden) nur die GroBe der Winkelge­
schwindigkeit um die Figurenachse (siehe S. 111). 
Die Komponente senkrecht auf der Figurenachse 
andert aber bestandig die Richtung des Dralles 
durch den Zusatzdrall (siehe Abb. 163). 

d}8 = SJR·dt = [n· $] ·dt. 
Nach derFigurist aberauchdB =B. sina: .dp, 

mithin beschreibt der Drallvektor }8 um die raum­
feste z-Achse einen Kreiskegel mit dem urspriing­
lichen OHnungswinkel a:. Die Winkelgeschwindig­
keit dieser (pseudoregularen) Prazession ist: 

dp M 
Tt=fL= B.sina: 

oder in Vektorform 
SJR = [ji d8] • 

z-rquml'esf 

Abb. 163. Dauerndes Drelm10ment senkreoht 
zur 1l'lgurenaohse. 

Die Prazession derDrallachse(und dernahebeiliegendenFigurenachse, a:1'tI {}) um die raum­
feste z-Achse ist dem Storungsmoment direkt und der Winkelgeschwindigkeit des Kreises 
(B ,..., co) umgekehrt verhaltig. 

Die Figurenachse beschreibt, da sie mit der DraUachse nicht genau in einer Linie liegt, 
um diese einen Kegel, allerdings mit sehr geringem Offnungswinkel, so daB sie um die raum­
feste z-Achse keinen exakten Kegelmantel beschreibt. Aber auch die Drallachse fiihrt keine 
reine Prazession aus, da wegen des Tanzens der Figurenachse um die Drallachse auch das 
an der Figurenachse angreifende Moment SJR=[a· $] kleine Erzitterungen ausfiihrt. (Daher 
dar Name pseudoregulare Prazession.) Die Schwankungen der Figurenachse um die Drall­
achse, Nutationen genannt, sind (siehe S. Ill) 

, B 
I' =-;r-

Die Nutationsgeschwindigkeit wachst mit dem Drall und ist unabhli.ngig von dem Storungs­
moment. 

I Der Nachweis kann auch durch Betrachten der Geschwindigkeit des StoBpunktes er. 

bracht werden. Nach dem Arbeitssatz ist (SJR· w) = ~~ . Da aber SJR.L w steht, ist die Ande-

rung der kinetischen Energie dd~ = 0 = (~'IJ), d.h. die Geschwindigkeit des StoBpunktes 

steht senkrecht auf der StoBkraft. 
Milller, Mechanlk. 8 



114 Kinetik. 

2n 
Umlaufzeit fiir Prazession des Dralles T p = - , 

I' 
2n 

Umlaufzeit fiir Nutation der Figurenachse T/"' = -----,-, 
I' 

. . . . T p 1" B2 • sin Ot 
Anzahl N utatlOnen bel emem PrazesslOnsumlauf n = -T = - = M J . 

f" '" • 
Fiir einen schnellen Kreisel ist dieses Verhaltnis (n ~ B2) groB. 

b) ReguUire Priizession anfgezwnngen, Triigheitswiderstaml des Kl'eisels 
(Kreiselmoment) gesucht. 

ex) Symmetrischer Kreisel. 
Wird dem Kreisel von der Eigenschnelle veine regulare Prazession I' aufgezwungen, so 

ist das dafiir erforderliche Drehmoment im bzw. das widerstehende Tragheitsmoment des 

Z-rr1Vl1Ifesl 

I 
I 

'I'm 

Kreisels (das Kreiselmoment) \mK {siehe 
Abb.164)1 

\mK = - \m 

= [ii".P],{J3 + (J3 - J), : ,cos p}, 

I\mK I = v' ",. sinD-· {J3 + (J3 -J). ~ • cos p} 
=MK1 +.lJfK2• 

Kreiselmoment im engeren Sinne: 

M K1= J 3 ·v'l' sinD- . 

vp, imKI "'" rechtshandiges Koordinatensystem, 
d. h . imKl = Richtung der negativen Knoten­
linie (siehe Abb. 166). 

Hochstwert fiir ..q:: {} = ..q:: :fft = 900 , d. h. Pra­
zession '" steht senkrecht auf der Figurenachse v. 

Schleudermoment: 
M K2 = 1'2. isin2D-, (Js - J). Abb. 164. Entstehung des Kreiselniomentes IDlK 

bel a.ufgezwungener Prazessionsbewegung Ii. 
Es ist unabhangig von der Kreise1bewegung 

(Eigenschnelle v) und tritt bei jedem Korper als Wirkung der Fliehkrafte auf2. 

Hochstwert: 

\ l;-fi;urenITclJse 
I Es ist M·dt = B· sinOt'Wdt und Bsina 
B~' sin D- - B~' cos D-. Mit BI; = J 3 • wI; = 

J a·(1' cos D- + v)und B~ = B·sinp = J'w~ = J'I"sinD­
(beim kraftefreien Kreisel ist Ot = 0, d. h. P = D-, 
mithin gilt dort B~ = B'sin{) und B = J.I', siehe 
S.111) erhaItmanM =wsinD-{Js.v+(Ja-J)'WcosD-} 
wie oben angegeben. 

2 Die Fliehkrafte sind Fl = 'ln1 ·bn1 = m1 'a1sinD-'1'2 
2 2 2 2 2 

und ihre Momente (siehe Abb.165) 

Ml = =f 2, Fl 'a1 ' C?S {}. 
2 2 2 SIn 

Mithin ist das resultierende Moment 

.1JfE2 = - 2· m1·ai '1'2. sinD-cosD­
+ 2 • m2 • a~ , 1'2 • sin {} • COS {} 

Abb. 165. Entstehnng des Schlender-
DioDientes aus den Fliehkraften. oder ME2 = (Ja - J) 1'2. sin D- COS D-. (Forts. S.115) 
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Kleinstwert: lYIE2 = 0, wenn 1. <t: {} = 0, d. h. Figurenachse (; mit der Prazessions-
achse p zusammenfii.llt. 

2. wenn <t: {} = 900, d. h. Figurenachse senkrecht auf der Prazessionsachse steht. 
In beiden Fallen ist die Prazessionsachse eine Hauptachse des Kreisels. 
3. J a = J = J 1 = J a, d. h. der Kreisel ist ein KugeJkreisel. 
Richtung: Das ScWeudermoment versucht immer, die Achse mit dem griiBten Trag­

heitsmoment zur Drehachse (p) zu machen. 
Gesamtkreiselmoment ME = MEl + ME2 = 0, d. h. 

{ } = 0 = J a • v + (Ja - J). p. cos {} 
die Bedingung fiir die regulare Prazession eines kraftefreien Kreisels ist erfiillt (vgl. S. Ill). 

(J) Schneller symmetrischer Kreisel. 
Die Eigenschnelle v ist bedeutend griiBer als die Prazessionsgeschwindigkeit p, also auch 

V· p -;p p.2, d. h. das ScWeudermoment verschwindet gegeniiber dem eigentlichen Kreisel. 
moment 

oder in Vektorform 
WeE"'" Lv· fIl· J a • 

in Richtung der negativen Knotenlinie (siehe Abb. 166). 

y) Unsymmetrischer Kreisel. 
Aus den Eulerschen Momentengleichungen (siehe S. 109) und den kinematischen 

Eulerschen Gleichungen (siehe S.57) folgt fiir die Komponenten des Kreiselmomentes 
in der Projektion auf die Knotenlinie, Querachse und Figurenachse (siehe Abb. 1661 ). 

Abb. 166. Lage von Knoten-. Quer- und Figurenachse zum raumfesten Koordinatensystem xyz. 

. .. (abgeplatteter. ) rechts-
Der Drehsmn des Momentes 1St fill: J a ~ J k KreIsel link herum, das 

gestrec ter s-
ScWeudermoment ist also bestrebt, die Achse mit dem griiBten Tragheitsmoment zur Dreh· 
achse zu machen. 
• 1 Fiir die Eulerschen Winkelgeschwindigkeiten erhalt man mit p. =..p, v = q, und 
{} = 0 (Ii, 11, w liegen in einer Ebene) 

wI; = - P • sin {} • cos rp , 
w~ = + p • sin {} • sin rp , 
Wt = p • cos {} + v 

und da p, {}, v = const und q, = v ist, sind die Winkelbeschleunigungen 
81; = + p • v . sin {}. sin rp , 
8~ = + p • :II • sin {} • cos rp , 
8t=0. 

Diese Beziehungen werden 
geben mit der Umformung 

in die Eulerschen Momentengleichungen eingesetzt und 

M Erw,.,. = M~. sin rp + M~. cos rp 
die auf S. 116 angegebenen Gleichungen. 

und M Qu.,. = - M~. cos rp + M~. sin rp 

8* 
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hlerbei bedeuten: 
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MKn• len = +K2 • COB 291 - K I , 

MQ...,. = +K2 • sin 2 91, 
MP1!/Ur = 9)(3 = -Ks' sin291, 

KI=V1',Sint9-.{Ja+(Js- JI~J2). ~ 'COSt9-}, 

Ka= ~ v1',sint9-.(JI-J2)'(2+-~'Cost9-), 

Ks = ~ 1'2. sin2 t9-. (JI - J 2). 

<5} Schneller, unsymmetrischer Kreisel (v ~ fl). 

d.h. 

KI =1" V· sin t9-. J a , 

K2 = t1'· V· sin t9-. (JI - J a), 

K 3 =O, 

M Knoien =1" V· Sint9-.{-Ja + J I ~ J a • cos 2 91}, 

M . A J 1 -Ja . 2 
Quer =1' . v . SIn 'U' • --2- . SIn 91, 

MpiuUf' =Mr;=O. 
Fiir J 1 = J a erhii.lt man die Gleichungen fiir den schnellen, symmetrischen Kreisel 

(vgl. Abschnitt b (J). 
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