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Vorwort.

Wer die Geschichte eines Landes studieren will, darf nicht nur die Ereignisse
in ihrer zeitlichen Reihenfolge betrachten, sondern er mufl auch die gleichzeitigen
Vorgénge in den Nachbarlindern, sowie die Vorgeschichte mit einbeziehen.
Genau dasselbe gilt fiir alle anderen Lehrgebiete. Jedes Gebiet ist ein Orga-
nismus, keines seiner Glieder dient Selbstzwecken, sondern sie alle hingen innig
miteinander zusammen, und nur, wer diesen inneren Zusammenhang sieht und
kennt, wird es beherrschen.

Das vorliegende Buch will nicht in die Reihe der bisher iiblichen Lehrbiicher
treten oder einen Ersatz fiir Vorlesungen bieten, sondern, nachdem der Lernende
schrittweise in die einzelnen Probleme eingefithrt wurde, und die Aufgaben nach-
einander an ihn herantraten, soll er jetzt die Dinge nebeneinander sehen und so
das Ineinandergreifen der einzelnen Gesetze deutlicher erkennen. Auf vollstandige
Ableitung der Lehrsidtze konnte auf Grund der an den Leser gestellten Voraus-
setzungen zugunsten der Ubersichtlichkeit verzichtet werden. Ihr wesentlicher
Inhalt oder der Gedankengang von Konstruktionen tritt dafiir in den Vorder-
grund. Die vielen Seitenhinweise, die die enge Verkniipfung der einzelnen Gebiete
untereinander zeigen, und die Anleitungen zur Ableitung der Gesetze sollen den
Leser zum Mitarbeiten in horizontaler und vertikaler Richtung veranlassen.
Ubungsbeispiele werden, soweit es sich nicht um Grundaufgaben handelt, nicht
gebracht. Sie gehoren nicht zur Aufgabe dieses Buches. Dem Lernenden sei aber
gesagt, daB er nur durch eifriges Uben Sicherheit in der Beherrschung der Lehr-
sitze und deren Anwendung erhélt. Besonderer Wert wird auf die meist sehr
stiefmiitterlich behandelten Zeichenmafstibe gelegt, die erfahrungsgemil viele
Schwierigkeiten bereiten.

Genau wie ein Wanderer nicht nur einen Weg verfolgt, sondern einen Uber-
blick iiber das durchwanderte Gebiet und die mit ihm verwachsenen Leute ge-
winnen will, so moge der Leser, sei es bei der Vorbereitung fiirs Examen, sei es
beim Studium oder beim Nachschlagen im vorliegenden etwas Gleichwertiges
finden!

Hannover, im Januar 1935.
Dr.-8ng. Horst Miiller.
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A. Vorbemerkungen.

I. Einteilung der Mechanik.

Lehre von den Kriften und von der Bewegung der Kérper.

Statik,
Gleichgewicht der Krafte
und Momente. Ruhe oder
gleichformige Bewegung.
Beziehungen zwischen den

Kriften und Momenten. und Zeit.

Kinematik,
Bewegung der Korper ohne
Beachten der wirkenden Kraf-
te und Momente.
Beziehungen zwischen Ort

Kinetik?®.
Kein Gleichgewicht der
Krafte und Momente. Be-
schleunigte Bewegung.

Beziehungen zwischen
Kriften, Momenten, Ort und
Zeit.

Beschaffenheit der untersuchten Korper

starr

Mechanik der starren Koér-
per = Stereomechanik.

elastisch oder plastisch

Elastizitdts- und Festig-
keitslehre = Elastomechanik

flissig oder gasférmig
Hydro- und Aeromechanik
(Volumen bestandig).
Gasdynamik (Volumen ver-
anderlich).

I1. Allgemeines.

1. Unterscheide Skalare und Vektoren.

Skalare = richtungslose GréBen

vollstandig bestimmt durch Angabe eines
Zahlenwertes.

Beispiel: Zeit, Temperatur, spez. Gewicht,
Masse, Arbeit usw.

Darstellung: Lateinische und griechische
Buchstaben, z. B. ¢, &, 9, m, 4 ...

Rechnen wie mit benannten Zahlen.

Vektoren = gerichtete Grofen

auBer Angabe der Groéfie — des absoluten Be-
trages — ist noch die Orientierung im Raum
— die Richtung und Lage der ,,Strecke* —
anzugeben.

Beispiel: Geschwindigkeit, Beschleuni-
gung, Kraft, Moment, Winkelgeschwindig-
keit, Drall usw.

Darstellung:
Zeichnung Rechnung
Pfeil, deutsche Buchstaben

oder griechische mit
einem Querstrich, z.
B. o, b, B, M, B,

Ws €

Besondere Rechengesetze (siehe weiter
unten).

1 Bisweilen werden unter dem Ausdruck Dynamik die Statik und Kinetik zusammen-
gefaBBt. Aus didaktischen Griinden findet man aber auch die Kinematik und Kinetik als

Dynamik behandelt.
Mitller, Mechanik.

1
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Vorbemerkungen.

2. Orientierung im Raum durch Koordinatensysteme.

Cartesische Koordinaten.

Rechtssystem Linkssystem
Z
| A
Yy
olSe 12 T
T 7 7

Abb. 1. Cartesische Koordinaten. a), b) Rechtssystem,
¢) Linkssystem.
Achsen zyz stehen aufeinander senkrecht.
Fortschreiten von der
z-Achse iiber die y-Achse in
y-Achse liber die z-Achse in
z-Achse iiber die x-Achse in

der z-Richtung;
der z-Richtung;
der y-Richtung.

Polarkoordinaten
(Kugelkoordinaten).

Zylinder-
koordinaten.

N

_ ADD. 2.
ZYlmder'koordmaten. reors
7 = Radiusdes Grund- Polarkoordinaten.
kreises. .
= Drehwinkel. r = Radiusvektor.

@ = Seitenwinkel

2z = Achse=Hoheiiber (Langengrad).

dem Grundkreis.

y = Hohenwinkel
ergibt eine (Breitengrad).
rechtsgiingige linksgéingige
Schraubel.
3. Darstellung eines Vektors.
Zeichnung Rechnung

durch einen Pfeil.

GroBe: Pfeillinge.

Richtung: Neigung des Pfeiles.

Sinn: Pfeilspitze.
Lage (Wirkungslinie):
im Lageplan.

Lage des Pfeiles

4. Vekto

Axiale = gebundene = linien-

fluchtlge

diirfen nur in ihrer Richtung verschoben
werden.

Z. B. Kraft, Winkelgeschwindigkeit.

durch die Komponenten des Pfeiles — meist
in cartesischen Koordinaten. — Die Rich-
tung der Achsen zyz wird durch die ,,Ein-
heitsvektoren* ijf von der absoluten
GroBe 1 und der Richtung der xyz-Achse.
angegeben. Z. B.

P=i- X+ T+1-Z2=2+9+8
absoluter Betrag (MaBzahl)
B =P =B F 2
Neigungswinkel « y gegen die Koordinaten-
achsen zyz. Richtungscosinus

os ; li ¥, Z-Komponente ,
¢ ganze Linge K
Y

Vorzeichen der Komponenten,
Koordinaten eines Punktes der Angriffs-
geraden.

rarten.
Planare = freie

diirfen in ihrer Richtung und parallel dazu
verschoben werden.
Z. B. Moment, Fortschreitgeschwindigkeit.

! Manche Autoren setzen beim Rechtssystem als positive Drehung die der obigen De-
finition entgegengesetzt an. Dies bedeutet, dafl bei den Momentenbildungen (siehe S. 5)
vor den Determinanten ein — Zeichen anzubringen ist.

2 In der Ebene ist
im Raume ist

cos? o + cos? 8
cos? o + cos? f§ + cos?y = L.

=1,

Unter o ff y ist stets der spitze Winkel gegen die zyz-Richtung zu verstehen. Der Quadrant
wird durch das Vorzeichen der Komponenten bestimmy.

Fiir den Winkel § zwischen zwei Vektoren mit den Richtungswinkeln % ﬁl 'yl ist
cos § == COS 017 COS oy + COS f,COS fiy -+ COS 9+ COS ¥,
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Beim Parallelverschieben um 4+ a ent-
steht ein Moment der Kraft oder der Winkel-
geschwindigkeit (= Fortschreitgeschwindig-
keit) (siehe Abb. 4 und 5).

M=[a-Bl; M=|M|=a-P-sinaPB=P-1
v=[a-w]; v=|v| =a-w-sinaw *

Damit der Gleichgewichtszustand nicht
gedindert wird, ist beim Parallelverschieben
ein Moment

M=—[aP]=[Ba]
v =— [a'w] =[wa] (sieche 8. 5)

anzubringen.

ADbb. 4. Parallelverschieben eines Kraftvektors 5.
a) Kraft B im Punkte 4 ist gleichwertig b) Kraft % in 4 und + B in B, d.h. Kraft § in B und Kriftepaar
P-1. Dies ist gleichwertig ¢) und d) Xraft ‘¥ in B und Moment I = — [a B].

e

Abb. 5. Parallelverschieben des Vektors der Winkelgeschwindigkeit w.
a) Vektor @ in 4 ist gleichwertig b) @ in 4 und + @ in B, d.h. Winkelgeschwindigkeit @ um B und Winkel-
geschwindigkeitenpaar ~[aw]. Dies ist gleichwertig ¢) Winkelgeschwindigkeit @ in B und Fortschreit-
geschwindigkeit v = —[aw].

b. Absolute Grofle eines Vektors.

Zeichnung:
aus AufriB und Grundri8 aus AufriB und SeitenriB

ov )gg 8
f \

A
L K,

SRR =
&

Abb. 6a. Abb. 6c.

Abb. 6a. Vektor §# und Vektorprojektion im Grundrif ¥’ (xy-Ebene), Aufrifl 5/
(yz-Ebene) und SeitenriB B’ (zz-Ebene).

Abb. 6b. Bestimmen der absoluten GroBe des Vektors aus Aufrif- und GrundriBS-
projektion.

ADb. 6¢c. Bestimmen der absoluten GroBe des Vektors aus AufriB- und SeitenriB-
projektion.

* Siehe Kinematik S. 47.
1%



4 Vorbemerkungen.

1. Konstruktion des im Raume stehenden Dreiecks A BC aus einer Projektion P’ bzw. P”
der Hohe b, , und dem rechten Winkel zwischen der Projektion und der Héhe. Die Hypote.
nuse dieses Dreiecks ist die wahre GroBe von B (siehe Abb. 6a bis c).

2. Die Projektion in der einen Ebene wird unter Festhalten eines Endpunktes gedreht,
bis sie parallel zur anderen Projektionsebene liegt. Der andere Endpunkt des Vektors be-
schreibt in der ersten Projektionsebene konstruktionsgema8 einen Kreis mit der Projektions-

o lange als Radius und in der zweiten Projektionsebene
BA B/ bewegt er sich auf einer Geraden parallel zur Schnitt-
i linie der beiden Projektionsebenen.
? = Abb. 6b. Linienzug B“12 und B’2 oder B'34
A“ Pz und B4
Abb. 6¢. Linienzug 4”756 und 4”6 oder 4’78
r 44
und A”8.

Rechnung:
VP + Pt =
= YPT E P b Y PR PP P
Abb. 7. Zusammenhang zwischen den Vektor- Vm = 2

projektionen im Grund-, Auf- und SeitenriB und -
den Vektorkomponenten in der 2yz-Richtung. (siehe Abb. 6a und 7).

I1I. Rechnen mit Vektoren.

1. Addition (s. Zusammensetzen von Kriften).

Der resultierende Vektor ist die Diagonale im Parallelogramm aus den beiden Sum-
manden, d.h. er ist die Schluflinie im Vektorpolygon. Die Reihenfolge der Summanden
ist beliebig, aber der Umfahrungssinn mul gewahrt werden.

A4 B = EB+%[=i(Az+Bx)+i(Ay+Bv)+f(Az+Bz):

A+ BIC=AI+CL+-B=B+ALC=C1AL+B.
2. Subtraktion

wie Addition. Das Minuszeichen dreht nur den Pfeilsinn um.
A—-B=A+(—-B)=1(4,—B,)+id,— B,)+t(4, - B,).

3. Multiplikation.
a) Skalar mt mal Vektor 2(.

Richtung und Sinn des Vektors bleiben ungeandert, GroSe wird m- 4. Ist m negativ, so
wird auch noch der Sinn des Vektors umgekehrt. (Vgl. Subtraktion m = — 1.)
mUA=i-md,+i-md, +¥f-m-4,
mUA+B)=m-A+m-B.

b) Vektor ¥ mal Vektor .

Skalares =inneres Produkt. Vektorielles = 4uleres Produkt
Schreibweise: Wie Produkt benannter | in eckige Klammern gefalt oder Malzeichen
Zahlen, bisweilen auch in runde Klammern | zwischen beiden Vektoren.
(-..) gefaBt oder kleiner Kreis zwischen
beiden Vektoren.

Es wird der eine Vektor auf den an-
deren projiziert und diese beiden GroBen
werden wie Skalare miteinander multipli-
ziert.

Abb. 8. Vektorprodukt MM =[AB] im a)rechts- und
b) linkshéndigen Koordinatensystem.
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g[.gg=(91.s13)=ma%=A-B‘cos2{5\B
—AcosAB -B

s
=A.- BeosUB
—=A,-B,+4,-B,

+Az'Bz

Beispiel: Arbeit = skalares Produkt aus
Kraft und Weg.

Kraft P=X4+9+3
Weg d3 =dy -+ dy-dj
Arbeit dA4=P-dg=P-.ds-cos S[g:ié

=X-dz+ Ydy+Z-dz.

Die Reihenfolge der Faktoren ist beliebig
A-B=1LB-UA

Der Wert des dueren Produktes ist gleich
dem doppelten Inhalt des schraffierten Drei-
ecks (siche Abb. 8). Der diesen Wert darstel-
lende Vektor steht senkrecht auf der Ebene
(dem Dreieck) der beiden zu multiplizieren-
den Vektoren, und zwar in der Richtung, da3

AB M ein BRechts- system bilden.

Links-
M=[A-B]=AXB=A4-B-sin%B
it
— |4, 4, 4,
B. B, B,
4, 4,1 |4, A, 4, 4
=i5, 5| 15, 5|15 B,

=i.{4,-B,—4,-B,)+i(4,B,—A4,B,)
+¥t-(4,-By— 4, Bg).
Moment = Vektorprodukt aus Hebelarm

und Kraft.
Hebelarm =49+ 3
Kraft B=X+9+3
Moment E)R:[r-iB]:r-P-sinr?B
i it
=lx ¥y =z
XY Z
=tyZ+jzX+f2Y—tyX—iz¥—jaZ
=+i(yZ—2Y)—i(@Z—2X)+t (@Y —yX)
=§)ﬁz +5IQ11 "}‘gﬁz

Abb. 9. Grundfigur zum Bestimmen des Vorzeichens

von Kraftmomenten um eine Achse im a) rechts- und

b)linkshandigen Koordinatensystem. Nach Aufstellen

des Momentes um die z-Achse M: =2 Y —y-X

folgen Mz,y um die z- und y-Achse durch zyklische
Vertauschung.

nicht beliebig
M=[A-B]=—D,=—[B-¥].

c) Sonderfille.
1. Vektoren einander parallel, < QI/% =0; cos 2@8 =1; sin QI/E\B =0

AU = AP =A% = A2 4 43 + 42,
jrimjj=ffoit=f=f=1.

(A-A = [AP =0,
r=[r=0F2=0,
Beispiel: Das Moment einer Kraft um
eine ihr parallele Achse ist null.



6 Vorbemerkungen.

2. Vektoren senkrecht aufeinander, < QI/§5 == 90% cos %[/?B = 0;

AB =-A-z-Ba:+Ava+Asz= 0,
ij=i{f=fi=0.
Beispiel: Eineaufihrer Wegrichtung senk-
recht stehende Kraft verrichtet keine Arbeit.

N

sinUAB =1
[(UB]=4-B,
[il=¢,
Lfl=ti,
Eil=i.

d) Zeichnerische Bestimmung des Vektorproduktes 9% = [v-%].

In der Ebene:

Pol in senkrechtem Abstande H von der Kraft wahlen (siehe Abb. 10), im Kraftplan Pol-
strahlen 0 und I ziehen und im Lageplan parallel dazu die Seilstrahlen. Die Parallele zur
Kraft P im Lageplan durch den Bezugspunkt 0 gibt in ihrer Lénge y zwischen den

Abb. 10, Zeichnerische Bestimmung des Vektorpro-
duktes bei ebener Darstellung.

Seilstrahlen 0 und I ein Ma8 fiir das Moment?!
My = [+ Pl
|ty | = H - .

MaBstabe:

Langenmafistab im Lageplan ! m/mm.

KraftmaBstab im Kraftplan £ kg/mm.

Polabstand H stellt als Strecke im Kraft-
plan eine Kraft von der GroBe H = H-k kg
dar, wobei H die Lange des Polabstandesin
mm bedeutet. Die Strecke y stellt eine Lange
von ¥ mm mallm/mm dar, also ist der MaB-
stab fiir das Moment
m=H-k-l[mm-kg/mm -m/mm]= [mkg/mm]
und die GréBe des Momentes betrigt

| M| = m-y mkg/ram.
Im Raume:

I mfmm
I‘ k 95‘ @? -
Wkl w/m’gz

t

W .

!
ﬂ, ~

1S
\Y
2

d)

Abb. 11. Zeichnerische Bestimmung des Vektorproduk-
tes bei riumlicher Darstellung.

a) Lageplan: Grund-, Auf- und SeitenriB.

b) Kraftplan fiir den Grund-, Auf- und SeitenriB.

¢) rdumlich-anschauliche Darstellung der Momenten-
vektoren.

d) Bestimmen der absoluten GriSe des Momenten-
vektors.

Dasriumliche Bild wird auf drei zueinander senkrechte Ebenen projiziert und dort als drei

ebene Probleme behandelt (siche Abb. 11). Man erhélt so die Momente um die drei Achsen zy 2z,
die zu einem resultierenden Moment (siche S.26) vereinigt werden konnen. Betreffs des
Vorzeichens der Momente beachte S. 5. Wahlt man den Polabstand H in allen Projektions-
ebenen gleich groB, so ist

[ M| =[Pl =H Y =H- Vo2 + 52 - 42.

* Der Beweis folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 071y und 01 P im Lage- und Kraft-
plan. Danach verhdlt sich I:y = H:P, d. h. I-P = H-y. Es ist aber [-P = M, = [t PB]

. ”~N
=7+ P-sint .
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e) Produkt von Vektorsummen.

ADB+C)=UAB+AC, [A(B + €)] = [AB] + [AC],
U+B)- E+D)=ACH+AD+BE+BD. | [(A+B)- (€ +D)]=[AC]+ [AD]+[BE]
Sonderfall: A =C; B=9D +[B9D].

N+ B)2=9A4-2%AB + %/2\
=A?24+2ABcosADB + B2
(Cosinussatz).

[ + B) - (A — B)] = — 2[AB],
[ — B) - (A4 B)] = +-2[AB].

f) Produkt von Produkten.
ABE] = BEA] = E[AB] [A[BEC]] = B(AE) — E(AB)
ist ein Vektor, der 1| % und L [B €] steht.
[[%A B] - €] = — [C[A B]]
=—AECB) +BEY).

=|B, B, B, |.
C. C, C.|
= Inhalt des aus
den Vektoren 9,
B, € gebildeten
Parallelepipeds
(siehe Abb. 12).

Abb. 12. Parallelepiped aus
drei Vektoren %, B und C.

4. Differentiation nach einem Skalar.

Ist a, der Einheitsvektor in Richtung %, soist: A =a,- 4 und dU =da,- 4 +a,-d 4
(siche Abb. 13). Da aber a2 =1 ist, folgt aus ay-dag =0, daB da, | a, also auch | %
steht. Es ist also:

U da, dA
T = ar At

dt

=[zz§ ]“ﬂ'%}i

=iddt+d‘4 112
oty | AS0-ale(es)

IV. Differentiation und Integration zeichmerisch gegebener

Kurven.
1. Differentiation.
Gegeben : Y = (x).
Gesucht: %— =y = F'(z).

a) Tangentenverfahren.

&

Yy = ﬁ% = tg ¢ = Neigung der Kurve y =F (z).

Pol im Abstande H [mm] wihlen (siche Abb. 14), Tangente im Aufpunkte 4 an die

Kurve y = F(z) zeichnen und Parallele dazu durch den Pol, die auf der Ordinate im Poleck
die Gréfle von y’ angibt.
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aY

Nach Konstruktion ist Y’ = H . 5 d *
. ,  dy

nach Definition ist Y ===

dzx

y _dy X 1

also Y= ¥ dw

1 E,
d.h. aber E”,—E.E—’"'

Statt den Berithrungspunkt A4 vorzugeben
und dort die Tangente zu zeichnen, kann man
auch umgekehrt zur gegebenen Tangenten-
richtung den Beriihrungspunkt suchen. —
Vom Pol aus wird die Tangentenrichtung
durch den Polstrahl vorgegeben (siehe Abb. 15)
und die parallel dazu gezogenen Sehnen (11,
22,33...) der Kurve y = F(x) werden hal-
biert. Der Schnittpunkt: der Halbierungskurve
(By By B, ...) mit der gegebenen y = F(x) ist
der gesuchte Beriihrungspunkt 4 der vorge-
gebenen Tangentenrichtung, d. h. der Ort x4
fiir den gegebenen Differentialquotienten y/,.

b) Sehnenverfahren.

Die Kurve y = F(z)
wird durch ein Sehnen-
polygon ersetzt (siehe
Abb. 16, 4, B, C, D). Die
Neigung der Sehnen gibt
den mittleren Differential-
quotienten imBereich 4«
an. Maflstibe wie oben.
Wiahlt man den Abstand
A X = const = H, so gibt
schon die Ordinatendif-
ferenz dy den Wert
desDifferentialquotienten

) . . . an. Abb. 17. Zur rechnerischen Differen-
Abb. 16. Zeichnerische Differentiation tiation nach dem Differenzen-
einer Kurve nach dem Sehnenverfahren. Verfahren.

* Bei dem Bestimmen der MaBstibe bedeuten GroSbuchstaben aus der Zeichnung ab-
zugreifende Lingen in mm und die entsprechenden Kleinbuchstaben sind die Symbole fiir
die dargestellten benannten Gréflen (z. B. S,s = Weg, 7',t = Zeit, ¥V,v = Geschwindigkeit,
2,0 = Winkelgeschwindigkeit usw.). Der MaBstab wird angegeben durch E,, d. h. Einheit
der dargestellten GroBe y (z. B. By = 10 m/mm, d.h. 1 mm in der Zeichnung stellt einen
Weg von 10 m dar, ebenso E, E, usw.). Bisweilen — insbesondere bei Lage- und Kraft-
plinen — wird der MaBstab durch Kleinbuchstaben angegeben (z. B. LingenmaBstab eines
Lageplanes I = 10 m/mm, KraftmaBstab % = 100 kg/mm, Momentenmalistab m mkg/mm
usw.). Diese Bezeichnung ist nicht immer empfehlenswert, da Kleinbuchstaben oft als
Symbole fiir bestimmte GroBen beniitzt werden, z.B.! = Lingen, v, w = Geschwindig-
keiten usw.

Im vorliegenden Buche ist fiir die Malstabbezeichnung im Kapitel Statik die letz-
tere Methode angewendet worden, dagegen in den Kapiteln Kinematik und Kinetik die
erstere.
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¢) Differenzenverfahren.
Abszisse in Streifen gleicher Breite a unterteilen. Es ist (siehe Abb. 17)

2 ad at

p=F@)=F@+ a)=n+ o-Fi+%5 Fy+5 Fytg -FY ...
a? a® a* -

h=F()=F(r,— a)=1ys— “'Fé'f'E 'Fé'—g F'"+ L LA
4 ’ ’ 16“ IV

y4=F(x4):F(x2+2a)=y2+2a-F’2+-_— F'+‘—F”+ ¥ A

=F(xg) =F (%3 — 2a) = y2 — 2a- F'—}-é‘_‘, F"_s_a_ F//f+]~6_a FI7

daraus folgt fiir den leferentmlquotlenten an der Stelle 2:

dy ,
(dx) =y} =F}

Auswertung tabellarisch.
MaBstabe: Gegeben: E,; E,.
Gewihlt: - Feldbreite 4X =a [mm].

Berechnet: Hp = % .

— Y1) — (Y — %)l -

Ist die Kurve y = F (x) eine Parabel, so daB F”" = 0*
ist, so geniigt die erste Differenzenbildung: y,,4 — y,.1 zur
Bestimmung von

1
Y= %a [Yns1 — Yna]-

Die Ordinatendifferenz kann dann sogleich aus der Zeich-
nung abgegriffen werden. MaBstibe wie oben.

2. Integration.
Gegeben: y = F (x).

z
Gesucht: z—z0=_fy-dw=fF(x)-dx.
Zo

a) Ordinatenverfahren.

Gleiche Streifenbreite 4 X wihlen, Ersatz von F(x) durch
eine Treppenkurve 4 BC DEFQH (siehe Abb. 18) so, daf in
jedem Streifen 4 X die Summe der iiber- und unterschiefen-
den Betrige (in der Abbildung durch Schraffur kenntlich
gemacht) gleich null ist. Die Rechteckhohe ist dann ein MaB
fiir den Streifeninhalt Z = Y-AX, und die gesamte Fliche
unter der y = F(z)-Kurve ist der Summe der Streifenordi-
naten verhiltig. Die Summe wird entweder durch schritt-

* Z. B. ist fur die ruckireie Bewegung die zeitliche Ab-

leitung der Beschleunigung — der Ruck — b="s=0,also

die Weg-Zeit-Kurve eine Parabel. Abb. 18. Zeichnerische Integration
nach dem Ordinatenverfahren.
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weises Auftragen der Ordinaten (VergroBern oder Verkleinern mit dem Multiplikationszirkel,
I'B =n-IB, K’D’ = n. KD usw.) oder tabellarisch bestimmt. Wird wahrend der Rech-
nung die Streifenbreite von 4 X auf 4 X, gedndert, so sind statt der Ordinaten n-Y die

X
Werte n-A—XI-Y zu addieren.

Es ist: 2 — zg=Jy A=y, Ax.
Es wurde aufgetragen: Zy—Zog=n+Yp;,

S =z 1 Ymi
mithin ist 7, 7= n Y., Az,
d. h. also E,:—,}:-E,,-EE-AX.

b) Sehnenverfahren.

Beliebige Streifenbreite 4 X, Ersatz der y = F(x)-Kurve durch eine flichengleiche
Treppenkurve (siche Abb.19 A BCDEFGH), Pol auf Abszissenache wihlen und im Ab-
stande H die Hohen der Rechteck-
streifen jedesmal von der Ab-
zissenachse aus auftragen.
(PB=U0,QD=U1,RF="U2,
S H = U3). Polstrahlen (0, 1, 2, 3)
und in den zugehérigen Streifen
die Parallelen dazu ziehen. Die
Schnittpunkte (K LM N) der
Parallelen mit der jeweiligen
Streifenbegrenzung sind Punkte
der gesuchten Integralkkurve. Die
Seilstrahlen (Parallelen zu den
Polstrahlen) sind Sehnen der
Integralkurve.
MaBstab der Integralkurve:

Es ist: tg(po=%§=%, wobei Yp=PB, Zz=PK und Xz=O0B ist.
B

Zp = Xp-Ya,

H
2p=1XB*Ypm,
mithin BE,=H-E, - B,.

¢) Tangentenverfahren.

Beliebige Streifenbreite AY wihlen, Ersatz der gegebenen Kurve y = F(x) durch eine
flachengleiche Treppenkurve (siche Abb. 20). Pol wiahlen, Polstrahlen (0, 1, 2, 3...) zu den
Rechteckordinaten ziehen und die
Parallelen dazu in den zugehdorigen
Feldstreifen. Zu einem Sprung in der
Treppe gehoért ein Knick in der
Integralkurve. Unter den Schnitt-
punkten (ABC...) der Ersatz-
Treppenkurve mit der gegebenen
Kurve y = F(x) liegen Punkte (4’,
B’,0"...) der Integralkurve, die sich
tangential an den aus den Seilstrah-
len (Parallelen zu den Polstrahlen)

gebildeten Linienzug anschlieft.

MaBstab der Integralkurve:
E,=H E E,
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d) Ausziihlen der Kistchen.

Kurve y = F(z) auf Millimeterpapier zeichnen, beliebige Streifenbreite 4 X wahlen und
Streifenflicheninhalt durch Auszihlen der mm? bestimmen. Zuerst die vollen cm? oder noch
grofere Einheiten zihlen, aldann die % cm? und zum Schluf die mm? z#hlen. Der n-fache
Betrag des Flicheninhaltes wird am Ende jedes Streifens aufgetragen® und gibt einen Punkt der
Integralkurve. Diese Methode fithrt sehr schnell zum
Ziele, wenn es sich nicht so sehr um die Integral-
kurve als um den Endwert des Integrales handelt.

MaBstab: &, = —1— -E.-E,.
By

e) Sofortige zweimalige Inte-
gration mit dem Seileck.

(Vgl. Statik, Bestimmen der
Momentenlinien S. 33.)

Beliebige Streifenbreite 4 X
wahlen, Streifenschwerpunkte
(siehe Abb. 21) angeben, Streifen-
inhalt Z = Y-4X  berechnen,
und im Fldcheneck (entspricht
dem Krafteck der Statik) als
Liangen unter Vermittelung des
MaBstabes Ep mm?2/mm anein-
anderreihen (Z; =01, Z,=12,
Z3=23, Z,=34, Zy=45, Z4=56,
Vorzeichen des Fliacheninhaltes
beachten, Fliche + Y- AX=+7

oben

unteu) :
Pol wiahlen, Polstrahlen und par-
allel dazu die Seilstrahlen bis zum
Schnitt mit der jeweiligen Strei-
fenschwerlinie ziehen. Das so ent-
standene Seileck (A BCDEF) ist
die Einhiillende der gesuchten In-
tegralkurve. Schnittpunkte der Abb.21.Sofortige sweimalige
Feldbegrenzung mit dem Seileck i‘)‘t;g:r}‘g‘)’ilgége%:?eséﬁig}:
sind Punkte der Integralkurve b)FlicheneckmitPolstrahlen,
(OGHIKLM, Beweis siche S, 6). ), Integrallurve « = f(z).

Die erste Integrationskonstante liefert eine schrige Nullinie.
Beachten der ersten Integra- d) und e) Flicheneck und Integralkurve mit horzizontaler Nullinie.

tionskonstanten: Im Flicheneck

wird die ggz;ﬁtﬁz Integrationskonstante 4+ Z, vom Anfangspunkt des Flichenecks nach 1.1)1113?1111

abgetragen und mit dem Pol verbunden (Seilstrahl 0’). Die Ordinaten zwischen der Seil-
kurve und der Parallelen zum soeben gezogenen Seilstrahl 0’ sind die Integralwerte

. . positiver
U — U =ffF(x)-dx-dx +zo-1::: (siche Abb. 21b u. ¢) oder: Pol bei ﬁegativer
tionskonstante 4 Z, nach 1:3):;1 verschieben. Polstrahlen von diesem Pol (in der Abb. 21d

Pol 2) und parallel dazu die Seilstrablen ziehen. Die Ordinaten zwischen der Seilkurve und
der horizontalen z-Achse geben den Wert des Integrales an (siehe Abb. 21e).

MaBstabe: erste Integration (Flicheneck) E, =FEr - E,-E,,
zweite Integration (Seileck) E,=H-E,-E,=H.Er-E.-E,.

geht im Flacheneck nach

erster Integra-

1 Wobei # = Er [mm/mm?] der auf diese Weise gewidhlte FlachenmaBstab ist.
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Lehre vom Gleichgewicht der Krifte und Momente. Der Kérper, an dem
die Krifte wirken, befindet sich in Ruhe oder gleichférmiger Bewegung.
Es werden Beziehungen zwischen den Kriften und Momenten aufgestellt.

I. Zusammensetzen von Kriften (resultierende Kraft).

Vektorielle (geometrische) Addition.

Krifte in der Ebene:

an einem Punkt;

parallele Krifte (Schwerpunkt);

beliebig verteilte Krafte.
Krifte im Raume:

an einem Punkte;

parallele Krifte;

beliebig verteilte Krafte.

1. Krifte in der Ebene.

a) Allgemeines.
Zeichnung. Rechnung.
Krifte im Krafteck in beliebiger Reihen- Koordinatenkreuz wihlen, Krifte in X-
folge, aber mit konst. Umfahrungssinn an- | und Y -Komponente zerlegen.
einander reihen.

GroBe: ILéange der Resultierenden im R =VR: + RZ,

Krafteck. n n
ratee R, =3(Pi-cosoy) =3 X,,
1 1
R, =3 (P;- cos )
1
=3 (Pi-sine) =3 7,,
1 1
Richtung: Schriglage der Resultierenden _ Bs — _ B, R
im Krafteck. cos o =g, cosfr =sino, =7
Sinn: Vom Anfangspunkt zum Endpunkt Vorzeichen der Komponenten.
des Kraftecks.
Lage: Schnittpunkt der duBersten (erster Entfernung vom Koordinatenursprung O
und letzter) Seilstrahlen. in Richtung des Lotes auf die resultierende
Kraft R
n
_ T ovd
R R ’
in Richtung der z- Achse
M,
xf —+ R," 2
in Richtung der y- Achse
M,

Yr=— -Rz .
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b) Krifte an

Zeichnung.,

Krafte $B,...%,
nach Gréfe und
Richtung in beliebi-
ger Reihenfolge aber
mit stetigem Um-
fahrungssinn anein-
ander reihen (siche
Abb. 22). Verbin-
dungslinie vom An-
fang 0 zum End-
punkt » des Kraft-
ecks gibt die Resul-

tierende 9 = 3' B

nach Grofle
Richtung.

1
und

Abb. 22. Resultierende aus
Einzelkraften an einem
Punkt.

¢) Parallele Krif

Zeichnung.
Krafteck %B,... %, zeichnen (siehe Abb.24),
Pol O wihlen (etwa so, daB die duBersten

Abb. 24. Resultierende aus parallelen Kriften.

13

einem Punkt.
Rechnung,
Koordinaten-
kreuz wihlen
(siehe Abb. 23).
Ursprung O
Schnittpunkt
der Krifte,
2==Achseineiner
Kraftrichtung,
y=Achse | dazu.
Kraftgleichun-
gen in Tabellen-
form aufstellen.

Abb.23. Krifte an einem Punkt.
Lageplan fiir die rechnerische
Behandlung.

R=7VR: + R,

*

€08 oy = —-.
te (Schwerpunkt).
Rechnung.
Koordinatenkreuz:

Ursprung O auf einer der duBersten Krafte
wahlen. (Die Hebelarme haben dann alle
das gleiche Vorzeichen, Fehlerverhiitung!)

Abb. 25. Parallele Krafte. Lageplan fiir die rech-
nerische Behandlung.

Eine Achse parallel, die andere senkrecht
zur Kraftrichtung legen (siehe Abb. 25).
Kraft- und Momentengleichungen in Ta-
bellenform aufstellen.

* Es ist stets der spitze Winkel gegen die Achse zu nehmen. Der Quadrant wird durch

das Vorzeichen der Komponenten beachtet.
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Polstrahlen einen Winkel von 90° ein-
schlieBen, dies ergibt keine schleifenden
Schnitte im Lageplan), Polstrahlen 0, 1, 2
nsw. ziehen und paralle]l dazu von beliebigem
Anfangspunkt aus die Seilstrahlen0,1,2 usw.
im Lageplan. Polstrahlen, die im Krafteck
eine Kraft begrenzen, schneiden sich auf der
Kraftlinie im Lageplan, oder mit anderen
Worten: einem Feld im Kraftplan entspricht
ein Knotenpunkt im Lageplan (die Pol- und
Seilstrahlen stellen Krifte dar). Durch den
Schnittpunkt des ersten und letzten Seil-
strahles geht die Resultierende.

d) Beliebig verteilte Kriifte.

n

Kraftplan: &t = 3'%B,, Pol, Polstrahlen
(siche Abb. 26). *

Lageplan: Seilstrahlen, der Schnittpunkt
des ersten und letzten Seilstrahles ist ein
Punkt der Angriffsgeraden der Resultieren-
den.

Sind nur 2 oder 3 Krifte
zu einer Resultierenden
zu vereinen und geben

Koordinatenkreuz:

Ursprung auf einer Kraftrichtung, ge-
gebenenfalls im Schnittpunkt zweier Krifte
wahlen (siehe Abb. 27).

Kraft- und Momentengleichung in Ta-
bellenform aufstellen.



Zusammensetzen von Kréften (resultierende Kraft). 15

die Krafte gute Schnittpunkte, so fithrt die
Zusammensetzung im Lageplan nach dem

Parallelogrammgesetz schneller zum Ziel
(siehe Abb. 28).

. _Sz¥Y-—3yX

2. Krifte im Raum.
a) Allgemeines.

Zeichnung.

Raumliches Bild auf zwei zueinander
senkrechte Ebenen projizieren und dann wie
ebenes Problem behandeln. Aus den Kraft-
ecken in den Projektionsebenen erhilt man
die Projektionen der Resultierenden und
bestimmt daraus deren wahre Grofe (siehe
S. 3/4).

R
oder 2, =+ Za¥-—2yX ,
R,
oder Yy = — 22Y - FyX
E,
Rechnung.

Koordinatenkreuz wihlen, Krifte in z, 4,2 -
Richtung zerlegen.

R=VR: 1 E: + R,
n, & 7 X‘i
B, =2P;-cos ﬂi =21Y;
1 y‘ 1 Zi
m’l‘
cos (ﬂr) = R‘—“L}g) ¢ .
Vr

G

Nur in Ausnahmefillen erhilt man eine resultierende Kraft allein. Meistens fithrt die

Zusammenstellung auf:

o) eine Kraft und ein Moment in einem beliebigen Punkte, oder
B) zwei windschiefe (sich nicht schneidende) Krifte = Kraftkreuz, oder
y) einen Kraft- und einen Momentenvektor in der gleichen Geraden = Kraftschraube

= Dyname = Zentralachse.

b) Kriifte an einem Punkt.

Zeichnung,
Lageplan I m/mm krafplan k kg/mm
ik LA

L

A

. e

\ X B

Abb. 29. Resulticrende an einem Punkt aus réumlich
verteilten Kriften. AufriB und GrundriS.

Krafteck im Grundril und Aufril zeich-
nen (siche Abb.29), einander zugeordnete
Punkte liegen senkrecht iibereinander. Er-
gebnis: Projektion der Resultierenden im
Grundriff und Aufril. Bestimmen der wahren
GroBe der Resultierenden siebe S. 3/4.

3-achsiges Koordinatenkreuz. Rechts-
system (beim Linkssystem sind die 2- und
y-Achse vertauscht) (sieche Abb. 30), Kraft-
gleichungen in Tabellenform aufstellen.

R—VE+ R+ E3,,
R,

R,
cos &, = T;

R
cosﬁ, =——Rl; CO8 Y, ==

&y
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¢) Parallele Kriifte.
Zeichnung, Rechnung.

| Lageplan [ m/mm

Lo \ Abb. 32. Riumlich verteilte parallele Krafte. Lage-
) i plan fiir die rechnerische Behandlung.

P s Koordinatenkreuz wahlen (siehe Abb. 32),
£ /, Kraft- und Momentengleichungen in Ta-
2 bellenform aufstellen.
My,
L, =—
T Rz »
M xr
Abb. 31. Resultierende aus riumlich verteilten Yr =+ 73

N

parallelen Kriften.

Projektion in 2 Ebenen (siche Abb. 31)
und darn wie ebenes Problem behandeln
(siche 8. 13/14).

d) Beliebig verteilte Krifte.

Kraft und Moment an einem Punkt.
Kraftkreuz = zwei windschiefe Krifte.
Kraftschraube = Dyname = Zentralachse = Kraft und Moment in derselben Geraden.

o) Kraft und Moment an einem Punkt.

Grundgedanke: Kréafte durch Parallelverschieben (Moment 9t = [a- ] entsteht, s. S. 3)
auf gegebenen Punkt 0 reduzieren. Kriafte und Momente in diesem Punkte nach S.5u. 156
zusammensetzen.

Zeichnung:

GréBe der Projektionen der resultierenden Kraft mit Hilfe der Kraftecke in den einzelnen
Projektionsebenen bestimmen, daraus die wahre Gré8e der resultierenden Kraft (siehe Abb. 33
und auch 8. 3). Das Moment der einzelnen Kréfte um € in den einzelnen Projektionen ist
gleich der Summe der Momente um die 3 Achsen zyz und wird wie auf S.4/6 angegeben,
ermittelt. Absolute Grofle des Momentes M = H-y,,, wobei ¥, = ]’f—}— y; + y? die
absolute GroSe von Y, + 9y + 9, ist. Polabstand H in allen Projektionen = const.
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Abb. 33. Zusammenfassen einer raumlich verteilten Kraftgruppe
zu einer resultierenden Kraft und einem Moment.

a) Lage- und Momentenplan im Grund-, Auf- und SeitenriB.

b) degl. Kraftplan.

¢) raumlich-anschauliche Darstellung der Lage des Momentes.

d) Bestimmen der absoluten Grofie des Momentes.

Rechnung: GroBe, Richtung und Sinn der resultierenden Kraft in O (siehe S. 15)

2
R=VR2+R;+R§> cos ﬂf =Ra:_,liy,}_.
Vr
GroBe, Richtung und Sinn des resultierenden Momentes um O (siehe S. 4/6):
- ? M
M=VM:+M:+ M2, cos|y =7i;ﬁ
k4

d = Winkel zwischen R und I aus:
cos § = cos - cos @ + cos f-cos x + cosy-cosy *
R, M.+ R,-M,+ R,- M,
- R-M :

B) Zwei windschiefe Krifte = Kraftkreuz.
Grundgedanke: Das fiir den Ursprung O nach dem vorigen Abschnitt bestimmte Mo-

ment M, wird in drei Kriftepaare, die in zwei Ebenen liegen, aufgeteilt. Alsdann werden
die Krifte im Ursprung O mit der nach vorigem Abschnitt ermittelten Resultierenden 3%t in O
zu einer neuen Resultierenden und die iibrigen Kriifte zu einer zweiten Resultierenden

zusammengefaBt.

* Siehe S. 2, Anm. 2.
Miiller, Mechanik. 2
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Zeichnung:
Die bekannten Momente M,,, (siehe vorigen Ab-
schnitt) werden durch die Kriftepaare (siehe Abb. 34a)

Mt:gD'Kzly
-M!l:xo'K12=
-Mz=y0'K:c'

ersetzt, wobei z, und g, beliebig gewahlt werden (selbst-
verstindlich kann der Ersatz auch durch Kraftepaare
mit Abstdnden x, 2, oder y,2, ausgefiihrt werden). Die
Krafte ®, und ®,, in O (siehe Abb.34b) werden mit
R=R,+ R, + R, (siche vorigen Abschnitt) zur neuen
Resultierenden ;= %+ &, + ®.; und die Krifte &,
K21, 879, &%, die in einer zur zz-Ebene im Abstande y,
parallelen Ebene liegen, werden dort zur Resultierenden
Ry = R}y + R + K1 + 874 zusammengefaBt. Ergebnis:
2 windschiefe (sich nicht schneidende) Krifte %,
und R,.

Rechnung: Das bekannte Moment 9, wird ersetzt
durch ein Kriftepaar I = [f-§], wobei die eine Kraft
& durch O hindurchgeht. Die Vektorent, & und It stehen
aufeinander senkrecht, mithin gelten die 8 Gleichungen
(siehe S. 5)

cos $ W =0=K,- M, + K,-M,+K,-M,, (1)
costM =0= = M.+ y -M,+ z -M,, (2)
cosf® =0=2-K,+y-K,+ z-K,. (3)

Ferner bestehen noch die Gleichungen:

K* = K3 + K3 + K3, @
B=o? 4y 422, ()
M2 = M2 M2+ M2, (6)

Bekannt sind: M, M, M, M,
unbekannt sind: K, K, K, K

Abl;. 34. Zusammenfassen einer raym- 104 x y z k,
ichen Kriftegruppe zu einem . R T .
Kraftkreuz i, Re. davon sind 2 Unbekannte willkiirlich wéhlbar (vgl. z. B.

a) Ersatz der Momentenkomponenten ~ Oben %, und #,), so daB schlieBlich 6 Gleichungen fiir

durch Kriftepaare parallel znden ¢ Unbekannte bleiben.
drei Ebenen.

b) Zusammenfassen der Krifte zu zwei Ergebnis: f; =R+ & in O und K =R, im Ab-
windschiefen Kriften ®; und R.. stande f = £ + 9 + 3 von 0.

¥) Kraft- und Momentenvektor in der gleichen Geraden.
Kraftschraube = Dyname = Zentralachse.

Grundgedanke: Momentenvektor 9t (siehe S. 16) in zwei Komponenten zerlegen, und
zwar in Richtung der resultierenden Kraft it und senkrecht dazu. Der letztere Vektor ver-
schiebt die Kraft % parallel zu sich.

Zeichnung:

Aus dem Aufrifl (IR = 0"4’; R" = O’ B’ siche Abb.35) und dem Grundrifl (IR =0"4";
%"= 0" B”) wird die wahre GroBe des resultierenden Momentes || = O 4 und der resultieren-
den Kraft || = O B bestimmt, ebenso die wahre Grofie der Strecke 4 B. Das Dreieck 4 BO
wird dann aus den bekannten Strecken OA4, OB und A B in wahrer GroBe gezeichnet. Das
Lot von 4 auf O B gibt die GroBe der in der Kraftrichtung liegenden Momentenkomponente



Zusammensetzen von Kriften (resultierende Kraft). 19
M, = OC und in 04 = M, die dazu senkrechte Komponente an. Punkt ¢ wird in die Pro-
jektionen tibertragen. Die Punkte ' und C” teilen 0’ B’ und 0’ B” in demselben Verhiltnis
wie (' die Strecke O Bteilt. 4’0" = Mj = My, + My, und 47C” = MY = M, -+ My, My, ver-
schiebt R im GrundriB um = M,,: B und M, verschiebt R’ im AufriB um ' = M, ,: R’.
Ergebnis: R und M{ bzw. R und M} liegen in derselben Geraden und sind die Projek-
tionen der Kraftschraube!. (Kontrolle im SeitenriB3: I,, verschiebt R um 7' = M,,: R"”.
Einander zugeordnete Punkte D’D’”’ D", E'E”’ B’ miissen auf den Projektionslinien liegen.)

Abb. 35. Zusammenfassen einer riumlichen Kriftegruppe zu einer Kraftschraube.

a) Kraft- und Momentenplan im Grund-, Auf- und SeitenriB.
b) Zerlegung des Momentes in zwei aufeinander senkrecht stehende Komponenten, von denen die eine in der
Kraftrichtung O B liegt.

Rechnung: Es werden die Momentengleichungen um einen — noch gesuchten — Punkt
A (xgyg2,) aufgestellt.

n ¢ Y—Yo z—%

TR Z‘:z S R =S w2 - S Y,
c & z2—2y T — X

u=3|, X':z 4 g =3 X— S m) 2,
& 9 z— —

=3 0 =3"" yY% =@ —2)-Y — Sy — 90)- X,

wobei zyz die Entfernungen vom Koordinatenursprung O und £7¢ die Entfernungen der
Krafte vom noch gesuchten Punkte 4 sind.
Der Momentenvektor soll die gleiche Richtung wie die resultierende Kraft haben. Es

ist also

daraus folgt:

- N R M
cos| Bl=cos|y|= ;z“=—-j%‘,
4 L4

R,:Ry=M,: M,;

! Der Momentenvektor 9%, darf parallel verschoben werden (siehe S. 2).

Ry:R,— M,: M,.

2*
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Eine Koordinate der Zentralachse ist wahlbar. Wahlt man z. B. z,= 0, so erhilt man den
DurchstoBungspunkt der Zentralachse mit der zy-Ebene. Die beiden gesuchten Koordina-
ten x,, y, des DurchstoBungspunktes werden aus den letzten beiden Gleichungen (2,y, sind
i M, , enthalten) berechnet.

II. Zerlegen einer Kraft.

Krifte in der Ebene:

in zwei ungleiche Richtungen;

in zwei parallele Richtungen;

in drei gegebene Richtungen;

in eine gegebene Richtung und eine Kraft durch einen gegebenen Punkt.
Krifte im Raume:

in zwei Richtungen;

in drei Richtungen an einem Punkt (Dreibein);

in drei parallele Richtungen;

in sechs Richtungen.

1. Kriafte in der Ebene.

a) Zwei ungleiche Richtungen.

Grundbedingung: Die Kraft muBl sich mit den beiden Richtungen in einem Punkte
schneiden (siehe S. 28).

Zeichnung, Rechnung.

', T
Abb. 37. Lageplan fiir die rechnerische Zerlegung
einer Kraft in zwei Komponenten.
Kraftgleichungen fiir die - und y-Rich-
tung aufstellen (sieche Abb. 37).

Abb. 36. Zeichnerisches Zerlegen einer Kraft % in Py-cosoy+ Pyecosoy=R-cosa, (1)
zwei Komponenten ungleicher Richtung.

P;-sine; + Pyesinog = R-sina, (2)
Im Lageplan (siehe Abb. 36): i in wahrer

GroBe im Schnittpunkt mit den gegebenen coso cosoyp
Richtungen antragen. Parallelen durch den _ p, |Smoa S
Endpunkt von f zu den beiden Richtungen daraus Py =E COS &3  COS oLy
schneiden auf diesen die Grofe der gesuchten gin oy sin oy
Komponenten B; und B, ab.

Oder im Kraftplan (siehe Abb. 36): Durch COS 0y €OS &
die beiden Endpunkte von % werden Paral- and P._R.. sino; sina |
lelen zu den gegebenen Kraftrichtungen ge- LA cos o; COS oy |
zogen, deren Schnittpunkt die Linge der sino; sin oy

Komponenten $B; + B, = N angibt.

b) Zwei parallele Richtungen.

Zeichnung. Rechnung,
Kraftplan (siehe Abb. 38): %, Pol, Pol- Aus dem Momentengleichgewicht um einen
strahlen 0,1. Punkt auf der einen Kraftrichtung folgt je-

Lageplan: Seilstrahlen 0, I parallel zu den | weils (siehe Abb. 39):
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gleichnamigen Pol-
strahlen durch einen
beliebigen Punkt auf
R. SchluBlinie s des
Seilecks = Verbin-

dungslinie der
Schnittpunkte der
Seilstrahlen mit den
Komponentenrich-
tungen.

Parallele dazu im
Krafteck durch den
Pol ziehen. Zwischen

0 und s liegt B,
1 » § %2
Kraftsinn aus

P, + By=R, d. h.
Umfahrungssinn der
Summe beider Krifte gleich der Richtung
der gegebenen Kraft R.

Abb. 88. Zeichnerisches

Zerlegen einer Kraft R

in zwei parallele Kom-
ponenten.

¢) Drei gegebe

Abb. 40. Zeichnerisches Zerlegen einer Kraft ® in drei
Komponenten mit Hilfe der Zwischenresultierenden.

Losung mit Hilfe der Zwischenresultieren-
den: Je zwei beliebige Kraftrichtungen zum
Schnitt bringen, z.B.%B; und P; und R
und B, (siehe Abb. 40). Verbindungslinie der
Schnittpunkte ist die Zwischenresultie-
rende Z. Im Krafteck (nach S. 20) zerlegen
R in P, und Z, und Z in P, und PFz. Umfah-
rungssinn entgegen dem von $ entsprechend

R="P+ EBz‘}'EBa'

Losung mit Hilfe des Seilecks: Zu den
Polstrahlen 0, I im Krafteck werden parallel
im Lageplan die Seilstrahlen 0, I gezogen

Abb. 42. Zeichnerisches Zerlegen einer Kraft ® in drei
Komponenten mit Hilfe des Seilecks.

21

-
7, I ¥B.
im

Abb. 39. Lageplan fiir die rechnerische Zerlegung
einer Kraft in zwei parallele Komponenten.

R.1,
Pi=—"
Lt

R-1
P, = 1.
L+l

Kontrolle: P, + P, = R.

ne Richtungen.

Abb. 41. Lageplan fiir die rechnerische Zerlegung einer
Kraft R in drei Komponenten.

Rechtwinkliges Achsenkreuz Oz y wihlen
(siehe Abb. 41); gegebenenfalls Koordinaten-
ursprung in den Schnittpunkt zweier Krifte
und eine Achse in Richtung einer Kraft
legen.

Allgemein:
R-cosa, =Y (P-cosa),
R-sino, =Y (P.sin a),

r-R =(1-P).
Beispiel der Abb. 50.
—R-coso, = Pj-cosoy— Py-+ P, cosay,
—R-gin o, =— Py +sin oy — Py« sin o,

—7 R  =—1, -P,.

Aus diesen 3 Gleichungen lassen sich die
3 Unbekannten P;P,P; ermitteln. Erhalt

man fiir eine Kraft einen negativen Wert, so



22 Statik.

(siehe Abb. 42), und zwar mit dem Seilstrahl
0 im Schnittpunkt zweier Kraftrich-

besagt dies, daB der Richtungssinn dieser
Kraft dem angenommenen entgegengesetzt

tungen (z. B. ; und PB;) beginnend. | ist.
SehluBlinie des Seilecks ist die Verbindungs-
linie des Schnittpunktes der beiden Krifte
(im Beispiel B, und PB;) mit dem Schnitt
des Seilstrahles 1 und der Kraft R,. Die
Parallele zur SchluBlinie s schneidet im
Krafteck auf der bekannten Kraftrichtung
P, deren GroBe ab. P, liegt im Krafteck
zwischen den Polstrahlen 7 und s (die Seil-
strahlen 7 und s schneiden sich im Lageplan
auf P,). Zwischen 0 und s liegt die Resul-
tierende R;53 = P, -+ B, die in diese beiden
Kraftrichtungen zerlegt wird.

d) in eine gegebene Richtung und eine Kraft durch einen gegebenen Punkt.

Zeichnung:«) Alle 3 Krifte miissen durch einen Punkt 0 gehen (siehe S. 28) = Schnitt-
punkt von P und R. Damit ist die Richtung der durch 4 hindurchgehenden Kraft % ge-
geben (siche Abb. 43a).

lageotn TN~
Z m/fw;'z // \'\._\

\\\
~
? Y g
A
a)

Abb.43. Zerlegen einer Kraft R in eine gegebene Richtung P
und eine XKomponente durch einen gegebenen Punkt 4.

a) Zeichnerisch mit Hilfe des gemeinsamen Schnittpunkts O.

b) Zeichnerisch mit Hilfe des Seilecks.

¢) Zeichnerisch mit Hilfe der Zerlegung von R in zwei Kom-
ponenten R’ und R’ parallel und senkrecht zu B.

d) Rechnerisch mit Hilfe eines Koordinatenkreuzes.

f) Seileck im Punkte A beginnen (siehe Abb. 43b). (Diese Konstruktion ist erforderlich,
wenn der Schnittpunkt von P und R, siche vorigen Abschnitt und Abb. 51a, nicht mehr auf
die Zeichenfliche fallt.)

Krafteck: R, Pol, Polstrahlen 0 und 7.

Seileck: Seilstrahl  durch 4 bis zum Schnitt mit R, hierdurch den Seilstrahl I bis
zum Schnitt mit P, die Verbindungslinie dieses Schnittpunktes mit A4 ist die SchluBlinie
des Seilecks (siehe 8. 27).

Krafteck: SchluBlinie tibertragen. P liegt zwischen 7 und s in der gegebenen Richtung.
U ist die SchluBlinie des Kraftecks (siehe S. 27).

¥) R in eine Komponente R’ in Richtung von P und eine R’ senkrecht zu B zerlegen
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(siehe Kraftplan der Abb. 43¢), R’ mit Hilfe des Seilecks 01s auf P und U’ verteilen, wobei
A’ || P ist (siehe S. 20). A’ und A = R’ zu A zusammenfassen.
d) Rechnung: Koordinatenkreuz zy mit Ursprung in 4, der einen Achse parallel und
der anderen senkrecht zu # wihlen (siehe Abb. 434).
R,=P,+ 4,=0 (weil R | x-Achse),
By=P,+ 4,,
r B =p-P, wobei P == |/P§,+P§ ist.
Aus diesen Gleichungen werden A,, 4, und P berechnet.

2. Zerlegen einer Kraft im Raume.
a) Zwei Richtungen.
Dies ist nur méglich, wenn die Kraft und die beiden gegebenen Richtungen in einer
Ebene liegen. Dann liegt aber kein raumliches, sondern ein ebenes Problem vor (siehe S. 20).

b) Drei Richtungen an einem Punkt (Dreibein).

Die drei Kraftrichtungen diirfen nicht in einer Ebene liegen, da in der Ebene eine Kraft

an einem Punkt nur in zwei Richtungen zerlegt werden kann (siehe S. 28).
Losungsméglichkeiten:

o) Projektion so, daf eine Unbekannte verschwindet;

B) Projektion so, daB zwei Unbekannte in eine Linie fallen;

y) Projektion so, daB die bekannte Kraft verschwindet oder mit einer Unbekannten in
eine Linie fallt (Methode des unbestimmten MaBstabes);

d) Korrekturverfahren nach Miiller-Breslau;

¢) Kraft zerlegen in eine Stabrichtung und Zwischenresultierende in der Ebene der beiden
anderen Stibe;

@) Rechnung, je eine Gleichung fiir die 2y z-Richtung.

«) Eine Unbekannte verschwindet.

Im RiB, in dem die eine Unbekannte verschwindet (im Beispiel der Abb. 44 ist dies der
GrundriB), wird & in die beiden anderen Richtungen zerlegt (R’ = &, +- &). Krafteck auf
zweite Projektionsebene (im Beispiel: Aufrif}) iibertragen, Richtung der Krifte aus dem
Lageplan, Gréfle = Linge zwischen den Loten (00, 11, 22, 33) des ersten Risses. SchluB-
linie des Kraftecks = gesuchte dritte Kraft 23 = &7.

Kraffplan k kg/};ﬁm

\Lageplan L m/mm

Abb. 44. Dreibein, eine Kraft erscheint in einer Pro-  Abb. 45. Dreibein, zwei Kraftrichtungen fallen in
jektion nur als ein Punkt. einer Projektion in eine Richtung.
f) Zwei Unbekannte fallen in eine Linie.

Im RiB mit den beiden zusammenfallenden Unbekannten beginnen (siehe Abb. 45) [Auf-
rif: R’ = &7, + &}]. Krafteck in den Grundrif iibertragen. Kraftrichtung aus dem Lage-
plan, GroBe = Linge zwischen den Loten aus dem Aufrifl (00, 11, 33). An 1 und 3 die Rich-
tungen der noch gesuchten Kriifte &) und & antragen und ihren Schnittpunkt 2 in den
Aufriff hinaufloten. Damit ist €]} in &} und & aufgeteilt.
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7) Unbestimmter MaBstab.

Bekannte Kraft verschwindet
(im GrundriB).

eplan L mjmm

a)

Bekannte Kraft fallt in die Richtung
einer Unbekannten (siche Abb. 55 im
AufriB ®” und &7).

Abb. 46. Dreibein, Methode des unbestimmten MaBstabes.
a) Die bekannte Kraft erscheint in einer Projektion als Punkt
b) Die bekannte Kraft fallt in einer Projektion mit einer Unbekannten in dieselbe Richtung.

Grundril (siehe Abb. 46a): Dreieck von
beliebiger Grofle mit den Richtungen der
Krifte zeichnen (0123). Lingen in den
AufriB auf die entsprechenden Kraftrich-
tungen hinaufloten (L1menzug1 230),SchluB-
linie des Kraftecks (01) in Rlchtung der ge-
gebenen Kraft. Aus deren Linge im Kraft-
eck und ihrer gegebenen GroBe wird der MaB-
stab bestimmt:

k=

R
7 kg/mm .

Im Aufrif} beliebiges Dreieck 023 mit den
3 Richtungen &, @;’ und (R &) zeichnen
(siche Abb. 46b) und in den GrundriB hinab-
loten. Hierdurch werden %' und &/, gefunden.
Hinaufloten des Schmttpunktes 1 von R’
und &} in den Aufrif} teilt (&) in R” und
ey. MaBs’oab aus

7/

k= -R— oder

, k= 5— kg/mm.
%

6) Korrekturverfahren von
Miller-Breslau.

Beginn im Aufrif} (siche Abb. 47):
R’ zerlegen in &7 und &/, und an
beliebiger Stelle b eine Parallele
zu &7 einfiigen. Krafteck in den
GrundriB heruntergelotet ergibt eine
falsche Richtung 0’ ¢’ fiir die Kraft &
Dasselbe wird mit einer anderen GréBe
von &Y = ¢’d” noch einmal durch-
gefithrt und so die ebenfalls falsche
Richtung 0’¢’ im Grundrif gefunden.
Die Verbindungslinie der GrundriB3-
Falschpunkte a’¢’ schneidet die durch
den Lageplan gegebene Richtung von
€} im Punkte ¢’, der in den AufriB
hinaufgelotet wird. 0123 sind die ge-
suchten Krafteckprojektionen, denn
entsprechende Punkte liegen iiber-

Abb. 47. Dreibein, Korrekturverfahren von Miiller-Breslau. €inander.
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e) Zwischenresultierende in einer Stabebene.

Die Spuren der Ebenen, in
denen RE, und S,E; liegen
(siche Abb. 48), werden im
Grundrif8 bestimmt, indem die
Projektionen der Durchsto-
Bungspunkte von

RE,8,8;(a”, b, ¢”,d”)
aus dem Aufrif} in den Grund-
rif hinabgelotet werden (a’, V',
¢, d’). Der Schnittpunkt B der
beiden Spuren und der Aus-
gangspunkt 4 gehoren beiden
Ebenen RS, und &;&; an,
also ist 4 B=Z die Schnitt-
linie der beiden Ebenen. Jetzt
wird im Kraftplan & in &, und
Z als Zwischenresultierende,
ferner Z in &, und &; zerlegt.

Zeichnungskontrolle (in der
Abbildung nicht eingetragen):
In der entsprechenden Weise
werden aus den DurchstoBungs-
punkten der Grundrifiprojek-
tion die Spuren der Ebenen
RS, und &,&; im Aufrifl be-
stimmt. Grundrif und AufriB3-
spuren miissen sich auf der
Linie zz schneiden (1. und
2. Kontrolle), der Schnittpunkt
der AufriBspuren muB auf der Zwischenresultierenden Z = A B liegen (3. und 4. Kontrolle).

Abb. 48, Dreibein, Kraftzerlegung mit Hilfe der Zwischenresultierenden.

¢) Rechnung.

Koordinatenkreuz xyz mit seinem Ursprung im gegebenen Punkt 4 wihlen. Aus den
Stabldngen werden berechnet

cos (“) __ @, y, 2= Komponente der Stablinge

5 ganze Stablange

und aus den Gleichungen
Sy-cos oy + 8- cos oy + Sz-cosag = R-coso,,
Sy-cos By + 8;-cos By + S3-cos fs = R-cos f,,
8;-cosyr + 8y cosy, + Sa-cosys = R-cosy,

erhilt man die Krifte S, S,, S;. Erhilt man fiir eine Kraft einen negativen Wert, so be-
sagt dies, daB der Richtungssinn dieser Kraft dem angenommenen entgegengesetzt ist.

¢) Drei parallele Richtungen.

Zeichnung und Rechnung: Zweimal auf ebenes Problem zuriickfithren, indem die Kraft it
zerlegt wird in die eine Richtung &, und eine Zwischenresultierende in der durch die beiden
anderen Krifte &, und &; gelegten Ebene. Diese Zwischenresultierende wird dann in &,
und &; zerlegt.

R =64+ Rus,

mz:’»:@z"f'@a-
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d) Sechs Richtungen (allgemeinster Fall).

Es diirfen hochstens

drei Richtungen in einer Ebene liegen;

drei Richtungen durch einen Punkt gehen;

drei Richtungen einander parallel sein (Schnittpunkt liegt im Unendlichen);
fiinf Richtungen von einer Geraden (Drehachse) geschnitten werden.

Durch Projektion in den Grund-, Auf- und Seitenri wird die Aufgabe auf drei ebene
Probleme zuriickgefiihrt. Zur Berechnung der sechs Unbekannten stehen drei Kraft- und drei
Momentengleichungen zur Verfiigung.

SX =3 (P,cos ;) = B, — R-cos o, 1
1
SY =3 (Pcosfi) = R, = R-cosf,, @)
1
3% =3 (Picosy) = B, = R-cosy,, 3)
1
. 8 | Yi 2% — Yr 2r }
Mz—%' Y, Z; - R, R,{
6 6
=§(?h Zy) —21’(2- Y)=y,-R,— 2 R,, (4)
8w ow] | w
=212, x.|"|B, &
] [i]
Z%‘(zi Xl) _“%'(mi Zi) =% Rav — &y '-Rz ’ (5)
— 8 Z; yi . &, yr
o7, ‘? X, Yil_ R, R,
[i] [i]
=%‘(xi Yt) "‘%‘ Y: Xz) = Zr -R'u — Yr* R:v . (6)

III. Zusammensetzen und Zerlegen von Momenten.

Momente werden in der Ebene und im Raume wie Krifte an einem Punkt zusammen-
gesetzt und zerlegt, da der Momentenvektor als planarer Vektor parallel verschoben werden
darf (siehe S.2).

IV. Sehwerpunkt. (Massenmittelpunkt.)

Definjtion: Angriffspunkt der Resultierenden aller Elementargewichte.

Bestimmen: Kérper in Einzelteile zerlegen, Teilgewichte in den Teilschwerpunkten an-
bringen und deren Resultierende nach GroBe (Gesamtgewicht) und Lage (Schwerpunkt) be-
stimmen (siehe Resultierende paralleler Krifte S. 13 u. 16).

Zeichnung. Rechnung. Versuch.
Krafteck 2 « . ebenen
Sei?ec;; . 21:' (- G,-)ﬁ 1. Korper beim riiumlichen Problem nach-
¢ einander an mindestens g Punkten aufhin-
7
2(y:- Ga) gen. Lote vom Aufhingepunkt aus sind
Ys = —LT‘ s Schwerelinjen, ihr Schnittpunkt ist der
Schwerpunkt.
f‘(z e Oder 2. Lage der Resultierenden durch Ab-
2, = -1 3 R wiegen in 2 Stellungen bestimmen. Fiir das
ebene

riumliche Eroblem sind g Auflagerstellen
(Wagen) erforderlich.




Gleichgewichtsbedingungen.

Eigenschaften:

1. Der Schwerpunkt ist gegen Drehungen des Korpers invariant.

2. Symmetrie- linien sind Schwere- I

ebenen

3. Gesamtschwerpunkt zwejer Korper liegt auf der Verbindungslinie der

Teilschwerpunkte.

4. Guldinsche Regel fiir Rotationskérper (siehe Abb. 49)

O=2m x,-5.

Oberflaiche = Schwerpunktsweg des rotierenden Bogens X Bogenlinge.

V:Q:n:-xs-F.

Volumen = Schwerpunktsweg der rotierenden Flache X Flache.

inien
ebenen

27

Abb. 49. Erldute-
rung zur Guldin-
schen Regel fiir
a) Rotationsfld-
chen und b) Ro-
tationskorper.

V. Gleichgewichtsbedingungen.

Keine resultierende Kraft, d. h. % = 3' %, = 0.
1

Kein resultierendes Moment, d.h. It = Zn' [x;-B,]1=0.
1

In der Ebene.

Zeichnung: Krafteck geschlossen, % =0,
Seileck geschlossen, M = 0.

Im Raume.

Krafteckein den3 Ebenengeschlossen, = 0,
Seilecke in den 3 Ebenen geschlossen, It = 0.

Rechnung: 1. Summe der Krifte und Momente in bezug auf einen beliebigen Punkt

muB null sein.

Abb.50. Kartesisches Koordinatensystem in der Ebene.

Rechts-

n Abb. 51. und linkshéindiges kartesisches
R,=3X;,=0, Koordinatensystem im Raum.
1
R=0 ; 2
BR,=3Y.,—0, Bo= 2 %:i=0,
1
k3
|z Ys R=0({R,=>¥;=0,
M=0; My=
°=2\x, 7, Y
n n R, = Z1:O
=3@v)-2wx)=0, £%=0
1
o Y: % 271 7 n ¥ 0
i ) e < Y, 2 —1(% i)—g(zi i) =0,
i i i
n n| 2 Xz ) 3
M=z y; 2z|=0{M,=23 7. X =22, X;)— 3(2:Z;) =0,
1 1 {
X Yi % CAe '
M,=3" Y vy - W X)=0
z T Xi Y'; - T ‘T i T .1/: i) >

oder 2. Summe der Momente um

3 allgemeine Punkte (nicht auf einer Ge-
raden)

6 allgemeine Achsen (siche S.26)

muf} null sein
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oder 3. Die Arbeiten der am Koérper angreifenden Krifte und Momente bei einer vir-
tuellen Verriickung (Parallelverschiebung um 63 = §¢ + dy - d3 und Drehung d¢., d @, oo,
um die Achsen ¥ 2) miissen null sein (siche S. 99).

dd = ij(&s,--as» +$<=‘mi-6¢i) =0,

ﬁxi'axi=05 Zn‘Xs"axi=0: ngi'a(pzi—':Oy
1 1 1

7 n m
2Y; -6y, =0, 2Yi-0y,=0, 2Myi 09y =0,
1 1 1

m m m
ZMi'§¢i:0’ 2Z¢-(5z,~=0, ZM;::"(S(PZI':O‘
1 1 1

3 Gleichungen. 6 Gleichungen.

Es 1aft sich also im allgemeinsten Falle eine Kraft
in 3 Komponenten | 6 Komponenten

zerlegen (siche S. 21/22 u. 26).

Sonderfall: Krafte an einem Punkt (Fachwerkknoten). Hier ist bei Reibungsifreiheit von
vornherein X It = 0. Es bleibt also nur noch die Bedingung R = 0 zu erfiillen, d. h. es 1i6t
sich an einem Punkt eine Kraft nur

in 2 Komponenten | in 3 Komponenten
zerlegen (siehe S. 20 u. 23/25).

Gleichgewicht in der Ebene

fiir 2 Krifte verlangt........... gleiche Grofie ®R—0
entgegengesetzte Richtung ’
gleiche Angriffsgerade! M=20;
3 Krafte ....oocvvviiniinnn Krafteck geschlossen R=0,
alle Krifte durch einen
Punkt ™M= Os
4 Krafte .........ooiniann. je 2 geben die gleiche Zwischenresultie-

rende (d. h. zuriickgefiithrt auf Fall 1).

VI. Gleichgewichtszustinde

stabil indifferent labil

Abb, 52. Verschiedene Arten des Gleichgewichtes. a) stabil, b) indifferent, ¢) labil.

nach einer Auslenkung aus der Ruhelage treten

Krifte oder Momente auf, | weder riickfithrende mnoch | Krifte oder Momente auf,
die den Korper in die Aus- | antreibende Krifte oder Mo- | die den Kérper von der Aus-
gangslage zuriickfiihren. mente auf. Der Korper ist | gangslage weiter entfernen.
auch in der neuen Lage im
Gleichgewicht.

1 Tst I = senkrechter Abstand der beiden Richtungen, so herrscht kein Gleichgewicht;
die Krafte bilden ein Kriftepaar M = P-{ (siehe S. 3).
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d. h. die potentielle Energie ist

ein Minimum | const | ein Maximum
d. b. die Arbeit fiir eine endliche Auslenkung ist
<0 =0 >0
d. h., es ist Arbeit in das | es wird dem System weder | es wird Arbeit aus dem
System hineinzustecken. Arbeit zugefiihrt noch aus | System gewonnen.

ihm gewonnen.

Sonderfall: nur Gewichtskrifte.
Der Schwerpunkt (siehe S.26) liegt

unter | im | iiber

dem Krimmungsmittelpunkt der Schwerpunktsbahn bzw. Unterstiitzungspunkt.

VII. Lagerungen.
1. In der Ebene.

1 Unbekannte (einwertige Lagerung) =1 Fesselung =1 beseitigter Frei-
heitsgrad (Bewegungsméglichkeit).
Die Kraft steht senkrecht auf der Beriihrungsebene. Falls Reibung vorhanden ist, tritt

auch noch eine Kraft in Richtung der Beriihrungsebene auf; d. h. es sind dann 2 Unbekannte
vorhanden.

Abb. 53. Einwertige Lagerung von Balken und Wellen.

2 Unbekannte (zweiwertige Lagerung) = 2 Fesselungen = 2 beseitigte Frei-
heitsgrade.

[ N hY

oo g LY

Abb. 54. Zwelwertxge Lagerung von Balken und Wellen (falls Reibung vorhanden ist, ist die Wellenlagerung
dreiwertig mit dem Reibungsmoment als dritter Unbekannter, vgl. Abb 55).

3 Unbekannte (dreiwertige Lage-
rung) = 3 Fesselungen = 3 beseitigte

A\

Freiheitsgrade (allgemeinster Fall). N
-
S &\ 3 S
Abb. 55. Dreiwertige Lagerung von Balken und Wellen.

2. Im Raume.

1 Unbekannte (einwertige Lage-
rung) = 1 Fesselung = 1 beseitigter
Freiheitsgrad.

Abb. 56. Einwertige Lagerung von Balken.
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2 Unbekannte (zweiwertige Lagerung) = 2 Fesselungen = 2 beseitigte Frei-
heitsgrade.

Abb. 57. Zweiwertige Lagerung von Balken und Wellen.

6 Unbekannte (sechswertige Lagerung)
= 6 Fesselungen = 6 beseitigte Freiheitsgrade
(allgemeinster Fall).

Abb. 59. Sechswertige Lagerung eines
Balkens (feste Einspannung).

VIII. Tragwerke.
(Balkentragwerke und Fachwerke.)

1. Aligemeines.
a) Lagerkriifte,

Tragwerk von der Unterlage abheben (isolieren), Lagerreaktionen anbringen (siehe S. 29),
Gleichgewichtsbedingungen ansetzen (siche S. 27).

b) Innere Beanspruchung.

Tragwerk durchschneiden, abgeschnittenes Stiick mit allen daran wirkenden &uBeren
Kriften (Lasten und Auflagerkrifte) und den an den Schnittstellen auftretenden Kraften
fir sich herauszeichnen und Gleichgewichtsbedingungen ansetzen.

¢) Aufbau.

Tragwerke entstehen durch Zusammenfiigen von (riumlichen) Korpern, (ebenen)
Scheiben, Stiben oder Balken.

Stabe werden nur in jhrer Achse belastet, d. h. sie nehmen nur Langskrifte auf (Zug-
oder Druckbeanspruchung).

Balken werden in ihrer Achse und quer dazu belastet, d. h. sie nehmen Lings- und Quer-
krifte, Biege- und Drillmomente auf (Zug- oder Druck-, Scher-, Biegungs-, Drillungsbean-
spruchung).

Balkentragwerke werden aus Balken aufgebaut, die in reibungslosen Gelenken zusammen-
stoflen. Belastung durch Kréifte und Momente an beliebigen Stellen.

Fachwerke werden aus Staben aufgebaut, die in reibungslosen Gelenken (Knotenpunkten)
zusammenstofen. Belastung nur durch Krifte in den Knotenpunkten.
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d) Eigenschaften.

Statische Bestimmtheit: Lassen sich die Auflager-, Gelenk- und Stabkrifte mit Hilfe
der Gleichgewichtsbedingungen bestimmen, so ist das System statisch bestimmt, andern-
falls n-fach unbestimmt. Hierbei ist » die Anzahl der zum Bestimmen der Unbekannten
noch fehlenden Gleichungen, die mit Hilfe der Elastizititslehre gefunden werden.

Starrheit (siehe auch S. 39, 99): Die einzelnen Systemglieder konnen — abgesehen von
elastischen Forménderungen — keine auch noch so kleine (virtuelle) Verschiebung gegen-
einander ausfiithren.

2. Balkentragwerke.

Aufbau;

Beziehungen zwischen Belastung, Querkraft und Moment;
Balken mit schiefer Belastung;

Balken mit raumlicher Belastung;

Dreigelenkbogen ;

Balken mit Zwischengelenken.

a) Aufbau.

c)

a) e b —
: r 2

Abb. 60. Aufbau von Balkentragwerken. AnschluB eines weiteren Balkens a) durch ein Gelenk, b) durch
zwel Stébe, c¢) durch einen Stab.

AN

P

-
SR,
ZT N

Einfachstes Gebilde: Balken auf 2 Stiitzen oder fest eingespannter Balken.

AnschluB eines weiteren Balkens (siehe Abb. 60) durch ein Gelenk (2 innere Fesselungen)
— das auch durch 2 Stébe ersetzt werden kann — und Auflagerung des neu angeschlossenen
Teiles. Wird der neue Teil nur durch eine Fesselung (Pendelstiitze) angeschlossen, so ist
die Zahl der Auflagerbedingungen um eine zu erhéhen.

Statische Bestimmtheit, Starrheit (siehe auch 1d):

a + i =3p
duflere und innere } statisch bestimmt,
Fesselungen = 3 X Scheibenzahl
<3-p bewegliches System, kinematische Kette,
>3p statisch iiberbestimmt.

Gelenke kénnen durch Auflagerbedingungen ersetzt werden und umgekehrt. Es miissen
jedoch fiir das gesamte Tragwerk mindestens ¢ = 3 und es diirfen fiir jede einzelne Scheibe
hochstens @ = 3 duflere Fesselungen vorhanden sein (siehe Abb. 60). Zwischen 2 Auflagern
diirfen hochstens 2 Gelenke liegen.

b) Beziehungen zwischen Belastung, Querkraft und Moment.

o) Vorzeichen.

Koordinatenkreuz = Achse nach rechts (siche Abb. 61),
in die Schnittstelle legen y = Achse nach unten,

N ‘= Langskraft positiv, wenn der Balken gezogen wird,

@ = Querkraft positiv, wenn die Gleichgewichtskraft an der Schnittstelle am 11‘1;}]{1?;1

Balkenteil nach gl?:zn geht.
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M = Biegemoment positiv, wenn der Balken durch die duBeren Kréfte nach unten durch-

gebogen wird, d. h. wenn das Gleichgewichtsmoment an der Schnittstelle am 1121;(1311{1:2 n
., links
Balkenteil rlechsts herum dreht.
TA, r; 7 f, Tj’
Ar o 7 3|i|’- IJ;I.| Il ;I.? fin
S N ! i ., =z
""':_j'f"-":":;'.?"-""‘: A Ay Ay
£ 7
af=-gdz
(| 7o ) D02 Merpdz
g+dg

Abb. 61. Balken mit ebener Belastung; Lagepline und Festlegen des Koordinatensystems zur rechnerischen
Bestimmung der Auflager-, Quer- und Langskrifte sowie der Biegungsmomente.

X =0=—4,-+N,
2Y =0=—4,+P1+q-£+Q,
SMy=0= A, (h+Io+8 —P(l+8 —4g-82—-M,,
N=Ah,
Q=4,—P,—q-§,
M=Ady(-e )= Py(- )~ }g- 8.
Belastungsordinate ¢ = 1. negativer Differentialquotient der Querkraft Q}

so_ o
dx

g=— ey

= 2.negativer Differentialquotient des Momentes M

Querkraft = 1. Differentialquotient des Momentes M,
= 1. Integral der Belastung ¢

aM
Q=%‘*=A"—2P—fqu,

Qn=Qn_1 —'Pn —Iqu.'lx.

n
Moment = 1. Integral der Querkraft,
= 2. Integral der Belastung

M=[Qdz=A-Ug+lot--)—P-(ot+---)—f[qdaz-du,
M,=Mu;+Quiry— ffqda-da.
n—1

p) Verlauf der Kurven.

Belastung Querkraft Moment

Null horizontale Gerade geneigte Gerade

Einzellast Sprung Knick

gleichméBig verteilte Last geneigte Gerade Parabel 2. Ordnung

Dreieckslast (geneigteGerade) | Parabel 2. Ordnung Parabel 3. Ordnung

beliebige Kurve Belastung in Felder mit g ~ const unterteilen. Die nach
Obigem gezeichnete einhiillende Ersatzkurve stimmt mit
der wirklichen Kurve beim Feldwechsel iiberein.

9) Beispiel: Rechnung (siche Abb. 61).
Bestimmen der Lagerkrifte:

Koordinatenursprung im linken Auflager wihlen, «-Achse nach rechts, y-Achse nach
unten, Gleichgewichtsbedingungen (siehe S.27) ansetzen:
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SX=0=—A4s+ P4,

z=A1+Ae+123
3Y=0=—4,+P,+ [ q-dz+P,,—B,
=i+
E=l3

My=0=Py-dy+ § q-(+E)-dE+Pa,- Uyt i+ + )
el A s=foq( ) B LB Uyt dy+ Aet Aat )

Aus diesen 3 Gleichungen lassen sich die 3 Unbekannten 4,, 4,, B berechnen.

Bestimmen der Querkraft und des Momentes in den verschiedenen Feldern:

Moment
Punkt | Feldlinge | Belastung Querkraft | M, =M, + Quy-’a
= ,—B . n n
n A P @n=Q,_;— Belastg nl_] B S
n-1 n-1
0 0 —4, Q =4, My=0
1 Ay Py Q= Qo— P, My =0+ Qo4
2 A . 0 Q=@ —0 My=M,+ Q%
3 As afqdm=q-ls Q=0Q:—q-1s My =M, + @+ 73— %-943
4 Ag Py, Q4=Q3“‘P4v M4=M3+Q3‘7~4
5 As —B Qs =@Qs+ B Ms=Ms+ Qs- 75
0) Beispiel: Zeichnung. Lageplen L m/mm Kratplon k kgfmm
Bestimmen der Lagerkrafte e lp

(siehe Abb. 62): Ak s"i—'g l%
Verteilte Lasten als Einzel- g ! L

5 oAGTd | & i S

o]

lasten P,,5, im jeweiligen
Schwerpunkt des Feldes (ab,
be, cd, de) anbringen, Kraft-
eck der duBeren Krifte zeich-
nen, Pol wihlen, Polstrahlen
und parallel dazu im Lageplan
die Seilstrahlen bis zum
Schnitt mit der zugehorigen
Kraft ziehen. Richtung der
Auflagerkriafte herunterloten
und mit dem ersten und letzten
Seilstrahl (im Beispiel 0 und 5)
zum Schnitt bringen. Verbin-
dungslinie dieser Schnittpunkte
ist die SchluBlinie s des Seil-
ecks, die in den Kraftplan iiber-
tragen die Auflagerkrifte A
und B ergibt.

Bestimmen der Momentenlinie:

Das Seileck ist die Momen-
tenfigur fiir den durch Einzel-
lasten beanspruchten Balken.
Bei verteilten Lasten verlduft
die Momentenlinie entspre-
chend dem auf S.32 Gesagten

derart, daB beim Feldwechsel Abb.62. Balken mit senkrechter Belastung, zeichnerische Bestimmung
. . der Auflager- und Querkrifte-, sowie der Biegemomente mit Hilfe des
(also beia, b, ¢, d, e) der Seil- Kraft- und Seilecks.
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strahl immer die Tangente an die Momentenkurve bildet. Mafistab: m = H-k+l mkg/mm,

wobei H in mm, % in kg/mm und 7in m/mm ist (siehe

S. 8).

Bestimmen der Querkraftlinie:

Auch die Querkraftlinie wird zunéchst fir die zu Einzelkriften zusammengefalten Be-
lastungen gezeichnet, indem bei der ersten Kraft links auf der Nullinie begonnen wird. Die
Grofle der einzelnen Krifte wird dem Krafteck entnommen. So entsteht die Treppenkurve
P,P,AP,BP;. Der Verlauf der Querkraft in den einzelnen Feldern ist entsprechend dem
auf S.32 Gesagten. Es werden also jetzt auf die Treppenkurve die Feldgrenzen abcdef
heruntergelotet und in die Felder der jeweilige Querkraftverlauf eingetragen. MaBstab:

k kg/mm.

c) Balken mit schiefer Belastung.

o) Lasten am Angriffspunkt in senkrechte und horizontale
Komponenten zerlegen.

il
L

d)

TTITTT
gwrémtfbfm 2 H
kg/mm a1l

l Abb. 63.

=

Langskrafplan k kg/mm

Balken mit schiefer Belastung.
a) Lageplan.

T

g) | &
'ig.r

|

|

Az| |

b) Kraftplan zur Bestimmung der
Auflagerkrdfte (vgl. Abb. 43¢).

¢), d), e) Krafteck, Querkraft- und
Momentenplan der vertikalen
Krifte.

f), g) Krafteck und Léngskraftplan
der horizontalen Krifte.

Die horizontalen Lasten werden vom festen Lager (4 im Beispiel der Abb. 60) aufgenom-
men, die senkrechten Komponenten werden, wie in Abb. 63 gezeigt, behandelt.

B) AuBere Kriafte zu einer
Resultierenden vereinigen.

Die bekannte Richtung der Auf-
lagerkraft 9B (siche Abb. 64, Rollen-
lager) wird mit der Resultierenden
der Belastung (f = B, + B,) (Be-
stimmen nach S.13) zum Schnitt
gebracht (Punkt O0). Durch diesen

* Schnittpunkt O muB die Auflager-

Abb. 64. Balken mit schiefer Belastung. Lage- und Kraftplan
zur Bestimmung der Auflagerkrifte.

kraft 9 hindurchgehen, da fiir das
Gleichgewicht von 3 Kriften er-
forderlich ist, daB sie durch einen
Punkt hindurchgehen (siehe S. 28).
Die Kraftrichtungen werden in den
Kraftplan iibertragen, woraus sich
die Grofe von 4 und B ergeben.



Tragwerke. 35

y) Seileck im festen Auflager beginnen.

Losung nach der Grundaufgabe: Eine Kraft (Resultierende der Belastung) ist in eine ge-
gebene Richtung (B) und eine Kraft, die durch einen gegebenen Punkt (4) hindurchgeht,
zu zerlegen (siehe S. 22 u.

Abb. 65). Das Seileck gibt

auch die GréBe der Mo-

mente an. HEs sind aber

nicht die senkrechten Or-

dinaten des Seilecks zu

nehmen, sondern die

Léngen (y,, y,) der Paral-

lelen in den jeweiligen .\ 6 poyon mit sohtofer Belastung. Bestimmen der Auflagerkrifte
Schnittstellen zu den je- mit Hilfe des Seilecks.

weiligen Resultierenden

(siche S. 6). Infolge der Anderung des Polabstandes — Lot vom Pol auf die jeweilige
Resultierende erhilt man fiir die einzelnen Felder verschiedene MomentenmaBstibe. Z. B.
an Schnittstelle a: m, = H_ -k-l und an Schnittstelle b: m, = H,-k-I mkg/mm. Die Grofle
der Momente betragt dann M, = y,-m, bzw. M, = y,-m,,.

d) Rechnerische Lésung.

Ansatz der Gleichgewichtsbedingungen 1. fiir den ganzen Balken zum Bestimmen der
Auflagerdriicke 4,, 4,, B, und 2. fir den durchschnittenen Balken zum Bestimmen der
Krifte N, @ und des Momentes 9t an der Schnittstelle.

d) Balken mit riumlicher Belastung.

Krafte in waagerechte und senkrechte Ebene projizieren und die Projektionen als ebene
Probleme behandeln, also Kraftplan, Momenten- und Querkraftverlauf zeichnen wie auf S. 33
beschrieben wurde (sieche Abb. 66). Alsdann werden die Querkraft- und Momenten-

Lageplan ¢ mfmm

a lm, 3

5]2 a)
Querkratplan vertika))
A k kygfmm
¥
HHL? b)
[TT11]
Al H e

Mammfeﬂp@ﬁﬁ@rﬂag m=Hki mhg/mm

I T I8N T .
0 Sulllid “rz o &
v,

7

ot-——Y

ay o
Horvzontaimomeny—=

Abb. 66. Balken mit rdumlicher Belastung.
a) Lageplan. b), ¢) Querkraft- und Momentenplan der ver-
tikalen Krifte. d), e) Querkraft- und Momentenplan der
horizontalen Krifte. f) Rdumliche Darstellung des Quer-
kraftverlaufes. g) Geometrische Addition der Horizontal-
und Vertikalmomente. h) Absolute GroSe der
Biegungsniomente.
g*
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komponenten an jeder Schnittstelle zur Resultierenden zusammengeéetzt. Der Verlauf der
absoluten GroBe des Momentes gibt, wie leicht nachzuweisen ist, nur in Ausnahmefillen
(Feld I und III) eine Gerade.

e) Dreigelenkbogen,
«) Uberlagerungsprinzip.

Nacheinander den linken und rechten Teil belasten und die so gefundenen Auflager-
komponenten addieren (siehe Abb. 67).
1. Linker Teil belastet (E,), rechter unbelastet, B C = Pendelstiitze, 4 = festes Lager,
d.h. 4 B = Balken auf 2 Stiitzen mit schiefer
Last (siehe S.34). Auflagerkrifte 9, und
B,=6€,.

2. Rechter Teil belastet (R,), linker un-
belastet, Auflagerkrafte %, = B, und €,.

3. Uberlagerung: linker und rechter Teil
belastet, Auflagerkrifte: %, = %, -+ %, und
¢, =€, + €,. Beachte das Parallelogramm
%, 8B, B,E, im Krafteck. Seine Diagonale ist
der Gelenkdruck B,,,. Welche Diagonale B
darstellt, entscheidet das Gleichgewicht
samtlicher Krifte am linken oder rechten
Teil. Es miissen ein geschlossenes Kraft-
eck ergeben: A, + 9,4+ B, =0 bzw.
B,,, + R, +E€,,, = 0; ebenso ergibt sich fiir
das Gesamtsystem %+, +R +€_, =0
ein geschlossenes Krafteck. Der Gelenk

tritt jetzt — als innere Kraft — nicht in Erscheinung.

druck B

res

B) Seileck durch 3 gegebene Punkte ABC.

Die Gelenke 4, B, C konnen keine Momente iibertragen, sie miissen also Nullstellen der
Momentenfigur sein.

Im Lageplan (siehe Abb. 68) werden die Seilstrahlen I und 2 von 4 und B zum gemein-
samen beliebigen Schnittpunkt auf $, und die SchluBlinie s, = 4 B gezogen. Die in das
Krafteck iibertragenen Seilstrahlen ergeben den Pol O, fiir den linken Teil.

Ebenso Seilstrahlen 2 und 3 von B und C aus zum gemeinsamen Schnittpunkt mit R,
sowie die SchluBlinie s, = BC ziehen und ins Krafteck ibertragen. Pol O, fiir den rechten
Teil.

Der Schnittpunkt der beiden SchluBlinien s, und s, im Krafteck ist der gemeinsame
Pol O fiir den linken und rechten Teil. Die zugehorigen Seilstrahlen 1°, 2/, 3’ sind die Auflager-

1 Seileck durch zwei gegebene Punkte: Alle Kriifte ¥ werden mit Hilfe des Kraftecks und
Seilecks zur Resultierenden f# = 3P zusammengefaBt, sieche Abb. 69. (Beliebigen Pol 0, wih-
len, Polstrahlen 0, 1, 2, Seileck im Punkte 4 des Lageplanes beginnen.) Der letzte Seilstrahl
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bzw. Gelenkkrifte A, B, €*. Sind der linke oder rechte Teil des Dreigelenkbogens dl.lrch
mehrere Lasten beansprucht, so sind diese auf der linken und rechten Seite zu den beiden
Teilresultierenden M, und R, zusammenzufassen. Weitere Behandlung wie oben angegeben.

f) Balkentragwerk mit Zwischengelenken (Gerbertriger).

3 Scheiben AE, EF, F D (siche Abb. 70);

i

p
1
a

I

Lagern ACD je eine);
¢ = 3-p (siehe S.31)
4 =

++

a
5

4 innere Fesselungen (bei den Gelenken E und F je 2); )
5 duBere Fesseln (beim festen Lager B zwei Fesselungen und bei den beweglichen

3:3 } d. h. statisch bestimmt gelagert.

Abb. ;0. Balkentragwerk mit Zwischengelenken (Gerbertriiger).
a) Lageplan. b) Kraitplan der Lasten, Auflager- und Gelenkkrifte. c) Momentenplan, d) Querkraftplan.

Abb. 69. Konstruktion eines Seilecks durch zwei gegebene Punkte
(Polwanderung).

(hier 2) geht noch nicht durch B
hindurch. Die SchluBlinie des ge-
suchten Seilecks ist s = A B und
die Verbindungslinien (0’, 2’ bzw.
07, 2”) jedes beliebigen Punktes F
auf R im Lageplan mit 4 und B
liefern im Kraftplan einen Pol 0’
bzw. 0, der der gewiinschten Be-
dingung geniigt. Alle Pole 0’0"
usw. liegen auf der Parallelen zur
SchluBlinie ¢ = A B. (Ahnliche
Dreiecke.)

Weitere Entwicklung durch
Einbeziehen der Krifte ., ... B,
liefert den Satz von der Polwan-
derung: Wandert der Pol ¢’ auf
einer Geraden (s), so schneiden sich
im Lageplan entsprechende Seil-
strahlen in festen Punkten (0’ x 0
in 4; 2 %2 in B, 1’ X 1”in C).

* Der Pol O, wandert (vgl.
Anm. 1) auf der TeilschluBlinie s;,
wobei das Seileck stets durch die
Punkte 4 und B hindurchgeht,
und O, wandert auf s,, wobei das

Seileck des rechten Teiles stets durch die Punkte B und € hindurchgeht.
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Stat. best. System, da fiir jeden Teil AE, EF, FD die Zahl der dufleren Fesselungen
< 3 und > 0ist (siehe S. 31).

Krafteck P, . . . P, zeichnen, Pol wihlen, Polstrahlen und Seilstrahlen 0, 1, 2, 3, 4 zichen,
erst jetzt Auflager- und Gelenkkrifte 4 BCDEF auf die Seilstrahlen hinunterloten. SchluB-
linie s; = ae fiir den Balken A E (in 4 und F ist das Moment = 0) ziehen und s, mit Kraft-
richtung von B zum Schnitt bringen (i F 0), Balken DF wie A E behandeln (M, = 0; 3 »=0),
s, = df mit Kraftrichtung von C zum Schnitt bringen (Mg + 0), Schlublinie s; = be.

SchluBlinien s,, s, und s; ins Krafteck tibertragen.

Zwischen 0 und s, liegt A

. 81 » 8 s B | Kraftsinn durch die duBeren Krifte gegeben (Umfahrungs-
" Sg 4 82 5 & sinn P[P B R, DE B A,

. 8 5 4, D

’e 8 »» 1 ,, € ) Kraftsinn der Gelenkdriicke wechselweise, je nachdem welche
.s S 4 3 . & } Scheibe AE,EF oder FD betrachtet wird.

Enthalt die Belastung schrige Krifte, so werden diese in senkrechte und waagerechte
Komponenten zerlegt. Die waagerechten Krifte werden vom festen Lager aufgenommen,
die senkrechten werden wie oben behandelt.

8. Fachwerke (ebene und riumliche Fachwerke).
Aufbau.
Liésungsvorbereitung.
Losungswege.,
Stabkrafttabelle.
a) Aufbaun.

In der Ebene. Im Raume.
Einfachstes Gebilde: Dreieck Tetraeder

Abb. 71. Aufbau eines ebenen Fachwerkes, vom Abb. 72. Aufbau eines rdumlichen Fachwerkes, vom
Dreieck ausgehend. Tetraeder ausgehend.

Anschluf} eines weiteren Punktes durch
2 Stibe, 3 Stabe,

die nicht in einer Geraden liegen (siehe | dienichtineiner Ebeneliegen (siehe Abb. 72),

Abb. 71).

Anschlufl einer Scheibe durch eines Korpers durch
3 Stabe, 6 Stabe,
die nicht durch einen Punkt gehen. von denen héchstens

3 durch einen Punkt gehen,

3 in einer Ebene liegen,

5 von einer Geraden (Achse) geschnitten
werden (siehe 8. 26 u. 27).
2 Stiabe 3 Stéabe

konnen durch ein Gelenk ersetzt werden.

Statische Bestimmtheit, Starrheit:
a 4 s = 2k statisch bestimmt ¢ 4- s = 3-k;
< bewegliches System <
> statisch iiberbestimmt >
= Zahl der duBeren Fesselungen;
' ., Stébe;
- ,» Knotenpunkte.

a
s
k

I
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Auflagerbedingungen und Stédbe konnen gegeneinander vertauscht werden. Es miissen

jedoch fiir das ganze System mindestens
a=3 | =6

Auflager (4uBere Fesselungen) vorhanden sein.

Ausnahmefall: Er liegt vor, wenn trotz statischer Bestimmtheit eine unendlich kleine
Bewegungsmoglichkeit vorhanden ist, ohne dafl die Stabe ihre Lange zu &ndern brauchen.

Kennzeichen: 1. Es gibt einen Momentanpol (siche S.44 z. B. Schnitt von 3 Auflager-
stiben), um den sich das gesamte System oder einzelne Teile gegeniiber der Erde oder dem
Restsystem drehen konnen.

2. Durch endliche dullere Lasten entstehen unendlich grofie Stab- oder Auflagerkrifte.

3. Auch ohne duflere Lasten konnen Spannungen in den Stiben auftreten (Temperatur-,
Montagespannungen).

4. Die Diskriminante (Nennerdeterminante) der fiir die Knotenpunkte angesetzten
Kraftgleichgewichtsbedingungen verschwindet?.

Kuppeln (réumliche Fachwerke ohne Innenverspannung):

1. Netzwerk-Kuppel (siehe Abb. 73a):
Stockwerkringe gegeneinander versetzt,
ungerade Ecken(Seiten-)zahl —starr,
gerade v v ,» symmetrischer Aufbau — verschieblich,
. vs s ., unsymmetrischer Aufbau, es k6nnen hohe Spannungen auf-
treten (Ausnahmefall).

2. Schwedler-Kuppel (siehe
Abb. 73b):

Wie Netzwerk-Kuppel, nur
sind die Stockwerkringe nicht
gegeneinander versetzt, d. h. a) b) o
entsprechende Ringstibe lie-
gen in den einzelnen Stock-
werken einander parallel.

Abb. 73. Aufbau von Kuppeln. a) Netzwerk, b) Schwedler, ¢) Zimmermann.

1Z.B.: Knoten 1 Sy-cosoy;+ Sp-co8aq,+ - - Specosan+3X;=0,
Sy-cosfy1+ Se-co8fya+ - - Sprcosfr+3Y, =0,

Syecosyy; + 8y co8pi5+ - - - Specospyn+37;=0,
Knoten 2 Sl.cosazl_{_ .................. +2X2=0’
Sl Oosﬁzl_[_ .................. +ZY2= 5
Sl 0057/21_*_ .................. +2Z2= R
Knoten 8 o ¢ ¢ o o o o v o i o i e s et ot et ot s e e 5
In der Ebene. Im Raume.
cosy =0, d.h. 2k Gleichungen 3 k Gleichungen
fir ¢ + s = 2 k Unbekannte fiir ¢ + s = 3 &k Unbekannte.

22X, Y, Z enthilt die am jeweiligen Knoten angreifenden duBeren Lasten und Auflager-
krafte. Der erste Index bezeichnet die Zugehérigkeit zum Knoten, der zweite die zum Stab

COS 0;q COSOyp + + + COSOyn
cos By cOSfya ¢ -+ COSOyn
COSY11 COSYPyp + - + COSPin
Diskriminante: D = |05 %1 008%a = COStha
cos ffy; COSfyq - - - COS fPan
COSYs1 ©COSYay - - - COSYpn
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3. Zimmermannsche-Kuppel (siehe Abb. 73c):

Unterer Ring besitzt doppelt soviel Ecken wie der dariiber liegende.

Lagerung der Kuppeln: Ist der unterste Ring ein regelméfiges n - Eck, so diirfen die Ecken
nicht auf einem Kreis um den Mittelpunkt des n-Ecks gefiihrt werden. Besitzt das
n-Eck gerade Seitenzahl, so diirfen die Ecken auch nicht auf Radien aus dem Mittelpunkt
gefiihrt werden. Bei ungerader Seitenzahl ist letzteres zulassig.

b) Lésungsvorbereitung.

Auflagerkrafte: Aufbau des Fachwerkes unbeachtet lassen, Gleichgewichtsbedingungen
fiir die suBeren (gegebenen und Lager-) Krifte ansetzen. Zeichnerische oder rechnerische
Losung (vgl. Balkentragwerke S. 32/33

|® I~ und Abb. 75).

W l,% Lastreduktion: Die Lasten werden
V. -y auf die nichstgelegenen Knotenpunkte
¥ - reduziert. Der belastete Stab wird isoliert
und die fiir ihn erforderlichen Auflager-
W’ [T Yo ¥ krifte werden bestimmt. Diesen gleich
1%? h'ir LU E{;QQ‘; V8, 187 m. groB aber entgegengesetzt gerichtet sind
y die  gesuchten Knotenlasten (siche

N\ W | Abb. 74).
Stab- und Feldbezeichnung: Jeder
Stab erhilt eine Nummer, jedes Feld

Abb. 74, Tastvertell 1 die Knobonmon Fach einen Buchstaben (siehe Abb. 75). Innen-
b. 74. Lastverteilung a ie Knotenpunkte eines Fach- . N
werkes. felder werden durch die Fachwerkstibe

a) Lageplan. b) (1—4) Gleichgewicht der einzelnen Lasten. gebildet, AuBenfelder durch Krifte be-
©) Fachwerk mit Knotenlasten. grenzt (zur Bezeichnung von Stiben und

Feldern tunlichst 2 Farben beniitzen).
Bei zwei sich kreuzenden Stiben
(z.B. 6 und 7 in Abb. 69) wird der
Schnittpunkt als scheinbares Gelenk be-
trachtet und jeder der beiden Stibe 6
und 7 in 6’ und 6 bzw. 7" und 7" aufge-
16st. Im Krafteck entspricht dem schein-
baren Gelenk ein Parallelogramm
676”7 = ehgf. Die Stabkraft im ge-
teilt gedachten Stabe ist selbstverstand-
lich nur der einfachen Linge 6’ = 6" bzw.
Abb. 75‘.1)Krsifte an und in einem Facllzv?verk. r=17" Verha'h,"lg und nicht etwa der

a) Lageplan mit Feld-und Stabbezeichnung. b) Cremonaplan. Summe 6’ 6 oder 7/ 7.

¢) Lisungswege.
Knotenpunktsgleichgewicht.
Cremonaplan.
Schnittmethode.
Hennebergs Stabvertauschung.
Kinematische Methode.

o) Knotenpunktsgleichgewicht.

Jeder Knotenpunkt wird fiir sich herausgezeichnet, und fiir ihn werden die Gleich-
gowichtsbedingungen (zeichnerische oder rechnerische) angesetzt. Die zeichnerische Lésung
(geschlossenes Krafteck, siehe S.27) ist umstindlich, da jede Kraft an den beiden Knoten-
punkten, die die Endpunkte des jeweiligen Stabes sind — also zweimal — vorkommt. Die
rechnerische Losung (¥ X =0, Y =0, 3Z = 0 siehe S. 27) ist fiir riumliche Fachwerke
empfehlenswert. Zur Aufstellung der Knotenpunktsgleichungen stelle man sich vorher die
X-, Y-und Z-Komponenten der einzelnen Krifte (4hnlich wie auf S. 41 angegeben) in einer
Tabelle zusammen.
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Stablange in der -
Stab mte Stabl:
N x-Richtung | y-Richtung | zRichtung gosalnte Biablinge

é £5 1 Y1 % L=Vai+ 43+ 4

3

Richtungscosinus Stabkraftkomponenten® Stabkraft
x z z z i

cos a1=—l;1 cos ,31=7y11 cosy1=l—1 :S’”=Sl-711 s”=sl.%1 sl,zsl.l_i 8, = V8%, + 85, + A1,

p) Cremonaplan.

Hier werden die einzelnen Knotenpunktspline des vorigen Abschnittes zu einem Plan
zusammengefaBt (siehe Abb. 75).

Vorgang: 1. Krafteck der duBeren Krafte zeichnen und an die jeweiligen Kraftenden die
zugehorigen Feldbuchstaben des Lageplanes schreiben. Z. B. B, 4 %, 4+ 8 - U bilden den
Linienzug abcd. [GréBe und Richtung von ¥ wird nach einem der auf S.22 angegebenen
Verfahren bestimmt].

2. Cremonaplan an einem Punkt beginnen, bei dem nur zwei unbekannte Stab-(Knoten-)
Krifte auftreten. Die Stabkraft oder suBere Last, die im Lageplan zwei Felder (z.B.
2 — bg oder P, — ab) trennt, liegt im Kraftplan zwischen den Feldbuchstaben (bg bzw. ab).

Beginn an der Spitze mit dem Zerlegen von %, in die Richtungen 2 und 3.

Durch b Parallele zu 2 ziehen } Schnittpunkt ist ¢

£ d c 2 b2l 3 E2d

by Q R } ;
2 g 2 2 6/, ?” ” ”

b g E2d ’ 7, 2 } h
2 c 3 *» 4 2 i ”

s }.i 2 22 g:, b4 } ' ' e
22 b4 » 2

Kontrolle: ed mufB parallel zu Stab & sein.

3. Jedem Knotenpunkt im Lageplan entspricht im Kraftplan ein Feld (Krafteck) aus
den im Knotenpunkt zusammenstoBenden Kriften und umgekehrt (siehe Ilc auf S.14).

4. Nur bei den auBeren Kriften sind die Richtungspfeile anzutragen, da fiir die Stibe
der Pfeil mal hin, mal her geht, je nachdem welcher Knotenpunkt betrachtet wird.

5. Wahrend des Zeichnens ergeben sich an Knotenpunkten mit keiner oder héchstens
einer neuen — noch unbekannten — Stabkraft Zeichnungskontrollen. In jedem Plan gibt es
mindestens eine solche Kontrolle, nimlich am letzten Knotenpunkt (vgl. Absatz 2).

6. Beanspruchung der Stibe: An einem Knotenpunkt mit bekanntem Umfahrungs-
sinn des zugehorigen Kraftecks (durch eine dufiere Kraft oder eine schon bestimmte Stab-
:gi ?fer;n Knotenpunkt gzlg-_ zeigende Pfeile ]Z)Elgmk' Beanspruchung
des zugehorigen Stabes (T Zeichen).

Z. B. siche Abb. 69. Krafteck dafed der Lagerkraft % und der Stabkrifte &, S, &;.
Umfahrungssinn ist durch % = da gegeben.
Mithin ist:

kraft gegeben) ergeben

(I/f: @1 = Zug<+)’
fe = 8¢ = Zug (+),
ed = S5 = Zug (+).

1 Vorzeichen beachten.
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Krafteck cdehc aus den Kriften B S, &5 S, . Umfahrungssinn durch $=cd und &;=de
gegeben.
Mithin ist: eh = ©f = Druck (—),
he = &, = Druck (—).

Krafteck begh aus B, und &,8,. Umfahrungssinn durch P, = bc¢ gegeben.
Mithin ist: ¢g = S, = Druck (—)

gb— G, —Zug (+)
Kontrollen erhdlt man aus den Kraftecken gchg, abgfa sowie hefgh.

%) Schnittmethode.

Schnitt so fithren, daB nur 3 unbekannte Schnittkrifte auftreten, abgeschnittenes Stiick
mit allen daran angreifenden Kriften (duBere Lasten und Schnittkrifte, letztere zunichst
als Zugkrifte annehmen) fiir sich herauszeichnen und die Gleichgewichtsbedingungen an-
setzen.

Zeichnung (Culmann): AuBere Krifte zu einer Resultierenden zusammenfassen und
diese mit Hilfe der Zwischenresultierenden Z (siehe S.21) in die 3 Stabkrifte zerlegen, im
Beispiel (siehe Abb. 76a) P in €, und Z ; Z in &, und &, zerlegen.

- :

Abb. 76. Schnitt durch ein Fachwerk. Bestimmen der Schnittkrifte a) mit Hilfe der Zwischenresultierenden,
b) mit Hilfe der Momentenmethode.

Rechnung (Ritter): Schnittpunkt zweier unbekannter Krifte als Momentenpunkt
wéahlen (siehe Abb. 76b) und mit Hilfe der Momentengleichung die 3. Unbekannte bestimmen,
d. h. Anwendung der Gleichgewichtsbedingung 2 (siehe S. 27).

SMy=0=P-l;, — Sz +h, 83 = P-% Zug ,
SMp=0=P-(+ L)+ 8-, Slz_P._é%li Druck,,
Mg =0=28;-cosa-ly—S5-h 8y =85t Zug,
li-cosa
oder statt der 3. Gleichung
SY=0=—8,+cosa-+ P. 8, = P Zug.
cosa
§ |
o V< Gibt es einen ungenau zu bestimmenden flachen

Schnitt, so ist es ratsam, die Gleichgewichtsbedingungen
in der Form X =0, 3Y = 0, IM = 0 (siehe S.27)
anzusetzen.

4 Stibe diirfen geschnitten werden, wenn 3 von
ihnen durch einen Punkt gehen (siehe Abb. 77). Die eine
Stabkraft kann dann mit Hilfe der Momentengleichung
um den Schnittpunkt der 3 anderen Krifte

l
Abb. 77. Schnitt durch vier un- [2‘ My=0=P-1,+8;-h; S§,=-—P 71 Druck:l
bekannte Fachwerkstibe.

a) Lageplan des Fachwerkes. oder mit Hilfe d i ierenden =
b) Krifte am abgeschnittenen Fach- H er Zwischenresultierende [SB 8 + @1]

werktel, bestimmt werden. Ist nunmehr die Stabkraft &, be-
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kannt, so kann mit dem Cremonaplan an der
rechten oberen Ecke des Fachwerkes be-
gonnen werden.

Liegt der Schnittpunkt der 3 Stidbe im
Unendlichen, d.h. sind sie einander parallel,
so erhilt man die Kraft im 4. geschnittenen
Stabe aus dem Gleichgewicht der Krifte in
der senkrechten Richtung; siehe Abb.78.

XY=0=+P — S;-cosu;

8y =+ Zug.

cOs o
Bei zeichnerischer Lissung ist zu beachten, Abb. 78. Schnitt durch ein Fachwerk mit parallelen

daB die Zwischenresultierende Z aus P und &, Staben.

bzw. aus den 3 parallelen Stabkriften &;, G, und &; diesen 3 Stabkriften parallel ist.

6) Hennebergs Stabvertauschung.

Kann man den Cremonaplan von einer Stelle an nicht mehr weiter zeichnen, weil an
jedem Knotenpunkt 3 oder mehr unbekannte Stabkrifte auftreten und 1aBt sich nach der
Schnittmethode nicht eine Stabkraft bestimmen, so ist ein Stab zu entfernen und an be-
liebiger Stelle ein Ersatzstab E einzufiihren.

Abb. 79. Bestimmen der Stabkrifte mit Hilfe der Hennebergschen Stabvertauschung.

a) Einfiihren des Ersatzstabes E. b) Ersatzfachwerk niit den inneren Kriften. c) Ersatzfachwerk mit den
duBeren Kriften.

1. U-Plan (siche Abb. 79):

Alle #uBeren Lasten, auch die Auflagerkrifte, werden entfernt. Statt des weggenommenen
Stabes (in Abb. 79 ist es Stab 7) wird eine Zugkraft Z an beiden Knotenpunkten angebracht,
und die durch Z im Ersatzstabe B auftretende Kraft U, bestimmt.

2. T-Plan (siche Abb. 79):

Es wird die im Ersatzstab durch die 4uBeren Lasten und die Auflagerkrafte entstehende
Spannung 7', bestimmt. An Stelle des entfernten Stabes wird jetzt keine Kraft eingefiihrt.

3. Uberlagerung des U- und T'-Planes:

Z kgim weggenommenen Stabe @ (# = 7in Abb. 79) rufen im Ersatzstabe = U, kg hervor,

S
Sz kg 2 2 0 X T} T} a9 7 * UG kg Iy
die sufleren Lasten rufen im Krsatzstabe T, kg '
mithin ist die Gesamtkraft im Ersatzstabe % ‘U,+T,=0,

da ja der Ersatzstab in Wirklichkeit nicht vorhanden ist, also keine Kriifte aufnehmen kann.

Somit erhalt man fiir die gesuchte Kraft im Stabe #: §,=— T, 5— . Weitere Stabkrifte



44 Statik.

erhalt man durch Uberlagern des U- und T-Planes, z.B. S, = T, + % U, oder mit Hilfe
des Cremonaplanes fiir das gegebene Fachwerk, der jetzt an dem Knotenpunkt des erst weg-
genommonen Stabes x begonnen werden kann.

Konstruktionsgang der Kraftplane:

U-Plan: T-Plan:
duBlere Krifte PA B weglassen, aullere Krifte PAB
statt Stab 7 die Kraft Z anbringen: Stab 7 und Z entfernen

zZ 1 6 A 6 1
6 211 6 211
zZ 5 4 B 5 4
5 11 3 U, 5 11 31T,

g) Kinematische Methode.

Ein Stab oder eine Auflagerfessel wird entfernt und so das erst starre Fachwerk einfach
beweglich gemacht. An Stelle des Stabes oder Auflagers wird die (gesuchte) Kraft angebracht.
Die Gesamtarbeit aller Krifte bei einer kleinen Verschiebung ist O (siehe S. 28 u. 99).

ZP-ds-cosP/as::ZP-v-dt-coslg\?,':ZP-(S:O.

Die virtuellen Verschiebungen ds oder Geschwindigkeiten v werden nach den Gesetzen
der Kinematik (siehe S. 66) bestimmt. Ergibt sich fiir die gesuchte Stab- oder Auflagerkraft
der Wert oo, so ist das gegebene
Fachwerk trotz des (nur fir die
Rechnung entfernten) Stabes oder
Auflagers nicht starr; es liegt ein

Ausnahmefall vor (siehe S. 39).

Beispiel : siche Abb. 80.
Gesucht ist die Stabkraft &,.
Stab 0 entfernen, Zugkrifte &,
in den Knotenpunkten anbringen,
Geschwindigkeit eines  Kraft-
punktes annehmen und die Ge-
schwindigkeiten der anderen Kraft-
angriffspunkte bestimmen, z.B.
nach der Methode der gedrehten
Geschwindigkeiten (siehe S. 67).
M,=A ist der Momentanpol der
starren Scheibe I. Aus der An-
nahme der Geschwindigkeit 9, des
Kraftangriffspunktes %, folgen
die von &, und %B,. Fir die starre
Scheibe IT ist M, der Momentan-
pol. Daraus folgen die Geschwin-
digkeiten von P;, S; und B*. Die
Abb. 80. Bestimmen der Stablraft © mit Hilfe des Prinzips der  0t¢ von den Endpunkten der
virtuellen Verschiebungen. gedrehten Geschwindigkeiten auf
die Kraftrichtungen sind den in
die Arbeitsgleichung einzusetzenden Verschiebungen & verhiltig?.

ZA-:ZP'6=O=P1‘O+S0'66+P2'52—80'66'+P3‘63+B‘0,

8 =P2'52+P3“?§
’ o —o
* Im Schrifttum der Bauingenieure ist es {iblich, die Verbindungslinien der Endpunkte
der gedrehten Geschwindigkeiten als F’-Figur zu bezeichnen. Die F/-Figur ist der zugehdrigen
Scheibe dhnlich.
1 Bestimmen der in der Kraftrichtung liegenden Verschiebung ¢ (siche Abb. 81). Ge-



Tragwerke. 45

d) Ergebnis = Stabkrafttabelle.
MaBstab des Kraftecks & kg/mm.

Vom Knotenpunkt weggehende Kraft bedeutet Zug; zum Knotenpunkt hingehende
Kraft bedeutet Druck. Oft ist es praktisch, auch im Lageplan die Beanspruchungsart durch
Pfeile an den Knotenpunkten (siche Abb. 69), oder Doppellinien bei M3,
gedriickten Stiaben anzugeben. 3

geben: Momentanpol M, 4, v, B; v, auf den Radius klappen = vy,
Linienzug ab, Lot bc auf P fillen. Die Arbeit der Kraft P ist:

A=P-v-dt-cosgp,
es ist aber

v =bc= 4

cosp=be=—,
mithin
A=P.6.

Die Richtung der Geschwindigkeiten ist aus den Winkelgeschwindig-
keiten um die jeweiligen Momentanpole leicht erkennbar (siche S.67). Abb.81. Bestimmen
Haben Kraft und Geschwindigkeitskomponente in der Kraftrichtung der virtuellen Ver-
denselben Pfeilsinn, so ist die Arbeit positiv, im entgegengesetzten SChiebungskompo-

. nente in der Kraft-
Falle negativ. richtung.




C. Kinematik.

Lehre von der Bewegung ohne Beachten der wirkenden Krafte.
Es werden Beziehungen zwischen Ort und Zeit aufgestellt.

I. Grundbegriffe.
1. Bewegungsarten.

Drehbewegung = Rotation.

Zum Bestimmen der neuen Lage sind zwei
Angaben erforderlich: Drehachse und Dreh-
winkel.

Punkte auf einer ausgezeichneten Geraden
~— der Drehachse — sind in Ruhe. Die Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen aller
anderen Punkte sind ihrer Entfernung von
der Drehachse verhaltig.

Die Bahnen der Punkte sind Kreise mit
dem Abstand von der Drehachse als Radius.

Ein Massenteilchen dndert stindig seine
Richtung (siehe Abb. 82).

Abb. 82. Drehbewegung.

Fortschreitende Bewegung = Translation.

Zum Bestimmen der neuen Lage geniigt
eine Angabe: Strecke von der Anfangslage
eines Punktes zu einer Endlage.

Alle Punkte haben die gleiche Geschwindig-
keit und Beschleunigung; kein Punkt ist in
Rubhe.

Alle Punkte beschreiben kongruente Bah-
nen. Die Bahnen kénnen auch Kreise sein;
z. B. Kuppelstange einer Lokomotive.

Ein Massenteilchen behilt stets die gleiche
Richtung bei (siche Abb. 83).

Abb. 83. Fortschreitbewegung.

Schraubung = Allgemeinste Bewegung.

Drehung um eine Achse und Fortschreiten in dieser Achsrichtung.
Entsteht durch Uberlagerung von Rotation und Tranlation oder auch von Rotationen

um beliebig verteilte Achsen.

2. Zeitliche Anderungen.

Drehende Bewegung.
Weg: ¢; d ¢ Dimension [1].

Fortschreitende Bewegung
s, d3 Dimension [m]'.

Geschwindigkeit: = zeitliche Anderung des Weges

s - m
=23 [?]

_ dp - 1
-2-5 [
Beschleunigung: = zeitliche Anderung der Geschwindigkeit
. do - A% - 1
===t [a]

1 Siehe FuBnote 1 auf S. 47.

dv . d*3 - m
Bza}*:U—.—W:g [——:‘.
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3. Vektorcharakter.

Wegl, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind gerichtete GroSen = Vektoren, und
zwar sind die Vektoren der

Drehbewegung (Rotation):

gebundene — axiale — Vektoren wie die Krifte (siehe S. 2).

Sie diirfen nur in ihrer Richtung verschoben werden. Bei Parallelverschieben tritt noch
eine fortschreitende Bewegung auf = Moment der Drehbewegung (vgl. 8.3, Parallel-
verschieben einer Kraft). Der Drehsinn ist entsprechend dem gewihlten Koordinatensystem
(rechts- oder linkshandig, siehe S. 2).

Fortschreitende Bewegung (Translation):

freie — planare — Vektoren, wie Kraftmomente (siehe S. 2).

Sie diirfen in ihrer Richtung und parallel dazu verschoben werden. Sie sind das Moment
(auBeres — Vektor — Produkt) v = [t-w] aus dem jeweiligen Radius t vom Aufpunkt zum
w-Vektor und dem Drehvektor & (siche S.4). Bei geradliniger Fortschreitbewegung ist
der Radius | r[ = 00.

Die Winkelgeschwindigkeit @ ruft fiir jeden Punkt des Feldes (Aufpunkt) eine Fort-
schreitgeschwindigkeit 9 = [r- @] = Moment der Winkelgeschwindigkeit in bezug auf den
betrachteten Aufpunkt hervor. Liegt der Aufpunkt 4 im Koordinatenursprung O
und besitzt ein Punkt des @- Vektors die Koordinaten v = iz + jy + fz, soist:

i j f
pa=vo=Frwl=|2 y =z,
Wy Wy; O,
— y =
Viaz=Yo. =+ I= Yz — 20y,
0y 0 |
x 2
Vay =Voy = — = —2w zZem
v Y W wz z+ T
z Yy
Vg, = Vo =+) =4+ Wy — YWy
z z .wa: wy + v y z

Besitzt der Aufpunkt 4 die Koordinaten t, = i-x, + jy, -+ f-z, und ein Punkt
des w-Vektors die Koordinaten v, = iz + jy + f-z, so ist die Entfernung vom Auf-
punkt zum - Vektor r = t, — 1, also

i i H
X — X4 Y—Ya z2—24

Wy Wy @,

Sind z, y, 2==0, d.h.geht der w-Vektor durch den
Koordinatenursprung hindurch und besitzt der Aufpunkt die
Koordinaten x4y 42,4, so ist seine Geschwindigkeit (siehe Abb. 84)

o4 =[(t, —ts) @] =

i i f i3 f
ba=|—24 —yYa —za|l= |0, 0, o,|=[6-1],
Wz @y W, | Ta Ya 24 Abb. 84, Geschwindigkeit des

. Aufpunktes.d infolge der Win-
Vaz== Wy 24 — Wz Ya, kelgeschwindigkeit o in O ist
p,=[~1 ol
Vay =Wz Ty — Wg*24 , 4 L 1

Vi = W Yua— Wy-Ty.
Soll der Aufpunkt der (resultierenden) Drehachse angehéren, so ist

VAg=Vay= vAz—:O’
mithin verhélt sich:
Wg: Wyt W, =X4:Ya:24.

! Der Weg ist nur dann ein Vektor, wenn es sich um ein kleines Stiick, ein Wegelement,
dp, d3 handelt. Groflere Wege konnen nur dann als Vektoren dargestellt werden, wenn die
Drehung um eine konstante Achse oder die Bewegung auf einer Geraden stattfindet.
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II. Zusammensetzen von Bewegungen'.

1. Fortschreitbewegungen.

Addition der Vektoren wie bei den Momenten (siche S.26), d.h. beliebig verteilte
Vektoren nach einem Punkt parallel verschieben und dort addieren.

2. Drehbewegungen.

a) Drehungen um zwei sich schneidende Achsen.

(Vgl. Krifte an einem Punkt, siehe 8. 13.)

Zeichnung. Rechnung.

Achsenkreuz wihlen, Richtungswinkel
01,25 B1,2 gegen x- bzw. y-Achse.
Komponenten in der z-Achse
Wy = w1m+ Wozs
= Wy~ COS oy + Wy * COB Uy -

Abb. 85. Komponenten in der y-Achse
Addition zweier Win-

kelgeschwindigkeiten. Wy = W1y + Way,

== ;- cos B, + ws - cos P,
= ;- 8in o; + w, + Sin oy,
resultierende Winkelgeschwindigkeit
Wres = Y2 4 wz .
Richtung der resultierenden Winkelgeschwin-
digkeit (Drehachse)

Vektoren nach dem Parallelogrammgesetz
addieren (siehe Abb. 85).

Wy

(95
cos o, == 3 cosf, =
w

= sin «, .
res Dres
b) Drehungen um parallele Achsen.
(Vgl. 8. 13 parallele Krifte; Schwerpunkt.)
Zeichnung (sieche Abb. 86). Rechnung
Lageplan £ m/mm Geschwindjgkersplon
A 10~ Lo Vsmm
1~ w2~\\2\\
J - | ,
o7~ | /f?/ j((uj |2 4
~. L~ : Pol
e |
| H 7
res @, l 2
i 7
{Wres
Py
Abb. 86. Addition paralleler Winkelgeschwindigkeiten.
GroBe: Resultierende im Geschwindig-
keitseck. Wres = Z ®=w; + wz+ w;-
Lage: Die Resultierende geht durch den | Abstand vom Koordinatenursprung
Schnittpunkt des ersten und letzten Seil- n
strables im Lageplan. . %‘ lio;
o a)fbﬂ :
1, = senkrechter Abstand vom gewihlten
Bezugspunkt.

1 Als Beispiel wird das Zusammensetzen von Geschwindigkeiten gezeigt. In gleicher
Weise werden auch Elementarwege d g, d$ und Beschleunigungen €, b zusammengesetzt.
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¢) Zwei gleich groBe aber entgegen-
gesetzte Drehungen.
(Vgl.: zwei gleich groBe, aber entgegengesetzte
Krifte = Kraftepaar = Moment.)

Sie ergeben fir jeden Punkt des Feldes eine
reine fortschreitende Bewegung v = [a-'w]* (siehe

Abb. 87)

d | 7 so. daB a. 3. b ein "M% han.  Abb.s7. Fortschreitgeschwindigkeit als Folge
v laund L wso, dabl a, w, v ein links- von zwei gleich groBen, aber entgegengesetzt
diges Koordinatensystem bilden (siehe S. 2). gerichteten Winkelgeschwindigkeiten.

d) Drehungen um drei sich rechtwinkelig schneidende Achsen.
(Vgl. S. 15, rdumlich verteilte Krifte an einem Punkt.)

Zeichnung (sieche Abb. 88). Rechnung.
Wres | = Wros = Y03 Wy w‘;’
| @ | Voi+oj+
o
— WDeyz
cos| B | = o
\Y

Abb. 88. Resultierende aus drei zueinander senkrechten
‘Winkelgeschwindigkeiten.

Zusammensetzen der Vektoren im Aufri und
Grundri8 zu w},, bzw. w/,, und Bestimmen der wahren
GrofBe von | w,,| (siehe 8. 8).

e) Drehungen um beliebig verteilte Achsen.
(Vgl. 8. 161f., Krifte beliebig im Raume verteilt.)
o) Resultierende Drehung um eine durch einen beliebig gewihlten Punkt 4 gehende

Achse und Fortschreiten des Bezugspunktes 4. (Vgl. S. 16, Resultierende Kraft
und Moment bez. 4.)

* Fiir den Punkt A4, ist:
0y =[ty+ @] (s. Abb. 89).

Fiir den Punkt 4, ist:
0y = [11- @1],

=[-1— @],

= [tz @] =9;.

Fiir den Punkt 4 ist:

s=[)- ol =[5 — wal,

oy = 17 - @],
by = b3 + by

= [(_ ré 4 ta’) . 52] . Abb. 89. TFortschreitgeschwindigkeit als }i‘olge von zwei gleich
groflen aber entgegengesetzt gerichteten Winkelgeschwindigkeiten.

= [tz wa] = 91,
d.h. die Geschwindigkeiten in den beliebig gewéhlten Punkten 4, , 4 sind einander gleich.
Miiller, Mechanik. 4
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EA=2(6)3 wa=2wz,
. @
wA=-Vw:+w§+w§, wAzlzzwv’ Cos<x>=ﬂdjﬁs
{4 @4
W4z =2 w0,
_ — z2— 24 |
04 =23[(t —14) - @], vAz‘—"Z‘y Ya “,
W, W,

2 2 2
UA=V77A2:+UA:y+vAz5 Z2—24 X — x4

Vay =2

w, W,

o
V4
i)
y 4

s

T — T4 Y—Yu
[ Wy

Vi, =2

Wiz Viz+ Wiy Vay+ Oaz* Waz
W44 ’
B) Drehungen um 2 windschiefe Achsen (vgl. S. 17, Kraftkreuz). Nach Reduktion auf
den Punkt 4 (w, und v, siehe oben) wird die Geschwindigkeit v, = 94, + b4, + 1,4, auf-
geldst in 3 Drehungspaare, z. B. in

cos § = cos (Z);\DA) ==

D4z = [t)o'au] ’
bay = [EO * 622] >
Y4z = [Do- ],

wobei x, und y, beliebig gewihlt werden (siche Abb. 90).

Die Drehungen im Punkte 4 werden zusammengefaBt zu

0y = @y + @1 + ©,. Ebenfalls werden die Drehungen in der

zur xz-Ebene im Abstande y, parallelen Ebene zu einer Restil-

A, 9. Auf] Fort tierenden @ = w}y + @,; + @l + @, vereinigt, die zu w’, im

- 90. Auilésen efner Fort- pynkte 4 windschief liegt.

Scﬁ:fégggﬁgli?d?gﬁ%%{t:ﬁgaavg.n- ¥) Drehungs- und Fortschrittsvektor in der gleichen Ge-

raden = Schraubung (vgl. S.18, Dyname = Kraftschraube).

Das Moment, der Drehgeschwindigkeiten in bezug auf den — noch gesuchten Punkt Ay 4o 2

der Schraubenachse ist v, = 3 [(x — 1) - w] (siche oben unter «). Ist 4 z.B.der Durch-

stoBungspunkt der Schraubungsachse mit der «, y-Ebene, also z, = 0, so lassen sich x,y,
aus der Bedingung (siehe S. 19)

gz Way WAz

Vaz Vay V4az
bestimmen.

3. Fortschreit- und Drehbewegungen.

Es wird jede Bewegungsart fiir sich zu einer resultierenden Fortschreitgeschwindig-
keit v,, und einer resultierenden Drehbewegung @, und zugehoriges v/, vereinigt (siche
8. 48/49). Die Fortschreitgeschwindigkeit v, und v/, aus der Zusammenfassung der Winkel-
geschwindigkeiten werden nochmals zusammengefaBt. Das Ergebnis ist dann die Fort-
schreitgeschwindigkeit b, = 949 4 v/ des Punktes A und die Winkelgeschwindigkeit w , im
Punkte 4, die nach dem vorigen Abschnitt noch weiter behandelt werden kénnen. In Kom-
ponentendarstellung erhélt man:

— Y4 22— 24
w1e =3 0., m=2m+2| y—y ,
Wy W,
Z—24 X — Xy
Way =2wy’ Vay ':27)1/0 +X »
w, W,
X — X4 — Ya i
os =30, vas =2v,o+2| Y94y
w, Wy,

hierbei bedeutet
Zeiger  die fortschreitenden Geschwindigkeiten;
zyz die Entfernung des jeweiligen w- Vektors vom Koordinatenursprung;
%4Ya?4 die Entfernung des gewihlten Aufpunktes vom Koordinatenursprung.
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ITI. Koordinatensysteme.

raumfestes oder korperfestes
rechtwinkeliges rechts- (siehe
Abb. 91) oder linkshiindiges
Achsenkreuz Oxyz.

1. Allgemeines.

a) Koordinaten.

raumfester oder koérperfester

Punkt O (siehe Abb. 92).
Fahrstrahl ¢,
Fahrstrahlwinkel ¢.

auf Bahn des Korpers mit-
fahrend (siche Abb. 93).

t = Bahntangente,

n = Bahnnormale(in Schmie-

gungsebene gelegen,
Kriimmungsradius),
b = Binormale | n und | ¢.

b) Weg: &.
Kartesische Koordinaten (sieche Abb. 91). Polarkoordinaten (siehe Abb. 92).
ds=dgy +dy+d3, d3=dr+r-dyp,
ds=Yda® T dy2+dz2 ds=ym,

l“ﬂ/” s~f AR

f’/ =IL (dﬁ’i)+72-d<p+00nst.
~JVE

[d3

) - dx+- Const, d?—I—Const

+1+ ) +dy+ Const,

) +1.dz--Const,

¢) Geschwindigkeit: b= _g% =4,
Richtung von d38 = Richtung der Bahntangente.

Abb. 94. Geschwindigkeit in karte-

cisohon Koordinaten. Abb. 95. Geschwindigkeit in

Abb. 96. Geschwindigkeit in natiir-

Polarkoordinaten. lichen Koordinaten.
D =9,+ 9,1+ 9, UIUT—I—UEP, U=Q-’l9,
vy, =v.cosa* =z, o =
v,=v-cosf =g, 7 - ¢ = Kriimmungsradius.
. V=17« (p =7Tew,.
V, = VC08SY =2. [

%

afy = Richtungswinkel gegen die xzyz-Achse.
4%
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d) Flichengeschwindigkeit:
% = vom Fahrstrahl  in der Zeiteinheit bestrichene Fliche,

= % - Moment der Geschwindigkeit.

Kartesische Koordinaten. Polarkoordinaten.
d z 1 . . 1 —
(@).=5|} i|=gwi—=0m 48 = 5 [r[d7 ]
aF 1 x| 1 . . aF 1
(&) == aal:?("‘“”“)’ ar =y
agy 1 x¢_1 . ag 1
(Gr).=2°| jl=gwi—vd a ~ 7 vl
ar _1 ., dp
dt 2 dt
_lr.
= ) w .
&-dt 2
. . dp . da's
v : =—= = ——=,
ST ¢) Beschleunigung: b= i =Y T 8

In Richtung der Geschwindigkeitsinderung dy (GréBen- und

Richtungsinderung von v, sieche Abb.97) = Richtung der wirkenden

Abb. 7. Beschleunigung =  Kraft (siehe 8. 90), daher stets nach der hohlen Bahnseite ge-
zeitliche Anderung der Ge-  richtet, = Geschwindigkeit, mit der der Hodograf durchlaufen wird

schwindigkeit nach GroBe .
und Richtung. (siehe 8. 58).

. Abb. 98. Beschleunigung Abb. 99. Beschleunigung Abb. 100. Beschleunigung
in kartesischen Koordinaten. in Polarkoordinaten. in natiirlichen Koordinaten.
b =by+b,+b,, b=b,+ by, b="bn+b,
bx=b-cosoc=1fx=9_c_, br=_r.—vq,-¢***, bp=—v-9,
by=b'0055=v«=y, =F—r-o?, __0_192
b, =becosy=1,=7%. by =G+ 2w 0,4, — %o ’
= s
= &+ 7 + booriolis » — 3
1 b=,
=——(wr?). -
r dit (o) =g-%.
b, = Radialbeschleunigung,
b, = Umfangsbeschleunigung

Coriolisbeschleunigung: Normalbeschleunigung b,
Gro6Be:DoppeltesProdukt | bewirkt Richtungsinderung
aus Winkelgeschwindigkeit | von v.

* Der Zeiger .4, gibt die Achsrichtung an, in der der Vektor liegt, also die Achse, die
auf der Projektion der iiberstrichenen Fliche senkrecht steht (vgl. S. 5).
** Bs ist v =v,1+ 9, also [rv]=[ro,]+ [v-0,]; [tv,] =0, da beide Vektoren in
derselben Richtung liegen (siehe S. 5).
*** Bequeme Merkregel siehe Relativbewegung auf S. 58.
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und auf dieser senkrecht
stehender Komponente der
Radialgeschwindigkeit.
Richtung: Obige Kom-
ponente der Radialgeschwin-
digkeit um 90° im Sinne von
o drehen, d. h. b, = 2[w1].

f) Flichenbeschleunigung:

53

Tangentialbeschleunigung
b; bewirkt GroBendnderung
von v.

>2F 1 .
iE = 9" Moment der Beschleunigung.
@2F 1
e~ gt
a2 F 1 1
FTe :‘2_7"b(p=’2"'r'(8'r+bcor),
=%-r-(¢-r+2w-v,),
1 4
—_— — . 2
5 dt(w 72) .

2. Sonderfalle.

a) Bewegung auf einer Kreisbahn.

KartesischeKoordinaten.| Polarkoordinaten. |

Kreismittelpunkt = Koordinatenursprung

Geschwindigkeit b und Beschleunigung b bei einer
in kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten

Aufpunktkoordinaten:
' Z=17-C08 P, 7 = const,
y=r-sing, dr=0,
§—S=1-¢. §—S=r-@.
Geschwindigkeit:
Weg: v, =—7r-w-s8ing, v, =0,
v, =-+r-w-cosp, V=T,
v = rew. v =’U¢-
Beschleunigung:
by=—rw?-cosp —r-g-sing, b,=—v¢-w=—rw2,

Natiirliche Koordinaten.

Kriimmungsmittelpunkt.

Kreishewegung
in natiirlichen Koordinaten.

ﬁ:r-a:r-@,

b,=—rw?-sin ¢ +r-g-co8¢,

b=+r-w2-V1 +<wiz>2.

do

Bei gleichformiger Kreishewegung ist w = dt

strichenen Glieder fallen weg.

const, ¢ = @

r=p.
2
by = e pew=—r-0?,
4
b=r-e.
do d?

T ' .
Pl T 0, d. h. die unter
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b) Bewegung auf einer Geraden.

KartesischeKoordinaten
Bahn = z-Achse.
Weg: s —gy=w=,
y=0.
Geschwindigkeit: v, = v,
vy=0.
Beschleunigung: b,=15,
b,=0.

Polarkoordinaten
= Radiusvektor.
§—8 =71,
@ = const.
V=9,
Uy = 0.
br = b, = b >
bqp =0.

Natiirliche Koordinaten
Kriimmungsradius ¢ = co.

¢) Zentralbewegung: (Planetenbewegung).

Polarkoordinaten; Beschleunigung stets nach dem Zentrum O gerichtet.
byes =br3 b,=0.

Fliachenbeschleunigung : ¢
ot I
de
Fliachengeschwindigkeit :
ar 1
&2 sy = t, 2. Keplersches Gesetz.
dt g T oo In gleichen Zeiten werden vom Fahr-
F = const - £. strahl gleiche Flachen iiberstrichen.
Geschwindigkeit: v, =7,
=2, 8F
Yo =TI =gy
2
o (354 4]
de
4 (dF\2 [/dr\2
—_ (=1 . —_ 2
= (a) (@) -
Beschleunigung: b=0b,=7%—rw?,
az(1fry | 1
=—7e? =
= —Tew [ dg? 4 , ] ,
4 _(dF 2 rax(ljr) , 1
=—a(a) | d.pf+7]-

d) Gleichférmige Bewegung; b=0.
Geschwindigkeit:

v = vy, = const.

Weg: 8§ — 8§y =1wp+1t.

e) Gleichférmig beschleunigte Bewegung; b = b, = const.

Geschwindigkeit: v — vy =Dby-t, PR ;— Y%
o
1 v —p v+
Weg: 8—30=—2—'bo't2+2}0-t= 2.b00= - oy,
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f) Beschleunigung abhingig von der Zeit; b=jf(1).

¢
Geschwindigkeit: v — Y, =bfb -dt,
¢ ¢t
Weg: s—sg=Jv-dt=[[b-dt-dt +vy-1.
0 0o

g) Beschleunigung abhiingig vom Wege; b =f(s).
«) Beliebige Abhingigkeit; b = (f)s.
b=dv dv ds dv 1 d(v?)

dt T dsdat " UdsT 2 Tds °

8

Geschwindigkeit: —12— (v® — v3) =fb -ds.

Zeit: t=fd—8.
)

p) Lineare Abhdngigkeit.

b="by—a-s, b=0by,+a-s.
(ungedampfte, harmonische Schwingung)
o b\ . be
8+“(8—7)—0, sma(s-{—;)——o.
Ansatz zur Vereinfachung:
e Do —sr b
y=s8—-"> y=8- >

Differentialgleichung der Bewegung:
y+a-y=0, y—a-y=0.

d’Alembertscher Exponentialansatz: y = 4 .e*t; §j = A. 2. ¢k,
eingesetzt in die Differentialgleichung liefert die charakteristische Gleichung:

Mta=0, A2 —a=0,
Mo=+iYa, wobei i=F—1 ist. Mo=+TVa.
Mithin lautet die allgemeine Losung:
y= Ay -t 4, Mt y = A; -t A, Pt o,
oder y=DRB,-sin}a-t+ By-cosYa-t, y=25B,-8nYat+ B,-CoiYat.

Die Integrationskonstanten 4, und 4, bzw. B, und B, sind aus den Anfangsbedingungen
t=0;8=3sy; v=1v, zu bestimmen.
h) Beschleunigung abhiingig von der Geschwindigkeit.
(Fliissigkeitswiderstiinde.)

o) Allgemein b= f(v).

Zeit: t =J‘%E

Vo

Umkehren der gefundenen Funktion ¢ = £(v) ergibt v = v(¢) und daraus folgt fiir den Weg:

s = [v-dt.
0
eia_ e—ia ei“-l—e*i“ s et — = ¢ ea+e—a
* 1 —_— J— . P R —
Sm o = ———— Co8 QL == ————— mao = ——(—— @0 o = .
2z b 21, s’ @ 2 2 i 2
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p) Lineare Abhéingigkeit (laminare Stréomung).

Beschleunigung: b=b,—a-v, wobei b Z0 gein kann.
.. bp—a-v,
Zeit: t—fbo—av —:In b —av

Geschwindigkeit (durch Umkehren der Funktion): v = %9 (1 — e @t) 4 vy el

fiir £ = oo erhilt man die

Grenzgeschwindigkeit: Voo == Vg = .Z;_" ,
mithin ist v =0, — (v, — 1) - e~ ¢,
Weg: s—-s0=fvclt=v,-t—v”;v°(l—e-“t).

?) Quadratische Abhéngigkeit (turbulente Strémung).

Beschleunigung: & = by — av?. Verzogerung: b= — (b -+ av?),
v 14 o
. dv dv dv
it 1= [ 255 ==t ot
Vo Yo Vo
=t . v,,-l—v.va—vo‘ - L. arctg ,*—arctg Y.
2a-v, V=¥ Yyt Va~b0 bo Vbo
@ a
Grenzgeschwindigkeit fiir ¢ = oo: Stillstand bzw. Bewegungsumkehr (», = 0)
- zur Zeit
b
V=0, = 71’0— . t, = arctg '/__

Statt Umkehr der Beziehung { — v in » — ¢ und Integration zu s — ¢ berechnet man

dv  dv ds d'v
bequemer aus b = PP il Pl PRk den Weg s — s, _f— und erhélt:
b R
g_s-—_l__lnzig——vo S—S—il:ﬂ
0 %2a 1)3~— 1)2’ 0 _llo__l_vz .

IV. Relativbewegung.

Ubergang von einem ruhenden Koordinatensystem (absoluten) zu einem bewegten (Fahr-
zeug). In der Technik wird ein erdgebundenes Koordinatensystem als ruhendes (absolutes)
betrachtet.

Absolutbewegung = Fabrzeugbewegung —T— Relativbewegung
(im ruhenden Ko- (in bezug auf das (des Korpers in
ordinaten- ruhende System). bezug auf das

system). Fahrzeug).
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Bei der Beschleunigung tritt noch die Coriolisbeschleu-
nigung hinzu. Sie bewirkt

1. Richtungsinderung
der Relativgeschwindig- | — lim [,Dr . ﬂ) =w-vly,
keit auf dem Relativwege 410
A, A, (sieche Abb.104c)

2. GroBensdnderung der At—0 At
Fahrzeuggeschwindigkeit o0 — Py @
infolge der Radieninde- )] = lim ( YT t ) ,
rung auf den Relativwege 4t—0
A, A, (siehe Abb. 104 D) I (AT ) ,

=lim (——-0)=0w-vq
At—0 At
mithin betragtihre GréBe....... by =20 0}g.

Thre Richtungerhalt man durch Drehen von v}, um 90°
im Sinne von w. In Vektorform ist also b,, = 2 [w-0,,].

Weg: dgabs = dghzhrw + dgfel’
Geschwindigkeit: Das= DUfatreg + Drat»
Beschleunigung: bass = bianrsg +  bra + beor

Fiihrt das bewegte Koordinatenkreuz gegeniiber dem
ruhenden eine reine Drehung aus, so ist die ,,Fahrzeug-
geschwindigkeit* b, — [@-t] (siehe S. 47) und somit die Ab-
solutgeschwindigkeit

babs = Drsl + [6 t] s

ai = (&)t

at =
. dt
wobei also (ﬂ)

system ist.

rél
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Abb. 104. Relativbewegung einer Kugel
in einem sich drehenden Rohr.

a) Aufrifl.

b) Grundrifi.

¢) Drehung des Vektors der Relativ-
geschwindigkeit durch die halbe
Coriolisbeschleunigung.

die Anderung von t in bezug auf das bewegte (korperfeste) Koordinaten-
1

Der Ubergang vom raumfesten Koordinatensystem xyz zum verdrehten kérperfesten
&nl erfolgt mit Hilfe der Eulerschen Winkel o, &, ¢ (siehe Abb. 105).

1. Drehung um die raumfeste z-Achse um den

Winkel .

2. Herauskippen der (-Achse aus der z-Achse
um den Winkel 4, d. h. Drehung um die Knotenlinie,
das ist die Schnittgerade der xzy- mit der &5-Ebene,
um den Winkel &. Senkrecht auf der Knotenlinie
und in der £7-Ebene liegt die Querachse. Sie steht
also auch auf der {-Achse senkrecht. Die Richtung
dieser Achsen ist so zu wiahlen, daB8 Knotenlinie,
Querachse und {-Achse wie zyz und &n{ ein

hts-
fgjks_s hindiges Koordinatensystem bilden.

3. Drehung um die korperfeste Achse { — auch

Abb. 105. Die Eulerschen Winkel v, ¢, ¢

Figurenachse genannt — um den Winkel @ beim Ubergang vom raumfesten Koordina-

Sind die Winkelgeschwindigkeiten %, ¢ und ¢

tensystem ayz zum korperfesten &7 ¢ .

gegeben, so sind die Komponenten in Richtung der kérperfesten Achsen &7l :

g ——¢ -sind-cosp + Fsin g,
o, =+ -sin®-sin @ + $-cos @,

wp =1 ccos® 4 ¢

und der resultierende Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist:
=0} + o} +of =8+ 9p2+ ¢+ 29y -cos D .
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Merkregel fiir die Beschleunigung in Polarkoordinaten (siche S.52): Man fasse die Be-
wegung des Aufpunktes als Zusammensetzung aus einer Fahrzeug- und einer Relativhewegung
auf (siehe Abb.106); z. B. Laufkatze auf Drehkran. Fahrzeug = Drehkran fiihrt Kreis-
bewegung, Laufkatze fiihrt Relativbewegung in Radialrichtung aus.

Fahrzeugbewegung:
Bf el Bn + B; .
b, =—vj=—r o,
dvy
b= —=Tr.€.
P dt
Relativbewegung:
Brel =i s
b =21 0=2-0-0.
Abb. 106. Beziehungen zwischen Absolutbewegung:
denBeschleunigungskomponenten
in Polarkoordinaten und der Bass = By =4 Brat + Deor 5
Relativbewegung. Buss = B‘p + b, .

Umfangsbeschleunigung: by="bi+bor=r64+2-0-0,
Radialbeschleunigung: b, =% —1r-w2.

V. Darstellung von Bewegungsvorgingen.

1. Allgemeines.
a) Bahn.

Sie ist eine rein geometrische Darstellung (ohne Beachten der Zeit) des von einem Punkte
in der Ebene oder allgemein im Raum zuriickgelegten Weges.

Kartesische Koordinaten: Wegkomponenten z, y, z

Polarkoordinaten: Fahrstrahl, Seiten- und Hoéhenwinkel r, ¢, ¢ } (siehe 8. 2).

Zylinderkoordinaten: Grundkreisradius, Héhe, Seitenwinkel 7, %, ¢

b) Bewegungsverhiiltnisse.

Beziehungen zwischen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung unter Vermittelung
der Zeit, des Weges oder der Geschwindigkeit.

Schaubilder: Weg — Zeit-Diagramm, Geschwindigkeit — Weg-Diagramm
Geschwindigkeit — Zeit- " Beschleunigung — Weg- »
Beschleunigung — Zeit- . Beschleunig. — Geschwindigk.-Diagramm,

¢) Hodograf.

Verbindungslinie der von einem Polo aus aufgetragenen
Geschwindigkeiten eines Massenpunktes an verschiedenen
Bahnpunkten.

[Z.B. bs=0G; bp=0b; 0g=06; bp =0d; vg=10¢=0.]

Die Tangente an den Hodografen gibt die Richtung der
(Geschwindigkeitsinderung dv, also die Richtung der Be-
schleunigung an (siehe Abb. 107).

1. Tangiert der Geschwindigkeitsvektor den Hodografen,
so liegen Geschwindigkeit und Beschleunigung in der gleichen
Richtung, d. h.

_dv
[ 2 dt H
by =0; o=00;

byes =10

Abb. 107. Hodografeiner Bewegung, Wendepunkt in der Bahn (z. B. bei B).
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2. Steht der Geschwindigkeitsvektor senkrecht auf dem Hodografen, so ist die Grofen-
anderung der Geschwindigkeit 0 und nur eine Richtungsinderung vorhanden. v = vy,
oder o,

2
<z. B.bei C; v, = 56 L b3 by, = 0 byue=1b,, = %)

3. Geht der Hodograf durch den Pol o, so ist die Geschwindigkeit null, d. h. in der Bahn
liegt ein Umkehrpunkt (z. B. bei B; bz = 0€ = 0).

2. Verlauf der Kurven abhiingig von der Zeit.
Beachte die Beziehungen und vergleiche sie mit der Statik (S. 32):

Weg S, Moment m
N £ aMm
Geschwindigkeit v = T Querkraft @ = da
. dv  d3s aQ dzMm
Beschleunigung b = TR T Belastung ¢ =— e =" d=’

oder in der Reihenfolge:

Beschleunigung b Belastung g
Geschwindigkeit v = [4.dt + C,, Querkraft Q =—[gq-dz+ C;,
Weg s=fvdtiC, Moment M =+ [Qdx+ C,
=ffb.dt-dt =—[fq-dada
40,140, 4+ C-z+C,.
Weg — Zeit, Geschwindigkeit — Zeit Beschleunigung — Zeit
s — ¢ v — ¢ b — 1
horizontale Gerade 0 ,\ 0
(Ruhezustand) /
geneigte Gerade horizontale Gerade (gleich- 0
formige Bewegung)

Parabel 2. Ordnung geneigte Gerade horizontale Gerade (gleich-
formig beschleunigte Be-
wegung)

GroBt- oder Kleinstwert v=20 —

Wendepunkt GroBt- oder Kleinstwert b=0

— Wendepunkt GroBt- oder Kleinstwert

Knick Sprung kurzzeitige Beschleunigung
(StoB auf den Kérper vgl.
Statik — Einzellast)

tangentialer Ubergang zwi- | Knick Sprung

schen 2 Kurven .
Ubergang hoherer Ordnung | tangentialer Ubergang Knick

3. Die Zeit als Parameter?.
a) Weg — Zeit = s — {-Kurve gegeben (siche Abb. 108).

Sie ist nicht mit der Bahnkurve s = f(z, y, 2) zu verwechseln (siehe S. 58).
Geschwindigkeit:

d
Differentiation von s — ¢ ergibt v = E% Steigung der s — ¢-Kurve.
Beschleunigung:
d
Differentiation ,, v—1¢ ,, b, = d_’l; I s V—1E

! Differentiations- und Integrationsmethoden siehe S.7ff.
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Die Gesamtbeschleunigung ist b,,, = b, -+ b;, wobei nur die Tangentialbeschleunigung

b, = d_v aus dem s — ¢- bzw. v — {-Diagramm bestimmt werden kann. Die Normalbeschleu-

dt
2
nigung ist, wenn ¢ den Kriimmungsradius der Bahn bezeichnet: b, = 2—, d.h. vist die Hhe

im rechtwinkeligen Dreieck
mit den Hypothenusenstiik-
ken b,, und g (sieche Abb. 109).
Fiur die MaBstibe erhilt
man aus V2= B -R und

v2 = b0
v ba @
ﬁ = E‘ . R den Wert
E,=VE,-E . (Betreffs der
MaBstabberechnung  siehe
S. 8.)

Im Punkte 4, d.h. zur
Zeit t = O (siehe Abb.108) ist
der Weg s =0, aber Ge-
schwindigkeit und Beschleu-
nigung sind ungleich null.
Im Punkte B ist die Be-
schleunigung b = 0, d.h. die
Geschwindigkeit hat einen
Extremwert erreicht

dv,

min

b= = 0
Im Punkte D, d.h.zur Zeit
t = Osec ist der groBte Weg
zuriickgelegt, der Korper be-
wegt sich auf seiner Bahn

S

Abb. 109. Bestimmen der Normal-
Abb. 108. Bestimmen der Geschwindigkeit und Beschleunigung aus der  beschleunigung aus Geschwindig-
Weg — Zeit-Kurve durch Differentiation. keit und Kriimmungsradius.

dem Ausgangsorte wieder zu, die Geschwindigkeit kehrt ihr Vorzeichen um. Die Be-
schleunigung &ndert sprunghaft ihren Wert, infolgedessen findet man in der Geschwindig-
keit — Zeit-Kurve (Integralkurve oder Beschleunigungskurve) einen Knick. Den weiteren
Verlauf der Kurven verfolgt man unter Beachten des auf S. 59 Gesagten.

b) Geschwindigkeit — Zeit = v — {-Kurve gegeben.

Beschleunigung:
dv

Differentiation von » — ¢ ergibt b, = Fr Steigung der v — ¢-Kurve.
Weg:
Integration w Uv—1t §— 8y = fv-dt Flache unter » — t-Kurve.

MaBstabe: gegeben: E, ms'/mm, E,s/mm,
gewihlt: Polabstinde H,, H, mm,

1 BE,
A 7
E,=H,-E,.E, m/mm.

berechnet: E,

ms~2/mm,
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Abb. 110. Bestimmen der Geschwindigkeit und des
‘Weges aus der Beschleunigungs — Zeit-Kurve durch
Integration.

¢) Beschleunigung — Zeit
=b — {-Kurve gegeben.
(Siehe Abb. 110 u. 111.)
Geschwindigkeit:

Integration von b — ¢ ergibt
v— v, = [b-ds.
Weg:
Integration von v — ¢ ergibt
s — sy =fv-dt
oder doppelte Integration von b—¢
ergibt s — s, = [[b-dt + v,-t.

In Abb. 110 ist die Geschwin-
digkeit — Zeit-Kurve durch Inte-
gration der Beschleunigung —
Zeit-Kurve nach dem Ordinaten-
verfahren (siehe S. 9) bestimmt
worden. Dabei wurde der Schritt
(die Streifenbreite) zu 4t = 2 sec
bzw. AT = 20 mm gewahlt und
im Streifen @, H in A¢, = 1 sec
bzw. AT, =3 AT =10 mm ge-

andert. Dementsprechend wech-

selt die Vergréferung der Ordinaten
1 auf e — A7, 1

von n=1auf ny=n —7 = 5.

Die Weg — Zeit-Kurve wurde
aus der eben gefundenen Ge-
schwindigkeit — Zeit-Kurve durch
abermalige Integration, diesmal
nach dem Sehnenverfahren (siehe
S. 10) bestimmt.

In Abb. 111ist die Weg — Zeit-
Kurve durch doppelte Integration
mit Hilfe des Seilecks (siehe S. 11)
bestimmt worden.

Abb. 111. Bestimmen des Weges aus der

Beschleunigungs — Zeit-Kurve durch so-

fortige zweimalige Integration mit Hilfe
des Seilecks.
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4. Der Weg als Parameter.
a) Geschwindigkeit ~ Weg = v — s-Kurve gegeben.
Beschleunigung:
_dv_dv ds_ v _
T4t T ds dt T Uds T VB

d.h. b ist die Subnormale der v — s-Kurve (siche Abb. 112). Liegt die Beschleunigung

b

izll;is von der v-Ordinate, so ist b= 0.
MaBstabberechnung:
Aus der Konstruktion folgt:
av
B=V-35°
ferner ist
d
b=w- d—z s

mithin verhilt sich
b v dv dS

BTV 4v'ds’
d. h. E,,:E’%-E}— m/s2mm. -

. Die Normale in den einzelnen Kurven-
Abb'n gl}l%}il?esgirm&‘;’éhgg; di‘?:ﬁ‘i“%gg_‘% ugse‘Sub- I?unkten 188t sich mit Hil‘fe eines Spiegel-
lineals gut und schnell zeichnen.
Zeit:

v— s-Kurve durch flichengleiche Treppen-
kurve ersetzen, Schritt A4S beliebig, Pol
withlen, Polstrahlen (I, 2, 3, 4 ... siehe
Abb. 113) und im Gebiet des dazu gehérigen
Streifens der Treppenkurve die Senkrechten
(1, 2,3,4,5...) zu den Polstrahlen ziehen.
Die Schnittpunkte (OABCDEFGH) sind
Punkte der gesuchten ¢— s-Kurve (vgl
Sehnenverfahren S. 10, entsprechend 146t sich
auch das Tangentenverfahren durch Wahl der

Abb. 113. Bestimmen der Zeit aus der Geschwindig-  Schritte 4V anwenden, siehe S. 10).
keit — Weg-Kurve.

I . vV A48
Aus ghnlichen Dreiecken folgt F= 37"
. As
ferner ist V=
. B, 1 B 1
also ist E"_E‘E' d. h Et_Eﬁ

ds 1
Oder: Aus V= folgt &= - ds.

In Abb.114 ist die Integration von %— s nach dem Tangentenverfahren durchgefithrt
(siehe S. 10).

Ist an einer Stelle v = 0, also % = 00, so wird das dem Wegelement 4s entsprechende
As

Zeitelement rechnerisch bestimmt zu At = .
Vmigel
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Beschleunigung und Geschwindigkeit abhéingig von der Zeit.

Die b — £ und v — £-Kurven folgen aus der gegebenen bzw. den nach Obigem bestimmten
Karven » — &, b — sund t — s, indem zu gleichen Wegen s die Beschleunigungs-, Geschwin-

Abb.114. Bestimmen der Zeit aus der reziproken Geschwindigkeit — Weg-EKurve.

digkeits- und Zeitwerte abgegriffen und in neuen Diagrammen abhingig von der Zeit auf-
getragen werden.

b) Beschleunigung — Weg = b — s-Kurve gegeben.
Geschwindigkeit:

d
Aus b = 37—;— folgt nach Multiplikation mit ds durch Integration

1
J‘b ds = % -ds =f’v dv = 5 (v® — v3) = kinetische Energie der Masseneinheit

Durch Integration der b — s-Kurve
2

findet man also die Kurve % — s (siehe
Abb.115). Bringt man statt der Regelteilung
fiir v2/2 eine Wurzelteilung fiir v an, so kann
man die Geschwindigkeit der Kurve ent-
nehmen. Die weiteren Kurven folgen unter
Benutzen dieser v — s- Beziehung (vgl. 8. 62).
Allerdings mufB3 die Geschwindigkeitskurve
erst in eine solche mit regelmiBiger Teilung
umgezeichnet werden. Von der Teilung v%/2
kann man auch noch bequem mittels Divi-
sion durch die Erdbeschleunigung ¢ = 9,81 ~ 10 m/s? zu einer Teilung in Geschwindigkeits-
hohen +2/2 g [m] iibergehen.
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)

¢) Geschwindigkeitshohe — Weg = % — s-Kurve gegeben.

Beschleunigung:
Durch Differentiation folgt:

(55)
2g) o do_1 ds dv_ 1 do
ds g ds g dt ds

b s

1
g dt g
d. h. also durch Differentiation (siehe S.71ff.) erhalt man die b — s-Kurve, die nach Ab-
schnitt 4b weiter zu behandeln ist.

5. Die Geschwindigkeit als Parameter.

Beschleunigung — Geschwindigkeit = b — v-Kurve gegeben.

Zeit:
b — v-Kurve durch flichengleiche Treppenkurve (siche Abb. 116, A BCDEFGH’)

Abb. 116. Bestimmen der Geschwindigkeit — Zeit-Kurve aus der Beschleunigung — Geschwindigkeit-Kurve.

ersetzen, Pol wihlen, mittlere Beschleunigungen (Rechteckhthen B’ B = 01, D’D = 02 usw.)
abtragen, Polstrahlen und Parallelen dazu im jeweiligen Geschwindigkeitsbereich ziehen.

Es ist

B AV

P =g = 4T’
Av

b="Tz"

b 1 Adv AT 1 1
also B=F AV 4’ d. h. Eb:H“E”“—t
oder E’,=11{-1;”.

b
Oder:

Zickzacklinie mit konst.
Spitzenwinkel 2 9 zeichnen
und Anzabhl der Dreiecke
zdhlen (siehe Abb. 117). Es
ist ndmlich

1
- _ AV —_A’U'EV
gy~Bmillel— b-i
By

_ Av- B, . Eb_

T Aw —_At-Eq, ’

At 7
Abb. 117. Bestimmen d — Zeit-K der Beschleuni - . .
estimmen %eﬁgﬁém;;‘keit‘}gﬁvi‘_“ er Besclleunigung d. h. die Anzahl der Dreiecke
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gibt mit 2-tgy - % multipliziert die Zeit zum Erreichen der durch den jeweils letzten
b

DreiecksfuBpunkt dargestellten Geschwindigkeit an.

Weg:

Pol auf negativer b-Achse im Abstande H vom Ursprung O wihlen, Polstrahlen
0,1,2,3,4..., siehe Abb. 117) zu den mittleren Geschwindigkeiten (Fupunkte 4 BCDE

der Dreieckshohen) und Parallelen dazu fiir das jeweilige Zeitintervall A¢ = 2-tgy- f/;"
im ¢t — s-Diagramm ziehen. Es ist dann:

A8 Vuwiwa A4S
AT = H un At = Umiusl »

d. h.
As AT VUi .y
I8 AT —ICJ-H, mithin B, =H,-BE,-H.
Oder:
dv
Aus ds =v- dt—vd cdt =v-—-dv folgt

durch Integration der % -Kurve: s— s, = J‘? - dv

Konstruktion der %- Kurve: Strahlen aus dem

Ursprung (04, OB, OC, siche Abb. 118) schnei-
den auf einer Parallelen zurv- Achse im Abstande H
die zum jeweiligen Schnittpunkt des Strahles mit

der b — v-Kurve gehorenden Werte % ab.
4 VB
(PD~E, PE~32, P0~5; usw)

die in den jeweiligen Geschwindigkeitspunkten
(G, H,J...)aufgetragen (4#D'= PD,HE' = PE,

JF' = PC...) die 3-Kurve ergeben. Esist: Boschlonnitung - esshoaatosost R
PD_0G (V/B) ¥ v v
or~ga-m ~8 ™ 7%
mithin wird:
(v/b) i_’”_ﬁ d.h. aber E’,,/,,=~1—E' 1

ViBy " H b Vv’ H &’

Waihlt man H so, daB H-E, = 1; 10; 100 oder allgemein 10* Einheiten der Beschleuni-
gung wird, so wird &, = 10-*-E , also der Wert von v/b im 10-"-fachen Geschwindigkeits-
mafstab abgelesen.

6. Geschwindigkeitszustand eines Systems.
a) Geschwindigkeitsplan.

Er gibt den Geschwindigkeitszustand eines Kérpers oder Systems in einem bestimmten
Augenblick an.

Die absoluten Geschwindigkeiten der einzelnen Systempunkte sind Vektoren vom Pol 0
aus (siehe Abb. 119 a, b). Die relativen Geschwindigkeiten der einzelnen Systempunkte zu-
einander sind Vektoren, die die Endpunkte der Absolutgeschwindigkeiten miteinander ver-
binden. Die Endpunkte der Geschwindigkeitsvektoren bilden eine dem Lageplan dhnliche und
um 90° gegen diesen gedrehte Figur abcd ~ A BCD.

Miiller, Mechanik. 5
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Absolutgeschwindigkeiten Relativgeschwindigkeiten !
bs=o0a-E, in Richtung von o4& bps=ab-E,in Richtung von ab,d.h. | AB
bg=0b6-E, ,, . » 0b vop="bc - E,, » be ,, 1BC
o =05 - B, », . T
bp —=o0d-E, ,, . ., od usw.

Abb. 119. Bestimmen des Geschwindigkeitszustandes eines Systems (a) mit Hilfe des Geschwindigkeits-
planes (b) oder des Geschwindigkeitspoles (c).

b) Geschwindigkeitspol = Momentanpol = .

Er ist der augenblickliche Drehpunkt des Systems und liegt auf den Senkrechten zu den
augenblicklichen Geschwindigkeiten. Diese sind den Abstinden vom Momentanpol verhaltig.
Der Momentanpol 9 im Lageplan entspricht dem Pole 0 des Geschwindigkeitsplanes.
Z.B. AAMD ~ Aaod (siche Abb. 119a, b).

Absolutgeschwindigkeiten (siche Abb. 119¢):
94 =[A M -] steht senkrecht auf A M,

b= [B-A/I'E] IT) 2 2 B-A/I’
bo = [C-M'E] 2 2 I OM’
=DM -] ., 2 » DM,
£,
tg'ﬂ:w-E.

7. Bestimmen des Geschwindigkeits-
zustandes eines Systems.
(Schwingende Kurbelschleife.)
a) Mit Hilfe des Geschwindigkeits-
planes.

Gegeben: Winkelgeschwindigkeit o der Kurbel
AC, d.h. Absolutgeschwindigkeit v,
der Hiilse.

Gesucht: Schlittengeschwindigkeit vy.

Pol 0 des Geschwindigkeitsplanes wéihlen,

bekannte Lange o ¢ = En,c = [—O-—i,—w] auftragen

Abb. 120. Geschwindigkeitsplan einer schwingenden .
Kurbelschleife. (siche Abb. 120).

1 Erster Index gibt den betrachteten Punkt an, zweiter den Bezugspunkt.

Z. B. vp4 = Geschwindigkeit von B relativ zu 4,
bap = 33 2 4 3 I Ba
Dpa = — Vas.
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1. Geschwindigkeit des Punktes D; v = ?
D = Punkt der Schwinge BE in der Hiilse C.

Ea 1at by = p + Yop
Absolut- == Fahrzeug- 4+ Relativ-Geschwindigkeit.

vp 1. BD, da Drehung um B; d. h. od | BD
vop in Richtung von BDE, d. h. ¢d||BD
DD=O_Z'E,}; bop=d7'Ev.

} Schnittpunkt = d.

2. Geschwindigkeit des Punktes B; vz =1
BDE fiihrt eine Kreishewegung um B aus, mithin ist:

BE — — BE
Vg =Dp‘ﬁ, d. h. oe-—od-—D.
3. Geschwindigkeit des Punktes F; pp=7?
br =g + Yrm

Absolut- = Fahrzeug- 4 Relativ-Geschwindigkeit.
by in Richtung der Geradfithrung; d. h. of || Geradfithrung, v,; | EF, da sich F relativ

zu E auf einem Kreis mit £ F als Radius bewegt, d. h. ef 1 EF. Schnitt von of mit ef ist f.

U}‘=b—7'Ev; pr=E-E,,.

b) Mit Hilfe der Momentanpole (geklappte Geschwindigkeiten).
Momentanpol von AC ist 4; mithin ist

vg=[CA4-w], und zwar steht v, | AC (siehe
Abb. 121).

Momentanpol von BDE ist B; mithin steht

vy L BD und ist der Grofle nach gleich der Pro-
jektion von b, auf die v,-Richtung.

Infolge der Kreishewegung von BDE um B

ist nEZDD'—‘B—‘_“D.

Momentanpol M von EF liegt 1. auf der

Senkrechten zu vz und 2. auf der Senkrechten
zu pp. Die Richtung von vy ist durch die Gerad-

mF

fithrung gegeben, dieGroBefolgt aus vy =vg* WE

Zur Konstruktion der GréBe von vy wird vg auf
M E geklappt, durch den Endpunkt die Paral-
lele zu EF gezogen, die auf MF die GroBe von
vp abschneidet. Diese wird auf die Richtung
von by (Richtung der Geradfiihrung) geklappt.
Der Sinn des Pfeiles von 9y folgt aus dem Sinne

der Winkelgeschwindigkeit um ¢, der durch vz

Abb. 121. Momentanpole und Geschwindigkeiten

bekannt ist. einer schwingenden Kurbelschleife.

8. Beschleunigungszustand eines Systems.
a) Beschleunigungsplan.

Er gibt den Beschleunigungszustand eines Korpers oder Systems in einem bestimmten

Augenblick an.

Die absoluten Beschleunigungen der einzelnen Systempunkte sind Vektoren vom Pol

aus (siche Abb. 122 a, b).

5*
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Die relativen Beschleunigungen der einzelnen Systempunkte zueinander sind Vektoren,
die die FEndpunkte der Absolutbeschleunigungen miteinander verbinden. Tritt eine Radien-
inderung bei der Bahn des betrachteten Punktes ein, so gibt die Verbindungslinie die Resul-
tierende aus b,,; + b, an (siehe S. 57).

Hescﬁ/egn{qungsp/aﬂ
Ly mfs® min

Abb. 122, Bestimmen des Beschleunigungszustandes eines Systems (a) mit Hilfe des Beschleunigungsplanes (b)
oder des Beschleunigungspoles (¢).

Die Endpunkte des Beschleunigungsplanes bilden eine dem Lageplan dhnliche und um
b .
den <C B = arctg b—t = arc tg é gedrehte Figur. «yd ~ ABCD.
n

Absolutbeschleunigungen Relativbeschleunigungen
by=mno-B in Richtung von Mo, bpa= oc_ﬂ - E, in Richtung von o?ﬁ gegen
A B um < B geneigt,
bz =7 B+ B, in Richtung von 7§, bps =P o-E, in Richtung von B4 gegen

BD um < B geneigt,

bg = m y- B, in Richtung von my,

bp = 7 6+ B, in Richtung von x4, usw.

b) Beschleunigungspol G.

Er entspricht im Lageplan dem Pol 7z des Beschleunigungsplanes. Die Beschleunigungen
sind den Abstéinden der betrachteten Punkte vom Beschleunigungspol verhiltig und stehen

zu diesen Radien unter dem Beschleunigungswinkel f = arctg-- = arc tg a% . (2. B.
”

by ~GQA; by~ GB usw.; sieche Abb. 122¢.)

9. Bestimmen des Beschleunigungszustandes eines Systems
(schwingende Kurbelschleife)
mit Hilfe des Beschleunigungsplanes.

Gegeben: 1. Winkelgeschwindigkeit w4 der Kurbel 4C.
2. Winkelbeschleunigung ¢, der Kurbel 40';
d. h. bekannt sind damit auch die Geschwindigkeiten aller Systempunkte (siehe S. 66)
und die Beschleunigung b, = b - b5, der Hitlse C.
2

)
(Normalbeschleunigung bg = —Zé- nach Kriimmungsmittelpunkt 4 der Hiilsenbahn ge-
richtet; Bestimmung siehe S. 60, Abb. 109. — Tangentialbeschleunigung b = [CA4-E] steht

senkrecht auf 4C.)
Gesucht: Schlittenbeschleunigung by.
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1. Beschleunigung des Punktes D der Schwinge BDE; bp = ?

Es ist

bo = b + bop +  ber
Absolut- = Fahrzeug- -+ Relativ- -+ Coriolis-
Beschleunigung.

bD = bﬁ +b3)’
bap-——‘bgp‘i‘bfu)-

Abb. 123. Beschleunigungsplan einer schwingenden Kurbelschleife.

Konstruktion des Beschleunigungsplanes (siche Abb. 123).

iy =bgy- %; 7l = b} El- parallel DB ziehen; b, entweder rechnerisch bestimmen
b b

(siche Tabelle) oder zeichnerisch aus dem rechtwinkeligen Dreieck BKL mit CK = %—

als Hohe und BD und CL = b;‘,--l%y— als Hypdthenusenstiicken (MaBstibe E, m/mm,
b
E,m/smm, B, m/s?mm; siehe S.60); in I die Senkrechte auf = errichten = 1. geom.

Ort fiir den Endpunkt & des Beschleunigungsvektors 78 = bp-%. y2= bm--E,L; [
b b
entweder rechnerisch (siehe Tabelle) oder zeichnerisch (siche Abb.123) bestimmen. In D
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ird DK = "2 auf BE wird BP — 2-v,, - —
wir =@ wir =2-v,, 7,

des Strahlens;tzes. MafBstabe: Gegeben FE,m/mm, gewdhlt Z, ms—!/mm, berechnet
B2 —
E, = —E—F ms~?/mm. In £ eine Senkrechte auf p 2 errichten, d. h. eine Linie parallel B D, der
1
Richtung der Tangentialbeschleunigung b} ,, ziehen — zweiter geometrischer Ort fiir §. Es

ist dann b, = - E,. Der Pfeilsinn ist bestimmt durch
b?) + bﬁ) -+ ngD + bcor = bO’
7l 4164062 +2y =my.

aufgetragen, dann erhilt man b, mit Hilfe

2. Beschleunigung des Punktes E; by =1

BDE dreht sich um den Festpunkt B, also ist by = b+ %g— .
Konstruktion:
— 1 . o 1 — BE
7= bD.E verléngern, so da 7e = bE-—E—b—né-E wird.
3. Beschleunigung des Punktes F; b, =1
bp = bE + bFE + bcnr
Absolut- = Fahrzeug- + Relativ- + Coriolis-
Beschleunigung.

bg ist nach Grofle und Richtung bekannt (siehe vorigen Abschnitt 2),
brs = b} + brs »
beor == 0, da der Radius £ F = const bleibt.

Beschleunigung GroBe ’ Richtung
bg =me-E, bekannt
7 v?’E
bie d:;:E = unbekannt 1 FE
d'vp o
br o= unbekannt | || Geradfiihrung

Konstruktion:

€3 =1 " —E-,l— in Richtung von F E zeichnen, in 3 die Senkrechte auf ¢ 3 errichten = Rich-
b

tung von by = erster geometrischer Ort fiir . In 7 Parallele zur Geradfiihrung ziehen
= Richtung von by = zweiter geometrischer Ort fiir ¢. Es ist dann b, = 7@ - E,.
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Lehre von der beschleunigten Bewegung. Die duleren Krafte und Momente

sind nicht im Gleichgewicht, sondern sie ergeben eine resultierende Kraft

und ein resultierendes Moment, deren Folge eine beschleunigte Bewegung

des Korpers ist. Es werden Beziehungen zwischen den Kriften und
Momenten, sowie Ort und Zeit aufgestellt.

I. Vorbemerkung.

Genau wie beim Berechnen der Auflagerkrifte in der Statik (siehe S. 30) ist auch beim
Bestimmen der Bewegung eines Massenpunktes oder Systems von Massenpunkten dieses
»frei zu machen, d. h. bei gefithrten Punkten oder Systemen sind die von der Fithrung aus-
geiibten ,,Fithrungskraftes! als duBere Krifte anzusetzen. Zwischen den einzelnen Massen-
punkten innerhalb des Systems treten auch noch innere Kréfte auf [z. B. Anziehungskrifte
zwischen den einzelnen Massenpunkten (vgl. Planetensystem) oder Oberflichenkrifte
(Spannungen, Gas- und Fliissigkeitsdriicke in Hohlrdumen des Systems)].

Werden die Massenpunkte oder Systemglieder, zwischen denen innere Krifte auftreten,
voneinander getrennt, so werden fiir die Teilsysteme die vorhin als innere bezeichneten Krifte
zu 8duleren.

Fir das ganze System bilden die inneren Krifte wegen ihres paarweisen Auftretens

n m m
(Wechselwirkungsgesetz) fiir sich ein Gleichgewichtssystem (X B,=0; M, = Z[r,- B,]=0).
1 1 1

Die Bewegung des Korpers kann zerlegt werden in ein Fortschreiten des Schwerpunktes
(Translation) und eine Drehung um den Schwerpunkt (Rotation) (siehe Schwerpunktsitze
S. 89/93 und Kinematik Abschn.I1).

II. Grundbegriffe.

1. Massenmomente zweiter Ordnung?2.
Skalare GroBe; Dimension: Masse X Linge? [kg m s2].

a) Trégheitsmoment (stets > 0).
Definition:
Triagheitsmoment = Summe aller Massenelemente mal Abstand?
von (siehe Abb. 124)
einem Bezugspunkt (polares Trigheitsmoment);
einer Bezugsachse (axiales Triagheitsmoment);
einer Bezugsebene (planares Trigheitsmoment).
Grundfigur: rechtwinkeliges Achsenkreuz zyz.

1 Senkrecht auf der Fithrung steht die Normalkraft, in Rich-

. . . . . Abb. 124. Grundfigur zur
tung der Fiihrung liegt die Tangentialkraft. Die Normal- kraft  Ableitung der Formeln fiir
ich Tangential- die verschiedenen Triigheits-
indert die SICPUDE Ger Geschwindighei
andert die o .o er Geschwindigkeit. momente.

2 Momente erster Ordnung = statische Momente (vgl. Drehmoment = Linge X Kraft
oder Drall = Lange X BewegungsgriBe, vektorielle GréBen.

In der Festigkeitslehre werden auch Flichentrigheitsmomente (Fliche X Abstand? be-
niitzt. Massen- und Flichentrigheitsmomente sind keine physikalischen Begriffe, sondern
nur Zusammenfassungen zur Abkiirzung von Formeln.
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Grundgleichungen:
polares Tragheitsmoment
im Raume in der Ebene (z = 0)
Jo=[dmr?=[dm @+ y* + 2%, Jo=Jdm (a* + y?),
axiales Tragheitsmoment
Jo=[dm (> + 27, Jo=Jfdmy?,
J,=Jdm (22 + 2%, Jy,=fdma2,
I =fdm (a*+ y?), Jo=Jdm @+ y?) =Jo,
planares Trigheitsmoment
Toy=Jfdmz2,
Jye =fdma?
Joo=fdmy2,
Folgerungen:?
Polar —Axial 4+ Planar — %S'Planar =1 1éAxial Polar —, ‘1\7 Axial
Jo= Jo + Jyo =deytJyetde =t ot ), Jo=1Js+ Jy,
= Jy + Jia,s
= J; + Jauy.

Axijal = Zg'Planar = 29' Axial — 2 - Planar
1 1
Jm=Jzy+Ja:z= Ju+Jz “2'Jyz’
']v= uz+Jva:= Jz+‘]a: _2"]“:,
Jz=Jzz+Jzy= Ja:+Jv '_2"]:4:11-
b) Zentrifugalmoment = Deviationsmoment (Z0).

= Summe aller Massenelemente mal Abstand von zwei aufeinander senkrecht stehenden
Ebenen (sieche Abb. 125).

Im Raume In der Ebene (z = 0)
C’“=fdm-x.y, Cop=Jfdm-z-y.
Cy:=Jfdm-y.z,

Coo=Jdm-z-2.
Sind C,, = C,, = C,, = 0, 80 heiBen die Achsen zyz Hauptachsen.

P ¢) Ubergang
l s auf andere Koordinatensysteme.
g
/f’ - T «) Parallele Achsen.
2
0/ e i - Durch Einsetzen der Werte (siehe Abb. 125)
d

v A& =z —a,

5 ‘ J:/ ’ n=y—b,
4 C =2z —c*

Abb. 125. Ubergang auf llele Achsen. . .
gane paraflele AChSen- in die Grundformeln folgt:

2 3
1 %’ bzw. 3, d. h. 3 von 2 bzw. 3 Tragheitsmomenten der angegebenen Art.
1
* Bei ebenen Problemen ist { =z = 0 mit ¢ = 0 zu setzen.
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Ja=Jdo +M-(@+b+ )i _2q¢.fdm-2—2b-[dm-y—2¢-fdm-z,

Je=J, + M- [0+ ¢ —2b-fdm-y—2¢-fdm-z,
Jy=dJy + M- (c*+a? —2¢.fdm-z —2a-fdm .z,
Jp=J, + M- (a®+b?) —2a-fdm-z—2b-fdam-y,
Jeg=Joy+ M- —2¢-fdm.z,
Syt ="Jvs + U -0 —2a-fdm-zx,
Jeg=J:o + M0 —2b-fdm-y,
=0, falls xyz durch den Schwerpunkt gehen
(s. Definition des Schwerpunktes S. 26).

Steinerscher Satz: Das Tragheitsmoment, bezogen auf einen anderen Punkt
(parallele Achse, parallele Ebene), ist gleich dem Trigheitsmoment, bezogen auf den Schwer-
punkt (Schwerachse, Schwerebene)} Gesamtmasse X Abstand? der beiden Bezugs-
groBen voneinander.

Cry=Cey+M-ab|—bfdm-a—afdm-y,
Cot=Cys+M-bec!—cfdm-y—bfdm-z,
Cee 20”+M-ca§—a‘fdm-x—cfdm-x,

=0, falls z y z durch den Schwer-
punkt gehen (siche S. 26).

Das Zentrifugalmoment, bezogen auf eine parallele Ebene, ist gleich dem auf die
Schwerebene bezogenen + Gesamtmasse X Produkt aus den Absténden der neuen Ebenen
von den urspriinglichen.

In bezug auf den Schwerpunkt (Schwerachse, Schwerebene)
werden die Tragheits- und Zentrifugalmomente am kleinsten.

Die Auswertung der Integrale rechts von der punktierten Linie —Wf -Achse
kann man sich beim Ubergang von Punkten (Achsen, Ebenen), ; 2dchse
denen der Schwerpunkt nicht angehért, zu ebensolchen durch
den Weg iiber den Schwerpunkt ersparen; z. B. (siehe Abb. 126)
gegeben J, ; gesucht J; = ?

y-Achse

<b

s =1

—Sx-Achse

Nach dem Steinerschen Satz ist:
o= Jgy 4 M+ 52
J, = Jgz+ M (b + 8)2, Abb. 126. Schwerpunktsachse

und parallele Achsen

mithin Jg=J, + Mb2+2M-b-s. (Steinerscher Satz).

f) Schiefe Achsen.

Fiir den Raum gilt: Mit den Winkeln zwischen den
einzelnen Achsen (siehe Abb. 127) z

Ixyz N

E LS ﬂ 1 Y1 ) N\
n Oy ﬁ 2 V2 d‘% \ —_—
Clas B3 7

L

gelten die Transformationsformeln

&

1)

/
E=wx.cosay + y-cos Py + 2+ cosyy, 5 ,I
7 =2-008 0 + Y -cos fl + z-cos p,, h‘“/,

Abb. 127. Ubergang zu schiefen
{=1x-cosuy+ y-cosf;+ z-cosy, Achsen.
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und damit gehen die Grundgleichungen iiber in
Jg=Jz-costay 4 Jy-cos? By 4 J, - cos?yy —2C,,+cosoy-cosfy —20C,, cos Py - cos pt
— 20, ;- CO8 p; - COS 0y

7
durch zyklische Vertauschung.
J, } Hreh myRLsche Vertatischting = 0, falls xy 2 Hauptachsen sind (s. 8. 72)1.

“y
¢
Cgy= — J-cos0 0080y — Jy»cos fBy-cos By — J, - cOs py - COS Yy
+ Cpy - (cos ay - cos fy + cos fy + cos o)
+ Cy ;- (cos f1 - cos y, + cos yy - cos ﬁz)J = 0, falls xyz Hauptachsen sind (s.S. 72)2,

+ C, - (cOs y1 - COS &ty + GOS ¢y - COS V)

C
C']C} durch zyklische Vertauschung.
3
In der Ebene ist (siche Abb. 128):
v o =a,
\7 B =90 — a,
\\\ 4 oy = 90 + o,
\\ Pe=90 — = «,
\\ &= x-cosa+ y-sina,
\\ﬂz 4 7= —x-sino -+ y-cosc.
t%@;\\ J =[dm nt=dJ,-cos2a+ J,-sin?a — Cpy-sin2«,

£ J,] =fdm§2=J,-sin2cx+J,,-coszoc+Cz,,-sin2oc,
ADb. 128. Schiefe Achsenin der Bbene.  Cg, = [dm &9 = (J, — J,) - $sin 2 + C,y+ cos 2 ct.

! Fir das planare Tragheitsmoment J, + erhélt man durch Einsetzen des obigen Wertes
fir & in die Grundgleichung (siehe S. 72)

Jpt=Jys cos?ay + Jonecos? fy + oy cos?y,

+2.C,y-cosoycosfy+2-0,,-0088,-c08p; + 20,508y, cOS 0.
Es ist ferner:

== cos? oy + cos? B; + cos? yy, (siehe S.2)
Jo =Jy - cos?a; + Jy - cos? By -+ cos?yy,
Jo=do+Jy, =dy+ Joa=J, + Jsy, (siche 8.72); dies eingesetzt ergibt:
Jo = (o + Jys) - 005ty + (7, + Ju) - 0052 by + (T, + Jay) - cOsE 1,
Jo=Jg+ Jyts
Jo=1dg+ Jy; 0082 0y + J;5 - 0082 By + 4y - cOs2yy
+2:Cyy-cosagcosfy + 2-Cyy-cosfycosy; + 2-C, .- cosyy cOsay.
Jg=1J,-cos?e; + J,-cos? By + J,-cos?y;
—2Czy-cosa;-cosfy —2C,,-cosBycosy; — 20, ,-cosy,-cosot; W.z. b.w.

? Durch Einsetzen der Werte fir & und # in die Definitionsgleichung C;, = fdm &
erhalt man zunéachst:

Cry=1dys+cOs 0y cO8 0t + Jo, + cOs By €03 By + J 2y + COS 71 COS 7
+ Cry(cos oy cos By + cos oz cos By) + Cy (o )+ Con (- 1),
die mit den Beziehungen (siche S. 72)
Jyz=%(-“J:c+J1l+Jz)
zz v z z
zy 2z z v
und den fiir die Koordinatendrehung geltenden Gleichungen
€os oy COS oy + €03 31 cos Py + cosy; cos ¥, = 0
2 3 2 3 2 3
3 1 3 1 3 1
den obigen Wert annimmt.
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Zu den beliebigen Achsen zy liegen die Haupt-
achsen 1, 2 (mit C;, = 0) unter den Winkeln o, und
ot -+ g , wobei aus der letzten Gleichung folgt:

2 Cuy

tg2oz0=7”_—Jm.

d) Bestimmen der Massenmomente zweiter

Ordnung.

Rechnung. Zeichnung. Versuch.
Rein analytisch. | Verfahren von | Schwingungen.
Tabellarisch. Culmann, Mohr, Anlaufen.

Nehls.

o) Rechnung.

Rein analytisch nur durchfithrbar (siehe die
angegebenen Definitionsformeln 8. 72), wenn die Ge-
stalt des Korpers analytisch erfaBbar ist. Z. B.
Quader, Zylinder, Kugel, Kegel, Rechteck, Kreis, Drei-
eck usw.

Tabellarisch, wenn die Querschnittsform des
Korpers graphisch gegeben ist. Querschnittfliche

Abb.129. Zur tabellarischen Bestimmung des Trigheits-
und Zentrifugalmomentes.

in rechteckige Streifen parallel zur Bezugsachse zer-
legen (siche Abb. 129). Grenzlinie des Querschnittes
als Bezugslinie (Bezugsebene des Korpers) wihlen, da-
mit alle Ordinaten dasselbe Vorzeichen haben (zur
Vermeidung von Rechenfehlern). Umrechnen der Trag-
heits- und Zentrifugalmomente auf parallele Achsen
(Ebenen) usw., siehe 8. 72/73.

Die Summen der nebenstehenden Spalten ergeben

>y = F = Querschnittsfliche,
3, + 33 = J, = Tragheitsmoment,
S + Zho = O, = Zentrifugalmoment,

2u z

AR

s 4 Schwerpunktskoordinaten .
12

S "

1 Ist die Hohe h der Flichenstreifen klein gewihlt,
so koénnen die Spalten 7 und 9 gegeniiber 8 und 10
vernachlissigt werden. (Tragheits- und Zentrifugalmo-
mente in bezug auf Achsen durch den Schwerpunkt
des Flichenstreifens.)

75
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Die Tabelle ergibt die Fla-
chenmomente [m#]. Die Mas-
senmomente fiir 1 m Langen-
ausdehnung senkrecht zur Zei-
chenebene folgen daraus durch
Multiplikation mit der Dichte

v/g [kg m=*s?].

f) Zeichnung.

Tréagheitsmoment nach
Culmann. Querschnittsfliche
in schmale Streifen parallel
zur Bezugsachse unterteilen
(siehe Abb. 130). Flachen-
streifeninhalt wie Krifte in
einem Krafteck auftragen, Pol
wihlen, Polstrahlen und Seil-
eck zeichnen (0, 1, 2, 3...),
auf Bezugsachse Moment des je-
weiligen Flachenstreifens F, -z,
als Lange ) auf der Bezugsachse
zwischen den entsprechenden
Seilstrahlen abgreifen (siche
S. 61, Vorzeichen beachten)
und damit zweites Krafteck
und zweites Seileck (07, 17, 2/,

Abb. 130. Zeichnerische Bestimmung des Trigheitsmomentes nach 3’.. . zeichnen. Die Linge K

ulmenn und Mohr. zwischen den letzten Seilstrah-
a) Lageplan. b) erstes Flicheneck mit Polstrahlen. ¢) erstes 3 i
Seileck (Mohr). d)zweites Flicheneck mit Polstrahlen. e) zweites len a,uf. der Bezuﬁgsac'h se ist ein

Seileck (Culmann). MaB fir das Triagheitsmoment

in bezug auf diese Achse.

MafBstabe: gegeben:  Linge E; m/mm,
gewihlt:  Flache (im Flicheneck) Z£; mm?2/mm *,
gewihlt: 1. Polabstand H, mm,
berechnet: 1. Moment E, = H,+E;- B} m*mmnm,
gewihlt: - 2. Belastung B}, = a+ B, m*mm
gewdhlt: 2. Polabstand H, mm,
berechnet: 2. Moment E,=H,-0-E,- &

=H, H;-E;- Ef- o m*mm ,
berechnet: Trigheitsmoment fiir
1m Erstreckungsenk- ; By = ~-.1.E, kgms?/mm .
recht zur Zeichenebene g

Tragheitsmoment nach Mohr. Erstes Seileck wie bei Culmann zeichnen. Die
schraffierte Fliche (1 ,'#, siche Abb. 130) stellt dar: Teilmoment X Abstand = Trigheits-
moment des Flichenstreifens. Das Gesamttrigheitsmoment ist also gleich der Summe aller
Teiltragheitsmomente, d. h. die Seileckfliche ist ein MaB dafiir.

! Der Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahles gibt eine Schwerachse (siehe
S. 13 u. 26).

* Der Mafistab gibt das Verhiltnis Er — éﬂ—i = f;, wobei mit F1 die GroBe der Fliche
in der Zeichnung einzusetzen ist (nicht die durch die ZelchmmgsgroBe Fl dargestellte

Flache mit den AusmaBen F-E3).
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Maf@stabe: fiir das erste Seileck wie bei Cul-
mann.

Seilzckflicke Byr=2-E,-E, m4/mm?,
Tragheitsmoment By =Hgp-1- l;— kg m s?/mm?.

Tragheitsmoment nach Nehls. Breite
der Querschnittsfigur auf eine im Abstande H
zur Bezugsachse gezogene Parallele projizieren
(siehe Abb. 131), von beliebig auf der Bezugsachse
gewahltem Pole O Polstrahlen nach den Projek-
tionspunkten ziehen und mit der urspriinglichen
Breitenordinate # zum Schnitt, bringen (Punkte
A, B),dann ist wegen y-x-dy = H-X-dy =dM
die F’-Flache ein MaB fiir das statische Moment
in bezug auf die Bezugsachse. Dieselbe Konstruk-
tion mit der F- Flache durchgefiihrt, gibt in der 7/- Fliche ein MaB fiir das Trigheitsmoment.

Mafstébe: gegeben:  Breite E, m/mm,
Héhe E, m/mm,
gewihlt:  Polabstand H mm,
berechnet: 2. Moment Ep+= H*. B, - B} m*/mm?,

berechnet: Trigheitsmoment E;= % +1-Bp kg ms?mm?.

Zentrifugalmoment. Querschnittfliche in schmale Streifen parallel einer Be-
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tische Moment beziiglich dieser Achse. Diese Momente werden als Belastungen in den
Schwerpunkten der Flachenstreifen in Richtung der zweiten Achse y aufgefaBt und damit
ein zweites Seileck gezeichnet. Die Ordinate # zwischen den letzten Seilstrahlen ist ein Ma3
fiir das Zentrifugalmoment.

MaBstabe: gegeben:  Breite E, m/mm ,
Hohe E, m/mm,
gewiblt:  Flache (im Krafteck) E; m?/mm?*,
gewahit:  Polabstand H; mm,
berechnet: 1. Moment E:=H, E;-E, m3mm,
gewihlt:  zweite Belastung By = o+ E; m¥mm,
gewéhlt: Polabstand Hy, mm,
berechnet: 2. Moment E,] =H,- EE’ . B,

=H,-Hy-o0+ B;- E,+ B, m*/mm,

Zentrifugalmoment E,= -;i- - 1. E,] kg m s?/mm .

¥) Versuch.

Torsionsschwingungen : Kérper um die Bezugsachse Torsionsschwingungen ausfiihren
lassen. An Stelle der in Abb. 133 dargestellten Aufhéngung kann auch eine Torsions-
feder, bifilare oder Aufhingung an 3 Seilen in Art eines Drei-
beines treten. Wesentlich ist nur, da8 der Kérper Torsionsschwin-

gungen ausfithrt.

1. Schwingungszeit 7', des Korpers beobachten.

2. Zusatzmassen (weit von der Drehachse (damit das Zu-
satztrigheitsmoment 4 J = 24 Jg+ 2 Mr? ~ 2 M r? wird) anbringen
und neue Schwingungszeit T, beobachten.

Aus
T J aJ
—1=V—— folgt J = o
Abb. 133. Bestimmen des T, J+4J T, -1
Trigheitsmomentes durch T
Torsionsschwingungen. 1

Pendelschwingungen : Bestimmen: Abstand s des Schwerpunktes § vom Drehpunki O
(siche 8.26), Gewicht G des Priifkorpers, Schwingungszeit T (siche Abb. 134).
Berechnen:

Jo= 'S'G,

472
Kontrollen durch Zusatzgewichte mg.
Aus den Schwingungszeiten ohne und mit Zusatzgewicht:

. Jo _ ]/J(,-Hnl2
T =2x VG'—S und T,=2=n Gstmgl

folgt:
. 1T
Abb.134. Bestimmen mgl|— — =
desTriigheitsmomen- g 472
tes durch Pendel- Jo= -
schwingungen. T 2 1

TS —
Anlaufen: LaBt sich am Prifkorper keine Achse anbringen, so ist er auf eine Dreh-

scheibe (Tragheitsmoment J,) so aufzusetzen, dafl die Bezugsachse mit der Scheibenachse zu-
sammenfallt. Antreiben der Anordnung durch ein Fallgewicht (siche Abb. 135). Zu messen ist:

* Siehe Anm. 1 auf S. 76.
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Aus dem Arbeitssatz (siehe S.96) und der Bezichung
v = -2—-th fiir konstante Beschleunigung (siehe S. 54) folgt:

J_T2[G-t2 G+ R Jo]

2h g P
wobel

und r = Radius der Schnurscheibe ist.

e) Darstellung.
Tragheitsradius;
Tragheitsellipsoid ;
Tragheitskreis.

«) Tragheitsradius.

Mit dem Tragheitsradius < bezeichnet man die Entfernung vom Pol (Achse, Ebene) in
der die Gesamtmasse angebracht dasselbe Triagheitsmoment besitzt wie der gegebene Korper.

Polar: Jy=[dm.r2= M.}
Axial:  J,=[dm g%+ 2% = M. 2

v 2 + ? v

P a’72‘|"?/2 z
Planar: J,, = [dm-22 = M -i3,

zy xZ vz

zz y2 zz

Definition: Bisweilen wird statt des Tréigheitsmomentes das Schwungmoment = Ge-
wicht X Triagheitsdurchmesser

8=G-D*=Mg-4.-i2=49J
angegeben.
B) Tragheitsellipsoid (Poinsot-Ellipsoid).
Auf der Achse, fiir die das Trigheitsmoment berechnet wurde, wird als Radiusvektor
const®*  Const?
]/  achs T lons

aufgetragen, die Koordinaten des Endpunktes von R sind

R =

£2
X=R-cosu=_;0ns - COS o,
Y ﬁ achs ﬁ,
Z y y.

! Die Reibung kann auch durch Wiederholen des Versuches mit verschiedenen Treib-
gewichten eliminiert werden.
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Sie bilden das Poinsotsche Tragheitsellipsoid
const = J, - X2+ J, . Y2 L J, . Z2%,

X\ Y\2 Z \2
=(7) (&) +(&)
waobei die Achsen des Ellipsoides R, R, Ry mit den Hauptachsen zyz des Korpers zusammen-
fallen. Das Tragheitsellipsoid ahnelt in seinen Hauptabmessungen der gegebenen Kérper-
form.

Bei Drehung um die Achse r ist die Drehenergie (siehe S. 84)

2
—1-J,. + w? = Const?-. (;—2,

Eroe =

1+ @F + Jy- @ + J3-03),

0|~ 1o

d. h. bei konstantem Energieinhalt E,,, ist die Drehgeschwindigkeit w dem Radiusvektor B
des Tragheitsellipsoides direkt verhaltig, d.h.man erhilt fir die Winkelgeschwindigkeiten

ein &hnliches Ellipsoid
(e )
1_<w1) +(w2 + wg/ ’

wobei w,,3 die Winkelgeschwindigkeiten bei Drehungen um die Hauptachsen xyz und
g, , die Komponenten des jeweiligen ¢ sind.

Fallt der Koordinatenursprung O mit dem Schwerpunkte § zusammen, so wird das
Ellipsoid zum Zentralellipsoid, seine Achsen sind dann Schwerpunktshauptachsen = freie
Achsen (siehe S. 85).

Fiir die Ebene geht mit Z = 0; y = 0 das Tragheitsellipsoid in die Tragheitsellipse

(const?)2 = J, - X2 4 J, - ¥?
iiber.

y) Trigheitskreis (Ebene) von Mohr und Land.

Uber C_)—E—i— BA = J 4+ J, = der Summe aus
den Triagheitsmomenten zweier senkrechter Achsen
als Durchmesser wird ein Kreis geschlagen (siehe
Abb. 136) und senkrecht auf O4 in B wird das:
Zentrifugalmoment C,, = BC abgetragen. Fiir
beliebige Achsen &7 (0D, OE) sind dann die Trig-
heitsmomente Jz = DF bzw. J,I = FE; und das
Zentrifugalmoment ist Oz ,—CF, wobei CF L DE
steht.

Fiir die Hauptachsen ist C;;; = 0, d. h. der
FuBpunkt des Lotes von C auf den jeweiligen Durch-
messer mufl mit ¢ zusammenfallen, d.h. der ge-
suchte Durchmesser geht durch CM hindurch.
Die Hauptirigheitsmomente sind dann J; = CH

Abb. 136. Beziehungen zwischen den Trag- W04 Juz = CG, und die Hauptachsen sind I =0H,

heits- und Zentrifugalmomenten fiir ver- II =06
schiedene Achsen. - . .
Beweis aus den aus der Figur fiir die einzelnen

Strecken abzuleitenden geometrischen Beziehungen und Vergleich mit den Formeln auf 8. 72.

. * Es ist nach Definition const* = B2-J,;, woraus mit der Umformungsgleichung
(siehe 8.74) Joen, = J,+c082 ¢ + J,-cos® B+ J,-cos?y und R2.cos? (:x = (X\2 obige

Y Z

Ellipsoidgleichung folgt.
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2. Drall.
a) Definition.
Drall 8 = statisches Moment der Bewegungsgrofie (des Impulses),
= Vektorprodukt aus Entfernung vom Bezugspunkt und Impuls.
Bewegungsgrofle, Impuls = Produkt aus Masse und ihrer Geschwindigkeit = X mp *.
| i i £ |
B=Ir-m-v]=3| « y =z |*,
MU, MYy MY, |
B=i-B.+j-B,+%-B;,
B =2m(y-v; —z:v),
By=23m(z v, — x-v,),
B,=Sm@-vy,—y-vs).
Sind zyz die Hauptachsen des Kérpers, so ist ferner
or

B.= o
v 0wz y,
z

b) Drall in bezug auf einen raumfesten Punkt O
= Drall in bezug auf den Schwerpunkt 4 Drall der Schwerpunktmasse in bezug auf O.
Bo=Im-[r:0] =B + M - [rg- bg] ¥**.
Ist der Schwerpunkt in Ruhe [y = 0], so ist der Drall unabhingig von der Wah! des Be-
zugspunktes; By = B’.
Drall in bezug auf einen raumfesten Punkt O oder den fortschreitenden
Schwerpunkt 8 (r = Entfernung von O bzw. S).

B=Smrt-o—Im-1-(tw)ft.

Das vektorielle Glied 3 m1 - (r- @) bewirkt, daB der Drallvektor % und der Drehvektor o
im allgemeinen nicht in dieselbe Richtung fallen.

* Die X ist iiber alle Massenpunkte zu nehmen.
** Dies folgt aus der partiellen Ableitung der Energiegleichung (siehe 8. 84)
T = $(B, w, + B,w, + B,w,;) nach den Winkelgeschwindigkeiten w,,, in Richtung der
Hauptachsen xzyz.
a7, 1 /0B,
0w, “?(aw,' wm+Bm) = B..

*** Index s gibt die Werte des Schwerpunktes in bezug auf den
raumfesten Punkt O an, der Strich  gibt die Werte eines beliebigen
Massenpunktes 4 in bezug auf den Schwerpunkt § an (siehe
Abb. 137). Nach den Gesetzen der Relativbewegung (siehe
S. 661f) ist:

t=1tg+ 1,

v =bs+ v,
mithin erhalt man

Zmro] =Zmrsvs] + 2 mrs 0]+ Zm [ os] +Zm [t 0],
Smlrgv] =[rg- Imo'] =1g:0
Smlt'vg] =[(Zmt') 03] =0-vg
Zm[r'v'] = B’=Drall in bezug auf den Schwerpunkt.

T Es ist b = v, + v, (siehe Komponentendarstellung 8. 51) [t-v,] = 0, weil ¢ und »,
in derselben Richtung liegen (siehe S. 5)

[t-2,]= [r- [Er]] =w-” —1t(t'w) (siehe S.T).
Miiller, Mechanik. 6

} Definition des Schwerpunktes s. S. 286,
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B, =3m{y+2)0,—Zmay-w,—Xmzrz-0, %,
B!I:Zm(zz +x2)'wv—zmyz'mz —Zmyx-o;,
B,=3m@®+y?)w,—Zmzax-w, —Zmzy-wy,.
Falls » = iw, +jw, + fo, = const fir alle m ist, d. h. fiir einen starren Korper, wird:
B=dJy-w—2mr-(01),

By=dJgrw, —Cpyrowy— Coyr 0,

K4 v v vz z yx z
z z z za z zy Yy
i =0, falls —>

2y z Hauptachsen des Kérpers sind (s. S. 72).

Sind J,4 die Triagheitsmomente in bezug auf die Hauptachsen zyz, so ist wegen € = 0

B= VB + B+ B =V (s 00 + Vs 0+ Ua- i),

und o=Jol+ o]+ ol.
Fiir die Winkel zwischen B, @ und den Hauptachsen xyz gilt (siehe auch S. 2 Anm. 2):
o B Jé ’ w: o
— Drve 3 z |l Wzyz
cos | B =% B cos ﬁ’ ==’
. Y
~ B.w,+B,w,+ B, o, Jyr 0} + Jy 0} + J30?
cos Bw = B = s
@ @ V(1022 + (J2 0,)% + (Js @)
o = o y 4. h. B und w fallen nur dann in dieselbe Richtung, wenn:

B=4p 1. J; = J, = Jg, d. h. die Haupttrigheitsmomente einander gleich sind,
=y das Tragheitsellipsoid also eine Kugel ist (siehe S. 79);

/J o oder 2. zwei Komponenten der Winkelgeschwindigkeit gleich null sind, d. h.

< Bw =0,) dic Drehung um eine Hauptachse stattfindet (siche Abschnitt c).

¢) Drehung um eine im Raume richtungsfeste Achse 2z durch O oder S
(wg = w, =0).

B,= —~3mzz-w, und falls B, = —C,., w,) =0, falls 2y 2z Hauptachsen
B,= —~3myz-w, o, =wconst B,= —0C,,-w,]des Kérpers sind (s. S. 72),
B, = +3m (a2 4+ y?) -, fir alle m ist: B, = +J, - w,.

d) Drallellipsoid.
Bei konstanter kinetischer Energie eines Korpers liegen die Endpunkte der Drallvektoren
auf einem Ellipsoid?, dessen Gleichung lautet:
B,\¢ (B,\2 (B,\?
= (5) + &)+ (&)
* Dies folgt am schnellsten aus den oben gegebenen Definitionsgleichungen durch
Einsetzen der Geschwindigkeitswerte (siche S. 47).
1 Es ist namlich
I'=3J, 0*=3%B,-0=4%(B.w,+ Byw, + B, w,)
und ferner T=41Byw=%Byw,=134B;m,
daraus folgt
_B,w,  Byw, B, o,
T Byw, ' Byw, ' Byw,
und mit der Definitionsgleichung
B,=Jy 0, und B;=4J, wy,
v v v 2 v 2
2 z z 3 E 3
also Weyz Beys
Wy23 Byss”’
erhilt man obige Ellipsoidgleichung.

1
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B__, sind die Komponenten des jeweiligen Drallvektors in Richtung der Hauptachsen

zyz und B, = J; w; ist die Gréfle des Dralles bei Drehung um eine Hauptachse x, y oder z
2 v 2
2 2 3

mit der Winkelgeschwindigkeit w;, w, oder w;.

ist (siehe S.79/80), ist das Drallellipsoid dem Triig-

1
e 412z~
R}z Ryg

3 3 3
heitsellipsoid umgekehrt verhiltig.

Da B1=J1w1~
2 2 2

3. Arbeit, Leistung. Energie.

a) Arbeit and Leistung.

gkalares Produkt aus Kraft und Weg?,
Kraft mal Weg in Kraftrichtung,
Weg mal Kraft in Wegrichtung,
ddp =B-ds=P-ds-cos  ds,
=P,-da+ Py-dy + P,-dz.
Arbeit eines Drehmomentes = skalares Produkt aus Drehmoment und Winkelweg?,

Arbeit einer duBeren Kraft

i

dAgm = M- dyp,
=M,-da+ M,-dfi -+ M,-dy.
Arbeit einer inneren Kraft = skalares Produkt aus Kraft und relativer Verschiebung
(bei einem formveridnderlichen der zwei zugehorigen Massenpunktel?,
Korper)
dA4;=RB;.dl,
gesamte Elementararbeit: d4 = Pds + Mdy + B,dl,

2 2 2
gesamte Arbeit auf dem Wegel...2: 4, =1f B ds +if§m ap -|-if B di.

Arbeit
Leistung = Zreietj = Kraft X Geschwindigkeit 4- Drehmoment - Winkelgeschwindigkeit
a4 —
L=_dT= Beo+ Biovi+ M- w-
b) Kinetische Energie = Energie der Bewegung
eines Massenpunktes = } Masse X Geschwindigkeit® = $ mv?,
eines Massensystemes = algebraische Summe der kinetischen

Energien aller Massenpunkte = 3 (3mv?),

1 Das heidt, fiir jede Kraft senkrecht zur Bewegungsrichtung (z. B. Normalkrifte bei
Fuahrungen) ist die Arbeit = 0.

2 Drehmoment durch Kriftepaar (siehe S. 28) darstellbar, dessen eine Kraft durch den
Drehpunkt geht (Weg = 0) und dessen andere den Weg d3 = [d¢ - r] zuriicklegt.

i i f
A3 =[dp-t]1=|da df dy
T Yy z

=idf-z—dy-y)—j(de-z—dy-z)+E(da-y —df-a),
S'Bdg:(%'[d¢'r])=(y‘Pz—Z'Pv)'da'*_(z'Px_x’Pz)'dﬂ+(x'Pv“y'Pm)'d}'a
=M, -do +M,-dp +M,-dy,

=M-dp.
6*
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eines formverinderlichen Korpers — Fortschreitenergie der Schwerpunktmasse -+ Energie
aller Massenteilchen in bezug auf den Schwerpunkt,
T=31M-v34+ 1 3mv'2 %
T=t M0+ 3Smo?tt Smoy,
eines starren Korper v} = 0 = Fortschreitenergie der Schwerpunktsmasse - Dreh-
energie in bezug auf den Schwerpunks,
T =3 Mvf+ 3Ty *,
wobei Jg,, = das Trigheitsmoment des Korpers in
bezug auf die durch den Schwerpunkt gehende Dreh-
achse ist,
= Drehenergie um die Momentanachse,
=1.J,. @ ¥E*
2 w >
= halbes skalares Produkt aus Drall- und Winkel-
geschwindigkeitsvektor um die Momentanachse,

=4-(B-w)=4%B o0 cos%w————B ‘o T,
potentielle Energie = HKnergie der Lage, siche S. 97 unter Potential.

* Dies folgt aus T = { S'mv® mit v = bg+ v’,-also 92 = pI+ p'2 4 2 (pg*v’). Bei der
Summenbildung tiber a,].le Massenpunkte fallt wegen Smp’ =0 (siehe S. 26) *das doppelte
Produkt weg. Der Index s gilt fiir Werte des Schwerpunktes, der Strich ’ fiir Werte eines
Massenpunktes in bezug auf den Schwerpunkt (sieche Abb. 137).

*% W ist ndmlich

v = ([ -1] [ -1t']), (sieheS.51)

i i f
[@-t]]| we ®, o,
x ¥y z

=t{w, 2 — ;0 y) —j (02— @0 2) +E(wer Yy — @y~ @),
[0 VT = (& + 97 - 02 + (@2 + 22) 0] + (42 + o) - 02
—22Y W Wy —2Y20y 0, — 222 W, Wy,
Z'm[E’-r’]2=J¢-w3+Jy-w§+J,-wE—20¢,,-w¢w,,—20,,,~w,,wz—26’”-w,a)x,
wobei
o =tw, 4+ jo, + o) = const fir alle m ist.

o
), =o' cos|f
Y Y

Smlo-tUP=w?(J,-cos?a+ J,-cos2f + J,-cos2y — 2C,,+cosa-cosff
—2C,,-cosf-cosy —2C,,-cosy-cosa),

erhilt man fiir

=w'tJy,, (sicheS.T4)

d. h. Jg4,, ist das Tragheitsmoment fﬁr eine durch den Schwerpunkt 8 gehende und in Rich-
tung der Winkelgeschwindigkeit o’ liegende Achse.

#*% Is ist fir den starren Kérper in bezug auf die Momentanachse b= b, = [w-1].
Weitere Entwicklung entsprechend Anmerkung **,

T Esist T =1J,w? sind ferner zy2 die Hauptachsen und afy die Winkel zwischen
‘w und diesen Ha.upta.chsen, so ist auch
T=1%}(J,-cos?a-tJy-cos2f+J,-cosy)w?, (sieheS.74)
=30+ Jy 0]+ J, -0},
=3} (B, 0wy + Byw, + B, w,), (siecheS.82)
=1(B-). (sicheS.5)
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4. Ubersicht iiber die verschiedenen Achsen.

Schwerpunktsachsen, Schwerachsen sind alle durch den Schwerpunkt gehenden Achsen,
auf #i» bozogen sind die statischen Momente der Massen (siehe S. 26) gleich null.

Zdm-z=3dm-y=3dm-2=0.
Hauptachsen: fiir sie sind die Zentrifugalmomente (siehe S. 72) gleich null.
C'xvzomz:Cuc:O-
Die Tragheitsmomente fiir diese Achsen heiflen Haupttrigheitsmomente. Unter ihnen
sind J,, und Jy.

Schwerpunktshauptachsen sind Hauptachsen, die durch den Schwerpunkt hindurch-
gehen. Fiir sie sind die statischen und die Zentrifugalmomente gleich null.

Sdm-x=3dm-y=3dm-2=0,
Oaw=ozz=01/z=0'

Sie sind freie Achsen (siehe S. 94), d. h. bei Drehungen um diese Achsen treten keine dyna-
mischen Lagerreaktionen auf.

Symmetrieebenen enthalten 2 Hauptachsen, wihrend die dritte darauf senkrecht steht.
In ihnen liegt der Schwerpunkt.

Symmetrieachsen sind Schwerpunktshauptachsen (freie Achsen).

5. Ubersicht iiber die verschiedenen Ellipsoide.

Die Achsen der Ellipsoide, gekennzeichnet durch die Zeiger 123, fallen mit den Koordi-
natenachsen zyz, die in Richtung der Hauptachsen des Kérpers liegen, zusammen.

Ellipsoid Gleichung des Ellipsoides Achsen des Ellipsoides
2 2 2
IES T YT
(siehe S. 79) 1 Bs s 2 VJ1 1

2 2 2
Winkelgeschwindigkeit 1= (2 \) + ( a),,) + (wz ) s Wy23 = ]/ ~ Rys3,
(siche S. 80) Wy (25 w3 Jias
B, \? B,\2 B

Drall 1= (5) + () + (5): | Bus=Tyoy~g—
(siehe S. 82) B, B, By 12 ; 3 .R123
d. h. das

Winkelgeschwindigkeitsellipsoid | ist dem Trigheitsellipsoid [ umgekehrt hiilti

Drallellipsoid T " direkt verhéltig.

6. Ersatzmassen.
a) Statische und dynamische Gleichwertigkeit.

Statische Gleichwertigkeit

zwischen dem urspriinglichen und dem Ersatzsystem (mit / bezeichnet) verlangt:

Gesamtmasse = const M=[dm=3m, ®
Schwerpunkt, == const dme=Sm'z @
d. h. Momente ersten Grades in fadmr=3m'y fdme=3m ,x ,’ (\é)
bezug auf einen beliebigen Jamy =3y, 3)
Punkt (Achse, Ebene) = const fdmz=3>m2. ®
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Dynamische Gleichwertigkeit

zwischen dem urspriinglichen und dem Ersatzsystem verlangt, daB auch noch die

Trigheitsmomente = const Joy=[fdmz2 =3m'2?, )
Jy. =fdma?r =3 m' 2’2, (s)

Joo =fdmy® =3m'y'2, @

und die Hauptachsen = const, Coy=Jfdmazy=3m'a’y =0, ®
d. h. Odife dZentrifuga].momente g,. — f dmyz =Sm'y'2 =0, @
=7 s C,I:fdmzx =3m'z 2’ =0. @

Die kleinste Anzahl der Ersatzmassen fiir statische und dynamische Gleichwertigkeit
ist bei einem Korper — 4*. Bei 4 Ersatzmassen treten 16 Unbekannte auf (4 Massen und
4 X 3 Koordinaten), 10 Gleichungen stehen zur Verfiigung, es sind also 6 Stiicke frei wihlbar.

Bei ebenen Systemen vereinfachen sich die Bedingungen wegen Fortfalles der Gleichungen
4, 5, 9 und 10 (z =0) und 8 auf 5 Gleichungen.

b) Ebene Systeme.

o) Zwei Ersatzmassen.

Schwerpunkt = Koordinatenursprung, beide Punkte auf der z-Achse (y, = 0). 4 Un-
bekannte, 3 Gleichungen, 1 Stiick frei wihlbar. 2

a) Koordinate z} eines Punktes gewihlt, Aus den Gleichungen 1, 2, 6 (sieche Abschn. a)
folgt:

g »
Ty = — E’

d.h. die Punkte mit den Massen m/ und m} liegen zueinander wie Aufhingepunkt und
Schwingungsmittelpunkt eines Pendels, d. h. wie StoBpunkt und StoBmittelpunkt eines ge-
stofenen Korpers (siehe S. 106).

2 ’
7 x5
m{=M- =M. )
;2 L 32 T, — xf
2 ’
7 o4
mli=M-. = . .
4 -
RN o] — o

b) Massengleichheit m; = m) gewéhlt.
Ergebnis:
mi=mf=4%1M,

= —xf=1.

f) Drei Ersatzmassen auf einer Geraden.
Schwerpunkt = Koordinatenursprung, alle 3 Punkte auf der z-Achse (y; = 0). 6 Un-
2

3
bekannte, 3 Gleichungen, 3 Stiicke frei wahlbar. Koordinaten x, der 3 Punkte gewahlt
(z. B. Schwerpunkt und 2 Gelenke des Getriebegliedes). H

Ergebnis: M .
¢ my = (@ + i7) - (@ — 23),

D
M .

mhy = 7+ (@, 2% + ) - (@4 — %),
M .'

my =7+ @il + ) - (@ — 2,

* Man kann namlich durch 3 Punkte immer eine Ebene legen. Es wére dann die Ordinate
senkrecht zu dieser (z. B.z) dauernd gleich null, also 2 Bedingungen (Gl 4 und 5) blieben
unerfillt.
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wobei
1 1 1
D=2 =z =
2
AN A A
= a} @4 (25 — «f) + @y 5 (21 — *5) + @5 2 (@8 — )
ist.

7. Kraft- und Massenreduktion.

Bei Behandlung von zwangliufigen Getrieben reduziert man hiufig die treibenden und
widerstehenden Krifte und die getriebenen Massen auf einen Punkt!.
Grundgedanke:

1. Arbeit der Krifte P am urspriinglichen System = Arbeit der Ersatzkraft %,,; im re-
duzierten System

2 (S,B d§) = (;‘Bred * dgred) >
Differentiation nach der Zeit ergibt

Broa =2 (Dia)'

2. Kinetische Energie des urspriinglichen Systems = kinetische Energie der Ersatz-

masse.
g0y + 2 M VG = Mea s U}y =
vg \2 w? 3 o~ A=/, s
Mg = Sm (2] + 5 s 2F T:g NV
Ured Vred N
=M (”s>2+2J (ws>2 T@i \\
N Urea g VUrea ’ R \
N \
Sind die Massen m der einzelnen Getriebeglieder “g § \
zuvor auf Ersatzpunkte (Ersatzmassen m’) reduziert t S )
worden (siehe S. 85), so ist: Ny § \\
v’ \? 3 Y
mnd=2m/'(v ) . N ~§ red, /
. o e P “lra=rred -
Die Geschwindigkeitsverhaltnisse werden nach der s -
Methode der lotrechten Geschwindigkeiten (siehe 8.67) Q
oder mittels Wittenbauers Geschwindigkeitsplan (siehe :§;’“sk
S.66) bestimmt. Im allgemeinen ist m,,; = const, T‘S :
d. h. es gelten fiir die Bewegung die Gesetze fiir ver- § f
anderliche Massen (siehe S. 89). Meist erhélt man s
Bes und m,,; abhingie vom Wege s,,; des Reduktions- } Weg 5 =

punktes nicht in analytischer, sondern in Form von  Abb.138. Bestimmen der Geschwindigkeit

3 . des Redukti kt 3
Kurven (sieche Abb. 138). Man bilde dann: Kwrrs;j“guunndems ’Q'JZ. reduzierter
s 2 2
Vyed I i
A= o s = s B g

”ﬁd — . )
29 — f (8rea) (siehe S.64) zu:

und berechne daraus

”grad
,U%d _ A + G()rsd 29
2 g Gred

G = veranderliches Massengewicht.

Zeiger ; = Anfangszustand mit s,,; = 0.

Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der einzelnen Systempunkte folgen aus
denen des Reduktionspunktes nach Wittenbauers Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
plan.

! Man vermeide es nach Moglichkeit, Punkte mit schwingender Bewegung (z. B. Kreuz-
kopf oder Punkte einer Schwinge) als Reduktionspunkte zu wihlen, da im Augenblick der
Bewegungsumkehr v,z = 0 wird, mithin #,,4 — 0o geht.



88 Kinetik.
III. Grundgesetze der Kinetik.

1. Fortschreitende Bewegung (Translation).
a) Impulssatz.

Antrieb der Kraft = Z:&nderung der Bewegungsgrofel,
= Anderung des Impulses.

1 Zur Anwendung des Impulssatzes zeichne man eine Hiillfliche um den zu unter-
suchenden Bereich. Die geometrische Differenz zwischen der aus- und eintretenden Be-
wegungsgroBe (= Impuls = Masse X Geschwindigkeit) ist gleich dem innerhalb der Hiill-
flaiche ausgeiibten Antriebe (Kraft X Zeit). Alle Vorgidnge innerhalb der Hiille, wie z. B. Um-
lenkungen, Stofe, chemische Umsetzungen, also Energieverluste usw., bleiben unbeachtet.

dm B

nME— v+ab

ot —mY
% s

Abb.139. Anwendung des Impulssatzes bei unverinderlicher Masse.
a) Hiillfliche. b) Impulsvektoren.

Beispiel: Fall 2 (siche Abb. 139)

austretende Bewegungsgrofle = (m + dm) (b 4 db)

eintretende v = m-p + dmp*

Differenz = Impulsinderung = m-dp — dm (b*— v)
= m-dp — dmb,gl

= Antrieb der Kraft = R-di.

Die Gleichungen fiir Fall 3 (reduzierte Masse) folgen aus dem Energiesatz (siehe S.96)
durch Multiplikation mit gt = %— oder aus der Lagrangeschen Gleichung (siehe S. 100).

s
Fall 3 entspricht dem Falle 2, wenn die hinzukommende Masse dm die Geschwindigkeit

p*=11p besitzt.

. . L (mpE 1., dt
Energiesatz: ‘,Bdé‘v—-d( 3 )_mbdb—i-?b dm P

SBdt:m-dn—l——;—ndm.

Lagrangesche Gleichung: gf (%%) _of oU .

Systemkoordinate: u=s; a=§=n.

Kinetische Energie: 7 = % mv?,

_6_?_’_ . d<3T>_dm' dv
a0 =™ % gi\ae) T P d
orT o 1 dm oU oU
—-—~=——~—_‘—-——--1}; ——:———-:S,B
du 0s 2 ds du 8

Einsetzen ergibt die angegebene Formel.
Fall 2 148t sich nicht nach Lagrange ableiten, weil infolge des StoBes ein Energie-

verlust auftritt, also die Voraussetzung Energie = 7" + U = const nicht zutrifft.
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o) Massenpunkt.

Masse veridnderlichl

gedachte Anderung einer auf
einen Punkt reduzierten

— 1 .
Masse = const wirkliche Anderung einer

m = const, wirklich vorhandenen Masse Masse (siche . 87)
dm = 0.
Zugang von Masse dm = 0.
Abgang
Bdt=d (mv)T Pdt+ dmp* =d (mv) Pdt+ Ldmbd=d(mbp)
=dmb-+mdp
Bdt=m-dp PBdt=mdy —dm 9,4, Rdt=mdo + Ldmp

wobei 0, =9¥ — 9

die Relativgeschwindigkeit
der Masse dm gegeniiber der
Masse m ist

P, dt=m-dv,TT P,odit=mdv, —dm v, P.dt =mdv, + Ldmv,
v ¥ v v ¥ v Y v
z z 2 z z z 2z z

p) System von Massenpunkten?

Masse = konstant, starrer und formverdnderlicher Kérper.
R-dt=3d(mv) =3 (m-dv)tit.
Erster Schwerpunktsatz betrifft fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes:
R-dt=M-dvsg.

Der Schwerpunkt eines Systems bewegt sich so, als ob alle Krifte parallel verschoben anihm
angriffen und die gesamte Masse in ihm vereinigt wire (siehe oben: Gesetze fiir den Massen-
punkt). Durch innere Krifte und Kriftepaare kann der Schwerpunkt nicht bewegt werden.

Triagheitsgesetz: Beim Fehlen duBerer Krifte und auch bei statischem Gleich-
gewicht (f =2 P = 0) verharrt der Schwerpunkt in Ruhe oder gerader gleichformiger Be-
wegung (dbg= 0; bg = const).

1 Nach der Relativititstheorie ist m = ﬁ:mi"z—"z’ wobei v die Geschwindigkeit der
— e

bewegten Masse und ¢ die konstante Lichtgeschwindigkeit ist. Bei technischen Problemen
ist v%/c? so klein, daB in der technischen Mechanik von dieser Art der Masseninderung ab-
gesehen werden kann.

T B ist die Resultierende aller auf den betrachteten Massenpunkt wirkenden Krifte.

11 Weitere Zerlegungen siehe beim dynamischen Grundgesetz (siehe S. 90).

? Die Gleichungen fir ein System von Massenpunkten erhilt man durch Addition der

fir jeden Punkt angesetzten.
111 R = 3P = Resultierende aller an allen Massenpunkten angreifenden Krifte.

= Resultierende aller duBeren Krifte, da ja die zwischen den einzelnen
Massenpunkten vorhandenen inneren Krifte wegen ihres paarweisen Auftretens herausfallen.

2 d (mp) ist die Summe der Impulsinderungen aller Massenpunkte.

v = Absolutgeschwindigkeit eines Massenpunktes m.

by = Absolutgeschwindigkeit des Schwerpunktes.

b’ = Relativgeschwindigkeit eines Massenpunktes gegeniiber dem Schwerpunkt b = pg+9”
(siehe S. 56 u. Abb. 137).

2 (mp) = M-vg+ Zmy’. Nach der Definition des Schwerpunktes ist 3 (mt’)=0 und
auch X'my’ = 0 fiir alle Zeiten, d. b. es ist 3 (mdv) = M -dvg.
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R-dt +

> dm p*

Kinetik.

Masse verdnderlich.

= Zd(my) ,

Eraftantrieb 4- zugefithrter Impuls = Impulsinderung,

=3mdo-+ Zvdm,
=M-.dos+ Svdm.

R-dt=M- -dog— 2dmv,.,

wobei 9, = 9* — p ist.

b) Dynamische Grundgleichung

folgt aus dem Impulssatz durch Differentiation nach der Zeit.

Kraft = zeitliche Anderung der Bewegungsgrofe (des Impulses),

= Anderungsgeschwindigkeit des Impulses.

«) Massenpunkt.

Masse = const?!
m = const

Masse veridnderlich?

wirkliche Anderung einer
wirklich vorhandenen

gedachte Anderung einer
auf einen Punkt redu-

Masse zierten Masse (siehe S.87)
dm =0 Zugang
von Masse dm 2z 0
Abgang
dm d 1 dm d
o * 2 = S
‘B— (m v) Pt g vi=gymb) | B4 — 0= (mb)
av dm 1 dm
B =m- E-t———mb s’B:m'b_‘Zj{'b’d S,E—m6+2 7 0
= i d
Kraft = Masse X Beschleunigung —mb— am 9 Do mb -+ i L
ds s
wobei vy = v* — v ist
Zerlegung in kartesische Koordinaten?:
Pz = M- bx .
¥ v
Zerlegung nach Euler in der Schmiegungsebene der Bahn:
2
P,=m-b,=m- % Richtungsdnderung von b,
A oo
Pi=m-b, =m- It GroBendnderung von 9.

Zerlegung in Polarkoordinaten:

P.=m-b,=m-¥ —m-r-w?,

2m d32F

P¢=mbq,=mre+2mi‘w=——-

1 Siehe Anm. 1 auf S. 89.

r oo 42’

2 Siehe Kinematik, S. 51.
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f) System von Massenpunkten.

Masse = konstant, starrer und formverdnderlicher Korper.
d
R =T (Smv) =Im-bt.

Erster Schwerpunktsatz (siehe auch S. 89) betrifft fortschreitende Bewegung des
Schwerpunktes:
R=M-bg
Resultierende Kraft = Gesamtmasse X Schwerpunktsbeschleunigung, d.h. fiir die Be-
wegung des Schwerpunktes gelten die gleichen Gesetze wie fiir die Bewegung eines Massen-
punktes (siche 8. 90).
Tragheitsgesetz: { = 0; by = 0; v = const (siehe S. 89).
Prinzip von d’Alembert: R+2(—mb) =0.
fithrt durch Anbringen der Erginzungskrifte Die auBeren Krifte (R =3 P) und die
— mb das kinetische Problem auf ein sta- Erganzungskrifte (— mb) bilden ein Gleich-
tisches zuriick. gewichtssystem. Die inneren Krifte zwischen
den Massenpunkten bilden infolge ihres
paarweisen Auftretens fiir sich ein Gleich-
gewichtssystem. Sie iiben also auf die Be-
wegung des Schwerpunktes keinen Einflufi
ausl.

Masse veranderlich.

dm

R+ - b*———Z’mb,

dm
=M. BS+ dt'ba
d
R=M-bs— > = voa
d
= M-bg— 2—1,772"7-7'””1:

wobei v, = v¥ — v ist.

2. Drehende Bewegung (Rotation).

a) Satz vom Drehimpuls = Drallsatz = Flichensatz %

Er folgt aus dem Impulssatz fiir die fortschreitende Bewegung durch vektorielle Multipli-
kation mit r, der jeweiligen Entfernung von einem beliebig gewahlten raumfesten Punkt O.
Antrieb der Kraftmomente = Anderung des statischen Momentes der Bewegungsgrofe,

s a des Impulses,

. doppelten Produktes aus Masse und Flachen-
geschwindigkeit?,

" »» Drehimpulses,

i ,» Dralles.

Il

i3]

I

T Siehe Anm. {11 auf S. 89.
1 Die inneren Krifte heilen deshalb auch ,,verlorene® Krifte. Beim unstarren Kérper
verrichten sie aber Arbeit (siehe S. 83).
2 Siehe Bemerkungen iiber die Hiillfliche auf S. 88.
3 Es ist v = v, + b (siehe 8. 51),
[t-v,] = 0, weil beide Vektoren die gleiche Richtung haben,

ag .
[t-0g] = 2-—d—t (siehe 8. 52).
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Kinetik.

o) Massenpunkt.

Masse = const?
m == const
dm =0

wirkliche Anderung einer
wirklich vorhandenen Masse

Zugang
Abgang

Masse verdnderlich!

gedachte Anderung einer
auf einen Punkt reduzierten
Masse (siehe S. 87)

von Masse dm 2 0

M- dt=[r P]-dt=d[rm]
=md[ty] T
=mfr-dp]

d
e
M, dt=(yZ—2Y)-d¢
=m(y-dv, — z-dv,)

M-dt+dm[t*v¥]=d[mry]
M-dt=m-d[rv]
Fdm([ro] - [t*p*]) T

M, -dt=m(ydv,—zdv,)
+dm {(?/Uz -—«21),,)

— (y*vF — 2% )}

M,dt und D,-d¢ durch zyklische Vertauschung.

M-dt=m-d[tb]+1dm[ro]+

M.-dt=m(ydv, —zdv,)
+idm(yv, —zv,)

pB) System von Massenpunkten.

Masse = konstant; starrer und formverdnderlicher Kérper.
Wo-dt=[tR]-dt =Fd[t-mp]=d Zm[tv]=dB,,

=d®B’ + M- [ts ds].

Antrieb der Momente in bezug auf raumfesten Punkt O = Drallinderung in bezug
auf den Schwerpunkt - Drallinderung der Schwerpunktsmasse in bezug auf O.
Zweiter Schwerpunktssatz (betrifft Drehbewegung um den Schwerpunkt)

Wedt=['R]dt=dB' =d Zm[t'v']{{t
Antrieb der Momente in bezug auf den Schwerpunkt = Anderung des Dralles in be-

zug auf den Schwerpunkt.

Keplersches Gesetz (entspricht dem Tréagheitsgesetz): Beim Fehlen duflerer Momente
und auch bei statischem Gleichgewicht (3, bzw. IR’ = 0) bleibt der Drall des Systemes

konstant.

(dss =0; B=S[mry]= 2zm%§ = const.)

Es ist also die Flichengeschwindigkeit konstant oder mit anderen Worten: In gleichen
Zeiten werden von den Fahrstrahlen gleiche Flachen iiberstrichen.

M- dit

Masse verianderlich.

+ Zdm [x*0*] =

d3mxv],

Antrieb der Momente + Zusatzdrall = Drallinderung.

1 Siehe Anm. 1 auf S. 89.
T dlro] = [drp] + [xdv],

[dv-0] = [bdt-v] = 0,

weil beide Vektoren die gleiche Richtung haben (siche S 5).

11 Siehe Anm. 2 auf Seite 91.
11 Bs ist M = [tR] = [15-R] -+ [t/ R] = [te-R] + W, ferner R = M by — M-%, also
1aBt sich [ts-R]df gegen M [r4-dv] kiirzen, so dall obige Gleichung iibrig bleibt.
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b) Dynamische Grundgleichung.

Sie folgt aus dem Drallsatz durch Differentiation nach der Zeit oder aus der dynamischen
Grundgieichung der fortschreitenden Bewegung durch vektorielle Multiplikation mit v, der
Entfernung von einem beliebig gewéhlten raumfesten Punkte.

Drehmoment = zeitliche Anderung des statischen Momentes der BewegungsgroBe,
= 2 T 35 2 2 des Impulses,
= . 4e ,» Drehimpulses,
= 2 ’ 2 Dralles,
= Drallgeschwindigkeit.
«) Massenpunkt.
Masse verinderlich !
Masse = const ! wirkliche Anderung einer gedachte Anderung einer
N auf einen Punkt redu-
dm = gonst wirklich vorhandenen Masse zierten Masse (siche S.87)
m =
Zugang von Masse dm =0
Abgang
. _d dm . 4 4
mt—[rﬂ%]_ﬁ[mrb] E)ﬁ—{—m—[r D]—E?[mrb]
= m[1 ] M = m[x B] W= m[rB] 4 & T ey]
—om. L8 dm -
=2m- 0 + T e o] — [e* 0%

Zerlegung in kartesische Koordinaten:
M.=m-(y-2—z-%),
M,y=m-(@z-Z—=z-3),

Mo=m-(@5j—y-3).

p) System von Massenpunkten.

Masse = konstant; starrer und formverinderlicher Korper.

d d
sn0=[rm]=.%2m[rn]= 2"
= > m[tb]

__dEB’

= + M -[tsbs].

Drehmoment der Krafte in bezug auf den raumfesten Punkt O

= geitliche Anderung des Dralles in bezug aufO,

= zeitliche Anderung des Dralles in bezug auf den Schwerpunkt + zeitliche Ande-
rung des Dralles der Schwerpunktmasse in bezug auf O.

Zweiter Schwerpunktsatz (betrifft die Drehbewegung um den Schwerpunkt):

ap’

MW = T =%2m[ﬁ:’n’}=27n[ﬂb']-

Drehmoment um den Schwerpunkt = zeitliche Anderung des auf den Schwerpunkt be-
zogenen Dralles (vgl. S. 92).

Keplersches Gesetz (entspricht dem Trigheitsgesetz): Ist das Drehmoment ¢ = 0,
so ist der Drall B = const (siehe auch S. 92).

1 Siehe Anm. 1 auf S. 89.
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Masse verdnderlich.

d d
[r-m]+d—’;‘[r*-n*]=ﬁzm[w]

Dreh-  zeitliche Ande-  zeitliche Anderung
moment+ rung des Zu- = des Gesamtdralles.
satzdralles

7) Komponentendarstellung.

zyz = im Raum richtungsfeste Achsen durch O oder S (w = const fiir alle m)

dB, d

M, = T (J - g) — t (Cry- ) — Ti (Cszom,)
dB, d d d

M, =g: = dt (Jyr @) — ai (Cys - ) — 7 (Cyz-ws),
dB, d d d

M, = i '—'E_t‘(Jz'wz)_‘d_t(ozm'wm)_ﬁ‘[(ozv'wv)'

Drehung um eine im Raume richtungsfeste Achse(z) durch den raum-
festen Punkt O oder den bewegten Schwerpunkt § (w, = w, = 0; w, = const
fiir alle m).

Allgemein:

M, =— i (sz 'wz)
dt falls = y z Hauptachsen des Korpers (freie

=0, Achsen) sind und bleiben (siehe S.72)

d
Mv=—'d-t"(cﬂz’wz) I

d
M. =+W (J: - ;)
starrer Korper:

My =—0C,;-¢ falls « y 2 Hauptachsen des Koérpers
My=—C,yo-e, =Y (freie Achsen) sind (siehe S. 72)

-Mz=+Jz'sza

Prinzip von d’Alembert:
M,—J,-e,=0,

d.h. die duBeren Momente M, und die Erginzungsmomente —.J,-¢, bilden ein Gleich-
gewichtssystem, wobei

M e=M =z + M 21 = Momente der eingeprigten Krifte 8 und der Zwangskrifte (Lager-
Y y 4 kriafte) & um den raumfesten Bezugspunkt O oder den bewegten
Schwerpunkt S sind.

Sind xyz Hauptachsen des Korpers, also die Zentrifugalmomente = 0 (siehe S. 72), so
treten durch die Bewegung des Korpers keine zusitzlichen (dynamischen) Lagerreaktionen
(M, = M, = 0) auf, die z-Achse = Drehachse heiit dann eine ,.freie*s Achse.
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Drehung eines starren Koérpers um eine im Raume richtungsfeste Achse
durch einen beliebigen Punkt 0’ (z. B. Momentanpol) mit der Absolutbeschleu-
nigung bp.
dBo

5+ M- [t5-bo 1t
Drehmoment in bezug auf beliebigen Punkt 0’
= geitliche Anderung des Dralles in bezug auf 0’
+ Gesamtmasse X Vektorprodukt aus Schwerpunktsabstand

0’'S = 15 und Absolutbeschleunigung by von O’ (siche Abb.140).

?D’Eo’ S

0) Ubergang zum koérperfesten Koordinaten-
Abb. 140. Bezichung zwi-

system?!. Eulersche Gleichungen. schen Schwerpunkt S,
10 G
W = (7)., + @ Bt unkt0'und Festpunkio.

re

Drebhmoment in bezug auf den Koordinatenursprung,

= Anderung des Dralles in bezug auf das kérperfeste (bewegte) System,

- Vektorprodukt aus der Winkelgeschwindigkeit des Korpers gegen das raumfeste
Koordinatensystem und dem Drall.

Komponentendarstellung:

d

My =7, (J1-0p) — (J2 — J3) - 0y - g,
d

My = 55 (a ;) — (Js — J3) - o - g, ( Bulersche Form 1.
d

My =3 s op) — (J1 — Jo) - g - 0y

!
T Aus der Grundformel (siehe 8. 93) Mo = Mo - [x), B] = %&:; + M [rsbs] folgt mit

den Beziehungen P = M -bs; 1or =15 — tj und bg = bor + Bgor (siehe ADbb. 140).

d 4
Wor +[es - M - By] — [rp M 5] = L0 4 M - [r5 - o],
a%’ d B
9)2;,:%—]—[%-11![-550']4— [ty M- bg] = ft" + M [ty bor] -

1 Das korperfeste System &7 ¢ fiihrt eine reine Drehung gegeniiber dem raumfesten
zy z aus. Die Ursprungspunkte beider Koordinatensysteme fallen zusammen. Sie sind ent-
weder ein raumfester Punkt oder der Schwerpunkt des Korpers. Im letzteren Falle be-
deutet ,,raumfestes® System: die Achsen z yz behalten ihre Richtung im Raume bei und
der Ursprungspunkt gleitet auf der Schwerpunktsbahn entlang. (Vgl. S.71, Zerlegen der

Bewegung eines Kérpers in eine Fortschreitbewegung des Schwerpunktes und eine Drehung
um den Schwerpunkt.)

11 Das Moment ist gleich der absoluten Anderung des Drallvektors =%§. Fiir diese
gilt dieselbe Umformung wie fiir die absolute Geschwindigkeit (vgl. 8. 57); es ist in der
dortigen Formel nur statt des Ortsvektors ¢ der Drallvektor B einzusetzen).

11 Bs ist

48 d ., .
(F7)u= 23 G0 @5+ 120, + U )
und
i i f
[wB] = g w, wg

Jicwz Jyewy Jyeop
=1i(Js — Jo) c 0y 00p — j (J —dJy) - wgewp (T, —Jy) wg- oy,
wobei & 5 die Hauptachsen des Kérpers; J,, 5 die zugehorigen Trigheitsmomente; gy ¢ die

Komponenten der Winkelgeschwindigkeit ¢ des kérperfesten Systems gegeniiber dem
raumfesten projiziert in die kérperfesten Hauptachsen sind.
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dB
= TtE - (Bn t g BC' CD,])T,
dB,
=g — (Berog— Be-wy),
d B¢
My = —dt—L — (Bg- o, — By - wg)-
m ‘£<"’_T _(er . _ 2T
ETd4 6605) (6(0,1'(9é m'w”>’
wy= 8(0D) @2 07 ) |, Form 1
=73 o Twr ] dwz wg |, agrangesche Form 1.
mﬁ_i(&T)_(&T or
ST dt O wy awg.w” 6cu,, wg)-
3. Arbeitssatz = Energiesatz2
Er folgt aus dem Impulssatz durch skalare Multiplikation mit b = (—Z‘% oder aus der dyna-

mischen Grundgleichung durch skalare Multiplikation mit d3 und lautet:
Arbeit der auBeren und inneren Krifte und Momente — Anderung der Bewegungs-
energie -+ Summe aller Verluste an mechanischer Energie.

«) Massenpunkt.

Masse = const?
m = const
dm =0

 Masse verdnderlich 2

wirkliche Anderung einer
wirklich vorhandenen Masse

Zugang
Abgang

gedachte Anderung einer
auf einen Punkt reduzierten
Masse (siche S. 87)

von Masse dm = 0

d4 =1md(v?)
= 1md (0 + 02+ o)

dm m
k2 — 2

+ 3 dm (v7)
StoBverlust
dA = 1imd (v?)
+ dm (v — (6% b))
= 1lmd (v?) —dm- (0 Dra)

wobei v, =% — v ist

id=d (% 1)2)
=imd (v?) + 1dmov?
=d(G:h)
G =m g = verinderliches
reduziertes
Massengewicht
b v* _ | Geschwindig-
~2g | keitshohe

B) System von Massenpunkten.

Masse = const -

formverdnderlicher Korper:

dAd =R, ds+ Wy -dep + S Pi-dl =1 Sm-d (v?)

— i M-d 3+

FImd ()71,

2 2 2
A=[Rd8+ [Mpes-dp + [ 2 Pidl =} M (v} — v31) + 3 Zm (042 — v42),
1 1 1m m

+ Uber den Drall in bezug auf die Hauptachsen siehe S. 84.

1 Uber die Beziehungen zwischen Drall und kinetischer Energic siehe S. 83/84.

2 Siehe die Definitionen und Beziehungen auf S. 83.
11 vs = Geschwindigkeit des Schwerpunktes; v/ = Geschwindigkeit eines Massenpunktes

relativ zum Schwerpunkt.

3 Siehe Anm. 1. auf S. 89.
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starrer Korper:
dA=R,d8 + WMyes-dPp =1 M -d (vE) + 1+ Js - d (&' 2),
2
A=J Rod8+ My dp =1 M - (v — 951) + s - (057 — 07?).
1

Drehung um die Momentanachse 0.

2
A= Mp-dp=121-Jo - (03> — 1)
1

Veranderliche Masse.

A+ Zm*v*2 =1 (M- 03y — My-v3,) + § Xm- (v — v1%) + X Stobverluste.
m

4. Potential.
Definitionen und Folgerungen.

Feld = Zustand im Raume, durch eindeutige Funktion angegeben.

Kriftepotential = Ortsfunktion ¥V (zyz) derart, daB ihre negative Ableitung in irgend-
einer Richtung die Kraftkomponente in dieser Richtung angibt?.

Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten des Feldes = negative Arbeit, die auf dem
Wege vom Anfangs- zum Endpunkte (Aufpunkt) verrichtet wird*.

Feldstarke = Kraft auf die Masseneinheit im jeweiligen Aufpunkte — Beschleunigung.

Potential.

Skalar
Arbeitsvermégen,
potentielle Energie

1
Va=V,— [ Bds,

1
(‘!ing’:VO—_Vl *’
AV = —dd=—Bds,

oV av ov
dV:-{ﬁ-dx+(9—:q—-d;q+a—z-dz,

—Qd3=P,-dx+ P,-dy + P,-dz,

Kraft.

Vektor
negative Ableitung des Potentiales,

negatives Potentialgefille (Anderung des
Feldzustandes),

negativer Gradient des Potentiales

av
P = 47§_=—-grad Viwvor s

R=iP,+iP,+tP,,

LoV LoV oV
‘J3=—(15;+15§+f&),

wi=r= (5 + (5 + (&)

Aquipotentialflichen Potential Kraftlinien (Verbindungslinien von Orten

Niveauflichen (V(zyz = const. mit gleicher Kraftgrofe | 8 | = P) stehen
auf den Niveauflichen senkrecht?.

1 Der negative Wert der Ortsfunktion V, also F = — ¥, heiBit Kriaftefunktion. Die

positive Ableitung der Kraftefunktion ergibt die Kraft in der jeweiligen Richtung.
* Potentialdifferenz 2z 0, d.h. V= V;, d. h. Arbeit $d3 =20, d.h. Kraft und Weg

. gleicher . .. abgabe
entgegengesetater Richtung, d. h. Energie- & " auf dem Wege 0 —1.

2 Fiir d V = 0, d. h. Fortschreiten um d3 in der Niveaufliche ist auch dsg = 0, d. h.
aber, daB B | d3 (siehe S.6).

Miiller, Mechanik., 7
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Notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorhandensein eines

v
dz-0y’

a2y
dx-0z "’

2V
dy-0z "’

9P, 9P,

98
Potentials:
oP, 0P, _
dy  0x
oP;_0P.
9z 0z
P, BP
9z 83/
oder in Vektorform:
i i b4
a 4 7]
t0f§B= a 55 % =0,
p, P, P,
.(0P, OP, .
="\%y o= +i

Konservative Krifte

haben ein Potential

ot P =0,
V = reine Ortsfunktion,

d.h. Vizyz),

7. B. Zentralkrifte,
elastische Krafte (Federkrifte),
elektrostatische Krifte,
magnetische Krafte.

Arbeit auf geschlossener Bahn = 0, d.h.
mechanische Energie (potentielle 4- kine-
tische) = const™.

$Bds=o0,
1
J'S»EdQ:Vo—Vn
1]

1
JPds=4m(s]—))*,
0
= Tl_ T(H
Vo+ To=V3+ T, = const.

aP, 0P,
)+f(7:—v—— 6y>—0.
Dissipative Krifte

haben kein Potential, sondern es besteht
ein Wirbelfeld

dz dx

wtPE0,
¥V vom Ort und von der Zeit abhéngig,
d. h. Vizyzt),
oder Vizyzv),

z. B. Reibung,
Fliissigkeitswiderstinde,
elektrodynamische Krifte.

Arbeit auf geschlossener Bahn = 0%*, d.h.
mechanische Energie # const, d. h. Energie-
zufuhr oder -Abgabe.

$Bds =4 (rot P- df

2”( ) dy-dz,
2fj.( z) cdz-dz,
+?ﬂ(az"‘ 0;)'“'“‘

(Satz von Stokes).

1 Daher der Name ,,konservative‘* Krifte.
* Siehe Arbeitsatz S. 96.

** Tn Abb. 141 ist die Grofle der lings der
xyz-Achsen veranderlichen Krifte X YZ einge-

tragen, wenn der Schritt dx,

dy, ¥ dz betrigt.

Durch Bilden der Produkte Kraft X Weg in der
Kraftrichtung erhdlt man die Arbeit beim Um-
fahren des Dreiecks 4 BC

1/0Y 00X
dA=E<% ay)d dy
1 /0Z 0Y oX 07
+?<3g 6z)d dzt5 (8z ax>d”‘l“’
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5. Prinzip der virtuellen Arbeiten.

Virtuelle Verriickung: Es ist dies eine kleine, von der Zeit unabhingige — also
rein gevmetrische — Verschiebung, die mit den Systembedingungen vereinbar ist. Die Un-
abhangigkeit von der Zeit wird dadurch ausgedriickt, daB statt des Differentials d ein ¢
geschrieben wird. Klein mu8 die Verschiebung sein, damit die Krifte ihre Richtung nicht
andern. So viele Freiheitsgrade das System besitzt, soviel virtuelle Verriickungen sind még-
lich und notwendig, um die Verschiebungen aller Systempunkte auszudriicken.

Auftretende Krifte: An jedem Massenpunkt konnen &duBere (P,) und innere
Krifte (B,) auftreten. Ist dr die virtuelle Verschiebung eines Massenpunktes, so besagt das

Prinzip der virtuellen Arbeiten:

2P+ B)-dr=0%,
04, +64;=0.

Im Gleichgewichtsfalle ist die Arbeit der duBeren und inneren Krifte gleich Null. Da
die Arbeit gleich der Anderung der kinetischen Energie ist, so heiBlt
6A4,,=06T=0,
die kinetische Energie und damit auch die potentielle ist ein Maximum oder Minimum
(siehe S. 29).
Anwendungsgebiet: Das Prinzip enthilt die 6 Gleichgewichtsbedingungen der Statik
in einer Gleichung!. Es wird daher benutzt zum Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen,

zum Bestimmen der Gleichgewichtsstellung und zum Bestimmen der Auflager- oder Stab-
krifte (siehe (8. 44).

Mit
,(0Z dY (0X  0Z Y 04X
wt=i(5-5;) +i(7 ~ 52) (5~ 5)
und oz 1
1 . . ¥
df = 5 (idydz+j-dz-dz +tdwdy), z 4o gb
kann die Arbeitsgleichung auch in Vektorform (siehe 5 e iocgy____éy_o
S. 4) dA = (vot B-df) geschrieben werden. - ¢-@
* Die 3 ist iiber alle Krifte zu erstrecken. 0t xbp
1 Die allgemeinste Verschiebung eines Massen- s
punktes ist ein Fortschreiten dt=1i-0zy--i:dyo--f- 2, 4
und eine Drehung /5 y
it i Yol
0% -t1=| 5u 6f oy 7 S
x Yy =z s i //
um den Koordinatenursprung. Sind X¥Z die Kraft- o K4
komponenten, so bestehen die Gleichungen (siehe Abb. 142. Virtuelle Verriickung aus
Abb. 142): Fortschreit- und Drehbewegung.
virtuelle Verriickungen virtuelle Arbeiten
A= {X6x+Y -0y-+2Z-62},
dx =024 0B-2—0y-y, X-6x0+X-6/3-z—X-6y-y+l
Sy=0y,+6y-x —du-z, 0A=3{Y 0y, +Y-8y-2—Y -Sau-2z-}
6z =02y +0a-y—06B-x, Z+0zg +Z-6a-y—Z-0B-x [

und wegen der Unabhangigkeit der Verschiebungen von einander, zerfillt die Arbeitsgleichung
in die 6 Einzelgleichungen, die 6 Gleichgewichtsbedingungen der Statik (siehe S. 27).

SX=0, 3SWy-Z-—z2-Y)=3M,=0,
SY=0, 3S@-X—a-Z)=3M,=0,
3Z=0, I@Y-—y-X)=3IM,=0.

7*
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Anwendung: 1. Die Krifte eintragen, die eine virtuelle Arbeit verrichten. Keine vir-
tuelle Arbeit verrichten Normalkrafte (weil sie senkrecht auf der Bewegungsrichtung stehen),
Krifte, die durch feste Gelenke hindurchgehen und innere Krifte beim starren Korper
{weil ihre Verschiebung Null ist).

2. Verschiebung der einzelnen Kraftangriffspunkte durch die der Anzahl der Freiheits-
grade entsprechenden virtuellen Verriickungen in einem raumfesten Koordinatensystem
ausdriicken.

3. Arbeitsgleichung anschreiben.

4. Da alle virtuellen Verriickungen unabhiingig von einander sind, kann jede jeden be-
liebigen Wert annehmen, also auch gleich Null gesetzt werden, d. h. aber aus der Arbeits-
gleichung folgen so viele Einzelgleichungen wie Freiheitsgrade vorhanden sind.

Einfithren der d’Alembertschen Erginzungskréafte (siehe S.91) faBt in einer
Gleichung

SA=3(Po+ P+ (—mb)-5r=0

die 6 Bewegungsgleichungen der Kinetik zusammen!. Fiir einen starren Korper, ein reibungs-
frei bewegliches System sowie beim Fehlen von elastischen Formanderungenist 3 ($; - 1) =0.

6. Lagrangesche Gleichung.

Anwendungsgebiet: Aufstellen der Differentialgleichung fiir die Bewegung eines Systems
von Massenpunkten (z. B. eines Getriebes?).
Voraussetzung: Die auftretenden Krafte sind konservative Krafte (siche S. 98), haben
also ein Potential, und die mechanische Energie des Systems ist T ¥ = const.
Dann ist:
d 0T 0T oV _d4 )
dt (6—u> 9w T ou ow ’

% = Systemkoordinate = Koordinate des Freiheitsgrades, z. B. Entfernung eines Punktes
vom Koordinatenursprung, oder Ausschlagwinkel eines Pendels, Stellung eines Ge-
triebes (z. B. Kurbelwinkel oder Entfernung des Kreuzkopfes von der Totlage beim
Kurbeltrieb).

Besitzt das System » Freiheitsgrade, d. h. sind # von einander unabhéingige System-
koordinaten % zur Festlegung der augenblicklichen Lage erforderlich, so ist die
Lagrangesche Gleichung fiir jede Systemkoordinate, also » mal anzusetzen, so daB8
man » Gleichungen fir die » Unbekannten 1, , u,. . ., erhalt.

kinetische Energie des Systems.

potentielle Energie.

allgemeine Lagrangesche Kraftkomponente. Um sie zu bestimmen, fithre man eine
virtuelle Verrtickung (siehe S.99) derart aus, dal nur eine Koordinate « gedindert
wird, wiahrend alle anderen konstant bleiben. Aus der virtuellen Arbeit des Systems

O
It

I

folgt dann die Kraftkomponente zu % .

Ist % eine Langendnderung, so ist @ eine Kraft.
Ist v eine Winkelinderung, so ist @ ein Moment.
Ist % eine Volumeninderung, so ist @ ein Druck.

1 Sind die Krafte in der Komponentenzerlegung X, ¥, Z und die Erginzungskrifte
— mb,, —mb,, — mb,, so erhilt man nach Multlphkatlon mit den virtuellen Verriickungen
(siehe “Anm. 1, ’S. 99) und Trennung die 6 Bewegungsgleichungen (vgl. 8. 90 und S. 93)

2X=2m'bm Z-Mz=2'm(y-z——z-y),
Y =23m-by, My =3m(z-% —x-3%),
2Z=3Xm-b,, M, =m(x-j—y-&).

2 Zum gleichen Ziele (der Differentialgleichung der Bewegung) kommt man auch auf
dem umstindlicheren Wege des Isolierens jeder Einzelmasse und Eliminierens der (paar-
weise) auftretenden Schnittkrafte aus den fir jede Masse einzeln angesetzten Be-
wegungsgleichungen.
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Bewegungsgesetze bei verschiedenen Widerstdnden.
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Kinetik.

V.

Widerstinde gegen

1. Reibung

der Ruhe = Haftreibung

der Bewegung = Gleitreibung

2. Fliissigkeits-

laminare Strémung

unbestimmt nach Gréfle und Rich-
tung bis zur Crenze des Haftens
(1) (siehe S.29 Lagerkrifte).

Abb. 143. Haftreibung.
B < py- N [ke]

to = [ (Oberfliche)

stets der Gleitgeschwindig-
keit entgegengesetzt. Bei
Bewegungsumkehr ist also
das Vorzeichen des Rei-
bungsgliedes umzukehren.

Abb. 144. (Heitreibung.
B =p-N {kg]

1 = f{Oberilache
Gleitgeschwindigkeit
Normaldruck
Schmierstoff und seiner

Temperatur).

Leistungsverlust:

i L = R-v [mkg/s]

Grofle der resultierenden Auflagerkraft:

W =7 N2 R?

Richtung der resultierenden Auflagerkraft gegen die Normalkraft N

N

=18 00 = po
Seiltrieb

Abb. 149. Krifte im Seiltrieb.

Gleichgewicht in tangentialer und
normaler Richtung ergibt

R:Sl—'ng

8 —g¢ f..e#oﬂ(g —_ f>*
1 g (P2 —7q 7
L=(8,—85)va Sy (e"°* —1) v

| W= )P X RE=N.Jit+p2

R
v=tge=up
Gleitlager

Abb. 150. Lager mit Gleitreibung.

M—=jf-r-P**

innere Reibung in der zihen
Flussigkeit (Schmiermittel).
Automatischer Zeichenwech-
sel bei Bewegungsumkehr.

Abb. 145. Laminare Strémung.

W =k-v [keg]

k= f(GréBe und Rauhig-
keit der benetzten
Oberfliche, Zahigkeit
der Flissigkeit).

L = k. v* [mkg/s]

Spurlager

Abb. 151. Spurlager mit Gleit-
reibung.

M=23%.p-P.r*x

Fiir f gelten dieselben Abhéngigkeiten wie fiir p.
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widerstand
turbulente Strémung

3. Rollwiderstand

4. Seilsteifigkeit

Energieverlust durch Wirbel-
bildung. Bei Bewegungsum-
kehr ist das Vorzeichen des
Widerstandsgliedes

kehren.

umzu-

Abb. 146. Turbulente Stromung.

W = k- * [kg]

k = f(Form und GréBe des
Korpers, Dichte der
Flissigkeit).

L = k- [mkg/s]

infolge Abplattung zwischen
Korper und Unterlage und
nur teilweiser Riickgewin-
nung der Verformungsarbeit.

Abb. 147. Rollwiderstand.

M =e-N = P-r [mkg]

M e
P=R=—;—=7-N[kg]

e = f (Oberflichenrauhig-
keit und -hérte).

L=M:-0 = P-v [mkg/s]

Seil setzt der Biegung beim Auf-
und Abrollen einen Widerstand ent-

P=0-(1+2) il

gegen (innere Reibung).

Abb. 148. Seilsteifigkeit.

& = f (Seildicke, Flechtart, Rollen-

L

radius).
P-v [mkg/s]
P-r-w [mkg/s]

* g = Beilgewicht je
v = Seilgeschwindi,

Liangeneinheit,
gkeit,

g = Erdbeschleunigung,

e = Grundzahl der natiirlichen Logarithmen,

o = Umschlingungswinkel im Bogenmag,

0
0 27 o

= 35 = 513

2
falls ¢ % klein ist, ist S; & S,-e"°%.

2 2a
#€ M =[r.dR=p-r[dN; [dN>P, also [>upu.
0 0

7 7 r
*k =fr~dR=fprdN=f,u,-§~2nrd'r-r.
0 0 0
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VI. Der Stof.

1. Allgemeines.
a) Definition des StoBes.

Einwirken zweier Korper aufeinander durch Beriithren in so kurzer Zeit, dafl wahrend
dieser die Lagenanderung der Korper = 0 ist. Die Ableitungen des Weges, also Geschwindig-
keit und Beschleunigung, sind aber = 0.

b) Sto8vorgang.
1. Zusammendriicken:
An Beriithrungsstelle Forminderungen, Krifte + nach Wechselwirkungsgesetz; Ver-
zogerung bzw. Beschleunigung der Korper bis relativer Stillstand gegeneinander.
2. Ausdehnen:
Formanderung mehr oder weniger riickgingig, elastische Krifte 4 vom Hochstwerte
abnehmend bis auf null.

c) StoBarten.

StoBlinie = Senkrechte auf Beriihrungsebene der beiden Korper.
StoBlinie = Richtung der StoBkraft, falls Reibung an StoBstelle = 0 ist.
StoBpunkt B = Projektion des Schwerpunktes auf die Stoflinie.
StoBnormale = Senkrechte auf der StoBlinie, d. h. in Berithrungsebene.

1. Lage der Schwerpunkte in bezug zur StofBlinie.

& Shiblini
5 5

Abb. 152. Zentraler Sto8.
Schwerpunkte liegen auf der StoBlinie.

Abb. 153. Exzentrischer StoB.
Schwerpunkte liegen nicht auf der StoBlinie.

2. Geschwindigkeiten ¢ der StoBpunkte vor dem StoBe in bezug zur
StoBlinie.

Stobpormale

)

4
ﬂi/fm 4

Abb. 155. Schiefer StoB.
Geschwindigkeiten liegen nicht in der StoBlinie.

Abb. 154. Gerader StoS.
Geschwindigkeiten liegen in der StoBlinie.

3. Verlauf des zweiten StoBabschnittes (Ausdehnen).

Formanderungen StoBbezeichnung Energieverlust StoBzahl!
vollstindig riickgingig vollkommen elastisch . =0 e=1
nur teilweise riickgangig unvollkommen elastisch E, 0<exl1
gar nicht riickgingig vollkommen unelastisch E, = Eymax =0

(plastisch)

1 Siehe S. 105.
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2. Grundgesetze.
a) Allgemeines.

Bezeichnungen:
Geschwindigkeiten der StoBpunkte vor dem StoB ¢;, ¢,; Zeit ¢ = 0,
Geschwindigkeiten der Stofpunkte bei grofiter Zusammendriickung w; Zeit ¢/,
Geschwindigkeiten der StoBpunkte nach dem Stof v, v,; Zeit ¢”.
StoBzahl £':

o
[P.dt

= Verhiltnis der Antriebe im zweiten und ersten StoBabschnitt &= ﬂﬂh_ s

fpP.dt
0

= Verhaltnis der Geschwindigkeitsanderung des StoBpunktes eines _v=w
Korpers in der StoBlinie im zweiten und ersten Sto8abschnitt &= w—¢

Richtung der StoBSlinie zwischen beiden XKérpern nach und

= Verhiltnis der Relativgeschwindigkeiten der Stofpunkte in o — 4o
et U _
vor dem Stof (also unabhéngig von den sich stoBenden Massen) }

Te—c dc

b) Exzentrischer schiefer StoB mit Reibung an der StoBstelle.
(Allgemeinster Fall).

Die Impulssitze fiir die fortschreitende und drehende
Bewegung (siche S. 88 u. S8.91) der beiden Korper
ergeben 4 -+ 2 = 6 Gleichungen fiir die 7 Unbekannten:

o

vSlzs 7’82:’ wl! w25 IPdt

Eine 7. Glelehung hefert die Angabe iiber die Art des
StoBes (¢) (siche Abb. 156):

tl!
- OIP'dt =y (V512 — Cs12)> (1)

o
+OIP-dt=mz-(vszZ—cszz), )

ire

— JuPrdt=m(s1y — 0514), (3)
i
+J#P'dt=mz'(vszy—cszy), (4)
i trr
+G('P-dt-ylwafu-Pdt-xI:ng-(wi~w1), (5)
tll tll
——odet-yz—Of,uP-dt-xzngg-(w’z—wz), (6)
£=7)82::"‘ 7)311=032z_y2'wé-(7)813— yl-w’l) 7
6Blz — CB2z  CS1z — Y1 W1 — (Cs22 — Yp - Ws) @)
¢) Gerader ZentralstoB,
d. h.: C1y = C3y = 0; u=0; Y1=1Yy2=0;
C1z = C1 3 Vig = V1, Npz ="l
2z 2 2z 2 2Bz 2

! Die erste Beziehung ist die Definition der StoSzahl; die zweite und dritte folgen aus
den Tmpulssitzen.
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Aus den Gleichungen: oy

—Odetzml-(vl——cl), (1)
"
+6det=m2-(vZ—cz), (2)
e 2TV _ W U w 3)
Ci— € W—¢C W—C
folgt: (my—e-mg)-c1+ (14 &)-ma-ca
vy =2 1 2 1L
2 my + My
w=m1-61+m2-02=m1-vl+m2v2
my + m, my + my
_ 1 m-m g2 2___1_ g2 2
Ev—'i’ m1+m2 (1 E)(Gl 62)_2 'M(l E)AG,
. 1 1 1
wobei ji —_;;; ;;;
und Ac = ¢, — ¢, ist.

d) Schiefer Zentralstof.

Falls keine Reibung an StoBstelle auftritt, werden durch den StoB nur die in die StoB-
richtung fallenden Geschwindigkeitskomponenten cgy,, ¢55, gedndert. Es gelten fiir
diese Komponenten dieselben Formeln wie beim geraden Stof.

T =2,=0, Y1=19Y; =20, ,4=0,
C31y = VS1y 5 VB = Vs; € = Cg -
S2y 82y

e) Exzentrischer StoS.

Die exzentrisch getroffenen Koérper dndern nach den Schwerpunktsitzen (siehe S. 89
und 92) die fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes und die Drehung um den
Schwerpunkt, siehe allgemeinster Fall Gl. (1), (2), (5), (6), (7), falls u = O ist.

Der exzentrische Stol wird auf den geraden Zentralsto8 zuriickgefiihrt durch Reduktion
der Massen m,, m, auf die zugehérigen StoBpunkte B, und B,, deren Geschwindigkeiten
dann nach den Formeln des geraden ZentralstoBes zu berechnen sind. Massenreduktion
nach 8. 87. Die Beziehung: Energie = const = } mz-v% = + Jg @0? + 1 m o3 ergibt:

’2 2
My = m - (Le%’;)‘z - %2‘1 %, siehe Abb. 157.

3. StoBmittelpunkt.

Der StoBmittelpunkt ist der Punkt des gestoBenen Korpers, der seine
Geschwindigkeit durch den Stof nicht dndert. War der Kérper anfangs
in Rube (g = 0, = 0), so ist der StoBmittelpunkt der Momentanpol.
BesaB der Kérper vorher die Geschwindigkeiten cg und w, so gilt fiir den
StoBmittelpunkt O: ¢ =cg— €0 = vy = vg— €. .

Aus den Impulssitzen fiir die fortschreitende und drehende Bewegung
in bezug auf den Schwerpunkt folgt fiir die Entfernung des StoBmittel-
punktes vom Schwerpunkt (siche Abb. 157):

J 3
IS 0 = e == xs = -8 )

s g o " ke sime
tofpun und ) 8 s m 8
StoSmittelpunkt O BO=h=¢+t+sg=2= = s
im Verhiltnis zum 8 m8

Schwerpunkt. = reduzierte Pendellinge,

! Zeiger 8 = Schwerpunkt, Zeiger O = Momentanpol = StoBmittelpunkt = Dreh-
punkt bei gelagerten Korpern.
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d. h. StoBpunkt B und StoBmittelpunkt O stehen in derselben Beziehung zueinander wie
Schwingungspunkt und Schwingungsmittelpunkt?.

4. Erweiterte StoBitheorie.

Die elementare Theorie gibt nur [Pdt an, aber nicht P, . Mit dem Ansatz P = k-&" *
erhilt man aus den Impulssitzen durch Differentiation und Differenzenbildung fiir beide

Massen (siehe Abb. 158)

. P P 1
e _ao g PP 1 s
W s my | mg M k-&
Integration liefert
1 1
5 (8 — 4o Ol = — oy g ke Y
abermalige Integration liefert die Zeit fiir den ersten
StoBabschnitt
Emas e\x,*—r,-f-
L a¢
dc 1
1 — e fn+l Abb. 158. Zusammendriickung an der
M n-1 Ac? StoBstelle.
— . C
g F T2
allgemein Hooke (n = 1) Hertz (n = 3)
grofte Zusam- M 1 i TR M N
mendriickung nil — . rtl, Ac? Emax = Adc - V— Emax = A ct. 5 M )
. k 2 k 4k
§=0
X : — : 5 \®
groBte Kraft | P =k-£2,_ Prax = Ao - Vi - M Powe= |/ Aot 12 ( M)
1 J—
Zeit des ersten Emax d (E/Emnx) Ema.x M é“mx
StoBabschnittes L = 2 —— T=n =/ |T=294.27

do V—_—‘;T*TTE
S (e)

=2,94- V

(o)

1 Schwingungszeit beim Schwingen um O gleich der beim Schwingen um B.
* & ist die Anniherung beider Korper, siche Abb. 158. Mit n = 1 erhilt man das Hooke-
sche Gesetz, Kraft ~ Zusammendriickung P = k,-&.

Nach der Hertzschen Theorie des Druckes gewélbter Flichen aufeinander ist n = 8

also P = k,- £72. Hierbei ist

16 1 2(m — 1) 10
ky = . H P = 3 =
T3 (B + D) " 01+ 02 m-G =3
m
_ ————— _ d . — LR 1.
G Sm 1) E = Schubmodul; E = Elastizitdtsmodu
0= —71.— = Kriimmung der Beriihrungsfliche.

Bei gleichen Materialien (#, = &,) ist &, = 0,733 - E V

— falls Kugel 2 konkav ist (auf der Innenseite

ok Ty — @y =11+ 72— &

Ly — &y = —§&;

1°Ts

T
gestoBen wird).

St

1
m,

B s

= Poissonsche Zahl;

. + beides konvexe Kugeln;

L
T
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VII. Massenausgleich.
1. Bedingungen.

Er ist dann vorhanden, wenn durch die Bewegung des Systems keine zusitzlichen
Lagerkrifte entstehen.

Statischer Ausgleich: Schwerpunkt in Ruhe oder veradhmg gleichférmig fortschreitend.

dbs
R=M. Zdt(mn)_o

g = const .

Dynamischer Ausgleich: Drall fiir jede beliebige Achse = const.

a%
M=-77=0,

B = 3 m[rv] = const.

2. Starrer Korper, Drehung um die z-Achse.

Statischer Ausgleich: Schwerpunkt liegt auf der Drehachse.
Dynamischer Ausgleich: Drehachse = freie Achse = Trigheitshauptachse (siehe S.94)

Mw=0; M,,:O fiir C,;z= 1“,=O.

3. Schlickscher Massenausgleich von Mehrzylindermaschinen.
Bezeichnungen:
= Kurbelwinkel des i-ten Zylinders.
o, = Schrinkung der jeweiligen Kurbel gegen die erste, im Drehsinn gemessen.
s; = Entfernung der jeweiligen Zylinderachse von der ersten.
m; = hin- und hergehende Masse des jeweiligen Zylinders.
Zeiger ; = bezeichnet den jeweiligen Zylinder.

a) Massenausgleich erster Ordnung (unendliche lange Schubstange) 1 = T =0.

T
Geschwindigkeit der hin- und hergehenden Massen:
V=7 0 Sin @y =1;- @ sin(p; + ),
= 7;+ - [sin @; - cos a; + cos @, - 8in a,] .

Statischer Ausgleich: Schwerpunkt in Ruhe = Z'm.» =0
Zmger;esina; = 0%, (1)
%
Zmy-ricosa; =0. (2)
2

Dynamischer Ausgleich: Drall um beliebige Achse senkrecht zur Zylinderebene = 0 **
Zmrie8;-sino; =0, (3)
>mer-g;-cosa; =0. (4)

4 Gleichungen, zwei Stiicke (z.B. eine Schrinkung «,, eine Zylinderentfernung s,) wihl.
bar, d.h. Massenausgleich erster Ordnung erst von 4-Zylindermaschine an méglich. (Un-
bekannte ag, oy, 55, 84).

* 3 heift, die Summe ist iiber alle Zylinder zu nehmen.

#+ D.h. auf den Ausgleich um eine Achse senkrecht zur Drehachse und parallel zur
Zylinderebene wird wegen der Kleinheit der zusitzlichen Momente verzichtet.
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b) Massenausgleich zweiter Ordnung (end]iche Schubstangenlinge, 4 = 1131
Geschwindigkeit: v; = r; w;(sing; + 3 A1-5in2 @,).

Statischer Ausgleich: Dynamischer Ausgleich:

%‘minsin o; =0, (1) %Tmiris,-sin o; =0, (3)
%‘mi r;cose; =0, (2) ’Z'm, risscosaw; =0, (6)
%’m,-r,sin.?oc;:(), (3) Zmirisisin2a.-=0, (7
Zi,‘m,-r,-cos2oci=0, (4) :Zmir,-sicos2a,-=0. (8)

8 Gleichungen, zwei Stiicke wihlbar, d. h. Massenausgleich zweiter Ordnung erst von
6-Zylindermaschine an moglich (Unbekannte: 4 Schriankungen, 4 Zylinderabstinde).

VIII. Der Kreisel.
1. Grundgleichungen.

Dynamische Grundgleichung in bezug auf ein ]rj;;‘r_

festes Koordinatensystem ; g
(siehe S. 93 u. 95/96)

@

a%B
=T
a%B —
e (48)
7t e (o B]
M, =J e, —(J,—Jo) 0 0.
,57 é fl ( % 31‘) :3 E }Eulersche Gleichungen
Iy 3 ¢ 1 2 5§ 7
d B¢
= (B, +wp —Be )
a It L
§ 7 U

Kinetische Energie und Drall (siehe S. 84 u. 82)

T=1(%-w)=4iB-w-cosBw
=3Jy 0 =} (0} + T 0 + s - 0f)
=} (Bz-wz + By -, 4+ Bg - )
B=V(J1- w5)* + (J2- 0)* + (J5- p)?.

2. Kriftefreier Kreisel.

a) Allgemeines.

Schwerpunkt = Stiitzpunkt, keine duBeren Krifte auBer Eigengewicht und Stiitzkraft,
keine Momente.
ZPB=M-05=0; by =0; 9y = const,
a%B

Z‘EIJt:W:O; B = const,
a3 _
(W)ml—“ —lo- %] ’
dowg, ¢ —
Enl _ Jass = Jaaz, w, +ws (Eulersche Gleichungen, siehe S. 95).
di J12s j4 g
£ 9

Der Drall eines kriftefreien Kreisels ist nach Grofle und Richtung unverédnderlich.
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Der um eine Hauptachse rotierende kriftefreie Kreisel behilt seine Drehgeschwindig-
keit nach GréBe und Richtung beil.

Winkelgeschwindigkeit @ und Drallvektor 8 fallen hierbei in dieselbe Richtung (siehe
5. 81/82).

Die Hauptachsen mit dem gréBten und kleinsten Tragheitsmoment sind stabile Achsen;
die Hauptachse mit dem mittleren Trigheitsmoment ist eine labile Drehachse2.

b) Symmetrischer Kreisel J, =J,=J.
Die Eulerschen Gleichungen nehmen die Form an:

dog J—Js
Tl e
dw,7 Jg—J

F A A
dowg

F T 0; d-h. wp= g, == const .

Der Vektor @ beschreibt um die krperfeste Figuren-
achse den Polkegel (Polodie) mit konstantem Offnungs-
winkel?® (siehe Abb. 159)

'wa + CU2
S = arc tg 177 _ const.
Abb. 159. Bewegung des symme- Der Vektor w beschreibt um den raumfesten Drall-

trischen Kreiscls. vektor B (raumfeste Achse z) den Spurkegel (Herpolodie)

mit konstantem Offnungswinkel (siche Abb. 159)¢

¥ = arc cos

- T
B-ow
! Ist  die Hauptachse, um die die Drehung mit wg erfolgt, so daB also w; = w, =0,
so folgt aus den Eulerschen Gleichungen, daB Wy = 0y = 0 und wp = wp, = const bleiben.
? Aus den Eulerschen Momentengleichungen folgt mit Mz = M, = My = 0(d. h. krifte-
freier Kreisel) und w; <€ wg (d. h. Drehung nur wenig von der Hauptachse { abweichend),
also w;-w, ~ 0 (d. h.ne;- = 0; w¢ = const) durch einmalige Differentiation und Zusammen-
fassen der Gleichungen fiir das Abweichen von der Drehung um die Hauptachse £ die Differen-
tialgleichung:
ialgleichung ) Jaedy Jy— s
o+ AT Es

: 7 7>

in der Form einer Schwingungsgleichung
Wy + o®e ;= 0.
7 7
Eine Schwingung mit constanter Amplitude ergibt sich fiir w, falls
Jo—Jy Ji—J;
o

'C()E-'wgzo
7

o = g

ist (£ == stabile Achse).

Ein Anwachsen der w-Werte nach einer e-Funktion erhilt man, falls o < 0, d.h.
S = I3 J,, doh. J; das mittlere Triagheitsmoment ist ({ = labile Achse).

3 Aus den Eulerschen Gleichungen folgt in gleicher Weise wie unter Anm. 2 die Differen-

>0, doh Jy=Jn
min

. . . . J3\? . . . .
tialgleichung &g & 02+ wz = 0, wobei a® = {1 — =2 ) . w} ist. Die Losungen dieser Schwin-
gichung d + ooy 7)ot
gungsgleichungen lauten o; = a-sina¢ und o, = a-cosat, wobei @ =} Wi, + wj st
ywz _]_ 602
Es ist also wg -+ wz = const und da auch wy = const ist, ist tg § = —i;—-ﬁ = const.

¢t Aus T=3(B @)= 1B -w-cos 55\6 =1 B-w-cosy (siehe S. 84) folét, da T = const;
B = const; w = const, dafl auch cosy = const ist.
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Die Endpunkte des w-Vektors liegen in der auf dem Drallvektor senkrecht stehenden
raumfesten (invariablen) Ebene, die vom Xoordinatenpunkt die Entfernung (siehe
Abb. 159)

W, =@+ CO8 Yy
besitzt.

Die Figurenachse (kérperfeste -Achse) beschreibt um den raumfesten Drallvektor B
(raumfeste z-Achse) den Prizessionskegel mit dem konstanten Offnungswinkel (siehe
Abb. 159).

19‘ =Yy + 6 .

Die Endpunkte des w-Vektors liegen aber auch auf dem Poinsot-Ellipsoid (siehe S. 79),
d. h. die Bewegung des Kreisels ist darstellbar als das Abrollen des Poinsot-Ellipsoides auf
der invariablen Ebene.

Fiir die Prézessionsgeschwindigkeit u und die Eigenschnelle » bestehen die Gleichungen
(siehe Abb. 160)*

= F + ;'-1
B=J0k /La
Drall = Durchmessertrigheitsmoment X Prézessions- 2R
geschwindigkeit (nicht Js!1). ) // §
Jeov=(J —Js5)- 0 Bedingung fiir regulire Pra- é(\gf/ §
Js-v+ (Js — J) - pcos @ = 0 | zession der Figurenachse. 4 1

Oder in anderer Form

&8

B J
u=7=]/(w§+w§)+~}-wg,

J—J3
Py = J_ .w;.’

w? 4 w?
tgﬁ:i.]l_gi_'l_

Ja wg ?
T 27 2s-J Dauer einer vollen Prazession A%%I}Ifq. Bezgehuglg iwiisc_hen
—_ T . . _ elgeschwindigkeit @,
# 14 B der Figurenachse um die raum Priizessionsgeschwindigkeit #
feste Drallachse.

und Eigenschnelle ».

3. Kreisel unter Zwang.
a) Drehmoment aufgezwungen, Bewegung gesucht.
o) Drehmoment parallel zur Figurenachse (M = M) .

Der Drall andert seine GroBe und Richtung um den Betrag 48 = M dt = A%Bg,
damit &ndert sich also der Winkel & (siche Abb. 161). Die Winkelgeschwindigkeit um die

o,
{-Achse dndert sich in demselben Verhiltnis wie der Drall beziiglich dieser Achse i = B—C s
0 0

! Die Winkelgeschwindigkeiten um die Figuren- und eine dazu senkrechte Achse
sind: wp = prcosd + v und p-sind = J o —wz . Die Drallkomponente senkrecht zur
Figurenachse ist B-sin§ = J -ng + oy = p+J-sind, also B = J-u. Dies in die Gleichung
fiir cop eingefithrt, gibt mit B-cos & = Jy-wy die Beziehung J wp = Jyowp 4+ J-v. Fithrt man
hier wieder ws = p-cos® 4 v ein, so erhilt man Jy-» -+ (J; — J)-p-cosd = 0. Die

2 2 2 2 .
Winkelbeziehung tg ¢ = Jia—yw—sa)::—w—" folgt aussind = EE:_A und cos & = % = J; - Zt

durch Division.
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wihrend die Resultierende aus den beiden
anderen Komponenten ng ER w?] = const
bleibt!. Infolgedessen #ndert sich auch der
Winkel 8. Nach Aufhéren des Momentes bleiben
die neuen Werte fiir den Drall, die Winkel-
geschwindigkeit usw. konstant und es gelten
wieder die in Abb. 159 dargestellten Bezie-
hungen.

p) Drehmoment parallel zur
Drallachse (M| B).
Es tritt keine Anderung in der Richtung
des Dralles, sondern nur von seiner GroBe
um A8 = [Md¢t ein. Der Anfangsdrall B,
ist entstanden durch ein Moment in Richtung
von B, und rief die Winkelgeschwindigkeit w,
hervor. Mithin wird durch 9 || B, auch nur
die GroBfe von w, getindert und nicht seine
. Richtung. Es bleiben also alle Winkel erhalten,
AbD. 161. zwangsm&’é?e%é’i?ﬁ?fel zur Figurenachse und beign Abrollen des Poinsot- Ellipsoides
andert sich nur dessen GréBe und der Ab-
stand der invariablen Ebene vom Koordinatenursprung. Fir die GroBenidnderung der
Prizessionsgeschwindigkeit und Eigenschnelle des symmetrischen Kreisels erhilt man
du dB M
dt " dt-J - J°
dv J—J, dor  J_J, dp -
T =g ,..m_.eos«,9=———J -7430819.

7) StoB senkrecht auf die Figurenachse; schneller Kreisel.
Beim schnellen Kreisel iiberwiegt die Winkelgeschwindigkeit o,
in Richtung der Figurenachse die beiden anderen Komponenten w;
bedeutend, so daB
Figurenachse so dicht beieinander liegen, daB
Winkelgeschwindigkeitsachse | man sie in einer Geraden liegend
Drallachse auffassen kann.

Durch einen StoB [ Pdt senkrecht auf die Figurenachse ent-
steht in Verbindung mit der Auflagerkraft ein Kriaftepaar, d. h. ein
auf Figurenachse und StoBkraft senkrecht stehender DrehstoB (siche
Abb. 162) f&mdt = _]‘[a-‘.B] dt = A%, der ebenfalls auf der Drall-
achse senkrecht stehend nur dessen Richtung #ndert. Nach dem Sto
filhrt die Figurenachse, die wahrend der kurzen StoBdauer ihre
Richtung nicht gedndert hat, den Gesetzen des kraftefreien Kreisels
entsprechend, eine Prézessionsbewegung um die raumfeste Drall-

Abb. 162. StoBmoment  2chse B; = By 4+ AB mit dem Offnungswinkel

senkrecht zur Figuren-
achse des schnellen Py AB f
Kreisels. = arc tg —— = arc tg aus.
B, B,

1 Die dritte Eulersche Gleichung geht wegen J, = J,=J in die dynamische Grund-

gleichung iiber: My = J5- 5., d.h. dewg = fM; cdt=
Gleichungen )

¢ . Aus den ersten beiden Eulerschen

Js
Jegg=(J — J3) 0, o0
und J
cey=(J3—J) o wg
erhilt man durch Division

wg-dw§=—w,1-dw,], d. h. aber wg-{—w‘;‘l=const.
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Jo grofer der Anfangsdrall B, war, je schneller also der Kreisel rotierte, um so enger
ist der Prazessionskegel, d. h. um so unempfindlicher ist der Kreisel gegeniiber Sto8en (nur
schwache Erzitterungen der Figurenachse).

infoige des DrehstoBes erhalt der Kreisel eine Zusatz-Drehgeschwindigkeit in Richtung
des StoBmomentes, d.h. die Figurenachse weicht senkrecht zur StoBkraft aus!. Dies
ist der Satz vom gleichsinnigen Parallelismus:

Wird auf einen schnellen Kreisel ein Storungsmoment ausgeiibt, so ist die Drehachse
bestrebt,- sich mit der Stérung in gleichsinnigen Parallelismus (d.h. gleiche Richtung
und gleicher Pfeilsinn) zu stellen.

d) Konstantes Drehmoment auf die Figurenachse ausgeiibt
(schwerer Kreisel).

Das beliebige Drehmoment (z. B. Moment des Gewichtes, wenn Schwerpunkt und Unter-
stittzungspunkt nicht zusammenfallen = schwerer Kreisel) kann in die beiden Kompo-
nenten in Richtung der Figurenachse und senk-
recht dazu zerlegt werden. Die erste Komponente
andert bei einem schnellen Kreisel (Figuren-, Drall-
und Winkelgeschwindigkeitsachse liegen praktisch
in einer Geraden) nur die GréBe der Winkelge-
schwindigkeit um die Figurenachse (sieche S.111).
Die Komponente senkrecht auf der Figurenachse
andert aber bestdndig die Richtung des Dralles
durch den Zusatzdrall (siche Abb. 163).

dB=M-dt =[a-P]-dt.

Nach der Figur ist aber auch d B =B -sina - d ¢,
mithin beschreibt der Drallvektor ¥ um die raum-
feste z-Achse einen Kreiskegel mit dem urspriing-
lichen Offnungswinkel . Die Winkelgeschwindig-

Z=raumrest

keit dieser (pseudoreguléren) Prizession ist: f
t_l;p . M I =[a- ]
dt "~ Bsina /
oder in Vektorform Abb. 163. Daunerndes Drehmoment senkrecht

zur Figurenachse.
M = [ - B] . e
Die Prizession der Drallachse (und der nahebeiliegenden Figurenachse, @ /& #) um die raum-
feste z-Achse ist dem Stérungsmoment direkt und der Winkelgeschwindigkeit des Kreises
(B ~ ®) umgekehrt verhiltig.

Die Figurenachse beschreibt, da sie mit der Drallachse nicht genau in einer Linie liegt,
um diese einen Kegel, allerdings mit sehr geringem Offnungswinkel, so daB sie um die raum-
feste z-Achse keinen exakten Kegelmantel beschreibt. Aber auch die Drallachse fiihrt keine
reine Préizession aus, da wegen des Tanzens der Figurenachse um die Drallachse auch das
an der Figurenachse angreifende Moment M =[a - P] kleine Erzitterungen ausfithrt. (Daher
der Name pseudoregulire Prizession.) Die Schwankungen der Figurenachse um die Drall-
achse, Nutationen genannt, sind (siehe S.111)

, B
r=5-
Die Nutationsgeschwindigkeit wichst mit dem Drall und ist unabhéngig von dem Stérungs-
moment.

1 Der Nachweis kann auch durch Betrachten der Geschwindigkeit des StoBSpunktes er-

bracht werden. Nach dem Arbeitssatz ist (M-w) = %—f— . Da aber IR |_ @ steht, ist die Ande-
o . . dr
rung der kinetischen Energie qr = 0 = (B-v), d.h. die Geschwindigkeit des StoBpunktes
steht senkrecht auf der StoBkraft.
Miiller, Mechanik, 8
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2

Umlaufzeit fiir Préazession des Dralles T,= ——; ,
2

Umlaufzeit fiir Nutation der Figurenachse T'w = 77,[ ,

T ! B2?.gin
Anzahl Nutationen bei einem Prizessionsumlauf n = 51——”— B _ST-sma
o u M.J

Fiir einen schnellen Kreisel ist dieses Verhiltnis (n ~ B?) groB.

b) Reguliire Prizession aufgezwungen, Triigheitswiderstand des Kreisels
(Kreiselmoment) gesucht.

«) Symmetrischer Kreisel.
Wird dem Kreisel von der Eigenschnelle » eine regulare Prazession u aufgezwungen, so
ist das dafiir erforderliche Drehmoment I bzw. das widerstehende Trigheitsmoment des
Kreisels (das Kreiselmoment) iz (siche
Abb. 164)1
Me=—M
=[17-;2]-{J3+(J3-J)- & -cosﬁ},

| Mg| =v-p-sind-J; + (Js-—J)--‘:L -cosﬁ}
=Mz1+ Mg,

Kreiselmoment im engeren Sinne:

Mgi=J;-v-pusind.
7 & My, = rechtshindiges Koordinatensystem,
d.h. Mg, = Richtung der negativen Knoten-
linie (siehe Abb. 166).

-\

Hochstwert fir <C & = < ¥y = 90°, d. h. Pri-
zession y steht senkrecht auf der Figurenachse ».
Schleudermoment:

Abb. 184. Entstehung des Kreiselmomentes SRx Mgo=p?-1s8in2d-(Jg—J).
bei aufgezwungener Prizessionsbewegung u. . . .
Es ist unabhingig von der Kreiselbewegung

(Eigenschnelle ») und tritt bei jedem Korper als Wirkung der Fliehkrifte auf2,
Héchstwert: Mupo= Myypee fir <0 =5 5 — 45%

1Es ist M-dt= B-sina-y-dt und Bsina
= By-siné® — Bg-cos®. Mit Br=J; o=
Ja(peos & +4-v)und By = B-sin f = J-wg = J - p-sind
(beim kriftefreien Kreisel ist « = 0, d. h. =49,
mithin gilt dort B; = B-sin® und B = J-u, siehe
S.111)erhalt man M=y -sin 3 {J5-v-4(Js—J) - cos 9}
wie oben angegeben.
2 DieFliebkrafte sind Fy = m,+b,, = m,-a,sind- u?
2 2 2 2 2
und ihre Momente (siehe Abb.165)
cos
M% = ?2-F%-a%- gin 7+
Mithin ist das resultierende Moment
Mgs=—2+-m-a3pu2-sindcos 9
+ 2emy-a-u?-sind-cos P

Abb. 165. Entstehung des Schleuder- .
momentes aus den Flichkriften. oder ng = (Ja — J) /42 - sin & cos 9. (FOl‘tS. S. 115)
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Kleinstwert: Mgy =0, wenn 1. <C 8 = 0, d.h. Figurenachse { mit der Prizessions-
achse p zusammenfillt.

2. wenn L # = 909, d. h. Figurenachse senkrecht auf der Prizessionsachse steht.

In beiden Fallen ist die Priizessionsachse eine Hauptachse des Kreisels.

3. Jy=J=J,; = J,, d.h. der Kreisel ist ein Kugelkreisel.

Richtung: Das Schleudermoment versucht immer, die Achse mit dem gréSten Trig-
heitsmoment zur Drehachse (u) zu machen.
Gesamtkreiselmoment Mg = Mgy -+ Mzq =10, d.h.

{}=0=J3-v+ (J3—J) - p-cos P

die Bedingung fiir die regulire Prazession eines kriftefreien Kreisels ist erfiillt (vgl. S. 111).

B) Schneller symmetrischer Kreisel.
Die Eigenschnelle » ist bedeutend gréBer als die Prazessionsgeschwindigkeit x, also auch
v-u>p? d.h. das Schleudermoment verschwindet gegeniiber dem eigentlichen Kreisel-

rooment Mge Mgi—v-p-Jy-sind

m S [’17 . ‘17] .. 8-
in Richtung der negativen Knotenlinie (siche Abb. 166).

oder in Vektorform

9) Unsymmetrischer Kreisel.
Aus den Eulerschen Momentengleichungen (sieche S. 109) und den kinematischen
Eulerschen Gleichungen (siehe 8. 57) folgt fiir die Komponenten des Kreiselmomentes
in der Projektion auf die Knotenlinie, Querachse und Figurenachse (sieche Abb. 1661).

Abb. 166. Lage von Knoten-, Quer- und Figurenachse zum raumfesten Koordinatensystem zyz.

Der Drehsinn des Momentes ist fir J3=J (abgeplatteter K_reisel) 1:echts-
gestreckter links-

Schleudermoment ist also bestrebt, die Achse mit dem groBten Trigheitsmoment zur Dreh-
achse zu machen.
. ! Fir die Eulerschen Winkelgeschwindigkeiten erhdlt man mit y =+, v=¢ und
% = 0(u, 7, o liegen in einer Ebene)
wp=—p-sind.cosp,
oy =-p+sind.sing,
wrp= pe-cosd4yp
und da u, #, ¥ = const und ¢ =  ist, sind die Winkelbeschleunigungen
gg=-}pu-v-sind.sing,
gy =-u-v-sind-cos g,
eg=0.
Diese Beziehungen werden in die Eulerschen Momentengleichungen eingesetzt und
geben mit der Umformung
M gpoten = My - sin @ —i—M,]-cosq) und Mgy = — Mg+ cos ¢ -{—M,I-sin(p
die auf S. 116 angegebenen Gleichungen.

herum, das

8*
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MKnoun=+K2'COS2(p —Kl,

MQW =+K2'Si112¢,

.MF{gur =%3=—K3-sin2tp,
hierbei bedeuten:

d) Schneller, unsymmetrischer Kreisel (»> u).
Ki=p-v-sind.J,,
Key=3%p-v-sind-(J; —Jy),

K;=0,
d. h. Mxmm=u-v-sin19-{—J3+J1;J2-cosz(p},
M oer =lu-v-sin19-J1—J2 -sin2¢,

Fiar J; = J, erhilt man die Gleichungen fiir den schnellen, symmetrischen Kreisel
(vgl. Abschnitt b g).
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