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Vorwort. 

Das vorliegende Biichlein gibt im wesentlichen die Vor
trage iiber elementare Mechanik wieder, die ich in einem vom 
Kommando des k. u. k. Fliegerarsenals in Wien ins Leben ge
rufenen und zur Einfiihrung von Offizieren in den technischen 
Dienst bestimmten Kurs gehalten habe; es sollte urspriinglich 
nur als Lehrbehelf zur Erganzung der miindlichen Vortrage 
dienen und in kurzer und elementarer Darstellung die wich
tigsten Grundlehren der Mechanik bringen,. die fiir das Ver
standnis der sich daran anschlieBenden - gleichfalls elemen
taren - Vortrage iiber Festigkeitslehre und Flugtechnik im 
besonderen (Motorenkunde, Flugzeugstatik, Fluglehre usw.) un
entbehrlich sind, diirfte aber auch iiber diesen Rahmen hinaus 
fiir ahnliche Zwecke willkommen sein. Der Absicht, nur ganz 
elementare Hilfsmittel zu verwenden und damit doch mog
lichste Strenge zu vereinigen, verdankt das Biichlein seine Ent
stehung und seine ganze Anlage. Von Zitaten ist vollstandig 
abgesehen worden; sie wiirden den Lernenden von dem ersten 
Lehrziele vielleicht nur abziehen und dem Kenner doch nichts 
N eues sagen konnen. 

GroBes Gewicht ist auf die Durchfiihrung der vorkommen
den Zahlenrechnungen und auf Hervorhebung der Dimensionen 
der einzelnen GroBen gelegt worden, Dinge, die dem Anfanger 
erfahrungsgemaB stets die groBten Schwierigkeiten bereiten. 

Fiir die Durchsicht der Handschrift sage ich auch bier 
Herrn Professor Kamillo Korner meinen verbindlichsten Dank. 

Wi en, am 15. Mai 1917. 

poschl. 
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Einfiihrnng in die Mechanik. 
1. EinJeitung. Die Mechanik beschaftigt sich mit der 

Untersuchung und Beschreibung der Bewegung und des Gleich
gewichtes der Korper, 

Die Bewegung eines Korpers wird beschrieben durch An
gabe der Lagen, die er im Laufe derselben einnimmt, und der 
Zeiten, zu denen er diese Lagen erreicht. 

Wir miissen also zunachst die Begriffe kennen lernen, die 
man fUr diese Beschreibung braucht: d. s. Weg und Zeit und 
die daraus abgeleiteten: Geschwindigkeit und Beschleuni
gung; ferner auch die Begriffe zur Kennzeichnung der Um
stande, die eine Bewegung bestimmen und die nach unserer 
Erfahrung auf eine Bewegung EinfluB haben. Wir kommen 
so auf den Begriff der Kraft, der als einer der wichtigsten 
Grundbegriffe der Mechanik anzusehen ist. 

Ein wichtiger Sonderfall der Bewegung ist der des Gleich
gewichtes; mit ibm werden wir uns besonders eingehend zu 
beschaftigen haben. Der Teil der Mechanik, d(lr sich mit der 
Frage des Zusammenwirkens (Zusammensetzung und Zer
legung) der Krafte und mit dem Gleichgewicht der Krafte 
beschaftigt, heiBt Statik. 1m Gleichgewicht befindet sich z. B· 
ein Flugzeug, das sich geradlinig mit gleichbleibender Geschwin
digkeit bewegt. 

Als weitere Begriffe, die wir insbesondere fiir die An
wendungen brauchen, sind zu nennen: Arbeit und Leistung; 
mit ihnen werden wir uns in der Dynamik beschaftigen. 
Dieser Zweig der Mechanik betrachtet die Bewegung der Korper 
unter dem EinfluB der auf sie einwirkenden Krafte. 

Bei der Betrachtung der Bewegung der Korper geniigt es 
zunachst vorauszusetzen, daB sie dabei ihre Form· nicht andern, 
man spricht dann von festen oder starren Korpern. 

Poschl, Mechanik. 1 



2 Bewegungslehre. 

AIle Fragen, die sich mit der Berechnung der Trag
konstrukticnen und mit der Ermittelung von deren Ab
messungen beschaftigen, werden in der Festigkei.tslehre be
handelt. Es muB dabei die Annahme der Starrheit fallen gelassen 
J;nd beriicksichtigt werden, daB die Karper unter den Be
lastungen nachgeben, und es ist vorzusorgen, daB diese Nach
giebigkeit ein bestimmtes zulassiges MaB nicht iiberschreitet. 

Mit der Untersuchung der Bewegung und des Gleich
gewichtes von Wasser und anderen Fliissigkeiten oder Luft 
und anderen Gasen befaBt sich die Mechanik der fliissigen 
bzw. der gasfarmigen Karper. 

2. Gliedernng des 8toffes. Die vorliegende Einfiihrung be
handelt nur die sog. starre Mechanik, d. i. also die Me
chanik der festen oder starren Karper, und zwar nach 
folgender Gliederung: 

A. Bewegungslehre. 

B. Statik, d. i. die Lehre von der Zusammensetzung der 
Kriifte mit dem wichtigen Sonderfall des Gleichgewichtes. 

C. Dynamik. 

A. Bewegungslehre. 
3. Allgemeines. Bewegung ist Ortsveranderung. Wir 

beginnen damit, die einfachsten FaIle solcher Ortsveranderungen, 
die uns die Natur bietet und die in der Technik vorkommen, 
zu betrachten; es sind dies: die gleichfarmige Bewegung, 
die gleichfarmige Drehbewegung, die gleichmaBig be
schleunigte (z. B. der "freie Fall" im luftleeren Raum) und 
die gleichmaBig verzagerte Bewegung (z. B. der "Wurf nach 
aufwarts"). 

Um die stoffliche Beschaffenheit des Bewegten wollen wir 
uns vorerst gar nicht kiimmern; das "Bewegliche" sei also 
irgend ein beliebiger Karper. 

Nach der Beschaffenheit der Bahnen unterscheidet man 
geradlinige und krummlinige Bewegungen. 

Bei gewissen einfachen Bewegungen der Karper durch
laufen aIle Punkte kongruente Bahnen; kennt man dann 
die Beweg,ung eines Punktes, so sind damit auch die Be-
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wegungen aller iibrigen Punkte gegeben, wobei der Korper 
eine ganz beliebige Gestalt haben kann; so wird z. B. die Be
wegung eines Flugzeuges in gerader Bahn durch Angabe der 
Bewegung eines Punktes vollstandig gekennzeichnet sein. Dies 
trifft immer dann zu, wenn keine Drehungen vorkommen, 
wenn also der Korper, wie man etwa sagen kann, zu sich 
selbst parallel bleibt. Solche Bewegungen nennt man 
Translationen. 

I. Gleichformige Bewegung. 
Die einfachste Bewegung, die wir uns vorstellen konnen, 

ist offenbar die, bei der wahrend ihres ganzen Verlaufes in 
gleichen Zeiten gleiche Wege stets in derselben geraden Linie 
zuriickgelegt werden; man nennt sie die gleichformige Be
wegung. 

4. Geschwindigkeit. Urn ein MaB dariiber zu erhalten, 
wie schnell sich der Korper in der geraden Linie fortbewegt, 
und damit diese Aussage in eine festere Form zu fassen, be
trachten wir die Wege, die in aufeinanderfallenden Sekunden 
(abgekiirzt sek, ferner min fUr Minute, Stde fiir Stunde) zuriick
gelegt werden undsagen, bei einer gleichformigen Bewegung 

A 8 C fl £' 
9 r ? c r-I 
I I I I I 

~c "I", C ~ 1 ~ C 3'1:::::. C ----..J 

Abb. 1. 

legt der Korper in jeder Sekunde den gleichen Weg zuriick. In 
Abb. 1 seien z. B. A B = Be = CD = ... = c die in aufeinander
folgenden Sekunden durchlaufenen Wege. Die Wege wollen 
wir dabei (wie jede Lange) in Metern (abgekiirzt m) oder in 
Kilometern (abgekiirzt km, 1 km = 1000 m) messen. Je groBer 
dieser in jeder Sekunde zuriickgelegte Weg ist, urn so schneller 
bewegt sich der Korper. 

Diesen in einer Sekunde zuriickgelegten Weg nennt man 
die Geschwindigkeit dellt gleichformigen Bewegung; wir be
zeichnen sie mit c. Die Geschwindigkeit gibt uns also eine 
Verkniipfung des Weges und der Zeit, die zu dessen Durch
laufen notig ist. Da c der Weg inder Zeiteinheit, also in 1 sek 

1* 



4 Bewegungslehre. 

ist,. so ist der Weg nach 2 sek gleich 2 e, nach t sek ist er 
gleich te. 

Bezeichnen wir diesen Weg nach t sek mit s, so konnen 
wir schreiben: 

s=e·t ..... . . . (1) 

und sagen: Der Weg nach t sek ist gleich dem Produkte aus 
Geschwindigkeit e und dieser Zeit. Offenbar gilt diese Be
ziehung auch dann, wenn t keine ganze Anzahl von Sekunden 
betragt, also auch z. B. fiir t = 2,42 sek. Den Weg s messen 
wir, wie gesagt, in m, die Zeit t in sek; man sagt, die Di
mension von s ist die einer Lange und von t die einer Zeit. 

5. Dimension. Wenn es sich nur um die Festsetzung der 
Dimension der eingefiihrten GroDen ohne Riicksicht auf den 
besonderen Zahlenwert handelt, so wollen wir diese in eckige 
Klammern einschlieDen und schreiben also: 

[s] = [Lange] = Em] 
It] = [Zeit] = lsek] , 

was nichts anderes ausdriicken soIl, als daB eben seine Lange' 
und t eine Zeit bedeutet. 

Bei vielen GroDen, die in der Technik auftreten, ist wie 
schon bei diesen einfachsten zu beachten, daB sie nicht durch 
einen reinen Zahlenwert angegeben werden konnen, sondern 
daB diesem Zahlenwert stets die betreffende Dimension bei
gefiigt werden muD. 

1m Laufe unserer Betrachtungen werden wir aber auch 
GraBen begegnen, die reine Zahlen sind, also keine Dimension 
haben; man nennt sie dimensionf\lose GraBen oder Bei
werte, auch Ziffern. Hierzu gehoren z. B. der "Beiwert" 
in der Formel fiir den Luftwiderstand, die sog. Reibungsziffer, 
u.a.m. 

Welche Dimension hat nun die Geschwindigkeit? 
Um diese.Frage zu beantworten, lOsen wir die Gleichung (1) 

nach e auf und schreiben: 
s 

e=t,e . ........ (2) 

und wir werden als Geschwindigkeit den Quotienten von Weg 
und Zeit erhalten, daher wird auch die Dimension der Ge-
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sehwindigkeit "Weg: Zeit" sein, also in unseren obigen "Ein
heiten": 

[ ] [G h · d' k . ] [Lange] [ m] 
c = esc WIll 19 mt = [Zeit] = [sek]' 

wofur wir aueh kurzer sehreiben: m/sek. 
Es ergibt sieh ofIenbar: c = 1 mIsek, wenn s = 1 m und 

die dazugehorige Zeit t = 1 sek ist; in diesem Fane erhalten 
wir also die Gesehwindigkeitseinheit. Ein Korper, der die 
Streeke von 1 m in 1 sek durchlauft, hat also die Gesehwindig
keit 1 mjsek. 

Es moge hier darauf hingewiesen werden, daB die Di
mensionsbetrachtungen bei allen teehnisehen Rechnungsansatzen 
als K 0 n t roll e n verwendet werden. 

6. MaBsysteme. Man sieht, daB die Geschwindigkeit schon 
durch die fUr Weg und Zeit gewahlten Einheiten gemessen 
werden kann; die Wahl einer neuen, von jenen unabhangigen, 
Einheit ist unnotig und ware ganzlich unbegrundet. EiRe 
ahnliche Sachlage werden wir in vielen anderen Fallen wieder
finden; in der Physik wird gezeigt, daB aIle dort uberhaupt 
vorkommenden GroBen durch "drei Grundeinheiten" aus
gedruckt und von dies en abgeleitet werden konnen. Zwei von 
diesen drei Grundeinheiten sind in allen Fallen die oben fest
gelegten fur Lange und Zeit, entsprechend dem Umstande, 
daB Raum und Zeit die Grundformen unserer ganzen wissen
sehaftlichen Erkenntnis der Naturerseheinungen sind. 

Die fehlende dritte Grundeinheit wird eine solche sein, 
die fur den Korper in irgendeiner Weise kennzeichnend ist; 
spater werden wir begrunden, daB als diese dritte Grundeinheit 
entweder die fur die Kraft oder die fur die Masse an
genommen wird. 

In der Technik ist es ublich, die EinlIeit fur die Kraft 
als dritte Grundeinheit zu wahlen; das MaBsystem, das auf 
den Einheiten fur Lange, Zeit und Kraft aufgebaut ist, 
heiBt das technische MaBsystem. 

(In der Physik wird vielfach das "physikalisch~" oder 
"absolute MaBsystem" verwendet, bei dem die Einheiten fur 
Lange, Zeit und Masse zugrunde gelegt werden: aus denen 
gleiehfalls alle anderen abgeleitet werden konnen.) 



6 Bewegungslehre. 

7. Zeichnerische (graphische) Darstellung. Zur iibersicht
lichen Darstellung des Zusammenhanges zweier GroBen werden 
in allen Zweigen der Technik sog. Schaulinien (Diagramme) 
verwendet, d. S. geometrische Bilder der durch die auf
tretenden Gleichungen festgelegten Beziehungen. Aber auch 
wonn sich die Beziehungen rechnerisch gar nicht oder nur in 
umstandlicher Form verfolgen lassen, erweisen sich solche 
graphische Bilder oft als auBerordentlich vorteilhaft. Wir 
werden derartigen Darstellungen oft begegnen. 

Fur die gleichformige Bewegung wachst der Weg 8 

nach Gl. (1) proportional mit der Zeit t. Wenn man langs 
einer Achse eines Achsenkreuzes (Abb. 2) die Zeiten t und 
nach der zweiten die Wege 8 (in vorgewahlten MaBstaben) 
auftragt, so wird del' Zusammenhang diesel' beiden GroBen 
durch eine Gerade gegeben, die durch den Ursprung 0 hin
durchlauft; man nennt sie die Weg-Zeit-Linie. 

Abb.2. 

c 

t 
c c 

n+---'-~---O--___ t o t 

Gesc/Jwilld(j'lreli-Ze/t-Lillie 

Abb.3. 

Die Tangente des N eigungswinkels a diesel' Linie gegen 
die x-Achse ist ein MaB fUr die Geschwindigkeit c, denn es ist 

8 1 281 tga--- -- --- - c - t] - 2'1 - ... - . 

Die Geschwindigkeiten-Zeit-Linie solI ebenso die Ab
hangigkeit del' GroBe c von t zur Darstellung bringen; da c 
fUr die gleichformige Bewegung unveranderlich ist, so wird 
die gesuchte Linie eine zur t-Achse parallele Gerade sein, 
Abb. 3; fur aIle t muB sich das gleiche c ergeben. 
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8. Bewegungsaufgaben fiir die gleichformige Bewegung. 
Sind zwei von den drei GroBen s, c und t gegeben, so kann 
die dritte berechnet werden; der Zusammenhang ist durch die 
G1. (1) festgelegt. Wir erhalten folgende drei Arten von Auf
gaben: 

a) Gegeben: c, t, gesucht ist s. Die Losung ist durch 
01. (1) gegeben. 

Beispiel 1: Ein Flugzeug besitzt die Geschwindigkeit 
c = 48 mjsek, welche Strecke legt es in 1 Stunde zuruck? 

Da der Weg in 1 sek 48 mist, so ist der nach der Zeit 
t = 1 Stde = 3600 sek zuruckgelegte Weg 

s= c·t= 48· 3600 = 172800 m= 172,8 km. 

b) Gegeben: s, t, gesucht ist c. Die Losung gibt G1. (2). 
Beispiel 2: Ein Flugzeug legt eine Strecke von 2824 m 

in 1 min 25 sek = 85 sek zuruck; wie groB ist die Geschwin
digkeit? 

Aus G1. (2) folgt sogleich 

s 2824 
c = i = 85 = 33,2 mjsek. 

Tatsachlich wird die Geschwindigkeit eines Flugzeuges (bei 
Wind stille ) einfach dadurch bestimmt, daB eine Strecke von 
bestimmter Lange (Stoppstrecke) in unveranderlicher Rohe uber
flogen und die hierfiir erforderliche Zeit "abgestoppt" wird. 

In der Flugtechnik wird meist nicht die Geschwindigkeit c 
in mjsek, sondern es wird die Zahl der Kilometer angegeben, 
die in der Stunde durchflogen werden; diese letztere Geschwin
digkeit wollen wir mit C kmjStde bezeichnen. 

Die Beziehung zwischen C und c erhalten wir, wenn wir 
aus c, d. i. der Weg in 1 sek, ahnlich wie in Beispiel 1, den 
Weg in 1 Stde = 3600 sek berechnen. Der Weg in 1 Stde ist 

3600 
3600·c m = ---ckm= 3,6·ckm, 

1000 
d. h. C kmjStde = 3,6· c (c in mjsek!) '" (3) 

Beispiel 3: Die Geschwindigkeit eines Flugzeuges ist 
45 mjsek, wie graB ist die Geschwindigkeit in km/Stde? 

Nach Gl. (3) ist, da c = 45 mJsek: 
C = 3,6·45 = 162 km/Stde. 



8 Bewegungslehre. 

Beispiel 4: Wie groB ist die Geschwindigkeit eines Flug
zeuges in misek, das in 1 Stde 200km durchfliegt? Das Er
gebnis folgt durch Auf16sung von Gl. (3): 

C 200 
c = - = -- = 55,5 m/sek. 

3,6 3,6 

c) Gegeben: 8, c, gesucht ist t. Die gesuchteZeit 
rechnet sich einfach durch Auflosung von Gl. (1) nach t: 

8 
t=- . 

c 
. . . (4) 

Beispiel 5: Ein Kraftwagen besitzt eine Geschwindigkeit 
von 60 km/Stde; wie lange braucht er, um eine Strecke von 
200 km zuriickzulegen? Die gesuchte Zeit ist 

t = 26~0 Stdn = 3,33 Stdn = 3 Stdn 20 min. 

AIle diese, wie auch die folgenden Zahlenrechnungen 
konnen mit dem Rechenschieber mit hinreichender Genauig
keit ausgefiihrt werden. 

9. Einige vorkommende Geschwindigkeiten. 

Bezeichnung 

Schwacher Wind 
Frischer Wind . 
Brise •..... 
Sturm .... . 
Orkan .... . 
Infanterie im Marsch 
InfanteriegeschoB . . 
Schnellzug . . . . . 
Flugzeuge ..... 
Schall in der Luft . 
Licht und Elektrizitat 

c m/sek C km/Stde 

1,0 
2,0 

10-12 
25-30 

iiber 40 
1,4 5 

urn 620 
22-28 80-100 
42-56 150-200 

333 I 
300 Millionen 

II. Gleichformige Drehbewegung. 
10. Geschwindigkeit, Drehzahl. Wenn ein Korper sich 

um eine feste Gerade (Achse) so dreht, daB jeder Punkt in glei
chen Zeiten gleiche Winkel durchlauft, so sprechen wir von 
einer gleichfOrmigen Drehbewegung. Jeder Punkt des Korpers 
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durchliiuft dann eine kreisfOrmige Bahn, deren Mittelpunkt in 
der Achse liegt. "In Abb. 4 ist ein solcher Kreis in der Drauf
sicht gezeichnet, der Punkt, der ihn beschreibt, sei A, der 
Mittelpunkt des Kreises 0 und ferner sei 0 A = r, in m aus
gedriickt. 

Die Lange des in der 
Zeiteinheit durchlaufenen 
Weges bezeichnen wir als 
die Umfangsgeschwin
digkeit oder kurz als die 
Geschwindigkeit v des 
Punktes A; sie wird wieder 
in mfsek ausgedriickt. 

Die Anzahl der Um
drehungen, die der be
treffende K6rper in 1 min 
ausfiihrt, die Drehzahl, 
wollen wir stets mit n be-
zeichnen. Zum Beispiel sagt 
man kurz, die Drehzahl 
eines Flugmotors ist 1400. 

,----7' 

Abb.4. 

Zwischen den Gr6Ben v, r und n besteht eine 
Beziehung, die wir sogleich aufstellen wollen. Es ist 

der Weg bei einer U mdrehung = 2 r n , 

daher der Weg in 1 min, d. i. 

bei n Umdrehungen 

folglich der Weg in 1 sek 

=2rn·n, 
2rnn 

60 

/ 

/ 1I 
/ 

wichtige 

dies ist aber nichts anderes als die Geschwindigkeit v, daher ist 

2 rnn rnn 
v=60= 30 •...•.. (5) 

Bezeichnen wir den Durchmesser des Kreises mit d, also 
d = 2 r, so k6nnen wir G1. (5) auch schreiben 

dnn 
v = 60 . . . . . . . . • (6) 

Beispiel 6: Wie groB istdieUmfangsgeschwindigkeit einer 
Luftschraube von d = 280 cm Durchmesser bei Drehzahl 140m 
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Aus (6) folgt: 

28'11,·1400 
v = -'-.60- = 205,2 mjsek. 

1st v und r gegeben, so kann man umgekehrt n durch 
Auflosung von (5) berechnen; es ergibt sich: 

30v 
n=-- .. 

rn 
. . . • . . (7) 

11. Darstellung der Geschwindigkeit durch eine Strecke. 
Zur anschaulichen Darstellung der Geschwindigkeit des Punktes A 
zeichnen wir, wie Abb.4 zeigt, beriihrend an den Kreis eine 
Strecke A v, deren GroBe der Geschwindigkeit v des Punktes A 
proportional ist. 

Bei der Drehbewegung schreitet jeder Punkt A langs des 
Kreises vorwarts, man sagt, die augenblickliche Bewegungs
richtung ist die Richtung der Tangente an den Kreis; wie bei 
jeder krummlinigen Bewegung andert sich natiirlich diese Rich
tung in jedem Augenblicke. 

Die Strecke, die die Geschwindigkeit des Punktes A dar
stent, Av, wird also in der Bewegungsrichtung des Punktes 
aufgetragen. 

Man beachte, daB v in m/sek angegeben wird; will man 
also z. B. die Geschwindigkeit von 200 mjsek auftragen, so muB 
man einen MaBstab wahlen, was willkiirlich geschehen kann, 
z. B. 100 mjsek Geschwindigkeit = 2 cm der Zeichnung, dann 
wird man die 200 mjsek entsprechende Strecke gleich 4 cm 
lang zu machen haben. 

Bei der geradlinigen gleichformigen Bewegung ist es offen
bar auf ganz· dieselbe Weise moglich und oft sehr vorteilhaft, 
die Geschwindigkeit c durch eine Strecke darzustellen, die ihre 
Richtung natiirlich nicht andert. Insbesondere bei der Frage 
der Zusammensetzung von Bewegungen (Punkt 24 ff.), auf die 
wir gelegentlich der Bestimmung der Eigengeschwindigkeit eines 
Flugzeuges bei V orhandensein von Wind einzugehen haben, wird 
sich dies als auBerordentlich niitzlich erweisen. 

12. WinkeJgeschwindigkeit. Die Geschwindigkeit eines 
im Abstande 1 m von der Achse 0 befindlichen Punktes E, 
OE= 1 m, nennt man die Willkelgesf1h windigkeit der Dreh-
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bewegung, w. Die Winkelgeschwindigkeit ist die Lange 
des von einem Punkte im Abstande 1 m von der Dreh
achse in 1 sek durchlaufenen Bogens. 

Setzt man in Gl. (5) r = 1, so folgt: 

Jrn 
W=--

30 

Die Geschwindigkeit v des Punktes A ist sodann 

v=r·w, 

(8) 

(9) 

d. h. gleich dem Produkte aus seinem Abstand von der 
Achse und der Winkelgeschwindigkeit. 

Die Winkelgeschwindigkeit w folgt aus (9) mit 

v 
W=-, 

r 
. . . (10) 

i1lso dadurch, daB man die Geschwindigkeit v durch den Ab
stand r (eine Lange!) dividiert; daraus folgt, daB die Dimen
sion von w und auch von n llZeit sein wird. Tatsachlich 
sagen wir ja au'ch: n ist die Anz~hl der Drehungen in 1 min 
und w der in 1 sek durchlaufene Kreisbogen vom Halbmesser 1. 

Beispiel 7: Besitzt der K6rper die Drehzahl n= 60, 
macht er also in 1 sek gerade eine Umdrehung, so folgt aus (7) 

w=2Jr, 

d. h. der in der sek zuriickgelegte Weg ist gleich dem Umfang 
des Kreises vom Radius 1. -- Wann hat ein K6rper die Winkel
geschwindigkeit w = 1 ? 

Beispiel 8: Ein Schwungrad hat die Drehzahl n = 200 
und den Durchmesser 3,5 m; wie groB ist die Umfangsgeschwin
digkeit v und die Winkelgeschwindigkeit w? 

Aus (6) folgt 

und aus (8): 

35· Jr. 200 
v = -'----- = 36,6 m/sek 

60 

Jr. 200 36,6 
w=----=-·=2091/sek. 

30 1,75 ' 

Natiirlich ist v = rw. 
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Beispiel 9: Mit welcher Drehzahl muB eine schmiede
eiserne Welle von d = 80 mm Durchmesser gedreht werden, 
damit die Geschwindigkeit des Werkzeuges 200 mm/sek betrage? 

Aus GI. (7) folgt sogleich 

30v 30·0,2 
n=-=--=48 (in 1 min). 

rn n·0,04 
Die Geschwindigkeit v des Punktes A ist urn so groBer, 

je groBer r ist. Betrachtet man auBer A noch einen Punkt B, 
OB = r l , desselben Korpers, und bezeichnet seine Geschwindig
keit mit vl ' so ist 

daher 

rnn 
V=--

30 ' 

v r 
Vl r l 

(11) 

d. h. die Geschwindigkeiten zweier Punkte A und B des 
sich mit der Drehzahl n drehenden Korpers verhalten 
sich wie die Abstande von der Achse. 

Tragt man die Geschwindigkeit vl des Punktes B, der 
mit A auf demselben Halbmesser liegen moge, ebenfalls in 
seiner Bewegungsrichtung, d. h. senkrecht zum Radius auf, so 
liegen die Endpunkte in einer Geraden durch 0, Abb. 4. 

13. Anwendung auf den Riemen- und Seiltrieb. Der 
Riemen- oder Seiltrieb (Abb.5) dient dazu, mechanische Arbeit 

Abb.5. 

von einer Welle auf eine andere zu iibertragen. Ein solcher 
Trieb wird in der Weise ausgefiihrt, daB auf die beiden Wellen 
je eine Scheibe fest aufgesetzt wird; urn diese wird ein Riemen 
oder ein Seil unter entsprechender Spannung herumgelegt. Eine 
Scheibe ist die treibende, die andere die getriebene. 
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Bei der Bewegung eines solchen Triebes wird sich der 
Riemen weder stauen, noch dad seine Lange wesentlich zu
nehmen. Mechanisch driickt sich dies dadurch aus, daB die 
Geschwindigkeit fUr aIle Punkte des Riemens oder Seiles die
selbe sein muB; d. h. die Umfangsgeschwindigkeiten v beider 
Scheiben sind gleich groB. Bezeichnen wir die Durchmesser 
der beiden Scheiben mit dl = 2 rl und d2 = 2 r2 und die Dreh
zahlen mit n1 und n2 , so erhalten wir nach Gl. (6) 

dl :n n1 d2 :nn2 

v=60=60' 
d. h. 

oder (12) 

Die Drehzahlen verhalten sich also umgekehrt wie 
die Durchmesser (oder Halbmesser) der Scheiben. 

Sind wl und w2 die Winkelgeschwindigkeiten der beiden 
Scheib en, also nach Gl. (8) 

so gilt auch 
W l nl d2 r2 

w2 n2 dl r 1 

(13) 

Die Winkelgeschwindigkeiten verhalten sich wie 
die Drehzahlen der Scheib en. 

14. Ubersetzungsverhiiltnis. Darunter versteht man 
das Verhaltnis der Drehzahl der getriebenen zur Dreh
zahl der treibenden Scheibe; wir bezeichnen es mit cp; 
also ist 

Drehzahl der getriebenen Scheibe 
cp = Drehzahl der treibenden Scheibe' 

d. h. nach (13) 

d. h. es ist 
Durchmesser der treibenden Scheibe 

cp = Durchmesser der getriebenen Scheibe . 

(14) 
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a) 1st n2 groBer (Zeichen » als nl' so spricht man von 
einer Obersetzung ins Rasche; fUr sie gilt 

IJ? > 1, n2 > nl' d1 > d2 , (15) 
d. h. bei einer Obersetzung ins Rasche ist die treibencle 
Scheibe groBer als die getriebene. 

b) Wenn nun umgekehrt n2 kleiner (Zeichen <) als 1'1 , 

so spricht man von einer Dbersetzung inE'! Langsame; es ist 

IJ? < 1, nz < nl' d1 < d2 , U 6) 
d. h. bei einer Obersetzung ins Langsame ist die trei
bende Scheibe kleiner als die getriebene. 

15. Reibungs- nnd Zahnrader. Ganz ahnliche Beziehungen 
wie fUr den Seiltrieb gelten auch fUr die Reibungs- und 
Zahnrader (Abb. 6 u. 7), die ebenfalls den Zweck haben, Be
wegung von einer Achse aufeine andere zu iibertragen. 

Ire/bend 
Abb.6. 

Bei den Reibungsradern ist es 
die am Urn fang der Raderwirkende 
Reibungskraft, die das Mitnehmen 
des getriebenen Rades durch das 
treibende besorgt; um die Reibung 
zu erzeugen, werden die beiden 
Rader durch Druck auf ihre Achsen 
aneinandergepreBt, UIid urn eine 
moglichst groBe Reibung zu er

halten, werden manchmal die Umfange der beiden Rader mit 
rauhen Materialien (Leder u. dgl.) iiberzogen. 

Auch hier folgt die Beziehung der Drehzahlen zu den 
Durchmessern durch Gleichsetzen der Umfangsgeschwindigkeiten 
der beiden Rader; solI eine sichere Bewegungsiibertragung er
zielt werden, so muB ja ein Gleiten der Radumfange gegen
einander ausgeschlossen sein. 

Bei den Zahnradern wird diese Dbertragung der Be
wegung dadurch erzwungen, daB die beiden Rader mit Zahnen 
ausgeriistet werden, die ineinander eingreifen. Die Formgebung 
der Zahne' wird nach bestimmten Methoden durchgefUhrt, cler 
Eingriff erfolgt derart, daB die Teilkreise (Abb. 7), auf die 
die Zahne aufgebaut werden, gleichfOrmig aufeinander abrollen. 
Die Bezeichnungen "Kopfkreis" und "FuBkreis" sind aus der 
Abbildung unmittelbar verstandlich. 
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Durch Gleichsetzen der Umfangsgeschwindigkeit folgt (wie 
beim Riementrieb) 

dl n ni d2 n n2 

v=60=60-' 

also das Dbersetzungsverhaltnis: 

n2 dl r l cp=-=-=-
ni d2 r2 

/(op/lrreis 
Tellkreis 

,Ft(jSkrels 

Ireibel7d 
Abb.7. 

(17) 

kllkreis 

getriebel7 

Bei den Zahnradern kann dieses Dbersetzungsverhaltnis 
auBer durch die Drehzahlen und Durchmesser auch noch durch 
die Zahnezahlen ausgedriickt werden. 

Man nennt die Entfernung zweier benachbarter Zahne, auf 
den Teilkreisen gemessen, die TeiIung t; sie ist fUr jedes Paar 
ineinandergreifender Zahnrader gleich groB. Bezeichnen wir nun 
mit ZI die Zahnezahl des treibenden, mit Z2 die des getriebenen 
Rades; beim treibenden Rad liegen am Umfang ZI Zahne, je 
2 von ihnen sind urn t voneinander entfernt, d. h. es ist 

ebenso 

d. h es ist 

dIn =ZI t} 
d2 n= Z2 t 

dl Zl 

d2 Z2 

(18) 

und das Dbersetzungsverhaltnis fiir ein Paar von Zahnradern: 

n2 w 2 dl r 1 Zl 
cp=-=~=-=-=.--

"nl" WI d2 r2 Z2 
(19) 
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Das Dbersetzungsverhii.ltnis wird hier also auch ausgedriickt 
<lurch 

Zahnezahl des treibenden Rades 
qJ = Zahnezahl des getriebenen Rades' 

Urn fUr die Durchmesser der Zahnrader ganze Zahlen (ohne 
Dezimalen) zu erhalten, werden die Zahnrader so hergestellt, 
da13 die Zahnteilung einem Vielfachen von 7l gleichgemacht 
wird. Man schreibt 

t=m71, . (20) 

und wahlt fiir m, dem Modul, eine passende Verhaltniszahl, 
.z.B. m=1, 2, ... ,1/2, l/S' '" 

Dann schreiben sich die GIn. (18) einfach 

d1 =mZl} 
d2=mz2 

(21) 

die Ma13zahlen fiir die Durchmesser werden Vielfache der 
Zahnezahlen. 

dl~--f 
I W z ,7tz ,Za 

getriebon 

I I 
~d~.--....,.., 

~1iJ1,n1' Z1 
rreibend 

Abb.8. 

Zahnrader in der Anord
nung der Abb. 7, die eine Be
wegungsiibertragung zwischen 
parallelen Achsen ergeben, 
nennt man Stirnrader. Zur 
Bewegungsiibertragung ZWI

schen sich schneidenden Ach
sen dienen die Kegelrader, 
Abb.8, bei denen die Zahne 
auf die Mantelflachen zweier 
sich beriihrender Kreiskegel-
stiimpfe aufgebaut sind. 

Bezeichnen d1 und d2 die Durchmesser der Grundkreise 
dieser Stiimpfe, so gelten ganz dieselben Beziehungen (19) wie 
iiir Stirnrader. 

Beispiel 10: Von der Kurbelwelle eines Flugmotors solI 
·durch eine Zahnradiibersetzung die Steuerwelle angetrieben 
werden, deren Drehzahl halb so gro13 ist. Wenn der Achsen
abstand 150 mm ist, wie gro13 sind die Teilkreis-Halbmesser 
9"1 und r2 der beiden Rlider auszufUhren? 
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Zunachst ist 

ferner ist nach (19) 

n2 r 1 1 
qJ=-=-=-. 

n1 r2 2 

Man beachte, daB wir eine Ubersetzung ins Langsame 
haben, qJ < 1 ! Aus der letzten Gl. folgt 

und daher aus der erst en 

3 r1 = 150mm, 
also 

r2 = 100mm. r 1 = 50mm, 

Wird nun z. B. m = 2,5 

_ 2rl_100 _ 0 z ------4, 

gewahlt, so folgt aus (20) 

1 m 2,5 
z =2r2 =200=80. 

2 m 2,5 

Beispiel 11: Ein Schwungrad mit dl = 3,5 m, nl = 120 
.soll mit Riemen als treibende Scheibe eine Vorgelegwelle an
treiben, die n2 = 300 Drehungen in 1 min machen solI; wie 
groB ist d2 der getriebenen Scheibe und die Winkelgeschwindig
keit w2 ? 

Nach (19) ist 
nl 120 . 

d2 = dl . n
2 

= 3,5 . 300 = 1,4 m l 

ferner ist 
nn2 n 300 I k 

w2 = 30 =30=31,4 1 se 

und das Ubersetzungsverhaitnis 

n2 300 5 
qJ=~-=itO =2' 

1 

III. Ungleichformige Bewegung. 
16. lUittlere Geschwindigkeit. 1m Gegensatze zur gleich

formigen Bewegung besteht das Kennzeichen einer ungleich
formigen Bewegung darin, daB die in gleichen Zeiten zuriick
gelegten Wege verschieden sind. 

poschl. Mechanik. 2 
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Wenn der Weg S irgendeiner ungleichformigen Bewegung 
langs AB (Abb. 9) in der Zeit T beschrieben wird, so gibt der 
Quotient 

S 
Vm = T 

8 die sog. mittlere Geschwindigkeit 
der Bewegung an, d. i. die Geschwin
digkeit ciner gedachten gleichformigen 
Bewegung, bei der der gleiche Weg S 
in der gleichen Zeit T beschrieben wiirde. 

In gleicher Weise kann natiirlich 
"7tuch die mittlere Geschwindigkeit fUr 

Abb. 9. -eine beliebige krummlinige Bewegung 
eines Punktes ermittelt werden. 

Beispiel 12: Der Hub des Kolbens eines Flugmotors 
sei 8 = 200 mm, die Drehzahl. 1400, wie groB ist die mittlere 
Kolbengeschwindigkeit? 

Die Kolbenbewegung i~t in Wirklichkeit ungleichformig, 
an den Endlagen steht der Kolben einen Augenblick still, un
gefahr in der Mitte bewegt er sich am schnellsten. 

Die mittlere Kolbengeschwindigkeit ergibt sich durch 
folgende Dberlegung: Es ist der 

Kolbenweg 

" 
" 

daher 

bei einer Umdrehung 
In 

in 

1 min (n Umdrehg.) 

1 sek 

sn 
v =---

m 30 
In unserem Beispiel 

28 
2 sn 
2 sn 
60 

0,2 ·1400 
vm = _. -30-- = 9,3 mjsek. 

sn 
30' 

(22) 

17. Augenblickliche Geschwindigkeit. Als ;,augenblick
Ii'cheGeschwindigkeit" oder kurz Geschwindigkeit eines 
sich ungleichformig bewegenden Korpers zu einer bestimmten 
Z.eit wird jene bezeichnet, die der Korper haben wiirde, wenn 
er sich von dieser Zeit ab gleichfOrmig weiterbewegen wiirde. 
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Wenn wir die Geschwindigkeit ahnlich wie bei der gleich
formigen Bewegung berechnen wollten, so ist dies offenbar nur 
moglich, wenn wir eine sehr kurze Zeit und den in dieser 
kurzen Zeit zuruckgelegten kleinen Weg betrachten und wieder 
den Quotienten Weg/Zeit nehmen. 

Auch mit Hilfe der Weg-Zeit-Linie ist die Bestimmung 
der Geschwindigkeit einer krummlinigen Bewegung moglich. 

In Punkt 7 haben wir gesehen, daB die Weg-Zeit-Linie 
fur eine gleichformige Bewegung eine Gerade ist. Auch fUr 
jede ungleichformige Bewegung laBt sich eine solche Weg-Zeit
Linie aufzeichnen, die dann jedoch keine Gerade mehr, sondern 
irgendeine beliebige gekrummte Linie sein wird. 

Betrachten wir nun (Abb. 9) die Wege 81 und 8 2 nach t1 
und t2 sek, die den Punkten A1 und A2 der Zeitlinie entsprechen, 
so daB (Abb. 10) OA1 = t1, OA2 -'- t2 und A1Bl = 81' ~B2 = 82 , 

so erhalt man als mittlere Geschwindigkeit das Verhaltnis 

82 -81 v=---=tga, '2 - i1 

wenn a den Winkel der Geraden B1B2 mit der t-Achse bedeutet. 
Wahlt man ~ n a h e an AI' so faUt auch B2 nahe an B 1 , 

und die Gerade BI B2 geht schlieBIich in die Tangente an die 
Weg-Zeit-Linie im Punkte B1 
uber, die mittlere wird' die S 
augenblickliche Geschwin
digkeit. 

Die N eigung der Tan
gente an die Weg - Zeit
Linie gegen die t-Achse 
ist also ein MaB fur die 
Geschwindigkeit; nimmt 
diese N eigung mit wachsendem 
t zu (wie in Abb.10), so nimmt 
auch die Geschwindigkeit zu 
und wir erhalten eine be-

Abb.10. 

schleunigte Bewegung; nimmt die Geschwindigkeit ab, so 
erhalten wir eine verzogerte Bewegung, Abb. 11. 

1m zweiten Faile kehrt die Kurve ihre hohle Seite zur 
t-Achse, im ersten ihre erhabene. 

2* 
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(Man beachte, daI3 die krummen Linien Abb. 10 und 11 
die Weg-Zeit-Linien und nicht etwa die Bahnen der betrachteten 
Punkte sind, die die Bewegung ausfiihren!) 

18. 
wegung 

o 

IV. GleichmaBig beschleunigte Bewegung. 
Beschleunigung. Die einfachste ungleichformige Be
ist die gleichmaBig beschleunigte (oder verzogerte) 

Bewegung in gerader Linie. 
Sie ist dadurch gekennzeichnet, 

8. 

s 

t 

Abb.11. 

daI3 die Geschwindigkeit in 
gleichen Zeiten urn die gleiche 
GroBe zunimmt. Die Zu
nahme der Geschwindig
keit in 1 sek nennen wir 
die Beschleunigung, b. Die 
Geschwindigkeit nimmt also 

t proportional mit der Zeit zu. 
Das alteste Schulbeispiel fiir 
diese Bewegung gibt der f rei e 
Fall im luftleeren Raum 

19. Ohne Anfangsgeschwindigkeit. Nehmen wir zunachst 
der Einfachheit halber an, die Bewegung gehe von der Ruhe 
aus, die Anfangsgeschwindigkeit sei = o. Dann wird die 
GeschwIndigkeit nach jeder sek urn b groBer, also ist 

nach 1 sek die Geschwindigkeit v1 = b 

" 2"" " vI! = b· 2 
" t"" " v =b·t. 

Dies ist schon die erste Grundgleichung fUr die gleichmaBig 
beschleunigte Bewegung: 

v=bt (23) 
Welche Dimension hat die Beschleunigung? Losen 

wir die Gl. (23) nach b auf, so folgt: 

v 
b=-, 

t 
mithin ergibt sich die Dimension der Beschleunigung, wenn 
wir Geschwindigkeit (m/sek) durch Zeit dividieren, also in 
unserer schon oben verwendeten Schreibweise: 



GleichmaBig beschleunigte Bewegung. 21 

[b] = l~J = Lm/s~~ = [mjsek2] 

[tJ [sekJ ' 

Die Beschleunigung wird in mjsek 2 ausgedriickt. 

Z. B. ist die Beschleunigung des freien Falles 9,81 mjsek2• 

Den Ausdruck fii.r den We g bekommen wir auf folgende 
Weise: der Punkt hat am Anfange die Geschwindigkeit 0, nach 
1 sek ist die Geschwindigkeit VI' die mittlere Geschwindigkeit 

in dieser 1· sek iet also ~ ; es ist also der 

ebelll:!U 

also 

k VI Weg nach lse =81 =-.1, 
2 

" " 

" " 

V 2 
2 " =8~=2·2 

V 
" =8 =-·t, 

2 

vt 
8=-

2 

oder mit Benutzung von (23) 

b t2 
8=-" 

2 

(24) 

(25) 

AuBer den Gin. (23), (24), (25) kann man noch eine Be
:t:iehung zwischen 8, v u,nd b aufstellen, wenn man t heraus
schafft. Aus (23) folgt 

und in (24) eingesetzt: 

oder 

v 
t=-

b 

v2 
8=---

2b' 

v=V2bs • (26) 

20. ~Iit Anfangsgeschwindigkeit. Wenn der betrachtete 
Punkt zu Anfang seiner Bewegung schon eine Geschwindigkeit 
Vo hat, und es erfolgt die Zunahme wieder mit der Beschleu
nigung b, so ist die Geschwindigkeit 
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also 

Bewegungslehre. 

zu Anfang 
nach 1 sek 

" 2,,' 

" t" 

Vo 

vo+ b·1 
vo+b.2 
Vo + b·t, 

(27) 

d. h. der Zuwachs an Geschwindigkeit in t sek addiert 
sich zu der vorhandenen Anfangsgeschwindigkeit. 

In ahnlicher Weise erhalten wir auch den Ausdruck fur 
den We g. Am Anfang ist die Geschwindigkeit vo' nach 1 sek: 
Vo + b usw., nach t sek: v = Vo + b t; die mittlerc Geschwindig
keit innerhalb dieser t sek ist daher, da die Zunahme gleich
maBig erfolgt: 

!:,o+v = vo+vo+~=v + bt 
2 2 0 2' 

daher der Weg s (in t sek) = Gcschwindigkeit mal Zeit: 

vo+v s=-----·t . 
2 

oder auch 

(28) 

s=vot+ibfl. (29) 

Durch Herausschaffen der Zeit t mit Benutzung von (27) ergibt 
"'ioh zunachst 

t=V-~ 
b ' 

und in (28) eingesetzt 

Vo + v v - Vo v2 - Vo 2 

S=-2-·-b-=~-

odcr 

oder 

V 2 =V0 2 + 2 bs, 
tybungen: Aufzeichnung 

keit-Zeit-Linien. 

V=v'vo2+2bs (30) 
von Weg-Zeit- und Geschwindig-

21. Der freie Fall im luftleeren Raum. Aus einer Reihe 
von Versuchen wurde erschlossen, daB die Bewegung eines 
Korpers im luftleeren Raum eine gleichmaBig beschleunigte 
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Eewegung ist. Die Beschleunigung dieser Bewegung, die 80-

genamite Fall- oder Schwere-Beschleunigung, wird mit g 
bezeichnet; sie betragt, wie schon oben gesagt, 9,81 m/sek2• 

Die GroBe von gist an Punkten der Erdoberflache mit ver
schiedener geographischer Breite verschieden. 

Die Gesetze des freien Falles sind daher fUr die Anfangs
geschwindigkeit 0 durch die Gin. (23) bis (26), fUr die Anfangs
geschwindigkeit Vo durch die Gin. (27) bis (30) gegeben, wobei 
einfach b = g zu setzen ist. Die aus (26) berechnete "durch
fallene Hohe" 

v'!. 
s=--=h 

2g 
nennt man Geschwindigkeitshohe. 

Beispiel 13: Von einem Flugzeug wird aus 2000 m 
Hohe eine Bombe fallen gelassen; nach welcher Zeit schlagt 
sie auf der Erde ein und wie groB ist die Auftreffgeschwindig
keit v1 (Auf die Eigenbewegung des Flugzeuges und auf den 
Luftwiderstand ist keine Riicksicht zu nehmen.) 

Aus (25) folgt (mit b=g=9,81m/sek'!.!) 

t= 1 /28 = l /2.2000 20,2sek 
V g V 9,81 

und aus (24) 
2 s 4000 I 

v=-=--=198mjsek' 
t 20,2 ' 

der gleiche Wert ergibt sich aus (2.3): 

v = g. t = 9,81.20,2 = 198 misek, 

oder auch aus (26): 

v =V2gs=V2. 9,81.2000 = 198 m/sek. 

Wenn aus derselben Hohe ein GeschoB mit Vo = 622 m/sek 
lotrecht nach unten abgefeuert wird, nach welcher Zeit und 
mit welcher Geschwindigkeit erreicht dieses die Erde1 

Aus (30) folgt 

v = V 622'!. +~~8"G2600 = 654 m/sek 
und aus (27) 

v - Vo 654 - 622 32 
t = --- = ------- = --= 3,3 sek. 

g 9,81 9,81 
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Die Auftreffgeschwindigkeit ist (wegen der kurzen Flug
zeit t) nur wenig groBer als die Anfangsgeschwindigkeit. 

Selbstverstandlich werden diese Werte durch' den Luft
widerstand verandert; doch konnen bei giinstiger Form der 
Bomben diese Anderungen auf wenige Prozente herabgedriickt 
werden. 

V. GleichmaBig verzogerte Bewegung. 
22. Verzogerung. Kennzeichnende Gleichungen. Eine 

gleichmaBig verzogerte Bewegung kann naturgemaB nur ein
treten, wenn eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit t'o vorhanden 
ist, die durch eine Verzogerung fortgesetzt vermindert wird. 
Unter Verzogerung versteht man dabei die Abnahme 
der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit. Bezeichnet man 
die Verzogerung mit p, so ist die Abnahme der Geschwindig
keit nach t sek: p. t und daher die Endgeschwindigkeit nach 
t sek: 

v=vo-pt .... (31) 

Da wieder die Abnahme gleichmaBig erfolgt, ist; die 

mittlere Geschwinaigkeit Vo tv und der Weg nach t sek 

Vo + v Vo + Vo - P t \} () 8=-·'2·t=---2-- .t=vot-tpt 32 

v -v 
und, da nach (31) t = ..i)_. -, folgt auch 

p 

oder 

V 2_V2 
8=...9--,-

2p 
(33) 

V2=v0 2 -2ps, v,=V~o2-2p8 ... (34) 

N ach einer gewissen Zeit T wird die urspriingIich vor
handene Geschwindigkeit Vo aufgebraucht sein, der Korper wird 
zur Ru he kommen. Die Zeit, nach der dies geschieht, ergibt 
sich, wenn wir in obigen GIn. die Endgeschwindigkeit v = 0 
machen, also nach (31) 

T= Vo ........ (35) 
P 
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und der zugehOrige Weg S nach (32) oder (33) 

S _ Vo T _ Vo 2 ( ) --2- 2p •..••.. 36 

Beispiel 14: Ein Flugzeug, daB beim Aufsetzen auf die 
Erde noch eine wagrechte Geschwindigkeit von Vo = 20 mjsek 
hat, soll in 30 sek zum Stehen kommen. Wie groB ist die 
Verz6gerung und der Auslaufweg? 

Aus (35) folgt p-ie gesuchte Verz6gerung: 

Vo 20 , kQ 
p= T =W=O,66m,se ., 

und aus (36) der Auslaufweg: 

s= voT =~~~~= 300m. 
2 2 

23. Wurf nach aufwarts. Die Gesetze fiir den Wurf 
nach aufwarts sind unmittelbar durch die GIn. (31) bis (34) 
gegeben, wenn darin p = g gesetzt wird, also 

Geschw. nach t sek: v = Vo - gt (37) 

Weg in t sek: s = vot - tgt2 • (38) 
Geschw. durch Weg ausgedrii<!kt: v = v'V02 -- 2 gs • (39) 

Unter Steigh6he H versteht man die gr6Bte mit Vo er
reichbare R6he, sie ergibt sich durch v = 0 aus (39): 

V 2 
s-H---.5L - -2g' 

ist also gleich der "Geschwindigkeitsh6he". 

. . . . . (40) 

Ais Steigzeit T bezeichnet man die zur Erreichung des 
hOchsten Punktes notwendige Zeit; sie folgt mit v = 0 aus (37): 

,. 
T=~ . ..... . 

g 
. (41) 

Nachdem der K6rper die Steigh6he erreicht hat, kehrt 
sich seine Bewegung urn, er beginnt zu fallen und erreicht. 
die Erde mit der gleichen Geschwindigkeit, mit der er ab
gegangen, die notwendige Fallzeit ist gleich der Steigzeit. 
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Be i s pie 1 1 5: Ein Korper wird lotrecht in die Hohe ge
worfen und kehrt nach 20 sek zum Ausgangspunkte zuriick; 
wie groB war seine Anfangsgeschwindigkeit und seine Steighohe? 

Steigzeit (= Fallzeit): T=20 = 10sek, 
2 

Anfangsgeschw. : Vo = gT= 9,81·10 = 98,1 misek, 
v 2 981 2 

H = ~ = ---.:- = 490,5 m 
2g 2·9,81 

Steighohe: 

H = gT2 = 9,81·100 = 490,5 m. 
2 2 

oder 

Vi. Zusammensetzung von gleichformigen Bewegungell. 
24. Gleichgerichtete Geschwindigkeiten. Fiir die folgen

den Betrachtungen erweist sich die Darstellung einer Geschwin
digkeit durch eine Strecke, wie wir sie in Punkt 11 erklart 
haben, von besonderer Wichtigkeit; wir werden uns ihrer fort
gesetzt bedienen. 

Wir bleiben wieder bei der Betrachtung des Flugzeuges 
und nehmen an, daB das Flugzeug nicht mehr in ruhiger Luft 
fliegen moge, sondern im Winde; wir setzen dabei zunachst 
voraus, daB die Windgeschwindigkeit gleiche Richtung haben 
moge wie die Flugzeuggeschwfndigkeit. 

Urn die Vorgange anschaulich und rechnungsmaBig zu 
verfolgen, miissen wir annehmen, daB der Wind bestandig 
sei, d. h. daB diesel' fiir die ganze Dauer, auf die sich unsere 
Betrachtung bezieht, seine Starke und Richtung nicht andern 
moge. Wir stellen uns die Sache also so VOl', daB der iiber 
der Erde befindliche Luftkorper K, Abb. 12, den wir uns 
entsprechend groB denken, eine gleichformige Bewegung mit 
der Geschwindigkeit w gegen die Erde ausfiihren moge; 
w nennen wir die Windgeschwindigkeit. Ein in diesem 
Luftkorper befindlicher Freiballon wird von del' Luft einfach 
fortgetragen werden, also ebenfalls die GesDhwindigkeit w gegen 
die Erde haben, und seine Lage gegen den Luftkorper nicht 
veralldern (Abb. 12). 

In diesem Mangel einer Eigenbewegung gegeniiber del' 
Luft liegt der Grund, warum aIle Versuche, einen Freiballon 
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durch Steuerflachen u. dgl. lenkbar, zu machen (welcher Vor
schlag in der Geschichte der Luftschiffahrt unzahlige Male auf
getaucht ist) fehlschlagen muBten. 

Abb. I:!. 

Fur das Flugzeug liegt nun die Sache so: Es ist mit 
Motor und Luftschraube ausgerustet und erhiiIt dadurch eine 
gewisse Geschwindigkeit v gegen die umgebende Luft, 
die Eigengeschwindigkeit, ohne Rucksicht da'rauf, ob diese 
Luft ruht oder bewegt ist, man sagt, es legt relativ zur Luft 
sekundlich immer den gleichen Weg v zuruck. Auf dem Vor
handensein dieser Eigengeschwindigkeit beruht nicht nur der 
A uftrie b, der das Gewicht des Flugzeuges ausgleicht, sondern 
!1uch die ganze Steuerfahigkeit. 

/( o--+----'3~UJ 

Abb.13. 

Bewegt sich die Luft (also der Luftkorper K in Abb. 13) 
mit einer Geschwindigkeit w, so wird das Flugzeug durch die 
Luft selbst mitgetragen, d. h. es legt in jeder Sekunde gegen 
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die ruhend gedachte Erd~ auBer dem Weg v (entsprechend 
seiner Eigengeschwindigkeit) auch noch den Weg w vetmoge 
der Windgeschwindigkeit zuruck, also besteht im ganzen seine 
Geschwindigkeit aus der Summe der beiden: 

. . . . (42) 
Diese Addition wird durch Verwendung der Strecken

darstellung besonders anschaulich, Abb. 14. Die beiden Be
wegungen storen also einander in keiner Weise, es kommt jede 
voll zur Geltung. 

Man nennt VI die absolute Geschwindigkeit und 
versteht darunter die Geschwindigkeit gegen die 
ruhende Erde, und V die relative Geschwindigkeit, 
d. i. die Geschwindigkeit does Flugzeuges gegen die 
umgebende Luft. 

1I m o )r ~ 

V~=VrTlJ 
o-.-.-.~ 

ll,=vfTlJ(Crbs. 6'escllw.) 

Abb.14; 

o ... v 

~.-~ 
Vz 

v2 ~v-TlJ(obs. 8eschw.) 

Abb. 15. 

Die absolute Bewegung wird als die Zusammensetzung 
aus der Eigenbewegung und der Windbewegung bezeichnet. 
Die Geschwindigkeit der absoluten Bewegung ist die 
Summe der Geschwindigkeiten der beiden Einzelbewegungen. 

Die Eigengeschwindigkeit v des Flugzeuges ist als Kon
stante anzusehen: das Flugzeug arbeitet sich relativ zur Luft 
immer gleich schnell fort, mag die umgebende L~ft sich be
wegen oder ruhen. 

Haben v und w entgegengesetzte Richtung (also bei Ge
genwind), so ist die absolute Geschwindigkeit (Abb. 15): 

v2 =v-w, ....... (43) 

d. h. das Flugzeug bewegt sich gegen die Luft immer noch 
mit der Geschwindigkeit v misek, wird aber durch den Wind 
in jeder Sekunde wieder urn w zuruckgebracht. Die absolute 
Geschwindigkeit ist jetzt die Differenz der Einzel
gesch windigkeiten. 
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Ware v = W, so ware v2 = 0, d. h. das Flugzeug wiirde 
sich gegen die Erde in Ruhe befinden und iiber einem Punkt 
ruhig zu stehen scheinen. Doch haben wir gliicklicherweise 
keine so langsamen Flugzeuge und i. a. keine so starken Winde, 
die diesen Zustand hervorbringen wiirden; nur bei besonderer 
"Steilstellung" des Flugzeuges, die wieder besondere Ge
schicklichkeit des Piloten bedingt, ist er erreichbar. 

Es braucht wohl nicht ausdriicklich gesagt zu werden, daB 
die absolute Bewegung des Flugzeuges wieder eine gleichformige 
ist, wenn sowohl die Eigengeschwindigkeit wie die Wind
geschwindigkeit nach GroBe und Richtung konstant bleiben. 

Ganz allgemein gilt der Satz: Die Zusammensetzung' 
zweier gleichformiger Bewegungen ist stets wieder 
eine gleichformige Bewegung. 

Weitere Beispiele fUr diese Zusammensetzung von Be
wegungen sind leicht anzugeben: Eine Person, die in einem fah
renden· Zug mit eimlr bestimmten "Eigengeschwindigkeit" vor
geht, besitzt gegen die Erde eine Geschwindigkeit, die die 
Summe aus der Zugsgeschwindigkeit und "Eigengeschwindig
keit" ist, u.dgl. m. 

25. Anwendung: Eigengeschwindigkeit eines Flugzeuges 
hei Wind. Fiir ein Flugzeug kennzeichnend ist nur seine 
Eigengeschwindigkeit, nicht die absolute Geschwindigkeit, die 
von der Erde aus beobachtet wird. Zur Bestimmung der 
Eigengeschwindigkeit wird in der Windrichtung eine Stopp
strecke abgesteckt, die Strecke hin und zuruck abgeflogen und 
die hierfUr erforderlichen Zeiten, tl bzw. t2, "abgestoppt". Dann 
ist die absolute Geschwindigkeit fur den 

Hinflug 

Ruckflug 

Durch Addition folgt sogleich 

S 
VI =v+W=-

tl 
s 

V =v-W=-. 
2 t2 

2 v = VI + v 2 = S (.~ + ~) 
tl t2 

und daraus die Eigengeschwindigkeit: 

v =~ (~- +~) m/sek = 1,8· s (~+~) km/Stde,. . (44) 4 .~ 4 ~ 
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da man mit 3,6 multiplizieren muB, wenn man die Geschwin
digkeit in km/Stde ausdriicken will (s. Gl. (3)). 

Aus den GIn. (42) und (43) ergibt sich auch die Wind
geschwindigkeit w, und zwar durch die Subtraktion: 

W=t(Vl -v2 )=%(: - :) . (45) 
1 2 

Beispiel 16: 8=3826m 
i1 = 1 min 34 sek= 94 sek 
t2 = 2 min 06 sek= 126 sek 

Die Eigengeschw. ist 3826 ( 1 1 ) 
nach (44) v=-2- 94 +126 =35,5m/sek 

unddieWindgeschw. 3826 ( 1 1 ) 
nach (45) w = -- ~ - -- = 5 2 m/sek. . . 2 94 126 ' 

26. Verschieden gerichtete Geschwindigkeiten. Nun ist 
es ofi'enbar ein ganz besonderer Fall, daB die Richtungen der 
Eigenbewegung und des Windes zusammenfallen, im allgemeinen 
werden sie miteinander einen Winkel einschlieBen; wir erhalten 
sodann folgende Verhii.ltnisse: 

.I 
A \ 'lI--.,.......----l,A \ 

Abb.16. 

Stellen wir uns zunachst vor, ein Korper bewege sich in 
emer Rohre, Abb. 16, mit bekannter Geschwindigkeit v, und 
diese Rohre selbst bewegesich mit einer Geschwindigkeit w 
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in anderer Richtung weiter, so wird del' Korper entlang des 
Rohres weitergleiten, er wi I'd abel' auch die Bewegung del' Rohre 
mitmachen. In del' Zeiteinheit sei er in del' Rohre von A 
nach B gelangt und innerhalb diesel' Zeiteinheit moge sich 
auch die Robre aus del' Lage I in die Lage II, also del' mit 
A zusammenfallende Punkt del' Rohre von A nach C weiter
bewegt haben. Auf del' ruhenden Unterlage wird del' Korper 
in del' Zeiteinheit daher nach D gekommensein. 

Stellen wir wieder jeden dieser Wege in der Zeiteinheit, 
die nichts anderes sind wie die Geschwindigkeiten, in einem 
beliebigen MaBstabe durch eine Strecke dar, die einerseits die 
GroBe der betreffenden Geschwindigkeit hau, andererseits ibre 
Richtung in Bezug auf die ruhende Unterlage angibt, so folgt, 
wie aus del' Abb.16 unmittelbar ersichtlich, daB die Geschwindig
keit V del' wirklichen, absoluten Bewegung nichts anderes ist 
wie die vom Anfangspunkt ausgehende Diagonale des Parallelo
gramms, das .mit den Strecken v undw als Seiten gezeichnet 
werden kann. Wir erhalten sodassog.Parallelogrammgesetz 

.der Geschwindigkeit: Wenn ein Korper gleichzeitig 
zwei Geschwindigkeiten v und w besitzt, so ist die wirk
lich auftretende Geschwindigkeit die Diagonale des 
libel' V. und w als Seite gezeichneten Parallelogramms; 
man nennt dieses das Geschwindig~eitsparallelogramm. 

Ganz ahnlich Iiegen 
die Verhaltnisse fiir die 
Bewegung des Flu g
zeuges im Winde. 

Die Geschwindigkeit 
des Flugzeuges gegen die . 
umgebende Luft nennen 
wirdieEigengesch win
digkeit odeI' die rela
~ive Geschwindigkeit. 
Die Rolle del' Rohre in 

Abb. 17. 

Abb. 16 spielt hie I' del' Luftkorper K, w isb die Windgeschwin
digkeit, VI ist die absolute Geschwindigkeit des Flugzeuges 
gegen die Erde, Abb. 17. In del' Flugtechnik findet man fiir 
die absolute Geschwindigkeit auch die Bezeichnung: schein
bare Geschwindigkeit. 
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Man beachte die Lage der Langsachse des Flugzeuges in 
Abb. 17! Das Flugzeug bewegt sich in dem Luftkorper K, der 
in Abb. 17 in der Draufsicht angedeutet ist und sich mit der 
Windgeschwindigkeit w nach rechts verschiebt. Die Diagonale des 
Parallelogramms iiber v und w gibt die absolute Geschwindig
keit, d. i. die Geschwindigkeit bezogen auf die (darunter als 

ruhend angenommene) Erd
oberflache. 

Man sieht aus Abb. 
17 und 18 sofort, daB es 
nicht notig ist, das ganze 
Parallelogramm zu zeich
nen, es geniigt die Z.eich
nung eines Dreiecks, Abb. 

18, des Geschwindigkeitsdreiecks; und zwar ist die 
Reihenfolge der Zusammenfiigung von v und w willkiirlich, 
man kann entweder w an v oder auch v an w ansetzen, immer 
kommt man zum gleichen Vl. 

Den in den Abb. 17 und 18 dargestellten Vorgang nennt 
man die geometrische Addition der Geschwindigkeiten, vl 

die geometrische Summe aus v und w. Damit solI an
gedeutet werden, daB den Geschwindigkeiten im RaUJIle be
stimmte Richtungen zukommen, die auch fiir die Summation 
beriicksichtigt werden miissen. 

27. Bestimmung der Flugzeuggeschwindigkeit bei Vor
handensein von Wind. Bei ruhiger Luft wird die Eigen
geschwindigkeit v, schlechthin Flugzeuggeschwindigkeit ge
nannt, einfach durch bberfliegen einer "Stoppstrecke" ge
messen. Bei bewegter Luft miissen wir wieder annehmen, daB 
es sich urn bestandigen (regelmaBigen) Wind handelt, d. h. 
die Richtung und Starke des Windes soIl sich wahrend der 
Messung nicht, andern. Da diese Forderung in <ler Natur 
Qffenbar nur angenahert erfiillt ist, so werden wir durch die 
Methoden zur Bestimmung von v, die wir jetzt beschreiben 
wollen und die auf der Anwendung des in Punkt 26 be
sprochenen Geschwindigkeitsdreiecks beruhen, stets nur einen 
Mittelwert erwarten diirfen. 

Das Problem besteht darin, die Eigengeschwindigk~it v zu 
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bestimmen, wenn die absoluten Geschwindigkeiten durch tTber
fliegen von Stoppstrecken gemessen werden. Das Ergebnis 
werden wir mit Hilfe des Geschwindigkeitsdreiecks erhalten, 
zu dessen Konstruktion natiirlich auBer den absoluten Ge
schwindigkeiten noch andere Bestimmungsstiicke erforderlich 
sind. Man hilft sich in der Weise, daB man entweder eine 
und dieselbe Stoppstrecke nach beiden Richtungen iiberfliegt 
und noch ein weiteres Bestimmungsstiick der dabei auftreten
den Geschwindigkeitsdreiecke unmittelbar bestimmt, oder in
dem man 3 Stoppstrecken iiberfliegt, die nicht in derselben 
Geraden liegen. Das Geschwindigkeitsdreieck wird (wie in 
Punkt 26 erklart) stets durch die Eigengeschwindigkeit; die ab
solute und die Windgeschwindigkeit gebildet. 

Stets miissen 3 GroBen gemessen werden, um das Ge
schwindigkeitsdreieck konstruieren zu konnen; diese 3 GroBen 
konnen z. B. sein: 

a) Die absoluten Geschwindigkeiten Vi und v2 in zwei zu
einander entgegengesetzten Richtungen (mittels einer Stopp
strecke) und die Richtung des Windes (Winkel a) gegen die 
Stoppstrecke. 

b) Die absoluten Geschwindigkeiten Vi und v2 in zwei zu
einander entgegengesetzten Richtungen (wie in a) und die Ab
trift, d. i. der Winkel (fJ) zwischen Stoppstrecke und Eigen
geschwindigkeit. (Die Richtung der ,E'igengeschwindigkeit ist 
immer die der Lang~achse des Flugzeuges!) 

c) Die absoluten Geschwindigkeiten Vi' V2 ' Va in zwei ein
ander entgegengesetzten und einer dritten, darauf senkrechten 
Richtung. 

d ) Die ,absob,lten Geschwindigkeiten 'lfi , V2 ' va nach drei 
zueinander geneigten Richtungen. 

In diesen Fallen kann die gesuchte Eigengeschwindigkeit 
aus denangegebenen GroBen wie folgt erhalten werden: 

a) Gemessen: Vi' V2 ' a. 
Bezeichnet sdie bekannte Lange der abgesteckten Stopp

strecke und ti bzw. t2 die Zeiten, die man zum Abfliegen der 
Stoppstrecke hin bzw. zuriick braucht, so ergeben die Quotienten 

-~ und ~ die absoluten Geschwindigkeiten Vi und v2 in den 
ti t2 

Poschl, Mechanik. 3 
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beiden einander entgegengesetzten Richtungen der Stoppstrecke. 
Ermittelt man ferner mit Zuhilfenahme einer Windfahne und 
eines Transporteurs den Winkel a zwischen Windrichtung und 
Stoppstrecke, so ergibt sich die Eigengeschwindigkeit v des 
Flugzeuges aus der Formel: 

v = Vi + '112 "1 /-1-+----c"(V-i -+-V""72)"""2-. t-g2 a ••• (46) 
2 V Vi V\l 

Diese Methode versagt, wenn a = 90°, also Vi = v2 ist, 
d. h. wenn dieWindrichtung senkrecht zur Stoppstrecke steht. 

Die zeichnerische Ermittelung der Eigengeschwindigkeit v 
geschieht in der aus Abb. 19 ersichtlichen WeIse. Man tragt 
die beiden absoluten Geschwindigkeiten (in einem pasEenden 
MaBstabe) von A aus auf, so daB AB=vi , AO=vll , und zieht 
durch A eine unter a geneigte Gerade g, die die Richtung der 
W indgeschwindigkeit darstellt. 

IS 

O~~~~~~~~~--~~ 

Abb.19. 

Da die Eigenge-
,schwindigkeit v eine 
feste GroBe ist, muB sie 
in beide Geschwindig
keitsdreiecke als gleich 
lange Strecke eingehen. 
Die zwei Geschwindig
keitsdreiecke sind in 
Abb. 19 so nebenein
arrder gelegt, daB die 
Windgeschwindigkeit w 
beiden gemeinsam ist. 
Zieht man also die 
Streckensymmetrale S S 
der Strecke BOund 
sucht den Schnittpunkt 

o von SS mit der durch den Punkt A unter dem Winkel a 
gezogenen Geraden g, dann liefern die (gleichen) Strecken OB 
und 00 die GroBe und Richtungen von v; die Richtungen sind 
natiirlich verschieden. Die Strecke A 0 = til ergibt die GroBe 
der Windgeschwindigkeit. Die Lagen des Flugzeuges fiir Hin
und Riickflug sind in Abb. 19 (wie auch in den folgenden 
Abbildungen) angedeutet. 
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Diese Bestimmung der Flugzeuggeschwindigkeit wird nie 
sehr genau ausfallen konnen, da die Ermittelung des Winkels a 
ziemlich unsicher ist. Das Verfahren eignet sich daher, ebenso 
wie das unter b) angegebene, nur fUr Naherungswerte und 
Schatzungen, bei denen man mit einfachen Formeln dem Ein
fluB der Windstarke Rechnung tragen will. 

Ableitung der Gl. (46): 
Aus dem Dreieck OCM (Abb.19) folgt fUr die Hypothenuse 

OC=v: 

darin ist 

CM= VI +V2 

2 ' 

-- (~+~) ~-~ MO=AMtga= ~2~ ·-v2 tga=--2-tga, 

daher 

welcher Ausdruck mit Gl. (46) identisch ist. 

Beispiel 1 7: In der oben verwendeten Bedeutung Sel: 

8=4000 m, 
tl = 2 min = 120 sek, 
t2 = 4 min 30 sek= 270 sek, 
a= 60°. 

Die absoluten Geschwindigkeiten sind fur den 

8 4000 
Hinflug VI = tl = 120 = 33,3 misek, 

8 4000 
Ruckflug v2 = t2 = 270 = 14,8 m/sek. 

Nach Einsetzen in Gl. (46) ergibt sich die Eigengeschwindig

keit (tg 60°= 113) 
V = 28,9 m/sek = 104,04 km/Stde. 

b) Gemessen 111> v2 ' fl· 
Die Geschwindigkeiten 111 und v2 werden hier ebenso er

mittelt, wie unter a) angegeben. Die Bestimmung der "A b-
3* 
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trift" {J, also des Winkels zwischen Stoppstrecke und Flugzeug
Hi.ngsachse geschieht am einfachsten in der Weise, daB der Beob
achter iiber der Bodenoffnung des Flugzeuges einen Transporteur 
anbringt, dessen Null-Linie mit der Flugzeuglangsachse zusammen
faUt und wahrend des Fluges den Winkel markiert, unter dem 
die Stoppstrecke (StraBe, Eisenbahn oder dgl.) unter dem Flugzeug 
hinwegzugleiten scheint. Bei Flugzeugen, in denen ein KompaB 
eingebaut ist, kann die Abtrift mit Hilfe des Kompasses bestimmt 
werden. Es sollte sich bei Hin- und Riickflug der gleiche 
Winkel {J ergeben (Abb. 20). Bei Abweichungen ist das arith
metische Mittel der beiden Werte zu nehmen. 

Zur Berechnung von v dient dann die Formel 

_ VI +V2 1 
v----·--~ 

2 cos (J 
. . . . . (47) 

:$ 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

'$ 

Abb.20. 

DieseGl. ergibt sich 
am einfachsten so: Man 
verlangere (Abb. 20) CO 
iiber 0 hinaus bis zum 
Schnitt Emit dem 
Kreise , dann ist das 
Dreieck C E B bei Jj 

rechtwinkelig (der Win
kel im Halbkreise ist 
ein rechter), und da (der 
GroBe nach) CE= 2 V, 

CB=VI +V2 , so ist 

2 v cos (J = VI + v2 , 

woraus Gl. (47) unmit
telbar foigt. 

Die zeichnerische Ermittelung von v zeigt Abb.20. Man 
tragt an einem Ende der Strecke CB = VI + v2 den Winkel {J 
auf, verlangert den zweiten Winkeischenkel bis zum Schnitte 0 
mit der Streckensymmetrale S S von C Jj und erhalt in den 
Strecken 0 B und 0 C GroBe und Richtung der Eigengeschwindig
keit v beim Hin- und Riickflug iiber die Stoppstrecke. - .A 0 
gibt die Windgeschwindigkeit to der GroBe und Richtung nacho 
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Beispiel 18: 8=4000 m, tv t2 wie im Beispiel 17, 
(3=25°, 

es ist zunachst wie oben 

VI = 33,3 misek, 
1"2 = 14,8 m/sek 

und aus (47), da cos 25° = 0,906, folgt die Eigengeschwindigkeit 

33,3 + 14,8 I k 
V= =266 m se . 

2·0,906 ' 

c) Gemessen VI' V2 ' Va fur zwei zueinander senk
rechte Stoppstrecken in folgender Weise: AuBer der Stopp
strecke 8, die wie in a) und b) in beiden Richtungen abgeflogen 

wird (absolute Geschwindigkeiten VI = !- und v2 = ~), muE noch 
tl t2 

eine darauf senkrechte Strecke 8a abgesteckt sein. Bestimmt 
man die absolute Geschwindigkeit va in dieser dritten Richtung 

in analoger Weise durch va = 83 , wenn ta die zum Abfliegen 
ta 

notwendige Zeit ist, so kann aus Vv v2 und va die Eigen
geschwindigkeit V ermittelt werden nach der Formel: 

V = 2~ v' (VI 2 + Va 2) (V2 2 + Vs 2) (48) 
a 

Zur Ableitung dieser Gl. beachten wir, daB die Seiten des 
Dreiecks BCD (Abb. 21) folgende Werte haben: 

BO=v1 +V2 , 

es folgt daher nach 
Dreieck B DC: 

BC 2=(VI +V2 )2 

BD=,IV 2+ V 2 Y 1 3 , 

dem Kosinussatz fur die Seite Be im 

= V1 2 + V S2 + V22 + VS2 - 2 v'(V1 2 + V3 2)(V22 + V3 2). cos r 
und nach Streichung von V I 2 + V 2 2 auf beiden Gleichungsseiten, 
Division durch 2 und Umstellung: 

VS2_Vl v 2 = v'(v/ + V3 2)(V22 + V3 2).COS r; 
ferner ergibt. sich aus dem Dreieck 0 Be: 

2.v·sin(180-Y)=V1 +V2 , 
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also die gesuchte Eigengeschwindigkeit, da sin (180 - y) 
=siny=V!-cos2 y: 

v = VI + v2 = VI + v2 . , /1- (V3 2 - VI V2 )2 

2 sin Y 2' V (VI 2 + Vs 2)(V,/ +V3 2)' 

woraus Gl. (48) unmittelbar folgt. 
Diese Berechnungs

art ist genauer als die 
vorhergehenden, weil eine 
Zeitmessung immer exak
ter ausgefiihrt werden 
kann, als die Messung der 
Abtrift oder der Wind
richtung. Die zeichneri-

c sche Bestimmung von V 
~~-...:..;t;J"7'--I'--'-,.-I-_----="iB geht aus Abb. 21 hervor. 

Vom Punkte A aus wer
den die Geschwindigkei
ten VI' V2 und V3 in den 
den Stoppstrecken ent-

Abb. 21. sprechenden Richtungen 
aufgetragen: AB = v!' 

A ° = v2' AD = v3 • Die Endpunkte B, 0, D bestimmen ein 
Dreieck und der Radius des diesem Dreieck umschriebenen 
Kreises stellt die Eigengeschwindigkeit V dar. Die Strecke 
A 0 = w entspricht in GroBe und Richtung der Windgeschwindig
keit. Die Geschwindigkeitsdreiecke ABO, AOO, ADO zeigen den 
Zusammenhang zwischen der Eigengeschwindigkeit, der absoluten 
und der Windgeschwindigkeit fiir die drei Fliige langs der 
Stoppstrecken. 

d) Gemessen vi' v 2 , Va fiir ein Dreieck. 
Will man die Eigengeschwindigkeit V des Flugzeuges mit 

Zuhilfenahme der scheinbaren Geschwindigkeiten v!' v2 und va 
langs der Seiten 81' 82 , 83 eines Dreieckes finden, SO ist es 
notwendig, zwischen den Fliigen, entlang der Dreieckseiten, je 
eine entsprechende auBen liegende Kurve einzuschalten, damit 
die MaBstrecken selbst geradlinig durchflogen werden. Nur 
bei sehr langen Streck en und scharfen Kurven geniigt es, die 



Zusammensetzung von gleichfOrmigen Bewegungen. 39 

Zeitpunkte des Umfliegens der Ecken festzustellen. Der Zu
sammenhang zwischen v und vi' v2 , Vs laBt sich nur in erster 
Annaherung durch eine einfache Formel wiedergeben, und zwar 
gilt fUr geringe Unterschiede von vi' v2 , Vs untereinander die G1. 

V=V181+~282+Vs8s •• (49) 
81 82 + 8S 

Die zeichnerische Er
mittlung von v lauft wie
der darauf hinaus, den 
Radius des dem Drei
ecke BOD (siehe Abb.22) 
umschriebenen Kreises 
zu finden, wobei B, 0 
und D die Endpunkte C 
der den Geschwindig
keiten in den drei Seiten 
des Dreiecks nach GroBe 
und Richtung entspre
chenden Strecken sind. 
Fur einen bestimmten 
Flugplatz, der auch seine Abb. 22. 
ein fUr allemal festge-
setzten Stoppstrecken hat, laBt sich die graphische Ermitte
lung rasch und ziemlich genau durchfiihren. Es sind dabei au f 
den unter den Winkeln at' lX.J und as schon vorgezeichneten 
Geraden, die den Geschwindigkeiten vi' v 2 , Vs entsprechenden 
Strecken in genugend groBem MaBstabe abzutragen, dam it die 
Konstruktion des Punktes 0 auch die Geschwindigkeit v mog
lichst genau ergibt. 

Es moge hierzu jedoch noch folgendes besonders angemerkt 
werden: 

Es ist nicht unbedingt notig, daB die 3 Stoppstrecken ein g e
schlossenes Dreieck bilden. Es geniigt, wenn die 3 Strecken 
so ausgesteckt sind, wie es etwa die Abb. 23 zeigt; daes sich 
nur um die Geschwindigkeit langs dieser drei Richtungen handelt, 
so sind lediglich die fUr das DurchfIiegen der Strecken B B' , 
00', DD' notwendigen Zeiten tv t2 , fs auf der Stoppuhr ab
zulesen und die entsprechenden Geschwindigkeiten in den 
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Richtungen dieser Stoppstrecken aufzutragen. Denn ob die 
Geschwindigkeit in einer Richtung (bei gleichformigem Fluge) 
aus einer kiirzeren oder langeren Strecke und der entsprechen
den Zeit bestimmt wird, ist natiirlich vollstandig gleichgiiltig. 
Der dadurch erhaltene Mittelwert wird die Eigengeschwindig
keit allerdings urn so genauer liefern, je langer die Stoppstrecke 

Abb.23. 

ist; es ist dabei jedoch zu be
denken, daB bei langer dauern
dem Fluge die Bestandigkeit der 
Windverhaltnisse in geringerem 
MaBe erwartet werden kann als 
bei kiirzerem, so daB man gut 
tut, mit der Lange· der Stopp
strecken nicht iiber ein gewisses 
MaB hinauszugehen. - DaB die 
wirkliche Ausfiihrung solcher 
Stoppfliige groBe Geschicklich
keit der Pilot en erfordert, ist 
klar. (Wie aus c) ersichtlich, ge-
niigen fiir diese Methode immer 

zwei zueinander geneigte Strecken, wenn die eine davon in 
be ide n Richtungen durchflogen wird; die Konstruktion ist fiir 
c) und d) genau dieselbe.) 

VII. Allgemeine Bewegung der Korper in der Ebene. 

28. Zwanglauf, Beispiel des Kurbelgetriebes. Die bis 
jetzt betrachteten Bewegungsformen, das sind die Bewegungen 
in gerader Linie und im Kreise, sind wohl auBerordentlich 
wichtige, aber doch nur besondere FaIle; sie haben den groBen 
Vorzug, daB sich jedermann unmittelbar aus der alltaglichen 
Erfahrung eine zutreffende Vorstellung von ihnen machen kann. 

Ganz anders ist es mit der Auffassung der allgemeinen 
Bewegung, die ein Korper in der Ebene (oder gar im Raume!) 
ausfiihren kann; hierfiir gibt uns die unmittelbare Erfahrung 
nur eine unklare und ganz verschwommene Vorstellung, die 
nicht danach angetan ist, die auftretenden GesetzmaBigkeiten 
unmittelbar erkennen zu lassen. 
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Wir wollen uns hier auch darauf beschranken, einige Be
merkungen iiber diese allgemeinereBewegung des Ki:irpers ein
zuschalten und nehmen als Schulbeispiel hierfiir die Bfwegung 
der Schubstange eines Flugmotors. 

Die Bewegung der Schubstange ist dadurch bestimmt, daB 
einer ihrer Punkte A (Abb.24) mittels der Kurbel OA in 
einem Kreis urn den Wellenmittelpunkt 
o herumgefiihrt, ein zweiter durch den 
Kolbenzapfen (und Kolben) B in 
gerader Linie in derselben Ebene gefiihrt f ---
wird. Durch die "Fiihrung" dieser bei
den Punkte der Schubstange ist auch 
die Bewegung jedes anderen Punktes, 
z. B. 0 derselben, bestimmt; es hat keine 
Schwierigkeit, die von diesem. Punkte 
durchlaufene Bahnkurve aufzuzeichnen. 
Ganz allgemein gilt der Satz: 

Wenn aIle Punkte eines starren 
Ki:irpers sich in parallelen Ebenen 
bewegen, so nennt man die Be-
wegung eine ebene Bewegung; eine Abb.24. 
solche ist vollstandig bestimmt, 

z 

wenn die Bahnen zweier Punkte des Ki:irpers fest
gelegt werden. 

Eine Bewegung von der Art der Bewegung der Schub
stange, bei der jeder Punkt A, B, o. .. eine ganz bestimmte, 
eindeutig festgelegte Bahn durchlauft, nennt man eine z wan g -
laufige Bewegung, oder kurz Zwanglauf. Fiir die Be
wegungsiibertragungen in der Technik kommen gri:iBtenteils 
solche zwanglaufige Bewegungen in Betracht, sie werden durch 
die sog. Getriebe vermittelt. 

Die ganze, aus Kurbel, Schubstange, Kolbenstange (wo sie 
vorhanden) und Kolben (mit den entsprechenden Fiihrungen) 
bestehende Anordnung nennt man Kurbelgetriebe; es dient 
dazu, eine hin und !her gehende Bewegung in eine drehende 
(oder umgekehrt) zu verwandeln. 

29. Geschwindigkeiten beim Kurbelgetriebe. Geht beim 
Kurbelgetriebe (Abb. 24) der Kolben urn eine kleine Strecke BB' 
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nach vorwiirts, so wird auch A um ein ganz bestimmtes 
Stiickchen .04..04.' auf dem Kreise weitergewandert aein, .04..04.' ist 
durch die GroBe BB' vollstandig bestimmt; auch die Ge
schwindigkeit v von A wird daher in fester Abhiingigkeit zur 
Geschwindigkeit u von B stehen, eine Beziehung, die -aber rucht 
so unmittelbar ersichtlich ist, wie die fiir eine der friiher be
handelten einfachen Bewegungen geltenden Gesetze. 

Wenn auch v unveranderlich 
ist, so macht doch der Punkt Beine 
hin und her gehende Bewegung mit 
stark veriinderlicher Geschwin
digkeit. 1m oberen und unteren Tot
punkt sind die Geschwindigkeiten 0, 
zwischen diesen (aber nicht genau in 
der Mitte) wird die Geschwindigkeit u 
je einmal beim Hin- und Riickgang 

o einen groBten Wert erreichen (er ist 
'\. ein wenig groBer als v); fiir verschie-

dene Stellungen der Kurbel, .also ver-
Abb. 25. schiedene Winkel a, hat die Geschwin

digkeit u verschiedene Werte. 
Wir wollen hier nicht darauf eingehen, die genaue Formel 

fiir die veriinderliche GeEchwindigkeit u abzuleiten, wollen uns 
vielmehr darauf beschranken, das Verhiiltnis von v zur sog. 
mittleren Kolbengeschwindigkeit u'" (Punkt 16) anzuschreiben. 

Nach Gl. (5) war die Drehgeschwindigkeit der Kurbel 

r:nn 
v= 30 

und nach Gl. (22) die mittlere Kolbengeschwindigkeit, da a = 2 r, 

an 2rn 
u",= 30= 30 

also 
u 2 
-.!!!. = - = 0,637, 
v :n 

u",=0,637·v; ...... (50) 

die mittlere Kolbengeschwindigkeit ist daher nur etwa 2/8 der 
Drehgeschwindigkeit der Kurbel. 
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Ferner wollen wir noch erwahnen, daB man aus dem 
Kurbelgetriebe in der in Abb. 24 gegebenen Form andere 
Getriebeformen ableiten kann, die gleichfalls im Flugmotoren
bau Verwendung finden. Wenn namlich der Zylinder Z an 
der Welle 0 drehbar gemacht und die Kurbel 0 A festgehalten 
wird, erhalt man die beim Rotationsmotor (Gnom) verwendete 
Anordnung (Abb. 25). 

B. Statik. 

VIII. tJber die Begriffe Kraft und Masse. 
30. Ursprung des Kraftbegriffes. Ais einer der aller

wichtigsten Begriffe der technischen Mechanik ist der der Kraft 
anzusehen; er ist aus dem Gefiihle der Anstrengung hervor
gegangen, die wir beim Heben einer Last oder der Oberwindung 
irgendeines Widerstandes fiihlen; die groBere oder kleinere An
.strengung, die wir dabei empfinden, kann als das erste, aller
dings noch wenig exakte MaB der Kraft angesehen werden. 
Indem man an Stelle dieses ganz unbestimmten MaBes, das 
Ullil unser Muskelgefiihl gibt, im FaIle der zu hebenden Last 
das Gewicht des betreffenden Korpers setzte und die anderen 
auftretenden Krafte mit dem Gewichte mit Hilfe der Wage 
verglich, erhielt man die Grundlage fiir eine geonauere, zahlen
maBige Verfolgung der Erscheinungen, die sich unter der (un
mittelbar ersichtlichen oder verborgenen) Mitwirkung von Kraf
ten abspielen. 

Damit kommen wir auf eine Wahrnehmung zu sprechen, 
fiir die ebenfalls die unmittelbare Erfahrung des taglichen 
Lebens den AniaB gegeben hat. Wir wissen aus mannigfachen 
Beispielen, daB der Bewegungszustand eines Korpers durch die 
Anwesenheit anderer Korper beeinfluBt werden kann. In vielen 
Fallen ist dieser EinfluB ohne weiteres verstandlich, natiirlich 
insbesondere dann, wenn eine Beriihrung zwischen den Kor
pem stattfindet. Jedem derartigen Einflusse kann man eben
falls durch eine Kraft Rechnung tragen. 

Z. B. fallt jeder Korper, der nicht in irgendeiner Weise 
unterstiitzt wird, frei zur Erde herab. Wird dieses Fallen da-
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durch behindert, daB man den Karper auf einen Tisch odeI' 
dergleichen legt, so sagt man, der Karper druckt auf den 
Tisch, und da das Gewicht durch die Unterstutzung unwirksam 
gemacht wird, so mussen wir die GraBe des Druckes seinem 
Gewichte gleichsetzen. 

31. MaS der Kraft, Kilogramm. Urn mit den Kraft
wirkungen, die wir auf allen Gebieten der Technik vor Augen 
haben, rechnen zu kannen, mussen wir die auftretenden Krafte 
messen, also ihre GraBe irgendwie angeben kannen. 

J edes Messen ist ein Vergleichen. Urn irgendeine 
andere Kraft (ein Gewicht, eine Federkraft, den Gasdruck im 
Zylinder eines Motors, den Luftwiderstand u. dgl. m.) zahlen
maBig anzugeben, muss en wir eine bestimmte Einheit fur die 
Kraft wahlen; als solche wahlen wir in der Technik (wie auch 
im taglichen Leben) das Kilogramm (kg), d. i. das Gewicht 
eines Metallstuckes von bestimmter GraBe, das in Paris auf
bewahrt wird und von dem aIle Staaten getreue Kopien be
sitzen; 1 kg ist auch das Gewicht von 1 dm3 rein en Wassers 
bei 4° C. 

AuBer dem kg haben noch Teile und Vielfache davon be--
sondere N amen erhalten, z. B. 

0,001 kg = 1 Gramm = 1 g, 
0,01 ,,= 1 Dekagramm = 1 dkg, 
• 100 " = 1 Meterzentner, 
1000 " = 1 Tonne = 1 t, 

10000 " = 1 Waggon = 10 t. 

Wie schon oben erwahnt, ist das Hilfsmittel, dessen man 
sich zum Messen der Krafte bedient, die Wage (Hebelwage 
Federwage ). 

Die Kraft ist also ein Begriff besonderer Art, sie ist
das dritte Glied des technischen MaBsystems, von dem wir in 
Punkt 6 gesprochen haben. Die Dimension fur die Kraft ist 
das kg, also in der oben verwendeten Bezeichnung: 

[Kraft] = [kg]. 

32. Arten der Krafte. Man unterscheidet verschiedene 
Arten von Kraften, die aIle in dem gemeinsamen MaB, in kg. 
gem essen werden kannen: Treibende Krafte (z. B. Federn. 
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Gasdruck, Gewichte usw.), Widerstandskrafte (Reibung, Luft, 
widerstand u. dgl.), Unterstiitzungskrafte, das sind solche, 
die wir bei jeder Beriihrung zweier Korper annehmen miissen, 
mogen diese ruhen oder sich bewegen (Druck der Unterlagen 
-oder Unterstiitzungen, die sog. "Auflagerdriicke der Trager" 
u. dgl.), Massenkrafte, das sind Krafte, die erst bei ungleich
formigen oder krummlinigen .Bewegungen ins Spiel kommen 
(z. B. Zentrifugalkrafte). 

Die Krafte der genannten Arten faBt man zusammen unter 
der Bezeichnung auBere Krafte. 

Diese Einteilung ist jedoch keineswegs als strenge Schei
dung anzusehen, sondern ist lediglich aus praktischen Riick
sichten hervorgegangen; so konnen z. B. Luftkrafte einmal 
wenn sie zum Antrieb einer Windmiihle dienen, als treibende 
Krafte angesprochen werden, wahrend dieselben Luftkrafte bei 
einer schnellfahrenden Lokomotive oder einem Kraftwagen als 
(schadliche) Widerstandskrafte zu bezeichnen waren; in der 
Flugtechnik treten die Luftkrafte als "Auftrieb" und "Wider
stand" in beidenFormen, als treibende und als widerstehende 
Krafte, auf. 

Eine zweite Gattung von Kraften stellen die sog. inneren 
Krafte" oder Spannungen dar, die den inneren Zusammenhang 
der Korperelemente beschreiben und zur VerfolguIig aller Er
Bcheinungen dienen sollen, die die "Anstrengung des Materials", 
die "Elastizitat und Festigkeit" u. dgl. betreffen; sie werden in 
der "Elastizitats- und Festigkeitslehre" eingehend behandelt. 

33. Dynamische Wirkung der Kraft, Masse. Die in Punkt 31 
besprochene Bestimmung der GroBe einer Kraft mittels der 
Wage gibt noch keinerlei AufschluB dariiber, welche Wirkung 
eine solche Kraft (Schwerkraft Gummiband, Feder, Gasdruck) 
auf einen Korper, dersich bewegen kann, hervorbringt. Es 
zeigt s~ch durch die Erfahrung, daB jede derartige Einwirkung 
eine .!nderung des Bewegungszustandes des Korpers bedingt. 

Die Bewegungsanderung (Beschleunigung), die z. B. eine 
Feder an einem Korper hervorbringt, ist erfahrungsgemaB 
zunachst durch die GroBe der Federkraft (Anspannung der 
Feder) bedingt, und zwar ist sie dieser Kraft (P kg) direkt 
proportional. Dies wird durch einen Versuch bestatigt, bei 
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dem man die Feder (unter moglichster Ausschaltung aller Wider
stande) auf den Korper wirken laBt und die entsprechende Be
schleunigung miBt; bringt man dann auf den gleichen Korper 
2, 3... solcher Federn an, so beobachtet man, daB die ent
sprechenden Beschleunigungen die 2-, 3- ... fachen der zuerst 
erhaltenen . sein werden. 

Nun andern wir den Versuch in der Weise ab, daB wir 
ein und dieselbe Feder nehmen, aber die Stoffmenge des Kor
pers (z. B. die Eisenmenge) verandern. Man beobachtet dann, 
daB mit zunehmender Menge die entstehende Beschleunigung 
abnimmt, und zwar ist die Beschleunigung der Stoffmenge 
verkehrt proportional. Aus beiden Versuchen folgt unmittel
bar die Beziehung 

P=M·b, (51 ) 

wobei Meine GroBe ist, die der Stoffmenge des Korpers, also 
natiirlich auch dessen Gewicht proportional ist, aber 
doch nicht mit dem Gewicht identisch sein kann; denn 
sonst hiitte diese G1. keinen Sinn, da eine Kraft (P) nicht dem 
Produkt einer Kraft (Gewicht) und einer Beschleunigung gleich 
sein kann (weil dann auf beiden Gleichungsseiten nicht Glieder 
mit der gleichen Dimension stehen wiirden). Die GroBe M 
wird die Masse des Korpers genannt; sie ist eine dem be
treffenden Korper eigentiimliche Zahl, deren Dimension aus (51) 
unmittelbar folgt, da 

(52) 

also 

Masse = [Kraft] = [~LJ = [~~sek2 ] 
[ ] [Beschleunigung] m(sek2 m 

(53) 

Die Masse ist also aus den anderen GroBen abgeleitet 
(ahnlich wie z. B. Geschwindigkeit aus Weg und Zeit usw.). 

Was den Zusammenhang der Masse M mit dem Gewicht G 
des Korpers betrifft, so erinnern wir uns· daran, daB die 
"Schwerkraft", d. i. ja das Gewicht, allen Korpern (an einem 
bestimmten Punkt der Erdoberflache) dieselbe Beschleunigung 
g = 9,81 m(sek2 erteilt; wir erhalten daher die gleichfalls wich
tige Beziehung: 

G=M'g, (54) 
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die gleichzeitig die Art und Weise angibt, wie Gewicht und 
Mas s e eines Korpers zusammenhangen. 

Als Einheit der Masse werden wir folgerichtig jene 
Stoffmenge ansprechen, die durch 1 kg die Beschleunigung 
1 m/sek2 erhiilt. 

Da das Gewicht G dem Korper nicht die Beschleunigung 1, 
ondern g = 9,81 m/sek2 erteilt, so hat ein 9,81 kg schwerer 

Korper die Masse 1 kg .sek2
, denn nach Gl. 54 ist J.lf = 1 fur

m 
G = 9,81 kg und g = 9,81 m/sek2 ; ein Korper, der 1 kg schwer-

ist, hat die Masse-~- . ~. 
9,81 10 

Diese G1. (51) (das sog. II. dynamische Grundgesetz) wurde 
von Newton (1686) aufgestellt und bildet die Grundlage der 
ganzen Entwicklung der Mechanik. Es besagt: Durch die 
GroBe der einwirkenden Kraft und die Masse des. 
Korpers, auf den sie wirkt, ist dessen Beschleunigung 
vollig bestimmt; die Beschleunigung ist proportional 
der Kraft und verkehrt proportional der Masse und 
erfolgt in der Richtung der einwirkenden Kraft. 

Von der Tatsache, daB die Masse einen vom Gewichte 
vOllig verschiedenen physikalischen Begriff darstellt, kann man 
sich durch folgende einfache Versuche unmittelbar uberzeugen: 

Zum Heben zweier gleicher Lasten G, G muB ihr Gewicht 
uberwunden werden, was wir durch die Muskelanstrengung 
wahrnehmen . konnen. Knupft man beide Gewichte an die 
Enden einer Schnur und fiihrt diese urn 
eine R,olle (Abb. 26), so widerstehen sie 
jeder Bewegungsanderung (Beschleuni
gung) nur durch ihre Masse. Wollen 
wir beide Massen z. B. im Sinne des 
Pieiles in Bewegung setzen, . so empfin
den wir deutlich die Kraft, die wir da
zu aufwenden mussen, und die Anstren

G 

gung wird urn so groBer sein, je rascher Abb. 26. 
wir die Korper in Bewegung setzen 

Abb.27. 

wollen. - Oder: ein groBes Gewicht, an einem Faden als 
Pendel (Abb. 27) aufgehangt, kann mit geringer Muhe in einer-
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kleinen Fadenablenkung neben der Gleichgewichtslage erhalten 
werden; die Kraft, die (bei kleiner Ablenkung) das Pendel in 
die Gleichgewichtslage zuriickzieht, ist sehr gering; trotzdem 
empfinden wir einen bedeutenden Widerstand, wenn wir das 
Gewicht rasch bewegen oder anhalten wollen. 

Die Masse ist also, obwohl dem Gewichte propor
tional, doch ein vom Gewichte verschiedenes be
wegungsbestimmendes Merkmal; siehangt von der stoff
lichen Beschaffenheit des Korpers ab und ist eine jedem Korper 
eigentiimliche feste GroBe. -

Die Kiarstellung des begrifflichen Unterschiedes zwischen 
Gewicht und Masse hat in der Geschichte der Physik und 
Mechanik zu zahllosen Untersuchungen AniaB gegeben und 
bietet zweifellos groBe Schwierigkeiten dar. 

34. Die 3 Grundgesetze der ltlechanik. Aus Gl. (51) sehen 
wir, daB jede Wirkung einer Kraft auf einen Korper, der sich 
iiberhaupt bewegen kann, begleitet ist von einer Bewegungs
.anderung, d. h. einer Anderung der Geschwindigkeit. oder der 
Richtung der Bewegung oder beider; da,s in dieser G1. aus
gedriickte Gesetz ist eines von den Grundgesetzen der Mechanik 
(Dynamik). 

Weiter gehort zu den Grundgesetzen das sog. Tragheits
oder Beharrungsgesetz, das dem FaIle entspricht, in dem 
keinerlei auBere Krafte auf den Korper einwirken oder in dem 
,aIle einwirkenden Krafte sich gegenseitig aufheben; setzen wir 
in G1. (51) P= 0, so folgt auch b = 0, d. h. der Bewegungs
zustand des Korpers andert sich nicht: er bleibt in Ruhe, wenn 
er in Ruhe war, oder bewegt sich gleichformig weiter, wenn 
er in gleichformigerBewegung begriffen war; dieser Satz ist 
offenbar ein besonderer Fall des zuvor Erwahnten. 

Einer sich gleichformig' bewegenden Masse wohnt also das 
Bestreben inne, diese ihre Bewegung beizubehalten; die gleich
formige Bewegung bezeichnet man daher auch als Tragheits
bewegung. 

Wenn man bemerkt, daB ein Korper wohl auBeren Kraften 
ausgesetzt ist, diese aber keinerlei Bewegungsanderung an dem 
Korper hervorrufen, so sagt man, der Korper ist im Gleich
gewichte, ein Fall, der Uns spater noch eingehend beschaf
tigen wird (z. B. ein Flugzeug in geradem Fluge unter dem 
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EinfluB von Gewicht, Zug der Luftschraube, Luftwiderstand 
und Auftrieb). 

Wir steIlen die zwei Satze nochmals zusammen: 
I. Ein Korper, auf den entweder keine Krafte ein

wirken oder bei dem sich die einwirkenden Krafte 
gegenseitig aufheben, beharrt in seiner Bewegung. 

II. Die Beschleunigung, die ein Korper durch eine 
einwirkende Kraft erfahrt, ist dieser Kraft direkt und 
der Masse verkehrt proportional (G1. 51). 

Diese Satze konnen durch die Erfahrung nur angenahert 
bewiesen werden, da es uns unmoglich ist, aIle Widerstande, 
Luftwiderstand, Reibung u. dgl. vollstandig auszuschalten. 

Das dritte Gesetz bezieht sich auf den Urn stand, daB die 
auf einen Korper Kl einwirkende Kraft immer von anderen Kor
pern K2 (usw.) herriihrt; dann sagt das Gesetz aus, daB stets 
aucll die gleiche Kraft von Kl auf K2 ausgeiibt wird: jeder 
Kraft entspricht stets eine gleich groBe Gegenkraft. Wenn 
sich also zwei Korper aneinander stiitzen, so wirken die beiden 
Korper aufeinander mit gleich groBen, entgegengesetzt ge
richteten Kraften; dieses "Gesetz der Wechselwirkung" 
lautet also: 

III. Jeder Wirkung entspricht eine gleich groBe 
Gegenwirkung (Prinzip von Aktion und Reaktion). 

Beispiele: Ein an einem Seil aufgehangtes Gewicht, das 
naturgemaB vertikal nach unten wirkt, bringt in dem Seil einen 
gleich groBen nach oben gerichteten Zug hervor; wiirde man 
das Seil durchschneiden, so miiBte man durch die Hand eine 
dem Gewichte gleiche Kraft ausiiben, urn die Wirkung des 
Seiles zu ersetzen. Ahnlich bei einem Gewicht auf einer Tisch
platte. Ferner: Die Anziehung der Erde gegen die Soane ist 
gleich und entgegengesetzt der Anziehung der Sonne gegen die 
Erde zu usw. 

35. Einheitsgewicht, Dichte. Unter dem Einheits
gewicht r oder spezifischern Gewicht eines Korpers 
versteht man das Gewicht von 1 rn3 Rauminhalt. 

Wenn ein (homogen gedachter) Korper den Rauminhalt 
V rns und das Gesamtgewicht G kg hat, so folgt 

G G=V'r, r=- kg/m3 (54) 
V 

P 0 S chI. Mechanik. 4 
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Unter der Dichte fh versteht man die Masse von 
1 m3 Rauminhalt. 

Wenn der K6rper (Gewicht G) die Gesamtmasse -,vI hat, 
so ist daher 

M= V'fh, 

da G = M· g, so folgt 
G M 

y= V=-V·g=fh·g 

oder 

(55) 

(56) 

(57) 

d. h. aus dem Einheitsgewicht erhiilt man die Dichte 
durch Divison durch g. Flir die in dieser Gl. angegebene 
Dimension ist natlirlich y in kg/m3 einzusetzen! 

Als Zahlenwerte des Einheitsgewichtes und zwar aus
gedriickt in kg/dni3, seien hier nur angegeben: 

Metalle: 

Stoff 

Wasser 

Aluminium 
Roheisen 
GuBeisen 
Stahl 
Kupfer 
Messing 

r kg/dm3 

2,6 
6,7 bis 7,8 
7,25 

Kautschuk (verarbeitet) 

7,85 " 7,87 
8,9 " 9,0 
8,4 " 8,7 
1,0 " 2,0 

Holzer trocken: 
Ahorn 
Eiche 
Esche 
Tanne 

Fliissigkeiten: 
Benzin 
01 

0,53 " 0,81 
0,69 " 1,03 
0,57 " 0,94 
0,37 " 0,75 

0,66 bis 0,75 (Fliegerbenz·n: 0,66) 
etwa 0,92 

We iter sei hier noch besonders angefiihrt: 
Das Gewicht von 1 m3 L u f t von 0° C und normalem 

Druck (760 mm Quecksilber) ist 

y = 1,293 kg/rn3 
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und daraus die Diehte naeh G1. (57): 

/h = 1,293 . ~ (kg.~ek2). 
9,81 8 m 4 

Naeh dies en Vorbereitungen konnen wir nunmehr zu den 
Gesetzen fur die Zusammensetzung von Kraften und fUr das 
Gleiehgewieht ubergehen. 

IX. Zusammensetzung von Kraften in der Ebene. 
Gleichgewicht. 

36. Darstellung der Kraft durch eine Strecke. 
Kraft lassen sieh, wie man aus den angegebenen 
sofort sieht, folgende Kennzeiehen angeben: 

Fur jede 
Beispielen 

a) eine bestimmte Wirkungslinie (Zug der Feder u. dg1.); 
b) ein bestimmter Sin n in dieser Linie (naeh reehts oder 

links); 
c) eine bestimmte GroBe in kg. 
Ein geometrisehes Bild, das aIle diese drei Kennzeiehen in 

sieh vereinigt, ist die Streeke mit Pfeil, wie wir sie schon 
in Absehnitt A fur die Darstellung der Gesehwindigkeit fort
gesetzt verwendet haben. Die drei Kennzeiehen der Kraft: 
Wirkungslinie, Sinn (Pfeil) und GroBe finden wir dureh die 
Streeke versinnbildlicht. 

Bezuglieh der GroBe der Kraft, die in kg ausgedriiekt wird 
und als Lange der Streeke erseheint, ist wieder notig, eiuen 
bestimmten MaBstab zu wahlen, der sieh nach der verfUgbaren 
Zeichenftaehe und den MaBzahlen der Krafte riehtet; z. B. werde 
gewahlt 

100 kg = 1 em der Zeichnung, 

dann wird eine Kraft von 500 kg dureh eine Streeke von 5 em 
Lange dargestellt. -

Wir wollen noeh auf die Tatsaehe hinweisen, daB man jede 
Kraft in ihrer eigenen Wirkungslinie unter Beibehal
tung ihres Sinnes beliebig versehieben kann, mit anderen 
Worten, daB der sog. Angriffspunkt etwas Unwesentliehes 
darstellt; dies beruht auf un serer Voraussetzung des starren 

4* 
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Korpers, fur den sich tatsachlich in diesem Sinne die Un
abhangigkeit der Kraftwirkung vom Angriffspunkt herausstellt. 

Bei unseren Betrachtungen wollen wir voraussetzen, daB 
aIle Krafte, mithin auch alle diese darsteIlenden Strecken in 
einer Ebene liegen; man spricht dann von einer ebenen 
Kraftegruppe. 

37. Parallelogrammgesetz der Krlifte. Die Zusammen
setzung der Krafte beruht auf folgendem Satz, dessen Richtig
keit gleichfalls durch Versuche festgestellt worden ist: 

Wenn auf einen Korper gleichzeitig 2 Krafte PI 
und P2 einwirken, die in den Wirkungslinien gi und g2 

liegen, so konnen sie ersetzt werden durch eine ein
zige Kraft, die durch die vom Ausgangspunkt aus
gehende Diagonale des Parallelogramms gegeben ist 
das man uber die 2 Kriifte als Seiten errichten kann. 

Diese Ersatzkraft nennt 
man die Mittelkraft (auch 
Summenkraft oder Resultie
rende), die Einzelkrafte PI' P2 

die Teilkrafte (Komponenten). 
Die Diagonale op stellt 

also die Mittelkraft P nach 
GroBe, Richtung uBd Sinn dar. 

Wenn die GroBe von PI 
und P2 und der eingeschlossene Winkel a (Abb. 28) bekannt 
sind, so konnen die GroBe und Lage, d. i. die Winkel 
:;:"PIOP=a1 , t.:P20P=a2 auch berechnet werden. 

Die GroBe von P liefert der Kosinussatz: 

p 2= PI2 + p2 2 - 2 PlP2 cos (180 - a), 
und da cos (180 - a) = - cos IX, folgt nach Ziehen der Quadrat
wurzel 

P = -VPI~+ P2 2 + 2 PIP~cosa 
Die Winkel folgen aus dem Sinussatz 

~ P2 l! 
sin a2 sin a l sin IX 

. . P21 SIn al = sIn a --

: ~al +a2 =a 
sin a2 = sin a ; J 

(58) 

(59) 
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Nun kann noch der Fall eintreten, daB die Wirkungslinien 
der Krafte in eine Gerade zusammenfallen. 

Haben dann die beiden Krafte 
P l und P2 (Abb. 29) gleichen Sinn, so 
ist die GroBe der Mittelkraft offenbar 

(60) 
die Richtung der Mittelkraft falIt mit Abb. 29. 
der der Teilkrafte zusammen. 

1st der Sinn der beiden Krafte P1 und P2 entgegengesetzt 
(Abb. 30), so ist die GroBe der Mittelkraft 

(61) 

und P weist nach der Seite der 
groBeren Kraft hin, siehe Abb. 30 a) b). 

Diese beiden Falle faBt man 
zusammen, indem man sagt, die 
Mittelkraft zweier (oder meh- ," IE O. ~--, 
rerer) Krafte in derselben Wir- .... 'I-o------tl_ I' 

". I IJ :>l oE 4--l kungslinie ist die algebraische I I 

Summe der Teilkrafte. t- P=/j-4--. 
(In diesen wie auch in allen 

folgenden Fallen miissen wir immer 
annehmen, daB die beziiglichen 
Krafte an einem Korper angreifen, 
dessen Gestalt jedoch ganz beliebig 
ist. In allen Abbildungen sind diese 

C. 
~IE~----~yO ~I 
, I I 

k- It ---'--/j -...-l 
p=q Glekl7gew/cbt 

Abb.30. 

Korper, die wir uns immer hinzuzudenken haben, fortgelassen.) 

38. Gleichgewicht zweier Kriifte. Wenn die beiden in 
einer Geraden Iiegenden Krafte PI und P2 entgegengesetzten Sinn 
haben und gleich graB sind, also P l =P2 , so folgt nach G1. (61): 
P = 0, d. h. die Mittelkraft ist 0, die beiden Krafte P l und P2 

heben sich auf; dies ist der Fall des Gleichgewichts. Wenn also 

P l = P2 , P= 0, ... Gleichgewicht, (62) 

so erhalten wir den 
Satz: Zwei Krafte halten sich dann und nur dann 

Gleichgewicht, wenn sie in derselben Wirkungslinie 
liegen, gleich graB sind und entgegengesetzten Sinn 
haben. 
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Z. B. beim normalen horizontalen Flug ist das lotrecht nach 
unten wirkende Gewicht G eines ]'lugzeuges gleich dem lotrecht 

A nach oben wirkenden Auf

--~ -- ~ --II __ ~~..JI-I--

trieb A del' Tragfiachen, del' 
wagrecht nach vorne wir
kende Zug Z del' Luft
schraube gleich dem Wider
stande W des Flugzeuges 
(Abb. 31). 

Abb. 31. 

39. Zerlegung einer Kraft in 2 Teilkrafte. Das Paralleio
grammgesetz del' Krafte gibt sofort das Mittel an, eine Kraft P 
in 2 Teilkrafte zu zerlegen, deren Richtungen gl' g2 lAbb.28) 
bekannt sind - eine Aufgabe, die in del' Statik fortgesetzt 
vorkommt. 

Wie aus Abb. 28 unmittelbar ersichtlich, werden die Teil
krafte PI und P2 dadurch erhalten, daB man durch den 
Endpunkt von P Parallele zu g2 bzw. gl zieht. 

!I 

y 
p 

Durch diese Teilkrafte, deren 
Wirkungslinien sich also auf P 
schneiden und die P zur geometri
schen Summe haben, wird die gege
bene Kraft vollstandig ersetzt. 

_~--~----~--~x Besonders wichtig ist die Zerle
gung nach 2 zueinander senkrechten 
Teilkriiften X und Y(Abb.32). Wenn 
1:.POX=a, so folgt 

Abb.32. 

X=pcosex,} 
Y=Psin ex . (63) 

und daraus 
(64) 

(65) 

40. l)Iehrere Krafte durch denselben Punkt, Krafteck. 
Nach dem soeben Gesagten ist nun auch unmittelbar ersichtlich, 
wie beliebig viele durch einen Punkt hindurchgehende Krafte 
zu einer Mittelkraft vereinigt werden. Wir unterscheiden hierbei 
zwei Verfahren, je nachdem wir durch Zeichnung (graphisch) 
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oder durch Rechnung zum Ziele zu kommen suchen; diese 
zwei Gesichtspunkte ziehen sich durch die gesamte Statik 
hindurch. Die zeicbneriscbe Methode ist mit allen Unvoll
kommenheiten der Zeicbnung bebaftet, also ibrem Wesen nach 
ungenau; dafiir iibersichtlich und rasch zum Ziele fiihrend, die 
Rechnung dagegen umstandlicher, dafiir aber genau. 

a) Zeichneriscb. Wenn z. B. die Krafte P l ••• P 4 in 
Abb. 33 zu einer Mittelkraft zusammenzusetzen sind, so konnte 
man zunachst die Mittelkraft etwa von P l und P2 suchen, dazu 
P.s fiigen usf. bis aIle Krafte vereinigt sind. Dbersichtlicber 

,q, =600kg 
o 

\ 
Ij=2S0kg , 1j='fOOkg 

P=300kg 

Mqfostab:2S0kg= 1em 

Abb.33. 

geschieht die Ermittelung der Mittelkraft mit Hilfe des Kraft
ecks (Kraftepolygon) in folgender Weise: 

Man tragc von einem seitlich willkiirlich gewahlten Punkt A 
(Abb. 33) die Krafte nacheinander in der Weise auf, daB jede 
folgende an den Endpunkt der vorhergehenden angesetzt wird 
und ihr Sinn von jenem Endpunkt weggerichtet ist. Die Strecke 
vom Anfangspu nkt A der ersten bis zum Endpunkt 
-der letzten gibt dann die Mittelkraft P nach GroBe 
und Sinn; ihre Wirkungslinie geht jedoch wieder durch 0 
hindurcb, daalle Teilkrafte durch 0 liefen. Man hat also P 
.aus ,dem Krafteck in die linksstebende Figur zu iibertragen 
und erhalt so die gesucbte Mittelkraft. 

Es ist unnotig, in den linksstebenden Lageplan die Krafte 
maBstablich einzutragen, man schreibt einfach, wie es in der 
Abbildung geschehen ist, die GroBen in Zahlen hin, z. B. 
P l = 500 kg, P2 = 400 kg, P3 = 250 kg, P4 = 650 kg; die maB
richtige Auftragung geschieht erst im Krafteck. 
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Aus der ganzen Entstehung des Kraftecks ist ersichtlich, 
daB das Ergebnis von der Reihenfolge der Krafte bei der 
Zusammenfiigung vollstandig unabhangig ist. 

Man nerint diese Art der Aneinanderreihung auch die 
geometrische Addition, die Mittelkraft die geometrische 
Summe der Teilkrafte. In Zeichen: 

und allgemein 
(66) 

Durch den dariibergesetzten Strich wird angedeutet, daB Peine 
Strecke und die Summe im geometrischen Sinne zu ver
stehen ist. 

Aus der Abb. 33 ist auch sogleich zu ersehen, daB die 

Strecke AP2 = PI + P2 , .4.1>3- = PI + P~ + P-; ist. 
b) Rechnerisch. Das in Punkt 37 angegebene Verfahren 

ware fiir mehr als 2 Krafte viel zu umstandlich, man ver
wendet vielmehr ein anderes, das aIle Krafte vollstandig gleich
maBig behandelt und das den Vorzug gr6Berer Dbersichtlich
keit besitzt. 

II 

Abb.34. 

Man legt (Abb. 34) durch den gemeinsamen Angriffspunkt 
aller Krafte die 2 Achsen x und y eines rechtwinkligen Kreuzes 
und zerlegt jede Kraft Pl' P2 ••• in 2 Teilkrafte nach dies en 
Achsen; in der Bezeichnung nach Punkt 39 schreiben wir: 
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Diese Zerlegung wird fiir aile gegebenen Krii.fte durchgefiihrt. 
Nun bestimmt man die Mittelkraft ailer in x liegenden 

und auch die aIler in y liegenden Teilkrii.fte und erhiilt so: 

p{X_Xl+X2+ ... _~Xi. (67) 
Y - Y1 + Y2 + ... - ~ Yi 

Da die Wahl des Achsenkreuzes x, y vollkommen willkiir
lich ist, so konnen wir die Gleichung (67) so in Worte fassen: 

Projektionssatz: Die Projektion der Mittelkraft. 
auf irgendeine Achse ist gleich der Summe der Pro
jektionen der Teilkrii.fte auf dieselbe Achse. 

FaBt man nun noch X und Y zu einer Mittelkraft zu
sammen, so ist dies offenbar die gesuchte Mittelkraft P der 
gegebenen Kraftegruppe; ihre GroBe ist 

P=VX2+Y2 

und ihre Neigung zur x-Achse 

Y 
tga = X. 

41. Gleichgewicht einer Kraftegruppe durch einen Punkt. 
Eine Kriiftegruppe ist im Gleichgewicht, wenn ihre 
Mittelkraft verschwindet. 

Fiir den Fall von Krii.ften, die aIle durch einen Punkt 
hindurchgehen, wird diese Bedingung in folgender Weise ZUlli 

Ausdruck gebracht: 
a) Zeichnerisch. Die Mittelkraft wird verschwinden,. 

wenn der Endpunkt der letzten Kraft (Abb.35) im Krafteck 
mit dem Anfangspunkt A ;9 e /? 

der ersten zusammenfii.llt, 1 01 ~ 
wenn also das Krafteck 
ein geschlossenes ist. Ii 'A 

Eine Krii.ftegruppe -j 'f 
durch einen Punkt ist "---v---' e 
imGleichgewicht, wenn 'f' 

sich das zugehorige Abb. 35. 
Krafteck schlieBt. 

Fiir drei Krii.fte ist dieser Fall in Abb. 36 besonders heraus
gezeichnet: das zugehOrige Krafteck ist ein Dreieck. Jede Kraft 
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ist gleich groB und entgegengesetzt zur MiUelkraft der beiden 
iibrigen. 

b) Rechnerisch. Damit die Mittelkraft P verschwindet, 
ist offenbar notig, daB ihre Teilkrafte nach x und y null sind, also 

-ff 
Abb.36. 

sprochenen Bedingungen 
verschiedener Form. 

X=.2'Xi =O} 
Y=.2'¥i=O 

(68) 

EineKraftegruppe durch 
einen Punkt ist im Gleich
gewichte, wenn die Summe 
der Teilkrafte nach zwei 
Richtungen der Ebene ver
schwindet. Wenn also nach 
keiner Richtung eine Kraft iibrig 
bleibt, sprechen wir von Gleich
gewicht. 

Die unter a) und b) ausge
besagen offenbar genau dasselbe in 

42. Auflagerdriicke. Bei den Fragen des Gleichgewichtes 
die in der Technik auftreten, liegt nun die Sache meist so, claB 
ein Korper" der irgendwelchen Kraften - den Lasten - aus
gesetzt ist, durch andere Korper in bestimmter Weise unter
s tiitzt oder irgendwie aufgehangt wird. Unter dem EinfluB 
der Lasten und dieser Unterstiitzungen kommt das Gleichgewicht 
zustande. Korper, die ohne Fiihrung und ohne Stiitzung 
im Gleichgewichte waren, wie z. B. ein ruhender Korper zwischen 
zwei anziehenden Massen, kommen in der Natur und Technik 
nicht vor. 

Schon friiher haben wir anlaBlich der 
Besprechung einfacher Beispiele erWahnt, 

s daB man den EinfluB dieser Unterstiitzungen 
;6' als Krafte in Rechnung setzt; es ist nun 
0=8 fiir die Bestimmung der Abmessungen aller 

'" '/ Tragkonstruktionen eine wichtige Aufgabe, 
Abb.37. diese Unterstiitzungskrafte - die Auf

lagerdriicke - zu berechnen. 
In den oben erwahnten einfachen Fallen ist es leicht, die 

GroBe der auftretenden Stiitzkrafte unmittelbar anzugeben. 
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Wenn ein Karper vom Gewicht G auf einem Tische ruht oder 
an einem Seil aufgehangt ist, so wirkt der Druck D des 
Tisches oder der Zug D des Seiles auf den Karper vertikal 
nach oben und es ist ofl'enbar D = G (Abb. 37, 38). 

In den iibrigen Fallen ist der Vorgang folgender: -'"' ~~:U 
Man nehme die Unterstiitzungen weg und er-
setze sie durch Krafte von bekannter Rich-
tung, aber unbekannter GraBe, bzw. unbekannter 
Richtung und unbekannter GraBe. Diese unbe
kannten werden zusammen mit den gegebenen Kraften 
im Gleichgewichte sein, daheT miissen die Bedingungen 
a) und b) Punkt 41 fUr aIle diese Krafte zusammen 
Geltung haben. 

Fur die Anbringung dieser Stiitzdriicke wollen wir 
zunachst die Voraussetzung machen, daB die Ober
ftachen der sich beriihrenden Karper vollkommen Abb. 3S. 
g 1 a t t seien, so daB also die Karper in der Richtung 
dieser beriihrenden Flachen keine Kraft aufeinander ausiiben, 
flondern nur senkrecht dazu. 

Wird der Karper durch Seile, Stangen u. dgl. gehalten, 
so ist unmittelbar verstandlich, daB wir jedes Seil und jede 
Stange durch eine in deren Richtung angebrachte Kraft ersetzen 
kannen, die wir als Z u g des Seiles, ,Z/ 

bzw. als Dr u c k der Stange bezeichnen, '\ 
je nachdem die Kraft das Seil zu ver
lang ern, bzw. die Stange zu ver
kurzen trachtet. 

Einige Beispiele werden diesen 
V organg sofort klarmachen. 

Beispiel 19: Schiefe Ebene. 
Ein Karper yom Gewicht G auf einer 
glatten schiefen Ebene (Neigung a) 
wiirde ofl'enbar heruntergleiten, wenn 
er nicht gehalten wird; eine in der 
Richtung der schiefen Ebene wirkende, 
von der Beriihrung selbst herriihrende 
Kraft - Reibung - wollen wir aus
schlieBen, die Karper seien vollkommen 
glatt. Wir fragen nach der GraBe Abb.39. 
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jener Kraft P, die man parallel zur schiefen Ebene anbringen 
muB, urn Gleichgewicht herzustellen (Abb. 39). 

N ach dem oben dargelegten Vorgang ersetzen wir den EinfluB 
der schiefen Ebene durch eine auf den Korper ausgeiibte Kraft D, 
senkrecht zur schiefen Ebene, von unbekannter GroBe; G, D 
und P zusammen sind im Gleichgewichte, Gist vollstandig 
bekannt, von D und P kennt man die Richtungen. Wir wollen 
die Aufgabe nach beiden Methoden losen: 

a) Zeichnerisch. Da das Krafteck ein geschlossenes sein 
muB, so trage man seitlich (in einem passend gewahlten MaB
stab e) G lotrecht auf, ziehe durch die Endpunkte von G die 
Parallelen zu den Richtungen von D und P und bringe dieSEl 
zum Schnitt; dann ist P die gesuchte Kraft, die langs der schiefen 
Ebene wirken muB, D der Druck der schiefen Ebene auf den 
Korper. 

Der Druck D1 des Korpers auf die schiefe Ebene 
ist (nach dem Satz III: Gleichhei.t der Wirkung und Gegen
wirkung) der GroBe nach gleich D, aber entgegengesetzt gerichtet. 

b) Rechnerisch. Die Achse x leg en wir (Abb. 39) in 
die Richtung der schiefen Ebene, y senkrecht dazu. Dann 
nehmen die Gleichgewichtsbedingungen (68) in unserem Fall 
die Form an: 

also 

P~Gsin a=O, 
D- GCOS[(=O, 

P= Gsin ee} . 
D=Gcosa 

(69) 

Beriicksichtigt man, daB der der Kraft P gegeniiberliegende 
Winkel im Krafteck = [( ist, so sieht man, daB die beiden 
Methoden vollstalldig iibereinstimmen. 

Z. B. fUr G = 78 kg, [( = 35° wird 

P= Gsin [( = 78·0,573 = 44,7 kg,} 
D= G cos [( = 78·0,819 = 63,9 kg. 

Beispiel 20: Ein Gewicht Gist an zwei Seilen aufgehangt, 
die die Winkel [( und fJ mit der Vertikalen einschIieBen. Wie 
groB sind die SeiIspannungen 81 und 82 ? (Abb. 40.) 

a) Zei chnerisch. Man zeichnet das Krafteck, tragt also 
G in lotrechter Richtung auf und zieht durch die Endpunkte 
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die Parallelen zu den Richtungen von 81 und 82 , durch die 
im Krafteck auftretenden Strecken sind dann 81 und 82 der 
GroBe nach bestimmt. 

Abb.40. 

b) Rechnerisch. Um die rechnerischen Ausdriicke fUr 
81 und 8~ zu finden, ist es am einfachsten, im Krafteck den 
Sinussatz anzuwenden. Die Winkel haben die eingeschriebenen 
GraBen, und da sin [180 - (a + /1)] = sin (a + /1) ist, so folgt 

8 =G._Si~} 
1 sin (a. + /1) (70) 

8 =G.~~-
2 sin (a + /1) 

82 : G = sin a : sin (ex + /1) , 

Wenn z. B. G = 500 kg, a = 40°, /1 = 60° ist, so folgt 

81 = 500· 0,984 = 441 kg, 0,866 } 

0,643 
82 = 500 '-0 - = 327 kg. 

,984 

Das gleiche wiirde 
sich natiirlich durch Zer
legung nach zwei Achsen 
x und y ergeben. 

Die beiden Spannun
gen 81 und 82 sind Zug
spannungen, d. h. sie 
haben das Bestreben, die 
Seile zu verIangern. Abb. 41. 
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Wenn man statt dieser Anordnung die der Abb.41 ver
wendet, also einen B 0 e k, so werden dessen Stabe dureh die 
angehangte Last g e d r ii e k t, die Ermittelung dieser Druek
spannungen gesehieht auf dieselbe Weise wie oben. 

Die "Pfeile" werden in beiden Fallen dnreh das Krafteek 
geliefert; im erst en wirken sie vom Knotenpunkte weg, das 
bedeutet Z u g, im zweiten zum Knotenpunkte hin: Dr u e k. 

Wie man sieht, kommt es bei dies en Gleiehgewiehtsaufgaben 
einfaeh auf die" Auflosung" von Dreieeken hinaus, wobei nur 
im Auge zu behalten ist, daB die Seiten nieht die Bedeutung 
von einfaehen Langen, sondern von Kraften haben. 

43. Die ebene Kriiftegruppe. Dureh das Kraftparallelo
gramm wird in jedem FaIle die Mittelkraft einer beliebigen 
ebenen Kraftegruppe geliefert, aueh dann, wenn nieht aIle 
Krafte dureh einen Punkt gehen; in dem letzteren Fane sprieht 
man von einer ebenen Kraftegruppe. Man hatte dann so 
vorzugehen, daB man aus 2 Kraften PI und P2 die Mittelkraft 
bestimmt, zu dieser die dritte Ps fiigt und so fortfahrt, bis 
aBe Krafte ersehopft sind. 

S 
r-"--.. 

I 
A 

~ 

i 
L ' --1--
\. h 
<0\ I J,Z 
in'/ 

-1 /t\ Ii 
p 

Abb. 4~. 

Wenn man diesen V organg fiir eine groBere Zahl von 
Kraften wirklieh ausfiihrt, so sieht man, daB die Zeiehnung 
auBerordentlieh uniibersiehtlieh wird. Deshalb wird meist ein 
anderes Verfahren, und zwar mit Hilfe des Seileeks (Seil
polygon, Seilzug), angewendet, das von diesem Naehteile frei 
ist und raseher zum Ziele fiihrt; aueh sind Irrungen bei der 
Durehfiihrung der Konstruktion sehwerer moglieh. 
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Urn das Verfahren zu erlautern, gehen wir von der Zu
sammensetzung zweier Krafte PI und P2 aus (Abb. 42). 

Da man, wie wir wissen, jede Kraft in ihrer Richtung 
beliebig verschieben krtnn, so konnten wir beide Krafte an 
ihrem Schnittpunkt angreifen lassen und wlirden durch die 
Diagonale des liber sie errichteten Parallelogramms die Mittel
kraft auf gewohnliche Art erhalten. 

GroBe und Richtung der Mittelkraft P ergeben sich durch 
das Krafteck; wir tragen, von einem seitlich gewahlten Punkt A 

ausgehend, die Krafte PI = A 1 und P2 = 12 ihrer GroBe und 

Richung nach auf; dann ist P= A 2 . - Es handelt sich' nur noch 
urn ihren 0 r t, der in diesem einfachen Fall dadurch gegeben 
ware, daB man durch den Schnittpunkt 8 von PI und P3 (linke 
Abbildung) eine Parallele zu P zieht; hier gehen wir jedoch, 
urn ein flir eine beliebige Anzahl von Kriiften geeignetes Ver
fahren zu erhalten, anders vor: 

Wir wissen, daB jede Kraft, z. B. PI' in 2 Teilkrafte zer
legt werden kann, wenn wir nur daflir sorgen, daB sich diese 
Teilkrafte auf PI schneiden und als geometrische Summe PI 
ergeben. Von diesem Gedanken machen wir Gebrauch, aber 
nicht in der Art, daB wir diese Zerlegungen flir aIle Krafte, 
PI' P2 , ••• , der gegebenen Kriiftegruppe unabhangig voneinander 
durchflihren, sondern diese Zerlegungen in folgender Weise 
miteinander in Zusammenhang bringen. 

Wir wahlen einen Punkt M - den Pol des Kraftecks -
irgendwo in der Nahe des Kraftecks A, 1,2 ... und verbinden 
M mit diesen Punkten. PI zerlegen wir dann in die beiden 

Krafte AM = 80 , Ml = 81 ; sie geben PI als geometrische 
Summe. Damit sie jedoch PI wirklich voIlkommen ersetzen, 
mlissen sich ihre Wirkungslinien irgendwo auf PI schneiden. 
Wir wahlen daher auf PI (links) einen beliebigen Punkt lund 
ziehen die Parallelen zu 80 und 81 , dann konnen wir PI weglassen. 
und daflir 80 , 81 setzen. P2 zerlegen wir nun in die Krafte 
-- ---- -- -
1 M = - 81 , M2 = 82 und wahlen den Punkt auf P2 , an dem 
wir die Ersatzkriifte flir P2 anbringen, im Schnitte 11 von 81 

(durch I) mit P2 ; in der linken Abbildung sind die Pfeile der
Krafte 8 ebenfalls eingetragen. 81 und - 81 fallen in die
selbe Wirkungslinie, tilgen sich daher, und die gegebene Krafte-. 
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gruppe kann durch die Krafte So und 82 allein ersetzt werden. 
Ihr Schnittpunkt III ist ein Punkt der Mittelkraft P, deren GroDe 
und Richtung aus dem Krafteck folgt. 

In Abb. 43 ist dieses Verfahren fiir eine Gruppe von 
4 Kraften P l •.• P4 durchgefiihrt. Man zeichne zunachst das 

Krafteck: Af=Pl , 12=P2 , 23 =P3, 34=P4 ,wahlteeinen 
Punkt JJ:I und verbinde diesen mit den Punkten A, 1, 2, 3, 4. 
Sodann nehme man auf PI einen Punkt I beliebig an, ziehe 

Abb.43 . 

.die Parallelen zu AM und M1 und bringe die zweite von diesen 
zum Schnitt II mit P2 ; ferner ziehe man durch II eine Par

allele zu M2 bis zum Schnitt III mit P3 , durGh III eine 

Parallele zu M3 bis zum Schnitt IV mit P4 , endlich durch 

IV eine Parallele zu M 4; die Parallelen zu AM durch lund 
zu M 4 durch IV schneiden sich in einem Punkte V, der der 
gesuchten Mittelkraft P angehort; GroDe und Richtung von P 
sind aus dem Krafteck zu entnehmen. 

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ist nach den an 
Abb. 42 gegebenen Erorterungen, die hier auf 4 Krafte zu 
erweitern sind, unmittelbar einzusehen. 

Die Bezeichnung "Seileck" riihrt daher, weil ein in den 
Punkten I, II, III, IV durch Pl' .. P4 belastetes, entsprechend 
befestigtes Seil im Gleichgewichtszustande die Gestalt dieser ge
brochenen Linie annehmen wiirde. An jeder Angriffsstelle einer 
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Kraft erhiiJt der Seilzug einen Knick in der betreffenden 
Kraftrichtung. 

44. Zeichnerische Ermittlnng der l\'littelkraft paralleler 
Krafte. Das Kriifteparallelogramm, das uns die Grundlage 
aller unserer Konstruktionen abgegeben hat, versagt gerade in 
dem praktisch auBerordentlich wichtigen Fall paralleler Krafte; 

Abb.44. 

das Verfahren des Seilecks behalt jedoch auch hierfiir seine 
Giiltigkeit und liefert uns die Mittelkraft nach dem in Punkt 43 
gegebenen Vorgange. 

OOr parallele Krafte fallen im "Krafteck" aIle Krafte 
in ein und dieselbe Gerade. 

Urn die Mittelkraft P fiir die 2 Krafte PI und P2 zu 
finden (Abb. 44), fiigt man die 2 Krafte ihrer GroBe nach an-

einander, dann ist P p--: + P2 = A 2 (rechte Abb.). Dann 
wahlt man den Pol M und I auf PI belie big, zieht durch I 
Parallele zu AM und Ml, bringt letztere zum Schnitt II mit 

P2 und zieht durch II eine Parallele zu M2; der Schnitt III 
dieser zuletzt mit der zuerst gezogenen Geraden ist ein Punkt 
der gesuchten Mittelkraft P. 

In Abb. 45 ist das gleiche Verfahren fiir 4 Krafte durch
gefiihrt, wovon die eine (Pa) verkehrten Sinn zu den iibrigen 

hat. P = A 4 = PI + P2 - P a + P 4 • Die Konstruktion ist wohl 
ohne weiteres zu iiberblicken. 

Auch im FaIle der (allgemeinen) ebenen Kraftegruppe 
werden wir yom Gleichgewicht dann sprechen, wenn die 

Poschl, Mechanik. 5 
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Mittelkraft verschwindet. Um die Bedingungen hierfiir auf
zustellen, miissen wir einen neuen Begriff kennen lemen, dem 
wir hier zum ersten Male begegnen. 

A 

§='f(j(}kg 

1j=30(}/rg 1~=J71(}kg 1j=2(}(}k!/- -

r '/Ifqftstab: 1ZS kg= 1em 

P=6"(}(}kg 

Abb.45. 

45. Drehmoment. Wie die meisten anderen Begriffe der 
Mechanik hat auch dieser seinen Ursprung in den Erfahrungen 
des taglichen Lebens, und zwar hat der Hebel den AniaB zu 
seiner Aufstellung ergeben. Unter einem Hebel versteht man 
jeden um eine Achse 0 drehbaren Korper (Abb .. 46). Man 

(Y""f-----
o 

Abb.46. 

erkannte BahT bald, daB die Wir
kung, die man mit dieser ein
fachen Vorrichtung erzielen konnte, 
einerseits von der GroBe der ein
wirkenden Kraft abhing, anderer
seits von der Entfernung vom 
Drehpunkte, und zwar ist die 
Wirkung zu beiden proportional. 

Unter dem Drehmomente einer Kraft in bezug 
auf einen Punkt 0 verstehen wir das Produkt aus der 
GroBe P der Kraft und dem senkrechten Abstand a 

von 0: 
M=P·a. 
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a nennt man den Arm oder Hebelarm der Kraft, auch 
dann, wenn es sich nicht urn einen Hebel handelt, sondern 
wenn man nur - wie es meistens der Fall ist - ein MaJ3 
fUr die Starke der Drehwirkung einer Kraft mit Bezug auf 
irgendeinen Punkt erhalten will. 

Die Dimension von M ergibt sich dadurch, daJ3 man 
eine Kraft P kg mit einer Strecke a m multipliziert, wird also 
durch das Produkt aus einer Kraft und einer Lange bestimmt 
sein; man bezeichnet die Einheit mit Kilog:cammeter oder 
auch Meterkilogramm (mkg), also 

[Moment] = [M] = [mkg]. 

Das Drehmoment wird = 1 mkg sein, wenn eine Kraft 
von 1 kg an einem Arme von 1 m Lange wirkt. 

~a)\ /~fv 
Momel7t T Momel7t-

Abb.47. Abb.48. 

Je nachdem der Drehsinn des Momentes (fiir einen von 
oben auf die Zeichenebene blickenden Beobachter) mit dem Uhr
zeigersinn iibereinstimmt oder diesem entgegengesetzt ist, 
sprechen wirvon rechtsdrehendem (auch positivem) oder links
drehendem (negativem) Moment (Abb. 47). 

Beispiel 21. Die Luftkraft auf das aufgezogene Hohen
steuer eines Flugzeuges (Abb. 48) sei P= 10 kg, der senkrechte 
Abstand vom Schwerpunkte S des Flugzeuges a = 6,2 m; wie 
groJ3 ist das Drehmoment urn den Schwerpunkt? 

M=P·a= 10· 6,2= 6.2 mkg. 

46. Momentensatz. Von ebenso groJ3er Wichtigkeit wie 
der Projektionssatz (Punkt 40), der, wie manaus der Betrach
tung des Krafteckes unmittelbar ersieht, auch fUr jede e bene 
Kraftegruppe gilt, ist der 

Momentsatz: Das Moment der Mittelkraft in bezug 
auf jeden beliebigen Punkt 0 der Ebene ist gleich der 

5* 
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Summe der Momente der Teilkrafte um denselben 
Punkt. In dieser Summe sind die Momente aller Krafte 
positiv zu nehmen, die um 0 im Uhrzeigersinn drehen, 
negativ die mit entgegengesetztem Drehsinn. 

Abb.49. 

. a 
slna=b' 

f 

Abb.50. 

Den Beweis dieses Satzes 
erbringen wir zunachst wieder 
fiir zwei Krafte PI und P2 

durch A (Abb. 49), deren Mittel
kraft P sei. 0 sei der Dreh
punkt. 

Wir verbinden 0 mit A 
und ziehen die Senkrechte 9 
auf OA, dann folgt aus dem 
Projektionssatz fiir g: 

P.sina=PI·sinal +P2 ·sina2 • 

Nun sei OA=b, die Hebel
arme = aI' a2 und a (siehe Ab
bildung), dann ist 

. a1 
Silla =-

I b ' 

Setzt man dies in die obere Gl. 
ein und multipliziert die ganze Gl. mit 
b, so folgt: 

Pa=PIal +P2 a2 • •••• (71) 
Wenn der Drehpunkt z. B. nach 

0' (Abb. 50) falIt, so kommt: 

Pa=PIa1 -P2 a2 • •••• (72) 
Fiir eine beliebige ebene Krafte

gruppe (Abb.51), deren Mittelkraft P 
sei, gilt mit Verwendung der Bezeich
nungen der Abbildung: 

Pa=PIal +P2 a2 -Psas -P,a, 
oder allgemein 

Pa = ~Piai' . . . . . . . (73) 

wobei in diese Summe die Teilmomente als + oder - ein-
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zufiihren sind, je nachdem sie um 0 im odeI' gegen den 
Uhrzeigersinn drehen. 

Del' Beweis fUr diesen allgemeinen Satz ergibt sich durch 
schrittweise Anwendung des oben gegebenen, auf alle Krafte 
del' gegebenen Kraftegruppe erstreckt. 

Wahrend del' Satz vom 
Krafteparallelogramm versagt, 
wenn die Krafte parallel sind, 
gelten del' Projektions- und 
Momentensatz allgemein ohne 
jede Ausnahme. 

47. Rechnerische Ermitte
lung der Mittelkraft paralleler 
Krafte. Hat man die Mittel
kraft von 2 parallelen Kraften 
P l und P 2 im Abstande l zu 
bestimmen (Abb. 52), so gibt 
der Projektionssatz, angewendet 
auf die Richtung del' Krafte 
selbst, 

P=Pl +P2 , ••• (74) 

d. h. bei parallelen Kraften ist die 
algebraischen Summe del' Teilkrafte. 

Ahh.51. 

Mittelkraft gleich del' 

Urn die Lage del' Mitteikraft A1C---+-~l~_--'lI-6A2 
zu bestimmen, verwenden wir den 
Momentensatz: In bezug auf jeden 
Punkt del' Ebene ist das Moment 
del' Mitteikraft gleich der Summe 
del' Momente del' Teilkrafte. Del' 
Einfachheit halber wahlen wir den 

.z~ ~""I4-' --,.x,z . 
t 
Abb.52. 

Drehpunkt auf einer del' Teilkrafte und erhalten fiir: 

Drehpunkt Al : 

Drehpunkt A2 : 

also 
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Durch Xl' X 2 ist die Lage von P bestimmt; natiirlich ist 

Xl + x2=l. 

Aus GIn. (75) ergibt sich 

Xl: X 2 = P2 : P l . • • • • • • (76) 

und daraus folgt ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des 
Ortes der Mittelkraft von 2 parallelen Kraften, Abb.53. Man 
ziehe eine (nicht notwendig zu Pl' P2 senkrechte) Gerade, die 
P l und P2 in den Punkten Al und A2 schneidet, trage von A2 

auf P2 die Kraft P l = A2 B 2 , von Al auf P l die Kraft 
P2 = Al B l , aber zu P l entgegengesetzt in wiIlkiirlichem MaE-

81 

"- A.z "-

"-

i "- Ij "- ~ "-"- J ~ "-
"-

P, P41f,f ~ 

! r.x1----..~--l---->o-I 
~--1--.x.z------~ 

~;fj-~ 1 
Abb.53. Abb.54. 

stabe auf und verbinde BI mit B2 • Der Schnitt S von Al A2 und 
Bl B2 ist dann ein Punkt der Mittelkraft; dies folgt aus der 
Ahnlichkeit der Dreiecke Al Bl S und A2 B2 S: in den ahnlichen 
Dreiecken verhalten sich die Grundlinien P l und P2 wie die 
Hohen x 2 und Xl' 

Beispiel 22: PI = 20 kg, P2 =30kg, l=0,8m. 
Es folgt nach GIn. (74) und (75): 

P =20+30=50kg, 

30 
Xl . 0,8. 50 = 0,48 m , 

20 
xQ=0,8·--=0,32m. • 50 

Die Mittelkraft liegt bei gleichgerichteten Kraften zwischen 
den Kraften, und zwar naher der groBeren; bei gleichen 
Kraften natiirlich in der Mitte. 
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Be i s pie I 23: Die Krafte mogen verschiedene Richtungen 
haben, und zwar sei (Abbo 54) P l = 84 kg, P2 = 26 kg, l = 2 m; 
dann folgt nach dem Projektionssatz 

P=Pl -P2 =84- 26=58kgo 

Die Mittelkraft P falIt jenseits Pl hinaus, die Momenten
gleichungen lauten ganz so wie oben und es folgt: 

Xl = 2 0 ~~ = 0,896 m}. _ _ 
x2 - Xl -l- 2 m 0 

84 
x2 = 2 0 58 = 2,896 m 

Fur belie big viele Kriifte Pl' P2 000 erhalten wir mit 
den aus Abbo 55 ersichtlichen Bezeichnungen: 

P=Pl +P2 + 000 =ZPi , •••• (77) 

wobei die Summe wieder im algebraischen Sinne zu 0 verstehen 
isto Und der Momentensatz liefert fur 0 als Drehpunkt: 

Poa=Plal +P2 a2 +···=ZP.ai , 

auch mer die Summe im alge- 06---I--I--i-t---j 
braischen Sinne j verstanden; 
daraus folgt: 

. . (78) 

Damit ist die Entfernung 
der Mittelkraft von dem ge
wahlten Drehpunkt 0 durch die 
Entfernungen der Teilkrafte von 
o und durch die Gro13en der 
Teilkrafte selbst ausgedruckt. 
Auf diese wichtige Gl. werden wir 
Schwerpunktes zuruckkommen. 

Ii Ij ~ (j 
P~IIi 

Abb.55. 

bei der Berechnung des 

48. Kraftpaar. Ein besonderes Gebilde tritt nun auf, wenn 
die ebene Kraftegruppe aus 2 gleich gro13en, aber entgegen
gegengesetzt gerichteten Kraften P l PI besteht, Abb. 56, dem 
sog. Kraftpaar. Wenn man von einem solchen die Mittel-
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kraft bestimmen wollte, so gibt zunaehst der Projektionssatz 
fur die GroBe derselben: 

P~Pl -PI =0, 

und der Momentensatz fur 0 als Drehpunkt, wenn Wlr das 
Moment des Kraftpaares mit M bezeiehnen: 

M=P~a2 -PIal =Pl (a2 - al ); 

und da a2 - a l = a: 
M=Pa, ........ (79) 

also ganzlieh unabhangig vom Drehpunkte. 

It 

r-------~----~.O 

bb. 56. 

Wollte man zur Bestimmung der Mittelkraft des Kraft~ 
paares die Methode des Seileekes anwenden, so hatte man das 

Krafteek zu zeiehnen, indem man, von A ausgehend, A 1 = PI , 

1 A = PI auftragt; das Krafteek sehlieBt sieh, eine Einzelkraft 
bleibt nieht ubrig. Um das Seileek zu zeiehnen, wahlen wir 
M als Pol, zerlegen A 1 = PI in die Teilkrafte So, Sl und 
ziehen hierzu die Parallel en dureh den Punkt I auf PI (be
liebig gewahlt). Die Parallele zu Sl sehneidet die andere 

Kraft PI in II, dureh II legen wir die Parallele zu M A = So; 
der erste und letzte Seilstrahl sind jetzt zueinander parallel; 
es bleiben mithin die zwei parallelen Krafte So dureh I und 
So dureh II uhrig, die gleieh groB sind und entgegengesetzten 
Sinn haben; und da 

Dreieek Q I Ii '" Dreieek AMl , 
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so folgt 

also 
QI.P1 =QII·Po; 

die doppelte Flache des Dreieckes Q 1 II ist 
- --
QI·s=QII·a, 

es folgt also· durch Division beider GIn.: 

P1·a=So·s, 

d. h. das Moment des Kraftpaares So, So ist gleich dem Mo
ment des gegebenen. Durch das Seilpolygon erhalten wir also 
nur ein anderes Kraftpaar von gleichem Moment, aber keine 

Mittelkraft. p / 

Das Kraftpaar ist also ~ 1 p 
ein Gebilde, das nicht ~ y 
in eine Mittelkraft zu- a p 0 .... a \. 
sammengefaBt werden r 

kann; kennzeichnendhier-
fUr ist nur das Moment Noment '" Moment-
Pl· a und der Drehsinn; Abb. 57. 
die GroBe der Kraft PI 
und des Armes a sind gleichgiiltig, maBgebend ist nur deren 
Produkl1. 

Die beiden Begriffe Kraft und Kraftpaar sind also von 
verschiedener Art, sie konnen nicht ineinander iibergefUhrt 
werden. 

Wir werden das Moment eines Kraftpaares wieder dann 
als positiv oder negativ bezeichnen, wenn es im oder gegen 
den Uhrzeigersinn zu drehen sucht (Abb.57). 

49. Gleichgewicht der ebenen Kraftegruppe. Fiir das 
Gleichgewicht einer Gruppe von Krii.ften, die aile durch den
selben Punkt hindurchgehen, ist das Schlie.Ben des Krafteckes 
die allein notwendige Bedingung. Fiir die ebene Kraftegruppe 
finden wir: 

a) Zeichnerisch: Aus den soeben angestellten Betrach
tungen sehen wir sogleich, daB fiir eine allgemeine ebene~ 

Kraftegruppe das SchlieBen des Kraftecks noch nicht geniigt 
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urn jede Wirkung auszuschalten; es kann ein Kraftpaar 
iibrigbleiben, das eine Drehung des Korpers herbeizufuhren 
strebt, wenn auch eine resultierende Mittelkraft nicht vor
handen ist; ist das der Fall, so konnen wir von Gleichgewicht 
offenbar nicht sprechen. 

In Abb. 58 ist dieser Fall dargestellt; das aus den 4 Kraften 
PI ... P4 gebildete Krafteck schlieJ3t sich, eine Einzelkraft er
gibt sich also nicht als Mittelkraft. Die Konstruktion des 
Seileckes zeigt jedoch, daJ3 der erste Strahl So und der letzte 

4' 

Abb.58. 

Strahl So nicht in dieselbe Gerade fallen, es bleibt also in 
diesem FaIle ein Kraftpaar So' So ubrig; Gleichgewicht ist 
nicht vorhanden. 

Wenn jedoch die Mittelkraft in (P4 ) statt in P4 liegt 
(Abb. 58), der zu S3 parallele Seilstrahl sie also in (IV) schneidet, 
so fallen auch die Krafte So im Lageplan in dieselbe Gerade; 
es ist Gleichgewicht; man sieht, fUr Gleichgewicht deB ebenen 
Kraftsystems muB sich auch das Seileck schlieJ3en. 

Satz: Eine ebene Kraftegruppe ist im Gleich
gewichte, wenn sich nicht:nur das zugehorige Krafteck, 
sondern auch das Seileck schlieBt. 

b) Rechnerisch: Die rechnerischen Gleichgewichtsbe
dingungen werden unmittelbar durch den Projektions- und 
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Momentensatz geliefert. SoH weder eine Mittelkraft noch ein 
Moment ubrigbleiben, so mussen nach diesen Satzen auch die 
Summen der Projektionen der Teilkrafte nach zwei Richtungen 
und die Summe der Momente um jeden beliebigen Punkt 0 
verschwinden. Man erhalt so die drei Gleichgewichts
bedingungen: 

X = Xl + X 2 + .. . = 2: Xi = 0 I 
Y = Y1 + Y2 +... = 2:Y. = 0 . . (80) 

(flir 0:) M =PI a l +P2 a2 + ... = 2:Pi Pi = 0 

In Worten: 
Satz: Eine ebene Kraftegruppe ist im Gleich

gewichte, wenn die Summe der Projektionen der 
Krafte nach zwei beliebigen Richtungen in der Ebene 
und die Summe der Momente um jeden beliebigen 
Punkt 0 der Ebene verschwinden. 

Flir GIeichgewicht muB also nicht nur die Mittelkraft 
verschwinden, sondern es darf auch keine Drehwirkung der 
Kraftegruppe ubrigbleiben. Das Verschwinden des Moments 
wurde sich in den ersten zwei GIn. noch nicht auBern. 

Die beiden in a) und b) erhaltenen Ergebnisse besagen 
offenbar wieder genau dasselbe in verschiedener Form. 

Es ist also -- wie nochmals ausdrlicklich hervorgehoben 
werden mage -- Gleichgewicht nur dann vorhanden, wenn 
auBer dem Verschwinden der Mittelkraft auch das Verschwinden 
des Drehmomentes gewahrleistet ist, sonst nicht. 

Daraus folgt auch sogleich, daB drei Krafte nur dann 
im Gleichgewicht sein konnen, wenn sie 1. durch einen 
Punkt hindurchgehen und 2. das von ihnen gebildete 
Kraftedreieck sich schlieBt (Abb.36). 

Wir gehen nun zur Anwendung der in den letzten A b
schnittengefundenen Ergebnisse uber. 

X. Schwerpunkt. 
50. Angriffspunkt einer Kraft (Massenkraft). Bisher 

haben wir keine Veranlassung gehabt, von dem sog. "An
griffspunkt" einer Kraft zu sprechen. Fur gewiese Auf
gaben ist es jedoch notig, die Krafte an bestimmten Stellen 



76 Statik. 

"angreifend" zu betrachten, dazu geh6ren z. B. die mit den 
Schwerkraften oder Gewichten zusammenhangenden Fragen. 

AIle K6rper sind schwer, auf jedes Teilchen wirkt eine 
lotrecht nach abwarts wirkende Kraft, die wir an dem be
treffenden Teilcben angreifend annehmen. Da die Gewichte 
der Teilchen alle im gleichen Sinne (lotrecht nach abwarts) 
wirken, so haben sie immer eine Mittelkraft. 

Es laBt sich leicht zeigen, daB in jedem K6rper ein ganz 
bestimmter Punkt - der Schwerpunkt - vorhanden ist, 
an dem die Mittelkraft angreift, unabhangig von der Lage des 
K6rpers gegen die Erde. 

51. Ermittelung des Schwerpunktes. Wir beginnen mit 
der Betrachtung des einfachsten Falles: 1. Schwerpunkt 
zweier Gewichte G1 und G2 • 

I 

, 
t 61 

61 f6.z 
Abb.59. 

(Abb. 59) ist nach Gl. (76) 

dadurch ist S gegeben. 

a) Zeichnerisch: DerSchwer
punkt von 2 Punkten A1 und A2 
mit den Gewichten G1 und G2 

liegt offenbar auf der Verbin
dungslinie A1 A2 ; urn den Ort zu 
bestimmen, ermittelt man die 
Mittelkraft unter Anwendung des 
in Punkt 44 (oder 47) gegebenen 
Verfahrens (Abb. 59). Der Schnitt 
der Mittelkraft mit A1 A2 ist der 
gesuchte Schwerpunkt s. 

b) Rechnerisch: Das Ver
haltnis der Abstande Xl' X 2 

(81) 

Da die Gewichte (G) den Massen (M) proportional sind. 
so k6nnen wir auch schreiben: 

und 
(82) 

weshalb man den Schwerpunkt auch als Massenmittelpunkt 
bezeichnet. 
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Beispiel 24: Gt = 120 kg, G2 = 60 kg, 
a=1m; 

Gl. (81) gibt: 
X t :X2 = 1 :2, 

daher xt = 0,33 m, x2 = 0,67 m. 

77 

II. Schwerpunkt belie big vieler Gewichte Gl , G2 ••• 

in AI' ~ ... 
a) Zeichnerisch Abb. 60: Durch das in gewohnlicher 

Weise gezeichnete Seilpolygon ist die Mittelkraft G und da
durch ein Ort fiir den gesuchten Schwerpunkt gefunden. 

A -----(0) A 
--.-

(0) 

. Jj "7!J 1 °1 

-->-
(~) 

..s.: 

f 27 ... 

MqJJ,sfrlll:2S 1ff~1cm 

Abb.60. 

U m einen zweiten Ort zu finden, denkt man sich die 
gegebene Gruppe von Punkten, ohne ihre gegenseitigen Ab
stande zu andem, um den gleichen Winkel, am besten um 
90° gedreht. Dies konnen wir bequem dadurch ausfiihren, 
daB wir den Korper unverandert lassen, dafiir aber die Krafte 
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um 90° verdrehen und neuerdings (mit Hilfe eines neuen Seil
ecks) die Mittelkraft suchen; ihr Schnitt mit der zuvor er
haltenen ist der gesuchte Schwerpunkt. 

Dieser Vorgang ist in Abb. 60 fUr 4 Gewichte Gl ··· 04 
durchgefiihrt. "Fur das zweite Seileck ist es praktisch, das 
ganze Krafteck samt dem Punkt M um 90° mitzudrehen, so 
daB die neuen Seilstrahlen senkrecht zu den entsprechenden 
Strahlen des ersten Seileckes zu liegen kommen; die Zeichnung 
des verdrehten Kraftecks erubrigt sich dadurch. 

Um die Entstehung erkennen zu lassen, sind in Abb. 60 
die Strecken des zweiten Seilpolygons mit den gleichen Buch
stab en 80"" 84 wie die des ersten, unter Beifugung des 
Zeichens ,,-1" (senkrecht) bezeichnet. 

Die fur die wirkliche Aus-
fiihrung dieser Konstruktion 
erforderliche Fertigkeit, eignet 
man sich am besten durch 
Lasung einiger besonderer Auf
gab en an. 

Mit Hilfe dieses Verfah
rens wird z. B. der Schwer

f---+-'L--+-'L--Jr-------;;;;,x punkt eines Flugzeuges be-
~ stimmt, dessen Kenntnis zur 

Beurteilung der Flugeigen-
81 8 schaften von Wichtigkeit ist. 

Abb. 61. Die Gewichte der einzelnen 
Teile des Flugzeuges: Luft

schraube, Motor, BenzingefaB, Pilot, Beobachter, Tragflachen 
usw. werden an ihren Einzel-Schwerpunkten AI' A2 . . . hangend 
eingefiihrt und von diesen wird nach dem eben auseinander
gesetzten Verfahren der Gesamtschwerpunkt 8 bestimmt. 

b) Rechnerisch: Zur Kennzeichnung eines Punktes in der 
Ebene verwenden wir rechtwinkelige Koordinaten xy (Abb. 61). 
An den Punkten AI' A2 ... mit den Koordinaten Al (Xl' Yl), 
A2 (X2' Y2) ... magen die Gewichte G1' G2 ... von bekannter 
GroBe hangen. Um die Koordinaten des Schwerpunktes 8 (x, y) 
zu finden, verwenden wir den Momentensatz, in der Form der 
Gl. (78), Punkt 47. Das Gesamtgewicht des aus den gegebenen 
Teilgewichten bestehenden Karpers ist 
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(83) 

und der Momentensatz fUr die betrachtete Lage der Gewichte 
1iefert fiir 0 als Drehpunkt: 

G·x= GJ Xl + G2 x 2 + ... = 2: Gi Xi . 

Nun dreht man die Gewichte, ohne ihre GroBe zu andern, um 
90°, so daB sie nach (G1 ), (G2 ), ••• zu liegen kommen, dann ist 
wieder fiir 0 als Drehpunkt: 

G·y=G1 Y1 + G2 Y2 + .. . =2:Gi Yi; 

aus dies en Gleichungen ergibt sich: 

x~~,~:!;:~+~~~=~·~ .... ~,} .. (84) 

G1 Y1 I G2 Y2 • • • 2: Gi Yi 
Y= = G1 +G2 +... G· 

Dies sind die Grundgln. fUr die rechnerische Ermittelung 
des Schwerpunktes. 

52. Schwerpunkt von FHichen und Korpern. Sehr oft 
tritt die Aufgabe auf, Schwerpunkte von Flachenstiicken zu 
ermitteln, die gleichartig (homogen) mit Masse belegt sind, 
deren Gewicht also fUr je 1 m 2 Flache das gleiche ist. In diesem 
FaIle sind die Gewichte, Gj in den GIn. (84) einfach den be
treffenden Flachenstiicken fi proportional, z. B. 0 fi zu setzen, 
und· an dem Schwerpunkte dieser Flachen anzubringen, wo 0 
irgend einen festen Wert hat. 

Die GIn. (84) lauten dann: 

X= 2:0fi x i = 2:fi Xi } 
2: 0 f i 2:fi ' 
"0 ~ ..... (85) 

...;;, fiYi ...;;,fiYi 
Y = ---x-a f-; = 2:7:' 

Obwohl also die "mechanischen" Vorstellungen, die uns 
auf den Schwerpunkt gefUhrt haben, vollstandig ausgeschaltet 
sind, so behalten wir doch dieselbe Bezeichnung - Schwer
punkt -'- bei; das gleiche konnen wir im Raume machen und 
auch vom Schwerpunkt eines Korpers sprechen, ohne daB wir 
gerade immer die aus der Betrachtung der "Gewichte" hervor
gehende rein-mechanische Bedeutung vor Augen haben miiBten. 
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Der Sehwerpunkt gleiehartiger (homogener) Korper oder 
Flaehen ist also in diesem Sinne ein rein geometriseher 
Begriff. 

Wenn eine ebene Flaehe eine SymIPetrielinie hat, so liegt 
der Sehwerpunkt auf ihr; das gleiehe gilt in bezug auf eine 
Symmetrieebene fiir einen Korper. 

Beispiel 25: Ohne weiteres ist zu ersehen, daB der Sehwer
punkt einer regelmaBigen Figur (z. B. Quadrat, Reehteek, 
Rhombus, Kreis, Seehseek usw.) in deren geometrisehem Mittel
punkte liegt. 

Beispiel 26: Ferner ist bekannt, 
daB der Schwerpunkt des Dreiecks 
in das erste Hohendrittel faUt, Abb. 62, 
wie mandureh Betrachtung der sog. 
Sehwerlinien des Dreieckes, das sind 
die Verbindungslinien der Seitenmittel
punkte mit den gegeniiberliegenden 

A Eeken, sofort erkennt. 
Abb.62. Beispiel 27: Der Sehwerpunkt 

einer aus solehen einfaehen FIaehen 
zusammengesetztenFlaehe (Tragerquersehnitt) kann zeieh
nerisch oder rechneriseh erhalten werden, was an Abb. 63 mit 
den dort angegebenen Abmessungen erlautert werden moge. 

Man zerlegt die Flaehe durch die Linien a b, cd in 3 Recht
ecke und bringt deren "Flaehen" f1' f2' f3 in den bez. Teil
sehwerpunkten S1' S2' S3 als "Gewichte" an. 

a) Zeiehneriseh: Von den 3 "Gewichten" f1, f9' f3 be-
stimmt man naeh der Methode des Absehnittes 51a) den 
Sehwerpunkt. 

b) Reehneriseh: Die Koordinaten des Schwerpunktes 
sind nach Gl. (85): 

600· 5 + 400· 30 + 300·55 31500 
X= 600+400+300 = 1300 =24,23 em, 

600· 30 + 400· 5 + 300·15 
Y = 1300 = 18,85 em. 

Die Ergebnisse von a) und b) miissen natiirlieh iiberein
stimmen. 
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Beispiel 28: Trapez. Der Schwerpunkt des Trapezes 
liegt zunachst auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte Ml' 
~ der parallelen Seiten a, b, Abb. 64. Zerlegt man femer 
das Trapez durch die Gerade .A C in 2 Dreiecke, deren Schwer-

""I oEf---- 0- ------o.~, ... - .-___ --0- ------'j ... ~1 

, , 

_' ~_~.A~,~ ____ ~ u ~ ... tE 

Abb.64. 

punkte S1 und S2 sind und zieht die Linie S1 S2' so ist deren 
Schnitt mit M1 M2 der gesuchte Schwerpunkt. 

Tragt man (Abb. 64) b zu beiden Seiten von a, a zu beiden 
Seiten von b auf und verbindet die Endpunkte, so ist durch 
ihren Schnittpunkt ebenfalls der Schwerpunkt gegeben. 

y 1 
k 

x 
- --v/, 1 
___ t~ 

Abb.65. Abb.66. 

Beispiel 29: Halbkreis. Die Entferung des Schwer
punktes vom begrenzenden Durchmesser (Abb. 65) ist 

4r 
Y=3n' . . . . (86) 

Beispiel 29: Der Schwerpunkt eines regelmaBigen 
K6rpers (Wiirfel, Kugel, Prism a, Zylinder u. dgl.) liegt im 
geometrischen Mittelpunkte. Der Schwerpunkt einer Pyramide 
(Abb. 66) oder eines Kegels liegt im erst en Viertel der H6he. 



Gleichgewicht. 83 

XI. Gleichgewicht. 
53. Arten des Gleichgewichtes. Bevor wir zur Anwendung 

der in Punkt 49 gefundenen Gleichgewichtsbedingungen fUr 
eine ebene Kraftgruppe schreiten, wollen wir eine Bemerkung 
iiber die Ausdriicke: sicheres (stabiles), unsicheres (labiles) 
und indifferentes Gleichgewicht einschalten. . 

Einen Gleichgewichts- (oder Bewegungs-)Zustand eines 
Karpers bezeichnet man dann als sicher (stabil), wenn bei 
einer Starung dieses Zustandes Krafte geweckb werden, die den 
urspriinglichen Zustand 

wieder herzustellen 
trachten; ist dies nicht 
der Fall und such en die 
in der gestarten Lage 
auftretenden Krafte den 
Karper immer weiter 
aus seiner Gleichge-
wichtslage zu entfernen, G 
so nennen wir das a.,) sicller 0) vnsicher c) illdiferellf 

Gleichgewicht un- Abb. 67. 

sicher (labil); es kann 
aber auch der Fall eintreten, daB del' Karper in der gestarten 
La,ge weder das Streb en zeigt, in die urspriingliche Lage zuriick
zukehren, noch auch eine neue anzunehmen, das Gleichgewicht 
nennt man dann indifferent. 

Beispiel 30: Ein an einer Achse A (Abb. 67) aufgehangter 
Karper ist im sicheren Gleichgewichte, wenn A lotrecht iiber S 
liegt, denn bei einer Starung der Gleichgewichtslage strebt das 
Gewicht G den Karper in die vertikale Lage zuriickzubringen; 
wenn A unter S liegt, ist das Gleichgewicht unsicher, weil bei 
einer Starung keine Kraftwirkung eintritt, die die urspriing
liche Gleichgewichtslage wieder herzustellen strebte, im Gegen
teile. 1m FaIle c) tritt Gleichgewicht auch in jeder abgelenkten 
Lage ein: man nennt es indifferent. 

Aus dies en Betrachtungen sieht man folgendes: Beim sicheren 
Gleichgewicht befindet sich der Schwerpunkt in einer tiefsten, 
beim unsicheren in einer hachsten Lage. Wir bemerken je
doch, daB diese "statische Stabilitatsbedingung" fiir die Be-

6* 
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urteilung des Gleichgewichtes eines in Bewegung befindlichen 
Korpers - etwa eines Flugzeuges in der Luft - unzureichend 
ist und durch "dynamische" Betrachtungen erweitert werden muE. 

54. Gleichgewichtsaufgaben. Die Aufgaben, die wir in den 
folgenden Anwendungen zu behandeln haben, sind von folgen
der Art: 

Auf Korper, die in gegebener Weise unterstiitzt sind, 
wirken gegebene Krafte (Gewichte usw.) ein: man ermittle 
die Auflagerdriicke. (Eine zweite Gruppe von Aufgaben: 
die Gleichgewichtslagen selbst aufzufinden, ist fiir unsere Zwecke 
von geringerer Bedeutung). 

Nach dem schon in Abschnitt 42 angegebenen Vorgange 
haben wir die Unterstiitzungen durch Krafte zu ersetzen und 
auf diese (unbekannten) und die gegebenen Krafte zusammen 
die Gleichgewichtsbedingungen anzuwenden. Da wir Reibungen 
wieder ausschlieEen, werden die Auflagerkrafte senkrecht z u 
den beriihrenden Flachen anzubringen sein. 

Eine besondere Art der Stiitzung ist das sog. Gelenk, 
d. i. die Lagerung in einem Zap fen. Fiir den A uflagerdruck 
eines Gelenkes - Gelenkdruck - sind Richtung und 
GroBe unbekannt, beide Bestimmungsstiicke miissen auf Grund 
der Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden; bekannt ist 
nur, daB die Wirkungslinie des Gelenkdruckes durch den Dreh
punkt des Gelenks hindurchlaufen muS. 

Die Anzahl der verfiigbaren Gleichgewichtsbedingungen ist 
drei: es konnen also 3 Unbekannte zeichnerisch oder rechnerisch 
ermittelt werden - wobei zu beachten ist, daB ein Auflager
druck in gegebener Wirkungslinie eine Unbekannte, ein Gelenk
druck 2 U nbekannte darstellen. 

Die Falle, die wir hier zunachst zu beachten haben, be
treffen die Stiitzung eines stabformigen Korpers (Tragers) in 
einem oder zwei Punkten, auf den in bekannter Anordnung 
irgendwelche Lasten - Gewichte u. dgl. - aufruhen. - Den 
Vorgang selbst wollen wir an Hand einiger einfacher Beispiele 
erlautern. 

Die Ermittelung der Auflagerdriicke hat zunachst den Zweck, 
Bescheid dariiber zu erhalten, wie stark die Unterstiitzungen 
durch die auf dem Trager aufruhenden Lasten beansprucht 
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werden; ferner ist ihre Kenntnis auch wichtig zur Bestimmung 
der in jedem Tragerquerschnitt auftretenden "inneren Krafte" 
(der sog. Spannungen) und damit auch der Abmessungen des 
Tragers selbst. 

55. Stiitzung in einem Punkte. Beispiel 31: Hebel. 
Mittels eines urn einen Punkt 0 drehbaren Korpers - eines 
Hebels - (Abb. 68a) solI eine Last Q durch eine Kraft P 
gehoben werden; welche Beziehung besteht zwischen P und Q? 

0 

~r a foe-----a 

A /( =18 A 

p Cl 

~o 
q 

a) 0) 

K 
c) 
~ 

A 

P 

Abb.68. 

Wenn wir die senkrechten Abstande von P und Q von 0 
mit a und b bezeichnen, erhalten wir durch den Momentensatz 
fUr 0 als Drehpunkt das sog. Hebelgesetz: 

P·a= Q·b. . . (87) 
in Worten: Kraft mal Arm der Kraft ist gleich Last mal Arm 
der Last; und daraus: 

b 
P=Q'~' 

a 
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Q 
Wenn z. B. b: a 1:10, so ist P=10' d. h. man kann 

durch eine Kraft P am langeren Arm eine zehnmal so groBe 
Last am kiirzeren Arm iiberwinden. 

Der Projektionssatz liefert den Gelenkdruck D in A: 
i5 = P + Q; D, P und Q zusammen sind im Gleichgewichte. 

Die zeichnerishe Darstellung des GIeiehgewiehtes dieser 
3 Krafte ist bei Abb. 68e angegeben. 

Der Rebel wird a) als zweiarmiger, b) als einarmiger 
oder e) als Winkelhebel ausgeflihrt, Abb. 68. 

~--t------" ------1 

I 
TL I 
Ii 

G 

Abb. 69. 

Beispiel 32: Eine Anwendung des Rebels trifft man beim 
Sieherheitsventil eines Dampfkessels, flir das das Gewieht Q so 
zu bestimmen sei, daB das Venti! bei einem vorgegebenen 
Dampfdrueke p kg/em2 "abzublasen" beginnen soIl. 

Sei naeh Abb. 69 a = 5 em, b = 50 em, p = 5 kg/em2 = 5 at, 
d = 80 mm, so ist der gesamte auf den Ventilteller wirkende 
Dampfdruek: 

d2 n n· 82 • 5 
P=-·p=--=251,28 kg 

4 4 

und das am Ende anzubringende Gewieht nach Gl. (87): 

a 251,28·1 
Q=P'b=-~=25,128 kg. 

Wollte man aueh das Eigengewieht G des Rebels beriiek-
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sichtigen, so miiBte man es am Schwerpunkt S anbringen und 
die G1. (87) zu ersetzen durch: 

P·a=Q·b+G·s, 

woraus sich die notwendige Belastung Q etwas kleiner ergeben 
wiirde als zuvor. 

66. Stiitzung in zwei Punkten. 
I. Eine Einzellast. 

Wenn ein wagrechter Balken (Abb. 70a) an zwei Stellen 
(A und B) aufliegt und irgendwo eine Last P tragt, so sind 
nach dem schon mehr-
fach verwendeten Ver- 1 
fahren die in dies en A;;-____ .... p_~8 

Punkten auftretenden %%l e;z 
Stiitzdriicke so zu be-

~ 1:'0 

stimmen, daB sie mit A 
P im Gleichgewichte 
sind. 

B 

a) 

o 

n~ 
ltV oj 

- - 2 

Ruht der Trager 
auf wagrechten Unter
lagen auf, die nur in 
lotrechter Richtung Wi
derstand zu leisten ver-

'-v--" 

Abb.70. 
mogen, so sind die 
Stiitzdriicke senkrecht zur Unterlage anzubringen. Solche Auf
lagen werden in der Regel durch kleine Dreiecke (Abb.70b) 
(Schneiden) gekennzeichnet. 

Die Aufgabe kommt darauf hinaus, P in 2 parallele Teil
krafte (A und B) in gegebenen Wirkungslinien zu zerlegen. 
Die Durchfiihrung ist folgende: 

a) Zeichnerisch: Fiir die Zerlegung von P in die Teil
krafte A und B verwendet man die Methode des Seilpolygons. 

Man macht 0 2 = P, wahlt einen Pol M und einen Punkt III 
auf P; durch III zieht man Parallele zu OM und M2, die die 
Wirknngslinien von A und B in I bzw. II schneiden. Die 
Parallele durch M zu I II schneidet auf P die gesuchten Auf-

lagerdriicke A und B ab, 21 = B, 10 = A. 
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Eine einfachere Konstruktion der beiden parallelen Teil
krafte A und B von P ist in Abb. 71 gegeben. Man trage P 
auf seiner eigenen Wirkungslinie auf, ziehe durch die End

Abb. 71. 

punkte von P zwei beliebige, zueinander 
parallele Gerade, und in dem so ent
stehenden Parallelogramm eine Diago
nale; dann schneidet diese auf P in der 
aus der Abbildung ersichtlichen Weise 
die Auflagerdrucke abo (Der Beweis 
wird aus den entstehenden ahnlichen 
Dreiecken und dem Momentensatz leicht 
erbracht.) 

b) Rechnerisch: Der Projektions
satz nach der Lotrechten liefert sofort: 

P=A+B. 
Um A und B selbst zu bestimmen, wenden wir den Momenten
satz fur die Punkte B und .A (Abb. 70b) an. Es ergibt sich 

und daraus 

fur B 
fur A . 

b 
A=P.-, 

l 

A·l=P·b, 
B·l=P·a 

. . . (88) 

Beispiel 33: Kragtrager (Abb. 72). Ein Trager AC sei 
an einem Ende C mit einer Last P= 100 kg belastet und in 

Abb.72. 

A und B gestutzt. Da
mit die beiden an A 
und B in lotrechter 
Richtung angreifenden 
Krafte zusammen mit 
P im Gleichgewichte 
sein konnen, muB B 
nach oben, A nach. 
unten wirken und es. 
muB B-A=P, und 
B>P sein. 

Die zeichnerische Lasung nach dem oben gegebenen ein
fachen Verfahren ist in die Abbildung eingetragen und bedarf 
keiner weiteren Bemerkungen. 



Gl'eichgewicht. 89 

Rechnerisch ergibt sich fiir Momentenpunkt 

in B: 
b 3 

A =p.--- = 100·- = 75 kg, 
1 4 

III A: 
a 7 

B=P· Z = 100 '4=175kg, 

B-A= 175 -75 = 100 kg. 

II. Mehrere Einzellasten. 
Der Vorgang zur Bestimmung der Auflagerdriicke ist - in 

sinngemaBer .Erweiterung des in I. Gesagten - der folgende: 
a) Zeichnerisch: Wenn 

auf dem Trager AB (Abb.73) A B ~a1 b1 

die Lasten PI , P2 , Pa , P4 ~ bz -
stehen, so suche man zunachst A B 

f-ILZ ? f?, Pz p, 
...i.;>-von diesen die Mittelkraft P ..I~ 

I""~-CL b~ 
und zerlege diese Mittelkraft 
gerade so, als ob sie allein vor
handen ware, also nach I a). 

b) Rechnerisch: Der Mo

> ~ 

P=ER 

Abb.73. 

mentensatz liefert sofort die Auflagerdriicke. Wir erhalten 
den Drehpunkt 

in B A-l=PI bl +P2 b2 + ... =~Pibi' 
in A B·l = PI al + P2 a2 + ... = ~ Pi ai 

und daraus 

>i 

fiir 

(89) 

III. Gleichformig verteilte Lasten. 
Die Zusammenfassung der Krafte zu einer Mittelkraft 

konnen wir ofi'enbar auch dann durchfiihren, wenn die Lasten 
auf dem Trager gleichformig ausgebreitet sind, so wie an
nahernd z. B. das Eigengewicht eines geraden Briickentragers 
oder die Luftkrafte auf die Tragflachen eines Flugzeuges. 

Die Belastung betrage etwa q kg auf 1 m Tragerlange, 
also q kg/m. 

Wenn sich die Belastung iiber die ganze Lange erstreckt 
(Abb. 74), so ist die Mittelkraft, d. h. die Gesamtlast 

P=l·qkg, 
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also die Auflagerdriicke offenbar 

A=B=~l.q kg. 

1st nur ein Teil m der Lange 1 mit Last bedeckt (Abb. 75) 

A =.; 

I 

~----~-l-----~~: 
P=l·cr 

Abb.74. 

I ----;+-- b ~ 
..... , .. ~---l --I~--_' 

P=mq

Abb.75. 

und werden die Abstande der Lastmitte von A und B mit 
a und b bezeichnet, so ist 

57. Weitere Anfgaben. Beispiel 34: Ein Stab vom Ge
wichte Gist in der aus Abb. 76 ersichtlichen Weise in A ge
lenkig befestigt und stiitzt sich in B an eine Wand; wie groB 
ist der Gelenkdruck A und der Druck B der Wand 1 

Abb.76. 

B ist senkrecht zur Wand 
anzubringen,. und da 3 Krafte 
nur im GIeichgewichte sein 
konnen, wenn sie sich in einem 
Punkte schneiden, so muB die 
Richtung des Gelenkdruckes A 
durch den Schnitt K von B und 
G laufen; das Kraftdreieck liefert 
die GroBen von B und A. 

Bemerkung: Bei allen 
diesen Aufgaben beachte man, daB der Sinn von G im Krafteck 
auch den Sinn von A und B bestimmt; die Forderung, daB 
das Krafteck geschlossen ist, bedeutet ja s'tets, daB jede Kraft 
mit ihrem "Pfeil" in das Krafteck zu iibertragen ist. 

Beispiel 35: Ein Stab AB stiitzt sich in der hi Abb. 77 
gezeichneten Weise und ist am Ende mit P kg belastet; man 
ermittle die Driicke in A und B. 
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Wieder ist die Richtung von B bekannt, da sie senkrecht 
zum Stab steht, die Richtung von A lauft sodann durch den 
Schnitt K von B und P. -

In diesen zwei Beispielen, in denen nur 3 Krafte vor
kommen, fiihrt sich die Aufgabe von selbst auf Kraftegruppen 

red 

2 

Abb. 77. 

durch einen Punkt zuruck. Sind mehr als 3 Krafte vorhanden, 
dann muG man die allgemeineren Methoden verwenden. 

Beispiel 36: Ein Stab AB vom Gewichte G = 100 kg 
stutzt sich an Boden und Wand (Abb. 78), bei B greife auGer
dem noch die Kraft Q = 30 kg an. Unter welchem Winkel a 
ist Gleichgewicht und wie groG sind die Drucke auf Boden 
und Wand? 

Fur Aufgahen dieser Art fiihrt 
die zeichnerische Losung nicht 
zum Ziele, da wir erst die "Stel
lung" des Stabes zu suchen haben; 
hier bleibt nichts ubrig als die 
Rechnung. Wir hringen die Drucke 
A und Ban, legen das Achsen
kreuz xy so, wie es die Zeichnung 
unmittelbar eingiht, d. i. nach der 
Wagrechtenund Lotrechten, und 
erhalten nach dem Projektionssatz 

/k-'-_...:;;A _______ ')C 
I 

l I 
- I 

I 
I 
I 
Ul 
I 

'8 
~~~~~~~/X 

Abb.78. 

fiir x A = Q = 30 kg, 
" y ... B=G=100" 
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und nach dem Momentensatz fur 0 ala Drehpunkt 

Q. Z sin a - G· ~ ·Z· cos a = 0, 
also 

XII. Stabvel'bindungen. 
58. Allgemeine Festsetzungen. Die einfachsten und am 

haufigsten verwendeten Tragkonstruktionen sind die aus ge
raden Stab en bestehenden, von den en wir annehmen, daB sie 
in "reibungslosen Gelenken" miteinander verbunden sind; 
dam it drucken wir aus, daB die Stabe nur Kriifte, aber keine 
Momente ubertragen konnen. Die Stabe sollen in solcher Zahl 
vorhanden sein, daB die Knotenpunkte (Gelenke) aIle gegen
einander in unveranderlichen Abstanden gehalten werden, das 
ganze Tragwerk also s tar r ist. Wenn zu wenig Stabe sind, 
so k6nnten sich einzelne Teile des Tragwerks gegeneinander 
verdrehen, sind mehr vorhanden, als zur gegenseitigen Fest
legung der Knotenpunkte gerade notwendig sind, so tritt eben
falls eine Unbestimmtheit ein - diese beiden Sonderfalle wollen 
wir ausschlieBen. 

Von den auf eine solche Stabverbindung einwirkenden 
Lasten wollen wir annehmen, daB sie samtlich an den Knoten
punkten angreifen, bzw. wenn dies nicht von vornherein der 
Fall ist, wollen wir sie (nach den statischen Gesetzen fur die 
Zerlegung) so verteilen, daB diese V oraussetzung erfiillt iat. 
Die Eigengewichte werden vernachIassigt, bzw. ebenfalls auf 
die Knotenpunkte der Stabe verteilt und den Knotenlasten 
ilugeschlagen. 

Die Aufgabe, die die Statik zu losen hat, ist dann, die 
in den einzelnen Staben auftretenden Kriifte zu ermitteln, 
woraus ·mit Hilfe der Methoden der "Festigkeitslehre" die Stab
querschnitte bestimmt werden. 

Eine solche Stabverbindung ist dann in 2 Punkten auf
liegend oder festgehalten anzunehmen, damit sie ala "Trag
werk" angesehen werden kann. 

Bevor an die Ermittlung der Stabkrafte selbst geschritten 
werden kann, haben wir nach dem schon oft gegebenen Vor-
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gange die Auflagerdriicke zu ermitteln, die - denn so sind 
sie ja zu bestimmen - mit den gegebenen Kraften im Gleich
gewicht sein miissen. 

Wir konnen also unseren Betrachtungen eine Stabverbin
dung zugrunde legen, die als Ganzes unter dem EinfluB von 
Kriiften, die an den Gelenken angreifen, im Gleichgewichte 
ist. 1m Gegensatz zu dies en "a u B ere n K raft en" wo lIen wir 
die in den Stab en auftretenden als "innere Krafte" oder 
"Spannungen" bezeichnen. 

Zur Losung der hierher gehorigen Aufgaben machen wir 
von folgenden unmittelbar einleuchtenden Bemerkungen Ge
brauch: 

a) Wenn eine Stabverbindung als Ganzes im Gleichgewichte 
ist, so ist jeder Knoten unter dem EinfluB der an ihm an
greifenden Last und der Spannungen der durch ihn verbun
denen Stabe im Gleichgewichte, d. h. die Krafte bilden ein 
geschlossenes Krafteck. 

b) Ein Stab, der zwei Knotenpunkte verbindet, iibertragt 
nur Zug- bzw. Druckkrafte, deren Richtung mit der Stabachse 
zusammenfallt. -

59. Verfahren zur Ermittlung del' Stabspannungen. Wir 
wollen nun das Verfahren an einigen einfachen Beispielen er
lautern. 

In Abschnitt 42 haben wir die Spannungen in 2 Seilen 
bzw. 2 Stab en eines Bockes berechnet, der an dem Knoten
punkt bela stet war. Den 3 Kraften durch diesen Punkt ent
sprach im Krafteck ein geschlossenes Dreieck. 

Wir wollen die Abb. 41 dadurch vervollstandigen, daB wir 
die beiden Punkte A und B noch durch einen dritten Stab 
miteinander verbinden und an den Punkten A und B zwei 
Krafte P1 und P2 anbringen, die zusammen mit den in 0 
angreifenden P3 im Gleichgewichte sein solI en, d. h. ein ge
schlossenes Krafteck bilden (Abb. 79) und durch einen Punkt D 
hindurchgehen. 

U m die Stabspannungen 81 82 83 zu bestimmen, betrachten 
wir das Gleichgewicht der drei Gelenke ABO gesondert, indem 
wir uns die Stabe zerschnitten und an den Schnittstellen die 
betreffenden Stabspannungen angebracht denken. Es sind also 
im Gleichgewichte 
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a) im Punkt A: die Krafte P182 8s' 
b) im Punkt B: die Krafte P 2 8s 81 , 

c) im Punkt C: die Krafte P38182. 

Fiir jeden Punkt kann man also ein Krafteck zeichnen, das 
die bezeichneten Krii.fte als Seiten enthalt; in Abb. 79 sind die 
Dreiecke ebenfalls mit a) b) c) bezeichnet. 

Diese Dreiecke k6nnen wir nun zusammenlegen und er
halt en die in Abb. 79 mit d) bezeichnete Figur, die gleich
zeitig das Kraftdreieck der gegebenen auBeren Krii.fte un d die 
Stabspannungen enthalt. 

;;'Z 
2 

Abb.79. 

Diese Figur ist aus der urspriinglichen dadurch hervor
gegangen, daB durch den Punkt 2 des Krafteckes, in dem P2 
und P3 aneinanderstoBen, eine Parallele zu dem (ihre AngrifEs
punkte B und C verbindenden) Stab 81 , durch 0 eine Parallele 
zu 82 und durch 1 eine solche zu 83 gezeichnet wurde. 

Aus der Abb. 79 (Lageplan L) und (d) sieht man also: je 
3 Krafte, die in (L) durch einen Punkt gehen, bilden in (d) 
ein geschlossenes Dreieck, und je 3 Krafte, die in (L) ein 
Dreieck bilden, gehen in (d) durch einen Punkt. 

Man kann also zu der urspriinglichen Figur (L) nur durch 
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Ziehen von Parallelen eine neue (d) zeichnen, die sogleich die 
Stabspannungen (im gewahlten KraftmaBstabe!) angibt. 

Man nennt diese neue Figur (d) die reziproke Figur 
zur ersten, oder wenn diese Figur (d) so angeordnet ist, daB sie 
jede Kraft nur ein einziges Mal enthalt, einen Cremona
schen Krafteplan. 

Aus der Beschaffenheit der Aufgabe selbst ersehen wir, 
daB die 3 Stabe offenbar gezogen werden; das Kennzeichen 
dafiir ist, daB die "Pfeile" in den Abb. a) b) c) mit jenen iiber
einstimmen, die wir in (L) angenommen haben. 

(L) ""--/Af; 
.5/': 

-. ./ ([}r{lck) 0: 
71 'Z 
2 S. 

',J a) 

", 

Abb.80. 

Kehren wir die Richtungen der 3 Krafte P um und gehen 
wir in gleicher Weise vor, indem wir wieder die Stabkrafte 
von den Knotenpunkten weggerichtet annehmen (Abb. 80), so 
bleibt sonst alles gleich; es werden nur die "Pfeile", die wir 
in den Kraftdreiecken a) b) c) durch Verfolgung des durch die 
Krafte P l P2 Pa bzw. festgelegten U mlaufsinnes erhalten, den 
in (L) (Abb. 80) eingetragenen entgegenlaufen, d. h. aber 
nichts anderes, als daB die Stabe nicht gezogen, sondern g e
driickt werden (wie es ja die Aufgabe selbst unmittelbar 
erkennen laBt). 

Dieses Kennzeichen ist immer heranzuziehen, wenn die 
Unterscheidung zwischen Zug und Druck nicht so unmittelbar 
ersichtlich ist, wie hier. Also: Ubereinstimmung der Pfeile 
bedeutet Zug, Nichtiibereinstimmung Druck. 

Die Unterscheidung ist schon deshalb wichtig, weil die 
Stabe, die nur auf Zug beansprucht werden, auch als Seile 
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{im Flugzeugbau: Drahtseile) ausgebildet werden konnen, wah
rend die gedriickten (z. B. die Stiele) unbedingt "steif" aus
zufiihren sind. 

~ 
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s>:, 
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~ 
" 1\.. .. 
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60. Einfache Zelle. 
Beispiel 37: Man er
mittIe die Stabspan
nungen der in Abb. 81 
dargestellten Stabver
bindung, die in den 
Punkten A und B fest
gehalten sind und in 
I und II durch lotrecht 
nach oben wirkende 
Krafte PI' P2 belastet 
ist. (Die Stabverbindung 
ist als eine ganz ein
fache Zelle eines Flug
zeuges gedacht, die 
Krafte PI und Pg die lot-

,....; recht nach oben ange-
00 nommenen Luftkrafte, 
~ in den Knotenpunkten 

vereinigt !) 
Losung: Wir tra

gen zunachst seitlich 
01=P1 , 12=P2 ab; 
nun denken wir uns den 
Knoten I zerschnitten 
und ziehen durch die 
Endpunkte 0 und 1 von 
PI imKrafteckdieParal
lelen zu 81 und 82 ; deren 
Schnitt 3 gibt sogleich 
die GroBe dieser Stab
krafte und nach dem 
oben gegebenen Kenn
zeichen sieht man, daB 
82 gezogen, der "Stiel" 
S1 gedriickt wird. 
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Nun gehen wir zu Knoten II iiber: da wir 81 seIber be

stimmt haben, vereinigen wir 81 mit P2 zu der Kraft 32 und 
zerlegen diese nach den Richtungen 83 und 8" indem wir 
durch 3 eine Parallele zu 88 , durch 2 eine Parallele zu 8,legen; 

ihr Schnitt 4 gibt die GroBen: 2 4 = 8, (Druck), 43 = 88 (Zug). 
Da der ganze Druck 84 durch das Auflager A aufzunehmen 

ist, so ist der Auflagerdruck A = 8,. Da ferner die Krafte 
P1 , P2 , A und B im Gleichgewichte sein mussen, folgt sogleich 

40=B. 
Der Knotenpunkt B ist unter den Kraften B 88 82 im 

Gleichgewichte: tatsachlich bilden B 83 82 im Kraftplan ein ge
schlossenes Dreieck und 82 und 88 folgen auch hieraus als 
Zugspannungen. 

Hierbei muB sich folgende Kontrolle ergeben: P1 , P2 , A 
und B bilden eine Gleichgewichtsgruppe; wenn wir daher die 
Mittelkraft von P1 und P2 (links) aufsuchen und mit der 
WirkungsIinie von A (S4) zum Schnitt C bringen, so muB der 
Auflagerdruck B durch dies en Punkt hindurchgehen. 

Man beachte, daB die Spannungen 8i im Kraftplan fUr die 
beiden Knoten, die der betrefl'ende Stab verbindet, mit "en t
gegengesetzten Pfeilen" auftreten; die Regel fUr die Unter
scheidung in Zug oder Druck muB naturlich fUr beide Knoten 
das gleiche Ergebnis Iiefern. In Abb. 81 (rechts) sind die Pfeile 
bei den 8 i fortgelassen. 

Als Regel fur die Einzeichnung der auBeren Krafte (P1, 

P2 •••• , A, B) in dem Kraftplan sei noch angegeben, daB diese 
in der Reihenfolge einzutragen sind, wie sieam Umfang des 
Tragwerks aufeinander folgen (also Pi' P2' A, B I), sonst ist die Be
dingung nicht zu erfUllen, daB auch jede Stabspannung im 
Kraftplan nur ein.lnal vorkommen soIl. 

Die genauere "Berechnung" einer Tragzelle wird sich 
natiirIich nicht damit begniigen, die Zug- bzw. Druckkrafte 
in . den einzelnen Staben zu bestimmen, sondern wird ins
besondere auch die Biegungsbeanspruchungen zu beriick
sichtigen haben. 

Bei allen diesen Aufgaben ist es wichtig, sich den ge
danklichen Inhalt der erhaltenen Ergebnisse klarzumachen 
und diesen vollstandig frei zu verwerte'n, sich also nicht a~gst-

Posch!, Mechanik. 7 
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Hch an die Satze wie an Vorschriften zu klammern; wie man 
im einzelnen die Gleichgewichtssatze anzuwenden hat, dariiber 

entscheidet die Vbung, die 
":l'" ~ man sich in der Anwendung 

C\.. 
~I~ ._.-L---"'ICf-----'. 

Ii 

" 

erworben hat, immer gibt es 
verschiedene Wege, die zum 
Ziel fahren. 

61. Rechnel'ische Ermitt
lung del' Stabspannungen. U m 
die Spannungen der Stabe 
einer Stabverbindung rechne
risch zu ermitteln, verwenden 
wir die allgemeinen Gleich
gewichtsbedingungen einer ebe
nen Kraftegruppe: den Pro-

. jektionssatz und Momentensatz; 
insbesondere der letztere leistet 
die wertvollsten Dienste. Das 
hierbei verwendete Verfahren 
riihrt von Ritter her und be
steht in folgendem V organge, 
den wir an demBeispiel 38, 
eines einfachen Dachtragers 
nach Abb.82, der an 3 Knoten
punkten mit den 3 gleichen 
Kraften P belastet ist, erlau
tern wollen. 

DasVerfahren von Ritter 
besteht darin, einen Teil des 
Tragwerkes durch einen (ge
dachten) Schnitt abzutrennen 
und das Gleichgewicht dieses 
Teiles fiir sich zu betrachten. 

Hierzu ist es - wie bei 
diesen Aufgaben immer - zu
nachst erforderlich, nach den 
oben dargelegten Methoden die 

Auflagerdriicke des Tragwerkes zu ermitteln, wozu das ganze 
Tragwerk (ungeachtet seiner besonderen Gliederung) als starrer 
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Korper angesehen wird, der an den Punkten A und B unter
stutzt ist, an welchen Stellen lotrechte Drucke A und B auf
treten soIl en. 

Nun fUhren wir den Schnitt lund betrachten den linken 
Teil (Abb. 82 a). Da die Stabe (der Annahme gemaB) nur 
Zug- oder Druckwirkungen ubertragen sollen, werden wir 
die Wirkung des abgetre~nten Teiles dadurch in Rucksicht 
ziehen konnen, daB wir :'die Stabkrafte 81 und 82 in den 
Richtungen der bez. Stabe anbringen. 

A 81 82 bilden nun eine Gleichgewichtsgruppe; das Ver
schwinden der Summe der Projektionen nach der Lotrechten 
liefert: 

A +. 81 cos a = ° , A -3P 
8 = - -- = -- (Druck) 

1 cos a 2cosa 

und nach der Richtnng senkrecht zu 81 (Abb.82a): 

3P 
A sin a - 82 cos a = ° , 82 = 2 . tg a (Zug). 

Das positive Zeichen besagt, daB die betreffende 
Spannung von solcher Art ist, wie wir es angenommen haben, 
also Zug, das negative bedeutet Druck. 

In ahnlicher Weise haben wir fur Schnitt II (Abb. 82b) 
die Gleichgewichtsbedingungen fUr die Gruppe A P 82 83 84 an
zusetzen und erhalten nach dem Momentensatz fUr Drehpunkt 

in M: 

3 2R P 
- P . 2 . l- P·l + 83 83 = 0, 83 = - ~ = - -- (Druck), 
2 . 83 cos a 

P·l P 
in A: P.l+84 84 =0, 84 =--=---- (Druck). 

84 2 cos a 

Der Schnitt III liefert endlich nach dem Projektionssatz 
fiir die Lotrechte: 

85 + P + 283 cos a = ° , 
85 =P (Zug). 

Z. B. fur P= 2t, a= 60° 
folgt A = B = 3 t , 

81 =- 6t, 

84 =-2t, 
82 = 5,19 t, 
85 = 2 t. 

83 =-4t, 

7* 
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Auf diese Weise k6nnen die Stabkrafte fUr jedes solche 
"statisch bestimmte" Tragwerk durch Rechnung gefunden 
werden. -

Auch aus diesem Beispiele ist die Bedeutung zu erkennen, 
die die zwei Hauptsatze: der Projektionssatz und der 
Momentensatz, fiir die ganze Statik haben; ihre Anwendung 
zieht sich wie ein roter Faden durch das ganze Gebiet. 

XIII. Reibung. 
62. Einfiihrung der Reibungskraft. Bei allen bisherigen 

Betrachtungen sind wir von der Vorstellung ausgegangen, daB 
zwei beriihrende K6rper nur mit einer Kraft aufeinander wirken, 
die zur Beriihrungsflache senkrecht steht. Wenn dies richtig 
ware, so wiirde daraus folgen, daB man zum Verschieben zweier 
K6rper gegeneinander nur eine verschwindend kleine Kraft 
n6tig hatte. Dem widersprechen jedoch aIle unsere Erfah
rung en in unzweideutiger Weise und wir sind daher gen6tigt, 
eine Verbesserung unserer V orstellungen vorzunehmen, urn dem 
gegenseitigen EinfluB, den zwei K6rper in Richtung ihrer Be
riihrungsflache aufeinander ausiiben, Rechnung zu tragen. Dies 
geschieht - wie immer bei der Darstellung der Wirkungen 
zweier K6rper aufeinander - durch Einfiihrung einer Kraft, 
die jetzt in der Beriihrungsflache liegt und als Reibungs
kraft oder kurz als Reibung bezeichnet wird. Eine solche 
Reibung miissen wir immer annehmen, wenn zwei K6rper (an 
deren Oberflachen ja stets kleinere oder gr6Bere Unebenheiten 
vorhanden sind) miteinander in Beriihrung sind, ob sie sich 
nun gegeneinander bewegen oder nicht. 1m erst en Fane sprechen 
wir von Bewegungsreibung, im zweiten von Haftreibung 
oder auch von Reibung der Ruhe. 

/( 63. Bewegungsreibung. Was zu-
Ii' ~ niichst deren ~Richtung betrifft, so ist 
~~ die Reibung R beim Gleiten eines K6r-

K, / pers iiber einen anderen offenbar stets 
G-;V 

- der Bewegung entgegengesetzt gerichtet. 
Abb.83. 

Wenn sich also (Abb. 83) der K6rper 
K iiber den K6rper Kl nach rechts bewegt, so ist die auf 
K einwirkende Reibung nach links gerichtet. Sie wirkt stets 
gegen die Bewegung, also bewegungshemmend, verz6gernd. 
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Was die GroBe von R anbelangt, so lehrt die Erfahrung, 
daB R vor aHem von der GroBe des Normaldruckes N 
abhangt, mit der die beiden Korper aufeinandergepreBt werden, 
und zwar kann man mit hinreichender Genauigkeit annehmen, 
daB R diesem N ormaldruck N direkt proportional ist; wir 
konnen also setzen: 

R=f·N. (90) 

Der Proportionalitatsfaktor fist mithin eine reine (dimensions
lose) Zahl, die man als Reibungsziffer oder Reibungszahl 
bezeichnet. 

Die angestellten Versuche zeigen nun, daB f weiterhin 
nicht allein vom Stoff der in Beriihrung befindlichen Korper, 
sondern insbesondere auch von der Beschaffenheit der 
Oberflachen (glatt oder rauh, trocken oder benetzt) abhangt. 
Gerade der letztere Urn stand, und die (derzeit noch bestehende) 
Unmoglichkeit, die Beschaffenheit der Oberflachen einwandfrei 
zu kennzeichnen, bringen es mit sich, daB man fUr die Rech
nungen, in denen man die Reibung zu beriicksichtigen hat, 
fiir f auf ganz angenaherte Mittelwerte angewiesen ist, 
die oft von den tatsachlich auftretenden merklich verschieden 
sein konnen. 

Endlich hangt die Bewegungsreibung auch ab von der 
Geschwindigkeit der Gleitbewegung der Korper gegenein
ander. Auch hierfUr laBt sich kein allgemein giiltiges Gesetz 
angeben. 1m allgemeinen kann gesagt werden, daB f mit zu
nehmender Geschwindigkeit betrachtlich abnimmt, was man 
z. B. fiir die Bewegung von Metall auf Metall bestatigt findet. 
Doch kommen auch FaIle vor, in denen f mit groBer werden
der Geschwindigkeit zunimmt, z. B. fiir Leder auf Eisen, ein 
Fall, der fiir die Maschinentechnik wegen seiner Anwendung 
auf Riementriebe von Wichtigkeit ist. 

Gemessen wird die Bewegungsreibung, indem man un
mittelbar die Kraft bestimmt (z. B. abwiegt), die zur Bewegung 
eines Korpers ti.ber einen andern notig ist. 

Zur Verminderung der Bewegungsreibung dienen die 
Schmiermittel (Wasser, (1), von denen in der Maschinen
technik bekanntlich fortgesetzt Gebrauch gemacht wird. 
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64. Haftl'cibung. Noch weniger einfach als bei del' Be
wegungsreibung liegen die Verhaltnisse bei del' Haftreibung. 

Zunachst kann dariiber ausgesagt werden, daB die Haft
reibung ebenfalls die Beziehung (90) erfiillt, nul' stellt sich fiir 
sie die Reibungsziffer in den meisten Fallen etwas groBer 
heraus als (unter sonst gleichen Umstanden) fiir Bewegungs
reibung; bezeichnen wir mit to die Reibungszahl del' Haft
reibung, so konnen wir setzen: 

wobei also to> r 
(91) 

Wahrend jedoch die Richtung 
del' Bewegungsreibung vollstandig 
gegeben ist, ist fiir die Haftrei
bung auch die Richtung unbe
stimmt, was etwa durch folgenden 
einfachen Versuch klargemacht 
werden kann. 

Abb. 84. Ein Korper vom Gewichte G, 
an dem eine Kraft P angreift, 

sei auf einer rauhen schiefen Ebene im Gleichgewichte (Abb. 84). 
Wenn man nun P zunehmen laBt, so wird eine Bewegung 
nicht sogleich eintreten, sondel'll erst dann, wenn P so groB 
geworden ist, bis die (derVerschiebungstendenz entgegen, also 
nach abwarts wirkende) Reibung Rl iiberwunden ist. 

Umgekehrt, wenn P abnimmt, strebt die Reibung das 
Herabgleiten zu verhindel'llund wirkt wieder del' einsetzenden 
Bewegung entgegen, also nach oben (R2 ), bis ihre GroBe nicht 
mehr ausreicht, urn eine Bewegung hintanzuhalten. 

Es gibt also (bei Vorhandensein von Reibung) nicht nul' 
eine einzige Kraft P, fiir die Gleichgewicht moglich ist, son
del'll stets einen ganzen Bereich, innerhalb dessen die Kraft P 
gewahlt werden kann. Nul' einen bestimmten GroBtwert to' N 
kann die Reibung nicht iiberschreiten. 1st fiir eine Reibung 
unter dies em Wert Gleichgewicht moglich, so tritt es auch wirk
lich ein. 1st in Richtung del' Beriihrungsebene eine groBere 
Kraft to' N erforderlich, dann reicht die Reibung nicht mehr aus, 
Gleichgewicht ist nicht mehr moglich. Die Haftreibung kann 
also jeden Wert < fo . N annehmen. 
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Die GroBe von to bestimmt man dadurch, daB man einen 
Korper vom Gewichte G auf eine urn 0 drehbare schiefe Ebene 
legt (Abb. 85) und jenen Winkel a = e bestimmt, der der Grenze 
des Gleichgewichtes entspricht, bei dem mithin das Gleiten 
beginnt. 

Fiir dies en Winkel a = e er
halten wir nach dem Projektions
satz fUr x und y: 

also 

R=G·sine, 
N=G·cos e, 

R 
fo= N=tge, (92) 

n 
\ 

';Y 

o G 

d. h. to ist durch die Tangente Abb. 85. 
des N eigungswinkels der schiefen 

x 
R 

GCOSiX 

Ebene, der Reibungswinkel genannt wird, bestimmt, bei dem 
das Herabgleiten beginnt. 

65. Keil. Ein im Maschinenbau verwendetes Konstruk
tionselement ist der Keil; seine Wirkung beruht auf dem Vor
handensein von Reibungen an seinen Seitenflachen. 

Abb. 86 zeigt einen 
Keil K vom N eigungs
winkel a, der mit seiner 
Flache auf einer Unter
lage U aufliegt, und mit 
seiner geneigten Flache 
eine Last Q anhebt, die 
sich wieder gegen eine 
lotrechte Fiihrung stiitzt. 
(Die Flachen, an denen 
Reibung auf tritt, sind 
in der Abbildung durch 
doppelte Linien ange
deutet.) 

p 
>-

Q 

Abb.86. 

Ware Reibung nicht vorhanden, so wiirde das in Abb. 86 a 
gezeichnete Kraftedreieck gelten, da sich die nach rechts ge
richtete Keilkraft P zufolge der lotrechten Fiihrung als nach 
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links gerichtet auf den Pfosten iibertriigt; aus der Abbildung 
folgt: 

Po= Q.tg a 

(Po = Kraft bei Abwesenheit von Reibung). 

1st Reibung vorhanden und ist der Reibungswinkel (!, so 
muE man offenbar me h r Kraft aufwenden, und zwar gibt 
eine einfache Rechnung fiir die zum Anheben notwendigeKraft 

und zum Losen des Keiles 

P' = Q·tg (a- 2(!). 

{pJ 
-:--

Wenn {( < 2 (!, so ist P' negativ, 
d. h. man muE eine Kraft in ent
gegengesetzter Richtung (also nach 
links in Abb. 87 z. B.) aufwenden, um 
den Keil zu 16sen; mit anderen 
Worten, der Keil geht in dies em 
Fane nicht von selbst heraus, er 
besitzt Selbstsperrung (oder 
Selbsthemmung). 

Die im Maschinenbau iibliche 
Ausfiihrungsform zeigt Abb. 87, und 
zwar wird fUr den "Anzug" des 
Keiles meist gewiihlt: 

1 b' 1 tg a=20 1s 35 , 

Beispiel 39: Die Belastung einer Stangenverbindung nach 
Abb. 87 sei Q = 1000 kg, ferner sei a = 2° 30', (! = 10°. 
Dies ergibt fUr das 

Anheben: P = 1000·tg 22°30'= 414 kg, 
Losen: P'=-1000·tg 17°30'=-315 kg. 

Ohne Reibung: Po= 1000·tg 2°30'= 44 kg. 

Eine weitere unmittelbare Anwendung findet sich z. B. bei 
den Reibungsriidern, die wir in Punkt 16 erwiihnt haben, femer 
bei der Schraube. 
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66. Einige Zahlenwerte fiir to und f. Wie schon oben 
hervorgehoben, sind aIle diese Angaben auBerordentlich un
zuverlassig und geben nur ganz ungefiihre Durchschnittswerte. 

Stoffe 

Schmiedeeisen auf 
Schmiedeeisen . 

Stahl auf Stahl . . 
Metall auf Holz. . . . 

Zustand der Ober- ! 
flachen I 

trocken 

" 
" " geschmiert mit Talg 
" " " . . . . mit Wasser 

Holz auf Holz . ... trocken 
" " " . .. ./ geschmiert mit Seife 

Leder auf Metall . . . trocken 
" "Holz. . . . " 

t~ 

bis 0,44 
0,24 
0,6 
0,11 
0,65 
0,55 
0,46 
0,3 
0,45 

f 

0,21-0,11 
0,09-0,03 

0,5 
0,08 
0,24 
0,4 
0,16 

67. Zapfenreibung. Um die an den Zapfen und Lagern 
der MotorweIlen auftretende Reibung zu beriicksichtigen, be
denke man, daB diese Reibung iiber aIle Stell en des Umfanges 
von Zapfen und Lager, die miteinander' in Beriihrung sind, 
verteilt und offen bar stets der Bewegung entgegengerichtet 
sein wird. 

Da wir uber die'Verteilung des Lager
druckes uber Liinge und U mfang des 
Lagers keine hinreichend genauen Kennt
nisse besitzen, ist es iiblich, die Reibung 
summarisch in Rechnung zu setzen, 
indem man das Drehmoment M um den 
Mittelpunkt 0 des Zapfens (Abb. 88) an
gibt und setzt 

M=f1 ·Q·r (93) Abb. 

Das Moment der Zapfenreibung ist also um so groBer, 
je groBer der auf den Zap fen entfallende Druck Q und je groBer 
der Halbmesser r des Zapfens ist. f1 nennt man den Beiwert 
der Zapfenreibung. 

Die Zahlenwerte von f1 sind ebenso schwankend wie die 
von fo und f. Als ungefiihre Anhaltspunkte konnen gelten 
fur ununterbrochene Schmierung: 

Stahl auf Bronze f1 =0,06, 
Stahl auf WeiBmetall . f1 = 0,01 bis 0,06. 
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Mit zunehmender Geschwindigkeit nimmt fl etwas zu. 

Beispiel 40: Fiir Q= 60 kg, r= 6 cm, fl =0,06 er
gibt sich: 

M = 0,06·60·0,06 = 0,216 mkg. 

68. Rollende Reibung. Auch bei der follenden Bewegung 
eines Korpers auf einem andern, z. B. der Bewegung eines 
Rades auf einer Schiene oder der Fahrgestellrader des Flug
zeuges auf dem Erdboden tritt ein Widerstand auf, der davon 
herriihrt, daB das Rad sich an der jeweiligen Beriihrungsstelle 
ein wenig abplattet, in die Unterlage ein wenig einsinkt 
und aus der so entstehenden Vertiefung wahrend der Bewe
gung gewisserrnaBen fortwahrend wieder herausgehoben werden, 
bzw. die neu entstehende Einsinkung entgegen der Festigkeit 

des Materials neu hervorgerufen 
werden muB. Natiirlich wird 

Beweg{'/flgs~ dieser Widerstand gegen Fort-
~-+---<;>-'I'--+--r:-?k';::f7tVflg bewegung urn so kleiner sein, 

je weniger stark die Korper 
ineinander eindringen, d. h. aus 
je harterem Stoff die Korper 
bestehen. 

Ahnlich wie die friiher be-
trachteten Arten wird also auch 

die rollende Reibung insbesondere abhangen vom Stoff, aus 
dem Rad und Unterlage bestehen, und von der Belastung 
des Rades, d. i. vom Druck Q, mit dem das Rad auf die Unter
lage gepreBt wird. Dem EinfluB der rollenden Reibung werden 
wir wieder durch Einfiihrung einer der Bewegungsrichtung 
entgegenwirkenden Kraft - der Rollreibung - Rechnung 
tragen konnen, deren GroBe wir ebenfalls in der Form ansetzen: 

R=k·Q. (94) 

Diese Ziffer ist natiirlich wesentlich kleiner als die unter 
sonst gleichen U mstanden fUr gleitende Reibung geltende; ihre 
Bestimmung erfolgt am besten direkt durch einen Zugversuch. 

Dem Widerstand R entspricht ein Drehmoment um den 
augenblicklichen Beriihrungspunkt B (Abb. 89) als Drehpunkt, 
das wahrend der ganzen Bewegung des Rades zu iiberwinden 
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ist; dessen GroBe betragt, wenn r den Halbmesser des Rades 
bedeutet: 

(95) 
wobei gesetzt ist 

(96) 

Dieses f2 bezeiehnet man gewohnlieh ais Beiwert der 
Rollreibung; f2 hat jedoeh (zum Untersehiede von den an
deren Reibungszahlen, die reine Zahlen sind) die Dimension 
einer Lange und stellt (Abb. 89) die GroBe dar, um die die 
Wirkungslinie des Druekes der Unterlage auf das Rad in 
Riehtung der Bewegung versehoben ist. 

Angenaherte Mittelwerte fUr f2 sind fiir: 

Poekholz auf Poekholz} 
und Eisen auf Eisen . 

f2 =0,05 em, 

Gummirader auf Wiesengrund f2 = 1 bis 1,5 em. 

Be i s pie I 41: Handelt es sieh urn die Sehatzung der an 
den Fahrgestellradern eines landenden Flugzeuges - im "Aus
Iauf" - wirkenden Reibungskraft R, so benutzt man die 
GIn. (94) und (96) und erhalt fUr f2 = 1,25 em, r = 25 em, 
und ein Flugzeuggewieht von 1000 kg: 

und 

k=[~= 1,25 =0,05 
r 25 

R = 0,05 . 1000 = 50 kg. 

C. Dynamik; 
XIV. Massenkrafte. 

69. ErkHirung. Naeh unseren Festsetzungen erfolgt eine 
Bewegung nur dann gIeiehformig und geradlinig, wenn keine 
Besehleunigungen - und daher aueh keine Krafte - auf den 
Korper einwirken. Soll also die Gesehwindigkeit eines Korpers 
entweder der GroBe oder der Riehtung naeh verandert werden, 
so ist hierzu eine Kraft notwendig. Man nennt diese Krafte, 
die also erst dureh A.nderung der Bewegung ins Spiel kommen, 
Massendriieke odeI' Massenkrafte (aueh Besehleunigungs
driieke). 
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Hierzu moge nun sogleich bemerkt werden, daB wir auch 
die Schwerkraft als Massenkraft - im weiteren Sinne - be
zeichnen konnen, und zwar auch dann, werm von einer durch 
sie bedingten Bewegungsanderung nicht gesprochen werden 
kann, wenn es sich also um reine Druckwirkung auf feste 
Unterlagen handelt. 

70. Beschleunigungen und Krafte bei der gleichformigen 
Drehbewegung. Um zu erfahren, welche Beschleunigungen und 
Krafte bei der gleichformigen Drehbewegung eines kleinen 
Korpers im Kreise auftreten, betrachten wir seine Geschwindig
keiten in zwei benachbarten Lagen B und 0 am Kreisumfange 
(Abb. 90) und tragen diese Geschwindigkeiten von einem seitlich 
gewahlten Punkt M auf; es sei also 

zur Zeit i1 der Korper in B, Geschwindigkeit v = M~b, 

" "t2 " " "C, " v = 11{ c. 
Es hat sich also wahrend der Zeit t2 - t1 zwar nicht die 
GroBe, wohl aber die Richtung geandert, und zwar ist zur Ge-

schwindigkeit in B: M b = v in der Zeit t2 - t1 der Zuwachs 
be = u dazugetreten; beide zusammen ergeben die Geschwindig
keit Mc= v in O. 

Abb . 90. 

anwenden; daraus folgt: 
u 

b = - -
n t2 - i1 

und aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 

£:-, OBO '" £:-, Mb c 

Wenn wir die Zeit 
t2 - t1 als klein voraus
setzen, so konnen wir 
die Bewegung in Rich
tung von u als gleich
maBig beschleunigt an
sehen und die fiir eine 
solcheBewegung giiltige 
Beziehung (s. Punkt 19): 

Geschwindigkeit u 
= Beschleunigung bn 

mal Zeit (t2 - t1) 



folgt 

Da 

und 

also 

Massenkrafte. 

u v 
s r 

also u=v.~. 
r 
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(97) 

Wenn die Winkelgeschwindigkeit der Drehung wie ge
wohnlich mit w bezeichnet wird, also v = r w, und die Dreh
zahl n ist, so kann b auch in der Form geschrieben werden: 

(98) 

Da wir die beiden Punkte B und 0 als sehr nahe an
genommen haben, so wird diese Beschleunigung bn nach dem 
Halbmesser r gegen den Mittelpunkt zu gerichtet sein; sie 
wird als Zentripetalbeschleunigung bezeichnet. Zur Er
zeugung einer Kreisbewegung muB auf dem sich drehenden 
Korper stets eine gegen den Mittelpunkt gerichtete Be
schleunigung, eine Normalbeschleunigung, wirken, die ibn 
in jedem Augenblick von der geraden Tragheitsbahn abzieht 
und in die Kurve zwingt. Durch Multiplikation mit der Masse M 
erhalt man die Zentripetalkraft: 

Mv2 
Z=M·b =-- =Mrw2 

n r (99) 

Nach dem Satz der Gleichheit von Wirkung und Gegen
wirkung entspricht der nach innen gerichteten Zentripetal
kraft eine nach auBen gerichtete Fliehkraft oder Zentri.
fugalkraft (bzw. Beschleunigung), die die Unterstutzung des 
drehenden Korpers, also das Lager, fortgesetzt nach auBen zu 
ziehen trachtet und die man z. B. in der Hand spurt, wenn 
man einen Stein an einer Schnur im Kreise schwingt. 
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Beispiel 42: Eine Kugel vom Gewiehte G = 2 kg drehe 
sieh in einem Kreise von 40 em Halbmesser mit einer Drehzahl 
n = 240 in der Minute. Wie groB ist die Fliehkraft, die das 
Lager (und damit aueh den Faden, bzw. Stab, an dem die Kugel 
befestigt ist) beansprueht? 

Die Masse der Kugel ist 

M = _2_(kg . sek2) 
9,81 m ' 

also naeh (99) 

Z=M.r·(~~r =9,~1·0,4·(71·32040r =51,5 kg. 

71. Fliehkraft eines Korpers. Will man die Fliehkraft 
bereehnen, mit der ein Korper von beliebiger Ausdehnung auf 
seine Drehaehse 0 wirkt, so nimmt man die Fliehkriifte aller 

Abb. 91. 

Teilehen des Korpers und summiert sie naeh den fiir das 
Zusammenwirken von Kraften gegebenen Regeln, d. h. dureh 
geometrisehe Addition der ihnen entspreehenden Streeken. 

Fiir jedes Teilehen m (Abb. 91) ist die Fliehkraft m r w2 ; 

um die Fliehkrafte iibet den ganzen Korper zu summieren, 
wahlen wir ein Aehsenkreuz 0 x y , und zwar (aus einem so
gleieh ersiehtliehen Grunde) so, daB df'e x - Aehse dureh den 
Sehwerpunkt S des Korpers geht und die y-Aehse dazu senkreeht 
steht. Nun zerlegen wir die Fliehkraft m r w2 in die Teilkriifte: 

und 
mrw2 ·eosa=mxw2 naeh 
mrw2 .sina=myw2 " 

X,} 
y. 
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Durch Addition aller in der x-Richtung liegenden Teilkrafte 
erhalten wir somit 

z= L:mxw2 = w2 ·L:mx, 

da die Winkelgeschwindigkeit wallen Teilchen gemeinsam ist. 
Fiihrt man nun den Abstand R des Schwerpunktes in die 
Rechnung ein, der gegeben ist durch die G1. 

Jl1.R=L:mx, 

so folgt fUr die obige Summe Z: 

( :n n)2 V 2 
Z=MRw2 =MR· 30 = M· R' (100) 

wenn V die Geschwindigkeit des Schwerpunktes S bedeutet. 
Wenn wir die in Richtung der y-Achse fallenden Teilkrafte 

addieren, so erhalten wir 

L:myw2 = w2 ·L:my= 0, 

da L:my=O, weil wir die x-Achse durch den Schwerpunkt 
gelegt haben. . 

Man erhalt also die Fliehkraft eines Korpers, 
indem man die Fliehkraft der im Schwerpunkt ver
einigten Masse berechnet [G1. (100)]' 

Beispiel 43: Eine Luftschraube mit zwei Fliigeln habe ein 
Gewicht von 12 kg; wie groB ist die Fliehkraft fiir einen Fliigel 
fUr n = 1400 in der Minute, wenn der Abstand des Schwer
punktes eines Fliigels mit R = t m angenommen werden kann. 

Nach 81. (100) ist 

6 1 (:n.1400)2 
Z = 9,81 . 3 '-36- = 4366 kg. 

Mit dieser Kraft wird der an der Achse liegende Quer
schnitt der Luftschraube bei der Drehung "belastet"; die gleiche 
Kraft wiirde auch auf die Lager des Motors wirken, wenn 
nur ein Fliigel vorhanden ware. 

Beispiel 44: Flug in der Kurve. Durch Verstellung 
des Seitensteuers eines Flugzeuges wird ein Drehmoment urn 
eine durch den Schwerpunkt gehende lotrechte Achse erzeugt, 
wodurch eine Drehung des ganzen Flugzeuges urn die Achse 
eingeleitet wird. Dadurch vergroBern sich die Luftkrafte auf 



112 Dynamik. 

den auBeren Fliigel (da sie mit wachsender Geschwindigkeit 
zunehmen), auf den inneren werden sie kleiner. Das Flugzeug 
hebt sich daher auBen und senkt sich innen, es stellt sich 
schrag. Zur Erzielung eines Gleichgewichtszustandes beim 
Kurvenflug wird sodann der Anstellwinkel des auBeren Fliigels -
durch Betatigung der "Verwindung" - verkleinert, der des 
inner en v ergroBert. 

A cos a. A 

G ~~f~~~~~ 
I a. ~~~~ 

J----- --- ________ L __ ------:::..:::.-" 
IE r ~ 

Abb.92. 

Den N eigungswinkel des Flugzeuges in der Kurve gegen 
die Wagrechte (Abb. 92) bezeichnen wir mit ex. Der "Auftrieb" 
auf die Tragflachen (den "Widerstand" lassen wir auBerBetracht) 
steht dann nicht mehr lotrecht, bleibt aber (irn wesentlichen) 
senkrecht zur Tragflache, wird also auch den Winkel ex mit der 
Lotrechten einschlieBen. 

SoIl ein Sinken vermieden werden, so folgt fiir das Gleich
gewicht der Krafte nach der Lotrechten (Abb. 92) 

G =A·cos ex. 

Die wagrechte Teilkraft A sin ex = G tg ex von A wirkt nach der 
Innenseite der Kurve und ist die Zentripetalkraft; nach Gl. (100) 
ist daher 

also 

v2 G v 2 

G·tgex=M·-=- "-, 
r g r 

1 v2 

r=-·-
g tga 

(101) 
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Fur eine feste Eigengeschwindigkeit v wird r sonach um 
so kleiner, je groBer die seitliche Neigung a ist. 

1st z. B. v = 30 misek, r = 60 m, so folgt aus (101) 

v 2 
tga=-=1,53, a·57°. 

g·r 
Aus Gl. (101) ist auch zu ersehen, daB schnelle Flugzeuge 

bei gleicher N eigung a ein groi3eres r ergeben als langsame. 
Auf eine ins Einzelne gehende Betrachtung der beim 

Kurvenflug auftretenden VerhiUtnisse kann hie I' naturgemi:if3 
nicht eingegangen werden. 

72. Massenkrafte bei geradliniger Bewegung. Massen
ausgleich. Fur den Fall der gleichfOrmigen Drehbewegung ist 
die Fli~kraft die auftretende Massenkraft; sie auBert sich in 
Form von Lagerdriicken auf die Unterstiitzung der Drehachse. 
Wir haben den Fall der Drehbewegung zuerst besprochen, weil 
dieser schon aus dem taglichen Leben bekannt und daher dem 
Verstandnis leicht zuganglich ist; ganz ahnliche Erscheinungen 
treten jedoch auch bei der ungleichformigen geradlinigen Be
wegung auf, und da diese fiir die Beurteilung des Ganges der 
Motoren (insbesondere del' raschlaufenden) von Wichtigkeit sind 
so wollen wir hier kurz darauf eingehen. 

Die hin und her gehenden Teile (Kolben, Kolbenstange 
und Schubstange), deren Gesamtmasse mit M bezeichnet sei, 
werden bei jedem Hub (s. Abb. 24) durch den Druck des Treib
mittels (Dampf, Benzin-Luft-Gemisch u. dgl.) zuerst beschleunigt, 
erreichen eine groi3te Geschwindigkeit und werden dann ver
zagert, da sie im nachsten Totpunkt ihre Bewegung umkehren 
und in diesem fUr einen Augenblick die Geschwindigkeit 0 
erhalten. Zur Beschleunigung del' Masse Mist im ersten Teil 
der Bewegung eine Kraft = MX Beschleunigung b aufzuwenden, 
die aber (entsprechend del' veranderlichen Beschleunigung) von 
Stelle zu Stelle verschieden ist, im zweiten Teil wird Kraft 
von der ihre Bewegung verzogernden Masse auf die Welle 
abgegeben, d. h. die Richtungen del' Massenkrafte sind fiir die 
beiden Teile del' Bewegung einander entgegengesetzt. 

Die Kraft M b wird sich an jeder Stelle del' Bewegung 
durch das Gestange auf das Lager iibertragen und wird dieses 
(ahnlich wie die Fliehkraft beim drehenden Korper) fortwahl'end 

Poschl, Mechanik. 8 
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hin und her zerren; die Krafte sind fUr den beschleunigten 
Teil der Kolbenbewegung bei lotrechtem Zylinder nach unten, 
fUr den verzogerten nach oben gerichtet. 

Um die Wirkungen dieser Krafte der hin und her gehenden 
Massen auszugleichen, werden Mehrzylindermotoren ver
wendet, deren Kurbeln so gegeneinander verstellt sind, daB 
sich die auf die Lagerung des Motors ubertragenen Massen
krafte im ganzen aufheben. Dazu ist zunachst notwendig, daB 
in 'jedem Augenblicke die Summe aller nach unten gerichteten 
Krafte gleich der Summe aller nach oben gerichteten und daB 
die Summe der positiven Momente um jede zur Verbindungs
ebene der Zylinderachsen senkrechte Achse gleich der Summe 
de~ negativen ist (nach den allgemeinen Gleichgewichts
bedingungen fUr die ebene Kraftegruppe). 

Abb. \)3. 

Eine Anordnung fUr einen 6 - Zylinder - Motor, der dieser 
Bedingung Rechnung tragt, ist in Abb. 93 schematisch dar
gestellt. 

Es moge hier jedoch nicht unterlassen werden, darauf 
hinzuweisen, daB wegen der endlichen Lange der Schub
stange die beschleunigten und verzogerten Teile der Kurbel
bewegung nich t zur Hauptachse des Motors symmetrisch sind; 
deshalb ist es auch nicht moglich, den Massenausgleich, 
wie man diesen Vorgang bezeichnet, vollstandig genau durch
zufuhren; man muB sich vielmehr mit einer, fur praktische 
Zwecke allerdings ausreichenden, Annaherung des Ausgleichs 
der hin und her gehenden Massen begnugen. 

Anders ist es mit den drehenden Massen, bei denen die 
Fliehkrafte durch symmetrische Verteilung der Massen 
um die Achse (z. B. nach der in Abb. 93 gegebenen Anordnung) 
vollstandig genau ausgeglichen werden konnen. 
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Bei jeder Maschine mit hin und her gehenden Teilen ist 
ferner zu beachten, daB nicht in jedem Augenblicke die 
(durch das sog.Indikatordiagramm versinnbildlichte) Kraft des 
Treibmittels gleich der Massenkraft sein wird, die (auch bei 
gleichformiger Drehung der Kurbelwelle!) zur Beschleunigung 
und Verzogerung. der hin und her gehenden Teile notig ist. 
Durch dieseAbweichung ist eine Ungleichformigkeit im Gange 
der Maschine bedingt, die durch Anbringung von Schwung
mass en (Rad, Luftschraube u. dgl.) auf ein passendes MaB 
(das je nach der besonderen Verwendung der Maschine ver
schieden sein wird) heruntergedriickt werden kann. Durch 
ErhOhung der Zylinderzahl wird der Grad der Ungleichformig
keit von selbst vermindert. 

73. GleichmaBig beschleunigte Drehbewegung. Triigheits
moment. Wie bei der geradlinigen Bewegung die ununterbrochene 
Einwirkung einer Kraft Peine fortgesetzte Zunahme der Ge
schwindigkeit zur Folge hat, so bedeutet im FaIle der Dreh
bewegung das V orhandensein eines Momentes urn die Drehachse, 
wenn es dauernd wirkt, eine fortgesetzte Zunahme der Winkel
geschwindigkeit, also das Auftreten einer Winkelbeschleuni
gung. Darunter versteht man den Betrag der Zunahme an 
Winkelgeschwindigkeit in 1 sek (in dem betrachteten Augenblick). 

Urn auf das Grund-

/ "I I X. I 
;' "-. I 
f--~ . 

Bescl7let/I1Yt/I1.i' 
1/011 B 

gesetz fiir die drehende 
Bewegung zu kommen, 
betrachten WIr bei der 
Drehbewegung mit veran
derlicher Geschwindigkeit 
urn die Achse A die Be
wegung eines Punktes B 
in der Entfernung r von 
der Drehachse. Seine Ge
schwindigkeit sei v, die 
Beschleunigung in der 
Richtung der Tangente bt , 

Abb.94. 

d. i. die sog. Tangentialbeschleunigung. 
Als Winkelbeschleunigung A. bezeichnet man dann die 

Beschleunigung eines Punktes E in der Einheit der Entfernung 
von der Drehachse (Xi = 1 m, Abb. 94). 

8* 
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(102) 

Die Tangentialbeschleunigung wachst also proportional mit 
der Entfernung von der Achse, ganz so wie die Geschwindigkeit. 

Dem Satze Kraft = Masse X Beschleunigung entspricht bei 
der Drehbewegung der, Satz: Drehmoment 9R der Kraft = 

Moment des Produktes von Masse und Beschleunigung, also 
flir einen einzelnen Punkt: 

9R= P·r= m· bt·r; 
flir einen Korper haben wir die Produkte auf der rechten Seite 
flir alle Teilchen des Korpers zu bilden und zu summieren, also 

9R=Xm·bt ·r 
und wegen Gl. (102) 

9R =X m r2. '" = ",. X m r2 = ",. J, (103) 

da '" eine flir alle Punkte des 
Korpers gleichbleibende GroBe ist. 

Die GroBe J nennt man das 
Tragheitsmomen t des sich 
drehenden Korpers; es hangt ab 
von der Lage der einzelnen 
Massen gegen die Drehachse. 
Flir einen Korper, der (Abb. 95) 
aus den Massen m1 , m2 , ms . " in 
den Entfernungen r1 , r2 , r3 ••• 

von der Drehachse besteht, wird 
Abb. 95. das . Tragheitsmoment berechnet, 

indem man jede Masse m mit 
dem Quadrat ihres Abstandes von der Achse multipliziert und 
die erhaltenen Produkte addiert, also 

(104) 

Z. B. flir einen Z y 1 in d e r, dessen Masse M und des sen 
Halbmesser r ist, ergibt sich flir das Tragheitsmoment um die 
Achse der Ausdruck: 

Zylinder: J = t Mr2 
Zu der Gleichung 

Kraft = Masse X Beschleunigung, 

(105 ) 
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die fiir die V orwartsbewegung gilt, tritt also fiir die Dreh
bewegung die Gl. (103) hinzu: 

Drehm<?ment = Tragheitsmoment X Winkelbeschleunigung. 

Fiir die wirkliche Bewegung eines Korpers im Raume 
wird man so vorgehen, daB man zunachst die V orwartsbewegung 
untersucht; sie wird beschdeben sein, wenn man die Bewegung 
irgendeines Punktes des Korpers anzugeben weill; als solcher 
ausgezeichneter Punkt bietet sich von selbst der Schwerpunkt 
dar. Um sodann die Drehbewegungen des Korpers zu unter
suchen, wird man die G1. (103) fiir den Schwerpunkt anzu
wenden haben. 

Beispiel45: Steuerbewegungen. Bei einem gegebenen 
Hohensteuerausschlag, also einem durch die Luftkrafte gegebenen 
Drehmoment im um den Schwerpunkt, wird ein Flugzeug auf 
das Hohensteuer um so rascher ansprechen, d. h. 1 wird um so 
groBer sein, je kleiner Jist, also je naher die Massen des 
Flugzeuges (Motor, Pilot, Beobachter usw.) um den Schwerpunkt 
vereinigt sind; um also raschwendige Flugzeuge herzustellen, 
wird man auf diese Bedingung Riicksicht zu nehmen haben. 

Ferner wird man bei gleicher Steuerfahigkeit das Dreh
moment (also die GroBe der Steuerflachen oder deren Hebelarm) 
um so groBer nehmen miissen, je groBer das Tragheitsmoment 
um die betreffende Schwerpunktsachse ist. 

74. Bedingungen fUr unveranderliche (stationare) Be
wegnng. Wenn ein Korper eine geradlinige Bahn mit unver
anderlicher Geschwindigkeit d urchlauft, sagen wir, daB die 
Mittelkraft aIle r auf ihn einwirkenden Krafte verschwindet 
oder mit anderen Worten, daB die treibende Kraft gleich 
dem Widerstande ist. 

Ebenso wird ein Korper eine gleichformige Dreh
bewegung ausfiihren, wenn das Moment der treibenden Kraft um 
die Drehachse gleich dem Moment dE'S Widerstandes sein wird. 

Beispiel 46: Die Bedingungen fiir horizontalen Flug mit 
unveranderlicher Geschwindigkeit sind: 

a) Gewicht = Auftrieb, 
b) Zugkraft der Luftschraube = Widerstand des Flugzeuges, 

wobei angenommen ist, daB diese Krafte alle durch einen Punkt 
hindurchgehen. 
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Die Bedingung fiir gleichformige Drehbewegung der Luft
schraube ist: 

c) Drehmoment des Motors = Moment der Widerstandskrafte 
der Luftschraube. 

XV. Arbeit und Leistung. 
75. Arbeit. Wie der Begriff der Kraft, so ist auch der 

Begriff der Arbeit dem menschlichen Leben entlehnt; und 
wie jener in der wissenschaftlichen Mechanik zweckentsprechend 
verandert wird, so erfahrt auch dieser eine scharfere und ge
nauere Festlegung. So wie die "Kraft" eines Menschen un-t9 ~ :ew~W~"'cntU19 A fJ, 

P ,P ------ -

~ Arbeit 1/017 P pos/tiV' 

..1!l Arbeit I/on P ne.5'otiV' 

Abb.96. 

benutzt bleiben kann, so konnen iiberhaupt Krafte vorhanden 
sein, ohne Arbeit zu leisten. Z. B. ist die Kraft, mit der die 
Erde einen auf dem Tisch liegenden Gegenstand anzieht, wohl 
dauernd vorhanden, sie leistet aber nichts, sie arbeitet nicht. 
N ur in dem Geschehen liegt der Wert. Wenn der Tisch nicht 
da ware, wiirde die Schwerkraft den Ort des Gegenstandes 
andern, indem sie ihn nach unten zieht; erst dann sagen wir, 
daB die Schwerkraft arbeitet. Wir sprechen also nur dann 
von der Arbeit einer Kraft, wenn diese den Korper, an 
dem sie angreift, tatsachlich verschiebt. 

Wenn eine Kraft, z. B. die meines Armes, ein Gewicht 
von 1 kg um 1 m hebt, so arbeitet sie. Wenn sie es doppelt 
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so hoch, oder 2 kg 1 m hoch hebt, so leistet sie offenbar 
doppelte Arbeit. Daraus ergibt sichganz unmittelbar, daB wir 
als Arbeit einer Kraft das Produkt aus der Kraft P kg und 
dem Weg s m anzusetzen haben, also 

A=P·s (106) 

Voraussetzung dabei ist, daB der Korper durch die Kraft P 
in der Wirkungslinie dieser Kraft verschoben wird und daB 
die Kraft dabei auch ihre GroBe nicht verandert. 

Wir nennen die 
Arbeit einer Kraft dann 
positiv, wenn der Pfeil 
der Kraft mit der Rich
tung (d. h. dem Sinn) 
der Verschiebung uber
einstimmt (Abb. 96a), 
sonstnegativ(Abb.96b); 
z. B. beim Heben eines 
schwer en Korpers ist 
die Arbeit des Gewichtes 
negativ. 

Trifft die erste 
Voraussetzung nicht zu, 
erfolgt also die Ver
schiebung des Korpers 
nicht in der Wirkungs
linie der Kraft, also so, 
wie es z. B. Abb. 97a 
oder b zeigt, so wird 

__ ~Bp 
..--- I ,.-, 

// I 

A~ _____ + 
~s--~ 

Abb. 97. 

man bei gleichbleibendem P fur die Arbeit ebenfalls den Aus
druck (106) anzusetzen haben, worin aber s jetzt die Pro
jektion AB' des Weges AB auf die Kraftrichtung bedeutet. 
1st die Kraftrichtung senkrecht zur Richtung der Verschiebung, 
so ist naturlich die Arbeit gleich Null. So ist z. B. zum Ver
schieben eines Gewichtes auf reibungsfreier Unterlage keine 
Arbeit notig. 

Wenn (imFalleAbb. 97b) AB = l, 1:- BAB' = ex, so konnen 
wir Gl. (106) auch schreiben: 

A=Ps=P·l·cosex; (107) 
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die Arbeit ist also gleich dem Produkt der Kraft P, dem 
wirklichen Wege lund dem Kosinus des von beiden em
geschlossenen Winkels IX. 

76. IUaBeinheit fiir die Arbeit. Nach G1. (106) werden 
wir ganz naturgemaB jene Arbeit als Einheit wahlen, die 1 kg 
auf 1 m Weg leistet; wir nennen sie 1 Meterkilogramm (mkg) 
oder Kilogrammeter (kgm). GroBere Arbeiten miBt man in 
Metertonnen (mt) oder Tonnenmetern (tm); da 1 t = 1000 ~, 
so ist 

1 tm = 1000 kgm. 

Die Dimension der Arbeit ist somit: 

[Arbeit] = [ A] = [kg} [m] = [kg m]. 

Beispiel 46: Die Arbeit, die ein Gewicht G=1000kg 
beim freien Fall aus s = 1000 m Hohe lei stet, ist 

G = 1000 kg . 1000 m = 1 Million mkg = 1000 tm, 

und zwar wird dieselbe Arbeit geleistet, ob nun das Gewicht 
frei und lotrecht oder auf einer irgendwie geneigten festen 
Bahn zur Erde falit. Beim Heben wird die gleiche Arbeit 
verbraucht. 

77. Lebendige Kraft. Es fragt sich nun, in welcher Form 
erscheint diese durch die Kraft P (im besonderen durch da; 
Gewicht) geleistete Arbeit? 

Um diese Frage zu beantworten, greifen wir auf den 
Punkt 19 zuruck, wo wir fUr die Geschwindigkeit des gleich
miiBig beschleunigten Korpers (mit der Anfangsgeschwindig-

keit 0) den Ausdruck (26): v = V2bs erhielten, welche G1. wir 
so schreiben konnen: 

wenn wir mit der Masse M des Korpers multiplizieren und 
beachten, daB Mb = P ist, so folgt: 

1 Q 

-Mv"=M·b·s=P·s· 
2 ' 

(108) 

rechts steht die Arbeit der Kraft P, links ein Ausdruck, den 
man als lebendige Kraft oder Bewegungsenergie, auch 
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kinetische Energie bezeichnet; in neuerer Zeit ist dafiir der 
sehr treffende Ausdruck Wucht vorgeschlagen worden. 

Die lebendige Kraft ist also von gleicher Art wie die 
Arbeit; man kann sich auch sogleich uberzeugen, daB die Di
mension beider Begriffe die gleiche ist, und zwar: [mkg]. 

Diese G1. sagt nun aus, daB hier die Arbeit der Kraft P 
in lebendige Kraft umgesetzt wird, d. h., was an Arbeit ge
leistet wird, erscheint in Form von Bewegungsenergie wieder. 

Umgekehrt ist jeder in Bewegung befindliche Korper zu
folge der seiner Masse innewohnenden Geschwindigkeit im
stande, Arbeit zu leisten; die GroBe dieser Arbeit ist wieder 
durch (108) bestimmt. 

Wenn wir die Bewegung eines Korpers betrachten, dessen 
Anfangsgeschwindigkeit Vo von 0 verschieden ist, so gilt fiir 
sie die Gl. (30), die wir ebenfalls mit M, der Masse, multi
plizieren und' in der Form schreiben: 

1 1 
-Mv2--Mv 2=M·b·s=P·s 
2 2 0 

(109) 

In dieser G1. steht rechts wieder die Arbeit von P, links 
die Differenz der lebendigen Krafte zu Ende und zU Anfang 
del" Bewegung; es ist also die Anderung der lebendigen 
Kraft fur die zwei um den Weg s entfernten Lagen 
des Korpers gleich der auf diesem Wege geleisteten 
Arbeit. 

Es ist ohne weiteres klar, daB derselbe Satz auch gilt, 
wenn die Kraft P nicht, wie wir hier einschrankend angenommen 
haben, gleichbleibend, sondern beliebig veranderlich ist. Urn 
die Arbeit einer solchen veranderlichen Kraft zu berechnen, 
ist nur notig, den ganzen Weg in kleine Stuckchen zu zerlegen, 
die Arbeiten fUr alle diese Stuckchen besonders zu berechnen 
und aIle diese Arbeiten zu summieren (ahnlich wie wir es in 
Punkt 79 bei gekrummtem Wege mach en werden). Fur die 
Anderung der lebendigen Kraft ist nur die Summe dieser 
Teilarbeiten maBgebend; wie sich diese Summe auf den 
ganzen Weg verteilt, ist vollig gleichgiiltig. 

Wenn auf einen Korper dauernd eine Kraft einwirken 
wurde, so wurde seine Geschwindigkeit ununterbrochen zu
nehmen mussen. 
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Fur die gleichfarmige Bewegung liegt in der Praxis 
die Sache so, daB der betreffende Karper nicht - wie es das 
Tragheitsgesetz annimmt - allen auJ3eren Einflussen entzogen 
ist, sondern der Karper ist wohl auBeren Kraften ausgesetzt 
die aber im Gleichgewichte sind. Auch dann namlich ist 
in GI. (109) P= 0 zu setzen und es folgt v = Vo = Konstante. 

Be i s pie I 4 7: Die lebendige Kraft einer Gewehrkugel von 
15 g Gewicht und 400 m/sek Geschwindigkeit (dem Auftreffen 
auf das Ziel entsprechend) ist 

1 G 2 1 0,015 2 
2g'V = '2' . 9,81,400 = 122 mkg. 

Beispiel 48: Beim Abflug eines Flugzeuges nimmt die 
Geschwindigkeit so lange zu, als die Zugkraft der Luftschraube 
graBer ist als der gesamte "Widerstand" des Flugzeuges, der 
mit der Geschwindigkeit ebenfalls wachst. Fur eine bestimmte Ge
schwindigkeit ist sodann Zugkraft = Widerstand, und wenn diese 
Beziehung bestehen bleibt, haben wir gleichfarmige Bewegung 
mit der betreffenden Geschwindigkeit. Die Bedingung fur wag
rechten Flug ist: Auftrieb = Gewicht (bei Abwesenheit einer 

. Geschwindigkeit in lotrechter Richtung). 
Be i s pie I 49: Die Landungsgeschwindigkeit parallel zum 

Erdboden im Augenblick des Auftreffens auf die Erdoberflache 
sei Vo = 20 misek, das Gewicht G = 800 kg, die Reibungsziffer 
des Bodens k = 0,06, der mittlere Widerstand des Flugzeuges 
beim Auslauf sei W = 50 kg (naturlich ist dieser Widerstand 
auch von der Geschwindigkeitabhangig und in Wirklichkeit 
durchaus nicht gleichbleibend); auf welche Strecke s kommt das 
Flugzeug zum Stehen. wenn vom EinfluB des vorhandenen 
Auftriebes u. a. abgesehen wird ~ 

In Gl. (109) ist fUr P = Widerstand + Reibung und v = 0 
einzusetzen, es folgt also, da beide der Bewegung entgegen
wirken: 

) 1 G 2 
-(R+ W s=-2g'VO , 

und wenn 9 = 10 m/sek2 und R = k' G = 0,06,800 = 48 kg ge
setzt wird: 

800·400 
s= 2 .10(48 + 50) = 163 m. 
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Diese Rechnung bietet naturlich nur ein ganz ungefahres 
Bild der wirklich auftretenden Verhaltnisse. 

78. Erhaltung der Energie. Setzt man in Gl. (lOB) P= G, 
so erhalt man wieder die Formeln fUr den freien Fall, jetzt 
in dynamischem Gewande. Ein urn 8 m uber der Erde befind
licher Korper besitzt zufolge dieser Hohenlage die Fahigkeit, 
Arbeit zu leisten, oder, wie man sagt, er besitzt Lagenenergie 
(oder "potentielle Energie"). Die Gl. (lOB) druckt sonach aus, 
daB aIle Energie, die zufolge seiner Hohenlage im Korper 
steckt, beim Fall in Bewegungsenergie ubergefUhrt wird. 

In dieser Form spricht sich der fUr die gesamten Natur
wissenschaften auBerordentlich wichtige Satz von der Er
haltung der Energie fur die einfachsten mechanischen Vor
gange aus. In folgerichtiger Erweiterung fuhrt er - auf die 
gesamte Natur angewandt - zu dem Aus
spruch: Die Energie des Weltalls ist kon
stant. Alles Geschehen ist nur eine Um
wandlung der Energie; wo scheinbar 
Energie verloren geht, ist sie in anderer 
Form nachweisbar. 

Z. B. die im Brenns~off des Flugmotors 
alifgespeicherte Warmeenergie wird umge-
setzt in Bewegungsenergie und Lagenenergie Abb. 98. 
des Flugzeuges; die zum Heben des Flug-
zeuges notwendige Arbeit ist - zuzuglich aller auftretenden 
Verluste - durch die Motoren-Luftschrauben-Anlage aufge
bracht worden. 

79. Arbeit bei del" Drehbewegung. Ein anderer wichtiger 
Fall ist der der Drehung ei~es Korpers urn eine Achse A 
(Abb. 9B) unter der Einwirkung einer Kraft P, die stets langs 
der Tangente eines Kreises urn A wirkt und ihre GroBe un
verandert beibehalt. 

In diesem FaIle zerlegen wir den U mfang in kleine Teil
chen 81 , 82 , 83 •.• , dann konnen wir die Arbeit jedes Teiles 
fur sich berechnen, da fur jedes Teilchen die Kraftrichtung 
mit der Wegrichtung zusammenfallt. Es ist also die gesamte 
Arbeit: 

A=P81 +P8.!+P83 +",=P,Z8i =P·8, . . (110) 
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wenn wir mit s den gesamten am Kreisumfange gemessenen 
Weg des Punktes B bezeichnen, Iangs dem wir die Wirkung 
von P betrachten. 

1st r der Halbmesser des Kreises, so ist die 

Arbeit bei 1 Umdrehung = p. 2rn (111) 

Beispiel 50: EinMann arbeitet mit P=10kg am Um
fange einer Winde mit r = 40 cm. Welche Arbeit leistet er 
bei n = 500 Umdrehungen? Da die Arbeit bei 1 Umdrehung 
P·2rn ist, so ist sie bei 500 Umdrehungen 

p. 2rn·n= 10· 2·0,4·11,·500 = 12566 mkg = 12,566 mt. 

80. Lebendige Kraft bei der Drehbewegnng. Die lebendige 
Kraft T eines sich drehenden Korpers erhalt man, wenn man 

die lebendigen Krafte ~ mv2 aller Teile addiert, und da v = rw, 
2 

so folgt: 

wobei wie in Punkt 73 J das Tragheitsmoment des Korpers 
in bezug auf die Drehachse bedeutet. Die lebendige Kraft 
eines sich drehenden Korpers ist also durch das halbe 
Produkt aus Tragheitsmoment und Quadrat der Winkel
geschwindigkeit gegeben. 

Fur gleichma13ig beschleunigte Drehbewegung gilt fur jeden 
Punkt: 

also fUr den ganzen Korper: 

1~ 2 1~ 2 -.,;,mv --.,;,mv =p·s 22 0 , 

wenn P die in Richtung der Tangente wirkende Umfangs
kraft bedeutet; oder wenn v=rw, vo=r·wo: 

1 J 2 1 2 - ·w --Jw =p·s 22 0 , 
. . (113) 

d. h. die Anderung der lebendigen Kraft des drehenden 
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Korpers ist gleich der von der Umfangskraft auf dem 
entsprehenden Wege geleisteten Arbeit. 

Dieses Ergebnis entspricht der Gl. (109) fiir die geradlinige 
Bewegung. 

Beispiel 51: Beim Anlaufe eines Flugmotors mit Luft
schraube nimmt die Winkelgeschwindigkeit w (dam it auch die 
Drehzahl!) so lange zu, als das Motordrehmoment im Dber
schusse ist; dieser DberschuB wird in Form von lebendiger 
Kraft der Luftschraube aufgespeichert; von dem Augenblicke 
angefangen, in dem das Drehmoment gleich dem Moment der 
Widerstandskrafte der Luftkrafte auf die Luftschraube geworden 
ist, haben wir gleichformige Drehung mit der betreffenden 
Geschwindigkeit. 

81. Leistung. Einbeit bierfiir. Bei unseren bisherigen Be
trachtungen haben wir bei Berechnung der Arbeit von der 
Z e it, in der diese verrichtet wurde, ganz absehen konnen. 
Fiir die Bewertung irgendeiner Maschine ist es jedoch nicht 
nul' wichtig, zu wissen, welche Arbeit sie iiberhaupt zu leisten 
imstande ist, sondern in unserem ganzen Erwerbsleben wird 
eine bestimmte Arbeit um so hoher geschatzt, je kiirzere Zeit 
fiir sie verwendet wurde, d. h. je groBer die Arbeit in del' 
Zeiteinheit, also in 1 sek ist; diese Arbeit in 1 sek bezeichnen 
wir als Leistung L. 

Wenn die Arbeit A mkg in t sek geleistet wird, so folgt, 
da also die 

L . A b .. k Arbeit A eIstung L = . r e1t m 1 se = --- = -
Zeit t 

und da der 

ist. so folgt: 

Weg in 1 sek = Geschwindigkeit v 

A p·s 
L=-=-=P·v . .. t t . 

d. h. es ist Leistung = Kraft X Geschwindigkeit. 

. . (114) 

Als Einheit der Leistung werden wir offenbar jene 
anzusprechen haben, bei der 1 kgm in 1 sek geleistet, oder 
1 kg in 1 sek um 1 m gehoben wird; diese Einheit nennen wir 
1 Sekundenkilogrammeter (kgm/sek). Die Dimension der 
Leistung ist also: 

rkg.mJ 
[LJ = l'~--- . sek 
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Fiir technische Rechnungen 1St diese Einheit etwas zu 
klein, man verwendet das 75 fache dav6n und nennt dieses 
eine Pferdestar ke (PS), also' 

1 PS = 75 kgmjsek (115) 

82. Wirkungsgrad. Die in einer Maschine auftretenden 
Verluste werden gewohnlich in ihrer Gesamtheit durch Angabe 
des Verhaltnisses zwischen zugefiihrter und abgegebener Leistung 
in Rechnung gestellt; dieses Verhaltnis nennt man Wirkungs: 
grad 1]. Die Angabe 1] = 0,8 bedeutet also z. B., daB von je 
100 kgmJsek zugefiihrter Leistung 80 kgmJsek abgegeben werden; 
der Rest ist durch die Widerstande (Reibung, Luftwiderstand usw.) 
verloren gegangen. 

Beispiel 52: Ein Kran solI 20 tin 3 min = 3·60 sek auf 
6 m Hohe heben; wie groB ist (ohne Riicksicht auf den An
und Auslauf) die Leistung des Antriebsmotors, wenn der Wir
kungsgrad 1] = 0,75 betragt? 

Die Arbeit ist: 20000·6 = 120000 kgm, 

.. 120000 667 
daher dIe LeIstung: L = ----= 667 kgm/sek = -- = 8,9 PS, 

3·60 75 

und die Leistung des Antriebsmotors ergibt sich zu: 

8~~= 11 9 PS. 
0,75 ' 

83. Leistnng bei der Drehbewegung. Die Leistung eines 
Motors wird angegeben durch das Produkt aus dem Dreh
moment und der Winkelgeschwindigkeit. 

Wir kommen hierzu auf folgende Weise. In Punkt 79 
haben wir die Arbeit bei 1 U mdrehung berechnet, sie betrug: 
P·2rn. Wenn der Korper nicht eine, sondern n Umdrehungen 
macht, so ist die Arbeit n mal so groB; und wenn diese n Um
drehungen in 1 min ausgefiihrt werden, so ist die Leistung, 
d. i. die Arbeit in 1 sek, offenbar: 

2rn·n nn 
L=P·-----=P·v=P·r· -

60 30' 

nn 
und da p. r = we das Drehmoment, -- = OJ die W inkel-

30 
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geschwindigkeit bedeutet, so ist 

L= m·w kgm/sek. 

Wollen wir die Leistung in PS ausdrucken, so mussen wir 
L durch 75 dividieren, die Leistung in PS wollen wir dalill mit N 
bezeichnen; ferner ist es praktisch, nicht mit der Winkel
geschwindigkeit w, sondern mit der Drehzahl n zu rechnen, 
so daB wir erhalten: 

L ;n; 
N(PS)=75= 30.75 ·m·n=0,0014·m·n; . (116) 

umgekehrt ergibt sich aus der Leistung N (PS) und der Dreh
zahl n das Drehmoment durch 

N 
m=716·-. 

n 
. (11 7) 

Beispiel 53: FurN=160PS und n=1400 ergibt sich 
fUr das Drehmoment nach Gl. (117): 

160 m = 716 '1400 = 81,8 kgm. 

84. Berechnung der indizierten Leistung eines Viertah:t-
motors. Wir verwenden folgende Bezeichnungen: 

d = Zylinderdurchmesser in cm, 
s=Hub in ill, 
z = Anzahl der Zylinder, 
n = Drehzahl in 1 min, 

P'" = Mitteldruck in kg/cm2• 

Unter dem Mitteldruck Pm versteht man jene auf 1 cm:! 
Kolbenftache wirkende (gedachte) Kraft, die wahrend des ganzen 
Arbeitsvorganges in unveranderlicher Starke wirkend dieselbe 
Leistung ergibt, wie die wirklichen, veranderlichen Gasdrucke. 
Meist laBt sich fUr eine bekannte Motorbauart von vornherein' 
fur Pm eine bestimmte Angabe machen; Pm laBt sich durch 
Planimetrieren des Indikatordiagramms fUr den fertigen Motor 
genau ermitteln; fur neu zu entwerfende Motoren benutzt man 
dann die auf diese Weise erhaltenen Erfahrungswerte. 

Zur Berechnung der Leistung mussen wir die mittlere 
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Kolbenkraft mit der mittleren Kolbengeschwindigkeit mul
tiplizieren. Nun ist die 

d2 n 
Kolbenkraft p=p . -- kg 

m 4 ' 

Kolbengesehwindigkeit [Gl. (22)] v = ii5. 
Wenn wir P mit v und mit der Zylinderzahl z multipli

zieren und bedenken, daB beim Viertaktmotor in 2 Umdrehungen 
nur 1 Arbeitstakt erfoIgt (Pm ist dementsprechend ermittelt 

1 
worden!), so miissen wir den Faktor 4 beifiigen, also wird die 

Leistung 

1 d2 n sn 
L ='4'Pm '4' 30'z kgm/sek, 

oder in PS 
L d2 n Pm·n 

N=-·=-·s·-_·z PS . 
75 4 9000 

(118) 

Ein Teil dieser Leistung geht infolge der Eigenwiderstande 
des Motors verloren; das Verhaltnis von abgegebener zu zu
gefiihrter Leistung nennt man den (meehanisehen) Wirkungs
grad; er betragt bei gut ausgefiihrten Motoren 0,92 bis 0,95. 

Beispiel 54: Man bereehne die indizierte Leistung eines 
6-Zylinder-Motors aus folgenden Angaben: 

d= 14 em, 
s=0,18 m, 
z=6, 
n = 1400 in 1 min, 

Pm = 7 kg/cm2• 

Aus Gl. (118) foIgt: 

196'n 7·1400 
N=----·0.18·-··-·6=181 PS. 

4 . 9000 

Die an die Luftschraube abgegebene Leistung wiirde 
also bei 1] = 0,92 betragen: 

1] N = 0,92 ·181 = 166,5 PS. 
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N och einfacher ist es, das Drehmoment dadurch zu mess en, 
daB das Gehause des Motors in einem Pendelrahmen be
festigt wird, der um eine wagrechte Achse drehbar aufgehangt 
wird, Abb. 100. Das Gewicht des Motors samt Luftschraube 
wird - bei ruhendem Motor - durch ein Gegengewicht aus
geglichen, so daB sich der ganze pendelnde Teil ini indifferen
ten Gleichgewichte befindet. (Punkt 53.) An dem Pendel ist 
ein Hebel H starr befestigt, langs welchem ein Laufgewicht G 
verschoben werden kann. 

Das auf die Luftschraube abgegebene Drehmoment wird 
auch hier durch das Produkt aus dem Gewicht G und dem 
Abstand l von der Drehachse angegeben; die Leistung somit 
ebenfalls durch Gl. (119). 

86. Bewegung auf der schiefen Ebene. Zu den praktisch 
wichtigsten Fallen gehort auch die Bewegung eines Korpers auf 
der schiefen Ebene. 

a) Gleichformige Bewegung. Wenn ein Korper vom 
Gewichte G langs der schiefen Ebene mit gleichbleibender Ge
schwindigkeit nach aufwarts bewegt werden soll, so brauchen 
wir hierzu eine Kraft Z von der GroBe (von der Reibung wird 
dabei abgesehen) 

Z=G·sina. 

Bezeichnen wir die Eigen
geschwindigkeit des Korpers in 
Richtung der schiefen Ebene mit 
v und die lotrechte Teilgeschwin
digkeit mit w, so ist (Abb.101) 

v·sin a=w. 

Abb. 101. Mul~ip1izieren wir die beiden 
Gleichungen miteinander, so folgt, 

wenn wir durch sin a auf beiden Seiten kiirzen: 

Z·v=G·w, . (120) 

d. h. die Leistung der Zugkraft Z ist gleich der Lei
stung des Gewichtes; diese Gleichung dient z. B. dazu, die 
Steiggeschwindigkeit w eines Flugzeuges zu ermitteln. 
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Die N eigung der Bahn ist gegeben durch 

. Z w 
SIn ct=-=

G v 
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(121) 

Beispiel 55: Sei fUr die Eigengeschwindigkeit von 
v = 25 mJsek der vorhandene UberschuB an Zugkraft fUr ein 
Flugzeug mit G = 600 kg Gewicht: Z = 100 kg; dann folgt 
die Steiggeschwindigkeit nach Gl. (120): 

Z 100 
w=-·v=--·25=4,167 m/sek 

G 600 

und die Steigzeit auf 1000 m: 

1000 . 
--= 240 sek = 4 mIll; 
4,167 

die Neigung der Flugbahn ist gegeben durch 

. 1 6 sIlla=il=O,l 7, ct= 9° 30'. 

b) GleichmiiBig beschleunigte Bewegung (Fall) auf 
der schie£en Ebene. Ein auf einer glatten schiefen Ebene 
befindlicher schwerer Korper erhiilt in Richtung der schiefen 

Abb. 102. 

Ebene die Beschleunigung g. sin ct, die an allen Punkten die 
gleiche bleibt. Seine Bewegung ist daher gleichmiLBig be
schleunigt; es gelten fur sie die in Punkt 19 bzw. 20 gegebenen 
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Gleichungen, wobei b = g sin a zu setzen ist. Also folgt (Abb.l02) 
z. B. fiir Anfangsgeschwindigkeit Vo 

s=vot+ ~g sina·t2 • 

v = Vo + g sin a . t2 } 

v2 - V0 2 = 22gSina.s= 2 gh. 

(122) 

Die Geschwindigkeit v, mit der der K6rper in B ankommt, 
ist also gerade so groB, als ob er durch die H6he h = s· sin a 
lotrecht frei herabgefallen ware. 
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