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Vorwort,

Der Verband Deutscher Elektrotechniker, Gau Berlin, Brandenburg,
und das AuBeninstitut der Technischen Hochschule, Berlin, veranstal-
teten in der Zeit vom 13. Januar 1936 bis 24. Februar 1936 eine Vortrags-
reihe

,»Neues iiber Wahrscheinlichkeiten und Schwankungen.

Diese Vortrige werden hiermit veroffentlicht. An einigen Stellen wurden
seither bekannt gewordene Neuerungen zugefigt.

In diesen Vortrigen sollen Fachleute den Nichtfachleuten Uber-
blicke iiber interessante Gebiete geben, die nicht an anderen Stellen zu
finden sind. Die Mitteilungen sind keineswegs auf technische Fragen
beschrénkt, sondern greifen auch auf andere Gebiete iiber. Im vorliegen-
den Buch spricht Bartels iiber meteorologische und geophysikalische
Aufgaben, Becker iiber ,,Schwankungen‘ in physikalischen Vorgingen.

Die Wahrscheinlichkeiten sind den Technikern noch vielfach wesens-
fremd. Sie werden sich nach und nach daran gewShnen miissen.

Berlin, im April 1937.
Der Herausgeber
F. Lubberger.
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Grundbegriffe und Gesetze
der Wahrscheinlichkeiten und Schwankungen.
Von M. (zerny, Berlin.

In der Physik und der Technik zeigen viele Erscheinungen Schwan-
kungen, deren Ausmal sich nach unbekannten Gesetzen richtet, die sich
jedoch nach ,,statistischen Methoden** behandeln lassen. Die statistische
Methode beruht auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung, deren volle Be-
deutung von vielen, die sie brauchen kénnten, noch nicht richtig erkannt
wird. Vielfach hért man die Ansicht, dall die Aussagen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu unbestimmt und unzureichend seien. Die einfache
schulgeméfie Wahrscheinlichkeitsrechnung gibt allerdings oftmals wenig
Auskunft . Man muB schon etwas tiefer eindripgen, wozu dieser erste
Abschnitt verhelfen soll. Die Behandlung der Grundaufgaben wird
etwas abstrakt sein, wihrend die spiteren Abschnitte dieses Buches
Aufgaben aus Wissenschaft und Technik im einzelnen aufgreifen.

Aus dem Schrifttum seien zwei Werke aus den hier behandelten
Gebieten genannt:

Karl Daeves (Leiter der Forschungsabteilung der Vereinigten
Stahlwerke A.-G., Diisseldorf) ,,Praktische GroB8zahlforschung*2?. Es
enthélt eine Literaturzusammenstellung, die 12 Seiten umfafit und daher
einen recht vollstindigen Uberblick gewihrt. Ferner méchte ich an-
fithren, dal von R. Becker, dem letzten Vortragenden der Reihe, ge-
meinsam mit H. Plaut und I. Runge eine kleine Schrift iiber Anwen-
dungen der mathematischen Statistik auf Probleme der Massenfabri-
kation® erschienen ist, die ebenfalls am Ende eine kleine Literatur-
zusammenstellung enthilt. Das Buch von Daeves gehort dem wenig-
mathematischen Fliigel, das Buch von Becker dem stark-mathemati-
schen Fligel der Literatur an.

Die folgenden theoretischen Ausfiihrungen méchte ich durch einige
Versuche an dem bekannten Galtonschen Brett begleiten, da es eine

1 Vgl. das kiirzlich erschienene Buch von E.Wagemann: Narrenspiegel der
Statistik. Hamburg: Hanseatische Verlagsanstalt.

2 Berlin: VDI-Verlag G.m.b.H. 1933. 192 Seiten.

3 Berlin: Julius Springer 1930. 117 Seiten.

Lubberger, Wahrscheinlichkeiten. 1



2 M. Czerny:

besonders einfache und iibersichtliche Methode darstellt, um zu Zu-

fallsverteilungen zu gelangen. Das Galtonsche Brett besteht in seiner

einfachsten Form aus einem vertikal gestellten Brett, in das Draht-

stifte mit gleichmiBigem Abstand in horizontalen Reihen eingeschlagen

sind. Die einzelnen Reihen sind so gegeneinander versetzt, daB immer

die Stifte der einen Reihe gerade unter der Mitte der Liicken der

hoheren Reihe stehen. Man

nimmt nun Kugeln, deren

Durchmesser nur wenig kleiner

ist als der Abstand je zweier

Stifte und liBt die Kugeln

durch die Stiftreihen herunter-

rollen. Im Idealfall soll jede

Kugel, die durch eine Liicke

hindurchgefallen ist, durch den

Stift der folgenden Reihe mit

gleicher Wahrscheinlichkeit

nach links oder rechts abge-

lenkt werden. Passiert die

Kugel in dieser Weise eine

grofere Zahl, etwa k Stift-

reihen, so wird sie kmal einer

Zufallswirkung ausgesetzt. Bei

der letzten Stiftreihe ist unter

jeder Liicke ein Behilter an-

gebracht, der die hineintreffen-

den Kugeln sammelt. LaBt man

durch eine bestimmte Liicke der

obersten Reihe eine grofiere An-

zahl Kugeln nacheinander fallen,

o so erhdlt man in der Verteilung

APDy osoktion gooigncton Gestalt, der Kugeln in den unten ange-

brachten Behiltern ein iiber-

sichtliches Bild von dem Effekt des Zusammenwirkens von k Zufalls-

ereignissen. In der Abb. 1 sind statt der Stifte Kugellagerkugeln von

2 mm Durchmesser verwendet worden!, die zwischen zwei Spiegelglas-

platten gekittet wurden, und als Behilter dienen Réume, die durch

2 mm dicke Messingstangen begrenzt werden. Als Fallkugeln dienten
Schrotkugeln von etwa 1,8 mm Durchmesser.

1 Es sind je 3 Kugeln iibereinander angeordnet, damit.die fallende Kugel den
einseitigen Drehimpuls, den sie bei jeder Ablenkung erhilt, durch zufillig ver-
teilte, nicht ablenkende Kollisionen verliert, ehe sie wieder auf den nichsten Ab-
lenkungspunkt trifft.
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Mittelwert und mittlere Abweichung. Wenn ein Zahlen-
material vorliegt, das seiner Herkunft nach geeignet fiir die Anwendung
statistischer Methoden ist und das niher untersucht werden soll, so sind
im allgemeinen die zwei ersten Schritte, daB man den Mittelwert berech-
net und ferner eine GroBe bestimmt, aus der man ersehen kann, wie grof3
die Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwert im allgemeinen sind.

Die Definition des Mittelwertes der N-Grolen u;, u,, . . ., Uy
lautet
Uy + gt U 1 o
_ : ot Uy

oder wenn das Zahlenmaterial schon etwas geordnet vorliegt in der Art,
daBl », mal die GroBe u, auftritt, n, mal 4, usw., so ist

Ny UyF NoUy e F U M M
@) u::11 2 %2 + M M:=%<‘z}7%uklnd ‘2}1%::N
1 1
Wichtig ist noch die folgende Umformung: Wenn man% =
setzt, so wird
M

(B) w=1p U +prus+ - +pMuM_27~pLuk und kak_l

Die Gleichung 3 bedeutet, da8 die emgefuhrten GroBen py dle Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Auftreten der Werte u; angeben, wenn N eine
hinreichend groBe Zahl ist. Wenn also umgekehrt — wie es bei theoreti-
scher Betrachtung oft vorkommt — von den Gréfen u; die Wahrschein-
lichkeiten p; ihres Auftretens bekannt sind, so kann man nach obiger
Gleichung den zu erwartenden Mittelwert « berechnen. Diese Summen-
Gleichung fiir  tritt schlieBlich auch hiufig in einer Integralform auf.
Wenn die Wahrscheinlichkeit, einen Wert « anzutreffen, der zwischen
# und % + du liegt, gegeben ist in der Form p(u) - du, so wird

U=+ U=~too
(4) E:fu'p(u)du und fp(u)du =1.

Man erkennt die prinzipielle Ubereinstimmung dieser Integralform (4) mit
obiger Summenform (3).

Um irgendwie anzugeben, wie grofl die Abweichungen der Einzel-
werte u;, vom Mittelwert wsind, verwendet man statt einer Definitionleider
drei verschieden definierte GréB8en, die man als mittlere, durchschnittliche
und wahrscheinliche Abweichung bezeichnet. Statt von ,,Abweichung*‘
spricht man auch von ,,Streuung‘‘ und ,,StreuungsmaB‘ oder in der
Theorie der Beobachtungsfehler vom mittleren, durchschnittlichen und
wahrscheinlichen ,,Fehler der Einzelmessung.

Die mittlere Abweichung m der Einzelwerte ist definiert

1*
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durch die Gleichung

w T — N
(5) m2=(u1—u)2 + (ug—u )2+ - - .+('uN—u“)_2 _ LZk(uk—ﬁV:(;;:“ﬂ—)f".

N N

Eigentlich muf} hier im Nenner N —1 statt N stehen, doch prigt sich
der Ausdruck mit N, wo er eine wirkliche Mittelwertsbildung darstellt,
leichter dem Gedéchtnis ein, und der Unterschied macht sich praktisch
nicht bemerkbar, weil die Gleichung nur fiir N-Werte wirklich bedeu-
tungsvoll ist, die sehr grof gegen 1 sind.

Es ist nicht zu leugnen, dafl die Berechnung von m eine gewisse Um-
standlichkeit bedeutet. Es lohnt sich daher, einen Kunstgriff anzuwen-
den, der die Rechnung erleichtert: Statt wie gefordert den Mittelwert
der Zahlen (u;—u)?® zu bilden, bildet man den Mittelwert der Zahlen
(up,—U)?, wo U eine beliebige Zahl ist, die man nicht sehr abweichend
von u wihlt, aber so, daB die GréBen (u;,— U) Zahlen mit méglichst wenig
Dezimalen werden, die sich leicht quadrieren lassen. Dann gilt die leicht

nachpriifbare Beziehung

Tab. 1. Berechnung der mittleren (6) m? = (u_k_:ﬁ)?
Abweichung mit Hilfe von Gl.(5)u.(6). — (U—7).
ug } up—u | p—w | (= 608 Um an einem Zahlen-
6 l Lol 0.01 0 beispieldieseBerec?mun-
7 0 w11 ; 1.21 1 genzu veranschaulichen,
3 l —29 | 8,41 9 lassen wirindem Galton-
4 “ —19 3,61 4 schen Brett 10 Kugeln
6 | 0l | 0,01 0 nacheinander fallen und
g | 1(2):} 3:3} 3 ordnen den 11 Auffang-
8 | 21 4,41 4 zellen des Brettes die
7 411 1,21 1 Zahlen 1 bis 11 zu. Das
4 ‘ —19 3,61 4 Ergebnis schreiben wir in
7&:5,9! m2=2,600 | m2=27—0,01 einer mit u;, iberschrie-
l

| m?=2,600 benen Vertikalreihe (Ta-
belle 1) untereinander.
Die Zahlen u, besagen also, daB die 1. Kugel in die mittelste Zelle 6
fiel, die 2. in die Zelle 7 usw. In der 2. und 3. Kolumne ist m direkt
berechnet [nach Gl. (5)], in der 4. Kolumne mit Hilfe der Gl. (6), wobei
U = 6,0 gewithlt wurde. Die Vereinfachung der Rechnung ist deutlich.
Die durchschnittliche Abweichung d der Einzelwerte ist
folgendermafien definiert: '

_ _ _ N .
L T e [
1

Diese Definition bietet geringere Rechenschwierigkeiten. [Im Nenner



Grundbegriffe und Gesetze der Wahrscheinlichkeiten und Schwankungen. 5

muB hier eigentlich VN - (N—1) stehen.] In dem Beispiel der Tab.1
ergibt sich d = 1,34.

Als wahrscheinliche Abweichung w der Einzelwerte defi-
niert man eine Zahl, die so zu wihlen ist, daB die Hilfte aller Werte
|up—u| groBer als w und die andere Halfte der|u;,—u| kleiner als w ist.
Zur Bestimmung von w ist also iiberhaupt keine eigentliche Rechnung
erforderlich, sondern man ordnet nur die Grofen |u,—u| der absoluten
GroBe nach und sieht zu, welche von ihnen in der Mitte der Reihe liegt.
Liegt eine ungerade Zahl von Werten u; vor, so gibt es einen solchen
Wert, liegt eine gerade Anzahl vor, so gibt es nur ein Intervall, inner-
halb dessen w zu wihlen ist. Im Beispiel der Tab. 1 liegt also w
zwischen 1,1 und 1,9. Diese ins Auge fallende geringe Bestimmtheit
von w ist kein eigentlicher Nachteil. Man sieht eben hier deutlich, daB
w erst einigermafBen genau bestimmt ist, wenn die Anzahl der u;,-Werte
grof} ist, so daB die Einzelwerte dicht beieinander liegen. Die mehr
mathematisch formulierten Definitionen von m und d verleiten umge-
kehrt dazu, den gewonnenen Zahlen eine grofiere Genauigkeit zuzutrauen,
als ihnen zukommt. (Das obige Zahlenbeispiel mit nur 10 Versuchen
ist also eigentlich ein Beispiel dafiir, wie man es nicht machen soll.)

Um sich ein richtiges Urteil iiber die Genauigkeit und Reproduzier-
barkeit der Werte m, d oder w zu bilden, gibt es zwei Wege, einen ex-
perimentellen und einen theoretischen. Der experimentelle besteht
darin, daBl der Versuch mit den 10 Kugeln einschlieBlich der Berechnung
von m mehrmals wiederholt wird.

Bei 20 Versuchsserien mit je 10 Ku-  mah 2. Mittelwerte und mittlere
geln wurdendiein Tab. 2angefiihrten ~ Abweichungen, berechnet aus
Zahlen erhalten, aus denen man eine  Fallversuchen mit je 10 Kugeln.

direkte Anschauung iiber das Maf = m - m
der auftretenden Streuung erhilt.

Waihrend die aus den Einzelserien 5,3 1,0 6,1 1,4
berechneten Mittelwerte % nur um 56 L1 61 ¢ L7
wenige Prozent schwanken, schwan- g’i i’; g’g i’g
ken die aus den Einzelserien berech- 4’y 1.2 6.2 13
neten m-Werte zwischen 1,0 und 2,2. 5.3 1,7 5,6 2,2
Das zeigt, wie bedeutungslos es bei 5.9 1,6 5,7 1,4
diesen Schwankungen ist, ob man g’g 1 i’i %i i’g
bei der Bildung vonm durch VN oder 5:9 127 6:6 ‘ 2:0

VN —1 dividiert.

Ich glaube, daB es ein ausgesprochener Nachteil fiir die Verbreitung
statistischer Methoden ist, da man dem Lernenden den Stoff meist
nur theoretisch vorsetzt und ihn nicht an derartigen Zufallsapparaten,
wie dem Galtonschen Brett, experimentieren 148t. Bei allen physikali-
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schen Messungen kann man ja dem Lernenden ebenfalls alles theoretisch
auseinandersetzen, und trotzdem hilt es hier niemand fiir Zeitver-
schwendung, wenn der Lernende die Apparate in die Hand bekommt und
sich durch den direkten Umgang mit ihnen eine Vertrautheit und einen
Einblick verschafft, wie er sie durch die sorgfaltigste theoretische Ein-
fithrung eben nicht erhalten kann.

Der theoretische Weg ist in vorliegendem Falle schwieriger. Eine
ganz allgemeine Aussage tiber das Schwanken der m-Werte bei der Wieder-
holung der Versuchsserien ist nicht zu machen. Wenn die uz-Werte einer
speziellen Verteilungsform gehorchen, die man als GauBlsche Verteilung
bezeichnet und die beim Galtonschen Brett vorliegt, so kann man ab-
leiten, dafl die mittlere Abweichung der m-Werte von ihrem Mittelwert

bei der Wiederholung von Versuchsserien zu n-Gliedern gleichszl_
zn

ist. Das steht mit dem obigen Zahlenbeispiel in Ubereinstimmung.

Was die Beziehungen der drei Groéflen m, d und w untereinander
betrifft, so besteht zwischen ihnen kein ohne weiteres angebbarer Zu-
sammenhang. Es sind eben drei selbstindig definierte GréBen. Erst
wenn das Verteilungsgesetz der u;-Werte bekannt ist, 148t sich die gegen-
seitige Beziehung der drei Grofen angeben. In dem praktisch besonders
wichtigen Falle, daB die %, dem GauBschen Verteilungsgesetz gehorchen
— was dies im strengen Sinne bedeutet, wird spéter erldutert —, gelten
fiir den Grenzfall, daB ein sehr groBles Zahlenmaterial bearbeitet wird,
also N hinreichend groB ist, die folgenden Beziehungen:

2
Tab. 3. Verhiltnis der  (g) ) &= ‘/; rm =0,798m ~4/5 m,
durchschnittlichen zur
mittleren Abweichung w = 0,674 m ~2/3m.

berechnet aus Man kann also aus einer jeden GroBe die
Fallversuchen mit

je 100 Kugeln beiden anderen berechnen und kann sich
daher diejeweils am bequemsten zu berech-

o ¢ d/m nende withlen. Um ein Zahlenbeispiel fiir

den durch GI. (8) bestimmten Zusammen-
i’g }’i 8’22 hang zwischen d und m zu bekommen,
14 11 079  Wurden am Galtonschen Brett fiinf Ver-
1,5 1,2 0:30 suche mit je 100 Kugeln durchgefiihrt. Die
1,4 1,1 0,79  Resultate sind in Tab.3 zusammengestellt

und zeigen das erwartete Ergebnis.

Theorie des Galtonschen Brettes, GauBsche Verteilung.

Im vorhergehenden ist schon verschiedentlich der Ausdruck ,,Gauf8sche
Verteilung* gebraucht worden und auch darauf hingewiesen worden, da@3
das Galtonsche Brett diese in der Praxis besonders wichtige Verteilung
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zu realisieren gestattet. Es soll deshalb im folgenden die Theorie des
Galtonschen Brettes abgeleitet werden, zumal diese Betrachtungen eini-
ges bieten, das fiir die mathematische Behandlung statistischer Pro-
bleme charakteristisch ist.

In Abb. 2 sind die moglichen Bahnen einer Kugel auf dem Galton-
schen Brett schematisch durch gerade Pfeile dargestellt. Jeder Verzwei-

gungspunkt soll eindeutig bezeichnet sein T—e
durch die Angabe, in welcher Schicht % er t 1 ¢
liegt und welchen Abstand z er von der ver-

tikalen Symmetrielinie hat. Dabei soll der \
horizontale Abstand zweier Punkte als Lan- /
geneinheit dienen. z bleibt also immer in

den Grenzen \

kRS 2. /\/ \/\ pos

Wir stellen unsnun die Aufgabe, die Wahr- Avb. 2. Schemausche Darstellung,
scheinlichkeit dafiir zu berechnen, daBeine Ku- Gmon poskte. Gons dé&ﬁf;i‘é‘ﬁ‘:;,
gel gerade zum Punkte x der k& Schicht gelangt, Brettes erreicht werden konnen.
Diese Wahrscheinlichkeit soll mit W (z) bezeichnet werden. Dazu mufl
man erstens wissen, wieviel verschiedene, aber gleich wahrscheinliche
Wege zu dem Punkte x der & Schicht fiihren und zweitens, wieviel Wege.
iiberhaupt in die £ Schicht fiithren. Das Verhiltnis dieser beiden Zahlen
gibt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. In Abb. 2 stehen neben den ein-
zelnen Punkten Zahlen, die angeben, wieviel Wege zu dem betreffenden
Punkte hinfithren. Man sieht aus der Betrachtung der Zahlen, daB sie

das bekannte Pyramidenschema der Binomial-Koeffizienten bilden. Zu
k
einem Punkte « der k Schicht fithren also | # » | Wege, oder, wenn man
2 .

den symbolischen Ausdruck ausfiihrlich hinschreibt
k! k!

k k [k :
(r=ale=lz—alt (5-alz+a)
Die Gesamtzahl der Wege, die iiberhaupt in die k£ Schicht fithren, ist 2%,
wie man leicht an der Abbildung nachpriift. Also ist

k! < 1 )7»
9) Wk(x):<_l2c__x>1{\_2_+x)x 2).
Damit ist die strenge Losung der Aufgabe gefunden und alle gewiinsch-
ten Wahrscheinlichkeiten sind berechenbar. Aber, wenn k sehr groB ist,
macht die Berechnung Schwierigkeiten, auch gibt der Ausdruck keinen
einfachen Uberblick iiber die Abhiingigkeit des W(x) von . Man nimmt
daher fiir groe Werte von % einige mathematische Umformungen an
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der Gl. (9) vor. Zur Beseitigung der unbequemen Fakultiten bedient
man sich der Stirlingschen Gleichung

5 1 1
(10) n!:l/znn7z+v_1;e—n[1+m+2_88_m+...]_

Diese Gleichung, die bei der Mehrzahl aller statistischen Untersuchungen
benutzt wird, stellt eine Reihenentwicklung dar, doch wird die Klammer
immer einfach als 1 angesetzt. Man sieht, dafi dann der Fehler schon fiir
7 =10 unterhalb von 1% liegt.

Formt man die Gl. (9) entsprechend Gl. (10) um, so erhilt man

W(x)= %

— nal

]/275]07”—?-79, k (1)7;
E_ i1 _(E_ k 1 _(k

LN B e TN i

Kiirzt man hier alles soweit wie moglich weg, so erhilt man

2 1

W(x):V— .
mk 2% %—xﬂg 2x§+x+%
=% M

Dieser Ausdruck 148t sich weiter vereinfachen. Man geht zunichst zur
Exponentialfunktion iiber und schreibt

W(w):V% 6_(1;_—‘31+7_12)111(1——27?;)——(—]22—{-1;-1-%)111(1_‘_?%).

Da nach Voraussetzung 2z/k <1 ist, setzt man die bekannte Reihenent-
wicklung?® an:

[ 1n<1__%_’f‘) —_Ze 22

2
o) 2o _ L 20 20

Dies eingesetzt und ausgerechnet ergibt

— 22 | 22°
_— 4+ —
W(x) = V?ﬁc e kR
Vernachlissigt man auch noch das zweite Glied im Exponenten gegen das

erste, weil es nur den k-Teil des ersten betrigt, so erhilt man die ge-
winschte einfache Form

(12) W (x) — ]/;2-,0 o

Im Gegensatz zur strenggiiltigen Gl. (9) gilt also (12)nur, wenn % hinrei-
chend groB ist. In Tab. 4 sind fiir den Fall k=10 die nach der strengen

22

! Fiir die Reihenentwicklung mufl man 2#/k<C1 annehmen, da fiir den Fall
2x/k=1 die eine Reihe nicht mehr konvergiert.
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und der angendherten Gleichung berechneten Werte gegeniibergestellt.
In Abb. 3 sind die Werte der Tabelle in ein Koordinatennetz eingetragen,
und durch einen Kurvenzug miteinander verbunden. AuBerdem sind als
Kreise MeBergebnisse eines Versuches am Galtonschen Brett eingetragen.
Sie geben an, welcher Bruchteil von 500 Kugeln in die einzelnen Auf-
fangzellen fiel.

Tab. 4. Verteilung im Galtonschen Brett, berechnet nach der strengen
und der angendherten Gleichung

fiir £ = 10.
It 1k 222
W) = ———————— [ = 2 T
" E) et | o)
0 0,2461 0,2523
1 0,2051 0,2066
2 0,1172 0,1134
3 0,0440 0,0417
4 0,0098 0,0103
5 0,0010 0,0017

Die durch die Gl. (12) bestimmte Verteilung nennt man eine GauB-
sche Verteilung. Man schreibt die Gl. (12) oft in etwas verallgemeinerter
Form _

U—»

| O 12 3 ¢ 5 5 7 8 8 w7
(13) W(u):ﬁ—}z__’r;be 2mE . T !
Der Ubergang wird dadurch %7 'T ”l_-uvﬁi‘m
erzielt, daB man erstens die oz
Variable z durch den Ausdruck T 920
U—1u (.e'rsefzzt, Wob.ei u die neue s %
unabhéngige Variable und = = o j \\
eine Konstante sein soll. Das ’
bedeutet nur eine Verschiebung 42
des Nullpunktes in der hori- 55z =71 0 7 2z 9 4 3
zontalen Richtung (vgl. etwa L —=

__77 Abb.3. Die ausgezogene Kurve gibt die graphische
Abb. 3). An der Stelle u =u Darstellung einer GauBschen Verteilung, die Punkte

hat die G1. (13) ibr Maximum stellen Beobachtungswerte bei einem Versuch mit
4 dem Galtonschen Brett dar.

und dader Verlaufnach beiden

Seiten symmetrisch ist, so hat die Konstante » daher die Bedeutung des

Mittelwertes aller u-Werte. Zweitens ist an Stelle von % eine neue Kon-

stante m durch die Beziehung

14) k=4 m?

eingefithrt. Das erweist sich als zweckmaBig, weil, wie im folgenden
gezeigt wird, diese neue Konstante m genau wie frither die Bedeutung
der mittleren Abweichung der Einzelwerte dieser Verteilung hat. Man
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vergleiche etwa das Zahlenbeispiel der Tab. 3, wo bei dem Galtonschen
Brett mit k£ = 10 nach GL (14) m = }2,5 = 1,58 sein sollte.

Eine GauBsche Verteilung ist also durch zwei Konstanten gekenn-
zeichnet, von denen die eine den Mittelwert der Verteilung, die andere die
mittlere Abweichung der Verteilung gibt. In graphischer Darstellung be-
stimmt die eine Konstante die Lage des Maximums, die andere Konstante
die Breite der Glockenkurve. Die beiden Wendepunkte der Glocken-
kurve liegen namlich an den Stellen u = v --m, wie man aus der Gl. (13)
leicht ableiten und aus Abb. 3 ersehen kann.

Wenn nach der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, daf eine Kugel
nicht in eine bestimmte Zelle u gelangt, sondern in einen Bereich von
Zellen, etwa von u, bis u,, so ist die Wahrscheinlichkeit hierfiir nach der
bekannten Summenregel der elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung

%
(15) DuWw).

oA
Diesen Ausdruck kann man in eine noch einfachere Form bringen, wenn
ein Galtonsches Brett mit sehr vielen Reihen vorliegt, also k eine groe
Zahl ist und m nach der Beziehung k =4m? ebenfalls grofl ist. Dann
unterscheiden sich nimlich benachbarte W (u)-Werte nur noch wenig von-
einander, wie man aus Gl. (13) ersehen kann. Wenn nun auBlerdem das
oben betrachtete Intervall u, bis u, sehr klein ist gegeniiber dem gesamten
Variationsbereich von u, so kann man die gesuchte Wahrscheinlichkeit
schreiben

(16) w W(u) ~Wu) - (ug—u,) =W(u): du.

Uy
W(w) bedeutet hierbei irgend einen mittleren Wert des betrachteten In-
tervalles. Die Form W{u) - A ist also um so zutreffender, je kleiner das
betrachtete Intervall 4w ist im Vergleich zu dem grofl angenommenen
Gesamtbereich der u-Werte.

Soweit man die Gleichungen auf das Galtonsche Brett bezieht, ist es
selbstverstindlich, daB die unabhingige Variable x oder « nur ganzzah-
lige Werte annehmen kann. Das kommt in Gl. (9) in dem Auftreten der
Fakultdten zum Ausdruck. Die Exponentialfunktion in Gl. (12) und (13)
macht dagegen keine Schwierigkeiten bei einer Verallgemeinerung auf
stetig verdnderliche - oder u-Werte. Auch die praktischen Anwendun-
gen fordern diese Verallgemeinerung. Die zuvor angestellten Betrach-
tungen, die zur Gl. (16) fithren, zeigen den Weg zu dieser Verallgemeine-
rung, mit der man dann allerdings das Bild des Galtonschen Brettes ver-
1aB8t. Wenn % nicht nur ganzzahlige Werte, sondern beliebige Zwischen-
werte annehmen kann, so miissen wir die Wahrscheinlichkeit, daBl sich
ein u-Wert innerhalb des Intervalles # bis u - du ergibt, in der Form
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W(u) - du ansetzen (in Analogie zu Gl.16). Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB der u-Wert in das beliebig groe Intervall u, bis u, fillt, wird
dann durch das Integral

U=y

Wy, u,) =fW(u) du
w=1

gegeben. Man spricht wieder von einer GauBischen Verteilung, wenn fiir
W(u) die Gl. (13) gilt. Bei einer GauBschen Verteilung ist also

U=Usp
{(u=2)"
1 T T amE
(17) W(ul,uz) = V—TJ e du .
u=1,

Leider 188t sich dieses Integral, das als GauBlsches Fehlerintegral
bezeichnet wird, nicht in geschlossener Form integrieren. Man hat es
daher durch Néherungsmethoden berechnet und die Werte in Tabellen
zusammengestellt. Nur zwischen den Grenzen —oo und + oo 1laBt sich
sein Wert streng berechnen.

Es ergibt sich

Gy
U—u
(18) J e 2w du=V2n m-
Infolgedessen ist
(19) W(— o0, + o) =1.

Diese Beziehung mufl notwendigerweise erfiillt sein, denn sie besagt ja
nur, daB die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen Wert zwischen — co und
+ oo anzutreffen, 1, also die GewiBheit ist.

Der Mittelwert der GauBschen Verteilung ist wieder u. Das folgt jetzt
auch rechnerisch nach Gl. (4); denn danach ist

4+ 40

( _ fu=wp
ﬁ:fu-W(u)duzﬁé—mfu-e 2 G
(20) - e - +oo .
f _(u—w)? _ f  (up?
I — 2m? 7 2m2
e —u)e d _Z e du .
T Veam (u—) * +]/ 27 m “

Das erste Integral ist null, wegen der beziiglich u =w antisymmetrischen
(u—u)?

Gestalt des Integranden, d.h., der Integrand (u—ﬂ)e__fZT‘“*) nimmt fir

u> % die gleichen Werte an wie fiir < u, aber mit entgegengesetztem

Vorzeichen, so daB die durch das Integral bezeichnete Fliche insgesamt

null wird. Der zweite Summand hat nach Gl. (18) den Wert », womit die

Behauptung bewiesen ist.
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Ferner ist die mittlere Abweichung gleich m, denn nach Gl. (5) und (4)
ist anzusetzen

4+ oo NIpSY _
(21) (m:[(u — )2 W(n) du:]/_21—n—m (u -“7&)26—% .

— 00 —c0

Die einfachste Berechnung des letzten Integrals ergibt sich, wenn man
von der Gl. (18) ausgeht und sie partiell nach m differenziert. Dann
ergibt sich

4+ e

Jg(u_;m —(u—u)

G5 ¢ 2w du=27.
Daraus folgt also
(u—u)2=m?2.

Mit .einem entsprechenden Ansatz leitet man ab, daB fiir die durch-
schnittliche Abweichung d die frither angegebene Beziehung zu m be-
steht:

+m —
(22)  d=ju—u|= f] u—u| - Wu)du =]/% m=0,798m .

Wie schon gesagt, findet man die Werte des Fehlerintegrals in
Tabellen angegeben. Hier seien nur einige Zahlen angefiithrt. Die Wahr-
scheinlichkeit, daB sich ein Wert % ergibt, der zwischen den Grenzen
u +m und u—m liegt, also zwischen den Grenzen, die durch den nume-
rischen Wert der mittleren Abweichung bestimmt sind, ist

ut+m

)
]/2_1 e ™ du =0,68 .
am

U ~—m

Etwa zwei Drittel aller Werte liegen also bei der GauBlschen Verteilung
innerhalb dieses Intervalls. Fiir das Intervall, das durch die durchschnitt-
liche Abweichung begrenzt wird, findet man

wtd

1 (=’
]72::*“ e 2m gy =0,58.
am

u—d

Ferner entnimmt man den Tabellen, daf3 zwischen der wahrscheinlichen
Abweichung w und der mittleren Abweichung m die bereits angegebene
Beziehung w =0,674-m besteht. Man mufl ndmlich die Integration von
% —0,674-m bis w + 0,674 m erstrecken, damit die Wahrscheinlichkeit 0,5
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herauskommt. Ferner sei noch angefihrt, dafl

u + 2m

[ W (u) - du = 0,9544.
u— 2m
u -+ 3m

[ W (w) - du = 0,9973.
u — 3m

Eine Abweichung vom Mittelwert anzutreffen, die gréBer als 3m ist, hat
also nur die Wahrscheinlichkeit 0,27 %.

Diese Zahlen zeigen, wie man praktisch wertvolle Angaben erhilt,
wenn man weifl, daf eine Verteilung dem GauBschen Fehlergesetz ge-
horcht.

Der im obigen eingeschlagene Weg, zur GauBlschen Verteilung von
der Theorie des Galtonschen Brettes aus zu gelangen, ist ein Weg, aber
nicht der allgemeinste. Er empfiehlt sich durch seine relative Einfach-
heit, 146t aber deshalb nicht in vollem MaBe deutlich werden, wie die
groBe Allgemeinbedeutung der GauBischen Verteilung zustande kommt.
Erst Anwendungsbeispiele aus der Praxis zeigen dies und geben die
Berechtigung, sich mit diesen Begriffen ausfiihrlich zu beschéftigen.

Uber die mittlere Abweichung von Serienmitteln,

Es liege ein umfangreiches, statistisch einheitliches Material vor, bei
dem die mittlere Abweichung der Einzelwerte vom Mittelwert m sei.
Wenn man aus diesem Material sich eine Anzahl von Serien zu je n-Glie-
dern bildet und die Mittelwerte jeder einzelnen Serie berechnet, so werden
diese Serienmittel wieder um den Mittelwert der gesamten Menge
schwanken, aber — wie man sofort iibersieht — weniger stark als die
Einzelwerte, weil bei den Mittelwertsbildungen ein statistischer Ausgleich
von extremen Werten erfolgt. Zur zahlenmiBigen Kennzeichnung dieser
Schwankungen der Serienmittel kann man wieder den Begriff einer mitt-
leren Abweichung M verwenden, wobei M nach den gleichen Regeln zu
berechnen ist wie m. Es 148t sich nun zeigen, daB zwischen M, der mitt-
leren Abweichung der Serienmittel, m, der mittleren Abweichung der
Einzelglieder, und #, der Anzahlder Serienglieder, die einfache Beziehung
besteht
(23) M

RE

1 In der Praxis wendet man die Gl.(23) oft auf den Fall an, daB iiberhaupt
nur eine Serie von n Einzelwerten vorliegt. Man bezeichnet dann M als die
,mittlere Abweichung des Mittelwertes und berechnet sie aus der mittleren Ab-
weichung m der Einzelmessung nach GI. (23).

1
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Das Zustandekommen dieser Beziehung kann man sich wieder am
Galtonschen Brett durch folgende Betrachtung veranschaulichen. Es
bezeichne, wie in Gl. (9) und (12), « den Abstand von der Mittellinie, den
eine Kugel nach Durchfallen von k Reihen erreicht. Macht man eine
sehr groBe Zahl von solchen Fallversuchen, so tritt eine mittlere Abwei-

chung m der Einzelergebnisse auf, fiir die nach Gl. (14) gilt
— k
2% =m? =7

Der Mittelwert aus » solchen Versuchen, daB sog. Serienmittel, also die
GréBe, fiir deren Schwankungen wir uns interessieren, ist

(24) —x__x1+x2+"’+xn
Py .

Das Wesentliche ist nun, dal man sich die Summe 2, + 2,+ -+« + @,
direkt am Galtonschen Brett veranschaulichen kann. Man denke sich
dazu das Galtonsche Brett nach unten und nach der Breite nmal ver-
lingert, so daB es statt k-Reihen jetzt mk-Reihen hat. Dann ist der
Abstand von der Mittellinie, den eine Kugel nach Durchfallen dieses
vergroferten Brettes erreicht s=u,+ x, + -+ * +,. Es ist gewisser-
maflen eine mechanische Addition der Einzelergebnisse erfolgt (dhnlich
wie bei der Benutzung des Rechenschiebers zur mehrfachen Multiplika-

“tion). Der Abstand s veranschaulicht also das n-fache eines Serien-
mittels, s =nx, und die mittlere Abweichung dieser s-Werte bei wieder-
holten Fallversuchen veranschaulicht die mittlere Abweichung der Serien-
mittel, allerdings n-fach vergroBert. Tiir s2 folgt aber wieder nach
Gl. (14) aus der Theorie des Galtonschen Brettes

s =" (wzp,

daraus ergibt sich

T\e k

ERSI

n  n

4
Damit ist die behauptete Beziehung am Galtonschen Brett nachgewiesen.

Uber das Poissonsche Verteilungsgesetz.

Wenn man beim Galtonschen Brett berechnet hat, daB die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Kugel, in eine spezielle Zelle m zu gelangen, p ist,
s0 ist damit noch nicht gesagt, wieviel Kugeln bei einer Versuchsserie nun
wirklich in diese Zelle gelangen werden. Wenn p etwa in einem Spezialfall
0,09 ist und man macht Versuchsserien mit je N =100 Kugeln, so wird
sich zwar als Mittelwert aus sehr vielen Versuchsserien n =9 ergeben,
aber als Ergebnisse der Einzelserien werden auch n-Werte auftreten,
die mehr oder weniger von 9 abweichen. Man iibersieht daher die Ver-
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haltnisse erst dann, wenn man die Verteilung von » kennt, wenn man
also angeben kann, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB gerade n
Kugeln in die Zelle bei einem Versuch gelangen.

Es ist also folgende Aufgabe zu losen: p sei die Wahrscheinlichkeit,
dafl ein Ereignis im giinstigen Sinne eintritt (Ankunft der Kugel in
einer speziellen Zelle), N sei die Zahl der Versuche einer Serie (Anzahl der
Kugeln, die man in einer Serie fallen 146t). Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit W(n), daf bei einer Versuchsserie gerade n giinstige Ereignisse
eintreten (n Kugeln in die Zelle gelangen), ist dann nach einer von New -
ton bereits angegebenen Gleichung

1
@) Wy =(1) g Q—p) = = ey - (L)Y
Zur Ableitung der Gleichung, die sich vom Standpunkte der elementaren
Wahrscheinlichkeitsrechnung aus verstehen 148t, sei bemerkt :. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf} das giinstige Ereignis genau n mal und das ungiin-
stige (N—n) mal in irgendeiner bestimmten Reihenfolge auftritt, ist
p"(1—p)¥—". Solche Reihenfolgen, in denen das giinstige Ereignis nmal,

das ungiinstige (N -— ») mal auftritt, gibt es (27 > verschiedene, wie man

sich leicht klar macht, wenn man vom Falle n =0 iiber n =1 zu den
hoheren Zahlen aufsteigt. Daraus folgt die Newtonsche Gleichung. Die
Gl. (25) gibt also die strenge Losung fiir unsere Frage. Man erkennt
schon an der mathematischen Form, daB es sich nicht um eine Gauf3sche
Verteilung handelt.

An diese strenge Gl. (25) kniipft man nun wieder weitere mathemati-
sche Betrachtungen, die in Spezialfillen zu analytisch einfacheren Aus-
driicken fiihren. Praktisch besonders wichtig ist der Fall, daB N> 1 ist
und p<£1ist. Dann treten nur n-Werte auf, die klein gegen N sind. (Am
Galtonschen Brett ist dieser Fall immer bei den Zellen realisiert, die wei-
ter ab von der Mitte liegen.) Der Mittelwert von n wird, da N als groB
vorausgesetzt ist, nahezu n = pN sein. Diese GroBenbeziehungen benutzt
man zu folgenden Umformungen, die im Prinzip mit den bei Gl. (9)
durchgefiihrten iibereinstimmen. Auf N! und (N —n)! wendet man die
Stirlingsche Gl. (10) an (dagegen nicht auf n!, weil » auch eine kleine
Zahl sein kann). Man erhalt

Ny Vy2n N
(N —n)! ]ﬁ—&27z(N—n)N_"’+ %e-(N-—n)
. e(zv+ PDInN—(N—n+ L)n(F—n) ~n .

N-l—%,e'“N

Nun wendet man auf In (N —n) eine Reihenentwicklung (11) wie frither
an, geht aber nur bis zum linearen Glied, und erhilt

n n
In (N—n)=InN +1In (1-F)~1n1\f,_ﬁ.
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Daher

N! nlnN—n;w InN 1
= )'=e N ~e" = N" 1,
—n)!

n
Ferner kann man in Gl. (25) fiir p" mit guter Annidherung (Z\Tnd) setzen.

Fiir (1—p)Y—" kann man eine Reihenentwicklung nach p ansetzen und
erhalt
(1—p) = ~(1—p)¥ — ¥l (D) oD o
Es wird also
J W(n) = 1 N© (ﬁ-)n e s
(26) Mo
(n)yre—"

n!

1 W(n) =

Diesen Ausdruck bezeichnet man als Poissonsche Gleichung. Be-
merkenswert bei dieser Verteilung ist, daB nur eine einzige Konstante,
némlich 7, in der Gleichung auftritt, die mit dem Mittelwert der Vertei-
lung identisch ist, wihrend bei der GauBschen Verteilung zwei Konstan-
ten auftraten, von denen die eine den Mittelwert, die andere die mittlere
Abweichung der Verteilung angibt.

Zur Berechnung der mittleren Abweichung mu8 man, wie frither an-
gegeben [Gl. (3) und (5)], den Ansatz machen

mE = (n—mn)? = Zn, (n—m)2W(n)= 2 n (n~%)2(ﬁ,);§ a
0 0

Das Resultat der Rechnung, die im wesentlichen darauf beruht, durch
kleine Umformungen die Summe so zu verwandeln, da8 sie die Reihen-
darstellung der Funktion e darstellt, ergibt
Dieses iiberraschend einfache Resultat ist von grofer praktischer Bedeu-
tung. Sobald man weiB}, daf die Voraussetzungen fiir die Anwendung der
Poissonschen Gleichung gegeben sind, also groBes N und kleines p, und
man den ungefihren Mittelwert kennt, so weil man schon, dal man eine
mittlere Abweichung zu erwarten hat, die gleich der Quadratwurzel aus
dem Mittelwert ist.

Ein Zahlenbeispiel moge diese Zusammenhinge noch erldutern: Es
wurden an dem Galtonschen Brett 25 Versuchsserien mit je 100 Kugeln

1 Die so gewonnene Beziehung und den Bereich ihrer Zulissigkeit iibersieht
man einfacher, wenn man die Fakultiten entwickelt. Man erhalt dann
N!
—(E—J)ij(N—l) (N—2)... (¥—n+1).
Wenn man fiir dieses ngliedrige Produlkt einfach N7 setzt, wie oben geschehen, so
erkennt man, daB dies nur zuldssig ist, wenn N 2> 1 und » & N ist.
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gemacht und beobachtet, wieviel Kugeln in die mit = = 4-4 (oder 4 =2
und u =10) bezeichneten beiden Zellen fielen. Nach Tab. 4 ist die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir 0,01. Es ist also p =0,01 und N =100 und die Vor-
aussetzungen fiir die Anwendung der Poissonschen Gleichung sind ge-
geben. In Tab.5 gibt die erste Spalte an, wieviel Kugeln in eine Zelle ge-
langten, die zweite Spalte besagt, mit welcher relativen Haufigkeit die

Tab.5. Nachpriifung der Poissonschen
Gleichung am Galtonschen Brett.

Anzahl der W(n) berechnet

Kugeln | Beob. rel nach (25) nach (26)
n N =100 u. p = 0,01 mit 7 =1
0 0,30 0,366 | 0,368
1 0,44 0,370 0,368
2 0,16 0,185 0,184
3 0,10 0,061 L 0,061
4 0,00 0,015 | 0,015
fibeob. = 1,06 Mheob, = 0,93
Tper = 1,00 Mper = /1,00

betreffenden n-Werte beobachtet wurden. Spalte 3 und 4 gibt die be-
rechneten Werte von W(n), und zwar einmal nach der strengen Newton-
schen Gl. (25), das andere Mal nach der Poissonschen Gl. (26). Man sieht,
daB die Abweichung zwischen den letzten beiden Spalten bedeutungslos
Klein ist. Die beobachteten relativen Haufigkeiten stimmen mit den be-
rechneten Wahrscheinlichkeiten in dem MafBe iiberein, wie man es bei
dem verhaltnism&Big kleinen statistischen Material (2 - 25) erwarten kann.
Unter der Tabelle ist noch angegeben, was fiir Zahlen fiir den Mittel-
wert #n und die mittlere Abweichung m sich aus den Beobachtungen er-
geben.

Wenn man aus den W(n)-Werten der Poissonschen Gleichung % und m
berechnet, so findet man natiirlich % =1 und m =V1, weil ja n=11n die
Gleichung eingefithrt wurde. Wenn man aber der Berechnung nur die
finf W(n)-Werte der vierten Spalte zugrunde legt (statt bis n = o zu
gehen), so findet man 7 = 0,98 und m = 0,96. Die Summation ist also
bis zum kleinstméglichen Wert n = 0 durchgefithrt, dagegen nach der
anderen Seite nicht bis » = + oo, sondern nur bis n = 4. Es versteht
sich, daf daraus der zu kleine Wert von n folgt, und daB der Wert fiir m
noch kleiner sein muf, weil bei der Berechnung von m die groBen Werte
infolge des erforderlichen Quadrierens noch bedeutungsvoller werden als
bei der Mittelwertsbildung. Daraus folgt, dafl man auch in der Praxis,
Wo man ja immer eine in diesem Sinne unvollstindige Summation bei
der Berechnung von » und m durchfiihrt, mit gréBerer Wahrscheinlich
keit einen etwas zu kleinen 7-Wert erhilt und daB ferner mit groBerer

Wahrscheinlichkeit m etwas kleiner als I'n erhalten wird als umgekehrt.
Lubberger, Wahrscheinlichkeiten. 2



Die Wahrscheinlichkeit in der Fertigungs-
iiberwachung.
Von Obering. K. Franz, Siemensstadt.

Es ist kennzeichnend fiir die Téatigkeit des im praktischen Betriebe
stehenden Fertigungs-Ingenieurs, daB sie ihn fortwihrend zur geistigen
Umstellung auf einen neuen Fragenkomplex zwingt und hiufig innerhalb
weniger Minuten eine Entscheidung erheischt. Eine solche Arbeitsweise
gibt offenbar nicht den geeigneten Boden fiir mathematische Uber-
legungen ab, und der Betriebsmann wird daher wenig Zeit und Mufle
haben, sich mit Wahrscheinlichkeitsrechnungen zu beschéiftigen. Daf es
trotzdem in der rauhen Wirklichkeit des Fertigungsbetriebes vielfach
um die Frage von Wahrscheinlichkeiten geht, kann er aber nicht ver-
hindern. Er muB sich daher wohl oder iitbel mit solchen Fragen be-
fassen; seiner Einstellung gemifB3 bevorzugt er dabei allerdings die an-
schauliche Betrachtungsweise gegeniiber abstrakten mathematischen Be-
rechnungen.

DaB im Betriebe Fragen der Wahrscheinlichkeit eine Rolle spielen,
mag im ersten Augenblick tiberraschend erscheinen, wird jedoch sofort
verstandlich, wenn man beachtet, daB es sich in der industriellen Giiter-
erzeugung hiufig um groBe Mengen gleichartiger Erzeugnisse handelt,
so dafB auf die bei ihrer Fertigung auftretenden Erscheinungen die Ge-
setze der mathematischen Statistik anwendbar sind. Eine solche Be-
trachtungsart, fir die man den Namen ,,GroBzahl-Forschung® gepragt
hat, erweist sich, zumal in der Massenfertigung, als sehr nutzbringend
und tritt gleichberechtigt neben die iibliche Methode, die Probleme durch
unmittelbare Erforschung des ursichlichen Zusammenhanges zu losen.

Einige Beispiele sollen zeigen, bei welchen Fragen im Betriebe die
statistische Betrachtungsweise mit Vorteil Anwendung findet.

Sind etwa 1000 Buchsen mit 3 mm-Bohrung fiir eine Achslagerung
zu fertigen, so ist es praktisch unmoglich, jede Bohrung genau gleich
der anderen herzustellen. Man trigt dem ja tiblicherweise dadurch Rech-
nung, daB neben dem SollmaB, welches anzustreben ist, in der Zeich-
nung noch vermerkt wird, welche groBten Abweichungen von diesem
MaB nach oben und unten zugelassen sein sollen. Aus Griinden der
Wirtschaftlichkeit wird die Fertigung immer gendtigt sein, dieses ihr zur
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Verfiigung gestellte Toleranzfeld auch wirklich auszunutzen, und man
erhilt daher Lieferungen, deren Einzelteile in irgendwelcher Weise auf
eine Reihe verschiedener MaBe verteilt sind. Solange alle Teile der be-
trachteten Menge innerhalb der Toleranzgrenzen liegen, wird man sich
iiber die Art ihrer Verteilung im allgemeinen nicht besondere Gedanken
machen, anders wird es aber, wenn ein bestimmter Prozentsatz der Ferti-
gungsmenge auferhalb dieser Grenzen liegt und nun entweder als Aus-
schuBl zu verwerfen ist oder einer Nacharbeit unterzogen werden muf.
Weil man genau, wodurch der Fehler verursacht wurde — etwa zu
starke Abnutzung des Werkzeuges, ungenaue Einspannung des Arbeits-
stiickes od. dgl. —, so wird die Angelegenheit schnellihre Erledigung finden.
Haufig ist es aber so, dafl man zwar den Fehler feststellt, aber durchaus
keine Erklarung fiir sein Zustandekommen hat und demzufolge — was
das unangenehmste ist — nichts zu seiner Vermeidung tun kann. Hier
ist dann ein geeignetes Feld fiir die GroBzahluntersuchung.

Zwangsweise wird man auch zu Wahrscheinlichkeitsbhetrachtungen
gefithrt, wenn es sich darum handelt, groBie Fertigungsmengen zu priifen.
Wenn beispielsweise eine Automatendreherei in der Woche 2 bis 3 Milli-
onen Einzelteile herstellt, so ist es natiirlich aus Griinden der Wirtschaft-
lichkeit nicht angéingig, alle diese Teile einer Giitepriifung zu unter-
ziehen, und unmdoglich wird ein solches Verfahren @iberhaupt, wenn die
Gittepriifung eine Zerstérung des Priiflings bedingt, etwa die Festigkeits-
priifung an dem bekannten Isolierstoff-Handapparat der Fernsprech-
station. In solchen Fillen bleibt nur der Weg, eine Teilmenge des Fabri-
kates zu untersuchen und aus diesem Teilergebnis zu schliefen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit die Gesamtmenge den gestellten Bedingungen
geniigen wird.

Schliefilich ist man auch bei der Aufstellung von Liefer- und Ab-
nahmebedingungen gezwungen, sich auf ein méglichst umfangreiches Be-
obachtungsmaterial zu stiitzen, um sicherzustellen, daBl spiter diese
Bedingungen auch einzubalten sind.

Diese kurze Aufzihlung zeigt, daB es im Betriebe eine Reihe von
Problemen gibt, die nur an Hand umfangreichen Beobachtungsmaterials
und unter Wiirdigung des Durchschnittswertes und der vorhandenen
Streuung der Einzelwerte zu beantworten sind. Damit erhebt sich als
erste Frage, wie denn der Techniker das vorliegende Beobachtungsmate-
rial zunéchst einmal ordnet und in anschaulicher Weise zur Darstellung
bringt.

Wenn in einer Beobachtungsserie eine Einzeleigenschaft — ein MaB,
das Stiickgewicht, die Festigkeit, die Remanenz usw. — ermittelt wurde,
so bietet sich dem Auswertenden das Material in Form wahllos durchein-
ander gewiirfelter Zahlen dar. Man wird den gesamten Streubereich der
Zahlen zunichst in eine Anzahl gleich breiter Intervalle einteilen und

%
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dann die Einzelwerte in diese Intervalle einordnen bzw. feststellen, wie
viele Einzelwerte in jedes Intervall fallen. Als Beispiel diene die Ermitt-
lung des Gewichtes von 1200 Spulenkorpern aus Eisenpulver fiir Hoch-
frequenzspulen wie folgt:

Tab.6. Verteilung der Gewichte vonSpulenkdrpern.

. .. .| Hiufigkeit des é&g‘?&??&%
Ger(ih;, 0] Vorkommens | yom gewdinl-
! von ten %
z 2 e 2 ze®
145 17 —4 —68 272
146 23 —3 —69 207
147 74 —2 —148 296
148 152 —1 —152 152
—437
u = 149 266 0 0
150 295 1 295 295
151 214 2 428 856
152 116 3 348 1044
153 39 4 156 624
154 15 5 75 375
2z = 1211 Dze = 1302 | Xze2 = 4121
2ze 1302—437
M(z) = —— =9+ ———— =149 - 0,714 = 14,9714 ¢ .
W=t g RERRTIHY P ¢
2 2
82 = Zzet Ezj = 4i21 — (0,714)% = 3,4030 —0,5098 == 2,8932 .
2z 2z 1211

g
s=178 —017¢.
10 &

Die Klasseneinteilung war hier automatisch dadurch gegeben, daf
die Wagungen nur auf 0,1 g genau ausgefiihrt worden waren, so daB
beispielsweise unter der Angabe 15,0 g alle Spulenkérper erfafit sind,
deren Gewicht zwischen 14,95 und 15,05 g liegt. Von Bedeutung ist nun
stets der arithmetische Mittelwert und das quadratische StreumaB der
beobachteten Zahlenwerte. Die Berechnung erfolgt am bequemsten so,
dafl man einen Wert » annimmt, der nach oberflachlicher Beurteilung
dem wahren Mittelwert naheliegen wird ; hierbei wihlt man fiir u moglichst
eine runde Zahl, damit die Bildung der Differenzen und deren Quadrate
cinfach wird. Im vorliegenden Fall sind die Gewichte in Zehntel-Grammen
eingetragen, um die Rechnung mit Dezimalbriichen zu vermeiden. Be-
rechnet man jetzt die Abweichungen der einzelnen Gewichtswerte von «
und multipliziert sie jeweils mit der Haufigkeit der in diese Gruppe fallen-
den Werte, so erhdlt man in einfacher Weise als Quotienten von
2(ze) . 2(z) die Korrektur, die man an dem Wert % anzubringen
hat, um auf das wirkliche arithmetische Mittel zu kommen. In der letzten



Die Wahrscheinlichkeit in der Fertigungsitberwachung. 21

Spalte ist die Summe der quadratischen Abweichungen der Einzelwerte
von u ausgerechnet. Durch Division in die Gesamtzahl der Wagungen
erhilt man das Quadrat der mittleren Abweichung gegeniiber u. Hier-
von hat man dann nur das Quadrat des oben erwéhnten Korrekturgliedes
abzuziehen und aus der gefundenen Differenz die Wurzel zu ziehen, um
auf das StreumaB s des Kollektivs zu kommen. Fiithrt man derartige
Messungen von Zeit zu Zeit immer wieder aus, so gibt der Vergleich der
gefundenen Mittelwerte und StreumaBe einen wertvollen AufschluB iiber
die GleichméiBigkeit der Fertigung. Mehr als solche tabellarischen Zu-
sammenstellungen und Rechnungen wird allerdings der Ingenieur eine

l— Toleranz i |L‘ Toleranz -l
Stiickzaht Stiickzah! | l
300 | | 300 ] l
i } | | |
& | = [
m | C |
200 - | I 200+ | |
L '! | L | |
- l { - I I
100} } | 100 t }
5 | o |
I | I i | |
I L | 1 1 1 1 1 1 1 1 l S l 1 1 |

414’55 7 8 915’01 2 3 41556 4,4’56 7 8

Gewicht in g Gewicht in g

Abb. 4. Gewichte von Spulenkorpern (Hiufigkeitskurven).

graphische Darstellung des Beobachtungsmaterials schatzen. Man tragt
auf der Abszissenachse die einzelnen Gruppenintervalle bzw. deren
mittlere Werte auf und errichtet darauf jeweils eine Ordinate gleich der
Gruppenhiufigkeit. Durch die Ordinatenendpunkte legt man entweder
Horizontalen zur X-Achse und erhilt so eine Treppenkurve, oder man
verbindet die Endpunkte miteinander und bekommt so das Haufigkeits-
polygon. Abb. 4 zeigt fiir das vorher gegebene Zahlenbeispiel die ent-
sprechenden graphischen Darstellungen, links die Treppenkurve und
rechts das Haufigkeitspolygon. Man sieht, da8 sich die gefundene Ver-
teilung der GauBschen Kurve gut anschmiegt, daf also offenbar kein
stirkerer Storungsfaktor bei der Fertigung vorhanden war.

In vielen Fillen wird nun noch eine andere Art der Darstellung tiber-
sichtlicher und zweckméiBiger sein, das ist die Integralkurve des eben
besprochenen Hiufigkeitspolygons. Ihr Zustandekommen sei zunéchst
wieder an Hand einer Tabelle gezeigt. Hier sind die einzelnen Gruppen-
haufigkeiten fortlaufend addiert, und in einer letzten Spalte ist ausge-
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rechnet, welchen Prozentsatz von den Gesamtbeobachtungen die je-
weilige Summe ausmacht. Abb. 5 gibt die graphische Darstellung dieser
Tabelle. Die Integralkurve verwendet man mit Vorteil bei der Aufstel-
lung oder Beurteilung von Liefer- und Abnahmebedingungen. Man kann
ndmlich bequem daran ablesen, wieviel Prozent einer Fertigungsmenge
auBerhalb der festgelegten Toleranz liegen werden und wie sich eine

e Toleranz etwaige Verengerung der Toleranz

Stickzahi! : % auswirken wird. An dem vorliegen-
1200 | I denBeispiel, das der Praxis entnom-
ool | : {gp men ist, sieht man beispielsweise,

I ! daB die Fertigung genau in der Mitte
o0 : | 460 des Toleranzfeldes liegt, und daB an
900}~ | I seinen beiden Grenzen noch eine
' | 97 kleine Sicherheit fiir auBergewdhn-
8oor- | [ . . .
ll L liche Streuungen vorhanden ist. Die
B I
700 ! | Tab. 5. Verteilung der Gewichte von
sool- | I Jr_m 50 Spulenkdrpern.
l | : I Gewicht d]lﬁ%ﬁg]i(eit a Su}t?{nmefa Sl]]immfe
- 9 € - aufig-| der Haufig-
500 : I| | I 4 in0lg m:nsoxrlo(z)lnal; I ef(eit?le ® k:iten in %
400} | I } % z Zz; (T2t £2)-100
| ﬁ | 30
300~ } I | 145 17 17 1,4
i | I 1, 146 23 40 3,3
200} | k } 147 74 114 9,4
| AU Lo, 148 | 152 266 22,0
100 | i ; 149 266 532 44,0
| 7 N1 T 150 295 827 68,2
44456 7 8 94501 2 3 44556 151 214 1041 86,1
Gewicht in g 152 116 1157 95,6
Abb. 5. Gewichte von Spulenkdrpern 153 39 1196 99,0
(Integralkurve). 154 15 1211 100,0

Erklarung fir diese nahezu ideale Héaufigkeitsverteilung liegt aller-
dings darin, da8 das Urspringlich-Vorhandene eine Ausfallmuster-
Fertigung mit dieser Verteilung war, auf Grund deren eben diese
Toleranzgrenzen festgelegt wurden. Die in den vorigen Abbildungen
wiedergegebene Betriebskontrolle gibt nun dem Betriebsingenieur
die beruhigende GewiBheit, da seine laufende Fertigung den gleichen
Giitegrad hilt wie die Ausfallmuster-Fertigung. Dieses Beispiel zeigt
auch . einpriagsam die ZweckmiBigkeit einer solchen Héiufigkeitsbe-
obachtung bei der Erstfertigung. Der Betrieb iibernimmt mit den ihm
gegebenen Toleranzen nur Verpflichtungen, die er hernach auch wirklich
einhalten kann, und die Entwicklungsabteilung kann auf diesen Werten
ihre elektrischen Berechnungen aufbauen, ohne befiirchten zu miissen,
daB plotzlich eines Tages die Selbstinduktionswerte der Spulen nicht
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mehr zu halten sind. Wollte man etwa die Toleranz auf 14,7 bis 15,2 g
verkleinern, so wiirde man, wie direkt aus der Kurve abzulesen ist, mit
3 +5 = 8% AusschuBl rechnen miissen und hitte zu diesem Verlust die
noch viel groBere Mehrbelastung zu tragen, daf eine 100proz. Priifung
der Spulenkorper vorgesehen werden miiite. In das Kurvenbild Abb. 5
ist noch die errechnete Streuung eingetragen; man sieht, daf}
89 —21 = 68% der Teile innerhalb des durch das doppelte Streumafl 2s
abgegrenzten Kurvenstiickes liegen, eine Zahl, die genau der nach der
Gauflschen Kurve zu erwartenden entspricht.

Bei der Aufstellung
der Treppenkurve oder 2
des Hsufigkeitspoly-
gons hat man nun stets
die Freiheit in der
Wahl der Gruppenein-
teilung. Nimmt man 77 ¢ 5 67 8 9 U BB HEH
zu viele und zu schmale [ femenz i brod

—w Anzat/
8

Gruppen, so lduft man =
Gefahr, eine stark
schwankende Kurve zu X “n
bekommen, wobei aber ;&’ 0
diese Schwankungen ?

keine reale Bedeutung
haben, sondern nur
eine Folge der verhilt-
nisméfig zu geringen
Beobachtungsziffern innerhalb der einzelnen Gruppen sind. Dies wird
deutlich in der Abb. 6, welche Remanenzmessungen an Relaisankern
wiedergibt. Man vermeidet solch ein irrefiihrendes Bild bereits, wenn
man zwei benachbarte Gruppen zu einer einzigen zusammenfafit. Viel-
fach kann es erforderlich sein, eine noch breitere Gruppeneinteilung
zu wihlen. Eine Regel dafiir 148t sich nicht angeben ; derjenige, der solche
Betrachtungen haufiger durchfiihrt, wird bald das Fingerspitzengefiihl
fir die zweckmaBigste Gruppenbreite haben. Natiirlich darf man mit
der Verbreiterung der Gruppen auch nicht zu weit gehen, damit nicht
wichtige Einzelheiten der Haufigkeitskurve einfach verschwinden. Das
Extrem wire ja eine Einteilung, bei der sdmtliche Beobachtungen in
einer Gruppe liegen wiirden. Die ganze Kurve wiirde dann in einen
Punkt zusammenschrumpfen und die Betrachtung iiberhaupt jeden Sinn
verlieren. An der Abb. 6 erkennt man das Gesagte deutlich ; mit wachsen-
der Gruppenbreite wird zunichst die Verteilung der Werte klarer, um
aber schlieBlich immer mehr ihre Eigenart einzubiilen. Auf eine inter-
essante Tatsache kann an Hand der ersten Kurve in Abb. 6 noch hinge-

TV 68 U R H ¢ ¥ E§ UK
— Remanenz in Grad —— Remanenz i Grod
Abb. 6. Remanenz von Relaisankern.
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wiesen werden. Es handelt sich hier um die ballistische Messung der
scheinbaren Remanenz. Die Messung geht so vor sich, dafl der zu unter-
suchende Relaisanker in einer Spule kurz aufmagnetisiert wird; dann
wird die Spule an ein ballistisches Galvanometer angeschlossen und der
beim schnellen Herausziehen des Ankers aus der Spule auftretende ein-
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Abb. 7. Remanenzmessung an Relaisankern.
Vergleich von 3 Priiferinnen.

malige Ausschlag des Instruments
beobachtet. Abgelesen wurden diese
Ausschlage von einer angelernten
Arbeiterin auf 0,5 Skalenteile genau.
Die iiber 3° aufgetragene Haufigkeit
umfaBt also alle Messungen inner-
halb des Bereichs von 2,75—3,25°
usw. Nun ist auffallend, wie ausge-
prigt immer Spitzen bei den halben
Skalenteilen auftreten. Es ist klar,
daBl diese Spitzen sachlich nicht be-
griindet sind ; siesind vielmehr offen-
bar dadurch zustande gekommen,daf
die Arbeiterin, die ja die Zehntel-
teile zwischen zwei Skalenstrichen
schitzen muBl, unbewulit das Mittel-
intervall zwischen den Teilstrichen
groBer ansetzt als die Intervalle um
einen Teilstrich herum. Praktisch ist
im vorliegenden Falle dieser Fehler
bedeutungslos, da eine MeBgenauig-
keit auf 1° in der laufenden Priifung
vollauf geniigt. Trotzdem gab die
Feststellung dieser Eigenart Ver-
anlassung, 3Arbeiterinnen,die neben-
einander die gleiche Priifung aus-
fiithren, vergleichsweise zu beobach-
ten. Jede bekam daher aus einer
grofleren Lieferung etwa 1000 Relais-
anker zugewiesen und mullte die
daran gefundenen Werte aufschrei-
ben. Das Ergebnis ist in Abb. 7 zu-
sammengestellt. Arbeiterin 1 ist die
gleiche, von der auch die zuvor

gezeigten Messungen stammten; die Spitzen in der Hiufigkeitskurve
treten wieder deutlich in Erscheinung. Aber auch bei der Arbeiterin 3
ist eine gewisse Bevorzugung bestimmter Ablesungen noch erkennbar.
Dem Verlauf der Kurven nach méchte es zuerst scheinen, dafl Arbeiterin 1
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und 2 etwa gleichmé&Big messen, wihrend Arbeiterin 3 auffallend anders
mift. Die Nachrechnung von Mittelwert und Streumal zeigt dann aller-
dings, da die Ergebnisse der Arbeiterin 2 merklich aus dem Rahmen
herausfallen, wihrend die Unterschiede zwischen Arbeiterin 1 und 3
unbedingt innerhalb der MeBgenauigkeit liegen. Da die 3000 Anker einer
geschlossenen Lieferung entstammten, also mit hoher Wahrscheinlichkeit
gleichmifig verteilt lagen, bekommt hier der Betriebsingenieur einen
wertvollen Fingerzeig, daB es erforderlich ist, die Eignung der Arbeiterin2
fiir diese Arbeit und das einwandfreie Arbeiten der von ihr bedienten
MeBeinrichtung zu tiberpriifen.

Die Wahl der Gruppenbreite und der Gruppenlage beeinfluBft die
Klarheit der Héaufigkeitskurve unter Umstdnden betrachtlich. Es ist
daher bei sorgfiltigeren Arbeiten

zweckmi Big, von mehreren Grup- ar

penlagen auszugehen, wodurch nr

auch ohne Rechnung die Fest- 601

stellung des haufigsten Wertes 50

erméglicht wird. Dies soll wieder % sl

durch ein Beispiel, und zwar & | AL
Kapazitdtsmessungen an Silber- 2} ,,-" N )
glimmerplatten, erliutert wer- ot/ /7~ ’ \ N

den (Abb.8). Die Zusammen- - 2R
fassung in Gruppen von je 5 pF 10 160 160 170 180 190 200 210 220 230 240
ergibt die gestrichelte Kurve, die _::f_@féf”aimi'_u_z__s_
noch einen ziemlich unregelmé- [ A A
Bigen Verlauf zeigt; man kann Abb. 8. Kapazitit von Silberglimmerplatten.

beziglich des haufigsten Wertes
daraus nur entnehmen, daf} er zwischen 165 und 190 pF¥ liegen wird. FafBt
man nunimmer drei benachbarte Gruppen zu einer gréBeren, gemeinsamen
Gruppe zusammen, so bekommt man, wenn man die erste Gruppe mit
140 pF beginnt, die durch einen Kreis bezeichneten Punkte der ausge-
zogenen Kurve. Entsprechend erhilt man bei Gruppenbeginn bei 145 pF
die ausgefillten Kreise und bei Gruppenbeginn bei 150 pF die Kreise
mit eingezeichnetem Punkt. So gewinnt man eine Reihe von Kurven-
punkten, die ein recht klares Bild iiber die Verteilung der Mewerte geben.
Bisher war immer von Kollektiven die Rede, bei denen eine kenn-
zeichnende Eigenschaft beobachtet wurde. Vielfach wird aber der Fall
vorliegen, daf zwei verschiedene Eigenschaften desselben Gegenstandes
betrachtet werden. Zwei solche Eigenschaften kdnnen nun entweder in
gar keinem ursidchlichen Zusammenhang miteinander stehen — z. B. spez.
Gewicht und Festigkeit eines Metalls oder spez. Gewicht und Viskositit
eines Oles — oder sie kénnen in strenger Abhéngigkeit voneinander sein —
beispielsweise Auflendurchmesser und spez. Widerstand eines Drahtes
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aus Elektrolytkupfer — oder es kann schlieBlich ein mehr oder minder
lockerer Zusammenhang zwischen ihnen bestehen. Die beiden erst-
genannten Fille werden kein besonderes Interesse abnotigen, um so mehr
aber der zuletzt erwiahnte. Als Beispiele wiren hier zu nennen Festig-
keit und Dehnung von gezogenem FluBstahl oder Festigkeit und Brinell-
hirte von Bronzefedern. In einem solchen Falle spricht man von einer
,,Korrelation‘‘, die zwischen den beiden Eigenschaften besteht. Zeich-
net man die zusammengehorigen Werte in ein Koordinatensystem ein,
dessen Abszisse die eine Eigenschaft und dessen Ordinate die andere dar-
stellt, so bekommt man im Fall der vollkommenen Zusammenhanglosig-
keit regellos auf der Zeichenfliche verteilte Punkte, im zweiten Fall
einen im allgemeinen stetig verlaufenden Linienzug und im dritten Fall
Punkte, die zwar auch
durcheinanderstreuen,

die aber doch eine ge-
wisse  RegelmiBigkeit
der Anordnung erkennen
lassen. Zur néheren Er-
lauterung sollen Messun-
gen des magnetischen
Kraftflusses dienen, die
an Induktormagneten

. .+, auf zwei verschiedene

150 737 132 133 13% 135 136 137 138 139

—= Grad (magret Messung im Sysfem) Arten Vqrgenommen
wurden. Einmal wurde

Abb. 9. Korrelation zweier Messungen.

der FluB im neutralen
Querschnitt des offenen, also nicht durch einen Anker geschlossenen
Magneten gemessen, das zweite Mal wurde eine Priifeinrichtung be-
nutzt, die den Zusammenbau des Induktorsystems nachahmt und
den im rotierenden Anker auftretenden FluB miBit. Es ist aus theo-
retischen Erwigungen heraus klar, daf ein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen diesen beiden Messungen nicht bestehen kann, da
jedesmal an einem anderen Punkt der Hysteresekurve gemessen wird.
Ein solcher Zusammenhang kénnte nur dann vorhanden sein, wenn
die Hystereseschleife fiir alle Magnete identisch gleich wire, was
natiirlich in der Praxis infolge Schwankungen in der Stahlzusammen-
setzung und besonders in der Hértung nicht der Fall ist. Demnach war
der Messung des Magneten im fertigen System unbedingt der Vorzug
zu geben ; da aber das Lieferwerk der Magnete anféinglich iiber eine solche
Priifeinrichtung nicht verfiigte, blieb zunichst nichts weiter iibrig, als
dort die Priifung in der iiblichen Art im offenen Magnetkreis vorzuneh-
men. Es bestand also die Notwendigkeit, sich ein Bild dartiber zu machen,
mit welcher Anniherung beide Methoden gleichartige Beurteilung der
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Magnete ergeben. In der Abb. 9 sind in der Senkrechten die Ablesungen
des Lieferwerkes, in der Waagerechten die MeBwerte beim Verbraucher
eingetragen. Nun sind die gesamten MeBpunkte innerhalb eines Bereichs
von 1,5 Skalenteilen zusammengefat und der jeweilige Mittelwert ge-
bildet, und zwar zunichst in der Senkrechten. Man sieht z.B., daf einem
Ausschlag von 131,5° an der Priifeinrichtung als wahrscheinlichste Ab-
lesung im Lieferwerk ein Wert von 101,9° zugeordnet sein wird. In
gleicher Weise sind auch fiir die anderen Gruppen die mit Kreis ein-
gezeichneten Punkte als Mittelwerte erhalten worden. Die durch diese
Punkte gelegte Gerade gibt dann an, welche MeBwerte des Lieferanten zu
den einzelnen Ausschligen an der Priifeinrichtung gehéren werden. Man

Abb. 10. Zusammenhang zwischen Hirte und Festigkeit bei einer Leichtmetall-Legierung.

wiirde nun vielleicht erwarten, dal man auf dieselbe Gerade kommen
miifite, wenn man von den MeBwerten des Lieferanten ausgeht und in
genau gleicher Weise die Gruppeneinteilung und Mittelwertbildung vor-
nimmt. Das ist aber nicht der Fall. Man erhilt vielmehr die durch Voll-
kreis bezeichneten Punkte und die durch sie gelegte krumme Linie. Die
beiden Linien schneiden sich in einem Punkt und bilden so das sog. Korre-
lationskreuz, das den Korrelationswinkel 6 einschlieBt. Die GroBe dieses
Winkels ist ein MaB fiir die Intensitit des Zusammenhangs zwischen den
beiden Mefmethoden. Ganz allgemein gilt, daB der Zusammenhang
zwischen zwei Eigenschaften um so enger ist, je kleiner der Korrelations-
winkel ausfillt. Ein Korrelationswinkel von 0°, also Zusammenfallen
beider Kurven (s. Abb. 10), bezeichnet einen absoluten Kausalzusammen-
hang beider Eigenschaften, ein Winkel von 90° ist dagegen-ein Zeichen
fiir ihre véllige Unabhéngigkeit voneinander.
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Fiir den Betriebsmann ist es auBBerordentlich wichtig zu wissen, welche
Tatsachen im Zusammenhang mit der Giite seiner Fertigung stehen und
wie eng diese Verkntipfung ist, wobei es ihm zunéchst ganz gleichgiiltig
ist, ob dieser Zusammenhang ein direkter ist oder iiber den Umweg eines
dritten Faktors fiihrt, den er gar nicht kennt. Unsere Stanzerei hat bei-
spielsweise erkannt, dafl Bakelit-Hartpapier mit hohem Harzgehalt sich
um so besser schneiden 148t, je heller seine Farbe ist, und macht von die-
ser Brkenntnis Gebrauch, indem sie fiir besonders schwierig zu schnei-
dende Teile mit vielen Lochungen und schmalen Stegen und fiir Auto-
matenarbeit nur die helleren Tafeln auswihlt. Es ist klar, daB die Farbe
des Papiers in keinem urséchlichen Zusammenhang mit seiner Stanz-
barkeit steht. Indirekt ist aber der Zusammenhang dadurch gegeben,
daB das Kunstharz, je schirfer es ausgebacken wird, um so dunkler und
zugleich auch um so sproder wird. So steckt sicher in vielen Betriebs-
erfahrungen ein wohlbegriindeter Kern, der nur héufig verborgen ge-
blieben ist. Man soll daher nicht leichtfertig tiber die Erfahrungen der
Werkmeister und Facharbeiter hinweggehen, nur weil ein logischer Zu-
sammenhang zwischen den von ihnen behaupteten Tatsachen nicht be-
steht. Ebenso oft kommt es freilich auch vor, daf die alten Werkstatt-
erfahrungen auf Voraussetzungen fullen, die langst nicht mehr gegeben
sind, und daB sie unter den verdnderten Bedingungen vielleicht nicht nur
belanglos, sondern sogar falsch sind; der erfahrene Betriebsingenieur
wird jedenfalls die Frage der Werkstatterfahrungen mit dem hohen Maf
an Vorsicht behandeln, das sie wohl verdient.

Es soll nun eine Frage erértert werden, die in der Fertigung téglich
und stiindlich auftritt, und deren Beantwortung fiir den Betriebsprak-
tiker groBes Interesses hat, da sie von erheblicher wirtschaftlicher Be-
deutung ist: das ist die Frage der Stichprobenpriifung. Wenn man un-
bedingt sicherstellen wollte, daBB jedes Einzelteil einer Fertigung den
gestellten Qualititsforderungen in jeder Hinsicht entspricht, so miiiten
eben an jedem Stiick alle MaBe und alle geforderten Eigenschaften iiber-
priift werden. Beziiglich der Mafle wire dies theoretisch zwar mdglich,
wirtschaftlich aber einfach nicht ertriglich, da dann die Kontrolle der
meisten Teile teurer werden wiirde als ihre Anfertigung selbst. Bei den
Werkstoffeigenschaften wire eine 100 proz. Priifung aber schon vielfach
deshalb nicht angingig, weil sie die Zerstérung des betreffenden Teiles
bedingt, wie z.B. die Feststellung der Festigkeit, der Bruchdehnung, der
VerschleiBfestigkeit usw. Auch bei bestimmten Fertigfabrikaten wiirde
die Priifung ihre Zerstérung erfordern, wie etwa die Priifung der Brenn-
dauer von Gliithlampen oder des Auslésestromes von Schmelzsicherungen.
Man ist daher in vielen Fallen gezwungen, nur einen Bruchteil der Liefe-
rung zu priifen und aus dem Ergebnis dieser Stichprobenpriifung auf
die Giite der Gesamtliefermenge zu schlieBen. Es ist klar, dal es sich



Die Wahrscheinlichkeit in der Fertigungsiiberwachung. 29

hierbei um Fragen der Wahrscheinlichkeit handelt, denn denkbar wire
es schon, dafl man aus einer Lieferung von 1000 Teilen, die 900 Ausschu8-
teile enthalt, bei einer Stichprobe von 100 Stiick gerade die 100 guten
Teile entnimmt. Denkbar wire das, aber héchst unwahrscheinlich. Die

‘Wahrscheinlichkeit fiir diesen Fall ist namlich 1 : (lﬁ%)‘), eine Zahl,

deren Berechnung zu zeitraubend wire, von der man aber leicht zeigen
kann, daB sie kleiner als 10190 jst. Wenn es sich also bei der Stichproben-
prifung um eine Frage der Wahrscheinlichkeit handelt, so ist das Pro-
blem folgendermafen zu formulieren: Welche Stichprobenzahl gibt hin-
reichende Sicherheit, da8 in einer Lieferung mindestens P Prozent
brauchbare bzw. hochstens @ Prozent unbrauchbare Exemplare enthal-
ten sind. Die Antwort auf diese Frage gibt die Wahrscheinlichkeits-

rechnung mit der Gleichung s = ]/ P—%Q , die folgendermaBen zu deuten

ist. Entnimmt man aus einer Lieferung, die P’ Prozent brauchbare und
@' Prozent fehlerhafte Teile enthilt, beliebig oft Stichproben von n Stiick,
so erhalt man innerhalb dieser Stichproben einen Prozentsatz guter Teile,
der um P’ als Mittelwert schwanken wird und dessen Streumafl eben
diesen Wert von s hat. Man kann also, wenn man bei der Priifung von
n Stichproben, P Prozent gut und @ Prozent schlecht gefunden hat, mit
hinreichender Sicherheit darauf rechnen, daf in der Gesamtlieferung

nicht mehr und nicht weniger als P'= P + 2 V # Prozent guter und

Q@ =Q+2 V P_nQ schlechter Exemplare sein werden. Hierbei ist zu-

nichst zu erkldren, was unter ,hinreichender Sicherheit zu verstehen
ist. Es ist dabei vorausgesetzt, da} die Werte um 2 s nach oben und
unten streuen dirfen. Dies gibt bei GauBscher Verteilung ein Fehl-
schluBrisiko von -+ 2,3%, d. h., in 96 Fallen wird das Ergebnis der Prii-
fung der oben genannten Bedingung entsprechen, in vier Féallen wird aber
die Abweichung von dem gefundenen Prozentsatz noch gréfer sein. Zu
der Gleichung ist weiter zu sagen, daf sie nur Giiltigkeit besitzt, solange
die Liefermenge groB ist gegeniiber der Stichprobenzahl n, denn wenn =
die Gesamtstiickzahl der Lieferung erreicht, mufl ja naturgemifl das
Fehlerglied = 0 werden, was in der Gleichung nicht geschieht. Ebenso
wird die Gleichung ungenau, wenn die Zahl der fehlerhaften Teile unter
etwa 20 Stiick sinkt. Die zu erwartende Abweichung von dem gefunde-
nen Ergebnis wird iibrigens absolut genommen um so gréfer, je mehr sich
das Verhiltnis der guten zu den fehlerhaften Teilen dem Wert 1:1 néhert.
Abb. 11 zeigt eine zahlenmaBige Ausrechnung fiir die Stichprobenzahlen
100 (3uBere Linien) und 1000 (innere Linien). Findet man also in der
gepriiften Menge 20% Ausschu8, so kann man mit geniigender Sicher-
heit darauf rechnen, daf} der AusschuBprozentsatz der Lieferung zwischen
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12 und 28% liegen wird; dies gilt fiir eine Stichprobe von 100 Stiick.
Bei der Stichprobenentnahme von 1000 Teilen hat man nur mit einer
Schwankung des Ausschusses zwischen 17,5 und 22,5% zu rechnen. Dies
gilt natiirlich nur fiir 96 von 100 Probenentnahmen. In den restlichen
vier Fillen werden diese Werte {iber- bzw. unterschritten werden. Aller-
dings werden hierbei wieder geringe Uber- und Unterschreitungen weit
haufiger sein als groBere.

Soweit wire dies die Antwort der Theorie auf die Frage nach der er-
forderlichen Stichprobenzahl. Wie sieht es nun demgegeniiber in der
Praxis aus ? Man pflegt dort 100-, 25- oder 10proz. Kontrollen vorzu-
schreiben und benutzt auBerdem den Ausdruck ,,Stichprobenkontrolle‘

50 in dem Sinn, daB nur willkiirlich
eine kleine Menge aus der Liefe-
/| rung entnommen werden soll. Es

50 D . . . .
< »S/ ist dies also eine Vorschrift ohne
40 @‘Qvﬁ Y 4 genaue Zahlenangabe, und in der
s"‘é\ d‘% Praxis wird der entnommene Pro-
30 . 9 zentsatz meist unter 1% liegen.

/ // Es richtet sich das aber ganz nach
4 der GroBe der Lieferung. Der Prii-

J fer wird eben wahllos eine Hand-
4 voll Teile aus dem Lieferkasten
Z herausgreifen. Die 100-proz. Prii-
w020 30 40 5o fung wird man in allen Fillen
——= % Ausschu in der Lieferung  yorschreiben, wo keinerlei Fehler-

Abb. 11. Zuverlassigkeit der Stichprobenpriifung. pigiko getragen werden kann. Das
wird insbesondere bei den hoheren Giitegraden der Passungen der Fall
sein, also der Schlicht-, Fein- und Edelpassung. Hier kénnen schon ohne-
dies durch das Zusammentreffen ungiinstig zueinander liegender Teile
Spiel und UbermaB so starken Schwankungen unterworfen sein, da man
eine Toleranziiberschreitung bei den Einzelteilen unbedingt ausschlieBen
mufl. Dazu kommt noch, dafl Herstellungsgenauigkeit und Abnutzung
der Lehren weitere Quellen der Unsicherheit sind. Weiter wird man die
100 proz. Priifung anwenden, wenn das Fertigungsverfahren als besonders
schwierig oder unsicher bekannt ist. Man schaltet dann fehlerhafte Teile
zuverliissig aus und hat daneben den Vorteil, da8 man durch die Priif-
berichte laufend genau unterrichtet bleibt, ob auch keine Verschlechte-
rung der Fertigung eingetreten ist. In den anderen Fillen, wo man nur
die Priifung eines gewissen Prozentsatzes vorsieht, muB man sich dar-
iiber klar sein, dafB die gelegentliche Lieferung von AusschuBteilen an
den Zusammenbau nicht vermeidbar ist. Entweder mu8} also solch ein
gelegentlicher Fehler ertriglich sein bzw. eine Stérung durch ihn nur
sehr geringe Wahrscheinlichkeit haben, oder er muf so augenfillig sein,
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dafl die fehlerhaften Teile von dem Mechaniker oder der Arbeiterin im
Zusammenbau erkannt und ausgeschieden werden kénnen. Bei der Ver-
wendung der billigen gerollten Schrauben wire es z. B. unsinnig, die an-
gelieferten Posten 100proz. zu priifen, um Schrauben ohne Schlitz oder
ohne Gewinde, die immer einmal vorkommen, auszusondern. Diese
Teile kénnen ja auch bei der nachlissigsten Arbeit in der Montage nicht
verwendet werden, und es ist viel billiger, man 148t solche fehlerhaften
Schrauben dort herauslegen, als dafl man eine teure Priifung bei Ein-
gang der Lieferung vornimmt. Freilich mu man durch Stichproben-

Tabelle 6. Zuverlassigkeit von Stichprobenpriifungen.

10proz.Kontrolle|25proz. Kontrolle
B Gesamt- Bean- Bean-
enennung stiick- | stan- . stan-
zahl | Stick | gyng | Stick | qung
| in °/, in ¢/,

Abtlg. Bohrerei

VSa.schw.19 A4 [1700| 170 | 0,6 | 425 | 05
VSa.ks. 255 A1 | 2000 200 | 1,0| 500 | 08
|
i

V. bl 18 F2 1675 167 | — | 418 0,7
VSa.sch. 127 A 26 | 2475 | 247 | 0,4 | 620 1,1
Photo. kika.1 T 12 | 431 43 | — 108 | —
V.bl. 18 F2 |1000] 100 ! 0,7 | 250 1.5
VSa.ks. 268 A1 | 1020 102 | — [ 255 | —
Es. wss. 1 A1l5 105 10

20 26 | 20

Abtlg. Autom.-Dreherei

V8a. ks. 10 G20 660 66 % 34,9 | 154 | 30,2
F. sich. 26 A3 180 18 } 11,1 45 8,9
VSa.schw.21 A 87 | 3100 | 310 42 | 770 3,5
V8Sa. wl. 26 B8 870 87 1 12,6 | 216 9,2
VSa. wl. 26 B8 860 86 | 16,3 | 214 | 154
VSa.schw.19 A 44 | 3000 300 | 15 746 8,4
F. sich. 26 A3 310 31 6,5 77 6,5
Photo. kino. 1 T 29 760 76 | 7,9 | 190 7,9
VSa. rls. 11 B 57 | 1400 | 140 \ 3,6 | 350 3,1

kontrollen immer dariiber wachen, daf die Zahl der fehlerhaften Teile
wenige Prozent nicht iiberschreitet; sonst kann der Zeitverlust bei der
Zusammenbauarbeit fihlbar in Erscheinung treten, was sofort Schwie-
rigkeiten und Arger bei der Entlohnung verursacht, da naturgemaB in
der vorgegebenen Arbeitszeit nur eine geringere Arbeitsmenge zu be-
wiltigen ist. Noch ernsthafter werden aber die Schwierigkeiten in der
Fliefifertigung, wo, wenn das Arbeitstempo an einem Platz sich verlang-
samt, sofort die ganze Linie ins Stocken kommt und unwirtschaftlich
arbeitet. Die Frage, ob es berechtigt ist, neben einer 10proz. auch noch
wechselweise eine 25 proz. Priifung anzuwenden, muf auf Grund der Be-
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triebserfahrung verneint werden. Entweder ist in dem betreffenden Fall
mit einer Fehllieferung ein grofles Risiko verbunden, dann muB man
doch, sobald man nur wenige fehlerhafte Teile findet, die ganze Lieferung
durchpriifen — man wire also bei einer 10proz. Stichprobe sicher zur
gleichen Notwendigkeit gekommen — oder der Fehler ist nicht so be-
deutsam bzw. kann spédter noch leicht erfafit werden, dann bekommt
man auch durch eine 10proz. Priifung ein geniigend genaues Bild iiber
die Arbeitsgiite. Die Mehrkosten der 25proz. Priifung gegeniiber der
10proz. betragen das zweieinhalbfache, der Gewinn an Sicherheit aber
nur die Wurzel aus dem zweieinhalbfachen. Es mufl demnach als aus-
reichend gelten, die drei Priifarten: Stichprobe, 10proz. und 100proz.
Priifung vorzusehen. Um die Richtigkeit dieser Meinung zu erhérten,
wurde eine groBe Reihe von Einzelteil-Lieferungen zuerst nur zu 10 %
und danach noch einmal zu 25% durchgepriift. Aus dem umfangreichen
Zahlenmaterial enthilt die Tab. 6 einen Ausschnitt. Es zeigt sich, da@
die Ergebnisse beider Priifungen nur ganz selten in groBBerem Mafle von-
einander abweichen. Stirkere Abweichungen treten nur dann auf, wenn
die Zahl der Priiflinge, absolut genommen, zu klein wird, weil dann schon
ein oder zwei Teile auf den Fehlerprozentsatz stark einwirken. In keinem
Falle war es aber so, daB die Entscheidung, ob der Posten durchgeliefert
werden sollte oder ob eine 100 proz. Durchpriifung erfolgen mufite, nach
der 10proz. Stichprobe anders ausgefallen wére als nach der 25proz.
Eine Berechtigung hitte also die 25proz. Kontrolle nur bei kleinen
Liefermengen, und in diesen Fillen wird man es bei nicht zu langwieriger
Priifung dann meist vorziehen, den ganzen Posten durchzupriifen. Es
ist sicher, daB es kein allgemein giiltiges Schema geben kann, aus dem
in jedem Falle der erforderliche Priifprozentsatz zu entnehmen ist, denn
die praktische Entscheidung ist durch wirtschaftliche Erwégungen be-
einfluft, die in der mathematischen Gleichung gar nicht enthalten sind
und auch unmoglich erfaBt werden kénnen. Praktisch ist in jedem Falle
abzuwigen, was die héheren Kosten verursacht: die Priifung groBerer
Mengen, oder die spatere Beseitigung einiger Fehler, abgesehen natiir-
_lich von der in Geld gar nicht abzuschétzenden Einbufle an dem guten
Ruf der Fabrikate. Ubrigens darf auch nicht iibersehen werden: das
Wesentliche ist nebéen der Festlegung des Priifprozentsatzes vor allem
die Entscheidung, was mit einem Posten geschehen soll, wenn man fest-
gestellt hat, daB er in gewissem Umfange fehlerhaft ist. Diese Entschei-
dung liegt hiufig genug beim Meister oder gar beim Priifer, und beide
werden diese Frage auf Grund ihrer Erfahrung beantworten und nicht
unter Anwendung irgendwelcher mathematischer Gleichungen.
Ein weiteres Gebiet fiir die Anwendung von Héufigkeitsbeobach-
tungen bildet die Aufstellung von Liefer- und Abnahmevorschriften.
Nichts ist schlimmer, als wenn Lieferbedingungen nur auf Grund weniger
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Priifergebnisse festgelegt werden, und es ist nur als gliicklicher Zufall
zu werten, wenn man hierbei das Richtige trifft. Es ist daher zweck-
miBig, vor Beginn der eigentlichen Fertigung erst eine ausreichende
Menge von Ausfallmustern herzustellen oder von den Zulieferanten vorab
anzufordern. Die Entwicklung neuer Apparate geht ja so vor sich, daf3
zuerst nur einige Handmuster in der Sonderfertigung hergestellt werden,
und diese bilden dann den Ausgangspunkt fiir alle weiteren Festlegungen,

wie Toleranzangaben, Wickeldaten von Spulen usw. Eine solche Sonder-
fertigung liegt nun vielfach zu giinstig, denn sie arbeitet stets mit den
besten Facharbeitern, die Schwierigkeiten geschickt zu iiberwinden
wissen. Der Preis der Arbeit spielt hier nicht die ausschlaggebende Rolle,

und demzufolge ist die Genauigkeit oft gréBer, als sie spéter bei wirt.

schaftlicher Fertigung eingehalten werden kann. Ahnlich liegen die Ver-

hiltnisse bei den von auswirts zugelieferten Teilen und Werkstoffen.

Auch der Zulieferant nimmt hufig eine Sonderanfertigung vor und kann
damit naturgemifl nur seine besten Leute betrauen. Auflerdem ist er
bestrebt, die spiteren groBen Auftrage fir sich zu gewinnen, und be-

miiht sich gerade bei den ersten Mustern, seine Wettbewerber zu iiber-

bieten. Baut man daher Liefer- und Abnahmevorschriften auf diesen
ersten Mustern auf, so kann man spiter die unangenehme Uberraschung

erleben, daB die Bedingungen nur von einem Teil der Lieferungen ein-
gehalten werden. Setzt man dann notgedrungen die Forderungen herab,

so zieht das allerlei Anderungen in der Fertigung und zuweilen sogar in
der Konstruktion nach sich, was Schwierigkeiten, Terminverzégerungen
und Mehrkosten im Gefolge hat. Es liegt also keineswegs so, daf} der
Verbraucher von sich aus ein Interesse daran hitte, dem Zulieferanten
moglichst hohe Forderungen aufzubiirden, denn er selbst hat unter den
auftretenden Lieferschwierigkeiten mindestens ebenso zu leiden wie der
Erzeuger selbst, und wenn seine Forderungen so hoch geschraubt sind,
daB sie nur unter erhéhtem Kostenaufwand oder bei erhéhter Ausschuf3-
quote zu erfiillen sind, so wird er zum Schluf} doch diese Kosten in Form
einer Preiserhohung selbst tragen miissen. HEs ist daher notwendig,
Liefer- und Abnahmebedingungen mit der groBten Vorsicht und Sorg--
falt aufzustellen, und das Beobachtungsmaterial, auf welches man sich
dabei stiitzt, so grof wie moglich zu wihlen. Handelt es sich dabei um
Werkstoffe, iiber die genauere Erfahrungen beim Verbraucher tiberhaupt
noch nicht vorliegen, so ist es ratsam, zunichst nur vorldufige Richt-

werte fiir die Lieferung festzulegen, die dann nach einem Viertel- oder
halben Jahr an Hand der inzwischen gewonnenen Abnahmeergebnisse
iberpriift und gegebenenfalls berichtigt werden. Insbesondere auch
beim Erscheinen von DIN-Normblattern wird man sorgfiiltig vergleichen
miissen, wie weit die dort getroffenen Festlegungen sich mit den eigenen
Erfahrungen decken und ob man mit den Norm- Qualititen auskommen

Lubberger, Wahrscheinlichkeiten. 3
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kann. Meist ist es ja so, daB bei den groBen Industriewerken weit frither
Abnahmevorschriften und Werksnormen vorliegen, als es zur Auf-
stellung eines DIN-Normblattes kommt, und es ist dann besonders
schwierig und héufig unmdéglich, sich den DIN-Bedingungen anzupassen.

0~ Beispielsweise kann man,
wenn man von jeher Zieh-
bleche in Millimeterstér-
ken bezogen hat, nicht
plotzlich auf die ganz an-
deren Abstufungen nach
der Blechlehre iibergehen.
Als Beispiel sollen die Un-

30

3 ? tersuchungen angefiihrt
8 werden, die vorgenommen
NG wurden, um Bedingungen
fiir das in der Feinmecha-

0 nik in groBen Mengen ver-

et " 4 B arbeitete  Tiefziehblech
— ung inmm
i . . festzulegen. Die Tiefzieh-
Abb. 12. Tiefungswerte fiir FluBeisen-Tiefziehblech . =
von 1mm Stirke. eigenschaften werden iib-
licherweise und in guter
Ubereinstimmung mit den Fertigungsergebnissen durch die Erichsen-
probe ermittelt. Es wird ein kugelformig abgerundeter Stempel in einen
durch einen Faltenhalter gehaltenen Blechstreifen eingedriickt und fest-
gestellt, bis zu welcher Tiefe sich der Stempel bis zum ersten Anrifl des
Bleches eindriicken 148t. Das so gewonnene GiitemaB, das man mit dem
Worte ,,Tiefung*‘ bezeichnet, ist nun von der Blechstéirke abhingig, und
zwar werden die Tiefungswerte mit abnehmender Blechstirke geringer.
Es miissen daher die Beobachtungswerte fiir jede Blechstirke gesondert
gemittelt werden. Abb.12 zeigt fiir die Blechstirke von 1 mm eine
solche Beobachtungsreihe, die sich natiirlich wieder als Hiufigkeits-
kurve darstellt. In gleicher Weise wurde fiir jede einzelne der verwen-
deten Blechstirken vorgegangen, und so ein Beobachtungsmaterial von
mehr als 3000 Einzelmessungen zusammengetragen. In der Abb. 13
sind die Einzelergebnisse fiir alle Blechstirken vereinigt und jeweils die
Mittelwerte eingezeichnet. Der regelmifBige Verlauf der durch diese
Punkte hindurchgelegten Kurve beweist, dafi durch die groBe Zahl der
Beobachtungen stérende Einzelschwankungen wirksam ausgeschaltet
sind, so dal man wirklich mit diesen Werten als sicher einzuhaltenden
Mittelwerten rechnen kann. Auch unter Beriicksichtigung der nach der
Seite der geringeren Tiefung auftretenden Streuwerte findet man eine
sichere Einhaltung der in der Liefervorschrift gegebenen Grenzwerte
gewdhrleistet, und mit um so gréBerer Berechtigung kann man Liefe-
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rungen, die etwa diese Grenzen noch unterschreiten, zuriickweisen. Be-
sonders von Vorteil sind solche Hiaufigkeitskurven, wenn zumindest an
einen bestimmten Prozentsatz der Lieferungen auBergewohnlich hohe
Anforderungen gestellt werden miissen. Man wird dann diese Forde-
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Abb. 13, Erichsen-Priifung an FluBeisen-Tiefziehblechen (WN-Vor-
schrift = Werksnorm-Vorschrift).
rungen nicht als Mindestwert tiberhaupt festlegen, sondern wird fiir die
gesamte Lieferung eine mildere Abnahmevorschrift geben mit der Ein-
schrankung, daB ein bestimmter Bruchteil der Lieferung den héheren
Anspriichen geniigen muB. Dies ist eine Art der Festlegung, die man
im h6chsten Sinne als wirtschaftlich ansehen kann; denn sie vermeidet
unndtige Schwierigkeiten und unnotigen Ausschufl. Sie gibt dem Er-
zeuger die Moglichkeit,

Solistirke der Glimmerplatten

auch das unvermeidlich Al A

anfallende  geringwerti- gl —— 006008

gere Material abzusetzen

und bewahrt dementspre- Em_

chend den Verbraucher Ssof

vor einer ungiinstigen &

Preisstellung. 1 “r / \
Beobachtungsreihen e °/7‘},’+ : 5 Y7 !

ahnlicher Art, wie in —— Kepazitét in pf

Abb. 14 gezeigt, kénnen Abb. 14. Kapazititsmessungen an Silberglimmer.

den Verbraucher auch vor Fehlschliissen bewahren und seinen Liefer-
vorschriften u. U. ein ganz anderes Gesicht geben. Bei der Lieferung von
versilberten Glimmerplatten, die zum Zusammenbau kleiner Konden-
satoren in Rundfunkgerdten dienen sollten, war im Anfang unsicher,
welche Stdrke fiir den Glimmer vorgeschrieben werden sollte, um
die Kapazititswerte in einem bestimmten Bereich zu erhalten. Eine
Messung der Glimmerstirke war wegen der unbekannten Stérke der
Silberauflage nicht méglich. Es wurden daher Ausfallmuster solcher

3*
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Platten mit einer Glimmerstirke von 0,05 -+ 0,01, 0,06 - 0,01 und
0,07 4 0,01 mm angefordert. Die Ausmessung dieser Platten beziiglich
ihrer Kapazitdt und die Vereinigung der Werte in Haufigkeitspolygone
ergab die Kurven der Abb. 14. Der geringsten Glimmerstirke miiBite
natiirlich der groBte Kapazitatswert entsprechen. Dies ist, wie man
sieht, ganz und gar nicht der Fall. Die Kurven fiir 0,05 und 0,06 mm
Glimmer decken vielmehr einander, und man erkennt, da ein Aussuchen
des Glimmers in der verabredeten Weise iiberhaupt nicht erfolgt war.
Daraus ergab sich die Lehre, in der Liefervorschrift eine Festlegung der
Glimmerstérke tiberhaupt nicht vorzunehmen, da sie an den fertigen
Platten doch nicht hétte nachgewiesen werden konnen. Es war un-
bedingt zweckmiBiger, bestimmte Kapazitidtsgrenzen festzusetzen, die
einwandfrei zu kontrollieren sind, und deren Einhaltung den Lieferanten
automatisch zwingt, seinerseits auf geniigend genaue Glimmerstarken
zu achten. Es soll in diesem Zusammenhange noch einmal auf die in
Abb. 9 gezeigte Darstellung des Zusammenhanges zweier verschiedener
magnetischer Messungen an Induktormagneten zuriickgegriffen werden.
Aus dem Vorhandensein eines ziemlich grofien Korrelationswinkels mufite
geschlossen werden, daB eine befriedigende Ubereinstimmung der Mes-
sungen im Lieferwerk und beim Abnehmer nicht zu erzielen sein wiirde,
und daB daher bei Lieferungen, die hart an der Abnahmegrenze lagen,
Meinungsverschiedenheiten unvermeidlich eintreten miifiten. Es war
daher klar, daB eine einheitliche MeBmethode unbedingt verlangt werden
mufte, und es wurden daher weitere Bestellungen davon abhéngig ge-
macht, daB sich das Lieferwerk eine gleichartige MeBeinrichtung be-
schaffte, wie sie auch bei der Abnahme des Verbrauchers benutzt wurde.

In all den genannten Beispielen haben sich die getroffenen MaB-
nahmen durchaus bewéhrt. Die Erkenntnis konnte aber nur durch ent-
sprechend umfangreiche Hiufigkeitsbeobachtungen gewonnen werden;
bei Einzelmessungen héitte man wegen der in allen Fallen auftretenden
starken Streuungen erheblich irregefiihrt werden koénnen.

Auch bei der Fertigungsiitberwachung im engeren Sinne erweist sich
die GroBzahlforschung als wertvolle Ergéinzung zu den sonst tiblichen
Methoden. Jedes Fertigungsergebnis ist ja nicht nur eine Folge der ge-
planten und gesteuerten Arbeitsvorginge, sondern es wird auch laufend
von allerlei Nebenumstinden beeinfluBt, die entweder nicht beachtet
werden, oder die iiberhaupt verborgen bleiben. Alle diese kleinen und
unbedeutenden Nebenumstinde wirken bald in der einen, bald in der
anderen Richtung auf das Fertigungsteil ein, und so bekommt man zum
Schluf nicht genau gleiche Teile, sondern solche, die um eine mittlere
Ausfithrung schwanken. Es ist gerade so wie bei den Kugeln im Galton-
schen Brett, die sich bei jedem Stift auf Grund von Zufilligkeiten bald
nach rechts und bald nach links wenden. Sind die Nebenumstidnde in
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ihrer Einzelwirkung nur klein, so bekommt man in vielen Féllen eine
GauBsche Glockenkurve, in jedem Falle aber eine stetig verlaufende
Kurve mit nur einem Maximum und zwei Wendepunkten. Je mehr
solcher Nebenumstinde vorhanden sind, um so breiter zieht sich die
Kurve auseinander, um so groBer ist also ibr StreumafB. Diese Uber-
legungen geben schon einen Fingerzeig, dafl es moglich sein muf}, durch
Hiufigkeitsbeobachtungen, die man an derselben Fertigung von Zeit zu
Zeit immer wieder anstellt, ihre GleichmiBigkeit zu kontrollieren. Die
Lage des Mittelwertes, die GroBe des Streumafes und vor allem der Ver-
lauf der Kurve sind dabei die zu beachtenden wesentlichen Merkmale.
Tritt ein stérender Nebeneinfluf} starker auf, so zeigt sich das sofort in
einer Verlagerung des Mittelwertes, in der Vergroerung des StreumaBes
und in der Ausbildung eines Buckels in der Verteilungskurve. Bei Ein-
zelbeobachtungen wiirden solche Stérungen der Feststellung leicht ent-
gehen, da ja ein groBer Teil der neuen, verlagerten Hiufigkeitskurve
noch innerhalb des fritheren Streubereiches liegen wird.

Ist somit die GroBzahlbeobachtung geeignet, das Vorhandensein von
Fehlern rechtzeitig und sicher aufzuzeigen, so kann sie weiter auch ver-
wendet werden, um bei auftretendem AusschuB3 die Fehlerursache zu er-
mitteln. Handelt es sich um grobe mechanische Fehler, so wird man die
Ursache meist durch logische Riickschliisse leicht ermitteln kénnen.
Das wird um so leichter gelingen, je weniger Ursachen fiir den Fehler
iiberhaupt in Frage kommen konnen. Haufig hat man aber zunichst
gar keine klare Vorstellung davon, wie der Fehler entstanden sein kénnte,
und in anderen Fillen wieder erkennt man so viele Faktoren als mog-
liche Fehlerursache, dafl man der Erscheinung ebenso ratlos gegeniiber-
steht. Wenn beispielsweise bei der Herstellung von SpritzguB plétzlich
das Auftreten von Rissen und Lunkern an den Teilen beobachtet wird,
so kann zunédchst die Legierung nicht in Ordnung sein. Nun besteht
diese aber meist aus drei oder vier Komponenten. Jede einzelne vonihnen
konnte einen unzuléssigen Wert angenommen haben. Das wire zwar in
der iiblichen Weise leicht nachzupriifen. Man hat ja eine bestimmte
Legierung vorgeschrieben und hat laufend Analysen von dem ange-
lieferten Spritzmetall anfertigen lassen. Man kennt also fiir die Legie-
rungskomponenten gewisse Grenzen, bei deren Einhaltung jedenfalls
bisher keine Fehlfabrikate aufgetreten sind. Liegt nun die neue Analyse
wieder in allen Teilen innerhalb dieser Grenzen, so kann man beruhigt
sein; liegt aber auch nur eine Komponente auBerhalb, so besteht schon
der Zweifel, ob die festgestellte Abweichung ohne schidlichen Einflufl
ist. Noch schwieriger wird es mit den ungewollten Beimengungen, den
Verunreinigungen der Legierung. Hier sind vielfach so genaue Erfah-
rungen nicht vorhanden; man hat vielleicht auf bestimmte Verunreini-
gungen bisher tiberhaupt nicht geachtet, da man sie entweder fiir be-
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langlos hielt oder ihr Vorhandensein gar nicht ahnte. Dabei ist ja be-
kannt, daB oft genug ganz geringe Verunreinigungen schon ungeheuren
EinfluB haben. Beim Zinkspritzgu8 stellen z. B. schon Verunreinigungen
an Blei von wenig mehrals 0,006 % die MaBbesténdigkeit der Teile in Frage.
Neben der Legierung kénnen aber noch andere Faktoren fiir den Fehler
verantwortlich sein: die Spritztemperatur, der Spritzdruck, die Form-
temperatur, die Zeit bis zum AusstoBen des fertigen Teils aus der Form,
die Lage der Einstroméffnungen usw. Kurzum, es ist eine beinahe un-
iibersehbare Reihe von EinfluBméglichkeiten vorhanden und fiir viele
ist nur ungefihr bekannt, was man als den ,,Normalfall* anzusehen hat.
Die iibliche Kausalforschung geht nun so vor, daB man einer der Ver-
anderlichen willkiirlich verschiedene Werte gibt und beobachtet, welchen
EinfluBl diese Verinderung auf das Endergebnis hat. Dabei wird natiir-
lich vorausgesetzt, daf alle iibrigen Bedingungen konstant gehalten
werden. Das ist aber einmal nicht so leicht durchgefithrt wie gefordert,
zum anderen muf} es notgedrungen unmoglich sein, die Konstanz von
Faktoren zu gewihrleisten, von deren Vorhandensein man gar nichts
weill. Aber selbst wenn eine solche Konstanthaltung aller Bedingungen
moglich wire, miiite man fiir jeden Faktor, der als Fehlerursache in
Frage kommt, eine ganze Versuchsreihe durchfithren. Mindestens vier
Versuchsvarianten wiren sicher erforderlich, um ein einigermafBen zu-
verlédssiges Bild zu bekommen ; das géibe dann bei fiinf moglichen Fehler-
ursachen — was wirklich nicht zu hoch gegriffen ist — schon 20 Einzel-
versuche. Unterstellt man aber, daB auch das jeweilige Zusammen-
wirken der verschiedenen Faktoren von Bedeutung sein kann, so kommt
man sogar auf 45 — 1024 Einzelversuche. Man erkennt, dal sich ein
solches Verfahren sowohl der Zeit wie auch der Kosten wegen von selbst
verbietet. Die Grofzahlforschung sieht nun die Sachlage von einem
ganz anderen Gesichtswinkel aus an. Sie interessiert sich gar nicht dafiir,
was wohl im Einzelfall die Ursache fiir das Endergebnis sein kann, son-
dern sie schliet so: Wenn der Faktor 4 einen bestimmenden Einflufl
auf das Endergebnis hat, so mag es zwar sein, daB er hier und da von
anderen Einfliissen iiberdeckt oder kompensiert wird; betrachtet man
aber eine groBe Zahl von Einzelfillen, so wird solch eine Verschleierung
‘des Sachverhaltes insgesamt doch nur verhiltnismiBig selten vor-
kommen, und der Einflul des Faktors A auf das Endergebnis muf} ten-
denzméBig in Erscheinung treten. Man #ndert also an der Fertigung
gar nichts; man 14Bt sie weiterlaufen wie bisher, und sorgt nur dafiir,
daBl zum SchluB an allen Produkten noch festzustellen ist, unter welchen
zufélligen Einzelbedingungen sie entstanden sind. Dann ordnet man die
Endergebnisse nach den Varianten der Einzelbedingungen und beurteilt
danach deren EinfluB. Die Kosten, die durch derartige GroBzahlver-
suche entstehen, sind nicht erheblich. Die beobachteten Teile stellen ja
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eine normale Fertigung dar, und was sich hernach als brauchbar er-
weist, kann nach erfolgter Registrierung in iiblicher Weise geliefert
werden. Zusitzliche Kosten verursacht nur die Ausfithrung der notwen-
digen Beobachtungen. Hiufig sind aber diese Messungen schon als nor-
male Priifungen vorgeschrieben, und als einzige zusitzliche Arbeit bleibt
dann die Kennzeichnung der Teile.

Wenn im vorstehenden an einer ganzen Reihe von Beispielen die
vielseitige Verwendungsmaoglichkeit der GroBizahlmethode und ihre Vor-
teile gezeigt wurden, so sollte aber doch nicht der Eindruck erweckt
werden, als wenn man nun im Betriebe zweckm&Big immer nach diesem
Verfahren arbeiten miiite. Es sind hier doch gewisse Grenzen gezogen,
und zwar sowohl durch die Wirtschaftlichkeitsfrage wie auch durch ge-
wisse Schwierigkeiten, die sich der Durchfithrung solcher Grofizahlver-
suche entgegenstellen.

Die Sonderkosten, die aus der Durchfiihrung eines Grofzahlversuches
erwachsen, sind zwar, wie oben ausgefiihrt, im allgemeinen nicht hoch;
aber das gilt nur unter der Voraussetzung, daB man die hierzu erforder-
lichen Arbeiten von Revisoren und Betriebsbeamten ausfiithren 1a8t, die
bereits im Betriebe beschiftigt sind. Sie machen solche Versuche ge-
wissermaflen ,nebenbei” und miissen ihre tagliche Arbeit trotzdem in
iiblicher Weise erledigen. Das a3t sich natiirlich nur gelegentlich durch-
fithren. Wollte man ein regelrechtes Sonderarbeitsgebiet aus der Grof-
zahlforschung machen, so miiite man sowohl Angestellte wie auch
Stundenléhner dafiir zur Verfiigung haben, und es ist unwahrscheinlich,
daB eine Betriebsleitung die Einstellung von Kriften fiir diesen alleini-
gen Zweck bewilligen wiirde. Ganz besonders gilt dies fiir den Fall, daB
man an eine wesentlich mathematische Auswertung der Ergebnisse denkt.
Betriebsingenieure mit einer ausgesprochenen Sonderbegabung fiir Ma-
thematik sind selten. Kein Betrieb wird sich aber einen Mathematiker
eigens fiir die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Fer-
tigungsvorginge halten. Nur wenn ein Betrieb in Entwicklunsstellen,
Laboratorien oder eigenen Forschungsabteilungen iiber geschulte Ma-
thematiker und Physiker verfiigt, wird sich die Méglichkeit bieten, ihre
theoretischen Kenntnisse auch einmal dem Betrieb nutzbar zu machen.
Andererseits wiirde der reine Theoretiker allein auch wieder recht hilfios
sein, denn es gehort doch das geschulte Auge und das praktische Gefiihl
des Betriebsmannes dazu, um dem Theoretiker erst das Material zu iiber-
mitteln, auf das er seine Rechnungsansitze stiitzen kann. Fiir GroBzahl-
betrachtungen in der vorstehend geschilderten Weise wird man schon
eher in den Betrieben geeignete Leute finden, denn die graphische Dar-
stellung ist jedem Ingenieur so geldufig, daB ihm das Schreiben und
Lesen in dieser Sprache nicht viel Miihe bereitet.

Sicher ist weiter, daB sich die Anwendung von Grofzahlbeobachtun-
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gen nur in solchen Fillen lohnt, wo eine wirkliche Massenfertigung vor-
liegt, und wo mit Sicherheit darauf gerechnet werden kann, dafl die
Fertigung auf lange Sicht keine grundsatzliche Anderung erfahren wird.
Betriebe, die nur wenige, oder doch nicht erheblich voneinander ab-
weichende Fabrikate herstellen, werden sich besser fiir diese Art von Un-
tersuchungen eignen, als solche, in denen eine Fiille ganz verschieden-
artiger Fabrikate hergestellt wird. Deshalb wird im feinmechanischen
Apparatebau vorzugsweise in der Teilefertigung das Anwendungsgebiet
fir die GroBzahlforschung liegen, und hier wieder auch nur in den
groBen Werken mit ausgesprochener Massenfabrikation. Grofzahlunter-
suchungen erfordern immer eine gewisse Zeit, und man mufl wohl darauf
achten, daf nicht mit der Untersuchung zugleich auch die Fertigung
beendet ist.

Mit die groBte Schwierigkeit bereitet aber dem Grofizahlversuch die
Kennzeichnung der untersuchten Teile im Betriebe. Eine direkte Be-
zeichnung der Einzelteile ist in der Massenfertigung oft unméglich, und
jeder Betriebsmann weif3, wie schwierig es ist, einen bestimmten Posten
ausgewihlter Teile gliicklich durch eine Reihe von Werkstétten hindurch-
zubringen, ohne daB sie plotzlich in dem breiten Strom der Fertigung
spurlos untergetaucht sind.

Ein Fiir und ein Wider gibt es schlieilich bei allen Dingen und das
weifl gerade der Ingenieur sehr genau, dessen Tétigkeit ja ein stetes Aus-
gleichen widerstreitender Bedingungen ist. Es sollte darum auch die
GroBzahlforschung nicht als ein Allheilmittel gepriesen, sondern nur
gezeigt werden, daB man sie im Betriebe an vielen Stellen recht nutz-
bringend verwenden kann.



Wahrscheinlichkeiten und Schwankungen

im Fernsprechverkehr.
Von F. Lubberger, Berlin.

Die Betrachtung der Wirtschaftlichkeit der Fernsprechanlagen setzt
die Kenntnis der Zahl der Geréte und Leitungen voraus. Der Fernsprech-
verkehr ist eine sehr stark schwankende Erscheinung. Durch Messungen
hat man Unterlagen fiir die wichtigsten Aufgaben aufgestelit, aber die
Messungen sind sehr teuer und zeitraubend. Ferner werden die An-
forderungen immer grofer, so daB die Messungen durch theoretisch
gefundene Werte ergénzt werden miissen. Auf einzelnen Gebieten liegen
die Theorien vor den Messungen.

Die wirtschaftlich wichtigste Aufgabe ist die Berechnung der Anzahl
notiger Gerdte und Leitungen (Wahlerberechnung), die durch
Messungen bis zu einer gewissen Grenze (5% Verlust) geklart sind. Diese
Messungen bieten den Vorteil, daB die Ubereinstimmung von Theorie
und Erfahrung gepriift werden kann.

Abb. 15 stellt den typischen Ortsverkehr einer Gruppe von etwa
400 Teilnehmern dar. Es ist ein Streifen eines registrierenden Ampere-
meters. 10 ...11 Uhr ist eine Stunde MeBzeit, 0 . . . 30 ist die Anzahl
gleichzeitig bestehender Verbindungen.

Wenn man fiir diesen Verkehr 25 Wege vorsieht, kann jeder Versuch
sofort erledigt werden. Angenommen, man gebe der Gruppe nur 20 Wege.
Dann gehen die Versuche oberhalb 20 gleichzeitiger Gespréiche entweder
verloren, das sind die ,,Verluste®, d. h. die Teilnehmer miissen den
Horer aufhéngen und spéter wieder versuchen. Oder die Versuche miissen
auf das Freiwerden von Wegen warten. Das sind die ,,Wartezeiten.
Die Verluste und Wartezeiten bestimmen die ,,Betriebsgiite®, d.h. die
Zufriedenheit der Teilnehmer mit dem gebotenen Dienst. Die Betriebs-
giite ist eine wirtschaftlich sehr wichtige Zahl.

Ein Betrieb ist gut, wenn in der Hauptverkehrsstunde 80% aller Ver-
suche, Verbindungen herzustellen, zu Gesprichen fithren, etwa 8% der
Versuche auf schon sprechende Teilnehmer treffen, 5...6% nicht
beantwortet werden (Teilnehmer abwesend), etwa 2% unvollstindig
bleiben, weil die Teilnehmer falsch wihlen. Der Rest der erfolglosen
Versuche entfillt dann auf den ,,Mangel an Sprechwegen®. Die Ver-
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sager infolge von Stoérungen sind in den bekannten Wahlersystemen so
klein, daB sie bei der Aufzdhlung fiir die Betriebsgiite fehlen konnen.

Die ,,Schwankungen‘‘ des Verkehrs kann man nun durch ,,statistische
Gesetze“ (aus der Erfahrung abgeleitet) oder durch ,,mathematische

Abb. 15. Ort-Fernsprechverkehr von 400 Teilnehmern.

Gesetze (mit Wahr-
scheinlichkeiten berech-
net) erfassen.

Der Verkehr wird
durch drei Grolen erfafit:

s die Zahl der Teilnehmer
(genauer: Anzahl der
,» Quellen®),

¢ die Zahl der Belegungen

(Gespriche, Besetztmel-

dungen, keine Antwort,

Versager aller Art, Prii-

fungen usw.), bezogen

auf eine Quelle,

¢ die Belegungsdauer.

Der EinfluB der Teilneh-
merzahls zeigt sich darin,
daBl ,,Vielsprecher we-
niger Verkehrsspitzen er-
zeugen als ,,Wenigspre-
cher, weil ja die QGe-
spriche eines Vielspre-
chers nacheinander ab-
laufen, also sich nicht zu
einer Spitze aufbauen
kénnen. Diese Erschei-
nung ist theoretisch ge-
klart.

Der EinfluB von ¢
und ¢ liegt darin, daf der
Verkehr um so grofier ist,
je grofer diese Werte sind.
In der gesamten Fern-
sprechtechnik  benutzt
man nun das Produkt ct
als ,,Einheit’’, darin ist

stets ¢ abgekiirzt fiir s ¢ einzusetzen. Wenn man ¢ in Stunden aus-
driickt (¢ =1/, Stunde fir ¢ = 1,5 Minuten), so hat ¢t einen Stunden-
wert und ¢t = 1 wird als eine Belegungsstunde bezeichnet.

Der Verkehr der Abb. 15 ist also so zu beschreiben: s = 400 Teil-
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nehmer, Verkehr = 13,5 Belegungsstunden (¢t = 13,5 Belegungsstun-
den).
Schon hier tritt eine Frage auf: ¢t =2 Stunden (oder 120 Belegungs-

minuten) kénnen entstehen durch

¢ =120 60 30

t= 1 2’ 4’
Haben die Einzelgrofien ¢ und ¢ keinen EinfluB auf die Spitzenbildung,
ist es genau richtig, nur das Produkt ¢t zu verwenden ? Die EinzelgroBen
haben tatsichlich einen Einfluf}, was theoretisch geklart ist.

nden
10 Situnden
9 TC & 7 ]
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Abb. 16 und 17. Leistungen und Verluste fiir Verbindungsleitungen nach M. Langer.

Die statistischen Gesetze fiir den Zusammenhang von Verkehr
und Betriebsgiite sind fiir die Verluste in den Schaulinien 16, 17 ent-
halten, die Max Langer aus zahlreichen Messungen abgeleitet hat,
z.B. bei einem Verkehr von 45 Belegungsstunden auf 60 Leitungen ist
der Verlust 1%, d.h. 45 Stunden = 2700 Minuten. Wenn ¢ = 1,5" ist,
so ist ¢ = 1800 Belegungen, Verlust 18 Versuche, die zu den 1800 Be-
legungen dazukommen, das Angebot ist also 1818 Versuche.

Fiir den Zusammenhang von Verkehr und Wartezeiten gibt es noch
keine ausreichenden Messungen. Man findet wohl einzelne Angaben, die
aber stets nur fiir bestimmte Verhiltnisse gelten. In der vorliegenden
Arbeit wird ein Anfang einer Theorie fiir Wartezeiten erlautert werden.

Die verschiedenen Verwaltungen schreiben sehr verschiedenartige Be-
triebsgiiten vor, die in dieser Arbeit grundséitzlich verglichen werden.
Zu bemerken ist, daB fiir ,,Systeme mit Wartezeiten“ die Vorschriften
der ,,Systeme mit Verlusten‘‘ vorgeschrieben werden, obwohl das falsch
ist. Im nachfolgenden wird diese Frage ebenfalls behandelt.

Grundlagen der theoretischen Behandlung.
Es gibt eine Reihe von ,,elementaren® Gesetzen, die gewisserma@en
das Einmaleins der theoretischen Betrachtungen darstellen. Diese Grund-
gesetze sind in einem Buch: Kurt Winkelmann, Theoretische Berech-
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nung der Wihler- und Leitungszahlen in Fernsprechanlagen, Verlag
Franz Westphal (Wolfshagen-Scharbeutz), abgeleitet, so daf hier die
Erliuterungen kurzgefaft werden konnen.

Als Mittelwert der schwankenden Erscheinung ,,Fernsprechver-
kehr* benutzen alle Theorien den c¢t-Wert. Auch hier taucht die Frage
auf, weshalb gerade eine ,,Stunde‘ genommen wird, nicht etwa eine
Hauptverkehrs-Halbestunde. Auch das ist theeretisch untersucht, aber
die Frage ist noch offen, weshalb sie hier nicht weiter verfolgt wird.

Ableitung der ersten Grundgleichung,
M

2% 7 frauptverkehirsstunde

[+4
Abb. 18. Gleichzeitigkeit im Fernsprechverkehr.

Abb. 18 stellt den Verkehr fiir s = 50 Teilnehmer, ¢ = 60 Belegungen
und t =1/4, Stunde dar. Fiir den ersten mathematischen Ansatz nehmen
wir (nicht der Wirklichkeit entsprechend) an, dafl alle Belegungen 2’
dauern. Die schwarzen Blocke seien Belichtungen. Man macht in der
Stunde 36 000 Kinobildchen und fragt nach der Zahl der Bildchen mit
0,1,2,3...brennenden Limpchen. M ist ein Kinobildchen. Die Zahl
der giinstigen Fille ist folgende, z.B. fiir 4 Lampchen auf dem Bild-

chen M: aus den 50 Teilnehmern kann man auf (54) = (;) Arten
4 Sprecher auswihlen. Die iibrigen 60 —4 = 56 = ¢— x Belegungen

diirfen den Strich M nicht schneiden. Im ganzen sind es 50 - 30 :—:

= 1500 Einfallmoglichkeiten. Die 50 ,Kastchen gerade vor M sind
aber fiir die restlichen ¢— xz= 56 Belegungen ,,verboten‘‘, weil sie sonst

den Strich M schneiden wiirden. Also kénnen sich die 56 Belegungen
auf 1450 Kistchen auf (1§20>: (sc/t——xs) Arten verteilen. Méglich sind

(11280) = <8ét) Arten der Verteilung der Belegungen iiber die MeBstunde.
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Also ; .
s\ (s/t—-s\ 0\ (1450
(1) w :%ﬂ ; “’4:(4‘)15(6&) = 0,0902 .
( c ) ( 60 )

Die Gl (1) kann mit dem Rechenschieber berechnet werden.

Die Wahrscheinlichkeit w, = 0,0902 sagt dem Techniker nichts. Es
sind aber 36000 Kinobildchen, also 0,0902 - 36000 = 3250 Bildchen mit
4 Lampchen, oder 325 Sekunden lang findet man genau 4 Belegungen
gleichzeitig. Die Durchrechnung ergibt:

Tabelle A.

Gleichung I 1T Vi
w, = 0,1298 = 467 Sekunden 467" 489"
w, =0,2700 =971 ,, 973" 974" fiir
w, = 0,2760 =992 ,, 993" 974" s = 50
wy = 0,1850 =666 ,, 651" 648"
wy = 0,0002 = 325 Sekunden> 324" 324" ¢ = 60
wy =0,0336 = 121 ye 136" 130"
wg ==0,0108 = 39 ’ 42" 43" t = 1/5, Stunde
w, = 0,00283 = 10,2 Sekunden 11,05” 12,47  y=ct=2Stunden

wy = 0,00062 = 2,26 ,, 247" | 3,1
w, =0,00012 = 0,33 0,497 | 0,68”
wye = 0,00002 = 0,07 ,, 0,08 | 0,14”

0,9993  3593,86 Sekunden
(sollte 3600 sein)

Die Sekundenzahlen stimmen nicht genau mit MeBwerten, weil die
Annahme (¢ genau = 2) nicht zutrifft. Die Spitze 992" ist etwas hoch
und die Auslaufer w, usw. sind zu niedrig. Aber abgesehen von den
kleinen Ungenauigkeiten benimmt sich der Fernsprechverkehr nach die-
ser Verteilung.

Wir wollen nun die zu scharfen Vorschriften s, ¢, ¢ ausmerzen. Dazu
lassen wir das Band der Abb. 18 nach rechts und links sehr lang werden.
s bleibt 50; ¢ wird sehr groB (¢ —- c0) und ¢ (¢ ist das Verhéltnis der Be-
legungsdauer zur Beobachtungszeit) wird klein (£ —-0), aber ct bleibt
Konstant = y = 2 Belegungsstunden. Setzt man in Gl (1) ¢ — oo,
t —-0, 80 erhilt man

(2) W, = (‘;) (ﬁ)x (1—it>c _x :(‘;) 2 (1 —z)y~* (Bernouilli),

\ 8 8

., ct . . .. .
Wwenn man mlt% = z die mittlere Belegungszeit je Teilnehmer benennt.

Die Einzelwerte ¢ und ¢ sind ausgemerzt.
In der Tab. A sind unter II die Werte wy .. . w,, ausgerechnet.
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Die Gl. (2) gibt Auskunft iiber den Verkehr von Vielsprechern.
Es seien nur 5 Teilnehmer, die zusammen 60 Gespriche von ¢ = 2’,
also auch 2 Belegungsstunden, erzeugen. z = } = 0,4. Man erhalt

wy = (550) 0,45 0,645 .

Tabelle B. Fir y = 2 Stunden miifite

, *¢%y  man nach Tab. A 7 Leitungen

w = 007777 = 280" | mal0 = 0" gy 19/oo Verlust vorsehen.
w, = 02591 = 932 , 1= 932 , 1 ‘

wy = 0,3460 = 1246” ., 2 = 2492 5 Teilnehmer kénnen aber nie

wy = 0,2305 = 828" ,» 3=2484" 7 Leitungen belegen. Viel-

w, =0,0766 = 278”7 » 4=1112"  gprecher erlauben also ein

wy = 00102 = 367 » 5=_180"  Rinsparen von Leitungen.
:Z" — 7200” Mathematische Erwar-
7,
10001 000" tung = XYaw, NachTab. B

bestehen 1246” lang 2 Ver-
bindungen. Das sind 2492”. Fihrt man die Rechnung durch, erhdlt
man die verlangten 7200"" = 2 Belegungsstunden.

Wenn man in Gl. (1) s—>o0 gehen laBt, aber ¢ und ¢ endlich halt,
bekommt man

(3) wxz(;) # (1—)2 .

Diese Gleichung gestattet, bei groBer Teilnehmerzahl den Einzel-
einflul von ¢ und ¢ zu berechnen. ¢t = 2 Stunden = 120’, kann sich
zusammensetzen aus z.B.

¢ =060;1% =2 oder ¢ =6; t = 20" oder ¢ = 600; { = 0,2
7 Leitungen belegt 11,05" 0" 12,6"
d.h. Langsprecher erlauben ein Einsparen von Leitungen.

Fiir spitere Entwicklungen brauchen wir die Wahrscheinlichkeit fiir

das Einfallen einer Belegung im Augenblick dt

W = (i) A1 (1—dtyc—1.

Da 1— dt =1 gesetzt werden kann, erhilt man die Wahrschein-
lichkeit fiir das Einfallen einer Belegung im Augenblick dt bei einem
Angebot von ¢ Belegungen:

(4) wy, = ¢ df.

Man kann weiterhin aus Gl. (2) noch z ausmerzen. Setze in Gl. (2)

8 —c0. Man erhilt

¥

(%) w, =¢6 ~ (Poisson)
Zz.
y = ct Belegungsstunden (y beniitzt zur Vereinfachung der Glei-
chungen),
e =2,71828 . ..

In der Gl. 5 ist nur noch die Belastung y enthalten.
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Die Poissonsche Gleichung kann sehr oft gebraucht werden; z.B. die
mittlere Batterieleistung eines Amtes sei 50 Ah/Stunde. Nun ist

Z 8—50—_— ~ 0,001,

r="T4
d.h. in einer Stunde werden 74 Ah 3,6” lang iiberschritten.

Die Gleichung von Erlang spielt eine sehr groBie Rolle in den Vor-
schriften vieler Verwaltungen. Zu ihrer Ableitung ist aber noch die
Wahrscheinlichkeit aufzustellen
fiir das Ende einer Belegung im
Augenblick dt, wenn ¢ Belegun-
gen bestehen.

Dase %-Gesetz. In Abb.19
bedeutet ¢ die Belegungszahl.
p ist ein Prozentsatz. cdp-Bele-
gungen dauern genau t Stunden.
t,, ist die mittlere Dauer. Setze “f

4

. ., ¢
zur Bequemlichkeit .— = w oder
. tm Abb. 19. Verteilung der Belegungsdauern.
t = ut,. Dann ist cf, udp der

Beitrag zur Belastung y, der von der cdp-Belegung mit genau ¢ Stun-
den geliefert wird. Es wird

p =100,
c-uty,dp =y; da ct, = y ist, wird
p =0
p = 1007, ap
f dp = 1. Setze To =gp(u) .
p = 0%,

Fiir p = 0 wird ¥ = 0 und fiir p = 100% wird » sehr grof}, also

oo

f u@{uydu =1 . Tabelle C fiir e — «.
0 u 1—e— u e k3
Das wird von vielen Funk- nnerhalb | auBerbalb

tionen ¢ (u) erfiillt.

. 0,1 0,095 0,905 Annahme:
Ferner ist

0,3 0,259 0,741 =2,

p = 100% 05 | 0393 | 0607 alsou=1,
cdp =c¢ oder 1 0,632 0,378  dann dauern

p = 0%, 3 | 0951 | 0049  37,8% aller
o 5 0,993 0,007 Verbindungen
f plu)du =1 . 10 | 0,999 | 0,001 langer als 2

Beide Integrale werden erfiillt durch ¢ (u) e~
= 2,71828.

Diese Zahlen stimmen mit der Erfahrung gut iiberein.
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Die Wahrscheinlichkeit, dafl beim Bestehen von c¢-Verbindungen
eine Verbindung im Augenblick dt endet, ist:

¢
Prozentsatz der Verbindungen, die linger dauern als t ist ez, ,

Prozentsatz der Verbindungen, dielinger dauern alst + dtist e ~ t—-{if ,
g _ttdt dt
also wthnde—_—e—ﬂ——eart—m —1—¢ m.
e tm
Da nun 6—1:1—-{_{_@___...
1 21! ?
wird Wigs Bnde = € * c:—t .
m

Die Gleichung von A. K. Erlang (ETZ 1918 S. 504) kann am an-
schaulichsten mit dem Verfahren des Statistischen Gleichgewich-
tes abgeleitet werden, dessen Inhalt am besten zu verstehen ist mit dem
Ausdruck ,,Zuflu = AbfluB*. Der Fernsprechverkehr benimmt sich
fast genau nach den Zahlen der Tab. A. Soll der Zustand ,,2 Belegungen**
(992 s) nicht dauernd gréBer oder kleiner werden, so darf auch z. B.
der Teilzustand ,,2 Belegungen‘ (992 s) nicht dauernd gréBer oder
kleiner werden. Da nun der Zustand ,,2° zu 3 oder 1 {ibergehen kann
und andererseits aus den Zustdnden 1 oder 3 entsteht, so verlangt das
statistische (leichgewicht, daB die Zufliisse = Abfliisse sein miissen.
In der Tab.D ist df ein Zeitelement, in dem nur eine Zustandsanderung
auftreten kann.

Tabelle D.
Vorheriger .
Zustand dt Gewiinschter Zustand

ZufluB

1 r-41 z -+ 1—>2 z d.h.eine Belegungendet

2 z bleibt x

3 z—1 z—1—>x | z d.h. eine Belegung

kommt dazu

Abfluf

4 x z—>x-+1 | der Zustand =z ist beendet

5 x bleibt x

6 x xz—>x—1 | der Zustand g ist beendet

Nun handelt es sich darum, dafiir die Wahrscheinlichkeit aufzustellen.
p, ist die vorldufig unbekannte Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand .
t,, ist die Belegungsdauer.

Zu l. Es muB sowohl der Zustand x + 1 mit der Wahrscheinlichkeit
P, 11 bestehen, als eine der « + 1 bestehenden Belegungen verschwinden.



Wahrscheinlichkeiten und Schwankungen im Fernsprechverkehr. 49

Die Wahrscheinlichkeit dieses Zuflusses ist also:

dt
pz+1(x+1)t;-

Zu 2. Keine Zustandsinderung.

Zu 3. x—1-Verbindungen bestehen mit der W. = p,__,.
Da ¢ Belegungen angeboten sind, fillt mit der W. = cdt eine dieser
¢ Belegungen in dt ein. Also W. des Zuflusses = p, ;¢ - dt.

Zu 4. W. des Einfalles einer Belegung p, - cdt.

Zu 5. Keine Anderung.

dt

Zub. p,-x- P
Nun schreibt man die W. fiir die Zufliisse und Abfliisse der verschiedenen
Zustdnde an, wobei v die Zahl der Sprechwege ist:

Zustand ZufluBl = Abflufl
dt ot
0 Pl = pocdt also p, = py—y =po~?{~
ds dt Yy 2
1 P2+ pocdt = picdi +p; 1 — also %:pl-—g:po-y—!
usw.
Nun muB sein: py+p;+ - - p, =1, also
1
Po = 7= und
7
2 &
r=0
ya:
!
(6) s = 5=y (Erlang)
yT
i
pop
oder fiir die Rechnung bequemer
X
v L
. z!
Po =7=v o
2
r=0 :

Andere Ableitung der Erlangschen Gleichung. Das ,,Theorem von
Bayes‘‘ sagt: Wenn eine Erscheinung nur ganz bestimmte Formen mit

den W. w,, w,, **+, w, annehmen kann, so hat die Form 5 die
0 W1 »
Ws
W=o7F—.
2 v
r=0

Da die ,,Formen‘‘ die Gleichzeitigkeiten 0, 1, - - -, v bedeuten mit den W.
Lubberger, Wahrscheinlichkeiten . 4
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T
ey %:—‘, so sieht man, daB die Erlangsche Gleichung mit Hilfe des Satzes

von Bayes ohne weiteres angeschrieben werden kann. Aber die Ableitung
mit dem stat. Gleichgewicht zeigt eine Schwiche der Erlangschen Glei-
chung. Es seien ¢c-Belegungen angeboten. Der Zustand x soll nach z +1
iibergehen. Es ist falsch zu sagen, die W. der Anderung sei p, - cdf,
sondern sie ist nur p, (c—x)dt; denn es kann keine der schon bestehenden
x Verbindungen im Augenblick dt einfallen. Die genauere Gleichung ist
dann

¢
2 ()
r=0
Diese genaue Gleichung ist bisher noch nicht angewandt worden.
Alle bisher abgeleiteten elementaren Gleichungen sind in ,,Winkel-
mann® ausfiihrlicher behandelt.

Vorsehriften in verschiedenen Lindern.

Deutschland: Die Messungen von Max Langer (ETZ 1924, Heft 11: Ver-
luste, vollkommene und unvollkommene Biindel) werden von der Deutschen
Reichspost angewandt.

England: @. S. Berkeley: Traffic and Trunking Principles. ILondon:
Ernest Benn. Betriebsgiite in jeder Schaltstufe 20/o nach Erlang berechnet.

Frankreich: M. Ch. Petit: Cours de Téléphonie Automatique. Paris:
Eyerolles.

L= 0 2
Betriebsgiite = E e_y% R

z=v+1
worin v = Anzahl der Sprechwege im vollkommenen Biindel.
Vereinigte Staaten: Molina: Bell System Technical Journal 1922, S. 69.

=00
x

Betriebsgiite = 2 e v g—,— »
=19
worin v = Anzahl der Leitungen.
Dénemark: P. V. Christensen: ETZ 1913, S. 1314.
v = Leitungszahl = y+ k) y.
Vv ist die mittlere Abweichung der Poisson-Verteilung.
k berechnet aus

€T =00 z
2 T ev Y
z!?
X=10
go daB diese Summe = 0,001; 0,002 usw. wird., Christensen ist also
gleich Molina.
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Nur die deutsche Auffassung der Betriebsgiite fufit auf Verlusten.
Alle anderen bedeuten gewisse Summen von Wahrscheinlichkeiten. Die
deutsche Auffassung hat den Vorteil, dafl sie, etwa fiir Nachpriifung
einer Gewéhrleistung, gepriift werden kann, wihrend die Summe von
‘Wahrscheinlichkeiten fiir nicht vorhandene Zustédnde nicht gepriift wer-
den kann. Als MaBstibe fiir die Betriebsgiite sind naturgeméB alle Vor-
schriften brauchbar, nur muf man in Lastenheften und Angeboten genau
das Rechnungsverfahren angeben.

Die Verlustziffer. Unter ,,Gefahrzeit* (p, -1 Stunde, oder etwas ab-
gekiirzt: p,) versteht man die Zeit, wihrend welcher alle » Leitungen
belegt sind. Wenn in dieser Zeit neue Belegungen einfallen, gehen sie
verloren.

Das Angebot sei ¢ Belegungen, p, sei die Gefahrzeit. Dann ist

ge=g) 0, (L—po) "
die Wahrscheinlichkeit, daf « Belegungen in den Abschnitt p, fallen.
T=¢c—0
Die mathematische Erwartung ist Z x q,. Diese Summe wird C-p,,
z=0
d.h. 100mal Gefahrzeit ist der Verlustprozentsatz.

Grofie Verluste. Die Langerschen Linien gehen nur bis 5% Verlust.
Rudolf Steinig hat (1935)! die Theorie fiir Verluste durch den Satz
erfolgreich gestaltet: , Eine freie Leitung nimmt immer eine ihr ange-
botene Belegung an, und eine belegte Leitung kiimmert sich nicht um
das Schicksal der Verbindungen, die wihrend ihres Belegtseins einfallen‘,
d.h. das Angebot geht zunéichst auf die vorhandenen Leitungen, der Rest
kann sich auf nachfolgenden, nur theoretisch vorhandenen Leitungen
festsetzen, ohne dadurch die Leistungen vorn zu &ndern. Man rechnet
also z.B. so: v =10 Leitungen ; Angebot y =20 Stunden. Nach Steinig
gerechnet wird p, = 0,5638. Der Verlust ist 0,538 - 20 Stunden = 10,76
Stunden. Die Leistung ist 20—10,76 = 9,24 Stunden. Man kann nun
den Verlust auf das Angebot oder auf die Leistung beziehen und die
Verlustziffer V wird

10,76
Vangevot = —55- = 53,8%,

Vieistung = 1%(—3 = 107,6%, das ist die tibliche Darstellung.

Die so berechneten Verlustziffern stimmen auffallend genau mit den
Messungen iiberein.

! Fortschritte der Fernsprechtechnik, Heft 16, herausgegeben von Siemens
& Halske.

4%
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Wartezeiten.

Zur Berechnung der Wartezeiten dient das statistische Gleichgewicht
fiir zwei Felder. In der Abb. 20 kommt das Angebot von links auf das
Sprechfeld. Die Verbindungen kénnen be-

Wartefeld liebig mit Stépseln oder Wéahlern herge-
stellt werden. Wenn kein Sprechweg frei
ist, muB das Angebot auf das Freiwerden
eines Sprechweges warten. Es liegen nun z
Versuche im Wartefeld mit der unbekann-

Z, ten W. =g¢,, und es liegen 2 Verbindungen
im Sprechfeld mit der W. = p, (ist bekannt).
Sprecheld Die Tab. E zeigt nun die Zustandsinderun-
“fz gen als Grundlage der Aufstellung der Glei-
Abb. 2&,&?&%‘1 und chungen fiir das statistische Gleichgewicht.
Tabelle E.
Ge-
@ s |
ZufluB
1 pr41 41 mit 1 Zustandsénderung
nicht moglich 0
2 Pz g2t z-+1—>2z Verzicht 1 Dz 4z
3Pp—1¢41 Wechsel, d.h. ein Sprech-
weg ist frei geworden 1 Pz 2
4 Dpi1 ¢z z+1—> 2 Gesprichsende 1 P Gz
5Pz 4, keine Anderung 1 Dz 9z
6 pr—1 9, 2—1—> z bevorzugte Ver-
bindung 1 Pz
T Po+1 g1 Wechsel vom Sprechfeld
zum Wartefeld 0
8 Pr qr—1 z—1-—>2z ein Versuch
kommt in das Wartefeld 1 Pz 9z
9 Pr—1q—1 mit 1 Anderung nicht
moglich 0
AbfluB
z—>z+1
z—>» z+1
Wechsel
z—>r—1
z—>» z—1

Unter ,,Bewertung® ist die technische Moglichkeit oder Unméglich-
keit zu verstehen. Man kann die ,,Bewertung* als eine Wahrscheinlich-
keit mit den beiden Werten 0 und 1 verstehen. Dann ist eine Zustands-
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anderung aufzufassen als sowohl technisch (un-)méglich, als auch (z.B.)
x+1, z >z, z. Aufstellung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten (¢ bezogen
auf das ¢-Feld):

. dt
Py Qe+1—>Ps 9, mit der W. P 9z+1 (z + 1) 7
Pr19,—> Py, it der W. p,_, ¢, (6c—2z—2 +1) di.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,,Wechsel“ ist etwas umstédndlicher,
z.B. 1, 1 9,11—> D, q,- Zuerst geht g,, ;—¢, tiber mit der Wahrschein-

lichkeit ¢, ; (z+1) ?’ Es muB aber auch p,_; zu p, tibergehen. Nun

istnachErlangp, = p, 4 - % Die Wahrscheinlichkeit des Wechsels ist

also
dt
Poo1" i1 = (2 +1) T .

Ob dieser Ansatz wirklich genau richtig ist, bleibt zur Zeit noch fraglich.
Vorldufig ist nichts Besseres zur Hand.
Nun stellt man eine grofie Tab. F auf fiir die gewiinschten Zusténde

Pz 90
Nun setzt man ZufluB=AbfluBl. Man sieht leicht, daB die ganze Reihe C

sich weghebt gegen die Reihe G, und daf} die ganze Reihe D sich weghebt
gegen die Reihe F, von der nur das oberste Glied stehenbleibt.

Die Summe der Ausdriicke in der Reihe 4 wird q—t‘ dt, denn
Pot+m+ - +p=1.

In der Reihe B ist 'po‘ql/— = p,; usw. bis p,__; % =p,,

also Po?{_-**%%-l-'“-i-%_z%:l—%'
Die Reihe B wird also %1 (1—p,) dt. Nun erhalt man
A+B=F
b B (1—pg) = pogo (c—0)
also ¢ = ¢q, 2—550?0 (c—),
oder ¢ =¢qoNg-

Nun stellt man eine weitere Tab. G fiir den Zuflul und Abflufl fiir
den gewiinschten Zustand p, ¢, auf.

Man sieht, daf3 die ganze Reihe C gegen den gleich groflen Anteil in
Reihe G wegfillt. In G werden alle eingeklammerten Werte = 1. Die
ganze Reihe D fillt weg gegen einen Teil von F, wo nur das oberste Glied
stehenbleibt.
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Tab. F. ZufluB.

A B C D E
. Ge- 1 Belegung
“’;ﬁt‘;‘}fgr Verzicht Wechsel 1 (’L‘;ﬁé’g"h Bevorzugtes Gespriich 531{%?1;’&?.
x, z?—- 1—
Dy o z,z+1l->2,2 |2—1, 2+ 10,2 |2+1, 2>, 2 z—~1, z2—2, 2 z, 2
dt dt
Py % e 0 Py dolc—v+1)dt] 0
di dt dt
Py_1% | o1 @ - T’v_gvfyl% - Py Qo0 v - Py_o Qolc—v+2)dt 0
' dt ;o dt L dt '
Peto | Pl | Pig @i | P% 3| Pigy(c—Ddt 0
dt dt dt
P1 90 P 917 Po %/— @1 5 Py 9o 2 e Do o (c)dt 0
dt dt
Po 90 Po %T 0 P1 G 1 e 0 0
AbifluB.
Verschwin- F G Weg)sel
dender »>z+1, 2 —-r—1,2 z,z2—z+1
Zustand x"”—-»:c,z-fil ‘a:,z]_w’z_’_l SO
d dit
B, %o D, 9o (¢c—v) di Py 90 v — 0
dt
Py19 | Py_19(c—v+1)dl p, 4 90(11—1)7 0
) ) i S dt
Py %o Py 9o (c—2)dt P2 9o 2 — 0
dt
P 9o P1 4o (c—1)dt P1 Qo 1 - 0
Po 9o Po 9o €4t 0 0

Statistisches Gleichgewicht fiir den Zustand pz g,.

Zuflufl
A+ B

A=2,
¢

= AbfluB
=F

B=‘—%’—(p1+p2+"'+pv)

=L a—p)

F = pygo (¢ —0)
L (2—p0) = po g (6 —0)

t'pv
2—mp,

=19

(c—v) =g N,.
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Tab. G. ZufluB.

55

Ge- A B ¢ D i1
Wzﬁli‘:é‘ahggr Verzicht Wechsel 1 Geelfg:%ch Bevorzugtes Gesprich ﬂg‘gg%&rﬁg}lgt
z,z2+1-2,2| 2—1, 24+ 1-2,2 [z+1,2-2,2 rz—1,z2—z,2 z,z2—1—>x2
dt dt
2 Po9a25 | Po—17,; q22- 0 |Pr—1q1(c—0)dt Do 4o (c—0) dt
dt dt t ’
Po—10 pv-—19'22t Pv—-z;%—l‘%z*t‘ PV Py—2 ¢y (c—v+1)dt 0
d : dt dt e q":l\_To
P21 P2 9.2 7 p1‘2y‘9227 p3Q137 Py gy (c—2)dt 0
d dt di
200 P92+ po%m; Ptn25 Do g1 (c—1)dt 0
’ dt dt
Pods P22 | 0 Pl 0 0
AbfluB
Verschwin- F G H
detder —z+1,2 —z—1,2
ustand a;,z|_>x'z+1 x,zf_’j.z_l z,z>2+1,2—1
dt
Pota Py @y (6c—v—1)dt | pyqy (”‘*‘1)? 0
dit y dt
Py—1® | Po—19:(c—2)dt Pv—191(”)7 Do—1h 7
dt oy dt
Poqa Py qy (c—3) dt P2 ¢1(3) 7 P2qa ?;73,, 7
dt dt
Pt P1qy (c—2)dt 1 ¢1(2) T Pt g :
dt dt
Poa Poq (c—1) dt Po‘h(l)'t‘ Po 1 ?1/ 7

Statistisches Gleichgewicht fiir den Zustand p, q,.

A+B+E=F+G-+H.

2
Azqu; B=

2L (1—py)

B=py 3} (0—0); F=pygs(c—v—1).

¢_ 4 ]
b H= T (1—p
tpv
=g e (6—v—1
9> QI2(2 po)( )

=¢; N
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Die Summe der Reihe 4 wird ¢, % R

. 2

I 23 2 I B wird 92 T (l—po),
: 1 4

3 ) 2 ) G wird 'tl s

T 33 ] 29 H wird Py '_q; (1—?’0)
Es ist zu setzen:
ZufluB A +B+E = AbfluB F+G + H.
Nun ersetze man in E noch g, durch % .
1]

Nach einfachen Umformungen erhilt man
t*p
9 =" W;v_pa (c—v—1) = ¢, Ny
Die Aufstellung weiterer Tabellen fiir p, o, P, ¢, usw. ist nicht nétig, da
das Bildungsgesetz fiir N, leicht zu ersehen ist:

t*p,

Ne=rne—p) "%
Nun muBl ¢y +¢, + -+ - =1 sein. Oder
9= dos
+¢= Noos

+¢,=N;¢, =NyN,q, usw.
1

alsO o = I F T W M W W N,

In den Ausdriicken N, stehen nur bekannte GréBen. Ein ausgerechnetes
Beispiel wiirde zeigen, dafl die Rechnung mit der Beobachtung nicht
stimmt. Nun mache man die Annahme, da8 bei nicht allzu groBen Warte-
zeiten die Teilnehmer nicht verzichten, daB also die ganze Reihe 4 mit O
zu bewerten ist, ebenso der Verzicht z +1—>z in der Reihe G. Es wird
dann

v
@ M= ey a—pg T
t = Belegungs- und Wartezeit,
Py = Wahrscheinlichkeit, dafl alle Sprechwege v belegt sind,
po = Wahrscheinlichkeit, daf keine Sprechwege v belegt sind,
¢ = angebotene Belegungen,
v = Anzahl der Sprechwege.

Die Gl. (7) gibt fur viele Fille ausgezeichnete zutreffende Werte.

Beispiel fiir die Berechnung einer Wartezeit.
v = 7 Leitungen, geleistet sind 3,45 Belegungsstunden,
Verlust (nach Schaulinien) = 4,7%,
3,45 Belegungsstunden = 207,
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bei #,,; = 1', also ¢ = 207 geleistet, verloren 207 - 0,047 = 10
10 verloren
¢ = 217 angeboten.
Angeboten sind 3,45 - 1,047 = 3,66 Belegungsstunden.
— 3,66
e

s
Po=—— = 0,0267. sek /
— 3,663,667
DAL ’ /
0 ’:ﬁ x x
—3,66 3,667 9 I "
71 § / 40
Py = —5— = 0,0466. §3 x
—3,66 3,66% S
P X, /
0 7
tbel == 60” );
t, = 3’ angenommen 0 7 Z K, 7 5 3
— Belegqurgsstunden
by = 63" — _3_% Stunden. Abb. 21. Wartezeiten fiir v = 7 Leitungen.
by " Py 63 - 0,0466 210
No = 15,6 = 3666~ 0,074 * 210 = 1105 -
3600 > x¢,
Go = 1,000¢, = 3020"
210 .,
N, =1jo5 = 0176 @ = Nyq, 01769, = 532" -1 532
209 .,
N, = 3390 = 0,087 ¢, = N.,q, 0,015¢q, = 457-2 90
Ny = oS 0,068 g5 — Npgy 0001 g = 37-3 9
2q, = 1 =1,1929¢, 3600 631"
o qe . 1
Wahrscheinlichkeit g, = 7755 = 0,838
oder Go = % = 3020".
Die gesamte Wartezeit ist also 3600 X'xg, = 631",
die mittlere Wartezeit ist g—g%) =2,9",
angenommen waren . . . . . . 3,0".

In gleicher Weise werden die mittleren Wartezeiten fiir andere Be-
lastungen der » = 7 Leitungen berechnet.

Die Abb. 21 zeigt die berechneten mittleren Wartezeiten als brauch-
bare Mittelwerte der Messungen.

Aber: die mittlere Wartezeit ist kein brauchbarer MafBistab
fiir die Betriebsgiite. Von den ¢ = 217 angebotenen Versuchen fin-
den 207 Versuche freie Sprechwege ohne warten zu miissen, und nur
die 10 iiberschiissigen Versuche miissen warten. Die mittlere Wartezeit
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dieser warten miissenden Versuche ist?—ol = 63 Sekunden. Die Erfabrung

hat schon oft bestitigt, daB in Systemen mit Wartezeiten (z.B. Anruf-
sucher) die meisten Teilnehmer sofort bedient werden und nur einige
unverhéltnismaBig lange warten miissen.

Man kann bei der Aufstellung der Gleichungen fiir N, noch weiter-
gehen als bisher; z.B. kann man ,,vorschreiben*, daB kein Versuch im
Wartefeld liegen diirfe, wenn z.B. zwei Sprechwege frei sind, daB also
der Zustand p,_s g, >, unmoglich sei. Man bewertet dann die ent-
sprechenden Posten in den Tab. F u. G mit 0.

Ein weiteres Beispiel: Schnellverkehr. Die Teilnehmer kénnen
eine Beamtin des Schnellverkehrsamtes {iber Vorwéhler und Gruppen-
wihler erreichen. Die Leitungen enden an drei Plitzen, so dafl mit
Nachbarhilfe neun Beamtinnen abfragen kénnen. Eine Beamtin leistet
(nach Beobachtungen) etwa 50 Verbindungen in einer Stunde und hat
etwa 55 Sekunden mit jeder Verbindung zu tun. Also ¢ = 450 Anrufe
v = 9 Plitze, Gesamtbelastung = 450 - 55", das sind 46’ je Platz. Die
beobachtete mittlere Wartezeit (je angebotene Verbindung) ist 10...12",
die Rechnung ergibt 10,8”. Wiirde man eine Leitung nur an einem Platz
enden lassen, so daB nur drei Beamtinnen abfragen konnen (v = 3,
C = 150), so wiirde die mittlere Wartezeit je angebotene Verbindung 49"
sein. Dariiber wiirden sich die Teilnehmer beschweren.

Gereihte Wartezeiten. Die bisher entwickelten Theorien fiir Warte-
zeiten gelten fiir eine Stelle. Es kommt aber sehr oft eine Mehrzahl von
Stellen in der Reihenfolge der Verbindungsvorgénge vor, an denen Warte-
zeiten auftreten kénnen, z.B. im handbedienten Fernverkehr: der aus-
geschriebene Zettel mufl warten, bis die Fernbeamtin fiir ihn frei wird,
dann muf} er warten, bis eine Fernleitung in der gewiinschten Richtung
frei wird, dann muB die Verbindung wartén, bis die Fernbeamtin am
ankommenden Ende frei ist, den Anruf anzunehmen usw. Die Theorie
ist fiir diese Verhiltnisse noch nicht weitergebildet worden.

Die Zahl der Wenig- und Vielsprecher. Fiir viele wirtschaftliche und
tarifliche Aufgaben im Fernsprechwesen ist die Kenntnis der Zahl der
Teilnehmer, die 1,2, 3... mal im Tage sprechen, notwendig. Man findet
dafiir Beobachtungen, z.B. Deutsche Reichspost, Jahrbuch 1930/31,
S. 15. Daraus ist eine Reihe fiir etwa 1000 Anschliisse mit den Prozent-
sitzen der monatlichen Gespriche entnommen. Diese Prozentsétze sind
auf Gespriche/Tag umgerechnet.

1000 Hauptanschliisse.
Gespréche im Monat . 0 1/20 21/30 31/40 41/50 51/75  76/100
% Anschliisse . . . . 1525 14,32 12,31 9,86 15,57 8,44

Gespréche im Monat . . 101/125 126/150 161/175 176/200 201/250 251/300
o, Anschlisse . . . . 5,14 340 2,32 1,66 225 1,31
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Rechnet man einen Monat zu 28 Tagen und rundet man ein wenig
ab, so erhilt man folgende AnschluBzahlen mit ihren téglichen Ge-
sprachen :

Gespréche im Tag . 0...0,5 1 2 3 4 5 6 7

Beobachtung . . . 200 210 254 140 60 40 23 22 Teilnehmer
Theorie . . . . . 290 206 146 103 75 52 37 26 Teilnehmer
Gesprache im Tag . 8 9 10 11 12 13 14 15

Beobachtung . . . 22 15 10 6 6 5 3 4 Teilnehmer
Theorie . . . . . 19 13 9,8 7 48 34 2.8 2 Teilnehmer

Die Zahl der Wenigsprecher mit zwei oder weniger Gesprichen/Tag
ist: Beobachtung 664, Theorie 642. Die Zahl der Vielsprecher mit 10
oder mehr Gesprichen/Tag ist: Beobachtung 34, Theorie 30. Die Theorie
gibt also brauchbare Anhaltspunkte.

Theorie der Verteilung der Gespriiche, wenn bekannt sind: § die An-
schluBzahl und G die Gesamtzahl der Gespréche § = 1000, @ = 2440/Tag.
Eine Zahl @ kann auf (G :gf_—l— 1) Arten in S Summanden =0,1,2,..., 8

zerlegt werden. Addiert man zu jedem Summanden eine 1 dazu, so ist
der kleinste Summand = 1. Die Summe wird G +S. Man kann also
die Zahl G + 8 in positive ganzzahlige Summanden, deren kleinster = 1
ist, ebensooft zerlegen, als die G in Summanden, deren kleinster = 0
ist. Ahnlich fiir den kleinsten Summanden 2, 8,... Alsodie Zahl ¢
kann in § Summanden > k zerlegt werden auf

G—kS+S—1\_ (G+8(1—k)—1

Bezeichne nun die Zahl der 0 Sprecher mit @. Man kann auf (i) Arten

a Anschliisse bilden. Dann miissen die S—a Anschliisse je ein oder mehr
Gespriche ausfithren. Setze £ =1 und S—a als Zahl der Summanden,

also ( S—(i;—l—l\) Arten. Die Wahrscheinlichikeit w,, daBl man a 0 Sprecher
findet, ist demnach

S\/ G—1

<a) (S —«a——l)

> @)

=0

W, =

Setze den Nenner = N,. Dann wird w, ein Maximum sein fiir N,.; = N,.
Man schreibt diese beiden Ausdriicke an und erhilt so das Maximum fiir

82—G—1
X =%rF1—@
Beispiel: 8 = 1000; G = 2440
2
_ 10002 —2441 — 290,

3441
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Das Verfahren, das Maximum von w, zur Berechnung von a zu verwen-
den, ist durch keinerlei innere Notwendigkeit der Aufgabe bedingt. Man
kann deshalb nicht erwarten, daB die berechnete Zahl genau stimmt.
Die Zahl der 0 Sprecher ist in allen Beobachtungen kleiner als berechnet.
Die Abweichung kommt daher, daf§ die Teilnehmer sich nicht an eine
mathematische Vorschrift halten. Man muf} aber irgendeinen mathe-
matisch bestimmten Wert ausrechnen. Und wenn man einige Ergebnisse
(Wenigsprecher) zusammenrechnet, so gleicht sich die Abweichung aus.

Bezeichne mit b die Zahl der 1-Sprecher. Aus den S—a Teilnehmern

kann man auf (S b a) Arten die 1-Sprecher aussondern. Dann miissen
die S—a-—b Teilnehmer mindestens 2 Gespriche ausfithren. Bilde nun

die Wahrscheinlichkeit w, fiir die 1-Sprecher. Das Maximum von w,
liegt bei

_ (8—a)+(8—a)—G—1

b G11
und allgemein
824 a8 —GF —1
Mo =@ —(a—DF+1°
worin
S =8—a—b--+—(n—1),
G =G—-b—2¢c—3d— -+ (x—1) (n — 1),

n = die Zahl der Teilnehmer, die & Gespriche fiihren,
S = Gesamtzahl der Teilnehmer,
G = Gesamtzahl der Gespriche.

Gruppenzusehliige!l. Die Verkehrsmassen verschiedener Amter oder
Richtungen (nach oder von Nord, Siid, Ost, West) haben ihre Haupt-
verkehrsstunden (HVSt) an verschiedenen Tageszeiten. Man kennt im
allgemeinen die HVSt der einzelnen Gebiete. Wenn solche ,,phasenver-
schobene‘‘ Verkehrsmengen z.B. in Durchgangsdmtern zusammengefaft
oder wieder nach mehreren Richtungen geteilt werden, so ist die HVSt
der Gesamtmasse kleiner als die Summe der HVSt der Komponenten.
Zur Berechnung der ,,Zuschlige** bei Teilungen oder ,,Abziige* bei Zu-
sammenfassungen benutzt man eine Gleichung nach Bernouilli:

(5] 7 1—p)o—,
worin C die gesamte Belegungszahl und p das Teilungsverhiltnis ist,
also bei 8 Richtungen ist p = §. '
Streuungen um einen Mittelwert2. Wenn eine Linie (Verlustlinie,
Poissonlinie usw.) gegeben ist, so streuen die Messungen sehr stark um
diese Linie herum. Hettwig versucht ein Gesetz fiir die Streuungen zu

! Lubberger: Fortschr. Fernspr.-Techn. Juli 1935.
2 E.Hettwig, Z. Fernm.-Technik, 1935 Heft 1 und 2.
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finden. Er benutzt dazu die Gleichung von Poisson, aber der Para-
meter (y) macht noch Schwierigkeiten. Es ist nicht gleichgiiltig, ob man
den Verkehrswert (y) in Stunden, Minuten oder gar Sekunden einsetzt,
obwohl in der Fernsprechtechnik die Angabe y = 3 Belegungsstunden
oder 180 Belegungsminuten dasselbe bedeuten.

Riickwiirtige Sperrungen!. In vielen Wihlersystemen wird an einen
von z.B. 10 Sprechwegen ein einziger Hilfsapparat fiir einige Sekunden
angeschaltet, bis der Sprechwihler eingestellt ist. Wahrend dieser An-
schaltung sind die iibrigen, teilweise noch freien Sprechwege gegen Be-
legung ,,riickwirts* gesperrt, da sie ja auch auf den einen Hilfsapparat
angewiesen sind. Das ergibt oft sehr beachtliche, sozusagen ,,wattlose*
Belastungen. Die Theorien geben gut brauchbare Werte.

Riickwirtige Sperrung?. GroBe Verkehrsmassen (z. B. die von
2000 Teilnehmern erzeugten Belegungen) fithrt man nicht iiber eine ein-
zige Verbindungsstufe, weil die Wahler zu groB wiirden, sondern iiber eine
Mehrzahl von Durchgangsgruppen (z.B. 10) mit kleinteiligen Wahlern.
Man nennt die Anordnung ,,doppelte Vorwahl“. Zu einer Durchgangs-
gruppe gehen (von der ersten Vorwahlstufe) z. B. 18 Zugénge ; eine Durch-
gangsgruppe hat aber nur (z.B.) 10 Ausgéinge. Sind diese belegt, so miis-
sen die iibrigen (8) Zuginge gegen Belegung gesperrt werden, obwohl sie
frei sind. Die Theorie von Baltzer gibt gut brauchbare Werte fiir die
,,wattlosen‘ Belastungen.

Uberlauf auf Aushilfsstellen3. Haufig ordnet man fiir eine Vielzahl
von Verkehrsfliissen mit knappen Verkehrswegen ,,Sammelpldtze’ mit
groBen Wihlern oder groBen Schrinken (bei Handbetrieb) an. Die
Sammelplitze gestatten, alle iiber die knappen Verkehrswege iiberflie-
Benden Belegungen zu bedienen. Baltzers Theorie bietet einen Weg
zur Berechnung des ,, Uberflusses*.

Leistungen der einzelnen Leitungen 4. Die Wihler suchen einen freien
weiterfithrenden Ausgang meistens von einer Ruhelage ab. Die erst
gepriiften Ausgénge werden daher viel stirker beansprucht als die spater
erreichten Ausginge. Die Theorien geben auffallend zutreffende Werte.

Stufenbreiten 5. Ein ,,Breitbandkabel‘ gestattet die Ubertragung von
z.B. 100 Gesprichen gleichzeitig iiber ein einziges Leitungspaar (auBer-
dem noch ,,Fernsehen‘’ und Telegramme). Die Verstiarker in der Leitung
diirfen nicht tiberschrieen werden. In der deutschen Sprache werden z.B.
in einer Stunde 39000 Buchstaben gesprochen, darunter 5,18% mal a
mit je einer Dauer von durchschnittlich 0,2 Sekunden. Eina hat 10fache

1 Kraft, W. H.: Z. Fernm.-Techn. 1934, Heft 3.

2 Baltzer, Dr. J.: Z. Fernm.-Techn. 1928, Heft 3 und 4.

3 Baltzer, Dr. J.: Z. Fernm.-Techn. 1928, Heft 5.

4 Steinig: Fortschr. Fernspr.-Techn. Heft 16.

5 Fischer, Dr. Bruno: Wiss. Veroff. Siemens-Werk. 1935, Heft 1.
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Energie der anderen Buchstaben. Die Gleichzeitigkeit der a wiirde nach
Poisson zu nehmen sein. Aber das Ohr empfindet das Uberschreien
nur, wenn das Uberschreien linger als z.B. 20 ms = 0,02” dauert.
Fischers Theorie gestattet nun die Berechnung der ,,Stufenbreiten‘,
z.B. 15 o fallen linger als 0,02"" zusammen. Man erhélt:

Stufenbreiten zusammenfallender ,,a° bei 100 Gespréchen:
Gleichzeitigkeit der ,,a* . . 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Anzahl der Stufen >0,02”7 2187 1150 730 430 250 144 70 50 40 35 29 20 20
Das sind 5155 solcher stérenden @ Stufen bei 100 Gespréchen. Die
Summe aller @ Stufen ist 66000. Man kann die mathematische Erwartung
bilden: 3600” Zp,w, = 28", d.h. 28" lang in einer Stunde dauern die
Storungen, wenn die Verstéirker die Energien bis zu 15 ¢ unverzerrt iiber-
tragen, und wenn das Ohr eine Stérung von mehr als 0,02"" wahrnimmt.

Die Theorie ist fiir die zusammenfallenden ,,z* noch nicht nachge-
messen. Fischer hat aber die Theorie durch andere Messungen bestétigt
gefunden.

Wiederholung der Besetztversuche.

Es kommt hiufig vor, daB Teilnehmer nach dem Empfang des Be-
setztzeichens solange weitere Versuche machen, bis sie endlich Erfolg
haben. Diese Wiederholungen erhthen die Verluste. Die Theorie der
Stufenbreiten erméglicht die Berechnung dieser Wiederholungen, wie an
einem Beispiel erldutert sei. Eine genaue Untersuchung der Theorie von
Steinig?! zeigt, daB diese Verlustlinien noch nicht ganz ,,steil” genug
sind. Die ,,Wiederholungen erweitern die Theorie im gewiinschten
MaBe, jedoch miissen wir noch eine willkiirliche Annahme machen.

Beispiel: » = 10 Leitungen, Leistung 6,2 Belegungsstunden, Verlust
ohne Wiederholungen = 6,5%. Bei ¢ = 1,5' Haltedauer werden ¢ =248
Belegungen geleistet, und weitere 16 Versuche gehen verloren, also
¢ = 264 angeboten.

1. Man nimmt Spitzenbreiten an, die zweckméBig festgelegt werden.

2. Berechnung der Anzahl Spitzen jeder Breite.

3. Man bietet den Spitzen die Versuche (¢ = 264) an und berechnet
(mit Bernoulli) die Anzahl der in die Spitzen fallenden Versuche, die
verlorengehen. Dieser ,,erste Verlust muf der nach Steinig berechnete
Verlust (16 verloren) sein. Die Rechnung ergibt 16,21 anstatt 16.

Nun macht man die willkiirlichen Annahmen:

4. Jeder Besetztfall (Verlust), der in eine Spitze von 6'/, 8’ und 10"
fallt, wird einmal wiederholt und geht noch einmal verloren.

Jeder Besetztfall, der in eine Spitze von 12", 14" und 16" fallt, wird
zweimal wiederholt und geht jedesmal verloren.

1 Steinig: Fortschr. Fernsprech.-Techn. Heft 16.
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Jeder Besetztfall, der in eine Spitze von 18", 20" und 22" fillt, geht
Ireimal verloren.
Diese Annahme gibt zu groBe Verluste.

5. Einmalige Wieder- % 7
holungen in den Spitzen 7
von 8, 10" und 12", i . l/ °
zweimalige Wiederholun- 49 5 - 0// “H
gen in den Spitzen von " / /
14", 16" und 18", drei- . o
malige Wiederholung in & ==
den Spitzen von 20" und :g 25 /f /
22", N NN /.

6. DieWiederholungen . s °// T
sind noch seltener. % L / °

Die Abb. 22 zeigt Mes- oy /{
sungen fir v = 10 Leit- % A 3
ungen, die voll ausgezo- 5 o °/,/u/ 1 . °
gene Linie ist nach Stei- /XQ’//
nig berechnet, die gestri- % 5 § 7 7] 9
chelte Linie ist das Ergeb- Belegungsstunden des 70er Binatls

Abb. 22. GroBe Verluste fiir » = 10 Leitungen — ohne,

nis nach den Annahmen 6. . mit Wiederholungen der Besetztverbindungen.

1 L 111 v v VI
Breiten |ARZehl dor| Hrste Wiederholte Verluste
0,5” 7,39 0,272 | 2 = =
1,5” 6,21 0,687 | € 4 -g
2,5” 5,22 0,957 | 3 3 g
4" 7,98 2,34 g B B
6" 5,65 2,44 1 244 0 0
8" 3,83 2,245 1 2,24 1 2,24 0
10”7 2,60 1,907 1 1,91 1 1,91 1 1,91
127 1,76 1,548 2 3,10 1 1,55 1 1,55
14" 1,17 1,420 2 2,84 2 2,84 1 1,42
16" 0,78 0,912 2 1,82 2 1,82 2 1,82
18" 0,51 0,670 3 2,01 2 1,34 2 1,34
207 0,33 0,482 3 1,44 3 1,44 2 0,96
22/ 0,21 0,339 3 1,02 3 1,02 3 1,02
16,21 18,84 14,16 10,62
Dazu erster Verlust 16,2 16,2 16,2
Gesamtverlust 35 30,36 26,22
) 35¢ 30,36 26,22
Verlust fiir v = 10 —— = 14,19 =12,29, =10,5% .

248¢ 248 248
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Energieverteilung in Breitbandkabeln.

Die oben (S.62) geschilderte Berechnung der zusammenfallenden
,,0°“in 100 Gesprachen reicht fiir die Bemessung der Verstirker in Breit-
bandkabeln noch nicht aus, da ja auBler den @ noch viele andere Energie-
quellen mitwirken. Thierbach und Jakoby?! gehen von gemessenen
Spannungen aus. Aus vielen Oszillogrammen von Sprechstrémen hatte
man einen Mittelwert der Spannung eines Gesprichsstromes u, (etwa
0,5 V) gefunden. Die verschiedenen Buchstaben erzeugen nun gréBere
oder kleinere Spannungen u,. Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens

Ug
der Spannung u,, ist dannw (u,) = ;1‘—0~ ¢ % . Wenn nun z.B. 20 Gespriche
gleichzeitig (sowohl — als auch) bestehen, so ist die Wahrscheinlichkeit
der entstehenden Gesamtspannung das Produkt von 20 Gliedern, von
denen jedes einzelne die Teilspannung eines Gespriches darstellt.

¢~ ™. Es sei hier eine allgemeine Bemerkung gestattet. Die Form der
Wahrscheinlichkeit als e—™, worin m ein Bruch sein kann, hat offenbar
fir die ganze Fernsprechtechnik eine auffallend grofe Bedeutung. e~ ™

,mx

ist das erste Glied der Poissonschen Gleichung und alle w, = e
werden e~ ™ fiir x = 0. Die Dampfung léngs einer Leitung verliuft nach
einem e~"™-Gesetz. Die Dauer der Gespriche folgt einem e—"-Gesetz.
Und die Spannungen der Sprechstréme folgen einem e—"-Gesetz.

Gemischte Felder. Fir die Fachménner der Wahlertechnik sei kurz
angedeutet, daB das bekannte Verfahren der Berechnung gemischter
Felder? fiir groBe Verluste nicht ausreicht. Die Einfiihrung der wieder-
holten Verluste ergibt befriedigende Werte. .

GauB. Alle Verkehrstheorien sind Fehlergesetze. Die Vermutung,
daB das GauBsche Fehlergesetz auch fiir den Fernsprechverkehr gelte,
liegt nahe. Aber dieses Fehlergesetz betrifft eine ganz andere Erschei-
nung. Es ist zur Beurteilung von Messungen (Landesvermessung) ge-
schaffen worden, bei denen alles getan wird, um moglichst genau einen
bestimmten Wert (eine Lange, einen Winkel usw.) zu messen. Demgegen-
iiber haben die Teilnehmer kein Interesse daran, einen bestimmten Mittel-
wert (y Belegungsstunden) zu erzeugen. Die Verkehrsschwankungen
sind wesentlich grofer als die Abweichungen, die mit dem GauBschen
Fehlergesetz erfafit werden.

Es gibt aber im Fernsprechwesen doch viele Aufgaben, die mit
,»,Gaul* erfafit werden. Schon die ganze Fertigung (siehe Vortrag
Franz) der Apparate unterliegt ,,GauB“. Ferner: die Nummernwahl
geht oft {iber zahlreiche Schaltstellen, die manchmal mehrere 100 km
voneinander entfernt liegen. Es mulB alles geschehen, alle Teile miissen

1 Z. techn. Physik 1936 Heft 12.

% Siehe Lubberger: Wirtschaftlichkeit der Fernsprechanlagen.
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so gebaut werden, dafl der Stromsto3 am Ende brauchbar geliefert wird.
Dr. Etzrodt hat deshalb vorgeschlagen, fiir eine Gewihrleistung das
GauBlsche Fehlergesetz zu benutzen.
Das bekannte Fehlergesetz

»,Liniengauf* dw, = » e da

Va
bezieht sich nun auf eine Veridnderliche, die sich in einer Richtung
andert (Winkel, Lénge). Gibbs? hat das Gesetz fiir Anderungen in zwei
Richtungen (Scheibenschieflen) und in drei Richtungen (Treffsicherheit
bei Flugabwehr) erweitert. Man kann diese Gesetze bezeichnen als

FlichengauB: dw, = 22 xe ¥ dy,
RaumgauB: dw, = 4B et gy,
T

Diese letzteren Gleichungen sind noch nicht angewandt worden, siehe
aber auch S. 72.

1 Adjustment of Errors. London: Milford.

Lubberger, Wahrscheinlichkeiten. 5



Verborgene periodische Erscheinungen.
Von J. Bartels, Eberswalde.

1. Der Aufgabenkreis.

Periodische Erscheinungen sind jedem vertraut; aus der Technik
Schwankungen, Umldufe, Pendelbewegungen, Resonanzerscheinungen,
Téne, Wechselstréme; aus der Geophysik die periodischen Erscheinun-
gen, die mit dem Umlauf der Himmelskirper zusammenhingen, Tag,
Jahr, Monat, die 27tédgige Rotation der Sonne um ihre Achse, die
11jshrige Sonnenfleckenperiode. Wie im vorigen Vortrag erwéhnt, kann
man auf einem Telephonkabelpaar bis 100 Gespriche gleichzeitig fiihren;
vom Rundfunk her ist jedem die Vorstellung geldufig, daf der Raum
von vielen Ziigen elektrischer Wellen gleichzeitiz durchzogen wird,
und daB diese Wellenziige durch geeignete Empfangsapparate voneinan-
der getrennt wahrgenommen werden kénnen. So konnte die Aufgabe,
verborgene periodische Erscheinungen aufzudecken, als gelost erscheinen.
In der Geophysik und verwandten Gebieten tritt diese Aufgabe aber oft
in einer Gestalt auf, die ihre Losung durch drei Umstédnde erschwert:

a) Bei den technischen und physikalischen Perioden ist die Anzahl
der Wiederholungen der periodischen Erscheinungen im allgemeinen
innerhalb der Beobachtungsdauer recht grofl (Schwingungszahl in der
Sekunde von der GréBenordnung 1 Million bei Rundfunkwellen, 1000 Bil-
lionen bei Lichtwellen). Demgegeniiber ist die Anzahl der jahrlichen
Perioden, 11jahrigen Sonnenfleckenperioden usw. innerhalb eines Men-
schenlebens nur gering, ganz zu schweigen von solchen Vorgéingen wie
Klimaénderungen und Eiszeiten. :

b) In der Physik und Technik werden Experimente im Laboratorium
moglichst so angestellt, daf} alle wesentlichen Versuchsbedingungen kon-
stant gehalten werden und nur die Abhéngigkeit weniger Veranderlicher
voneinander zur Beobachtung gelangt. In der Geophysik werden da-
gegen stets eine ganze Anzahl von Experimenten von der Natur gleich-
zeitig gemacht, und periodische Erscheinungen sind iiberlagert von an-
deren, mitunter wesentlich deutlicheren Vorgéngen.

¢) In der Mathematik wird gezeigt, daB jede Funktion, die innerhalb
eines endlichen Intervalls gegeben ist, mit beliebiger Genauigkeit als
Summe von Sinuswellen darstellbar ist, und zwar auf unendlich viele
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Weisen. Dieser rein mathematische Satz iiber die Fouriersche Reihe gibt
wieder zuviel: nach ihm erscheinen alle Funktionen als Uberlagerung
von periodischen, oder, akustisch gesprochen, jedes Gerdusch als eine
Summe von reinen Ténen. Die formale Zerlegung einer Beobachtungs-
reihe in eine Summe von Sinuswellen bedeutet also in vielen Fallen nur ein
Rechenexempel, das keinen Aufschluf iiber die physikalische Natur der
Erscheinung gibt und insbesondere den einzelnen Teilwellen keinerlei
physikalische Bedeutung verleiht. Dieser Sachverhalt wird leider immer
wieder nicht beachtet, woraus sich die grofie Fiille von Scheinperiodizi-
taten erklirt, die sich in der geophysikalischen Literatur finden.

Die Entscheidung mu8 daran ankniipfen, dafl die physikalische Reali-
tét einer periodischen Erscheinung, wie etwa eines jahrlichen Ganges der
Lufttemperatur, an der Haufigkeit ihrer Wiederkehr erkannt wird. Diese
Héaufigkeitsbetrachtung weist auf die statistische Natur der Frage hin.
Es wird sich darum handeln, den Unterschied zwischen dem Zufall in
seinen vielfaltigen Erscheinungsformen und der RegelmiBigkeit zu er-
kennen.

2. Material fiir Beispiele.

Wir betrachten den Fall, daB3 die zu untersuchende Funktion durch
Werte in gleichen Zeitabstdnden A¢ gegeben ist, etwa stiindliche, tég-
liche oder monatliche Werte. Diese Werte werden als gleichabstindige
Ordinaten (zur Zeit als Abszisse) aufgetragen gedacht.

a) Internationale erdmagnetische Charakterzahlen C. Diese geben fiir
jeden Tagesabschnitt, begrenzt durch Greenwich Mitternacht, den Grad
des Stérungszustandes des erdmagnetischen Feldesan. Jedes magnetische
Observatorium schreibt jedem Tag, nach dem Anblick der Registrier-
kurven, eine der Zahlen 0 (ungestort), 1 (leicht gestért) oder 2 (stark
gestort) zu; der Durchschnitt dieser Ziffern fiir alle (etwa 40) Obser-
vatorien der Erde ist C. Die Gleichférmigkeit des erdmagnetischen
Storungszustandes iiber die ganze Erde (im Gegensatz zu der lokalen
Begrenzung meteorologischer Vorginge) kommt darin zum Ausdruck,
daB es haufig vorkommt, daB fiir einen Tag alle Observatorien zugleich 0’
(C = 0,0) oder 2 (C' = 2,0) schitzen. C ist ein gutes MaBl fiir den elek-
trischen Stérungszustand der Ionosphére, der hochionisierten Atmo-
sphére oberhalb rd. 80 km Héhe.

b) Sonnenflecken-Relativzahlen geben fiir jeden Tag die Fleckenzahl
auf der Sonne nach einer in Zirich festgelegten Skala an (ungefdhr
10fache Anzahl der Fleckengruppen plus Anzahl der Einzelflecken).

¢) Anzahl der téglichen Sterbefille in Berlin, Januar 1906 bis Juli
1914, nach Todesursachen unterschieden.

d) Zufallszahlen, entstanden gedacht durch Lotterieziehungen, Wiir-
felspiel oder &hnliche Vorgéinge. Als praktische Verwirklichung dient

5*
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ein Heft mit Zufallszahlen, die in K. Pearsons Biometrischem Labora-
torium von Tippett! zusammengestellt worden sind; man kann sich
diese Tafeln etwa so entstanden denken, daB ein Setzer aus einer groBen
Anzahl von Typen mit den Ziffern 0 bis 9 (in gleichem Mischungsver-
haltnis), nach volliger Durchmischung, wahllos, nach Art einer Lotterie-
ziehung, ein Buch zusammensetzt.

Allgemeinere Folgen von Zufallszahlen oder zufilligen Ordinaten
(genauer: Ordinaten mit zufilliger Aufeinanderfolge) entstehen durch
Lotterieziehungen, bei denen auf den Losen Zahlen verzeichnet sind,
wobei die Hiufigkeit der Lose, die gleiche Zahlen tragen, gegeben
ist, z.B. als GauBsche Verteilung.

3. Das Fehlerfortpflanzungsgesetz. Erhaltungsneigung.

Gegeben eine unbegrenzte Menge von Ordinaten mit zufilliger Auf-
einanderfolge, Streuung (mittlere Abweichung) m oder m(1). Aus je h
aufeinanderfolgenden Ordinaten werden Mittelwerte gebildet; die Streu-
ung dieser Mittelwerte sei m (k). Dann gilt das grundlegende Fehler-
fortpflanzungsgesetz

m(h) =m/ Vh .

Beispiel: m = 40, h = 400; m (400) = 40//400 = 2.

Auf diesem Fehlerfortpflanzungsgesetz beruht das Vertrauen, das
solchen Mittelwerten entgegengebracht wird, die aus vielen Beob-
achtungen abgeleitet sind und sich nicht bloB auf eine Einzelbeobachtung
stiitzen.

Aus einer Menge von Ordinaten mit zufilliger Aufeinanderfolge werde
nun eine neue Folge dadurch gebildet, daB jede Ordinate wmal wieder-
holt wird, die Ordinaten sonst aber in ihrer Aufeinanderfolge nicht ge-
dndert werden. Wenn dann b = w - b’ ist, mit ganzzahligem h’, so ist
der Mittelwert aus je 7 Ordinaten einfach ein solcher aus je ' Ordinaten
in zufalliger Aufeinanderfolge, also

m(h) = m/Vh—’ = m/]/m ,

und
miy)\:
| == 3 h :h .
“ <m/V h> e
Beispiel: m — 40, h — 400, w — 4, &' = 100; m(400) = —o —
V/400/4

Diese einfachen Gleichungen fiihren zwanglos zur Definition eines
Parameters,der die Erhaltungsneigung, also die Abweichung vonder

1Tippett, L. H. C.: Random Sampling Numbers. (Tracts for Computers
No. 15.) Cambridge University Press 1927. Dieses Buch ist gewissermaflen ein
Exemplar aus Lasswitz’ Zufalls-Biicherei, in der der Sinn als ganz spezieller Fall
des Unsinns erscheint.
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Zufalligkeit der Aufeinanderfolge, zu messen gestattet. Bei einer be-
liebigen Reihe vorgegebener Ordinaten wird wieder die Streuung m be-
rechnet, ebenso die Streuung m (k) der Durchschnitte von je h aufein-
anderfolgenden Werten, wobei fiir h nacheinander 1, 2, 3 . . . gesetzt wird.
Dann heifit
m(h) \2
e(h) = <m/tv F)
die ,;dquivalente Wiederholungszahl®“ (wegen der offensichtlichen
Analogie zu w im vorigen Beispiel), und 2/e (k) heifit effektive Anzahl
zufilliger Ordinaten, wegen der Analogie zu ' = h/w. Im vorigen
Beispiel wiirde fiir A = 400, ¢(h) = (4/2)2 =4 = w. Bei zufilliger Auf-
einanderfolge ist ¢(h) = 1. Bei positiver Erhaltungsneigung — wenn
auf groBe Ordinaten wieder groBe folgen — ist &(h)>1; es lassen sich
aber auch Beispiele mit negativer Erhaltungsneigung konstruieren, z.B.
die Differenzen aufeinanderfolgender zufilliger Ordinaten.
Beispiele: Erdmagnetische Charakterzahlen C fiir die Sonnenflecken-
Maximaljahre 1917—1919, 1925—1929; tégliche Sonnenflecken-Relativ-
zahlen fir die ganze Sonnenscheibe, dieselben Jahre.

h =Tage 1 2 4 8 16
Erdmagnetische Unruhe ¢ () . . . . . . 1,00 1,56 2,09 2,33 247
Sonnenflecken e () . . . . . . . . . .. 1,00 1,99 3,49 591 8,19

Fir die Sonnenflecken ist die Reihe aus dem ganzen Beobachtungs-
material seit 1749 noch verldngert:

h = Tage 16 64 256 1024 4096
ey « . .o oo oo 8,2 26,8 99 325 201
Beh) o e 1,95 24 26 31 204

Besonders auffillig ist an diesen letzten Zahlen, daB unter b = 1024 Ta-
gen, innerhalb dreier Jahre also, die dquivalente Anzahl der voneinander
unabhingigen téglichen Werte erst h/e(h) = 3,1 betrigt; erst von da ab
macht sich der EinfluB des 11jdhrigen Sonnenfleckenzyklus bemerkbar,
indem jetzt das ganze Niveau der Fleckenzahlen sich verschiebt. Physi-
kalisch ist die hohe FErhaltungstendenz natiirlich mit der bekannten
Lebensgeschichte einer einzelnen Fleckengruppe und eines Fleckenzyklus
zu erkliren. Die Tabelle 146t den statistischen Hintergrund fiir die Er-
fahrungstatsache erkennen, dafl zur Untersuchung von Korrelationen
geophysikalischer Erscheinungen mit der Sonnentétigkeit sehr lange
Reihen gehoren.

Ubrigens ist {[e(?h)/e(h)]*—l} der gewdhnliche Korrelations-
koeffizient zwischen aufeinanderfolgenden Mittelwerten von je A
Werten, fiir Sonnenflecken z.B. 0,99 fiir A =1 und noch 0,92 fur
h = 128 (also Viermonatsmittel).

Sterblichkeit: Bei Selbstmorden, Ungliicksfillen, Krebs ist die
Erhaltungstendenz sehr klein, fiir tigliche Werte ist ¢(10), in der ange-
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gebenen Reihenfolge, gleich 1,18, 1,09, 1,00. Zusammenhinge mit dem
taglichen Wechsel der erdmagnetischen Unruhe kénnen also nicht sehr
bedeutend sein, weil die Erhaltungsneigungen so verschieden sind. Da-
gegen ist fiir Todesfille infolge Erkrankungen der Atmungsorgane
£(10) = 3,12 (ansteckender Charakter dieser Erkrankungen!).

An 729 Tagen der Jahre 1906—1914, die zwischen dem 14. Mérz
und 21. Juni lagen, ereigneten sich in Berlin an 101 Tagen kein Selbst-
mord, an 175 Tagen je 1, an 192 Tagen je 2, an 148 je 3, an 73 je 4,
an 20 je 5, an 16 je 6 und an 4 Tagen je 7 Selbstmorde, im Durchschnitt
also 2,08 pro Tag. Denkt man sich in eine Urne 101 Lose mit der Ziffer 0,
175 Lose mit der Ziffer 1 usw. gelegt und durchgemischt, so verhilt sich
alsoin bezug auf die Erhaltungsneigung (!) die tdgliche Zahl der
Selbstmorde an aufeinanderfolgenden Tagen nahezu so, als ob sie durch
blinde Ziehungen aus dieser Urne (mit Zuriicklegen der Lose) bestimmt
wire. Fir den Statistiker ist dieses Beispiel noch deshalb von Interesse,
weil es sich um ein sog. ,,seltenes Ereignis‘ handelt (Poissonsche Glei-
chung); tatsichlich ist die Streuung m = 1,46, und m? folglich 2,13,
fast genau gleich dem Durchschnitt 2,08.

4. Allgemeine Perioden.

Zur Untersuchung von Perioden der Linge P = p- At werden die
Ordinaten y; in h Zeilen zu je p Ordinaten untereinander geschrieben
(wobei h - p Kklein ist gegen die Gesamtzahl der Ordinaten), und durch
Mittelbildung iiber die p Kolonnen von je » Werten wird die durch-
schnittliche Zeile gebildet:

: 3 ’ Yy s Yo s v-s Yp

Einzelzeilen Ypt1s Ui - s Yo
ylw—pil’ Ynp—p+2r - 2 Ynp.

Durchschnittszeile Yis Yoo - -« s Yp-

Auf diese Weise werden aus je h - p Ordinaten Durchschnittszeilen be-
rechnet. a

Die Streuung der Einzelzeilen, berechnet aus den Abweichungen der
Ordinaten vom Durchschnitt der jeweiligen Zeile, in der sie stehen, sei
£ ={(1); die ebenso berechnete Streuung der Durchschnittszeilen sei

{(h). Dann ist bei zufélliger Aufeinanderfolge £ (k) ={(1)/ Vh. Allgemein
wird gesetzt
Eh) \?
oh) =—"—=) .
® <C(1\/Vh>
o(h) heillt 4quivalente Anzahl der Sequenzen, wenn unter einer

Sequenz eine Aufeinanderfolge von Zeilen verstanden wird, die identisch
sind bis auf hochstens die Mittelwerte der Zeilen. h/o (k) heifit effektive
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Anzahl unabhéngiger Zeilen. Die Analogie zu e(h) und h/e(h)
in Abschnitt 3 ist klar.

. Sinuswellen. Periodenuhr.
Wenn wir die Bezeichnungen wie in Abschnitt 4 beibehalten, wird die
Zeiteinheit so gewahlt, daBl P = 2x. Dann ergeben sich fiir jede Zeile die
Koeffizienten der Fourier-Reihe

f@) =a,+ 2(”’” cos ¥¢ + b, sin v1)

:“o + Zc,,sin(vt +0‘a')

durch harmonische Analysel der Zeile, z.B. fiir die erste Zeile
Y Yas -+ -» Yp &l

P -z
“":%2 Y,c087 0T, bvz—;—z YoSinvor, mit v =2m7/p;
e=1 o=1
Q
¢?=a? + b2, tang &, = b-’

_ Fiir eine bestimmte Periodenlinge, z. B. die yte Welle, kénnendie Ko-
effizienten fiir die Einzelzeilen dargestellt werden in der Periodenuhr
fir die Frequenz » oder Periodenlinge P/v. In einem rechtwinkligen
Koordinatensystem, @, nach oben, b, nach rechts, wird jede Zeile durch
einen Vektor vom Nullpunkt dargestellt, mit den rechtwinkligen Koordi-
naten a,, b,, und den Polarkoordinaten c,, &,. Die Liinge des Vektors
ist also proportional der harmonischen Amplitude, und wenn er als eine
Art Uhrzeiger aufgefalt wird und der Rand mit einer Skala fir die
Eintrittszeit des Maximums beziffert wird, so ergibt sich eine sehr an-
schauliche Darstellung, die z.B. fiir Perioden mit 12 Stunden Periode
gerade auf das Zifferblatt einer Uhr fiihrt. Es gentigt offenbar, wenn an
Stelle des Vektors vom Nullpunkt aus nur sein Endpunkt aufgetragen
wird. Den Zeilen entspricht dann eine ,,Punktwolke” von ebenso
vielen Punkten, deren geometrische Verteilung studiert wird. Fiir rein
zuféllige Ordinaten haben diese Punktwolken dieselben Eigenschaften
wie die Verteilung der Einschiisse auf einer SchieBscheibe, wenn nach
dem Mittelpunkt gezielt wird und kleine regellose Abweichungen die
Einzelschiisse etwas ablenken. Man kann sich auch mit Vorteil mitunter
eine verallgemeinerte Periodenuhr vorstellen; z.B. ist eine sechs-
dimensionale Periodenuhr diejenige, in der a,, b,, a,, by, @, by als recht-
winklige Koordinaten erscheinen; die gewohnliche Periodenubr fiir eine

1 Uber harmonische Analyse und Schemata fiir die praktische Rechnung gibt
es viele Anleitungen, z. B. C. Runge und H. Koénig: Numerisches Rechnen.

Berlin: Julius Springer 1924; K. Stum pff: Analyse periodischer Vorgéinge. Berlin:
Gebr. Borntraeger 1927. Beschreibt auch andere Verfahren.



72 J. Bartels:

einzige Frequenz ist gewissermaflen eine zweidimensionale Projektion
einer mehrdimensionalen. Die in der Fehlertheorie behandelten mehr-
dimensionalen GauBschen Verteilungen eignen sich mitunter fiir die
Untersuchung der Punktwolken.

Weil die harmonische Analyse ein linearer ProzeB ist (Super-
position), wird der Mittelwert von je h Einzelvektoren erscheinen als
Schwerpunkt der h Punkte der Wolke, die von den % Endpunkten ge-
bildet wird. Dieser Schwerpunkt stellt das Ergebnis der harmonischen
Analyse der durchschnittlichen Zeile dar. Die Punktwolke fiir alle Durch-

schnittszeilen wird also im Verhéltnis 1/% gegeniiber der Punktwolke
fir die Einzelvektoren auf den Nullpunkt zu geschrumpft sein, wenn
keine reelle Periode vorhanden ist. Wenn aber ,,Quasi-Persistenz
vorliegt — d.h. wenn etwa die aufeinanderfolgenden Einzelzeilen dhn-
lichen Verlauf haben —, so tritt die Schrumpfung langsamer ein; weil
aufeinanderfolgende Punkte der Wolke dann einander néherliegen als
bei zufilliger Verteilung. Bei,,Persistenz’ —d.h. wenn in allen Zeilen
eine konstante periodische Schwankung additiventhalten ist — schrump-
fen die Wolken nicht gegen den Nullpunkt, sondern gegen den Endpunkt
des Vektors, der den persistenten Anteil darstellt. Eine groBe Zahl von
Kombinationen und Abarten dieser Hauptfille sind denkbar und
kommen auch vor.

An Stelle der schrumpfenden Punktwolken kann man auch
folgende Vorstellung verwenden: die Durchschnittsbildung von A Vek-
toren entspricht einer Summierung und dann einer Division durch A.
‘Wenn man einfach alle Einzelvektoren nacheinander zu einem Linienzug
aneinanderreiht, so kann man daraus die Summen von je » aufeinander-
folgenden Vektoren entnehmen als Verbindungslinien zwischen zwei
Knickpunkten dieses Zuges, zwischen denen (2—1) andere Knickpunkte
liegen. Fiir zufillige Aufeinanderfolge ist dieser Linienzug (der ,,Sum-
mations-Vektorenzug*) eine ,,Irrfahrt (entstanden gedacht dadurch,
daB jemand von einem Anfangspunkt d, Meter geradeaus geht, dann sich
um einen beliebigen Winkel dreht, d, Meter weiter geht, sich wieder
dreht usw.; &dhnlich der Zickzackkurve, die die Orte verbindet, an
denen sich ein mikroskopisches Teilchen zu aufeinanderfolgenden Se-
kunden bei Brownscher Bewegung befindet). Quasi-Persistenz
zeigt sich darin, daB aufeinanderfolgende Vektoren die Tendenz
haben, in gleicher Richtung zu verlaufen; Persistenz duBert sich darin,
daB in allen Vektoren eine Richtung mehr oder weniger stark iiberwiegt,
oder auch nur ein zusétzlicher konstanter Vektor enthalten ist.

Als Triumph des 1 /V??—Gesetzes erscheint der Nachweis der monden-
tégigen Gezeitenwelle im Luftmeer, aus Luftdruckablesungen berechnet.
Wenn der Mond am héchsten oder am tiefsten (unter dem Horizont)
steht, ist in Berlin der Luftdruck um rd. /5, Millimeter Quecksilber hoher
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als wenn der Mond auf- oder untergeht. Obwohl nun die Ablesegenauigkeit
des Barometers nur 0,1 mm betrigt und die Schwankungen des Luft-
druckes, die mit den Witterungserscheinungen verbunden sind, iiber
40 mm hinausgehen, gelingt es doch, durch Zusammenfassung von 66-
jahrigen Beobachtungen die kleine halbtigige Welle einwandfrei auf
0,001 mm genau zu berechnen. Man hétte sogar nur auf 1 mm genau
abzulesen brauchen!

Als Urbild einer quasipersistenten Welle (im Gegensatz zur persi-
stenten Gezeitenwelle im Luftdruck) ist die 27tégige Wiederkehrtendenz
der erdmagnetischen Storungen anzusehen, die von der rd. 27tégigen
Rotation der Storungsherde auf der Sonne herriihrt.

Die hier nur angedeuteten Methoden, deren grofer Anwendungsbereich
bisher kaum erschlossen worden ist, sind dargestellt in einem Aufsatz
des Verfassers: ,,Zur Morphologie geophysikalischer Zeitfunktionen‘?!;
eine ausfiihrliche Darstellung fiir die ,,Ergebnisse der Mathematik* (Bei-
hefte zum ,,Zentralblatt der Mathematik‘‘) ist in Vorbereitung.

1 Erschienen als Sonderausgabe in den Sitzungsberichten der PreuB. Akad. der
Wissenschaften Berlin, Phys.-Math. Klasse 1935, XXX. Die im Vortrag gezeig-
ten Beispiele fir Punktwolken usw. sind verdffentlicht in der Zeitschrift
Terrestrial Magnetism and Atmospheric Electricity 40, (1935) 1—60. Uber die
Wiederkehrtendenz vgl. auch den ,,Uberblick iiber die Physik der hohen Atmos-
phire®, Sonderheft z. Bd. 10 der Elektr. Nachr.-Techn., Berlin 1933. Uber atmos-
phéarische Gezeiten vgl. Naturwiss. 15, (1927), 860—865, oder Wien-Harms:
Handb. Exp.-Phys. 25, Teil 1, 161—210, Leipzig 1928.



Wahrscheinlichkeitsgesetze und

Schwankungserscheinungen in der Physik.
Von R. Becker (ausgearbeitet von W. Doring).

Bei einer Ubersicht iiber das Auftreten von Wahrscheinlichkeits-
gesetzen in der Physik kann man drei verschiedene Anwendungsgebiete
gegeneinander abgrenzen, die wir stichwortartig als ,,Fehlertheorie®,
,,Statistische Mechanik und ,,Quantentheorie‘‘ kennzeichnen koénnen.
Diese drei Gebiete sind zugleich charakteristisch fiir die im Laufe der
letzten Jahrzehnte erfolgte Vertiefung unserer Einblicke in das Wesen
der physikalischen Vorginge. In immer zunehmendem Mafle haben wir
erkannt, daBl zahlreiche Gesetze, denen man frither exakte Giiltigkeit
zuschrieb, in Wirklichkeit Aussagen {iber Mittelwerte sind, von denen im
Einzelfall mehr oder weniger groBe Abweichungen auftreten kénnen.
Die moderne Quantentheorie ist darin bis zu der Behauptung fortge-
schritten, daf die physikalischen Gesetze {iber das zukiinftige Verhalten
eines Korpers tiberhaupt nur Wahrscheinlichkeitsangaben liefern kénnen,
unter denen eine sichere Aussage als seltener Sonderfall enthalten ist.
Es soll versucht werden, diese Entwicklung der Physik an einigen typi-
schen Beispielen deutlich zu machen.

In dem Gebiet, das wir als ,,Fehlertheorie’ gekennzeichnet haben,
wird im allgemeinen die strenge Giiltigkeit der Gesetze der makro-
skopischen Kontinuumsphysik angenommen in dem Sinne, daB durch
Angabe einiger weniger fiir den Ausgangszustand charakteristischer Zah-
len der weitere Ablauf eines Ereignisses eindeutig und streng vorgegeben
ist. Ein Beispiel aus der Ballistik moge dies erliutern. Man nimmt an,
daB die Bahn des Geschosses festgelegt ist durch die AbschuBldaten wie
Pulverladung, GeschoBgewicht, AbschuBwinkel, Luftdruck, Wind-
geschwindigkeit usw. Wenn trotzdem im Trefferbild eine Streuung
beobachtet wird, so liegt das daran, daB bei einer Serie von Schiissen
diese Abschuldaten nicht genau gleich waren. Zwei noch so sorgfiltig
abgewogene Pulvermengen sind ja niemals wirklich ganz gleich usw. Eine
Aufgabe der Fehlertheorie wire es in diesem Falle, die Streuung im Tref-
ferbild zu begriinden aus der Streuung in diesen AbschuBdaten, wobei
vorausgesetzt wird, dall bei wirklich gleichen AbschuBldaten auch die
GeschofBbahn in allen Punkten genau gleich ist. Derartige Anwendungen
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der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind in den vorigen Abschnitten bereits
mehrfach erortert worden und sind heute jedem Techniker geldufig, so
daB wir von einer genaueren Behandlung hier absehen kénnen.

Eine verfeinerte Betrachtung obigen Beispiels fiihrt uns nun sofort
zu der vertieften Auffassung des physikalischen Geschehens, die die
Grundlage der statistischen Mechanik bildet. Wir wissen heute, daB die
oben mit Abschufidaten bezeichneten GriéBfen die GeschoBbahn keines-
wegs ganz genau festlegen. Denn die Materie besteht ja aus Atomen. Die
Kraft, die z.B. die Luft auf das GeschoB ausiibt, ist strenggenommen
noch nicht dadurch bestimmt, da wir den Druck des Gases an jeder Stelle
der Oberfliche kennen. Der Druck ist ja nur das zeitliche Mittel der Kraft
des Gases pro Flicheneinheit. Da diese Kraft sich aus vielen einzelnen
MolekiilstoBen zusammensetzt, ist ihr Verlauf in Wirklichkeit eine auB3er-
ordentlich zackige Funktion der Zeit, die durch Angabe ihres Mittel-
wertes nur recht grob wiedergegeben wird. Bei einem wirklichen Ge-
schof sind allerdings zu einer beobachtbaren Anderung der Bewegung
so ungeheuer viele St68e notwendig, daB es praktisch nichts ausmacht,
ob ich bei der Berechnung der Geschwindigkeitsinderung in einem kleinen
Zeitintervall das Zeitintegral der wirklichen Kraft oder ihres Mittelwertes
einsetze, Betrachten wir aber ein so kleines Teilchen, dafl schon der
StoB weniger Molekiile die Bewegung merklich beeinflussen kann, so
muf} dieses Teilchen wegen der unregelméBigen Aufeinanderfolge dieser
StoBe eine zitternde Bewegung ausfithren. Das hat man in der Tatan
submikroskopisch kleinen Teilchen beobachtet. Unter dem Namen
,,Brownsche Molekularbewegung‘‘ ist diese Tatsache in der Physik seit
langem bekannt. In solch einem Falle ist die Angabe des Gasdruckes
zur Berechnung der Bewegung natiirlich véllig unzureichend. Die Ge-
setze der Kontinuumsphysik versagen hier ginzlich, wo die Wirkungen
einzelner Molekiile bemerkbar werden.

Die Aufgabe der statistischen Mechanik ist es nun, aus den Eigen-
schaften der Atome und den als bekannt angenommenen Gesetzen ihrer
Wechselwirkung die Eigenschaften der Materie und die Gesetze der Makro-
physik zu begriinden. Letztere nehmen dabei im allgemeinen die Gestalt
einer Beziehung zwischen Mittelwerten iiber AtomgroBen an. Dariiber
hinaus sind in der statistischen Mechanik auch die Grenzen der Anwend-
barkeit dieser Gesetze zu bestimmen, die durch die zu erwartenden
Schwankungen um diese Mittelwerte gegeben sind. In Fillen, wo solche
Mittelwertsgesetze keine ausreichende Beschreibung mehr liefern, sind
andere experimentell priifbare Durchschnittsaussagen zu gewinnen.
Im Falle der Brownschen Molekularbewegung ist etwa das mittlere Ver-
halten vieler Zickzackbahnen zu berechnen. Denn eine strenge Berech-
nung einer einzelnen Bahn ist wegen der Vielzahl der Molekiile praktisch
natiirlich undurchfiihrbar, wenn auch daran festgehalten wird, daf sie
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im Prinzip mdglich ist. Dem atomaren Einzelproze8 wird im Rahmen
dieser Theorie keinerlei statistischer Charakter zugeschrieben. Fiir ihn
wird die strenge Giiltigkeit der klassischen Mechanik und Elektrodynamik
angenommen. Wenn wir imstande wéren, in einem Augenblick die Lagen
und Geschwindigkeiten sémtlicher beteiligter Molekiile zu bestimmen und
diese ungeheuer vielen Anfangsdaten rechnerisch zu verwerten, wiirde
man eine strenge Aussage iiber die Bewegung des beobachteten Teil-
chens machen konnen. Nur deshalb, weil unsere technischen und mathe-
matischen Hilfsmittel diese Aufgabe nicht bewiltigen kénnen, greifen
wir zu Durchschnittsaussagen. )

Eine grundsétzlich andere Auffassung wird in dieser Hinsicht in der
modernen Quantentheorie eingenommen. Die genauere Erforschung der
Atome und ihrer Wechselwirkungen hat uns gezeigt, dafl schon der ato-
mare Einzelprozef} eine statistische Behandlung erfordert. Zunéichst er-
scheint auch hier der Verzicht auf strenge Aussagen iiber den Ablauf
eines Elementarprozesses als eine Folge der Unvollkommenheit unserer
Hilfsmittel, wenn auch von ganz anderer Art als in der statistischen Me-
chanik. Denn bei allen Messungen kénnen wir nur mit den Bausteinen
unserer realen Welt, Atomkernen, Elektronen und Licht operieren, und
da diese Dinge eine korpuskulare Struktur besitzen, sind wir selbst mit
technisch denkbar vollkommenen Hilfsmitteln nicht imstande, etwa Ort
und Geschwindigkeit eines Elektrons gleichzeitig genau zu messen. Bei
der Messung der einen GroBe machen wir wegen der unvermeidbar damit
verbundenen Stérung das Ergebnis der Messung der anderen Grofe mehr
oder weniger hinfillig. Da also schon der Anfangszustand nicht genau
festzustellen ist, kann natiirlich auch die weitere Bewegung nicht exakt
vorausgesagt werden. Es gelingt nur anzugeben, mit welcher Wahrschein-
lichkeit man bei spiteren Messungen das Elektron an einem Orte finden
wird. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind aber in der Quanten-
theorie viel tiefer mit den Vorgingen verkniipft, als es hiernach den An-
schein hat. In die Gesetze, mit denen uns die Beschreibung der Atom-
vorgénge gelungen ist, gehen nur noch Wahrscheinlichkeitsfunktionen
ein, und zwar in einer solchen Weise, daB eine kausale Beschreibung im
iiblichen Sinne nicht mehr moglich erscheint. Erst der grundsitzliche
Verzicht darauf hat uns eine widerspruchsfreie Behandlung der Natur-
prozesse im Bereiche der Atome moglich gemacht.

I. Wahrseheinlichkeitsgesetze in der statistischen Mechanik.

Den natiirlichen Ausgangspunkt der statistischen Mechanik bildet die
kinetische Gastheorie. Danach besteht ein Gas aus sehr vielen gleichen
Molekiilen, die sich regellos durcheinander bewegen und — von gelegent-
lichen ZusammenstoBen abgesehen — keine Krafte aufeinander austiben.
Die Bahn eines Molekiils ist dann eine aus geradlinigen Stiicken zusam-
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mengesetzte Zickzacklinie. Es gilt nun zu zeigen, daB solch ein Modell
gerade die Eigenschaften der wirklichen Gase besitzt. Wir wollen ins-
besondere das Zustandekommen des Gasdruckes betrachten, der als das
Ergebnis der MolekiilstéBe auf die Wandung erklirt wird. Denken wir
uns ein Stiick der Wand als Stempel der Fliche F beweglich (Abb. 23),
8o wird dieser von den Molekiilen fortgestoen werden, wenn man nicht
von auBlen gegen den Stempel driickt. Ist K gerade die Kraft, die die

Bewegung des Stempels verhindert, so ist p :%

definitionsgemiB der Gasdruck.

Nun ist es natiirlich v6llig unméglich und fiir die
Berechnung des Gasdruckes auch gar nicht nétig,
jede einzelne Molekiilbahn zu berechnen. Es geniigt
dazu schon eine mehr summarische Beschreibung
des Bewegungszustandes des Gases durch die
Verteilungsfunktion der Molekiilgeschwindigkeiten
f(wy, vy, v,). Sieist dadurch definiert, dafl

dn = f(vy, vy, v,) dv, dv, dv,

die mittlere Anzahl der Molekiile in cm3 ist, deren
rechtwinklige Geschwindigkeitskomponentenindem  apb. 23. Zur Berechnung
Intervall v, bis v,+dv,, v, bisv, + dv,, v, bis des Gasdruckes.

v, + dv, liegen. Wir bestimmen nun den Impuls, den die Molekiile in
der Zeit dt im Mittel an den Stempel tibertragen. Die Stempelfliche
stehe senkrecht zur x-Achse. Ein Molekiil der Masse m mit der Geschwin-
digkeitskomponente v, senkrecht zum Stempel tibertrigt beim elasti-
schen Aufprall den Impuls 2mv,. Alle Molekiile des oben hervorgeho-
benen Geschwindigkeitsintervalles, die in der Zeit df auf den Stempel
treffen, miissen sich nun zu Anfang dieser Zeit in einem schiefen Zy-
linder mit dem Querschnitt ¥ und der Héhe v,dt vor dem Stempel
befunden haben. Thre mittlere Anzahl ist also

Fodt - f(vy, vy, v,) dv,, dvy, do,.
Der von ihnen iibertragene Impuls ist demnach
2muy, + Fo,dt - f(vy, vy, v,) dv, dv, dv,.
Durch Integration iiber alle v, und v, und positive v, erhalte ich daraus
den von allen Molekiilen in der Zeit di iibertragenen Impuls. Der von
der konstanten Kraft p - F in der Zeit di iibertragene Impuls p - F - dt
mub} jenem gleich sein, da die Bewegung des Stempels dadurch gerade
verhindert werden soll. Nach Wegheben des ¥aktors Fdt auf beiden
Seiten der Gleichung erhilt man also als Gleichung fiir den Gasdruck

+o0 o
L p= ff f2mvx2f (0, Vy, V) A0y Aoy dvy .

Uy, Vy=—c 'nzn—_O
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Da in einem makroskopisch ruhenden Gase keine Geschwindigkeits-
richtung ausgezeichnet ist, muB gelten f(vy, vy, v,) = f(—vs, vy, v,), 80

daB man in Gl (1) auch iiber v, von — oo bis + oo integrieren und dafiir
den Faktor 2 fortlassen kann. Die Zahl der Molekiile im cm? sei n:

Joo
n = Jfff(vx, vy, v;) dvy dvy, dv, .

Fiibrt man nun den Mittelwert des Quadrates von v, ein,

o0
3 1
vxz :?Tfffv’%f(vxa Vys V) d'Ux dvy dUz s

und beriicksichtigt man ferner die aus der Gleichwertigkeit aller Richtun-

gen folgende Beziehung fuz = vyz = v2 =1 (02 + v+ ) =+ 2, 50
geht Gl. (1) iiber in die bekannte Glelchung
(2) p=nmo?.

Wir wollen diesen Ausdruck noch etwas umformen, indem wir statt
n die Zahl der Molekiile im Mol, L, einfiihren. Diese fundamentale

GroBe der statistischen Mechanik nennt man die Loschmidtsche Zahl.
Sie hat den Wert:

L = 6,02 - 1023,
Dieser Zahlenwert ist fiir das Folgende aber noch unwichtig. Es sei V

das Molvolumen. Wegen n = Tl,;— folgt dann aus Gl. (2)

(2a) pV =1 Lm? .
Andrerseits gilt empirisch fiir ideale Gase die Zustandsgleichung
3) pV = RT = LkT.

(R: Gaskonstante pro Mol; T: absolute Temperabur )
Dabeiist kb = E = 1,37 - 1016 Erg/Grad die Gaskonstante pro Molekiil,

die man die Boltzmannsche Konstante nennt. Durch Vereinigung der
kinetischen Gl. (2a) mit der empirischen Gl. (3) erhdlt man fiir die mitt-
lere kinetische Energle des Molekiils

“4) 3 m? =% S kT.

Daraus folgt sofort eine chhtlge Konsequenz der kinetischen Theorie.
Nach unseren heutigen Vorstellungen ist nidmlich die sich als Wirme
gullernde Energieform einfach die Energie der unregelméligen Bewegung
der Molekiile. Besteht nun in einem Gase die gesamte innere Energie &
aus der kinetischen Energie der Translationsbewegung der Molekiile, so
erhilt man, bezogen auf ein Mol:’

(4a) E=1%1Lmt?=2RT.
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Zur Erwirmung eines Moles um ein Grad ist demnach die Energiezufuhr
(5) C,=3R

nétig. Das ist aber gerade der Wert, den man fiir die spezifische Wiirme
bei allen einatomigen Gasen findet. Auch die Temperaturunabhingigkeit
dieses Wertes bestétigt sich. Dieses Ergebnis bildete den ersten grofien
Erfolg der kinetischen Gastheorie. Daf bei mehratomigen Gasen ein
anderer Zahlenwert gefunden wird, ist hiernach ebenfalls versténdlich,
da wir die kinetische Energie der Rotations- und Schwingungsbewegung
nicht beriicksichtigt haben.

Wir wollen uns mit diesem einen Beispiel der Herleitung von Materie-
eigenschaften aus atomaren Gréfen begniigen und uns nunmehr den
Schwankungserscheinungen zuwenden. Zunichst wollen wir die Energie-
schwankungen behandeln. Diese sind leicht zu berechnen, wenn uns die
Geschwindigkeitsverteilung f(v,, v,, »,) bekannt ist. Thre Herleitung ge-
lang erstmalig Maxwell mit Hilfe einiger spezieller Annahmen und in
voller Allgemeinheit nach ihm Boltzmann. Sie fanden, daB f(v,, v,, v,)
dieForm Ce— %4 + %"+ v2) haben miisse, wobei C und & zwei Konstanten
sind. Ihre Bestimmung ist dann leicht méglich aus den beiden Be-
dingungen

+ o
n ::ffff(vx, Uy, V;) dvg dv,do,

und % ﬁ:fzi ET.  [GL@4)]
Man erhalt:

m 3 ——2!]%1 (vmz-}-vy’—i—vzﬂ)
(6) flog, v, v,)=n. V27t T e .

Dies Ergebnis konnen wir so formulieren:

Die Wahrscheinlichkeit W (v,,v,,v,) dv, dv, dv,, die Geschwindigkeits-
komponenten eines Gasmolekiils bei einer Messung in dem Intervall
v, bis v, + dvy,, v, bis v, + dv,, v, bis v, + dv, zu finden, ist
(6a) W (vy, vy, v,) dv, dv,dv,= konst.e  *7 dv,, dv, dv,.

Darin ist &= % (9,2 +v,2 +,%) die kinetische Energie des Molekiils. In
dieser Form werden uns die Wahrscheinlichkeitsaussagen der statisti-
schen Mechanik noch mehrfach begegnen. Der konstante Faktor be-

stimmt sich in diesem wie in allen folgenden Fallen daraus, daf die
Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 sein mu8.

fT}W(vm Vys V) dvg dvy dv, = 1.

W ist bis auf den Faktor » mit f identisch.
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Aus der Geschwindigkeitsverteilung kénnen wir nun leicht die Ener-
gieverteilung der Gasmolekiile berechnen. Fragen wir nach der Wahr-
scheinlichkeit w(g)de, die kinetische Energie eines Molekiils zwischen
den Grenzen ¢ bis ¢ + d ¢ zu finden, so haben wir nur W (v,, v,,v,) zu inte-
grieren tiber alle Geschwindigkeiten des Intervalles

e < %n (v2 —,Lvy? +v.2) <e+tde.

Da der Integrand W (v,,v,,v,) in diesem Gebiet konstant ist, braucht
man nur W (v,, v,, v,) mit dem Volumen dieser Kugelschale zu multi-
plizieren und erhélt

(7) W(e)de = konst. - e #7 Vede.

Daraus folgen nun leicht die gesuchten Energieschwankungen, und zwar
zunéichst fiir das einzelne Molekiil. Als geeignetes Mafl pflegt man das

_— — 2
quadratische Streuungsmall (e-—£)2 = ¢2—7%¢ zu benutzen. Fiir die
Mittelwerte ¢ und &2 folgt aus obigem Verteilungsgesetz sofort

==} £ oo &

fse ETYed e N e *T)ede
g=> =2 k7T und £=°>

oo & =] &

fe ' Yede fe Ve de

0 0

und fiir die relative Schwankung demnach

_ 2
2% 2

(8) T 3

&

Die Energie eines einzelnen Molekiils ist also relativ sehr groBen Schwan-
kungen unterworfen. Das ist schlieflich auch nicht verwunderlich, da
sie sich bei einem einzigen Zusammenstol3 mit einem anderen Molekiil
schon vollig dndern kann.

Genau so kénnen wir nun auch die Schwankungen der Gesamtenergie
von 7 Molekiilen berechnen. Ist n von der Gré8enordnung der Lo-
schmidtschen Zahl, so miissen diese sehr klein sein, denn unsere Erfah-
rung sagt uns, daB sich in einem groflen Gasvolumen makroskopisch
gesehen die Energie gleichméBig verteilt. Wenn man irgendwie zwei
gleich groBe Mengen aus dem Gas herausnimmt, findet man praktisch
stets den gleichen Energieinhalt.

Zur Berechnung fragen wir zundchst nach der Wahrscheinlichkeit,
die Energie von Molekiil 1 zwischen ¢ und ¢, +de,, die von Molekiil 2
zwischen e, und &, +de, usw. zu finden. Diese ist einfach gleich dem
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten

1 — — — R
konst. ¢ Bz 1T et T g Ve, Ve " * " Vendeydey- - - de, .
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Durch Integration iiber alle ¢; iiber das Wertegebiet £ < _5,’ g < E+dE

K3
erhalte ich daraus die Wahrscheinlichkeit W (E) d B, die Gesamtenergie E
im Intervall ¥ bis £ + d E zu finden, gleichgiiltig wie sie sich auf die einzel-
nen Molekiile verteilt. Die Rechnung ist elementar ausfithrbar und ergibt:

_E 3n_,
(9) W(E)dE =konst.e ¢rT E2 dE.
Daraus kann man nun leicht E und E2 berechnen und erhilt fiir das
relative Schwankungsmaf 2
2
(10) ror_ L.
£ zn

Fiir andere Energieanteile auBBer der hier betrachteten kinetischen Ener-
gie der fortschreitenden Bewegung, die in allgemeineren Fillen hinzu-
kommen, gelten dhnliche Gleichungen. Wegen der Grofle der Molekiil-
zahl # sind also in allen praktischen Fillen diese Schwankungen un-
beobachtbar klein. Dies Ergebnis bestitigt die Richtigkeit der in der
Thermodynamik stets benutzten Annahme, daf ein Kérper, dessen Tem-
peratur durch Beriihrung mit einem Wéarmebad vorgegeben ist, eine
ganz bestimmte innere Energie annimmt. Streng genommen ist nur der
Mittelwert dadurch festgelegt. Bei makroskopischen Korpern ist wegen
der Kleinheit der Schwankungen der wirkliche Energiewert in jedem
Augenblick prozentual nur verschwindend wenig vom Mittelwert ver-
schieden. Fir ein einzelnes Molekiil ist zwar durch die Temperatur auch
noch der Energiemittelwert festgelegt. Wir hatten den Anteil der
kinetischen Energie der Translation oben berechnet [Gl. (4)]e = 2kT.
Wegen der relativen GroBe der Schwankungen ist aber damit iiber den
wirklichen Energiewert in einem bestimmten Augenblick nicht viel gesagt.

Es ist charakteristisch fiir die obige Schwankungsgleichung, daB die
Zahl der beteiligten Molekiile explizit darin vorkommt. Das Auftreten
der Schwankungen ist ja in der Endlichkeit der Molekiilzahl begriindet.
Man kénnte daran denken, durch eine Messung dieser Schwankungen
die Loschmidtsche Zahl zu bestimmen. In diesem speziellen Falle wire
die Durchfithrung wohl etwas schwierig. Sie ist aber gelungen in einem
shnlichen Falle, den wir nun betrachten wollen, namlich an den Schwan-
kungen der potentiellen Energie kleiner Teilchen. Wir wollen im be-
sonderen die Verteilung von Teilchen der Masse m im Schwerefeld
untersuchen. Denken wir zunidchst an Molekiile, so ist uns geliufig,
was eintreten wird. Die Schwerkraft sucht die Molekiile am Boden in
der Hohe b = 0 anzuhdufen. Dem wirkt die thermische Bewegung der
Molekiile entgegen, die sie immer wieder auseinandertreibt. Unter der
Konkurrenz der Wirkung der Schwerkraft und der ,,Temperatur‘ stellt
sich im Gleichgewicht schlieflich eine mit der Héhe abnehmende Dichte-
verteilung ein, die uns als barometrische Hohenverteilung bekannt ist.

Lubberger, Wahrscheinlichkeiten. 6
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Man kann sie so schreiben:
mgh

(11) n="nge kI "
Dabei ist # die Zahl der Molekiile pro cm? in der H6he A und n, dieselbe
Zahl am Boden. m ist die Molekiilmasse und g die Erdbeschleunigung,
s0 daB also mgh die potentielle Energie eines Molekiils ist. Erweitert man
im Exponenten mit der Loschmidtschen Zahl und beriicksichtigt ferner,
daB n proportional dem Druck ist, so erhélt man aus obiger Gleichung
sofort die iibliche Gestalt der barometrischen Hohenformel

Mgh

(11a) p=mpy-€¢ RT. (M= Molekulargewicht.)
Wir konnen dies Ergebnis, dhnlich wie bei der Maxwellschen Ge-
schwindigkeitsverteilung, auch in die Form folgender Wahrscheinlich-

keitsaussage kleiden: Die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil in dem Vo-
P

lumenelement d7 zu finden, ist proportional ¢ *’'dz, wobei ¢ die po-
tentielle Energie in diesem Volumenelement ist. In dieser Form gilt der
Satz, wie in der statistischen Mechanik gezeigt wird, nicht nur fiir
Molekiile, sondern auch fiir die Schwerpunktsverteilung beliebiger Kor-
per und auch fiir beliebige andere potentielle Energien, nicht nur fiir die
der Schwerkraft. Im Prinzip kénnen wir diesen Satz auch auf Ziegel-
steine anwenden. Auch der Schwerpunkt eines Ziegelsteines, der am
Boden ruht, liegt streng genommen nicht ganz still, sondern macht wegen
der thermischen Unruhe der Molekiile eine tanzende Bewegung iiber
seiner tiefsten Lage. Wir kénnen seine mittlere Hohe leicht berechnen.
Nach obiger Wahrscheinlichkeitsverteilung erhalten wir
o mgh

[ne™#r an
(12) zzo___zk_T oder @ = mgh = kT

> mgh mg P =mgh =KL

[ #r an

0
Wihrend sich fiir Luftmolekiile bei Zimmertemperatur & ~ 8000 Meter er-
gibt, ist bei einem Ziegelstein wegen seiner groBen Masse 4 unvorstellbar
klein. Es ist ungeheuer unwahrscheinlich, daf ein Ziegelstein einmal ein
merkliches Stiick hochfliegt, weil zufallig unter ihm lauter schnelle Mole-
kiile auf ihn stieBen und iiber ihm nur langsame. Nun braucht man aber
mit der Gréfe der Teilchen noch nicht zu atomaren Dimensionen herab-
zusteigen, damit % in eine meBbare GréBenordnung kommt. An mikro-
skopisch noch sichtbaren Teilchen, die in einer Flissigkeit suspendiert
sind, kann man ein % von einigen Millimetern erreichen. Diesen Versuch
hat nun Perrin zu einer Methode der Bestimmung der Loschmidtschen
Zahl ausgebaut. Durch fraktioniertes Zentrifugieren stellte er sich viele
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solche Partikelchen von nahezu gleicher Grofe her. Nachdem er die
Einstellung der stationiren Verteilung abgewartet hatte, konnte er im
Mikroskop durch Auszédhlen in verschiedenen Héhen das exponentielle Ab-
nehmen ihrer Zahl mit % feststellen. Auf diese Weise erhielt er den Koeffi-

. KT 3 .
zienten im Exponenten WT19' =h. Es gelang ihm auch, die Masse mzu be-

gsomit die Loschmidtsche

Zahl. Wenn auch diese Methode hinsichtlich der Genauigkeit des Ergeb-
nisses heute durch andere Methoden lange iiberholt ist, so bleibt sie
doch von grofler Bedeutung als anschaulicher Beweis fiir die Richtigkeit
obiger Uberlegungen.

In einem Falle sind derartige Schwankungen sogar technisch von ge-
wisser Wichtigkeit. Der Empfindlichkeitssteigerung von hochempfind-
lichen Galvanometern durch Verkleinerung der Direktionskraft des Auf-
hangesystems ist ndmlich dadurch eine Grenze gesetzt. Es gilt auch hier
genau wie bei den Teilchen im Schwerefeld, daB die mittlere potentielle
Energie gegeniiber der Ruhelage von der GréBenordnung k7' ist. Ist also
D das Direktionsmoment und « die Auslenkung aus der Nullage, so gilt:

(13) Do2 ~ kT.

Da die Schwankungen unter einer gewissen Grenze bleiben miissen,
wenn eine Ablesung noch méglich sein soll, kann man demnach D nicht.
beliebig klein machen. Man hat diese theoretische Empfindlichkeits-
grenze bei den feinsten Galvanometern heute bereits erreicht.

Neben den Schwankungen der Energie, die wir bisher betrachtet
haben, sind die Schwankungen der Entropie von besonderer Wichtigkeit.
Durch ihr Auftreten ist die Giiltigkeitsgrenze des zweiten Hauptsatzes
der Thermodynamik festgelegt. Wihrend der erste Hauptsatz von der
Erhaltung der Energie auch im atomaren Geschehen streng giiltig bleibt,
gibt es fiir Prozesse zwischen einzelnen Atomen einen zweiten Hauptsatz
nicht. Sein Anwendungsbereich ist ausschlieBlich auf Prozesse be-
schrénkt, bei denen sehr viele Molekiile beteiligt sind.

Wir wollen diese Verhiltnisse an dem Beispiel der Dichteschwan-
kungen eines Gases niher erliutern. Das Gas bestehe aus n Mole-
kiilen und befinde sich in einem Gefil vom Volumen V,. Es fiillt das
Gefil dann gleichmiBig aus. Insbesondere kommt es nach dem zwei-
ten Hauptsatz niemals vor, dal es sich etwa spontan auf das kleinere
Volumen V, zusammenzieht, denn damit wire eine Entropieverminde-
rung verbunden. Beim Expandieren vermehrt sich ja die Entropie um
den Betrag

stimmen. Damit ergibt sich &k und wegen k =

0

dQ 14
(14) ASZJ‘TZ’HJCh’lﬁ
1

(&
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Eine spontane Entropieverminderung eines abgeschlossenen Systems ist
aber nach dem zweiten Hauptsatz nicht moglich.

Nun ist es jedoch andrerseits vom molekularen Standpunkt her gar
nicht einzusehen, warum nicht einmal alle Molekiile sich zuféllig im Teil-
volumen V, versammeln sollten im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz.
Wir kénnen die Wahrscheinlichkeit fiir dies Ereignis leicht berechnen.
Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Molekiil im Teilvolumen V; von

dem ganzen Volumen Vzu finden, ist L Da die » Molekiile sich unab-
hingig bewegen, ist also die Wahrsche1n110hke1t daBl man alle » einmal
in V, antrifft,

(15) W (;)

Diese Wahrscheinlichkeit ist von Null verschieden. Es werden also mit
gewisser Haufigkeit in der Natur auch Vorginge mit Entropieverminde-
rung vorkommen. Aus unserem Beispiel ergibt sich fiir die Wahrschein-
lichkeit, mit der die Entropieverminderung 4§ vorkommt, der einfache
Ausdruck:

48

(16) We=e"7%.

Es wird in der statistischen Mechanik gezeigt, dafl diese Beziehung
universell giiltig ist. Da also Entropieverminderungen vorkommen, ist
es durchaus moglich, ein Perpetuum mobile zweiter Art zu bauen. Es
liegt bei unserem Beispiel auf der Hand, wie es zu machenist. Man wartet,
bis einmal zufillig alle Molekiile in ¥, sind. Dann sperrt man V; von dem
iibrigen Raum ab und 148t das Gas unter Arbeitsleistung und Abkiihlung
der Umgebung wieder auf ¥, expandieren. Dann wartet man aufs neue,
bis es sich wieder einmal zufillig auf das kleinere Volumen ¥, zusammen-
gezogen hat usw. DaB es praktisch nicht moglich ist, auf dieser Grund-
lage eine wirklich arbeitende Maschine zu bauen, liegt nur daran, da8 die

. . V. 1
Wartezeiten ungeheuer lang werden. Nehmen wir etwa an ?l = und
o

n = 1022, so folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, alle Molekiile in der einen
Halfte des Volumens zu finden und in der anderen Héilfte keines:

1
W= prrcl
Diese Zahl ist nun so unvorstellbar klein, daB unsere Phantasie sich
kaum gleich unwahrscheinliche Ereignisse ausdenken kann. Zum Ver-
gleich konnte man etwa Folgendes heranziehen: Eine Schar von Ver-
riickten tippt ohne jeden Sinn und Verstand blindlings auf Schreib-
maschinen herum. Mit gewisser Wahrscheinlichkeit kommt dabei ein
verniinftiger Satz heraus. Es ist aber sicher sehr unwahrscheinlich, da§
sie, sobald die nétige Anzahl von Buchstaben beieinander sind, gerade
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den Inhalt simtlicher Bibliotheken der Welt fehlerlos aufgeschrieben
haben. Wie man aber leicht tiberschlagt, ist die Wahrscheinlichkeit fiir
dieses Ereignis unvergleichbar viel grofer als die oben ausgerechnete
Wahrscheinlichkeit, daf sich ein Gas aus 1022 Molekiilen spontan auf
die eine Héilfte des ihm zur Verfiigung stehenden Volumens zusammen-
zieht. Wenn also der zweite Hauptsatz aussagt, daBl das nie vorkommt,
so ist das praktisch vollig richtig.

Der Satz, daB in einem sich selbst iiberlassenen System die Entropie
stets zunimmt, wird demnach in der statistischen Mechanik etwas ab-
geschwicht und kann folgendermaflen ausgesprochen werden: Ist ein
Kérper, der aus vielen Molekiilen besteht, anfinglich in einem Zustand
mit merklich kleinerer Entropie als dem Maximalwert bei gegebenen
duBeren Bedingungen entspricht, so geschieht es enorm viel hiufiger,
daf} die Entropie im néchsten Augenblick zunimmt, als daB sie sich weiter
vermindert. Denn von einem an sich schon recht unwahrscheinlichen
Zustand geht das System praktisch immer in wahrscheinlichere Zustande
iiber und fast nie in noch unwahrscheinlichere. Eine merkliche spontane
Entropieverminderung ist zwar nicht unméglich, aber doch so selten,
daB sie praktisch niemals vorkommt.

Das alles gilt aber nur fiir so groe Abweichungen der Entropie von
dem Maximalwert, wie wir sie oben betrachtet haben, Abweichungen,
die sehr groB} gegen die Boltzmannsche Konstante sind. Kleine Entropie-
verminderungen sind dagegen sehr hiufig und eine ganze Reihe alltég-
licher Erscheinungen ist ursichlich mit ihrem Auftreten verkniipft. DaB
man diese kleinen Entropieverminderungen nicht zum Bau eines Per-
petuum mobile zweiter Art ausnutzen kann, liegt an ihrer Kleinheit. Der
auffalligste Beweis fiir ihr Vorhandensein ist vielleicht die blaue Farbung
des Himmels. Die Streuung des Lichtes in der Atmosphire ist eine Folge
der kleinen Dichteschwankungen, die wegen der Endlichkeit der Molekiil-
zahl allenthalben auftreten. Man kann diese Erscheinung so verstehen,
daB infolge der Dichteschwankungen der Brechungsexponent von Ort
zu Ort etwas schwankt, und daher wird das Licht teilweise abgelenks.
Die GroBe der Lichtstreuung mufl also entscheidend mit der GroBe der
Loschmidtschen Zahl verkniipft sein, wenn diese Auffassung richtig ist.
Man hat in der Tat aus solchen Streuungsmessungen eine Bestimmungs-
methode der Loschmidtschen Zahl entwickeln konnen. Das Frgebnis
war recht befriedigend. Eine sehr genaue Methode ist es allerdings nicht.

Ein weiteres markantes Beispiel ist die Kondensation von iiber-
sittigten Dampfen. Wenn im homogenen Dampfraum die fliissige Phase
entstehen soll, so miissen sich zuniichst kleine Tropfchen bilden. Diese
haben aber einen groBeren Dampfdruck als die ebene Fliissigkeitsober-
fliche. Unterhalb einer gewissen kritischen GréBe sind alle Tropfen im
iiberséttigten Dampf instabil und werden, wenn sie entstehen, meist
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wieder verdampfen. Erst wenn durch eine mit Entropieverminderung
verbundene Schwankungserscheinung in merklicher Anzahl Trépfchen
mit groBerem als dem kritischen Radius entstehen, wird sichtbar Kon-
densation einsetzen. Ohne das Auftreten von Schwankungen wiirden
sich in staubfreier Luft niemals Fliissigkeitstropfchen bilden kénnen.
Man kann diese Uberlegungen quantitativ ausbauen und bestimmen, bei
welcher Ubersittigung ein paar Tropfchen pro Sekunde entstehen. Das
Ergebnis stimmt recht gut mit der erreichbaren Ubersittigung iiberein.

Zusammenfassend kann man feststellen, daB es der heutigen Physik
weitgehend gelungen ist, derartige Schwankungserscheinungen theoretisch
zu erfassen. Umwilzende Entdeckungen sind auf diesem Gebiete kaum
noch zu erwarten, wenn auch der weitere Ausbau der Einzelheiten
noch manches Interessante bringen wird.

II. Wahrseheinlichkeitsgesetze in der Quantentheorie.

Die Wellen-Korpuskel-Natur der Elementarteilchen
der Materie und des Lichtes.

Zu Anfang dieses Jahrhunderts galt es fiir jeden Physiker als eine
iiber jeden Zweifel erhabene Tatsache, dafl Licht keine Korpuskular-
strahlung, sondern eine Wellenstrahlung sei. Es gab Interferenzversuche
in groBer Mannigfaltigkeit, die die Wellenldnge jedes Lichtes mit hoch-
ster Prazision zu messen gestatteten. Die Versuche von H. Hertz
hatten ihren elektromagnetischen Ursprung weitgehend geklirt. Auch
heute ist angesichts dieser Tatsachen ein Zweifel an der Wellennatur des
Lichtes unmoglich. Mancherlei Experimente haben uns aber in den letz-
ten Jahrzehnten gezeigt, daB diese Auffassung nur die eine Seite der
Eigenschaften des Lichtes wiedergibt und daB es andrerseits Vorginge
gibt, bei denen Licht typisch korpuskulare Eigenschaften aufweist. Mit
ganzer Schirfe hat das erstmalig A. Einstein erkannt und in dem Satz
ausgesprochen : Licht verhilt sich bei energetischer Wechselwirkung mit
Materie so, als ob es aus Quanten der Energie Ay bestdnde. » ist die Fre-
quenz des Lichtes und % eine universelle Konstante, das Plancksche
Wirkungsquantum:

h=6,55-10
Der grundlegenden Wichtigkeit halber wollen wir hier kurz einige Ver-
suche betrachten, die die Existenz der Lichtquanten deutlich hervor-
treten lassen. '

Der bekannteste Beweis ist der Photoeffekt. LaBt man Licht auf
Metall auffallen, so werden aus der Oberfliche Elektronen ausgeldst.
Vom Standpunkt einer reinen Wellentheorie sollte man vermuten, daf
die Geschwindigkeit der Elektronen hierbei um so grofler ist, je grofer
die Amplitude des Lichtes ist. Das Experiment bestétigt das nicht. Bei

~?" Erg - Sekunden.
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groflerer Intensitdt wird nur die Zahl der ausgeldsten Elektronen ver-
mehrt. Die Geschwindigkeit ist vollig unabhingig von der Intensitit
nur durch die Frequenz des Lichtes gegeben. Vom Standpunkt der
Lichtquantenhypothese ist das sofort verstidndlich. Jedes einzelne
Elektron wird von einem einzelnen Lichtquant herausgeschlagen. Er-
bhohung der Lichtintensitit vermehrt nur die Zahl der auftreffenden
Lichtquanten und somit die Zahl der Elementarprozesse in der Zeitein-
heit. Die Geschwindigkeit der Elektronen hingt nur von der GroBe der
Lichtquanten ab, die durch die Frequenz gegeben ist. Bei jedem Ab-
sorptionsprozeBl nimmt das Elektron die ganze Energie des Lichtquants
in Form von kinetischer Energie auf. Beim Austritt aus dem Metall
mub} es nun die Austrittsarbeit P abgeben. Verliert es weiter keine Energie
durch StoBprozesse mit anderen Elektronen, so hat es auBerhalb die
maximale kinetische Energie

(1) 1+ My = hy—P.

Dieser Zusammenhang zwischen Frequenz und maximaler Geschwindig-
keit wird durch das Experiment auf das Genaueste bestatigt.

Der umgekehrte ProzeB, die Umsetzung der kinetischen Energie
eines Elektrons in Lichtquanten, ist ebenfalls bekannt. Es ist der Ele-
mentarprozel bei der Erzeugung von Roéntgenstrahlen. Die von der
Kathode kommenden Elektronen werden in der Réntgenréhre beschleu-
nigt und erreichen, wenn V die an der Rohre liegende Spannung ist, die
kinetische Energie 1 mv* =eV (e = Ladung des Elektrons). Beim
Auftreffen auf die Antikathode gibt das Elektron seine kinetische Energie
in Form von Strahlung ab. Wird dabei die ganze kinetische Energie in
ein Lichtquant umgesetzt, so erhdlt man das groBte Lichtquant, das im
ausgesandten Rontgenlicht vorkommen kann:

(2) Pmax = S mv2=eV.
Die Rontgenstrahlung hat demnach eine kurzwellige Grenze, die nur
von der Rohrenspannung abhéngt:

(2a) huin = e = 15 = e A [14 =105 em].
Die Experimente bestétigen dieses Gesetz quantitativ und liefern fiir
denselben Wert wie der Photoeffekt.

Nachdem derartige Versuche die Existenz der Lichtquanten deutlich
gemacht haben, erscheinen auch andere Versuche, die schon linger be-
kannt sind, in ganz neuem Lichte. Betrachten wir etwa den Vorgang der
Schwirzung der photographischen Platte durch Licht. Im Mikroskop
erscheint die photographische Schicht bekanntlich nicht mehr gleich-
mafig geschwirzt, sondern zeigt einzelne Silberkorner, die um so dichter
liegen, je grofer die aufgefallene Lichtmenge ist. Die Grofe des einzelnen
Silberkornes ist dagegen von der Belichtung véllig unabhingig. Bei
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schwicherer Belichtung entstehen nicht kleinere Silberkérner, sondern
eine kleinere Anzahl von jihnen. Stellen wir uns nun vor, es fiele so wenig
Licht auf die Platte, daB die Lichtenergie nur zur Erzeugung von etwa
100 Silberkoérnern ausreicht, so ist die auf einen Silberbromidkristall
durchschnittlich fallende Energie sicher viel kleiner als die zur Schwir-
zung nétige Energie. Wenn trotzdem 100 Kristallchen geschwirzt wer-
den und alle tibrigen gar nicht, so fiihrt das eigentlich zwangsliufig zu
der Feststellung, daB auf diese 100 Kristallchen viel mehr Energie gefallen
ist, als dem Durchschnitt entspricht, und auf die anderen dafiir gar keine.
Das Licht benimmt sich also hierbei so, als ob seine Energie nicht gleich-
miBig in der Lichtwelle verteilt sei, son-

hy dern in Lichtquanten zusammengeballt.

5%2‘2/5 Als viertes Beispiel fiir die Quanten-

B A natur des Lichtes sei noch der Compton-
d

- ol —d—— Prozel der Streuung von Licht an freien
Z-”a;%%sz \%@Wm Elektronen angefithrt. Bei ihm treten die
korpuskularen Eigenschaften des Lichtes

Abb. 24. Zum Compton-Proze8. besonders krafl hervor. Der Satz von
der Erhaltung des Impulses ergibt beiseiner

Anwendung auf Licht bereits auf Grund der klassischen Maxwellschen
Theorie, daf eine elektromagnetische Welle der Energie U einen Impuls

der Grofle g mit sich fithren muf (¢ = Lichtgeschwindigkeit). In der
Sprache der Lichtquantenhypothese heiit das, daBl ein Lichtquant der

Energie kv einen Impuls der GroBie h{ hat. Wie man nun leicht bestétigt,

ist es bei diesem Zusammenhang ohne Verletzung des Energie- oder Im-
pulssatzes nicht moglich, dafl ein Lichtquant seine ganze Energie an
ein freies Elektron abgibt. Wohl aber kann ein Lichtquant kv, einen Teil
seiner Energie an das Elektron abgeben. Dabei wird es selbst als ein
Lichtquant Ay von kleinerer Energie unter einem Winkel © gestreut,
wahrend das vorher ruhende Elektron in der Richtung 4 fortgeschleudert
wird (Abb. 24). Die Anwendung der Erhaltungssitze fiir solch einen StoB3-
prozel zwischen Lichtquant und Elektron liefert einen Zusammenhang
zwischen der Energieinderung des Lichtquants und dem Streuwinkel 6.

Dieser lautet, auf Wellenldngenéinderung umgeschrieben :

@) A= — = "% (1—cos ©) = 0,024(1—cos ©) A .

Die Wellenldngendifferenz ist demnach von der Wellenlinge selbst un-
abhéngig. Man muB sie bei sehr kurzwelliger Strahlung beobachten
koénnen. Das ist Com pt on erstmalig gelungen. Das Streulicht von kurz-
welliger Rontgenstrahlung an Graphit zeigte eine gegen das eingestrahlte
Rontgenlicht verschobene Komponente. Die gefundene Wellenlidngen-

dnderung gab eine vollige Bestitigung der obigen Gleichung, ein Be-
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weis, daB eine so robust korpuskulare Auffassung vom Licht bei der-
artigen Prozessen der Wirklichkeit weitgehend entspricht.

All diese Erfahrungen iiber die Lichtquanten zwingen uns nun dazu,
unsere Auffassung von dem Wesen der Lichtquelle einer Kritik zu unter-
ziehen. Um die Experimente beschreiben zu konnen, miissen wir dem
Licht zwei so widersprechende FEigenschaften wie Wellennatur und
Korpuskelnatur zuschreiben. Um zu sehen, wie man diese miteinander
vereinbaren kann, wollen wir nunmehr einen Interferenzvorgang unter
Beriicksichtigung der Quan-
teneigenschaften des Lich-
tes betrachten (Abb. 25).

Wir nehmen den einfa-
chen Fall der Uberlagerung
zweier Kugelwellen, die von ——

——

zwei kleinen Offnungen in L,'E/;};T,;//;\\\\
einer beleuchteten Blende
ausgehen. Zur Beobach-
tung sei in einigem Abstand
eine photographische Platte

Blende mit
aufgestellt. Mit Hilfe 2 Ofungen photographische Platie

der Wellenvorstellung be- Abb. 25. Zur Interferenz zweier Kugelwellen (schematisch).
schreibt man den Vorgang

folgendermaBen: Die Kugelwelle, die von Offnung 1 ausgeht, erzeugt
am Orte der photographischen Platte eine Lichterregung, die im wesent-
lichen durch

s=A4 sin27t(1/t~%)

gegeben ist. Wire Offnung 1 allein vorhanden, so wire die Intensitit des
2

. - 4 . .
Lichtes s = 5 > die Platte wiirde also gleichméBig geschwérzt. Da nun

von beiden Offnungen kohirente Lichtwellen ausgehen, ist die gesamte
Lichterregung gegeben durch

4) s:AsinZn(vt—~%> + Asin2xn (wt———%).
Die Intensitit ist also

(4a) §%2 = A2 {1 +cos 27 (rl—;$>] .

Sie zeigt die typischen Maxima und Minima einer solchen Interferenz.-
erscheinung, wie sie in Abb.25 angedeutet sind. An der Stelle 4 16schen
sich die beiden Wellen aus, an der Stelle B verstirken sie sich.
Bekanntlich tritt nun diese Interferenzerscheinung schon bei beliebig
kleinen Lichtintensitdten auf. Wenn man entsprechend linger belichtet,
bekommt man dieselbe Schwérzung auf der Platte. Sie kann also nicht
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durch Zusammenwirken mehrerer Lichtquanten zustandekommen, son-
dern muB schon fiir das einzelne Lichtquant gelten. Bei Benutzung der
Lichtquantenvorstellung muB} ich den Vorgang demnach so beschreiben :-
Ein Lichtquant verla8t die Lichtquelle, tritt durch eine der beiden Off-
nungen hindurch und erzeugt auf der Platte einen belichteten Silber-
bromidkristall. Wo dieser entstehen wird, kann man beim einzelnen
Lichtquant nicht sagen, wohl aber kann man eine Wahrscheinlichkeit
dafiir angeben. Denn wenn viele Lichtquanten die Apparatur durch-
laufen haben, muB ja das durch s% gegebene Interferenzbild entstanden
sein. Bis auf einen Normierungsfaktor ist also s2df die Wahrscheinlich-
keit, daB ein Lichtquant, welches die Apparatur durchliuft, auf dem
Flachenelement df einen belichteten Silberbromidkristall erzeugt. s
nennt man wegen dieser Deutung auch Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Die Beschreibung des Interferenzvorgangs mit Hilfe der Lichtwelle
erscheint hiernach etwas unvollstindig; denn die Auffassung der Licht-
welle als einer Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Auftreten von
Lichtquanten sagt nichts Genaues aus iiber die Bahn des Lichtquantes;
sie sagt nichts, durch welche Offnung das Lichtquant hindurchgetreten
ist und wo es im Einzelfall ein Silberkorn erzeugen wird. Man kénnte der
Meinung sein, daB eine spéitere Physik diese Unvollstdndigkeit einmal
beseitigen und genauere Bewegungsgesetze fiir die Lichtquanten auf-
finden konnte. Die moderne Quantentheorie macht nun hier die ganz
entscheidende Hypothese, daB es physikalisch unméglich ist, mehr iiber
das Lichtquant und seine Bewegung auszusagen, als in der Angabe einer
‘Wahrscheinlichkeitsamplitude schon enthalten ist. Die Wahrscheinlich-
keitsamplitude beschreibt den Vorgang erschépfend. Es ist auch experi-
mentell nicht moglich, bei obigem Versuch mehr iiber die Bahn des
Lichtquants zu erfahren. Fragen wir etwa danach, durch welche Offnung
das Lichtquant hindurchgetreten ist, so finden wir es bei einem Experi-
ment sicher entweder dicht hinter Loch 1 oder hinter Loch 2, wenn wir
dort photographische Platten aufstellen. Aber haben wir es dort gefun-
den, so haben wir es damit vernichtet, es kann zur Beugungserscheinung
nicht mehr beitragen. Man hat in Gedankenexperimenten andere Vor-
richtungen ersonnen, die anzeigen, durch welches Loch das Lichtquant
hindurchgetreten ist, hat aber immer wieder feststellen miissen: Jede
Vorrichtung, die festzustellen gestattet, durch welches Loch das Licht-
quant hindurchgetreten ist, stort den Vorgang gerade in einer solchen
Weise, daf} die Interferenzfigur dadurch vernichtet wird. Man kann also
sagen: Die Interferenz ist nur beobachtbar, wenn ich auf die Kenntnis
der Bahn des Lichtquants verzichte. Genau das sagt auch die obige
Hypothese. Das Auftreten der Interferenz ist ja daran gekniipft, dafi die
Lichtwelle bei Loch 1 und bei Loch 2 eine nicht verschwindende Intensi-
tat hat. Die Wahrscheinlichkeit, das Lichtquant zu finden, mufl sowohl
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bei Loch 1 wie bei Loch 2 von null verschieden sein, wenn Interferenz auf-
treten soll. Sobald ich die Wahrscheinlichkeit, das Lichtquant hinter
Loch 2 zu finden, zu null mache, indem ich etwa Loch 2 zuhalte, sind die
Interferenzstreifen nicht mehr vorhanden. Wir werden auf die Folge-
rungen aus dieser Hypothese noch mehrfach zuriickkommen.

Diese ganzen Uberlegungen am Lichtquant sind nun deshalb so wich-
tig, weil sie sich mit nur geringen Abweichungen auf die Verhéltnisse
bei Elektronen tibertragen lassen. Bei den mannigfaltigen Experimenten,
die man nach der Entdeckung der Elektronenstrahlen zu ihrer Erfor-
schung anstellte, verhielten sich diese zunichst stets so, wie man es von
Korpuskularstrahlen erwartet. Die Elektronen zeigten eine bestimmte,
immer gleiche Ladung und Masse. Man konnte ihre Bahnen aus den
wirkenden Kriften berechnen und die Richtigkeit in allen Einzelheiten
bestatigen. Die Erfahrungen iiber das Lichtquant fithrten nun ums Jahr
1925 de Broglie zu der Vermutung, dafl diese korpuskulare Auffassung
vielleicht ebenso einseitig sei, wie es die Wellenauffassung des Lichtes
gewesen ist, und dafl die Elektronen womdéglich ebenso wie die Licht-
quanten Wellen- und Korpuskeleigenschaften in sich vereinigen. Eine
theoretische Uberlegung fiihrte ihn zu der Behauptung, daB man dann
einem Elektron mit der Geschwindigkeit », also dem Impuls p =mv, eine

h
Welle mit der Wellenléinge 4 = r zuordnen miisse, wenn diese Analogie

moglich sein sollte. Versuche von Davisson und Germer in dieser Rich-
tung ergaben, dafl die demnach zu erwartenden Interferenzerscheinungen
an Elektronenstrahlen tatsichlich auftreten. Heute ist die de Brogliesche
Gleichung bereits vielfach bestéitigt. Elektroneninterferenzen sind heute
kaum weniger gut zu erzeugen als Rontgenstrahlinterferenzen und werden
sogar schon zu Materialuntersuchungszwecken herangezogen.

Es lassen sich demnach die Uberlegungen am Licht fast vollstindig
auf Elektronen iibertragen. Auch den Elektronen wird man eine Welle
zuordnen miissen mit der Bedeutung, daf ihr Absolutquadrat die Wahr-
scheinlichkeitsdichte dafiir ist, das Elektron an einer Stelle zu finden. Mit
Hilfe dieser Materiewelle ist dann die Interferenzerscheinung der Elek-
tronen genau wie beim Licht zu beschreiben. Es muf ferner fiir die Ma-
teriewelle eine Differentialgleichung gelten, analog den Maxwellschen
Wellengleichungen, die die zeitliche Anderung dieser Welle bestimmt.
Wir werden darauf im letzten Abschnitt zuriickkommen.

Die Heisenbergsche Unschirfebeziehung.

In der Quantenmechanik beschreibt man einen Vorgang durch An-
gabe eines dazugehérenden Wellenfeldes; das ist eine Funktion des
Ortes und der Zeit, die im allgemeinen mit y(x,¥,2,t) bezeichnet wird.
Im Falle des Lichtquants ist p bis auf einen Faktor mit der Lichter-
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regung s identisch. Die Quantenmechanik legt v stets nur bis auf
einen Faktor fest, der dann so normiert wird, daB |y|? iiber den ganzen

Raum integriert eins ergibt: j j f |p|2dr = 1. Wir miissen nun erliu-
Unendl. Raum
tern, wie man aus solch einer Funktion Aussagen iiber den Vorgang
gewinnen kann. Im allgemeinen sind diese Aussagen nicht eindeutig,
sondern bestehen in Wahrscheinlichkeitsangaben. Wir hatten bei der
Erlduterung des Interferenzversuches schon gefunden, daB |y[2dr die
Wahrscheinlichkeit ist, bei einer Ortsmessung das Teilchen im Volumen-
element d7 zu finden. Aber nicht nur iiber das wahrscheinliche Ergebnis
einer Ortsmessung gibt y Auskunft, sondern auch fiir Impulsmessungen.

Nach der de Broglie-Beziehung 4 = l, die alsuniversell giiltig angesehen

wird, besteht ja ein Zusammenhang zwischen Wellenldnge und Impuls.
Ist also die den Vorgang beschreibende p-Funktion eine ebene Welle mit
der Wellenliinge A, so wird man bei einer Wellenléingenmessung nur diese
eine Wellenlinge finden. Das heifit, bei einer Impulsmessung findet man

sicher den Impulsp = -2— Im allgemeinen ist nun y keine einfache ebene

Welle, kann aber immer als eine Uberlagerung von solchen aufgefaBt
werden. Die relative Intensitét, mit der dieeinzelnen Wellenldngen darin
vertreten sind, geben dann ein relatives MaB fiir die Wahrscheinlichkeit,
den zugehorigen Impuls bei einer Messung zu finden.

Aus dieser Deutung ergibt sich eine charakteristische Beziehung zwi-
schen der Ungenauigkeit der Ortsvorhersage und der Impulsvorhersage
durch solch ein Wellenfeld. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen,
v hinge nur von einer Koordinate z ab. 1 sei nun nur in dem Intervall
Az von null verschieden. Eine Ortsmessung an dem Teilchen, dessen Zu-
stand durch diese y-Funktion beschrieben ist, liefert nur « Werte des
Intervalles 4 x mit nicht verschwindender Wahrscheinlichkeit. Der Ort
wird also durch diese Funktion mit der Unschirfe Az vorhergesagt.
Untersuchen wir nun die Impulsvorhersage. Ein abgehackter Wellenzug

. der Linge Ax enthilt bei seiner Zerlegung nach Sinuswellen niemals
nur eine einzige Welle, denn die ist ihrer Natur nach unendlich lang. Zum
Aufbau eines endlichen Wellenzuges sind stets viele Wellen eines gewissen
Wellenlangenintervalles zu iiberlagern. Es ist ja aus der Telegraphie
durchaus geldufig, dafl beim Abhacken einer Welle sog. Seitenbinder
auftreten, die um so breiter sind, je 6fter man die Welle unterbricht.
Nun kann man leicht abschitzen, wie gro das Wellenlingenintervall
sein muB fiir den Aufbau eines Wellenzuges der Linge 4 x. Liegen auf
der Strecke Ax etwa N Wellen der hauptsichlich vertretenen Wellen-
lange Ay, so miissen mindestens noch Wellen A vertreten sein, die N 41
Wellen auf der Strecke Az haben, denn nur solch eine Welle kann die
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Hauptwelle an beiden Enden durch Interferenz zum Ausléschen bringen
und in der Mitte verstérken. Man erhilt also

1 N 1 N+1

% =ds Wwd T=77
und somit angendhert fiir die Breite des vertretenen Wellenléingenbandes

1 1 1 1
A(T)*T”z;”zrx'

Wegen der de Broglie-Beziehung erhélt man daher bei der Messung
des Impulses Werte eines Intervalls Ap mit nicht verschwindender
Wahrscheinlichkeit, und fiir dieses Intervall gilt:

h h
Die mindestens vorhandene Impulsunschirfe ist um so gréfer, je kleiner
die Ortsunschérfe ist. Durch die Angabe eines Wellenfeldes sind also Ort
und Impuls eines Teilchens niemals beide genau bestimmt, sondern

zwischen der Unschérfe des Ortes 4 z und der Unschirfe des Impulses A p
besteht die Unschirfebeziehung

Hier erhebt sich nun sofort die Frage, ob es richtig ist, daf ein Wellen-
feld wirklich alles enthilt, was man aus Experimenten iiber das Verhalten
des Teilchens aussagen kann. Es kénnte doch sein, daB es méglich ist,
einfach Ort und Impuls eines Teilchens genauer zu messen, als die Un-
schirfebeziehung zulaBt. Das ist aber in der Tat nicht méglich. Man kann
zwar einzeln Ort und Impuls im Prinzip beliebig genau messen, aber bei
der Messung der einen Grofe stért man das Teilchen notwendig in einem
solchen MaBe, daBl die andere Grife um einen unbekannten Betrag
innerhalb der durch die Unschérfebeziehung angegebenen Grenzen abge-
andert wird. Betrachten wir zum Beweis dieser Aussage, wie im Prinzip
solch ein Experiment aussehen wiirde. Wir denken uns, wir hétten die
Geschwindigkeit desTeilchens, vielleicht einesElektrons, irgendwie genau
gemessen. Wir wissen, es bewegt sich in einer bestimmten Richtung mit
dem Impuls p. Nun will ich zu einer bestimmten Zeit auch noch seinen
Ort wissen, um etwa die Bahn zu berechnen. Eine genaue Ortsmessung
kann man mit dem Mikroskop durchfiihren. Damit ich aber im Mikro-
skop das Elektron sehe, muB ich es beleuchten, d.h. ich muB es mit
Lichtquanten beschieBen. Wenn ich den Ort méglichst genau feststellen
will, muB ich kurzwelliges Licht nehmen, denn selbst ein ideales Mikro-
skop legt den Ort eines beobachteten Gegenstandes hochstens bis auf
eine Wellenltinge des benutzten Lichtes genau fest. Das ist die theo-
retische Grenze des Auflésungsvermdgens. Wenn nun aber ein Licht-
quant an dem Elektron gestreut worden ist, — und bevor das nicht
geschehen ist, kann man es nicht sehen — erteilt es dem Elektron einen
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RiickstoBimpuls unbekannter Richtung und der ungefihren Gréfle des
Lichtquantenimpulses. Die Ortsmessung mit der Genauigkeit Ax ~ A

ist also damit erkauft, daB der Impuls des Elektrons um einen unbekann-
hv h

- =7 Man
bestéitigt wieder die Erfiilllung der Ungenauigkeitsbeziehung

(5) Ap-Ax~h.

Hier tritt uns die Unschiirfebeziehung als eine Folge der physikalischen
Eigenschaften unserer Beobachtungsmittel entgegen. Weil uns zu phy-
sikalischen Messungen okkulte Krifte nicht zur Verfiigung stehen, son-
dern weil wir mit den realen Dingen unserer Umwelt, Elektronen, Licht
usw. operieren miissen, deshalb sind die Bewegungsdaten eines Teilchens
nicht genauer feststellbar. Bei der vorhergehenden Betrachtung erhielten
wir dieselbe Aussage aus der Behauptung, da8 durch Angabe eines Wellen-
feldes alles gesagt ist, was man iiber das Teilchen aussagen kann. Die
Ubereinstimmung bildet natiirlich eine starke Stiitze fiir diese Anschau-
ungen. Wenn das nicht der Fall wire, wire der Versuch der Quanten-
theorie, die Vorgénge durch die p-Funktion und ihre zeitliche Veridnde-
rung zu beschreiben, wohl kaum haltbar. )

ten Betrag gedndert wird, der begrenzt ist durch Ap ~

Die quantenmechanischen Gleichungen.

Wir hatten im vorigen Abschnitt schon erliutert, wie man in der
Quantenmechanik aus der y-Funktion zu Wahrscheinlichkeitsaussagen
iber die MeBergebnisse kommt. Wir wollen das nun etwas verallgemei-
nern. Der Einfachheit halber wollen wir wieder annehmen, dafl ¢ nur
von einer Koordinate xabhingt, da dabei das Wesentliche schon zu zei-

gen ist. Wenn 9 so normiert ist, dafl
-} o0

[P de =1

ist, so ist in der quantenmechanischen Deutung einfach {1/) {2 dx die Wahr-
scheinlichkeit, bei einer Ortsmessung das Teilchen zwischen « und « + dx
zu finden. Der Mittelwert oder Erwartungswert der Ortsmessungen ist
demnach

o

-+
(6) ;zf\wzxdx.

Um Aussagen iiber die Ergebnisse von Impulsmessungen zu gewinnen,
miissen wir, wie erldutert, v nach Sinuswellen zerlegen. Nach dem
Fourierschen Integraltheorem ist das immer méglich. Bei Benutzung
der komplexen Schreibweise erhilt man

2nt
Ty

1 i —_
(M) v = [dwe " g, (G =y=1)
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wobei statt der Wellenldnge schon p = T eingefithrt ist. Der Entwick-
lungskoeffizient ist nach Fourier
e 27d

(7a) ap) =75 [w@e T

— o0

1
Der Faktor % ist deshalb in Gl. (7) von A4 (p) abgespalten, damit auch

bei 4 (p) die Normierungsbedingung

o+

f |A(p)|2dp =1
erfiillt ist. A4 (p) gibt nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung der p-Werte
genau wie y(x) die der z-Werte. |4 (p)|2dp ist die Wahrscheinlichkeit,
den Impuls im Intervall p bis p +dp zu finden. Insbesondere ist der
Erwartungswert des Impulses

(®) p=[plA@Pdp.

Man pflegt in der Quantenmechanik selten mit 4 (p) zu rechnen, meist
nur mit p(x). Wir wollen deshalb in den Ausdruck fiir p statt 4 (p) mit
Hilfe des oben angegebenen Zusammenhanges [Gl.(7a)]y(x) einfithren.
Nach einigen Umformungen, die hier nicht vorgerechnet seien, erhilt
man dann:

+oo
— h d
(8a) p:fw*<§;iﬂw> dx .

. . - hod o,
o* ist darin das konjugiert Komplexe von . Das Symbol omi T D
diesem Ausdruck nennt man in der Quantenmechanik den dem Impuls
zugeordneten Operator. Ein Operator heilt ganz allgemein jede Vor-
schrift, aus einer Funktion eine andere zu machen. Jeder MeBgrsBe ord-
net man in der Quantenmechanik in dhnlicher Weise einen Operator zu.
Man erhélt dann den Erwartungswert oder Mittelwert aller Messungen
dieser GroBe in dem durch y dargestellten Zustand, indem man den zu-
gehdrigen Operator auf v anwendet, die entstehende Funktion mit dem
konjugiert Komplexen von y multipliziert und iiber alle Koordinaten
integriert. Entsprechend ist der MeBgrofe x-Koordinate der Operator
,,Multiplizieren mit z*‘ zugeordnet. In der Tat war

+ o
(6) ?czfzp*xy)dx.
2

2
Entsprechend ist der GroBe p* der Operator (%) Tfll-ﬁ zugeordnet,
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also zweimal differenzieren und mit (" .2 multiplizieren. DafB das
27
sinnvoll ist, sieht man daran, daB dhnlich wie oben bei p die Gleichheit
oo o0
— 2 72
9 s=[p2A(p)dp =[p* (L) Z¥
9) pwfp (®) p_!w (zm) Ll

bewiesen werden kann.

Wir kénnen nun den Erwartungswert jeder MeBgrofle berechnen,
sobald wir den zugehorigen Operator kennen. Wir wollen im beson-
deren untersuchen, wie 9 beschaffen sein muf}, damit bei der Messung
einer MeBgrofBe, etwa des Impulses, ein gewisses Ergebnis mit Sicherheit
erhalten werde. Dazu ist offenbar zu verlangen, daf das Streuungsmaf

verschwindet :
2

(10) (p—P) =pP—p=0.

Das ist aber dann der Fall, wenn durch den dem Impuls zugeordneten
Operator die y-Funktion bis auf einen Faktor wiederhergestellt wird,
wenn also p der Differentialgleichung

h dy
(11) Swi dr

= a,'lp
geniigt. Denn dann erhilt man sofort wegen der Normierungsbedingung

_ oo
p:a-fzp*wdm:a

h \2d?y b d g -
und wegen (Zﬁ.)w—«mﬂaw—atp auch p?=a?,
— 2
also pP—p=a?—a? =0.

Man kann zeigen, daB die Erfiillung der obigen Differentialgleichung
nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist. Eine Funktion, die

die Differentialgleichung (11) erfiillt, nennt man die Eigenfunktion des

d

Operators 2—:&” e

Die Eigenfunktion zum Impulswert o ist die komplexe Sinuswelle
21

—

h

und @ den zugehorigen Eigenwert.

e , wie man leicht bestitigt. Wie man sieht, sind im allgemeinen
die y-Funktionen der Quantenmechanik komplex. Die Erwartungswerte
und Eigenwerte dagegen, denen allein eine physikalische Bedeutung zu-
kommt, sind stets reell.

In der Quantenmechanik ist von besonderem Interesse der der Energie
zugeordnete Operator. Man nennt ihn den Hamiltonoperator H. Wir
wollen ihn im Falle des Wasserstoffatoms hier angeben. Die potentielle

2
Energie ist in diesem Falle fiir ein Elektron V = — -e; (r = Abstand des

Elektrons vom Kern). Der Operator, der V zugeordnet ist, ist wie bei
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der Koordinate einfach: Multiplizieren mit der potentiellen Energie. Die
kinetische Energie ist

1
T =5, (p*+ P2+ D02 (Pa Py P.: Komponenten des Impulses),

und der zugeordnete Operator ist
1 (ke @@
T 27> (r*a*%)

Der Hamiltonoperator lautet also in diesem Falle

R /02 0* 02 e?
(12) II:-—M<W+8_¢+6—J)WT'
Die Eigenfunktionen der Energie, die also Zustinde mit bestimmtem
scharfen Wert der Energie darstellen, erfiillen die Gleichung

_ B @y Ry Py o
(13) Hy = sﬂ;(a’xﬁ—y‘ﬁ*ﬁ) ;o v="Ey.
Nun ist es eine anfinglich iiberraschende Tatsache, daf solch eine
Differentialgleichung nicht fiir jeden Eigenwert K eine Losung besitzt,

die die Erfilllung der Normierungsbedingung R[ f f |y |2 dv = 1 gestattet.
aum

Im allgemeinen wachsen die Losungen obiger Gleichung im Unendlichen
iiber alle Grenzen und verschwinden nicht. Es gibt nur ganz bestimmte
Energiewerte, die eine im Unendlichen verschwindende Eigenfunktion
besitzen. Nur diese Eigenwerte kénnen also bei der Messung der Energie
eines Atoms als Ergebnis auftreten. Denn habe ich die Energie des
Atoms gemessen und dabei den Wert E gefunden, so muf} eine zweite
Messung unmittelbar danach mit Sicherheit denselben Wert K liefern.
Nach der ersten Messung muB sich somit das Elektron in einem Zustand
befinden, bei dem die Energiemessung mit Sicherheit den Wert E ergibt.
Solche Zustinde gibt es aber nur fir gewisse Werte der Energie. Diese
Werte sind demnach die einzig moglichen MeBergebnisse. Ein Atom
kann also nur gewisse Energiewerte annehmen, namlich nur die Eigen-
werte des Hamiltonoperators. Es kann daher seine Energie auch nur
um solche Betrige dndern, die der Differenz zweier Eigenwerte ent-
sprechen. Das bestitigt das Experiment weitgehend. Franck und
Hertz haben gezeigt, daB ein Elektron an ein Atom nicht jeden Energie-
betrag abgeben kann, sondern nur ganz bestimmte, die in das Schema
der méglichen Energiewerte des Atoms hineinpassen. Strahlt andrerseits
ein Atom seine Energie in Form von Licht aus, so treten nur Quanten
mit solchen Energien auf, die gleich der Differenz zweier Eigenwerte der
Atomenergie sind:

(14) k’”ik = Ez'_‘Elg .
Auf diese Weise lassen sich die von einem Atom emittierten Spektral-
Lubberger, Wahrscheinlichkeiten. 7
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linien berechnen. Experiment und Theorie stimmen in diesem Punkte
mit unerhérter Prazision und groBter Vollstdndigkeit iiberein.

Wir wollen diese Ausfithrungen nicht schliefen, ohne erwihnt zu
haben, was nun die moderne Quantentheorie an die Stelle der klassischen
Bewegungsgleichungen setzt. Erst wenn man das weill, kann man den
zeitlichen Verlauf von y vollstindig berechnen aus einem bekannten
Anfangszustand. Mit Hilfe des oben erliduterten Formalismus kann man
dann in jedem Augenblick aus 9 allerhand Wahrscheinlichkeitsaussagen
ableiten. Die Differentialgleichung, die den zeitlichen Ablauf von y be-
stimmt, heifit die Schrodingergleichung und lautet:

(15) Hyp=— % %—Z} .

Dabei ist H der der Energie zugeordnete Operator. Man ist heute der
Meinung, da man mit Hilfe dieser Gleichung das gesamte physikalische
Geschehen beschreibend umfaft. Man kann zeigen, daf die gewohnlichen
Bewegungsgleichungen der Mechanik darin enthalten sind in der Nahe-
rung, bei der man % als vernachlissighar klein ansehen kann. Die Me-
chanik des praktischen Lebens éndert sich also nicht. Weitergehende
Ausfithrungen wiirden an dieser Stelle aber zu weit fithren.

Man kann sich bei all diesen Gedankengéngen der modernen Quanten-
mechanik des Eindrucks nicht erwehren, daf groBe Hirten in ibr
enthalten sind. Gegeniiber den durchsichtigen Gedankengingen der
alteren Physik ist vieles recht unanschaulich geworden. Wer sich zum
ersten Mal mit diesen Dingen beschiftigt, muf es als im héchsten Grade
schmerzlich empfinden, gezwungen zu sein, auf eine kausale Beschreibung
der Vorginge im iiblichen Sinne zu verzichten. Wir gewinnen aber als
Gegengabe fiir diesen Verzicht erst die Moglichkeit, eine sehr grofie Zahl
von Erfahrungstatsachen aus der Welt der Atome quantitativ und wider-
spruchsfrei zu berechnen, also eine wirkliche Beherrschung der Vorgénge
in den Atomen und Molekiilen. Angesichts der groflen Erfolge ist es
unsere Aufgabe, dies neue Werkzeug fiir die Erforschung der Natur
weiter auszubilden und ihm neue Arbeitsgebiete zu erschliefen. Bei
dieser Arbeit diirfen wir uns auch nicht hemmen lassen durch die Leiden-
schaft, mit welcher manche dltere und verdiente Forscher sich fiir die
Beibehaltung der anschaulischen klassischen Physik einsetzen. Gerade
fiir uns Deutsche ist es ganz besondere Pflicht, entstammen doch wesent-
liche Stiicke dieser neuen Gedankengénge deutschem Forschergeist.
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