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Vorwort.

Die Funktionentheorie mehrerer komplexer Verinderlichen war in
den letzten Jahren in zahlreichen Lindern Gegenstand mathematischer
Forschung. Die groBe Zahl wissenschaftlicher Untersuchungen auf
diesem Gebiete — in wenigen Jahren mehr als vorher in Jahrzehnten —
macht es den interessierten Gelehrten schwer, sich in der Spezialliteratur
zurechtzufinden. Hinzu kommt, daB der Ausgangspunkt und die Vor-
aussetzungen — vor allem die unausgesprochenen — bei den verschiede-
nen Autoren mehr oder minder voneinander abweichen. Das veran-
laBte den Herausgeber, uns zu einem Bericht tiber das gesamte Gebiet
aufzufordern.

Nun. darf keineswegs iibersehen werden, dafl mehrere allgemein ver-
breitete Gesamtdarstellungen vorliegen. Als iltestes Lehrbuch ist hier
zu nennen: ForsyTH: Theorie of functions of two variables. Cambridge
1914, sodann der Enzyklopidieartikel von BIEBERBACH, abgeschlossen
im Jahre 1922. Wenige Jahre spiter (1924, in zweiter Auflage 1929)
erschien dann das Werk von Oscoop: Lehrbuch der Funktionentheorie
Band I1,, eine Darstellung, der wohl die meisten von uns ihre Einfithrung
in diesen Stoff verdanken. SchlieBlich hat F. SEVERI 1931 einen Bericht
verfaBt, der die rasche Entwicklung der Untersuchungen lebhaft wider-
spiegelt.

Die vorliegende Schrift steht in ihrem Aufbau zwischen einem Lehr-
buch und einem enzyklopidischen Bericht.

Wir waren bestrebt, unter Verarbeitung der neuen Veréffentlichungen
eine einheitliche Darstellung zu geben, in der die zugrunde liegenden
Voraussetzungen klar herausgearbeitet sind. Bei diesem Ziel konnten
wir uns im Aufbau nicht nach historischen Gesichtspunkten richten.
Vielmehr schien es uns erforderlich, als erstes Kapitel eine neue Theorie
der Bereiche #ber dem Raume von # komplexen Verdnderlichen — als
Analogon zu den RiemanNschen Flichen in der klassischen Funktionen-
theorie — aufzustellen. Bei der Eigenart der Funktionentheorie mehrerer
Verinderlichen ist es nach den neuen Ergebnissen nicht méglich, einen
groBen Teil der allgemeinen Theorie zuerst fiir schlichte Bereiche auf-
zubauen, ohne nachher im Prinzip die Grundlagen noch einmal zu be-
handeln.

Das zweite Kapitel bringt die geometrischen Grundlagen. Mit dem
dritten Kapitel — der Behandlung der elementaren Reihen — beginnt
dann die Untersuchung der Funktionen selbst. Das vierte Kapitel
beschiftigt sich mit dem von HartoGgs und E. E.Levi bewiesenen



Vorwort.

Kontinuititssatz fiir Singularititenmannigfaltigkeiten und seinen Folge-
rungen. Im Mittelpunkt des fiinften Kapitels steht der WEIERSTRASS-
sche Vorbereitungssatz; aus ihm folgt die Verteilung der Nullstellen
und der auBerwesentlichen Singularititen analytischer Funktionen
f(2, 23, . - ., 2,). Das sechste Kapitel — die Theorie der Regularitits-
bereiche — wird vom Begriff der Regularititshiillen und dem Haupt-
satz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit beherrscht. Der Abbildungs-
theorie ist das letzte Kapitel gewidmet. Hier schliefen wir uns vor
allem den Untersuchungen von H. CARTAN an, wihrend die Metrik
von CARATHEODORY das Kapitel beschlieBt, obwohl sie historisch zuerst
zu nennen wire und einen so groBen Ansto8 zur Entwicklung der Ab-
bildungstheorie gegeben hat; doch steht sie mit den vorangehenden Ab-
schnitten in loserem Zusammenhang. Es folgt als Anhang dieses Kapitels
ein kurzer Bericht iiber die BERGMANNsche Abbildungstheorie.

Wir haben uns bemiiht, drei allgemeine Forderungen zu beachten,
die uns dem Wesen einer Theorie der analytischen Funktionen zu ent-
sprechen scheinen, aber in der Literatur keineswegs immer zur Geltung
kommen.

1. Die endlichfernen Punkte des Raumes der komplexen Verdnder-
lichen z,, 2,, . . ., 2, sind vor den unendlichfernen Punkten nicht aus-
gezeichnet, und darum ist eine Ausnahmestellung der unendlichfernen
Punkte moglichst zu beseitigen.

2. Eine komplexe Funktionentheorie ist komplex aufzubauen; ein
Zuriickgreifen auf Real- und Imaginirteile ist zu vermeiden.

3. Die verschiedenen Verinderlichen 2, z,, . . ., 2, sind gleichberech-
tigt. Deshalb ist eine Zerlegung nach den einzelnen Verinderlichen und
damit ein stufenweiser Aufbau der Probleme mit Hilfe der klassischen
Funktionentheorie nach Moglichkeit zu unterlassen. Solche Zerlegungen,
stindig angewandt, fiihren leicht zu rein formalen Ubertragungen der
klassischen Theorie.

Der von vornherein festgesetzte Umfang dieser Schrift legt uns
starke Beschrinkungen auf. Es ist uns aus diesem Grunde unmdglich,
auf die Untersuchung spezieller Funktionen (so der algebraischen,
periodischen, automorphen und ganzen Funktionen) einzugehen. Aber
auch die ausfithrlichen Beweise fiir die zahlreichen Aussagen kénnen
nicht gebracht werden, ohne den Umfang der Schrift zu vervielfachen.
Trotzdem haben wir an den wichtigsten Stellen den Beweisgang so zu
skizzieren versucht, daB der geiibte Leser die Grundziige des Beweises
daraus erkennen kann. Das muBte auch dort geschehen, wo der durch
unser Programm bestimmte Aufbau in der Literatur nicht vorkommt.
Sonst haben wir lediglich auf die veréffentlichten Beweise hingewiesen.
Auch galt uns als Grundsatz, Dinge, die in den obenerwihnten Gesamt-
darstellungen (insbesondere im Oscoobschen Lehrbuch) ausfiihrlich be-
handelt werden, so kurz wie moglich zu besprechen.
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Eine schwierige Entscheidung verlangte von uns die Frage, ob wir
die Theorie von # komplexen Verinderlichen nur fir die beiden Ver-
dnderlichen w und z oder fiir die #» komplexen Veranderlichen z,, 2,, . . ., 2,
durchfiihren sollten. Zweifellos birgt die Verwendung der z,, z,, . . ., 2,
die Gefahr in sich, daB die Darstellung technisch zu kompliziert wird
und dann der Plastik, um die wir redlich gerungen haben, entbehrt.
Auf der anderen Seite belastet die alleinige Verwendung von ®» und z
— immer unter der Voraussetzung, da8 es sich hier um eine Funktionen-
theorie mehrerer Verinderlichen handelt — nicht nur das Gewissen
mathematischer Pedanten. Als Ausweg haben wir einen Kompromi
gewahlt. Uberall dort, wo der Formelapparat fiir die Funktionen iiber
dem Raume von »# komplexen Verdnderlichen nicht erheblich gréBer
ist als jener fiir die Funktionen f(w, z2) — und das gilt fiir den weit
iberwiegenden Teil dieser Schrift —, behandeln wir die Funktionen
f(21, 25, ..., 2,). An den iibrigen Stellen beschrinken wir uns auf die
Veridnderlichen w und z, das gilt vor allem dort, wo anschaulich Geo-
metrisches wie die Kreiskérper und andere spezielle Bereiche hinein-
spielen. Nur in einzelnen Féllen werden wir durch sachliche Schwierig-
keiten hierzu gezwungen. Wo dies eintritt, ist es jeweils hervorgehoben.

Zahlreiche Kollegen und jiingere Mathematiker haben mittelbar zur
Gestaltung dieser Schrift beigetragen. Junge Kommilitonen gaben,
seitdem der &ltere von uns beiden vor einigen Jahren eine Vorlesung
iiber dieses Gebiet und daran anschlieBend regelmiBig Seminare abhielt,
durch ihr Interesse unserer Arbeit eine fruchtbare Resonanz. Manche
Fachgenossen haben, im AnschluB an die Lektiire der ausgearbeiteten
Vorlesung und an Gastvortrige in Miinster, in Diskussionen und Korre-
spondenz mit uns zur Klirung vieler hier behandelter Fragen bei-
getragen. Erwihnt seien die Herren ST. BERGMANN, CARATHEODORY,
H. CartaN, L. FANTAPPIE, HARTOGS, KNESER, ToEPLITZ, WELKE.

Eine ganz besondere Pflicht ist es uns, Herrn Professor H. CARTAN
in StraBburg, Herrn Professor H. KNESER in Greifswald und Ecc. Pro-
fessor SEVERI in Rom fiir die ausfiihrlichen Kritiken des Manuskriptes
unsern Dank auszusprechen, die uns zu manchen Verbesserungen ver-
anlaBten. Ebenso haben wir Herrn Privatdozenten Dr. G. K6THE und
Herrn Dr. PEscHL in Miinster sowie Herrn EICHELBRENNER in Rom
fir die Bereitwilligkeit und Mithe zu danken, mit der sie uns beim
Lesen der Korrekturen unterstiitzt haben.

Miinster i. W., Oktober 1933.
H. BEHNKE, P, THULLEN,
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Uber den Begriff des analytischen

Funktionselementes.
Den Begriff der analytischen Funktion f(z, 2,, . . ., 2,) filhren wir
mit Hilfe konvergenter (n-facher) Potenzreihen
(1) Z Ay, ma, on, ma(Bp — 06)™ (2g — o)™ oo\ (2 — Otg)™
Myy ooy Mp

ein. Die Reihe (1) mit dem Entwicklungspunkt (x;, &,, ..., «,) heie

dabei im Punkte (8, f,, ..., B,) konvergent, wenn mindestens eine
der einfachen Reihen, in die (1) angeordnet werden kann, im Punkte
By, B2y - - -, Ba) konvergiert. Aus der Konvergenz dieser Reihe im

Punkte (By, By, - - ., Bn) folgt die absolute und gleichmaipige Konvergenz fiir
jede abgeschlossene Punktmenge, die ganz tm Innern des Polyzylinders
|z, — 0| < |Bi— ;| (1=1,2, ..., n) liegt (zitiert als Satz A). Ferner

gibt es zu je # — 1 nichtnegativen Zahlen »,, ..., 7,_;, 7,41, . - ., Ty
eine nichtnegative Zahl »,, so daBl die Reihe (1) fiir alle Punkte
(%, 25, - - ., 2,) konvergiert, fiir die |z, — ;| <7; (1 =1,2,...,7n), und
divergiert fiir alle Punkte, fiir die |z — &;| > 7 (1 =1,2,..., 7).

Aus der ersten dieser beiden Aussagen ergibt sich insbesondere, daB3
die Punkte, in denen (1) konvergiert, aber nicht absolut konvergiert,
niemals innere Punkte der Menge von Konvergenzpunkten sein kénnen.
Die inneren Punkte dieser Menge bilden — falls {iberhaupt vorhanden —
einen den Entwicklungspunkt (e, «,, ..., &,) enthaltenden offenen
Bereich, der als Konvergenzbereich von (1) bezeichnet wird. In bezug
auf Konvergenzfragen der Reihe (1) interessieren uns spiterhin nur die
Punkte dieser Konvergenzbereiche. Da hier absolute Konvergenz vor-
liegt, eriibrigt es sich, anzugeben, in welcher Reihenfolge die Potenzreihe
summaert werden soll.

Wir kénnen jetzt definieren: Die Funktion f(z, 2, . . ., 2,) — oder
das Funktionselement f(z,2,,...,2,) — ist analytisch im Punkte
(04, %, . . ., &,), wenn sich f in einem 2n-dimensionalen Polyzylinder 3
durch eine dort konvergente Potenzreihe darstellen 148t. Da dann die
Reihe (1) um jeden anderen Punkt (y;, ¥,, ..., ¥,) des Polyzylinders §
in eine in der Umgebung von (y;, s, - - ., ¥x) konvergente Potenzreihe
[mit (y;, ¥, - .., ¥a) als Entwicklungspunkt] umgebildet werden kann,
folgt, daB f(z,2,,..., 2,) in samtlichen inneren Punkten des Poly-
zylinders analytisch ist. (Véllig gleichbedeutend mit dem Ausdruck
,,analytische Funktion‘‘ gebrauchen wir den Ausdruck ,,reguldre Funk-
tion*.)



2 Uber den Begriff des analytischen Funktionselementes.

Wir halten uns also bei der Einfithrung der analytischen Funktionen
ganz an den WEIERSTRASSschen Aufbau. Wollte man sich dem RIE-
MANNschen Vorgehen anschlieBen, sohidtte manzu definieren: f(z,,z,, .. ., 2,)
heiBt regulir im 2#-dimensionalen Bereiche ¥, wenn in jedem Punkte

(064, %g, ..., %) von B die Ableitungen gz{ (¢t=1,2,...,n) existie-
1

ren, d. h. die Funktionen f(z;, &y, &3, ..., &), [(%;, 23, %3, ..., &), - .oy

f(xy, &, ..., &p_1,2,) jeweils in den entsprechenden zweidimensionalen

Bereichen im Sinne der klassischen Funktionentheorie (abgekiirzt
KL.Th.) analytisch sind. Um die Aquivalenz beider Definitionen zu
zeigen, hat man eine besondere Schwierigkeit zu {iberwinden. Damit
eine nach RIEMANN in einer Umgebung I von P regulire Funktion f
um P in eine Potenzreihe nach den »# Verinderlichen entwickelt werden
kann, muBl der Nachweis der Stetigkeit von f in Il erbracht werden
(bzw. der Beschrinktheit, woraus sich nach OsGoop! allerdings schon
die Stetigkeit schlieBen lifBt). Das ist recht miihselig2?, wihrend um-
gekehrt offensichtlich eine Funktion, die um P in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann, in einer Umgebung von P nach z,2,,.. ., 2,
differentiierbar ist.

Der Satz von der Eindeutigheit der analytischen Fortsetzung lings
eines gegebenen Weges gilt hier wie in der K1.Th. Grundlegend ist dafiir:

fi(z, 25, - . ., 2,) sei regulir in dem 2#n-dimensionalen Polyzylinder 3;,
fa(z1, 23, - - ., z,) in dem Polyzylinder 3,; 8, und 3, mogen innere
Punkte gemeinsam haben. In diesen Punkten moge f, (2, 2, . . -, 2p)
= fo(z,, 23, . .., 2,) sein. Dann gibt es eine und nur eine Funktion
f(z1, 25, .. .,2,), die in 8, und B, reguldr, in 3, mit f, (2, 2, . - -, 2,)
und in 8, mit f,(2, 2,, . . ., 2z,) identisch ist.

1 OsGoop: Math. Ann. Bd. 62 (1905).
2 Siehe HarTOGs [1]; Oscoop: Lb. Kap. III, §§ 17—21 und oben S. 15.



Erstes Kapitel.

Bereiche liber dem erweiterten
Raume.

§ 1. Der erweiterte Raum.

Wie in der K1.Th. denken wir uns den (schlichten) endlichen Raum
der z,2,, . .., 2, durch geeignete Einfiilhrung unendlichferner Punkte
so erweitert, daB jede unendliche Punktmenge des erweiterten Raumes
dort mindestens einen Haufungspunkt besitzt, der erweiterte Raum
also geschlossen (d. h. in sich kompakt) ist.

In der KLTh. filhrt man bekanntlich den Punkt ,,00” mit Hilfe der
Z:ig ein. Wihrend diese Erweiterung der
2-Ebene zugleich die einzig mogliche ist, kommen hier zur AbschlieBung
des R,, viele Gruppen rationaler Transformationen in Frage. Ublich
ist die AbschlieBung mittels der Gruppe G der gebrochen linearen Trans-

formationen
(G)

Transformationen Z =

4zt b
Y Gn+ by

wie mittels der Gruppe I' der projektiven Transformationen

laidi — bic;

,%:0

7. =Gt i T ittt Anita
L= G, 2

by + byzy + bady + -+ buzy

D(Z,,Z,,....Z,)
Dz, 2, - -, 2y) *0.

&)

1=1,2,...,n,

Fir » = 2 sind zugleich G und I (G evtl. kombiniert mit Z, = z,, Z, =2)
und ihre Untergruppen die einzigen Gruppen gebrochen linearer Trans-
formationen. In diesem Falle gehort namlich jede gebrochen lineare
Transformation, deren Inverse wieder eine solche ist, entweder zu G
oder zu I (evtl. nach Vertauschung der Koordinaten)!.

Wir haben uns im folgenden fiir die AbschlieBung des R,, durch die
projektive Gruppe I' — oder, was dasselbe bedeutet, mit Hilfe homo-
gener komplexer Koordinaten - entschlossen.

Im projektiv erweiterten Raume sind samtliche analytischen (2# — 2-
dimensionalen) Ebenen? gleichberechtigt; jede solche Ebene kann durch
eine geeignete eineindeutige Transformation des (erweiterten) Raumes
auf sich in jede andere iibergefilhrt werden. Dagegen sind im Ry —

1 Zur Einfithrung der durch G und I" (und andere Gruppen) erweiterten Raume
siehe auch Osgoop: Lb. und SEVER! [7]; bei Oscoop wird der mittels G erwei-

terte Raum Rg der ,,Raum der Funktionentheorie’* genannt.
2 Vgl. Def. auf S. 26.



4 I. Bereiche iiber dem erweiterten Raume.

so sei der mittels der Gruppe G erweiterte Raum bezeichnet — die Koordi-
natenebenen und die zu ihnen parallelen Ebenen z; = konst. vor den
iibrigen ausgezeichnet; bei einer eineindeutigen analytischen Trans-
formation von Rg auf sich gehen sie nur wieder in Ebenen z; = ¢ iiber!.
Weiter besitzt der projektiv erweiterte Raum R genau eine ,,unendlich-
ferne Ebene", R, aber deren #, die nur in die Ebenen z; = ¢ iibergefiihrt
werden konnen, wihrend in Rp die unendlichferne Ebene durch eine
eineindeutige analytische Transformation von Ry in sich auf jede be-
liebige analytische Ebene abgebildet werden kann. Man beachte ferner,
daB die ganzen linearen Transformationen, die den endlichen Raum
eineindeutig auf sich abbilden, wohl Ry, nicht aber R; wieder einein-
deutig in sich transformieren?.

Es ist hiermit natiirlich keineswegs gesagt, daB nicht bei speziellen
Problemen eine andere Erweiterung des Raumes als die durch I" zweck-
miBiger ist.

Homogene Koordinaten. Zur Definition des projektiv er-
weiterten Raumes fiihren wir zunichst homogene Koordinaten ein.
Hierzu betrachten wir die Gesamtheit & aller Systeme (w,, . . ., @,, @, ;)
von n + 1 beliebigen komplexen Verinderlichen w,, . . ., w,, w,,; mit
Ausnahme von (0,0, ...,0,0). Zwei Systeme (w,, ..., w,, w,,,) und
(@, . . ., Wy, Wpy,) heiBen dabei dquivalent, falls es ein komplexes
240 gibt, so daB w; = Aw; ({ =1,...,n,n + 1).

Diese Aquivalenz ruft in & eine Klasseneinteilung hervor. Eine
solche Klasse heifjt esn Punkt P des projektiven Raumes von n komplexen
Verinderlichen, ferner ein System (@), . . ., ©, »{,,) ein Reprisentant
seiner Klasse bzw. des Punktes P — wir schreiben P (»?, . . ., »Q, ©9,,).
Die Gesamtheit aller Punkte P(w,, ..., ,, ®,.,) bildet den projek-
tiven Raum von n komplexen Verinderlichen — wir nennen ihn
den erweiterten Ry, oder, falls keine Verwechslung moglich ist, kurz
den R,,.

Die Punkte, fiir die w,,, =0, nennen wir die unendlichfernen
Punkte, thre Gesamtheit die unendlichferne Ebene des R,,. Jeder vor-
gegebene unendlichferne Punkt ist durch eine geeignete Transformation

(1) Wi=a;1@ + -+ + 4, 0Wp + 85 ny1Wnqy
i=1,..,n,n+1, |agx|F0

in einen vorgegebenen endlichen Punkt transformierbar; ebenso lafBt
sich die unendlichferne Ebene w,, , ; = 0 durch eine solche Transformation
in jede beliebige 2# — 2-dimensionale analytische Ebene iiberfithren. Die

1 Nach OsGgoop: Lb., S.299 sind die Transformationen aus G zugleich die
einzigen iiberall eineindeutigen und analytischen Abbildungen von Rj auf sich.

2 Auf die Vorteile der Verwendung des Raumes Ry hat insbesondere SEVERI
hingewiesen; vgl. etwa SEVERI [7T]. Siehe dort auch iiber die Abbildung des R
im Falle » = 2 auf eine endliche Mannigfaltigkeit des reell proj. ka-



§ 1. Der erweiterte Raum. 5

Transformationen (1) bilden zugleich den erweiterten R,, eineindeutig
auf sich ab.

Jedem endlichen Punkte (w,, ... w,,w,,,) entspricht auf Grund
der Beziehung

() z=-2 baw wy=Az ({=1,...,7n), @ =4 (AF0)

Wy 41
eineindeutig ein Punkt (z;, . . ., 2,) des gewdhnlichen (endlichen) Raumes
der »n Verdnderlichen 2y, . . ., 2,,; die w; nennen wir zum Punkte (z,, . . ., z,)

gehorige homogene Koordinaten.

Die Begriffe des Hiufungspunktes, der Konvergenz und der Stetig-
keit einer Funktion im erweiterten Raume fiihrt man wie iiblich ein;
als Umgebungen eines unendlichfernen Punktes P betrachte man dabei
diejenigen P enthaltenden Punktmengen, die bei einer Transformation (1),
die P in einen endlichen Punkt P* wirft, in Umgebungen von P* iiber-
gehen [dessen Umgebungen mittels der Zuordnungen (2) durch Um-
gebungen im gewdhnlichen endlichen Raume gegeben sind].

Jede unendliche Punktmenge im erweiterten R, , hat dort mindestens
einen Hiufungspunkt — der erweiterte Raum ist also, wie verlangt,
geschlossen; zugleich bildet die Gesamtheit aller Transformationen (1)
eine geschlossene Gruppe.

Die analytischen Funktionen im erweiterten Raume. Wir
werden eine Funktion f(z, ..., z,) der n komplexen Verinderlichen
Z, ... 2, im endlichen Punkte Py(w?, ... »¥, w?, ;) des erweiterten

Raumes analytisch nennen, falls f(z, . . ., z,) in dem Punkte (20, .. ., z%)
0

des gewdhnlichen Raumes analytisch ist, wobei z” = n;; (t=1,...,n).
wn+1

Das analytische Verhalten einer Funktion in einem unendlichfernen

Punkte legen wir so fest:

Definition. f(z, ... 2z,) heiBt im unendlichfernen Punkte
Py(w,, ..., w,, 0) analytisch, wenn — es sei »" = 0 — die Funktion
Z fr—1 1 vt Zn\ : (v © (U]
f(zv""’ o T e zy) im Punkte Py (w)’, ..., »,) 1, 0, @)’ ¢, ...,
», w)") analytisch ist.
Das analytische Verhalten von f(z,, .. ., 2,) ist invariant gegeniiber

einer Transformation (1) bzw. der zugehorigen projektiven Trans-
formation (1a) (s. S. 6).

Analog werden das meromorphe bzw. das singuldre Verhalten und die
a-Stellen einer Funktion in einem unendlichfernen Punkte definiert.

Es fehlt noch der Begriff des Bereiches im erweiterten Raume, den
wir wie folgt einfiihren:

Eine Menge B von Punkten des erweiterten Raumes heilt ein
Bereich im Ry, (oder auch des R,,), falls 1. 8 mit einem Punkte P
stets eine volle Umgebung von P enthilt, 2. zu je zwei Punkten P
und P® aus B sich eine endliche Folge P, = PV, P,, .., P, = P
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und sie enthaltende Umgebungen 11(P;) angeben lassen, so daB simt-
liche U (P;) nur Punkte aus 8 enthalten und je zwei aufeinander fol-
gende Umgebungen U(P;) und U(P;,;) Punkte gemeinsam haben.

Bemerkung. Wir kénnen im erweiterten Raume fiir die Punkte die
alten Symbole (z,, . . ., 2,) beibehalten. Wir verstehen namlich im folgenden
unter (z;, . . ., 2,) den Punkt P des erweiterten Raumes mit einem Reprisen-
tanten (A<, . . ., 424, 4), 4 & 0 [vgl. (2)]. Hierzu ist beziiglich der unendlich-
fernen Punkte folgende Erginzung zu machen: Hat der unendlichferne
Punkt P, den Reprisentanten (a,, ..., ay,, ..., @, 0) und ist », der erste
Index, so daB &, + 0 — also Py = P,(0,...,0, Gy, ..., @ ,0), ay, ¥ 0 —,

so ordnen wir P, das Symbol (0, ... 0,00 S0t fl) zu. Symbole,
() ay,
in denen mehr als einmal das Zeichen oo auftritt, sind hier nicht definiert;
jedem unendlichfernen Punkte ist genau ein Symbol zugeordnet?.
Statt der Transformationen (1) haben wir in den z, entsprechend die
zugehorigen projektiven Transformationen zu betrachten:

a z+"'+aluzn+aiu 1
1a 7, = i,1%1 3 W m+ ,
( ) ’ a’u+l.lzl+ "'+au+l.nzu+au+l.n+l

1=1,..,m.

§ 2. Bereiche.

Das gesamte Verhalten einer analytischen Funktion in einem Be-
reiche % ist an ihr Verhalten in der zugehérigen ,,Regularititshiille‘?
gebunden — der aus %8 durch gleichzeitige Fortsetzung simtlicher in B
regularen Funktionen hervorgegangenen , Hiille”; diese braucht jedoch
nicht mehr schlicht zu sein, wenn auch der gegebene Grundbereich B
schlicht ist (in der KLTh. ist die Regularititshiille eines Bereiches B
mit B identisch). Wir lassen daher von vornherein die Beschrinkung
auf schlichte Bereiche fallen und legen beliebige Bereiche zugrunde.

Definition. Ein Ding P mit einem ihm zugeordneten System von
n komplexen Zahlen (z, z,, . - ., 2,) heiBe ein Punkt iiber dem Rg,.
Wir schreiben P(z,, z,, . . ., z,) oder kiirzer P und nennen (2, 25, - - -, 2,)
den Grundpunkt, z,, 2, . . ., z, die Koordinaten des Punktes P. Wir
sagen auch, der Punkt P ist dem Punkte (2, 2, . . ., 2,) des R, tiber-
lagert. 'Wir nennen P einen endlichen oder unendlichfernen Punkt,
je nachdem sein Grundpunkt endlich oder unendlichfern ist. Den zu
einem Punkte P gehérigen Grundpunkt bezeichnen wir meist mit P
und entsprechend mit It die Gesamtheit der zu einer gegebenen Menge I
gehorigen Grundpunkte.

1 Die eingefiihrten Symbole fiir die unendlichfernen Punkte enthalten natiirlich
eine gewisse Willkiir; so hiitte man an die Stelle jeder anderen von Null ver-
schiedenen homogenen Koordinate das Zeichen 0O setzen kénnen. Man beachte

daher, daB etwa die Folge der Punkte (0,...,0, m,1,...,1) m = 1,2, ... gegen
den unendlichfernen Punkt (0, ..., 0, 00, 0, ..., 0) und nicht gegen (0, .. ., 0, 00,
1, ..., 1) konvergiert.

2 Vgl. Kap. VL
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Eine Punktmenge iiber dem R,, heiBt schlicht, falls sie keine zwei
verschiedenen Punkte mit gleichen Koordinaten enthilt. Eine schlichte
Punktmenge % heiit dabei ein schlichter Bereich, falls die Menge B der
Grundpunkte von B einen Bereich des R,, bildet (vgl. §1). B nennen
wir den zu B gehorigen Grundbereich.

Den Begriff eines beliebigen Bereiches iiber dem R,, konnen wir
jetzt wie folgt einfiihren: '

Definition. Eine Punktmenge B iiber dem K,, nennen wir eincn
Bereich iiber dem Rg,, falls sich in B ein System & von Teil-
mengen B — die wir Umgebungen nennen — so definieren 148t, dall
diese den fiinf Forderungen geniigen:

1. Jede Umgebung B ist ein schlichter Bereich.

2. Jeder Punkt aus B liegt in mindestens einer Umgebung.

3. Haben zwei Umgebungen %, und %, einen Punkt P gemeinsam,
so gibt es eine P enthaltende Umgebung B, die nur aus gemeinsamen
Punkten von %, und B, besteht.

4. Sind P, und P, zwei verschiedene Punkte aus B, so gibt es eine P,
enthaltende Umgebung %, und eine P, enthaltende Umgebung %B,,
die keinen Punkt gemeinsam haben.

5. Zu zwei Punkten P und P® lassen sich endlich viele Um-
gebungen ®B,, B,, ..., B, angeben, sodaB Lyund B, (I=1,2, ..., m—1)
mindestens je einen Punkt gemeinsam haben und ferner P in %,
und P? in B,, enthalten ist — wir sagen P und P® sind miteinander
verbindbar. ]

Die Forderungen 1 bis 4 sind die eigentlichen ,,Umgebungspostulate®’;
eine Menge, dic diesen vier Forderungen geniigt, nennen wir einc 2#-
dimensionale Punktmenge iiber dem R,,. In der Forderung 5 wird
lediglich der Zusammenhang verlangt — es 148t sich leicht zeigen, da3
diese Forderung durch die vielfach iibliche ersetzt werden kann, daB
zwei Punkte stets durch eine Kurve verbindbar sind?.

Auf Grund der Postulate 1 bis 4 folgt, daB man zu jedem Punkte
,.beliebig kleine** Umgebungen angeben kann; es gilt ndmlich:

Gegeben ser eine Umgebung B, B ser der zugehirige Grundbereich,
ferner By, ein beliebiger in P enthaltener Bereich des Ry,. Ist dann M
ein Punkt aus B, dessen Grundpunkt M in B, legt, so gibt es eine M
enthaltende Umgebung By, die nur Punkte aus B enthilt und deren Grund-
punkte in B, enthalien sind?. ‘

Beweis. M habe die Koordinaten 2, 22, .. ., 2%; zu M gibt es ein » >0,
so daB noch simtliche Punkte
Do) lzi— 20 <r, i=1,2..,n

1 Siehe auch weiter unten (S. 8).

2 Die Aussage dieses Satzes wird haufig (in etwas abgeinderter Form) als
Umgebungspostulat benutzt; vgl. etwa E.CARTAN: La théorie des groupes finis
ect. Mém. Sci. math. Paris 1930. — WevL, H.: Die Idee der RieManNschen Fliche.
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in B, liegen (ist M ein unendlichferner Punkt, so wahle man eine ent-
sprechende in 8, liegende Umgebung). P, sei ein Randpunkt von 9,, P, der
ihm iiberlagerte Punkt aus 8. Nach Forderung 4 gibt es dann zwei punkt-
fremde Umgebungen B, und 8, so daB B, den Punkt P, 8Y den Punkt M
enthilt. Nach Forderung 3 diirfen wir annehmen, daB 8By und BY nur
Punkte aus 8 enthalten. Auf diese Weise lassen sich endlich viele Paare von
Umgebungen B5,, 89; Br,, 8F;...;Br,,, BYP angeben, so dab 1. simtliche B,
und BY nur Punkte aus B und die B, insbesondere den Punkt M enthalten,
2. die zu den Bp, gehdrigen Grundbereiche den Rand von D, vollstindig
iiberdecken, 3. Bp, und B} punktefremd sind (! =1,2,...,m). Nach
Forderung 3 gibt es dann eine M enthaltende Umgebung 8B,, deren Punkte
in simtlichen B enthalten sind und die mit allen 8B, punktefremd ist.
By hat offenbar die behauptete Eigenschaft, w. z. b. w.

Den Begriff des Konvergenzpunktes und des Héiufungspunktes einer
Punktmenge eines Bereiches denken wir uns mit Hilfe der Umgebungen
wie iiblich eingefiihrt, ebenso (mittels des Konvergenzbegriffes) die
Stetigkeit der Zuordnung von Punkten eines Bereiches 8, zu Punkten
eines Bereiches 8B, und entsprechend die Stetigkeit einer in den Punkten
eines Bereiches definierten Funktion (vgl. auch §4).

Ist M eine Teilmenge eines Bereiches B mit der Eigenschaft, daB
jede unendliche Punktfolge aus I in I mindestens einen Haufungs-
punkt besitzt, so heiBe I in B abgeschlossen (oder kurz abgeschlossen).
Fiir eine abgeschlossene Punktmenge gilt wie bei schlichten Mengen der
HEINE-BoreLsche Uberdeckungssatz: Ist jedem Punkte P einer
abgeschlossenen Menge IR des Bereiches B eine P enthaltende Umgebung Bp
aus B zugeordnet, so gibt es in M endlich viele P;, so daf die den P,
zugeordneten Umgebungen Bp, die Menge M diberdecken.

Beweis. Nehmen wir an, der Satz wire falsch! Analog wie bei schlichten
Mengen schlieBen wir zunichst, daB mindestens ein Grundpunkt O existiert,
so daB die einer noch so kleinen Umgebung von O iiberlagerten Punkte
aus M sich nicht durch endlich viele der gegebenen Umgebungen iiber-
decken lassen. Wegen der Abgeschlossenheit von IR kénnen iiber O nur
endlich viele Punkte O%, ..., 0% aus M liegen; Bow (:=1, 2, ..., s) seien
die zugehoérigen Umgebungen. Nach unserer Annahme laB8t sich in IR eine
Punktfolge Q,, so wihlen, daB ihre Grundpunkte gegen O konvergieren, die
Q. aber keinem der 8w angehdren; die Q,, konnen sich also gegen kein O
und somit iiberhaupt in M nicht haufen. Dies widerspricht der Abgeschlossen-
heit von M, w.z.b. w.

Eine abgeschlossene Punktmenge € eines Bereiches 8 heiBit ein
(abgeschlossenes) Kurvenstiick, falls sie sich eineindeutig und stetig
den Punkten eines Stiickes der reellen Achse 4 <¢=< B zuordnen
laBtt.

Zwei Punkte eines Bereiches lassen sich stets durch ein solches
Kurvenstiick miteinander verbinden.

Zwischen den Bereichen haben wir nunmehr die Beziehungen der
,,Aquivalenz*, ,liegt im Innern” usf. einzufiilhren. Wir sagen:

1 Vgl. auch Kap.II, §1.
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Definition 1. Die Bereiche 8B, und %, sind 4quivalent oder —
falls kein Irrtum moéglich ist — identisch, wenn man zwischen den
Punkten aus B, und den Punkten aus B, eine eineindeutige und umkehr-
bar stetige Zuordnung so angeben kann, daf3 zwei einander entsprechende
Punkte stets gleiche Koordinaten besitzen; wir schreiben 8, = B,.

Definition 2. Der Bereich %, liegt im Innern des Bereiches B,
(wir sagen auch ,,8, wmfaft 8,*), falls man den Punkten aus %, ein-
deutig und stetig die Punkte einer Teilmenge von B, so zuordnen
kann, dal zwei entsprechende Punkte stets gleiche Koordinaten be-
sitzen; wir schreiben 8; < 8.

Ist diese Zuordnung zugleich eineindeutig, so nennen wir 9B, einen
Teilbereich von B,. Wenn wir im folgenden eine Teilmenge It eines
Bereiches 8B zugleich als einen Teilbereich von B voraussetzen, so soll
die Zuordnung stets so verstanden sein, daB die Punkte aus I sich je
selbst zugeordnet sind — wir setzen allerdings nicht voraus, daB das den
Teilbereich I definierende Umgebungssystem in dem Umgebungs-
system von B enthalten ist.

Gult fiir zwer Bereiche B, < B, und B, < B,, so ist B, = B,.

Definition 3. Der Bereich 8, liegt ganz im Innern des Bereiches %B,,
falls 1. B, im Innern von B, liegt und 2. jede unendliche Folge von
Punkten aus B,, die Punkten aus %8, zugeordnet sind, in 8, mindestens
einen Hiufungspunkt besitzt; wir schreiben B; < 8,.

Definition 4. Der Bereich %, ist ein Uberlagerungsbereich des
Bereiches B,, falls die beiden Bedingungen erfiillt sind: 1. B, liegt im
Innern von B,. 2. Ist PV ein Punkt aus B,, P® der ihm zugeordnete
Punkt aus B,, ist ferner €® irgendein in P® beginnendes und in B,
verlaufendes Kurvenstiick, so gibt es stets in 8, genau ein in P® be-
ginnendes Kurvenstiick €V, so daB die den Punkten auf € zugeordneten
Punkte aus 8, die Kurve €® (und nur diese) ganz bedecken.

‘Bisher haben wir nur von Umgebungen %8 schlechthin gesprochen,
nicht aber von ,,den Umgebungen eines Punktes P*‘ des gegebenen Be-
reiches; diese konnen wir jetzt wie folgt definieren: »

Definition. Jede schlichte, den Punkt P enthaltende Teilmenge des
Bereiches 8, die zugleich einen Teilbereich von B bildet, nennen wir eine
Umgebung des Punktes P — Bezeichnung W(P).

Man beachte, da3 keineswegs jede Umgebung U(P) notwendig eine
Umgebung B des den Bereich definierenden Systems & ist. Wohl ist
umgekehrt eine Umgebung B, die P enthilt, auch eine Umgebung
u(p).

Grundeigenschaften eines Bereiches.

Eigenschaft A. Gegeben seien zwei Umgebungen W, (P) und Uy (P)
eines Punkies P des Bereiches 8. Ist dann B, irgendein P enthaltender,

1 Zu den Definitionen 1 bis 4 siehe auch CARTAN-THULLEN: S. 620—622.
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den Grundbereichen von U, (P) und Uy (P) gemeinsamer Teilbereich, so
gehoren simtliche B, diberlagerten Punkte aus WU, (P) auch Uy(P) an
(und umgekehrt). Eigenschaft A gilt natiirlich erst recht fiir zwei Um-
gebungen B, und B, des den Bereich B definierenden Umgebungssystems
(Verschirfung von Forderung 3).

Zum Beweise zeige man zunichst, daB eine P enthaltende Umgebung
B, des Bereiches B existiert, die nur aus gemeinsamen Punkten von
U, (P) und U, (P) besteht. Da ferner ein Hiufungspunkt von gemein-
samen Punkten wieder ein solcher ist, folgt dann leicht die Behauptung.

Eigenschaft A besagt insbesondere, dafl das System der Umgebungen
U (P) simtlicher Punkte eines Bereiches der Forderung 3 geniigt. Da
die Forderungen 1, 2, 4, 5 trivialerweise erfiillt sind, konnen wir also
das urspriingliche, den Bereich 8 definierende System & durch dieses
,,allgemeinste” Umgebungssystem ersetzt denken.

Auf Grund der Eigenschaft A konnen wir jedem Punkte P eines Be-
reiches B eindeutig eine ausgezeichnete Umgebung U (P) — den zu P ge-
horigen Elementarbereich von 8 — zuordnen. Es sei ndmlich P, ein be-
liebiger Punkt des Bereiches 8, P, habe die Koordinaten a,, a,, . . ., a,
bzw., falls P, ein unendlichferner Punkt ist, die Koordinaten 0, . . ., 0,
00, d,.1, ...,y Zu P, gibt es dann sicher eine Umgebung U (Py),
deren Grundbereich mit einem ,Polyzylinder” |z — ;| <7 (r > 0)

bzw. einem Bereiche }fi —a;| <r(+ v),"—;—vl < r identisch ist; eine
v

solche Umgebung wollen wir allgemein eine Polyzylinderumgebung mit
dem Radius 7 nennen. Sind U, (P,) und U, (P,) zwei solcher Polyzylinder-
umgebungen mit den Radien 7, und 7, und ist 7, < 7,, so ist U, (Py)
eine Teilmenge von U,(P,) (vgl. Grundeigenschaft A). Hieraus folgt,
daB unter allen Polyzylinderumgebungen des Punktes P, genau einer
mit groBtem Radius 7, existiert, den wir den zu P, gehorigen Elementar-
bereich des Bereiches 8 nennen (wir lassen auch r, = oo zu).

Ist P, ein endlicher Punkt des Bereiches 8, so heiBe der Radius 7,
des zu P, gehorigen Elementarbereiches die Randdistanz von P,. Liegt
der Bereich B, ganz im Innern des Bereiches %8, so besitzen die Rand-
distanzen simtlicher endlicher Punkte aus %,, die (auf Grund von
Definition 2) Punkten aus 8 zugeordnet sind, eine untere Grenze ¢ + 0,
die wir die Minimaldistanz von %, in bezug auf % nennen.

Ist andererseits die Minimaldistanz ¢ des Bereiches B, in bezug auf den
Bereich B von Null verschieden, so braucht keineswegs B, < 8 — auch
dann nicht, falls B, und B beschrdnkt sind.

. Beispiel. B, und B seien beide je unendlichblittrige Bereiche auf der
zu logz gehorigen Riemannschen Fliche, und zwar mogen die Punkte von
9B, der Ungleichung 1 < |z| < 2, die von ¥ der Ungleichung 0 < |z] <3
geniigen. Die Minimaldistanz von B, in bezug auf B ist 1, ohne daB
B < B.

° f—lat dagegen B (oder B,) nur endlich viele Blitter (d. h. sind jedem Punkte
des R,, héchstens eine beschrinkte Anzahl ven Punkten aus B iiberlagert)
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und ist B beschrinkt, so gilt stets B, < B, falls nur B, < B und die Mini-
maldistanz von B, in bezug auf B von Null verschieden ist.

Eigenschaft B. In einem Bereich B lift sich eine abzihlbare Menge
von Punkien Py, P, ..., P,,... so auswihlen, daf die zu den P,
gehirigen Elementarbereiche dem Bereich B vollstindig viberdecken?.

Sicher gibt es namlich in B nur abzahlbar viele Punkte mit rationalen
Koordinaten. Die zu diesen rationalen Punkten gehérigen Elementar-
bereiche bilden dann bereits eine gewiinschte Uberdeckung.

Der Durchschnitt einer Menge von Bereichen2 In jedem
Bereiche B einer endlichen oder unendlichen Menge {8} von Bereichen
sei ein Punkt Oy und dazu eine Umgebung Uy (Oy) gegeben, so daB
alle Oy denselben Grundpunkt O und die Ug(Og) den gleichen Grund-
bereich 1 (0) besitzen. Hat dann der Bereich ® die Eigenschaften:

1. D liegt im Innern aller B;

2. Die auf Grund von Definition 2 (S. 9) den Punkten von ® zu-
geordnete Teilmenge Dy des jeweiligen Bereiches B enthilt Oy (fiir alle B
der Menge {8)});

3. Jeder Bereich mit den Eigenschaften 4 und 2 liegt in D,

so nennen wir ® den Durchschnitt der Menge {8} beziiglich der
Punkte Og.
Beweis der Existenz. Ein System {P@} von Punkten dér Bereiche B

nennen wir einen Punkt P0 der ,,Durchschnittsmenge** ED der Bereiche B,

falls 1. simtliche Punkte des Systems den gleichen Grundpunkt P,
besitzen, 2. in jedem Bereiche B’ der Bereichmenge {8} genau ein Punkt
PQ des Systems und ferner eine Umgebung U (Pg,) liegt, deren Grund-
bereich fiir alle 8’ mit einem festen Bereiche U, (P,) identisch ist. Zwei

Punkte P = {P8} und P? ={PQ} sollen dann und nur dann identisch
sein, falls in jedem Bereiche %' aus {8} der Punkt P, mit dem Punkte

P® zusammenfallt. Die Menge D aller Punkte P = {Pg} bildet eine
Punktmenge iiber dem R,, im frither definierten Sinne.

Die Punkte P" und P? aus D nennen wir benachbart, falls es in
jedem Bereiche B’ eine Polyzylinderumgebung gibt, die Pg. und P§.
enthilt und deren Grundbereich fiir alle B mit einem festen Polyzylinder

! Aus den Eigenschaften 4 und B folgt, daB man jeden Bereich durch eine
geeignete ,,Verkettung'‘ einer endlichen oder unendlichen Folge von Polyzylindern
konstruieren kann (s. CARTAN-THULLEN: S. 619—620). Ein Bereich in unserem
Sinne ist also auch stets mit einem ,,Bereiche’’ identisch, wie sie in der zitierten
Arbeit eingefithrt werden, und umgekehrt. (Da in der Arbeit CARTAN-THULLEN
nur endliche Bereiche vorkommen, denke man sich dort die unendlichfernen Punkte
und ihre ,,Polyzylinderumgebungen‘‘ entsprechend definiert.) Der Uberdeckung
durch Elementarbereiche entspricht bei CARTAN-THULLEN eine ,,kanonische Uber-
deckung”. Aus den Grundeigenschaften ergibt sich insbesondere die ,,Triangu-
lierbarkeit'‘ der Bereiche.

2 Zu einem Begriff des Durchschnitts siche auch CARTAN-THULLEN.
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des R,, identisch ist. Zwei Punkte P und P® aus D heiBen ferner ver-
bindbayr, falls man eine endliche Folge von Punkten P" = Pl, Pg, Py,

= p® angeben kann, so daB P,,l benachbart mit P, l=2...,m).
Man erkennt jetzt ohne weiteres, daf jede Gesamtheit miteinander

verbindbarer Punkte aus D einen Bereich bildet; man hat hierzu als
Umgebungen B nur jede schlichte Menge einander benachbarter Punkte
einzufiithren, deren Grundpunkte einen Bereich bilden.

D kann in mehrere Bereiche zerfallen. Da nun das System der vor-
gegebenen Punkte Oy genau einen Punkt O der Menge ® bildet, werden
wir unter dem Durchschnitt D der Menge {8} beziiglich O = {0g} dic

Gesamtheit aller mit O verbindbaren Punkte aus D verstehen. D erfillt
offenbar die vom Durchschnitt verlangten Eigenschaften.

Erginzung. Gegeben sei wieder eine Menge {8} von Bereichen, dic
simtlich einen Bereich & im Innern enthalten mogen; & braucht nicht
notwendig schlicht zu sein. O sei ein beliebiger Punkt aus ¢. Auf
Grund von Definition 2 (S. 9) ist O in jedem Bereiche 8 der Menge {8}
genau ein Punkt Oy zugeordnet. Als Durchschnitt der Menge {8} beziig-
lich des Bereiches ® definieren wir dann den Durchschnitt D von {8}
beziiglich der Punkte Og. D ist nur von dem Bereiche &, nicht aber
von der Auswahl des Punktes O abhingig.!

Wir wollen uns die Durchschnittsbildung an einem einfachen Beispiele
im R, klarmachen:

Gegeben sei der zweiblattrige Bereich B,: 0< |z| < 1 auf der zu yz
gehérigen RiemanNschen Fliche, ferner die schlichten Bereiche 8,: 0<|z| < 1
und B5:0 < |z| < 2. Der Durchschnitt von B, und 8, oder von B, und B,
ist 8;, der Durchschnitt von %8, und B, beziiglich 8, ist B, (also schlicht).

Der Kern einer Folge von Bereichen2 Den Begriff des Kernes
bauen wir auf dem des Durchschnittes auf. Gegeben sei eine Folge {$,,}
von Bereichen iiber dem R,,, die einen gemeinsamen Durchschnitt D,
besitzen mogen. ®,, sei dann der Durchschnitt aller Bereiche %, mit
m =m, beziiglich ®; (my=1,2,...). Es gilt offenbar ®; < D, fiir ¢ < k.

Unter dem Kern § der Folge {8,,} beziiglich D, verstehen wir dann
denjenigen Bereich iiber dem R,,, der simtliche Bereiche ®,, enthilt,
aber im Innern eines jeden Bereiches liegt, der gleichfalls diese Eigen-
schaft hat.

Die Existenz von & 148t sich dhnlich wie die des Durchschnittes zeigen.

Besitzen simtliche Teilfolgen der Bereiche %, denselben Kern &,
so sagen wir: die B, konvergieren gegen thren Kern und schreiben
51‘ = lim%®,, (wir nennen & auch den Grenzbereich der B,,).

1 Zum Begriff des Durchschnittes vgl. auch den Aufsatz der Verfasser:
Semesterberichte Miinster-Bonn 1932 Heft 2.

2 Uber den Begriff des Kernes von schlichten Bereichen siehe CARATHEO-
DORY [4].
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Es ist klar, daB eine Folge von Bereichen 8B,,, fiir die entweder stets
By < By oder stets B, < B,,, immer gegen ihren Kern konvergiert ;
im ersten Falle ist 8,, =D, (m =1,2,...), im zweiten Falle ist &
identisch mit dem Durchschnitt aller B,,.!

§ 3. Rand- und Verzweigungspunkte.

Definition. Eine unendliche Folge P, P,,..., P,,... von
Punkten eines Bereiches 8, die sich in B #icht hiuft, nennen wir einen
Randpunkt R = [P,] von B, falls 1. die Folge der zugehérigen Grund-
punkte gegen einen Punkt R konvergiert; 2. es zu jeder Umgebung
U(R) von R ein m, gibt, so daB je zwei Punkte P, und P,, mit
m,, my > my in B stets durch ein Kurvenstiick verbindbar sind, deren
Grundpunkte ganz in U(R) liegen.

Eine Umgebung U (P) in B, die unendlich viele der Punkte P,
enthilt, nennen wir eine an den Randpunkt R gremzende Umgebung.

Kénnen wir den Bereich B als Teilbereich in einen ihn ganz umfassenden
Bereich %, ,.einbetten”, so diirfen wir von einem Rande des Bereiches B
schlechthin sprechen, indem wir diejenigen Punkte von %, als Randpunkte
von B betrachten, die zwar Hiufungspunkte von Punkten aus B sind, aber
nicht mehr zu B gehéren.

Umgebungen eines Randpunktes. Gegeben sei ein Rand-
punkt R eines Bereiches 8 mit dem Grundpunkt R, ferner ein Grund-
bereich 2, der R enthilt. Unter der Umgebung W (R) des Rand-
punktes R verstehen wir die Menge sdmtlicher Punkte des Bereiches 8,
die irgendeiner an R grenzenden Umgebung 11(P) angehéren, deren
Grundbereich in 2 liegt. W(R) ist ein Teilbereich von B.

Eine Folge von inneren Punkten oder Randpunkten eines Bereiches 8
heiBt eine gegen den Randpunkt R konvergierende Folge, falls in jeder Um-
gebung W(R) fast alle Punkte der Folge liegen bzw. (wenn es sich um
Randpunkte handelt) durch Punkte aus (R) darstellbar sind.

Mit Hilfe der Konvergenz kénnen wir nun auch die Stetigkeit einer
Zuordnung oder einer Funktion auch in den Randpunkten eines Be-
reiches definieren.

Verzweigungspunkte. Ist jede Umgebung eines Randpunktes R
des Bereiches % nicht schlicht, so heiBt R ein Verzweigungspunkt von 8.

Gibt es zu einem Verzweigungspunkte R eine Umgebung B, (R),
so daB zu jeder andern, in &, (R) enthaltenen Umgebung W (R) minde-
stens ein Punkt P existiert, dem in W(R) genau m Punkte iberlagert
sind, es aber nie vorkommt, daB} B (R) mehr als m einander iiberlagerte
Punkte enthilt, so wollen wir m die Ordnung des Verzweigungs-

! Zum Aufbau allgemeiner funktionentheoretiscker Bereiche vgl. neben Car-
TAN-THULLEN auch CARATHEODORY [§]; ferner in der K1.Th.: (1) WeyL, H.: Die
Idee der RiEmanNschen Fliche. — (2) Rapo, T.: Uber den Begriff der
Riemannschen Flache. Acta Litt. Sci. Szeged Bd. 2.
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punktes nennen (es ist auch m = oo zugelassen). Wie man leicht
sieht, ist jedem Verzweigungspunkte eindeutig eine Ordnung zugeordnet.

Unter den Verzweigungspunkten kénnen uns hier nur diejenigen
interessieren, deren Umgebungen uniformisierbar sind, die also den
isolierten Verzweigungspunkten endlicher Ordnung der KI1.Th. ent-
sprechen. Im R,, (n > 1) treten solche Verzweigungspunkte nie isoliert
auf, sondern bilden zusammenhingende (2#—2-dimensionale) Mannig-
faltigkeiten. Analog der K1.Th. definieren wir:

Die Umgebung W (Q) eines Verzweigungspunktes Q endlicher Ord-
nung ist uniformisierbar, falls ein Polyzylinder |7;| <d, k=1,2,...,n,
und 7 dort analytische Funktionen

(7) =g, Ty .. uT) 1t=1,2,..,n

existieren, die den Polyzylinder eineindeutig und umkehrbar stetig auf
W (Q) mit EinschluB einer Q enthaltenden Verzweigungsmannigfaltigkeit
M so abbilden, daB dabei @ in den Nullpunkt iibergeht. (Die Bilder
von M im Polyzylinder liegen genau dort, wo die Funktionaldetermi-
nante von T verschwindet!.) Die 7; nennen wir die ,,ortsuniformisieren-
den'* Parameter.

Wir kénnen jetzt nachtraglich den Bereichbegriff von § 2 erweitern,
indem wir gewisse Verzweigungspunkte zu den (inneren) Punkten des
gegebenen Bereiches hinzuzihlen. Dabei miissen folgende Bedingungen
erfiillt sein: Soll eine Mannigfaltigkeit M von Verzweigungspunkten
zu den inneren Punkten eines Bereiches 8 gerechnet werden, so muf3
1. zu jedem Punkte Q aus IR eine uniformisierbare Umgebung W (Q)
existieren, 2. simtliche weiteren Verzweigungspunkte, die bei der
Uniformisierung in das Innere des zugehérigen Polyzylinders iibergehen,
gleichfalls zu I gehéren2. B

Wir konnen also definieren:

Eine Punktmenge B iiber dem R,,, heiBt ein im Innern verzweigter
Bereich, falls 8 folgende Eigenschaften besitzt:

1. Eine gewisse Teilmenge B von % ist ein Bereich im friiher definier-
ten Sinne (vgl. §2).

2. Jeder Punkt Q von B, der nicht zu B gehort (es existiere minde-
stens ein solcher Punkt), ist uniformisierbarer Verzweigungspunkt von 8.
Ferner gibt es zu ( mindestens eine uniformisierbare Umgebung %8 (Q)
in 8, so daB alle Verzweigungspunkte von B, die bei der Uniformi-
sierung von %B(Q) inneren Punkten des zugehorigen Polyzylinders
|te| <d(k=1,2,...,n) zugeordnet sind, gleichfalls in B liegen.

1 Vgl. § 5 dieses Kapitels.

2 Es hat fir die Funktionentheorie kein Interesse, auch solche Verzweigungs-
punkte zu den inneren Punkten eines Bereiches hinzuzuzahlen, deren Umgebung
sich zwar topologisch, nicht aber dyrch ein analytisches Funktionssystem auf
einen schlichten Bereich abbilden 1aBt.
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?fB(Q) mit EinschluB dieser Q benachbarten Verzweigungspunkte be-
zeichnen wir als eine Umgebung 1(Q) in %B.

Die Begriffe , liegt im Innern”, , Uberlagerungsbereich® usw. lassen
sich ohne weiteres auf verzweigte Bereiche iibertragen.

Im allgemeinen werden wir uns auf die in § 2 eingefiihrten Bereiche
beschranken kénnen. Nur bei speziellen Fragen der Abbildungstheorie
miissen wir auch verzweigte Bereiche betrachten. Wenn nicht aus-
driicklich anders vermerkt ist, legen wir deshalb im folgenden — abgesehen
von § & dieses Kapitels und vom siebenten Kapitel, wo wir beliebige ver-
zweigte und unverzweigte Bereiche zulassen — stets Bereiche zugrunde, die
keinen Verzweigungspunkt als tnneren Punkt enthalten.

§ 4. Funktionen und Bereiche.

Ist jedem Punkte P(z, 2, ..., 2,) einer Menge I iber dem R,,
eine komplexe Zahl f(P) zugeordnet, so werden wir f(P) eine Funktion
der Menge M nennen — statt f(P) schreiben wir auch, falls keine Ver-

wechslung moglich, f(z, 2, . . ., z,) oder kiirzer f. Eine Funktion f
heiBt in einem endlichen Punkte P(a,, 4, . . ., 4,) bzw. in dem unend-
lichfernen Punkte Py(0, ..., 0,00, 4,4, ..., a,) eines Bereiches ¥ ana-

lytisch, falls es in B eine Umgebung U (P,) und eine im zugehdrigen
Grundbereich U (P,) konvergierende Potenzreihe

o0

(1) Z Crmy, ..., ma (21 — B1)™ (2 — @)™ . . (2, — @)™
Myy ..oy Mn=0

bzw. eine Reihe

o0
2;\M Zy_\Mv -1 (1\My (2, — @y \Mr+1 Zn — Gy\Mn
Cmy, s mn | 2] - =) (R T Tt P L B
Zy 2y \Zy, 2y . 4

M1,...,m,|=0

gibt, so daf die Funktion f in jedem Punkte P aus W(P,) definiert ist
und ihr Wert in P mit dem Werte der Reihe (1) bzw. (2) in dem zu-
gehorigen Grundpunkte P iibereinstimmt. f heiBt in dem Bereiche %
analytisch oder regulir, falls f in jedem Punkte aus 8 analytisch ist.

Ist B ein verzweigter Bereich und Q ein innerer Verzweigungs-
punkt von ¥ (also sicher uniformisierbar), so heiBle f in Q analytisch,
falls f als Funktion der ortsuniformisierenden Parameter dort ana-
lytisch ist.

Ist die Funktion f im Bereiche B beschrinkt, so bezeichnen wir mit
Max|f (%B)| das Maximum der Absolutbetréige von f in 8.

Entsprechend definieren wir eine in einem Bereiche 8 meromorphe
Funktion f:

Die Funktion f heilt in 8 meromorph, falls 1. f in einem Teil-
bereich 8B, von B erklirt und analytisch ist, 2. jeder Punkt von B,
der nicht zu B, gehort, Hiufungspunkt von Punkten aus 8 ist, 3. zu



16 I. Bereiche iiber dem erweiterten Raume.

jedem Punkte P aus B eine Umgebung 1I(P) und zwei dort analytische
Funktionen g und % existieren, so dafB3 fE% (bzw. gleich dem Grenz-

wert dieses Quotienten) in simtlichen Punkten des Durchschnittes von
U(P) und B,.

Regularitdtsbereiche. Der Begriff des Regularititsbereiches
stiitzt sich auf den des Funktionselementes. Unter einem analytischen

Funktionselement p, (2", 25, . . ., z¥) iiber dem endlichen bzw. iiber dem
unendlichfernen Punkte P, verstehen wir dabei eine Potenzreihe (1) bzw.
eine Reihe (2) mit P, (2}, 2, ..., 27) als Entwicklungspunkt, die in einer

vollen Umgebung von P, konvergiert. Zwei Elemente iiber dem gleichen
Grundpunkte heiBen dann und nur dann identisch, falls simtliche
Koeffizienten der zugehérigen Entwicklungen iibereinstimmen. Ein
analytisches Funktionselement ist ein Punkt im friiher definierten
Sinne.

Zwei analytische Funktionselemente p, und p, wollen wir benach-
bart nennen, falls es einen die Grundpunkte von p, und p, enthaltenden
Polyzylinder gibt, in dem p, und p, beide zugleich konvergieren und
dieselben Werte annehmen. Gibt es ferner zu zwei Elementen $ und
p® eine endliche Folge von Elementen p, = p, p,, .. ., p,, = p?, so
daB p, benachbart mit p,,, (! =1,2,...,m — 1), so heiBen p* und
@ miteinander verbindbar. Es ist klar, daB zwei Elemente dann und
nur dann miteinander verbindbar sind, falls sie durch analytische Fort-
setzung auseinander hervorgehen.

Eine Gesamtheit R miteinander verbindbarer analytischer Funk-
tionselemente bildet offenbar einen Bereich, wenn wir als Umgebungen
in R jede schlichte Menge einander benachbarter Elemente aus R
ansehen, deren Grundpunkte einen Bereich bilden. Wir definieren des-
halb:

Gegeben sei ein analytisches Funktionselement p,. Die Gesamt-
heit R, aller mit p, verbindbaren analytischen Funktionselemente heille
der Regularitétsbereich der durch Fortsetzung des Elementes py defi-
nierien analytischen Funktion f.

Ist die Funktion f in einem Bereiche B analytisch, so liegt 8 im Innern
des Regularitatsbereiches der Funktion f. Enthilt ferner B jeden anderen
Bereich, in dem sich f gleichfalls noch regulir verhilt, so ist 8 mit dem
Regularititsbereiche der Funktion f identisch.

Ein Bereich R heiBit schlechthin ein Regularititsbereich, wenn er
mit dem Regularititsbereiche von mindestens einer Funktion f iden-
tisch ist.

Meromorphiebereiche. Den Meromorphiebereich einer Funktion f
fithren wir mit Hilfe meromorpher Funktionselemente ganz analog ein —
unter einem meromorphen Funktionselemente ¢(z;, 2, .. ., 2,) verstehen
wir dabei ein Paar analytischer Funktionselemente p(z;, 2, .. ., ),
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7(2, %9, - - - 2,) Wit 7(2,2,,...,2,) £0 und unter dem Wert des
Elementes ¢ den Wert bzw. Grenzwert des Quotienten p/r, falls dieser
existiert; und so fort wie bei reguliren Elementen.

Einen Bereich nennen wir wieder schlechthin einen Meromorphie-
bereich, wenn er mit dem Meromorphiebereiche einer Funktion f iden-
tisch ist.

Der Regularitatsbereich R einer Funktion f ist ein Teilbereich des
Meromorphiebereiches R der durch { definierten meromorphen Funktion.

Diejenigen Randpunkte von %, die im Innern von R liegen, heiflen
auferwesentlich singulire Stellen der Funktion f. Alle iibrigen Rand-

punkte von R und simtliche Randpunkte von R nennen wir wesentliche

Singularititen® (man beachte, dall simtliche Punkte aus R Haufungs-
punkte von Punkten aus R sind).

Ein Meromorphiebereich braucht nicht notwendig auch ein Regulari-
titsbereich zu sein; diese Frage ist erst bei speziellen Bereichen gelost?,
im iibrigen aber noch vollkommen ungeklért.

Folgenanalytischer Funktionen3. Uber einem Grundpunkte P,
sei eine unendliche Folge von analytischen Funktionselementen
bp1,Pgr - Pm, - - - gegeben, die in einer Umgebung von P, gleichmiBig
konvergieren mdogen (gegen eine analytische Funktion oder die Kon-
stante o0). Die Funktion f,, sei die durch Fortsetzung von p,, entstan-
dene analytische Funktion, R, der zugehorige Regularititsbereich
(m=1,2,...); ferner sei D der Durchschnitt aller Bereiche %, beziig-
lich der , Punkte” p,,.

Die Menge ® der Punkte aus ®, zu denen es 1. eine Umgebung
in D gibt, in der die Folge der f,, gleichmiBig konvergiert, die 2. mit
dem Punkte P, = {p,,} aus ® so durch ein Kurvenstiick verbindbar
sind, daB die £, in jeweils geeigneten Umgebungen simtlicher Punkte
der Kurve noch gleichmiBig konvergieren, bildet dann einen Teilbereich
von D, den wir den Bereich der gleichméBigen Konvergenz der Folge
fm (m=1,2,...) nennen. '

Ganz entsprechend fithrt man den Bereich der gleichmiBigen Kon-
vergenz einer Folge meromorpher Funktionen ein und ebenso den
Normalitdtsbereich einer normalen Familie.

! Wenn wir von Singularititen einer meromorphen Funktion sprechen, so sind
darunter nattirlich stets wesentliche Singularitiaten zu verstehen.

2 Vgl. Kap. 1V, §3.

3 Eine Folge von in einem Bereiche 8 reguliren Funktionen f, heiBt in B
gleichmdpig konvergent, falls es zu jedem ganz in B liegenden Teilbereiche B, und
zu jedem ¢ > 0 ein m, gibt, 50 daB |fn,p(P) — fu(P)| <& fir alle m > m,,
=1 und alle P aus B, (entsprechend fiir die Konvergenz gegen oc). Eine
Familie § von in B reguliren Funktionen heiBt in B normal, falls man aus jeder
Folge von Funktionen aus §§ eine in B gleichmaBig konvergente Teilfolge aus-
wahlen kann.
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§ 5. Analytische Abbildungen!,

I. Abbildungen mit nichtverschwindender Funktional-
determinante. Die n Funktionen f; (f =1, 2, ..., ) seien in dem
endlichen nichtverzweigten Bereiche 8B analytisch. Die Funktional-
determinante des Systems

(S) Zi=fi(z,%,..,2) 1=1,2,...,n

verschwinde nirgends in 8. Dann gibt es genau einen (endlichen) Bereich
B*, so dafi durch S jedem Punkte P(z,,z2,, .. .,2,) von B eineindeutig
und umkehrbar stetig esn Punkt P*(Z,, Z,, . . ., Z,) aus B* mit Z; = f;(P)
zugeordnet ist, B also topologisch auf B* abgebildet wird.

Beweis. Jedem Punkt P aus B ordnet die Transformation S ein-
eindeutig ein System P* = (P;Z,,Z,, ..., Z,) = S(P) zu, das wir den
Bildpunkt von P nennen; mit 8* = S(8B) sei die Menge aller so ge-
wonnenen Punkte P* = S(P) bezeichnet. Als'Umgebungen 8* in B*
fithren wir jede schlichte Menge von Punkten S(P) ein, die die Eigen-
schaft besitzt, daB die ihr in B zugeordnete Punktmenge eine Um-
gebung B in B bildet. Das System dieser Umgebungen B* geniigt den
fiinf Umgebungspostulaten (§2); B* ist offenbar der gesuchte Bild-
bereich.

Das zu S inverse System, wir bezeichnen es mit
) 2, =2y, 2y, 0 Zy), i=1,2,...m

ist in B* analytisch und bildet B* topologisch auf B ab.

Lassen wir jetzt die Beschrinkung auf endliche Bereiche fallen, so
haben wir in dem vorgegebenen Bereiche 8B ein System S von n mero-
morphen Funktionen
(S) Zi=Fi(z, 2%, . .02) 1=12...n
zu betrachten, von dem wir folgendes verlangen: Sind simtliche F;
in einem endlichen Punkte aus 8 analytisch, so soll die Funktional-
determinante dort nicht verschwinden. Ist dagegen eine der Funk-
tionen in einem Punkte P singulir, so verlangen wir von wenigstens
einem der Systeme
(3) 7.2t _Elana, .o 0z) ;1 _ 1
8) L= =Fn oy it L= = Eaa
daB es in P regulir ist und seine Funktionaldeterminante dort nicht
verschwindet. Ganz entsprechende Modifikationen sind in den unendlich-

1 Zu den Grundlagen der Abbildungstheorie vgl. auch CARATHEODORY [4],
H. CArTAN [8] und B. SEGrE [1]. Die analytischen Abbildungen werden von
vielen Autoren auch pseudokonforme Abbildungen genannt (vgl. ELIE CARTAN,
B. SEGRE, SEVERI). Bekannt ist, daB die analytischen Abbildungen im R,, im
allgemeinen nicht mehr konform sind, dies gilt schon fiir die meisten linearen
Transformationen. Dagegen bleibt stets der Winkel zweier auf derselben ana-
lytischen Flache liegender Kurven erhalten; vgl. etwa B. ALMER und REINHARDT[1].
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fernen Punkten des Bereiches 8 vorauszusetzen. Dann gibt es wie im
Falle endlicher Bereiche genau einen Bildbereich B* = S(®8), auf

den B durch S topologisch abgebildet wird. Wir wollen ganz allgemein
eine Transformation, die den verlangten Bedingungen geniigt, eine
eineindeutige meromorphe Transformation nennen.

I1. Gegeben sei ein beliebiges System

(S) Z;=f(z, 25, .- %) 1=1,2,..,0
von # in einem endlichen nichtverzweigten Bereiche % analytischen

Funktionen.

Die Funktionaldeterminante Ay = %ﬁl—é’——zf_"% verschwinde in B,
10285« -1 Zn

ohne dort identisch zu verschwinden! B, sei der groBte Teilbereich von B,
in dem 4g von Null verschieden ist. Auf Grund von I, existiert ein
Bildbereich 8% = S(%B,), auf den B, durch S topologisch abgebildet
wird. Schwierigkeiten treten also nur in denjenigen Punkten Q aus B
auf, in denen 4g = 0. Diese Punkte Q zerfallen nach Oscoop! in zwei
Klassen:

1. Klasse. Es gibt in jeder Umgebung eines solchen Punktes

Ql(a,, a,, . . ., a,) mindestens einen von Q verschiedenen Punkt @ , der
das Gleichungssystem
filzi, 2, .. o, 2,) = [ilay, ag, - . ., a) 1=1,2,...,n

befriedigt. Wir nennen in diesem Falle Q einen Ausnahmepunkt der
Transformation S.

2. Klassé. Es gibt eine Umgebung U, eine ganze Zahl % = 2 und
ein reelles d > 0, so daB fiir jedes (ZP,Z2, ..., Z2) aus

|Z; —a*| <d, af=1{(Q) 1=1,2,...,n
die Gleichungen
(1) filz, 29, .o 2) =29 i=1,2,...,n

genau k Losungen aus Ug aufweisen. In einem Punkte, in dem 4g=0,
konnen mehrere Losungen von (1) zusammenfallen.

Aus all dem folgt, daB U, auf einen verzweigten Bereich U§. = S (1)
mit & ,,Blittern* topologisch abgebildet wird. Durch Q* = S(Q) laufen
endlich viele (2# — 2-dimensionale analytische?) uniformisierbare Ver-
zweigungsmannigfaltigkeiten, lings derer die einzelnen Blitter zusam-
menhéngen; diese Mannigfaltigkeiten sind Bilder derjenigen Punkte
aus B, in denen 4g=0; Q* ist Verzweigungspunkt kter Ordnung.

Es ergibt sich also:

Liegen in dem Bereiche B keine Ausnahmepunkte einer dort ana-
lytischen Transformation S, so gibt es wie im Falle I einen Bereich

1 Vgl. Osgoop: Lb. S. 139—140; siche auch H. CARTAN [8].
2 Vgl. Kap. V, §2.
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B* = S(B), auf den B durch S topologisch und analytisch abgebildet
wird; verschwindet dabei Ag in B, so enthilt B* innere Verzweigungs-
punkte,

Existieren dagegen Ausnahmepunkte, so ist die eineindeutige Be-
ziehung zwischen B und seinem Bilde gestért. Man denke etwa an die
Transformation S,: W=wz, Z=z, die den Dizylinder |w|<1, |z]| <1
auf den im Innern liegenden (mehrfach zusammenhingenden) Bereich
|w| < |z|, |z] <1 und dessen Randpunkt (0,0) abbildet; (0, 0) ist
dabei Bildpunkt aller auf der Ebene z = 0 liegenden Punkte des Di-
zylinders. Fir die Abbildungsfunktionen der inversen Transforma-
tion S;! ist (0, 0) eine Stelle der Unbestimmtheit (eine dieser Funk-
tionen hat dort eine auBerwesentliche Singularitit zweiter Art?).

Wir miissen daher stets, falls Punkte der 1. Klasse auftreten, zu 8
den Teilbereich B, betrachten, der aus 8 durch Herausnahme der Aus-
nahmemannigfaltigkeiten hervorgeht. 8, wird dann topologisch auf
B = S(B,) abgebildet. Diejenigen Randpunkte von By, die Bildpunkte
der Ausnahmemannigfaltigkeiten sind, stellen Unbestimmtheitspunkte
der inversen Transformation S—! dar. B) mit Einschluf dieser Rand-
punkte bezeichnen wir wieder als das Bild S (%) des Bereiches 8.2
D(fy, for- - 1a)
Dg:,z:. ...,z,‘; n B
identisch, so nennen wir S eine ausgeartete Transformation. Wir er-
halten keinen Bildbereich mehr; 8 wird auf eine hochstens 2z — 2-di-
mensionale Mannigfaltigkeit abgebildet.

Legen wir statt der endlichen Bereiche beliebige endliche und
nichtendliche Bereiche zugrunde, so haben wir wie oben (vgl. S. 18)
iiber das System S entsprechende Voraussetzungen zu machen.

Lassen wir ferner nock die Voraussetzung fallen, daf der Grund-
bereich B etn nichtverzweigter Bereich ist, so bleiben simtliche voran-
gehenden Aussagen bestehen. In der Umgebung eines Verzweigungs-
punktes Q haben wir nur statt des Systems S das System

S(T) Zi=fi(gty, - Tn), 8a(Tys ooy Ta)s s En(Tys oo Tp)) =[ilEy, -y T0)
(die g; seien die zu Q gehérigen Uniformisierungsfunktionen) zu be-
trachten bzw. seine Determinante

Dfisfar-eesfa)

Dvy, %5, ..., %) "

Verschwindet die Funktionaldeterminante Ag =

AS(T) =

III. Untersuchen wir kurz neben den eimeindeutigen Bildbereichen
eines (nichitverzweigten) Bereiches B auch die einmehrdeutigen Bilder!
Durch eine Transformation S mit nichtverschwindender Funktional-
determinante sei jedem Punkte P aus % eindeutig und stetig ein
Punkt P** eines Bereiches B** zugeordnet und jeder Punkt aus B**

1 Vgl. Kap.V, §2.

2 Niheres iiber die Verteilung der Ausnahmepunkte siehe in der gerade er-
schienenen Arbeit H. CARTAN [10].
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sei Bild von mindestens einem Punkte aus 8. Wir verlangen ferner,
daB S im Kleinen iberall in B topologisch ist. Offenbar gilt unter diesen
Voraussetzungen:

Ist B* = S(B) das unter I definierte eineindeutige Bild des Be-
reiches B, so ist B* ein Uberlagerungsbereich von B**.

Zweites Kapitel.
Geometrische Grundlagen.

§ 1. m-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

Wenn wir in diesem Kapitel die geometrischen Grundlagen fiir die
Funktionentheorie aufstellen, so haben wir zu beriicksichtigen, daB die
vorkommenden Punktmannigfaltigkeiten keineswegs immer im R,,,
sondern in beliebigen Bereichen iiber dem R,, liegen konnen.

Soweit wir allerdings Eigenschaften von Punktmengen nur im Kleinen
betrachten, diirfen wir uns diese stets im R,, eingebettet denken.

Definition. Eine Teilmenge II der inneren Punkte (bzw. Rand-
punkte) eines Bereiches %8 {iber dem R,, wollen wir ein m-dimensionales
Flachenelement in 8 (m < 2#) nennen, falls es in dem kartesischen
Raum der m reellen Veranderlichen ¢,,¢,, .. .,¢, einen Bereich % und
dort stetige Funktionen
(1) me=qulty, ta, ..o tw)s Vi=alty, tas o s b))y (Be=2142ys, £=1,2,...,7)
gibt, die II eineindeutig und umkehrbar stetig auf 9 abbilden.

IT heiBt ein p-mal differentiierbares Element, falls bei geeigneter
Wahl der Parameter ¢, simtliche partiellen Ableitungen der Funk-
tionen ¢; und -y, bis mindestens zur pten Ordnung existieren und stetig
sind. Ist dabei insbesondere die Funktionalmatrix des Systems (1)
in einem Punkte (7,4, . . ., t%) aus % vom Range m, so heiBe der ihm
zugeordnete Punkt auf IT eine gewéhnliche Stelle des differentiierbaren
Elementes I7.

In der Umgebung einer solchen gewshnlichen Stelle lassen sich die ¢,
aus m der obigen Parametergleichungen bestimmen; wir erhalten
2n — m Gleichungen zwischen den %, ¥, mit einer Funktionalmatrix
vom Range 2#n — m. Es gilt also:

Satz 1. Zu einer gewhnlichen Stelle P eines m-dimensionalen, p-mal
differentiierbaren Flichenelementes IT gibt es eine Umgebung W (P), so
dap I, soweit es in W(P) liegt, durch 2n — m Gleichungen

D%y, Xy ooy Xn, Y10 Voo oo, Yn) = 0 p=1,2,....,2n—m
darstellbar ist, wobei die D, o-mal differentiierbar sind und die Matrix

der ersten partiellen Ableitungen in jedem Punkie des Durchschwittes
von II und U(P) vom Range 2n — m ist.
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Umgekehrt gilt:
Sind die Koordinaten eines Punktes P Losungen der 2% — m reellen
Gleichungen

(2) Pul¥y, %y ooy X, Y1, Yoo - ¥0) =0, p=1,2,...,20—m,

wobei die @, in der Umgebung von P g-mal stetig differentiierbar seien
und die zugehorige Funktionalmatrix in P vom Range 2# —m, so
gibt es eine Umgebung 1 (P) von P, so daB die Gesamtheit aller Punkte
aus U(P), die dem System (2) geniigen, ein m-dimensionales, g-mal
differentiierbares Flichenelement IT bilden; zugleich sind alle diese
Punkte gewéhnliche Stellen des Elementes II.

Eine Punktmenge § eines Bereiches 8B heiBt ein m-dimensionales
(o-mal differentiierbares) Flichenstiick in 8, wenn es

1. zu jedem ihrer Punkte P eine Umgebung U (P) gibt derart, daB
die in W(P) enthaltene Teilmenge von § ein m-dimensionales (o-mal
differentiierbares) Element ist, '

2. zu je zwei Elementen IT®, II® auf § endlich viele m-dimensionale
Elemente I1, = II® II,, .., IT, = II® in §§ existieren, so daB der
Durchschnitt von I7, und IT;, stets wieder ein m-dimensionales Element
ist, I =1,...,s.

Ein Flichenstiick { in einem Bereiche $, braucht, als Teilmenge eines
anderen Bereiches B, betrachtet, in 8B, kein Flichenstiick mehr zu
bilden (vgl. Beispiel 5 auf S. 27).

Im allgemeinen werden wir (iiber dem R,,) nur 1-, (2# — 2)- und
(2n — 1)-dimensionale Flichenstiicke zu betrachten haben, wir wollen
sie kurz Kurven-, Flichen- und Hyperfldchenstiicke — oder, falls kein
Irrtum méglich ist, Kurve, Fliche und Hyperfliche — nennen, je
nachdem m =1, 2n — 2 oder 2n — 1 ist.

Die Hyperflichen zerlegen die Umgebung eines ihrer Punkte in
zwei getrennte Teile, wir diirfen also dort von den zwei ,,Seiten‘* einer
Hyperfliche sprechen.

Bei spiteren Untersuchungen wird eine gewisse Normalform der Dar-
stellung einer Fliche bzw. Hyperfliche wichtig sein. Es ldBt sich zeigen:

Satz 2.1 Zu jeder gewihnlichen Stelle P eines differentiterbaren
Flichenstiickes § kann man eine ganze lineare analytische Koordinaten-
transformation angeben, so daf in einer Umgebung von P die Fliche
in den neuen Koordinaten sich darstellen 1ift durch

B =%, % Ve o Vn) V1= 8a(%es e En Yoo V)
also durch z;, = gz, - . ., 2,) mit eindeutrg komplexer Funktion g.
Entsprechend: )

Ein differentiierbares Hyperflichenstiick lift sich in der Umgebung
eines gewohnlichen Punktes P nach Ausfiihrung einer ganzem linearen

1 Vgl. Oscoop: Lb. S. 1931f.
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Transformation darstellen durch %, = D(x,, . .., %y, V1, Var - - -» V) Mit
eindeutig reeller Funktion @.

Lineare Mannigfaltigkeiten. Ein m-dimensionales Flichen-
stiick heiBt linear, falls bei geeigneter Wahl der Parameter die Parameter-
funktionen @ (¢, %, ..., ¢,) und (4,4, ..., ¢, lineare Funktionen
der ¢, sind.

Ein Flichenstiick ist dann und nur dann ein m-dimensionales
lineares Flichenstiick, falls es sich durch 2# — m voneinander un-
abhingige lineare Gleichungen zwischen den x, und y, darstellen 1i8t.

Beriihrung und Tangente. Die beiden p,- bzw. g,-mal differenti-
ierbaren m-dimensionalen Flichenelemente I7, und IT,:

(ITy) =@ 0, o ta) V=920, ),
(nz) xk::(pl?(s]r ...,Sm), 3’1:‘—‘%'2’(31: "‘rsm)

beriihren sich im Punkte Py von lter Ordnung (I < ¢, 0,), falls bei
geeigneten Parametern ¢, bzw. s, simtliche nullten bis /ten Ableitungen
in P, iibereinstimmen.

Entsprechend definieren wir die Beriihrung zweier Elemente ver-
schiedener Dimension: Ein p-dimensionales Flichenclement IT, beriihrt
ein m-dimensionales Flichenelement 11, (p < m) im Punkte P, von lter
Ordnung, wenn I, ein p-dimensionales Element enthilt, daB I7, in
P, von lter Ordnung beriihrt.

Wir sprechen von der Berihrung zweier p- und m-dimensionalen
Flichenstiicke §§; und §, in P,, wenn in ihnen enthaltene p- bzw.
m-dimensionale Elemente sich in P, beriihren.

Definition. Ein lineares p-dimensionales Flichenstiick § heiBt
eine Tangente an ein gegebenes m-dimensionales Flichenstiick §, falls
es dieses in mindestens erster Ordnung beriihrt. Ist = m, so nennen
wir § die Haupttangente.

Ein differentiierbares Flichenstiick besitzt in jeder gewohnlichen
Stelle genau eine Haupttangente. Offenbar gilt auch umgekehrt, daB
jeder Punkt, in dem eine Haupttangente existiert, eine gewohnliche
Stelle des Flichenstiickes ist.

Ein m-dimensionales differentiierbares Flichenstiick besitzt also dann
und nur dann in esnem Punkte P eine Haupttangente, falls P eine gewihn-
liche Stelle ist.

§ 2. Analytische (charakteristische) Flichen!.

Funktionentheoretisch werden diejenigen Mannigfaltigkeiten aus-
gezeichnet sein, die durch analytische Gleichungen bzw. analytische

1 Zum Begriff der analytischen Fliche und des analytischen Gebildes siehe
auch Oscoop: Lb. und B. SEGrE [1], [2]. — Daneben KOMMERELL: Math. Ann.
Bd. 60 (1905). — LEvI-CiviTA u. EiSENHART: Amer, J. Math. Bd. 34 (1912).
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Funktionen dargestellt werden kénnen. Solche Mannigfaltigkeiten
treten z. B. als Nullstellen- oder Singularititenflichen einer reguldren
Funktion f(z,, 2, . . ., 2,) auf.

Definition. Ein 2# — 2-dimensionales Flichenstiick § heiBt. ein
charakteristisches Flachenstiick oder auch — wenn eine Verwechselung
mit einer nur reell-analytisch darstellbaren Fliche! unmdglich ist —
ein analytisches Flachenstiick, falls es zu jedem Flichenpunkte P eine
Umgebung 11 (P) gibt, so daB die in U(P) liegenden Punkte von {§ und
nur diese Punkte einer Gleichung g(z,, 2,, . . ., 2,) = 0 geniigen, wobei g
eine im Punkte P regulire Funktion bedeutet. g ist im Punkte P
trreduzibel, d. h. es gibt keine zwei in P regulire, dort verschwindende
Funktionen g, und g,, so daB g = g,g,.

Wir nennen P eine gewoéhnliche Stelle des analytischen Flichen-
stiickes , falls wenigstens eine der (komplexen) Ableitungen von g
in P nicht verschwindet.

Auf Grund von Satz 2 und des spiter angefiihrten Vorbereitungs-
satzes? 1iBt sich leicht zeigen, daB eine gewdhnliche Stelle P einer
differentiierbaren Fliche § stets auch eine gewé6hnliche Stelle im eben
definierten Sinne ist, falls § in der Umgebung von P ein analytisches
Flichenstiick darstellt.

In der Umgebung einer gewdhnlichen Stelle P (0, 2, . . ., 2¥) eines
analytischen Flichenstiickes § 148t sich die zugehorige Gleichung
g(21, 23, . . ., 2,) = 0 nach einer der Verinderlichen aufl6sen:

Zq = h(zl, . ey 2«_1, Zq+|, ey z,‘),

% eine in der Umgebung von z; = 2§ reguldre Funktion der z;(k = ¢).

Hat umgekehrt eine analytische Gleichung g(z,, 25, . . ., 2,) = 0 die
Eigenschaft, daB in einer Losung P mindestens eine der partiellen Ab-
leitungen von g nicht verschwindet, so ergibt sich unmittelbar aus der
Auflosbarkeit von g, daB g =0 in der Umgebung von P ein ana-
lytisches Flichenstiick darstellt; P ist dabei eine gewhnliche Stelle
von §.

Sind westerhin §, und F, zwes verschiedene analytische Flichen iiber
dem R,, so kinnen sich F, und F, nur in isolierten Punkien schneiden.

Parameterdarstellung einer analytischen Fliche. Der
Punkt P(z0,29,...,29) sei eine gewdhnliche Stelle des durch die
Gleichung gfz, 25, ..., 2,) =0 dargestellten analytischen Flichen-
stiickes §, es sel also in P mindestens eine partielle Ableitung
von g von Null verschieden — wir koénnen ohne Einschrinkung

%%;_ﬁ % 0 in P voraussetzen.
1

1 Falls von einer Mannigfaltigkeit nur eine reell-analytische Darstellung
vorausgesetzt wird, so heben wir dies ausdriicklich hervor.
2 Vgl. Kap.V, §1.
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Ist dann 2; = h(z,, . . ., 2,) die in der Umgebung U (P) giiltige Auf-
losung der Gleichung g = 0 nach z;, so wird in U(P) die Fliche
dargestellt durch das System

L=h(t;, Ty - s Tna)y =T (k=2,...,1);
hierbei ist % eine in der Nachbarschaft von 7§, =20 (k =2, ..., %)
regulire Funktion der Verdnderlichen 7, 7,,..., 7,_, und ferner die
zugehorige komplexe Matrix im Punkte (0,7, ..., %)) vom Range
n—1.

LaBt auf der anderen Seite eine Mannigfaltigkeit § eine komplex-
analytische Parameterdarstellung zu:

B=I(t, Tay .y Tn1), R=1,2,...,0—1
(h in der Umgebung von (¥, 79, ..., %)) eindeutig und regulir in
den komplexen Veridnderlichen 7,,7,,.., 7,_;), und hat dort die zu-
gehorige Funktionalmatrix den Rang # — 1, so ist § in der Umgebung
des Punktes P, (22,2, ...,29), 2 = he(zD, 79, .. ., 79_)), ein ana-

lytisches Flachenstiick und P, eine gewdhnliche Stelle von .

Randpunkte. Ist P, ein Randpunkt eines analytischen Flichen-
stiickes §, so kann es vorkommen, daB sich & durch Hinzunahme von
Punkten aus einer Umgebung U (Py) von P, so erweitern 148t, daB das
erweiterte Flachenstiick auch noch in U(P,) ein analytisches Flichen-
stiick darstellt. In diesem Falle wollen wir P, einen uneigentlichen
Randpunkt des analytischen Flichenstiickes nennen. Alle iibrigen
Randpunkte von § nennen wir eigentliche Randpunkte.

Hat ferner ein eigentlicher Randpunkt P eines analytischen Flichen-
stiickes § die Eigenschaft, daB simtliche in seiner Umgebung liegenden
Punkte von § mit EinschluB von P selbst einer in P analytischen
Gleichung g(z, 2, . . ., z,) = 0 geniigen, so heiBe P ein unwesentlicher
Randpunkt; alle andern eigentlichen Randpunkte bezeichnen wir als
wesentliche Randpunkte oder wesentlich singulire Punkte der
Fliche .

Unwesentliche Randpunkte sind etwa solche Punkte, in denen sich
mehrere ,,Zweige'’ der Fliche schneiden (vgl. Beispiel 2, S. 26.)

Es ist oft zweckmiBig, ein Flichenstiick durch Hinzunahme ge-
wisser unwesentlicher Randpunkte zu erweitern; wir definieren deshalb:

Eine Mannigfaltigkeit 9t heiBt ein ergénztes analytisches (charakte-
ristisches) Fldchenstiick, falls 9t die beiden Bedingungen erfiillt:

1. Es existiert ein analytisches Flachenstiick ¥, so daB jeder Punkt
auf M entweder zu § gehort oder ein unwesentlicher Randpunkt von
& ist.

2. Zu jedem Punkt P auf I gibt es eine Umgebung U (P) und eine
dort regulire, in P verschwindende Funktion %, so daB alle Punkte
aus It, die in U(P) liegen, der Gleichung % = 0 geniigen und umgekehrt
jede in U(P) liegende Losung von 2 = 0 zu Ik gehért.
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Die Punkte von R, die zugleich auf { liegen, wollen wir regulire
Punkte des erginzten Flichenstiickes nennen.

Analytisches Gebilde. Besitzt das erginzte analytische Flichen-
stiick §, eingebettet in den R,,,, dort hochstens wesentliche Randpunkte,
so heiBe { ein analytisches Gebilde des R,,.

Ein analytisches Gebilde (erst recht ein analytisches Flichenstiick)
ist bereits durch eines seiner Elemente vollkommen bestimmt. Es fiihrt
aber nicht umgekehrt die Fortsetzung eines analytischen Flichen-
elementes stets zu einem analytischen Gebilde des R,,,; hierzu muB man
erst einen geeigneten Regularititsbereich iiber dem R,, zugrunde legen
(vgl. Beispiel § auf S.27).

Analytische Ebenen. Die einfachste Klasse der analytischen
Flichen im R,,, sind die analytischen (2# — 2-dimensionalen) Ebenen.
Wihrend eine beliebige 2# — 2-dimensionale Ebene durch die Glei-
chungen

(3) ay +k§1(ahxk +0y) =0, ¢ +k§(0b %+ dpye) =0

darstellbar ist, miissen die analytischen Ebenen, d. h. diejenigen Ebenen,
die zugleich analytische Flichen sind, noch gewissen Bedingungen (den
CaucHy-RiEMANNschen Differentialgleichungen) geniigen. (3) stellt
dann und nur dann eine analytische Ebene dar, wenn es ein 4 & 0 gibt,
so daB ay = Ad;, by = —Ac;. Denn nur in diesem Falle kénnen wir die
Gleichungen (3) zu einer linear komplexen Gleichung

Ko+ 0%12) + KeZy + c0 + Op2, =0
zusammenfassen.

Zwei verschiedene analytische Ebenen schneiden sich in genau einer
2n — 4-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit, also zwei Ebenen des
R, in genau einem Punkte (durch zwei ihrer Punkte ist ferner eine
Ebene des R, vollstindig bestimmt).

Die Haupttangenten an ein analytisches Flachenstiick sind simtlich
analytische Ebenen.

Im R, gilt sicher auch die Umkehrung dieses Satzes:

Besitzt ein differentiierbares 2-dimensionales Flichenstiick § des R,
in jedem seiner Punkie eine analytische Haupttangente, so ist §F ein
analytisches Flichenstiick und jeder Punkt auf § eine gewohnliche Stellel.

Beispiele analytischer Flichen. 1.Die Funktion w = yz liefert
die iiberall im Endlichen (auch im Punkte (0,0)) analytische Fliche
w? — z = 0; es braucht also nicht jede singulire Stelle einer Funktion
w = f(2) eine singuldre Stelle der dargestellten Fliche zu liefern.

2. Umgekehrt kann ein regulirer Punkt einer mehrdeutigen Funktion
f(2) einen Randpunkt des Flichenstiickes w — f(z) = 0 liefern. So besitzt

die durch w = ¥z — z}z dargestellte Fliche § den Punkt (0, 1) als Rand-
punkt (Doppelpunkt). (0, 1) ist jedoch nach unserer Definition unwesent-

1 Vgl. Levi-C1vITA.
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licher Randpunkt, liegt also auf dem zu § gehorigen Gebilde . @ wird
hier dargestellt durch die Gleichung h(w,2) = w? — 2z + 222 — 28 = 0;
h ist im Punkte (0, 1) reduzibel und zerfallt dort in h(wz) = (w — 2 + zyz)-
(w + ¥z — zVz); jeder Faktor verschwindet in (0, 1). Ubrigens sind alle
anderen endlichen Punkte auf § gewohnliche Stellen, da nurin (0, 1) A, und A,
zugleich verschwinden.

3. Gegeben sei die Funktion h(w,z) = w3 —22. Im Punkte (0, 0)
verschwinden beide Ableitungen von k. (0, 0) ist also sicher keine gewShn-
liche Stelle der durch # = 0 dargestellten analytischen Fliche §§. Da aber
andererseits das Parametersystem w = 12,z = 13 die in der Umgebung
von (0, 0) liegenden Punkte der Fliche eineindeutig und umkehrbar stetig
den inneren Punkten eines Kreises zuordnet, wobei (0, 0) in den Mittelpunkt
iibergeht, gehért (0, 0) sicher zu den Punkten der Fliche. In (0, 0) be-
sitzt § keine Haupttangente. 1

4. Die durch die Gleichung Togw — z dargestellte analytische Flache %

1 . :
Toge  2kai (logc sei
der Hauptwert) geschnitten. Die z; hiufen sich gegen z =0 (und nur
gegen z = 0). Daraus folgt, daB simtliche Punkte der Ebene z = 0 wesentlich
singuldre Punkte der Flache § sind.

5. In der Umgebung eines Punktes (w,, z, + 0), der die Gleichung
w = zf mit irrationalem B befriedigt, wird durch diese Gleichung ein ana-
lytisches Flachenstiick definiert. Bezeichnet man nun mit @ die Gesamtheit
aller Losungen von w = 26, so gehoren mit einem Punkte (w, = eflogz, z)
auch alle Punkte (eflogz.f2kni, z0) zu @. Da g irrational vorausgesetzt ist,
hiufen sich die Zahlen eA2k 7% gegen jeden Punkt des Einheitskreises. Hieraus
folgt, daB simtliche Punkte der Hyperfliche |w| = 2/ Haufungspunkte
der Mannigfaltigkeit @ sind und hieraus wiederum, da8 & keine'analytische
Fliche oder ein analytisches Gebilde des R, sein kann. Betrachten wir
dagegen @& in dem Regularititsbereich der Funktion f(w, z) = wz—8 — 1
(oder auch der Funktion w—#z— 1), so stellt @ dort ein analytisches Flichen-
stiick dar.

wird von jeder Ebene w = ¢ in den Punkten 2, =

Neben den 2n# — 2-dimensionalen Flichenstiicken des R,, betrachten
wir gelegentlich auch analytische Mannigfaltigkeiten niederer Dimen-
sion. Eine solche Mannigfaltigkeit 2(n — m)ter Dimension (oder (# — m)-
ter ,,Stufe’) wird ganz entsprechend durch ein System von # vonein-
ander unabhingigen analytischen Gleichungen definiert?.

§ 3. Hyperfldchen.

Ein Hyperflachenstiick & 1aBt sich in der Umgebung jedes seiner
Punkte durch die in der Nachbarschaft liegenden analytischen Flichen
charakterisieren. Die Kenntnis von dem Verhalten dieser Flichen
liefert uns spiter die Moglichkeit, zu entscheiden, wann eine gegebene
Hyperfliche von einer gegebenen Seite ,natiirlicher Grenze” einer
reguléren Funktion sein kann (vgl. Kap. IV, § 3). Wir sagen: Ein Hyper-
flachenstiick ¢ (%, %5, . . ., %, ¥1, V2, - - -, ¥u) = O heiBt im Punkte P
pseudokonvex von der Seite ¢ > 0 (bzw. ¢ < 0), wenn jede durch P

1 Vgl. hierzu Oscoop: Lb.
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gehende analytische Fliche mit der gewthnlichen Stelle P in jeder
Umgebung von P Punkte auf der Seite ¢ = 0 (bzw. ¢ < 0) aufweist?.

Diese Eigenschaft ist offenbar invariant gegeniiber eineindeutigen
Transformationen des R,,,, die in einer Umgebung von P regulir sind.
Es wird sich spiter zeigen, daB die Eigenschaft, pseudokonvex von der
Seite @ > 0 (bzw. ¢ < 0) zu sein, fiir diejenigen Hyperflichen charakte-
ristisch ist, die in der Richtung ¢ > 0 (bzw. ¢ << 0) ,,natiirliche Grenze*
einer analytischen Funktion sind.

Um nun ein Kriterium fiir das pseudokonvexe Verhalten aufstellen
zu konnen, setzen wir das gegebene Hyperflichenstiick € im folgenden
stets als zweimal stetig differentiierbar voraus und ferner, da & in
jedem seiner Punkte eine Haupttangente besitzt, d. h. jeder Punkt
eine gewohnliche Stelle ist. Um uns komplizierte Rechnungen zu er-
sparen, fithren wir die folgenden Uberlegungen nur fiir Hyperflichen
des R, durch — da es sich hier um Eigenschaften im ,,Kleinen‘‘ handeln
wird, kénnen wir uns die Hyperflichen im schlichten R, eingebettet
denken?2.

Gegeben sei also ein 2 mal stetig differentiierbares Hyperflichenstiick ©
des w-z-Raumes (w =% + iv, 2= x 4+ 1y). P sei ein Punkt auf &;
durch eine geeignete lineare analytische Transformation kénnen wir P
in den Punkt (0, 0) und die zu P gehorige Haupttangente in die Hyper-
ebene x = O iberfithren. Fiir & gilt dann um P die Entwicklung

(4) @(u,v,%,9) = 2+ a, w2+ a,v® + azuv + aguy + agvy + agy? + - --.

Fiihren wir bis zu den quadratischen Gliedern statt der Verinder-
lichen %, v, %, y die Verinderlichen w, @, 2,2 (w=u—1tv, 2=%—17%)
ein, so geht (4) iiber in

5) p(,v,%,9) =2 4 awt + &w + buw
+ quadr. Glieder, die mindestens z oder z enthalten 4 hoh. Glieder,
hierbei ist b = 2 1_ % also reell.

Nach Definition ist die Hyperfliche ¢ = 0 dann und nur dann im
Punkte P nicht pseudokonvex von der Seite ¢ > 0, falls es eine durch P
gehende analytische Fliche (mit P als gewohnlicher Stelle) gibt, die in
einer geniigend kleinen Umgebung 1 (P) auBer P nur Punkte auf der
Seite @ < 0 aufweist (entsprechend fiir die Seite ¢ < 0).

(6) z2=f(w) = Aw + Bw? + ...

sei eine durch P laufende analytische Fliche. (Fiir diejenigen Flichen-
stiicke, die sich um P nach w aufl6sen lassen, ist von vornherein Kklar,

1 Vgl. BEHNKE [§]. \
2 Uber die Verallgemeinerung des Folgenden auf Hyperflichen des R,, siehe
KRrzoska; vgl. auch Kap. IV, §3.
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daB sie in der Nachbarschaft von P Punkte aufweisen, fiir die ¢ < 0,
und Punkte, fiir die ¢ > 0.) (6) in (5) eingesetzt, ergibt:

0 AT By awr+ (BR) @+ bws e

Liegt (5) bis auf P selbst in U1(P) ganz auf der Seite ¢ < 0, so muB (7)
in U(P) negativ definit sein. Dies ist aber nur dann méglich, falls
A=A =0 und die zu (7) gehorige quadratische Form (B + &)w?
+ (B + «)u? + bww negativ definit ist; hierzu ist notwendig, daB
b=0. Ist umgekehrt b < 0, so kénnen wir sofort eine analytische
Fliche angeben, nimlich z = —aw? 4 .-+, die in einer Umgebung
von P ganz auf der Seite ¢ < 0 liegt. Fiir b < 0 ist demnach ¢ =0
in P sicherlich nicht pseudokonvex von der Seite ¢ > 0, muB aber
pseudokonvex von der Seite ¢ <C 0 sein, da sonst nach dem Obigen
b= 0 wire.

Aus all dem ergibt sich:

Satz 3. (1). Ist das Hyperflichenstick @(u,v,x,y) =0 tn P
= (0, 0) pseudokonvex von der Seite ¢ > 0 (bzw. ¢ << 0), so ist b, der
Koeffizient des Gliedes ww in der normierten Entwicklung von ¢ (u, v, %, y),
groPer oder gleich Null (bzw. b < 0).

(2). Ist in der normierten Entwicklung von @(u,v, x,y) der Koeffi-
zient von ww grofer (bzw. kleiner) als Null, so ist die Hyperfliche ¢ = 0
in P pseudokonvex von der Seite ¢ > 0 (bzw. ¢ < 0).

(3). Unter der Voraussetzung von (2) gibt es sogar ein analytisches
Flichenstiick durch P, das seine P benachbarten Punkte alle auf der
Seite @ >0 (bzw. < 0) hat. Wir nennen in diesem Falle das Hyper-
flachenstiick in P total pseudokonvex von der Seite ¢ > 0 (bzw. < 0).

Eine Hyperfliche kann offenbar in einem Punkte nie total
pseudokonvex von beiden Seiten zugleich sein. Doch sind gewisse,
niamlich die analytischen Hyperflichen dadurch ausgezeichnet, daf
sie in allen Punkten nach beiden Seiten schlechthin pseudokonvex
sind.

Es soll nun eine entsprechende, von der Normierung im Punkte P
unabhingige Bedingung fiir die Pseudokonvexitit aufgestellt werden,
die gestattet, fiir jeden Punkt sofort anzugeben, ob das Hyperflichen-
stiick dort in einer Richtung pseudokonvex ist. Diese Bedingung liefert
das Vorzeichen des LEvischen Differentialausdrucks?:

0 Pw ‘2
Log)=—| 9 Pve P
¥z Puz @2z

1 Vgl. BEHNKE [5].
* Zur komplexen Differentiation siche etwa KRzOska.
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in der WIRTINGERschen! Schreibweise oder nach E. E. LEvi? in den

vier reellen Verdnderlichen:

A 7 ” TP atp a¢ atp a(p a’?’ 6"’7
16L(p) = Kpdip + Aptip —2(52 52 + 52 3) (22 - 22

—2 <’_¢éf__6w9_¢) Gy _ Go

(du dy v 0z (W 6v¢9x)’

wobei , dp\2 | (O / Gy | o
"l"’=(a7)+(5§)' 4y =gu T om

(4{p, 45p gleiche Ausdriicke in %, y).

Hilfssatz. Das Vorzeichen von L (p) ist invariant gegeniiber eimer
in der Umgebung von @(u,v, x,y) = 0 etneindeutigen und reguldren
Transformation.

Ist nimlich w =f{(W,Z2), z=¢g(W,2), D%(P_{’iz)_) %= 0 eine solche
Transformation, die @(#,v,%,y) =0 in ®U,V,X,Y)=0 iber-

2

i ] D(f,
fiihrt, so gilt L(P) = L(p) IB(%%

Satz 4. Damit das Hyperflichenstiick ¢ (u, v, x, y) = 0 in P pseudo-
konvex von der Seite ¢ > 0 (bzw. <0) ist, st notwendig, daf L (p) =0
(bzw. L(p) < 0), und hinreichend, daf L (p) > 0 (bzw. L(p) < 0).

Entwickelt man ndmlich ¢ in der. normierten Form (4) bzw. (5), so ist

L(p) = %. Die Behauptung ergibt sich dann aus dem Hilfssatze
und Satz 3.

Bei den geometrischen Untersuchungen in unserm Raume spielen
diejenigen Hyperflichenstiicke eine besondere Rolle, die sich durch
eine in den vier reellen Verinderlichen %, v, x, y reell-analytische
Gleichung @ (%, v, x, y) = 0 darstellen lassen?; in diesem Falle kénnen
wir die Hyperfliche auch in der Form @ (w,w, z,2) = 0 angeben.
Einer solchen Hyperfliche & liBt sich-in jedem ihrer Punkte P, (w,, 2,)
eine ausgezeichnete amalytische Fliche — nimlich die Fliche §p :
D(w,w,y,z,2) =0 — invariant gegentiber eineindeutigen und ana-
lytischen Transformationen zuordnen. Ist ferner € in P, fofal pseudo-
konvex — etwa L (p) > 0, so beriihrt diese Fliche §p, das Hyperflichen-
stiick © und liegt in einer Umgebung von P, ganz auf der Seite ¢ >0 4.

Analytische (charakteristische) Hyperflichen5. Ein Hyper-
flichenstiick & heiBt analytisch, wenn es sich durch eine Gleichung

h(w,2;8) =0, A<i<B

1 Vgl. WIRTINGER (2]. 2 Vgl. E.E.LEv1 [1].

3 Vgl. ELie CARTAN [1], [2]; ferner die Arbeiten von B. SEGRE.

4 Vgl. etwa ELIE CARTAN (1] S. 25—26.

5 Eine analytische Hyperfliche wird hiufig auch Hyperplanoid genannt (vgl.
B. ALMER, E. CARTAN, SEVERI). Wir setzen im allgemeinen nicht voraus, daB
sich die gegebene analytische Hyperfliche zugleich durch ein reell-analytisches
Parametersystem ausdriicken 1aB8t; trifft das zu, so wird dies ausdriicklich her-
vorgehoben.
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darstellen 1iBt, wobei ¢ einen stetigen reellen Parameter bedeutet und
h(w, z; ty) fiir jedes feste £, (4 < f, < B) eine in der Umgebung von &
analytische Funktion von w,z und insbesondere %(w, z;4) = 0 ein
analytisches Flichenstiick ist (entsprechend die Definition einer ana-
lytischen Hyperfliche im R,,).

Ein analytisches Hyperflichenstiick besteht also aus einer einpara-
metrigen Schar analytischer Flichenstiicke. Umgekehrt bildet eine Schar
analytischer Flachenstiicke, wenn iiberhaupt ein Hyperflichenstiick,
so stets ein solches analytisches Hyperflichenstiick. Der analytische
Charakter eines Hyperflichenstiickes ist invariant gegeniiber Trans-
formationen, die eineindeutig und analytisch in seiner Umgebung sind.

Satz 5. Ein zweimal stetig differentiierbares Hyperflichenstiick
Q(w, v, x,y) =0 ist dann und nur dann analytisch, wenn in allen seinen
Punkten L (@) verschwindet!.

Beweis. 1. Ist nimlich & ein analytisches Hyperflichenstiick, so
gibt es durch jeden Flichenpunkt P eine analytische Fliche §§, fiir die
iberall ¢ () = 0. Infolgedessen muB (es sei P eine gewoshnliche Stelle
von ) in dem normierten Ausdruck (7) 4 =0, B = —o«, b = 0, also
L(g) =0 sein, w.z. b.w. [Ist P keine gewohnliche Stelle, so ist P
jedenfalls Haufungspunkt gewohnlicher Punkte; da L (¢) stetig, ist also
auch L(p(P)) =0.]

2. Der Beweis fiir die zweite Behauptung ist im allgemeinen Falle
miihselig (siche E. E. LEv1 [2]). Ist aber in der die gegebene Hyper-
fliche & darstellenden Gleichung ¢ (%, v, x, y) = 0 die Funktion ¢
reell-analytisch in %, v, x,y, so 148t sich der Beweis besonders ein-
fach fithren?:

D(w,w,z,2) =0 sei wieder die zu & gehorige Gleichung in den
komplexen Verinderlichen. Die zu einem Punkte P(x, f) auf & zu-
geordnete Fliche &p,: @ (w, w,, 2, 2,) = 0 geniigt dann der Differential-
gleichung
® 4 P,(w.5,2,p)

dw (w,x,z,p) "

Rechts wird mittels der Gleichung @ (w, «, z, 8) = 0 die GroBe 8 elimi-
niert. Damit jetzt (8) in eine reine Differentialgleichung erster Ordnung
zwischen w und z iibergegangen ist, ist notwendig, daB die rechte Seite

nicht mehr von & abhingt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn
0 [P,(w,x, 2, Bw,a,z) L(9®)

5;{ b,(w, 5,2 fw, o z))} ==, oder nach Ausrechnung, wenn (—di,—)i =0.
Ist also L(®) =0, so geniigen die der Hyperfliche & zugeordneten
Flichen p, einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen w

und z, bilden somit eine kontinuierliche Flichenschar, die von genau

1 Vgl. E. E. LEvi; neuere Beweise (im Falle einer reell-analytischen Funk-
tion @(u,v, #,y)) siche B. ALMER, E. CARTAN, B. SEGRE und SEVERI [5].
2 Vgl. ELIE CARrTAN [1].
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einem komplexen Parameter abhingt. Dies ist aber nach E. CArRTAN
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal € eine ana-
lytische Hyperfliche ist?.

§ 4. Spezielle Bereiche iiber dem R,.

Um den Leser mit den Bereichen iiber dem R,, vertraut zu machen,
sei hier eine Ubersicht iiber eine Reihe der wichtigsten speziellen Bereiche
des R, gegeben, die wir im folgenden besonders hiufig benotigen werden.
Die Verallgemeinerung dieser Bereiche auf den R,,, bietet keine Schwierig-
keit, obwohl die Vielfiltigkeit der entsprechenden Bereiche mit wachsen-
der Dimension immer groBer wird.

1. Dizylinder. Unter einem Zylinderbereich § des w-z-Raumes
verstehen wir eine Gesamtheit von Punkten (w, 2), die entsteht, wenn w
simtliche Werte eines (einfach- oder mehrfachzusammenhingenden)
Bereiches b® der w-Ebene und z simtliche Werte eines Bereiches b®
der z-Ebene durchliuft.

Sind b® und b®@ Kreisscheiben, so heiBe § normiert oder schechthin
ein Dizylinder; ein Dizylinder besteht also aus der Gesamtheit aller
Punkte (w,2) mit |w—wy| <7, |2 — 2| <r,. Ist ,=7r,=1, so
sprechen wir vom Einheits-Dizylinder.

Das Innere jedes Zylinderbereiches mit einfachzusammenhéngendem
b® und 5@ 14Bt sich (auf Grund des RiEMANNschen Abbildungssatzes
der K1.Th.) topologisch und analytisch auf das Innere des Einheits-
Dizylinders abbilden. Der Rand eines solchen Zylinderbereiches wird
aus zwei analytischen Hyperflichen &, und &, gebildet. &; und &,
schneiden sich in einem (nichtanalytischen) Flichenstiick &, das aus
allen Punkten (w, z) gebildet ist, fiir die w auf dem Rande von 5®,
z auf dem Rande von b@. Diese Fliache § heiBt die Bestimmungsfldche
des Zylinderbereiches. Bei einem Dizylinder besteht die Bestimmungs-
fliche aus den Punkten |w — wy| =1,, |2 — 2| = 7,.2

Aus dem Satze vom Maximum der KI1.Th. kann man leicht folgern,
daB eine in einem abgeschlossenen Dizylinder regulire Funktion f(w, 2)
das Maximum ihres Absolutbetrages auf der Bestimmungsfliche an-
nimmt.

Hieraus ergibt sich dann: ~

Satz 6. Stimmen zwei in einem abgeschlossenen Dizylinder regulire
Funktionen f, und f, in jedem Punkte der Bestimmungsfliche tiberein,
so sind sie im ganzen Dizylinder identisch®. Eine im abgeschlossenen

1 Zum ausfithrlichen Studium der geometrischen Eigenschaften im R,, ins-
besondere der Hyperflachen, siche ELIE CARTAN [1] und [2], BoL und die zitierten
Arbeiten von B. SEGRE.

2 Die Bestimmungsflache eines Dizylinders ist topologisch einem Torus des
R; homdomorph.

3 Vgl. auch Kap. 111, § 2.
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Dizylinder regulire Funktion ist also bereits durch ihre Werte auf der
Bestimmungsfliche vollstindig bestimmt (wogegen in der K1.Th. eine
Funktion f(z) erst durch Vorgabe der Werte auf dem ganzen Rande
eines "Bereiches im Innern bekannt ist).

2. Hyperkugel. Die Hyperkugel mit dem Mittelpunkte (w,, z,) und
dem Radius 7 ist die Gesamtheit aller Punkte (w,z), die von dem
Punkte (,, 2,) einen Abstand d = J|w — w,|? + |2 — 2|2 <7 haben.

Alle Hyperkugeln sind durch ganze lineare Transformationen inein-
ander iiberfithrbar. Der Rand einer Hyperkugel ist von auBen total
pseudokonvex, da in jedem Punkte des Randes L(g) = 2 ist. Daraus
folgt sofort, daB ein Stiick des Randes der Hyperkugel sich nicht topo-
logisch und analytisch auf ein Stiick des Randes des Dizylinders abbilden
14Bt [auf ‘dem Rand eines Dizylinders ist L (@) = 0].

3. REINHARDTsche Kérper®. Dizylinder und Hyperkugel gehéren
einer allgemeineren Klasse von Bereichen, den REINHARDTschen Kor-
pern, an. Diese sind insbesondere als die Bereiche der absoluten und
gleichmiBigen Konvergenz von Potenzreihen bekannt.

Unter einem Remuarorschen Korper mit dem endlichen Mittel-
punkte M (w,, z,) verstehen wir einen Bereich iiber dem R, der durch
simtliche Transformationen der zweiparametrigen Drehungsgruppe

T o) W= (@w—uw)e?+w, Z=I(—2z)c"+z
(9, p beliebig reell)

auf sich abgebildet wird.

Jede Ebene w = konst. sowie jede Ebene z = konst. schneidet —
sofern sie iiberhaupt den Bereich trifft — Kreisringe oder eine Kreis-
scheibe mit z, bzw. w, als Mittelpunkt heraus.

Diejenigen REINHARDTschen Korper, bei denen von jeder dieser
Ebenen stets genau eine volle Kreisscheibe herausgeschnitten wird,
nennt man vollkommene REINHARDTsche Kirper; ein solcher Korper
ist immer schlicht und enthélt mit einem Punkte (w*, z*) auch alle
Punkte (k(w* — w,) + wy, h(z* — 2z,) + z) mit [k| <1, |h|=1.

Einen REINHARDTschen Korper nennen wir eigentlich, wenn er
seinen Mittelpunkt M als inneren Punkt enthilt (und in M nicht ver-
zweigt ist).

Wir werden im folgenden als Mittelpunkt M eines REINHARDTschen
Korpers meist den Koordinatenanfang wihlen. Zur Darstellung dieser
Korper mit dem Mittelpunkt (0, 0) benutzt man zweckmiBig die Viertel-
ebene der absoluten Betrige von w und z (kiirzer: Absolute Ebene).
Ein Bereich in der absoluten Ebene reprisentiert immer einen solchen
REINHARDTschen Kérper, und umgekehrt 1aBt sich ein REINHARDTscher

1 Die ReEinHARDTschen Koérper wurden zuerst von REINHARDT untersucht;
vgl. REINHARDT [1]. Bei SEVEr! werden die REINHARDTschen Korper Sphiroide
genannt.
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Korper mit dem Mittelpunkt (0, 0) stets in der absoluten Ebene dar-
stellen.

Die Fixpunkte der Transformationen T (4, ¢) sind die Punkte
(w,, 2,) und die unendlichfernen Punkte (0, o0) und (oo, 0). Bei linearen
Transformationen, die diese drei Punkte untereinander vertauschen,
geht der REINHARDTsche Korper wieder in einen solchen iiber.

4. Kreiskorper und HarrtoGssche Korper. Die REINHARDT-
schen Korper liegen ihrerseits in der umfassenderen Klasse der Kreis-
kérper. Die Kreiskérper nehmen hier eine dem Kreise in der K1.Th.
dhnliche Stellung ein.

Unter einem Kreiskoérper mit dem endlichen Mittelpunkte M (w,, 2,)
verstehen wir einen Bereich iiber dem R, der durch simtliche Trans-
formationen

T(9) W= @w—w)e?+w,, Z=(z—2z2)e%+z
(9 beliebig reell)
auf sich abgebildet wird.
Liegt der Mittelpunkt im Kreiskérper selbst, so sprechen wir wieder
von einem eigentlichen Kreiskorper. Einen eigentlichen Kreiskérper §

nennen wir vollkommen, falls jede analytische Ebene durch den Mittel-
punkt M — also jede Ebene "0 — s mit beliebigem, aber festem
— %0
komplexem s — genau eine Kreisscheibe herausschneidet?. Ein voll-
kommener Kreiskorper ist stets schlicht und sternartig und um-
gekehrt ein eigentlicher sternartiger Kreiskorper stets vollkommen.
Der Radius 7 des aus einem vollkommenen Kreiskérper durch eine
Ebene s = ¢ herausgeschnittenen Kreises ist eine Funktion von s: r=r(s).
Die Randpunkte eines vollkommenen Kreiskérpers geniigen also

einer Gleichung
(1) ]z-—zo|=R(s)=——'—(s—)—

V1 +|s[*
oder bei Einfithrung der Verinderlichen ¢ = Ez_—_g,_
- %o

2) |w — wy| = R*(#) = |s| R(s).

Die Darstellung (1) versagt fiir z = z,, (2) fir w = w,.

Die Gesamtheit der inneren Punkte eines vollkommenen Kreis-
korpers sind die Punkte |z—z,| < R(s) bzw. |w—wy| < R*(f).

Bei den Transformationen der Drehungsgruppe T (#) bleiben auBer
dem Mittelpunkt auch simtliche unendlichfernen Punkte fest. Bringt
man nun den Mittelpunkt (w,, 2,) durch die Transformation
(S,) W=2="%  z__1 4.

z— 2 z2— 2

AN

einer Gleichung

1 D. h., falls & mit einem Punkte (w*, z*) auch alle Punkte (h (w* — w,) -+ w,,
h(z* — zg) + 2,) mit |A| =1 enthalt.
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in den unendlichfernen Punkt (0, 00), so geht dabei die Gruppe T (#)
in die Gruppe T,(#) = S,T(#) S;!:

T,(9) W=uw, Z=(z—2z)e?+2

iiber, ferner die unendlichferne Ebene in die Ebene z = z,, deren simt-
liche Punkte Fixpunkte der Gruppe T,(#) sind, weiterer Fixpunkt ist
nur noch der unendlichferne Punkt (0, o0) = S (w,, 2) .

Ein Kreiskérper 8 mit dem Mittelpunkt (w,, z,) wird also bei der
Transformation S, auf einen Bereich abgebildet, der die Gruppe T, (%)
zuldBt.

Einen solchen Bereich (nimlich einen Bereich, der durch simtliche
Transformationen der Gruppe T,(?) bzw. einer entsprechenden
Gruppe T,(#) in sich iibergeht) nennen wir einen Harroesschen
Korper. Die Ebene z = 2, bzw. w = w, heillt die Symmetrieebene des
Korpers.

Ein HartoGsscher Koérper heiBt eigentlich, wenn es auf der Sym-
metrieebene innere Punkte gibt, vollkommen, wenn jede den Korper
iiberhaupt schneidende Ebene z=c¢ bzw. w =c¢ eine volle Kreis-
scheibe herausschneidet.

Ein vollkommener HaRTOGSSChey Kirper braucht nicht schlicht zu sein.

Die Konvergenzbereiche der Reihen 2f,(2)(w — w,)” bzw.
21, (@) (z — z,)” sind vollkommene HarTOGSsche Kérper.

Unter der Projektion 6™ eines HarRTOGSschen Korpers 8 mit der
Symmetrieebene z = z; verstehen wir denjenigen Bereich iiber der
w-Ebene, in dem 1. simtliche in %8 reguliren Funktionen f(w) von w
allein eindeutig und reguldr sind, der 2. jeden Bereich tiber der w-Ebene
enthilt, der die erste Eigenschaft besitzt.

Die Projektion eines HarToGsschen Korpers ist funktionen-
theoretisch von Wichtigkeit. Falls %8 schlicht ist, braucht die Projek-
tion b® keineswegs schlicht zu sein (vgl. etwa Kap.VI, §4). Ein
vollkommener schlichter HarToGSscher Kérper besitzt dagegen stets
eine schlichte Projektion.

5. CARTANsche Kérperl. Die bisher aufgefiihrten Bereiche haben
alle die Eigenschaft, eine Gruppe analytischer Drehungen in sich zuzu-
lassen. Die allgemeinsten Bereiche dieser Art sind die CARTANschen
Korper.

Definition. Unter einem Carranschen Koérper oder einem (m, p)-
Bereich verstehen wir einen Bereich iiber dem R,, der durch simtliche
Transformationen der Gruppe

Tn,p (D) W= (w—w)em®+w,, Z=(z—2)e??+z
(m, p teilerfremd, ¥ beliebig reell)
auf sich abgebildet wird.

1 Vgl. H. CarTAN [5).
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Entsprechend wie oben fiihren wie die eigentlichen und vollkommenen
(m, p)-Bereiche ein.

ReinnARDTsche Korper, Kreiskorper, HARTOGSsche- und CARTAN-
sche Korper fassen wir unter dem Begriff der kreissymmetrischen Korper
zusammen.

Wir wollen kurz die wichtigsten Typen der kreissymmetrischen
Korper iiber dem R,, kennenlernen. Wir sagen:

1. Der Bereich 8 im R,, ist ein Polyzylinder mit dem Mittelpunkt

(a, 4y, - . ., a,), wenn er aus der Gesamthéit aller Punkte (z,, z,, . . ., 2,)
des R,, besteht, die der Ungleichung
|20 — | < T m=1,2,...,n (#,, reell und fest)

geniigen. Ist 7,, = 7, fiir alle m, so heiBe § ein gleichseitiger Polyzylinder
mit dem Radius 7.
2. Die Gesamtheit & der Punkte (z,2,,...,2,) des R,,, fir die

] i |2m — @y |? <7y, bildet eine Hyperkugel mit dem Mittelpunkt
m=1

(4, a5, ..., a,) und dem Radius 7,.

3. Ein Bereich % iiber dem R,,, ist ein Kreiskorper (bzw. REINHARDT-
scher Korper) iiber dem Ry, mit dem Mittelpunkte M (a,, a,, . . ., a,),
falls er alle Transformationen

Z,, = (2 — am) €% + ay, m=1,2,..., 10 (9 reell)
bzw. alle Transformationen
Zy= {2y — )€™ +a, m=1,2,....,n (0,3, ..., 3,reell)
in sich zuliBt. Liegt M (a,, a,, ..., a,) in B, so heife B wieder ein

esgentlicher Kreiskorper bzw. eigentlicher REINHARDTscher Korper.
Entsprechend definieren wir einen vollkommenen Kreiskérper bzw.
ReINHARDTschen Korper.

Drittes Kapitel.

Darstellung reguldrer Funktionen
durch elementare Reihen.

Um uns komplizierte Rechnungen zu ersparen, fithren wir simtliche
Uberlegungen dieses Kapitels nur fiir Funktionen der beiden Verinder-
lichen % und z durch. Doch lassen sich fast alle Ergebnisse auf Funk-
tionen von # Verinderlichen iibertragen?.

§ 1. Der Bereich der absoluten Konvergenz von Potenzreihen.

Bei der Untersuchung der Potenzreihen nach w — w, und z — z,
koénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit den Koordinaten-

1 Vgl. FaBer, HarroGs [1].
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anfang als Entwicklungspunkt wihlen, uns also auf Potenzreihen der
Form ©
W,2) = Ay w2
1’( ) - E om,l

beschrinken. Aus Satz A geht hervorl, daB der Bereich der absoluten
und zugleich gleichmiBigen Konvergenz von p(w,z) einen wvollkom-
menen, also schlichten REINHARDTschen Korper & bildet. Gewdhnliche
Konvergenz kann auBerdem nur auf dem Rande von & und ferner auf
den Ebenen w = 0 und z = 0 in aus & herausragenden Kreisen statt-
finden; solche evtl. auftretenden zweidimensionalen Flichenstiicke der
gewohnlichen Konvergenz auBerhalb von & nennen wir Stachel des
Konvergenzkorpers.

 Beispiel. Der Konvergenzbereich |z| < 1 der Reihe > w - z* besitat
den Stachel w =0, |z|=1.

Zur niheren Beschreibung des Konvergenzbereiches & fithren wir
den Begriff der zusammengehérigen Konvergenzradien ein:

Ein Paar positiver Zahlen 7,, r; heiit ein Paar zusammengehériger
oder assoziierter Konvergenzradien der Potenzreihe p (w, 2), falls diese
in [w|<ry, | 2| <rj konvergiert, in |w|>7,, |z| > 7, dagegen divergiert!.

Setzt man |w| =7, |z| =7, so erfilllen die Paare zusammen-
gehoriger Konvergenzradien von p(w, 2) in der absoluten Ebene eine
Kurve @ (7, 7') = 0, im w-z-Raume also eine dreidimensionale Mannig-
faltigkeit — den Rand des Konvergenzbereiches &.

Die obere Grenze aller vorkommenden 7 bzw. 7’ sei mit R bzw. R’
bezeichnet; R und R’ heiBlen die zu p(w,2) gehdrigen Maximalradien;
sie geben die Radien der Kreise an, in denen die Koordinatenebenen
den Bereich & schneiden, so daB also |w| << R, [z| < R’ der kleinste &
umfassende Dizylinder um (0, 0) ist.

Eigenschaften zusammengehériger Konvergenzradien?.

(I). (Monotonie.) Ist r, <7, und r zu ry, 75 2u r, assozitert, so gilt
stets 7, =7}, (folgt aus der Vollkommenheit des Konvergenzbereiches).

(IT). Ist (r,7") ein Paar zusammengehiriger Konvergenzradien der

o0
Potenzreshe D a,, ,w™ 2, so ist stets ﬁrﬁm+}l/ [ |77t = 1.
m, l=0

Hierausergibt sichleicht die von HARTOGS bewiesene Grundeigenschaft :

(IIT). Stnd (ry, 7)), (75, 73), (v3, v5) dres Paare zusammengehiriger Kon-
vergenzradien und ist 0 << r, << 7, <73 << R (oder 0 < 7; <7, <7 < R'),
so gilt die Ungleichung

1 logr, logr
1) 1 logr, logr;
1 logry logry

1A
o

1Vvgl. S.1.
2 Vgl. B. ALMER, FABER, FABRY, HARTOGS[1), TIETZE, LEMAIRE ; NAKANO hat eine
Reihe der folgenden Sitze auf Laurentreihen zweier Verinderlicher iibertragen.
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Diese Ungleichung besagt geometrisch: FaBt man {’ = log?’ als
Funktion von {=logr aufl, also {’= ¥({), und sind P,, P,, P, drei
aufeinanderfolgende Punkte der Kurve {’ = ¥({), so liegt P, niemals
unterhalb der Sehne P, P;. Ist also insbesondere ¥ ({) zweimal differen-
tiierbar, so ist ﬁg’% <0 oder, da d(logr) = d7, d(logr) = 5 dr"

&Y _ 1 (dr\E 1 dr
2 77%7(W)—77r-

U

Folgerung. Gilt fiir zwei Paare (r,, 1), (75, 7;) Zusammengehériger
Konvergenzradien r; <7,, aber #; =7;, so sind alle r <7, zu R’
assoziiert, insbesondere ist 7; = R’; entsprechend gilt: Ist r; <7}, r, =7,,
so ist 7, = 7, = R und jedes »' <7, zu R assoziiert.

Dies besagt: Die Kurve @(r, r') = 0 der zusammengehérigen Kon-'
vergenzradien liuft hochstens lings einer bei # = 0 bzw. #' = 0 be-
ginnenden Strecke den Achsen (in der absoluten Ebene) parallel. In
Verbindung mit (I) folgt, daB zu jedem » << R esndeutig ein »' assoziiert
ist (zu jedem 7' << R’ eindeutig ein 7), daB also D(r, 7') = 0 sich in
0 <7 <R (bzw. 0 <#' < R’) nach 7' (bzw. 7) auflosen liBt: »' = ¢ (7)
(bzw. r = (7). @(r) und w(r') sind dabes monotone, nichtwachsende,
stetige Funktionen.

Das System der zusammengehérigen Konvergenzradien ist bereits voll-
stindig durch ¢ (r) bestimmt; es wird nimlich gebildet durch alle Paare
(r, ') positiver Zahlen, fiir die entweder 7' =@ (r) oder (fa]ls }i_n}}tp (r =+ 0)
r=R, 0<7 <limp(r); das Innere des Konvergenzbereiches 1Bt
sich also darstellen durch |z| < @(|w|), [w| < R. Im folgenden werden
wir daher das System der assoziierten Konvergenzradien stets in der Form
v = @(r) gegeben denken.

Es zeigt sich, daB die Monotonie von ¢ (r) und die Grundeigenschaft
fiir das System der zusammengehorigen Konvergenzradien einer Potenz-
reihe charakteristisch sind:

Satz 7. Genidigt die fiir 0 <<r << R definierte, positive Funktion
v =@(r) den beiden Bedingungen: 1. v' = @(r) nimmt mit wachsen-
dem v niemals zu, 2. die Wertepaare (r,r = @(r)) gendigen der
Grundeigenschaft (I11), so gibt es stets eine Polenzrethe p (w, 2), deren
System der zusammengehirigen Komvergenzradien durch v' = @ (r) be-
stimmi ist2.

(IITa). Bemerkt sei, daB Monotonie und Grundeigenschaft sich
durch andere ihnen dquivalente Eigenschaften ersetzen lassen. So zeigte
HARTOGS: )

r' = @(r) bestimmt dann und nur dann ein System zusammen-
gehoriger Konvergenzradien einer Potenzreihe, falls es durch jeden Punkt

1 Uber die Méglichkeit einer solchen Darstellung vgl. weiter unten.
2 Vgl. Hartocs [1] S. 841f,
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der Kurve ' = ¢(r) eine ,,Hyperbel“ Cr*r'# =1 (x =0, § > 0, C>0)
gibt, die keine Punkte mit ' < ¢(r) gemeinsam hatl,

Ferner bewies FABER?:

v = @(r) gentigt der charakieristischen Differentialungleichung:

22 (&), =7 (&), ~ (&),
wobet (d(p(f + h)) _ (d¢(7))
(%:_:'L — i‘:} dr ,;’ dr |,

Es existieren also insbesondere einseitige Ableitungen in jedem inneren
Punkte. Ist ¢(r) zweimal differentiierbar, so ist (2a) mit der Un-
gleichung (2) identisch.

Wie wir spiter zeigen (vgl. Kap. IV, §3), ist ferner die Pseudo-
konvexitit von auBen fiir diejenigen REINHARDTschen Kérper charak-
teristisch, die zugleich Konvergenzkérper von Potenzreihen sind.

(IV). Ist (ry, 7y) ein Paar zusammengehériger Konvergenzradien der
Potenzreihe p(w, z), so gibt es mindestens einen Punkt (w,, z,) mit
|wy| = 79, |20] =73, in dem die durch $(w,z) dargestellte regulire
Funktion singuldr wird?.

Hieraus ergibt sich die iiberraschende Folgerung:

Satz 8. Jede in einem eigentlichen REINHARDTschen Koirper R
reguldre Funktion f(w, 2) ist in eine in ganz § konvergente Potenzreihe
entwickelbar und damit zugleich auch in das ganze Innere des kleinsten
R umfassenden vollkommenen REINHARDTschen Kirpers analytisch fort-
setzbar*.

Die um 0(0, 0) sicher existierende Potenzreihe der Funktion f(w, z)
kann nédmlich nach (IV) in keinem inneren Punkte von § aufhéren zu
konvergieren, ist ‘also nach Satz A auch noch im kleinsten § umfassenden
vollkommenen ReiNHARDTschen Korper konvergent und damit f dort
regulir.

Ist somit & ein michtvollkommener, eigentlicher REINHARDTscher
Korper, so 1aBt sich stets die Gesamtheit aller in § reguliren Funktionen
gleichzeitig in einen groBeren Bereich hinein fortsetzen; ein solcher Be-
reich kann insbesondere kein Regularititsbereich sein® — ganz im Gegen-
satz zur KLTh., wo es zu jedem Bereich der z-Ebene eine Funktion £ (z)
gibt, die ihn als ihren Regularititsbereich hat.

1 (IITa) besagt im wesentlichen das gleiche wie ein Satz von B. ALMER
(vgl. ALMER S. 15).

2 Vgl. FABER S. 300.

3 Verscharfungen dieses Satzes vgl. FABER und Hartocs [1].

4 Vgl. auch H. CARTAN [B]; THULLEN [1], [8]. CARTAN beweist den Satz aus
einer in ® giltigen Integraldarstellung (s. S. 42ff.), woraus dann umgekehrt die
Eigenschaft (IV) folgt.

5 Vgl. auch Kap. VI.
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§ 2. Potenzreihen und das Integral von CAUCHY.
Ist f(w, z) im Innern des Dizylinders
(1) lol<dy, |2]<d,
regulir und auf dem Rande noch stetig, so 148t sich f — wie man durch

zweimalige Anwendung der CAvucHyschen Integralformel der KI1.Th.
einsieht — so darstellen'

18 .
@ w.9 = (573) f J(n—"?)(i—Z) 45

der Integrationsweg €, ist dabel der Kreis |n| =d,, €, der Kreis
8] = dy.

Entw1ckelt man )(C =5 in eine Potenzreihe nach w und z,

so kann man Integratlon und Summation vertauschen und erhilt im

Innern von (1) -
2) =Dy, 10",

m,l=0
wobei 1) 1. 0) _1 "1, 0)
am,z=(m) fdﬂ e 48 = ST eumas

Aus der Darstellung (2) folgt als Verschirfung von Satz 6:

Stimmen die Randwerte zweier im Innern eines Dizylinders regulirer
Funktionen [ und g auf der (2weidimensionalen) Bestimmungsfliche diber-
ein und sind die Randwerte dort noch stetig, so sind f und g vollkommen
identisch?.

Damit nun fir eine Funktion f(w, 2) die Darstellung durch das
Doppelintegral (2) gilt, geniigt es bereits, die Regularitit von f in den
Punkten des Randstiickes |w| =d, (]z] <d,;) und des (zweidimen-
sionalen) Stiickes z =z, |w|=d, irgendeiner Ebene z =z, mit
|29| < dy zu fordern. Wir gewinnen daraus den interessanten, von
HarToGs aufgestellten

Satz 9. Die Funktion f(w, z) gewiige folgenden Bedingungen:

1. fiir jedes y mit |n| = d, ist f(n, z) in |z| < dy analytisch in z und
auf |z| = d, noch stetig,

2. es gibt ein 2y mit |zy| << dy, so daB f(w, 2) in allen Punkten (w, zo)
mit |w|=d, sich regulir verhilt (als Funktion der beiden Verinder-
lichen w, z),

3. f(n.§) ist stetig auf |n| =dy, [C| = d,.

Dann ist f(w, 2) ins ganze Innere des Dizylinders |w| < dy, |z| < d,
analytisch fortsetzbar®.

Die CaucHysche Integralformel (2) gilt natiirlich wortlich im R,,,.
Ebenso 4Bt sich unmittelbar der CAucHYsche Integralsatz iibertragen,

1 Hierzu und zu gewissen Veraligemeinerungen vgl. BERGMANN [4], [15], [16].
2 Vgl. HarToGS [8]. HOssjER gibt eine Verallgemeinerung dieses Satzes an.
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wenn man als Integrationsfliche die Bestimmungsfliche eines Poly-
zylinders wihlt. Hier kénnen aber auch allgemeinere Integrationswege
zugelassen werden. Es gilt!:

& sei eine m-dimensionale, geschlossene zweiseitige Fliche, die eine
reell-analytische Darstellung @; (%1, ..., %y, Y1, Vo) =0 (1=1,2,..., %)
gestattet und die sich ferner innerhalb eines Bereiches B stetig auf einen
Punkt oder eine Kurve zusammenziehen lipt. Ist dann die Funktion
F(2,, 29, - - s 2,) 0 B regulir und auf § noch stetig, so ist

[1C0, G E) A0y dG, .. ALy == 0.
&

Die Umkehrung des CAucHyschen Integralsatzes, der Satz von
MORERA, ist zuerst von VOLTERRA iibertragen worden:

Satz 102 Verschwindet fiir eine in einem Bereiche B stetige Funktion
f(21, 29, . . ., 2,) Stets das Integral

(1@ Ler - ) 48, AL, . AL,

erstreckt diber die Bestimmungsfliche eines beliebigen ganz in B liegenden
Polyzylinders, so ist | eine in B analytische Funktion.
SEVERI gab fiir diesen Satz einen besonders einfachen Beweis an.

.

§ 3. Der invariante Konvergenzkorper.

Der in §1 dieses Kapitels betrachtete Konvergenzbereich & der
Potenzreihenentwicklung einer Funktion f(w, z) hingt noch von der
willkiirlichen Auswahl der Koordinatenebenen ab. Nach einer nullpunkts-
treuen linearen Koordinatentransformation (einer anderen Auswahl der
Koordinatenebenen) ist namlich im allgemeinen der Konvergenzkérper
der Potenzreihenentwicklung von f nach den neuen Verinderlichen
von § verschieden.

Beispiel. f(w,z) =

1 —wz’

Der Konvergenzkorper & der zugehdrigen Reihe Z(wz)”‘ wird von
m=0

den Punkten |w|-|z| <1 gebildet. Nach der Koordinatentransfor-
mation w = W + Z,z =Z geht > (wz)™ iiber in Z(WZ)"" 2 zzm
+ p'(W,Z). Der Konvergenzkoérper der neuen Reihe liegt im Durch-
schnitt von |W|-|Z| <1 und |Z| <1, wogegen & (im W-Z-System
betrachtet) iiber |Z| < 1 hinausragt.

Um nun den Konvergenzbereich & durch einen anderen zu ersetzen,
der diese Willkiir nicht mehr aufweist, gehen wir so vor:

Wir bilden die Menge It aller Punkte P (w, 2) des R, mit der Eigen-
schaft, daB nach einer geeigneten ganzen linearen und nullpunktstreuen
Transformation der Koordinaten w,z in die Koordinaten W,Z die

1 Vgl. PoiNcARE [2]; ForsyTH: Kap. VI; PascaL, NALLY-ANDREOLI.
2 Vgl. VoLTERRA und SEVERI [8].
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Potenzreihenentwicklung von f(w (W, Z), z(W, Z)) nach W, Z in einer
Umgebung von P (im W-Z-System betrachtet) konvergiert. Der
offene Kern von R ist ein schlichter Bereich §, den wir den invarianten
Konvergenzkorper! der urspriinglichen Potenzreihe p(w, z) von f(w, z)
nennen. Seine Invarianz 148t sich auch so ausdriicken: Durch eine ganze
lineare, nullpunktstreue Transformation

W=aw+ bz, Z=cw-+dz, ad—bc=+0

des Raumes wird § in einen Bereich 3* iibergefiihrt, der mit dem
invarianten Konvergenzkérper der Potenzreihenentwicklung von
f(w(W, Z), 2(W, Z)) um (0,0) nach W, Z identisch ist.

Es gilt nun:

Satz 11. Der invariante Konvergenzkirper § einer Funkiion f(w, z)
mit der Potenzreihenentwicklung > a,, ;w™z ist mit dem Bereiche ® der

gleichmdPigen Konvergenz der ,,Diagonalreihe' D, { [ ,w’""z’} iden-
tisch. m=01U=0

& st zugleich derjenige vollkommene Kreiskirper um (0, 0), bei dem
jede analytische Ebene durch (0, 0) den Rand in einem Kreise durch den
ndchsten singuliren Punkt auf thr schneidet®.

Zum Beweise ist zu bemerken:

1. @ hat sicher die von J behauptete Invarianz, denn bei homogenen
linearen Transformationen werden jeweils nur die einzelnen inneren Summen
unter sich transformiert. 2. @ ist ein vollkommener Kreiskorper; f ist in &
reguldr und wird dort durch die Diagonalreihe dargestellt. 3. & umfaBt &,
denn nach geeigneter zuldssiger Koordinatentransformation konvergiert die
Potenzreihenentwicklung von f in einer Umgebung eines vorgegebenen
Punktes P aus § gleichmiBig, also erst recht die zugehorige Diagonalreihe.
4. § umfaBt @, da in jedem vorgegebenen Punkte von @ nach jeweils
geeigneten homogenen linearen Koordinatentransformationen auf Grund
von Satz 8 dort Xa, ,w™z schon konvergiert. 6. Wire fiir eine Ebene
s = w(z = konst. = ¢ (wir kénnen ¢ = 0 voraussetzen) keine Singularitit
von f auf dem Kreise f,, den s = 0 aus J =® herausschneidet, so gibe -
es einen I, im Innern enthaltenden Dizylinder ®, in dem f noch regulir
wire; D lige in @, also erst recht in J, f, kdnnte somit gegen unsere An-
nahme nicht zum Rande von ‘J gehoren.

Im obigen Satze ist insbesondere auch enthalten, daB sich eine in
cinem vollkommenen Kreiskérper § regulire Funktion f(w, z) in eine
iiberall in ® gleichmiBig konvergente Diagonalreihe entwickeln 14Bt.

Dieser Satz ist auf beliebige eigentliche Kreiskorper iibertragbar.
Ist ndmlich f eine im eigentlichen Kreiskorper ® regulire Funktion,
so stimmt das Integral

F(w,z)zz—l?f/(wE,zé') g.il_ii e>1

1g1=0

1 Zum Begriff des invarianten Konvergenzkorpers vgl. BEHNKE [2], ferner
SEVERI [T].
t Vgl. BEANKE (2]
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fiir jedes >1 und (w, 2) in einer Umgebung U1, (0) von 0(0, 0) mit der
Funktion f iiberein. F und damit f ist aber in jedem &, — dem aus &

durch W = %w, Z= —;—z entstehenden Bildbereich — regulir. Fiirp — oo

erfiillen die &, gerade den kleinsten £ umfassenden vollkommenen Kreis-

korper «; f ist also in ) reguldr, demnach dort (somit erst recht in &)
in eine Diagonalreihe entwickelbar. Die Entwicklung von f erhilt man,

indem man

+— in eine geometrische Reihe entwickelt und dann
Integration und Summation vertauscht. Die einzelnen Integrale sind
homogene Polynome in w, z, fiir die sich bei ¢ — 1 die untenstehende
Darstellung ergibt. Wir kénnen also sagen:

Satz 121, Jede 1n einem eigentlichen Kreiskorper R regulire Funk-
tion f(w, 2) ist tns ganze Innere des kleinsten & umfassenden vollkommenen
Kreiskorpers ) analytisch fortsetzbar; zugleich 1ift sich f in eine im

Innern von R gleichmdifig konvergente Diagonalreihe emtwickeln:

[ m oo
fw,2) =3 {zam_l,,wm—lzl} =3r.w2,
m=0U=0 m=0
wober . 2z
P,(w,z) = E/e“im"f(wei", 269 dd .

0

Weitere Aussagen iiber den invarianten Konvergenzkérper bzw. die
Diagonalreihen werden wir auf Grund der Ergebnisse des nichsten
Paragraphen machen konnen.

Hier sei zum SchluB auf die zu den allgemeinen kreissymmetrischen
Kéorpern (mit mp = 0) gehérigen Reihenentwicklungen hingewiesen. Es
gelten die Sitze:

Satz 131 a) mp > 0.

Ist die Funktion f(w,z) in einem CARTANschen Koirper B, , mit
mp > O regulir, so lift sich f in eine tm Innern von B, , gleichmdifig
konvergente Reihe von Polynomen tn w und z enmtwickeln: f[(w,2)
=2 P, (w, 2), wobei die P,(w, z) als Funktionen von w'™ 2\ zugleich
homogene Polynome vom Grade | sind und ferner

2n
P(w,2) = ﬁfe*i"’/(weim", zet??) 49 .
0

b) mp <0 m>0, p=—p <O0).

Ist die Funktion f(w,z) in einem CARTANschen Korper B, , mit
mp << 0 regulir, so laft sich | in eine ¢m Innern von By, , gleichmifig
konvergente Rethe regulirer Funktionen entwickeln von der Form:

! Vgl. H. CarTaN [B]. Satz 12 gilt wortlich fur » Veranderliche. Zu Satz 12
vgl. auch THULLEN [3].
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Hw, z) = Z’(w‘z“)’ fi (@® 2™) Z(p, (w, z). Hierbei sind 4 und p so zu
wihlen, da,B Am 4 pup =1; femer st

1] (w) Z) = E’;]‘ﬁ”””f(weﬂzm#’ Zei'",) dﬂ i
0

Der Beweis wird ganz analog dem des Satzes 12 gefiihrt. Die Ent-
wicklungen in den HaRtoGsschen Kérpern (mp == 0) werden wir im
nichsten Paragraphen gesondert behandeln.

§ 4. Die Entwicklungen nach je einer Verédnderlichen?,

Ist die Funktion f(w, z) im Punkte P,(w,, 2,) reguldr, so gelten in
der Umgebung von P, neben der Potenzreihenentwicklung von f nach
w — Wy, 2 — 7, auch die Entwicklungen nach je einer Verdnderlichen:

) Shee-mr w09 Sedw-wr

Hierbei sind die f,, bzw. g, in der Umgebung von w, bzw. z, regulire
Funktionen von w bzw. z. Ist ferner 3 a; ;(w — wq)* (z — z,)* die Potenz-
reihenentwicklung von f um P,, so lassen sich die f,, und g, darstellen

e Sl —w,  gnl) = Sema— a)

Wir konnen im folgenden ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als
Entwicklungspunkt einen Punkt mit den Koordinaten 0, 0 wihlen und
uns zugleich auf die Untersuchung der Reihen ' f,, (w)z™ beschranken.

Wir bemerken noch, daB man eine Diagonalreihe in eine Reihe
> fm(s) 2™ tberfithren kann, indem man w durch sz ersetzt; die f,(s)
sind dann Polynome in s.

Der Bereich der gleichmiBigen Konvergenz einer Reihe 3 f, ()™
ist ein vollkommener HARTOGS scher Kirper B mit der Symmetrieebene
z=0. Den Rand von B kénnen wir also durch eine positive Funktion
|z| = R(w) = R(u, v), das Innere durch |z| < R(w) angeben, wobei »
die (nicht notwendig schlichte) Projektion b® durchlauft R (w) nennen
wir fiir jeweils festes w den zu w gehorigen Radius der gleichmifigen
Konvergenz der gegebenen Reihe.

Ist umgekehrt eine Funktion f in einem eigentlichen (nicht notwendig
vollkommenen oder schlichten) HARTOGSschen Korper 8 mit der
Symmetrieebene z = 0 reguldr, so kann man &hnlich wie im Beweise
von Satz 11 schlieBen, daB f sich in eine im ganzen Innern von % und
damit auch im Innern des kleinsten B umfassenden vollkommenen
HarTtoGsschen Korpers B gleichmiBig konvergente Reihe >'f, (w)z™
entwickeln 14B8t. Hieraus folgt dann insbesondere, daf jede in einem

1 Diese Reihen wurden zuerst von HarToGs untersucht; vgl. HarToGs [1].
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eigentlichen HARTOGS schen Korper regulire Funktion notwendig ins ganze
Innere des Fklesnsten umfassenden vollkommenen HARTOGS schen Korpers
analytisch fortsetzbar istl.

Untersuchen wir nun die Bereiche der gleichmiBigen Konvergenz
einer Reihe' 3'f, ()z™ ausfiihrlicher!

Grundlegend fiir das Folgende ist der

Satz 142 (Hartocsscher Hauptsatz). Die Funktionen f, (w)
(m=1,2,...) seien samtlich in einem Bereiche b der w-Ebene reguliy,
ferner konvergiere die Reihe D fy, (w) 2™ fiir alle w aus b® und |z| < A.
Gibt es dann ein zy = O, fiir welches die Reihe ' f,, ()2 im Innern
von b gleichmdifig konvergiert, so konvergiert ' f,, (w) 2™ gleichmapig in
der Umgebung jedes Punktes P (w, z) mit w aus 5 wnd z aus |z| < 4.

Eine der wichtigsten Folgerungen dieses Satzes ist ein schon von
OsGoop 1900 aufgestellter und von HARTOGS 1905 bewiesener Satz,
der insbesondere besagt, daBl man den Begriff einer reguliren Funktion
statt durch Potenzreihen (nach WEIERSTRASS) auch durch die Forde-
rung der Differentiierbarkeit nach w» und z einfithren kann — also analog
der RieManNschen Definition einer reguliren Funktion f(z). Es gilt:

Satz 153. Ist die Funktion [ (w, z) in dem Dizylinder |w| < a,|z| < b
eindeutig erklirt und dort fiir jedes feste z mit |z| < b eine in |w| < a
regulire Funktion von w und wmgekehrt fiir jedes feste w aus |w| < a
emme in |z| < b regulire Funktion von z, so ist f(w, z) eine im ganzen
Innern des Dizylinders regulire Funktion der beiden unabhingigen Ver-
dnderlichen w und z.

Eigenschaften des Radius R(w) der gleichmidBigen Kon-
vergenz?t. Der vollkommene HarTOGSsche Kérper 8: |z| < R(w)
mit der Projektion 5™ sei der Bereich der gleichmaBigen Konvergenz
der Reihe X' f,, (w)2™; f(w, z) sei die durch die Reihe in B dargestellte
reguldre Funktion. Dann gilt:

(I)8. Fiir jedes feste w' aus 6 liegt auf dem Kreise |z| = R(w’)
mindestens eine singuldre Stelle der Fumktion f. R(w') gibt also die
Entfernung an zwischen der regulidren Stelle (»’, 0) und der nichsten
auf der Ebene w = w’ gelegenen Singularitit der Funktion f. Man be-
zeichnet daher auch R(w) als den zur Ebene z =0 gehorigen Regulari-
tatsradius der Funktion /. (Allgemein: R(w’|z,) = Entfernung zwischen
(w', 2p) und der nichsten auf w = w' gelegenen Singularitit.)

1 Vgl. H. CarTAN [§]; THULLEN [8]. Man beachte, daB der kleinste einen
schlichten HarToGsschen Korper umfassende vollkommene Kérper keineswegs
schlicht zu sein braucht (s. auch Kap. VI, §4).

2 Beweis von Satz 14 siehe auch Oscoop: Lb. Hartogs fithrt den Beweis mit
Hilfe reeller (harmonischer) Funktionen.

3 Vgl, Harrogs [1] (hier auch fir #» Verinderliche); ferner Oscoop Lb.

4 Vgl. Hartocs [1].

6 Folgt auch unmittelbar aus der Moglichkeit, eine in einem HARToGsschen
Korper regulare Funktion dort in eine Reihe D f,2™ zu entwickeln (vgl. S. 44).
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Daneben kommt in der Literatur der Meromorphieradius Q (v’ |z,) einer
meromorphen Funktion F (w, z) vor. Unter ihm versteht man entsprechend
den Radius des Kreises auf der Ebene w = »’ um den fiir F meromorphen
Punkt (@', z,), der durch den nichsten (wesentlich) singuliren Punkt von F
auf w = w’ geht. R(wl|z) und Q(w|z,) spielen bei einer Reihe grund-
legender Sitze eine wesentliche Rolle (iber Q(w|z,) vgl. auch S. 51)1.

(IT). R(w) st eine nach oben halbstetige Funktion von w, d.h. fir
jede Folge w;'»> w, ist lim R(w;) = R (w,).

(ITI). Bezeichnet man fiir festes wy mit R*(w,) den Radius der ge-
wohnlichen Konvergenz der gegebenen Reihe D f,, (o) 2™, so gilt entweder
R (w,) = lim R* (w) oder R (wy) = 0 (Beweis mit Hilfe des HARTOGS schen

w > W

Hauptsatzes).

Sind insbesondere die f,, () ganze rationale Funktionen vom Grade v,,,
so gilt stets R (w,) = lim R* (w), falls nur der Quotient v,,/m fiir alle m
beschrankt ist; diese Voraussetzung ist z. B. bei Diagonalreihen erfiillt.

(IV). Grundeigenschaft2 Verschwindet R (w) 1n keinem Punkte
eines Bereiches B, so ist log R (w) = log R (u,v) dort superharmonisch.
Ist also R (w) zweimal differentiierbar nach # und v (w=wu+¢v), so gilt

2
A(log R(w) = 6’loagu}2i’ (w) + 0 logv}z?(w)

Die Eigenschaften (II) und (IV) gelten auf Grund des Kontinuitats-
satzes (vgl. Kap. IV, §1) auch fiir den Meromorphieradius einer mero-
morphen Funktion.

Die Grundeigenschaft ist unter gewissen Voraussetzungen fiir R (w)
charakteristisch:

Satz 163. Die tm beschrinkien Bereiche B der w-Ebene eindeutig
erklirte positive Funktion R (w) besitze die Eigenschaften:

1. R(w) verschwindet in keinem Punkie aus b®,

2. R(w) ist zweimal stetig differentiierbar,

3. in jedem Punkte aus b gilt A(log R(w)) < 0.

Dann gibt es stets eine Reihe D f,, (w)z™, deren Glieder f,(w) in 6™
eindeutrg und regulir sind, so daf der Radius der gleichmdifigen Konver-
genz dieser Reihe fiir jedes w aus 0™ mit R (w) iibereinstimmi.

o0 m 00
Fir die Diagonalreihen 2 {Zam_,',w"‘"z’} =D P,(s) ™
m=0U=0 m =0
(s = gi =04 ir) sind die meisten der oben angegebenen Resultate

=0.

unmittelbar anwendbar, lassen sich zu dem oft noch verschirfen. So gilt:
a) Es ist stets R(s) =limR*(s), wenn man unter R(s) = R(o,7)
den Radius der gleichmiBigen, unter R*(s) den der gewdhnlichen
Konvergenz der Reihe D f,,(s)2™ versteht3.
b) log R (s) ist iberall superharmonisch®.

1 Uber den Zusammenhang zwischen Pseudokonvexitit und Regularitits-
radius siche BLUMENTHAL.
2 Vgl. den Anhang zu diesem Kapitel. 3 Vgl. HarToOGS [1].
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Satz 16al. Istder Rand |z| = R (s) eines vollkommenen Kreiskirpers B
zweimal stetig differentiierbar nach o, v, existiert lim |s|R(s) und ist

log R (s) dberall superharmonisch, so ist B der Regularititsbereich einer
Funktion f(w, z) und damit auch der tnvariante Konvergenzkorper der zu
| gehirigen Potenzrethenentwicklung von | um den Mittelpunkt (0, 0).

Aus dem HartoGsschen Hauptssatze (Satz 13) folgt noch fiir
Diagonalreihen, daBl der Bereich der gewohnlichen Konvergenz einer
Diagonalreihe mit dem Bereiche @& der gleichmidBigen Konvergenz
identisch ist, falls @ den Entwicklungspunkt (0, 0) im Innern enthilt.
Dieser Satz li3t sich wesentlich' verschirfen. Es gilt nimlich:

Konvergiert eine Diagonalreihe in der Umgebung eines Punktes P,
so komvergiert sie dort stets auch gleschmifig. Der Bereich der gleich-
mifigen Konvergenz enthilt zudem stets den Entwicklungspunkt (0, 0)
als tnneren Punkt, ist also ein vollkommener Kreiskirper®.

Eine Diagonalreihe besitzt daher dann und nur dann einen Konvergenz-
bereich, wenn die zugehorige Potenzreihe im R, einen solchen besitzt.

Aus dem Obigen folgt insbesondere, daB bei einer Potenzreihe die
Stachel aller gewohnlichen Konvergenzkorper, die man erhilt, wenn
man irgend zwei analytische Ebenen durch (0,0) als Koordinaten-
ebenen wihlt, nirgends einen vierdimensionalen Bereich vollstindig aus-
fiillen.

Anhang.
Superharmonische Funktionen3.

Zur Charakterisierung der Singularititen benétigen wir 6fters be-
sondere reelle Funktionen zweier reeller Verdnderlichen, die sog. super-
harmonischen Funktionen (wir erinnern etwa an die Grundeigenschaft
der Regularititsradien, vgl. §4).

Definition. Die reelle Funktion ¢(x, ¥) heiBt in einem Bereiche 5%
der z-Ebene superharmonisch, wenn sie dort folgender Bedingung
geniigt: ’

(B). Ist € eine beliebige geschlossene, sich nicht iiberschneidende
Jordankurve in 6@, ¢(x, y) eine im Innern von € harmonische und
auf € noch stetige Funktion, fiir die ¢(x, y) =@ (x,y) auf €, so gilt
stets auch ¢(x, y) = ¢ (», y) im Innern von €.

F. Riesz hat die superharmonischen Funktionen niher untersucht,
filhrt diese allerdings anders ein, indem er die im folgenden Satze

1 Vgl. BEnNKE [2]. Siehe auch S. 55.

¢ Dieser Satz gilt nicht mehr fiir die Reihen > fms™ allgemein. Vgl. das Gegen-
beispiel in Hartogs [1].

3 Vgl. FrReEDERIC RiESz: Acta math. Bd. 48 (1926); Bd. 54 (1930); s. auch
Hartocs [1] und BEHNKE [5].
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auftretende charakteristische Eigenschaft der superharmonischen Funk-
tionen zu ihrer Definition benutzt.

Satz. Die in b® stetige Funktion q(x, y) ist dann und nur dann dort
superharmonisch, wenn fiir jeden ganz in b liegenden Kreis ¥ mit dem
Mittelpunkt (%4, yo) und dem Radius v gilt:

(1) q (%o, Ye) =5 [q (%g + 7 - cosd, yo + 7 sind)dPd.
%

Die zweite Hilfte dieser Aussage ist selbstverstindlich. Zum Beweise
der ersten zeigt man:

a) Mit g(x, y) geniigt auch d(x,y) =q(x,y) — ¢(»,y) der Un-
gleichung (1), wo ¢ (x, y) irgendeine in 5@ harmonische Funktion be-
deutet.

b) Eine in b® stetige, dort der Ungleichung (1) geniigende Funk-
tion d(x, y), die im Innern von b®@ ein Minimum ‘annimmt, ist in b®
konstant. Aus a) und b) folgt dann auch die erste Hilfte des Satzes.

Aus dem zweiten Teile des vorstehenden Beweises und dem Satze
selbst ergibt sich:

Ist q(x,y) stetig und superharmonisch in 5@ und geniigen @ (x,y)
und € der Bedingung (B), so ist entweder in jedem im Innern von € liegen-
den Punkte stets q(x,y) > @(x, y) oder in ganz b® g(x,y) = ¢(x, v).

Ebenso ergibt sich:

Gilt bei einer in b stetigen und superharmonischen Funktion q(x, y)
fiir einen Kreis ¥, in (1) das Gleichheitszeichen, so ist q(x, y) im Innern
von Y, harmonisch.

Unter denselben Voraussetzungen ist das in (1) auftretende Inte-

gral I(r) [ q (%o + 7 - cos®, y, + 7 - sin#)dd als Funktion von 7

monoton fallend und konvex; r ist dabei so klein zu wihlen, daB der
Integrationsweg und sein Inneres noch ganz in b®@ liegen.

Setzt man die Funktion g(x, y) nicht nur stetig, sondern auch zwei-
mal stetig differentiierbar voraus, so 1iBt sich zeigen:

Satz. Eine in @ zweimal stetig differentiierbare Fzmktion q(%,y)

ist stets dann in 0P superharmonisch, falls Aq(x,y) = 6x2 -i— e q 3 <0,
und nur dann superharmonisch, falls Ag(x, y) < 0.

Ein wichtiges Beispiel einer superharmonischen Funktion ist die
Grenzfunktion ¢(x, y) =lime, (x, y) einer Folge @, (¥, ¥), m=1,2,...
in b® harmonischer Funktionen. Unter gewissen Voraussetzungen laBt
sich auch umgekehrt eine superharmonische Funktion als Limes inferior
harmonischer Funktionen darstellen?.

1 Vgl. HarToGS [1].
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Viertes Kapitel.
Singuldre Mannigfaltigkeiten.

§ 1. Der Kontinuititssatz und seine unmittelbaren
Folgerungen.

Die heutigen Kenntnisse tiber die singuliren Mannigfaltigkeiten einer
Funktion f griinden sich fast ausschlieBlich auf den zuerst von HarToGS?
fiir reguldre Funktionen und dann von E. E.LEvi! fiir meromorphe
Funktionen bewiesenen , Kontinuititssatz“. Wir geben den Satz in
einer im wesentlichen von H. KNESER?! herriihrenden Fassung an (bei
seiner Formulierung miissen wir eine Verinderliche, die wir mit » be-

zeichnen, vor den iibrigen z,, .. ., 2, auszeichnen):

Satz 17 (Kontinuitdtssatz)l. Die Funktion f(w, z,, . . ., 2,) set
regulir (bzw. meromorph) in simtlichen Punkten des auf der zweidimen-
sionalen Ebene Cy: z; = a;, 1 =2, ..., n, liegenden Kreises

|w—a)|=7r, z=a, 1=2,...,n.

Gibt es dann eine Folge von (zweidimensionalen) gegen G, sich hiufenden
Ebenen €, :
(&,) 5 =&, 1=2...,7% (lime‘,?’ = a,-),
iS5 n

auf denen sich f innerhalb des Kreises |w — a,| < r regulir (bzw. mero-
morph) verhilt, so ist f auch regulir (bzw. meromorph) in simtlichen im
Innern von |w — ay| <7 liegenden Punkten der Ebene G,.

Betrachtet man nur eindeutige Funktionen, so kann man den
Kontinuitatssatz auch so aussprechen:

flw, 2y, ..., 2,) sei regulir (meromorph) in simtlichen Punkien
|lw—a|=r, z=a, 1=2,...,1,
dagegen singulir® in (a,, a,, . .., a,). Dann gibt es stets ein d > 0, so

dapf auf jeder rweidimensionalen Ebene
2y =&, 1.=2,...,’ﬂ mit Iai—85‘<d

innerhalb |w — ay| <r mindestens je eine weitere singulire Stelle der
Funktion f lLiegt.

Der Beweis des Kontinuititssatzes wird mit Hilfe des CAucHyschen
Integralsatzes (siehe HARTOGS, KNESER) oder der Laurententwicklung
nach w — a, (siche E. E. LEvI) gefiihrt.

! Vgl. Hartocs (8], [5]; E.E. Levi [1]; KNeser [8], [4] (dort fir » Ver-
anderliche); ferner Oscoop: Lb., Kap. III.
2 Vgl S.17, Anm.1.
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Der Kontinuititssatz ist verschiedentlich verallgemeinert worden.
So kann an die Stelle des Kreises |w — a,| =7 ein beliebiger be-
schrinkter Bereich der w-Ebene treten (vgl. KNESER).

Folgerung1. Ist eine Funktion f in einem Bereiche B iiber dem R,,
bis auf eine hochstens (2% — 3)-dimensionale Mannigfaltigkeit regulir
(bzw. meromorph), so verhilt sich f im ganzen Innern von % regulir
(bzw. meromorph).

- Folgerung 2. Im Innern des Polyzylinders §: |w| < dy, |%| < d;,
t=2, ..., n,liege auf jeder zweidimensionalen Ebene z, =2}, 1=2,...,n
(2 laufend in |z;| < d;), hdchstens eine singulire Stelle der reguliren
(bzw. meromorphen) Funktion f(w, 2, ..., 2,). In mindestens einem
Punkte P aus 3 sei f singuldr. Dann gibt es genau eine durch P gehende
(2 — 2)-dimensionale Fliche §, so daB simtliche in 3 liegenden Singu-
larititen von f auf { liegen und umgekehrt jeder Punkt von { sin-
gulire Stelle von f ist. § geniigt einer Gleichung w = g(z,, .. ., 2,),
g stetig fiir |z;| < d;.

Aus Voraussetzung und Kontinuititssatz folgt namlich zunichst, daB
jedem (z}, ..., %) aus |z| < d; eindeutig ein w’ = g(z], . . ., z) zugeordnet
ist, so daB f im Punkte (w’, 2}, ..., 2,) singulir wird. Die Stetigkeit von g
ergibt sich durch wiederholte Anwendung des Kontinuititssatzes.
w = g(2s, . . ., 2,) mit stetigem g stellt aber stets ein (2% — 2)-dimensionales
Flichenstiick dar. Spiter zeigt sich sogar, daB dieses Flichenstiick ana-
lytisch ist. )

Folgerung 3. Der Punkt P sei ein Randpunkt einer 2x-dimen-
sionalen Hyperkugel &. Ist dann die Funktion f in allen Punkten einer
Umgebung von P analytisch (bzw. meromorph), soweit diese auBerhalb
der abgeschlossenen Hyperkugel liegt, so ist f notwendig auch in P selbst
analytisch (bzw. meromorph), liBt sich also iiber P hinaus mindestens
ein Stiick ins Innere der Kugel fortsetzenl.

Zum Beweise wende man den Kontinuititssatz auf eine die Kugel
in P berithrende zweidimensionale analytische Ebene an.

Die wichtigste Folgerung ist:

Satz 18. Ist die Funktion f(z,, 25, ..., 2,) tn simtlichen Rand-
punkien eimes schlichten endlichen Bereiches B mit zusammenhingendem
Rande regulir (bzw. meromorph), so laft sich f in jeden inneren Punkt
von B hinein analytisch (bzw. meromorph) fortsetzen?.

Ist also eine Funktion im Innern eines endlichen Bereiches des R,,
irgendwo singulir, so notwendig auch in mindestens einem Randpunkte.
Der Satz gilt sicher nicht mehr allgemein fiir nichtendliche Bereiche,
so nicht fiir das AuBere irgendeines beschrinkten Bereiches.

1 vgl. E. E. Levi; OsGgoop: Lb.

2 Vgl. HarToGs (8]; POINCARE (8] (fiir regulire Funktionen); E. E. LEvi;
ferner OsGoop: Lb. Einen neuen Beweis siehe B.SEGRE [1]. Uber eine interessante
Verallgemeinerung dieses Satzes auf eine Funktion einer komplexen und einer
reellen Verinderlichen siehe SEVERI (8] und SEvVERI[T], S.24f.; .ferner FuBinI [2].
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Als weitere Folgerung des Kontinuitdtssatzes ist noch die Grund-
eigenschaft der Meromorphieradien zu nennen:

Folgerung 5. Ist der Meromorphieradius Q (w | z,) einer meromorphen
Funktion f(w, z) in allen Punkten eines Bereiches b® der w-Ebene von
Null verschieden, so ist logQ (w|z,) im Innern von 6% superharmonisch!.

Ebenso folgt natiirlich auch die bereits frither bewiesene Grund-
eigenschaft der Regularititsradien einer reguliren Funktion.

Folgerung6. Jedein einem eigentlichen Kreiskorper bzw. REINHARDT -
schen bzw. HARTOGSSChen Korper meromorphe Funktion F (w, z) laft sich
diberall ins Innere des kleinsten umfassenden vollkommenen Kreiskirpers
bzw. REINHARDTschen bzw. HARTOGSSChen Korpers hinein forisetzen?.

Fiir regulire Funktionen war diese Aussage schon frither bewiesen
(vgl. Satz 8 und 12 und S. 44—45).

§ 2. (2n—2)-dimensionale singulire Mannigfaltigkeiten.

Nur ganz spezielle Flichen kénnen als singulire Mannigfaltigkeiten
in einem im {ibrigen nur von reguliren (meromorphen) Punkten einer
Funktion f(z,, 2,, . . ., 2,) ausgefiillten Bereiche auftreten.

Satz 19. Die Punktmenge 5 liege im Bereiche B und werde von jeder
zweidimensionalen Ebene 2, =z;, 1=2,...,mn, hichstens einmal ge-
schnitten. Ist dann die Funktion f(w,z,, ..., 2,) tn jedem Punkie des
Bereiches B, der nicht zu  gehort, regulir (bzw. meromorph), in wenigstens
einem Punkte von 5 aber singuliir, so ist  ein analytisches Flichenstiick
und f(w, 2y, . .., 2,) tn jedem Punkte von § singulir®.

Aus der Folgerung 2 des Kontinuitdtssatzes und den Voraussetzungen
ergibt sich unmittelbar, daB § eine (27 — 2)-dimensionale Fliche ist. Der
analytische Charakter wird mit Hilfe der Grundeigenschaft der Regularitits-
radien bzw. Meromorphieradien nachgewiesen. HArRTOGS bewies den obigen
Satz nur fiir regulire Funktionen. Sein Beweis 148t sich aber wortlich auf
meromorphe Funktionen iibertragen. Man hat nur den Regularititsradius
durch den Meromorphieradius zu ersetzen. Den letzten Teil des HARTOGS-

schen Beweises kann man vereinfachen, indem man das KNESErsche
Beweisverfahren des Kantensatzes benutzt4.

Satz 19 1aBt sich nach zwei Seiten hin verallgemeinern:

1. Bildet die Punktmenge § eine einmal stetig differentiierbare
(2n — 2)-dimensionale Flache, so kénnen wir in der Umgebung einer
gewohnlichen Stelle P die Voraussetzung fallen lassen, da § von jeder
Ebene z; =z ({ =2,...,n) hiochstens einmal geschnitten wird. In
diesem Falle 148t sich nidmlich nach Satz 2 zu P eine ganze lineare
Transformation mit dem Fixpunkte P angeben, so daB die transfor-
mierte Fliche in der Umgebung von P einer Gleichung w = g(z,, . - ., 2,)
und damit den Voraussetzungen von Satz 19 geniigt.

1 Vgl. E.E. LEvr; vgl. ferner S. 46,

2 Vgl. H. CArTAN [§]; Folgerung 6 gilt wértlich fir REmNHARDTsche Korper

und Kreiskorper iber dem R,,.
3 Vgl. Hartogs [5]; s. auch Leja [2]. ¢ Vgl. KnNEseRr (1), [5].
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2. Eine andere Verallgemeinerung riihrt von HarToGS selbst her!:
Die im Polyzylinder §:

|w|<d, |z,-|<d,- i:2,...,n

reguldre Funktion f (w, 2,, . . ., z,) mége im Innern von 3 auf jeder zwei-
dimensionalen Ebene z; = 2, i =2, ..., #, mit 0 < |#| < d; hchstens
v singulire Stellen #,(z,...,2),...,9,(%,... 2,) besitzen. Dabei
mége, wenn man # — 2 der Verinderlichen z,, .. ., z, festhilt (es sei
7= ¢;, i+ 1), die Menge der Systeme (c,, . . ., ;,, . . ., ¢,) mit |z, | < d;,,
fiir welche die Anzahl der zugehérigen singuliren Stellen kleiner als #
ist, stets endlich sein. Dann sind die 7 elementarsymmetrischen Funk-
tionen Tj(z,,...,2,) der u;,...,m, (!=1,2,...,7) im Innern von
|2;| < d; analytische Funktionen der z. Die singuliren Stellen von
{(@, 2y, ..., 2,) sind genau diejenigen Punkte, die der ,,pseudoalgebra-
ischen Gleichung" w™ — T (2, ..., 2,) w1+ -+ (—1) T, (2, ..., 2,) =0
geniigen; sie erfiillen damit in der Umgebung von (0,0, ..., 0) not-
wendig ein oder mehrere (erginzte) analytische Flichenstiicke?2.

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB die vorstehenden Sitze auch fiir
mehrdeutige analytische Funktionen gelten. Daraus folgt insbesondere,
daB die Verzweigungsmannigfaltigkeiten dieser Funktionen unter den
iibrigen Voraussetzungen der obigen Sitze analytische Flichenstiicke
ausfiillen (Niheres siche HarToGS [5)).

Eine Verallgemeinerung anderer Art ist der ,,Kantensatz‘‘. Wesent-
lich bei Satz 19 ist die Voraussetzung der Regularitit (bzw. Mero-
morphie) der gegebenen Funktion in der vollen 2n-dimensionalen Um-
gebung der gegebenen singuliren Mannigfaltigkeit §. Der Kantensatz
verlangt im Gegensatz hierzu nur die Regularitit (Meromorphie) im
Innern einer gewissen Teilumgebung des Flichenstiickes §, falls dieses
als Schnittfliche zweier zweimal stetig differentiierbaren Hyperflichen
dargestellt werden kann. Der Kantensatz gibt insbesondere eine not-
wendige Bedingung fiir Regularititsbereiche (Meromorphiebereiche),
die eine den Voraussetzungen des Satzes geniigende ,, Kante** besitzen.

Satz 20 (Kantensatz)®. Die zweimal stetig differentiierbaren Hyper-
flichenstiicke ©; und &, mit den Gleichungen @y (%, .. ., %, V1, - + - V)
=0 und @a(%y, ..., %y, Yy, - - -, Yn) = O mogen das gemeinsame Schnitt-
flachenstiick & haben. In jedem Punkte von § migen &, und S, ver-
schiedene Haupttangenten aufweisent. Gibt es dann eine Funktion

1 Vgl. HarTOGS [5]; s. auch LEJA [2]. 2 Vgl. Kap. V.
3 Zum Beweis siehe KNESER [5], dltere Beweise (fiir » = 2) sieche BEHNKE [1];
KNESER [1]; BEHNKE [5).

Op1 Oy
s Di . Ou,y 0v, |. . .
ie Matrix ist also vom Range 2, § ist eine 2# — 2-dimen-
ou, ov,

sionale differentijerbare Mannigfaltigkeit mit nur gewohnlichen Punkten.
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f(21, 23, - - ., 2,), die in denjenigen Punkten einer Umgebung von
reguldr (bzw. meromorph) ist, fiir die Max (p;, ¢,) > 0, die sich aber auf
& simgulir verhilt, so ist § ein analytisches Flichenstiick.

Man beachte, daB die beiden Hyperflichenstiicke &; und &, die Um-
gebung von § in vier Teile zerlegen. Die Regularitit (Meromorphie) der
Funktion f wird in drei Teilen dieser Umgebung verlangt. Falls diese nicht
schon der Beziehung Max (g,, ¢,) > O geniigen, so ersetze man etwa ¢, =0
durch —¢, =0 oder ¢, =0 durch —g¢,=0.

Zum Kantensatz seien folgende einfache Beispiele genannt:

1. Die beiden Hyperflichen

pr=|wf—-1=ut4+12—-1=0,

o=z —-1=4x24+9*-1=0
haben die zweidimensionale Fliche §: #2 4 2 = 22 + »2 = 1 gemeinsam;
& ist die Bestimmungsfliche des Einheits-Dizylinders. Da diese kein
analytisches Flichenstiick ist, muB nach dem Kantensatz jede Funktion,
die in simtlichen Punkten einer Umgebung von { regulir oder meromorph
ist, soweit diese auBerhalb |w| < 1, |z| < 1 liegen, notwendig iiber § hin-
aus ein Stiick weit ins Innere des Dizylinders fortsetzbar sein. Der Bereich
Max (@;, @g) >0 ist hier die Gesamtheit aller Punkte (w, ¢), fiir die ent-
weder mindestens |w| >1 oder |z| >1.

2. Ganz dhnlich folgt, daB der Vereinigungsbereich B der beiden Punkt-

mengen lwl|<2, |zl<1 uwnd Jw[<1, |zl<2

kein Regularititsbereich sein kann. Trife dies namlich doch zu, so wire
die nichtanalytische Fliche |w| = |z| = 1 eine Kante des Regularitats-
bereiches imWiderspruch zum Kantensatz. Man beachte, daB % hierbei ein voli-
kommener REINHARDTscher Korper ist und ferner, daB auf dem ganzen Rande
(mit Ausnahme der auftretenden Kanten) iiberall L (p) =0 (vgl. auch S. 55).

§ 3. Natiirliche Grenzen.

Das Hyperflichenstiick &: @(x,,..., %, ¥, ... ¥n) =0 heilit
natiirliche Grenze einer reguliren (bzw. meromorphen) Funktion
f(21, 25, . . ., 2,) von der Seite @ < 0, falls f in allen denjenigen Punkten
einer Umgebung 1 von &, fiir die ¢ < 0, regulir (bzw. meromorph)
ist, aber in allen Punkten von & singulir wird.

Uber die natiirlichen Grenzen gelten die beiden Sitze von E. E. LEvi2:

Satz 21. Ist die einmal stetig differentiterbare Hyperfliche &:
@ (%, - oy Xy, V1o - -0 Vo) = O natiirliche Grenze eimer reguliren (bzw.
meromorphen) Funktion f(z,, 2,, . . ., 2,) von der Seite ¢ < 0, so hat jede
durch einen beliebigen gewohnlichen Punkt P von © gehende analytische
Fliche (die P als gewchnliche Stelle hat) in jeder noch so kleinen Um-
gebung von P Punkte auf der Seite ¢ > 0. S ist also pseudokonvex von
der Seite ¢ > 0.

Der Beweis des Satzes 148t sich auf den Kontinuititssatz zuriick-
fithren. In Verbindung mit Satz 4 ergibt sich unmittelbar fiir den R,:

1 Zu diesem Paragraphen vgl. auch Kap. II, § 3.
2 Vgl. E. E. Levr [1], [2].
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Folgerung 1. Ist die Hyperfliche ¢ (u, v, %, y) = 0 zweimal stetig
differemtiierbar und natiirliche Grenze einer reguliren oder meromorphen
Funktion von der Seite ¢ < 0, so ist L(p) = 0.

Fiir den allgemeinen Fall # = 2 bewies KRZOSKA:

Ist die hinreichend oft differentiierbare Hyperfliche ¢ = 0 in einer Um-
gebung einer gewdhnlichen Stelle P (2P, 22, . . ., z22) natiirliche Grenze von*
der Seite ¢ < 0, so ist die HERMITEsche Form X', (20,20, . . ., 20) 2,2,

mit der Nebenbedingung Z(p,, (&, 29, ...,23)2, = 0 positiv halbdefinit.

0240Zy

Folgerung 2. Ist die zweimal stetig differemtiserbare Hyperfliche &:
Qu,v,%,y) =0 von beiden Seiten natiirliche Grenze, so ist in jedem
Punkte von & L(p) = 0, d. h. aber © st eine analylische Hyperfliche
(vgl. Satz 5). Entsprechendes gilt fiir den Fall n > 2.1

Im wesentlichen gelten auch die Umkehrungen dieser Sitze:

Satz 22. In jedem Punkte P des zweimal stetig differentiierbaren
Hyperflichenstiickes ©: @(u,v,x,y) =0 sei L(p) > 0. Dann gibt es
2u jedem gewohnlichen Punkte P von & eine Umgebung U(P), so daf &,
soweit es in U(P) liegt, natiirliche Grenze einer reguliren Funktion von
der Seite @ < 0 ist. '

Fiir den allgemeinen Fall des R,, gilt wieder:

(Hierbei ist @, 5 = —ﬁqp? )

Ist die HERMITESChe Form Zq)y 52,2, in P, positiv definit unter der
wr=

Nebenbedingung Z«p,‘z,, =0, so kann man eine Umgebung 11 (P,) und

dazu eine Funktlon /(z, 2, ... z,) angeben, die auf der Seite ¢ < 0
regulir ist und das Hyperflichenstiick ¢ == 0, soweit es in 11(P,) liegt,
zur natiirlichen Grenze hat!.

Ist nun die Levische Bedingung L (@) > 0 auch #m Grofen hinrei-
chend ? D.h. gibt es unter den Voraussetzungen von Satz 22 eine Funktion
f(w, 2), die das gesamte Hyperflichenstiick & zur natiirlichen Grenze
hat ; ist also insbesondere ein Bereich, der von einer geschlossenen, zweimal
stetig differentiierbaren Hyperfliche &: ¢ («, v, %, ¥) = 0 begrenzt wird,
stets dann ein Regularititsbereich, falls iiberall auf & L{gp) > 0?

Die Wichtigkeit dieser Frage wurde zuerst von BLUMENTHAL? ge-
sehen und bildet seitdem eines der ungeldsten Hauptprobleme der Theorie
der Singularititen. Bisher kénnen wir sie nur fiir wenige Einzelfalle 16sen,
so fiir REINHARDTsche Kérper, Kreiskorper und HArTOGSsche Kérper.

1. REINHARDTsche Kérper. ¢ = |z] — p(|w]) <O sei die Un-
gleichung eines vollkommenen REINHARDTschen Korpers des R, ; der Rand
@ =17z —p(Jww) = 0 bilde eine zweimal stetig differentiierbare Hyper-
fliche und sei in jedem Punkte pseudokonvex von der Seite ¢ > 0.

1 Vgl. KrRzOSKA. 2 Vgl. BLUMENTHAL; s. auch BEHNKE [1], [2].
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Es ist also? (es sei |w| =7, |z| =7'):

0 @ o
1 {1 (dy\t diy 1 dy
L) ==|re oo 0 | =56{3(q) — % -5 F=0
(pi’«“o Pzz
oder
ay 1 (dy)E 1 dy,
dr® = ¢ \dr y dr’

das wiederum heiBt, daB »” = y(r) die Grundeigenschaft fiir ein System
assoziierter Konvergenzradien aufweist2.

Nun zeigte FABER, daB es zu jeder solchen Funktion 7' = y(r)
eine Potenzreihe nach w und z gibt, deren System der assoziierten
Konvergenzradien durch 7" = y(r) bestimmt ist und die iber ihren
Konvergenzbereich hinaus nicht fortsetzbar ist3, Damit ist bewiesen:

Der zweimal stetig differentiierbare Rand ¢ = |z| — y(|w|) =0
eines REINHARDTschen Korpers R @ <0 ist dann und nur dann natiirliche
Grenze einer tm Innern reguliren Funktion (und damit 8 der Konvergenz-
korper einer Potenzreshe), falls der Rand tiberall von aufen pseudokonvex ist.

2. Kreiskorper. Ahnlich ist leicht nachzuweisen, daB fiir den Rand
eines vollkommenen Kreiskérpers |z| = R(s) = R (¢, 7), (s=_zzg= o+1 1:)
mit zweimal stetig differentiierbarem R (s) dann und nurdann L (| z| — R (s))

=0, wenn A(logR(s)) = azl%gf(s) + 6’1%%12(5) =0.

In Verbindung mit Satz 16a folgt:
Zu einem vollkommenen Kreiskirper R: |z|<R(s), bei dem R (s) zwei-
mal stetig differentiterbar ist und lim |s| R(s) existiert, gibt es dann und
8 =00

nur dann eine tm Innern regulire Funktion, die den Kreiskirperrand als
natiirliche Grenze (und damit & als invarianten Konvergenzkirper) hat,
falls der Rand in jedem Punkte pseudokonvex von aufen istd.

3. Harrogssche Koérper. Ganz entsprechend ergibt sich aus
Satz 16: '

Ist der Rand |z| = R(w) eines vollkommenen HARTOGS schen Kor-
pers B zweimal stetig differentiierbar (fiir alle w im Innern der Projek-
tion b%) und verschwindet R (w) fiir kein w der abgeschlossenen Projektion,
soist |z| = R (w) dann und nur dann natiirliche Grenze einer in B reguliiren
Funktion, falls L(|z| — R(w)) = 0, der Rand also tiberall pseudokonvex
von aufen ist.

Man kann nimlich auch hier zeigen, da8 ¢ nicht nur der Konvergenz-

bereich einer Reihe, sondern auch ein Regularititsbereich ist (vgl. hierzu
Satz 42).

1 Man beachte, daB wir hier auch L(p) = 0 zulassen, wihrend in Satz 22
iberall L(p) > 0 vorausgesetzt wird.

2 Vgl. die Formeln (2) und (2a) in Kap. III, §1.

3 Neben FABER vgl. auch Satz 42. 4 Vgl. BEHNKE [2].
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Ist iibrigens der gegebene HarTOGSsche Korper 8 schlicht und ein-
fachzusammenhingend — und damit auch die Projektion b® —, so
kénnen wir die Einschrinkung, daB R (w) auf dem Rande von b® nicht
verschwindet, fallen lassen.

Es sei namlich b (i = 1, 2,...) eine unendliche Folge von Bereichen
der w-Ebene mit der Eigenschaft, daB b{® < b{y; < b und limb{® = p™.
Es ist m; = Min R(w), gebildet fiir alle w aus b®, sicher von Null
verschieden (% sei vollkommen). Zu jedem b® konstruieren wir dann den-
jenigen HarToGsschen Korper ®;, der b* zur Projektion hat und fiir den
Ri(w) = R(w) — ’”T‘ ist. Es gilt offenbar B; < B,;, und lim®, = B.

Ist L(j2] — R(w)) = L(|2] — R;(w)) =0, so miissen nach dem eben
Gezeigten samtliche 8B; Regularititsbereiche sein. Wir werden nun spater
beweisen, daB8 der Grenzbereich einer solchen Folge von Regularitits-
bereichen %B; stets wieder ein Regularititsbereich ist, falls 8 ein einfach-
zusammenhéngender schlichter HArTogsscher Korper mit stetigem R(w) ist 1.

Es ergibt sich also:

Der zweimal stetig differentiierbare Rand |z| = R (w) eines schlichien,
einfachzusammenhdngenden (vollkommenen) HARTOGSschen Korpers B
ist dann und nur dann natirliche Grenze einer im Innern reguliren Funk-
tion, falls L(|z] — R (w)) = 0 fir alle inneren Punkite der Projektion b®.

Im ersten Kapitel hatten wir auf die Frage hingewiesen, ob ein
Meromorphiebereich stets auch ein Regularititsbereich ist. Fiir REIN-
HARDTSche sowie HARTOGSsche? Kirper und Kreiskorper mit zweimal
stetig differentiierbarem Rande konnen wir auf Grund des Voran-
gehenden diese Frage leicht beantworten.

Ist namlich ein solcher Korper ein Meromorphiebereich, so ist er not-
wendig pseudokonvex von aufen, also nach dem oben Gezeigten zugleich
ein Regularititsbereich.

Fiinftes Kapitel.

Die Verteilung der Nullstellen und
auflerwesentlichen Singularitéten.

§ 1. Der Vorbereitungssatz®.

Wir koénnen ohne Einschrinkung die vorgegebene Nullstelle im
Endlichen voraussetzen. Soweit wir ferner Eigenschaften nur im
Kleinen betrachten, beschrinken wir uns auf Punktmengen und Funk-
tionen des schlichten R,,,.

1 Vgl. BEENKE-THULLEN [4] und oben Kap. VI, §5.

2 Soweit sie den obengenannten Voraussetzungen genitigen.

3 Uber die zahlreiche Literatur zum Vorbereitungssatze siehe OsGoop: Lb.
S. 86; dariiber hinaus vgl. RUCKERT, SPATH, WIRTINGER [8].
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Ist der Punkt P eine Nullstelle der in P reguliren Funktion f, so
folgt bereits aus dem Kontinuititssatze (angewandt auf 1/f), daB in
beliebiger Nihe von P weitere Nullstellen von f liegen miissen. Der Vor-
bereitungssatz von WEIERSTRASS gibt nun genauere Auskunft dariiber,
welche Mannigfaltigkeiten diese Nullstellen in der Umgebung der ge-
gebenen Stelle P ausfiillen.

Satz 23. a) Der Vorbereitungssatz fiir Funktionen zweier
Verdnderlichen. Ist die Funktion f (w, z) im Punkte Py(w,, z,) reguldr
und f(Py) = 0, aber =0, so gibt es eine Umgebung U (P,):

|w — | <4y, |z — 2| < dy

und eine in L (Py) reguldre, dort nirgends verschwindende Funktion Q (w, 2),

ferner eine ganze Zahl p =0, so daf fir alle (w,z) aus U(P,)
fw,9)= @ — 2ty w,2) - 2w,2).

Hierber ist w =1 oder von der Form

1) Y(®,2) = (0 — w)™ + 4, (2) (@ — wg)" ' + -+ + Anr(2),

wober die A;(z) sich in der Umgebung von z, regulir verhalten und in z,

verschwinden.

Ist f(w, 2y) = 0, so fillt natiirlich der Faktor (z — z,)* fort.

Eine Funktion v (w, z) der eben genannten Art [siehe (1)] wird ein
ausgezeichnetes Pseudopolynom mit der Spitze 2z, genannt.

b) Der Fall von #» Veridnderlichen. Wir bezeichnen wieder
zweckmaBig die erste Verdnderliche mit w, die iibrigen mit z,, . . ., z,.
Die Funktion f(w, z,,...,2,) £0 sei im Punkte Py(q,,a,, ..., a,)
regulir und f(P,) = 0. Wir miissen hier die zusitzliche Annahme
machen, daB f(w, a,, ..., 4,) % 0, was sich jedoch stets durch eine
ganze lineare Transformation erreichen liBt!. Unter diesen Voraus-
setzungen gilt dann wie eben:

Es existiert eine Umgebung U (P,)

|w — a)| < dy, |2z — a5) < d, i=2,...,n

und eime in (P, regulire, dort mnicht verschwindende Funktion
Qw, zy,...,2,), so daB fiir alle (w, 2, . .., 2,) aus U(P,)
(2) f@ 2y,...2) =w(w,25,...2) LW, 2,...,2,),
wobet p wieder ein ausgezeichnetes Pseudopolynom darstellt, also
YW, 2y, ..., 2) = (@ —ay)"+A1(25, ... 20 (w — a))™ 14 -+ A,(2, ..., 2)
(A; regulir in der Umgebung von (a,, . . ., a,) und A;(a,, . . ., a,) = 0).

Die Bedeutung des Vorbereitungssatzes liegt insbesondere darin,
daB die Funktion f — soweit es auf ihre Nullstellen ankommt — im

Punkte P, durch ein Pseudopolynom ersetzt werden kann, dessen Null-
stellen leicht zu iibersehen sind.

1 Vgl. OsGoop: Lb. S. 87—88.
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Die Identititen (1) und (2) besagen, daB die Gleichung f = 0 fiir
jedes System (zg, ..., z,) mit |z; —a;| <d; (i =2,...,7) im Kreise
|lw — a,| < d; genau m Wurzeln w;(z;, . . ., 2,) (§ =1, 2, .. ., m) besitat,
die der pseudoalgebraischen Gleichung
YW, 2, ..., 29) = (W—a)™+ A (25, ..., 2Z0) (@—a)" 1+ - + Ay (25,...,25) =0
geniigen, und daB umgekehrt jede Wurzel von p = 0 — soweit sie
innerhalb 11(P,) liegt — auch eine Nullstelle von f liefert.

Es kommt also jetzt auf die Untersuchung derjenigen Mannigfaltig-
keiten an, die durch eine solche pseudoalgebraische Gleichung definiert
werden.

§ 2. Null- und Polstellenfldchen.

Zunichst einige Sitze iiber Pseudopolynome, die dhnlichen Gesetzen
unteiworfen sind wie gewshnliche Polynome?!

Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom v (w, 2, . . ., z,) nach Potenzen
von w — a, und der Spitze (a,, ..., a,) heiBe (algebraisch) irreduzibel,
falls es keine zwei ausgezeichnete Pseudopolynome ¥, und y, der glei-
chen Art gibt, so daB y = v, - y,.

Analog wollen wir allgemein eine in P reguldre, dort verschwindende
Funkiton f(z,2,,...,2,) = 0 in P irreduzibel nennen, falls es keine
zwei in P regulire, dort verschwindende Funktionen g und 4 gibt, so
daB f = g - h. Existieren dagegen solche Funktionen g und %, so sagen
wir, f hat in P die Teiler g und h. Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom
nach Potenzen von % — a, und der Spitze (ay, . . ., a,) ist dann und nur
dann i (a,, as, - . ., a,) irreduzibel, falls es algebraisch irreduzibel ist.

Es gilt dann unter anderem:

Hilfssatz 1. Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom liaBt sich auf
genau eine Weise in ein endliches Produkt irreduzibler Pseudopolynome
der gleichen Art zerlegen.

In Verbindung mit dem Vorbereitungssatze folgt:

Jede beliebige in esnem Punkte P regulire, dort verschwindende Funk-
tion (2, za, - - -, 2y) =0 lipt sich eindeutig (von in der Umgebung von P
nicht verschwindenden Faktoren abgesehen) in endlich viele in P irredu-
ztble Funktionen zerlegen.

Hilfssatz 2. Verschwindet ein ausgezeichnetes Pseudopolynom vy,
nach Potenzen von w — 4, und der Spitze (a,, ..., 4,) in simtlichen
Punkten einer Umgebung des Punktes (4,, 4s, . . ., 4,), in denen ein
irreduzibles Pseudopolynom , der gleichen Art verschwindet, so ist ¥,
durch v, teilbar. ,

Aus Hilfssatz 1 und dem Vorbereitungssatze ergibt sich wiederum
fiir beliebige Funktionen:

Verschwindet die in P regulire Funktion f(z,, 23, . . ., 2,) in P und in
samtlichen Punkten einer Umgebung von P, in denen die in P regulire

! Ausfithrliches iiber Pseudopolynome siche OsGoop: Lb.
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Funktion g verschwindet, so ist f in P durch jeden in P irreduziblen Faktor
der Funktion g teilbar. (f braucht dagegen in P nicht durch g selbst teilbar
zu sein; dies ist nur dann der Fall, wenn f in den genannten Punkten
stets von derselben oder hoherer Ordnung wie g verschwindet ; vgl. S. 60.)

Hilfssatz 3. Ist y ein irreduzibles ausgezeichnetes Pseudopolynom,
so stellt 9 = 0 ein ,,Element eines analytischen Gebildes‘, nach unserer
Definition ein erginztes analytisches Flichenstiick dar.

Entsprechend:

Die Nullstellenmannigfaltigkeit einer in P reguldren, dort verschwinden-
den und irreduziblen Funktion f(2,, 2s, . . ., 2,) fdllt in einer Umgebung
von P mit den Punkien eimes (erginzten) analytischen Flichenstiickes
2usammen.

Aus all dem ergibt sich:-

Satz 24. Verschwindet die im Punkie P regulire Funkiion
F(zy, 23, - - ., 2,) £ 0 in P, so liegen in esner gemiigend kleinen Umgebung
U(P) die Nullstellen der Funktion f auf endlich vielen 2n — 2-dimensio-
nalen (ergdnzten) analytischen Flichenstiicken, und umgekehrt sind simi-
liche Punkte dieser Flichenstiicke, soweit sie in W (P) liegen, Nullstellen
von f.

Folgerung. Verschwindet die Funktion f in den Punkten eines
(noch so kleinen) nichtanalytischen (2# — 2)-dimensionalen Flichen-
stiickes & und ist f in einer Umgebung von § regulir, so ist notwendig
f=o.

Hieraus ergibt sich unmittelbar:

Stimmen zwer Funktionen f und g auf einem noch so kleinen Stiick
eines michi-analytischen (2m — 2)-dimensionalen Flichenstiickes iiberein
und sind f und g in einer Umgebung von § regulir, so ist notwendig f=g.

Die bisherigen Aussagen, die nur in einer geniigend kleinen Umgebung
der vorgegebenen Nullstelle galten, lassen sich noch wie folgt erginzen:

Satz 25. Das durch P gehende (2n — 2)-dimensionale (erginate)
analytische Flichenstiick % sei in einer Umgebung von P Nullstellen-
mannigfaltigkeit der in P reguldren Funktion f. Ist dann Q ein beliebiger
Punkt auf , der sich mit P durch eine auf § liegende Kurve € verbinden
lipt, die nur aus reguliren Punkten der Fliche § und der Funktion f
besteht, so ist Q ebenfalls esne Nullstelle von { (P und Q selbst diirfen un-
wesentliche Randpunkte von § sein).

Der Beweis ergibt sich sehr einfach aus dem Vorbereitungssatze und
der Eindeutigkeit der Fortsetzung eines analytischen Flichenstiickes?.

Analog der K1.Th. kénnen wir nunmehr auch die Ordnung eines
Nullstellengebildes einfiihren:

In der Umgebung des Punktes P verschwinde die in P regulire
Funktion f auf dem durch P gehenden analytischen Flichenstiick §,

1 Beweis fiir # = 2 vgl. BEUNKE-THULLEN [4].
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P sei dabei eine gewohnliche Stelle von . In einer geniigend kleinen Um-
gebung U (P) 14Bt sich dann § durch eine dort analytische, in P irreduzible
Gleichung % = 0 darstellen. f/h ist in P regulir. Ist dann p diejenige
ganze positive Zahl, fiir die f/A? in P regulir, f/h?*! aber in P (auBer-
wesentlich) singuldr ist, so heiBe p die Ordnung der Nullstellen-
fliche § in P.?

Solange & im Regularitéitsbereiche & der Funktion f verliduft und
dort nicht in zwei punktfremde Stiicke zerfillt, hat  in jedem seiner
gewohnlichen Punkte als Nullstellenfliche von f die gleiche Ordnung .
Da nun alle in R liegenden Flichenpunkte und auch die dort vorhandenen
unwesentlichen Randpunkte Hdufungspunkte gewéhnlicher Punkte sind
(und jene § nicht in zwei Stiicke zerlegen?), kénnen wir dann von der
Ordnung der (erginzien) Nullstellenfliche ¥ schlechthin sprechen.

Zerfsllt dagegen § in R in zwei punktfremde Stiicke {, und §,,
so kann es vorkommen, daB f auf ; in der Ordnung ¢,, auf §, in der
Ordnung p, verschwindet?.

Die Ordnung einer Nullstellenfliche ist invariant gegeniiber Trans-
formationen, die in der Umgebung von { eineindeutig und analytisch sind.
Ferner gilt das folgende wichtige Kriterium: { ést dann und nur dann eine
Nulistellenfliche p-ter Ordnung der (in einer Umgebung von § reguléren)
Funktion {, falls diese und ihre samtlichen Ableitungen bis einschlieflich
zur (p — 1)-ten Ovdnung auf ganz F verschwinden, aber mindestens eine
Ableitung p-ter Ordnung § nicht mehr als Nullstellenfliche besitat*.

Samtliche angegebenen Sitze gelten natiirlich nicht nur fiir Nullstellen,
sondern entsprechend auch fiir beliebige a-Stellen einer reguliren Funktion.

Nun die Folgen fiir die auBerwesentlich singulidren Stellen!

Ist die in der Umgebung des Punktes P meromorphe Funktion
F(z, 2, . . ., 2,) in P auBerwesentlich singuldr, so gibt es nach Definition

(vgl. Kap. I, § 4) zwei in P regulire Funktionen g und %, so daB F = i
und 4(P) = 0.

Nach Hilfssatz 1 diirfen wir voraussetzen, dal g und % in P keinen
gemeinsamen Teiler besitzen. Die Funktion F ist also dann und nur
dann tn P auferwesentlich singulir, falls zwei in P regulire, dort teiler-

fremde Funktionen g und h existieren, so daf F = % und h(P) = 0.

Auf Grund dieses Satzes lassen sich zwei Arten von auBerwesent-
lichen Singularititen unterscheiden:

1. g(P) % 0.

F strebt bei Anniherung an P gleichmiBig gegen co. Wir nennen
in diesem Falle P eine Polstelle oder auBerwesentlich singulidre Stelle
erster Art der Funktion F und ordnen P den Funktionswert co zu.

1 Eine andere Einfithrung c;ier Ordnung einer Nullstelle siehe SEVERI [7] S. 39.
2 Vgl. Osgoop: Lb. S. 132. 3 Vgl. BEHNKE-THULLEN [4].
4 Vgl. fur den Fall ganzer Funktionen auch H. CARTAN [4].
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2. Ist dagegen g(P) = 0, so ist fiir jedes endliche konstante x die
Gleichung g — &k =0 in P und damit nach dem Vorbereitungssatze
mindestens auf einem durch P gehenden (erg.) analytischen Flichen-
stiick erfiillt (das mit keinem der durch % = 0 bestimmten Flichen-
stiicke identisch ist). Das aber heifit, dal F in jeder Umgebung des
Punktes P jeden endlichen Wert & annimmt. Wir nennen in diesem
Falle P eine Unbestimmtheitsstelle oder auch eine auBerwesentlich
singuldre Stelle zweiter Art der Funktion F.

Fiir n» = 2 konnen auBerwesentlich singulire Stellen zweiter Art
einer Funktion F(w,2) nur isoliert liegen, da die durch g =0 und
h = 0 bestimmten Flachenstiicke sich hdchstens in diskreten Punkten
schneiden; sie sind dagegen immer Héiufungspunkte von Polstellen der
Funktion F.

Ist P ein unendlichferner Punkt, so werden wir eine in P meromorphe
Funktion F in P auBerwesentlich singuldr von erster bzw. zweiter Art
nennen, falls F nach einer geeigneten projektiven Transformation, die P
in einen endlichen Punkt P’ wirft, in P’ auBerwesentlich singuldr von
erster bzw. zweiter Art ist.

Fassen wir zusammen!

Satz 26. Ist in esnem Punkte P die Funktion F(z,, 2,, . . ., z,) aufer-
wesentlich singuldr, so liegen in einer gemiigend Rlesnen Umgebung U (P)
samtliche Stingularititen der Funktion F auf endlich vielen (erg.) analy-
tischen Flichenstiicken, wnd wmgekehrt sind simtliche Punkte dieser
Flichenstiicke, soweit sie in W (P) liegen, auferwesentliche Singularititen
der Funktion F.

Entsprechend Satz 25 gilt ferner:

Satz 25a. Das durch den Punkt P gehende (erg.) analytische Flichen-
stiick § sei in der Umgebung von P Singularititenfliche der in P mero-
morphen Funktion F(2,,2,,...,2,). Ist dann Q ein beliebiger Punkt
auf 55, der sich mit P durch eine auf § liegende Kurve verbinden lift,
die aus reguliren Punkten der Fliche § und aus meromorphen Punkien
der Funktion F besteht, so ist Q ebenfalls eine singulire Stelle von F
(P und Q selbst diirfen unwesentliche Randpunkte von § sein).

§ 3. Meromorphe Funktionen im erweiterten Raume.

Ist eine Funktion f(z, 2,, . . ., 2,) in allen Punkten des erweiterten
Raumes analytisch, so ist sie nach dem Satze von LIOUVILLE bei fest-
gehaltenen # — 1 Verdnderlichen stets eine Konstante; daraus folgt,
daB f schlechthin konstant ist. Dieser Satz 4Bt sich in ganz iiber-
raschender Weise verschirfen:

Satz 27. Ist die Funktion f(z, 2y, ..., 2,) in allen Punkten einer
geschlossenen (2n — 2)-dimensionalen analytischen Ebene regulir, so ist |
etne Konstante.
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Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir nimlich annehmen,
daBf auf der ganzen unendlichfernen (analytischen) Ebene regulir ist. Das

n
aber heiBt, daB f fiir 3|22 =7 (r eine geniigend groBe positive Zahl)
i1

und damit nach Satz 18 iiberall im erweiterten Ry, regulir, also kon-
stant ist.

Fiir meromorphe Funktionen gilt unter den entsprechenden Voraus-
setzungen der Satz von HURWITZ-WEIERSTRASS:

Satz 28. Ist die Funktion F (2, z,, ..., 2,) tn allen Punkten des
erweiterten Raumes meromorph, so ist F eine rationale Funktionl,

Wir geben den Beweis fiir den Fall einer Funktion F (w, 2) von zwei
Verénderlichen an, der aber auch unmittelbar auf den Fall von # Verinder-
lichen uibertragen werden kann.

Wir kénnen annehmen, daB der unendlichferne Punkt (00, 0) ein regulirer
Punkt von F(w, z) ist und daB zugleich F (00, 0) & 0. Dann gibt es ein
> 0 und ein d > 0, so daB F regulir und verschieden von Null fiir alle
(w, 2) aus

(1 |w|>r, l%,<d.

Ferner ist die Anzahl der Nullstellen und der auBerwesentlich singuliren
Stellen auf jeder der Ebenen z = konst. endlich. Zu jedem endlichen z,
gibt es zwei zueinander teilerfremde, ausgezeichnete Pseudodopolynome

K T
Wi, (W, 2) EiAg) (2w,  @(w,2) 5232)(3) w” (Akey = Bigy = 1)
y= =0

und ein positives &(z), so daB alle 4 %) (z) und B (2) reguldr fiir |z — z,| < £(2)
Y5 i, Z)
Pz (w» Z)

und alle endlichen w.

Die A% ({) und B (¢) sind die elementarsymmetrischen Funktionen der
Pol- und Nullstellen von F auf z = {. Daraus folgt wiederum, daB die
A (2) und B (z) unabhingig von z, und regulir fiir alle endlichen w sind.
Well weiter d1e Waurzeln der beiden Pseudopolynome v, und ., niemals

in (1) liegen, fiir jede Wurzel w(z) also entweder |w|=r oder Iw[sl—l
so folgt, daB

[A®(z)] < C - Max {r, |z|%},  |B®(z)| < C- Max {#h, |z|b}.
Die A® und B® sind also ganze rationale Funktionen von z. Die, Funktion

F(w,2) =F(w, 2) Wgﬁ' ; ist somit im Endlichen iiberall regulir, von Null
verschieden und hat im Unendlichen héchstens auBerwesentlich singulire
Stellen. Es existiert daher mindestens ein unendlichferner Punkt — er

sei (@, o) —, in dem F héchstens einen Pol hat. Dann ist aber die Funktion

und ferner F (w, 2) reguldr und von Null verschieden fiir | z— z,| <& (z,)

7 ) auf der geschlossenen analytischen Ebene % = a iberall regulir,
w, 2
also nach Satz 27 eine Konstante, womit unser Satz bewiesen ist.

1 Vgl. OsGoop: Lb. S.275ff., wo der Satz noch wesentliche Erweiterungen
findet; sieche ferner KNESER [6]; SEvERI [8], [9]; vgl. auch Satz 29.
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Folgerung 1. Ist die Funktion F in allen Punkten einer geschlosse-
nen (2n — 2)-dimensionalen analytischen Ebene meromorph, so ist F
eine rationale Funktion (Beweis auf Grund von Satz 28 wie bei Satz 27).

Folgerung 2. Jede ganze, nichtrationale Funktion ist in jedem
unendlichfernen Punkte wesentlich singulir.

SEVERI zeigt nun, daB man in den obigen Sitzen die analytischen
Ebenen durch ein beliebiges algebraisches Gebilde ersetzen kann, d. h. durch
ein analytisches Gebilde, das einer ganzen rationalen Gleichung geniigt:

Satz 29. Ist die Funktion F(z), 2y, ..., 2,) in allen Punklen eines
geschlossenen algebraischen Gebildes regulir (bzw. meromorph), so ist F
eine Konstante (bzw. eine rationale Funktion)!.

Aus Satz 29 folgt unmittelbar wieder Satz 28'. Ferner sei bemerkt,
daB Satz 27, die Folgerungen aus Satz 28 und Satz 29 in der obigen
Fassung nicht mehr im Ry, erst recht nicht in beliebig erweiterten
Riumen gelten; Niheres sowie Verallgemeinerungen der genannten
Sitze vgl. Oscoop: Lb. Kap. 3, § 20—32.

Wir zeigen schlieBlich, daB eine rationale Funktion, die-nur Pole
besitzt, eine Konstante ist; es gilt nimlich:

Satz 30. Jede rationale, nichtkonstante Funktion R (z,,z,, . . ., 2,),
n > 1, besitzt mindestens eine auflerwesentlich singulire Stelle zweiter Art.

a) R sei ganz rational. Wire der Satz falsch, so wire 1/R in simt-
lichen unendlich fernen Punkten regulir, also konstant. Entsprechend,
falls R die Reziproke einer ganzen Funktion ist.

b) Essei R = %, wobei G und H teilerfremde, nichtkonstante Poly-

nome bedeuten mdégen. In den Schnittpunkten der durch G = 0 und
H = 0 bestimmten algebraischen Gebilde (solche Punkte existieren nach
dem Satze von Bfzout sicher) muB dann R auBerwesentlich singulir
von zweiter Art sein, w. z. b. w.

Nunmehr konnen wir auch sdmtliche iiberall eineindeutigen und
meromorphen Abbildungen unseres Raumes bestimmen:

Satz 31. Die einzigen diberall eimeindeutigen und meromorphen Ab-
bildungen des erweiterten Raumes (Ry) auf sich sind die projektiven Trans-
formationen?

Z' — Gio + @i 21 + - + Binn
! by + byzy + oo 4 byz,

1=1,2,...,n.

Ist namlich Z; = F;(2,,25, ..., 2,), t =1,2,...,m, eine den Be-
dingungen des Satzes geniigende Transformation, so sind nach Satz 28
die F; rationale Funktionen. Aus der Betrachtung der Funktional-
determinante folgt dann noch, daB Zihler und Nenner linear und die
Nenner alle gleich sein miissen.

1 Vgl. SEVERI {2] und [9).
2 Vgl. Osgoon: Lb. I1I, § 33; siehe dort auch den entsprechenden Satz fiir den
Raum R, (Raum der Funktionentheorie).
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§ 4. Funktionen zu vorgegebenen Pol- und Nullstellenflichen.

Bereits die friihesten Untersuchungen zur Funktionentheorie
mehrerer Verinderlichen, so die Arbeiten 'von POINCARE und CousiN,
beschaftigen sich damit, die Sitze von MITTAG-LEFFLER und WEIER-
sTRAss iiber die Existenz einer meromorphen bzw. ganzen Funktion
zu vorgegebenen Pol- bzw. Nullstellen auf Funktionen von # Verinder-
lichen zu iibertragen und zugleich die hiermit zusammenhingenden
Fragen nach der Quotientendarstellung meromorpher Funktionen zu
losen. Bei der Ubertragung der genannten Sitze entsteht insbesondere
dadurch eine Schwierigkeit, daB — wie wir in den vorangehenden
Paragraphen gesehen haben — die Pol- und Nullstellen einer Funktion
hier nicht mehr isoliert auftreten, sondern (2# — 2)-dimensionale
Mannigfaltigkeiten ausfiillen.

Zum Verstindnis des Folgenden miissen wir zunichst den Begriff
der ,,Aquivalenz“ von Funktionen einfiihren:

a) Zwei in einer Umgebung des Punktes P meromorphe Funktionen f
und % heiBlen ¢m Punkte P dquivalent in bezug auf Subtraktion, falls die
Differenz f — 4 in P regulir ist.

b) Zwei in einer Umgebung des Punktes P regulire Funktionen f
und % heiBen in P dgquivalent in bezug auf Division, falls der Quotient f/h
in P regulir und von Null verschieden ist.

Die Cousinsche Ubertragung des MITTAG-LEFFLERschen Satzes
lautet dann!:

Satz 32. Jedem Punkte P des endlichen Raumes (bzw. eines Zylinder-
bereiches B) sei eine Umgebung WU (P) und eine dort meromorphe Funk-
tion fp(z, 2y, ... 2,) SO zugeordnet, daf stets, falls Q einen beliebigen
Punkt aus UW(P), fq die Q zugeordnete Funktion bedeutet, die Funktionen ),
und fo in Q dgquivalent in bezug auf Subtraktion sind. Dann gibt es eine
tiberall im Endlichen (bzw. in 3) meromorphe Funktion F (z,, zg, . . ., 2,),
die in jedem Punkte P mit der zugehdrigen Funktion fp dquivalent in
bezug auf Subtraktion ist.

Die Funktionen fp treten hier an die Stelle der Hauptteile des
MirTaG-LEFFLERschen Satzes.

Wir skizzieren den Beweis fiir den Fall, daB » = 2 und der vorgegebene
Bereich mit dem endlichen w-z-Raume identisch ist:
Grundlegend fiir den Beweis ist das Verhalten der durch das Integral

Jl‘l

m, p im,p
definierten Funktion I,, ,(w, z). Uber 7, , wird vorausgesetzt, daB es ein
einfaches, nichtgeschlossenes, reell-analytisches Kurvenstiick der z-Ebene
ist; von f, und f, wird angenommen, daB sie in einer Umgebung eines
Hyperflachenstiickes (b*, I, ,) regulir sind (w aus einem Bereiche b* der

1 Neben der Arbeit von CousiN vgl. HAHN; Oscoop: Lb. III, § 3; FORSYTH:
Lb. V.
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w-Ebene, z auf /,, ,). Dann ist I, , regular fiir alle (w, 2), fiir die w aus b*
und z kein Endpunkt von [, ,. Doch ist I, , mehrdeutig und wird durch
(6%, I,,,,) in eindeutige Zweige zerlegt, von denen einer durch das obige
Integral dargestellt wird. Die Differenz der Werte von I,, , auf dem linken
und rechten Ufer der Hyperflache (6%, 7, ) ist f,(w, 2) — f,.(w, 2).

Durch geniigend feine Einteilung der w- und z-Ebene zerlegen wir jetzt
einen vorgegebenen beschrinkten Dizylinder D, so in endlich viele kleine
Teil-Dizylinder, daB folgende Bedingung erfiillt ist: Zu jedem der Teil-
zylinder 3’ existiert ein Punkt P’, so daB 3’ ganz im Innern der auf Grund
der Voraussetzung des Satzes dem Punkte P’ zugeordneten Umgebung 1 (P’)
liegt; es ist dann die zugehdrige Funktion fpr in 8’ und auf seinem Rande
noch regulir, und ferner sind, falls 3" und 8’ zwei nebeneinander liegende
Dizylinder bedeuten, die zugehdrigen Funktionen fp und fp. auf dem
gemeinsamen Randstiick dquivalent in bezug auf Subtraktion.

Wir greifen nun zwei angrenzende Teilzylinder mit gleicher w-Projektion
heraus — sie seien mit (b3, b)) und (by”, %) und die zugehérigen Funk-
tionen mit f, und f, bezeichnet. Dann ist die durch die beiden Gleichungen

g(w,2)= [(w,2) + fm(w,2) in (63°, B7),
m,p
= [, 2) + fo(w,2) in (8", B
n, p
definierte Funktion in beiden Dizylindern und auf deren gemeinsamen Rande
eindeutig und meromorph, ferner g — f, im ersten, g — f, im zweiten
Dizylinder reguldr, also g dquivalent f,,in (65", b%), dquivalent f, in (63", 65).

Dieses Verfahren zur Definition von g 148t sich entsprechend gleich-
zeitig auf alle Teilzylinder 3’ ausdehnen, soweit sie dieselbe w-Projektion b
besitzen, und schlieBlich auf den ganzen Bereich ®, selbst, wodurch wir zu
einer Funktion F, gelangen, die innerhalb 9, die im Satze verlangten Eigen-
schaften aufweist. Man hat nun noch den endlichen w-z-Raum durch
eine Folge geniigend groBer Dizylinder ®,, ®,, ... zu approximieren und
dann mittels der iiblichen Limesprozesse aus den zu den ®; erhaltenen
Funktionen F; die gesuchte Funktion F zu konstruieren.

Mit Hilfe von Satz 32 liBt sich nunmehr auch die Verallgemeine-
rung des WEIERSTRASSschen Produktsatzes beweisen:

Satz 331 Jedem Punkie P des endlichenw Raumes (bzw. eines einfach-
zusammenhingenden? Zylinderbereiches 3) sei eine Umgebung U(P) und
eine dort regulire Funktion fp(z,, 2y, ..., 2,) so zugeordnet, daf stets,
falls Q einen beliebigen Punkt aus W(P), f, die Q zugeordnete Funktion
bedeutet, die Funktionen fp und fo in Q dquivalent in bezug auf Division
sind. Dann gibt es etne ganze (bzw. in § regulive) Funktion G (z,, z,, . . ., 2,),
die in jedem Punkte P wmit der zugehirigen Funktion fp dquivalent in
bezug auf Division ist.

Man beachte, daB Satz 32 fiir jeden Zylinderbereich, Satz 33 nur
fiir einfachzusammenhéngende Zylinderbereiche ausgesprochen ist.

Satz 33 besagt insbesondere:

1 Vgl. S. 64, Anm. 1.
# Wir nennen hier einen Bereich einfachzusammenhdngend, wenn er topologisch
vom Typus der Hyperkugel ist, alle iibrigen Bereiche mehrfachzusammenhingend.
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Satz 33a. Gegeben sei eine abzihlbare Menge von analytischen Ge-
bilden ®,,®,,...,®,,,..., die je im Endlichen keine wesentlichen
Singularititen aufweisen, jedem ®,, sei eine Ordnung 1, zugeordnet ; ferner
mogen durch jeden beschrinkten Bereich jeweils nur endlich viele ®,, hin-
durchgehen. Dann gibt es eine ganze Funktion G(zy,2,, ..., 2,), die
auf allen &, und nur auf den ®&,, verschwindet, und zwar jedesmal in der
vorgeschriebenen Ordnung 1, .1

Zum Beweise wihle man fp = 1, falls P zu keinem der Gebilde §,,
gehort. Liegt dagegen P auf einem der &,, oder ist P Schnittpunkt

mehrerer Gebilde §,,, ®,,, ..., ®,,, ist ferner A3 = 0 eine in P zu-

8
lissige? Darstellung von @,,, so sei fp = JT{hg}=. Die fp geniigen

1
bei geeigneter Wahl von Umgebungen U(P) den Bedingungen von
Satz 33, woraus sich die Behauptung ergibt.

Ein iiberall im Endlichen singularititenfreies analytisches Gebilde
kann also insbesondere stets durch eine Gleichung G(z,, 25, . . ., 2,) = 0
dargestellt werden, wobei G eine ganze Funktion bedeutet.

Zerlegung einer ganzen Funktion in irreduzible Faktoren.
Ist umgekehrt G(z, 2, . . ., 2,) eine ganze Funktion, so definiert die
Gleichung G == 0 ein oder mehrere (h6chstens abzihlbar viele) ana-
lytische Gebilde @, , ®,, ..., ®,,, ..., die den Bedingungen von Satz 33a
geniigen; die ganzen Zahlen /,, seien die Ordnungen, in denen dabei
die @,, auftreten. Zu jedem @, gibt es nach Satz 33a eine ganze Funk-
tion G,,, die auf ®,, und nur auf §,, (in der ersten Ordnung) verschwindet.
G,, ist notwendig im GroBen irreduzibel, d. h. es gibt kein Paar ganzer
Funktionen G2 und G2, die beide im Endlichen Nullstellen besitzen,
so daB G, =GY-G2.

G ist sicher durch jede der Funktionen {G,}'» teilbar (m =1, 2, .. .).
Es 148t sich nun leicht zeigen, daB zu den G,, geeignete konvergenz-
erzeugende Faktoren bestimmt werden konnen (wir denken sie uns
bereits in die G,, hineingezogen), so daB das Produkt der {G,,}'" iiberall
gleichmiBig konvergiert und

G = JI{G,}™.
m=1
Eine solche Produktzerlegung einer ganzen Funktion in irreduzible
Faktoren ist bis auf nullstellenfreie Funktionen stets nur auf eine Weise

moglich3.

1 Uber die Nullstellenflichen ganzer Funktionen siehe H. CARTAN [4a] und
THULLEN [4].

2 Das soll heiBen: Es gibt keine zwei in P reguldre, dort verschwindende
Funktionen h, und k,, so daB A = &, h, und G,,, in einer Umgebung von P bereits
durch &, = 0 oder hy = 0 dargestellt wird.

3 Nah. s. GRONWALL; HaHN; Oscoop: Lb., daneben BEHNKE-THULLEN [B].
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Satz 33a ist von H. CarTaN? fiir Funktionen zweier Verinderlichen
wesentlich erweitert worden. Er zeigt, daB man auf den Gebilden &,
nicht nur den Wert 0 (bzw. einen konstanten Wert ¢ 4= 0), sondern
beliebige Funktionswerte vorgeben kann; man hat nur vorauszusetzen,
daB diese Werte meromorphe Funktionen der Gebilde ,, bilden. Es
gibt dann stets eine iiberall im Endlichen meromorphe Funktion, die
auf den ®,, die vorgeschriebenen Werte annimmt. Man kann sogar auf
den &, die ersten » Ableitungen nach w (oder nach z) vorgeben.

Mit Hilfe dieser Erweiterungen des CousiNschen Satzes beweist
H. CARTAN einige interessante Sitze iiber das Verhalten ganzer Funk-
tionen des R,. Es seien hier folgende genannt:

1. Wenn die beiden ganzen Funktionen F (w, z) und G (w, 2) nirgends
gleichzeitig verschwinden, so gibt es zwei ganze Funktionen U (w, 2)
und V(w,2),so daB U-F+V -G=1.

2. Zu zwei teilerfremden ganzen Funktionen F(w, z) und G(w, 2)
gibt es stets zwei ganze Funktionen U(w,z) und V(w,2), so daB
Uw,2) Fw,2) + V(w,2)-G(w,2) = W(w)-Z(z), wobei W (w) und
Z(2) ganze Funktionen von w bzw. z allein sind.

3. G(w,2),F(w,z), H(w,?2) seien drei untereinander teilerfremde
ganze Funktionen. Die Funktion H 1iBt sich dann und nur dann in
der Form H= U -F + V -G (U und V ganze Funktionen) darstellen,
falls in jeder gemeinsamen Nullstelle Q von F und G die Funktion H
eine Darstellung H'=f - F 4 g - G gestattet, wobei f und g regulir in
der Umgebung von @ sind2.

Die Sitze von H. CARTAN lassen sich micht ohne weiteres auf Funk-
tionen von % Verinderlichen iibertragen.

Quotientendarstellung meromorpher Funktionen. Satz 33
hingt eng mit der zuerst von POINCARE untersuchten Frage zusammen,
ob eine in einem Bereiche 8 meromorphe Funktion sich dort als Quotient
zweier in B regulirer Funktionen darstellen 148t (was bekanntlich in
der KLTh. immer moglich ist).

Ist namlich F eine in B meromorphe Funktion, P ein Punkt aus B,
so gibt es ein Paar in P regulirer, dort teilerfremder Funktionen fp

und %p, so daB F E;% in einer Umgebung von P; ist F in P regulir,
so sei fp = 1. Diese Funktionen f, geniigen offenbar bei geeigneten
U(P) der Vertraglichkeitsbedingung des Satzes 33. Ist also B mit
dem endlichen Raume (oder einem einfachzusammenhingenden Zylinder-
bereiche 3) identisch, so gibt es eine ganze (bzw. in § regulire) Funk-
tion G, die mit allen f, jeweils in P dquivalent ist. Hieraus folgt, daB

die Funktion F-G = H ganz (bzw. in 3 regulir) ist; zugleich miissen

1 Vgl. H. CARTAN [4] und [4a].
3 Mit Hilfe dieser Sitze stellt H. CARTAN eine der Theorie der algebraischen
Flichen analoge Theorie der ganzen Flachen auf, siche H. CARTAN [4a].
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G und H in jeder evtl. vorhandenen gemeinsamen Nullstelle teilerfremd
zueinander sein. Wir kénnen also sagen:

Satz 341, Ist F(z,2,, ..., 2,) eine tberall im Endlichen (bzw. in
einem einfachzusammenhingenden Zylinderbereiche 8) meromorphe Funk-
tion, so gibt es stets zwei ganze (bzw.in 3 regulire), in gemeinsamen Null-
stellen teilerfremde Funktionen G und H, so daf F =G - H.

Ferner sehen wir, da immer, falls sich Satz 33 auf einen Bereich B
iibertragen 1iBt, in B auch die Quotientendarstellung der dort mero-
morphen Funktionen durch Paare regulirer Funktionen gilt (natiirlich
nicht umgekehrt).

Nun konnte HARTOGS? als erster (an dem Beispiele eines beschriank-
ten, mehrfachzusammenhingenden Bereiches) nachweisen, daB sicher
Satz 33 nicht mehr in beliebigen Bereichen gelten kann. Spiter gab
dann H. CARTANS3 einen beschrinkten, einfachzuéammenhéingenden Be-
reich und GRONWALL* sogar einen (mehrfachzusammenhingenden)
Zylinderbereich an, auf die sich Satz 33 in der obigen Form nicht ver-
allgemeinern 1a8t. Benutzt man die im nichsten Kapitel aufgestellte
Theorie der Regularititshiillen, so kann man ein ganz allgemeines
Prinzip zur Konstruktion von Bereichen dieser Art angeben, auf das
auch die Beispiele von HARTOGS und CARTAN zuriickgehen. Speziell
fiir REINHARDTsche Korper 1iBt sich zeigen5:

Hat der eigentliche REINHARDTsche Korper R des R, mit dem Mittel-
punkt (0, 0) die Eigenschaft, daf sich Satz 33 auf ithn ibertragen lift,
s0 ist & notwendig ein Regularititsbereich oder unterscheidet sich von einem
solchen hichstens um Stiicke der w- oder z-Ebene (d. h. der kleinste § um-
fassende Regularititsbereich entsteht aus ® durch Hinzunahme gewisser
Stiicke dieser Ebenen). Insbesondere kann also Satz 33 niemals in
einem REINHARDTschen Korper gelten, dessen Regularititshiille um
ein volles vierdimensionales Stiick ,,groBer ist.

Es bleibt hier meist offen, ob ebenfalls Satz 34 nicht auf die genannten
Bereiche verallgemeinert werden kann. Es lassen sich jedoch leicht Bereiche
angeben, in denen zwar Satz 34, nicht aber Satz 33 gilt.

Abgesehen von dem Beispiele GRONWALLS ist keiner der angegebenen
Bereiche ein Regularititsbereich. Es ist somit vollkommen offen, ob
Satz 33 und damit Satz 34 sich wicht wenigstens auf einfachzusammen-
hingende Regularititsbereiche tibertragen lassen.

Funktionen zu vorgegebenen Nullstellenfunktionen. Die
obigen Ergebnisse zeigen, daB man in einem beliebig gegebenen Be-
reiche B die Bedingungen im Kleinen, wie sie bei CousiN verlangt
werden, aufgeben muB, um in B zu gegebenen Nullstellen Funktionen
konstruieren zu koénnen.

1 Vgl. PoincarE [1] und die auf S. 64 zitierten Arbeiten.
2 Vgl. HartoGs [4]. 3 Auf einem Vortrage in Minster i. W., Mai 1931.
4 Vgl. GRoNwaLL [1], [2]. 5 Vgl. BEHNKE-THULLEN [4].
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Zunichst eine fiir das Folgende wichtige Bezeichnung:

Eine in einem Bereiche B regulidre Funktion g hei8t in B Nullstellen-
funktion der in % reguliren (bzw. meromorphen) Funktion F, falls F
in simtlichen Punkten aus B verschwindet! (evt. bis auf auBerwesent-
lich singuldre Stellen zweiter Art2), in denen g = 0. (Wir setzen dabei
voraus, daBl g in 8 mindestens eine Nullstelle besitzt.)

BERGMANNS stellte als erster die Frage, unter welchen Bedingungen
es zu gegebenen Funktionen g,, (m =1, 2, . . .) eine in B regulire Funk-
tion f gibt, die genau die g, zu Nullstellenfunktionen hat. Er beweist
fiir Funktionen des R,:

Unter 4 (g) verstehe man die untere Grenze der Volumenintegrale
]”]1 —v(w, 2)g (w, 2)|2dw, wobei »(w, z) die Gesamtheit der in B regu-
B

liren, dort nicht verschwindenden Funktionen durchlaufe. Ist dann
{gm} (m=1,2,...) eine unendliche Folge von in B quadratintegrierbaren,
reguldren Funktionen, existiert ferner ein p > 0, so daf >’ A (g,,)*"* kon-
vergiert, so gibt es eine in B reguldre Funktion f(w, z), die genau die g,
2w Nullstellenfunktionen hat.

Es ist selbstverstandlich, daB zu gegebenen Nullstellenfunktionen g,,
nur dann eine Funktion f existieren kann, falls sich die Nullstellenflichen
der g,, in keinem inneren Punkte des gegebenen Bereiches ¥ hiufen,
d. h. in jedem ganz im Innern liegenden Bereiche B, jeweils nur endlich
viele der g,, verschwinden. Setzt man lediglich dieses voraus, so kann
man immer zu den g, wenigstens eine in B, meromorphe Funktion
konstruieren, genauer:

Satz 354 g,(2, 2, ..., 2,) (m=1,2,...) ser etne unendliche Folge
in B regulirer, dort nicht identisch verschwindender Funktionen; in jedem
ganz im Innern von B liegenden Bereiche B, migen jewerls nur endlich viele
der g, verschwinden. Dann gibt es stets eine in B meromorphe Funktion
F(z, 2y, ..., 2,), welche die g,, und nwur die g,, zu Nullstellenfunktionen hat.

Existiert ferner zu B eine Folge von Teilbereichen B, By, . . ., By, . . .
mit den Eigenschaften: 1. der Bereich B,, liegt ganz im Innern von B, .,
und B (m=1,2,...), und es ist im®B, =B, 2. jede in einem Be-
reiche B,, regulire Funktion laft sich in eine dort gleichmifig konvergente
Reihe entwickeln, die nach noch in B reguliven Funktionen fortschreitet,
so gibt es stets auch evne in B regulire Funktion f(2,, 2, . . ., 2,), die ge-
nau die g, zu Nullstellenfunktionen hat.

Bereiche, die die letztgenannten Eigenschaften besitzen, sind etwa
eigentliche REINHARDTsche Kérper, Kreiskérper und ferner solche
RuNGEschen Bereiche®, die zugleich Regularitdtsbereiche sind.

1 In mindestens gleicher Ordnung wie g.

% Dies sind die etwa vorhandenen Schnittpunkte der Fliche g = 0 mit den
Polflichen der Funktion F.

3 Vgl. BErRGMANN [18]. 4 Vgl. BEENKE-THULLEN [4].
5 Definition der RuNGEschen Bereiche s. Kap. VI, §4.
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Sechstes Kapitel.

Theorie der Regularitétsbereiche und
Regularititshiillen’.

Wir haben bereits im dritten Kapitel Bereiche kennengelernt, in defien
die Gesamtheit der in ihnen reguliren Funktionen gleichzeitig iiber
den Rand hinaus fortsetzbar war — wir erinnern an die eigentlichen,
aber nicht vollkommenen Kreiskorper, REINHARDTschen- und HARTOGS-
schen Korper. Es konnte zu einem vorgegebenen Bereiche 8B dieser Art

ein gréferer umfassender Bereich B angegeben werden von der Eigen-

schaft, daB jede in B regulire Funktion sich notwendig auch in B
regulir verhielt.

Diese Erscheinung soll ganz allgemein in diesem Kapitel untersucht
werden. Dazu fithren wir zunichst den Begriff der Regularititshiille ein:

Definition. Den Durchschnitt der Regularitatsbereiche allerin einem
beliebigen, aber fest gegebenen Bereiche B reguliren Funktionen nennen
wir die Regularititshiille des Bereiches % und bezeichnen sie mit §(%8).

Jede in B regulire Funktion ist nach Definition auch in $(B)
reguldr, und 9 (B) ist offenbar der ,,grofte’ B umfassende Bereich mit
dieser Eigenschaft.

Ist B ein Regularititsbereich, so ist §(B) = B. Wir werden zeigen,
daB in keinem anderen Falle 8 mit seiner Regularititshiille zusammen-
fallt. Daraus folgt dann insbesondere, daB3 § () stets selbst ein Regu-
laritdtsbereich ist; wir kénnen daher §(B) auch den kleinsten B um-
fassenden Regularititsbereich nennen.

Die Grundlage der folgenden Uberlegungen ist der ,,Hauptsatz iiber
die gleichzeitige Fortsetzbarkeit regulirer Funktionen. Aus ihm
werden unmittelbar wichtige notwendige und hinreichende Bedingungen
fir Regularititsbereiche, Eigenschaften der Regularititshiillen sowie
Beziehungen zwischen gegebenen Bereichen und ihren Regularititshiillen
folgen. Zugleich wird es gelingen, auch die Theorie der Konvergenz-
und Normalititsbereiche zu erfassen und mit der Theorie der Regulari-
titsbereiche zu verschmelzen. Dadurch wird ein von G. JuLia gestelltes
Problem vollstindig gelost.

§ 1. Der Hauptsatz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit?.

Wesentlich fiir unsere Uberlegungen ist der Begriff der Funktions-
klasse, die wir wie folgt definieren:

1 Zur Theorie der Regularititsbereiche vgl. THULLEN [8] und CARTAN-THULLEN;
an ilteren Arbeiten sieche B. ALMER, BEHNKE [5]), H. CArRTAN [5] letzter Teil,
CARTAN [8]. Doch werden, im Gegensatz zum folgenden, in den zitierten Arbeiten
nur endliche Bereiche untersucht.

2 Vgl. CARTAN-THULLEN.
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Eine Menge K von Funktionen, die in einem Bereiche B regulir
(bzw. meromorph) sind, heiBt eine in B regulire (bzw. meromorphe)
Klasse von Funktionen, falls K mit einer Funktion f(z, z, . . ., 2,)

1. deren Ableitungen éf/dz; (und damit auch simtliche Ableitungen
hoherer Ordnung),

2. simtliche Funktionen 4 f? enthilt mit beliebigem komplexen 4
und beliebigem positiven, ganzen p.

Beispiele solcher Klassen sind die ,Monome™ 4, = ., zz¢...2"
und die Gesamtheit der homogenen Polynome.

Bezeichnung. Gegeben sei ein beliebiger Bereich ¥ und ein ganz
im Innern von B liegender Teilbereich %B,. Ist dann (3= 0) die Minimal-
distanz von B, in bezug auf B und p eine positive Zahl mit ¢ <7, so
bezeichnen wir mit 8},") die Gesamtheit aller Punkte des Bereiches 8B,
die entweder in B, liegen oder von B, héchstens um g entfernt sind, d. h.
die jeweils im Innern eines gleichseitigen Polyzylinders liegen, der einen
endlichen Punkt aus B, zum Mittelpunkt und den Radius ¢ hat. B
ist ein Teilbereich von B und enthilt B,.

Einen gleichseitigen Polyzylinder! mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius ¢ wollen wir durch das Symbol §(M; g) kennzeichnen.

Der Hauptsatz lautet dann:

Satz 36 (Hauptsatz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit).
a) Fir Klassen regulidrer Funktionen. B, sei ein ganz im Innern
eines Bereiches B liegender Teilbereich, v die Minimaldistanz von B, in
bezug auf B, ferner die Funktionsmenge K eine tn B regulire Klasse.
Gilt dann fiir esnen endlichen Punkt Py aus B und jede Funktion f aus K

|/(Po)| =Max [{(%B,)|,

so st
1. jede Funktion f aus K in dem Polyzylinder 8 (P,; 1) noch regulir und
2. Max|f(8(Py; 0))| == Max|f(BE)|  fiir jedes o < 7.

b) Entsprechend fiir Klassen meromorpher Funktionen:

K sei eine Klasse von in B meromorphen Funktionen, im dibrigen
mogen die Voraussetzungen von Satz 36a bestehen blesben. Gilt dann fiir
einen endlichen Punkt P, aus B und jede (in Py und B, noch regulire)
Funktion f aus K |7(Py)| = Max | {(By)] ,
so tst fiir ein beliebiges ¢ mit 0 < g <7

1. jedein BE noch regulire Funktion f ausK in dem Polyzylinder 3 (Py; q)
reguldr und

2 Max|/(3(Py; ¢)| < Max|f(B®)| fiir jedes o <gq.

Der Beweis geht von der Potenzreihenentwicklung einer Funktion f
um einen solchen Punkt P, aus. Die einzelnen Koeffizienten der Entwicklung

sind dann leicht abzuschitzen, weil sie durch die Ableitungen von f, die
ihrerseits zu K gehoren, bestimmt sind.

! Vgl. S. 36.
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Beachten wir zunichst die erste Aussage des Hauptsatzes! Es ergibt
sich unmittelbar: Ist 8 der Regularititsbereich einer Funktion g und K
eine g enthaltende, in B reguldre Klasse (im iibrigen seien die Bezeich-
nungen des Hauptsatzes beibehalten), so muB die Randdistanz jedes
(endlichen) Punktes P, der der Voraussetzung des Hauptsatzes beziig-
lich der Klasse K und des Teilbereiches B, geniigt, mindestens gleich »
sein, d.h. also, zu jedem endlichen Punkte P, dessen Randdistanz
kleiner als 7 ist, gibt es mindestens eine Funktion f aus K,- so daB
'(P)] > Max|f (®y)|.

Dies fiihrt zu folgender Definition:

Der Bereich B heit konvex in bezug auf die in B regulire (bzw.
meromorphe) Klasse K oder kurz K-konvex, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. B ist ein Teilbereich des Durchschnitts der Regularititsbereiche
(bzw. Meromorphiebereiche) aller Funktionen der Klasse K,

2. zu jedem ganz im Innern von B liegenden Teilbereich B, mit der
Minimaldistanz 7 (== 0) in bezug auf B und jedem endlichen Punkte P
aus B, dessen Randdistanz in bezug auf B kleiner als 7 ist, existiert
mindestens eine (in B; und P noch reguldre) Funktion f aus K, so
daB [(P)| > Max|/(8,)]

Ist nun B ein sich ins Unendliche erstreckender Bereich, so versagt
die vorstehende Definition fiir die im Innern von B liegenden unendlich-
fernen Punkte — man beachte, daB die Klasseneigenschaft einer Funk-
tionsmenge nicht gegeniiber projektiven Transformationen invariant ist,
wohl aber die Eigenschaft eines Bereiches, Regularitits- oder Mero-
morphiebereich zu sein. Wir sagen deshalb:

Der Bereich 8 ist reguldr-konvex! (bzw. meromorph-konvex), falls
die Bedingungen erfiillt sind:

1. B ist ein Teilbereich seiner Regularititshiille (bzw. des Durch-
schnitts aller 8 umfassenden Meromorphiebereiche),

2. jedem ganz im Innern liegenden Teilbereich B, kann man einen
ebenfalls ganz im Innern von % liegenden Teilbereich %B; (B, < B} < B)
so zuordnen, dafl zu jedem auBerhalb von B, liegenden Punkte P aus %
eine in B regulire (bzw. meromorphe, in B, noch regulire) Funktion f
gehort, so daB |/(P)| > Max|f(B,)] .

Die Eigenschaft eines Bereiches, regulir- oder meromorph-konvex
zu sein, ist offenbar invariant gegen eineindeutige meromorphe Transfor-
mationen, d. h. das Bild eines solchen Bereiches ist stets wieder regular-
bzw. meromorph-konvex. Jeder endliche beziiglich einer reguldren
(bzw. meromorphen) Klasse konvexe Bereich ist stets auch regulir-
(bzw. meromorph-) konvex. Umgekehrt gilt, daB ein endlicher regulir-
konvexer Bereich B stets konvex ist in bezug auf eine in B regulire
Klasse.

1 Vgl BEHNKE [5]; ein dhnlicher Begriff kommt auch schon in CaRTAN [b] vor.
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Folgerung 1. a) Ist der Bereich B der Regularititsbereich einer
Funktion f und K eine f enthaltende, in B regulire Klasse, so ist B
K-konvex.

b) Jeder Regularititsbereich B ist reguldr-konvex.

Beweis zu Folgeru;l g 1b). Wire B nicht reguldr-konvex, so gibe es
einen ganz im Innern von B liegenden Teilbereich B, und eine sich in B
nicht hiufende Punktfolge Pi(i = 1,2,...), so daB |f(P;)| = Max|f(B,)|
fiir jedes 7 und jede in B regulire Funktion f. Wir diirfen voraussetzen,
daB die P; (von einem i, an) endlich sind und daB ihre Randdistanzen gegen
Null konvergieren. Andererseits miiten nach dem Hauptsatze alle in B
reguliren Funktionen noch in simtlichen Polyzylindern 3(P;;7,) regulir
sein (r, sei die Minimaldistanz von B, in bezug auf B); B konnte somit
entgegen der Voraussetzung kein Regularititsbereich sein, w. z.b. w.

Ob auch jeder Meromorphiebereich meromorph-konvex ist, steht
noch ginzlich offen.

Folgerung 2. Der Durchschnitt einer endlichen oder unendlichen
Anzahl von Regularitatsbereichen ist reguldr-konvex.

Folgerung 3. Ist der Bereich 8 der Durchschnitt einer beliebigen
Anzahl von K-konvexen (bzw. regulir- oder meromorph-konvexen)
Bereichen, so ist 8 K-konvex (bzw. reguldr- bzw. meromorph-konvex);
K bedeute dabei irgendeine feste in B reguldre oder meromorphe Klasse.

§ 2. Eigenschaften der Regularititsbereiche und
Regularititshiillen.

Aus dem Hauptsatze iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit konnten
wir schlieBen, daB jeder Regularititsbereich regulir-konvex ist. Noch
wichtiger ist die Umkehrung:

Satz 37. a) Jeder (endliche oder nichiendliche) regulir-konvexe Be-
reich ist ein Regularititsbereich (das gleiche gilt also erst recht fiir einen
endlichen, beziiglich einer reguliren Klasse konvexen Bereich).

b) Ist der Bereich B meromorph-konvex, so ist B der Uberlagerungs-

bereich eines Meromorphicbereiches. Existiert ferner ein Bereich B, der B
als Teilbereich enthilt und zugleich Durchschnitt von Regularititsbereichen
ist, so ist B selbst esn Meromorphiebereich?.

Zum Beweise wird zunachst mit Hilfe eines unendlichen Produktes eine
Funktion F konstruiert, die in 8 regulir (bzw. meromorph) ist, deren Null-
stellenflichen sich aber gegen jeden Randpunkt von ¥ hiufen, die also
in simtlichen Randpunkten wesentlich singulir wird.

Der Bereich 8 hat nach Voraussetzung ferner die Eigenschaft, daB
es zu je zwei iiberlagerten Punkten P’, P” mindestens eine in B regulire
Funktion ¢ gibt, die in P’ und P” verschiedene Funktionselemente besitzt.
Nach geeigneter Wahl von abzihlbar vielen iiberlagerten Punktepaaren
P{ , PY(I = 1,2,...)14aBt sich dann mit Hilfe der zugehérigen Funktionen ¢,
eine in B regulare Funktion @ konstruieren, so daB G = F - @ in samtlichen
uberlagerten Punktepaaren verschiedene Elemente besitzt. Da sich auch

! Vgl. CARTAN-THULLEN.
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die Nullstellenflichen von G gegen jeden Randpunkt von 8 hiufen, so ist 8
genau der Regularititsbereich (bzw. Meromorphiebereich) der Funktion G.

Aus den Folgerungen 1 und 2 des Hauptsatzes und dem eben be-
wiesenen Satze ergibt sich:

Satz 38 Ein Bereich B ist dann und nur dann ein Regularitits-
bereich, wenn er regulir-konvex ist. (Fiir endliche Bereiche ist bereits
die K-Konvexitit eine notwendige und hinreichende Bedingung.)

Satz 392 Der Durchschnitt einer beliebigen Anzahl von Regularitits-
bereichen ist stets wieder ein Regularititsbereich.

Eine unmittelbare Folge ist

Satz 402. Hauptsatz iiber die Regularitdtshiillen. Ist B
ein beliebiger Bereich, §(B) seine Regularititshiille, so ist H(B) ein
Regularititsbereich.

Zu jedem Bereich existiert also eindeutig ein kleinster umfassender
Regularititsbereich.

Eigenschaften der Regularititshiillen?. (I). Nimmt eine
in B meromorphe Funktion F den Wert a dort micht an, so
ist [ auch in O(B) meromorph und dort iberall von a verschieden.

Zum Beweise betrachte man die Funktion

Es folgt insbesondere, daB Max|f(®B)| = Max|f((B))| fiir jede in
B regulire und beschrinkte Funktion f, und hieraus wiederum, daB
die Regularititshiille eines beschrinkten Bereiches selbst wieder be-
schriankt ist.

(IT). Wird durch eine analytische Transformation ein Bereich 8, einein-
deutig auf einen Bereich B, abgebildet, so bildet dieselbe Transformation auch
die 2ugehorigen Regularititshiillen §(B,) und D (B,) eineindeutig und ana-
Iytisch aufeinander ab. Wird also insbesondere bei einer solchen Trans-
formation %, auf sich abgebildet, so geht dabei auch §(%B,;) in sich tiber.

Die Zuordnung der Regularititshiille zum Grundbereich ist demnach
invariant gegeniiber eineindeutigen, analytischen Transformationen.
Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Hilfssatz:

Wird durch eine meromorphe Transformation ein Regularititsbereich R
eineindeutsg auf einen Bereich B abgebildet, so ist auch B ein Regularitits-
bereich. (Folgt aus der Invarianz der Regulirkonvexitit3.)

Fiir die kreissymmetrischen Kérper ergibt sich daraus:

Satz 414. Die Regularititshiille eines eigentlichen Kreiskorpers bzw.
REINHARDT schen- bzw. HARTOGSschen Koirpers ist ein vollkommener

1 Vgl. CARTAN-THULLEN. 2 Vgl. THULLEN [3] und CARTAN-THULLEN.

3 Man beachte, da8 wir im Hilfssatz eine meromorphe Transformation (vgl.
S.18—19), in (II) aber nur solche Transformationen zulassen, deren Funktionen
in B, analytisch sind.

¢ Dieser Satz gehort zu den altesten der Theorie der Regularititshiillen [ab-
gesehen von der Aussage iiber die (m, p)-Bereiche]; vgl. schon BEHNKE [§] und
H. Cartan [5).
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Kreiskorper bzw. REINHARDTscher- bzw. HARTOGSscher Kérper. Die
Regularititshiille eines (m, p)-Bereiches ist wieder éin (m, p)-Bereich.

Es ist also die Regularititshiille eines eigentlichen Kreiskorpers oder
REINHARDTschen Koérpers sowie eines (m,p)-Bereiches mit mp >0
stets schlicht.

(IIT)1. Der Bereich B, licge ganz im Innern des Bereiches B. Ist
dann v die Minimaldistanz von B, in bezug auf B, so ist die Minimal-
distanz von (B,) tn bezug auf 9 (B) mindestens gleich 7.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Eigenschaft (I) der Regulari-
titshiillen und dem Hauptsatz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit.

Es ergeben sich nun eine Reihe interessanter Folgerungen:

Folgerung 1. Liegt der Bereich 8B, ganz im Innern des Bereiches 8
und hat $(B,) (oder $(B)) hochstens endlich viele Blatter?, so liegt
auch 9(B,) ganz im Innern von H(B).

Ist B beschrinkt, so ist diese Aussage eine triviale Folge der Eigen-
schaft (III). Ist B dagegen nicht beschrinkt, so beachte man, daB auch
jedes projektive Bild 8* von B, ganz im Innern des Bildbereiches $* von 8
liegt; auf B* und B* ist dann wiederum (III) anwendbar.

Folgerung 2. Ist der Regularititsbereich ® die Regularititshiille
des Bereiches 8B, ist ferner Q ein beliebiger Randpunkt von R und f eine
beliebige in R reguldre, in Q singuldre Funktion, so ist f notwendig
auch in mindestens einem Randpunkt von % singulir.

Folgerung3. B, sei die Gesamtheit aller Punkte des endlichen Berei-
ches B, deren Randdistanz groPer als die feste Zahlr ist. B, ist entweder
leer oder zerfalltin ein oder mehrere Teilbereiche B®, B2, . . ., B°,...IstBein
Regularititsbereich, so ist auch jeder Bereich BY ein Regularititsbereich.

Echte Regularititshiillen!. Wir nennen einen Regularitidtsbereich R
eine echte Regularititshiille, falls in R mindestens ein Teilbereich %,
existiert, so daB R die Regularititshiille von B, ist und R mindestens
einen Randpunkt Q besitzt, der nicht zugleich Randpunkt von %, ist.

Der Bereich R sei ein solcher Regularititsbereich, 8, ein Teilbereich
von R und 9 (B,) = R; Q sei ein Randpunkt von R, der nicht auf dem
Rande von %, liegt. Nach (III), Folgerung 2 ist jede in R regulire und
in Q singuldre Funktion notwendig in mindestens noch je einem zweiten
Randpunkt (der zugleich auf dem Rande von 8B, liegt) singulir.

Es folgt:

Gibt es zu jedem Randpunkte Q eines Regularititsbereiches R eine in R
reguldre Funktion f, die in Q singulir, aber tn jedem andern Randpunkte
von R regulir ist, so ist R keine echie Regularititshiille.

Hiermit ist zugleich die Existenz nichtechter Regularititshiillen

n
gezeigt. Als einfache Beispiele seien die Hyperkugel D |z|2 <7 oder
1

die Korper A|w|* + B|z|2 <1 (a reell und positiv) genannt.
S Vgl. CARTAN-THULLEN. ? Vgl. S. 10—11.
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K-konvexe Hiillen!. Bei der Untersuchung endlicher Bereiche ist
es oft zweckmiBig, neben der Regularititshiille auch die ,,K-konvexe
Hiille“ zu betrachten. Dadurch gelingt es, iiber die Eigenschaften
spezieller Bereiche schirfere Aussagen zu machen, als auf Grund des
Begriffes des Regularititshiille allein. Wir definieren:

B sei ein beliebiger Bereich, K eine in B regulire Klasse. Der Durch-

schnitt % aller K-konvexen Bereiche, die 8 enthalten, heiBe die K-konveze
Hiille von 8. -
Bezeichnet man mit 8 den Durchschnitt aller Regularitdtsbereiche

der Funktionen aus K, so ist B K-konvex und enthalt 8. Es existiert
somit zu jedem Bereiche 8 und jeder in B reguliren Klasse K mindestens
ein umfassender K-konvexer Bereich und damit auch die K-konvexe
Hiille. Die K-konvexe Hiille ist selbst wieder K-konvex, ist also der
kleinste B umfassende K-konvexe Bereich.

Die Eigenschaften der Regularititshiillen lassen sich ohne Schwierig-
keit auf die K-konvexen Hiillen iibertragen, indem man jeweils zur
Konkurrenz nur die Funktionen der gegebenen Klasse K zuldBt.

§ 3. Konvergenz- und Normalitétsbereiche.

Bezeichnung. Eine gleichmidBig konvergente Folge regulirer
Funktionen heiBit eine Folge erster bzw. zweiter Art, je nachdem die
Grenzfunktion eine analytische Funktion oder die Konstante oo ist
(ein anderer Fall ist bekanntlich nicht moéglich). Den zur Folge ge-
horigen Bereich der gleichmiBigen Konvergenz? nennen wir einen
Konvergenzbereich erster bzw. zweiter Art.

Entsprechend:

Eine in einem Bereiche 8 normale Familie § heiBle dort von erster
bzw. zweiter Art, je nachdem jede in B gleichmiBig konvergente Folge
von Funktionen aus ¥ eine Folge erster Art ist oder aber in { minde-
stens eine Folge zweiter Art existiert. Den zugehdrigen Normalitdts-
bereich? nennen wir einen Normalititsbereich erster bzw. zweiter Art.

Es sei daran erinnert, daB dieselbe Folge (oder Familie) in einem Be-
reiche 8B, von erster, in einem andern Bereiche B, von zweiter Art sein
kann. Als Beispiel sei die Folge 21, 22, . . ., 2™, . . . angegeben, die in |z| < 1
eine Folge erster Art, in |z| > 1 eine Folge zweiter Art darstellt.

Eine Reihe X'/, heiBt in einem Bereiche 88 normal konvergent, wenn
alle f,, in 9B reguldr sind und die Reihe > {Max|f, (8,) |} fiir jeden ganz
im Innern von B liegenden Bereich B, konvergiert. Entsprechend wie in
Kap.I, §4 definiert man den Bereich der normalen Konvergenz der Reihe.

Als erster hat G. Juria® Folgen und normale Familien analytischer
Funktionen mehrerer Verinderlichen untersucht. Er wies nach, daB
diejenigen Punktmannigfaltigkeiten, in denen eine normale Familie

! Vgl. CARTAN-THULLEN. 2IVgl. Kap. I, §4.

3 Vgl. Juria: Acta math. Bd. 47 (1926).
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regulirer Funktionen aufhért, normal zu sein, denselben Bedingungen
geniigen, wie sie durch die Arbeiten von HaRrTOGS und E. E. LEvI fiir
die Singularititenmannigfaltigkeiten analytischer und meromorpher
Funktionen bekannt waren. Es gelten also insbesondere der Kontinuitits-
satz und die LEvischen Sitze tiber Pseudokonvexitit usw.

Damit war die Frage aufgeworfen, ob ein Normalitdtsbereich stets
auch ein Regularitits- oder Meromorphiebereich ist (das ,, JUL1Asche
Problem'*). Diese Frage 148t sich jetzt auf Grund des Hauptsatzes iiber
die gleichzeitige Fortsetzbarkeit fast unmittelbar beantworten. Es gilt:

Satz 421. a) Ist B der Normalititsbereich einer Familie erster Art
(bzw. der Bereich der gleichmifigen Konvergenz einer Folge erster Art
oder einer normal konvergemten Reihe), so ist B ein Regularititsbereich.
Ist B insbesondere endlich und K eine die Funkitonen der Familie (bzw.
Folge oder Reihe) enthaltende, in B regulire Klasse, so ist B K-Ronvex.

b) Der Normalititsbereich einer Familie zwetter Art (bzw. der Konver-
genzbereich einer Folge zweiter Art) ist ein Meromorphiebereich.

Hieraus folgen ohne weiteres simtliche von G. JuLia iiber die
normalen Familien bewiesenen Sitze.

Zu Satz 42 existiert eine gewisse Umkehrung, die besagt, dafl ein
beziiglich einer reguldren Klasse K-konvexer endlicher Bereich stets der
Normalititsbereich einer Familie erster Art ist, die sich nur aus Funk-
tionen der Klasse K zusammensetzt (analog fiir Folgen erster Art
bzw. normal konvergente Reihen).

Folgerung aus Satz 42. Ist § eine in dem endlichen Bereiche B
normale Familie erster Art (bzw. Folge erster Art oder normal konver-
gente Reihe), K eine §§ enthaltende, in % regulire Klasse, so ist & auch
in der K-kenvexen Hiille von 8 noch normal (bzw. gleichmiBig bzw.
normal konvergent).

Hieraus ergibt sich:

Satz 431 Gendigt eine in dem endlichen Bereiche B regulire Klasse K
der Bedingung, daf jede in B regulire Funktion sich in eine im Innern
von B gleichmafig konvergemte Folge (bzw. normal konvergemte Reihe)
von Funktionen aus K entwickeln 1ift, so ist die Regularititshiille $(B)
mit der K-konvexen Hiille von B identisch.

Ein den Voraussetzungen von Satz 43 beziiglich der Klasse K ge-
niigender endlicher Bereich ist also dann wnd nur dann ein Regularitits-
bereich, falls er K-konvex ist (Verschirfung von Satz 38).

Wenden wir Satz 43 auf kreissymmetrische Kérper an, so folgt
nunmehr in Verbindung mit den friiher iiber diese Kérper bewiesenen
Satzen:

Ein eigentlicher. Kreiskorper (REINHARDTscher bzw. HARTOGS scher
Koérper) ist dann und nur dann ein Regularititsbereich, wenn er konvex

1 Vgl. CARTAN-THULLEN.



78 VI. Theorie der Regularititsbereiche und Regularitatshiillen.

1st in bezug auf eine Klasse homogener Polynome (bzw. Monome bzw. auf
die Klasse der Funktionen 2™f(w), wober m alle ganzen Zahlen, f(w)
alle in B reguliren Funktionen von w allesn durchliuft) oder — was
damit gleichbedeutend ist — wenn er der Bereich der gleichmifigen Kon-
vergenz einer Reihe homogener Polynome (bzw. Monome bzw. einer Reihe
Dzmf,.(w)) ist, ferner:

Der grofte im Innern eines endlichen Regularititsbereiches liegende
eigentliche Kreiskorper (REINHARDTsche bzw. HARTOGSsche Korper) mit
beliebig vorgegebenem innerem Punkte als Mittelpunkt ist selbst wieder ein
Regularititsbereich, insbesondere also vollkommen — und im Falle
eines Kreiskorpers oder REINHARDTschén Korpers stets schlicht.

Fiir Folgen und Familien meromorpher Funktionen sind die
vorstehenden Sitze noch nicht iibertragen worden, wohl aber von
Saxer! die Ergebnisse von G. JuLla.

Hierzu einige Bezeichnungen:

Gegeben sei eine Familie §§ von in einem Bereiche 8 des R, mero-
morphen Funktionen, die dort als Singularititen héchstens Pole, aber
keine auBerwesentlich singuliren Stellen zweiter Art besitzen. Eine Folge
von Funktionen aus §: {; =f,8=/fs ... {m =fm,... heiBt in B
gleichmifig konvergent, falls die {,, auf der RIEMANNschen Zahlenkugel
gleichmiBig konvergieren; § heit in B normal, falls man aus jeder
aus Funktionen der Familie gebildeten Folge eine in B gleichmaBig
konvergente Teilfolge auswihlen kann. Punkte, in denen § aufhort
normal zu sein, nennen wir #rregulire Punkte der Familie ; ein solcher
Punkt P heiBt dabei auferwesentlich irregulir, falls § in einer vollen Um-
gebung von P noch normal ist (auBer in P selbst) und die Grenzfunktion
jeder dort gleichmiBig konvergenten Folge aus & in P hochstens eine
auBerwesentlich singulire Stelle zweiter Art besitzt; alle iibrigen irregu-
liren Punkte heiBlen wesentlich irreguldr.

Fiir die wesentlich irreguliren Punkte gelten dann wortlich der Konti-
nuititssatz (vgl. Kap. IV, §1) und damit die aus thm gefolgerten Sitze,
insbesondere also die LEVischen Sitze.

§ 4. Der Runcesche Satz und nichtschlichte Regularitits-
hiillen schlichter Bereiche?.

Der RunGEsche Satz der KL.Th. besagt bekanntlich, daB eine be-
liebige in einem schlichten, einfachzusammenhingenden und endlichen
Bereiche 8@ der z-Ebene regulire Funktion f(z) sich in eine dort iiberall
gleichmiBig konvergente Reihe von Polynomen entwickeln 1iBt. Dieser
Satz ist michkt mehr allgemein auf Bereiche des R,, iibertragbar.

Wirwollen im Folgenden Bereiche iiber dem R, , fiir die die Aussage des
RuncEschen Satzes giiltig bleibt, Runcesche Bereiche nennen — das

1 Vgl. Saxer [1], [2]. 2 Vgl. CARTAN-THULLEN und THULLEN (3].
[:4
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sind also diejenigen Bereiche, in denen jede dort regulire Funktion
f(z1, 2y, - . ., 2,) durch eine im ganzen Innern gleichmiBig konvergente
Polynomreihe dargestellt werden kann.

Ein RuNGEscher Bereich ist offenbar immer endlich (aber nicht
notwendig schlicht). Dagegen folgt aus Satz 43, daf die Regularitits-
hiille $(B) eines RUNGEschen Bereiches B notwendig schlicht ist (9 (B)
ist natiirlich wieder ein RuNGEscher Bereich). Um also nachzuweisen,
daB der RuNnGEsche Satz in der obigen Fassung im R,, nicht gilt,
geniigt es, schlichte einfachzusammenhingende Bereiche mit nicht-
schlichter Regularititshiille anzugeben.

Solche Bereiche existieren in der Tat. Betrachten wir hierzu die
HaRrTOGSschen Korper!

Zunichst ist trivial, daB ein vollkommener HarTOGSscher Korper
dann und nur dann schlicht ist, wenn seine Projektion schlicht ist;
andererseits braucht die Projektion eines schlichten, nichtvollkommenen
HarTocsschen Korpers keineswegs schlicht zu sein. Da die Regulari-
titshiille eines HARTOGS schen Kérpers ein vollkommener HARTOGS scher
Kérper mit der gleichen Projektion ist, so besitzt also insbesondere
jeder schlichte HArRTOGS sche Korper mit nichischlichter Projektion sicher
eine michischlichte Regularititshiille.

Folglich kann ein einfachzusammenhingender schlichter HARTOGS-
scher Korper mit nichischlichter Projektion — solche Bereiche lassen sich
leicht angeben! — kein RUNGEscher Bereich sein.

Es ist allerdings die Frage noch vollstindig offen, ob nicht wenig-
stens jeder einfachzusammenhingende schlichte (endliche) Regularitits-
bereich ein RUNGEscher Bereich ist.

Welches sind nun die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir RunGEsche Bereiche?

Eine erste Bedingung liefert Satz 43; nach ihm ist die Regularitits-
hiille eines RUuNGEschen Bereiches stets konvex in bezug auf eine Klasse
von Polynomen. A. WEIL? konnte nun kiirzlich fiir Funktionen zweier
Verinderlichen zeigen, daf3 diese Bedingung zugleich die einzige ist, denen
ein RuNGEscher Bereich des R, unterworfen ist. Wir kénnen also sagen:

Satz 44. Ein Bereich B des R, ist dann und nur dann ein RUNGE-
scher Bereich, falls die Regularititshiille §(B) komvex ist in bezug auf
eine Klasse von Polynomen.

Eine andere (allerdings nur hinreichende) Bedingung bewies kiirzlich
HAMMERSTEIN3:

9B sei ein beschrinkter Bereich des R,; P,(w, 2) (m = 1, 2,...) sei das
zu B gehorige normierte System von Orthogonalpolynomen. Zu einem

1 Vgl. THULLEN (8] und CARTAN-THULLEN.
2 Herr WEIL hat den vollstindigen Beweis noch nicht veroffentlicht.
3 Herr HAMMERSTEIN stiitzt sich auf Uberlegungen von Herrn BERGMANN.
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geeigneten, B umfassenden Sternbereich $ und zu einem Weg B der kom-
plexen /-Ebene mit den Endpunkten ¢, und ¢, und einer Umgebung U ()
dieses Weges mogen zwei in den Verédnderlichen w, z, ¢ stetige Funktionen:

W =F(w,zt), Z=G(w,z;1),; w=F(w,z; 1), 2=G(w, z; 1)
(w,z aus B, ¢ aus U(2W)) mit folgenden Eigenschaften existieren:
1. Bei festem ¢ aus U(®W) sind F und G regulir im abgeschlossenen

Bereiche 8 und bei festem @ und z aus $ als Funktionen von ¢ regulir
in W(W).

2. Der Punkt W=F(w, z;t), Z = G(w, z; t) liegt fiir  auf B und w, 2,
aus B wieder in 8.

3. Es gibt ein R > 0, so daB die Hyperkugel |w|? -+ |z|? == R in B liegt
und dazu ein #; = £,(R) + ¢, auf W, so daB |F(w, z; 8)|2 + |G(w, z; ) |2 << R
fiir alle w, z aus B und alle ¢ auf W zwischen ¢, und ¢,.

Dann konvergiert stets, falls f(w, z) eine im abgeschlossenen Bereiche B
reguldre Funktion darstellt, die Polynomveihe X a, P, (w, z) mit

Ay = //P,,.dw (do = dudvdxdy)
B

im Innern von B gleichmdipPig gegen f(w, 2).

Der Satz von HAMMERSTEIN enthilt insbesondere ein Ergebnis von
B. ALMER, nach welchem sich jede in einem Sternbereich regulive Funk-
tion f(w, z) dort in eine gleichmifig konvergente Polynomreihe entwickeln
lapt. Es folgt also weiter, daf die Regularititshiille eines Sternbereiches
stets schiicht ist und konvex in bezug auf eine Klasse von Polynomen.

§ 5. Konvergenzprobleme der Regularititshiillen®.

Konvergiert eine Folge von Bereichen {8,} (m =1, 2,...) gegen
einen Bereich %8, so taucht sofort die Frage auf, ob auch die Regularitits-
hiillen $(%B,,) gegen die Regularititshiille §(B) konvergieren, ob also

(1) lim § (Byn) = 9 (limBn) = H(%B).
Mit diesem ,,Konvergenzproblem der Regularititshiillen”* wollen wir uns
im vorliegenden Paragraphen beschiftigen.

.Gilt bei einem vorgelegten Bereiche B fiir gewisse, ausgezeichnete
Folgen {¥,)} — nimlich fiir solche Folgen, fiir die entweder stets
B, +1 < By, oder stets B, < B,,, ; — die Limesrelation, so gilt sie fiir
jede B approximierende Folge von Bereichen. Wir haben deshalb vor
allem diese ausgezeichneten Folgen, die sog. Hauptfolgen zu untersuchen.

Wir werden bei dem Konvergenzproblem zwei wesentlich verschie-
dene Fille unterscheiden miissen, je. nachdem in der Hauptfolge {8,,}
immer 8B, ,; < $B,, oder B,, < B, fir alle m.

A. 8, ;1 <8,. Der Grenzbereich der (B,,) sei mit B bezeichnet.
$ ist nicht von der gewihlten Folge {8,,}, sondern nur von dem gegebenen
Bereiche B, dem Grenzbereich der 8B,,, abhingig, und zwar ist B mit
dem Durchschnitt der B ganz umfassenden Regularititsbereiche identisch.

1 Zu diesem Paragraphen siche BEHNKE-THULLEN [1].
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Wir wollen den Bereich B, falls er von der Regularititshiille § (B)
verschieden ist, die Nebenhiille R (B) des Bereiches 8. nennen. Die
Nebenhiille % (B) des Bereiches B ist also (falls sie existiert) als Durch-
schnitt der B ganz umfassenden Regularititsbereiche sicher selbst
wieder ein Regularititsbereich (man achte darauf, daB zu einem
Regularitatsbereich, der Nebenhiille eines Bereiches % ist, natiirlich
keine Nebenhiille mehr existiert).

Schon der folgende Satz zeigt, daBl es tatsichlich Bereiche mit
Nebenhiillen gibt; es folgt also, daB der Durchschnitt der einen Bereich
umfassenden Regularitdtsbereiche nicht immer mit dem Durchschnitt
der ganz umfassenden Regularititsbereiche identisch zu sein braucht.
Wir formulieren den Satz fir Bereiche des R,:

Satz 45. Ldft sich zu der Regularititshiille $(®B) eines Bereiches B
des R, eine analytische Ebene angeben, die aus 9 (B) ein Flichenstiick
mit isolierten Randpunkten ausschneidet, so besitzt B eine Nebenhiille.

Als einfaches Beispiel sei hierzu der HarTOGSsche Kérper

(Bo) lwl<1, [z <iw|

genannt. B, ist selbst ein Regularitatsbereich, also 8, = 9 (B,). Die Ebene
2z =0 schneidet den punktierten Einheitskreis heraus, %8, geniigt somit den
Voraussetzungen von Satz 45. Man zeigt leicht, daB der Einheits-Dizylinder
Dy: lw] < 1,]2] <1 die zu B, gehoérige Nebenhiille ist. Insbesondere muB
also bei jeder von auBen gegen B, konvergierenden Hauptfolge {8,.} die Folge
der §(B.) gegen D, konvergieren. Betrachten wir etwa die Folge

: 1 1 _
(Bm) |w!<1+E, [z[<|w|+a. (m=1,2,...)

Die Regularitatshiillen der %, sind (vgl. Satz 41):

(9(Bm) iw1<1+%, 1z|<1+%. m=1,2,...)

Es ist, wie verlangt, D, = im  (B.) = 9 (B,)-

Dal auch Bereiche vom Zusammenhang der Kugel eine Nebenhiille
besitzen konnen, zeigt der nichtbeschrinkte Dizylinder: ]w\ <1
(2 beliebig). Da jede in |w| <1 und in dem unendlichfernen Rand-
punkt (0, o) regulire Funktion eine Konstante ist (vgl. Satz 27), besitzt
|w| <1 den ganzen erweiterten Raum als Nebenhiille.

Auf der andern Seite 1a8t sich eine ganze Klasse von Bereichen
angeben, die sicher keine Nebenhiille besitzen, fiir die also stets die
Limesrelation (1) erfiillt ist, falls 8,, > 8. Es gilt:

Satz 46. Ist die Regularititshiillz © (B) eines Bereiches B sternartig
und thr Rand stetig, so besitzt B keine Nebenhiille. Insbesondere hat also
ein Bereich, dessen Regularititshiille ein eigentlicher Kreiskirper mit
stetigem Rande ist, nie eine Nebenhiille.

‘Wir nennen hierbei den Rand eines Sternbereiches stetig, falls bei be-
liebiger stetiger Drehung eines durch den zugrunde gelegten Symmetriepunkt
gehenden Halbstrahles 8 die Linge der durch 8 ausgeschnittenen Strecke
sich stetig andert.
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Eigenschaften der Nebenhiillen. Fast alle Eigenschaften der
Regularititshiillen lassen sich auf Nebenhiillen iibertragen; man hat
nur von den vorkommenden Funktionen zu verlangen, daB sie sich
nicht allein im Innern der gegebenen Bereiche, sondern auch noch in
simtlichen Randpunkten regulir verhalten. So gilt:

(I). Nimmt eine im Innern und auf dem Rande des Bereiches B
meromorphe Funktion F dort den Wert a nicht an, so ist F auch im
Innern der Nebenhiille % (8) meromorph und dort verschieden von a.

(IT). Gegeben sei ein Bereich 8B, mit der Nebenhiille R(®B,); exi-
stiert dann eine analytische Transformation T, die B, topologisch auf
einen Bereich B, abbildet und zugleich auf dem Rande von B, noch
eineindeutig und regulir ist, so besitzt auch %8, eine Nebenhiille R(8B,),
und ferner wird R(B,) durch T eineindeutig und analytisch auf R(B,)
abgebildet.

DaB dieser Satz nicht zu gelten braucht, wenn T auf dem Rande
von B, nicht mehr eineindeutig und regulir ist, 148t sich an einem
einfachen Beispiele zeigen!.

(IIT). Ist R ein Regularititsbereich, der den Bereich 8 ganz umfaBt,
so haben der Bereich 8 und seine Nebenhiille 2 (8) die gleiche Minimal-
distanz in bezug auf R.

Das Problem der Nebenhiillen hingt unmittelbar mit einer anderen
interessanten Frage der Theorie der Regularititsbereiche zusammen,
nimlich mit der Frage, ob ein gegebener Regularititsbereich R sich stets
von aufen durch eine Hauptfolge von Regularititsbereichen approximieren
ldpt. Wie man leicht sieht, ist dies dann und nur dann méglich, wenn R
keine Nebenhiille besitzt. Ein den Bedingungen des Satzes 45 ge-
niigender Regularititsbereich ist also nicht als Grenzbereich einer Folge
ganz umfassender Regularititsbereiche darstellbar. Dagegen Gt sich
ein Regularititsbereich R stets von innen durch eine Hauptfolge von
Regularititsbereichen approximieren [dies folgt unmittelbar aus der
Eigenschaft (III) (Folg. 3) der Regularititshiillen].

B. 8, < 8,,41. Wihrend im Fall A der Grenzbereich der 9 (8B,,)
(B +1 < B,,) als Durchschnitt von Regularititsbereichen selbst wieder
ein Regularitdt-hereich war, braucht dies hier keineswegs immer zuzu-
treffen, namlich stets dann nicht, wenn lim$(8,,) = §(B). Ist aber
lim $(®B,,) ein Regularititsbereich, so ist notwendig lim 9 (8,,) = 9(B).
Das Konvergenzproblem fiihrt also im Falle B auf die Frage zuriick:

Unter welchen Bedingungen ist der Gremzbereich R, einer Hauptfolge
{R,.} von Regularititsbereichen (R,, < R,,.,) selbst wieder ein Regularitits-
bereich?

Es gelingt fiir mehrere Klassen von Bereichen diese Fragen zu be-
antworten. Unter anderm gelten die Sitze:

1 Vgl. die Transformation S, auf S.20.
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Satz 47. Ist der Grenzbereich R, einer Hauptfolge {R,,} von Regulari-
titsbereichen ein Sternbereich oder ein eigentlicher Kreiskorper (oder ein
eigentlicher schlichter, einfachzusammenhingender HARTOGSSCher Korper)
mit stetigem Rand, so ist R, esn Regularititsbereich.

Im Falle eines Sternbereiches ist der Beweis sehr einfach zu fiihren. Ist
R, ein Kreiskorper, so zeigt man zunichst mit Hilfe des Kontinuititssatzes,
daB R, sternartig ist, woraus dann die Behauptung folgt (analog fiir einen
HartoGsschen Koérper).

Satz 48. Ist{R,} esne Hauptfolge von endlichen Regularititsbereichen
und Ry = Um®R,,, ferner jeder der Bereiche R, konvex in bezug auf die
Klasse aller in dem Grenzbereich Ry noch reguliren Funktionen, so ist R,
ein Regularititsbereich. Insbesondere approximiert also eine Hauptfolge
von Regularititsbereichen, die zugleich RUNGE sche Bereiche (etwa eigent-
liche Kreiskorper) sind, stets einen Regularititsbereich.

Aus Satz 48 folgt nun umgekehrt eine notwendige Bedingung fiir
Hauptfolgen von Regularititsbereichen, deren Grenzbereich kein Regu-
laritatsbereich ist:

Ist der Grenzbereich R, einer Hauptfolge von endlichen Regularitits-
bereichen {R,} kein Regularititsbereich, so gibt es ein festes my, so daf
in jeder Klasse K, in bezug auf welche irgendeiner der Bereiche R, (m > my)
konvex ist, mindestens eine Funktion existiert, die im Innern von R,
singuldr wird.

Aus den Sitzen dieses Paragraphen ergibt sich insbesondere noch:

Satz 49. Ist B ein beschrinkter Sternbereich mit stetigem Rande,
so gilt fiir jede den Bereich B approximierende Folge von Bereichen {B,,}:
lim 9 (B,,) = H(1imB,,) = H(B).

Siebentes Kapitel.
Abbildungstheorie’.

Am Ende des ersten Kapitels haben wir den Begriff der analytischen
Abbildungen 2#n-dimensionaler Bereiche eingefiihrt und die erste Grund-
lage fiir ihre Behandlung geschaffen. Dieses Kapitel dient dem ausfiihr-
lichen Studium jener Abbildungen.

Wie wir bereits im ersten Kapitel betonten (S. 15), werden wir hier
ofters auch im Innern verzweigte Bereiche zulassen miissen. Wenn
daher nichts anderes vermerkt ist, sind die in diesem Kapitel vor-
gegebenen Bereiche stets als beliebig, verzweigt oder nichtverzweigt,
aufzufassen. Man erinnere sich daran, daB ein innerer Verzweigungs-
punkt nach Definition uniformisierbar ist.

1 Eine Reihe von Sitzen der §§ 1 bis 3 dieses Kapitels gelten auch noch fiir
solche Transformationen, von deren Funktionen nur vorausgesetzt ist, daB ihre
ersten partiellen (reellen) Ableitungen existieren und stetig sind.
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Wir sagen von einer analytischen Transformation S, daB sie schlechthin in
einem Bereiche B topologischist, wenn sie B eineindeutig aufeinen Bereich 8* ab-
bildet. Sind ¥ und B* nicht verzweigt, soist S dann und nur dann topologisch,
wenn in keinem Punkte aus 8 die Funktionaldeterminante von S verschwindet!.

Wir schreiben wieder 8* = S(B) (ebenso bei einer Transformation mit
Ausnahmepunkten); ist ferner P ein Punkt aus 8, P* sein Bildpunkt, so
schreiben wir entsprechend P* = S(P).

Uben wir zunichst auf B die Transformation S, dann auf den Bildbereich
die Transformation T aus, so entsteht eine neue Transformation des Be-
reiches B, die wir mit TS bezeichnen. Der Buchstabe I seir allein fiir die
identische Transformation vorbehalten.

§ 1. Eindeutigkeitssitze.

In der K1.Th. gilt — vor allem auf Grund des ScHwaRrzschen Lem-
mas —, daB eine Abbildung eines Bereiches 8% auf einen beschrinkten
Bereich B*@ véllig festgelegt ist, wenn zu einem Punkte O aus B¢
der Bildpunkt O* in 8*® und ferner die ,,Richtung‘‘ arcf’ (0) angegeben
sind. Ein Satz von H. CARTAN zeigt nun, daB im R,, in keinem Falle
die Freiheitsgrade fiir die eineindeutigen und analytischen Abbildungen
beschrinkter Bereiche groBer sind. Er bewies:

Satz 50%. Der Bereich B enthalte in sesnem Innern einen Punkt O
mit den Koordinaten (0,0, ..., 0) und sei in O nicht verzweigt. Bilden
dann die in B reguliren Funktionend

Zy="11(2,29, -..,20) =2+ -,

() Zy="fo(2, 25, -1 2Zn) =23+ ---,
anfu(zl'zz’ ...,Z,,) =2yt -

den Bereich B auf einen in seinem Innern liegenden, beschrinkien Bereich
B, ab, so ist notwendig
iz, ooz =2y, (2,2, 0 2) =25, ooy falzy, 2 - o5 2n) = 2.

Der Beweis von CARTAN iiberrascht durch seine Kiirze und Einfach-
heit: Zum Beweis nehmen wir an, der Satz wire falsch. Dann gibt es
in der Entwicklung der f; in homogene Polynome (Diagonalreihe):

) fi=zi+ 2 PP (2, 230 o, 2n) 1=1,2,...,n
=1

(@)

ein erstes 9, so daB alle P§ = 0 fiir 29 < &{", aber Pyo = 0. Bildet man
die Transformationen S2, S% ...,5™, ... so lauten die zugehérigen

Entwicklungen: )
(Sm) M=z +mP + - i=1,2,...,n

! Vgl. Kap. I, § 5; siche auch CARATHEODORY [4].

2 Vgl. H. CarTaN [6]. Satz 50 gilt wortlich fiir beliebige ,,innere’* Abbildungen
eines Bereiches; vgl. § 3 dieses Kapitels.

3 In den Entwicklungen der Abbildungsfunktionen schreiben wir im folgenden
die konstanten und die linearen Glieder stets explizit, die héheren Glieder jedoch
nur nach Bedarf an.
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Da nach Voraussetzung S, also erst recht die S™, den Bereich B auf
einen beschrankten Bereich abbilden, so sind aile /™ gleichmaBig be-

schrinkt ; damit gilt aber auch f mPﬁfé) < M fiir alle m (vgl. die Integral-
darstellung auf S. 43). Dies ist aber nur méglich, falls Pﬁn = 0 im Wider-
spruch zu unserer Annahme, w.z. b. w.

Es ergibt sich fast unmittelbar der Eindeutigkeitssatz von
CARATHEODORY :

Satz 511. Es existiert hichstens eine eineindeutige, analytische Ab-
bildung eines Bereiches B auf einen beschrinkten Bereich B*, die einen
Punkt O aus B in einen Punkt O* aus B* diberfiihrt und deren erste par-
tielle Ablestungen in O vorgeschriebene Werte anmehmen. Es ist dabes
vorausgesetzt, dafi weder O noch O* ein Verzweigungspunkt ist.

Sind niamlich S und T zwei Abbildungen von %8 auf 8* mit 0* = S (0)
= T(0), stimmen ferner die ersten partiellen Ableitungen der Funk-
tionen von S und T in O iiberein, so ist ST~! eine Abbildung von B*
auf sich, die in O* den Voraussetzungen von Satz 50 geniigt. Es ist
also I =ST ! oder S=T, w.z. b. w.

Die Sitze dieses Paragraphen gelten nicht mehr, falls B* ein nichi-
beschrinkter Bereich ist. BIEBERBACH? gibt eine Transformation T an,
die den endlichen R, eineindeutig und analytisch auf einen echten
Teilbereich von sich abbildet. Die Entwicklungen der Funktionen
von T um (0, 0) beginnen dabei so:

(7) ) W=w+ .., Z=z+4+ .

T2 ist wieder eine Abbildung derselben Art. Wir bekommen also gleich
eine unendliche Folge von Transformationen, die den endlichen R,
eineindeutig auf Teilbereiche von sich abbilden und deren Abbildungs-
funktionen bei der Entwicklung um (0, 0) wie die der Identitit beginnen.

§ 2. Folgen von Abbildungen®.

CaRATHEODORY und H. CARTAN haben gezeigt, daB es fiir die nihere
Kenntnis der einzelnen Abbildungen gegebener Bereiche sehr aufschluf3-
reich ist, Folgen von Abbildungen, vor allem die Folgen der Potenzen
S, 852,83, ...,8™ ... einer festen Abbildung S zu betrachten.

Wir sagen: Die in B analytischen Transformationen S,,:

(Sw) Zi=["(2, 25, ..., Zp) 1=1,2,...,n
konvergieren in B gleichmdfig gegen die Grenztransformation S:
(S) Zy=fi(21, 29, -+, Z), 1=1,2,...,n

falls die Funktionen f{™ bei jeweils festem 7 in B gleichméBig gegen f;
konvergieren.

1 Vgl. CARATHEODORY (4.

2 Vgl. BieBerBACH (2]; Herr BIEBERBACH stiitzt sich auf ein Ergebnis von
Fartou; siehe Fatou [1], [2].

3 Zu diesem Paragraphen vgl. CARATHEODORY [4] und H. CARTAN (8].
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CARATHEODORY benutzt statt des Begriffes der gleichmiBigen Konver-
genz den hier damit dquivalenten Begriff der stetigen Konvergenz. Obwohl
dieser Begriff bei den Beweisen der Sitze manche Vereinfachungen bietet,
haben wir uns auf den gebriuchlicheren Begriff der gleichmif8igen Kon-
vergenz beschrinkt!.

Da mit den f{™ auch ihre Ableitungen gleichmaBig konvergieres,
folgt ohne weiteres, daB die Funktionaldeterminanten der S, gleich-
miBig gegen die Funktionaldeterminante von S konvergieren. Daraus
ergeben sich sofort iiber die Méglichkeit des Verschwindens der Funk-
tionaldeterminante von S starke Einschrinkungen. Verschwinden die
Funktionaldeterminanten der S,, in B nicht, so ist die Funktionaldeter-
minante der Grenztransformation S entweder in % identisch Null oder
iiberall in B von Null verschieden. So folgt jetzt leicht die wichtige
Aussage:

Satz 52. Die Folge S,,S,, ... von Transformationen moge einen
beschriinkten, unverzweigten Bereich B auf ebensolche Bereiche einetndeutig
und analytisch abbilden und ferner im Innern von B gleichmifig konver-
gieren. Dann ist die Grenztransformation S entweder ausgeartet oder
wieder eine topologische und analytische Abbildung von B. Vermitteln
dabes die S,, schlichte Abbildungen, so ist auch die Gremztransformation
schlicht.

Dieser Satz gestattet eine gewisse Umkehrung. WeiB man ndmlich
von der Grenztransformation S einer gleichmiBig konvergenten Folge S,,
von analytischen Abbildungen, daB sie topologisch ist, so bilden auch die
S.» von einem m, an einen beliebig, aber fest vorgegebenen, ganz in B
liegenden Teilbereich B, topologisch ab; genauer:

Satz 53. B sei ein endlicher, unverzweigter Bereich; die in B ana-
lytischen Transformationen S,, S,, ..., Sp, ... mogen im Innern von B
gleichmiPig gegen eine Transformation S konvergieren, die B topologisch
auf einen unverzweigien Bereich B* abbildet. Sind dann B, und B, zwes
ganz in B liegende Teilbereiche und liegt wiederum B, ganz in By, so
existiert stets eine ganze positive Zahl my, so daf fiir jedes m = my gilt:

1. S,, bildet B, topologisch ab.

2. Der Bereich S,,(B,) ist etn Teilbereich von B*.

3. Der Bereich S (B,) ist esn Teilbereich von S,,(B,).

Die wesentliche Frage ist nun, unter welchen Bedingungen die
Grenztransformation einer gegebenen Folge von Abbildungen nicht ent-
artet. Mit Hilfe des Begriffes des Kernes? hat CARATHEODORY bei
schlichten Bereichen ein Kriterium dafiir angegeben:

Satz 54. Die Transformationen S, (m =1,2,...) migen die be-
schrinkten und schlichten Bereiche B, eineindeutig und analytisch in
ebensolche Bereiche By, iiberfiihren (m =1,2,...). Die Folge der Be-

t Uber den Begriff der stetigen Konvergenz siehe CARATHEODORY, Math.

Ann. Bd. 101 (1929) S. 518ff.
2 Vgl. Kap. I, § 2.
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reiche B,, komvergiere dabei gegen eimen michtleeren Kern B mit dem
Grundpunkt O, in dem sowohl die Abbildungsfunktionen sowie deren erste
partielle Ableitungen eindeutige Grenzwerte besitzen migen. Unter diesen
Voraussetzungen konvergieren die Abbildungen S,, dann und nur dann
in B gleichmifig gegen eine michtausgeartete Transformation S, wenn
die Folge der B}, gegen einen nichtleeren Kern B* mit dem Grundpunkt
0* = S(0) konvergiert. In diesem Falle ist B* = S(B).

Gegeniiber den bisher iiblichen Voraussetzungen ist also hier noch
eine Verallgemeinerung eingetreten, indem statt esnes Grundbereiches 8
eine Folge von abzubildenden Bereichen B, B,, ..., die nicht mit-
einander identisch zu sein brauchen, vorgegeben ist.

§ 3. Innere Abbildungen!.

Unter den Abbildungen eines Bereiches % interessieren vor allem die
,,inneren‘‘ Abbildungen, mit deren Hilfe es insbesondere gelingt, eine sehr
wichtige Verallgemeinerung des ScHwARzschen Lemmas aufzustellen.

Wir sagen: S ist eine innere Abbildung des Bereiches 8, wenn S
den Bereich B analytisch auf einen in B liegenden Bereich B, und evtl.
noch auf in B liegende Randpunkte von %, abbildet (oder im Falle einer
ausgearteten Transformation auf eine in ¥ liegende Mannigfaltigkeit
niederer Dimension), d. h. genauer: wenn man jedem Punkte S(P) ein-

deutig und stetig einen Punkt P aus % so zuordnen kann, daB P und
S (P) stets gleiche Koordinaten besitzen?.

Ein Beispiel einer inneren Abbildung ist die auf S.20 erwihnte
Transformation W = w -z, Z = z des Einheits-Dizylinders.

Eine innere Abbildung eines Bereiches B soll ein analytischer Auto-
morphismus oder kurz Automorphismus des Bereiches 8 heien, wenn
sie B eineindeutig auf sich selbst abbildet. Die Grenztransformationen
einer Folge von Automorphismen kann man leicht iibersehen. Es gilt:

Satz 55. Die Grenztransformation S einer gleichmifig konvergenten
Folge von Automorphismen eines beschrinkien Bereiches B ist entweder
wieder ein Automorphismus von B oder eine ausgeartete Transformation,
die B auf seinen Rand oder einen Teil von thm abbildet.

Fiihrt also S auch nur einen inneren Punkt aus %8 wieder in einen
inneren Punkt iiber, so kann S nicht entarten. Der Satz ist bei schlichten
Bereichen eine unmittelbare Folge von Satz 54.

Von CARATHEODORY und H. CARTAN sind nun Kriterien aufgestellt,
die angeben, unter welchen Bedingungen eine innere Transformation
ein Automorphismus ist. Das wichtigste dieser Kriterien lautet:

Satz 56. S-sei eine innere Abbildung eines beschrinkten Bereiches B.
Konvergiert eine Folge von Potenzen SP+, S, . . ., SP», .. . (py < Py < «++)

1 Vgl. CARATHEODORY [4], H. CARTAN (8] und die 4ltere Arbeit H. CaArTAN [8].
2 Siehe auch die Definition von ,,B,; liegt im Innern von B;", Kap. I, § 2.
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in B gleichmifig gegen eime michientartete Transformation T, so ist
sowohl S wie auch T ein Automorphismus von B, ferner konvergiert die
Folge SP=+1=Pm gleschmdfig in B gegen die Identiti.

Eine Anwendung dieses Satzes betrifft eine Verallgemeinerung des
ScuwARzschen Lemmas. In der K1.Th. folgt aus diesem unmittelbar:
Fiir jede innere Transformation Z ={(2), f(0) = 0, des Einheitskreises ist
[F'(0)|=1. Ist|f'(0)| =1, so ist die gegebene innere Transformation ein
Automorphismus. Diese beiden Aussagen lassen sich jetzt wortlich
auf mehrere Verinderliche iibertragen:

Satz 57. Ist S eine innere Abbildung des beschrinkien Bereiches B,
die den inneren Punkt O fest lift, und ist B in O nicht verzweigt, so
ist der Absolutbetrag der zugehorigen Fumkitonaldeterminante in O nie
grofer als 1 und dann und nwur dann gleich 1, wenn S ein Automor-
phismus ist.

Da nimlich die Funktionaldeterminante von S und ihrer simtlichen
Potenzen in O beschrinkt ist, ist notwendig ihr Absolutbetrag in O klei-
ner oder gleich 1. Ist dieser nun gleich 1, so geniigt eine geeignete Folge
von Potenzen der Transformation S den Voraussetzungen von Satz 56,
esist also S ein Automorphismus. Ist andererseits S als Automorphismus
mit dem Fixpunkt O vorausgesetzt, so kann nach Satz 55 eine gleich-
maBig konvergente Teilfolge der Potenzen von S nur einen Automorphis-
mus als Limes besitzen. Dies ist aber nur dann moglich, falls der Ab-
solutbetrag der Funktionaldeterminante im Fixpunkt den Wert 1 hat,
w. z. b. w.

Satz 57 sagt unter anderm aus, da eine innere Abbildung T eines
beschrinkten Bereiches 8B bereits dann ein Automorphismus von B
ist, falls T einen (wenn auch noch so kleinen) Teilbereich B, von B ein-
eindeutig auf sich abbildet und dabei ein innerer Punkt von B,, der
kein Verzweigungspunkt ist, in sich iibergeht.

Eine weitere einfache Folge von Satz 57 ist:

Satz 58. B, sei ein den Punkt O enthaltender, ganz im beschrinkten,
unverzweigten Bereiche B liegender Teilbereich. S sei eime beliebige
innere Transformation von B mit dem Fixpunkte O und A der Wert
der zugehérigen Funktionaldeterminante in O. Dann gibt es

1. eine positive Zahl a << 1, so daf jede inmnere Transformation S,
fiir die |A9| > a, den Bereich B, topologisch abbildet,

2. eine positive Zahl a' < 1, so dap stets, sobald |AS|>a’, der Be-
reich B, das topologische Bild eines Teilbereiches von B ist.

Hier folge noch eine andere Verallgemeinerung des ScHwaRrzschen
Lemmas auf Funktionen des R,:1

Sind die beiden Funktionen f(w, 2) und g(w, z) in der Hyperkugel
|w|2 4+ |2z]2 <1 regulir und ist dort [f|*? + |g]|? <1 und ferner f(0, 0)
= g(0,0) = 0, so ist |[f(w, 2) |2 + |g(w, 2) |2 < |w]? + |22

1 Siehe H. CarTaN (8].
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Der zweite Teil des Lemmas 148t sich dagegen nicht ibertragen. H. Car-
TAN gibt als Beispiel das Funktionspaar f = w + i:—, g= ~;— an. Firz=0
und w beliebig gilt jetzt zwar |f|2 + |g|* = |w|? 4 |z[?, aber nicht in den
iibrigen Punkten.

Satz 56 und seine Folgerungen gelten — wie ja auch in der KL.Th. —
sicher nicht mehr allgemein fiir unbeschrinkte, aber endliche Bereiche.

§ 4. Maximalteiler’.

Der Bereich ¥ sei beschrinkt, enthalte den Koordinatenanfang O
und sei dort unverzweigt. B, sei ein in B liegender Bereich mit den
gleichen Eigenschaften. 8B, heifit dann nach CARATHEODORY ein Maximal-
teiler von 8, wenn jede Transformation mit dem Fixpunkt O, die B,
eineindeutig und analytisch auf einen gleichfalls noch in B liegenden
Bereich B abbildet, eine Funktionaldeterminante besitzt, deren Ab-
solutbetrag in O nie gréBer als 1 ist2. Es ist also nicht moglich (vgl.
Satz 57), eine Transformation mit dem Fixpunkt O anzugeben, die
einen Maximalteiler 8B, von B eineindeutig und analytisch auf einen %,
umfassenden, aber noch in B liegenden Bereich B} = B, abbildet.

Andererseits gibt es zu jedem beliebigen beschrinkten Bereiche B iiber

dem R,, einen Maximalteiler %8, von B, auf den ¥ eineindeutig und an-
alytisch abgebildet werden kann.

Um ein ,,vollstindiges Reprisentantensystem’* der beschrinkten
Bereiche iiber dem R,, zu gewinnen, kommt es also darauf an, ein voll-
stindiges System der Maximalteiler eines beliebig vorgegebenen Grund-
bereiches — etwa des Polyzylinders — aufzustellen.

Man beachte, daB (nach Satz 57) der Grundbereich 8B nie auf einen
seiner Maximalteiler B, = B so abbildbar ist, daB dabei O in sich iber-
geht.

DaB der Begriff des Maximalteilers in der Abbildungstheorie oft
mit Erfolg verwandt werden kann, zeigt der mit seiner Hilfe gefiihrte
elementare Beweis von CARATHEODORY, dall Hyperkugel und Dizylinder
sich nicht eineindeutig und analytisch aufeinander abbilden lassen.

Ist der Grundbereich B ein Regularititsbereich, so gelingt es
unmittelbar, eine Klasse von Maximalteilern anzugeben. Es gilt
namlich:

Satz 59. Ist der Bereich B, ein Maximalterler des Regularitits-
bereiches B, so ist jeder Bereich B,, der die gleiche Regularititshiille wie B,
besitzt und O als inneren Punkt enthill, ebenfalls ein Maximalteiler von 8.

Setzen wir B, = B voraus, so folgt:

Jeder Bereich ist Maximalteiler seiner Regularititshiille.

! Vgl. CARATHEODORY [4] und BEHNKE-THULLEN [2].
2 Man beachte, daB ein Maximalteiler nur definiert ist in bezug auf einen
vorgegebenen Grundbereich und einen vorgegebenen Bezugspunkt O.
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Wir wollen im folgenden einen Bereich %B,, der den Regularitits-
bereich 8 zur Regularititshiille hat und den Bezugspunkt O enthilt,
einen trivialen Maximalteiler von 8B nennen.

Ein trivialer Maximalteiler %8, besitzt die Eigenschaft, daB er bei be-
liebiger Wahl eines anderen Bezugspunktes O’ (der noch in B, liegt) Maximal-
teiler des Grundbereiches % in bezug auf den neuen Bezugspunkt O’ bleibt
und ferner, daB er bei einer eineindeutigen und analytischen Transformation
von B auf einen Bereich 8* in einen (trivialen) Maximalteiler von 8* iibergeht.

Man beachte, daB diese Aussage keineswegs fiir beliebige Maximalteiler
bewiesen ist.

Im Zusammenhang mit Satz 59 sei auch noch auf folgende Frage
aufmerksam gemacht:

B, sei ein Maximalteiler des Bereiches %B; ist dann stels auch die
Regularititshiille 9 (B,) des Bereiches B, ein Maximalteiler der Regulari-
titshiille §(B) des Grundbereiches B? Ist B ein Regularititsbereich,
so ist die Losung trivial; in diesem Falle gilt nimlich 8, < (8B, < B,
woraus unmittelbar folgt, daB auch § (B,) ein Maximalteiler von 8 = § (B)
sein muB.

Triviale Maximalteiler des Dizylinders. Beispiele trivialer
Maximalteiler des Dizylinders ®: |w| <1, |z| <1 sind etwa simt-
liche eigentlichen, im Innern von ® liegenden REINHARDTschen Kérper,
die (0, 0) als Mittelpunkt und (1, 1) als einen Randpunkt besitzen.
Zwei triviale Maximalteiler des Dizylinders lassen sich nullpunktstreu
héchstens durch die triviale Transformation W = wé'?, Z = z¢'9 auf-
einander abbilden. Erwihnt sei, daB jeder triviale Maximalteiler des
Dizylinders ein (nichttrivialer) Maximalteiler der umschriebenen Hyper-
kugel ist (folgt aus Satz 59 und der Tatsache, daB der Dizylinder ein
Maximalteiler der Hyperkugel ist).

Satz 59 148t sich sicher nicht auf Nebenhiillen iibertragen. Auch gilt
die Theorie der Maximalteiler nicht mehr allgemein fiir nichtbeschrinkte
Grundbereiche, so sicher nicht fiir den endlichen R,,.

§ 5. Der CarTaNsche Abbildungssatz'.

Wir sahen frither, daB die Rolle des Kreises der K1.Th. im R,, im
aligemeinen von den eigentlichen Kreiskorpern iibernommen wird. Des-
halb ist in der Abbildungstheorie vor allem die Frage zu entscheiden,
wann ein Bereich auf einen Kreiskérper abgebildet werden kann. Wir
beschrinken uns dabei in diesem und den beiden nichsten Paragraphen
auf den Raum der beiden Verinderlichen w und z. Doch liegt keine
prinzipielle Schwierigkeit fiir eine Ubertragung des Folgenden auf den
R,, vor.

Die eigentlichen Kreiskorper lassen eine mindestens einparametrige
Gruppe von Automorphismen mit einem festen inneren Punkte 0 — nim-

1 Vgl. H. CarTAN [5].
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lich dem Mittelpunkt — als Fixpunkt zu; das gleiche gilt also auch fiir alle
eineindeutigen und analytischen Bilder dieser Kérper. Zur Beantwortung
unserer Frage werden wir daher zunichst bei vorgegebenem Bereiche 8
die Gesamtheit der Automorphismen zu betrachten haben, die einen
gegebenen inneren Punkt O festlassen! (nicht jeder Bereich hat auBer
der Identitit iiberhaupt Automorphismen?). Eine solche Gesamtheit
von Automorphismen bildet eine Gruppe G. Aus Satz 55 folgt ferner,
daB jede gleichmiBig konvergente Folge von Automorphismen der
Gruppe G wieder gegen eine Transformation aus G konvergiert, daf also
G eine geschlosseme Gruppe ist.

Zur Vereinfachung denken wir uns den Koordinatenanfang stets im
Fixpunkt O der Gruppe G gelegen. Entwickelt man dann die Abbildungs-
funktionen zweier verschiedener Automorphismen S; und S, aus G um0:
S) h@, 2d=aw+bz+ -, aw, )=cwt+diz+ -+,
(Se)  folw, 2) =aw + byz + -+, Gl(w, 2)=cow+dpz + -+,
so konnen wegen des Eindeutigkeitssatzes (§1) die Koeffizienten der
linearen Glieder von S, nicht alle mit den entsprechenden Koeffizienten
von S, iibereinstimmen. Fiihren wir ferner zwei solcher Automorphis-
men S; und S, hintereinander aus, so setzen sich die linearen Glieder
des Automorphismus S;S, aus den linearen Gliedern der gegebenen
Automorphismen in iiblicher Weise zusammen. Deshalb gilt:

Satz 60. Die Gruppe G aller Automorphismen eines beschrinkten
Bereiches B, die einen inneren Punkt O festlassen (in dem B nicht ver-
zweigt 1st), ist isomorph einer geschlossenen Gruppe I' homogener linearer
Transformationen; die Determinante jeder Transformation aus I' ist vom
Absolutbetrag 1.

Somit gelingt es, die Untersuchung der Gruppe G auf die der geschlos-
senen Gruppen homogener linearer Transformationen zuriickzufiihren.
Daher zunichst die wichtigsten Eigenschaften solcher linearen Gruppen!

Geschlossene Gruppen homogener linearer Transfor-
mationen. Eine geschlossene Gruppe I' homogener linearer Trans-
formationen 148t stets eine HErRMITEsche Form Aww + Bzz + Cwz
+ Cwzinvariant. Durch eine geeignete lineare Transformation L denken
wir uns diese Form auf die normierte Form ww -+ 2z gebracht, die
gegeniiber der entsprechend transformierten Gruppe I'* = LI'L—!
invariant ist. Die Untersuchung der zur Form ww 4 zz gehorigen
Gruppen ergibt dann:

Satz 61%. Jede unendliche geschlossene Gruppe homogemer linearer
Transformationen, welche die Form ww + 2z invariant 1Gt, enthilt eine
Untergruppe der Form
(T () W=weim®, 7 = z¢i9, (9 beliebig reell)

1 Wir setzen voraus, da 8 in O nicht verzweigt ist; vgl. auch Seite 93, Anm. 1.
2 Vgl. § 9 dieses Kapitels. 3 Vgl. H. CarraN [§], Satz 23.
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Satz 62al. Eine geschlossene Gruppe I' homogener linearer Trans-
formationen, die die Untergruppe T, , (D) enthilt, gehort einer der fol-
genden Gruppen an:

1. Einparametrige Gruppen. I' besteht aus T,, ,(¥) evtl. kombiniert

mit einer endlichen Gruppe ,
(1) W=uwe ¢ , Z=1ze * (k=1,...,s;s fest)
und im Falle m = —p evtl. kombiniert mit einer Transformation

in in

W= Rze*, Z = %weT. (R > 0 und fest)

2. Zweiparametrige Gruppe. I ist die Gruppe
(T, @) W = wei?, Z = ze% (9, @ beliebig reell)
evtl. kombiniert mit einer Transformation W = Rz,Z = —I%w.

3. Dreiparametrige Gruppe (hochstens im Falle m = —p):
W = weéi* cosp — Rzéifsing, Z = %we‘“’sin(p + ze~**cosg
(x, B, 9 reelle Parameter, R > 0); hinzu kann noch eine endliche
Gruppe (1) treten.

4. Vierparametrige Gruppe:

W =we+Pcosp — Rzet*+PDsing,
@) Z= %we‘(“‘ﬂ sing 4+ zet*= A cosp
(x, B,v, @ reelle Parameter, R > 0).
Satz 62b. Enthdlt eine geschlossene Gruppe I' homogener linearer
Transformationen die Untergruppe

(T () W = wei?, Z = zét?, ¥ beliebig reell)
g

so gehirt I' einer der folgenden Gruppen an:

A. Einparametrige Gruppen. I besteht lediglich aus T'(#), kom-
biniert mit einer endlichen Anzahl von homogenen linearen Trans-
formationen.

2. Zweiparametrige Gruppe. Es gibt eine homogene lineare Trans-
formation L, so daB die Gruppe I'™* = LI'L~! aus den Transformationen
T (¢, ¢) besteht, evtl. kombiniert mit W =2, Z = w.

‘3. Vierparametrige Gruppe. I besteht (evtl. nach einer homogenen
linearen Transformation) aus der Gesamtheit der linearen Transfor-
mationen, welche die Form ww + zz invariant lassen.

Nunmehr kann die Frage nach der Abbildbarkeit eines gegebenen
Bereiches B auf einen eigentlichen Kreiskérper oder kreissymmetrischen
Korper beantwortet werden. Nach dem Vorangehenden wissen wir,

1 Vgl. H. CarTAN [B], Satz 23, 26, 27.
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daB die Gruppe der Automorphismen eines solchen Bereiches eine
Untergruppe G enthilt, die zu einer Gruppe

(Tm,p (9)) W = wein?, 7 — zgip?
isomorph ist. Die einer Transformation Tm'p (9) zugeordnete Trans-

formation aus G sei mit 4 (#) bezeichnet. Die Entwicklungen der Trans-
formationsfunktionen von A (#) mégen lauten:

A W=f(wz9) =wen? ..., Z=g(w, z;9) =2zeP%+ ...,

Setzt man dann

22 27
(B) F(w,2) E%je“"“/(w,z; dt, G(w, 2= -;;fe—“"g(w,z;t) dt,
so gilt: ° 0

(BAW) F(W,2)=eém*Fw,2), GW,Z2)=er" G, 2,

also BA(@#)B™' =T, ,(#) . Das Funktionspaar

(B) W=F@ 2, Z=Gw,?2)

bildet demnach den Bereich 8B auf eine Punktmenge 8* = B(%) ab, die
samtliche Transformationen T, ,(#) in sich zuliBt. Da nun ferner die
Abbildung B, falls sie in B Ausnahmepunkte besitzt (dies trifft héch-
stens fiir m - p = 0 zu), stets durch eine Abbildung B okne Ausnahme-
punkte ersetzt werden kann, fiir die gleichfalls BA (8)B~! = T, ),
so ist damit bewiesen:

Satz 63. Abbildungssatz von H. CARTAN. Besitat ein be-
schrdnkier Bereich B eine unendliche Automorphismengruppe G mit dem
Fixpunkt O und ist B in O nicht verzweigt, so lift sich B eineindeutig
und analytisch auf einen beschrinklen eigentlichen kreissymmetrischen
Kérper B* abbilden. O geht dabei in den Mittelpunkt von B* idiberl.

Der Struktur der Gruppe G (bzw. der zu ihr isomorphen Gruppe I')
laBt sich ansehen, ob der kreissymmetrische Bereich %* ein HARTOGS-
scher Korper, ein Kreiskérper, ein REINHARDTscher Kérper (einschl.
Dizylinder) oder eine Hyperkugel ist.

Spiter sehen wir, daB keineswegs alle beschrinkten Bereiche (nicht
einmal alle schlichten, einfachzusammenhingenden Bereiche) unendliche
Automorphismengruppen aufweisen, also erst recht nicht auf kreis-
symmetrische Korper abbildbar sind.

§ 6. Die mittelpunktstreuen Abbildungen der eigentlichen
kreissymmetrischen Bereiche.

Auf Grund der bisherigen Sitze ist es jetzt leicht, simtliche ein-
eindeutigen und mittelpunktstreuen Abbildungen der eigentlichen kreis-
symmetrischen Korper auf sich und untereinander zu bestimmen. Wir

! Satz 63 gilt auch dann noch, wenn O ein innerer Verzweigungspunkt ist.
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wihlen im folgenden als Mittelpunkt wieder den Koordinatenanfang,
bei HARTOGSschen Korpern als Symmetrieebene die Ebene z = 0.

I. Kreiskorper.

Satz 641 Jeder Automorphismus eines eigentlichen beschrinkien
Kreiskorpers, der den Mittelpunkt fest lift, ist esne ganze lineare Trans-
formation.

In der Tat, ist 4 ein solcher Automorphismus, so betrachten wir die
Automorphismen S(#) = T(#)4AT(—#)A~L. Von jedem dieser Auto-
morphismen gilt:

W=w-+ ..., Z=z+---.
Nach Satz 50 ist also S(3) = I oder AT () = T(#)A. Durch Diffe-
rentiation der zugehorigen Funktionen nach & ergibt sich, daB 4 ganz
linear sein muB.

Wortlich so- folgt:

Satz 64al. Die homogenen ganzem linearen Transformationen und
nur diese bilden beschrinkte eigentliche Kreiskorper wieder auf solche
Kreiskorper ab.

Nennen wir zwei Kreiskorper dquivalent, wenn sie durch ganze
lineare Transformationen auseinander hervorgehen, so folgt in Verbin-
dung mit Satz 62b:

Satz 651 Die Gruppe der mittelpunkistreuen Automorphismen eines
eigentlichen beschrinkien Kreiskorpers, der keinem REINHARDTSchen
Korper dquivalent ist, besteht aus den Grundtvansformationen T (§), evil.
kombiniert mit einer emdlichen Gruppe ganzer linearer Transformationen®.

Entsprechend gilt fiir die REINHARDTschen Korper:

Satz 663. Die einzigen mittelpunkistreuen Automorphismen eines
etgentlichen beschrinkten REINHARDTschen Korpers B, der nicht mit
einer Hyperkugel dquivalent. ist, sind die Transformationen T (3, ¢),
evtl. verbunmden mit einer Transformation W = Rz, Z =1Rw. Ist B
dagegen mit einer Hyperkugel dquivalent, also mit einem Korper A |w|?
+ B|z[2 < 1 identisch, so wird B durch jede Transformation (2)* und
nur durch diese eimeindeutig und mittelpunkistrey auf sich abgebildet.

II. (m, p)-Bereiche (m + p). Die Gruppe G der mittelpunkts-
treuen Automorphismen des eigentlichen (m, p)-Bereiches B (also erst
recht die G auf Grund von Satz 60 zugeordnete isomorphe Gruppe I')
enthilt die Untergruppe T,, ,(#). Aus Satz 62a folgt also, daB die
einzigen mittelpunktstreuen Automorphismen von 8 die Grundtrans-

1 Vgl. BEHNKE [8]; H.CArRTAN [5]; WELKE (Herr WELKE stiitzt sich auf
die BErRGMANNsche Theorie).

3 Vgl. auch BrascHKE [1] und CARATHEODORY (2].

3 Vgl. TuurLEN [1] und H. CArTAN [§]; ferner Tsuji. Dieser Satz wurde
fiir konvexe REINHARDTsche Korper bereits von Herrn REINHARDT bewiesen

(vgl. REINHARDT (1]). B
4 Siehe Satz 62a. In (2) ist R = V; zu setzen.
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formationen T,, ,(#) sind, evtl. kombiniert mit einer endlichen Anzahl
von Transformationen

2k 28
W=we ¢ 4 ..., Z=2z¢ % 4+ ... k=1,2,...,9)
und im Falle m = —p evtl. noch mit
W=Rzei7+---, Z=— we‘+

Auf Grund dieser speziellen Form der Automorphismen schlieBt man ge-
nau wie im Beweise von Satz 64:

Satz 671. Simtliche mittelpunktstreuen Automorphismen eines eigent-
lichen beschrinkien (m, p)-Bereiches, der sich nicht mittelpunkistreu auf
einen Kreiskorper abbilden lift, haben die Form:

a) fiir mp > 0:
2k 2kn
W=uw (""“ =) Z=1z ("’” ) (k=1,2,...,5)
und nur, falls m = 1 oder p = 1, evtl. noch
W =aw + c2?, Z ="z
bzw. W =aw, Z =bz+ duw™,

sind also insbesondere fiir m + 1,p + 1 stels ganz linear;
b) fiir m = 0, p = 1 (HaRTOGSSche Korper)?:

W ={(w), Z =zg(w);
c) fiir m = —p:
W = wf(wz), Z = zg(w2)
oder W = zf (w2), Z = wg(w2);
d) fiir mp <0 (m>0,p=—p" + —m):
W = wf(w? z), Z = zg(w? 2m).

III. Die Abbildungen der kreissymmetrischen Korper
untereinander. Diese lassen sich ganz entsprechend wie die Auto-
morphismen bestimmen. Unter anderm gelten die Sitze:

Satz 68. Ist der eigemtliche (m,p)-Bereich B eineindeutig ana-
lytisch und mittelpunkistreu auf einen beschrinkien (m', p’')-Bereich B*
(mp’ — pm’ = 0) abbildbar, so auch in gleicher Weise auf einen REIN-
HARDTschen Korper. Die zugehdrigen Abbildungen haben die Form:

W=bz+4---, Z=cw+ .

Wird ferner ein (m, p)-Bereich 8 auf einen (m, p)-Bereich %* (mit
gleichem m, ) abgebildet, so lautet die zugehérige Transformatlon im
Falle mp >0 und m =1, + 1:

W = aw, Z=dz
1 Vgl. H. CartaN [B). 2 Vgl. auch WELKE.
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in den iibrigen Fillen gelten die gleichen Transformationsformeln wie
fiir die mittelpunktstreuen Automorphismen (vgl. Satz 67).

Fiir die Abbildungen der REINHARDTschen Korper ergibt sich:

Satz 691. Ist der eigentliche REINHARDTsche Korper B nicht mit
einem Bereiche A|w|? + B|z|t <1 identisch, so ist jede eineindeutige
und analytische Transformation von B auf einen beschrinkien REIN-
HARDTschen Korper B*

a) wenn sie den Mittelpunkt fest 1ift, von der Form

W=aw, Z=4dz oder W=bz, Z-=cw,
b) wenn sie den Mittelpunkt O in einen Punkt auf z = 0 (bzw. w = 0)
tiberfiihrt, von der Form:

W={fw), Z=zg(w) bzw. W={f(), Z=wg).

§ 7. Die nichtmittelpunktstreuen Abbildungen
kreissymmetrischer Bereiche?.

Als zuerst Untersuchungen iiber nichtmittelpunktstreue Abbildungen
kreissymmetrischer Korper angestellt wurden — die natiirlich mit den
ReiNHARDTschen Koérpern begannen —, machte sich unerwartet eine
,,Starrheit” gegeniiber analytischen Transformationen bemerkbar.
Wihrend in der KL.Th. ein einfachzusammenhingender Bereich durch
einen geeigneten Automorphismus stets so abgebildet werden kann,
daB dabei zwei beliebig vorgegebene innere Punkte ineinander iibergehen,
haben hier unter den eigentlichen Kreiskorpern nur Hyperkugel und Di-
zylinder (und die ihnen #quivalenten Korper) diese Eigenschaft. Wir
werden sogar sehen, daB bis auf wenige Ausnahmen jeder Automorphis-
mus eines Kreiskérpers oder Hartocsschen Korpers notwendig den
Mittelpunkt fest 14Bt, daB also bereits die eben gefundenen trivialen
Abbildungen die einzigen sind, die diese Korper zulassen.

I. ReiNHARDTsche Korper3. Wir beweisen zuerst den

Hilfssatz. Existiert in dem eigentlichen, beschrinkten REINHARDT-
schen Kérper 88 mit dem Mittelpunkt O (0, 0) ein Punkt Py + O, der sich
durch einen Automorphismus in O iiberfithren liBt, so gibt es entweder
auf der Ebene z = 0 oder der Ebene w = 0 mindestens einen Punkt Q + O
mit der gleichen Eigenschaft.

Beweist. Wir nennen einen Punkt aus 8, der durch einen Automorphis-

mus von B in O transformierbar ist, einen ausgezeichnelen Punkt und ent-
sprechend ein analytisches Flichenstiick, welches bei einer solchen Trans-

1 Vgl. TaurLeN [1]; H. Cartan [B].

2 Bei den hier vorkommenden Kérpern wahlen wir wieder den Nullpunkt
als Mittelpunkt bzw. (bei HartoGsschen Kérpern) die Ebene z = 0 als Sym-
metrieebene.

3 Vgl. THuLLEN [{1]. KRITIKOS hat als erster einen REINHARDTschen Kérper —
und zwar den Kérper |w|+ |z|<< 1 — auf nicht mittelpunktstreue Abbildungen
untersucht; vgl. Kritikos [1] und [2].

¢ Der Beweis in der Originalarbeit ist an dieser Stelle umstindlicher.
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formation in die Ebene z = 0 iibergeht, eine ausgezeichnete Fldche des
Korpers 8. Durch jeden ausgezeichneten Punkt geht mindestens eine aus-
gezeichnete Fliche.

Wir nehmen nun an, der Hilfssatz wire falsch! Es existiere also ein
ausgezeichneter Punkt Py(w, # 0, 2z, & 0), ohne daB auf z = 0 oder w = 0
ein von O verschiedener ausgezeichneter Punkt liegt.

P, und P, seien ferner irgend zwei verschiedene ausgezeichnete Punkte,
%, und §, je eine zugehdrige ausgezeichnete Fliche. Wir behaupten, daf §,
und §F, keinen Punkt in B gemeinsam haben. Zum Beweise diirfen wir an-
nehmen, daB P, mit O und §, mit z = 0 zusammenfallt. Es gibt nach Voraus-
setzung einen Automorphismus S, der P, in O und §, in z = 0 iiberfiihrt.
Hitten §, und z = 0 einen Punkt Q(»’, 0) aus B gemeinsam, so miite S
den Punkt Q in einen ebenfalls auf z = 0 liegenden Punkt Q’ iiberfiihren,
hitte also die Form W = f(w), Z = zg(w).! Das gleiche wiirde fiir den
inversen Automorphismus gelten. Ein solcher Automorphismus kann aber O
nur wieder in einen Punkt auf z = 0 oder w = 0 tiberfiihren, es miite also
P, entgegen unserer Annahme auf z = 0 bzw. w = 0 liegen.

Nun zeigt man leicht, daB mit P, eine mindestens dreidimensionale
Schar ausgezeichneter Punkte existiert. Durch jeden dieser Punkte geht
eine ausgezeichnete Fliche, die keine andere ausgezeichnete Fliche schneiden
darf. Eine solche dreidimensionale Schar von sich nicht schneidenden zwei-
dimensionalen Flichen ist aber im R, unmoglich.

Existiert nun auf z = 0 (bzw. w = 0) ein von O verschiedener aus-
gezeichneter Punkt, so sind alle Punkte auf z =0 (bzw. w = () aus-
gezeichnet. Der Rand solcher Korper geniigt einer gewissen Differential-
gleichung, deren Losungen die Korper 4|w|* + B|z[]2 <1 (bzw.
A|w[® 4+ B|z|* < 1) und die Dizylinder sind. Der Hauptsatz iiber die
Abbildungen der REINHARDTschen Korper lautet demnach:

Satz 70. Ist der REINHARDTSche Korper B weder mit einem Di-
2ylinder noch mit eimem Korper |w|® + |22 <1 dgquivalent, so sind
samtliche Automorphismen von B mittelpunkisiren, also von der Form

W=we, Z=zév (und el W=Rz, Z=pu).

Um die Abbildungen der Ausnahmekérper zu bestimmen, wollen
wir voraussetzen, daBl die Ebenen z = 0 und @ = 0 je den Einheitskreis
herausschneiden, was sich stets durch eine Streckung W = aw, Z = bz
erreichen 148t. Es gilt dann:

1. Samtliche Automorphismen eines Korpers |w|* + |z[2 <1 (a + 2)
haben die Form

1
i 1 — 2, .
W = ¢idw [(1 n ?}Ha’ 7 = ewg%; (9, @ reell, |x| < 1)

es lassen sich also (falls @ + 2) nur die Punkte auf z = 0 in O iiber-
fithren (entsprechend fiir die Kérper |w|? + [z]® < 1).
2. Die Automorphismen der Hyperkugel sind die Transformationen?:
_ MW+ a2+ a, Z_b1w+bez—i-ba
QW+ oz ¢y’ T w2zt g

! Siehe Satz 67b. 2 Vgl. REINHARDT [1].
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mit den Bedingungen:
@14, + byby + agas + by = ¢,¢; + c3Cy;
98y + byby + G55 + byby = ¢4Cy + C30s;
183 + byby = ¢,Cy; ayas + byby = ¢yCy; @1y + by by = €10y

3. Die Automorphismen des Dizylinders |w| <1, |z| <1 sind:
erwiw-l-%’ Z=eup::h' @, @ reell, |a| <1, |B] <1)
kombiniert mit W = z,Z = w.

Hiermit sind simtliche Automorphismen der REINHARDTSchen
Korper bekannt. Die Abbildungen dieser Kérper untereinander lassen
sich dann leicht angeben:

Satz 71. Zwei eigentliche REINHARDTsche Kirper, die weder mit
einem Dizylinder noch mit einem Korper |w|® + |z|* <1 dquivalent sind,
lassen sich nur durch eine Transformation W = aw,Z = czoder W = bz,
Z = dw eineindeutig und amalytisch aufesnander abbilden.

Zwei Bereiche A|w|* + B|z[* <1 und A'|w|* + B'|z|* <1 (oder
A'|w|t 4+ B |z|¥ < 1) lassen sich nur dann aufeinander abbilden, falls
a = a’ (die Abbildungsfunktionen sind [bis auf Streckungen] die gleichen
wie die der zugehorigen Automorphismen).

Ein Dizylinder ist auf keinen der Korper A |w|® + B|z[* <1 abbildbar.

II. Kreiskorper!. AuBer den REINHARDTschen Kérpern nehmen
unter den Kreiskdrpern noch diejenigen Bereiche (und die mit ihnen
dquivalenten) eine Ausnahmestellung ein, die gleichzeitig den drei Un- .
gleichungen

lw] <1, |z|<1,

geniigen — wir nennen sie kurz die Kérper ,,8,". Als Automorphismen
dieser Korper treten auf:

Z—w
1—2zw

I < a (a eine feste positive Zahl kleiner 1)

e Wt _ e ito
) W=e 14 aw’ Z=¢ 14+ a2
und

_ up it s Wt Py
2 W=e T3 Z=c¢ Trae’ (9 reell, | x| <1, sonst beliebig)

Zwei Bereiche &, und R,/(2 + 4’) koénnen niemals eineindeutig und
analytisch aufeinander abgebildet werden. (Ubrigens sind alle §, Regu-
laritédtsbereiche.)

Es gilt nun:

Satz 72. Sdmtliche Automorphismen eines beschrinkten eigentlichen
Kreiskorpers, der weder mit esnem REINHARDTSchen Korper noch mit einem
Korper &, dquivalent ist, sind mittelpunkistren, also ganze lineare Trans-
formationen.

1 Vgl. H. CArTAN [T].



§7. Nichtmittelpunktstreue Abbildungen kreissymmetrischer Bereiche. gQ

Zum Beweise wird angenommen, da es einen nichtmittelpunkts-
treuen Automorphismus S gibt. Zur Gruppe S~17(#)S wird dann der

Gruppenoperator 22 = & (w, 2) %{} + 7 (w, 2) % gebildet. Da der Nullpunkt

kein Fixpunkt dieser Gruppe ist, so verschwinden nicht zugleich £ (0, 0)

und % (0, 0). Jetzt wird die kleinste Liesche Gruppe bestimmt, zu der £

und der Operator £ =1w (—fl +iz g:{ , der die Abbildungen T (§) erzeugt,

w
gehéren. Die gesuchte Liesche Gruppe fiihrt nach Zwischenschaltung
einer linearen Transformation auf die Gruppe (1) oder (2). Die zu diesen
Gruppen gehdrigen Bereiche sind aber die Korper &,.

Folgerung. Ist der beschrinkte eigentliche Kreiskérper 8 weder
mit einem Koérper &, noch mit einem Dizylinder oder einem Kérper
|w|* + |z]* < 1 dquivalent, so ist jede eineindeutige, analytische Trans-
formation von B auf einen anderen Kreiskorper 8* mittelpunktstreu,
also ganz linear.

Hieraus wiederum folgt:

Sind zwei beliebige beschrinkte und eigentliche Kreiskorper aufeinander
abbildbar, so sind sie dquivalent.

ITII. Harrogssche Korper!. Zwei HartoGssche Korper wollen
wir dguivalent nennen, falls sie durch eine Transformation

W=, Z=z)

eineindeutig und analytisch aufeinander abbildbar sind (also derart,
daB Symmetrieebene wieder in Symmetrieebene iibergeht).

Die dem Satze 72 entsprechende Aussage lautet dann:

Satz 73. Sdmiliche Automorphismen etnes beschrinkten HARTOGS-
schen Korpers B, der keinen REINHARDTSchen Korper zur Regularitits-
hiille hat, sind von der Form

W = f(w), Z = zg(w),
es set denn, dafl B mit esnem der folgenden Ausnahmekirper dquivalent ist:
1. Zylinder vom Typus A. Darunter verstehen wir einen Zylinder-
bereich, dessen w-Projektion b mehrfachzusammenhingend und dessen
z-Projektion der Einheitskreis ist. Die Gesamtheit der Automorphismen
eines solchen Zylinderbereiches wird dargestellt durch:
ca 24
W= f(w), Z=e"’1—_-|_%, (¢ reell, |&| <1)
wobei W = f(w) die Abbildungen der Projektion 5™ auf sich durch-
lauft.
—_ 2
2. Bereich: 1 <1 l wl|f | < M (a>0, M endlich oder unendlich).

Der kleinste vollkommene HarTOGSsche Kérper, der jeweils einen
solchen Bereich umfaBt und damit seine Regularititshiille ist, ist der

1 Vgl. H. CarTAN [T].
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Korper |w|® + |z|® <1 ohne die Symmetrieebene z = 0. Die Auto-
morphismen dieser Koérper sind:

= ¢ 2ta

W= ’ T t4Ez’

(9, @ reell,.|a| < 1)?

=tw [(1 +a3)’

w—w

3. Bereiche 1 <(1 —|z[0)e * < M (M endlich oder unendlich).
Ein solcher Bereich ist zugleich iquivalent mit einem Uberlagerungs-
bereiche der unter 2. genannten Korper (bei jeweils gleichem M).

Fiir die Abbildungen der HaArRTOGSschen Kérper untereinander gilt
wieder:

Sind zwei beliebige beschrinkie und eigentliche HARTOGSSChe Kirper
eineindeutig und analytisch aufeinander abbildbar, so sind sie dquivalent.

§ 8. Die Metrik von CARATHEODORY>.

CARATHEODORY hat zu jedem beschrinkten und schlichten Bereiche
eine Metrik angegeben, die diesem Bereiche invariant gegeniiber ana-
lytischen Transformationen zugeordnet ist (vgl. Eigenschaft III). Zur
Aufstellung der Metrik werden alle im vorgegebenen Bereiche B regulidren
Funktionen f(z, z,, . . ., z,) betrachtet, fir die Max|f(8)| =<1 (man
beachte, daB diese Funktionen keine Klasse im frither definierten Sinne
bilden3). Sind nun A und B zwei vorgegebene Punkte aus B, so sei
unter der Entfernung Dg (A, B) die obere Grenze von

|f —{(B) | +[1—{(A)f(B)]

Vu ~ HAT@) (1 ~ | BIFB)
in bezug auf alle zugelassenen Funktionen f verstanden, d. i. die obere
Grenze der Entfernungen von f(4) und f(B), gemessen in der nicht-
euklidischen Geometrie des Einheitskreises (bei verinderlichem f und
festem 4 und B).

Da die Gesamtheit der zugelassenen Funktionen f eine normale
Familie bildet, gibt es unter diesen zu vorgegebenen 4 und B stets eine
Funktion f,, fiir welche jene obere Grenze gerade angenommen wird.

Jo—fo(4) (A)
" h(d) fo—
tion g dariiber hinaus die Elgenschaft daB g(4) =0 und Dg(4, B)
1+ 1g(B)|

~lgB)]
Dle Elgenschaften der Entfernungsfunktion. I. Dg(4, B)

ist fiir alle Punktepaare aus B endlich.
II. (Dreieckssatz.) Sind A, B, C drei beliebige Punkte aus B, so
besteht immer die Beziehung Dy (4, C) = Dg(4, B) 4+ Dg (B, C).
Ila. Die Distanzfunktion Dg (4, B) ist eine stetige Funktion beider
Argumente 4 und B, die gegen Null konvergiert, wenn B —> 4.

Setzt man dann noch g = , 50 hat die transformierte Funk-

Y log (da Max|g(®B)| =1, ist g eine zugelassene Funktion).

1 vgl. S.97. 2 Vgl. CaraTHEODORY [1], [2], [3]. 3 Vgl. Kz'x,p. VI, §1.
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III. Geht bei einer eineindeutigen und analytischen Abbildung des
Bereiches B auf einen Bereich B* der Punkt 4 in 4*, B in B* iiber,
so ist stets Dy (4, B) = Dg+(A*, B*). Die Metrik bleibt also ber ein-
etndeutigen und analytischen Transformationen erhalten.

IV. Liegt der Bereich 8, im Innern von, soist Dy (4, B)=Dg (4, B).
Ist insbesondere B = §(B,) die Regularititshiille von B,, so ist trivial,
daB immer Dg (4, B) = Dg, (4, B).

Aus III und IV ergibt sich dann unmittelbar:

V. Ist T eine innere Transformation des Bereiches B, so ist

Dg (T (4), T(B)) = Dg(4, B).

VI. Die obere Grenze aller moglichen Entfernungen der Punkte P
aus B von einem festen inneren Punkte ist stets unendlich.

VII. Ist € eine ganz in B verlaufende rektifizierbare Kurve, so
existiert die obere Grenze der ,,Scheinlingen® aller in % eingeschrie-
benen Polygonziige. (Unter der ,,Scheinlinge” einer Strecke 4 B ver-
stehen wir die Entfernung Dg(4, B).) Diese obere Grenze heiBle die
Scheinlinge der Kurve € in der neuen Metrik.

Die Randpunkte des Bereiches 8 konnen wir nach dem Ver-
halten der Entfernungsfunktion in ihrer Nachbarschaft in drei Klassen
einteilen®:

R heiBt im Sinne der eingefiihrten Metrik ein endlichferner Rand-
punkt von B, falls es zu einem inneren Punkte 4 aus B eine Um-
gebung W(R) von R gibt?, so daB in dieser Metrik die Entfernung
zwischen 4 und den Punkten aus (R) beschrinkt ist. Auf Grund
der Eigenschaft IT von Dg(4, B) kommt es dabei auf die Wahl von
A nicht an.

Jeder Randpunkt von 9B, der nicht endlichfern ist, heiB3t ein unend-
lichferner Randpunkt. Zu einem solchen Randpunkte R existiert also
mindestens eine Punktfolge Q,, aus B mit limQ,, = R, so daB fiir
jeden inneren Punkt A aus B die Folge der Entfernungen Dg(4, Q,,)
mit m iber alle Grenzen wichst. Wir unterscheiden hierbei wieder
zwei Fille, je nachdem fiir jede Punktfolge Q,,—~ R der limDg (4, Q,,) = o
oder aber mindestens eine solche Folge @, — R existiert, fiir die
Dg(4,Q,,) fir alle m beschrinkt bleibt. Im ersten Falle heie R ein
stetig-unendlichferner, im zweiten Falle ein unstetig-unendlichferner
Randpunkt.

Gibt es in dem vorgegebenen Bereiche B eine regulire und be-
schrinkte Funktion f, die gleichfalls noch im Randpunkt R regulir
ist und dort ihr Maximum annimmt, so ist R ein stetig-unendlichferner
Randpunkt.

Daraus schlieBt man fast unmittelbar, daf jeder (beschrinkie) Be-
reich mindestens einen stetig-unendlichfernen Randpunkt besitzt.

1 Vgl. HORSTMANN. 2 Vgl. Def. auf S.13.
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Ist weiter R ein unendlichferner Randpunkt von B, so ist R zugleich
Randpunkt der Regularititshiille  (B); insbesondere ist also ein Bereich
mat nur unendlichfernen Randpunkten stets ein Regularititsbereich. Auf
der anderen Seite weist jeder Bereich, der kein Regularititsbereich ist,
notwendig endlichferne Randpunkte auf.

Ein Bereich mit nur stetig-unendlichfernen Randpunkten heiBe ein
normaler Bereich (Beispiele: Polyzylinder, Hyperkugel). Das Bild
eines normalen Bereiches ist stets wieder normal und ferner ein normaler
Bereich natiirlich stets ein Regularititsbereich. Mit Hilfe der K-Kon-
vexitit eines Regularititsbereiches kann man nun leicht zeigen, daf
jeder beliebige (beschrinkte und schlichte) Regularititsbereich B von innen
durch eine Folge von ganz in B liegenden normalen Bereichen approximier-
bar istl.

Da die Entfernungsfunktion eines Bereiches 8 durch die Gesamtheit
der in B reguliren und zugleich beschrinkten Funktionen bestimmt ist,
liegt es in Analogie zur Definition der Regularititshiille nahe, folgenden
Begriff einzufiihren:

Unter dem Existenzbereich 8 der Entfernungsfunktion! des Be-
reiches B verstehen wir den Durchschnitt der Regularititsbereiche aller
Funktionen, die in %8 regulir und beschrinkt sind.

§B ist sicher ein Regularititsbereich, umfaBt die Regularitétshiille
$(B), liegt aber noch im Innern der Nebenhiille % (8): §(8) < B < R ().
Fiir zwei beliebige Punkte 4 und B aus B gilt Dy (4, B) = Dg g, (4, B)
= Dg(4, B).

Als Beispiele zu dieser Metrik seien die Entfernungsfunktionen des
Dizylinders und der Hyperkugel angegeben:

a) Die Entfernungsfunktion des Dizylinders ®: |w|<1,
|z| < 1. Fiir zwei Punkte 4 (w,, z,) und B (w,, z,) aus D ist Dg (4, B)
= Max[E (w,, wy), E (z, z,)], wobel E (w;, w,) bzw. E (z,, 2,) die nicht-
euklidische Entfernung von w, und w, bzw. z; und z, im Einheitskreis
bedeutet. Siamtliche Randpunkte von ® sind stetig-unendlichfern.
Zwischen zwei Punkten 4 und B gibt es im allgemeinen unendlich
viele kiirzeste (geoditische) Linien. IThre Linge ist Dg(4, B).

b) Die Entfernungsfunktion der Hyperkugel §: |w|? + |z[?
< 1. Zu vorgegebenen A und B gibt es immer ein p < 0 und eine
analytische Transformation der Hyperkugel in sich, durch die 4 in (0, 0)
und B in (p, 0) iibergefiihrt wird; hieraus ergibt sich dann Dg(4, B)

- l 0g; +: Samtliche Randpunkte von & sind wieder unendlichfern.

Zw15chen A und B gibt es stets nur eine kiirzeste Linie; ihre Linge ist
Dg (A, B). Daraus folgt schon, daB keine Abbildung zwischen Hyper-
kugel und Dizylinder moglich ist, welche die Metrik erhilt, also erst
recht keine eineindeutige analytische Abbildung.

1 Vgl. HORSTMANN.
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Die Indikatrix. Wir beschrinken uns auf den R,. In bekannter

‘Weise (ndmlich durch Bildung vonPnl'i_r:lP D—Bg‘;‘f—"j,:) auf jedem durch P,
laufenden Strahl) wird jedem inneren Punkte P, des Bereiches ¥ eine

Indikatrix zugeordnet. Die Indikatrix I'y(P,) des Punktes Pg(w,, o)
hat folgende Eigenschaften:

a) Sie ist ein vollkommener und konvexer Kreiskorper mit P, als
Mittelpunkt, der wie folgt angegeben werden kann:

. i<l _ _w—w, .
lz_z°l<ch:ng(P.,,_P)—R(s)’ s=— und P = (w,+s{, 20+ ).
Man rechnet aus, daB

. Dg(P,P) _ of . 9
}1:!; = obere Grenze l dw S + 3zlp,’

/ durchlaufe die Gesamtheit aller zugelassenen Funktionen.

b) Liegt der Bereich 8, im Innern von B, so liegt auch I'y (Py)
im Innern von I'y(P,).

¢) Die Indikatrix des Mittelpunktes eines konvexen Kreiskorpers
fillt mit diesem zusammen.

d) Bei jeder metrischen Abbildung zweier Bereiche aufeinander werden
die Indikatrizen entsprechender Punkte affin aufeinander bezogen.

Aus d) folgt unmittelbar:

Zwei Bereiche kinmen hichstens dann eineindeutig und analytisch
aufeinander abgebildet werden, wenn man sie so aufeimander beziehen
kann, daf die Indikatrizen ihrer Metrik in entsprechenden Punkien affin
zusammenhéngen.

Wie schon CARATHEODORY gezeigt hat, ist diese Bedingung nicht
hinreichend?.

§ 9. Verschiedene Fragen zur Abbildungstheorie.

I. Starre Bereiche?. Wir hatten bereits bei der Untersuchung
der Kreiskorper und HArTOGSschen Korper gesehen, daB diese im all-
gemeinen auBer den trivialen Grundtransformationen keine weiteren
eineindeutigen und analytischen Abbildungen gestatten. Gibt es nun
auch vollkommen starre Bereiche, d. h. Bereiche, die als einzigen Auto-
morphismus nur die Identitit zulassen?

In der K1.Th. sind bekanntlich solche starren Bereiche notwendig
mehrfachzusammenhingend. Hier werden wir schon im R, beliebig viele
einfachzusammenhéngende und schlichte starre Bereiche angeben kénnen.

Wir betrachten hierzu einen nichtvollkommenen eigentlichen REIN-
HARDTschen Korper 8 des R,. 9(B) sei die Regularititshiille von B;

! Uber eine weitere Metrik, die gegenitber analytischen Transformationen

invariant ist, vgl. BERGMANN [14] und § 10 dieses Kapitels,
2 Vgl. THULLEN [8]; CARTAN-THULLEN.
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wir kénnen annehmen, daB $(8B) kein Dizylinder und auch nicht mit
einem Bereiche |w|® + |z[]2 <1 4quivalent ist. Die einzigen Auto-
morphismen von B und $(B) sind nach Satz 70 die Transformationen

(1) W=we?, Z = zé'? bzw. W= zét?, Z = we?,

Ferner sei B ein Bereich, der 88 umfaBt, aber noch im Innern von 9 (B)
liegt und der keine der Transformationen (1) zulidBt. Offenbar existieren

stets solche Bereiche. Da .Si)(?fi) = 9(B), folgt unmittelbar aus der
Eigenschaft III der Regularititshiillen, daB B ein vollkommen starrer

Bereich ist. Wir kénnen bei geeigneten $ und § (8) den Bereich 8 immer
einfachzusammenhingend wihlen.

Allerdings sind simtliche starren Bereiche, die wir auf diese Weise
konstruieren, keine Regularititsbereiche.: Die Frage, ob es auch wvoll-
kommen starre Regularititsbereiche gibt, ist noch ginzlich offen.

II. Ausgezeichnete Bereiche. Nach den Ergebnissen der voran-
gehenden Paragraphen ist es von vornherein klar, daB diejenigen Be-
reiche, in denen sich durch geeignete Automorphismen stets zwei be-
liebig vorgegebene innere Punkte ineinander iiberfithren lassen, ganz
besonderen Bedingungen geniigen miissen — wir wollen Bereiche mit
dieser Eigenschaft kurz awusgezeichnete Bereiche nennen. Damit ein be-
schriankter Bereich 8 ausgezeichnet ist, geniigt es bereits, daB zu min-
destens einem Punkte P, aus ¥ ein (wenn auch noch so’kleiner) Teil-
bereich B, von B existiert, so dal durch geeignete Automorphismen von
B jeder Punkt aus B, in P, transformiert werden kann (folgt aus Satz 55).

Eine erste Bedingung fiir ausgezeichnete Bereiche 148t sich leicht
angeben. Es ist ndmlich jeder ausgezeichnete Bereich motwendig ein
Regularititsbereich oder ein Uberlagerungsbereich eines Regularitits-
bereichesl. Ist also umgekehrt ein Bereich 8B kein Regularititsbereich
(oder Uberlagerungsbereich eines solchen), so gibt es zu jedem inneren
Punkte P, und jedem Teilbereiche B, einen Teilbereich B < B,, so
daB kein Punkt aus 8} durch einen Automorphismus von %8 in P, iiber-
gefiihrt werden kann.

H. CARTAN kiindet nun soeben in einer C-R-Note an, daf ein
beschrinkter ausgezeichneter Bereich des R, sich stels entweder auf die
Hyperkugel oder auf den Dizylinder eineindeutig und analytisch abbilden
ldft. Damit ist also das Problem der beschrinkten ausgezeichneten
Bereiche im R, bereits vollstindig gelost2.

ITII. Abbildungen der Hyperflichen des R,. Neben der
Starrheit der Bereiche gegeniiber analytischen Abbildungen tritt auch
eine Starrheit der Hyperflichen auf. (Von einer Starrheit der Flichen
kann dagegen nicht gesprochen werden; die analytischen Flichen
lassen sich wenigstens stiickweise alle auf z = 0, die iibrigen Flichen,

1 Vgl. THuLLEN [2], [3]; ferner HORSTMANN., 2 Vgl. H. CarTan [9].
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soweit sie in den Parametern reell-analytisch ausgedriickt werden kénnen,
auf die Fliche # = 0, x = 0 abbilden.)

Die Frage nach den Abbildungen der Hyperflichen, die sich mittels
reell-analytischer Parameter darstellen lassen, ist durch ELIE CARTAN!
vollstindig gelst worden. Er bestimmt simtliche Hyperflachen, welche
transitive, von infinitesimalen Transformationen erzeugte, ferner in einer
Umgebung der Hyperfliche regulire Abbildungsgruppen

W={f(w, 2,a,...,a,), Z=gw z;ay,...,4a)
zulassen. Eine solche Gruppe ist stets mindestens dreiparametrig. Die mog-
lichen Gruppen und die zugehdrigen speziellen Hyperflichen werden ange-
geben. Doch ist scharf zu unterscheiden, ob eine Hyperfliche im groBen
(globalement) oder nur im kleinen (localement) solche Gruppen zuldBt.

E. CArRTAN untersucht zugleich die Frage, wann zwei gegebene
Hyperflichen im kleinen aufeinander abbildbar sind. Er kommt dabei
zu folgendem Ergebnis:

Zu zwer Hyperflichen, die keine analytischen Hyperflichen sind und
sich auch nicht im kleinen auf den Rand der Hyperkugel abbilden lassen,
gibt es bei vorgegebenen Punkten O und O* hichstens zwei analytische
Abbildungen, die diese Hyperflichen so inetnander wberfiihren, daf dabei O
in O* dibergeht. (Die analytischen Hyperflichen mit reell-analytischen
Parametern sind alle im kleinen aufeinander und nur aufeinander ab-
bildbar.) Ferner wird zu gegebenen Hyperflichen die Bildung der Fun-
damentalinvarianten? und die der abgeleiteten Invarianten angegeben
und schlieBlich ein Verfahren, um die Abbildbarkeit zweier Hyperflichen
mit den obigen Voraussetzungen aufeinander priifen zu kénnen.

§ 10. Die BERGMANNsche Abbildungstheories.

BERGMANN faBt alle Bereiche iiber dem R,, die ,normiert, d. h.

durch eine Transformation von der Form:
" [t e

_g(w,z) =z4 ...
aufeinander abbildbar sind, zu einer Klasse zusammen. Sein Ziel ist,
zu jeder Klasse eindeutig einen Reprisentantenbereich anzugeben und
ferner zu jedem Bereich B ein Paar von Funktionen, die ihn auf den
Reprisentanten seiner Klasse abbilden. BERGMANN bedient sich dabei
vor allem zweier allgemeiner Prinzipien:

1. Es werden die Abbildungsfunktionen mit einem zum vorgegebenen
Bereich eindeutig bestimmbaren System von Orthogonalfunktionen in
Beziehung gebracht.

2. Die Orthogonalfunktionen und damit auch die Abbildungsfunk-
tionen werden als Loésungen von Minimalproblemen charakterisiert.

! Vgl. ELie CartaN [1], [2]; siehe ferner PoiNcarE [3] und B. SEGRE.
2 Sjehe auch BrascHke [2] und BoL. 3 Vgl. BERGMANN [1]—[16].
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Hierzu beachte man das Vorbild der klassischen Theorie!

Die Funktion f,(z), die einen einfach zusammenhingenden Bereich B
(mit mehr als zwei Randpunkten) eineindeutig und analytisch auf das Innere
eines Kreises so abbildet, daB dabei ein vorgegebener Punkt O aus 8 in
den Mittelpunkt iibergeht und f,(0) = 1, ist unter allen in B reguliren
Funktionen f(z), fiir die gleichfalls f(0) =0 und f(0) =1, dadurch aus-
gezeichnet, daB f f |fs(2)pdxdy ein Minimum ist.

Zum Aufbau der BereMANNschen Theorie folgen wireiner bisher unver-
offentlichten Arbeit von H.WELKE, in welcher die Beweise BERGMANNs zum
Teil wesentlich vereinfacht und von komplizierten Formeln befreit sind.

Definitionen und Bezeichnungen. Wir setzen im folgenden voraus,
daB alle betrachteten Bereiche den Normierungspunkt O (0, 0) der Trans-
formation 4 als inneren Punkt enthalten und dort nicht verzweigt
sind, was offenbar keine Einschrinkung bedeutet.

Die Funktion f(w, z) heiBt in einem gegebenen Bereiche B quadrat-
integrierbar, falls das Volumenintegral

[[[[|iw, 2fdudvdxdy (oder kiirzer [|f[dw)
B B

existiert. Die Familie aller in 8 quadratintegrierbaren und reguliren
Funktionen sei mit §g bezeichnet.
f(w, 2) und g(w, 2) aus g heiben in B orthogonal zuelnander falls

ffgdw =flgdw =0.

Eine Folge p,(w, 2) (v =1,2,...) von Funktionen aus §y heiBt in
B ein Orthogonalsystem, falls stets f pyPudw = 0 fiir » 5 u. Das System

der {p,} heiBe dabei ein in B normzertes Orthogonalsystem, falls zugleich
[pBdo=1(=1,2,...).
3

Ein Orthogonalsystem {p,} ist in B vollstindig, falls sich jede in B
quadratintegrierbare Funktion f in eine in 8 gleichmeiBig konvergente
Reihe nach den p, entwickeln liBt, also f(w,z) =2 4, p,(w, z). Dabei
sind die 4, die Fourierkoeffizienten: d, = f fpdow.

Es gilt nun der fundamentale Satz: ®

Satz 74. Jedem beschrinkien Bereiche 8 kann man bei Angabe des
Bezugspunktes O eindeutig ein vollstindiges, normiertes Orthogonalsystem
von Minimalfunktionen zuordnen.

Der Beweis vollzieht sich in einer Reihe von Schritten:

(1.) Gilt fiir die in B analytische Funktion f(w, 2)

f |flPdw ==m (m eine willkiirliche, aber feste positive Zahl)
B

und ist (w,, #;) ein Punkt aus B mit einer Randdistanz ¢=7v, so ist
m
lf(wl’ zl)l =— ’2
Hieraus folgt dann unmittelbar, da8 die Familie der in ¥ reguliren
Funktionen, fiir die f |ffdw =m, in B normal ist.
Fal
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(2)) Ist {p,} ein normiertes Orthogonalsystem in B und f aus Fs, so
konvergiert stets die Reihe X d, p, (w, z) mit d, = f fp,dw gleichmaBigin B.
8
(3.) Unter allen Funktionen f der Familie {g, fiir die

(9'14+7f(0, 0) " ‘1 am+v°/(0' 0)
duier —° fiir  (u, ») < (4, 70); i = 4,

gibt es mindestens eine, die das Integral / |f?dw zum Minimum macht.
%

Eine solche Funktion F§*'") soll eine zu B gehorige Minimalfunktion

heiBen. +
(4.) Ist h eine beliebige Funktion aus $g, fiir die stets 6161:/‘}‘(6_7(1_,’0—)

fur (p,7) < (4, %), so ist f F§*"hde=0. Insbesondere sind also zwei

=0

8
Minimalfunktionen F$*™, F$*™), (4, ) % (43, ), zueinander orthogonal.
(5.) Nunmebhr folgt, daB es zu festem (u,») genau eine Minimalfunktion

FY"” gibt. Fir eine zweite Minimalfunktion G¥'* gilt namlich nach (4)
ng‘,v) (FE" — G ) do =f(;ga.v) G — F&Mdo =0
) ]

und deshalb

JIFg” — 67 do =0, d.h F§" =G,
B

(6.) Das System der F{” denken wir uns durch Multiplikation mit

geeigneten Konstanten in ein normiertes Orthogonalsystem F§” iiber-
gefithrt. In tblicher Weise 1aBt sich dann zeigen, daB das normierte

System {F{'"} vollstindig ist. Hiermit ist Satz 74 bewiesen.

Neben dem Orthogonalsystem 15%'7) lassen sich dem Bereiche B
durch geeignete Normierung beliebig viele andere Minimalfunktionen
zuordnen. Wichtig ist auBer den 1}%"7) diejenige eindeutig bestimm-
bare Funktion, die unter den Funktionen f aus g mit der Normierung:

1, 0)=0, fw(ov 0)=1, £(0,00=0

das Integral f |f/|2dw zum Minimum macht; wir nennen sie Fg’m.
B

Nun die Anwendung auf die Abbildungstheorie! Unter den ge-
wonnenen Minimalfunktionen greifen wir Fﬁ,"“’, 17‘;}'“’, Fg’ Y heraus
und bilden das (B eindeutig zugeordnete) normierte Funktionspaar:
ﬁ‘%“’ (w, 2) Fg¥(w, 2)

— 2V =w EEEIN Z w,2 = =
Fy" (w, 2) + a(w.) F§° (w, 2)

Ty ist kovartant gegen eine normierte Abbildung A; d. h. es ist
T,B:A = Tg oder

() We(f(w,2), g(w,2) = We(w,2), Zg:(f(w,2), g(w,2)) = Zp(w,2),
wobei das Funktionspaar Wy (W, Z), Zg.(W, Z) das dem Bildbereich

B* = A (B) zugeordnete Kovariantenpaar Ty. bedeute. Bildet nun das
Paar Ty den Bereich B eineindeutig und analytisch auf einen Bereich § ab,

(Te) Wy (w,2) =

L (u, %) < (ug,vo) (bezw. (u, ) = (g, 7)) bedeute, daB entweder u +v<< ug+ v,
oder u+v=puy+v,, aber u> pu, (bezw. u= u,).
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(wobei aber weder $ noch B schlicht zu sein brauchen), so ist wegen
(4) das Kovariantenpaar Ty von $ identisch mit

(Ts) Wg=w, Zg=2z.

Ferner folgt aus (+), daB in der ¥ und B enthaltenden Klasse
kein weiterer Bereich mit demselben Kovariantenpaar (Tg) existieren
kann. In einer Klasse K von Bereichen 148t sich also kdchstens ein
Bereich B8 = $B(K) bestimmen mit den Eigenschaften:

1. Das Kovariantenpaar Tg reduziert sich auf die Identitit.

2. Jeder Bereich B der Klasse K wird durch das zugehérige Ko-
variantenpaar Ty eineindeutig und analytisch auf B abgebildet. B heiBt
der Reprisentantenbereich der Klasse K.

Die Existenz eines Reprisentantenbereiches ist jedoch hiernach
nicht immer sichergestellt; das ist lediglich dann der Fall, wenn wenig-
stens in einem Bereiche B der gegebenen Klasse das Kovariantenpaar
Ty eine eineindeutige Abbildung von 9B definiert.

Anwendungen auf Kreiskorper'. Man zeigt leicht, daB bei einem
eigentlichen REINHARDTschen Koérper mit dem Mittelpunkt (0,0) das
System der Fle, (bezogen auf (0, 0)) aus Monomen 4,,w* 2" besteht,
bei einem eigentlichen Kreiskorper entsprechend aus homogenen Po-
lynomen. Und zwar ist bei einem beliebigen eigentlichen Kreiskérper &

FY®w,2) =1, Fy'w,2)=w, Fg'(w,2)=z2.
Das aber besagt:

Jeder eigentliche, beschrinkie Kreiskirper (also erst recht jeder eigent-
liche, beschrinkte REINHARDTsche Korper) ist ein Reprisentantenbereich.

Da man nun eine beliebige (im Nullpunkt nicht verzweigte) Ab-
bildung durch eine ganze lineare Transformation stets normieren kann,
eine solche aber einen Kreiskérper wieder in einen Kreiskérper iiber-
fiihrt, folgt unmittelbar, daB eine mittelpunktstreue Abbildung zweier
eigentlicher Kreiskorper stets ganz linear sein muB}, was wir frither be-
reits mit andern Mitteln zeigten (vgl. Satz 64a).

Ebenso kann man nach Aufstellung der entsprechenden Minimal-
systeme fiir HARTOGSsche Korper den Satz 67b beweisen.

Die Kernfunktion. Zum SchluB noch einige Bemerkungen iiber den
Begriff der Kernfunktion eines Bereiches, auf die sich viele BERGMANN-
sche Uberlegungen stiitzen.

Unter der Kernfunktion K(w,z) eines vollstindigen, normierten
Orthogonalsystems {p, (w, z)} des Bereiches % wird die reelle Funktion

Kw,2) =D |p,(w,2)
verstanden. Es zeigt sich nun, daB K (w,, z,) = Max | & (,, 2,) |2, wobei
h (w,2) alle Funktionen aus §y durchliuft, fir die [|4[2dw=1.

1 Vgl. WELKE.
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Also ist die Kernfunktion unabhingig von der Auswahl des vollstin-
digen, normierten Orthogonalsystems und somit eine durch den Bereich B
bestimmie Funktion.

BERGMANN untersucht vor allem das Verhalten von K (w, 2) bei An-
niherung an den Rand. Er findet dabei eine gewisse Beziehung zwi-
schen dem LEvischen Differentialausdruck L(¢) und K (w,2). Ist ein
Randstiick ¢(#, v, x,9) == 0 eines Bereiches $ zweimal stetig differen-
tiierbar und dort L(p) <0, so bleibt K(w, z) bei Anndherung an einen
Punkt auf @ = 0 beschrinkt. Ist dagegen L (¢) =0, so wird K (w, 2)
im allgemeinen von 2. oder 3. Ordnung unendlich.

Mit Hilfe der Kernfunktion stellt BERGMANN ferner eine gegeniiber
analytischen Abbildungen invariante Metrik auf.
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Zusammenstellung wichtiger Begriffe.

Abbildung, analytische 18.

—, innere 87.

Absolute Ebene 33.

Analytisches Verhalten einer Funktion
in einem Bereiche 15.

— — — — im Punkte (&, ..., &) 1.

— — — - in einem unendlich fernen
Punkte 5.

Ausnahmepunkte von Transformationen
19.

AuBerwesentlich singulire Stelle 2. Art
einer Funktion 61.

Automorphismus eines Bereiches 87.

Bereich, der — B, liegt im Innern des
Bereiches B, (B, < B,) 9.

—, — — — liegt ganz im Innern des
Bereiches B, (8; < B, 9.

— — gleichmiBigen Konvergenz 17.

—,im Innern verzweigter 14.

— im R,, §.

— ber dem R, 7.

Bereiche, ausgezeichnete 104.

—, starre 103.

Berithrung von Flichenelementen 23.

Bestimmungsfliche eines Zylinder-
bereiches 32.

Cartanscher Korper 35.

Dizylinder 32.
Durchschnitt einer Menge von Bereichen
11.

Ebene, analytische 26.

—, unendlich ferne 4.

Elementarbereich 10.

Entfernung Dy (4, B) (in der Metrik
von Carathéodory) 100.

Existenzbereich der Entfernungsfunk-
tion 102.

Familien, normale — 1. und 2. Art 76.
Flichenelement, m-dimensionales 21.
—, o-mal differentiierbares 21.
Flachenstiick 22.

Flachenstiick, analytisches (charakte-
ristisches) 24.

—, erginztes analytisches 25§.

—, m-dimensionales 22.

Folgen 1. und 2. Art 76.

Gebilde, analytisches — des R,, 26.

Gewdhnliche Stelle eines analytischen
Flachenstiickes 24.

— — — differentiierbaren Flichenele-
mentes 21.

Grundeigenschaften eines Bereiches 9.

Grundpunkt 6.

Hartogsscher Kérper 35.

Hauptfolge von Bereichen 80.

Haupttangente an ein m-dimensionales
Flachenstiick 23.

Hille, K-konvexe 76.

Hyperflachenstick 22.

—, analytisches 30.

Identitat zweier Bereiche 9.
Indikatrix 103.
Invarianter Konvergenzkorper 42.

Kern einer Folge von Bereichen 12.
Kernfunktion eines Bereiches 108.
Klassen von Funktionen 71.
K-konvex 72.

Konvergenz, normale 76.
Konvergenzradien, assoziierte 37.
Kreiskorper 34.

—, Aquivalenz von 94.
Kurvenstiick 8, 22.

Max|f(B)] 15.

Maximalradius 37.

Maximalteiler 89.

Mengen, abgeschlossene 8.

Meromorphes Verhalten einer Funktion
in einem Bereich 15.

Meromorphiebereich 17.

Meromorphieradius 46.

Meromorphkonvex 72.

Minimaldistanz von $,yin bezug auf 3B 10.

(m, p)-Bereich 35.
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Nebenhiille % (B) 81.
Normalititsbereich 17.
Nullstellenfunktion 69.

Ordnung eines Verzweigungspunktes 13.
— von Nullstellenflichen 60.

Polstelle 60.

Polyzylinder 1.

—, gleichseitiger 36.
Pseudokonvexitit 27, 29.
Pseudopolynom, ausgezeichnetes 57.
—, irreduzibles ausgezeichnetes $8.
Punkt #ber dem R,, 6.
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Randpunkt 13.
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Regularititsbereich 16.
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Reinhardtscher Korper 33.
Reprisentantenbereich 108.
Rungescher Bereich 78.
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Superharmonische Funktion 47.

Symmetrieebene eines Hartogsschen
Korpers 35.

Tangente an ein m-dimensionales
Flachenstiick 23.

Teilbereich 9.

Teilbarkeit von Funktionen 58.

Transformation, analytische 18.

—, ausgeartete 20.

—, meromorphe 19.

Uberlagerungsbereich 9.

Umgebung U(P) eines Punktes P in
einem Bereiche 9.

— eines Randpunktes 13.

— % in einem Bereiche 7.

— uniformisierbare, eines Verzwei-
gungspunktes 14.

Verzweigungspunkt 13.

Zylinderbereich 32.
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along circles, Picard’s theorem, functions with
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dau’s publications. A minimum of initial knowl-
edge is assumed of the reader.
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By H. WEYL

“The lectures by Weyl aim at two things, viz.,
laying with complete rigor the foundations for
the construction of Riemann surfaces, and then
showing their usefulness by considering on them
various integrals, the Riemann-Roch theorem,
Abel’s theorem, and the problem of uniformiz-
ing functions . . .

“. . . evidence in the plan, the choice of ma-
terial, and the exposition, that he is a master of
the subject . . . exceptionally well done both
in mathematical quality and method of pre-
sentation.””—Bulletin of the American Mathe-
matical Society.

PARTIAL CONTENTS: I. Concept and Topol-
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INTEGRAL FUNCTIONS

By G. VALIRON

“These lectures give us in the form of elegant
and illuminating theorems, the latest word of
mathematical science on the subject of Integral
Functions. And they do more. They descend to
details, they take us into the workshop of the
working mathematician, they explain to us the
nature of his tools, and show us the way to use
them; while at the same time . . . they inspire
us with the desire and furnish us with the means
‘of completing [the development of the subject]
ourselves.

“The book will not be found difficult
by the earnest student. He may hope to
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“For the philosophic mathematician the sub-
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LE CALCUL DES RESIDUS
By E. LINDELOF

The calculus of residues has important appli-
cations in a striking diversity of mathematical
fields: statistics, number theory, the theory of
Fourier series, the calculus of finite differences,
mathematical physics and advanced calculus as
well as function theory itself.

Lindel6f’s standard treatise is from the famous
series of books on function theory, the Collection
Borel. Long out of print, this work will find a wel-
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PARTIAL CONTENTS
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By L. BIEBERBACH

One of the salient features of Prof. Bieber-
bach’s book is its completeness; despite the ele-
mentary character of the work every important
function-theoretic concept and method receives
its due share of attention. Not only have the
Cauchy and Weierstrass viewpoints been ex-
pounded, but that of Riemann — usually neg-
lected because of its difficulty — has been ex-
pounded also, and all three have been incorpo-
rated into a unified exposition. This has been
made possible by Bieberbach’s original and ele-
mentary treatment of uniformization.

“One of the best introductions to the theory
of functions of a complex variable.

“. . . scores of new problems, methods and

results.

“Indispensable for anyone interested in
modern developments”—

Bulletin of the American Mathematical Society.

“Serious students of physics, engineering
and related fields . . . will profit by a thor-

ough study. of these volumes.”—/ournal of
Applied Physics.

Vol. 1. Fourth (latest) edition. xiv + 322 pages.
Vol. 2. Second (latest) edition. vi + 370 pages.

514 x 814.
Original price $14.80

Two vol. set $7.50





