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Vorwort. 
Die Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlichen war in 

den letzten J ahren in zahlreichen Landern Gegenstand mathematischer 
Forschung. Die groBe Zahl wissenschaftlicher Untersuchungen auf 
diesem Gebiete - in wenigen Jahren mehr als vorher in Jahrzehnten­
macht es den interessierten Gelehrten schwer, sich in der Spezialliteratur 
zurechtzufinden. Hinzu kommt, daB der Ausgangspunkt und die Vor­
aussetzungen - vor aHem die unausgesprochenen - bei den verschiede­
nen Autoren mehr oder minder voneinander abweichen. Das veran­
laBte den Herausgeber, uns zu einem Bericht tiber das gesamte Gebiet 
aufzufordern. 

Nun darf keineswegs tibersehen werden, daB mehrere allgemein ver­
breitete GesamtdarsteHungen vorliegen. Als altestes Lehrbuch ist hier 
zu nennen: FORSYTH: Theorie of functions of two variables. Cambridge 
1914, sodann der Enzyklopadieartikel von BIEBERBACH, abgeschlossen 
im Jahre 1922. Wenige Jahre spater (1924, in zweiter Auflage 1929) 
erschien dann das Werk von OSGOOD: Lehrbuch der Funktionentheorie 
Band Ill' eine Darstellung, der wohl die meisten von uns ihre EinfUhrung 
in diesen Stoff verdanken. SchlieBlich hat F. SEVERI 1931 einen Bericht 
verfaBt, der die rasche Entwicklung der Untersuchungen lebhaft wider­
spiegelt. 

Die vorliegende Schrift steht in ihrem Aufbau zwischen einem Lehr­
buch und einem enzyklopadischen Bericht. 

Wir waren bestrebt, unter Verarbeitung der neuen Veroffentlichungen 
eine einheitliche Darstellung zu geben, in der die zugrunde liegenden 
Voraussetzungen klar herausgearbeitet sind. Bei diesem Ziel konnten 
wir uns im Aufbau nicht nach historischen Gesichtspunkten richten. 
Vielmehr schien es uns erforderlich, als erstes Kapitel eine neue Theorie 
der Bereiche aber dem Raume von n komplexen Veranderlichen - als 
Analogon zu den RIEMANNSchen Flachen in der klassischen Funktionen­
theorie - aufzustellen. Bei der Eigenart der Funktionentheorie mehrerer 
Veranderlichen ist es nach den neuen Ergebnissen nicht moglich, einen 
groBen Tei! der allgemeinen Theorie zuerst fUr schlichte Bereiche auf­
zubauen, ohne nachher im Prinzip die Grundlagen noch einmal zu be­
handeln. 

Das zweite Kapitel bringt die geometrischen Grundlagen. Mit dem 
dritten Kapitel - der Behandlung der elementaren Reihen - beginnt 
dann die Untersuchung der Funktionen selbst. Das vierte Kapitel 
beschaftigt sich mit dem von HARTOGS und E. E. LEVI bewiesenen 



Vorwort. 

Kontinuitatssatz fUr Singularitatenmannigfaltigkeiten"und seinen Folge­
rungen. 1m Mittelpunkt des fiinften Kapitels steht der WEIERSTRASS­
sche Vorbereitungssatz; aus ihm folgt die Verteilung der Nullstellen 
und der auBerwesentlichen Singularitaten analytischer Funktionen 
t(Zl' ZI' ••• , z,,}. Das sechste Kapitel - die Theorie der Regularitats­
bereiche - wird vom Begriff der Regularitatshiillen und dem Haupt­
satz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit beherrscht. Der Abbildungs­
theorie ist das letzte Kapitel gewidmet. Hier schlieBen wir uns vor 
allem den Untersuchungen von H. CARTAN an, wahrend die Metrik 
von CARATHEODORY das Kapitel beschlieBt, obwohl sie historisch zuerst 
zu nennen ware und einen so groBen AnstoB zur Entwicklung der Ab­
bildungstheorie gegeben hat; doch steht sie mit den vorangehenden Ab­
schnitten in loserem Zusammenhang. Es folgt a1s Anhang dieses Kapitels 
ein kurzer Bericht iiber die BERGMANNSche Abbilduilgstheorie. 

Wir haben uns bemiiht, drei allgemeine Forderungen zu beachten, 
die uns dem Wesen einer Theorie der analytischen Funktionen zu ent­
sprechen scheinen, aber in der Literatur keineswegs immer zur Geltung 
kommen. 

1. Die endlichfemen Punkte des Raumes der komplexen Verander­
lichen Zl' z.' ... , z" sind vor den unendlichfemen Punkten nicht aus­
gezeichnet, und darum ist eine Ausnahmestellung der unendlichfemen 
Punkte moglichst zu beseitigen. 

2. Eine komplexe Funktionentheorie ist komplex aufzubauen; ein 
Zuriickgreifen auf Real- und Imaginarteile ist zu vermeiden. 

3. Die verschiedenen Veranderlichen Zv Zll' ••• , z" sind gleichberech­
tigt. Deshalb ist eine Zerlegung nach den einzelnen Veranderlichen und 
damit ein stufenweiser Aufbau der Probleme mit Hilfe der klassischen 
Funktionentheorie nach Moglichkeit zu unterlassen. Solche Zerlegungen, 
standig angewandt, fiihren leicht zu rein formalen Obertragungen der 
klassischen Theorie. 

Der von vornherein festgesetzte Umfang dieser Schrift legt uns 
starke Beschrankungen auf. Es ist uns aus diesem Grunde unmoglich, 
auf die Untersuchung spezieller Funktionen (so der algebraischen, 
periodischen, automorphen und ganzen Funktionen) einzugehen. Aber 
auch die ausfiihrlichen Beweise ffir die zahlreichen Aussagen konnen 
nicht gebracht werden, ohne den Umfang der Schrift zu vervielfachen. 
Trotzdem haben wir an den wichtigsten Stellen den Beweisgang so zu 
skizzieren versucht, daB der geiibte Leser die Grundziige des Beweises 
daraus erkennen kann. Das muBte auch dort geschehen, wo der durch 
unser Programm bestimmte Aufbau in der Literatur nicht vorkommt. 
Sonst haben wir lediglich auf die veroffentlichten Beweise hingewiesen. 
Auch galt uns als Grundsatz, Dinge, die in den obenerwahnten Gesamt­
darstellungen (insbesondere im OSGooDschen Lehrbuch) ausfiihrlich be­
handelt werden, so kurz wie mOglich zu besprechen. 
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Eine schwierige Entscheidung verlangte von uns die Frage, ob wir 
die Theorie von n komplexen Veranderlichen nur fur die beiden Ver­
anderlichen w und Z oder fUr die n komplexen Veranderlichen Zl, Z2, ••• , zn 
durchfuhren sollten. Zweifellos birgt die Verwendung der Zl, Z2, ••• , zn 
die Gefahr in sieh, daB die Darstellung technisch zu kompliziert wird 
und dann der Plastik, urn die wir redlich gerungen haben, entbehrt. 
Auf der anderen Seite belastet die alleinige Verwendung von w und Z 

-immer unter der Voraussetzung, daB es sich hier urn eine Funktionen­
theorie mehrerer Veranderlichen handelt - nicht nur das Cewissen 
mathematischer Pedanten. Als Ausweg haben wir einen KompromiB 
gewahlt. Dberall dort, wo der Formelapparat fUr die Funktionen uber 
dem Raume von n komplexen Veranderlichen nicht erheblich groBer 
ist als jener fUr die Funktionen f (w, z) - und das gilt fUr den weit 
uberwiegenden Teil dieser Schrift -, behandeln wir die Funktionen 
t(Zl' Z2' ••• , zn}. An den ubrigen Stellen beschranken wir uns auf die 
Veranderlichen w und z, das gilt vor allem dort, wo anschaulieh Geo­
metrisches wie die Kreiskorper und andere spezielle Bereiehe hinein­
spielen. Nur in einzelnen Fallen werden wir durch sachliehe Schwierig­
keiten hierzu gezwungen. Wo dies eintritt, ist es jeweils hervorgehoben. 

Zahlreiche Kollegen und jungere Mathematiker haben mittelbar zur 
Gestaltung dieser Schrift beigetragen. Junge Kommilitonen gaben, 
seitdem der altere von uns beiden vor einigen Jahren eine Vorlesung 
uber dieses Gebiet und daran anschlieBend regelmaBig Seminare abhielt, 
durch ihr Interesse unserer Arbeit eine fruchtbare Resonanz. Manche 
Fachgenossen haben, im AnschluB an die Lekture der ausgearbeiteten 
Vorlesung und an Gastvortrage in Munster, in Diskussionen und Korre­
spondenz mit uns zur Klarung vieler hier behandelter Fragen bei­
getragen. Erwahnt seien die Herren ST. BERGMANN, CARATHEODORY, 
H. CARTAN, L. FANTAPP[E, HARTOGS, KNESER, TOEPLITz, WELKE. 

Eine ganz besondere Pflicht ist es uns, Herrn Professor H. CARTAN 
in StraBburg, Herrn Professor H. KNESER in Greifswald und Ecc. Pro­
fessor SEVERI in Rom fiir die ausfiihrliehen Kritiken des Manuskriptes 
unsern Dank auszuspreehen, die uns zu manchen Verbesserungen ver­
anlaBten. Ebenso haben wir Herrn Privatdozenten Dr. G. KOTHE und 
Herrn Dr. PESCHL in Munster sowie Herrn EICHELBR);;NNER in Rom 
fUr die Bereitwilligkeit und Muhe zu danken, mit der sie uns beim 
Lesen der Korrekturen unterstutzt haben. 

Munster i. W., Oktober 1933. 

H. BEHNKE. P. THULLEN. 



Inhaltsverzeichnis. 
Die abgekilrzten Literaturbinweise im Text bezieben sicb auf das Literaturverzeicbnls am SchIuO des 
Bericbtes. Dnrt belindet sicb auBerdem oin alpbabetiscbes Verzeicbnis der bier deliDierten Begriffe. 

Dber den Begriff des analytischen Funktionselemen tes 

I. Bereiche fiber dem erweiterten Raume 
§ 1. Der erweiterte Raum . . . . . 
§ 2. Bereiche . . . . . . . . . . . 
§ 3. Rand- und Verzweigungspunkte 
§ 4. Funktionen und Bereiche 
§ 5. Analytische Abbildungen. . . . 

II. Geometrische Grundlagen ... 
§ 1. m-dimensionale Mannigfaltigkeiten 
§ 2. Analytische (charakteristische) FHlchen 
§ 3. Hyperflachen . . . . . . . . . . .. 
§ 4. Spezielle Bereiche iiber dem R. . . . 

Seite 

3 
3 
6 

13 
15 
18 

21 

21 
23 
27 
32 

III. Darstellung regularer Funktionen durch elementare Reihen 36 
§ 1. Der Bereich der absoluten Konvergenz von Potenzreihen . 36 
§ 2. Potenzreihen und das Integral von CAUCHY. . . 40 
§ 3. Der invariante Konvergenzkorper. . . . . . . . 41 
§ 4. Die Entwicklungen nach je einer Veranderlichen . 44 
Anhang: Superharmonische Funktionen . . . . . 47 

IV. Singulare Mannigfaltigkeiten . . . . . . . 49 
§ 1. Der Kontinuitatssatz und seine unmittelbaren Folgerungen 49 
§ 2. (2n - 2)-dimensionale singulare Mannigfaltigkeiten . . . . 51 
§ 3. Natiirliche Grenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 

V. Die Verteilung der Nullstellen und auBerwesentlichen Singu-
lari ta ten . . . . . . . . 56 

§ 1. Der Vorbereitungssatz. . . . . . . . . . . . 56 
§ 2. Null- und Polstellenflachen. . . . . . . . . . 58 
§ 3. Meromorphe Funktionen im erweiterten Raume 61 
§ 4. Funktionen zu vorgegebenen Pol- und Nullstellenfl!l.chen 64 

VI. Theorie der Regularitatsbereiche und Regularit!l.tshiillen 70 
§ 1. Der Hauptsatz iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit. . . .. 70 
§ 2. Eigenschaften der Regularitatsbereiche und Regularita.tshiillen. 73 
§ 3. Konvergenz- und Normalitatsbereiche. . . . . . . . . . .. 76 
§ 4. Der RUNGESche Satz und nichtschlichte Regularitatshiillen schlichter 

Bereiche . . . . . . . . . . . . . . . . 78 
§ 5. Konvergenzprobleme der Regularitatshiillen 80 

VII. Abbildungstheorie . . . . 83 
§ 1. Eindeutigkeitssatze . . . 84 
§ 2. Folgen von Abbildungen 85 
§ 3. Innere Abbildungen . . . 87 



Inhaltsverzeichnis. 

Seite 
4. Maxirnalteiler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 89 
5. Der CARTANsche Abbildungssatz. . . . . . . . . . . . .. 90 
6. Die rnittelpunktstreuen Abbildungen der eigentlichen kreissyrn­

rnetrischen Bereiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 
7. Die nichtrnittelpunktstreuen Abbildungen kreissyrnrnetrischer Be-

reiche. . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 
§ 8. Die Metrik von CARATHEODORY . . . . . . 100 
§ 9. Verschiedene Fragen zur Abbildungstheorie . 103 
§ 10. Die BERGMANNSche Abbildungstheorie 105 

Literatur*. . . . . . . . . . . . . . . . 109 

Zusarnrnenstellung wichtiger Begriffe . 114 

* Die ab 1921 erschienene Literatur ist nach Moglichkeit vollstandig beriick­
sichtigt. (Altere Literatur siehe auch BIEBERBACH, Enzyklopadieartikel.) 



fiber den Begriff des analytischen 
Funktionselementes. 

Den Begriff der analytischen Funktion / (Zl , Z2' ... , zn) fUhren wir 
mit Hilfe konvergenter (n-facher) Potenzreihen 

00 

(1) 1: am" m" .•. , "'n (Zl - iXl)m, (Z2 - iX2)m • ••• (zn - iXn)mn 
ml, ... ,mn 

ein. Die Reihe (1) mit dem Entwicklungspunkt (iXl' iX2 ' ••• , iXn) heiBe 
dabei im Punkte (PI' P2' ... , Pn) konvergent, wenn mindestens eine 
der einfachen Reihen, in die (1) angeordnet werden kann, im Punkte 
(PI' P2' ... , Pn) konvergiert. A us der Konvergenz dieser Reihe im 
Punkte (PI' P2' ... , Pn) /olgt die absolute und gleichmiifJige Konvergenz tur 
jede abgeschlossene Punktmenge, die ganz im Innern des Polyzylinders 
I Zi - iXi I < I Pi - <Xi I (i = 1, 2, . . ., n) liegt (z i tie r tal s Sa tz A). Ferner 
gibt es zu je n - 1 nichtnegativen Zahlen rl , ..• , r v - 1 , rv+1 , ••• , rn-l 
eine nichtnegative Zahl rv , so daB die Reihe (1) fUr aIle Punkte 
(Zl' Z2' ... , zn) konvergiert, fUr die IZi - iXil < ri (i = 1,2, ... , n), und 
divergiert fur aIle Punkte, fUr die I zi - iXi I > ri (i = 1, 2, ... , n) . 

Aus der ersten dieser beiden Aussagen ergibt sich insbesondere, daB 
die Punkte, in denen (1) konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, 
niemals inn ere Punkte der Menge von Konvergenzpunkten sein k6nnen. 
Die inneren Punkte dieser Menge bilden - falls iiberhaupt vorhanden -
einen den Entwicklungspunkt (iXl' iX2 , ••• , iXn) enthaltenden offenen 
Bereich, der als Konvergenzbereich von (1) bezeichnet wird. In bezug 
auf Konvergenzfragen der Reihe (1) interessieren uns spaterhin nur die 
Punkte dieser Konvergenzbereiche. Da hier absolute Konvergenz vor­
liegt, erubrigt es sich, anzugeben, in welcher Reihen/olge die Potenzreihe 
summiert werden soU. 

Wir k6nnen jetzt definieren: Die Funktion t(Zl' Z2' ... , zn) - oder 
das Funktionselement /(Zl' Z2' ... , zn) - ist analytisch im Punkte 
(iXl' iX2 , .•• , iXn), wenn sich t in einem 2 n-dimensionalen Polyzylinder .8 
durch eine dort konvergente Potenzreihe darstellen laBt. Da dann die 
Reihe (1) urn jeden anderen Punkt (Yl' Y2' ... , Yn) des Polyzylinders.8 
in eine in der Umgebung von (Yl' Y2' ... , Yn) konvergente Potenzreihe 
[mit (Yl' Y2' ... , Yn) als Entwicklungspunkt] umgebildet werden kann, 
folgt, daB t (Zl' Z2' ... , zn) in samtlichen inneren Punkten des Poly­
zylinders analytisch ist. (V611ig gleichbedeutend mit dem Ausdruck 
"analytische Funktion" gebrauchen wir den Ausdruck "regulare Funk­
tion" .) 



2 tJ'ber den Begriff des analytischen Funktionselementes. 

Wir halten uns also bei der Einfiihrung der analytischen Funktionen 
ganz aI). den WEIERSTRAssschen Aufbau. Wollte man sich dem RIE­
MANNschen Vorgehen anschlieBen, so hatte man zu definieren: I(Zl' Z2' ... , zn} 
heiBt regular im 2n-dimensionalen Bereiche )8, wenn in jedem Punkte 

(!Xl' cX2, ... , lXn) von )8 die Ableitungen __ ~t (i = 1,2, ... , n) existie-
uZl 

ren, d. h. die Funktionen I(Zl' lX2' !Xa, ... , !Xn}, l(lX1, Z2' !Xa, ... , !Xn}, ... , 
l(cX1, !X2, ... , iXn- 1, zn} jeweils in den entsprechenden zweidimensionalen 
Bereichen im Sinne der klassischen Funktionentheorie (abgekiirzt 
Kl.Th.) analytisch sind. Urn die Aquivalenz beider Definitionen zu 
zeigen, hat man eine besondere Schwierigkeit zu iiberwinden. Damit 
eine nach RIEMANN in einer Umgebung U von P regulare Funktion I 
urn P in eine l;>otenzreihe nach den n Veranderlichen entwickelt werden 
kann, mull der Nachweis der Stetigkeit von I in U erbracht werden 
(bzw. der Beschranktheit, woraus sich nach OSGOOD 1 allerdings schon 
die Stetigkeit schlie Ben laBt). Das ist recht miihselig2, wahrend um­
gekehrt offensichtlich eine Funktion, die urn P in eine Potenzreihe 
entwickelt werden kann, in einer Umgebung von P nach Zl' Z2' ... , Zn 
differentiierbar ist. 

Der Satz von der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung ICings 
eines gegebenen Weges gilt hier wie in der Kl.Th. Grundlegend ist dafiir: 
11 (Zl' Z2' ... , Zn) sei regular in dem 2n-dimensionalen Polyzylinder 31' 
12 (Zl' Z2' ... , zn) in dem Polyzylinder 32; 31 und 32 magen innere 
Punkte gemeinsam haben. In diesen Punkten mage 11 (Zl' Z2' ... , Zn) 
= 12(Zl' Z2' ... , Zn} sein. Dann gibt es eine und nur eine Funktion 
I(Zl,Z2'" .,zn}, die in 21 und 32 regular, in 21 mit Idz1,Z2'" .,zn) 
und in 22 mit 12(Zl,Z2'" .,z,.) identisch ist. 

1 OSGOOD: Math. Ann. Bd.62 (1905). 
2 Siehe HARTOGS [1]; OSGOOD: Lb. Kap. III, §§ 17-21 und oben 5.15. 



Erstes Kapitel. 

Bereiche fiber dem erweiterten 
Raume. 

§ 1. Der erweiterte Raum. 
Wie in der Kl.Th. denken wir uns den (schlichten) endlichen Raum 

der Zl' Z2' ... , zn durch geeignete Einfiihrung unendlichferner Punkte 
so erweitert, daB jede unendliche Punktmenge des erweiterten Raumes 
dort mindestens einen Haufungspunkt besitzt, der erweiterte Raum 
also geschlossen (d. h. in sich kompakt) ist. 

In der Kl.Th. fUhrt man bekanntlich den Punkt ,,00" mit Hilfe der 

Transformationen Z = az + db ein. Wahrend diese Erweiterung der 
cz + . 

z-Ebene zugleich die einzig mogliche ist, kommen hier zur AbschlieBung 
des R2n viele Gruppen rationaler Transformationen in Frage. Ublich 
ist die AbschlieBung mittels der Gruppe G der gebrochen linearen Trans­
formationen 

(G) Z. _l1.iZ,+ bi 

,- c,Z, + bi ' 

wie mittels der Gruppe r der projektiven Transformationen 

1 
Zi = ao., + a,.,z, + a •. ,z. + ... +!l"~i!n 

(r) bo + bIZ! + b2 z2 + ... + b.zn ' 

'-12 D(ZI,Z2,···,Zn) 0 
~- " ... ,n, D( ) =1= • 

Zl' Z2, .. "z" 

Fur n = 2 sind zugleich G und r (G evtl. kombiniert mit Zl = Z2' Z2 = Zl) 

und ihre Untergruppen die einzigen Gruppen gebrochen linearer Trans­
formationen. In diesem Falle gehOrt namlich jede gebrochen lineare 
Transformation, deren Inverse wieder eine solche ist, entweder zu G 
oder zu r (evtl. nach Vertauschung der Koordinaten)l. 

Wir haben uns im folgenden fUr die AbschlieBung des R2n durch die 
projektive Gruppe r - oder, was dasselbe bedeutet, mit Hilfe homo­
gener komplexer Koordinaten - entschlossen. 

1m projektiv erweiterten Raume sind samtliche analytischen (2n - 2-
dimensionalen) Ebenen 2 gleichberechtigt; jede sOlche Ebene kann durch 
eine geeignete eineindeutige Transformation des (erweiterten) Raumes 
auf sich in jede andere ubergefiihrt werden. Dagegen sind im RG -

1 Zur Einfiihrung der durch G und r (und andere Gruppen) erweiterten Raume 
siehe auch OSGOOD: Lb. und SEVERI [7J; bei OSGOOD wird der mittels G erwei­
terte Raum Ro der "Raum der Funktionentheorie" genannt. 

2 Vgl. Def. auf S. 26. 



4 I. Bereiehe fiber dem erweiterten Raume. 

so sei der mittels der Gruppe G erweiterte Raum bezeichnet - die Koordi­
natenebenen und die zu ihnen parallelen Ebenen Zi = konst. vor den 
iibrigen ausgezeichnet; bei einer eineindeutigen analytischen Trans­
formation von RG auf sich gehen sie nur wieder in Ebenen Zi = c iiberi. 
Weiter besitzt der projektiv erweiterte Raum Rr genau eine "unendlich­
ferne Ebene", RG aber deren n, die nur in die Ebenen Zi = c iibergefiihrt 
werden konnen, wahrend in Rr die unendlichferne Ebene durch eine 
eineindeutige analytische Transformation von Rr in sich auf jede be­
liebige analytische Ebene abgebildet werden kann. Man beachte ferner, 
daB die ganzen linearen Transformationen, die den endlichen Raum 
eineindeutig auf sich abbilden, wohl Rr , nicht aber RG wieder einein­
deutig in sich transformieren2• 

Es ist hiermit natiirlich keineswegs gesagt, daB nicht bei speziellen 
Problemen eine andere Erweiterung des Raumes als die durch r zweck­
maBiger ist. 

Homogene Koordinaten. Zur Definition des projektiv er­
weiterten Raumes fiihren wir zunachst homogene Koordinaten ein. 
Hierzu betrachten wir die Gesamtheit @)aller Systeme (WI' ... , w'l' wn+1) 
von n + 1 beliebigen komplexen Veranderlichen WI' ... , Wn ' wn+1 mit 
Ausnahme von (0,0, ... ,0,0). Zwei Systeme (WI'" ., Wn ' Wn+I) und 
(WI' ... , Wn , wn+1) heiBen dabei iiquivalent, falls es ein komplexes 
A =1= ° gibt, so daB Wi = AW; (i = 1, ... , n, n + 1). 

Diese Aquivalenz ruft in @) eine Klasseneinteilung hervor. Eine 
solche Klasse heifJt ein Punkt P des profektiven Raumes von n komplexen 
Veriinderlichen, ferner ein System (wf', ... , w~', w;?'+1) ein Reprasentant 
seiner Klasse bzw. des Punktes P- wir schreiben P(w?, ... , wC:, W;?'+I)' 
Die Gesamtheit aller Punkte P(wI , . .. , wn ' wn+1) bildet den profek­
tiven Raum von n komplexen Veranderlichen - wir nennen ihn 
den erweiterten Rsn oder, falls keine Verwechslung moglich ist, kurz 
den R2n . 

Die Punkte, tur die wn+1 = 0, nennen wir die unendlichfernen 
Punkte, ihre Gesamtheit die unendlichferne Ebene des R2n . Jeder vor­
gegebene unendlichferne Punkt ist durch eine geeignete Transformation 

(1 ) { W: = ai, I WI + ... + ai,nWn + ai,n+1 Wn+1 

1 = 1, ... , n, n + 1, I aik I =1= ° 
in einen vorgegebenen endlichen Punkt transformierbar; ebenso laBt 
sich die unendlichferne Ebene wn+1 = ° durch eine so1che Transformation 
in jede beliebige 2n - 2-dimensionale analytische Ebene iiberfiihren. Die 

1 Naeh OSGOOD: Lb., S. 299 sind die Transformationen aus G zugleich die 
einzigen fiberall eineindeutigen und analytischen Abbildungen von Ro auf sieh. 

I Auf die Vorteile der Verwendung des Raumes R[ hat insbesondere SEVERI 
hingewiesen; vgl. etwa SEVER I [7]. Siehe dart auch iiber die Abbildung des Rr 
im FaIle n = 2 auf eine endliche Mannigfaltigkeit des reeIl proj. Rs' 



§ 1. Der erweiterte Raum. 

Transformationen (1) bilden zugleich den erweiterten R2n eineindeutig 
auf sich abo 

]edem endlichen Punkte (WI' ... , Wn ' Wn+1) entspricht auf Grund 
der Beziehung 

(2) Zi = -~ bzw. wi = AZi (i = 1, ... , n), W,,+} = A (). =!= 0) 
Wn+ 1 

eineindeutig ein Punkt (z}, ... , z,,) des gewi:ihnlichen (endlichen) Raumes 
der n Veranderlichen ZI' ... , Zn; die Wi nennen wir zum Punkte (ZI' ... , Z,,) 

gehi:irige homogene Koordinaten. 
Die Begriffe des Haufungspunktes, der Konvergenz und der Stetig­

keit einer Funktion im erweiterten Raume fiihrt man wie ublich ein; 
als Umgebungen eines unendlichfernen Punktes P betrachte man dabei 
diejenigen P enthaltenden Punktmengen, die bei einer Transformation (1), 
die Pin einen endlichen Punkt p* wirft, in Umgebungen von p* uber­
gehen [dessen Umgebungen mittels der Zuordnungen (2) durch Um­
gebungen im gewi:ihnlichen endlichen Raume gegeben sind]. 

]ede unendliche Punktmenge im erweiterten R2n hat dort mindestens 
einen Haufungspunkt - der erweiterte Raum ist also, wie verlangt, 
geschlossen; zugleich bildet die Gesamtheit aller Transformationen (1) 
eine geschlossene Gruppe. 

Die analytischen Funktionen im erweiterten Raume. Wir 
werden eine Funktion f (ZI' ... , z,,) der n komplexen Veranderlichen 
Zl' ... , z" im endlichen Punkte PO('i£'iOI, ... , W~', W~~l) des erweiterten 
Raumes analytisch nennen, falls! (Zl' ... , z,,) in dem Punkte (zr, ... , z~\) 

lUI 

des gewohnlichen Raumes analytisch ist, wobei zr' = .1i.I' .. (i = 1, ... , n). 
W~~l 

Das analytische Verhalten einer Funktion in einem unendlichfernen 
Punkte legen wir so fest: 

Definition. f(ZI' ... , zn) heiBt im unendlichfernen Punkte 
PO(w I ,···, W", 0) analytisch, wenn - es sci W~" 1= 0 - die Funktion 
t(Zl zv-l 1 zv+1 Zn). P k P ( (01 10> 101 " .. , ----, --, ----, .. " - 1m un te 0 Wl).··,W-v_l,O,Wv+l,"" 
~ h h h h 

W~', W~';) analytisch ist. 
Das analytische Verhalten von f (ZI' ... , Zn) ist invariant gegenuber 

einer Transformation (1) bzw. der zugehi:irigen projektiven Trans­
formation (1 a) (s. S. 6). 

Analog werden das meromorphe bzw. das singuliire Verhalten und die 
a-Stellen einer Funktion in einem unendlichfernen Punkte definiert. 

Es fehIt noch der Begriff des Bereiches im erweiterten Raume, den 
wir wie folgt einfiihren: 

Eine Menge 58 von Punkten des erweiterten Raumes heiBt ein 
Bereich im R2n (oder auch des R2n), falls 1. 58 mit einem Punkte P 
stets eine volle Umgebung von P enthaIt, 2. zu je zwei Punk ten p(I) 
und p(2) aus 58 sich eine endliche Foige PI = pm, P Z'· .. , Pm = P(~) 
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und sie enthaltende Umgebungen U (PI) angeben lassen, so daB samt­
liche U (PI) nur Punkte aus m enthalten und je zwei aufeinander fol­
gende Umgebungen U(P,) und U(Pl+I) Punkte gemeinsam haben, 

Bemerkung. Wir konnen im erweiterten Raume fiir die Punkte die 
alten Symbole (ZI' ... , z.) beibehalten. Wir verstehen namlich im folgenden 
unter (ZI' ... , z.) den Punkt P des erweiterten Raumes mit einem Reprasen­
tanten (A41 , ••• , AZ., A), A of 0 [vgl. (2)]. Hierzu ist beziiglich der unendlich­
fernen Punkte folgende Erganzung zu machen: Hat der unendlichferne 
Punkt Po den Reprasentanten (ai' ... , ay " ••• , a., 0) und ist "0 der erste 
Index, so daB ~y of 0 - also Po = Po(O, .. .. ,0, a"" ... , a ,0). ay , of 0-, 

so ordnen wir Po das Symbol (0, ... ,0,00, aY,+l, ... , a.) zu. Symbole, 
a,.o a,.o 

in denen mehr als einmal das Zeichen 00 auf tritt, sind hier nicht definiert; 
jedem unendlichfernen Punkte ist genau ein Symbol zugeordnetl. 

Statt der Transformationen(1) haben wir in den ZI entsprechend die 
zugehorigen projektiven Transformationen zu betrachten: 

(1 a) i = 1, .. OJ n. 

§ 2. Bereiche. 
Das gesamte Verhalten einer analytischen Funktion in einem Be­

reiche mist an ihr Verhalten in der zugehOrigen "Regularitatshiille"z 
gebunden - der aus m durch gleichzeitige Fortsetzung samtlicher in m 
regularen Funktionen hervorgegangenen "Riille"; diese braucht jedoch 
nicht mehr schlicht zu sein, wenn auch der gegebene Grundbereich m 
schlicht ist (in der Kl.Th. ist die Regularitatshiille eines Bereiches )8 

mit )8 identisch). Wir lassen daher von vomherein die Beschrankung 
auf schlichte Bereiche fallen und legen beliebige Bereiche zugrunde. 

Definition. Ein Ding P mit einem ihm zugeordneten System von 
n komplexen Zahlen (Zl' Z2' ..• , z,,) heiBe ein Punkt tiber dem Rho 
Wir schreiben P(Zl' Z2' ... , z,,) oder kiirzer P und nennen (Zl' Z2' ..• , zn) 
den Grundpunkt, Zl' ZZ' ••. , z" die Koordinaten des Punktes P. Wir 
sagen auch, der Punkt P ist dem Punkte (Zl' Z2' •.• , zn) des R2n uber­
lagert. Wir nennen P einen endlichen oder unendlichfemen Punkt, 
je nachdem sein Grundpunkt endlich oder unendlichfem ist. Den zu 
einem Punkte P gehOrigen Grundpunkt bezeichnen wir meist mit !: 
und entsprechend mit Wl die Gesamtheit der zu einer gegebenen Menge Wl 
gehOrigen Grundpunkte. 

I Die eingeffihrten Symbole ffir die unendlichfernen Punkte enthalten natiirlich 
eine gewisse Willkfir; so hlitte man an die Stelle jeder anderen von Null ver­
schiedenen homogenen Koordinate das Zeichen 00 setzen konnen. Man beachte 
daher, daB etwa die FoJge der Punkte (0, .. ,,0, m, 1, ... , 1) m = 1,2, . , . gegen 
den unendlichfernen Punkt (0, . , ,,0, 00, 0, .. ,,0) und nicht gegen (0, ' . ,,0,00, 
1, ... , 1) konvergiert. 

2 Vgl. Kap. VI. 



§ 2. Bereiche. 7 

Eine Punktmenge tiber dem R2n heiBt schlicht, falls sie keine zwei 
verschiedenen Punkte mit gleichen Koordinaten enthalt. Eine schlichte 
Punktmenge ~ heiBt dabei ein schlichter Bereich, falls die Menge ~ der 
Grundpunkte von ~ einen Bereich des R2n bildet (vgl. § 1). ~ nennen 
wir denzu ~ gehOrigen Grundbereich. 

Den Begriff eines beliebigen Bereithes tiber dem R2n k6nnen wir 
jetzt wie folgt einfUhren: 

Defini tion. Eine Punktmenge ~ tiber dem R2n nennen wir einen 
Bereich tiber dem R2n, falls sich in ~ ein System e von Teil­
mengen m - die wir Umgebungen nennen - so definieren laBt, daB 
diese den fUnf Forderungen gentigen: 

1. ]ede Umgebung mist ein schlichter Bereich. 
2. ]eder Punkt aus ~ liegt in mindestens einer Umgebung. 
3. Haben zwei Umgebungen 181 und 182 einen Punkt P gemeinsam, 

so gibt es eine P enthaltende Umgebung 18, die nur aus gemeinsamen 
Punkten von 181 und 182 besteht. 

4. Sind PI und P 2 zwei verschiedene Punkte aus ~, so gibt es eine PI 
enthaltende Umgebung 181 und eine P2 enthaltende Umgebung 182 , 

die keinen Punkt gemeinsam haben. 
5. Zu zwei Punkten p(l) und p(2) lassen sich endlich viele Um­

gebungen 181 ,182"", 18m angeben, SO daB ml Und18l+l (l = 1,2, ... , m-1) 
mindestens je einen Punkt gemeinsam haben und ferner p(l) in 181 

und P(2) in 18m enthalten ist - wir sagen p(l) und P(2) sind miteinander 
verbindbar. 

Die Forderungen 1 bis 4 sind die eigentIichen "Umgebungspostulate"; 
eine Menge, .dic diesen vier Forderungen gentigt, nennen wir eine 2n­
dimensionale Punktmenge tiber dem R2n . In der Forderung 5 wird 
lediglich der Zusammenhang verIangt - es laBt sich leicht zeigen, daB 
diese Forderung durch die vielfach tibliche ersetzt werden kann, daB 
zwei Punkte stets durch eine Kurve verbindbar sind 1. 

Auf Grund der Postulate 1 bis 4 folgt, daB man zu jedem Punkte 
"beliebig kleine" Umgebungen angeben kann; es gilt namlich: 

Gegeben sei eine Umgebung 18, ~ sei der zugehorige Grundbereich, 
ferner ~o ein beliebiger in J§ enthaltener Bereich des R2n . Ist dann M 
ein Punkt aus 18, dessen Grundpunkt M in ~o liegt, so gibt es eine M 
enthaltende Umgebung mM , die nur Punkte aus 18 enthiilt und deren Grund-
punkte in ~o enthalten sind2. . 

Beweis. M habe die Koordinaten zjOI, Z~I, ... , Z~I; zu M gibt es ein r >0, 
so daB noch samtliche Punkte 

(~o) I Zi - z~oll s r, i = 1,2, ... , n 
1 Siehe aueh weiter unten (S. 8). 
2 Die Aussage dieses Satzes wird haufig (in etwas abgeanderter Form) als 

Umgebungspostulat benutzt; vgl. etwa E. CARTAN: La tMorie des groupes finis 
eet. Mlim. Sci. math. Paris 1930. - WEYL, H.: Die Idee der RIEMANNsehen FHiehe. 
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in ~o liegen (ist M ein unendlichferner Punkt, so wahle man eine ent­
sprechende in ~o liegende Umgebung). !:.O sei ein Randpunkt von ~o, Po der 
ihm iiberlagerte Punkt aus lB. Nach Forderung 4 gibt es dann zwei punkt­
fremde Umgebungen )8po und)8~, so daB )8po den Punkt Po, )8~ den Punkt M 
enthalt. Nach Forderung 3 diirfen wir annehmen, daB )8po und )8~ nUT 
Punkte aus )8 enthalten. Auf diese Weise lassen sich endlich viele Paare von 
Umgebungen )8Pl' )8~; )8p" )8~; ... ;mp ... )8~) angeben, so daB 1. samtliche )8p, 

und )8~ nur Punkte aus )8 und die )8t; insbesondere den Punkt M enthalten, 
2. die zu den )8P, gehorigen Grundbereiche den Rand von ~o vollstandig 
iiberdecken, 3. )8p, und )8~ punktefremd sind (I = t, 2, .. "' m). Nach 
Forderung 3 gibt es dann eine M enthaltende Umgebung )8,11, deren Punkte 
in samtlichen )8~ enthalten sind und die mit allen )8P, punktefremd ist. 
)8M hat offenbar die behauptete Eigenschaft, w. z. b. w. 

Den Begriff des Konvergenzpunktes und des Hiiu/ungspunktes einer 
Punktmenge eines Bereiches denken wir uns mit Hilfe der Umgebungen 
wie iiblich eingefiihrt, ebenso (mittels des Konvergenzbegriffes) die 
Stetigkei t der Zuordnung von Punkten eines Bereiches ~l zu Punkten 
eines Bereiches ~2 und entsprechend die Stetigkeit einer in den Punkten 
eines Bereiches definierten Funktion (vgl. auch § 4). 

1st m eine Teilmenge eines Bereiches ~ mit der Eigenschaft, daB 
jede unendliche Punktfolge aus m in m mindestens einen Haufungs­
punkt besitzt, so heiBe min!B abgeschlossen (oder kurz abgeschlossen). 
Fiir eine abgeschlossene Punktmenge gilt wie bei schlichten Mengen der 
HEINE-BoRELsche Uberdeckungssatz: 1st iedem Punkte P einer 
abgeschlossenen Menge m des Bereiches ~ eine P enthaltende Umgebung)Bp 
aus ~ zugeordnet, so gibt es in m endlich viele PI' so dap die den PI 
zugeordneten Umgebungen )BP, die Menge m uberdecken. 

Beweis. Nehmen wir an, der Satz ware falsch! Analog wie bei schlichten 
Mengen schlieBen wir zuriachst, daB mindestens ein Grundpunkt Q existiert, 
so daB die einer noch so kleinen Umgebung von Q iiberlagerten Punkte 
aus m sich nicht durch endlich viele der gegebenen Umgebungen iib.er­
decken lassen. Wegen der Abgeschlossenheit von m konnen iiber Q nur 
endlich viele Punkte 0(1), ... , OC') aus m liegen; )8oc~ (i = 1, 2, ... , s) seien 
die zugehorigen Umgebungen. Nach unserer Annahme laBt sich in m eine 
Punktfolge Qm so wahlen, daB ihre Grundpunkte gegen Q konvergieren, die 
Q .. aber keinem der )80CI) angehoren; die Qm konnen sich also gegen kein OC.1 

und somit iiberhaupt in m nicht haufen. Dies widerspricht der Abgeschlossen­
heit von m, w. z. b. w. 

Eine abgeschlossene Punktmenge ~ eines Bereiches ~ heiBt ein 
(abgeschlossenes) Kurvenstiick, falls sie sich eineindeutig und stetig 
den Punk ten eines Stiickes der reellen Achse A ;;;;;; t :::; B zuordnen 
laBt l . 

Zwei Punkte eines Bereiches lassen sich stets durch ein so1ches 
Kurvenstiick miteinander verbinden. 

Zwischen den Bereichen haben wir nunmehr die Beziehungen der 
.. Aquivalenz", .. liegt im Innem" usf. einzufiihren. Wir sagen: 

1 VgI. auch Kap. II, § 1. 
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Definition P. Die Bereiche )81 und )82 sind aquivalent oder -
falls kein Irrtum moglich ist - identisch, wenn man zwischen den 
Punkten aus )81 und den Punkten aus )82 eine eineindeutige und umkehr­
bar stetige Zuordnung so angeben kann, daB zwei einander entsprechende 
Punkte stets gleiche Koordinaten besitzen; wir schreiben )81- == )82' 

De fi nit ion 2. Der Bereich )81 liegt im Innern des Bereiches )82 
(wir sagen auch ,,)82 umta(Jt )81"), falls man den Punkten aus )81 ein­
deutig und stetig die Punkte einer Teilmenge von )82 so zuordnen 
kann, daB zwei entsprechende Punkte stets gleiche Koordinaten be­
sitzen; wir schreiben 181 < $2 . 

1st diese Zuordnung zugleich eineindeutig, so nennen wir )81 einen 
Teilbereich von )82' Wenn wir im folgenden eine Teilmenge ffi1 eines 
Bereiches )8 zugleich als einen Teilbereich von )8 voraussetzen, so solI 
die Zuordnung stets so verstanden sein, daB die Punkte aus ffi1 sich je 
selbst zugeordnet sind - wir set zen allerdings nicht voraus, daB das den 
Teilbereich ffi1 definierende Umgebungssystem in dem Umgebungs­
system von )8 enthalten ist. 

Gilt tur zwei Bereiche )81 < )82 und )82 < )81' SO ist )81 == )82' 
De fin i t ion 3. Der Bereich )81liegt ganz im Innern des Bereiches )82' 

falls 1. )81 im Innern von )82 liegt und 2. jede unendliche Folge von 
Punkten aus )82' die Punkten aus )81 zugeordnet sind, in )82 mindestens 
einen Haufungspunkt besitzt; wir schreiben 181 <::. 182 , 

Definition 4. Der Bereich )81 ist ein Uberlagerungsbereich des 
Bereiches )82' falls die beiden Bedingungen erfiillt sind: 1. )81 liegt im 
Innern von )82' 2. 1st P<I) ein Punkt aus )81' P(2) der ihm zugeordnete 
Punkt aus 582, ist ferner (£(2) irgendein in p(2) beginnendes und in )82 
verlaufendes Kurvenstiick, so gibt es stets in )81 genau ein in p(l) be­
ginnendes Kurvenstiick (£(1), so daB die den Punkten auf (£(1) zugeordneten 
Punkte aus )82 die Kurve (£(2) (und nur diesel ganz bedecken. 

Bisher haben wir nur von Umgebungen ~ schlechthin gesprochen, 
nicht aber von "den Umgebungen eines Punktes P" des gegebenen Be­
reiches; diese konnen wir jetzt wie folgt definieren: 

Defini tion. Jede schlichte, den Punkt P enthaltende Teilmenge des 
Bereiches )8, die zugleich einen Teilbereich von )8 bildet, nennen wir eine 
Umgebung des Punktes P - Bezeichnung U(P). 

Man beachte, daB keineswegs jede Umgebung U(P) notwendig eine 
Umgebung ~ des den Bereich definierenden Systems (S ist. Wohl ist 
umgekehrt eine Umgebung ~, die P enthalt, auch eine Umgebung 
U(P). 

Grundeigenschaften eines Bereiches. 
Eigenschaft A. Gegeben seien zwei Umgebungen U1 (P) und ~(P) 

eines Punktes P des Bereiches)8. 1st dann ~o irgendein E enthaltender) 

1 Zu den Definitionen 1 bis 4 siehe auch CARTAN-TuULLEN: S. 62~622. 
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den Grundbereichen von UdP) und U2 (P) gemeinsamer Teilbereich, so 
gehOren samtliche ~o uberlagerten Punkte aus U1 (P) auch U2 (P) an 
(und umgekehrt). Eigenschaft A gilt natiirlich erst recht fUr zwei Um­
gebungen ~1 und ~2 des den Bereich >8 definierenden Umgebungssystems 
(Verschiirfung von Forderung 3). 

Zum Beweise zeige man zunachst, daB eine P enthaltende Umgebung 
mo des Bereiches >8 existiert, die nur aus gemeinsamen Punkten von 
U1 (P) und U2 (P) besteht. Da ferner ein Haufungspunkt von gemein­
samen Punkten wieder ein solcher ist, folgt dann leicht die Behauptung. 

Eigenschaft A besagt insbesondere, daB das System der Umgebungen 
U(P) samtlicher Punkte eines Bereiches der Forderung 3 geniigt. Da 
die Forderungen 1, 2, 4, 5 trivialerweise erfiillt sind, konnen wir also 
das urspriingliche, den Bereich >8 definierende System 6 durch dieses 
"allgemeinste" Umgebungssystem ersetzt denken. 

Auf Grund der Eigenschaft A konnen wir jedem Punkte P eines Be­
reiches >8 eindeutig eine ausgezeichnete Umgebung U (P) - den zu P ge­
bOrigen Elementarbereich von >8 - zuordnen. Es sei namlich Po ein be­
liebiger Punkt des Bereiches >8 , Po habe die Koordinaten a1 , a2 , ••• , an 
bzw., falls Po ein unendlichferner Punkt ist, die Koordinaten 0, ... ,0, 
oo,av+l'" .,an • Zu Po gibt es dann sicher eine Umgebung U(Po), 
deren Grundbereich mit einem "Polyzylinder" IZi - ail < r (r> 0) 

bzw. einem Bereiche I :: - ai I < r (i '* v), '1 ;P I < r identisch ist; eine 

solche Umgebung wollen wir allgemein eine Polyzylinderumgebung mit 
dem Radius r nennen. Sind U1 (Po) und U2 (Po) zwei solcher Polyzylind.er­
umgebungen mit den Radien r1 und r2 und ist r1 < r2 , so ist U1 (Po) 
eine Teilmenge von U2 (PO) (vgl. Grundeigenschaft A). Hieraus folgt, 
daB unter allen Polyzylinderumgebungen des Punktes Po genau einer 
mit groBtem Radius ro existiert, den wir den zu Po gehorigen Elementar­
bereich des Bereiches >8 nennen (wir lassen auch ro = 00 zu). 

1st Po ein endlicher Punkt des Bereiches >8, so heiBe der Radius r 0 

des zu Po gebOrigen Elementarbereiches die Randdistanz von Po. Liegt 
der Bereich >80 ganz im Innern des Bereiches >8, so besitzen die Rand­
distanzen samtlicher endlicher Punkte aus >80 , die (auf Grund von 
Definition 2) Punkten aus>8 zugeordnet sind, eine untere Grenze e '* 0, 
die wir die Minimaldistanz von ~o in bezug auf ~ nennen. 

1st andererseits die Minimaldistanz (! des Bereiches ~o in bezug auf den 
Bereich ~ von Null verschieden, so braucht keineswegs ~o ~ ~ - auch 
dann nicht, falls ~o und ~ beschrankt sind. 
• Beispiel. ~o und ~ seien beide je unendlichblattrige Bereiche auf der 
zu logz geharigen RIEMANNSchen FHi.che, und zwar magen die Punkte von 
~o der Ungleichung 1 < Izi < 2, die von ~ der Ungleichung 0 < Izi < 3 
geniigen. Die Minimaldistanz von ~o in bezug auf ~ ist 1, ohne daB 
~o~~· 

Hat dagegen ~ (oder ~o) nur endlich viele Blatter (d. h. sind jedem Punkte 
des Ran h6chstens eine beschrankte Anzahl von Punltten aus ~ iiberlagert) 
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und ist j8 beschrankt, so gilt stets j80 ~ j8, falls nur j80 < j8 und die Mini­
maldistanz von j80 in bezug auf j8 von Null verschieden ist. 

Eigenschaft B. In einem Bereich ~ lafJt sich eine abzahlbare Menge 
von Punkten P l' P 2' ... , Pm' . .. so auswahlen, dafJ die zu den Pm 
gehorigen Elementarbereiche den Bereich ~ vollstandig iiberdecken 1• 

Sieher gibt es namlich in j8 nur abzahlbar viele Punkte mit rationalen 
Koordinaten. Die zu diesen rationalen Punkten geh6rigen Elementar­
bereiehe bilden dann bereits eine gewiinschte 'Oberdeckung. 

Der Durchschnitt einer Menge von Bereichen2• In jedem 
Bereiche ~ einer endlichen oder unendlichen Menge {~} von Bereichen 
sei ein Punkt O~ und dazu eine Umgebung U~ (OIB) gegeben, so daB 
alle 0IB denselben Grundpunkt Q und die UIB (OIB) den gleichen Grund­
bereich !! (Q) besitzen. Hat dann der Bereich ':3) die Eigenschaften: 

1. ':3) liegt im Innern aller ~; 
2. Die auf Grund von Definition 2 (S. 9) den Punkten von ':3) zu­

geordnete Teilmenge ':3)IB des jeweiligen Bereiches ~ enthalt 0IB (fUr alle ~ 
der Menge {~}); 

3. Jeder Bereich mit den Eigenschaften 1 und 21iegt in 'l), 

so nennen wir '!l den Durchschnitt der Menge {IB} beziiglich der 
Punkte Ot!. 

Beweis der Existenz. Ein System {p~} von Punkten der Bereiche ~ - -
nennen wir einen Punkt Po der "Durchschnittsmenge" 'l) der Bereiche ~ , 
falls 1. samtliche Punkte des Systems den gleichen Grundpunkt Po 
besitzen, 2. in jedem Bereiche~' der Bereichmenge {~} genau ein Punkt 
p~, des Systems und ferner eine Umgebung UIB , (P~,) liegt, deren Grund­
bereich fiir aIle )8' mit einem fest en Bereiche Uo (Po) identisch ist. Zwei 
Punkte pili = {pW} und pl21 = {Pgl} sollen dan~ u~d nur dann identisch 
sein, falls in jedem Bereiche ~' aus {~} der Punkt p~l, mit dem Punkte 

p~l, zusammenfallt. Die Menge ~ aller Punkte P = {PIB} bildet eine 
Punktmenge iiber dem R2n im friiher definierten Sinne. 

Die Punkte pil) und pI21 aus ~ nennen wir benachbart, falls es in 
jedem Bereiche )8' eine Polyzylinderumgebung gibt, die PW, und p~l, 
enthalt und deren Grundbereich fiir alle ~ mit einem festen Polyzylinder 

1 Aus den Eigenschaften A und B folgt, daB man jeden Bereich durch eine 
geeignete "Verkettung" einer endlichen oder unendlichen Foige von Polyzylindern 
kOllstruieren kanll (s. CARTAN-THULLEN: S.619-620). Ein Bereich in unserem 
Sinne ist also auch stets mit einem "Bereiche" identisch, wie sie in der zitierten 
Arbeit eingefiihrt werden, und umgekehrt. (Da in der Arbeit CARTAN-THULLEN 
nur endliche Bereiche vorkommen, denke man sich dort die unendlichfernen Punkte 
und ihre "Polyzylinderumgebungen" entsprechend definiert.) Der 'Oberdeckung 
durch Elementarbereiche entspricht bei CARTAN-THULLEN eine "kanonische 'Ober­
deckung". Aus den Grundeigenschaften ergibt sich insbesondere die "Triangu­
lierbarkeit" der Bereiche. 

2 Zu einem Begriff des Durchschnitts siehe auch CARTAN-THULLEN. 
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des R2n identisch ist. Zwei Punkte pili und pl2> aus il heiBen ferner ver-
bindbar, falls man eine endliche Folge von Punkten pill = i\, P2' ... , Pm 
= P12) angeben kann, so daB PI-1 benachbart mit PI (I = 2, ... , m). 

Man erkennt jetzt ohne weiteres, daB jede Gesamtheit miteinander 

verbindbarer Punkte aus 'll einen Bereich bildet; man hat hierzu als 
Umgebungen ~ nur jede schlichte Menge einander benachbarter Punkte 
cinzufiihren, deren Grundpunkte einen Bereich bilden. 

'll kann in mehrere Bereiche zerfallen. Da nun das System der vor-- -
gegebenen Punkte OlB genau einen Punkt 0 der Menge :v bildet, werden 

wir unter dem Durchschnitt :v der Menge {~} beziiglich 0 = {OlB} die - -Gesamtheit aller mit 0 verbindbaren Punkte aus :v verstehen. :v erfiillt 
offenbar die vom Durchschnitt verlangten Eigenschaften. 

Ergiinzung. Gegeben sei wieder eine Menge {~} von Bereichen, die 
samtlich einen Bereich @ im Innern enthalten mogen; @ braucht nicht 
not wen dig schlicht zu sein. 0 sei ein beliebiger Punkt aus @. Auf 
Grund von Definition 2 (S.9) ist 0 in jedem Bereiche ~ der Menge {~} 
genau ein Punkt 0lB zugeordnet. Als Durchschnitt der Menge {~} bezug­
lich des Bereiches @ definieren wir dann den Durchschnitt :v von {~} 
beziiglich der Punkte 0lB' :v ist nur von dem Bereiche @, nicht aber 
von der Auswahl des Punktes 0 abhangig. I 

Wir wollen uns die Durchschnittsbildung an einem einfachen Beispiele 
im R2 klarmachen: 

Gegeben sei der zweiblattrige Bereich lB1 : 0< Izl < 1 auf aer zu yz 
gehorigen RIEMANNSchen Flache, ferner die schlichten Bereiche ~2: 0< I z 1< 1 
und ~3:0 < Izi < 2. Der Durchschnitt von ~1 und )82 oder Van ~l und )83 
ist )81' der Durchschnitt von )82 und ~3 beziiglich ~l ist ~2 (also schlicht). 

Der Kern einer Folge von Bereichen 2• Den Begriff des Kernes 
bauen wir auf dem des Durchschnittes auf. Gegeben sei eine Folge {~m} 
von Bereichen iiber dem R2n , die einen gemeinsamen Durchschnitt :Vi 
besitzen mogen. :Vm• sei dann der Durchschnitt aller Bereiche ~m mit 
m ~mo beziiglich :VI (mo = 1,2, ... ). Es gilt offenbar :Vi <:Vk fiir i < k. 

Unter dem Kern st der Folge {18m } bezuglich :VI verstehen wir dann 
denjenigen Bereich iiber dem R2n , der samtliche Bereiche :Vm enthalt, 
aber im Innem eines jeden Bereiches liegt, der gleichfalls diese Eigen­
schaft hat. 

Die Existenz von ~ laBt sich ahnlich wie die des Durchschnittes zeigen. 
Besitzen samtIiche Teilfolgen der Bereiche ~m denselben Kern ~, 

so sagen wir: die ~m konvergieren gegen ihren Kern und schreiben 
sr "" limlBm (wir nennen sr auch den Grenzbereich der lBm)· 

1 Zum Begriff des Durchschnittes vgl. auch den Aufsatz der Verfasser: 
Semesterberichte Miinster-Bonn 1932 Heft 2. 

2 0ber den Begriff des Kernes von schlichten Bereichen siehe CARATHllO­

DORY [4]. 
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Es ist klar, daB eine Folge von Bereichen ~m' fur die entweder stets 
~m < ~m+ 1 oder stets ~m+ 1 < ~m' immer gegen ihren Kern konvergiert; 
im ersten Faile ist ~m == ~m (m = 1,2, ... ), im zweiten Faile ist se 
identisch mit dem Durchschnitt ailer ~m.l 

§ 3. Rand- und Verzweigungspunkte. 
Definition. Eine unendliche Folge PI' P2 , ••• , Pm" .. von 

Punkten eines Bereiches ~, die sich in ~ nicht Muft, nennen wir einen 
Randpunkt R = [ Pm] von ~, falls 1. die Folge der zugehOrigen Grund­
punkte gegen einen Punkt E konvergiert; 2. es zu jeder Umgebung 
!HE) von E ein mo gibt, so daB je zwei Punkte Pm, und Pm, mit 
ml , m2 > mo in ~ stets durch ein Kurvenstuck verbindbar sind, deren 
Grundpunkte ganz in 11 (!D liegen. 

Eine Umgebung U (P) in )8, die unendlich viele der Punkte Pm 
enthalt, nennen wir eine an den Randpunkt R grenzende Umgebung. 

K6nnen wir den Bereich j{\ als Teilbereich in einen ilIll ganz umfassenden 
Bereich j{\l "einbetten", so diirfen wir von einem Rande des Bereiches j{\ 
schlechthin sprechen, indem wir diejenigen Punkte von j{\l als Randpunkte 
von j{\ betrachten, die zwar Haufungspunkte von Punkten aus j{\ sind, aber 
nicht mehr zu j{\ geh6ren. 

Umgebungen eines Randpunktes. Gegeben sei ein Rand­
punkt Reines Bereiches ~ mit dem Grundpunkt B., ferner ein Grund­
bereich )li, der !i entMlt. Unter der Umgebung ~ (R) des Rand­
punktes R verstehen wir die Menge samtlicher Punkte des Bereiches ~ , 
die irgendeiner an R grenzenden Umgebung U(P) angeh6ren, deren 
Grundbereich in )ill liegt. )ill (R) ist ein Teilbereich von )8. 

Eine Folge von inneren Punkten oder Randpunkten eines Bereiches)8 
heiBt eine gegen den Randpunkt R konvergierende Folge, falls in jeder Um­
gebung )ill (R) fast aIle Punkte der Folge liegen bzw. (wenn es sich urn 
Randpunkte handeIt) durch Punkte aus )ill (R) darsteIlbar sind. 

Mit Hilfe der Konvergenz k6nnen wir nun auch die Stetigkeit einer 
Zuordnung oder einer Funktion auch in den Randpunkten eines Be­
reiches definieren. 

Verzweigungspunkte. 1st jede Umgebung eines Randpunktes R 
des Bereiches )8 nicht schlicht, so heiBt Rein Verzweigungspunkt von ~. 

Giht es zu einem Verzweigungspunkte Reine Umgebung )lio(R) , 
so daB zu jeder andern, in )lio (R) enthaltenen Umgebung )li (R) minde­
stens ein Punkt !!.- existiert, dem in )li (R) genau m Punkte iiberlagert 
sind, es aber nie vorkommt, daB )li(R) mehr als m einander uberlagerte 
Punkte entMlt, so wollen wir m die Ordnung des Verzweigungs-

1 Zum Aufbau allgemeiner funktionentheoretischer Bereiche vgl. neben CAR­
TAN-THULLEN auch CARATHEODORY [5]; ferner in der KI.Th.: (1) WEYL, H.: Die 
Idee der RIEMANNschen Flache. - (2) RADO, T.: Dber den Begriff der 
RIEMANNschen Flache. Acta Litt. Sci. Szeged Bd. 2. 
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punktes nennen (es ist auch m = 00 zugelassen). Wie man leicht 
sieht, ist jedem Verzweigungspunkte eindeutig eine Ordnung zugeordnet. 

Unter den Verzweigungspunkten konnen uns hier nur diejenigen 
interessieren, deren Umgebungen uniformisierbar sind, die also den 
isolierten Verzweigungspunkten endlicher Ordnung der Kl.Th. ent­
sprechen. 1m R2n (n> 1) treten soIche Verzweigungspunkte nie isoliert 
auf, sondern bilden zusammenhangende (2n-2-dimensionale) Mannig­
faltigkeiten. Analog der Kl.Th. definieren wir: 

Die Umgebung m3(Q) eines Verzweigungspunktes Q endlicher Ord­
nung ist uniformisierbar, falls ein Polyzylinder 11'1; I < d, k = 1, 2, ... , n, 
und n dort analytische Funktionen 

(T) i = 1, 2, ... , n 

existieren, die den Polyzylinder eineindeutig und umkehrbar stetig auf 
m3(Q) mit EinschluB einer Q enthaltenden Verzweigungsmannigfaltigkeit 
m so abbilden, daB dabei Q in den Nullpunkt iibergeht. (Die Bilder 
von m itn Polyzylinder liegen genau dort, wo die Funktionaldetermi­
nante von T verschwindeP.) Die 1'1; nennen wir die "ortsuniformisieren­
den" Parameter. 

Wir konnen jetzt nachtraglich den Bereichbegriff von § 2 erweitern, 
indem wir gewisse Verzweigungspunkte zu den (inneren) Punkten des 
gegebenen Bereiches hinzuzahlen. Dabei mussen folgende Bedingungen 
erfullt sein: SoIl eine Mannigfaltigkeit m von Verzweigungspunkten 
zu den inneren Punkten eines Bereiches 58 gerechnet werden, so muB 
1. zu jedem Punkte Q aus m eine uniformisierbare Umgebung m3(Q) 
existieren, 2. samtliche weiteren Verzweigungspunkte, die bei der 
Uniformisierung in das Innere des zugehorigen Polyzylinders iibergehen, 
gleichfalls zu m gehOren 2. -

Wir konnen also definieren: 
Eine Punktmenge 58 iiber dem R2n heiBt ein im Innern verzweigter 

Bereich, falls 58 folgende Eigenschaften besitzt: 
1. Eine gewisse Teilmenge 18 von 58 ist ein Bereich im friiher definier­

ten Sinne (vgl. § 2). 
2. Jeder Punkt Q von 58, der nicht zu 58 gehOrt (es existiere minde­

stens ein soIcher Punkt), ist uniformisierbarer Verzweigungspunkt von 58. 
Ferner gibt es zu Q mindestens eine uniformisierbare Umgebung is (Q) 
in 18, so daB aIle Verzweigungspunkte von 58, die bei der U niformi­
sierung von jfu (Q) inneren Punkten des zugehOrigen Polyzylinders 
ITkl < d (k = 1,2, ... , n) zugeordnet sind, gleichfalls in 58 liegen. 

1 V gl. § 5 dieses Kapitels. 
2 Es hat fiir die Funktionentheorie kein Interesse, auch so1che Verzweigungs· 

punkte zu den inneren Punkten eines Bereiches hinzuzuzahlen, deren Umgebung 
sich zwar topologisch, nicht aber dqrch ein analytisches Funktionssystem auf 
einefl schlichten Bereich abbilden laJ3t. 
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~(Q) mit EinschluB dieser Q benachbarten Verzweigungspunkte be­
zeichnen wir als eine Umgebung U(Q) in ~. 

Die Begriffe "liegt im Innem", "Oberlagerungsbereieh" usw. lassen 
sich ohne weiteres a~f verzweigte Bereiche iibertragen. 

1m allgemeinen werden wir uns auf die in § 2 eingefiihrten Bereiche 
beschranken konnen. Nur bei speziellen Fragen der Abbildungstheorie 
miissen wir auch verzweigte Bereiche betrachten. Wenn nicht aus­
drucklich anders vermerkt ist, legen wir deshalb im folgenden - abgesehen 
von § 5 dieses Kapitels und vom siebenten Kapitel, wo wir beliebige ver­
zweigte und unverzweigte Bereiche zulassen - stets Bereiche zugrunde, die 
keinen Verzweigungspunkt als inneren Punkt enthalten. 

§ 4. Funktionen und Bereiche. 
1st jedem Punkte P (Zl ' Z2' ..• , zn) einer Menge ID1 iiber dem R2n 

eine komplexe Zahl f (P) zugeordnet, so werden wir f (P) eine Funktion 
der Menge ID1 nennen - statt f(P) schreiben wir auch, falls keine Ver­
wechslung moglich, f (Zl' Z2' •.. , zn) oder kiirzer f. Eine Funktion f 
heiBt in einem endlichen Punkte PO(a1, a2 , ••• , a,,) bzw. in dem unend­
lichfemen Punkte Po(O, ... ,0,00, a7 +!, ... , an) eines Bereiches ~ ana­
lytisch, falls es in ~ eine Umgebung U(Po) und eine im zugehOrigen 
Grundbereich 11 (Eo) konvergierende Potenzreihe. 

00 

(1) 1: cm" .... m. (Zl - a1)m, (Z2 - a2)m, . .. (zn - an)m. 
f1h, ... ,m,,=O 

bzw. eine Reihe 

gibt, so daB die Funktion f in jedem Punkte P aus U(Po) definiert ist 
und ihr Wert in P mit dem Werte der Reihe (1) bzw. (2) in dem zu­
gehOrigen Grundpunkte !!.. iibereinstimmt. f heiBt in dem Bereiche l' 
analytisch oder regular, falls f in jedem Punkte aus ~ analytisch ist. 

1st ~ ein verzweigter Bereich und Q ein innerer Verzweigungs­
punkt von ~ (also sieher uniformisierbar), so heiBe f in Q analytisch, 
falls f als Funktion der ortsuniformisierenden Parameter dort ana­
lytisch ist. 

1st die Funktion f im Bereiche ~ beschrankt, so bezeichnen wir mit 
Maxlf(~)\ das Maximum der Absolutbetrage von f in ~. 

Entsprechend definieren wir eine in einem Bereiche ~ meromorphe 
Funktion f: 

Die Funktion f heiBt in ~ meromorph, falls 1. f in einem Teil­
bereich ~o von ~ erklart und analytisch ist, 2. jeder Punkt von ~, 
der nicht zu ~o gehort, Haufungspunkt von Punkten aus ~ ist, ;. zu 
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jedem Punkte P aus 18 eine Umgebung U (P) und zwei dort analytische 

Funktionen g und h existieren, so daB 1== f (bzw. gleich dem Grenz­

wert dieses Quotienten) in samtlichen Punkten des Durchschnittes von 
U (P) und 180 , 

Regularitatsbereiche. Der Begriff des Regularitatsbereiches 
sttitzt sich auf den des Funktionselementes. Unter einem analytischen 
Funktionselement Po (z~OI, z~)), ... , z~)) tiber dem endlichen bzw. tiber dem 
unendlichfemen Punkte Po verstehen wir dabei eine Potenzreihe (1) bzw. 
eine Reihe (2) mit Po (zf', z~), ... , z~) als Entwicklungspunkt, die in einer 
vollen Umgebung von Eo konvergiert. Zwei Elemente tiber dem gleichen 
Grundpunkte heiBen dann und nur dann identiseh, falls samtliche 
Koeffizienten der zugehOrigen Entwicklungen tibereinstimmen. Ein 
analytisches Funktionselement ist ein Punkt im frtiher definierten 
Sinne. 

Zwei analytische Funktionselemente PI und P2 wollen wir benaeh­
bart nennen, falls es einen die Grundpunkte von PI und P2 enthaltenden 
Polyzylinder gibt, in dem PI und P2 beide zugleich konvergieren und 
dieselben Werte annehmen. Gibt es femer zu zwei Elementen p(l) und 
p(2) eine endliche Folge von Elementen PI == p(l), P2' ... , Pm == p(2), SO 

daB PI benachbart mit Pi+! (I = 1,2, ... , m - 1), so heiBen p(l) und 
p(2) miteinander verbindbar. Es ist klar, daB zwei Elemente dann und 
nur dann miteinander verbindbar sind, falls sie durch analytische Fort­
sctzung auseinander hervorgehen. 

Eine Gesamtheit m miteinander verbindbarer analytischer Funk­
tionselemente bildet offenbar einen Bereich, wenn wir als Umgebungen 
in m jede schlichte Menge einander benachbarter Elemente aus m 
ansehen, deren Grundpunkte einen Bereich bilden. Wir definieren des­
halb: 

Gegeben sei ein analytisches Funktionselement Po. Die Gesamt­
heit mo aller mit Po verbindbaren analytischen Funktionselemente heiBe 
der RegularWitsbereich der dureh Fortsetzung des Elementes Po deli­
nierten analytisehen Funktion f. 

1st die Funktion f in einem Bereiche }8 analytisch, so liegt }8 im Innern 
des Regularitatsbereiches der Funktion f. Enthalt ferner }8 jeden anderen 
Bereich, in dem sich f gleichialls noch reguliir verhiilt, so ist }8 mit dem 
Regularitatsbereiche der Funktion f identisch. 

Ein Bereich m heiBt schlechthin ein Regularitatsbereich, wenn er 
mit dem Regularitatsbereiche von mindestens einer Funktion I iden­
tisch ist. 

Meromorphie bereiche. Den Meromorphiebereich einer Funktion t 
fiihren wir mit Hilfe meromorpher Funktionselemente ganz analog ein -
unter einem meromorphen Funktionselemente q(z] , Z2' ... , z .. ) verstehen 
wir dabei ein Paar analytischer Funktionselemente P (z], Z2' ••• , z .. ), 
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r(zl' Z2' ' . "zlI) mit r(zl' Z2' ' . "zn~ '*' 0 und unter dem Wert des 
Elementes q den Wert bzw. Grenzwert des Quotienten Plr, falls dieser 
existiert; und so fort wie bei regularen Elementen, 

Einen Bereich nennen wir wieder schlechthin einen Meromorphie­
bereich, wenn er mit dem Meromorphiebereiche einer Funktion I iden­
tisch ist. 

Der Regularitatsbereich ffi einer Funktion list ein Teilbereich des 

Meromorphiebereiches ffi der durch I definierten meromorphen Funktion. 

Diejenigen Randpunkte von ffi, die im Innern von ffi liegen, heiBen 
aufJerwesentlich singuliire Stellen der Funktion I, AIle iibrigen Rand-

punkte von ffi und samtliche Randpunkte von ffi nennen wir wesentliche 

Singularitiiten l (man beachte, daB samtliche Punkte aus ffi Haufungs­
punkte von Punkten aus ffi sind). 

Ein Meromorphiebereich braucht nieht notwendig auch ein Regulari­
tiitsbereich zu sein; diese Frage ist erst bei speziellen Bereiehen gel6st2, 
im iibrigen aber noeh volIkommen ungeklart. 

Folgen analytiseher Funktionen 3. Dber einem Grundpunkte.eo 
sei eine unendliehe Folge von analytischen Funktionselementen 
PI' P;', ' , "Pm' ' , , gegeben, die in einer Umgebung von .eo gleiehmaBig 
konvergieren m6gen (gegen eine analytisehe Funktion oder die Kon­
stante (0), Die Funktion 1m sei die dureh Fortsetzung von Pm entstan­
dene analytisehe Funktion, ffim der zugehOrige Regularitatsbereieh 
(m = 1, 2, ... ); ferner sei :D der Durehsehnitt aller Bereiche ffim beziig­
lieh der "Punkte" Pm' 

Die Menge Sf der Punkte aus :tl, zu denen es 1. eine Umgebung 
in :D gibt, in der die Folge der 1m gleichmaBig konvergiert, die 2. mit 
dem Punkte Po = {Pm} aus :D so durch ein Kurvenstiick verbindbar 
sind, daB die 1m in jeweils geeigneten Umgebungen samtlieher Punkte 
der Kurve noch gleiehmaBig konvergieren, bildet dann einen Teilbereich 
von :tl, den wir den Bereich der gleichmaBigen Konvergenz der Folge 
1m (m = 1,2, ' ,,) nennen, 

Ganz entspreehend fiihrt man den Bereich der gleichmaBigen Kon­
vergenz einer Folge meromorpher Funktionen ein und ebenso den 
Normalitatsbereich einer normalen Familie. 

1 Wenn wir von Singularitllten einer meromorphen Funktion sprechen, so sind 
darunter naturlich stets wescntliche Singularitl!.ten zu verstehen, 

2 Vgl. Kap. IV, § 3. 
3 Eine Folge von in einem Bereiche 58 regularen Funktionen f m heiBt in 58 

gleichmafJig konvergent, falls es zu jedem ganz in 58 liegenden Teilbereiche 58 0 und 
zu jedem E> 0 ein mo gibt, so daB if",+p(P) - f .. (P) i < E fur alle m > m o' 
p;;;; 1 und alle P aus 58 0 (entsprechend fUr die Konvergenz gegen (0). Eine 
Familie tr von in 58 regularen Funktionen l1eiBt in 58 normal, falls man aus jeder 
Folge von Funktionen aus tr eine in 58 gleichmaBig konvergente Teilfolge aus­
wahlen kann. 
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§ 5. Analytische Abbildungen 1. 

I. Abbildungen mit nichtverschwindender Funktional­
determinante. Die n Funktionen Ii (i = 1; 2, ... , n) seien in dem 
endlichen nichtverzweigten Bereiche 58 analytisch. Die Funktional­
determinante des Systems 

(5) Z,=li(z1,zz"",zlI) i=1,2, ... ,n 

verschwinde nirgends in 58. Dann gibt es genau einen (endlichen) Bereich 
58*, so dap durch 5 iedem Punkte P(Z1' zz, ... , ZII) von 58 eineindeutig 
und umkehrbar stetig ein Punkt p* (Z1' Zz, ... , ZII) aus 58* mit Zi = Ii (P) 
zugeordnet ist, 58 also topologisch auf 58* abgebildet wird. 

Beweis. Jedem Punkt P aus 58 ordnet die Transformation 5 ein­
eindeutig ein System p* = (P; Z1' Zj, ... , ZII) = 5 (P) zu, das wir den 
Bildpunkt von P nennen; mit 58* = 5 (58) sei die Menge aller so ge­
wonnenen Punkte p* = 5 (P) bezeichnet. Als" Umgebungen j8* in 58* 
fiihren wir jede schlichte Menge von Punkten 5 (P) ein, die die Eigen­
schaft besitzt, daB die ihr in 58 zugeordnete Punktmenge eine Um­
gebung j8 in 58 bildet. Das System dieser Umgebungen j8* geniigt den 
fiinf Umgebungspostulaten (§ 2); 58* ist offenbar der gesuchte Bild­
bereich. 

Das zu 5 inverse System, wir bezeichnen es mit 

(5-1) z, = t;l(Zl' Zz, ... , ZII)' i = 1,2, ... , n 

ist in 58* analytisch und bildet 58* topologisch auf 58 abo 
Lassen wir jetzt die Beschr1i.nkung auf endliche Bereiche fallen, so 

haben wir in dem vorgegebenen Bereiche 58 ein System 5 von n mero­
morphen Funktionen 

(5) Zi = Fi (Z1' Z2' ... , ZII) i = 1,~, ... , n 
zu betrachten, von dem wir folgendes verlangen: Sind samtliche Fi 
in einem endlichen Punkte aus 58 analytisch, so solI die Funktional­
determinante dort nicht verschwinden. 1st dagegen eine der Funk­
tionen in einem Punkte P singular, so verlangen wir von wenigstens 
einem der Systeme 
(5-) Z-. _ ?.! _ Fi(zl, ZI, ••• , Zft) . ...)... Z- 1 1 \. ,- - , f,", .=-= , Z. F. (Zl , z., . .. , Z .. ) Z. F.(zl' ZI, ... , z.) 

daB es in P regular ist und seine Funktionaldeterminante dort nicht 
verschwindet. Ganz entsprechende Modifikationen sind in den unendlich-

1 Zu den Grundlagen der Abbildungstheorie vgl. auch CARATHEODORY [4], 
H. CARTAN [8] und B. SEGRE [1]. Die analytischen Abbildungen werden von 
vielen Autoren auch pseudokonforme Abbildungen genannt (vgl. ELIE CARTAN, 
B. SEGRE, SEVERl). Bekannt ist, daB die analytischen Abbildungen im R .. im 
allgemeinen nicht mehr konform sind. dies gilt schon fiir die meisten linearen 
Transformationen. Dagegen bleibt stets der Winkel zweier auf derselben ana­
lytischen Fll!.che liegender Kurven erhalten; vgl. etwa B. ALMER und REINHARDT [1]. 
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fernen Punkten des Bereiches )8 vorauszusetzen. Dann gibt es wie im 
Falle endlicher Bereiche genau einen Bildbereich )8* = 5 ()8), auf 

den )8 durch 5 topologisch abgebildet wird. Wir wollen ganz allgemein 
eine Transformation, die den verlangten Bedingungen geniigt, eine 
eineindeutige meromorphe Transformation nennen. 

II. Gegeben sei ein beliebiges System 

(5) i = 1,2, ... , n 

von n in einem endlichen nichtverzweigten Bereiche )8 analytischen 
Funktionen. 

Die F unktionaldeterminante L1 s == D (f 1 , t I, •.. , t .) verschwinde in )8, 
D (Z1' ZI" .. , z.) 

ohne dart identisch zu verschwinden! )80 sei der groBte Teilbereich von )8, 

in dem L1s von Null verschieden ist. Auf Grund von 1. existiert ein 
Bildbereich )8~ = 5 ()80) , auf den )80 durch 5 topologisch abgebildet 
wird. Schwierigkeiten treten also nur in denjenigen Punkten Q aus )8 

auf, in denen L1s = 0. Diese Punkte Q zerfallen nach OSGOOD! in zwei 
Klassen: 

1. Klasse. Es gibt in jeder Umgebung eines solchen Punktes 
Q (a l , a2 , ••. , an) mindestens einen von Q verschiedenen Punkt Q, der 
das Gleichungssystem 

i = 1,2, ... , n 

befriedigt. Wir nennen in diesem FaIle Q einen Ausnahmepunkt der 
Transformation 5. 

2. Klasse. Es gibt eine Umgebung UQ , eine ganze Zahl k 2:: 2 und 
ein reeIles d > 0, so daB fiir jedes (Zf\ Z~), ... , Z::') aus 

jZi-a*i<d, at=/(Q) i=1,2, ... ,n 

die Gleichungen 

(1 ) i = 1,2, ... , n 

genau k Losungen aus UQ aufweisen. In einem Punkte, in dem L1s = 0, 
konnen mehrere Losungen von (1) zusammenfallen. 

Aus all dem folgt, daB UQ auf einen verzweigten Bereich Ua. == 5 (UQ) 

mit k "BHittern" topologisch abgebildet wird. Durch Q* = 5 (Q) laufen 
endlich viele (2n - 2-dimensionale analytische2) uniformisierbare Ver­
zweigungsmannigfaltigkeiten, langs derer die einzelnen Blatter zusam­
menhangen; diese Mannigfaltigkeiten sind Bilder derjenigen Punkte 
aus )8, in denen Lls=o; Q* ist Verzweigungspunkt kter Ordnung. 

Es ergibt sich also: 
Liegen in dem Bereiche )8 keine A usnahmepunkte einer dort ana­

lytischen Transformation 5, so gibt es wie im Falle I einen Bereich 

1 Vgl. OSGOOD: Lb. S. 139-140; siehe auch H. CARTAN [8]. 
I Vgl. Kap. V, § 2. 
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58* = 5 (58), auf den 58 durch 5 topologisch und analytisch abgebildet 
wird; verschwindet dabei .ds in 58, so enthaIt 58* innere Verzweigungs­
punkte. 

Existieren dagegen Ausnahmepunkte, so ist die eineindeutige Be­
ziehung zwischen 58 und seinem Bilde gestort. Man denke etwa an die 
Transformation So: W = w z, Z = z, die den Dizylinder I w I < 1, I z 1< 1 
auf den im Innern liegenden (mehrfach zusammenhangenden) Bereich 
Iwl < Izl, Izl < 1 und dessen Randpunkt (0,0) abbildet; (0,0) ist 
dabei Bildpunkt aller auf der Ebene z = 0 liegenden Punkte des Di­
zylinders. Fur die Abbildungsfunktionen der inversen Transforma­
tion Sol ist (0, 0) eine Stelle der Unbestimmtheit (eine dieser Funk­
tionen hat dort eine auBerwesentliche Singularitat zweiter Artl). 

Wir mussen daher stets, falls Punkte der 1. Klasse auftreten, zu' 58 
den Teilbereich 580 betrachten, der aus 58 durch Herausnahme der Aus­
nahmemannigfaltigkeiten hervorgeht. 580 wird dann topologisch auf 
58t = 5 (580) abgebildet. Diejenigen Randpunkte von 58t, die Bildpunkte 
der Ausnahmemannigfaltigkeiten sind, stellen Unbestimmtheitspunkte 
der inversen Transformation 5-1 dar. 58t mit Einschlu/3 dieser Rand­
punkte bezeichnen wir wieder als das Bild 5 (58) des Bereiches 58. 2 

Verschwindet die F unktionaldeterminante .d s == D U 1 , f 2 • ••• , f n) in 58 
D (Zl' Z2' ••• , zn) 

identisch, so nennen wir 5 eine ausgeartete Transformation. Wir ~r­
halten keinen Bildbereich mehr; 58 wird auf eine hOchstens 2n - 2-di­
mensionale Mannigfaltigkeit abgebildet. 

Legen wir statt der endlichen Bereiche beliebige endliche UI'ld 
nichtendliche Bereiche zugrunde, so haben wir wie oben (vgl. S. 18) 
uber das System 5 entsprechende Voraussetzungen zu machen. 

Lassen wir ferner noch die V oraussetzung fallen, da/3 der Grund­
bereich 58 ein nichtverzweigter Bereich ist, so bleiben samtliche voran­
gehenden Aussagen bestehen. In der Umgebung eines Verzweigungs­
punktes Q haben wir nur statt des Systems 5 das System 

S(T) Zi = Ii(gl(ll' ... , Tn), g2(T1, ... , Tn), ... , gn('r1, ... , Tn)) = f.(T1, ... , Tn) 

(die gi seien die zu Q gehOrigen Uniformisierungsfunktionen) zu be­
trachten bzw. seine Determinante 

L1 - DUl> f2' .... fn) 
S('l') = D(T1• Ta, •.• , Tn)' 

III. Untersuchen wir kurz neben den eineindeutigen Bildbereichen 
eines (nichtverzweigten) Bereiches 58 auch die einmehrdeutigen Bilder! 
Durch eine Transformation 5 mit nichtverschwindender Funktional­
determinante sei jedem Punkte P aus 58 eindeutig und stetig ein 
Punkt p** eines Bereiches 58** zugeordnet und jeder Punkt aus 58** 

1 VgI. Kap. V. § 2. 
2 Nl!.heres fiber die Verteilung der Ausnahmepunkte siehe in der gerade er­

schienenen Arbeit H. CARTAN [10]. 
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sei Bild von mindestens einem Punkte aus ~. Wir verlangen ferner, 
daB S im KIeinen tiberall in ~ topologisch ist. Offenbar gilt unter diesen 
Voraussetzungen: 

1st ~* = S (~) das unter I definierte eineindeutige Bild des Be­
reiches ~, so ist 58* ein Dberlagerungsbereich von 58**. 

Zweites Kapitel. 

Geometrische Grundlagen. 
§ 1. m-dimensionale Mannigfaltigkeiten. 

Wenn wir in diesem Kapitel die geometrischen Grundlagen fur die 
Funktionentheorie aufstellen, so haben wir zu berucksichtigen, daB die 
vorkommenden Punktmannigfaltigkeiten keineswegs immer im R2f1 , 

sondern in beliebigen Bereichen tiber dem R2n liegen konnen. 
Soweit wir allerdings Eigenschaften von Punktmengen nur im Kleinen 

betraehten, diirfen wir uns diese stets im R2n eingebettet denken. 
Definition. Eine Teilmenge II der inneren Punkte (bzw. Rand­

punkte) eines Bereiches ~ tiber dem R2n wollen wir ein m-dimensionales 
FHichenelement in t\ (m < 2n) nennen, falls es in dem kartesischen 
Raum der m reellen Veranderlichen t1 , t2 , .•. , tm einen Bereich 2{ und 
dort stetige Funktionen 

(1) Xk=IPk(t1 , t2 ,· .. , tm), Yk=1pk(t1 , t2 , ... , tm), (Zk=Xk+iYk> k = 1 ,2, ... , n) 

gibt, die II eineindeutig und umkehrbar stetig auf 2{ abbilden. 
II heiBt ein e-mal differentiierbares Element, falls bei geeigneter 

Wahl der Parameter tv samtliche partiellen Ableitungen der Funk­
tionen IPk und ''11'k bis mindestens zur e ten Ordnung existieren und stetig 
sind. 1st dabei insbesondere die Funktionalmatrix des Systems (1) 
in einem Punkte (tr) , t~) , ... , t~) aus 2{ vom Range m, so heiBe der ihm 
zugeordnete Punkt auf II eine gewohnliche Stelle des differentiierbaren 
Elementes II. 

In der Umgebung einer solchen gewohnlichen Stelle lassen sich die tv 
aus m der obigen Parametergleichungen bestimmen; wir erhalten 
2n - m Gleichungen zwischen den Xb Yk mit einer Funktionalmatrix 
vom Range 2 n - m. Es gilt also: 

Satz 1. Zu einer gewohnliehen Stelle P eines m-dimensionalen, e-mal 
differentiierbaren Fliiehenelementes II gibt es eine Umgebung U(P), so 
dafJ II, soweit es in U(P) liegt, dureh 2n - m Gleiehungen 

tPl'(x1' X2' ... , XlI , h, Y2"'" YlI) = 0 fl = 1, 2, ... , 2n - m 

darstellbar ist, wobei die tP,t e-mal differentiierbar sind und die Matrix 
der ersten partiellen A bleitungen in jedem Punkte des Durehsehnittes 
von II und U(P) vom Range 2n - mist. 
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Umgekehrt gilt: 
Sind die Koordinaten eines Punktes P Losungen der 2n - m reellen 

Gleichungen 

(2)· !1>1'(x1 , XI"'" x"' YI' Yz, ... , y,,) = 0, p. = 1, 2, ... , 2n - m, 

wobei die !1> I' in der Umgebung von P e-mal stetig differentiierbar seien 
und die zugehOrige Funktionalmatrix in P vom Range 2n - m, so 
gibt es eine Umgebung U (P) von P, so daB die Gesamtheit aller Punkte 
aus U(P), die dem System (2) geniigen, ein m-dimensionales, e-mal 
differentiierbares FHichenelement II bilden; zugleich sind alle diese 
Punkte gewohnliche Stellen des Elementes II. 

Eine Punktmenge ~ eines Bereiches ~ heiBt ein m-dimensionales 
(e-mal differentiierbares) Flii.chenstiick in ~, wenn es 

1. zu jedem ihrer Punkte Peine Umgebung U(P) gibt derart, daB 
die in U(P) enthaltene Teilmenge von ~ ein m-dimensionales (e-mal 
differentiierbares) Element ist, . 

2. zu je zwei Elementen II(1), II(2) auf ~ endlich viele m-dimensionale 
Elemente III == II(1), lIz, ... , TI, == II(2) in ~ existieren, so daB der 
Durchschnitt von III und IIl+l stets wieder ein m-dimensionales Element 
ist, 1 = 1, ... j s. 

Ein Flachenstiick ~ in einem Bereiche ~l braucht, als Teilmenge eines 
anderen Bereiches ~2 betrachtet, in 582 kein Flachenstiick mehr zu 
bilden (vgl. Beispiel 5 auf S. 27). 

1m allgemeinen werden wir (iiber dem R2 ,,) nur 1-, (2n - 2)- und 
(2n - 1)-dimensionale Flachenstiicke zu betrachten haben, wir wollen 
sie kurz Kurven-, Flii.chen- und Hyperflii.chenstiicke - oder, falls kein 
Irrtum moglich ist, Kurve, Flache und Hyperflache - nennen, je 
nachdem m = 1, 2n - 2 oder 2n - 1 ist. 

Die Hyperflachen zedegen die Umgebung eines ihrer Punkte in 
zwei getrennte Teile, wir diirfen also dort von den zwei "Seiten" einer 
Hyperflache sprechen. 

Bei spateren Untersuchungen wird eine gewisse Normalform der Dar­
stellung einer Flache bzw. Hyperflache wichtig sein. Es laBt sich zeigen: 

Satz 2.1 Zu ieder gewohnlichen Stelle P eines dilferentiierbaren 
Flachenstuckes ~ kann man eine ganze lineare analytische Koordinaten­
transformation angeben, so dap in einer Umgebung von P die Flache ~ 
in den neuen Koordinaten sich darstellen lapt durch 

Xl = gl(X2"", X,,, Y2"'" y,,), YI = g2(X2"", X,,, Y2"'" y,,), 

also durch Zl = g(zz' ... , ZIt) mit eindeutig komplexer Funktion g. 
Entsprechend: . 
Ein dilferentiierbares H yperflachenstuck lapt sich in der Umgebung 

eines gewiihnlichen Punktes P nach A usfiihrung einer ganzen linearen 

1 VgJ. OSGOOD: Lb. S.193ft. 
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Transfcwmation darstellen durch Xl = I1>(X2' ... , X"' Yl' Y2' ... , y,,) mit 
eindeutig reeller Funktion 11>. 

Lineare Mannigfaltigkeiten. Ein m-dimensionales Flachen­
stiick heiBt linear, falls bei geeigneter Wahl der Parameter die Parameter­
funktionen 'P1:(tl , t2 , . .• , tm) und tp1: (tl , t2 ,· •• , tm) lineare Funktionen 
der t. sind. 

Ein Flachenstiick ist dann und nur dann ein m-dimensionales 
lineares Flachenstiick, falls es sich durch 2n - m voneinander un­
abhii.ngige lineare Gleichungen zwischen den X1: und Y1: darstellen laBt. 

Beriihrung und Tangente. Die beiden (Ie bzw. (II-mal differenti­
ierbaren m-dimensionalen Flachenelemente III und II2 : 

(TIl) X" = 'Pri(tl , ... , tm), y" = tp~)(tl' ... , tm), 

(lJ2) X" = q/:'(Sl' ... , sm), y" = tp~2)(Sl' ... , Sm) 

beriihren sich im Punkte Po von Iter Ordnung (Z ~ (11' (12)' falls bei 
geeigneten Parametern t. bzw. s. samtliche nullten bis lten Ableitungen 
in Po iibereinstimmen. 

Entsprechend definieren wir die Beriihrung zweier Elemente ver­
schiedener Dimension: Ein p-dimensionales FliicheneZement III beruhrt 
ein m-dimensionales Fliichenelement II2 (P < m) im Punkte Po von Iter 
Ordnung, wenn II! ein p-dimensionales Element enthalt, daB III in 
Po von Iter Ordnung beriihrt. 

Wir sprechen von der Beruhrung zweier p- und m-dimensionalen 
Fliichenstiicke %1 und %2 in Po' wenn in ihnen enthaltene p- bzw. 
m-dimensionale Elemente sich in Po beriihren. 

Definition. Ein lineares p-dimensionales FH.i.chenstiick :r heiBt 
eine Tangente an ein gegebenes m-dimensionales Flachenstiick %, falls 
es dieses in mindestens erster Ordnung beriihrt. 1st p = m, so nennen 
wir :r die Haupttangente. 

Ein differentiierbares Flachenstiick besitzt in jeder gewohnlichen 
Stelle genau eine Haupttangente. Offenbar gilt auch umgekehrt, daB 
jeder Punkt, in dem eine Haupttangente existiert, eine gewohnliche 
Stelle des Fliichenstiickes ist. 

Ein m-dimensionales dilferentiierbares Fliichenstuck besitzt also dann 
und nur dann in einem Punkte Peine Haupttangente, falls Peine gewohn­
liche Stelle ist. 

§ 2. Analytische (charakteristische) Flachen I, 

Funktionentheoretisch werden diejenigen Mannigfaltigkeiten aus­
gezeichnet sein, die durch analytische Gleichungen bzw. analytische 

1 Zum Begriff der anaiytischen Flache und des anaiytischen Gebildes siehe 
auch OSGOOD: Lb. und B. SEGRE [1], [2]. - Daneben KOMMERELL: Math. Ann. 
Ed. 60 (1905). - LEVI-ClVITA u. EISENHART: Amer. J. Math. Bd.34 (1912). 



24 II. Geometrische Grundlagen. 

Funktionen dargestellt werden konnen. Solche Mannigfaltigkeiten 
treten z. B. als Nullstellen- oder SingularitatenfHi.chen einer regularen 
Funktion t(ZI' zZ' ... , z,,) auf. 

Definition. Ein 2n - 2-dimensionales Flachenstiick ty heiBt. ein 
charakteristisches Flachenstiick oder auch - wenn eine Verwechselung 
mit einer nur reell-analytisch darstellbaren Flache l unmoglich ist -
ein analytisches Flachenstiick, falls es zu jedem Flachenpunkte Peine 
Umgebung U(P) gibt, so daB die in U(P) liegenden Punkte von ty und 
nur diese Punkte einer Gleichung g(ZI' Zz, .•. , Z,,) = 0 geniigen, wobei g 
eine im Punkte P regulare Funktion bedeutet. gist im Punkte P 
irreduzibel, d. h. es gibt keine zwei in P regulare, dort verschwindende 
Funktionen gl und g2' so daB g == glg2' 

Wir nennen Peine gewohnliche Stelle des analytischen Fliichen­
stiickes ty, falls wenigstens eine der (komplexen) Ableitungen von g 
in P nicht verschwindet. 

Auf Grund von Satz 2 und des spater angefiihrten Vorbereitungs­
satzes2 laBt sich leicht zeigen, daB eine gewohnliche Stelle P einer 
differentiierbaren Flache ty stets auch eine gewohnliche Stelle im eben 
definierten Sinne ist, falls ty in der Umgebung von P ein analytisches 
Flachenstiick darstellt. 

In der Umgebung einer gewohnlichen Stelle p(zr), Z~, ... , z:) eines 
analytischen Flachenstiickes {Y laBt sich die zugehOrige Gleichung 
g(ZI' Z2' ... , z,,) = 0 nach einer der Veranderlichen auflosen: 

Zq = h(Zl' ... , Zq_l> Zq+l, ... , z,,), 

heine in der Umgebung von Zk = zr regulare Funktion der zk(k + q). 
Hat umgekehrt eine analytische Gleichung g(Zl' Z2' ... , z,,) = 0 die 

Eigenschaft, daB in einer Losung P mindestens eine der partiellen Ab­
leitungen von g nicht verschwindet, so ergibt sich unmittelbar aus der 
Auflosbarkeit von g, daB g = 0 in der Umgebung von P ein ana­
lytisches Flachenstiick darstellt; P ist dabei eine gewohnliche Stelle 
von ty. 

Sind weiterhin tyl und ty2 zwei verschiedene analytische Fliicken uber 
dem R 4 , so kOnnen sick tyl und ty2 nur in isolierten Punkten schneiden. 

Parameterdarstellung einer analytischen Flache. Der 
Punkt p(zr, zf!, ... , Z~)) sei eine gewohnliche Stelle des durch die 
Gleichung g(Zl' Z2' ... , zn) =0 dargestellten analytischen Flachen­
stiickes ty, es sei also in P mindestens eine partielle Ableitung 
von g von Null verschieden - wir konnen ohne Einschrankung 
Og(Zl' Z2' ... , z.) + 0 in P voraussetzen. 

OZI 

1 Falls von einer Mannigfaltigkeit nur eine reell-analytische Darstellung 
vorausgesetzt wird. so heben wir dies ausdIiicklich hervor. 

I VgI. Kap. V. § 1. 
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1st dann Zl = h(Z2' •.. , ZII) die in der Umgebung U(P) giiltige Auf­
losung der Gleichung g = 0 nach Zl' so wird in U (P) die Flache ~ 
dargestellt durch das System 

Zl = h(Tl' T2 , ••• , Til-I}' Zle = Tt-l (k = 2, ... , n); 

hierbei ist heine in der Nachbarschaft von Tr.-I = z~) (k = 2, ... , n) 
regulare Funktion der Veranderlichen Tl , Tz, ... , TII _ 1 und ferner die 
zugehOrige komplexe Matrix im Punkte (T~, T~, ... , T~_l) vom Range 
n-1. 

LaBt auf der anderen Seite eine Mannigfaltigkeit ~ eine komplex­
analytische Parameterdarstellung zu: 

z" = h,,(Tl , T2 , ••• , Til-I)' k = 1,2, ... , n-1 

(hi: in der Umgebung von (Tr, Tr', ... , T~~I) eindeutig und regular in 
den komplexen Veranderlichen Tl , T2 , •• , Til_I)' und hat dart die zu­
gehOrige Funktionalmatrix den Rang n - 1, so ist ~ in der Umgebung 
des Punktes Po (zr, z~, . .. , z~), z: = ht(Tr, T~, ... , T~-l)' ein ana­
lytisches Flachenstiick und Po eine gewohnliche Stelle von ~. 

Randpunkte. 1st Po ein Randpunkt eines analytischen Flachen­
stiickes ~, so kann es vorkommen, daB sich ~ durch Hinzunahme von 
Punkten aus einer Umgebung U(Po) von Po so erweitern laBt, daB das 
erweiterte Flachenstiick auch noch in U (Po) ein analytisches Flachen­
stiick darstellt. In diesem FaIle wollen wir Po einen uneigentlichen 
Randpunkt des analytischen Flachenstiickes nennen. AIle iibrigen 
Randpunkte von ~ nennen wir eigentliche Randpunkte. 

Hat ferner ein eigentlicher Randpunkt P eines analytischen Flachen­
stiickes ty die Eigenschaft, daB samtliche in seiner Umgebung liegenden 
Punkte von ty mit EinschluB von P selbst einer in P analytischen 
Gleichung g (ZI , zz, ... , Zll) = 0 geniigen, so heiBe P ein unwesentlicher 
Randpunkt j alle andern eigentlichen Randpunkte bezeichnen wir alS 
wesentliche Randpunkte oder wesentlich singuUire Punkte der 
Flache ty. 

Unwesentliche Randpunkte sind etwa solche Punkte, in denen sich 
mehrere "Zweige" der Flache schneiden (vgl. Beispiel 2, S.26.) 

Es ist oft zweckmaBig, ein Flachenstiick durch Hinzunahme ge­
wisser unwesentlicher Randpunkte zu erweitern; wir definieren deshalb: 

Eine Mannigfaltigkeit [Jl heiBt ein ergiinztes analytisches (charakte­
ristisches) Fliichenstiick, falls [Jl die beiden Bedingungen erfiillt: 

1. Es existiert ein analytisches Flachenstiick ~, so daB jeder Punkt 
auf [Jl entweder zu ~ gehOrt oder ein unwesentlicher Randpunkt von 
ty ist. 

2. Zu jedem Punkt P auf [Jl gibt es eine Umgebung U (P) und eine 
dart regulare, in P verschwindende Funktion h, so daB alle Punkte 
aus [Jl, die in U (P) liegen, der Gleichung h = 0 geniigen und umgekehrt 
jede in U(P) liegende Losung von h = 0 zu [Jl gehOrt. 
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Die Punkte von rol, die zugleich auf ~ liegen, wollen wir regulire 
Punkte des ergiinzten Fl1i.chenstuckes nennen. 

Analytisches Gebilde. Besitzt das erganzte analytische FUichen­
stuck ~, eingebettet in den Rz", dort hOchstens wesentliche Randpunkte, 
so heif3e ~ ein analytiscbes Gebilde des R2". 

Ein analytisches Gebilde (erst recht ein analytisches Fliichenstuck) 
ist bereits durch eines seiner Elemente vollkommen bestimmt. Es fiihrt 
aber nieht umgekehrt die Fortsetzung eines analytischen Fliichen­
elementes ·stets zu einem analytischen Gebilde des Rz,.; hierzu muB man 
erst einen geeigneten Regularitiitsbereich uber dem Rz,. zugrunde legen 
(vgl. Beispiel 5 auf S. 27). 

Analytische Ebenen. Die einfachste Klasse der analytischen 
Fl1i.chen im Rz,. sind die analytischen (2n - 2-dimensionalen) Ebenen. 
Wiihrend eine beliebige 2n - 2-dimensionale Ebene durch die Glei­
chungen 

" " (3) ao + ~(al:xl: + bl:YI:) = 0, Co +1:~(CI:XI: + rll:YI:) = 0 

darstellbar ist, mussen die analytischen Ebenen, d. h. diejenigen Ebenen, 
die zugleich analytische Fliichen sind, noch gewissen Bedingungen (den 
CAUCHy-RIEMANNschen Differentialgleichungen) geniigen. (3) stellt 
dann und nur dann eine analytische Ebene dar, wenn es em 1 =4= 0 gibt, 
so daB al: = ldl:, bl: = -lcl:' Denn nur in diesem Falle konnen wir die 
Gleichungen (3) zu einer linear komplexen Gleichung 

LXo + LX1%1 + LX.%. + ... + LX"%,, = 0 
zusammenfassen. 

Zwei verschiedene analytische Ebenen schneiden sieh in genau einer 
2n - 4-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit, also zwei Ebenen des 
R, in genau einem Punkte (durch zwei ihrer Punkte ist ferner eine 
Ebene des R, vollstiindig bestimmt). 

Die Haupttangenten an ein analytisches Fliichenstuck sind siimtlich 
analytische Ebenen. 

1m R, gilt sieher auch die Umkehrung dieses Satzes: 
Besitzt ein rlitferentiierba,es 2-dimensionales Flachenstikk ~ des R, 

in iedem seiner Punkte eine analytische H aupttangente, so ist ~ ein 
analytisches Fliichenstikk unll ierler Punkt auf ~ eine gewohnliche steUe l . 

Beispiete analytischer Flichen. 1. Die Funktion w = yi liefert 
die iiberall im Endlichen (auch im Punkte (0,0) analytische FllI.che 
wi - z = 0; es braucht also nicht jede singullire Stelle einer Funktion 
w = I (z) eine singullire Stelle der dargestellten Flache zu liefem. 

2. Umgekehrt kann ein regullirer Punkt einer mehrdeutigen Funktion 
I (z) einen Randpunkt des FllI.chenstiickes w - I (z) = 0 liefem. So besitzt 
die durch w = yZ - zyi dargesteUte FllI.che ~ den Punkt (0, t) als Rand­
punkt (Doppelpunkt). (0, t) ist jedoch nach unserer Definition unWBstlnt-

1 Vgl. UVI-CIVITA. 
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liehe, Randpunkt, liegt also auf dem zu iY gehOrigen Gebilde QI. QI wird 
hier dargestellt durch die Gleichung h(w, z} = Wi - Z + 2z1 - z3 = 0; 
h ist im Punkte (0, 1) reduzibel und zerfllllt dort in h (wz) = (w - z + z(z). 
(w + (i - z(z); jeder Faktor verschwindet in (0, 1). 'Obrigens sind alle 
anderen endlichen Punkte auf iY gewohnliche Stellen, da nur in (0, 1) hili und h. 
zugleich verschwinden. 

3. Gegeben sei die Funktion h (w, z) == WI - Zl. 1m Punkte (0, o) 
verschwinden beide Ableitungen von h. (0, o) ist also sicher keine gewohn­
liche Stelle der durch h = 0 dargestellten analytischen Fli1che iY, Da aber 
andererseits das Parametersystem w = f2, Z = ,8 die in der Umgebung 
von (0, o) liegenden Punkte der Fliiche eineindeutig und umkehrbar stetig 
den inneren Punkten eines Kreises zuordnet, wobei (0, 0) in den Mittelpunkt 
iibergeht, gehOrt (0, 0) sicher zu den Punkten der Flache. In (0, 0) be-
sitzt iY keine Haupttangente. 1 

4. Die durch die Gleichung -1 - = z dargestellte analytische Flache iY ogw 
wird von jeder Ebene w = c in den Punkten z~ = I ~ 2k . (loge sei oge .1U 
der Hauptwert) geschnitten. Die Zk hi1ufen sich gegen z = 0 (und nur 
gegen z = 0). Daraus folgt, daB samtliche Punkte der Ebene z = 0 wesentlieh 
singula,e Punkte der Fliiche iY sind. 

5. In der Umgebung eines Punktes (wo, Zo 9= 0), der die Gleichung 
w = zll mit i"ationalem fJ befriedigt, wird durch diese Gleichung ein ana­
lytisches Fliichenstiick definiert. Bezeichnet man nun mit QI die Gesamtheit 
aller LOsungen von w = zll, so gehoren mit einem Punkte (wo = elllogz" zo) 
auch alle Punkte (ell logz,. eIl2 /tni, zo) zu QI. Da fJ irrational vorausgesetzt ist, 
hiiufen sich die Zahlen ell2l:ni gegen jeden Punkt des Einheitskreises. Hieraus 
folgt, daB siimtliche Punkte der Hyperfliiche iwl = izlll Hiiufungspunkte 
der Mannigfaltigkeit QI sind und hieraus wiederum, daB QI keine'analytische 
Fliiche oder ein analytisches Gebilde de:> R, sein kann. Betrachten wir 
dagegen QI in dem Regularitatsbereich der Funktion I(w, z) == wz-II - 1 
(oder auch der Funktion w-II z- 1), so stellt QI dort ein analytisches Fliichen­
stiick dar. 

Neben den 2n - 2-dimensionalen FHichenstiicken des Rb betrachten 
wir gelegentlich mlch analytische Mannigfaltigkeiten niederer Dimen­
sion. Eine solche Mannigfaltigkeit 2 (n - m) ter Dimension (oder (n - m)­
ter "Stule") wird ganz entsprechend durch ein System von m vonein­
ander unabhangigen analytischen Gleichungen definiertl. 

§ 3. Hyperflachen. 
Ein Hyperfiachenstiick @) laBt sich in der Umgebung jedes seiner 

Punkte durch die in der Nachbarschaft liegenden analytischen Flachen 
charakterisieren. Die Kenntnis von dem Verhalten dieser Flachen 
liefert uns spater die Moglichkeit, zu entscheiden, wann eine gegebene 
Hyperflache von einer gegebenen Seite "natiirlicher Grenze" einer 
regularen Funktion sein kann (vgl. Kap. IV, § 3). Wir sagen: Ein Hyper­
flachenstiick Ip(Xl' Xz, ... , X,,, Yl' Yz, ... , y,,) = 0 heiBt im Punkte P 
pseudokonvex von der Seite (jJ > 0 (bzw. Ip < 0), wenn jede durch P 

1 Vgl. hierzu OSGOOD: Lb. 
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gehende analytische Flache mit der gewohnlichen Stelle P in jeder 
Umgebung von P Punkte auf der Seite q; ~ 0 (bzw. q; ~ 0) aufweistl. 

Diese Eigenschaft ist offenbar invariant gegeniiber eineindeutigen 
Transformationen des R2,,, die in einer Umgebung von P regular sind. 
Es wird sich spater zeigen, daB die Eigenschaft, pseudokonvex vonder 
Seite q; > 0 (bzw. q; < 0) zu sein, fUr diejenigen Hyperflachen charakte­
ristisch ist, die in der Richtung q; > 0 (bzw. q; < 0) "natiirliche Grenze" 
einer analytischen Funktion sind. 

Urn nun ein Kriterium fUr das pseudokonvexe Verhalten aufstellen 
zu konnen, setzen wir das gegebene Hyperflachenstiick (t) im folgenden 
stets als zweimal stetig differentiierbar voraus und ferner, daB (t) in 
jedem seiner Punkte eine Haupttangente besitzt, d. h. jeder Punkt 
eine gewohnliche Stelle ist. Urn uns komplizierte Rechnungen zu er­
sparen, fiihren wir die fOlgenden Dberlegungen nur fUr Hyperflachen 
des R4 durch - da es sich hier urn Eigenschaften im "Kleinen" handeln 
wird, ktinnen wir uns die Hyperflachen im schlichten R4 eingebettet 
denken 2• 

Gegeben sei also ein 2 mal stetig differentiierbares H yperflachenstiick (t) 
des w-z-Raumes (w = u + iv, z = x + iy). P sei ein Punkt auf (t); 
durch eine geeignete lineare analytische Transformation konnen wir P 
in den Punkt (0, 0) und die zu P gehOrige Haupttangente in die Hyper­
ebene x = 0 iiberfiihren. Fur 6 gilt dann urn P die Entwicklung 

(4) q::>(u, v, x, y) = x + a}u2 + a2v2 + aauv + a4uy + a5vy + a6y2 + .... 
Fiihren wir bis zu den quadratischen Gliedern statt der Verander­

lichen u, v, x, y die Veranderlichen w,w,z,z(w=u-iv, z=x-iy) 
ein, so geht (4) iiber in 

(5) 1 q;(u,v,x,y)=Z~Z+!XW2+(XW2+bww 
+ quadr. Glieder, die mindestens z oder z enthalten + hOh. Glieder, 

hierbei ist b = al ~ as , also reell. 

Nach Definition ist die Hyperflache q; = 0 dann und nur dann im 
Punkte P nicht pseudokonvex von der Seite q; > 0, falls es eine durch P 
gehende analytische Flache (mit P als gewohnlicher Stelle) gibt, die in 
einer geniigend kleinen Umgebung U(P) auBer P nur Punkte auf der 
Seite q; < 0 aufweist (entsprechend fiir die Seite q; < 0) . 

(6) z=f(w) =Aw+Bw2+ ... 

sei eine durch P laufende analytische Flache. (Fiir diejenigen Flachen­
stiicke, die sich urn P nach w auflosen lassen, ist von vornherein klar, 

1 Vgl. BEHNKE [5J. 
2 tJber die Verallgemeinerung d~s FoJgenden auf HyperfHichen des R,~ siehe 

KRZOSKA; vgl. auch Kap. IV, § 3. 
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daB sie in der Nachbarschaft von P Punkte aufweisen, fiir die cp < 0, 
und Punkte, fiir die cp> 0.) (6) in (5) eingesetzt, ergibt: 

(7) Aw + Aw ) - -) - b-
----2-- + (B + lX w2 + (B + 1X w2 + w w + .... 

Liegt (5) bis auf P selbst in U(P) ganz auf der Seite cp < 0, so muB (7) 
in U (P) negativ definit sein. Dies ist aber nur dann moglich, faUs 
A = A = 0 und die zu (7) gehOrige quadratische Form (B + lX)W2 

+ (B + IX) u2 + bww negativ definit ist; hierzu ist notwendig, daB 
b ~ O. 1st umgekehrt. b < 0, so konnen wir sofort eine analytische 
Flache angeben, namlich z = -1XW2 + ... , die in einer Umgebung 
von P ganz auf der Seite cp < 0 liegt. Fiir b < 0 ist demnach cp = 0 
in P sicherlich nicht pseudokonvex von der Seite cp > 0, muB aber 
pseudokonvex von der Seite cp < 0 sein, da sonst nach dem Obigen 
b;;-:;; 0 ware. 

Aus aU dem ergibt sich: 
Satz 3 1. (1). 1st das Hyper/lachenstuck cp(u, v, x, y) = 0 in P 

= (0,0) pseudokonvex von der Seite cp> 0 (bzw. cp < 0), so ist b, der 
Koef/izient des Gliedes ww in der normierten Entwicklung von cp (u, v, x, y), 
groper oder gleich Null (bzw. b ~ 0). 

(2). 1st in der normierten Entwicklung von cp(u, v, x, y) der Koel/i­
zient von ww groper (bzw. kleiner) als Null, so ist die Hyper/lache cp = 0 
in P pseudokonvex von der Seite cp> 0 (bzw. cp < 0). 

(3). Unter der Voraussetzung von (2) gibt es sogar ein analytisches 
Fliichenstiick dUTch P, das seine P benachbarten Punkte aIle au/ der 
Seite cp> 0 (bzw. < 0) hat. Wir nennen in diesem FaIle das Hyper­
flachenstiick in P total pseudokonvex von der Seite cp> 0 (bzw. < 0). 

Eine Hyperflache kann offenbar in einem Punkte nie total 
pseudokonvex von beiden Seiten zugleich sein. Doch sind gewisse, 
namlich die analytischen Hyperflachen dadurch ausgezeichnet, daB 
sie in allen Punkten nach beiden Seiten schlechthin pseudokonvex 
sind. 

Es soU nun eine entsprechende, von der Normierung im Punkte P 
unabhangige Bedingung fUr die Pseudokonvexitat aufgestellt werden, 
die gestattet, fUr jeden Punkt sofort anzugeben, ob das Hyperflachen­
stiick dort in einer Richtung pscudokonvex ist. Diese Bedingung liefert 
das Vorzeichen des LEvIschen Differentialausdrucks 2 : 

o CPw g;. 
L (g;) = - f{'w g;wiil g;.iiI 

ff. g;u'z g;zz 

1 VgL BEHNKE [5]. 
• Zur komplexen Differentiation siehe etwa KRZOSKA. 
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in der WIRTINGERSchen l Schreibweise oder nach E. E. LEVI1 ill den 
vier reellen Veranderlichen: 

16L(m) = A'mA"q; + A::mA'm _ 2(Otp otp + otp otp)( OZtp _ OZtp) 
T 2T 1 - TIT OU ox OV oy OUOX ovoy 

_ 2(Otp atp _ atp Otp) (OZtp _ iJltp·) 
au ay ov ox auoy Ovax' 

wobei 
Al q; = (::r + (::r. A~q; = ::~ + ::~ 
(Arq;, A~q; gleiche Ausdriicke in x, y). 

H il f s sat z. Das Vorzeichen von L (q;) ist in.variant gegenuber einer 
in der Umgebung von q; (u, v, x, y) = 0 eineindeutigen und reguliiren 
Transfor~~on. . D (f, g) . 

1st niimlich w = / (W , Z), z = g (W, Z), D(W, Z) =1= 0 eme solche 

Transformation, die 'P(u,v,x,y) =0 in rJ>(U, V,X, Y) =0 iiber-

fiihrt, so gilt L (tP) = L (q;) I ~~,1) 12• 

Sat z 4. Damit das H yperflachenstuck q; (u , v, x, y) = 0 in P pseudo­
konvex von der Seite ffJ > 0 (bzw. < 0) ist, ist notwendig, dap L (q;) 2': 0 
(bzw. L(q;) ~o), und hinreichend, dap L (q;) > 0 (bzw. L(q;) < 0). 

Entwickelt man namlich q; in der normierten Form (4) bzw. (5), so ist 

L (q;) = :. Die Behauptung ergibt sich dann aus dem Hilfssatze 

und Satz 3. 
Bei den geometrischen Untersuchungen in unserm Raume spieIen 

diejenigen Hyperfiachenstiicke eine besondere Rolle, die sich durch 
eine in den vier reellen Veranderlichen u, v, x, y reell-analytische 
Gleichung q;(u, v, x, y) = 0 darstellen lassen 3 ; in diesem Falle konnen 
wir die Hyperfiache auch in der Form tP(w,w,z,z) =0 angeben. 
Einer solchen Hyperflache SlaBt sich.-in jedem ihrer Punkte Po (wo , zo) 
eine ausgezeichnete analytische Flache - namlich die Flache g:p,: 
tP (w , wo, z, zo) = 0 - invariant gegenuber eineindeutigen und ana­
lytischen Trans/ormationen zuordnen. 1st femer S in Po total pseudo­
konvex - etwa L (q;) > 0, so beriihrt diese Flache g:p, das Hyperflachen­
stiick S und liegt in einer Umgebung von Po ganz auf der Seite q; > 0 '. 

Analytische (charakteristische) Hyperflachen6• Ein Hyper­
flichenstiick e heiSt anaiytisch, wenn es sich durch eine Gleichung 

h(w,z;t)=O, A<t<B 

1 Vgl. WIRTINGER [2]. I Vgl. E. E. LEVI [1]. 
3 V gl. ELiE CARTAN [1], [2]; femer die Arbeiten von B. SEGRE. 
, Vgl. etwa ELiE CARTAN [1] S.25-26. 
6 Eine analytische HyperfU!.che wird hltufig auch Hypel'planoid genannt (vgl. 

B. ALMER, E. CARTAN, SEVERI). Wir setzen im allgemeinen nicht voraus, daB 
sich die· gegebene analytische Hyperfl1tche zugleich durch ein reell-analytisches 
Parametersystem ausdriicken IltBt; trifft das zu, so wird dies ausdriicklich her­
vorgehoben. 
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darstellen laBt, wobei t einen stetigen reellen Parameter bedeutet und 
h (w , z; to) fUr jedes feste to (A < to < B) eine in der Umgebung von ~ 
analytische Funktion von w, z und insbesondere h (w , z; to) = 0 ein 
analytisches Flachenstiick ist (entsprechend die Definition einer ana­
lytischen Hyperflache im R2 ,,). 

Ein analytisches Hyperflachenstiick besteht also aus einer einpara­
metrigen Schar analytischer Flachenstiicke. Umgekehrt bildet eine Schar 
analytischer Flachenstiicke, wenn iiberhaupt ein Hyperflachenstiick, 
so stets ein so1ches analytisches Hyperflachenstiick. Der analytische 
Charakter eines Hyperflachenstiickes ist invariant gegeniiber Trans­
formationen, die eineindeutig und analytisch in seiner Umgebung sind. 

Satz 5. Ein zweimal stetig differentiierbares Hyperfliichenstuck 
tp (u, v, x, y) = 0 ist dann und nur dann analytisch, wenn in allen seinen 
Punkten L (tp) verschwindet 1. 

Beweis. 1. 1st namlich ~ ein analytisches Hyperflachenstiick, so 
gibt es durch jeden Flachenpunkt Peine analytische Flache lJ, fUr die 
iiberalltp (m = O. Infolgedessen muB (es sei Peine gewohnliche Stelle 
von m in dem normierten Ausdruck (7) A = 0, B = -eX, b = 0, also 
L (tp) = 0 sein, w. z. b. w. [1st P keine gew6hnliche Stelle, so ist P 
jedenfalls Haufungspunkt gewohnlicher Punkte; da L (tp) stetig, ist also 
auch L(tp(P)) = O.J 

2. Der Beweis fUr die zweite Behauptung ist im allgemeinen Falle 
miihselig (siehe E. E. LEVI [2J). 1st aber in der die gegebene Hyper­
flache ~ darstellenden Gleichung tp (u, v, x, y) = 0 die Funktion tp 
reell-analytisch in u, v, x, y, so laBt sich der Beweis besonders ein­
fach fiihren 2 : 

(/J (w, w, z, z) = 0 sei wieder die zu ~ gehOrige Gleichung in den 
komplexen Veranderlichen. Die zu einem Punkte P(eX, fJ) auf ~ zu­
geordnete Flache ~p.: (/J (w , wo, z, zo) = 0 geniigt dann der Differential­
gleichung 

(8) 
dz 
dw 

<p .. (w, ex, z, {J) 
<p.(w,ex,z,{J) . 

Rechts wird mittels der Gleichung (/J (w, eX, z, fJ) = 0 die GroBe fJ elimi­
niert. Damit jetzt (8) in eine reine Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen w und z iibergegangen ist, ist notwendig, daB die rechte Seite 
nicht mehr von eX abhangt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 
a {<P .. (W,ex,z,{J(W,ex,Z)} d A L(<P) 

oex <P,(w, ex, z, {J(W, lX, z) = 0,0 er nach usrechnung, wenn (41,)8 = o. 
1st also L ((/J) = 0, so geniigen die der Hyperflache ~ zugeordneten 
Flachen lJp, einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen w 
und z, bilden somit eine kontinuierliche Flachenschar, die von genau 

1 Vgl. E. E. LEVI; neuere Beweise (im Faile einer reell-analytischen Funk­
tion tp(u,v,x,yl) siehe B. ALMER, E. CARTAN, B. SEGRE und SEVERI [5]. 

2 Vgl. EUE CARTAN [1]. 
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einem komplexen Parameter abhangt. Dies ist aber nach E. CARTAN 
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daB 6 eine ana­
lytische Hyperflache istl. 

§ 4. Spezielle Bereiche liber dem R4 • 

Urn den Leser mit den Bereichen uber dem R2n vertraut zu machen, 
sei hier eine Dbersicht uber eine Reihe der wichtigsten speziellen Bereiche 
des R4 gegeben, die wir im folgenden besonders haufig benotigen werden. 
Die Verallgemeinerung dieser Bereiche auf den R2n bietet keine Schwierig­
keit, obwohl die Vielfaltigkeit der entsprechenden Bereiche mit wachsen­
der Dimension immer groBer wird. 

1. Dizylinder. Unter einem Zylinderbereich .8 des w-z-Raumes 
verstehen wir eine Gesamtheit von Punkten (w, z), die entsteht, wenn w 
samtliche Werte eines (einfach- oder mehrfachzusammenhangenden) 
Bereiches b(w) der w-Ebene und z samtliche Werte eines Bereiches b(z) 

der z-Ebene durchlauft. 
Sind b(w) und b(z) Kreisscheiben, so heiBe .8 normiert oder schechthin 

ein Dizylinder; ein Dizylinder besteht also aus der Gesamtheit aller 
Punkte (w,z) mit Iw-wol<r1 , Iz-zol<r2. 1st r1 =r2 =1, so 
sprechen wir vom Einheits-Dizylinder. 

Das Innere jedes Zylinderbereiches mit einfachzusammenhangendem 
b(w) und b(z) laBt sich (auf Grund des RIEMANNschen Abbildungssatzes 
der KI.Th.) topologisch und analytisch auf das Innere des Einheits­
Dizylinders abbilden. Der Rand eines solchen Zylinderbereiches wird 
aus zwei analytischen Hyperflachen 6 1 und 6 2 gebildet. 6 1 und 6 2 
schneiden sich in einem (nichtanalytischen) Flachenstuck ~. das aus 
allen Punkten (w, z) gebildet ist, fur die w auf dem Rande von b(W) , 

z auf dem Rande von b(z). Diese Flache ~ heiBt die BestimmungsfUi.che 
des Zylinderbereiches. Bei einem Dizylinder besteht die Bestimmungs­
flache aus den Punkten Iw - wol = r1 , Iz - zol = r2 . 2 

Aus dem Satze vom Maximum der Kl.Th. kann man leicht folgern, 
daB eine in einem abgeschlossenen Dizylinder regulare Funktion I (w , z) 
das Maximum ihres Absolutbetrages auf der Bestimmungsflache an­
nimmt. 

Hieraus ergibt sich dann: 
Sat z 6. Stimmen zwei in einem abgeschlossenen Dizylinder reguliire 

Funktionen 11 und Is in iedem Punkte der Bestimmungslliiche uberein, 
so sind sie im ganzen Dizylinder identisch 3• Eine im abgeschlossenen 

1 Zum ausfiihrlichen Studium der geometrischen Eigenschaften im R,. ins­
besondere der Hyperflachen. siehe ELIE CARTAN [1] und [2]. BOL und die zitierien 
Arbeiten von B. SEGRE. 

Z Die Bestimmungsflllche eines Dizylinders ist topologisch einem Torus des 
Ra homOomorph. 

3 Vgl. auch Kap. 111. § 2. 
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Dizylinde,r reguiare Funktion ist also bereits durch ihre Werte auf der 
Bestimmungsflache vollstandig bestimmt (wogegen in der Kl.Th. eine 
Funktion I(z) erst durch Vorgabe der Werte auf dem ganzen Rande 
eines 'Bereiches im Innem bekannt ist). 

2. Hyperkugel. Die Hyperkugel mit dem Mittelpunkte (wo, zo) und 
dem Radius r ist die Gesamtheit aller Punkte (w, z), die von dem 
Punkte (wo' zo) einen Abstand d = r I w ~ Wo 12 + I z - Zo 12 < r haben. 

Alle Hyperkugeln sind durch ganze lineare Transformationen inein­
ander iiberfiihrbar. Der Rand einer Hyperkugel ist von auBen total 
pseudokonvex, da in jedem Punkte des Randes L ('1') = 2 ist. Daraus 
folgt sofort, daB ein StUck des Randes der Hyperkugel sich nicht topo­
logisch und analytisch auf ein Stiick des Randes des Dizylinders abbilden 
laBt [auf "dem Rand eines Dizylinders ist L (rp) = 0]. 

3. REINHARDTsche Karperl. Dizylinderund Hyperkugel gehi:iren 
einer allgemeineren Klasse von Bereichen, den REINHARDTschen Kar­
pem, an. Diese sind insbesondere als die Bereiche der absoluten und 
gleichmaBigen Konvergenz von Potenzreihen bekannt. 

Unter einem REINHARDTschen Karper mit dem endlichen Mittel­
punkte M (wo' zo) verstehen wir einen Bereich iiber dem R4 , der durch 
samtliche Transformationen der zweiparametrigen Drehungsgruppe 

T({),9") W = (w - wo) eili + wo' Z = (z - zo) eirp + Zo 

(0, 9" beliebig reell) 

auf sich abgebildet wird. 
Jede Ebene w = konst. sowie jede Ebene z = konst. schneidet -

sofem sie iiberhaupt den Bereich trifft - Kreisringe oder eine Kreis­
scheibe mit Zo bzw. Wo als Mittelpunkt heraus. 

Diejenigen REINHARDTschen Karper, bei denen von jeder dieser 
Ebenen stets genau eine volle Kreisscheibe J!erausgeschnitten wird, 
nennt man vollkommene REINHARDTSche Korper; ein solcher Karper 
ist immer schlicht und enthalt mit einem Punkte (w*, z*) auch aIle 
Punkte (k(w* - wo) + wo, h(z* - zo) + zo) mit Ikl &; 1, Ihl < 1. 

Einen REINHARDTschen Karper nennen wir eigentlich, wenn er 
seinen Mittelpunkt M als inneren Punkt enthaIt (und in M nicht ver­
zweigt ist). 

Wir werden im folgenden als Mittelpunkt M eines REINHARDTschen 
Korpers meist den Koordinatenanfang wahlen. Zur Darstellung dieser 
Karper mit dem Mittelpunkt (0, 0) benutzt man zweckmaBig die Viertel­
ebene der absoluten Betrage von w und z (kiirzer: Absolute Ebene). 
Ein Bereich in der absoluten Ebene reprasentiert immer einen solchen 
REINHARDTschen Karper, und umgekehrt laBt sich ein REINHARDTscher 

1 Die REINHARDTSchen Karper wurden zuerst von REINHARDT untersucht; 
vgl. REINHARDT [1]. Bei SEVERI werden die REINHARDTSChen Karper Sphll.roide 
genannt. 
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Korper mit dem Mittelpunkt (0,0) stets in der absoluten Ebene dar­
stellen. 

Die Fixpunkte der Tr~nsformationen T ({), p) sind die Punkte 
(wo' zo) und die unendlichfernen Punkte (0, (0) und (00,0). Bei linearen 
Transformationen, die diese drei Punkte untereinander vertauschen, 
geht der REINHARDTsche Korper wieder in einen solchen uber. 

4. Kreiskorper und HARTOGSsche Korper. Die REINHARDT­
schen Korper liegen ihrerseits in der umfassenderen Klasse der Kreis­
korper. Die Kreiskorper nehmen hier eine dem Kreise in der Kl.Th. 
ahnliche Stellung ein. 

Vnter einem Kreiskorper mit dem endlichen Mittelpunkte M (wo' zo) 
verstehen wir einen Bereich uber dem R4 , der durch samtliche Trans­
formationen 

T({}) W = (w - Wo) cit'} + wo , Z = (z - zo) cit'} + Zo 

({) beJiebig reell) 
auf sich abgebildet wird. 

Liegt der Mittelpunkt im Kreiskorper selbst, so sprechen wir wieder 
von einem eigentlichen Kreiskorper. Einen eigentlichen Kreiskorper ~ 
nennen wir vollkommeri, falls jede analytische Ebene durch den Mittel-

punkt M - also jede Ebene 'I1I-=-_'/lI.J_ = s mit beliebigem, aber festem 
Z - Zo 

~omplexem s - genau eine Kreisscheibe herausschneidetl. Ein voll­
kommener Kreiskorper ist stets schlicht und sternartig und um­
gekehrt ein eigentlicher sternartiger Kreiskorper stets vollkominen. 

Der Radius r des aus einem vollkommenen Kreiskorper durch eine 
Ebenes = c herausgeschnittenen Kreises ist eine Funktion von s: r= r(s). 

Die Randpunkte eines vollkommenen Kreiskorpers genugen also 
emer Gleichung 

1'(5) Iz -.. zol = R(s) = J"1+TSji 
\ 1 + Isis 

(1) 

oder bei Einfuhrung der Veranderlichen t = Z - Zo einer Gleichung 
w- wo 

(2) Iw-u1ol=R*(t)=lsIR(s). 

Die Darstellung (1) versagt fUr z = zO' (2) fur W = Woo 

Die Gesamtheit der inneren Punkte eines vollkommenen Kreis­
korpers sind die Punkte Iz - Zo I < R (s) bzw. I W - Wo I < R* (t). 

Bei den Transformationen der Drehungsgruppe T ({}) bleiben au.Ber 
dem Mittelpunkt auch samtliche unendlichfernen Punkte fest. Bringt 
man nun den Mittelpunkt (wo' zo) durch die Transformation 

W= w-wo , 
Z - Zo 

1 Z=--+Zl 
Z - Zo 

1 D. h., falls ~ mit einem Punkte (w*, .0'*) auch aIle Punkte (h (w* - wo) + wo' 
h (.0'* - .0'0) -h .0'0) mit I h I ~ 1 entMlt. 



§ 4. SpezieUe Bereiche iiber dem R,. 35 

in den unendlichfemen Punkt (0, (0), so geht dabei die Gruppe T(iJ) 
in die Gruppe Tz(iJ) = SoT(iJ)So'l: 

w=w, 

tiber, femer die unendlichfeme Ebene in die Ebene Z = Zl' deren samt­
liche Punkte Fixpunkte der Gruppe Tz (f}) sind, weiterer Fixpunkt ist 
nur noch der unendlichfeme Punkt (0, (0) = So (wo, zo) . 

Ein Kreiskorper 58 mit dem Mittelpunkt (wo, zo) wird also bei der 
Transformation So auf einen Bereich abgebildet, der die Gruppe Tz(f}) 
zulaBt. 

Einen solchen Bereich (namlich einen Bereich, der durch samtliche 
Transformationen der Gruppe Tz(f}) bzw. einer entsprechenden 
Gruppe T IJ) (f}) in sich tibergeht) nennen wir einen HARTOGSschen 
Ktirper. Die Ebene Z = Zl bzw. w = WI heiBt die Symmetrieebene des 
Korpers. 

Ein HARTOGSscher Korper heiBt eigentlich, wenn es auf der Sym­
metrieebene innere Punkte gibt, vollkommen, wenn jede den Korper 
tiberhaupt schneidende Ebene Z = c bzw. w = c eine volle Kreis­
scheibe herausschneidet. 

Ein vollkommener HARToGsscher Korper braucht nicht schlicht zu sein. 
Die Konvergenzbereiche der Reihen ~ /y (z) (w - wo)Y bzw. 

~t,,(w) (z - zot sind vollkommene HARTOGSsche Korper. 
Unter der Projektion b(W) eines HARTOGSschen Korpers 58 mit der 

Symmetrieebene Z = Zl verstehen wir denjenigen Bereich tiber der 
w-Ebene, in dem 1. samtliche in 58 regularen Funktionen f(w) von w 
allein eindeutig und regular sind, der 2. jeden Bereich tiber der w-Ebene 
enthalt, der die erste Eigenschaft besitzt. 

Die Projektion eines HARTOGSschen Korpers ist funktionen­
theoretisch von Wichtigkeit. Falls 58 schlicht ist, braucht die Projek­
tion b(w) keineswegs schlicht zu sein (vgl. etwa Kap. VI, § 4). Ein 
vollkommener schlichter HARTOGSscher Korper besitzt dagegen stets 
eine schlichte Projektion. 

5. CARTANsche Korperl. Die bisher aufgefiihrten Bereiche haben 
aIle die Eigenschaft, eine Gruppe analytischer Drehungen in sich zuzu­
lassen. Die allgemeinsten Bereiche dieser Art sind die CARTANschen 
Korper. 

Definition. Unter einem CARTANschen Ktirper oder einem (m,p)­
Bereich verstehen wir einen Bereich tiber dem R" der durch samtliche 
Transformationen der Gruppe 

T m,p(f}) W = (w - wo) eimb + wo' Z = (z - zo) eipiJ + Zo 
(m, p teilerfremd, f) beliebig reell) 

auf sich abgebildet wird. 

1 Vgl. H. CARTAN [5]. 
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Entsprechend wie oben fiihren wie die eigentlichen und vollkommenen 
(m, p)-Bereiche ein. 

REINHARDTsche Korper, Kreiskorper, HARTOGSsche- und CARTAN­
sche Korper fassen wir unter dem Begriff der kreissymmetrischen Korper 
zusammen. 

Wir wollen kurz die wichtigsten Typen der kreissymmetrischen 
Korper iiber dem R2n kennenlemen. Wir sagen: 

1. Der Bereich .3 im R2n ist ein Polyzylinder mit dem Mittelpunkt 
(aI' a2, ... , an) , wenn er aus der Gesamtheit aller Punkte (ZI' Z2' ... , zn) 
des R2n besteht, die der Ungleichung 

IZm - ami < rm m = 1, 2, ... , n (rm reell und fest) 

geniigen. 1st r m = r 0 fUr alle m, so heiBe .3 ein gleichseitiger Polyzylinder 
mit dem Radius roo 

2. Die Gesamtheit sr der Punkte (ZI' Z2' ... , zn) des R2n , fiir die 

'V ll/Zm - aml2 < ro, bildet eine Hyperkugel mit dem Mittelpunkt 

(aI' a2 , "', an) und dem Radius roo 
3. Ein Bereich ~ iiber dem R2n ist ein Kreiskorper (bzw. REINHARDT­

scher Korper) iiber dem Rb mit dem Mittelpunkte M (aI' a2 , ••• , an), 
falls er aIle Transformationen 

Z", = (zm - am) eii} + am 
bzw. alle Transformationen 

m = 1, 2, "', n (1J reell) 

Zm = (zm - am) ei{}". + am m = 1, 2, .. " n (111' 112 , ••• , l1n reell) 

in sich zulaBt. Liegt M (aI' a2, ... , an) in ~,so heiBe ~ wieder ein 
eigentlicher Kreiskorper bzw. eigentlicher REINHARDTscher Korper. 
Entsprechend definieren wir einen vollkommenen Kreiskorper bzw. 
REINHARDTschen Korper. 

Drittes Kapitel. 

Darstellung reguUirer Funktionen 
durch elementare Reihen. 

Urn uns komplizierte Rechnungen zu ersparen, fiihren wir samtliche 
"Oberlegungen dieses Kapitels nur fiir Funktionen der beiden Verander­
lichen w und z durch. Doch lassen sich fast alle Ergebnisse auf Funk­
tionen von n Veranderlichen iibertragen 1. 

§ 1. Der Bereich der absoluten Konvergenz von Potenzreihen. 
Bei der Untersuchung der Potenzreihen nach w - Wo und Z - Zo 

konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit den Koordinaten-

1 Vgl. FABER, HARTOGS [1]. 
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an fang als Entwicklungspunkt wahlen, uns also auf Potenzreihen der 
Form 00 

P(w, z) ~,~~""IW1n zl 

beschranken. Aus Satz..A geht hervor 1, daB der Bereich der absoluten 
und zugleich gleichmaBigen Konvergenz von P (w ,z) einen vollkom­
menen, also schlichten REINHARDTschen Korper Sf bildet. Gewohnliche 
Konvergenz kann auBerdem nur auf dem Rande von Sf und femer auf 
den Ebenen w = ° und z = ° in aus Sf herausragenden Kreisen statt­
finden; solche evtl. auftretenden zweidimensionalen Flachenstiicke der 
gewohnlichen Konvergenz auBerhalb von Sf nennen wir Stachel des 
Konvergenzkorpers. 

Beispiel. Der Konvergenzbereich [z[ < 1 der Reihe ~w'zn besitzt 
den Stachel w = 0, [z[ ~ 1. 

Zur naheren Beschreibung des Konvergenzbereiches Sf fiihren wir 
den Begriff der zusammengehorigen Konvergenzradien ein: 

Ein Paar positiver Zahlen ro, r~ heiBt ein Paar zusammengehoriger 
oder assoziierter Konvergenzradien der Potenzreihe p (w, z), falls diese 
in Iwl<ro, Izl<r~ konvergiert, in Iwl>ro, Izl>r~dagegendivergiert1. 

Setzt man I w I = r, I z [ = r', so erfiillen die Paare zusammen -
gehoriger Konvergenzradien von p (w, z) in der absoluten Ebene eine 
Kurve ¢J(r, r') = 0, im w-z-Raume also eine dreidimensionale Mannig­
faltigkeit - den Rand des Konvergenzbereiches Sf. 

Die obere Grenze aller vorkommenden r bzw. r' sei mit R bzw. R' 
bezeichnet; R und R' heiBen die zu P(w,z) gehi:irigen Maximalradien; 
sie geben die Radien der Kreise an, in denen die Koordinatenebenen 
den Bereich Sf schneiden, so daB also I w I < R, I z I < R' der kleinste Sl' 
umfassende Dizylinder urn (0, 0) ist. 

Eigenschaften zusammengehoriger Konvergenzradien 2• 

(I). (Monotonie.) 1st r1 < r2 und r~ zu r1, r~ zu r2 assoziiert, so gilt 
stets ~.~ r; (folgt aus der Vollkommenheit des Konvergenzbereiches). 

(II). 1st (r, r/) ein Paar zusammengehoriger Konvergenzradien der 

Potenzreihe ia""lw'" zl, so ist stets iTmm+Vlam,drmr'l = 1. 
"',1=0 

Hieraus ergibt sichleicht die von HARTOGS bewiesene Grundeigenschaft : 
(III). Sind (r1' r~), (r2' r~), (r3, ri) drei Paare zusammengehOriger Kon­

vergenzradien und ist 0 < r1 < r2 < r3 < R (oder 0< r; < r~ < ri < R/), 
so gilt die Ungleichung 

(1 ) 

IVgl. S.1. 

logr1 logri 

1 logr2 logr~ ~ ° . 
logra logr!l 

2 Vgl. B.ALMER,FABER, FABRY, HARTOGs[l], TIETZE,LEMAIRE; NAKANO hateinc 
Reihe der foIgenden Satze auf Laurentreihen zweier Ver!inderlicher iibertragen. 
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Diese Ungleichung besagt geometrisch: FaBt man C' = log" als 
Funktion von C=log, aufl, also C' = lJI(C), und sind P1 , P2 , Pa drei 
aufeinanderfolgende Punkte der Kurve C' = lJI(C)' so liegt P2 niemals 
unterhalb der Sehne P1 Pa. 1st also insbesondere lJI(C) zweimal differen-

tiierbar, so ist ~l~:~: ::::: 0 oder, da d (log') = ~ dr, d (log,') = ~ dr': 
\) 

(2) tlJr' < ~ (dr')2 _ ~ dr' 
dr' = r' dr r dr . 

Folgerung. Gilt fUr zwei Paare ('1' ri), ('2' ,~) zusammengehOriger 
Konvergenzradien '1 < r2 , aber ri = ,~, so sind alle , S:'2 zu R' 
assoziiert, insbesondere ist Yz = R'; entsprechend gilt: 1st ,i < r~, r1 = r2 , 

so ist '1 = '2 = R ul1d jedes r' ::;;; Yz zu R assoziiert. 
Dies besagt: Die Kurve (f)(r, r') = 0 der zusammengehOrigen Kon­

vergenzradien lauft hOchstens langs einer bei , = 0 bzw. " = 0 be­
ginnenden Strecke den Achsen (in der absoluten Ebene) parallel. In 
Verbindung mit (I) folgt, daB zu jedem r < R eindeutig ein r' assoziiert 
ist (zu jedem r' < R' eindeutig ein r), daB also (f) (r, r') = 0 sich in 
o < r < R (bzw. 0 < r' < R') nach r' (bzw. r) auflosen laBt: r' = q; (r) 
(bzw. r = '1'(,')). q;(r) und '1'(,') sind dabei monotone, nichtwachsende, 
stetige Funktionen. 

Das System der zusammengehorigen Konvergenzradien ist bereits voIl­
standig dUTCh rp (1') bestimmt; es wird namlich gebildetdurch aIle Paare 
(r,r') positiver 2lahlen, fUr die entweder ,'= q; (1') oder (falls ~~q; (r) =t= 0) 
r = R, 0 < r' < lim q; (r); das Innere des Konvergenzbereiches laBt 
sich also darstellen durch I z I < q; ( I wi), I w I < R. 1m folgenden werden 
wir dake, das System der assoziierten Konvergenz,adien stets in de, Fo,m 
r' = q; (r) gegeben denken. 

Es zeigt sich, daB die Monotonie von q; (,) und die Grundeigenschaft 
fur das System der zusammengehorigen Konvergenzradien einer Potenz­
reihe charakteristisch sind: 

Satz 7. Genugt die fur 0 <, < R definierte, positive Funktion 
r' = q; (r) den beiden Bedingungen: 1. r' = q; (,) nimmt mit wachsen­
dem, niemals zu, 2. die Wertepaare (r,,' = q;(r)) genugen der 
Grundeigenschaft (III), so gibt es stets eine Potenz,eike p (w , z), deren 
System de, zusammengehOrigen Konvergenzradien du,ch r' = q; (r) be­
stimmt ist 2. 

(III a). Bemerkt sei, daB Monotonie und Grundeigenschaft sich 
durch andere ihnen aquivalente Eigenschaften ersetzen lassen. So zeigte 
HARTOGS: 

r' = q;(r) bestimmt dann und nur dann ein System zusammen­
gehOriger Konvergenzradien einer Potenzreihe, falls es durch jeden Punkt 

1 Dber die Moglichkeit einer solchen Darstellung vgl. weiter unten. 
2 Vgl. HARTOGS [lJ S. 84ff. 
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der Kurve,' = 11'(') eine .,Hyperbel" C,«,'P = 1 (ex ~ 0, fJ> 0, C> 0) 
gibt, die keine Punkte mit " < 11' (,) gemeinsam hatl. 

Ferner bewies FABER2: 
" = 11' (,) genugt der cha,akteristischen Dillerentialungleickung: 

(2 a) 

wobei _ (d f1 (r+ h)) _ (d f1 (r)) 

( d2~) = lim dr + d, +. 
d, + 11=0 h 

Es existieren also insbesondere einseitige Ableitungen in jedem inneren 
PUnkte. 1st 11' (,) zweimal differentiierbar, so ist (2 a) mit der Un­
gleichung (2) identisch. 

Wie wir spater zeigen (vgl. Kap. IV, § 3), ist ferner die Pseudo­
konvexitat von auGen fiir diejenigen REINHARDTschen Korper charak­
teristisch, die zugleich Konvergenzkorper von Potenzreihen sind. 

(IV). 1st ('0' rij) ein Paar zusammengehOriger Konvergenzradien der 
Potenzreihe p (w, z), so giht es mindestens einen Punkt (wo' zo) mit 
Iwol = '0' Izol = ,~, in dem die durch P(w, z) dargestellte regulare 
Funktion singular wird3. 

Hieraus ergibt sich die iiberraschende Folgerung: 
Satz 8. Jede in einem eigentlicken REINHARDTschen Ka,per Sf 

,egulii,e Funktion I (w ,z) ist in eine in ganz Sf konvergente Potenz,eihe 
entwickelbar und damit zugleich auck in das ganze I nne,e des kleinsten 
Sf umlassenden vollkommenen REINHARDTschen Ka,pers analytisck lorl­
setzba,'. 

Die um 0 (0, 0) sieher existierende Potenzreihe der Funktion I (w, z) 
kann namlich nach (IV) in keinem inneren Punkte von Sf aufhOren zu 
konvergieren, ist 'also nach Satz A auch noch im kleinsten Sf umfassenden 
vollkommenen REINHARDTschen Korper konvergent und damit I dort 
regular. 

1st somit Sf ein nichtvollkommener, eigentlicher REINHARDTscher 
Korper, so la6t sich stets die Gesamtheit aller in Sf regularen Funktionen 
gleichzeitig in einen groBeren Bereich hinein fortsetzen; ein solcher Be­
reich kann insbesondere kein Regularitatsbereich sein5 - ganz im Gegen­
satz zur Kl.Th., wo es zu jedem Bereich der z-Ebene eine Funktion I(z) 
giht, die ihn als ihren Regularitlitsbereich hat. 

1 (lIla) besagt im wesentlichen das gleiche wie ein Satz von B. ALMER 

(vgl. ALMER S.15). 
a Vgl. FABER S. 300. 
3 Verscharlungen dieaes Satzes vgl. FABER und HARTOGS [1]. 
, Vgl. auch H. CARTAN [5]; THULLEN [1], [a]. CARTAN beweist den Satz aus 

einer in Sf giiltigen Integraldarstellung (s. S.42ff.), woraus dann umgekehrt die 
Eigenschaft (IV) folgt. 

I VgI. auch Kap. VI. 
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§ 2. Potenzreihen und das Integral von CAUCHY. 

1st I (w, z) im Innem des Dizylinders 

(1) Iw!<dl,lzl<d2 
regular und auf dem Rande noch stetig, so laBt sich f- wie man durch 
zweimalige Anwendung der CAUCHYSchen Integralformel der Kl.Th. 
einsieht - so darstellen: 

(2) _(1')2J J !(YJ,C) . f(w,z)- 2ni d'Yj (YJ-w)(C-z)d~, 
(£, fol:. 

der Integrationsweg ~I ist dabei der Kreis 1'Yj I = dl , ~2 der Kreis 

ICI = d2 • 

Entwickelt man (q-:"':" w; (C _ z) in eine Potenzreihe nach w und z, 

so kann man Integration und Summation vertauschen und erhalt im 
Imiem von (1) 00 

t('w, z) == ~am,lwlnzl, 
m,I=O 

wobei 

Aus der Darstellung (2) folgt als Verscharfung von Satz 6: 
Stimmen die Randwerte ,zweier im Innern eines Dizylinders regularer 

Funktionen t und g auf der (zweidimensionalen) Bestimmungsflache iiber­
ein und sind die Randwerte dort noch stetig, so sind lund g vollkommen 
identisch I. 

Damit nun fur eine Funktion I (w, z) die Darstellung durch das 
Doppelintegral (2) gilt, genugt es bereits, die Regularitat von I in den 
Punkten des Randstuckes I w I = dt (I z I < d2) und des (zweidimen­
sionalen) Stuckes z = zo' I w I ::;:; dt irgendeiner Ebene z = Zo mit 
I Zo I < d2 zu fordem. Wir gewinnen daraus den interessanten, von 
HARTOGS aufgestellten 

Satz 9. Die Funktion f(w,z) geniige folgenden Bedingungen: 
1. liir fedes 'Yj mit 1'Yj I = dt ist I ('Yj , z) in I z I < d2 analytisch in z und 

aUf I z I = d2 noch stetig, 
2. es gibt ein Zo mit I Zo I < d2 , so da/3 I (w, z) in allen Punkten (w, zo) 

m£t I w I ::;:; dt sich regular verhiilt (als Funktion der beiden Verander­
lichen w, z), 

3· I ('Yj ,C) ist stetig aul 1'Yj I = dt , I C I == d2 • 

Dann ist I (w , z) ins game I nnere des Dizylinders I w I < dt , I z I < d2 

analytisch lortsetzbar 2• 

Die CAUCHYSche Integralformel (2) gilt naturlich wortlich im R2n . 

Ebenso laBt sich unmittelbar der CAUCHYSche Integralsatz iibertragen, 

1 Hierzu und zu gewissen Verallgemeinerungen vgL BERGMANN [4], [15], [16]. 
2 Vgl. HARTOGS [8]. HOSSJER gibt eine Verallgemeinerung dieses Sa1:$es an. 
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wenn man als Integrationsflache die Bestimmungsflache eines Poly­
zylinders wiihlt. Hier konnen aber auch allgemeinere Integrationswege 
zugelassen werden. Es gilt 1 : 

~ sei eine n-dimensionale, geschlossene zweiseitige Plache, die eine 
reell-analytische Darstellung Pi (Xl , ... , X .. ' Y1"'" Y .. ) = 0 (i = 1, 2, ... , n) 
gestattet und die sich ferner innerhalb eines Bereiches i8 stetig auf einen 
Punkt oder eine Kurve zusammenziehen lafJt. 1st dann die Funktion 
f (Zl' Z2' ... , z .. ) in i8 regular und aUf ~ noch stetig, so ist 

/1(C1 , C2 ,· .• , Cn) dC1 dC2 ·•• dC .. = O. 
\'\' 

Die Umkehrung des CAUCHYSchen Integralsatzes, der Satz von 
MORERA, ist zuerst von VOLTERRA ubertragen worden: 

Satz 102 . Verschwindet fur eine in einem Bereiche i8 stetige Funktion 
t (Zl ' Z2' ... , z .. ) stets das Integral 

! I(C}, C2 ' ••. , C .. ) dC} dC2 • •• dC .. , 
erstreckt iiber die Bestimmungsfliiche eines beliebigen ganz in i8 liegenden 
Polyzylinders, so ist f eine in i8 analytische Funktion. 

SEVERI gab fur diesen Satz einen besonders einfachen Beweis an. 

§ 3. Der invariante Konvergenzkorper. 
Der in § 1 dieses Kapitels betrachtete Konvergenzbereich Sl' der 

Potenzreihenentwicklung einer Funktion f (w, z) hiingt noch von der 
willkurlichen Auswahl der Koordinatenebenen abo N ach einer nuUpunkts­
treuen linearen Koordinatentransformation (einer anderen Auswahl der 
Koordinatenebenen) ist namlich im allgemeinen der Konvergenzkorper 
der Potenzreihenentwicklung von t nach den neuen Veranderlichen 
von Sl' verschieden. 

Beispiel. t(w, z) == _1_. 
1 - wz oc 

Der Konvergenzkorper Sl' der zugehOrigen Reihe 1;(wz)m wird von 
m=O 

den Punkten 1 wi' 1 z I < 1 gebildet. Nach der Koordinatentransfor­
mation w = W + Z, z = Z geht 1; (w z)k. uber in 1; (W z)m + 1;Z2m 
+ p' (W, Z). Der Konvergenzkorper der neuen Reihe liegt im Durch­
schnitt von I W I· 1 Z 1 < 1 und 1 Z I < 1, wogegen Sl' (im W -Z - System 
betrachtet) uber I Z I < 1 hinausragt. 

Urn nun den Konvergenzbereich Sl' durch einen anderen zu ersetzen, 
der diese Willkiir nicht mehr aufweist, gehen wir so vor: 

Wir bilden die Menge 9R aller Punkte P(w, z) des R4 mit der Eigen­
schaft, daB nach einer geeigneten ganzen linearen und nullpunktstreuen 
Transformation der Koordinaten w, z in die Koordinaten W, Z die 

1 Vgl. POINCARE [2]; FORSYTH: Kap. VI; PASCAL, NALLy-ANDREOLI. 

2 VgJ. VOLTERRA und SEVERI [8]. 
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Potenzreihenentwicklung von l(w(W, Z), z(W, Z») nach W, Z in einer 
Umgebung von P (im W-Z - System betrachtet) konvergiert. Der 
offene Kern von mist ein schlichter Bereich 3, den wir den invarianten 
Konvergenzkorper1 der urspriinglichen Potenzreihe P(w, z) von I(w, z) 
nennen. Seine Invarianz laBt sich auch so ausdriicken: Durch eine ganze 
lineare, nullpunktstreue Transformation 

W=aw+bz, Z=cw+dz, ad-bc=f:O 

des Raumes wird 3 in einen Bereich 3* iibergefiihrt, der mit dem 
invarianten Konvergenzkorper der Potenzreihenentwicklung von 
l(w(W, Z), z(W, Z)) urn (0,0) nach W, Z identisch ist. 

Es gilt nun: 
Satz 11. Der invariante KonvergenzkOrper 3 einer Funktion I(w, z) 

mit der Potenzreihenentwicklung ~ am,IWm zl ist mit dem Bereiche @ der 

gieichma/Jigen K onvergenz der "Diagonalreihe" i {i am -1.1 wm - I zl} iden-
tisch. m=O 1=0 

@ ist zugleick derienige vollkommene Kreiskiirper um (0. 0), bei dem 
iede analytische Ebene durch (0. 0) den Rand in einem Kreise durch den 
niichsten singuliiren Punkt aul ihr schneidet 2• 

Zum Beweise ist zu bemerken: 
1. @I hat sieher die von ~ behauptete Invarianz. denn bei homogenen 

linearen Transformationen werden jeweils nur die einzelnen inneren Summen 
unter sieh transformiert. 2. @I ist ein vollkommener Kreiskorper; fist in @I 
regular und wird dort durch die Diagonalreihe dargestellt. 3. @I umfaBt 3. 
denn nach geeigneter zulassiger Koordinatentransformation konvergiert die 
Potenzreihenentwieklung von f in einer Umgebung eines vorgegebenen 
Punktes P aus 3 gleiehmaBig. also erst recht die zugehorige Diagonalreihe. 
4. 3 umfaBt @I. da in jedem vorgegebenen Punkte von @I nach jeweils 
geeigneten homogenen linearen Koordinatentransformationen auf Grund 
von Satz 8 dort 2;a ... lw .. zl schon konvergiert. 6. Ware fur eine Ebene 
s = wjz = konst. = c (wir konnen c = 0 voraussetzen) keine Singularitat 
von f auf dem Kreise roo den s = 0 aus 3 == @I herausschneidet. so gabe 
es einen ro im Innern enthaltenden Dizylinder 1), in dem t noch regular 
ware; 1) lage in ~J. also erst recht in 3, ro konnte somit gegen unsere An­
nahme nicht zum Rande von 3 gehoren. 

1m obigen Satze ist insbesondere auch enthalten, daB sich eine in 
cinem vollkommenen Kreiskorper ~ regulare Funktion I (w, z) in eine 
iiberall in ~ gleichmaBig konvergente Diagonalreiheentwickeln laBt. 

Dieser Satz ist auf beliebige eigentliche Kreiskorper iibertragbar. 
1st namlich I eine im eigentlichen Kreiskorper ~ regulare Funktion, 
so stimmt das Integral 

F( ) 1 /1 - - ds W,z == -. (ws,zs).-~ 
2n~ s - 1 

1;1=/1 

(e> 1) 

1 Zum Begriff des invarianten Konvergenzkorpers vgl. BEHNKE [2]. femer 
SEVERI [7]. 

t VgI. BEHNKE [2]. 
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fUr jedes e> 1 und (w, z) in einer Umgebung U£> (0) von 0 (0, 0) mit der 
Funktion I uberein. Fund damit list aber in jedem Sf/! - dem aus Sf 

durch W = ..!..w, z =..!..z entstehenden Bildbereich - regular. Fur e - 00 
e e 

erfullen _die Sfe gerade d~n kleinsten Sf umfassenden vollkommenen Kreis-

korperSf; I ist also in Sf regular, demnach dort (somit erst recht in Sf) 
in eine Diagonalreihe entwickelbar. Die Entwicklung von t erhaIt man, 

indem man ~ in eine geometrische Reihe entwickelt und dann 
s - 1 

Integration und Summation vertauscht. Die einzelnen Integrale sind 
homogene Polynome in w, z, fUr die sich bei e - 1 die untenstehende 
Darstellung ergibt. Wir konnen also sagen: 

Satz 121. Jede in einem eigentlichen KreiskOrper Sf regulare Funk­
tion I (w, z) ist ins ganze Innere des kleinsten Sf umlassenden vollkommenen 
KreiskOrpers Sf analytisch lortsetzbar; zugleich lapt sich I in eine tm 
Innern von Sf gleichmapig konvergente Diagonalreihe entwickeln: 

wobei 

t(w, z) = ~Jl~am-l.l wm- I zl}:= l:tm(w. z), 
2", 

Pm (w, z) := 21", f e-iml~ f (W eiii , z ei>?) d {} . 
o 

Weitere Aussagen liber den invarianten Konvergenzkorper bzw. die 
Diagonalreihen werden wir auf Grund der Ergebnisse des nachsten 
Paragraphen machen konnen. 

Hier sei zum SchIuO auf die zu den allgemeinen kreissymmetrischen 
Korpern (mit mp =1= 0) gehorigen Reihenentwicklungen hingewiesen. Es 
gelten die Satze: 

Satz 13 1 . a) mp> O. 
1st die Funktion I(w, z) in einem CARTANschen Karper 58".,p mit 

mp> 0 reguliir, so lapt sich I in eine im Innern von 58m,p gleichmapig 
konvergente Reihe von Polynomen in w und z entwickeln: I(w, z) 
= ~ PI (w, z), wobei die PI (w, z) als Funktionen von w1/m, Zl/P zugleich 
homogene Polynome vom Grade I sind und lerner 

2", 

Pdw, z) == 21", f e- i1 {) t (w eim /7, z eip ii) dil . 
o 

b) mp < 0 (m> 0, p = - p' < 0). 
1st die Funktion I(w, z) in einem CARTANschen Karper 58m,p mit 

mp < ° regular, so lapt st'ch f in eine im Innern von 58m• p gleichmapig 
konvergente Reihe reguliirer Funktionen entwickeln von der Form: 

1 Vgl. H. CARTAN [6]. Satz 12 gilt wortlich fur n Ver1inderliche. Zu Satz 12 
vgl. auch THULLEN [3]. 
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00 00 

I (W, z) = ~ (wA Z·r.), II (WP' Zm) = ~rpl (W, z) . Hierbei sind A. und p so zu 
1=0 1=0 

wahlen, daft Am + pp = 1; lerner ist 
2,,; 

fIJI (w, z) == ~J·e- il{} I(weim'~, zeip {}) df} . 
2n 

o 

Der Beweis wird ganz analog dem des Satzes 12 gefiihrt. Die Ent­
wicklungen in den HARTOGSschen Korpem (mp = 0) werden wir im 
nachsten Paragraphen gesondert behandeln. 

§ 4. Die Entwicklungen nach je einer Veranderlichen 1• 

Ist die Funktion I(w, z) im Punkte Po (wo , zo) regular, so gelten in 
der Umgebung von Po neben der Potenzreihenentwicklung von I nach 
w - wo, z - Zo auch die Entwicklungen nach je einer Veranderlichen: 

00 00 

(1) 1:lm(w)(z-zo)'n und (1*) ~g",(z)(w-wo)"'. 
o 0 

Hierbei sind die 1m bzw. gm in der Umgebung von Wo bzw. Zo regulare 
Funktionen von w bzw. z. Ist femer 1:ak, I(W - wolk (z - zo)l die Potenz­
reihenentwicklung von I urn Po, so lassen sich die 1m und gill darstellen 
durch _ k 

fm=~ak.m(w-wo), gm(z)=::~am,k(Z-ZO)l:· 

Wir konnen im folgenden ohne Einschrankung der Allgemeinheit als 
Entwicklungspunkt einen Punkt mit den Koordinaten 0, 0 wahlen und 
uns zugleich auf die Untersuchung der Reihen ~ 1m {wi zm beschranken. 

Wir bemerken noch, daB man eine Diagonalreihe in eine Reihe 
~ 1m (s) zm iiberfiihren kann, indem man w durch sz ersetzt; die 1m (s) 
sind dann Polynome in s. 

Der Bereich der gleichmaBigen Konvergenz einer Reihe ~ 1m (w)zm 
ist ein vollkommener HARToGsscher Kiirper \8 mit der Symmetrieebene 
z = o. Den Rand von \8 konnen wir also durch eine positive Funktion 
Izl = R(w) = R(u, v), das Innere durch Izl < R(w) angeben, wobei w 
die (nicht notwendig schlichte) Projektion b(w) durchlauft. R (w) nennen 
wir fiir jeweils festes w den zu w gehorigen Radius der gleichmiifJigen 
Konvergenz der gegebenen Reihe. 

Ist umgekehrt eine Funktion t in einem eigentlichen (nicht notwendig 
vollkommenen oder schlichten) HARTOGSschen Korper \8 mit der 
Symmetrieebene z = ° regular, so kann man ahnlich wie im Beweise 
von Satz 11 schlieBen, daB I sich in eine im ganzen Innem von }8 und 
damit auch im Innem des kleinsten }8 umfassenden vollkommenen 
HARTOGSschen Korpers >B gleichmaBig konvergente Reihe ~/m{w)zm 
entwickeln laBt. Hieraus folgt dann insbesondere, dafJ iede in einem 

1 Diese Reihen wurden zuerst von HARTOGS untersucht; vgl. HARTOGS [1]. 
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eigentlichen HARTOGSschen Karper regulare Funktion notwendig ins ganze 
Innere des kleinsten umlassenden voUkommenen HARTOGSschen Karpers 
analytisch lortsetzbar ist I . 

Untersuchen wir nun die Bereiche der gleichmaBigen Konvergenz 
einer Reihe'1: 1m (w).zm ausfUhrlicher! 

Grundlegend fUr das Folgende ist der 
Satz 14 2 (HARTOGSscher Hauptsatz). Die Funktionen Im(w) 

(m = 1,2, ... ) seien samtlich in einem Bereiche b(w) der w-Ebene regular, 
ler.ner konvergiere die Reihe J:, 1m (w) zm lur aUe w aus b(W) und I z I < A . 
Gibt es dann ein Zo t 0, lur welches die Reihe 1: Im(w)z'f{' im Innern 
von b(w) gleichmafJig konvergiert, so konvergiert 2, 1m (w) zm gleichmafJig in 
der Umgebung fedes Punktes P(w, z) mit w aus b(w) und z aus Izl < A. 

Eine der wichtigsten Folgerungen dieses Satzes ist ein schon von 
OSGOOD 1900 aufgestellter und von HARTOGS 1905 bewiesener Satz, 
der insbesondere besagt, daB man den Begriff einer reguHiren Funktion 
statt durch Potenzreihen (nach WEIERSTRASS) auch durch die Forde­
rung der Differentiierbarkeit nach w und z einfUhren kann - also analog 
der RIEMANNSchen Definition einer regularen Funktion I (z). Es gilt: 

Sa tz 15 3. 1st die Funktion I(w, z) in dem Dizylinder-Iw I < a, I z I < b 
eindeutig erklart und dort fur fedes feste z mit I z I < b eine in I w I < a 
regulare F unktion von w und umgekehrt lur fedes feste w aus I w I < a 
eine in I z I < b regulare Funktion von z, so ist I (w, z) eine im ganzen 
I nnern des Dizylinders regulare F unktion der beiden unabhangigen V er­
anderlichen w und z. 

Eigenschaften des Radius R(w) der gleichmaBigen Kon­
vergenz 4 • Der vollkommene HARTOGSsche K6rper \8: Izi < R(w) 
mit der Projektion b(w) sei der Bereich der gleichmaBigen Konvergenz 
der Reihe 1: 1m (w)zm; I (w, z) sei die durch die Reihe in \8 dargestellte 
regulare Funktion. Dann gilt: 

(I) 5. Fur fedes feste w' aus b(w) liegt auf dem Kreise I z I = R (Wi) 
mindestens eine singulare Stelle der Funktion I. R (Wi) gibt also die 
Entfernung an zwischen der reguHiren Stelle (w',O) und der nachsten 
auf der Ebene w = Wi gelegenen Singularitat der Funktion I. Man be­
zeichnet daher auch R (w) als den zur Ebene z = ° gehOrigen Regulari­
tatsradius der Funktion I. (Allgemein: R (Wi I zo) = Entfernung zwischen 
(Wi, zo) und der nachsten auf w = Wi gelegenen Singularitat.) 

1 Vgl. H. CARTAN [5]; THULLEN [3]. Man beachte, daB der kleinste einen 
schlichten HARTOGSschen Korper umfassende vollkommene Korper keineswegs 
schlicht zu sein braucht (s. auch Kap. VI. § 4). 

2 Beweis von Satz 14 siehe auch OSGOOD: Lb. HARTOGS fiihrt den Beweis mit 
Hilfe reeller (harmonischer) Funktionen. 

3 Vgl. HARTOGS [1] (hier auch fiir n Veranderliche); ferner OSGOOD Lb. 
4 Vgl. HARTOGS [1]. 
G Folgt auch unmittelbar aus der Moglichkeit. eine in einem HARTOGSschen 

Korper reguHire Funktion dort in eine Reihe };t .. :'" zu entwickeln (vgl. S.44). 
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Daneben kommt in der Literatur der Meromorphieradius Q(w'lzo) einer 
meromorphen Funktion F(w, z) vor. Unter ihm versteht man entsprechend 
den Radius des Kreises auf der Ebene w = w' urn den fiir F meromorphen 
Punkt (w', zo), der durch den nachsten (wesentlich) singularen Punkt von F 
auf w = w' geht. R (w I zo) und Q (w I zo) spielen bei einer Reihe grund­
legender Satze eine wesentliche Rolle (tiber Q(wlzol vgl. auch S. 51)1. 

(II). R (w) ist eine nach oben halbstetige Funktion von w, d. h. fiir 
jede Folge w/_ Wo ist lim R(Wi) ~ R (wo). 

(III). Bezeichnet man liir lestes Wo mit R* (wo) den Radius der ge­
wohnlichen Konvergenz der gegebenen Reihe ~ 1m (wo)zm, so gilt entweder 
R (wo) = lim R* (w) oder R (wo) = 0 (Beweis mit Hilfe des HARTOGS schen 

w ...... Wo 

Hauptsatzes). 
Sind insbesondere die 1m (w) ganze rationale Funktionen yom Grade"m, 

so gilt stets R (wo) = lim R* (w), falls nur der Quotient "mlm fiir aIle m 
beschrankt ist; diese Voraussetzung ist z. B. bei Diagonalreihen erfiiIlt. 

(IV). Grundeigenschaft2. Verschwindet R(w) in keinem Punkte 
eines Bereiches b~W), so ist log R (w) == log R (u, v) dort superharmonisch. 
1st also R(w) zweimal differentiierbar nach u und v (w=u+iv), so gilt 

J(l R( »)=o2 1og R (w)+o2}ogR(w)<O 
og w - iJuS iJv2 =. 

Die Eigenschaften (II) und (IV) gelten auf Grund des Kontinuitats­
satzes (vgl. Kap. IV, § 1) auch fiir den Meromorphieradius einer mero­
morphen Funktion. 

Die Grundeigenschaft ist unter gewissen Voraussetzungen fiir R(w) 
charakteristisch : 

Satz 16 3 . Die im beschriinkten Bereiche b(w) der w-Ebene eindeutig 
erkliirte positive Funktion R (w) besitze die Eigenschalten: 

1. R (w) verschwindet in keinem Punkte aus b(w), 

2. R (w) ist zweimal stetig dilferentiierbar, 
3. in jedem Punkte aus b(w) gilt L1 (log R (w») ~ O. 
Dann gibt es stets eine Reihe ~/m(w)zm, deren Glieder Im(w) in b(w) 

eindeutig und reguliir sind, so da/J der Radius der gleichmii/Jigen Konver­
genz dieser Reihe liir jedes w aus b(w) mit R (w) iibereinstimmt. 

Fiir die Diagonalreihen m~JI~am-I'lwm-1 Zl} == mi;;m(S) zm 

( S = ; = a + i l) sind die meisten der oben angegebenen Resultate 

unmittelbar anwendbar, lassen sich zu dem oft noch verscharfen. So gilt: 
a) Es ist stets R (s) = lim R* (s), wenn man unter R (s) = R (a, T) 

den Radius der gleichmaBigen, unter R* (s) den der gew5hnlichen 
Konvergenz der Reihe 1: 1m (s) zm versteht3. 

b) 10gR(s) ist iiberall superharmonisch3• 

1 Vber den Zusammenhang zwischen Pseudokonvexitat und Regularitats­
radius siehe BLUMENTHAL. 

2 Vgl. den Anhang zu diesem Kapitel. 8 Vgl. HARTOGS [1]. 
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Satz 16a1• 1st der Rand Izl = R(s) eines vollkommenen KreiskOrpers58 
zweimal stetig dilferentiierbar nach (1, -r, existiert lim I siR (s) und ist 

B~OO 

log R (s) iiberall superharmonisch, so ist 58 der Regularitiitsbereich einer 
Funktion t(w, z) und damit auch der invariante KonvergenzkOrper der zu 
t geh6rigen Potenzreihenentwicklung von t um den Mittelpunkt (0,0). 

Aus dem HARTOGSsehen Hauptssatze (Satz 13) folgt noch fiir 
Diagonalreihen, daB der Bereich der gewohnlichen Konvergenz einer 
Diagonalreihe mit dem Bereiche @ der gleichmaBigen Konvergenz 
identisch ist, falls @ den Entwicklungspunkt (0,0) im Innern enthiilt. 
Dieser Satz laBt sich wesentlich' verschiirfen. Es gilt namlich: 

Konvergiert eine Diagonalreihe in der Umgebung eines Punktes P, 
so konvergiert sie dort stets auch gleichmiipig. Der Bereich dey gleich­
miipigen Konvergenz enthiilt zudem stets den Entwicklungspunkt (0,0) 
als inneren Punkt, ist also ein vollkommener KreiskOrper 2• 

EineDiagonalreihe besitzt daher dann und nur dann einen Konvergenz­
bereich, wenn die zugehOrige Potenzreihe im R, einen solchen besitzt. 

Aus dem Obigen folgt insbesondere, daB bei einer Potenzreihe die 
Stachel alIer gewohnlichen Konvergenzkorper, die man erhiilt, wenn 
man irgend zwei analytische Ebenen durch (0,0) als Koordinaten­
ebenen wahlt, nirgends einen vierdimensionalen Bereich vollstandig aus­
fiillen. 

Anhang. 

Superharmonische Funktionen 3• 

Zur Charakterisierung der Singularitaten benotigen wir ofters be­
sondere reelIe Funktionen zweier reelIer Veranderlichen, die sog. super­
harmonischen Funktionen (wir erinnem etwa an die Grundeigenschaft 
der Regularitatsradien, vgl. § 4). 

Definition. Die reelleFunktion q(x, y) heiSt in einemBereiehe b(z) 

der z-Ebene su~rharmonisch, wenn sie dort folgender Bedingung 
geniigt: 

(B). 1st G: eine beliebige gesehlossene, sich nicht iibersehneidende 
Jordankurve in b(Z) , ffJ (x, y) eine im Innem von G: harmonisehe und 
auf G: noeh stetige Funktion, fiir die q(x, y) ~ ffJ(x, y) auf G:, so gilt 
stets auch q(x,Y)~ffJ(x,y) im Innem von G:. 

F. RIESZ hat die superharmonisehen Funktionen naher untersucht, 
fiihrt diese allerdings anders ein, indem er die im folgenden Satze 

1 Vgl. BEHNKE [2]. Siehe auch S. 55. 
I Dieser Satz gilt nicht mehr fiir die Reihen "'l:,t ... z'" allgemein. Vgl. das Gegen­

beispiel in HARTOGS [1]. 
3 Vgl. FREDERIC RIESZ: Acta math. Bd.48 (t926); Bd. 54 (t930); s. auch 

HARTOGS [1] und BEHNKE [5]. 
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auftretende charakteristische Eigenschaft der superharmonischen Funk­
tionen zu ihrer Definition benutzt. 

Sa tz. Die in biz) stetige Funktion q (x, y) ist dann und nur dann dart 
superharmonisch, wenn fur ieden ganz in biz) liegenden Kreis f mit dem 
Mittelpunkt (xo' Yo) und dem Radius r gilt: 

2" 

(1) q(xo' Yo) ~ 21:1f/ q(xo + r· cos{}, Yo + r· sin{})d{}. 
o 

Die zweite Halfte dieser Aussage ist selbstverstandlich. Zum Beweise 
der ersten zeigt man: 

a) Mit q(x, y) geniigt auch d(x, y) == q(x, y) - cp(x, y) der Un­
gleichung (1), wo cp(x, y) irgendeine in biz) harmonische Funktion be­
deutet. 

b) Eine in biz) stetige, dort der Ungleichung (1) geniigende Funkr 
tion d (x, y), die im Innern von biz) ein Minimumannimmt, ist in biz) 
konstant. Aus a) und b) folgt dann auch die erste Halite des Satzes. 

Aus dem zweiten Teile des vorstehenden Beweises und dem Satze 
selbst ergibt sich: 

1st q(x, y) stetig und superharmonisch in biz) und genugen cp(x, y) 
und @; der Bedingung (B), so ist entweder in iedem im Innern von @; liegen­
den Punkte stets q (x, y) > cp (x, y) oder in ganz biz) q (x, y) == cp (x, y). 

Ebenso ergibt sich: 
Gilt bei einer in biz) stetigen und superharmonischen Funktion q (x, y,) 

tur einen Kreis fo in (1) das Gleichheitszeichen, so ist q(x, y) im Innern 
von fo harmonisch. 

Unter denselben Voraussetzungen ist das in (1) auftretende Inte-
2,. 

gral I(r) = -21 (q(xo + r' cos{), Yo + r' sin{})df} als Funktion von r 
:If. 

o 
monoton fallend und konvex; r ist dabei so klein zu wahlen, daB der 
Integrationsweg und sein Inneres noch ganz in biz) liegen. 

Setzt man die Funktion q(x, y) nicht nur stetig, sondern auch zwei­
mal stetig differentiierbar voraus, so laBt sich zeigen: 

Sa tz. Eine in biz) zweimal stetig ditferentiierbare Funktion q (x, y) 

ist stets dann in biz) superharmonisch, falls L1q(x, y) == :x~ + ~:; < 0, 

und nur dann superharmonisch, falls L1 q (x, y) ~ 0. 

Ein wichtiges Beispiel einer superharmonischen Funktion ist die 
Grenzfunktion q(x, y) = limCPm (x, y) einer Folge cp,,,(x, y), m = 1, 2, ... 
in biz) harmonischer Funktionen. Unter gewissen Voraussetzungen laBt 
sich auch umgekehrt eine superharmonische Funktion als Limes inferior 
harmonischer Funktionen darstellen 1. 

1 Vgl. HARTOGS [1]. 



§ 1. Der Kontinuitiitssatz und seine unmittelbaren Folgerungen. 49 

Viertes Kapitel. 

Singulire Mannigfaltigkeiten. 
§ 1. Der Kontinuitatssatz und seine unmittelbaren 

Folgerungen. 
Die heutigen Kenntnisse iiber die singularen Mannigfaltigkeiten einer 

Funktion f griinden sich fast ausschlieBlich auf den zuerst von HARTOGS 1 

fUr regulare Funktionen und dann von E. E. LEVl l fUr meromorphe 
Funktionen bewiesenen "Kontinuitatssatz". Wir geben den Satz in 
einer im wesentlichen von H. KNESER 1 herriihrenden Fassung an (bei 
seiner Formulierung miissen wir eine Veranderliche, die wir mit w be­
zeichnen, vor den iibrigen Z2' ••. , z" auszeichnen): 

Satz 17 (Kontinuitatssatz)l. Die Funktion f(w, z.' ... , z,,) sei 
regular (bzw. meromorph) in samtlichen Punkten des auf der zweidimen­
sionalen Ebene Gio: Zi = ai' i = 2, ... , n, liegenden Kreises 

i=2, ... ,n. 

Gibt es dann eine F olge von (zweidimensionalen) gegen Gio sich hiiufenden 
Ebenen ~7: 

i = 2, •.. , n (lim El) = ai ) , 
V::::oo 

;=2,··.t" 

aUf denen sich f innerhalb des Kreises I w - all ~ r regular (bzw. mero­
morpn) verhalt, so ist I auch regular (bzw. meromorph) in samtlichen im 
I nnern von. I w - a1 I ;;;;; r liegenden Punkten der E bene (\;0' 

Betrachtet man nur eindeutige Funktionen, so kann man den 
Kontinuitatssatz auch so aussprechen: 

I(w, Z2' ..• , zn) sei regular (meromorph) in samtlichen Punkten 

Iw-a11=r, z.=ai' i=2, ... ,n, 

dagegen singular 2 in (aI' as, ... , an). Dann gibt es stets ein d > 0, so 
dap auf ieder zweidimensionalen Ebene 

i = 2, "', n mit Ia. - Eil < d 

innerhalb I w - all < r mindestens ie eine weitere singulare Stelle der 
Funktion f liegt. 

Der Beweis des Kontinuitatssatzes wird mit Hilfe des CAUCHYSchen 
Integralsatzes (siehe HARTOGS, KNESER) oder der Laurententwicklung 
nach w - a l (siehe E. E. LEVI) gefUhrt. 

1 Vgl. HARTOGS [a], [5]; E. E. LEVI [1]; KNESER [aJ. [lJ (dort fiir n Ver­
a.n.derliche); ferner OSGOOD: Lb., Kap. III. 

a VgI. S. 17, Anm.1. 
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Der Kontinuitatssatz ist verschiedentlich verallgemeinert worden. 
So kann an die Stelle des Kreises I w - all = rein beliebiger be­
schrankter Bereich der w-Ebene treten (vgl. KNESER). 

Folgerung 1. 1st eine Funktion I in einem Bereiehe >8 iiber dem R2n 
bis auf eine hOchstens (2n - 3)-dimensionale Mannigfaltigkeit regular 
(bzw. meromorph), so verhalt sich t im ganzen Innem von >8 regular 
(bzw. meromorph). 

Folg.erung 2. 1m Innem des Polyzylinders.8: Iwl < dl , IZil < di , 

i = 2, ... , n, liege auf jeder zweidimensionalen Ebene zi = zi, i = 2, ... , n 
(zi laufend in I Zi I < di), hOchstens eine singulare Stelle der regularen 
(bzw. meromorphen) Funktion t (w, Z2' ... , Zn) . In mindestens einem 
Punkte P aus.8 sei I singular. Dann gibt es genau eine durch P gehende 
(2n - 2)-dimensionale Flache ~, so daB samtliche in .8 liegenden Singu­
laritaten von I auf ~ liegen und umgekehrt jeder Punkt von ~ sin­
gulare Stelle von t ist. ~ geniigt einer Gleiehung w = g(Z2' ... , zn), 
g stetig fiir I Zi I < di · 

Aus Voraussetzung und Kontinuitatssatz folgt namlich zunachst, daB 
jedem (z~, ... , %,,) aus Izd < d, eindeutig ein w' = g(z~, ... , %,,) zugeordnet 
ist, so daB t im Punkte (w', %.' ... , %,,) singular wird. Die Stetigkeit von g 
ergibt sich durch wiederhoIte Anwendung des Kontinuitatssatzes. 
w = g(z., ... , z .. ) mit stetigem g stelIt aber stets ein (2n - 2)-dimensionales 
Flachenstiick dar. Spater zeigt sich sogar, daB dieses Flachenstiick ana­
lytisch ist. 

Folgerung 3. Der Punkt P sei ein Randpunkt einer 2n-dimen­
sionalen Hyperkugel Sf. 1st dann die Funktion t in allen Punkten einer 
Umgebung von P analytisch (bzw. meromorph), soweit diese auBerhalb 
der abgeschlossenen Hyperkugelliegt, so ist t notwendig auch in P selbst 
analytisch (bzw. meromorph), laBt sieh also iiber P hinaus mindestens 
ein Stiick ins Innere der Kugel fortsetzen1. 

Zum Beweise wende man den Kontinuitatssatz auf eine die Kugel 
m P beriihrende zweidimensionale analytische Ebene an. 

Die wichtigste Folgerung ist: 
Satz 18. 1st die Funktion t(ZI' Z2' ... , zn) in sam/lichen Rand­

punkten eines schlichten endlichen Bereiches >8 mit zusammenhiingendem 
Rande regular (bzw. meromorph) , so lapt sich I in jeden inneren Punkt 
von >8 hinein analytisch (bzW. meromorph) torlsetzen2. 

1st also eine Funktion im Innem eines endlichen Bereiehes des R2n 
irgendwo singular, so notwendig auch in mindestens einem Randpunkte. 
Der Satz gilt sieher nieht mehr allgemein fiir nichtendliche Bereiche, 
so nieht fiir das AuBere irgendeines beschrankten Bereiches. 

1 Vgl. E. E. LEVI; OSGOOD: Lb. 
• Vgl. HARTOGS [3]; POINCARt [3] (fur reguillre Fnnktionen); E. E. LEVI; 

femerOSGOoD: Lb. Einen neuen Beweis siehe B.SEGRE [1]. Dber eine interessante 
Verallgemeinerung dieses Satzes auf eine Funktion einer komplexen nnd einer 
reellen Verllnderlicben siebe SEVERI (8] nnd SEVERI (7]. S. 24f.; .femer FUBINI [2]. 
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Als weitere Folgerung des Kontinuitatssatzes ist noch die Grund­
eigenschaft der Meromorphieradien zu nennen: 

F olgerung 5. 1st der Meromorphieradius Q (w j zo) einer meromorphen 
Funktion j (w, z) in allen Punkten eines Bereiches b(w) der w-Ebene von 
Null verschieden, so ist logQ(w jzo) im Innern von b(w) superharmonisch1• 

Ebenso folgt natiirlich auch die bereits friiher bewiesene Grund­
eigenschaft der Regularitatsradien einer regularen Funktion. 

Folgerung6. fede in einem eigentlichenKreiskorper bzw. REINHARDT­
schen bzw. HARTOGSschen Korper meromorphe Funktion F (w, z) lapt sich 
iiberall ins Innere des kleinsten umjassenden vollkommenen Kreiskorpers 
bzw. REINHARDTschen bzw. HARTOGSschen Korpers hinein jortsetzen 2• 

Fiir regulare Funktionen war diese Aussage schon friiher bewieseI,l 
(vgl. Satz 8 und 12 und S.44-45). 

§ 2. (2n - 2) -dimensionale singulare Mannigfaltigkeiten. 
Nur ganz spezielle Flachen konnen als singulare Mannigfaltigkeiten 

in einem im iibrigen nur von regularen (meromorphen) Punkten einer 
Funktion t (Zl' Z2' ••. , zn) ausgefiillten Bereiche auftreten. 

Satz 19. Die Punktmenge ~ liege im Bereiche \8 und werde von jeder 
zweidimensionalen Ebene zi = zi, i = 2, ... , n, hochstens einmal ge­
schnitten. 1st dann die Funktion j (w, Z2' ••. , zn) in jedem Punkte des 
Bereiches \8, der nicht zu ~ gehOrt, regular (bzw. meromorph), in wenigstens 
einem Punkte von ~ aber singular, so ist i5 ein analytisches Flachenstiick 
und j(w, Z2"'" zn) in fedem Punkte von ~ singular 3. 

Aus der Folgerung 2 des Kontinuitatssatzes und den Voraussetzungen 
ergibt sich unmittelbar. daB \'Y eine (2n - 2}-dimensionale FHi.che ist. Der 
analytische Charakter wird mit Hilfe der Grundeigenschaft der Regularitats­
radien bzw. Meromorphieradien nachgewiesen. HARTOGS bewies den obigen 
Satz nur fUr regulare Funktionen. Sein Beweis laBt sich aber wortlich auf 
meromorphe Funktionen iibertragen. Man hat nur den Regularitatsradius 
durch den Meromorphieradius zu ersetzen. Den letzten Teil des HARTOGS­
schen Beweises kann man vereinfachen, indem man das KNEsERsche 
Beweisverfahren des Kantensatzes benutzt4. 

Satz 19 laBt sich nach zwei Seiten hin verallgemeinern: 
1. Bildet die Punktmenge i5 eine einmal stetig differentiierbare 

(2n - 2)-dimensionale Flache, so konnen wir in der Umgebung einer 
gewohnlichen Stelle P die Voraussetzung fallen lassen, daB ~ von jeder 
Ebene Zi = zi (i = 2, ... , n) hOchstens einmal geschnitten wird. In 
diesem FaIle laBt sich namlich nach Satz 2 zu Peine ganze line are 
Transformation mit dem Fixpunkte P angeben, so daB die transfor­
mierte Flache in der Umgebung von P einer Gleichung w = g(Z2' ••• , zn) 
und damit den Voraussetzungen von Satz 19 geniigt. 

1 Vgl. E. E. LEVI; vgl. ferner S. 46, 
2 Vgl. H. CARTAN [5]; Folgerung 6 gilt wortlich fiir REINHARDTsche Korper 

und Kreiskorper iiber dem Rs.' 
3 VgJ. HARTOGS [5]; s. auch LEJA [2]. ' Vgl. KNESER [1], [5]. 
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2. Eine andere Verallgemeinerung riihrt von HARTOGS selbst her 1 : 

Die im Polyzylinder .8: 

I w I < d1 ' I Zi I < dj i = 2, ... , n 
regulare Funktion /(w, Z2' ... , zn) moge im Innern von.8 auf jeder zwei-
dimensionalen Ebene Zi = zi, i = 2, ... , n, mit 0 < I zi I < di hOehstens 
r singulare Stellen '71 (z;, ... , z~), ... , 1J. (z;, ... , z~) besitzen. Dabei 
moge, wenn man n - 2 der Veranderlichen Z2' ... , zn fest halt (es sei 
Zi = ei' i =F io) , die Menge der Systeme (e2 , ••• , zio ' ••• , en) mit I zi, I < di ., 

fiir welche die Anzahl der zugehOrigen singularen Stellen kleiner als r 
ist, stets endlieh sein. Dann sind die r elementarsymmetrischen Funk­
tionen T/(Z2"'" zn) der 1J1"'" 1J. (l = 1,2, ... , r) im Innern von 
I z,d < di analytische Funktionen der Zi' Die singularen Stellen von 
/ (w, Z2' .•• , zn) sind genau diejenigen Punkte, die der "pseudoalgebra­
ischen Gleichung" w' - T1 (Z2' ..• , zn)w·-1 + ... (-1)' T, (Z2' •.. , zn) = 0 
geniigen; sie erfiillen damit in der Umgebung von (0,0, ... ,0) not­
wendig ein oder mehrere (erganzte) analytische Flachenstiicke 2• 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB die vorstehenden Satze auch fiir 
mehrdeutige analytische Funktionen gelten. Daraus folgt insbesondere, 
daB die Verzweigungsmannigfaltigkeiten dieser Funktionen unter den 
iibrigen Voraussetzungen der obigen Satze analytische Flachenstiicke 
ausfiillen (Naheres siehe HARTOGS [5J). 

Eine Verallgemeinerung anderer Art ist der "Kantensatz". Wesent­
lich bei Satz 19 ist die Voraussetzung der Regularitat (bzw. Mero­
morphie) der gegebenen Funktion in der vollen 2n-dimensionalen Um­
gebung der gegebenen singularen Mannigfaltigkeit i5. Der Kantensatz 
verlangt im Gegensatz hierzu nur die Regularitat (Meromorphie) im 
Innern einer gewissen Teilumgebung des Flachenstiickes i5, falls dieses 
als Schnittflache zweier zweimal stetig differentiierbaren Hyperflachen 
dargestellt werden kann. Der Kantensatz gibt insbesondere eine not­
wendige Bedingung fiir Regularitatsbereiche (Meromorphiebereiche), 
die eine den Voraussetzungen des Satzes geniigende "Kante" besitzen. 

Satz 20 (Kantensatz)3. Die zweimal stetig di//erentiierbaren Hyper­
/laehenstiicke 6 1 und 6 2 mit den Gleiehungen 9'1 (Xl' ... , xn' Yl'· .. , Yn) 
= 0 und 9'2 (XI , ••. , Xn, Yl' ... , Yn) = 0 mogen das gemeinsame Sehnitt­
/laehenstuek i5 haben. In iedem Punkte von i5 mogen 6 1 und 6 2 ver­
sehiedene Haupttangenten aujweisen 4• Gibt es dann eine Funktion 

1 Vgl. HARTOGS [5]; s. auch LE]A [2]. 2 Vgl. Kap. V. 
3 Zum Beweis siehe KNESER [5]. lUtere Beweise (fUr n = 2) siehe BEHNKE [1]; 

KNESER [1]; BEH(N~~l[5]' O<Pl ') 

4 Die Matrix ~;:::: :;: ist also vom Range 2. ~ ist eine 2n - 2-dimen-

OUl OV. 
sionale differentiierbare Mannigfaltigkeit mit nur gewohnlichen Punkten. 
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I (Z1' Z2' .•. , zn), die in denienigen Punkten einer Umgebung von 0: 
regular (bzw. meromorph) ist, liir die Max (cpt' CP2) > 0, die sich aber aul 
0: singular verhiilt, so ist 0: ein analytisches Flachenstiick. 

Man beachte, daB die beiden HyperfUichenstiicke 6 1 und 6 2 die Um­
gebung von ~ in vier Teile zerlegen. Die Regularitat (Meromorphie) der 
Funktion f wird in drei Teilen dieser Umgebung verlangt. Falls diese nicht 
schon der Beziehung Max (tpl' tp2) > 0 geniigen, so ersetze man etwa tpl = 0 
durch -tpl = 0 oder tp2 = 0 durch -tp2 = o. 

Zum Kantensatz seien folgende einfache Beispiele genannt: 
1. Die beiden H yperflachen 

(('1 = I W 12 - 1 = u2 + v2 - 1 = 0, 
(('2 = I Z 12 - 1 = x2 + y2 - 1 = 0 

haben die zweidimensionale Flache ~: u2 + v2 = X2 + y2 = 1 gemeinsam; 
~ ist die Bestimmungsflache des Einheits-Dizylinders. Da diese kein 
analytisches Flachenstiick ist, muB nach dem Kantensatz jede Funktion, 
die in samtlichen Punkten einer Umgebung von ~ regular oder meromorph 
ist, soweit diese auBerhalb I w I < 1, I z 1 < 1 liegen, notwendig iiber ~ hin­
aus ein Stiick weit ins Innere des Dizylinders fortsetzbar sein. Der Bereich 
Max (tpl' tp2) > 0 ist hier die Gesamtheit aller Punkte (w, z), fUr die ent­
weder mindestens I wi> 1 oder I z I > 1. 

2. Ganz ahnlich folgt, daB der Vereinigungsbereich ~ der beiden Punkt-

mengen Iwl < 2, Izi < 1 und Iwl < 1, Izl < 2 

kein Regularitatsbereich sein kann. Trafe dies namlich doch zu, so ware 
die nichtanalytische Flache I w I = I z I = 1 eine Kante des Regularitats­
bereiches im Widerspruch zum Kantensatz. Man beachte, daB ~ hierbei ein volt­
kommener REINHARDTscher Korper ist und ferner, daB auf dem ganzen Rande 
(mit Ausnahme der auftretenden Kanten) iiberall L (tp) = 0 (vgl. auch S. 55). 

§ 3, Natiirliche Grenzen 1, 

Das Hyperflachenstiick 15: cp(x1,···, xn ' Y1' ... , Yn) = ° heiBt 
naturliche Grenze einer regularen (bzw. meromorphen) Funktion 
f (Z1' Z2' ... , zn) von der Seite cp < 0, falls 1 in allen denjenigen Punkten 
einer Umgebung U von 15, fUr die cP < 0, regular (bzw. meromorph) 
ist, aber in allen Punkten von 15 singular wird. 

Uber die natiirlichen Grenzen gelten die beiden Satze von E. E. LEVI 2 : 

Sa tz 21. 1st die einmal stetig dillerentiierbare H yperlliiche 15: 
CP(Xl' ... , Xn, Y1' ... , Yn) = ° naturliche Grenze einer reguliiren (bzw. 
meromorphen) Funktion I(Z1' Z2' ... , zn) von der Seite cP < 0, so hat jede 
durch einen beliebigen gewiihnlichen Punkt P von 15 gehende analytische 
Flache (die Pals gewohnliche Stelle hat) in ieder nock so kleinen Um­
gebung von P Punkte aul der Seite cP > 0. 15 ist also pseudokonvex von 
der Seite cP > 0. 

Der Beweis des Satzes bEt sich auf den Kontinuitatssatz zuriick­
fiihren. In Verbindung mit Satz 4' ergibt sich unmittelbar fUr den R4 : 

1 Zu diesem Paragraphen vgl. auch Kap. II, § 3. 
2 Vgl. E. E. LEVI [1J, [2]. 
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Folgerung 1. 1st die Hyperllikhe q;(u, v, x, y) = 0 zweimal stetig 
dilferentiierbar "nd naturliche Grenze einer. regultiren oder meromorphen 
Funktion von der Seite q; < 0, so ist L (q;) ~ O. 

Fiir den allgemeinen Fall n ~ 2 bewies KRZOSKA: 
1st die hinreichend oft differentiierbare Hyperflache q; = 0 in emer Um­

gebung einergewohnlichen Stelle P(z~, z~, ... , z:) natiirliche Grenze von~ 
der Seite q; < 0, so ist die HERMITEsche Form 2'9'","P (zr,zr, ... , z::'>z,.z. 

Il 

mit der Nebenbedingung 2' 9'" (zf' , zr, .. . ,z::') z" = 0 positiv halbdefinit. 
1'=1 

(Hierbei ist 9'" "P = -" iJllL .) 
, fJz,.fJZ" 

Folgerung 2. 1st die zweimal stetig dilferentiierbare Hyperllache 6: 
q; (u, v, x, y) = 0 von beiden Seiten naturliche wenze, so ist in idem 
Punkte von 6 L(q;) = 0, d. h. aber 6 ist eine analytische HYPerllache 
(vgl. Satz 5). Entsprechendes gilt fUr den Fall n> 2.1 

1m wesentlichen gelten auch die Umkehrungen dieser Satze: 
Satz 22. In idem Punkte P des zweimal stetig dilferentiierbaren 

Hyperlliichenstackes 6: 9'(u, v, x, y) = 0 sei L(q;) > O. Dann gibt es 
zu idem gewohnlichen Punkte P von 6 eine Umgebung U (P), so da/J 6, 
soweit es in U(P) liegt, naturliche wenze einer regula,en Funktion von 
der Seite q; < 0 ist. . 

Fiir den allgemeinen Fall des Rill gilt wieder: 
Il 

1st die HERMlTEsche Form I9'",vzj .. in Po positiv definit unter der 
fa .u,y=l 

Nebenbedingung 2'9'"z" = 0, so kann man eine Umgebung U(Po) und 
1 

dazu eine Funktion I(Zl' Zll' •.. Zll) angeben, die auf der Seite 9' < 0 
regular ist und das Hyperflachenstiick q; = 0, soweit es in U(Po) liegt, 
zur natiirlichen Grenze haP. 

1st nun die LEvIsche Bedingung L (q;) > 0 auch im Gro/Jen hinrei­
chend? D. h. gibt es unter den Voraussetzungen von Satz 22 eine Funktion 
1 (w, z), die das gesamte Hyperfliichenstiick 6 zur natiirlichen Grenze 
hat; ist also insbesondere ein Bereich, der von einer geschlossenen, zweimal 
stetig differentiierbaren Hyperflache 6: q;(u, v, x, y) = 0 begrenzt wird, 
stets dann ein Regularitatsbereich, falls iiberall auf 6 L (q;) > o? 

Die Wichtigkeit dieser Frage wurde zuerst von BLUMENTHAL I ge­
sehen und bildet seitdem eines der ungelosten Hauptprobleme der Theorie 
der Singularitaten. Bisher konnen wir sie nur fiir wenige Einzelfalle losen, 
so fur REINHARDTsche Korper, Kreiskorper und HARTOGSsche Korper. 

1. REINHARDTsche Korper. q; = Izl- 'P(lwi) < 0 sei die Un­
gleichung eines vollkommenen REINHARDTschen Korpers des R,; der Rand 
9' = fZZ - 'P (r wiO) = 0 bilde eine zweimal stetig differentiierbare Hyper­
fULche und sei in jedem Punkte pseudokonvex von der Seite q; > o. 

1 VgJ. KRZOSKA. 2 VgJ. BLUMENTHAL; s. auch BEHNKE [1J. [S). 
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Es ist also l (es sei Iwl = r, Izl = r'): 

oder 

o q;w q;. 
L (q;) = - q;w q;ww 0 

q;z ' 0 q;zz 

d1tp <.!..(dtp\1 _.!.. dtp. 
drS = r' dr} r dr' 
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das wiederum heiBt, daB r' = ",,(r) die Grundeigenschaft fiir ein System 
assoziierter Konvergenzradien aufweist 2. 

Nun zeigte FABER, daB es zu jeder solchen Funktion r' = "" (r) 
eine Potenzreihe nach w und z gibt, deren System der assoziierten 
Konvergenzradien durch r' = "" (r) bestimmt ist und die iiber ihren 
Konvergenzbereich hinaus nicht fortsetzbar ist3. Damit ist bewiesen: 

Der zweimal stetig diflerentiierbare Rand f{J = I z I - "" (I w Il = 0 
eines REINHARDTschen Karpers S£': q; < 0 ist dann und nur dann naturliche 
Grenze einer im Innern regularen Funktion (und damit S£' der Konvergenz­
karper einer Potenzreihe), falls der Rand uberall von aufJen pseudokonvex ist. 

2. Kreiskorper. Ahn1ich ist 1eicht nachzuweisen, daB fiir den Rand 

eines vollkommenen Kreiskorpers I z I = R (s) = R ((j , -r), (s = ~ = (j + i7;) 
mit zweimalstetigdifferentiierbarem R (s)dann undnurdannL (Iz I-R (s)) 
> 0 LI (1 R()) = «321ogR(s) + «321ogR(s) < 0 = ,wenn og s - BOI Chi =. 

In Verbindung mit Satz 16a fo1gt: 
Zu einem vollkommenen KreiskOrper S£': I z 1< R (s), bei dem R (s) zwei­

mal stetig diflerentiieTbar ist und lim J s J R (s) existiert, gibt es dann und 
8 = 00 

nUT dann eine im Innern regulare Funktion, die den Kreiskarperrand als 
naturliche Grenze (und damit S£' als invarianten Konvergenzkarper) hat, 
falls der Rand in jedem Punkte pseudokonvex von aufJen ist 4 • 

}. HARTOGSsche Korper. Ganz entsprechend ergibt sich aus 
Satz 16: 

1st der Rand JzJ = R(w) eines vollkommenen HARTOGSschen Kar­
pers \B zweimal stetig diflerentiierbar (fur alle w im Innern der Projek­
tion b(w») und verschwindet R (w) fur kein w der abgeschlossenen Profektion, 
so ist I z I = R (w) dann und nur dann naturliche Grenze einer in \B reguliiren 
Funktion, falls L (I z I - R (w)) ~ 0, der Rand also uberall pseudokonvex 
von aufJen ist. 

Man kann namlich auch hier zeigen, daB cp nicht nur der Konvergenz­
bereich einer Reihe, sondem auch ein Regularitatsbereich ist (vgl. hierzu 
Satz 42). 

1 Man beachte, daB wir hier auch L (cp) = 0 zuiassen, wahrend in Satz 22 
ii berall L (cp) > 0 vorausgesetzt wird. 

2 Vgl. die Formeln (2) und (2a) in Kap. III, § 1. 
3 Neben FABER vgl. auch Satz 42. ' Vgl. BEHNKE [2]. 
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1st iibrigens der gegebene HARTOGSsche K6rper j8 schlicht und ein­
fachzusammenhangend - und damit auch die Projektion b(fD) -, so 
k6nnen wir die Einschrankung, daB R (w) auf dem Rande von b(fD) nicht 
verschwindet, fallen lassen. 

Es sei namlich b~"') (i = 1,2, ... ) eine unendliche Folge von :aereichen 
der w-Ebene mit der Eigenschaft, daB b~") ~ bJ~\ ~ bl") und lim b~") == bite). 
Es ist m. = Min R (w), gebildet fur aIle w aus b~·>l, sicher von Null 
verschieden (\8 sei vollkommen). Zu jedem b~") konstruieren wir dann den­
jenigen HARTOGSschen Korper \8., der b~") zur Projektion hat und fur den 

R;(w) = R(w) - ~I ist. Es gilt offenbar \8. ~ \81+1 und lim\8. == \8. 
~ 

1st L(jz[ - R(w» = L([z[ - R.(w» ~ 0, so mussen nach dem eben 
Gezeigten samtliche \8; Regularitatsbereiche sein. Wir werden nun spater 
beweisen, daB der Grenzbereich einer solchen Folge von Regularitats­
bereichen \8. stets wieder ein Regularitatsbereich ist, falls \8 ein einfach­
zusammenhangender schlichter HARTOGS scher Korper mit stetigem R(w) ist 1. 

Es ergibt sich also: 
Der zweimal stetig dilferentiierbart Rand I z I = R (w) eines schUchten, 

einfachzusammenhiingenden (vollkommenen) HARTOGSschen Korpers j8 
ist dann und nur dann naturliche Grenze einer im lnnern reguliiren Funk­
tion, falls L (I z I - R (w)) ~ 0 fur alle inneren Punkte der Projektion b(fD). 

1m ersten Kapitel hatten wir auf die Frage hingewiesen, ob ein 
Meromorphiebereich stets auch ein Regularitatsbereich ist. FliT REIN­
HARDTsche sowie HARTOGSsche 2 Korper und Kreiskorper mit zweimal 
stetig differentiierbarem Rande k6nnen wir auf Grund des Voran­
gehenden diese Frage leicht beantworten. 

1st niimlich ein solcher Korper ein Meromorphiebereich, so ist er not­
wendig pseudokonvex von aufJen, also nach dem oben Gezeigten zugleich 
ein Regularitiitsbereich. 

Fiinftes KapiteL 

Die Verteilung der Nullstellen und 
auJ3erwesentlichen Singularitaten. 

§ 1. Der VorbereitungssatzS• 

Wir k6nnen ohne Einschrankung die vorgegebene Nullstelle im 
Endlichen voraussetzen. Soweit wir ferner Eigenschaften nur im 
Kleinen betrachten, beschranken wir uns auf Punktmengen und Funk­
tionen des schlichten R2fl • 

1 Vgl. BEHNKE-THULLEN [4] und oben Kap. VI, § 5. 
I Soweit sie den obengenannten Voraussetzungen geniigen. 
8 Dber die zahlreiche Literatur zum Vorbereitungssatze siehe OSGOOD: Lb. 

S.86; dariiber hinaus vgl. RUCKERT, SPATH, WIRTINGER [3]. 
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1st der Punkt Peine N ullstelle der in P reguHiren Funktion I, so 
folgt bereits aus dem Kontinuitatssatze (angewandt auf 1//), daB in 
beliebiger Nahe vonPweitere Nullstellen von I liegen mussen. DerVor­
bereitungssatz von WEIERSTRASS gibt nun genauere Auskunft daruber, 
welche Mannigfaltigkeiten diese Nullstellen in der Umgebung der ge­
gebenen Stelle P ausfullen. 

Satz 23. a) Der Vorbereitungssatz fur Funktionen zweier 
Veranderlichen. 1st die Funktion I(w, z) im Punkte Po (wo, zo) regular 
und I(Po) = 0, aber 1'$ 0, so gibt es eine Umgebung U(Po): 

Iw - wol < dl , Iz - zol < dz 

und eine in U(Po) regulare, dort nirgends verschwindendeFunktion Q(w, z), 
lerner eine ganze Zahl f1 ~ 0, so dap lur alle (w, z) aus U (Po) 

I(w, z) == (z - zo)I"1jJ(w, z)· Q(w, z). 

Hierbei ist 'IjJ == 1 oder von der Form 

(1) 1jJ(w,z) == (w - wo)m + AI(z)(w - wo)m-l + ... + Am(z), 

wobei die Ai (z) sich in der Umgebung von Zo regular verhalten und in Zo 
verschwinden. 

1st I (w , zo) '$ 0, so falIt naturlich der Faktor (z - zo)1" fort. 
Eine Funktion 'IjJ(w, z) der eben genannten Art [siehe (1)] wird ein 

ausgezeichnetes Pseudopolynom mit der Spitze %0 genannt. 
b) Der Fall von n Veranderlichen. Wir bezeichnen wieder 

zweckmaBig die erste Veranderliche mit w, die ubrigen mit zZ' ... , Zn' 
Die Funktion I(w, ZZ' ... , zn) '$ ° sei im Punkte PO(al , az, ... , an) 
regular und t(Po) = O. Wir mussen hier die zusatzliche Annahme 
machen, daB I(w,az, ... , an) '$ 0, was sich jedoch stets durch eine 
ganze lineare Transformation erreichen laBtl. Unter diesen Voraus­
setzungen gilt dann wie eben: 

Es existiert eine Umgebung U(po) 

Iw - all < dl , IZi - a.1 < di, i = 2, ... , n 
und eine in U (Po) regulare, dort nicht verschwindende Funktion 
Q(w,zz"",zn)' so daPlur alle (w,zz"",zn) aus U(Po) 

(2) I (w, zZ' ... , ZIt) == 1jJ (w, zz, ... , ZIt) Q(w, zZ' ... , zn) , 

wobei 'IjJ wieder ein ausgezeichnetes Pseudopolynom darstellt, also 

1jJ(w, Zz, ... , ZIt) == (w -al)m+ A1(zz," .,z,,)(w - a1)m-l + ... +Am(zz, ... , z .. ) 
(Ai regular in der Umgebung von (az," ., an) und Ai(aZ"'" an) = 0). 

Die Bedeutung des Vorbereitungssatzes liegt insbesondere darin, 
daB die Funktion I - soweit es auf ihre Nullstellen ankommt - im 
Punkte Po durch ein Pseudopolynom ersetzt werden kann, dessen Null­
stellen leicht zu ubersehen sind. 

1 VgJ. OSGOOD: Lb. S. 87-88. 
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Die Identitaten (i) und (2) besagen, daB die Gleiehung 1 = 0 fiir 
jedes System (z., .•. , z,,) mit Iz, - ail < di (i = 2, ... , n) im Kreise 
Iw - all < d,. genau m Wurzeln w,(z., . .. , Zll) (i = i, 2, ... , m) besitzt, 
die der pseudoalgebraischen Gleichung 

1p(w,z., ... ,z .. ) == (w-al)m+Al(z., ... ,z,,)(w-al)m-l + ... + A 1 (z., ... ,z,,)=O 

geniigen, und daB umgekehrt jede Wurzel von 'P = 0 - soweit sie 
innerhalb U(Po) liegt - auch eine Nullstelle von 1 liefert. 

Es kommt also jetzt auf die Untersuehung derjenigen Mannigfaltig­
keiten an, die dureh eine solche pseudoalgebraisehe Gleiehung definiert 
werden. 

§ 2. Null- und Polstellenflichen. 
Zunachst einige Sitze iiber Pseudopolynome, die ahnliehen Gesetzen 

untei'worfen sind wie gewohnliche Polynome l ! 
Ein ausgezeiehnetes Pseudopolynom tp (w, Z.' ... , ZII) naeh Potenzen 

von w - al und der Spitze (al"'" all) heiBe (algebraisch) irreduzibel, 
falls es keine zwei ausgezeichnete Pseudopolynome 'PI und 'PI der glei­
chen Art gibt, so daB tp == tpl • 'PI' 

Analog wollen wir allgemein eine in P regulare, dart verschwindende 
Funktion I(zl' z.' ... , z,,) =1= 0 in P irreduzibel nennen, falls es keine 
zwei in P regulare, dort versehwindende Funktionen g und k gibt, so 
daB 1 == g . h. Existieren dagegen solche Funktionen g und h, so sagen 
wir, f hat in P die Teiler g und h. EiB ausgezeiehnetes Pseudopolynom 
nach Potenzen von w - "t und der Spitze (aI' ... , a,,) ist dann und nur 
dann in (ai' a., ... , all) irreduzibel, falls es algebraiseh irreduzibel ist. 

Es gilt dann unter anderem: 
Hilfssatz 1. Ein ausgezeichnetes Pseudopolynom lliBt sieh auf 

genau eine Weise in ein endliches Produkt irreduzibler Pseudopolynome 
der gleiehen Art zerlegen. 

In Verbindung mit dem Vorbereitungssatze folgt: 
Jede beliebige in einem Punkte P regulare, dort verschwindende Funk­

tion l(zl' z.' . 0 0, z,,) =1= 0 lapt sich eindeutig (von in der Umgebung von P 
nieht versehwindenden Faktoren abgesehen) in endlich viele in P i"edu­
zible Funktionen zerlegen. 

Hilfssatz 2. Verschwindet ein ausgezeichnetes Pseudopolynom 'PI 
nach Potenzen von w - a l und der Spitze (al , •.• , all) in samtliehen 
Punkten einer Umgebung des Punktes (ai' all' ... , all)' in denen ein 
i"eduzibles Pseudopolynom tpl der gleichen Art verschwindet, so ist 'PI 
dureh tpl teilbar. 

Aus Hilfssatz i und dem Vorbereitungssatze ergibt sieh wiederum 
fur beliebige Funktionen: 

Verschwindet die in P regulare Funktion l(zl' z.' ... , %,,) in P und in 
samtlichen Punkten einer Umgebung von P, in denen die in P reguliire 

1 Ausftlhrliches tlber Pseudopolynome siehe OSGOOD: Lb. 
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Funktion g verschwindet, so ist I in P durch ieden in P imduziblen Faktor 
der Funktion g teilbar. (I braucht dagegen in P nicht durch g selbst teilbar 
zu sein; dies ist nur dann der Fall, wenn I in den genannten Punkten 
stets von derselben oder hOherer Ordnung wie g verschwindet; vgl. S. 60.) 

Hilfssatz 3. 1st V' ein irreduzibles ausgezeichnetes Pseudopolynom, 
so stellt V' = 0 ein "Element eines analytischen Gebildes", nach unserer 
Definition ein erg1lnztes analytisches Flachenstiick dar. 

Entsprechend: 
Die NuUstellenmanniglaUigkeit einer in P regularen, don verschwinden­

den und i"eduziblen Funktion I(ZI' z.' ... , ZII) lalU in einer Umgebung 
von P mit den Punkten eines (erganzten) analytischen Flachenstuckes 
zusammen. 

Aus all dem ergibt sich: 
Satz 24. Verschwindet die im Punkte P regulare Funktion 

I(ZI' z.' ... , ZII) $: 0 in P, so liegen in einer genugend kleinen Umgebung 
U (P) die Nullstellen der Funktion I aul endUch vielen 2n - 2-dimensio­
nalen (erganzten) analytischen Flachenstiicken, und umgekehrt sind stimt­
liche Punkte dieser Flachenstucke, soweit sie in U (P) liegen, NuUstellen 
von f. 

Folgerung. Verschwindet die Funktion I in den Punkten eines 
(noch so kleinen) nichtanalytischen (2n - 2)-dimensionalen FI1lchen­
stiickes ~ und ist I in einer Umgebung von ~ regul1lr, so ist notwendig 
1= O. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar: 
Stimmen zwei Funktionen lund gaul einem noch so kleinen Stuck ~ 

eines nicht-analytischen (2n - 2)-dimensionalen Fliichenstuckes uberein 
und sind fund g in einer Umgebung von ~ regular, so ist notwendig f = g. 

Die bisherigen Aussagen, die nur in einer geniigend kleinen Umgebung 
der vorgegebe'nen Nullstelle galten, lassen sich noch wie folgt erganzen: 

Satz 25. Das durch P gehende (2n - 2)-dimensionale (erganzte) 
analytische Flachenstuck ~ sei in einer Umgebung von P Nullstellen­
mannigfaUigkeit der in P regularen Funktion f. 1st dann Q ein beliebiger 
Punkt auf ~, der sich mit P dUTch eine auf ~ liegende Kurve a; verbinden 
lapt, die nur aus regularen Punkten der Flache ~ und der Funktion f 
besteht, so ist Q ebenlalls eine Nullstelle von f (P und Q selbst diirfen un­
wesentliche Randpunkte von ~ sein). 

Der Beweis ergibt sich sehr einfach aus dem Vorbereitungssatze und 
der Eindeutigkeit der Fortsetzung eines analytischen FI1lchenstiickes 1• 

Analog der Kl.Th. konnen wir nunmehr auch die Ordnung eines 
N ullstellengebildes einfiihren: 

In der Umgebung des Punktes P verschwinde die in P regul1lre 
Funktion f auf dem durch P gehenden analytischen FI1lchenstiick ~, 

1 Beweis flir n = 2 vgl. BEHNKE-THULLEN [4]. 
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P sei dabei eine gewohnliche Stelle von~. In einer genugend kleinen Um­
gebung U (P) laBt sieh dann ~ durch eine dort analytische, in P irreduzible 
Gleichung h = 0 darstellen. Ilh ist in P regular. 1st dann P diejenige 
ganze positive Zahl, fur die IlhP in P regular, IlhP+1 aber in P (auBer­
wesentlich) singular ist, so heiBe P die Ordnung der Nullstellen­
Wiehe a in P.l 

Solange ~ im Regularitatsbereiche ffi der Funktion I verlauft und 
dort nieht in zwei punktfremde Stucke zerfallt, hat ~ in jedem seiner 
gewohnlichen Punkte als Nullstellenflache von I die gleiehe Ordnung p. 
Da nun alle in ffi liegenden Flachenpunkte und auch die dort vorhandenen 
unwesentlichen Randpunkte Haufungspunkte gewohnlicher Punkte sind 
(und jene ~ nicht in zwei Stucke zerlegen.2), konnen wir dann von der 
Ordnung der (erganzten) Nullstellenllache ~ schlechthin sprechen. 

Zerflillt dagegen ~ in ffi in zwei punktfremde Stucke ~l und ~2' 
so kann es vorkommen, daB I auf ~l in der Ordnung PI' auf ~2 in der 
Ordnung P2 verschwindet3. 

Die Ordnung einer Nullstellenflache ist invariant gegenuber Trans­
formationen, die in der Umgebung von ~ eineindeutig und analytisch sind. 
Ferner gilt das folgende wichtige Kriterium: ~ ist dann und nur dann eine 
Nullstellenllache p-ter Ordnung der (in einer Umgebung von ~ regularen) 
Funktion I, lalls diese und ihre samtlichen Ableitungen bis einschliefJlich 
zur (P - i)-ten Ordnung aut ganz ~ verschwinden, aber mindestens eine 
Ableitung p-ter Ordnung % nicht mehr als Nullstellenllache besitzt4. 

Samtliche angegebenen Satze gelten naturlich nicht nur fUr N ullstellen, 
sondern entsprechend auch fUr beliebige a-Stellen einer regularen Funktion. 

Nun die Folgen fur die auBerwesentlich singularen Stellen! 
1st die in der Umgebung des Punktes P meromorphe Funktion 

F (Zl' Z2' ..• , z .. ) in P auBerwesentlich singular, so gibt es nach Definition 

(vgl. Kap. I, § 4) zwei in P regulare Funktionen g und h, so daB F == -f· 
und h(P) = o. 

Nach Hilfssatz 1 durfen wir voraussetzen, daB g und h in P keinen 
gemeinsamen Teiler besitzen. Die Funktion Fist also dann und nur 
dann in P aufJerwesentlich singular, lalls zwei in P regulare, dort teiler-

Iremde Funktionen g und h existieren, so dafJ F == fund h (P) = o. 
Auf Grund dieses Satzes lassen sich zwei Arten von auBerwesent­

lichen Singularitaten unterscheiden: 
1. g(P) =f: o. 
F strebt bei Annaherung an P gleichmaBig gegen 00. Wir nennen 

in diesem Falle Peine Polstelle oder auBerwesentlich singulare Stelle 
erster Art der Funktion Fund ordnen P den Funktionswert 00 zu. 

1 Eine andere EinfUhrung der Ordnung einer Nullstelle siehe SEVERI [7] S. 39. 
2 Vgl. OSGOOD: Lb. s.132. 3 Vgl. BEHNKE-THULLEN [4]. 
4 Vgl. fUr den Fall ganzer Funktionen auch H. CARTAN [4]. 
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2. 1st dagegen g (P) = 0, so ist fiir jedes endliche konstante IX die 
Gleichung g - iXh = ° in P und damit nach dem Vorbereitungssatze 
mindestens auf einem durch P gehenden (erg.) analytischen Flachen­
stiick erfiillt (das mit keinem der durch h = 0 bestimmten Flachen­
stiicke identisch ist). Das aber heiBt, daB F in jeder Umgebung des 
Punktes P jeden endlichen Wert IX annimmt. Wir nennen in diesem 
Falle Peine Unbestimmtheitsstelle oder auch eine auBerwesentlich 
singuUire Stelle zweiter Art der Funktion F. 

Fiir n = 2 konnen auBerwesentlich singulare Stellen zweiter Art 
einer Funktion F (w, z) nur isoliert liegen, da die durch g = 0 und 
h = ° bestimmten Flachenstiicke sich hOchstens in diskreten Punkten 
schneiden; sie sind dagegen immer Haufungspunkte von Polstellen der 
Funktion F. 

1st P ein unendlichferner Punkt, so werden wir eine in P meromorphe 
Funktion F in P auBerwesentlich singular von erster bzw. zweiter Art 
nennen, falls F nach einer geeigneten projektiven Transformation, die P 
in einen endlichen Punkt P' wirft, in P' auBerwesentlich singular von 
erster bzw. zweiter Art ist. 

Fassen wir zusammen! 

Satz 26. 1st in einem Punkte P die Funktion F(Zl' Z2' ... , zn) aujJer­
wesentlich singuliir, so liegen in einer genugend kleinen Umgebung U (P) 
siimtliche Singularitiiten der Funktion F au/ endlich vielen (erg.) analy­
tischen Fliichenstucken, und umgekehrt sind samtliche Punkte dieser 
Flachenstucke, soweit sie in U (P) liegen, aujJerwesentliche Singularitiiten 
der Funktion F. 

Entsprechend Satz 25 gilt ferner: 

Sa tz 25 a. Das durch den Punkt P gehende (erg.) analytische Flachen­
stuck g. sei in der Umgebung von P Singularitaten/liiche der in P mero­
morphen Funktion F (Zl' Z2' ... , zn). 1st dann Q ein beliebiger Punkt 
au/ g., der sich mit P durch eine au/ g. liegende K urve verbinden lajJt, 
die aus reguliiren Punkten der Fliiche g. und aus meromorphen Punkten 
der Funktion F besteht, so ist Q eben/ails eine singuliire Stelle von F 
(P und Q selbst diirfen unwesentliche Randpunkte von g. sein). 

§ 3. Meromorphe Funktionen im erweiterten Raume. 
1st eine Funktion t (Zl ' Z2' ... , zn) in allen Punkten des erweiterten 

Raumes analytisch, so ist sie nach dem Satze von LIOUVILLE bei fest­
gehaltenen n - 1 Veranderlichen stets eine Konstante; daraus folgt, 
daB / schlechthin konstant ist. Dieser Satz laBt sich in ganz iiber­
raschender Weise verscharfen: 

Satz 27. 1st die Funktion /(z'p Z2' ... , z,,) in allen Punkten einer 
geschlossenen (2n - 2)-dimensionalen analytischen Ebene regular, so ist / 
eine Konstante. 
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Ohne Einschrmkung der Allgemeinheit diirfen wir namIich annehmen, 
daB I auf der ganzen unendlichfemen (analytischen) Ebene regular ist. Das 

ta 

aber heiBt, daB I fUr 1: 1 Zi 12 ~ l' (1' eine geniigend groBe positive Zahl) 
i=1 

und damit nach Satz 18 iiberall im erweiterten R2ta regular, also kon-
stant ist. 

Fiir meromorphe Funktionen gilt unter den entsprechenden Voraus­
setzungen der Satz von HURWITZ-WEIERSTRASS: 

Satz 28. 1st die Funktion F(zp Z2' ••• , Zta) in allen Punkten des 
erweiterten Raumes meromorph, so ist F eine rationale Funktion l • 

Wir geben den Beweis fiir den Fall einer Funktion F(w, z) von zwei 
Veranderlichen an, der aber auch unmittelbar auf den Fall von n Verander­
lichen iibertragen werden kann. 

Wir konnen annehmen, daB der unendlichferne Punkt (00, 0) ein regularer 
Punkt von F(w, z) ist und daB zugleich F(oo, 0) =F o. Dann gibt es ein 
r> 0 und ein d> 0, so daB F regular und verschieden von Null fiir aIle 
(w, z) aus 

(1) Iwl>r, 1~I<d. 
Ferner ist die Anzahl der Nullstellen und der auBerwesentlich singularen 
Stellen auf jeder der Ebenen z = konst. endlich. Zu jedem endlichen Zo 

gibt es zwei zueinander teilerfremde, ausgezeichnete Pseudodopolynome 

k~ 
1f'z,,(w,z) ==~A~)(z)w¥, 

~ !pz,,(w,z) ==~B~)(z)w" 
.... =0 

und ein positives e (zo) , so daB alleA ~~) (z) und B~") (z) regular fur 1 z - Zo 1 < e (zo) 

und femer F (w, z) 1f''''(iw, z» regular :nd von Nu~ verschieden fiir 1 z- Zo 1 <e (zo) 
!pro W, z 

und alle endlichen w. 
DieA~:)(C) und B~:)(C) sind die elementarsymmetrischen Funktionen der 

Pol- und Nullstellen von F auf z = C. Daraus folgt wiederum, daB die 
A~:)(z) und B!:)(z) unabhangig von Zo und regular fiir alle endlichen w sind. 
Weil weiter die Wurzeln der beiden Pseudopolynome 1f"o und !P", niemals 

in (1) liegen, fUr jede Wurzel w (z) also entweder I w 1 ~ r oder I w I ~ ~J , 
so folgt, daB 

IA("l(z) 1 < C· Max {rko, Izlko}, . B(")(z)! < C· Max {ro, Iz\'o}. 

Die AM und B(") sind also ganze rationale Funktionen von z. Die. Funktion 

F(w, z) == F(w, z) 1f'«W, Z») ist somit im Endlichen iiberall regular, von Null 
tp w, z 

verschieden und hat im Unendlichen htichstens auBerwesentlich singulare 
Stellen. Es existiert daher mindestens ein unendlichferner Punkt - er 
sei (a, 00) -, in dem F hochstens einen Pol hat. Dann ist aber die Funktion 

___ t_ auf der geschlossenen analytischen Ebene w = a iiberall regular, 
F(w, z) z 
also nach Satz 27 eine Konstante, ~omit unser Satz bewiesen ist. 

1 Vgl. OSGOOD: Lb. S.275ff., wo der Satz noch wesentliche Erweiterungen 
findet; siehe femer KNESER [8]; SEVERI [lI], [9]; vgl. auch Satz 29. 
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Folgerung 1. 1st die Funktion F in allen Punkten einer geschlosse·· 
nen (2n - 2)-dimensionalen analytischen Ebene meromorph, so ist F 
eine rationale Funktion (Beweis auf Grund von Satz 28 wie bei Satz 27). 

Folgerung 2. Jede ganze, nichtrationale Funktion ist in fedem 
unendlichfernen Punkte wesentlich singular. 

SEVERI zeigt nun, daB man in den obigen Satzen die analytischen 
Ebenen durch ein beliebiges algebraisches Gebilde ersetzen kann, d. h. durch 
ein analytisches Gebilde, das einer ganzen rationalen Gleichung geniigt: 

Sat z 29. 1st die F unktion F (Zl ' Z2' ... , zn) in allen Punkten eines 
geschlossenen algebraischen Gebildes regular (bzw. meromorph) , so ist F 
eine Konstante (bzw. eine rationale Funktion) 1. 

Aus Satz 29 folgt unmittelbar wieder Satz 28 1• Ferner sei bemerkt, 
daB Satz 27, die Folgerungen aus Satz}8 und Satz 29 in der obigen 
Fassung nicht mehr im RG , erst recht nicht in beliebig erweiterten 
Raumen gelten; Naheres sowie Verallgemeinerungen der genannten 
Satze vgl. OSGOOD: Lb. Kap. 3, § 29-32. 

Wir zeigen schlieBlich, daB eine rationale Funktion, die'. nur Pole 
besitzt, eine Konstante ist; es gilt namlich: 

Satz 30. Jede rationale, nichtkonstante Funktion R(Zl' Z2'" ., zn), 
n> 1, besitzt mindestens eine auperwesentlich singulare Stelle zweiter Art. 

a) R sei ganz rational. Ware der Satz falsch, so ware 1/R in samt­
lichen unendlich fernen Punkten regular, also konstant. Entsprechend, 
falls R die Reziproke einer ganzen Funktion ist. 

b) Es sei R == ~, wobei G und H teilerfremde, nichtkonstante Poly­

nome bedeuten mogen. In den Schnittpunkten der durch G = 0 und 
H = 0 bestimmten algebraischen Gebilde (solche Punkte existieren nach 
dem Satze von BEZOUT sicher) muB dann R auBerwesentlich singular 
von zweiter Art sein, w. z. b. w. 

Nunmehr konnen wir auch samtliche iiberall eineindeutigen und 
meromorphen Abbildungen unseres Raumes bestimmen: 

Sat z 31. Die einzigen uberall eineindeutigen und meromorphen A b­
bildungen des erweiterten Raumes (Rr) aut sich sind die profektiven Trans­
tormationen 2 

z. _ alO + all ZI + ... + alf. z• 
• - bo + bizi + ... + b"z. ' 

i=1,2, ... ,n. 

1st namlich Zi = Fdzl' Z2' ... , zn)' i = 1,2, ... , n, eine den Be­
dingungen des Satzes geniigende Transformation, so sind nach Satz 28 
die F, rationale Funktionen. Aus der Betrachtung der Funktional­
determinante folgt dann noch, daB Zahler und Nenner linear und die 
Nenner aBe gleich sein miissen. 

1 Vgl. SEVERI [2] und [9). 
2 Vgl. OSGOOD: Lb. III, § 33; siehe dort auch den entsprechenden Satz ffir den 

Raum R(J (Raum der Funktionentheorie). 
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-§ 4. Funktionen zu vorgegebenen Pol- und Nullstellenflichen. 
Bereits die friihesten Untersuchungen zur Funktionentheorie 

mehrerer Veranderlichen, so die Arbeiten 'von POINCARE und COUSIN, 
beschaftigen sich damit, die Satze von MITTAG-LEFFLER und WEIER­
STRASS iiber die Existenz einer meromorphen bzw. ganzen Funktion 
zu vorgegebenen Pol- bzw. Nullstellen auf Funktionen von n Verander­
lichen zu iibertragen und zugleich die hiemiit zusammenhangenden 
Fragen nach der Quotientendarstellung meromorpher Funktionen zu 
lOsen. Bei der O'bertragung der genannten Satze entsteht insbesondere 
dadurch eine Schwierigkeit, daB - wie wir in den vorangehenden 
Paragraphen gesehen haben - die Pol- und Nullstellen einer Funktion 
hier nicht mehr isoliert auftreten, sondem (2n - 2)-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten ausfiillen. 

Zum Verstandnis des Folgenden miissen wir zunachst den Begriff 
der "A,quivalenz" von Funktionen einfiihren; 

a) Zwei in einer Umgebung des 'Punktes P meromorphe Funktionen t 
und It heiBen im Punkte P iiquivalent in bezug auf Subtraktion, falls die 
Differenz f - h in P regular ist. 

b) Zwei in einer Umgebung des Punktes P reguliire Funktionen f 
und h heiBen in P iiquivalent in bezug auf Division, falls der Quotient flh 
in P regular und von Null verschieden ist. 

Die CousINsche O'bertragung des MITTAG-LEFFLERschen Satzes 
lautet dann1 : 

Satz 32. jedem Punkte P des endlichen Raumes (bzw. eines Zylinder­
bereiches 8) sei eine Umgebung U(P) und eine dort meromorphe Funk­
tion fp (Zl' Z2' ... ', zn) so zugeordnet, dap stets, falls Q einen beliebigen 
Punkt aus U (P) , f Q die Q zugeordnete F unktion bedeutet, die F unktionen f l' 
und fQ in Q iiquivalent in bezug aUf Subtraktion sind. Dann gibt es eine 
iiberall im Endlichen (bzw. in 8) meromorphe Funktion F(Zl' Z2' ... , zn), 
die in iedem Punkte P mit der zugehOrigen Funktion fp iiquivalent in 
bezug auf Subtraktion ist. 

Die Funktionen fp treten hier an die Stelle der Hauptteile des 
MITT AG-LEFFLERschen Satzes. 

Wir skizzieren den Beweis fur den Fall, daB n = 2 und der vorgegebene 
Bereich mit dem endlichen w-z-Raume identisch ist: 

Grundlegend fUr den Beweis ist das Verhalten der durch das Integral 

f.( ) = _1 jlp(W, C) - I.(w, C) a" 
j'W,z -2ni C-z (, 

m,p I .. ,,, 

definierten Funktion I .. ,p (w, z). Dber l ... ,p wird vorausgesetzt, dall es ein 
einfaches, nichtgeschlossenes, reell-analytisches Kurvenstuck der z-Ebene 
ist; von -tp und 1m wird angenommen, daB sie in einer Umgebung eines 
Hyperllachenstiickes (b("), I"" p) regular sind (w aus einem Bereiche b("" der 

1 Neben der Arbeit von Cousn,. vgl. HAHN; OSGOOD: Lb. III, § 3; FORSYTH: 

Lb. V. 
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w-Ebene, z auf Im.p). Dann ist 1m.p regular fiir aIle (w, z), fiir die w aus b("'; 
und z kein Endpunkt von 1 ... p. Doch ist 1",.p mehrdeutig und wird durch 
W"), 1 ..... ) in eindeutige Zweige zerlegt, von denen einer durch das obige 
Integral dargesteUt wird. Die Differenz der Werte von 1m •• auf dem linken 
und rechten Ufer der Hyperflache (b'"\ Im.p) ist f.(w, z) - f ... (w, z). 

Durch geniigend feine Einteilung der w- und z-Ebene zerlegen wir jetzt 
einen vorgegebenen beschrankten Dizylinder '1)0 so in endlich viele kleine 
Teil-Dizylinder, daC folgende Bedingung erfiillt ist: Zu jedem der Teil­
zylinder 3' existiert ein Punkt P', so daC 3' ganz im Innern der auf Grund 
der Voraussetzung des Satzes dem Punkte P' zugeordneten Umgebung U(P') 
liegt; es ist dann die zugehorige Funktion Ip. in 3' und auf seinem Rande 
noch regular, und ferner sind, falls 3' und 3" zwei nebeneinander liegende 
Dizylinder bedeuten, die zugehorigen Funktionen Ip. und Ip" auf dem 
gemeinsamen Randstiick aquivalent in bezug auf Subtraktion. 

Wir greifen nun zwei angrenzende Teilzylinder mit gleicher w-Projektion 
heraus - sie seien mit (b~lI'), b~) und (b~"), b~») und die zugehOrigen Funk­
tionen mit 1m und I. bezeichnet. Dann ist die durch die beiden Gleichungen 

g(w, z) == j(w, z) + t".(w, z) in M'), b!;l), .... 

definierte Funktion in beiden Dizylindern und auf deren gemeinsamen Rande 
eindeutig und meromorph, ferner g - 1m im ersten, g - Iv im zweiten 
Dizylinder regular, also g aquivalent/ .. in (b~"), b::>). aquivalent I. in (b~"". b;»). 

Dieses Verfahren zur Definition von g HiCt sich entsprechend gleich­
zeitig auf aIle Teilzylinder 3' ausdehnen, soweit sie dieselbe w-Projektion b:~') 
besitzen, und schlieClich auf den ganzen Bereich '1)0 selbst, wodurch wir zu 
einer Funktion Fo gelangen, die innerhalb '1)0 die im Satze verlangten Eigen­
schaften aufweist. Man hat nun noch den endlichen w-z-Raum durch 
eine Folge geniigend groCer Dizylinder '1)0' '1)1' ••• zu approximieren und 
dann mittels der iiblichen Limesprozesse aus den zu den '1), erhaltenen 
Funktionen Fi die gesuchte Funktion F zu konstruieren. 

Mit Hilfe von Satz 321aBt sich nunmehr auch die Verallgemeine­
rung des WEIERSTRAssschen Produktsatzes beweisen: 

Satz 3F. Jedem Punkte P des endlichen Raumes (bzw. eines einfach­
zusammenhangenden 2 Zylinderbereiches .8) sei eine Umgebung U(P) und 
eine dart regulare Funktion fp(Zl' zz,' .. , Z,.) so zugeordnet, dafJ stets, 
faUs Q einen beliebigen Punkt aus U(P), fQ die Q zugeardnete Funktion 
bedeutet, die Funktionen fp und fQ in Q aquivalent in bezug auf Division 
sind. Dann gibt es eine ganze (bzw. inS regulare) FunktionG (Zl' zz, ... , Z,.), 
die in iedem Punkte P mit der zugehOrigen Funktion fp iiquivalent in 
bezug auf Division ist. 

Man beachte, daB Satz 32 fUr jeden Zylinderbereich, Satz 33 nur 
fUr einfachzusammenbangende Zylinderbereiche ausgesprochen ist. 

Satz 33 besagt insbesondere: 

1 Vgl. S. 64, Anm. 1-
2 Wir nennen hier einen Bereich ein/achzusammenhangend, wenn er tovologisch 

yom Typus der Hyperkugel ist, alle ilbrigen Bereiche mehr/achzusammenMngend. 
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Sat z 33 a. Gegeben sei eine abziihlbare Menge von analytischen Ge­
bilden &1' &2' ... , &m' ... , die ie im Endlichen keine wesentlichen 
Singularitiiten aufweisen, iedem.&m sei eine Ordnung lm zugeordnet; ferner 
mogen durch ieden beschriinkten Bereich ieweils nur endlich viele &m hin­
durchgehen. Dann gibt es eine ganze Funktion G (Z1' Z2' ••. , zn), die 
auf allen &m und nur aut den &m verschwindet, und zwar iedesmal in der 
vorgeschriebenen Ordnung lm. 1 

Zum Beweise wahle man tp == 1, falls P zu keinem der Gebilde &m 
gehOrt. Liegt dagegen P auf einem der &m oder ist P Schnittpunkt 
mehrerer Gebilde &m" &"", ... , &m,. ist ferner h~ = 0 eine in P zu-

• 
lassige 2 Darstellung von &"", so sei tp == n{h~Y·1. Die tp geniigen 

1 
bei geeigneter Wahl von Umgebungen U (P) den Bedingungen von 
Satz 33, woraus sich die Behauptung ergibt. 

Ein iiberall im Endlichen singularitatenfreies analytisches Gebilde 
kann also insbesondere stets durch eine Gleichung G (ZI' Z2' ••. , zn) = 0 
dargestellt werden, wobei G eine ganze Funktion bedeutet. 

Zerlegung einer ganzen Funktion in irreduzible Faktoren. 
1st umgekehrt G(Z1' Z2' .•• , zn) eine ganze Funktion, so definiert die 
Gleichung G = 0 ein oder mehrere (hOchstens abzahlbar viele) ana­
lytische Gebilde &1' &2' ... , &m' ... , die den Bedingungen von Satz 33a 
geniigen; die ganzen Zahlen 1m seien die Ordnungen, in denen dabei 
die &m auftreten. Zu jedem &m gibt es nach Satz 33 a eine ganze Funk­
tion Gm, die auf &m und nur auf &m (in der ersten Ordnung) versch,windet. 
Gm ist notwendig im GroBen irreduzibel, d. h. es gibt kein Paar ganzer 
Funktionen G~ und G;!, die beide im Endlichen Nullstellen besitzen, 
so daB Gm == G~· G;!. 

Gist sicher durch jede der Funktionen {GmF" teilbar (m = 1,2, ... ). 
Es laBt sich nun leicht zeigen, daB zu den Gm geeignete konvergenz­
erzeugende Faktoren bestimmt werden konnen (wir denken sie uns 
bereits in die Gm hineingezogen), so daB das Produkt der {Gm}1" iiberall 
gleichmaBig konvergiert und 

00 

G == n{Gmp·. 
m=1 

Ei!}e so1che Produktzerlegung einer ganzen Funktion in irreduzible 
Faktoren ist bis auf nullstellenfreie Funktionen stets nur auf eine Weise 
moglich 3• 

1 Dber die Nullstellenflachen ganzer Funktionen siehe H. CARTAN [4a] und 
THULLEN [4J. 

z Das soll heWen: Es gibt keine zwei in P regulare, dort verschwindende 
Funktionen hI und hz, so daB h~ == h1hz und G ... in einer Umgebung von P bereits 
durch hI = 0 oder ha = 0 dargestellt wird. 

3 Nah. s. GRONWALL; HAHN; OSGOOD: Lb., daneben BEHNKE-THULLEN [6]. 
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Satz 33a ist von H. CARTANI fUr Funktionen zweier Veranderlichen 
wesentlich erweitert worden. Er zeigt, daB man auf den Gebilden ®m 
nicht nur den Wert 0 (bzw. einen konstanten Wert c + 0), sondern 
beliebige Funktionswerte vorgeben kann; man hat nur vorauszusetzen, 
daB diese Werte meromorphe Funktionen der Gebilde ®m bilden. Es 
gibt dann stets eine iiberall im Endlichen meromorphe Funk~ion, die 
auf den ®m die vorgeschriebenen Werte annimmt. Man kann sogar auf 
den ®m die ersten r Ableitungen nach w (oder nach z) vorgeben. 

Mit Hilfe dieser Erweiterungen des COUsINschen Satzes beweist 
H. CARTAN einige interessante Satze iiber das Verhalten ganzer Funk­
tionen des R4 • Es seien hier folgende genannt: 

1. Wenn die beiden ganzen Funktionen F (w, z) und G (w, z) nirgends 
gleichzeitig verschwinden, so gibt es zwei ganze Funktionen U (w , z) 
und V (w , z), so daB U· F + V . G == 1. 

2. Zu zwei teilerfremden ganzen Funktionen F (w ,z) und G (w, z) 
gibt es stets zwei ganze Funktionen U (w, z) und V (w, z), so daB 
U (w , z) . F (w , z) + V (w , z) . G (w , z) == W (w) . Z (z), wobei W (w) und 
Z (z) ganze Funktionen von w bzw. z allein sind. 

3. G (w, z), F (w, z), H (w, z) seien drei untereinander teilerfremde 
ganze Funktionen. Die Funktion H laBt sich dann und nur dann in 
der Form H == U . F + V . G (U und V ganze Funktionen) darstellen, 
falls in jeder gemeinsamen Nullstelle Q von Fund G die Funktion H 
eine Darstellung H == f . F + g . G gestattet, wobei fund g regular in 
der Umgebung von Q sind 2. 

Die Satze von H. CARTAN lassen sich nicht ohne weiteres auf Funk­
tionen von n Veranderlichen iibertragen. 

Quotientendarstellung meromorpher Funktionen. Satz 33 
hangt eng mit der zuerst von POINCARE untersuchten Frage zusammen, 
ob eine in einem Bereiche ~ meromorphe Funktion sich dort als Quotient 
zweier in ~ regularer Funktionen darstellen laBt (was bekanntlich in 
der Kl.Th. immer moglich ist). 

1st namlich F eine in ~ meromorphe Funktion, P ein Punkt aus ~, 
so gibt es ein Paar in P regularer, dort teilerfremder Funktionen fp 
und hp, so daB F == ;: in einer Umgebung von P; ist F in P regular, 

so sei fp == 1. Diese Funktionen fp geniigen offenbar bei geeigneten 
U(P) der Vertraglichkeitsbedingung des Satzes 33. 1st also ~ ~it 
dem endlichen Raume (oder einem einfachzusammenhangenden Zylinder­
bereiche 3) identisch, so gibt es eine ganze (bzw. in.8 regulare) Funk­
tion G, die mit allen fp jeweils in P aquivalent ist. Hieraus folgt, daB 
die Funktion F· G == H ganz (bzw. in .8 regular) ist; zugleich miissen 

1 Vgl. H. CARTAN [4] und [4a]. 
2 Mit Hilfe dieser S!itze stellt H. CAlnAN eine der Theorie der algebraischen 

FHichen analoge Theorie der ganzen Flachen auf, siehe H. CARTAN [4a). 
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G und H in jeder evtl. vorhandenen gemeinsamen Nullstelle teilerfremd 
zueinander sein. Wir konnen also sagen: 

Satz 34 1 . 1st F(ZI' Z2" .. , zn) eine uberall im Endlichen (bzw. in 
einem einfachzusammenhangenden Zylinderbereiche 3) meromorphe Funk­
tion, so gibt es stets zwei ganze (bzw. in.8 regulare), in gemeinsamenNuU­
stellen teilerfremde Funktionen G und H, so dap F == G . H. 

Ferner sehen wir, daB immer, falls sich Satz 33 auf einen Bereich )8 

iibertragen lant, in )8 auch die Quotientendarstellung der dort mero­
morphen Funktionen durch Paare regularer Funktionen gilt (natiirlich 
nicht umgekehrt). 

Nun konnte HARTOGS 2 als erster (an dem Beispiele eines beschrank­
ten, mehrfachzusammenhangenden Bereiches) nachweisen, daB sicher 
Satz 33 nicht mehr in beliebigen Bereichen gelten kann. Spater gab 
dann H. CARTAN3 einen beschrankten, einfachzusammenhangenden Be­
reich und GRONWALL 4 sogar einen (mehrfachzusammenhangenden) 
Zylinderbereich an, auf die sich Satz 33 in der obigen Form nicht ver­
allgemeinern lant. Benutzt man die im nachsten Kapitel aufgestellte 
Theorie der Regularitatshiillen, so kann man ein ganz allgemeines 
Prinzip zur Konstruktion von Bereichen dieser Art angeben, auf das 
auch die Beispiele von HARTOGS und CARTAN zuriickgehen. Speziell 
fiir REINHARDTsche Korper laBt sich zeigen 5 : 

Hat dey eigentliche REINHARDTsche Korper Sf des R4 mit dem Mittel­
punkt (0, 0) die Eigenschaft, dap sich Satz 33 auf ihn ubertragen lapt, 
so ist Sf notwendig ein Regularitatsbereich oder unterscheidet sich von einem 
solchen hochstens um Stucke der w- oder z-Ebene (d. h. der kleinste Sf um­
fassende Regularitatsbereich entsteht aus Sf durch Hinzunahme gewisser 
Stiicke dieser Ebenen). Insbesondere kann also Satz 33 niemals in 
einem REINHARDTschen Korper gelten, dessen Regularitatshiille urn 
ein voIles vierdimensionales Stiick "groBer" ist. 

Es bleibt hier meist offen, ob ebenfalls Satz 34 nicht auf die genannten 
Bereiche verallgemeinert werden kann. Es lassen sich jedoch leicht Bereiche 
angeben, in denen zwar Satz 34, nicht aber Satz 33 gilt. 

Abgesehen von dem Beispiele GRONWALLS ist keiner der angegebenen 
Bereiche ein Regularitatsbereich. Es ist somit vollkommen offen, ob 
Satz 33 und damit Satz 34 sich nicht wenigstens auf einfachzusammen­
hiingende Regularitatsbereiche ubertragen lassen. 

Funktionen zu vorgegebenen Nullstellenfunktionen. Die 
obigen Ergebnisse zeigen, daB man in einem beliebig gegebenen Be­
reiche )8 die Bedingungen im Kleinen, wie sie bei COUSIN verlangt 
werden, aufgeben muB, urn in )8 zu gegebenen Nullstellen Funktionen 
konstruieren zu k6nnen. 

1 Vgl. POINCARE [1] und die auf S. 64 zitierten Arbeiten. 
2 Vgl. HARTOGS [4J. 3 Auf einem Vortrage in Miinster i. W., Mai 1931. 
4 Vgl. GRONWALL [1J, [2J. 5 Vgl. BEHNKE-THULLEN [4J. 
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Zunaehst e"ine fur das Folgende wichtige Bezeichnung: 
Eine in einem Bereiehe \8 reguHire Funktion g heiBt in \8 Nullstellen­

funktion der in \8 regularen (bzw. meromorphen) Funktion F, falls F 
in samtliehen Punkten aus \8 versehwindetl (evt. bis auf auBerwesent­
lieh singulare Stellen zweiter Art2), in denen g = 0. (Wir setzen dabei 
voraus, daB g in }8 mindestens eine Nullstelle besitzt.) 

BERGMANN3 stellte als erster die Frage, unter welchen Bedingungen 
es zu gegebenen Funktionen gm (m = 1, 2, ... ) eine in \8 reguHire Funk­
tion f gibt, die genau die gm zu Nullstellenfunktionen hat. Er beweist 
fur Funktionen des R,: 

Vnter A (g) verstehe man die untere Grenze der Volumenintegrale 
j 11 - '/I (w, z) g (w, z) 12dO), wobei '/I (w, z) die Gesamtheit der in \8 regu­
l8 
laren, dort nieht versehwindenden Funktionen durehlaufe. 1st dann 
{gm} (m = 1, 2, ... ) eine unendliche Folge von in \8 quadratintegrierbaren, 
regularen Funktionen, existiert lerner ein p > 0, so dafJ ~A (gm)P/2 kon­
vergiert, so gibt es eine in \8 regulare Funktion I (w, z), die genau die gm 
zu Nullstellenfunktionen hat. 

Es ist selbstverstandlieh, daB zu gegebenen Nullstellenfunktionen gm 
nur dann eine Funktion I existieren kann, falls sieh die Nullstellenflaehen 
der gm in keinem inneren Punkte des gegebenen Bereiches \8 haufen, 
d. h. in jedem ganz im Innern liegenden Bereiehe \80 jeweils nur endlich 
viele der gm versehwinden. Setzt man lediglieh dieses voraus, so kann 
man immer zu den gm wenigstens eine in \80 meromorphe Funktion 
konstruieren, genauer: 

Satz 35 4. gm(zl' Z2' ... , zn) (m = 1,2, ... ) sei eine unendliche Folge 
in }8 reguliirer, dort nicht identisch verschwindender Funktionen; in iedem 
ganz im Innern von }8liegenden Bereiche \80 mogen ieweils nur endlich viele 
der gm verschwinden. Dann gibt es stets eine in \8 meromorphe Funktion 
F (Zl' ZS, ... , zn) , welche die gm und nur die gm zu N ullstellenlunktionen hat. 

E xistiert lerner zu }8 eine F olge von T eilbereichen \81 , }8z, . . ., }8m' . . . 
mit den Eigenschalten: 1. der Bereich \8m liegt ganz im Innern von \8m+! 

und }8 (m = 1, 2, ... ), und es ist lim\8m == \8; 2. iede in einem Be­
reiche }8m reguliire Funktion lii(.Jt sich in eine dort gleichmafJig konvergente 
Reihe entwickeln, die nach noch in \8 reguliiren Funktionen lortschreitet, 
so gibt es stets auch eine in \8 reguliire Funktion I(Zl' Z2' ... , zn), die ge­
nau die gm zu Nullstellenlunktionen hat. 

Bereiche, die die letztgenannten Eigenschaften besitzen, sind etwa 
eigentliehe REINHARDTsehe Korper, Kreiskorper und ferner solche 
RUNGESehen Bereiehe6, die zugleieh Regularitatsbereiehe sind. 

1 In mindestens gleicher Ordnung wie g. 
2 Dies sind die etwa vorhandenen Schnittpunkte der Flache g = 0 mit den 

Polflachen der Funktion F. 
3 Vgl. BERGMANN [18]. 4 Vgl. BEHNKE-THULLEN [4J. 
5 Definition der RUNGESchen Bereiche s. Kap. VI, § 4. 
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Sechstes Kapitel. 

Theorie der Regularitatsbereiche und 
RegularitatshUllen 1. 

Wir haben bereits im dritten Kapitel Bereiche kennengelernt, in deAen 
die Gesamtheit der in ihnen regularen Funktionen gleichzeitig iiber 
den Rand hinaus fortsetzbar war - wir erinnern an die eigentlichen, 
aber nicht vollkommenen Kreiskorper, REINHARDTSchen- und HARTOGS­
schen Korper. Es konnte zu einem vorgegebenen Bereiche ~ dieser Art 
ein groperer umfassender Bereich m angegeben werden von der Eigen­

schaft, daB jede in ~ regulare Funktion sich notwendig auch in m 
regular verhielt. 

Diese Erscheinung soll ganz aligemein in diesem Kapitel untersucht 
werden. Dazu fiihren wir zunachst den Begriff der Regularitatshiille ein: 

De fin it i on. Den Durchschnitt der Regularitatsbereiche alier in einem 
beliebigen, aber fest gegebenen Bereiche ~ reguHiren Funktionen nennen 
wir die Regularitatshiille des Bereiches ~ und bezeichnen sie mit ~(!8). 

Jede in ~ regulare Funktion ist nach Definition auch in ~(~) 

regular, und ~ (~) ist offen bar der "groBte" ~ umfassende Bereich mit 
dieser Eigenschaft. 

1st ~ ein Regularitatsbereich, so ist ~ (~) == ~. Wir werden zeigen, 
daB in keinem anderen Falie ~ mit seiner Regularitatshiille zusammen­
fallt. Daraus folgt dann insbesondere, daB ~ (~) stets selbst ein Regu­
laritatsbereich ist; wir konnen daher ~ (~) auch den kleinsten ~ um­
/assenden Regularitiitsbereich nennen. 

Die Grundlage der folgenden Oberlegungen ist der "Hauptsatz iiber 
die gleichzeitige Fortsetzbarkeit regularer Funktionen". Aus ibm 
werden unmittelbar wichtige notwendige und hinreichende Bedingungen 
fiir Regularitatsbereiche, Eigenschaften der Regularitatshiillen sowie 
Beziehungen zwischen gegebenen Bereichen und ihren Regularitatshiillen 
folgen. Zugleich wird es gelingen, auch die Theorie der Konvergenz­
und Normalitatsbereiche zu erfassen und mit der Theorie der Regulari­
tatsbereiche zu verschmelzen. Dadurch wird ein von G. JULIA gestelltes 
Problem vollstandig gelost. 

§ 1. Der Hauptsatz 'fiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit 2• 

Wesentlich fiir unsere Dberlegungen ist der Begriff der Funktions­
klasse, die wir wie folgt definieren: 

1 Zur Theorie der Regularitatsbereiche vgl. THULLEN [8] und CARTAN-THULLEN; 
an alteren Arbeiten siehe B. ALMER, BEHNKE [5], H. CARTAN [5] letzter Teil, 
CARTAN [6]. Doch werden, im Gegensatz zum folgenden, in den zitierten Arbeiten 
nur endliche Bereiche untersucht. 

2 Vgl. CARTAN-THULLEN. 
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Eine Menge K von Funktionen, die in einem Bereiche )8 regular 
(bzw. meromorph) sind, heiBt eine in tB reguUire (bzw. meromorphe) 
Klasse von Funktionen, falls K mit einer Funktion I (Zl' Z2' •.. , zn) 

1. deren Ableitungen iJf/iJzi (und damit auch samtliche Ableitungen 
hOherer Ordnung), 

2. samtliche Funktionen AlP enthiilt mit beliebigem komplexen A 
und beliebigem positiven, ganzen p. 

Beispiele so1cher Klassen sind die "Monome" A,." ... , "nzr' z~· ... z~n 
und die Gesamtheit der homogenen Polynome. 

Bezeichnung. Gegeben sei ein beliebiger Bereich )8 und ein ganz 
im Innem von )8liegender Teilbereich )80' 1st dann r(=\= 0) die Minimal­
distanz von )80 in bezug auf )8 und e eine positive Zahl mit !! < r, so 
bezeichnen wir mit tB~(') die Gesamtheit alier Punkte des Bereiches )8, 
die entweder in )80 liegen oder von )80 hOchstens urn !! entfemt sind, d. h. 
die jeweils im Innem eines gleichseitigen Polyzylinders liegen, der einen 
endlichen Punkt aus )80 zum Mittelpunkt und den Radius !! hat. )8£e) 
ist ein Teilbereich von )8 und enthiilt )80' 

Einen gleichseitigen Polyzylinder 1 mit dem Mittelpunkt M und dem 
Radius e wollen wir durch das Symbol 3(M; Q) kennzeichnen. 

Der Hauptsatz lautet dann: 
Sa tz 36 (Ha u ptsa tz u ber die gleichzei tige Fortsetz bar kei t). 

a) Fur Klassen regularer Funktionen. )80 sei ein ganz im Innern 
eines Bereiches )8 liegender Teilbereich, r die Minimaldistanz von mo in 
bezug aul \8, lerner die Funktionsmenge K eine in \8 regulare Klasse. 
Gilt dann liir einen endlichen Punkt Po aus \8 und jede Funktion I aus K 

! t (Po) I ~ Max If (\80) I ' 
so ist 

1. jede Funktion I aus K in dem Polyzylinder 2 (Po; r) noch regular und 

2. Max II (2 (Pod?))1 ;'S Max I I (\8be») I liir jedes (! < r. 
b) Entsprechend fur Klassen meromorpher Funktionen: 
K sei eine Klasse von in \8 meromorphen Funktionen, im iibrigen 

mogen die Voraussetzungen von Satz 36 a bestehen bleiben. Gilt dann liir 
einen endlichen Punkt Po aus \8 und jede (in Po und mo noch regulare) 

Funktion I aus Kit (Po) I ~ Max I t()8o) I, 

so ist liir ein beliebiges q mit 0 < q < r 
1. jede in \8bq) noch regulare F unktion I aus K in dem Polyzylinder 2 ( Po; q) 

regular und 
2. Maxll(2(Po;e))I~Maxl/()8~e))1 liir jedes e<q. 
Der Beweis geht von der Potenzreihenentwicklung einer Funktion f 

urn einen so1chenPunkt Po aus. Die einzelnen Koeffizienten der Entwicklung 
sind dann leicht abzuschatzen, weil sie durch die Ableitungen von f, die 
ihrerseits zu K geh6ren, hestirnrnt sind. 

1 Vgl. S. 36. 
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Beachten wir zunachst die erste Aussage des Hauptsatzes! Es ergibt 
sich unmittelbar: 1st ~ der Regularitatsbereich einer Funktion g und K 
eine g enthaltende, in ~ regulare Klasse (im iibrigen seien die Bezeich­
nungen des Hauptsatzes beibehalten), so muB die Randdistanz jedes 
(endlichen) Punktes P, der der Voraussetzung des Hauptsatzes beziig­
lich der Klasse K und des Teilbereiches ~o geniigt, mindestens gleich r 
sein, d. h. also, zu jedem endlichen Punkte P, dessen Randdistanz 
kleiner als r ist, gibt es mindestens eine Funktion taus K " so daB 
: t (P) I > Max I t (~o) I . 

Dies fiihrt zu folgender Definition: 
Der Bereich ~ heiBt konvex in bezug aut die in ~ reguliire (bzw. 

meromorphe) Klasse K oder kurz K-konvex, wenn folgende Bedingungen 
erfiillt sind: 

1. ~ ist ein Teilbereich des Durchschnitts der Regularitatsbereiche 
(bzw. Meromorphiebereiche) aller Funktionen der Klasse K, 

2. zu jedem ganz im Innern von ~ liegenden Teilbereich ~o mit der 
Minimaldistanz r (::f 0) in bezug auf ~ und jedem endlichen Punkte P 
aus ~, dessen Randdistanz in bezug auf ~ kleiner als r ist, existiert 
mindestens eine (in ~o und P noch regulare) Funktion taus K, so 
daB I/(P), > Max '/(~o) ,. 

1st nun ~ ein sich ins Unendliche erstreckender Bereich, so versagt 
die vorstehende Definition fiir die im Innern von ~ liegenden unendlich­
fernen Punkte - man beachte, daB die Klasseneigenschaft einer Funk­
tionsmenge nicht gegeniiber projektiven Transformationen invariant ist, 
wohl aber die Eigenschaft eines Bereiches, Regularitats- oder Mero­
morphiebereich zu sein. Wir sagen deshalb: 

Der Bereich ~ ist reguUir-konvexl (bzw. meromorph-konvex), falls 
die Bedingungen erfiillt sind; 

1. ~ ist ein Teilbereich seiner Regularitatshiille (bzw. des Durch­
schnitts aller ~ umfassenden Meromorphiebereiche), 

2. jedem ganz im lnnern liegenden Teilbereich ~o kann man einen 
ebenfalls ganz im Innern von ~ liegenden Teilbereich ~~ (~o < ~~ ~ ~) 
so zuordnen, daB zu jedem auBerhalb von ~~ liegenden Punkte P aus ~ 
eine in ~ regulare (bzw. meromorphe, in ~o noch regulare) Funktion t 
gehOrt, so daB I I (P) I > Max I t (~o) I . 

Die Eigenschaft eines Bereiches, regular- oder meromorph-konvex 
zu sein, ist offenbar invariant gegen eineindeutige meromorphe Transfor­
mationen, d. h. das Bild eines so1chen Bereiches ist stets wieder regular­
bzw. meromorph-konvex. Jeder endliche beziiglich einer regularen 
(bzw. meromorphen) Klasse konvexe Bereich ist stets auch regular­
(bzw. meromorph-) konvex. Umgekehrt gilt, daB ein endlicher regular­
konvexer Bereich ~ stets konvex ist in bezug auf eine in ~ regulare 
Klasse. 

1 Vgl. BEHNKE [5]; ein ahnlicher Begriff kommt auch schon in CARYAN [5] vor. 
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Folgerung 1. a) 1st der Bereich \8 der Regularitatsbereich einer 
Funktion t und K eine t enthaltende, in \8 reguHire Klasse, so ist \8 
K-konvex. 

b) ] eder Regularitiitsbereich \8 ist reguliir-konvex. 
Beweis zu Folgeru~g 1 b). Ware \8 nicht regular-konvex, so gabe es 

einen gartz im Innern von \8 liegenden Teilbereich \80 und eine sich in \8 
nicht haufende Punktfolge P.(i = 1, 2, ... ), so daB It (Pi) I :::;; Max I t (\80) I 
fUr jedes i und jede in \8 regulare Funktion t. Wir diirfen voraussetzen, 
daB die Pi (von einem io an) 'endlich sind und daB ihre Randdistanzen gegen 
Null konvergieren. Andererseits miiBten nach dem Hauptsatze aIle in \8 
regularen Funktionen noch in samtlichen Polyzylindern 3 (Pi; ro) regular 
sein (ro sei die Minimaldistanz von \80 in bezug auf \8); \8 konnte somit 
entgegen der Voraussetzung kein Regularitatsbereich sein, w. z. b. w. 

Ob auch jeder Meromorphiebereich meromorph-konvex ist, steht 
noch ganzlich offen. 

Folgerung 2. Der Durchschnitt einer endlichen oder unendlichen 
Anzahl von Regularitatsbereichen ist regular-konvex. 

Folgerung 3. 1st der Bereich ~ der Durchschnitt einer beliebigen 
Anzahl von K-konvexen (bzw. regular- oder meromorph-konvexen) 
Bereichen, so ist ~ K-konvex (bzw. regular- bzw. meromorph-konvex); 
K bedeute dabei irgendeine feste in ~ regulare oder meromorphe Klasse. 

§ 2. Eigenschaften der Regularitatsbereiche und 
Regularitatshiillen. 

Aus dem Hauptsatze iiber die gleichzeitige Fortsetzbarkeit konnten 
wir schlieBen, daB jeder Regularitatsbereich regular-konvex ist. Noch 
wichtiger ist die Umkehrung: 

Sa tz 37. a) ] eder (endliche oder nichtendliche) reguliir-konvexe Be­
reich ist ein Regularitiitsbereich (das gleiche gilt also erst recht fur einen 
endlichen, bezuglich einer regulliren Klasse konvexen Bereich). 

b) 1st der Bereich ~ meromorph-konvex, so ist ~ der Oberlagerungs­
bereich eines M eromorphiebereiches. E xistiert lerner ein Bereich 58, der ~ 
als T eilbereich enthlilt und zugleich Durchschnitt von Regularitiitsbereichen 
ist, so ist ~ selbst ein Meromorphiebereich 1. 

Zum Beweise wird zunachst mit Hilfe eines unendlichen Produktes eine 
Funktion F konstruiert, die in \8 regular (bzw. meromorph) ist, deren Null­
stellenflachen sich aber gegen jeden Randpunkt von \8 haufen, die also 
in samtlichen Randpunkten wesentlich singular wird. 

Der Bereich \8 hat nach Voraussetzung ferner die Eigenschaft, daB 
es zu je zwei iiberlagerten Punkten P', P" mindestens eine in \8 regulare 
Funktion fII gibt, die in P' und P" verschiedene Funktionselemente besitzt. 
Nach geeigneter Wahl von abzahlbar vielen iiberlagerten Punktepaaren 
J>;, J>;' (l = 1,2, ... ) laBt sich dann mit Hilfe der zugehOrigen Funktionen fill 
eine in \8 regulare Funktion IP konstruieren, so daB G == F . IP in siimtlichen 
iiberlagerten Punktepaaren verschiedene Elemente besitzt. Da sich auch 

1 Vgl. CARTAN-TuULLEN. 
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die Nullstellenflachen von G gegen jeden Randpunkt von )8 haufen, so ist )8 
genau der Regularitatsbereich (b1;W. Meromorphiebereich) der Funktion G. 

Aus den Folgerungen 1 und 2 des Hauptsatzes und dem eben be­
wiesenen Satze ergibt sich: 

Sa tz 38 1, Ein Bereich ~ ist dann und nur dann ein Regularitiits­
bereich, wenn er reguliir-konvex ist. (Pur endliclte Bereiche ist bereits 
die K-Konvexitiit eine notwendige und hinreichende Bedingung.) 

Satz 39 2, Der Durchschnitt einer beliebigen Anzahl von Regularitiits­
bereichen ist stets wieder ein Regularitatsbereich. 

Eine unmittelbare Folge ist 
Satz 40 2• Hauptsatz iiber die Regularitatshiillen. 1st ~ 

ein beliebiger Bereich, .p (~) seine Regularitatshulle, so ist .p (~) ein 
Regularitatsbereich. 

Zu jedem Bereich existiert also eindeutig ein kleinster umfassender 
Regularitiitsbereich. 

Eigenschaften der Regulari ta tsh iillen 2. (I). Nimmt eine 
in ~ meromorphe Funktion F den Wert a dort nicht an, so 
ist t auch in.p (~) meromorph und dart uberall von a verschieden. 

(Zum Beweise betrachte man die Funktion t ~ a) . 
Es foIgt insbesondere, daB Maxlt(~) 1= Max If(.p (j8)) I fiir jede in 

~ reguH.i.re und beschrankte Funktion f, und hieraus wiederum, daB 
die Regularitiitshiille eines beschrankten Bereiches selbst wieder be­
schrankt ist. 

(II). Wird durch eine analytische Transformation ein Bereich ~1 einein­
deutig aut einen Bereich ~2 abgebildet, so bildet dieselbe Transformation auch 
die zugehOrigen Regularitatshullen .p (~1) und ~ (~2) eineindeutig und an«­
lytisch aufeinander abo Wird also insbesondere bei einer so1chen Trans­
formation ~1 auf sich abgebildet, so geht dabei auch .p (~1) in sich iiber. 

Die Zuordnung der Regularitatshiille zum Grundbereich ist demnach 
invariant gegeniiber eineindeutigen, analytischen Transformationen. 
Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Hilfssatz: 

Wird durch eine meromorphe Transformation ein Regularitiitsbereich m 
eineindeutig auf einen Bereich ~ abgebildet, so ist auch ~ ein Regularitiits­
bereich. (Folgt aus der Invarianz der Regularkonvexitat3.) 

Fiir die kreissymmetrischen Korper ergibt sich daraus: 
Satz 414. Die Regularitiitshulle eines eigentlichen Kreiskorpers bzw. 

REINHARDTschen- bzw. HARTOGSschen Korpers ist ein vollkommener 

1 Vgl. CARTAN-THULLEN. 2 Vgl. THULLEN [3J und CARTAN-THULLEN. 
3 Man beachte, daB wir im Hilfssatz eine meromorphe Transformation (vgl. 

S.18-19), in (II) aber nur so1che Transformationen zulassen. deren Funktionen 
in )81 analytisch sind. 

, Dieser Satz gehort zu den altesten der Theoric der Hegularitatshiillen [ab­
gesehen von der Aussage iiber die (m, p)-Bereiche]; vgl. schon BEHNKE [5] und 
H. OARTAN [5]. 
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KreiskOrper bzw. REINHARDTscher- bzw. HARTOGSscher Korper. Die 
Regularitiitshulle eines (m, p)-Bereiches ist wieder tin (m, p)-Bereich. 

Es ist also die Regularitatshiille eines eigentlichen Kreiskorpers oder 
REINHARDTschen Korpers sowie eines (m,p)-Bereiches mit mp> 0 
stets schlicht. 

(III)1. Der Bereich ~o liege ganz im Innern des Bereiches~. 1st 
dann r die M inimaldistanz von ~o in bezug aut ~, so ist die M inimal­
distanz von S) (~o) in bezug auf S) (~) mindestens gleich r. 

Der Beweis ergibt sich unmiUelbar aus Eigenschaft (I) der Regulari­
tatshiillen und dem Hauptsatz iiber die gleichzeitige Forlsetzbarkeit. 

Es ergeben sich nun eine Reihe interessanter Folgerungen: 
Folgerung 1. Liegt der Bereich ~o ganz im Innern des Bereiches ~ 

und hat S)(~o) (oder S)(~)) hOchstens endlich viele BlaUer2, so liegt 
auch S) (~o) ganz im Innern von S) (~) . 

1st l8 beschrankt, so ist diese Aussage eine triviale Folge der Eigen­
schaft (III). 1st l8 dagegen nicht beschrankt, so beachte man, daB auch 
jedes projektive Bild l8~ von l80 ganz im Innern des Bildbereiches l8* von l8 
liegt; auf l8~ und l8* ist dann wiederum (III) anwendbar. 

F olgerung 2. 1st der Regularitatsbereich ffi die Regularitatshiille 
des Bereiches ~, ist ferner Q ein beliebiger Randpunkt von ffi und f eine 
beliebige in ffi reguHire, in Q singulare Funktion, so ist f notwendig 
auch in mindestens einem Randpunkt von ~ singular. 

Folgerung 3. ~r sei die Gesamtheit aller Punkte des endlichen Berei­
ches ~, deren Randdistanz groper als die feste Zahl r ist. m, ist entweder 
leer oder zerfiilltin ein odermehrere Teilbereiche~~), 18~2), ... , ~~), ... lst~ein 
Regularitatsbereich, so ist auch ieder Bereich m~1 ein Regularitatsbereich. 

Echte Regularitatshiillen1, Wir nennen einen Regularitatsbereich ffi 
eine echte Regularitatshillle, falls in ffi mindestens ein Teilbereich ~o 
existiert, so daB ffi die Regularitatshiille von ~o ist und ffi mindestens 
einen Randpunkt Q besitzt, der nicht zugleich Randpunkt von ~o ist. 

Der Bereich ffi sei ein solcher Regularitatsbereich, ~o ein Teilbereich 
von ffi und S) (~o) == ill; Q sei ein Randpunkt von ffi, der nicht auf dem 
Rande von ~o liegt. Nach (III), Folgerung 2 ist jede in ffi regulare und 
in Q singuHire Funktion notwendig in mindestens noch je einem zweiten 
Randpunkt (der zugleich auf dem Rande von ~o liegt) singular. 

Es folgt: 
Gibt es zu iedem Randpunkte Q eines Regularitiitsbereiches ffi eine in ffi 

reguliire Funktion f, die in Q singular, aber in jedem andern Randpunkte 
von ffi regular ist, so ist ffi keine echte Regularitatshillle. 

Hiermit ist zugleich die Existenz nichtechter Regularitatshiillen 
n 

gezeigt. Ais einfache Beispiele seien die H yperkugel l: 1 Zi 12 < r oder 
1 

die Korper A I w la + Biz /2 < 1 (a reell und positiv) genannt. 
1 Vgl. CARTAN-THULLEN. 2 Vgl. S.1O-11. 
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K-konvexe Hullenl • Bei der Untersuchung endlicher Bereiche ist 
es oft zweckmaBig, neben der RegularitatshiilIe auch die "K-konvexe 
HiilIe" zu betrachten. Dadurch gelingt es, iiber die Eigenschaften 
spezieller Bereiche scharfere Aussagen zu machen, als auf Grund des 
Begriffes des RegularitatshiilIe allein. Wir definieren: 

)8 sei ein beliebiger Bereich, K eine in )8 regulare Klasse. Der Durch-

schnitt)8 aller K-konvexen Bereiche, die)8 enthaIten, heiBe die K-konvexe 
H ulle von )8. 

Bezeichnet man mit }8 den Durchschnitt aller RegulariHitsbereiche 

der Funktionen aus K, so ist )8 K-konvex und enth1i.It )8. Es existiert 
somit zu jedem Bereiche )8 und jeder in )8 regularen Klasse K mindestens 
ein umfassender K-konvexer Bereich und damit auch die K-konvexe 
Hiille. Die K-konvexe HiilIe ist selbst wieder K-konvex, ist also der 
kleinste }8 umlassende K-konvexe Bereich. 

Die Eigenschaften der RegularitatshiilIen lassen sich ohne Schwierig­
keit auf die K-konvexen Hiillen iibertragen, indem man jeweils zur 
Konkurrenz nur die Funktionen der gegebenen Klasse K zulaBt. 

§ 3. Konvergenz- und Normalitatsbereiche. 
Bezeichn ung. Eine gleichmaBig konvergente Folge regularer 

Funktionen heiBt eineFolge erster bzw. zweiter Art, je nachdem die 
Grenzfunktion eine analytische Funktion oder die Konstante 00 ist 
(ein anderer Fall ist bekanntlich nicht moglich). Den zur Folge ge­
horigen Bereich der gleichmaBigen Konvergenz2 nennen wir einen 
Konvergenzbereich erster bzw. zweiter Art. 

Entsprechend: 
Eine in einem Bereiche )8 normale Familie iJ heiBe dort von erster 

bzw. zweiter Art, je nachdem iede in )8 gleichmaBig konvergente Folge 
von Funktionen aus ~ eine Folge erster Art ist oder aber in ~ minde­
stens eine Folge zweiter Art existiert. Den zugehOrigen Normalitats­
bereich 2 nennen wir einen Normalitiitsbereich erster bzw. zweiter Art. 

Es sei daran erinnert, daB dieselbe Folge (oder Familie) in einem Be­
reiche }81 von erster, in einem andern Bereiche }8s von zweiter Art sein 
kann. Als Beispiel sei die Folge Zl, zZ, ... , zm, ... angegeben, die in Izl < 1 
eine Folge erster Art, in I z I > 1 eine Folge zweiter Art darstellt. 

Eine Reihe J:,lm heiBt in einem Bereiche}8 normal konvergent, wenn 
alle 1m in )B regular sind und die Reihe J:,{Max 11m ()Bo) I} fiir jeden ganz 
im Innern von )8 liegenden Bereich )80 konvergiert. Entsprechend wie in 
Kap. I, § 4 definiert man den Bereich der normalen Konvergenz der Reihe. 

Als erster hat G. JULIA3 Folgen und normale Familien analytischer 
Funktionen mehrerer Veranderlichen untersucht. Er wies nach, daB 
diejenigen Punktmannigfaltigkeiten, in denen eine normale Familie 

1 Vgl. CARTAN-THULLEN. Z'Vgl. Kap. I, § 4. 
3 Vgl. JULIA: Acta math. Bd.47 (1926). 
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regularer Funktionen aufhort, normal zu sein, denselben Bedingungen 
geniigen, wie sie durch die Arbeiten von HARTOGS und E. E. LEVI fUr 
die Singularitatenmannigfaltigkeiten analytischer und meromorpher 
Funktionen bekannt waren. Es gelten also insbesondere der Kontinuitiits­
satz und die LEvIschen Siitze iiber Pseudokonvexitiit usw. 

Damit war die Frage aufgeworfen, ob ein Normalitatsbereich stets 
auch ein RegulariHi.ts- oder Meromorphiebereich ist (das "JuLIAsche 
Problem"). Diese Frage laBt sich jetzt auf Grund des Hauptsatzes iiber 
die gleichzeitige Fortsetzbarkeit fast unmittelbar beantworten. Es gilt: 

Satz 421. a) 1st l8 der Normalitiitsbereich einer Familie erster Art 
(bzw. der Bereich der gleichmiif3igen Konvergenz einer Folge erster Art 
oder einer normal konvergenten Reihe) , so ist l8 ein Regularitiitsbereich. 
1st l8 insbesondere endlich 1md K eine die F unktionen der F amilie (bzw. 
Folge oder Reihe) enthaltende, in l8 reguliire Klasse, so ist l8 K-konvex. 

b) Der Normalitiitsbereich einer Familie zweiter Art (bzw. der Konver­
genzbereich einer Folge zweiter Art) ist ein Meromorphiebereich. 

Hieraus folgen ohne weiteres samtliche von G. JULIA uber die 
normalen Familien bewiesenen Satze. 

Zu Satz 42 existiert eine gewisse Umkehrung, die besagt, daB ein 
bezuglich einer regularen Klasse K-konvexer endlicher Bereich stets der 
Normalitatsbereich einer Familie erster Art ist, die sich nur aus Funk­
tionen der Klasse K zusammensetzt (analog fUr Folgen erster Art 
bzw. normal konvergente Reihen). 

Folgerung aus Satz 42. 1st ~ eine in dem endlichen Bereiche l8 
normale Familie erster Art (bzw. Folge erster Art oder normal konver­
gente Reihe), K eine ~ enthaltende, in l8 regulare Klasse, so ist ~ auch 
in der K-konvexen Hulle von l8 noch normal (bzw. gleichmaBig bzw. 
normal konvergent). 

Hieraus ergibt sich: 
Satz 4p. Geniigt eine in dem endlichen Bereichel8 reguliire Klasse K 

der Bedingung, daf3 fede in l8 reguliire Funktion sich in eine im lnnern 
von l8 gleichmiif3ig konvergente Folge (bzw. normal konvergente Reihe) 
von Funktionen aus K entwickeln liif3t, so ist die Regularitiitshiille ~ (l8) 
mit der K-konvexen Hiille von l8 identisch. 

Ein den Voraussetzungen von Satz 43 beziiglich der Klasse R ge­
niigender endlicher Bereich ist also dann'und nur dann ein Regularitats­
bereich, falls er K-konvex ist (Verscharfung von Satz 38). 

Wenden wir Satz 43 auf kreissymmetrische Korper an, so folgt 
nunmehr in Verbindung mit den friiher iiber diese Korper bewiesenen 
Satzen: 

Ein eigentlicher. Kreiskorper (REINHARDT scher bzw. HARTOGSscher 
Korper) ist dann und nur dann ein Regularitiitsbereich, wenn er konvex 

1 Vgl. CARTAN-THULLEN. 
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ist in bezug aut eine Klasse homogener Polynome (bzw. Monome bzw; aut 
die Klasse der Funktionen zm t (w), wobei m alle ganzen Zahlen, I (w) 
alle in \8 regularen Funktionen von w allein durchlault) oder - was 
damit gleichbedeutend ist - wenn er der Bereich der gleichmafJigen Kon­
vergenz einer Reihe homogener Polynome (bzw. Monome bzw. einer Reihe 
~zmtm(w)) ist, ferner: 

Der grafJte im Innern eines_ endlichen Regularitatsbereiches liegende 
eigentliche Kreiskarper (REINHARDTsche bzw. HARTOGSsche Karper) mit 
beliebig vorgegebenem innerem Punkte als Mittelpunkt ist selbst wieder ein 
Regularitatsbereich, insbesondere also vollkommen - und im FaIle 
eines Kreiskorpers oder REINHARDTschen Korpers stets schlicht. 

Fiir Folgen und Familien meromorpher Funktionen sind die 
vorstehenden Satze noch nicht iibertragen worden, wohl aber von 
SAXER1 die Ergebnisse von G. JULIA. 

Hierzu einige Bezeichnungen: 
Gegeben sei eine Familie ~ von in einem Bereiche \8 des R, mero­

morphen Funktionen, die dort als Singularitaten hOchstens Pole, aber 
keine auBerwesentlich singularen Stellen zweiter Art besitzen. Eine Folge 
von Funktionen aus ~: C1 = 11' C2 = 12, ... , Cm = 1m' ... heiBt in \8 
gleichmafJig konvergent, falls die Cm auf der RIEMANNSchen Zahlenkugel 
gleichmaBig konvergieren; ~ heiBt in \8 normal, falls man aus jeder 
aus Funktionen der Familie gebildeten Folge eine in \8 gleichmaBig 
konvergente Teilfolge auswahlen kann. Punkte, in denen ~ aufhort 
normal zu sein, nennen wir irregulare Punkte der Familie ~; ein solcher 
Punkt P heiBt dabei aufJerwesentlich irregular, falls ~ in einer vollen Um­
gebung von P noch normal ist (auBer in P selbst) und die Grenzfunktion 
jeder dort gleichmaBig konvergenten Folge aus ~ in P hochstens eine 
auBerwesentlich singulare Stelle zweiter Art besitzt; aIle iibrigen irregu­
laren Punkte heiBen wesentlich irregular. 

Fur die wesentlich irreguliiren Punkte gelten dann wartlich der Konti­
nuitatssatz (vgl. Kap. IV, § 1) und damit die aus ihm gelolgerten Siitze, 
insbesondere also die LEVI schen Siitze. 

§ 4. Der RUNGESChe Satz und nichtschlichte Regularitats­
hiillen schlichter Bereiche2• 

Der RUN'GESche Satz der Kl.Th. besagt bekanntlich, daB eine be­
liebige in einem schlichten, einfachzusammenhangenden und endlichen 
Bereiche \8(z) der z-Ebene regulare Funktion I (z) sich in eine dort tiberall 
gleichmaBig konvergente Reihe von Polynomen entwickeln laBt. Dieser 
Satz ist nicht mehr allgemein auf Bereiche des R2n iibertragbar. 

Wir wollen im F olgenden Bereiche tiber dem R2n ' fiir die die Aussage des 
RUNGESchen Satzes giiltig bleibt, RUNGESChe Bereiche nennen - das 

1 Vgl. SAXER [1], [2]. 2 Vgl. CARTAN-THULLEN und THULLEN [3]. 
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sind also diejenigen Bereiche, in denen jede dort regullire Funktion 
f (Zl , Z2' ... , zn) durch eine im ganzen Innern gleichmaBig konvergente 
Polynomreihe dargestellt werden kann. 

Ein RUNGEscher Bereich ist offenbar immer endlich (aber nicht 
notwendig schlicht). Dagegen folgt aus Satz 43, dafJ die Regularitiits­
Mille 0\) ()8) eines RUNGESchen Bereiches )8 notwendig schlicht ist (0\) ()8) 
ist naturlich wieder ein RUNGEScher Bereich). Um also nachzuweisen, 
daB der RUNGESche Satz in der obigen Fassung im R2n nicht gilt, 
genugt es, schlichte einfachzusammenhangende Bereiche mit nicht­
schlichter Regularitatshiille anzugeben. 

Solche Bereiche existieren in der Tat. Betrachten wir hierzu die 
HARTOGS schen Korper! 

Zunachst ist trivial, daB ein vollkommener HARTOGSscher Korper 
dann und nur dann schlicht ist, wenn seine Projektion schlicht ist; 
andererseits braucht die Projektion eines schlichten, nichtvollkommenen 
HARTOGS schen Korpers keineswegs schlicht zu sein. Da die Regulari­
tatshulle eines HARTOGSschen Korpers ein vollkommener HARTOGSscher 
Korper mit der gleichen Projektion ist, so besitzt also insbesondere 
jeder schlichte HARTOGSsche Korper mit nichtschlichter Projektion sicher 
eine nichtschlichte Regularitiitshulle. 

Folglich kann ein einfachzusammenhiingender schlichter HARTOGS­
scher Karper mit nichtschlichter Projektion - solche Bereiche lassen· sich 
leicht angebenl - kein RUNGEscher Bereich sein. 

Es ist allerdings die Frage noch vollstandig offen, ob nicht wenig­
stens jeder einfachzusammenhangende schlichte (endliche) Regularitiits­
bereich ein RUNGE scher Bereich ist. 

Welches sind nun die notwendigen und hinreichenden Be­
dingungen fur RUNGESche Bereiche? 

Eine erste Bedingung liefert Satz 43; nach ihm ist die Regularitats­
hulle eines RUNGESchen Bereiches stets konvex in bezug auf eine Klasse 
von Polynomen. A. WEIL2 konnte nun kurzlich fur Funktionen zweier 
Veranderlichen zeigen, daB diese Bedingung zugleich die einzige ist, denen 
ein RUNGEScher Bereich des R4 unterworfen ist. Wir konnen also sagen: 

Satz 44. Ein Bereich)8 des R4 ist dann und nur dann ein RUNGE­
scher Bereich, falls die Regularitiitshulle S) ()8) konvex ist in bezug auf 
eine Klasse von Polynomen. 

Eine andere (allerdings nur hinreichende) Bedingung bewies kurzlich 
HAMMERSTEIN3 : 

\B sei ein beschrankter Bereich des R,; p .. (w, z) (m = 1,2, ... ) sei das 
zu \B gehOrige normierte System von Orthogonalpolynomen. Zu einem 

1 Vgl. THULLEN [3] und CARTAN-THULLEN. 
2 Herr WElL hat den vollstandigen Beweis noch nicht veroffentlicht. 
3 Herr HAMMERSTEIN stiitzt sich auf Oberlegungen von Herm BERGMANN. 
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geeigneten, IB umfassenden Stembereich ~ und zu einem Weg !ill der kom­
plexen t-Ebene mit den Endpunkten tl und tl und einer Umgebung U(!ill) 
dieses Weges mogen zwei in den Veranderlichen w, z, t stetige Funktionen: 

W = F(w, z; t), Z = G(w, z; t); w == F(w, z; t1). z == G(w, z; t1) 

(w, z aus ~, taus U (!ill)) mit folgenden Eigenschaften existieren: 
1. Bei festem taus U(!ill) sind Fund G regular im abgeschlossenen 

Bereiche ~ und bei festem w und z aus iI als Funktionen von t regular 
in U(!ill). 

2. Der Punkt W = F (w, z; t), Z = G (w, z; t) liegt fiir t auf !ill und w, z, 
aus IB wieder in lB. 

3. Es gibt ein R> 0, so daB die Hyperkugellwl2 + Iz12:::; R in IB liegt 
und dazu ein ta = ta(R) of tl auf !ill, so daB IF(w, z; t) 12 + IG(w, z; t) 12;? R 
fiir aIle w, z aus IB und aIle t auf !ill zwischen ts und t3' 

Dann konvergiert stets, falls f(w, z) eine im abgeschlossenen Bereic/le ~ 
regultire Funktion darstellt, die Polynomreihe 1: a .. P no (w, z) mit 

a .. = f fP",dw (dll) = dudvdxdy) 
~ 

im Innern von IB gleichmiipig gegen f(w, z). 
Der Satz von HAMMERSTEIN enthalt insbesondere ein Ergebnis von 

B. ALMER, nach welchem sich iede in einem Stern bereich regulare Funk­
tion f (w , z) dort in eine gleichmapig konvergente Polynomreihe entwickeln 
lapt. Es folgt also weiter, dap die RegularitatshUlle eines Sternbereiches 
stets schlicht ist und konvex in bezug aUf eine Klasse von Polynomen. 

§ 5. Konvergenzprobleme der Regularitatshiillen 1• 

Konvergiert cine Folge von Bereichen {~m} (m = 1,2, ... ) gegen 
einen Bereich ~, so taucht sofort die Frage auf, ob auch die Regularitats­
hiillen () (~m) gegen die Regularitatshiille () (~) konvergieren, ob also 

(1) lim()(~m) == ()(lim~",) == ()(~). 
Mit diesem "Konvergenzproblem der Regularitatshullen" wollen wir uns 
im vorliegenden Paragraphen beschaftigen . 

. Gilt bei einem vorgelegten Bereiche ~ fiir gewisse, ausgezeichnete 
Folgen {~m} - nlimlich fiir solche Folgen, fiir die entweder stets 
~m + 1 < ~m oder stets ~m < ~m + 1 - die Limesrelation, so gilt sie fiir 
iede ~ approximierende Folge von Bereichen. Wir haben deshalb vor 
allem diese ausgezeichneten Folgen, die sog. Hauptfolgen zu untersuchen. 

Wir werden bei dem Konvergenzproblem zwei wesentIich verschie­
dene FaIle unterscheiden miissen, je. nachdem in der Hauptfolge {~m} 
immer ~m + 1 < ~m oder ~m < ~m + 1 fiir alle m. 

A. ~m + 1 < ~m' Der Grenzbereich der ~ (~m) sei mit !8 bezeichnet. 
!8 ist nicht von der gewahlten Folge {~m}' sondern nur von dem gege~enen 
Bereiche ~, dem Grenzbereich der ~"" abhangig, und zwar ist ~ mit 
dem Durchschnitt der ~ ganz umfassenden Regularitiitsbereiche identisch. 

1 Zu diesem Paragraphen siehe BEHNKE-THULLEN [1]. 
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-
Wir wollen den Bereich j8, falls er von der Regularitatshiille SJ (j8) 

verschieden ist, die Nebenhtille I)l (tS) des Bereiches j8 nennen. Die 
Nebenhiille 9l (j8) des Bereiches j8 ist also (falls sie existiert) als Durch­
schnitt der j8 ganz umfassenden Regularitatsbereiche sicher selbst 
wieder ein Regularitatsbereich (man achte darauf, daB zu einem 
Regularitatsbereich, der Nebenhiille eines Bereiches j8 ist, natiirIich 
keine Nebenhiille mehr existiert). 

Schon der folgende Satz zeigt, daB es tatsachlich Bereiche mit 
Nebenhiillen gibt; es folgt also, daB der Durchschnitt der einen Bereich 
umfassenden Regularitatsbereiche nicht immer mit dem Durchschnitt 
der ganz umfassenden Regularitatsbereiche identisch zu sein braucht. 
Wir formulieren den Satz fiir Bereiche des R4 : 

Satz 45. Lapt sich zu der Regularitatshiille SJ(j8) eines Bereiches j8 
des R4 eine analytische Ebene angeben, die aus SJ (j8) ein Flachenstiick 
mit isolierten Randpunkten ausschneidet, so besitzt j8 eine Nebenhiille. 

Ais einfaches Beispiel sei hierzu der HARTOGSsche K6rper 

U80) Iwl < 1, izl < iwl 
genannt. 180 ist selbst ein Regularitatsbereich, also 180 == ~ (lEo). Die Ebene 
z = 0 schneidet den punktierten Einheitskreis heraus, 180 geniigt somit den 
Voraussetzungen von Satz 45. Man zeigt leicht, daB der Einheits-Dizylinder 
:Iio: ! w I < 1, I z I < 1 die zu 180 gehiirige Nebenhiille ist. Insbesondere muB 
also bei jeder von auBen gegen 180 konvergierenden Hauptfolge {18m} die Folge 
der ~ (18m) gegen :Iio konvergieren. Betrachten wir etwa die Folge 

(18 m) i w I < 1 + ;t ' 
Die Regularitatshiillen der 18m sind 

(~(18m})lwl < 1 + ~, 

Izl<lwl+~. . , m 

(vgl. Satz 41): 
1 

Izl<1+-. 
m 

Es ist, wie verlangt, :Iio == lim ~ (18m) '$ ~ (180)' 

(m = 1,2, ... ) 

(m = 1,2, ... J 

DaB auch Bereiche vom Zusammenhang der Kugel eine Nebenhiille 
besitzen k6nnen, zeigt der nichtbeschrankte Dizylinder: I w \ < 1 
(z beliebig). Da jede in \ w I < 1 und in dem unendlichfernen Rand­
punkt (0, (0) regulare Funktion eine Konstante ist (vgl. Satz 27), besitzt 
I w I < 1 den ganzen erweiterten Raum als Nebenhiille. 

Auf der andern Seite laBt sich eine ganze Klasse von Bereichen 
angeben, die sicher keine Nebenhiille besitzen, fUr die also stets die 
Limesrelation (1) erfUllt ist, fRlls j8m > j8. Es gilt: 

Satz 46. 1st die Regularitatshiill:: ~(j8) eines Bereiches j8 sternartig 
und ihr Rand stetig, so besitzt j8 keine Nebenhiille. Insbesondere hat also 
ein Bereich, dessen Regularitatshiille ein eigentlicher Kreiskorper mit 
stetigem Rande ist, nie eine Nebenhiille. 

Wir nennen hierbei den Rand eines Sternbereiches stetig, falls bei be­
liebiger stetiger Drehung eines durch den zugrunde gelegten Symmetriepunkt 
gehenden Halbstrahles s die Lange der durch s ausgeschnittenen Strecke 
sich stetig andert. 
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Eigenschaften der N ebenhiillen. Fast aile Eigenschaften der 
RegularitiitshiiIlen lassen sich auf Nebenhiillen iibertragen; man hat 
nur von den vorkommenden Funktionen zu verlangen, daB sie sich 
nicht allein im Innem der gegebenen Bereiche, sondem auch noch in 
samtlichen Randpunkten regular verhalten. So gilt: 

(I). Nimmt eine im Innem und auf dem Rande des Bereiches ~ 
meromorphe Funktion F dort den Wert a nicht an, so ist F auch im 
Innem der Nebenhiille ~(~) meromorph un,d dort verschieden von a. 

(II). Gegeben sei ein Bereich ~l mit der Nebenhiille ~(~l); exi­
stiert dann eine analytische Transformation T, die ~l topologisch auf 
einen Bereich ~2 abbildet und zugleich auf dem Rande von ~1 noch 
eineindeutig und regular ist, so besitzt auch ~I eine Nebenhiille ~(}82)' 
und iemer wird ~(~l) durch T eineindeutig und analytisch auf ~(~2) 
abgebildet. 

DaB dieser Satz nicht zu gelten braucht, wenn T auf dem Rande 
von ~l nicht mehr eineindeutig und regular ist, laBt sich an einem 
einfachen Beispiele zeigenl. 

(III). 1st m ein Regularitatsbereich, der den Bereich ~ ganz umfaBt, 
so haben der Bereich ~ und seine Nebenhiille ~ (~) die gleiche Minimal­
distanz in bezug auf m. 

Das Problem cler Nebenhiillen hangt unmittelbar mit einer anderen 
interessanten Frage der Theorie der Regularitiitsbereiche zusammen, 
namlich mit der Frage, ob ein gegebener Regularitatsbereich m sich stees 
von aupen du,ck eine Hauptfolge von Regularitatsbereichen app,oximieren 
lapt. Wie man leicht sieht, ist dies dann und nur dann ml>glich, wenn m 
keine Nebenhiille besitzt. Ein den Bedingungen des Satzes 45 ge­
niigender Regularitatsbereich ist also nicht als Grenzbereich einer Folge 
ganz umfassender Regular~tatsbereiche darstellbar. Dagegen lapt sick 
ein Regula,itatsbereich m stets von innen du,ch eine Hauptfolge ·von 
Regularitatsbereichen app,oximieren [dies folgt unmittelbar aus der 
Eigenschaft (III) (Folg. 3) der RegularitatshiillenJ. 

B. 18m <:: 18m+!. Wli.hrend im Fall A der Grenzbereich der ~(~m) 
(~m+l <:: ~m) als Durchschnitt von Regularitatsbereichen selbst wieder 
ein Regularitat~l-,~reich war, braucht dies hier keineswegs immer zuzu­
treffen, niimlich stets dann nicht, wenn lim ~ (~m) * ~ (is) . 1st aber 
lim ~ (~m) ein Regularitatsbereich, so ist notwendig lim ~ (}8m) == ~ (~). 
Das Konvergenzproblem fiihrt also im Falle B auf die Frage zuriick: 

Unter welchen Bedingungen ist der Grenzbereich 9lo einer Hauptfolge 
{mm} von Regula,itatsbereichen (9im <:: 9im+1) selbst wieder ein Regularitats­
bereich? 

Es gelingt fiir mehrere Klassen von Bereichen diese Fragen zu be­
antworten. Unter anderm gelten die Satze: 

1 Vgl. die Transformation So auf S. 20. 
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Sa tz 47. 1st der Grenzbereich ffio einer Hauptfolge {ffim} von Regulari­
tatsbereichen ein Sternbereich oder ein eigentlicher Kreiskorper (oder ein 
eigentlicher schlichter, einfachzusammenhangender HARTOGSscher Korper) 
mit stetigem Rand, so ist ffio ein Regularitatsbereich. 

1m FaIle eines Sternbereiches ist der Beweis sehr einfach zu fuhren. 1st 
iRo ein Kreiskorper, so zeigt man zunachst mit Hilfe des Kontinuitatssatzes, 
daB iRo sternartig ist, woraus dann die Behauptung folgt (analog fur einen 
HARTOGSschen Korper). 

Sat z 48. 1st {ffim} eine H auptfolge von endlichen Regularitatsbereichen 
und ffio == lim ffim, lerner ieder der Bereiche ffim konvex in bezug auf die 
Klasse aUer in dem Grenzbereich ffio noch reguliiren Funktionen, so ist ffio 
ein Regularitiitsbereich. Insbesondere approximiert also eine Hauptfolge 
von Regularitiitsbereichen, die zugleich RUNGESche Bereiche (etwa eigent­
liche Kreiskorper) sind, stets einen Regularitiitsbereich. 

Aus Satz 48 folgt nun umgekehrt eine notwendige Bedingung fUr 
Hauptfolgen von Regularitatsbereichen, deren Grenzbereich kein Regu­
laritatsbereich ist: 

1st der Grenzbereich ffio einer Hauptfolge von endlichen Regularitats­
bereichen {ffim} kein Regularitatsbereich, so gibt es ein lestes mo, so daIJ 
in ieder Klasse K, in bezug auf welche irgendeiner der Bereiche ffim (m > mol 
konvex ist, mindestens eine Funktion existiert, die im Innern von ffio 
singular wird. 

Aus den Satzen dieses Paragraphen ergibt sich insbesondere noch: 
Satz 49. 1st ~ ein beschriinkter Sternbereich mit stetigem Rande, 

so gilt fur iede den Bereich ~approximierende Folge von Bereichen {~m}: 
lim ~ (?am) == ~ (lim~m) == ~ (~). 

Siebentes Kapitel. 

Abblldungstheorie1• 

Am Ende des ersten Kapitels haben wir den Begriff der analytischen 
Abbildungen 2n-dimensionaler Bereiche eingefUhrt und die erste Grund­
lage fur ihre Behandlung geschaffen. Dieses Kapitel dient dem ausfiihr­
lichen Studium jener Abbildungen. 

Wie wir bereits im ersten Kapitel betonten (S. 15), werden wir hier 
afters auch im Innern verzweigte Bereiche zulassen mussen. Wenn 
daher nichts anderes vermerkt ist, sind die in diesem Kapitel vor­
gegebenen Bereiche stets als beliebig, verzweigt oder nichtverzweigt, 
aufzufassen. Man erinnere sich daran, daB ein innerer Verzweigungs­
punkt nach Definition uniformisierbar ist. 

1 Eine Reihe von Satzen der §§ 1 bis 3 dieses Kapitels geiten auch noch fur 
solche Transformationen, von deren Funktionen nur vorausgesetzt ist, daB ihre 
ersten partiellen (reellen) Ableitungen existieren und stetig sind. 



84 VII. Abbildungstheorie. 

Wir sagen von einer analytischen Transformation 5, daB sie schlechthin in 
einem Bereiche 58 topologisch ist, wenn sie 58 eineindeutig auf einen Bereich 58'" ab­
bildet. Sind 58 und 58'" nicht verzweigt, so ist 5 dann und nur dann topologisch, 
wenn in keinem Punkte aus 58 die Funktionaldeterminante von 5 verschwindet 1. 

Wir schreiben wieder 58'" = 5 (58) (ebenso bei einer Transformation mit 
Ausnahmepunkten); ist ferner P ein Punkt aus 58, P'" sein Bildpunkt, so 
schreiben wir entsprechend P'" = S(P). 

tJben wir zunachst auf 58 die Transformation 5, dann auf den Bildbereich 
die Transformation Taus, so entsteht eine neue Transformation des Be­
reiches \l3, die wir mit TS bezeichnen. De~ Buchstabe I sci aJlein fu~ die 
identische T~anslormation vo~behaJten. 

§ 1. Eindeutigkeitssatze. 
In der Kl.Th. gilt - vor allem auf Grund des SCHwARZschen Lem­

mas -, daB eine Abbildung eines Bereiches }B(z) auf einen beschrankten 
Bereich }B"'(z) vallig festgelegt ist, wenn zu einem Punkte 0 aus }B(z) 

der Bildpunkt 0'" in }B"'(z) und femer die "Richtung" arc!' (0) angegeben 
sind. Ein Satz von H. CARTAN zeigt nun, daB im R2A in keinem Falle 
die Freiheitsgrade fiir die eineindeutigen und analytischen Abbildungen 
beschrankter Bereiche graBer sind. Er bewies: 

Satz 502• Der Bereich }B enthalte in seinem Innern einen Punkt 0 
mit den Koordinaten (0, 0, ' .. , 0) und sei in 0 nicht verzweigt. Bilden 
dann die in }B reguliiren Funktionen3 

ZI = 11 (ZI' Z2' ••• , Z .. ) = ZI + "', 
(5) Z2 = 12 (ZI' Z2' ... , Z .. ) = Z2 + "', 

Z .. = 1"(ZI' Z2' ... , z .. ) = z .. + .. , 
den Bereich}B aul einen in seinem Innern Uegenden, beschriinkten Bereich 
}Bo ab, so ist notwendig 

11(ZI,Z2"",Z,,)=ZI' 12(zl,z2""'z,,)=z£, ... , 1"(zl,z2""'z,,)=z,,, 
Der Beweis von CARTAN iiberrascht durch seine Kiirze und Einfach­

heit: Zum Beweis nehmen wir an, der Satz wiire falsch. Dann gibt es 
in der Entwicklung der Ii in homogene Polynome (Diagonalreihe): 

(5) 
00 

Ii = Z, + ~ Pt)(ZI' Z2' ... , ZIt) 
k=1 

i = 1, 2, ... , n 

ein erstes k(i), so daB alle p~l = 0 fiir k(i) < kti ), aber p~l~ =1= o. Bildet man 
o 

die Transformationen 52, sa, ... , sm, ... , so lauten die zugehOrigen 
Entwicklungen: 
(5m) I'm) + pltl + / = Zj m k~~ •••• 

1 Vgl. Kap. I, § 5; siehe auch CARATHEODORY [4J. 

i = 1,2, ... , n 

2 VgJ. H. CARTAN [5J. Satz 50 gilt wortlich ffir beliebige "innere" Abbildungen 
eines Bereiches; vgJ. § 3 dieses Kapitels. 

3 In den Entwicklungen der Abbildungsfunktionen schreiben wir im folgenden 
die konstanten und die !inearen Glieder stets explizit, die hoheren Glieder jedoch 
nur nach Bedarf an. 
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Da nach Voraussetzung S, also erst recht die sm, den Bereich j8 auf 
einen beschrankten Bereich abbilden, so sind aile flm) gleichmaBig be-

schrankt; damit gilt aber a~ch I mP~~JI < M fiir alle m (vgl. die Integral­

darstellung auf S. 43). Dies ist abernur moglich, falls P~~J == ° im Wider­
spruch zu unserer Annahme, w. z. b. w. 

Es ergibt sich fast unmittelbar der Eindeutigkeitssatz von 
CARATHEODORY: 

Sa tz 511. Es existiert hochstens eine eineindeutige, analytische Ab­
hildung- eines Bereiches j8 auf einen beschriinkten Bereich j8*, die einen 
Punkt 0 aus j8 in einen Punkt 0* aus j8* iiberliihrt und deren 'erste par­
tielle Ableitungen in 0 vorgeschriebene Werte annehmen. Es ist dabei 
vorausgesetzt, dap weder 0 noch 0* ein Verzweigungspunkt ist. 

Sind namlich S und T zwei Abbildungen von j8 auf j8* mit 0* = S (0) 
= T (0), stimmen ferner die ersten partiellen Ableitungen der Funk­
tionen von S und Tin 0 iiberein, so ist ST-l eine Abbildung von j8* 

auf sich, die in 0* den Voraussetzungen von Satz SO geniigt. Es ist 
also 1= ST-I oder S = T, w. z. b. w. 

Die Siitze dieses Paragraphen geUen nicht mehr, falls j8* ein nicht­
beschriinkter Bereich ist. BIEBERBACH 2 gibt eine Transformation Tan, 
die den endlichen R4 eineindeutig und analytisch auf einen echten 
Teilbereich von sich abbildet. Die Entwicklungen der Funktionen 
von T urn (0, 0) beginnen dabei so: 
(T) W = w + ... , Z = z + .... 
T2 ist wieder eine Abbildung derselben Art. Wir bekommen also gleich 
eine unendliche Folge von Transformationen, die den endlichen R, 
eineindeutig auf Teilbereiche von sich abbilden und deren Abbildungs­
funktionen bei der Entwicklung urn (0, 0) wie die der Identitlit beginnen. 

§ 2. Folgen von Abbildungen3• 

CARATHEODORY und H. CARTAN haben gezeigt, daB es fiir die nlihere 
Kenntnis cler einzelnen Abbildungen gegebener Bereiche sehr aufschluB­
reich ist, Folgen von Abbildungen, vor allem die Folgen der Potenzen 
S, S2, S3, ... , sm, ... einer festen Abbildung S zu betrachten. 

Wir sagen: Die in j8 analytischen Transformationen Sm: 

(Sm) Z.=trnJ (zl,z2""'z .. ) i=1,2, ... ,n 
konvergieren in j8 gleichmiipig gegen die Grenztransformation S: 

(S) Z. = Idzl' Z2' ••• , z .. ), i = 1,2, ... , n 
falls die Funktionen Ilm) bei jeweils festem i in j8 gleichmaBig gegen fi 
konvergieren. 

1 Vgl. CARATHtODORY [4]. 
2 Vgl. BIEBERBACH [2]; Herr BIEBERBACH stiitzt sich auf ein Ergebnis von 

FATOU; siehe FATOU [1J. [2]. 
3 Zu diesem Paragraphen vgl. CARATHEODORY [4J und H. CARTAN [8J. 
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CARATHEODORY benutzt statt des Begriffes der gleichmaBigen Konver­
genz den hier damit aquivalenten Begriff der stetigen Konvergenz. Obwohl 
dieser Begriff bei den Beweisen der Satze manche Vereinfachungen bietet. 
haben wir uns auf den gebrauchlicheren Begriff der gleichmaBigen Kon­
vergenz beschrankt 1. 

Da mit den f~m) auch ihre Ableitungen gleichmaBig konvergierelJ.. 
folgt ohne weiteres. daB die Funktionaldeterminanten der 5m gleich­
maBig gegen die Funktionaldeterminante von S konvergieren. Daraus 
ergeben sich soforl iiber die M6glichkeit des Verschwindens der Funk­
tionaldeterminante von 5 starke Einschrankungen. Verschwinden die 
Funktionaldeterminanten der 5m in 58 nicht, so ist die Funktionaldeter­
minante der Grenztransformation 5 entweder in 58 identisch Null oder 
iiberall in 58 von Null verschieden. So folgt jetzt leicht die wichtige 
Aussage: 

Satz 52. Die Folge 51 .52 , •.• von Transformationen mage einen 
beschriinkten. unverzweigten Bereich 58 auf ebensolche Bereiche eineindeutig 
und analytisch abbilden und ferner im Innern von 58 gleichmii/3ig konver­
gieren. Dann ist die Grenztransformation 5 entweder ausgeartet oder 
wieder eine topologische und analytische A bbildung von 58. Vermitteln 
dabei die 5m schlichte Abbildungen, so ist auch die Grenztransformation 
schlicht. 

Dieser Satz gestattet eine gewisse Umkehrung. WeiB man namlich 
von der Grenztransformation Seiner gleichmaBig konvergenten Folge Sm 
von analytischen Abbildungen. daB sie topologisch ist. so bilden auch die 
Sm von einem mo an einen beliebig. aber fest vorgegebenen. ganz in 58 
liegenden Teilbereich 580 topologisch ab; genauer: 

Sa tz 53. 58 sei ein endlicher. unverzweigter Bereich; die in 58 ana­
lytischen Translormationen 51 .52 , •••• 5m • ... magen im Innern von 58 
gleichmii/3ig gegen eine Transformation 5 konvergieren. die 58 topologisch 
auf einen unverzweigten Bereich 58* abbildet. 5ind dann 580 und 581 zwei 
ganz in 58 liegende Teilbereiche und liegt wiederum 580 ganz in 581 , so 
existiert stets eine ganze positive Zahl mo, so da/3 liir iedes m ~ mo gilt: 

1. 5m bildet 581 topologisch abo 
2. Der Bereich 5 m (581) ist ein Teilbereich von 58*. 
3. Der Bereich 5 (580) ist ein T eilbereich von 5m (581). 

Die wesentliche Frage ist nun, unter welchen Bedingungen die 
Grenztransformation einer gegebenen Folge von Abbildungen nicht ent­
artet. Mit Hilfe des Begriffes des Kernes2 hat CARATHEODORY bei 
schlichten Bereichen ein Kriterium dafiir angegeben: 

Satz 54. Die Translormationen 5m (m = 1,2, ... ) magen die be­
schriinkten und schlichten Bereiche 58m eineindeutig und analytisch in 
ebensolche Bereiche 58! iiberliihren (m = 1,2, ... ). Die Folge der Be­

l "Ober den Begriff der stetigen Konvergenz siehe CARATHEOD·ORY. Math. 
Ann. Bd. 101 (1929) S.5ISff. 

2 Vgl. Kap. I. § 2. 
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reiche lBm konvergiere dabei gegen einen nichtleeren Kern lB mit dem 
Grundpunkt 0, in dem sowohl die Abbildungsfunktionen sowie deren erste 
partielle Ableitungen eindeutige Grenzwerte besitzen mogen. Unter diesen 
Voraussetzungen konvergieren die Abbildungen 5m dann und nur dann 
in \8 gleichmafJig gegen eine nichtausgeartete Transformation 5, wenn 
die Folge der \8! gegen einen nichtleeren Kern lB* mit dem Grundpunkt 
0* = 5(0) konvergiert. In diesem Falle ist \8* = 5(\8). 

Gegeniiber den bisher iiblichen Voraussetzungen ist also hier noch 
eine Verallgemeinerung eingetreten, indem statt eines Grundbereic):les \8 
eine Folge von abzubildenden Bereichen \81' lB2' ... , die nicht mit­
einander identisch zu sein brauchen, vorgegeben ist. 

§ 3. Innere Abbildungen l • 

Unter den Abbildungen eines Bereiches \8 interessieren vor allem die 
"inneren" Abbildungen, mit deren Hilfe es insbesondere gelingt, eine sehr 
wichtige Verallgemeinerung des SCHW ARzschen Lemmas aufzustellen. 

Wir sagen: 5 ist eine innere Abbildung des Bereiches \8, wenn 5 
den Bereich lB analytisch auf einen in lB liegenden Bereich )80 und evtl. 
noch auf in )8 liegende Randpunkte von )80 abbildet (oder im FaIle einer 
ausgearteten Transformation auf eine in \8 liegende Mannigfaltigkeit 
niederer Dimension), d. h. genauer: wenn man jedem Punkte 5 (PL ein­
deutig und stetig einen Punkt P aus lB so zuordnen kann, daB P und 
5 (P) stets gleiche Koordinaten besitzen 2. 

Ein Beispiel einer inneren Abbildung ist die auf S. 20 erwahnte 
Transformation W = w . z, Z = z des Einheits-Dizylinders. 

Eine innere Abbildung eines Bereiches )8 soIl ein analytischer Auto­
morphismus oder kurz Automorphismus des Bereiches Ie heiBen. wenn 
sie \8 eineindeutig auf sich selbst abbildet. Die Grenztransformationen 
einer Folge von Automorphismen kann man leicht iibersehen. Es gilt: 

Satz 55. Die Grenztransformation 5 einer gleichmafJig konvergenten 
F olge von A utomorphismen eines beschrankten Bereiches \8 ist entweder 
wieder ein A utomorphismus von \8 oder eine ausgeartete Trans/ormation, 
die \8 au/ seinen Rand oder einen Teil von ihm abbildet. 

Fiihrt also 5 auch nur einen inneren Punkt aus \8 wieder in einen 
inneren Punkt iiber, so kann 5 nicht entarten. Der Satz ist bei schlicht en 
Bereichen eine unmittelbare Folge von Satz 54. 

Von CARATHEODORY und H. CARTAN sind nun Kriterien aufgestellt, 
die angeben, unter welchen Bedingungen eine innere Transformation 
ein Automorphismus ist. Das wichtigste dieser Kriterien lautet: 

Satz 56. 5·sei eine innere Abbildung eines beschrankten Bereiches lB. 
Konvergiert eine Folge von Potenzen 5P', 5P', ••• , 5P", ••• (PI < P2 < ... ) 

1 Vgl. CARATHEODORY [4J, H. CARTAN [8J und die altere Arbeit H. CARTAN [3J. 
I Siehe auch die Definition von .. \81 liegt im Innern von \8.", Kap. I, § 2. 
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in >8 gleichmapig gegen eine nichtentartete Transformation T, so ist 
sowohl 5 wie auch T ein A utomorphismus von >8, ferner konvergiert die 
F olge Sp", + 1 - P .. gleichmapig in >8 gegen die Identitiit. 

Eine Anwendung dieses Satzes betrifft eine Verallgemeinerung des 
SCHwARZschen Lemmas. In der Kl.Th. folgt aus diesem unmittelbar: 
Fur iede innere Trans/ormation Z = / (z), / (0) = 0, des Einheitskreises ist 
II' (0) I ;;;; 1. 1st /1' (0) I = 1, so ist die gegebene innere Transformation ein 
Automorphismus. Diese beiden Aussagen lassen sich jetzt wortlich 
auf mehrere Veranderliche iibertragen: 

Satz 57. 1st 5 eine innere Abbildung des beschrankten Bereiches >8, 
die den inneren Punkt 0 lest lapt, und ist >8 in 0 nicht verzweigt, so 
.ist der Absolutbetrag der zugehOrigen Funktionaldeterminante in 0 nie 
groper als 1 und dann und nur dann gleich 1, wenn 5 ein Automor­
phismus ist. 

Da namlich die Funktionaldeterminante von 5 und ihrer samtlichen 
Potenzen in 0 beschrankt ist, ist notwendig ihr Absolutbetrag in 0 'klei­
ner oder gleich 1. 1st dieser nun gleich 1, so geniigt eine geeignete Folge 
von Potenzen der Transformation 5 den Voraussetzungen von Satz 56, 
es ist also 5 ein Automorphismus. 1st andererseits 5 als Automorphismus 
mit dem Fixpunkt 0 vorausgesetzt, so kann nach Satz 55 eine gleich­
maBig konvergente Teilfolge der Potenzen von 5 nur einen Automorphis­
mus als Limes besitzen. Dies ist aber nur dann moglich, falls der Ab­
solutbetrag der Funktionaldeterminante im Fixpunkt den Wert 1 hat, 
w. z. b. w. 

Satz 57 sagt unter anderm aus, daB eine innere Abbildung T eines 
beschrankten Bereiches >8 bereits dann ein Automorphismus von ~ 
ist, falls T einen (wenn auch noch so kleinen) Teilbereich ~o von ~ ein­
eindeutig auf sich abbildet und dabei ein innerer Punkt von ~o, der 
kein Verzweigungspunkt ist, in sich iibergeht. 

Eine weitere einfache Folge von Satz 57 ist: 
Sa tz 58. >80 sei ein den Punkt 0 enthaltender, ganz im beschrankten, 

unverzweigten Bereiche >8 liegender T eilbereich. 5 sei eine beliebige 
innere Transformation von >8 mit dem Fixpunkte 0 und Ll~) der Wert 
der zugehOrigen F unktionaldeterminante in O. Dann gibt es 

1. eine positive Zahl a < 1, so dap iede innere Trans/ormation 5, 
fur die I Ll~) I > a, den Bereich >80 topologisch abbildet, 

2. eine positive Zahl a' < 1, so dap stets, sobald I Ll~ I> a', der Be­
reich ~o das topologische Bild eines Teilbereiches von ~ ist. 

Hier folge noch eine andere Verallgemeinerung des SCHwARzschen 
Lemmas auf Funktionen des R«: 1 

Sind die beiden Funktionen f(w, z) und g(w, z) in der Hyperkugel 
Iwl2 + Izl2 < 1 regular und ist dort 1/12 + Igil < 1 und ferner 1(0,0) 
= g(O, 0) = 0, so ist If(w, z) 12 + Ig(w, z) 12 < Iwl2 + Iz12. 

1 Siehe H. CARTAN [8]. 
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Der zweite Teil des Lemmas UiBt sich dagegen nicht iibertragen. H. CAR­

TAN gibt als Beispiel das Funktionspaar I == w + ~ , g == ~ an. Fur z = 0 

und w beliebig gilt jetzt zwar 1/12 + !g12 = Iwl2 + Iz12, aber nicht in den 
ubrigen Punkten. 

Satz 56 und seine Folgerungen gelten - wie ja aueh in der Kl.Th. -
sieher nieht mehr allgemein fUr unbesehrankte, aber endliche Bereiche. 

§ 4. Maximalteiler 1• 

Der Bereich ~ sei beschrankt, enthalte den Koordinatenanfang 0 
und sei dort unverzweigt. ~o sei ein in ~ liegender Bereich mit den 
gleichen Eigenschaften. ~o heiBt dann nach CARATHEODORY ein Maximal­
teiler von ~, wenn jede Transformation mit dem Fixpunkt 0, die ~o 
eineindeutig und analytiseh auf einen gleichfalls noch in ~ liegenden 
Bereich ~~ abbildet, eine Funktionaldeterminante besitzt, deren Ab­
solutbetrag in 0 nie groBer als 1 ist 2. Es ist also nieht moglich (vgl. 
Satz 57), eine Transformation mit dem Fixpunkt 0 anzugeben, die 
einen Maximalteiler ~o von ~ eineindeutig und analytiseh auf einen ~o 
umfassenden, aber noeh in ~ liegenden Bereich ~~ '$ ~o ab~ildet. 

Andererseits gibt es zu jedem beliebigen besehra~kten Bereiehe ~ tiber 

dem R2n einen Maximalteiler ~o von ~, auf den ~ eineindeutig und an­
alytiseh abgebildet werden kann. 

Urn ein "vollstandiges Reprasentantensystem" der beschrankten 
Bereiche tiber dem R2n zu gewinnen, kommt es also darauf an, ein voll­
standiges System der Maximalteiler eines beliebig vorgegebenen Grund­
bereiches - etwa des Polyzylinders - aufzustellen. 

Man beaehte, daB (naeh Satz 57) der Grundbereich ~ nie auf einen 
seiner Maximalteiler \80 '$ \8 so abbildbar ist, daB dabei 0 in sieh tiber­
geht. 

DaB der Begriff des Maximalteilers in der Abbildungstheorie oft 
mit Erfolg verwandt werden kann, zeigt der mit seiner Hilfe gefiihrte 
elementare Beweis von CARATHEODORY, daB Hyperkugel und Dizylinder 
sieh nieht eineindeutig und analytiseh aufeinander abbilden lassen. 

1st der Grundbereieh ~ ein Regularitatsbereieh, so gelingt es 
unmittelbar, eine Klasse von Maximalteilern anzugeben. Es gilt 
namlieh: 

Sat z 59. I sf der Bereich ~o ein M aximalteiler des Regularitiits­
bereiches ~, so ist jeder Bereich \8~, der die gleiche Regularitiitshulle wie \80 

besitzt und 0 als inneren Punkt enthiilt, eben/alls ein M aximalteiler von \8. 
Setzen wir \80 == \8 voraus, so folgt: 
J eder Bereich ist M aximalteiler seiner Regularitiitshulle. 

1 Vgl. CARATHEODORY [4] und BEHNKE-THULLEN [2). 
I Man beachte, daB ein Maximalteiler nur definiert ist in bezug auf einen 

vorgegebenen Grundbereich und einen vorgegebenen Bezugspunkt O. 
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Wir wollen im folgenden einen Bereich ~o, der den Regularitats­
bereich ~ zur Regularitatshiille hat und den Bezugspunkt 0 enthlilt, 
einen trivialen Muimalteiler von ~ nennen. 

Ein trivialer Maximalteiler 180 besitzt die Eigenschaft, da.J3 er bei be­
liebiger Wahl eines anderen Bezugspunktes 0' (der noch in 180 liegt) Maximal­
teiler des Grundbereiches 18 in bezug auf den neuen Bezugspunkt 0' bleibt 
und ferner, daB er bei einer eineindeutigen und analytischen Transformation 
von 18 auf einen Bereich 18· in einen (trivialen) Maximalteiler von 18· ubergeht. 

Man beachte, daB diese Aussage keineswegs fur beliebige Maximalteiler 
bewiesen ist. 

1m Zusammenhang mit Satz 59 sei aueh noch auf folgende Frage 
aufmerksam gemacht: 

~o sei ein Maximalteiler des Bereiehes ~; ist dann stets auch die 
RegularitiitshUUe ~ (~o) des Bereiches ~o ein M aximalteiler der Regula,i­
tatshatle ~ (~) des Grundbe,eiches ~? 1st ~ ein Regularitatsbereieh, 
so ist die Losung trivial; in diesem Falle gilt namlieh ~o < ~ (~o) < ~, 
woraus unmittelbar folgt, daB aueh ~ (~.,) ein Maximalteiler von ~ == ~ (~) 
sein muB. 

Triviale Maximalteiler ·des Dizylinders. Beispiele trivialer 
Maximalteiler des Dizylinders ~: Iwl < 1, Izl < 1 sind etwa samt­
liche eigentliehen, im Innem von ~ liegenden REINHARDTschen Korper, 
die (0, 0) als Mittelpunkt und (1, 1) als einen Randpunkt besitzen. 
Zwei triviale Maximalteiler des Dizylinders lassen sieh nullpunktstreu 
hOchstens dureh die triviale Transformation W = we''', Z = ze'" auf­
einander abbilden. Erwahnt sei, daB jeder triviale Maximalteiler des 
Dizylinders ein (niehttrivialer) Maximalteiler der umsehriebenen Hyper­
kugel ist (folgt aus Satz 59 und der Tatsaehe, daB der Dizylinder ein 
Maximalteiler der Hyperkugel ist). 

Satz 591aBt sich sieher nicht auf Nebenhiillen iibertragen. Aueh gilt 
die Theorie der Maximalteiler nieht mehr allgemein fiir niehtbesehrankte 
Grundbereiche, so sieher nicht fiir den endliehen R2fl. 

§ 5. Der CARTANsche Abbildungssatzl. 
Wir sahen friiher, daB die Rolle des Kreises der Kl.Th. im R2ft im 

allgemeinen von den eigentliehen Kreiskorpem iibemommen wird. Des­
halb ist in der Abbildungstheorie vor allem die Frage zu entscheiden, 
wann ein Bereich auf einen Kreiskorper abgebildet werden kann. Wir 
besehranken uns dabei in diesem und den beiden naehsten Paragraphen 
auf den Raum der beiden Veranderliehen w und z. Doeh liegt keine 
prinzipielle Schwierigkeit fiir eine Vbertragung des Folgenden auf den 
R2ft vor. 

Die eigentliehen Kreiskorper lassen eine mindestens einparametrige 
Gruppe von Automorphismen mit einem festen inneren Punkte 0 - nam-

1 Vgl. H. CARTAN [5]. 
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lich dem Mittelpunkt - als Fixpunkt zu; das gleiche gilt also auch fur alle 
eineindeutigen und analytischen Bilder dieser Karper. Zur Beantwortung 
unserer Frage werden wir daher zunachst bei vorgegebenem Bereiche ~ 
die Gesamtheit der Automorphismen zu betrachten haben, die einen 
gegebenen inneren Punkt 0 festlassen 1 (nicht jeder Bereich hat auBer 
der Identitat uberhaupt Automorphismen 2). Eine solche Gesamtheit 
von Automorphismen bildet eine Gruppe G. Aus Satz 55 folgt ferner, 
daB jede gleichmaBig konvergente Folge von Automorphismen der 
Gruppe G wieder gegen eine Transformation aus G konvergiert, dap also 
G eine geschlossene Gruppe ist. 

Zur Vereinfachung denken wir uns den Koordinatenanfang stets im 
Fixpunkt 0 cler Gruppe G gelegen. Entwickelt man dann die Abbildungs­
funktionen zweier verschiedener Automorphismen 51 und 52 aus Gum 0: 
(51) fl(W, z) == alw + bIZ + ... , gl(W, z) == clw + dl z + "', 
(52) f2(W, z) == a2w + b2z + .", g2(W, z) == e2w + d2z + ' .. , 
so kannen wegen des Eindeutigkeitssatzes (§ 1) die Koeffizienten der 
linearen Glieder von 51 nicht aIle mit den entsprechenden Koeffizienten 
von 52 iibereinstimmen. Fiihren wir femer zwei solcher Automorphis­
men 51 und 52 hintereinander aus, so setzen sich die linearen Glieder 
des Automorphismus 51 52 aus den linearen Gliedem der gegebenen 
Automorphismen in iiblicher Weise zusammen. Deshalb gilt: 

Sat z 60. Die Gruppe Galler A utomorphismen eines beschrankten 
Bereiches ~, die einen inneren Punkt 0 festlassen (in dem 58 nicht ver­
zweigt ist), ist isomorph einer geschlossenen Gruppe r homogener linearer 
Transformationen; die Determinante jeder Transformation aus r ist vom 
A bsolutbetrag 1. 

Somit gelingt es, die Untersuchung der Gruppe G auf die der geschlos­
senen Gruppen homogener linearer Transformationen zuriickzufiihren. 
Daher zunachst die wichtigsten Eigenschaften solcher linearen Gruppen! 

Geschlossene Gruppen homogener linearer Transfor­
mationen. Eine geschlossene Gruppe r homogener linearer Trans­
formationen liiBt stets eine HERMITEsche Form Aww + Bzz + Cwz 
+ Cwz invariant. Durch eine geeignete lineare Transformation L denken 
wir uns diese Form auf die normierte Form ww + zz gebracht, die 
gegenuber der entsprechend transformierten Gruppe r* = LrL-l 
invariant ist. Die Untersuchung der zur Form ww + zz gehOrigen 
Gruppen ergibt dann: 

Satz 613. Jede unendliche geschlossene Gruppe homogener linearer 
Transformationen, weleke die Form ww + zz invariant lapt, enthiilt eine 
Untergruppe der Form 
(Tm.p(I})) W = weimD, Z = zeipD• (I) beliebig reell) 

1 Wir setzen voraus, daB !6 in 0 nicht verzweigt ist; vgl. auch Sei te 93. Anm. 1. 
2 Vgl. § 9 dieses KapiteJs. 3 Vgl. H. CARTAN [6]. Satz 23. 
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Satz 62a1. Eine geschlossene Gruppe r homogener linearer Trans­
lormationen, die die Untergruppe T m,p (t?) enthiilt, gehOrt einer der 101-
genden Gruppen an: 

1. Einparametrige Gruppen. r besteht aus T m,p (t?) evtl. kombiniert 
mit einer endlichen Gruppe 

2 i."'. 
(1 ) W= we 8 , 

2ikn 

Z = ze 8 (k = 1, ... , s; s fest) 

und im Falle m = -p evtl. kombinierl mit einer Transformation 
in 

W= Rze', 
1 -

Z = R we 8. (R > 0 und fest) 

2. Zweiparametrige Gruppe. r ist die Gruppe 

(T(t?, 91)) W = wei", Z = zeiqJ (t?, 91 beliebig reell) 

evtl. kombiniert mit einer Transformation W = Rz, Z = ~ w. 

3. Dreiparametrige Gruppe (hOchstens im Falle m = -P): 

W = wei'" cos 91 - RzeiPsin'P, Z = ~ wriPsin'P + ze-i"'coscp 

((X, p, rp reelle Parameter, R> 0); hinzu kann noch eine endliche 
Gruppe (1) treten. 

4. Vierparametrige Gruppe: 

1 
w= wei("'+Plcos'P - Rzei(", + rl sincp, 

(2) Z = ~ wei("'-rlsinrp + zei(iX-Plcoscp 

(tX, p, y, rp reelle Parameter, R> 0). 
Satz 62b 1 . Enthiilt eine geschlossene Gruppe r homogener linearer 

Transformationen die Untergruppe 

(T(l?)) Z = zei {}, (l? beliebig reell) 

so gehOrt r einer der folgenden Gruppen an: 
1. Einparametrige Gruppen. r besteht lediglich aus T (t?), kom­

biniert mit einer endlichen Anzahl von homogenen linearen Trans­
formationen. 

2. Zweiparametrige Gruppe. Es gibt eine homogene lineare Trans­
formation L, so daB die Gruppe r* = L r L -1 aus den Transformationen 
T(l? rp) besteht, evtl. kombiniert mit W = z, Z = w. 

3. Vierparametrige Gruppe. r besteht (evtl. nach einer homogenen 
linearen Transformation) aus der Gesamtheit der linearen Transfor­
mationen, welche die Form ww + zz invariant lassen. 

Nunmehr kann die Frage nach der Abbildbarkeit eines gegebenen 
Bereiches \8 auf einen eigentlichen Kreiskorper oder kreissymmetrischen 
Korper beantwortet werden. Nach dem Vorangehenden wissen wir, 

1 Vgl. H. CARTAN [5]. Satz 23. 26, 27. 
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daB die Gruppe der Automorphismen eines solchen Bereiches eine 
Untergruppe G enthalt, die zu einer Gruppe 

(T m,p (0)) W = we iflil1 , Z = zeiPl~ 

isomorph ist. Die einer Transformation T m,p (0) zugeordnete Trans­
formation aus G sei mit A (0) bezeichnet. Die Entwicklungen der Trans­
formationsfunktionen von A (D) mogen lauten: 

(A (II)) W = t (w, z; 0) = weim1' + .. " Z = g(w, z; 0) = zeipf} + .... 
Setzt man dann 

2", 

(B) F(w, z) == 211(J e-im! t(w, z; t) dt, 

so gilt: 
(BA(D)) 

o 

F(W, Z) = eim.~ F(w, z), 

2", 

G(w, z) == 211(J e-ip! g(w, z; t) dt, 
o 

G (W, Z) = eiP " G (w, z), 

also BA ({}) B-1 = T lII ,p (D). Das Funktionspaar 

(R) W'=F(w,z), Z'=G(w,z) 

bildet demnach den Bereich )8 auf eine Punktmenge )8* = B ()8) ab, die 
samtliche Transformationen T m,p (D) in sich zulaBt. Da nun ferner die 
Abbildung B, falls sie in B Ausnahmepunkte besitzt (dies trifft hOch­
stens fur m' p ~ 0 zu), stets durch eine Abbildung Bohne Ausnahme­
punkte ersetzt werden kann, fur die gleichfalls BA (0) B-1 = T m,p (1~), 
so ist damit bewiesen: 

Satz 63. Abbildungssatz von H. CARTAN. Besitzt ein be­
schriinkter Bereich )8 eine unendliche A utomorphismengruppe G mit dem 
Fixpunkt 0 und ist )8 in 0 nicht verzweigt, so lapt sich )8 eineindeutig 
und analytisch aut einen beschrankten eigentlichen kreissymmetrischen 
Korper )8* abbilden. 0 geht dabei in den Mittelpunkt von )8* fiberl. 

Der Struktur der Gruppe G (bzw. der zu ihr isomorphen Gruppe F) 
laBt sich ansehen, ob der kreissymmetrische Bereich )8* ein HARTOGS­
scher Korper, ein Kreisk6rper, ein REINHARDTScher Korper (einschl. 
Dizylinder) oder eine Hyperkugel ist. 

Spater sehen wir, daB keineswegs aile beschrankten Bereiche (nicht 
einmal aIle schlichten, einfachzusammenhangenden Bereiche) unendliche 
Automorphismengruppen aufweisen, also erst recht nicht auf kreis­
symmetrische Korper abbildbar sind. 

§ 6. Die mittelpunktstreuen Abbildungen der eigentlichen 
kreissymmetrischen Bereiche. 

Auf Grund der bisherigen Satze ist es jetzt leicht, samtliche ein­
eindeutigen und mittelpunktstreuen Abbildungen der eigentlichen kreis­
symmetrischen Korper auf sich und untereinander zu bestimmen. Wir 

1 Satz 63 gilt auch dann noch, wenn 0 ein innerer Verzweigungspunkt ist. 
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wahlen im folgenden als Mittelpunkt wieder den Koordinatenanfang, 
bei HARTOGSschen Korpem als Symmetrieebene die Ebene z = o. 

1. I{reiskorper. 
Satz 64 1. Jeder Automorphismus eines eigentlichen beschriinkten 

Kreiskarpers, der den Mittelpunkt fest lii/Jt, ist eine ganze lineare Trans­
formation. 

In der Tat, ist A ein solcher Automorphismus, so betrachten wir die 
Automorphismen 5(b) = T(b)A T(-b)A-1. Von jedem dieser Auto­
morphismen gilt: 

W=w+ ... , Z=z+ .... 
Nach Satz 50 ist also 5(b) = 1 oder AT(b) = T(if)A. Durch Diffe­
rentiation der zugehOrigen Funktionen nach if ergibt sich, daB A ganz 
linear sein muB. 

Wortlich so folgt: 
Satz 64a1. Die homogenen ganzen Unearen Transf()'fmationen und 

nur diese bilden beschriinkte eigentliche Kreiskiirper wieder aut solche 
Kreiskorper abo 

Nennen wir zwei Kreiskorper aquivalent, wenn sie durch ganze 
lineare Transformationen auseinander hervorgehen, so folgt in Verbin­
dung mit Satz 62b: 

Sat Z 65 1. Die Gruppe der mittelpunktstreuen A utomQ'fpkismen eines 
eigentlichen beschrlinkten Kreiskarpers, der keinem REINHARDTschen 
Korper aquivalent ist, besteht aus den Grundtransformationen T(if), evtl. 
kombiniert mit einer e.ndlichen Gruppe ganzer linearer TransfMmationen 2• 

Entsprechend gilt fiir die REINHARDTschen Korper: 
Satz 663• Die einzigen mittelpunktstreuen Autom()'fpkismen eines 

eigentlichen beschrankten REINHARDTschen Korpers !8, der nicht mit 
einer Hyperkugel aquivalent. ist, sind die Transt()'fmationen T(if, If), 

eva. verbunden mit einer Transt()'fmation W = Rz, Z = ~ w. Ist!8 

dagegen mit einer H yperkugel aquivalent, also mit einem Karper A I w 12 
+ Biz 12 < 1 identisch, so wird !8 durch iede Transformation (2)' und 
nur durch diese eineindeutig und mittelpunktstreu aut sick abgebildet. 

II. (m, P) -Bereiche (m of P). Die Gruppe G der mittelpunkts­
treuen Automorphismen des eigentlichen (m, p)-Bereiches !8 (also erst 
recht die G auf Grund von Satz 60 zugeordnete isomorphe Gruppe F) 
enthalt die Untergruppe T m,p (if). Aus Satz 62a folgt also, daB die 
einzigen mittelpunktstreuen Automorphismen von !8 die Grundtrans-

1 Vgl. BEHNKE [3]; H. CARTAN [5]; WELKE (Herr WELKE stfttzt sich auf 
die BERGMANNSche Theorie). 

I Vgl. auch BLASCHKE [1] und CARATHEODORY [2]. 
a V gl. THULLEN [1J und H. CARTAN [5]; ferner TSUJI. Dieser Satz wurCil3 

ffir konvexe REINHARDTSche Korper bereits von Herro REINHARDT bewiesen, 
(vgl. REINHARDT [1]). 1fii 

, Siehe Satz 62a. In (2) ist R = r A zu setzen. 
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formationen T m,p (D) sind, evtl. kombiniert mit einer endlichen Anzahl 
von Transformationen 

.2.1:n 
t-

W= we 8 + ... , 
.2.1:n 
t-

Z = ze B + ... 
und im FaIle m = -p evtl. noch mit 

.n 
l-

W= Rze 8 + "', 
.n 

1 t-

Z = R we 8 + .... 

(k=1,2, ... ,s) 

Auf Grund dieser spezieIlen Form der Automorphismen schlieBt man ge­
nau wie im Beweise von Satz 64: 

Sat z 67 1. Samtliche mittelpunktstreuen A utomorphismen eines eigent­
lichen beschran/4en (m, p)-Bereiches, der sich nicht mittelpunktstreu aUf 
einen KreiskOrper abbilden lapt, haben die Form: 

a) fur mp> 0: 

.( {} 2.1:n) tm +-
W= we 8, 

i(P{} + 2.1:n) 
Z = ze 8 (k = 1, 2, ... , s) 

und nur, falls m = 1 oder p = 1, evtl. noch 

W = aw + czP, Z = bz 
bzw. W=aw, Z = bz + dwm, 

sind also insbesondere fur m of 1, P of 1 stets ganz linear; 
b) fur m = 0, p = 1 (HARTOGSsche Korper) 2: 

W = f(w), Z = zg(w); 
c) fur m= -p: 

W = wf(wz), Z = zg(wz) 
oder W = zf(wz), Z = wg(wz); 

d) fur mp < ° (m > 0, p = _pi of -m): 

III. Die Abbildungen der kreissymmetrischen Korper 
un tereinander. Diese lassen sich ganz entsprechend wie die Auto­
morphismen bestimmen. Unter anderm gelten die Satze: 

Satz 68 1. 1st der eigentliche (m,p)-Bereich>8 eineindeutig ana­
lytisch und mittelpunktstreu aUf einen beschrankten (m', p')-Bereich >8* 
(mp' - pm' of 0) abbildbar, so auch in gleicher Weise auf einen REIN­
HARDTschen K6rper. Die zugehOrigen Abbildungen haben die Form: 

W = bz + .. " Z = cw + .... 
Wird femer ein (m, p)-Bereich >8 auf einen (m, p)-Bereich >8* (mit 

gleichem m, P) abgebildet, so lautet die zugehOrige Transformation im 
FaIle mp > 0 und m of 1, P of 1: 

W = aw, Z = dz; 
1 Vgl. H. CARTAN (6]. a Vgl. auch WELKE. 
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in den ubrigen FaIlen gelten die gleichen Transformationsformeln wie 
fUr die mittelpunktstreuen Automorphismen (vgl. Satz 67). 

Fur die Abbildungen der REINHARDTschen Korper ergibt sich: 
Satz 69 1• 1st der eigentliche REINHARDTsche Korper ~ nicht mit 

einem Bereiche A 1 w 12 + Biz 12 < 1 identisch, so ist jede eineindeutige 
und analytische Transformation von ~ auf einen beschriinkten REIN­
HARDTschen Korper ~* 

a) wenn sie den Mittelpunkt fest liilit, von der Form 
W=aw, Z=dz oder W=bz, Z=cw, 

b) wenn sie den MittelpunktO in einen Punkt auf z = 0 (bzw. w = 0) 
uberfuhrt, von der Form: 

W = f(w), Z = zg(w) bzw. W = f(z), Z = wg(z). 

§ 7. Die nichtmittelpunktstreuen Abbildungen 
kreissymmetrischer Bereiche 2. 

Als zuerst Untersuchungen uber nichtmittelpunktstreue Abbildungen 
kreissymmetrischer Korper angestellt wurden - die natUrlich mit den 
REINHARDTschen Korpern begannen -, machte sich unerwartet eine 
"Starrheit" gegenuber analytischen Transformationen bemerkbar. 
Wahrend in der KI.Th. ein einfachzusammenhangender Bereich durch 
einen geeigneten Automorphismus stets so abgebildet werden kann, 
daB dabei zwei beliebig vorgegebene innere Punkte ineinander ubergehen, 
haben hier unter den eigentlichen Kreiskorpern nur Hyperkugel und Di­
zylinder (und die ihnen aquivalenten Korper) diese Eigenschaft. Wir 
werden sogar sehen, daB bis auf wenige Ausnahmen jeder Automorphis­
mus eines Kreiskorpers oder HARTOGSschen Korpers notwendig den 
Mittelpunkt fest laBt, daB also bereits die eben gefundenen trivialen 
Abbildungen die einzigen sind, die diese Korper zulassen. 

I. REINHARDTSche Korper 3 • Wir beweisen zuerst den 
Hilfssatz. Existiert in dem eigentlichen, beschrankten REINHARDT­

schen Korper ~ mit dem Mittelpunkt 0 (0, 0) ein Punkt Po of 0, der sich 
durch einen Automorphismus in 0 uberfuhren laBt, so gibt es entweder 
auf der Ebene z = 0 oder der Ebene w = 0 mindestens einen Punkt Q of 0 
mit der gleichen Eigenschaft. 

Beweis'. Wir nennen einen Punkt aus 58, der durch einen Automorphis­
mus von 58 in 0 transformierbar ist, einen ausgezeichneten Punkt und ent­
sprechend ein analytisches Flachenstiick, welches bei einer solchen Trans-

1 Vgl. THULLEN [1J; H. CARTAN [5J. 
2 Bei den hier vorkommenden Kerpem wahlen wir wieder den Nullpunkt 

als Mittelpunkt bzw. (bei HARTOGSschen Kerpern) die Ebene z = 0 als Sym­
metrieebene. 

3 Vgl. THULLEN [1]. KRITIKOS hat als erster einen REINHARDTschen Kerper­
und zwar den Kerper I wi + I z I < 1 - auf nicht mittelpunktstreue Abbildungen 
untersucht; vgl. KRITIKOS [1J und [2J. 

4 Der Beweis in der Originalarbeit ist an dieser Stelle umstandlicher. 
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formation in die Ebene z = 0 iibergeht, eine ausgezeichnete Flache des 
Korpers jS. Durch jeden ausgezeichneten Punkt geht mindestens eine aus­
gezeichnete Flache. 

Wir nehmen nun an, der Hilfssatz ware falsch I Es existiere also ein 
ausgezeichneter Punkt Po(wo =Ie 0, Zo =Ie 0), ohne daB auf z = 0 oder w = 0 
ein von 0 verschiedener ausgezeichneter Punkt liegt. 

PI und P z seien ferner irgend zwei verschiedene ausgezeichnete Punkte, 
th und iJz je eine zugehOrige ausgezeichnete Flache. Wir behaupten, dafJ iJl 
und iJz keinen Punkt in jS gemeinsam haben. Zum Beweise diirfen wir an­
nehmen, daB P 2 mit 0 und iJz mit z = 0 zusammenfallt. Es gibt nach Voraus­
setzung einen Automorphismus 5, der PI in 0 und iJl in z = 0 iiberfiihrt. 
Hatten iJl und z = 0 einen Punkt Q (w', 0) aus jS gemeinsam, so miiBte 5 
den Punkt Q in einen ebenfalls auf z = 0 liegenden Punkt Q' iiberfiihren, 
hatte also die Form W = t(w), Z = zg(W).1 Das gleiche wiirde fiir den 
inversen Automorphismus gelten. Ein so1cher Automorphismus kann aber 0 
nur wieder in einen Punkt auf z = 0 oder w = 0 iiberfiihren, es miiBte also 
PI entgegen unserer Annahme auf z = 0 bzw. w = 0 liegen. 

Nun zeigt man leicht, daB mit Po eine mindestens dreidimensionale 
Schar ausgezeichneter Punkte existiert. Durch jeden dieser Punkte geht 
eine ausgezeichnete Flache, die keine andere ausgezeichnete Flache schneiden 
darf. Eine so1che dreidimensionale Schar von sich nicht schneidenden zwei­
dimensionalen Flachen ist aber im R, unmoglich. 

Existiert nun auf z = 0 (bzw. w = 0) ein von 0 verschiedener aus­
gezeichneter Punkt, so sind aIle Punkte auf z = 0 (bzw. w = 0) aus­
gezeichnet. Der Rand solcher Karper geniigt einer gewissen Differential­
gleichung, deren Lasungen die Karper A I w I" + B / Z /2 < 1 (bzw. 
A I w 12 + Biz la < 1) und die Dizylinder sind. Der Hauptsatz iiber die 
Abbildungen der REINHARDTschen Karper lautet dernnach: 

Sat z 70. 1st der REINHARDTsche Korper )8 weder mit einem Di­
.zylinder noch mit einem Korper 1 w la + 1 Z 12 < 1 iiquivalent, so sind 
siimtliche Automorphismen von )8 mittelpunktstreu, also von der Form 

W=weiO, Z=zeicp (und evtl. W=Rz, Z= ~w). 
Urn die Abbildungen der Ausnahrnekarper zu bestirnrnen, wollen 

wir voraussetzen, daB die Ebenen z = 0 und w = 0 je den Einheitskreis 
herausschneiden, was sich stets durch eine Streckung W = aw, Z = bz 
erreichen laBt. Es gilt dann: 

1. Sarntliche A utomorphismen eines Korpers I w I" + / z /2 < 1 (a =Ie 2) 
haben die Form 

1 

W=eiOw[~lXL]a Z=eicp~~, ({),m reell,llXl<1) 
(1 + iiZ)2 ' 1 + iiz' T 

es lassen sich also (falls a =Ie 2) nur die Punkte auf z = 0 in 0 iiber­
fiihren (entsprechend fUr die Karper / w 12 + It I" < 1). 

2. Die A utomorphismen der H yperkugel sind die Transforrnationen2 : 

W = a1 w + a2z + as 
C1 w + c2z + C. ' 

Z = b1 W + b2 z + b. 
c1w + c2z + C. 

1 Siehe Satz 67b. 2 Vgl. REINHARDT [1]. 
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mit den Bedingungen: 

alai + blbl + aaaa + baba = CICI + CaCa; 

ala. + blbl + aaa. + babs = CSCI + CaCa; 

~iia + blba = Clc.; a.aa + blba = c.Ca; alaI + blbl = CICI~ 
3. Die Automorphismen des Dizylinders Iwl < 1, Izl < 1 sind: 

w= e'6 W+IX 
1 +~W' 

Z ..;. ei<p z +! , 
1 +{Jz 

kombiniert mit W = z, Z = w. 

(0, rp reell, I eX I < 1, IPI < 1) 

Hierrnit sind sarntliche Automorphismen der REINHARDTSchen 
Korper bekannt. Die Abbildungen dieser Korper untereinander lassen 
sich dann leicht angeben: 

Satz 71. Zwei eigentliche REINHARDTsche Karper, die weder mit 
einem Dizylinder noch mit einem Korper I fiJ III + I Z 12 < 1 aquivalent sind, 
lassetJ sich nur durch eine Transformation W = aw, Z = cz oder W = bz, 
Z = d w eineindeutig und analytisch aufeinander abbilden. 

Zwei Bereiche A Iwlll + Bizis < 1 und A'lwlli' + B'lzll < 1 (oder 
A'lwl' + B' Izlli' < 1) lassen sich nur dann aufeinander abbilden, falls 
a = a' (die Abbildungsfunktionen sind [his auf Streckungen] die gleichen 
wie die der zugehOrigen Automorphismen). 

Ein Dizylinder ist auf keinen der Karper A I w III + Biz II < 1 abbildbar. 
II. Kreiskorper1 • AuBer den REINHARDTschen Korpem nehrnen 

unter den Kreiskorpem noch diejenigen Bereiche (und die mit ihnen 
aquivalenten) eine Ausnahmestellung ein, die gleichzeitig den drei Un- . 
gleichungen 

Iwl < 1, Izl < 1, I t ~ :WI < a (a eine feste positive Zahl kleiner 1) 

geniigen - wir nennen sie kurz die Korper "at/ t• Als Automorphismen 
dieser Korper treten auf: 

(1) 

und 

W= e'6 W+IX 
1 +~w' 

Z _ i6 z + IX 

- e l+~z 

(2) W=e'6 z+~ Z=e'6 W++_IX. (Oreell,leXl<1,sonstbeliebig) 
1 + IXZ' 1 IXW 

Zwei Bereiche ~II und ~II' (a =F a') konnen niemals eineindeutig und 
analytisch aufeinander abgebildet werden. (Vbrigens sind alle Sl'1I Regu­
laritatsbereiche. ) 

Es gilt nun: 
Satz 72. Siimtliche Automorphismen eines beschriinkten eigentlichen 

KreiskOrpers, der weder mit einem REINHARDTschen Korper noch mit einem 
Korper ~II aquivalent ist, sind mittelpunktstreu, also ganze lineare Trans­
formationen. 

1 Vgl. H. CARTAN [7]. 



§ 7. Nichtmittelpunktstreue Abbildungen kreissymmetrischer Bereiche. 99 

Zum Beweise wird angenommen, daB es einen nichtmittelpunkts­
treuen Automorphismus 5 gibt. Zur Gruppe 5-1 T(O)S wird dann der 

Gruppenoperator Q =; (w, z) :~ + 'f} (w, z) ;~ gebildet. Da der Nullpunkt 

kein Fixpunkt dieser Gruppe ist, so verschwinden nicht zugleich ; (0,0) 
und 'f} (0,0). Jetzt wird die kleinste LIEsche Gruppe bestimmt, zu der Q 

und der Operator E = iw #-Iv + iz ~~, der die Abbildungen T (0) erzeugt, 

gehOren. Die gesuchte LIEsche Gruppe fiihrt nach Zwischenschaltung 
einer linearen Transformation auf die Gruppe (1) oder (2). Die zu diesen 
Gruppen gehOrigen Bereiche sind aber die Korper !fa. 

Folgerung. 1st der beschrankte eigentliche Kreiskorper \8 weder 
mit einem Korper !fa noch mit einem Dizylinder oder einem Korper 
/ w /a + I Z /2 < 1 aquivalent, so ist jede eineindeutige, analytische Trans­
formation von \8 auf einen anderen Kreiskorper \8* mittelpunktstreu, 
also ganz linear. 

Hieraus wiederum folgt: 
Sind zwei beliebige beschriinkte und eigentliche KreiskOrper auleinander 

abbildbar, so sind sie iiquivalent. 
III. HARTOGSsche Korper 1• Zwei HARTOGSsche Korper wollen 

wir iiquivalent nennen, falls sie durch eine Transformation 

w = I(w), Z = zg(w) 

eineindeutig und analytisch aufeinander abbildbar sind (also derart, 
daB Symmetrieebene wieder in Symmetrieebene iibergeht). 

Die dem Satze 72 entsprechende Aussage lautet dann: 
Satz 73. Siimtliche Automorphismen eines beschriinkten HARTOGS­

~chen Korpers \8, der keinen REINHARDT schen Korper zur Regularitiits­
MUle hat, sind von der Form 

w = I(w), Z = zg(w), 

es sei denn, dafJ \8 mit einem der lolgenden AusnahmekOrper iiquivalent ist: 
1. Zylinder vom Typus A. Darunter verstehen wir einen Zylinder­

bereich, dessen w-Projektion b(w) mehrfachzusammenhiingend und dessen 
z-Projektion der Einheitskreis ist. Die Gesamtheit der Automorphismen 
eines so1chen Zylinderbereiches wird dargestellt durch: 

W = f(w), Z = ei"~~ 
1 + Ziz' 

(0 reell, : IX 1< 1) 

wobei W = I (w) die Abbildungen der Projektion b(w) auf sich durch­
lauft. 

2. Bereich: 1 < 1 ~\:12 < M (a> 0, M endlich oder unendlich). 

Der kleinste vollkommene HARTOGSsche Korper, der jeweils einen 
so1chen Bereich umfaBt und damit seine Regularitatshiille ist, ist der 

1 v gl. H. CARTAN [7]. 
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Korper I w /11 + / Z /2 < 1 ohne die Symmetrieebene z = O. Die Auto­
morphismen dieser Korper sind: 

1 

W '{} [ 1 - (XiX ja = e' w (1 + (XZ)2 ' 
z- i'P~~ - e 1 + (iz • (D, rp reell,./~/ < 1) 1 

w-w 
3. Bereiche 1 < (1 -/z/2)e-'- < M (M endlich oder unendlich). 

Ein solcher Bereich ist zugleich aquivalent mit einem 'Oberlagerungs­
bereiche der unter 2. genannten Korper (bei jeweils gleichem M). 

Fiir die Abbildungen der HARTOGSschen Korper untereinander gilt 
wieder: 

Sind zwei beliebige beschriinkte und eigentliche HARTOGSsche Korper 
eineindeutig und analytisch aufeinander abbildbar, so sind sie iiquivalent. 

§ 8. Die Metrik von CARATH~ODORy2. 
CARATHEODORY hat zu jedem beschriinkten und schlichten Bereiche 

eine Metrik angegeben, die diesem Bereiche invariant gegenuber ana­
lytischen Transformationen zugeordnet ist (vgl. Eigenschaft III). Zur 
Aufstellung der Metrik werden alle im vorgegebenen Bereiche 58 regularen 
Funktionen I(zl' Z2' ••• , zn) betrachtet, fUr die Max/I(58) / ~ 1 (man 
beachte, daB diese Funktionen keine Klasse im friiher definierten Sinne 
bilden 3). Sind nun A und B zwei vorgegebene Punkte aus 58, so s~i 

unter der Entfernung D8 (A, B) die obere Grenze von 

I It(A)-t(B)I+I1-t(A)t(B)1 og 
Y(1-/(A)t(A»)(1-/(B)f(B» 

in bezug auf aIle zuge1assenen Funktionen f verstanden, d. i. die obere 
Grenze der Entfemungen von I(A) und f(B), gemessen in der nicht­
euklidischen Geometrie des Einheitskreises (bei veranderlichem fund 
festem A und B). 

Da die Gesamtheit der zugelassenen Funktionen f eine normale 
Familie bildet, gibt es unter diesen zu vorgegebenen A und B stets eine 
Funktion 10' fur welche jene obere Grenze gerade angenommen wird. 

Setzt man dann noch g == f~o(;r}70(~)1' so hat die transformierte Funk­

tion g dariiber hinaus die Eigenschaft, daB g (A) = 0 und Dill (A , B) 

= ~ log: ~ i!~~~i (da Max/g(58) / = 1, ist g eine zugelasseneFunktion). 

Die Eigenschaften der En tfem ungsfunktion. 1. Dill (A, B) 
ist fUr aIle Punktepaare aus 58 endlich. 

II. (Dreieckssatz.) Sind A, B, C drei beliebige Punkte aus )8, so 
besteht immer die Beziehung Dill (A , C) ;";: Dill (A, B) + Dill (B, C). 

II a. Die Distanzfunktion Dill (A, B) ist eine stetige Funktion beider 
Argumente A und B, die gegen Null konvergiert, wenn B --+ A. 

1 Vgl. S.97. 2 Vgl. CARATHEODORY [1]. [2], [3]. 3 Vgl. K~p. VI. § 1. 
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III. Geht bei einer eineindeutigen und analytischen Abbildung des 
Bereiches ~ auf einen Bereich ~* der Punkt A in A *, B in B* iiber, 
so ist stets Dj/j (A , B) = Dj/j' (A *, B*). Die M etrik bleibt also bei ein­
eindeutigen und analytischen Transformationen erhalten. 

IV. Liegt der Bereich ~o im Innern von~, so ist Dj/j. (A, B) > Dj/j (A, B). 
1st insbesondere ~ == S) (~o) die Regularitatshiille von ~o, so ist trivial, 
daB immer D.p(!8.) (A, B) = D!8. (A, B). 

Aus III und IV ergibt sich dann unmittelbar: 
V. 1st T eine innere Transformation des Bereiches ~, so ist 

D!ldT(A), T(B)) ~ Dj/j(A, B). 
VI. Die obere Grenze alIer moglichen Entfernungen der Punkte P 

aus ~ von einem festen inneren Punkte ist stets unendlich. 
VII. 1st ~ eine ganz in ~ verlaufende rektifizierbare Kurve, so 

existiert die obere Grenze der "ScheinHingen" alIer in ~ eingeschrie­
benen Polygonziige. (Unter der "ScheinHinge" einer Strecke A B ver­
stehen wir die Entfernung D!8 (A, B).) Diese obere Grenze heiBe die 
Scheinliinge der Kurve ~ in der neuen Metrik. 

Die Randpunkte des Bereiches ~ konnen wir nach dem Ver­
halten der Entfernungsfunktion in ihrer Nachbarschaft in drei Klassen 
einteilen 1 : 

R heiBt im Sinne der eingefiihrten Metrik ein endlichferner Rand­
punkt von ~, falls es zu einem inneren Punkte A aus ~ eine Um­
gebung ~(R) von R gibt2, so daB in dieser Metrik die Entfernung 
zwischen A und den Punkten aus ~ (R) beschrankt ist. Auf Grund 
der Eigenschaft II von Dj8(A, B) kommt es dabei auf die Wahl von 
A nicht an. 

Jeder Randpunkt von ~, der nicht endlichfern ist, heiBt ein unend­
lichferner Randpunkt. Zu einem solchen Randpunkte R existiert also 
mindestens eine Punktfolge Qm aus ~ mit limQm = R, so daB fiir 
jeden inneren Punkt A aus ~ die Folge der Entfernungen Dj/j (A, Qm) 
mit m iiber aile Grenzen wachst. Wir unterscheiden hierbei wieder 
zwei Faile,je nachdem fiir jede Punktfolge Qm ~ R der limDj/j (A, Qm) = 00 

oder aber mindestens eine solche Folge Qm -4- R existiert, fiir die 
D!8 (A ,Qm) fi.ir alle m beschrankt bleibt. 1m ersten FalIe heiBe Rein 
stetig-unendlichferner, im zweiten Falle ein unstetig-unendlichferner 
Randpunkt. 

Gibt es in dem vorgegebenen Bereiche ~ eine regulare und be­
schrankte Funktion f, die gleichfalls noch im Randpunkt R regular 
ist und dort ihr Maximum annimmt, so ist Rein stetig-unendlichferner 
Randpunkt. 

Daraus schlieBt man fast unmittelbar, dap jeder (beschrankte) Be­
reich mindestens einen stetig-unendlichfernen Randpunkt besitzt. 

1 Vgl. HORSTMANN. 2 Vgl. Def. auf S. 13. 
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1st weiter Rein unendlichferner Randpunkt von ~, so ist R zugleich 
Randpunkt der Regularitatshiille .\) (~); insbesondere ist also ein Bereich 
mit nur unendlichjernen Randpunkten stets ein Regularitiitsbereich. Auf 
der anderen Seite weist jeder Bereich, der kein Regularitatsbereich ist, 
notwendig endlichferne Randpunkte auf. 

Ein Bereich mit nur stetig-unendlichfernen Randpunkten heiBe ein 
normaler Bereich (Beispiele: Polyzylinder, H yperkugel). Das Bild 
eines normalen Bereiches ist stets wieder normal und ferner ein normaler 
Bereich natiirlich stets ein Regularitatsbereich. Mit Hilfe der K-Kon­
vexitat eines Regularitatsbereiches kann man nun leicht zeigen, dap 
ieder beliebige (beschriinkte und schlichte) Regularitiitsbereich ~ von innen 
durch eine Folge von ganz in ~ liegenden normalen Bereichen approximier­
bar ist i . 

Da die Entfernungsfunktion eines Bereiches ~ durch die Gesamtheit 
der in ~ regularen und zugleich beschrankten Funktionen bestimmt ist, 
liegt es in Analogie zur Definition der Regularitatshiille nahe, folgenden 
Begriff einzufiihren: 

Unter dem Existenzbereich !8 der Entfernungsfunktion I des Be­
reiches ~ verstehen wir den Durchschnitt der Regularitatsbereiche aller 
Funktionen, die in ~ regular und beschrankt sind. 

~ ist sicher ein Regularitatsbereich, umfaBt die Regularitatshiille 
4l (~), liegt aber noch im Innern der Nebenhiille m (~): .\) (~) < 58 < m (~). 
Fiir zwei beliebige Punkte A und B aus ~ gilt D18(A, B) = D.(;(IB) (A, B) 
= DiJ(A, B). 

Als Beispiele zu dieser Metrik seien die Entfernungsfunktionen des 
Dizylinders und der Hyperkugel angegeben: 

a) Die Entfernungsfunktion des Dizylinders 'Il: Iwi < 1, 
I z I < 1. Fiir zwei Punkte A (WI' ZI) und B (wz' zz) aus 'Il ist DtJ (A, B) 
= Max[E (WI , wz), E(Zl' zz)], wobei E(WI' wz) bzw. E(Zl' zz) die nicht­
euklidische Entfernung von WI und Wz bzw. ZI und Zz im Einheitskreis 
bedeutet. Samtliche Randpunkte von 'Il sind stetig-unendlichfern. 
Zwischen zwei Punkten A und B gibt es im allgemeinen unendlich 
viele kiirzeste (geodatische) Linien. Ihre Lange ist D~ (A , B). 

b) Die Entfernungsfunktion der Hyperkugel sr: Iwlz + IzI2 
< 1. Zu vorgegebenen A und B gibt es immer ein p < 0 und eine 
analytische Transformation der Hyperkugel in sich, durch die A in (0,0) 
und B in (p, 0) iibergefiihrt wird; hieraus ergibt sich dann DR (A, B) 

= ~ log! ~:. Samtliche Randpunkte von sr sind wieder unendlichfern. 

Zwischen A und B gibt es stets nur eine kiirzeste Linie; ihre Lange ist 
DR (A ,B). Daraus folgt schon, daBkeine Abbildung zwischen Hyper­
kugel und Dizylinder moglich ist, welche die Metrik erhalt, also erst 
recht keine eineindeutige analytische Abbildung. 

1 Vgl. HORSTMANN. 
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Die Indikatrix. Wir beschranken uns auf den R,. In bekannter 

Weise (namlich durch Bildung von lim D p(;!''''P ) auf jedem durch Po 
P".--+-Po \B 0, m 

laufenden Strahl) wird jedem inneren Punkte Po des Bereiches m eine 
Indikatrix zugeordnet. Die Indikatrix r'i8 (Po) des Punktes Po (wo, zo) 
hat folgende Eigenschaften: 

a) Sie ist ein vollkommener und konvexer Kreiskorper mit Po als 
Mittelpunkt, der wie folgt angegeben werden kann: 

Iz - zol <limD (lp'l P) = R (s), s = w -= Wo und P = (wo +sC, Zo + C). 
';=0 tl O. Z zo 

Man rechnet aus, daB 

I· DlIl(Po. P) b G I 0 f + 0 'I /~ --I '-1- = 0 ere renze ow s lfi: P.' 

I durchlaufe die Gesamtheit aller zugelassenen Funktionen. 
b) Liegt der Bereich mo im Innern von m, so liegt auch r'i8. (Po) 

im Innern von r'i8 (Po). 
c) Die Indikatrix des Mittelpunktes eines konvexen Kreiskorpers 

fa11t mit diesem zusammen. 
d) Bei jeder metrischen Abbildung zweier Bereiche aufeinander werden 

die Indikatrizen entsprechender Punkte affin aufeinander bezogen. 
Aus d) folgt unmittelbar: 
Zwei Bereiche konnen hochstens dann eineindeutig und analytisck 

auleinander abgebildet werden, wenn man sie so aufeinander beziehen 
kann, daf3 die Indikatrizen ihrer Metrik in entsprechenden Punkten altin 
zusammenhiingen. 

Wie schon CARATHEODORY gezeigt hat, ist diese Bedingung nicht 
hinreichend 1. 

§ 9. Verschiedene Fragen zur Abbildungstheorie. 
I. Starre Bereiche2• Wir hat ten bereits bei der Untersuchung 

der Kreiskorper und HARTOGSschen Korper gesehen, daB diese im all­
gemeinen auBer den trivialen Grundtransformationen keine weiteren 
eineindeutigen und analytischen Abbildungen gestatten. Gibt es nun 
auch vollkommen starre Bereiche, d. h. Bereiche, die als einzigen Auto­
morphismus nur die Identitlit zulassen? 

In der Kl.Th. sind bekanntlich solche starren Bereiche notwendig 
mehrfa.cnzusammenhangend. Hier werden wir schon im R, beliebig viele 
einfachzusammenhangende und schlichte starre Bereiche angeben k6nnen. 

Wir betrachten hierzu einen nichtvollkommenen eigentlichen REIN­
HARDTschen K6rper m des R4 • ~ (m) sei die Regularitatshii11e von m; 

1 lJber eine weitere Metrik. die gegeniiber analytischen Transformationen 
invariant ist. vgl. BERGMANlii [14] und § 10 dieses Kapitels. 

2 Vgl. THULLEN [3]; CARTAN-THULLEN. 
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wir konnen annehmen, daB ~ (58) kein Dizylinder und auch nicht mit 
einem Bereiche 1 w la + I Z 12 < 1 aquivalent ist. Die einzigen Auto­
morphismen von 58 und ~ (58) sind nach Satz 70 die Transformationen 

(1) W = wei/}, Z = zei'P bzw. W = zei /}, Z = wei'll. 

Ferner sei ~ ein Bereich, der 58 umfaBt, aber noch im Innern von ~ (58} 
liegt und der keine der Transformationen (1) zulaBt. Offen bar existieren 

stets solche Bereiche. Da ~ (~) = ~ (58), folgt unmittelbar aus der 
Eigenschaft III der Regularitatshiillen, daB ~ ein vollkommen starrer 

Bereich ist. Wir k6nnen bei geeigneten 58 und ~ (58) den Bereich ~ immer 
einfachzusammenhangend wahlen. 

Allerdings sind samtIiche starren Bereiche, die wir auf diese Weise 
konstruieren, keine Regularitatsbereiche. Die Frage, ob es auch voll­
kommen starre Regularitiitsbereiche gibt, ist noch ganzlich offen. 

II. A usgezeichnete Bereiche. Nach den Ergebnissen der voran­
gehenden Paragraphen ist es von vornherein klar, daB diejenigen Be­
reiche, in denen sich durch geeignete Automorphismen stets zwei be­
lie big vorgegebene innere Punkte ineinander iiberfiihren lassen, ganz 
besonderen Bedingungen geniigen miissen - wir wollen Bereiche mit 
dieser Eigenschaft kurz ausgezeichnete Bereiche nennen. Damit ein be­
schrankter Bereich 58 ausgezeichnet ist, geniigt es bereits, daB zu min­
destens einem Punkte Po aus 58 ein (wenn auch noch so' kleiner) Teil­
berei~h 580 von 58 existiert, so daB durch geeignete Automorphismen von 
58 jeder Punkt aus 580 in Po transformiert werden kann (folgt aus Satz 55). 

Eine erste Bedingung fiir ausgezeichnete Bereiche laBt sich leicht 
angeben. Es ist niimlich jeder ausgezeichnete Bereich notwendig ein 
Regularitiitsbereich oder ein Oberlagerungsbereich eines Regularitiits­
bereiches 1• 1st also umgekehrt ein Bereich 58 kein Regularitatsbereich 
(oder Dberlagerungsbereich eines solchen), so gibt es zu iedem inneren 
Punkte Po und jedem Teilbereiche 580 einen Teilbereich 58ri < 580 , so 
daB kein Punkt aus 58: durch einen Automorphismus von 58 in Po iiber­
gefiihrt werden kann. 

H. CARTAN kiindet nun soeben in einer C-R-Note an, dall ein 
beschriinkter ausgezeichneter Bereich des R4 sich stets entweder auf die 
H yperkugel oder auf den Dizylinder eineindeutig und analytisch abbilden 
liillt. Damit ist also das Problem der beschrankten ausgezeichneten 
Bereiche im R4 bereits vollstandig ge16st 2• 

III. Abbildungen der Hyperflachen des R4 • Neben der 
Starrheit der Bereiche gegeniiber analytischen Abbildungen tritt auch 
eine Starrheit der H yperfliichen auf. (Von einer Starrheit der Flachen 
kann dagegen nicht gesprochen werden; die analytischen Flachen 
lassen sich wenigstens stiickweise aIle auf z = 0, die iibrigen Flachen, 

1 Vgl. THULLEN [2J. [3J; ferner HORSTMANN. 2 Vgl. H. CARTAN [9]. 
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soweit sie in den Parametern reell-analytisch ausgedriickt werden konnen, 
auf die Flache u = 0, x = ° abbilden.) 

Die Frage nach den Abbildungen der Hyperflachen, die sich mittels 
reell-analytischer Parameter darstellen lassen, ist durch EUE CARTANI 
vollstandig ge16st worden. Er bestimmt samtliche Hyperflachen, welche 
transitive, von infinitesimalen Transformationen erzeugte, ferner in einer 
Umgebung der Hyperflache regulare Abbildungsgruppen 

W = f (w, z; aI' ... , a,), Z = g(w, z; aI' ... , a,) 
zulassen. Eine so1che Gruppe ist stets mindestens dreiparametrig. Die mog­
lichen Gruppen und die zugehOrigen speziellenHyperflachen werden ange­
geben. Doch ist scharf zu unterscheiden, ob eine Hyperflache im graBen 
(globalement) oder nur im kleinen (localement) so1che Gruppen zulaBt. 

E. CARTAN untersucht zugleich die Frage, wann zwei gegebene 
Hyperflachen im kleinen aufeinander abbildbar sind. Er kommt dabei 
zu folgendem Ergebnis: 

Zu zwei H yperflachen, die keine analytischen H yperfliichen sind und 
sich auch nicht im kleinen auf den Rand der H yperkugel abbilden lassen, 
gibt es bei vorgegebenen Punkten 0 und 0* hochstens zwei analytische 
Abbildungen, die diese H yperflachen so ineinander iiberfiihren, dafJ dabei 0 
in 0* iibergeht. (Die analytischen Hyperflachen mit reell-analytischen 
Parametern sind aIle im kleinen aufeinander und nur aufeinander ab­
bildbar.) Ferner wird zu gegebenen Hyperflachen die Bildung der Fun­
damentalinvarianten 2 und die der abgeleiteten Invarianten angegeben 
und schlieBlich ein Verfahren, urn die Abbildbarkeit zweier Hyperflachen 
mit den obigen Voraussetzungen aufeinander priifen zu konnen. 

§ 10. Die BERGMANNSche Abbildungstheorie3 • 

BERGMANN faBt aIle Bereiche liber dem R 4 , die "normiert", d. h. 
durch eine Transformation von der Form: 

(A) {W=f(W,Z)=w+ ... , 
Z=g(w,z)=z+ .. . 

aufeinander abbildbar sind, zu einer Klasse zusammen. Sein Ziel ist, 
zu jeder Klasse eindeutig einen Reprasentantenbereich anzugeben und 
ferner zu jedem Bereich m ein Paar von Funktionen, die ihn auf den 
Reprasentanten seiner Klasse abbilden. BERGMANN bedient sich dabei 
vor aHem zweier aHgemeiner Prinzipien: 

1. Es werden die Abbildungsfunktionen mit einem zum vorgegebenen 
Bereich eindeutig bestimmbaren System von Orthogonalfunktionen in 
Beziehung gebracht. 

2. Die Orthogonalfunktionen und damit auch die Abbildungsfunk­
tionen werden als Losungen von Minimalproblemen charakterisiert. 

1 Vgl. ELIE CARTAN [1], [2]; siehe ferner POINCARE [3] und B. SEGRE. 
2 Siehe auch BLASCHKE [2] und BOL. 3 Vgl. BERGMANN [1]-[16]. 
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Hierzu beachte man das Vorbild der klassischen Theoriel 
Die Funktion 10 (z). die einen einfach zusammenhiingenden Bereich ~ 

(mit mehr als zwei Randpunkten) eineindeutig und analytisch auf das Innere 
eines Kreises so abbildet. daB dabei ein vorgegebener Punkt 0 aus ~ in 
den Mittelpunkt iibergeht und t: (0) = 1. ist unter allen in ~ reguHiren 
Funktionen I(z), fur die gJeichfalls 1(0) = 0 und /'(0) = 1. dadurch aus­
gezeichnet. daB f fit: (z) 12 dx dy ein Minimum ist. 

!II 

Zum Aufbau der BERGMANNSchen Theorie folgen wireiner bisherunver­
offentlichtenArbeitvonH.WELKE.inwelcherdieBeweiseBERGMANNSZum 
Teil wesentlich vereinfacht und von komplizierten Formeln befreit sind. 

Delinitionen und Bezeichnungen. Wir setzen im folgenden voraus. 
daB alle betrachteten Bereiche den Normierungspunkt 0 (0.0) der Trans­
formation A als inneren Punkt enthalten und dort nicht verzweigt 
sind. was offenbar keine Einschrankung bedeutet. 

Die Funktion I (w • z) heiBt in einem gegebenen Bereiche ~ quadrat­
integrierbar. falls das Volumenintegral 

f If fl/(w. z) 12 du dv dx dy (oder kiirzer fl/12 dw) 
~ ~ 

existiert. Die Familie aller in ~ quadratintegrierbaren und regularen 
Funktionen sei mit ~., bezeichnet. 

I(w. z) und g(w. z) aus g:~ heiBen in 58 orthogonal zueinander. falls 

/fgdw = fTgdw = o. 
1B 1B 

Eine Folge py(w. k) (v = 1.2 •... ) von Funktionen aus g:1B heiBt in 
~ ein Orthogonalsystem. falls stets f PyP", dw = 0 fUr v =f= fl. Das System 

1B 
der {P.} heiBe dabei ein in 58 normiertes Orthogonalsystem. falls zugleich 
fp.P.dw=1 (v=1.2 .... ). 
~ 

Ein Orthogonalsystem {P.} ist in 58 vollstlindig. falls sich jede in 58 
quadratintegrierbare Funktion t in eine in ~ gleichmaBig konvergente 
Reihe nach den P. entwickeln laBt. also I(w.z) =Ld.P.(w.z). Dabei 
sind die dy die Fourierkoeffizienten: d. = f IP. dw. 

Es gilt nun der fundamentale Satz: !8 

Satz 74. Jedem beschrlinkten Bereiche 58 kann man bei Angabe des 
Bezugspunktes 0 eindeutig ein vollstlindiges. normiertes Orthogonalsystem 
von Minimallunktionen zuordnen. 

Der Beweis vollzieht sich in einer Reihe von Schritten: 
(1.) Gilt fUr die in ~ analytische Funktion I (w. z) 

filiI dw:::; m (m eine willkiirliche. aber feste positive Zahl) 
!II 

und ist (WI' Zl) ein Punkt aus ~ mit einer Randdistanz e > 1', so ist 

I/(wl , Zl) I ~Yn!. 
:It l' 

Hieraus folgt dann unmittelbar, daB die Familie der in ~ reguliiren 
Funktionen, fur die fl/l1dw <m, in ~ nOl'mai ist. 

!II 
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(2.) 1st {p~} ein normiertes Orthogonalsystem in !S und I aus ~!!l' so 
konvergiert stets die Reihe ~ d~ p~ (w, z) mit d~ = J IPvdO) gleichmaBig in !S. 

!!l 

(3.) Unter allen Funktionen f der Familie ~!!l' fur die 

o·u+~/(O,O) _" ,.1 81'·+v'/(0,0) 
owUoz' - 0 fur (p, v) < (Po, '0)' ow"'oz" = 1, 

gibt es mindestens eine, die das Integral J 1/12 dO) zum Minimum macht. 
!!l 

Eine soiche Funktion F~'" ~.) soll eine zu l8 gehorige M inimalfunktion 
heiBen. ol'+v h (0 0) 

(4.) 1st heine beliebige Funktion aus ~!!l' fUr die stets awl' oz~ = 0 

fiir (p,v)~(Po.vo)' so ist JF~uo,vo)hdO)=O. Insbesondere sind also zwei 
!!l 

Minimalfunktionen FM'" v,), F~" v,), (PI' VI) of (Pa' v2)' zueinander orthogonal. 
(5.) Nunmehr folgt. daB es zu festem (p, v) genau eine Minimalfunktion 

F~"v) gibt. Fiir eine zweite Minimalfunktion G~'~) gilt niimlich nach (4) 

J F~'~) (P~' v) - G~' V») dw = J G~' v) (G~' v) - Pg', v») dw = 0 
~ ~ 

und deshalb 
JIFi('v) - Gi(,v)12 dw = 0, d. h. Fi('v) 0= G~u,.). 

!!l 

(6.) Das System der FM" v) denken wir uns durch Multiplikation mit 
geeigneten Konstanten in ein normiertes Orthogonalsystem F~u, v) iiber­
gefiihrt. In iiblicher Weise liiBt sich dann zeigen, daB das normierte 
System {Fi('V)} vollstiindig ist. Hiermit ist Satz 74 bewiesen. 

Neben dem Orthogonalsystem F~' v) lassen sich dem Bereiche 58 
durch geeignete Normierung beliebig viele andere Minimalfunktionen 

zuordnen. Wichtig ist auBer den F~'~) diejenige eindeutig bestimm­
bare Funktion, die unter den Funktionen 1 aus %18 mit der Normierung: 

1(0,0)=0, Iw (O,O)=1, 1.(0,0)=0 

das Integraljlt\2dw zum Minimum macht; wir nennen sie F~'O). 
18 

Nun die Anwendung auf die Abbildungstheorie! Unter den ge-

M·· If k' 'f' F(O 0) F=(1· 0) F(O' 1) h wonnenen llllma un tlOnen grel en WIT 18" !8 '!8 eraus 
und bilden das (\8 eindeutig zugeordnete) normierte Funktionspaar: 

t n.o) ( ) Flo. I) ( ) 

(T18) W18 (w,Z) = ~o) W,Z o=w+ "', Z18(w,z) = :01 ~==z+"" 
F!!l' (w, z) F!!l' (w, z) 

Tf8 ist kovariant gegen eine normierte Abbildung A; d. h. es ist 
Tf8.A = Tf8 oder 
(+) Wf8.(f(w,Zl, g(w,z)) == Wf8 (w,Z) , Z18.(f(w,z), g(w,z)) == Z!8(w,z), 
wobei das Funktionspaar W!S. (W, Z), Zf8. (W, Z) das dem Bildbereich 
m* = A (58) zugeordnete Kovariantenpaar Tf8. bedeute. Bildet nun das 
Paar T!8 den Bereich m eineindeutig und analytisch auf einen Bereich 58 ab, 

1 (p, v) < (Po' Vo) (bezw. (", .. ) ~ (Po, "0)) bedeute, daB entweder P + v< Po + Vo 
oder p+v=P"+"o, aber p> Po (bezw. P~!lo). 
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(wobei aber weder 58 noch \8 schlicht zu sein brauchen), so ist wegen 
(+) das Kovariantenpaar T)l3 von l8 identisch mit 

(-Ttlj) Wtlj = w, Zt8 = z. 

Ferner folgt aus (+), daB in der 58 und j8 enthaltenden Klasse 
kein weiterer Bereich mit demselben Kovariantenpaar (Ttlj) existieren 
kann. In einer Klasse K von Bereichen HiBt sich also hOchstens ein 
Bereich j8 = j8 (K) bestimmen mit den Eigenschaften: 

1. Das Kovariantenpaar Ttlj reduziert sich auf die Identitat. 
2. J eder Bereich 58 der Klasse K wird durch das zugehOrige Ko­

variantenpaar T)l3 eineindeutig und analytisch auf \8 abgebildet. 58 heiBt 
der Repriisentantenbereich der Klasse K. 

Die Existenz eines Reprasentantenbereiches ist jedoch hiernach 
nicht immer sichergesteIlt; das ist .lediglich dann der Fall, wenn wenig­
stens in einem Bereiche 58 der gegebenen Klasse das Kovariantenpaar 
T!8 eine eineindeutige Abbildung von 58 definiert. 

Anwendungen auf KreiskOrper l • Man zeigt leicht, daB bei einem 
eigentlichen REINHARDTschen Karper mit dem Mittelpunkt (0,0) das 
System der FII' , p) (bezogen auf (0,0)) aus Monomen Aup wI' zP besteht, 
bei einem eigentlichen Kreiskarper entsprechend aus homogenen Po­
lynomen. Dnd zwar ist bei einem beliebigen eigentlichen Kreiskarper Sf 

F~·O)(w,Z)==1, Fl~'O)(w,z)==w, F~,l)(W,Z)==z. 

Das aber besagt: 
Jeder eigentliche, beschriinkte Kreiskorper (also erst recht ieder eigent­

liche, beschriinkte REINHARDTsche Korper) ist ein Repriisentantenbereich. 
Da man nun eine beliebige (im Nullpunkt nicht verzweigte) Ab­

bildung durch eine ganze lineare Transformation stets normieren kann, 
eine solche aber einen Kreiskarper wieder in einen Kreiskarper tiber­
fiihrt, folgt unmittelbar, daB eine mittelpunktstreue Abbildung zweier 
eigentlicher Kreiskarper stets ganz linear sein muB, was wir fmher be­
reits mit andern Mitteln zeigten (vgl. Satz 64a). 

Ebenso kann man nach Aufstellung der entsprechenden Minimal­
systeme fUr HARTOGSsche Karper den Satz 67b beweisen. 

Die Kernfunktion. Zum SchluB noch einige Bemerkungen tiber den 
Begriff der Kernfunktion eines Bereiches, auf die sich viele BERGMANN­
sche Dberlegungen sttitzen. 

Dnter der Kernfunktion K (w, z) eines vollstandigen, normierten 
Orthogonalsystems {Pp(w, z)} des Bereiches 58 wird die reelle Funktion 

K(w, z) == Z' IPp(w, z) 12 

verstanden. Es zeigt sich nun, daB K(wo, zo) = Max 1 h (wo' zo) 12, wobei 
h (w, z) aIle Funktionen aus %!8 durchlauft, fiir die f 1 h ;2 dw ~ 1 . 

1 Vgl. WELKE. 
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Also ist die Kernfunktion unabhiingig von der Auswahl des vollstiin­
dig en, normierten Orthogonalsystems und somit eine durch den Bereich )8 

bestimmte Funktion. 
BERGMANN untersucht vor aHem das Verhalten von K (w, z) bei An­

naherung an den Rand. Er findet dabei eine gewisse Beziehung zwi­
schen dem LEvIschen Differentialausdruck L (p) und K (w, z). Ist ein 
Randstiick p (u, v, x, y) = 0 eines Bereiches )8 zweimal stetig differen­
tiierbar und dort L (p) < 0, so bleibt K (w, z) bei Annaherung an einen 
Punkt auf tp = 0 beschrankt. Ist dagegen L (p) 2: 0, so wird K (w, z) 
im allgemeinen von 2. oder 3. Ordnung unendlich. 

Mit Hilfe der Kernfunktion stellt BERGMANN ferner eine gegeniiber 
analytischen Abbildungen invariante Metrik auf. 
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