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Vorwort. 
Seit DICKSONS Algebren und ihre Zahlentheorie erschien (1927), hat 

die Theorie der Algebren Fortschritte gemacht, die eine neue Übersicht 
über den Bestand der Theorie angebracht erscheinen lassen. Die neue 
Entwicklung kann in drei - vielfach verflochtene - Richtungen ge
teilt werden. Von A. A. ALBERT, R. BRAUER und E. NOETHER wurde 
die Struktur der einfachen Algebren (Matrizesringe über Divisions
algebren) erforscht; im Zusammenhang damit steht die Theorie der 
Faktorensysteme (R. BRAUER, E. NOETHER). Zweitens hat die Arith
metik der Algebren durch die Arbeiten von BRANDT, SPEISER, ARTIN 
entscheidende Antriebe erhalten. Und schließlich haben HASSE und 
NOETHER den Zusammenhang der Arithmetik der Zahlkörper (Klassen
körpertheorie und Reziprozitätsgesetz, Hauptgeschlechtssatz) mit den 
Algebren erkannt; auch Arbeiten von CHEV ALLEY und von DEURING 
über Normenreste gehören hier her. 

Diese Einteilung der Entwicklung liegt der Einteilung dieses Be
richtes zugrunde. Teil I und II enthalten die allgemeine Theorie bis 
zu den WEDDERBuRNschen Struktursätzen (die in der allgemeinsten 
bekannten Fassung bewiesen werden). Teil III ist ein kurzer Über
blick über die Darstellungstheorie. Teil IV enthält die neuere Struktur
theorie der einfachen Algebren; Teil V die daran anschließende Theorie 
der Faktorensysteme; Teil VI die allgemeine Arithmetik der Algebren. 
Im letzten Teil wird der tiefere Zusammenhang der Algebren mit der 
Theorie der algebraischen Zahlen entwickelt. 

Dem Zweck der Sammlung, von der dieser Bericht ein Teil ist, habe 
ich dadurch gerecht zu werden geglaubt, daß. ich eine zwar knappe, 
aber vollständige Darstellung der Theorie in ihren Hauptzügen gegeben 
habe, mit Hinweisen auf die dazu gehörende Literatur. 

Leipzig, 26. Oktober 1934. 

MAX DEURING. 
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I. Grundlagen. 
§ 1. Grundbegriffe. 

1. Definition 1. Eine Algebra ~ über einem Körper P (kurz: 
eine Algebra ~/P) ist ein Ring, für dessen Elemente'a, b, c, ... eine 
"skalare" Multiplikation mit den Elementen ~, ß, y, . . . aus P definiert 
ist, die den Regeln 

1. ~ a ist ein Element von ~, 
2. ~a = a~, 
3. ~(a+b)=~a+~b, 
4. (~+ ß)a =~a + ßa, 
5. jedes Produkt x(yz) mit x, y, z aus P oder ~ ist gl-eich (xy)z, 
6. 1 . a = a für die 1 von P 

genügt. 
Diese Definition bei DICKSON [10]. (Für den ganzen Paragraphen 

DICKSON [10].) 
Die sechs Möglichkeiten, die 5. außer den Assoziativgesetzen für ~ 

und P einschließt, können aus dreien, nämlich ~(ßa) = (~ß)a, ~(ab) 
= (~a)b, a(~b) = (ac<)b, abgeleitet werden. Untersuchungen über die 
Axiomatik der Algebren: BusH [2], INGRAHAM [1], YOUNG [1J; 

3. 4. 5. und 6. bedeuten, daß ~ ein Modul in Beziehung auf P ist 
(vgl. VAN DER W AERDEN [2] Kap; XV). Ist ~ ein endlicher P-Modul, so 
besitzt ~ eine Basis ul ' ... , un in Beziehung auf P, durch die sich 
jedes Element von ~ auf genau eine Weise in der Form 

(1 ) 

darstellen läßt (VAN DER WAERDEN [2}§ 104). In diesem Falle heißt ~eine 
endliche Algebra vom Range n über P. Wenn nichts anderes aus
drücklich gesagt wird, handeln wir im folgenden immer von endlichen 
Algebren. (Unendliche Algebren: INGRAHAM [1], KÖTHE [3], WEDDER
BURN [4].) 

2. Kennt man von einer Algebra ~ eine Basis ul ' ... , un und die 
Produkte UiUk ' d. h. die Koeffizienten (likj in 

n 
UiUk = 2: (likjUj , 

j=l 
(2) 

so ist Summe und Produkt irgend zweier Größen von ~ bekannt, eine 
Algebra ~ ist demnach durch den Koeffizientenkörper P, eine Basis 
u1 ' •.. , U n und die Multiplikationskonstanten (liki' völlig bestimmt. 

Man kann einen Linearformenmodul PUl + ... + PUn durch eine 
Multiplikationsfestsetzung (2) zu einer Algebra machen, vorausgesetzt, 

Ergebnisse der Mathematik IV/I. Deuring, 
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daß die Multiplikationskonstanten (!ikj den aus den Assoziativitäts
bedingungen u i • (UkUI) = (UiUk) • u l sich ergebenden Gleichungen 

(3) 
genügen. 

3. Diese Betrachtung zeigt, daß der Begriff der Algebra eine Ver
allgemeinerung des Begriffs des algebraischen Erweiterungskörpers ist: 
In der Tat ist eine endliche algebraische Erweiterung von P eine 
Algebra über P. Wir führen noch zwei andere wichtige Fälle von 
Algebren an: 

1. Der volle Matrizesring Pr vom Range r2 über P. Das ist das 
System aller quadratischen r-reihigen Matrizes mit Elementen aus P. 
Nennen wir die Matrix, die im Schnittpunkt der i-ten Zeile und der 
k-ten Spalte eine 1, sonst überall Nullen hat, cik' so wird Pr in der 
Tat eine Algebra vom Range r 2 über P mit den Basiselementen cil: 

und den Multiplikationsregeln 
CijCj ! = Cil 

CijCkl = 0, falls i =l= k. 
2. a1, •.. , an seien die Elemente einer Gruppe der Ordnung n. 

Die Algebra n ten Ranges über P mit der Basis a1, ... , an und den 
Multiplikationsregeln aiak = al gemäß der Produktbildung in der 
Gruppe heißt der Gruppenring der Gruppe in P. 

4. Wenn die Algebra 2l: eine Eins e enthält - ae = ea = a für alle a 
aus 2l: -, so können wir, da für (X aus P, a aus 2l: stets (Xe· a = (X. ea 

= (Xa ist, P mit dem zu P isomorphen Teilkörper Pe von 2l: identi
fizieren, indem (Xe = (X gesetzt wird; die skalare Multiplikation fällt 
dann unter die Multiplikation innerhalb 2l:. 2l: kann in diesem Falle 
als Erweiterungsring von P angesehen werden, wie es für algebraische 
Erweiterungskörper von P von vornherein ist. 

Hat 2l:keine Eins, so können wir 2l: in eine Algebra 21' mit Eins einbetten, 
indem wir den n Basiselementen U 1 ' ••• , un von 2l: ein weiteres e mit den 
Multiplikationsregeln ee = e, eUi = uie = u i hinzufügen (DICKSON [10]). 

5. Zwei Algebren 2l: und 2{' über P heißen äquivalent, wenn zwischen 
ihnen ein Ringisomorphismus a .... + a' besteht, der auch die skalaren 
Produkte erhält: (Xa' = (oca)'. (Wenn 2l: und 2l:' Einsen enthalten, so 
bedeutet diese Bedingung, daß P bei dem Isomorphismus elementweise 
auf sich abgebildet wird.) 

6. u1 ' ••• , un sei eine Basis der Algebra 2l:jP. Die einzeilige bzw. 
einspaltige Matrix (u1 , ••• , un) heiße zur Abkürzung u. Da jedes Pro
dukt aUi oder uia sich auf genau eine Weise durch die Ui mit Koeffi
zienten (Xij aus P ausdrücken läßt, so gibt es zwei eindeutig bestimmte 
quadratische n-reihige Matrizes A und A * aus P, die den Gleichungen 

au= uA, 
bzw; Ua = A*u 
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genügen. Die Abbildung a -+ A ist wegen 

(a + b)u = au + bu = uA + ltB = u(A + B), 
ab· u = a . bu = a . uB = au . B = uA . B = u . AB, 
lXa . u = au· IX = uA . IX = U· A IX 

ein Homomorphismus von & auf einen Teilring des Matrizenringes P" 
mit Erhaltung der skalaren Produkte. Ebenso ist .a -+ A * eine solche 
homomorphe Abbildung. a -+ A heißt die erste, a -+ A * die zweite 
reguläre Darstellung von &. (Auf die allgemeine Theorie der Darstel
lungen von Algebren durch Matrizes kommen wir später zurück.) 
Wird statt u eine andere Basis b = uQ (bzw. b = Q u) zugrunde ge
legt, so wird die erste reguläre Darstellung wegen 

ab = auQ = uAQ = uQQ-1AQ = bQ-1AQ 

durch die äquivalente a -+ Q-1AQ, entsprechend a -+ A * durch 
a -+ QA * Q-l, zu ersetzen sein. 

Wenn & eine Eins enthält, so sind a -+ A und a -+ A' isomorphe 
Abbildungen. Denn wird a auf Null abgebildet, so ist au = 0, also 
ac = ° für jedes c aus &, speziell ae = a = 0. 

7. Die regulären Darstellungen gestatten, einige grundlegende Be
griffe aus der Theorie der algebraischen Körper auf Algebren zu ver
allgemeinern. 

Da zwischen den Potenzen a, a2 , ••• , a"+l eines Elementes a einer 
Algebra vom Range n eine lineare Abhängigkeit bestehen muß, so 
genügt a einer algebraischen Gleichung 

1X"+la"+1 + (X."a" + ... + 1X1 a = 0, nicht alle IX" = 0. 

Enthält & eine Eins - auf diesen Fall wollen wir uns beschränken -, 
so gilt sogar eine Gleichung 

Sei 
lX"a" + (X."_la"-l + ... + 1X1a + 1X0 = O. 

j(a) = at + (X.t_lat--1 + ... + 1X0 = ° 
eine Gleichung für a vom kleinstmöglichen Grad t. Das Polynom j (x) 
ist eindeutig bestimmt. Denn Subtraktion einer zweiten, von der 
ersten verschiedenen Gleichung für a vom Minimalgrad t ergäbe eine 
Gleichung noch niedrigeren Grades. j(x) heißt das Minimalpolynom 
von a. Es entspricht der irreduziblen Gleichung für ein algebraisches 
Körperelement über P. 

Für ein beliebiges Polynom g(x) gilt dann und nur dann g(a) = 0, 
wenn j(x) ein Teiler von g(x) ist, denn ist g(a) = 0, so ergibt die Divi
sion von g(x) durch j(x) einen Rest r(x) mit r(a) = 0, da r(x) von 
kleinerem Grade als j(x) ist, so gilt r(x) = 0. . 

Bei den algebraischen Körpern spielt das mit den Konjugierten 

" a(l), ••. , a(") eines Elementes a gebildete Polynom II (x - a(>")) eine 
i=l 

1* 
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wichtige Rolle. Ihm entspricht bei den Algebren das charakteristische 
Polynom, das ist das Polynom 

F(x)=lxE-AI, 
wo A die Matrix bedeutet, welche a in der ersten regulären Darstellung 
zugeordnet ist. Wegen I xE _Q-l AQ 1= IQ-111 xE - A IIQ I = IxE -A I 
hängt das charakteristische Polynom nicht von der Basis ab, mit der A 
gebildet worden ist. (Mit der zweiten regulären Darstellung kann ent
sprechend ein zweites charakteristisches Polyncm gebildet werden. 
Dies ist nicht immer dem ersten gleich. Vgl. MAcDuFFEE [1J). 

Zwischen Minimalpolynom und charakteristischem Polynom besteht 
folgender Zusammenhang: 

Satz 1. Das Minimalpolynom f(x) von a teilt das charakteristische 
Polynom F(x), umgekehrt ist F(x) ein Teiler von f(xt. Es ist ins
besondere F(a) = O. Falls f(x) irreduzibel ist, wird F(x) eine Potenz 
von f(x). Vgl. DICKSON [10J. 

Zum Beweis (DICKSON [10J) dieses Satzes benutzen wir den Iso
morphismus a ~ A von ~ mit einem Ring aus Matrizen. 

Wegen dieses Isomorphismus dürfen wir F(x) und f(x) auch als 
charakteristisches Polynom und Minimalpolynom von A ansehen, da
durch erscheint der Satz als eine Behauptung über Matrizen. 

Die zu xE - A adjungierte Matrix C können wir in der Form 
n~1 

C .1;x"c" mit MatrizesC" aus·P schreiben. Die Gleichung (xE-A)C 
,,=0 n 

=E 'lxE - AI =E'F(x) erlaubt, die Koeffizienten vonF(x) =1;ß"x" 
durch A und die C" auszudrücken: es ist ,,= 0 

n-1 
E ·F(x) = xC - AC = -ACo +1;X"(C"-1 - AC,,) + XnC"_l; 

,,=1 
daraus folgt 

Eßo = -ACo, Eßl = Co - AC~ . . , Eßn-t = Cn- 2 - A . Cn - 1 '} (4) 
Eßn - Cn_1 , 

so daß 
n n-1 

F(A) =1;A"Eß" = -ACo +1; (A"C"_1 - A"+1C,,) + AnCn_1 = 0 
.=0 ,,=1 

gilt, also F(x) == 0 (f(x») sein muß. t 

Mittels der Koeffizienten von f(x) =1;IX"X" bilden wir, entspre-
chend (4), Matrizes C: ,,=0 

C~-1 = ElXt , C~_:2 = ElXt _ 1 + ACt_1' ... , C~ = E"'l + ACr 

Die Gleichung f (A) = 0 reduziert sich auf 
ElXo = -AC~. 

t-l 

Setzen wir jetzt C* = 1; C~ x", so wird 
,,=0 

(xE - A)C* = Ef(x). 
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Nehmen wir von dieser Gleichung die Determinante, so erhalten wir 

F (x) . I C* I = t (xt ' 

also t(xt-=-o (F(x)). 

Der bewiesene Satz gilt wie für F (x) auch für die mit äer zweiten 
regulären Darstellung gebildete zweite charakteristische Gleichung 
IxE - A * I = F* (x). 

Aus Satz 1 folgt allgemeiner, daß eine treue (d. h. isomorphe) Dar
stellung a ---+ A von m durch Matrizes zu Polynomen t (x) = I xE - A I 
mit t (a) = 0 führt (vgl. III und IV, 7). 

8. Da Determinante und Spur für zwei äquivalente Matrizen A 
und Q -lA Q die gleichen sind, so können wir sinnvoll definieren: 

Die Norm Na eines Elementes a einer Algebra m ist die Determi
nante ihrer ersten charakteristischen Matrix A, die Spur 5 a von a 
ist die Spur von A. 

Die Norm von a ist das von x freie Glieu u,,::; Polynoms I xE - AI 
noch mit (_1)n multipliziert, die negative Spur von a ist der Koeffi
zient von xn - 1 in diesem Polynom. 

Es gilt 
Nab=Na·Nb und S(a+b)=Sa+Sb. 

Indessen sind diese Begriffe von Norm und Spur nur vorläufige. 
Erst die genauere Betrachtung der Darstellungen von Algebren durch 
Matrizes liefert die endgültigen Definitionen (IV, § 7). 

Eine Reihe von Arbeiten, die nicht mit dem unmittelbar zusammen
hängen, was im folgenden dargestellt wird, sei hier angeführt. LITTLE
WOOD [2J (identische Relationen in Algebren), [3J (gewisse unendliche 
Algebren), HEYTING [1J, ÜRE [1J, LITTLEWOOD-RICHARDSON [2J und 
RICHARDSON [1] (Determinanten), MAcDuFFEE [1J (über die beiden 
Hauptdarstellungen), RANUM [1J (multiplikat::ve Gruppen in Algebren), 
RICHARDSON [2J, [3J,"[4J (lineare und höhere Gleichungen in Divisions
algebren). 

§ 2. Ideale. Direkte Summe. Direktes Produkt. 
Erweiterung des Grundkörpers. 

1. Als (Links-, Rechts-, zweiseitiges) Ideal einer Algebra m wollen 
wir nur solche Teilmengen a von m ansehen, die außer den Idealaxiomen 
(a - b in a, falls a und b in a, ca in a, falls a in a, c in m [für 
Linksideale, entsprechend ac in m für Rechtsideale, und: sowohl ca als 
auch ac in a für zweiseitige IdealeJ) auch noch die Bedingung erfüllen, 
daß sie Moduln in Beziehung auf den Koeffizientenkörper P sind: 
Liegt a in a, so auch lXa für alle IX aus P. Die Ideale sind dann genau 
so wie die ganze Algebra Linearformenmoduln in Beziehung auf P. 
Enthält m eine Eins, so ist diese Zusatzbedingung von selbst erfüllt: 
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wir können ja, wie wir gesehen haben, in diesem Falle P als Teilkörper 
von m: ansehen. 

Als Linearformenmoduln haben die Ideale die folgende wichtige 
Endlichkeitseigenschaft : 

In jeder Menge von Idealen gibt es ein größtes (das von keinem an· 
deren Ideal der Menge umtaßt wird) und ein kleinstes (das kein anderes 
Ideal der Menge umtaßt). 

Diese Maximal- und Minimalbedingung kann noch in andere Formen 
gebracht werden (VAN DER WAERDEN, § 113). 

2. Es kann vorkommen, daß sich jedes Element einer Algebra m: 
darstellen läßt als Summe je eines Elementes aus einem Teilmodul, 
etwa einer Teilalgebra m:.;. Wir nennen dann m: die Summe der m:.; und 
schreiben, wie in der Modultheorie üblich, m: = (m:I , ... , m:n). m: heißt 
die direkte Summe der m:.;, wenn die Summendarstellungen der Elemente 
von m:.; eindeutig sind, in diesem Falle (und nur in diesem) werden die 
+-Zeichen für die Summe verwerdet. Die m:.; können etwa Linksideale 
oder zweiseitige Ideale sein. 

S. m: = ~ P + ... + an P und ~ = bl P + ... + bm P seien zwei 
Algebren über dem gleichen Grundkörper P. Wir wollen eine Algebra 
bilden, deren Basiselemente die formalen Produkte aibj sind. Wir 
erklären das Produkt eines m:-Elementes 1: (Xiai mit einem ~-Element 
1:ßjbj als das Element 2>iai ·1:ßj bj = 1:iXißjaibj des Linear
formenmoduls a l bl P + •.• + an bm P = m: X ~. 

Wir machen nun m: X ~ durch die Festsetzungen 

aibj · akbl = aiak . bjbl 

zu einer Algebra über P. (Das Erfülltsein der Ring- und Algebrenaxiome 
ist leicht nachzuprüfen.) m: X ~ ist mit Hilfe von Basisdarstellungen 
von m: und ~ gebildet worden. Wir können aber die Elemente von 
m: X ~ auch in der Gestalt 

schreiben; da Addition zweier solcher Summen durch Addition gleich
namiger Koeffizienten, Multiplikation nach der Regel 1: ai Vi .1: akvk 

i k 
= 1: aiakvivk erfolgt, so ist die Struktur des Ringes m: X ~ von der 

i,k 
Wahl der Basis von ~ nicht abhängig, ebensowenig hängt sie von der 
Basis a von m: ab. m: X ~ ist also allein durch m: und ~ bestimmt. 
Identifizieren wir noch a;,bj mit bja;" so wird m: X ~ = ~ X m:. 

m: X ~ heißt das direkte Produkt von m: und ~. 
Man bestätigt leicht die Regel 

(m: X ~) X ~ = m: X (~ X ~). 
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Enthält meine Eins e. so kann. durch die Identifikation von e b mit 
b. 58 als Teilring von m X 58 aufgefaßt werden. 

4. m = u1 P + ... + un P sei eine Algebra über dem Körper P. 
Ist D ein Erweiterungskörper von p. so können wir mit den Basis
elementen u1 •...• U n von m eine Algebra u1 D + ... + un D über 
D bilden. indem wir die alten Multiplikationsregeln für die u i bei
behalten. Man sieht leicht ein - wie beim direkten Produkt -. daß 
die so entstandene Algebra über D nicht von der Wahl der Basis u 
abhängt. sondern allein durch mund D bestimmt ist. Wir bezeichnen 
die Algebra ulD + ... + unD mit mn . 

Wenn D eine Algebra über p. also eine endliche algebraische Er
weiterung von P ist. ·so fällt mn mit dem direkten Produkt m X D 
zusammen. 

Schließlich kann die Ringerweiterung mn auch mit irgendeinem 
Ring Q gebildet werden. der P umfaßt. Enthält m eine Eins e. so 
wird D durch die Identifikation von ero mit ro Teilring von mn . 

§ 3. Das Zentrum. 
Zentrum eines Ringes nennt man die Gesamtheit aller Elemente des 

Ringes. die mit jedem einzelnen Element des Ringes vertauschbar sind. 
Das Zentrum ist ein Ring. 

Das Zentrum einer Algebra mjP ist. wie leicht zu sehen. ebenfalls 
eine Algebra SjP. 

Wird der Grundkörper P erweitert zu einem Körper D. so ist Sn 
das Zentrum von mn. 

§ 4. Allgemeines Element. Rangpolynom. Hauptpolynom. 
Um die algebraischen Relationen. denen ein Algebrenelement genügt. 

in so allgemeiner Form erfassen z.u können. daß keine besonderen 
Eigenschaften eines Elementes hervortreten. wird ein auf KRONECKER 
zurückgehender Kunstgriff angewendet. 

Ist u1 •...• un eine Basis der Algebra m/p. so adjungieren wir zu 
P Unbestimmte gl' .... gn und betrachten die erweiterte Algebra 
mp(~1> .... ~n)· Das Element y = u1g1 + ... + ungn von mp(~l .... ~ .. ) 
heißt das allgemeine Element der Algebra m. Ein Element a = 1: UJi 

von m entsteht aus y durch die Spezialisierung gi -+ lXi der Unbe
stimmten gi' 

Das charakteristische Polynom des allgemeinen Elementes yist 
ein Polynom 

F(x; ~l' ••• , ~n) 

in den n + 1 Unbestimmten x. gl' .... gn; sein Grad in x ist n. 
F(x; 1X1 ••••• IXnList das charakteristische Polynom von a = ~UilXt' 
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Das Minimalpolynom von y heißt das Rangpolynom der Algebra. 
Es ist, wie F, ein Polynom 

R(x; ~l' ••• , ~n) 
in X, ~l' •.• , ~n' 

Wird das allgemeine Element y durch eine andere Basis u' von m/p 
'ausgedrückt, so sind die Koeffizienten ~i von y = L ui ~i auch unab
hängige Unbestimmte über P, sie sind ja n lineare linearunabhängige 
Formen der ~i mit Koeffizienten aus P. Die Definition des allgemeinen 
Elementes als eines Elementes mit unabhängigen Unbestimmten als 
Koeffizienten ist also von der Basis nicht abhängig. 

Das Rangpolynom ist auch als Polynom in x und den ~i aufzufassen. 
Für ein Element a = 1: Ui (Xi ist 

R (a; (Xl' ..• , (Xn) = O. 

R(x; ~, ... , (Xn) heißt das Hauptpolynom von a. Es ist nicht ab
hängig von' der zugrunde gelegten Basis u1 ' .•. , un • 

11. Die Struktursätze. 
§ 1. überblick. 

Eine Reihe von allgemeinen Sätzen, die Struktursätze, führt alle 
Algebren auf einige besondere Typen zurück. 

Eine Algebra m heißt Divisionsalgebra, wenn für a =f= 0 und beliebiges 
baus m die beiden Gleichungen ax = b und ya = b lösbar sind, oder, 
was auf das gleiche hinausläuft, wenn die von Null verschiedenen Ele
mente von m bei der Multiplikation eine Gruppe bilden. (Eine Divisions
algebra ist also ein Sehie/körper, wenn dieser Ausdruck für einen Ring 
steht, dessen von Null verschiedenen Elemente eine Gruppe bilden. 
Körper bedeutet hier immer eint.'ll kommutativen Schiefkörper. ) 

Eine Divisionsalgebr..a enthält außer sich selbst und der Null kein 
(einseitiges oder zweiseitiges) Ideal.' 

Enthält eine Algebra mit Eins außer sich selbst und Null keine 
zweiseitigen Ideale, so heißt sie ein/ach. 

Eine einfache Algebra m ist das direkte Produkt einer Divisions
algebra ~ mit einem vollen Matrizesring Pr: m = '!l X Pr' oder, was 
offensichtlich genau das gleiche bedeutet, m ist der Ring ~r aller r-reihi
gen Matrizes mit Elementen aus~. (Satz), § 9, dritter Struktursatz.) 

Ein Element a oder ein Ideal a eines Ringes heißt nilpotent, wenn 
a(! = 0 (a(! = 0) ist für einen passenden Exponenten (}. 

Enthält eine Algebra außer 0 keine nilpotenten Ideale, so heißt sie 
halbeinfach. Der zweite Struktursatz (§ 7, Satz 1) besagt, daß jede 
halbeinfache Algebra direkte Summe von eindeutig bestimmten ein
fachenAlgebren ist. (WEDDERBURN [1}.) 
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Wenn die Algebra m nicht halbeinfach ist, so bildet die Vereinigungs
menge aller ihrer nilpotenten Ideale ein von Null verschiedenes zwei
seitiges Ideal, das Radikal m (§ 3). 

Der Restklassenring mim ist eine halbeinfache Algebra über P. 
Über den Aufbau von m aus mim und m gibt Satz 1, § 11, Auskunft. 

Satz 1, § 11, besagt, daß m in den meisten Fällen eine zu mim isomorphe 
Teilalgebra m* enthält. 

Das Radikal m ist, für sich betrachtet, eine Algebra. Sie ist nil
potent, d. h. es ist me = 0 für einen geeigneten Exponenten. 

Die Struktursätze führen die. Untersuchung beliebiger Algebren 
zurück auf die Theorie der einfachen Algebren, insbesondere der Divi
sionsalgebren, die der nilpotenten Algebren und auf die Frage, wie m 
aus mim und m gewonnen werden kann. (Diese Frage ist ja durch 
Satz 1, § 11 , nicht gelöst.) 

Besonderes Interesse haben vor allem die halbeinfachen Algebren, 
wegen des zweiten Struktursatzes kann man sich sogar auf einfache 
Algebren beschränken. 

Lit.:;ratur über nilpotente Algebren: GHENT [1J, HAZLETT [1J, 
SMITH [1]. 

Nach Satz 2, § 10, ist das Zentrum .8 einer einfachen Algebra m 
gleich dem Zentrum der in m enthaltenen Divisionsalgebra. .8 ist daher 
eih Körper und m kann als Algebra über .8 angesehen werden. 

Wir nennen eine Algebra normal, wenn ihr Zentrum mit dem Grund
körper zusammenfällt. Das Wesentliche sind also die einfachen normalen 
Algebren. 

Für die Beweise in diesem Teil 11 vgl. ARTIN [2J, DICKSON [6, 10J, 
KÖTHE [2J, NOETHER [2J, VAN DER WAERDEN [2J, WEDDERBURN [1J, 
FITTING [1J. 

§ 2. Hilfssätze über Ringe. 
Eine Reihe von leicht zu bew!dsenden allgemeinen Sätzen über 

beliebige Ringe stellen wir der Strukturtheorie voran (für die Beweise 
etwa VAN DER WAERDEN [2]). 

S atz 1. m sei ein Ring mit Eins e. Ist m die direkte Summe der 
Linksideale (1' . . ., (n' 

sn = (1 + ... + (n, 

und ist e = e1 + ... + en , ei == 0 (li) , 

so gelten die Relationen 
e; = ei , 1 

eie; = 0, wenn i =i= j; f (1 ) 

~tnd es ist (i = mei · 

Wenn umgekehrt n Größen ei vorliegen, die den Relationen (1) genügen 
und deren Summe e ist, so wird m die direkte Summe der Linksideale 
(i = mei • 
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Ein Element a eines Ringes heißt idempotent, wenn a2 = a, a =f: O. 
N ach Satz 1 entsprechen die Zerlegungen der Eins in sich gegenseitig 
annullierende Idempotente den Zerlegungen des Ringes in direkte 
Summen von Linksidealen ; ebenso aber auch den Zerlegungen in 
direkte Summen von Rechtsidealen : m = me1 + ... + men = e1 m 
+ ... + enm. 

m sei direkte Summe von zweiseitigen Idealen ai 

m = a1 + ... + a ... 
Es gilt 

~aj=O, i=f:i, 
denn ~ aj ist sowohl in ai als auch in aj enthalten. Die Struktur von m 
ist demnach durch die a vollständig bestimmt: Addition und Multi
plikation zweier Summen ~ai' ~ai, ai und ai in a, geschieht durch 
Addition und Multiplikation entsprechender Komponenten. 

Bildet man umgekehrt die direkte Summe von n beliebigen Ringen 
ai , indem man 2; a. + ~ ai = ;t; (ai + ai), ~ a • . 2 ai = ~ ai ai de
liniert und zwei Summen ~ai =~ai dann und nur dann gleich nennt, 
wenn sie in den Komponenten übereinstimmen, so sind die ~ zweiseitige 
Ideale von m = a1 + ... + an' 

Satz 2. Ist m die direkte Summe der zweiseitigen Ideale a1 , •.• , an' 
so ist ein (Links-, Rechts-, zweiseitiges) Ideal von ai ein (gleichartiges) 
Ideal von m. 

Den Darstellungen eines Ringes m als direkte Summen zweiseitiger 
Ideale. entsprechen Zerlegungen des Zentrums: 

Satz). Ist m = a1 + ... + a,., ~ zweiseitiges Ideal von m, so ist 
das Zentrum .8 von m die direkte Summe der Durchschnitte 3. = .8 n ~, 

.8 = 31 + ... + 3n' 

3i ist das Zentrum von a. N OETffi'R [2J, VAN DER W AERDEN [2]. 
Umgekehrt gilt 
Satz 4. Hat m eine Eins, so folgt aus einer Zerlegung 

.8=ih+"·+3 .. 
des Zentrums.8 von m in Ideale 5i eine Zerlegung von m in zweiseitige 
Ideale ai 

wo ai = m5j' umgekehrt 5i"":".8 n ~ ist. NOETHER [2], VAN DER WAER

DEN [2]. 

§ 3. Radika1. Halbeinfache und halbprimäre Ringe. 
1. Bei der Behandlung der Struktursätze wollen wir uns etwas all

gemeiner fassen und nicht nur Algebren, sondern solche Ringe be
trachten, die mit den Algebren die Eigenschaften gemeinsam haben, 
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welche aus der Bedingung der endlichen Basis entspringen und für die 
Beweise der Struktursätze hinreichen; sie hängen mit der Maximal
und Minimalbedingung (I, § 2, 1) zusammen. Auf diese Weise wird der 
Gültigkeitsbereich der folgenden Überlegungen besser abgegrenzt, und 
das Wesen der Beweise tritt klarer hervor. Da wir bei Algebren ohne 
Eins nur die Ideale zuließen, die Moduln in Beziehung auf den Grund
körper sind, so wollen wir auch bei Betrachtung allgemeinerer Ringe 
uns einen (vielleicht leeren) Operatorenbereich Q gegeben denken, 
dessen Operatoren A, "', . . . die Bedingungen 

A(a + b) = Aa + Ab, A(ab) = (Aa)b = a(Ab) 

erfüllen sollen. Ein Ideal soll im folgenden immer ein solches Ideal 
sein, das durch jeden Operator in sich abgebildet wird (zulässige Ideale). 
Werden Ideale von Teilringen oder Restklassenringen betrachtet, so soll 
der Operatorenbereich der gleiche sein. 

Wir entwickeln die Eigenschaften der Algebren, die für die Beweise 
der Strukt-:.:;.rsätze hinreichen. 

2. Das Radikal. Ein Element a eines Ringes m heißt nilpotent, 
wenn ar! = 0 ist für einen passenden Exponenten e. Ein nur aus nil
potenten Elementen bestehendes Ideal nennen wir ein Nilideal. Ein 
Ideal a heißt nilpotent, wenn es einen Exponenten e mit ar! = 0 gibt. 
Ein nilpotentes Ideal ist also ein Nilideal. (Über Ringe aus nilpotenten 
Elementen KÖTHE [1J.) 

Hilfssa tz 1. a sei nilpotent. Liegt b in einem zweiseitigen Nil
ideal b, so ist auch a + b nilpotent. 

Beweis. Es ist (a + b)!-' "= ar!(b) , denn bei der Ausmultiplikation 
von (a + b)r! entstehen außer ar! lauter Produkte, die einen Faktor b 
enthalten und die daher in b liegen. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Hilfssatz ist: 
Die Vereinigungsmenge aller zweiseitigen Nilideale eines Ringes m 

ist ein zweiseitiges Nilideal. 
Definition 1. Das maximale zweiseitige Nilideal eines Ringes m 

heißt das Radikal von m und wird mit ffi bezeichnet, wenn es auch alle 
einseitigen Nilideale umfaßt. (KÖTHE [2J.) 

Satz 1. Eine Algebra m hat ein Radikal ffi. ffi ist die Vereinigungs
menge aller nilpotenten I deale von m. ffi ist selbst nilpotent. 

Allgemeiner gilt dies, wenn die Linksideale von m die M inimal
eigenschaft und die Maximaleigenschaft haben (I, § 2, 1). 

Beweis. Zunächst entwickeln wir für beliebige Ringe m die Eigen
schaften der nilpotenten Ideale. 

Zwei Sätze sind für den Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
nilpotenten Idealen wesentlich: 

1. Sind 11 , 12 nil potente Linksideale, so ist (h, 12) auch ein nilpotentes 
Linksideal. 
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Beweis. Sei 11' = 0, ~'= O. Das Ideal (11' 12)e,+e.-1 ist eine 
Summe von Produkten aus je el + e2 - 1 Faktoren h oder 12, In 
einem solchen Produkt tritt entweder eI-mal 11 oder e2-mal 12 auf, es 
ist daher gleich Null. 

2. Ist 1 ein nilpotentes Linksideal, so ist das zweiseitige Ideal (1, 1~) 
auch nilpotent. 

Beweis. l~ ist nilpotent, denn (l~)e = 1(~1)1!-1~:=:; 1· 1e-l~ = O. 
Nach 1. ist also (l, 1~) nilpotent. 

Aus 1. und 2. folgt ohne weiteres, daß. die Vereinigung aller nil
potenten Ideale ein zweiseitiges ideal lR* ist. 

lR* ist im allgemeinen nicht nilpotent. Wenn aber die Linksideale 
von ~ die Maximaleigenschaft haben, so ist lR* nilpotent : Ein maxi
males nilpotentes Nilideal muß nach 2. zweiseitig sein und nach 1. alle 
nilpotenten Rechts- und Linksideale umfassen, es ist also gleich lR*. 

Ist ffi* nilpotent, so enthält der Restklassenring ~/lR* kein von Null 
verschiedenes nilpotentes Ideal: Sei l/lR* ein nilpotentes Linksideal 
von ~jlR*, etwa (ljlR*)e = O. Es wird le == 0 (lR*) , daher le" = 0, wenn 
lR* G = 0, hieraus folgt aber 1 == 0 (lR*), IjlR* = O. 

Zum Beweis von Satz 1 brauchen wir noch den auch weiter unten 
angewendeten 

Hilfssatz 2. Ein einfaches Linksideal 1 eines Ringes ~ - .das ist 
ein Linksideal 1 =t= 0, das außer 1 und 0 kein Linksideal enthält - ist 
entweder nilpotent und dann ist 12 = 0 oder es enthält ein I dempotent e 
und dann ist 1 = ~e. 

Beweis. Ist 12 =t= 0, so gibt es unter den Elementen a von 1 minde
stens eines mit la =t= o. la ist ein in 1 enthaltenes Linksideal, daher ist 
la = L Für passendes e aus 1 ist ea = a. Es ist e2 a = ea = a, 
(e 2 - e)a = O. Die Menge aller x aus 1 mit xa = 0 ist ein Linksideal, 
das, weil es nicht gleich 1 ist, gleich 0 sein muß: daher gilt e2 = e. 
Wegen ea = a =t= 0 ist e =t= o. 2ie ist ein in 1 enthaltenes Linksideal. 
Da e2 = e =t= 0 in ~e liegt, so ist ~e =t= 0, ~e = 1. 

Jetzt können wir den Beweis von Satz 1 führen: ffi* ist in dem 
maximalen zweiseitigen Nilideal lR enthalten. "Vir zeigen, daß jedes 
einseitige Nilideal in lR* enthalten ist, damit ist zugleich lR als Radikal 
erkannt und lR = lR* bewiesen. 1 sei ein Linksnilideal. Nach Hilfs
satz 1 ist (1, lR*) auch ein Nilideal. Wäre 1 nicht in lR* enthalten, so 
läge in (1, lR*)/lR* ein von Null verschiedenes Nilideal von ~jlR*. In 
(1, lR*) jlR* muß ein einfaches Linksideal lojlR* enthalten sein (Minimal
eigenschaft). Da ~jlR* keine nilpotenten Ideale enthält, die von Null 
verschieden sind, so enthält lojlR* ein Idempotent - das ist aber nicht 
möglich, denn (1, lR*) jlR* ist ein Nilideal. 

Definition 2. Ein Ring heißt halbeinfach, wenn er kein von Null 
verschiedenes Nilideal enthält, wenn er also das Radikal 0 hat, und wenn 
seine Linksideale die Minimaleigenschaft haben. 
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Die Struktursätze beweisen wir für Ringe ~ mit Radikal ffi und 
mit der Eigenschaft, daß der 

Restklassenring . ~/ffi von ~ nach seinem Radikal ffi halbeinfach 
ist. Ein solcher Ring heißt halbprimär. (Daß die Theorie für derartig 
allgemeine Ringe durchgeführt werden kann, erkannte KÖTBE [2].) 

Nach dem Vorangehenden fallen die Algebren unter die halbprimären 
Ringe. ~/ffi hat stets das Radikal Null, denn ein Nilideal a./ffi von ~/ffi 
entspringt aus einem Nilideal a. von ~, ist also gleich Null. ~ ist da
her halbprimär , wenn die Linksideale von ~/ffi die Minimaleigenschaft 
haben. 

§ 4. PEIRCEsche Zerlegungen. 
e sei ein Idempotent des Ringes ~. Die Menge aller x aus ~ mit 

xe = 0 ist ein Linksideal I., ebenso ist die Menge aller y mit e y = 0 
ein Rechtsideal t •. Die Menge aller x aus ~ mit xe = x ist ein Links
ideal, nämlich ~e. Es gilt 

Satz 1. ~ ist die direkte Summe von ~e und I., ~ = ~e + Ie • 

Beweis. Für jedes a aus ~ gilt 

a = ae + (a - ae) (linksseitige PEIRcEsche Zerlegung), 

ae := 0 (~e), . a - ae := 0 (1.) . 

Also ist ~ = (~e, 1.). Die Summe ist direkt, denn aus 0 = x + Xl' 

x=: 0 (~e), Xl == 0 (I.) folgt x = xe = xe + xle = 0, Xl = O. 
Satz 2. ~ ist die direkte Summe von e~e, eIe' tee, Ce = te ("'\ I,. 
Beweis. In 

x = exe + e(x - xe) + (x - ex)e + (x-ex-xe+exe) 
(Zweiseitige PEIRcEsche Zerlegung) 

gehören die vier Glieder rechts der Reihe nach zu e~e, eIe' tee, Ce' 
Daher ist ~ = (e~e, eIe' tee, Ce)' Die Summe ist direkt, denn aus 

O=exe+ey+ze+c, x:=O{~}, y:=O{l.),z:=O(te), c:=O(c) 

folgt exe = e{exe + ey + ze + c)e = 0, 

ze = (ey + ze + c)e = 0, 

ey = e(ey + c) = ~, 

c = O. 

Satz 3. Hat ~ ein Radikal ffi, so haben auch die Ringe e~e und ce 
Radikale; das Radikal von e~e ist effie, das von ce ist ffi ("'\ Ce' . 

Beweis. effie ist ein zweiseitiges Nilideal von e~e, also im maxi
malen zweiseitigen Nilideal ffi' von e~e enthalten. Umgekehrt: x liege 
in ffi'. Dann ist, da exe = ex = xe = x, 

(ax)l!+l = ax(eaex)l!, (1 ) 
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weil eaex nilpotent sein muß, so ist auch ax nilpotent: $llx ist ein 
Linksnilideal von $ll. Es ist demnach $llx == 0 (ffi), und da x = ex in $llx 
liegt, ffi' == 0 (ffi), ffi' = effi' e == 0 (effie), ffi' = effie. 

Bleibt zu zeigen, daß jedes einseitige Nilideal von e$lle in effie ent
halten ist. x gehöre einem Linksnilideal von e$lle an. Wegen (1) wird 
für jedes a aus $ll das Produkt ax nilpotent. ex = x·ist also in dem 
Linksnilideal $llx von $ll enthalten, liegt also im Durchschnitt effie 
von ffi mit e$lle, w. z. b. w. 

ffi n ce ist ein zweiseitiges Nilideal von ce' also im maximalen zwei
seitigen Nilideal ffi" von ce enthalten. Sei x ein Element von ffi". 
Wegen ex = xe = 0 wird xax = x(a - ae - ea + eae) x, daher 

(ax)/?+l=ax' (ax)/? = ax((a - ae - ea + eae) x)/? (2) 

Da (a - ae - ea + eae) x als Element von ffi" nilpotent ist, so wird 
ax nilpotent. $llx und daher auch die Summe $llffi" aller $llx ist dem
nach ein Nilideal von $ll. Nach Hilfssatz 1, §), ist die Summe (ffill, $llffi") 
ebenfalls ein Nilideal. Daher gilt ffi" == 0 (ffi), ffilt = ffi n ce' 

lo sei ein Linksnilideal von ce' Nach (2) wird $lllo ein Nilideal von $ll, 
somit ist $lllo == 0 (ffi). (10, ffi) ist demnach ein Linksideal von $ll. Nach 
Hilfssatz 1, §), ist (lo, ffi) Nilideal, also lo == 0 (ffi), 10 == 0 (ffi"). Die 
einseitigen Nilideale von ce sind also in ffi" = ffi n ce enthalten. 

a/effie sei ein Linksideal von e$lle/effie. Wir ordnen ihm das Links
ideal a*/ffi = ($lla, ffi)jffi von $lljffi zu. a ist umgekehrt durch a* ein
deutig bestimmt: 

ea*e = (e$llae, effie) = (e$lle· ae, effie) = (a, effie) = a. 

Aus a:::;;: a1 folgt a* <: af, der Eineindeutigkeit der Zuordnung a +-+- a* 
wegen aber auch umgekehrt. Demnach überträgt sich die Minimal
eigenschaft der Linksideale von $lljffi auf e$llejeffie: 

Satz 4. Wenn $ll halbfrrimr.'r ist, so ist auch e$lle halbprimär. 
3. Einem Linksideal a von c. wird, a* = (a, $lla) zugeordnet. Wieder 

. hat a <: a1 zur Folge, daß a* <: af. a ist durch a* eindeutig bestimmt 
als der Durchschnitt mit c.: Es ist 

$lla = (e$llea, elea, teea, cea) = (elea, c.a) , also a* = (a, elea). 

Ein Element a von eIe a, dessen Summe mit einem Element von a 
in ce liegt, gehört selbst zu ce' Da einerseits ea = a (denn a < ele a) , 
andererseits ea = 0 (denn a< ce) ist, so ist a = 0, also a* n ce = a. 
Damit ist bewiesen: 

Satz 5. Ist $ll halbeinfach, so ist ce halbeinfach, wenn nicht ce = O. 
Ein Idempotent e heißt ausgezeichnet, wenn es kein Idempotent u 

mit eu = ue = 0 gibt. 
Satz 6. Wenn die Linksideale von $ll die Minimaleigenschaft haben 

und $ll überhaupt ein I dempotent el enthält, so enthält $ll ein ausgezeich
netes I dempotent e. 
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Ist el nicht schon ausgezeichnet, etwa el es = eSel = 0 für ein Idem
potent es, so ist el + es ein Idempotent: (eI + es}S = e~ + eIeS + eSel 
+ e; = el + es und el + es =l= 0, da el (eI + es) = el =l= o. Ist el +.es 
nicht ausgezeichnet, also (eI + es) es = es (eI + es) = 0 für ein Idem
potent es, so wird el + es + es ein Idempotent. Es ist 

eIeS = el (eI + es) es = 0, eSel = 0, eses = eses = O. 

SO fortfahrend, erhalten wir eine Reihe von sich gegenseitig annul
lierenden Idempotenten el , es, es, ... , die entweder immer weiter
geführt werden kann oder zu einem ausgezeichneten Idempotent 
el + ... + et führen muß. Nun ist $lI (eI + ... + e,u) = $lIe1 + ... + $lIe". 
Denn für '/! < fl liegt e" = e" (eI + ..• + e,,) in $lI (ei + ... + e,,). Die 
Zerlegungen $lI = $lI1 (e + •.. + e,u) + 1ed ... + e

" 
nach Satz 1 geben also 

eine fallende Kette von Linksidealen I, die wegen der Minimaleigen
schaft abbrechen muß. 

§ 5. Der erste Struktursatz. 
Satz 1. Erster Struktursatz. Ein halbeinfacher Ri11tg $lI ist 

direkte Summe von einfachen Linksidealen $lIe,; und enthält eine Eins e. 
Beweis. 11 sei ein minimales, von Null verschiedenes Linksideal 

von $lI. Es ist einfach und nicht nilpotent. Ist 11 = $lIel , so zerlegen 
wir nach Satz 1, § 4, $lI = $lIel + I'. Ist I' nicht einfach, so sei 12 ein 
minimales unter den von Null verschiedenen Linksidealen in 1'. 12 ist 
einfach und nicht nilpotent. Wird 12 = $lIe2, so zerlegen wir $lI mittels es: 
$lI = $lIes + 1*. Wir wenden diese Zerlegung nur auf Elemente von I' 
an und finden l' = $lIes + 1", I" ein Linksideal. So fahren wir fort. 
Da 1':::) I" :::) I'" :::) ... eine fallende Kette von Linksidealen ist, so 
muß der Minimaleigenschaft wegen das Verfahren abbrechen und zu 
einer Zerlegung $lI = $lIel + ... + $lIet in dnfache Linksideale $lIe, 
führen. 

Da $lI Idempotente enthält, so gibt es auch ein ausgezeichnetes 
Idempotent e in $lI. Mit e machen wir die PEIRcEsche Zerlegung 

$lI = e$lIe + cl. + t.e + c •. 

Wäre c. =l= 0, so wäre c. halbeinfach (Satz 4, § 4), enthielte also ein 
Idempotent u mit eu = ue = 0; das ist nicht möglich: c. = o. 1. ist 
nilpotent, denn I! =;r;.r; S I. (e$lI + t.) . I. (e$lI+ t.) = I. t. ·1. t. S I. c. t. = o. 
Mithin ist I. = 0, ebenso t. = o. Es wird $lI = e$lIe: e ist Eins. 

Umkehrung des ersten Struktursatzes. 
S atz 2. Ist $lI direkte Summe einfacher Linksideale , ist also ~( als 

additive Gruppe mit den $lI-Elementen als Linksoperatoren vollständig 
reduzibel, und enthält $lI eine Eins e, so ist $lI halbeinfach. 

Beweis. Die Zerlegung $lI = 11 + •.. + ~ in einfache Linksideale 
ergibt eine Kompositionsreihe $lI:::) 12 + ... + It :::> ••• :::) 1t von Links-
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idealen. Da jede geordnete Menge· .. ;:) a ;:) b ;:) c;:) ... von Links
idealen in einer Kompositionsreihe untergebracht werden kann, so 
kann eine solche Menge nur endlich viele Ideale enthalten: Minimal
eigenschaft. Ein nilpotentes Linksideal 1 könnte man zu einer Zer
legung 21 = 1 + I' verwenden (denn jedes Linksideal ist direkter Sum
mand: Folgerung aus der vollständigen Reduzibilität: v AN DER W AERDEN 

[1], § 42), nach Satz 1, § 2, wäre 1 = 21e. mit einem Idempotent eo: ein 
nilpotentes Ideal kann aber keine Idempotente enthalten. Daher ist 
das Radikal gleich Null. 

§ 6. Zerlegung halbprimärer Ringe in direkt unzerlegbare 
Linksideale. 

Wenn 21/ffi halbeinfach ist, so wird 21/ffi direkte Summe einfacher 
Linksideale 

21 ist dann die Summe der Linksideale 1., aber diese Summe ist nicht 
direkt, denn die ~ haben das Radikal gemeinsam. Es gilt jedoch 

Satz 1. Einer Zerlegung von 21/ffi = 2( 

2{=2{ Bl+···+2{et , ~=ei' Biej=O, i=+=i, 

entspricht eine Zerlegung 

21=21eI +···+2Iet +1o, ~=ei' eiej=O, i=+=i, 
wo ei in der Restklasse Ci liegt, und 10 ein zu ffi gehöriges Linksideal be
zeichnet. 

Beweis. In den ersten m - 1 Restklassen BI, ... , em - 1 seien Idem
potente el , ... , em -1 mit ei ej = 0, i =+= i gefunden. Zur Konstruktion 
von em nehmen wir ein Element c'" der Restklasse e", und setzen 

Cl,,,, = c'" - c",(el + ... + e"._l) - (eI + ... + e"'_l)c", 
+ (eI + .. '. + e"._l)c".(ei + ... + e",-I)' 

Da eic", i= cmei == o(ffi) ist, so wird 

Cl, Ta == c'" (ffi) , 
und ferner ist 

ei c1,,,, = c1,,,,ei = ° für i < m. 

Als Element von ffi ist t1 = ci,,,. - Cl,,,, nilpotent. Wenn nicht schon 
Cl,,,. idempotent, wenn also der annullierende Exponent n von tl größer 
als 1 ist, so setzen wir c2'''' = Cl,,,. - 2cI ,,,. t1 +-t1 • Dann wird 

C2,m == Cl,,,. == c'" (ffi), 

aber t2 = cL" - c2,m = 4 t~ - 3ti hat einen kleineren annullierenden 
Exponenten als t1 • Es gilt auch ei C2,m = C2,mei = 0, weil c2,m eine 
Summe von C1,m-Potenzen ist .. Fortsetzung dieses Verfahrens liefert 
ein cr,,,. = em mit e~ = e"" eie", = 0, eme. = 0, wenn i< m .. 
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Die Summe der l2(ei ist direkt und es ist l2((el + ... + et) = l2(e1 + ... 
+ l2(et • Das Idempotent e = el + ... + et benutzen wir nach Satz 1, 
§ 4, zu einer Zerlegung 12( = l2(e + (0' Es ist (oe = 0, andererseits, da e 
die Eins von ID: ist, Ioe == 10 (ffi), also {o == 0 (ffi) . 

§ 7. Zerlegung der halbeinfachen Ringe in einfache. 
Ein Ring heißt einfach, wenn er halbeinfach ist, und außer Null 

und sich selbst kein zweiseitiges Ideal enthält. Für Algebren mit Eins 
genügt nach § 3 die zweite Forderung. 

Sa tz 1. Zweiter Struktursatz. Ein halbeinfacher Ring ist 
direkte Summe von eindeutig bestimmten einfachen Ringen. 

Beweis. Ein zweiseitiges Ideal a = l2(e eines halbeinfachen Ringes 12( 

ist direkter Summand als Linksideal, d. h. es gibt ein Linksideall = l2(e. 
so daß 12( = l2(e + l2(e'. I muß zweiseitig sein. Denn es ist 

al ~ an ( = 0; also (la)2 = {. al· a = 0; 

Ia = G, da es kein nilpotentes Ideal außer Null gibt. Hieraus folgt 

Ia = I(I + a) = {2 ~ 1, 
I ist zweiseitig. 

Wir können also einen halbeinfachen Ring 12( als direkte Summe 
al + ... + ur von zweiseitigen Idealen ohne echte zweiseitige Teilideale 
schreiben. Da ein Linksideal von ui auch ein Linksideal von 12( ist, so 
sind die ui halbeinfach. Da ein zweiseitiges Ideal von ui auch eines 
von 12( ist, so sind die ui einfach. Ist eine zweite Zerlegung von 12( in 
einfache Ringe 0i gegeben, 12( = 01 + ... + 0" so sind die 0i ebenfalls 
einfache zweiseitige Ideale von 12(. Es wird 

u1 = ul l2( = (UI 01 , •.. , UIOs), 

und diese Summenzerlegung ist direkt, weil u1 0" ~ 0". Da aber ul 

einfach ist, so werden alle u1 0" gleich Null, bis auf eines, etwa a1 01 • 

und dieses ist gleich ul . u1 = U1 01 ist daher in 01 enthalten, also 
gleich 01 , So ist jedes ui einem 0i gleich. Da die Komponenten eines 
Linksideals bei der Zerlegung in die Ui wieder Linksideale sind, so liegt 
jedes einfache Linksideal von 12( in einem ui . Die Zerlegung in zwei
seitige Ideale kann also aus der Zerlegung in Linksideale durch Zu
sammenfassen bestimmter Linksideale gewonnen werden. 

§ 8. Zerlegung der halbprimären Ringe in primäre. 
Ein Ring heißt primär, wenn er eine Eins enthält und sein Rest

klassenring nach dem Radikal einfach ist. 
Entsprechend dem zweiten Struktursatz gilt 
Sa tz 1. Ein halbprimärer Ring 12( ist direkte Summe von primären 

Ringen und eines additiven Moduls n aus dem Radikal. 

Ergebnisse der Mathematik. IV/I. Deuring. 2 
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Beweis. Wir gehen aus von der Zerlegung von 2lJ'iR = i in ein
fache Ringe m: = ä l + ... + iir • Die Eins Ei von ~ ist die Summe von 
gewissen ej • Ei sei die Summe der entsprechenden ej • Wir zeigen, daß 
21 die direkte Summe der Ei 21 Ei und eines additiven Mod~s n aus 'iR ist. 
Es sei EI + ... + Er = e. Ein Element a von 21 setzen wir in die 
Form a = eae - (a - eae). Da e die Eins von 2lJ'iR ist, so wird 

r 

a - eae == 0 ('iR). Für eae schreiben wir eae =~EiaEi +~EiaEk' 
;'=1 i=l=k 

Da aEk zu m:Ek = iik gehört, so ist aEk = EkaEk, also für i =l= k: 
EiaEk == EiEkaEk == O('iR). 

Bezeichnen wir jetzt die Gesamtheit aller Ausdrücke ~ EiaEk 
i=!=k 

+ a - eae mit n, so ist n ein in 'iR gelegener additiver Modul und 21 ist 
die Summe der Ei21E. und n. Diese Summe ist direkt, denn ist 

o =iEiaiEi+{~Eia' Ek + a' - ea'e}, 
i= 1 i=Fk 

so folgt durch' beiderseitige Multiplikation mit Ei' daß Ei ai Ei = 0, 
daher auch ~E.a'Ek + a' - ea'e = O. 

i=j=k 

Der Restklassenring (Ei 21 Ei , 'iR) J'iR ist gleich ~. Da aber (Ei 21 Ei , 'iR) J'iR 
mit Ei21EdE.21E. n 'iR ringisomorph ist und E,'iRE. = E,21E. n 'iR 
nach Satz 3, § 4, das Radikal von Ei21E. ist, so wird E.21E, primär sein. 

§ 9. Struktur der primären und der einfachen Ringe. 
1. Ein Ring 21 heißt vollständig primär, wenn 21 eine Eins hat und 

der Restklassenring 2lJ'iR nach dem Radikal ein Schiefkörper ist. 
Sa tz 1. Ein vollständig primärer Ring 21 enthält außer seiner Eins e 

kein Idempotent. 
Beweis. e* sei dn Idempotent. Da 2lJ'iR als Schiefkörper nur ein 

Idempotent, nämlich die Eins, enthält, so ist e* ,== e ('iR), e* = e - r, 
r in 'iR. Es ist also e* = eU = e2 - re - er + r2 = e - r + (r2 - r); 
r2 = r, r = r", und da r nilpotent, r = O. 

Umgekehrt ist ein halbprimärer Ring mit Eins e, der nur dies eine 
Idempotent enthält, vollständig primär. Denn 2lJ'iR muß nach den 
Sätzen 1, § 5, und 1, § 6, selbst ein einfaches Linksideal von 2lJ'iR sein, 
für x =l= 0 aus 2lJ'iR = m: ist daher m:x = m:, also yx = e lösbar. 

2. Satz 2. Ein primärer Ring 21 ist voller Matrizesring in einem voll
ständig primären Ring 'll. 

Hieraus folgt 
Satz 3. Dritter Struktursatz. Ein einfacher Ring ist voller 

Matrizesring in einem Schiefkörper. (WEDDERBURN [1].) 
Denn: Nach Satz 2 ist ein einfacher Ring 21 voller Matrizesring in 

einem vollständig primären Ring 'll. 'll hat kein Radikal. Ist nämlich ( 
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Linksnilideal von ~, so ist .ß = lCll + lCn + ... + lCs1 ein Linksnil-
B 

ideal von $l(, denn für irgendein Element a = ~ ai ci1 , ai == 0 (1) von .ß 
i=l 

gilt ae = ai-la, a ist also nilpotent. Es folgt .ß = 0, 1 = o. Daher ist 
~ ein Schiefkörper. 

Beweis von Satz 2. Wir zerlegen $l( nach Satz 1, § 6: 
$l( = $l(e1 + ... + $l(e •. 

Ein 10 tritt nicht auf, weil es, da $l( eine Eins enthält, von der Form 
10 = $l(eo, eo idempotent, sein müßte. Den orthogonalen Idempotenteri ei 
entspricht eine Zerlegung von $l( in Rechtsideale 

$l( = e1 $l( + ... + e.$l(. 

Das Produkt $l(ei' ei$l( = $l(ei$l( ist gleich $l(. Denn ~ei~ ist ein zwei
seitiges Ideal von ~, also mei~ = ~: im Fall eines einfachen $l( ist damit 
$l(ei' ei$l( = $l( bewiesen. Im allgemeinen Fall denken wir uns die Kon
struktion der Idempotente ei aus den Ci (Beweis von Satz 1, § 6) mit 
s0lchen Elementen Ci der Restklassen Ci ausgeführt, die in $l(ei$l( liegen. 
Da e",. ein Polynom in Cl' ..• , cm ist, so werden die em in $l(et $l( liegen, 
also auch $l(e1 + ... + $l(e., somit $l(ei $l( = $l(. 

Wir setzen e.$l(· $l(ek = ei$l(ek = $l(ik· Dann ist m.k =F 0, da $l(m.k 
= $l(e,$l(ek = $l(ek =F o. Wir betrachten jetzt $l(ei als additiven Modul 
mit $l( als Linksoperatorenbereich. Bedeutet aik ein Element von m.k' so 
ist durch a ->- aa'k ein (Operator-)Homomorphismus von $l(ei auf einen 
Teil von $l(ek gegeben. Dieser Homomorphismus bildet insbesondere 
ei auf aij ab. Umgekehrt bildet ein Homomorphismus r von $l(ei in $l(ek 
(wir schreiben y r für das Bild von y bei r) ei ab auf ein Element 
e.r= x von m.k' denn einerseits ist xek = x, weil x in $l(ek' andererseits 
ist x = eir = e~r = e.(eir) = eix, x = eixek. Die Homomorphismen 
von $l(ei in $l(ek entsprechen umkeh':bar eindeutig den Elementen von m.k' 
Insbesondere geben die Elemente aii von m.i die Operatorautomorphis
men r von $l(e.. Die Zuordnung r ->- aii ist eine ringisomorphe Ab
bildung des Automorphismenringes von $l(ei auf m.., denn es ist 

x(F + F') = xr + xF' = xai • + xaii = x (au + a'i) , 

x(FF') = (xr)F' = (xaii)aii = x(aiiaii)' 

$l('k =F 0 bedeutet, daß es außer der trivialen Abbildung x ->- 0 noch 
andere Homomorphismen von $l(e, in $l(ek gibt. $l(ei und $l(ek sind sogar 
operatorisomorph. 

Um das einzusehen, zeigen wir zunächst, daß der Ring m.i = ei$l(ei 

vollständig primär ist. Das Radikal von ei$l(ei ist ei 91 ei = ei$l(ei n 91 
(91 Radikal von m). $l(ii/ei$l(ei n 91 N (ei$l(ei , 91)/91 ist Schiefkörper: 
Da ~ei (Querstriche bedeuten Restklassen modulo 91) einfaches Ideal 
von ~ ist, so wird für :x =F 0 aus ei~ei das Ideal ~eix = iei; es gibt 
demI'lach ein y in eiie. mit Y' eix = Ci oder yx = Ci' 

2* 
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Da iilkk Schiefkörper ist, so für ein aik C 2l.k das Linksideal 2{kiäik 
von iilkk entweder Null oder mkk , wegen 2{ki2l.k = ek2{ei 2{ek = ek2{ek 
= 2{kk (allgemeiner gilt 2l.k2{kj = 2l. j !) kommt das zweite wirklich vor: 
mkiaik = iilkk • Hieraus folgt aber 2{kiaik = 2{kk. Denn da die Eins ek von 2{kk 
einem Element c von 2{kiaik modulo m kongruent ist, so läßt sich mit 
dem Verfahren beim Beweis von Satz 1, § 6, von c ausgehend ein in 
2{kiaik liegendes Idempotent konstruieren, das nach Satz 1 gleich ek 
sein muß. Es ist also 2{kk = 2{kkek in 2{kiaik enthalten, 2{kiaik = 2{kk . 

. Für diese aik wird 

2{ei ail< = 2{ek2{ei aik = 2{2{kiaik = 2{2{kk = 2{ek2{ek = 2{ek• 

aik liefert also eine operatorhomomorphe Abbildung von 2{e,; auf ganz 2{ek. 
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus (ist eineindeutig), denn ist etwa 
ba';k = ek, baus 2{ki' so kehrt y ->- yb die Abbildung x ->- xaik von 2{ei 
auf 2{ek gerade um. 

In der Isomorphie der 2{ei liegt der Grund für die Matrixstruktur 
des Ringes 2{. An Stelle von 2{ können wir den Automorphismenring 2{* 
von 2{ selbst als 2{-Linksmodul betrachten: ist 1 die Eins von 2{, so 
definiert jeder Automorphismus r von 2{ durch 1 . r = x ein Element x 
von 2{, die Zuordnung r ->- x ist ein Ringisomorphismus. Wir be
weisen einer späteren Anwendung zuliebe den etwas allgemeineren 

Satz 4. Der Modul IDl mit einem Linksoperatorenbereich sei r#rekte 
Summe von s operatorisomorphen Teilmoduln IDl = IDlI + ... + IDl •. 
Dann ist der Automorphismenring von IDl isomorph zu dem Ring der 
s-reihigen M at1'izes mit Elementen aus dem Automorphismenring eines ~. 

Hieraus folgt Satz 3 unmittelbar, denn wir haben schon gesehen, 
daß der mit dem Automorphismenring von 2{e,; isomorphe Ring 2l.i voll
ständig primär ist. 

Beweis von Satz 4: vgl. VAN DER WAERDEN [2] 

m = 1:m,;, mic ~ 

sei die KomponentenzerIegung eines IDl-Elementes m. Durch 

mri = mi 

ist dann ein Automorphismus r i von IDl definiert. LJ sei irgendein 
Automorphismus von IDl. Es wird 

mLJ = ~ mriLJ , 
i 

mriLJ = 1:mri LJrj • 
i 

LJ~, nur auf Elemente von ~ angewendet, ist eine homomorphe 
Abbildung von ~ auf einen Teil von IDlj , diese Abbildung werde mit 
LJij bezeichnet. Wir haben dann 

(1) 
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Die Zuordnung Ll -+ (Llll , ..• , Ll S8) ist eindeutig, d. h. wenn 

mLl = ~LmriLlii 
i j 

21 

ist, so wird Ll ij = Lli j - das folgt aus der Eindeutigkeit der Kompo
nentenzerlegung, für m i c WCi wird miLl = LmiLlij -, andererseits 

j 

bestimmt jedes beliebige System von Ll ij ein Ll: eben durch die Formel (1). 
Gehören zu A die A ij , so gehören zu Ll + A = M die 

denn 
m(Ll + A) = mLl + mA = 1:LmriLl,~j + 1:LmFi A ij 

= ~2:mri(Llij + A ij ) 

und zu Ll A = T gehören die 

T ij = LLlivAvj , 
de~n " 

(2) 

m(.1A) = (mLl)A = (4 ~ mFjLl iV ) A = L 4 (4 ~ mriLliv) rf'Af'j 
t'V !tl tv 

= ~4~mriLliVAvj = 4 ~mFi (LLlivAvi). 
1. J v 1, 1 'P 

Wir nehmen nun je eine feste isomorphe Abbildung Hi von W11 auf WCi' 
Dann sind die Llii = Hi Llij Hf! Automorphismen von W11 , und die 
Formeln (2) und (3) ergeben, daß Ll -+ (Llfj) eine isomorphe Abbildung 
des Automorphismenringes von W1 auf den Ring der s-reihigen Matrizes 
im Automorphismenring von W11 ist. 

3. Umkehrung des dritten Struktursatzes. 
Sa tz 5. Ein voller Matrizesring '1)8 in einem Schiefkörper '1) ist einfach. 
Beweis. Die Linksideale '1:.Cii von '1)8 sind einfach, denn ist 

x =~cVf'dVf'Cii == 0 ('1)8cii) und x =~cvidvi =f. 0, so ist, falls etwa 
v 

dji =f. 0 gilt, 
'1)8' di/Cii .~ cvidvi = '1)8Cii == 0 ('1). x) . 

v 

'1). ist die direkte Summe der einfachen Linksideale '1)8cii und hat eine 
Eins, nämlich die Eins von '1); '1) ist daher halbeinfach. Ein zweiseitiges 
Ideal a =f. 0 ist gleich '1)8' denn liegt a =L aikcik =1= 0 in a, so auch 
civ' a· ef'ka;,~ = ctk , falls avu =f. o. '1) ist somit einfach. 

Satz 6. Umkehrung von Satz 2. Ein voller Matrizesring '1)8 in 
einem vollständig primären Ring '1) ist primär, wenn er halbprimär ist 
(vgl. KÖTHE [2J). 

Beweis. Wir zeigen, daß das Radikal von '1) gleich mn '1) ist, 
unter m das Radikal von '1)8 verstanden. '1)cll = cll '1)cU ist mit SD 
durch die Zuordnung d -+ dCn ringisomorph. Das Radikal von '1)cu 
ist nach Satz 3, § 4, gleich Cu mcu . Gehört d zum Radikal von '1) > 
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so wird daher dCn == 0 (cu 9lcn ) und d = de = dCn + ... + dc .. 
= 2' cil d Cu cH == 0 (9l). Das Radikal von '!l ist demnach in 9l n '!l 
enthalten, umgekehrt gehört 9l n '!l zum Radikal von '!l, denn 9l n '!l 
ist ein zweiseitiges Nilideal von '!l. 

Wir gehen in der Zerlegung 
'!l. = '!lcn + ... + '!lc •• 

von '!l. zu Restklassen modulo 9l über 
i). = i)~l + ... + i)cu , 

~. ist Matrizesring in i). Da '!l = ('!l, 9l)/9l N '!l/'!l n 9l ist, so ist i) 
ein Schiefkörper, also i), einfach, d. h. '!l. primär. 

4. Satz 7. Eindeutigkeitssatz. Ist 2t = '!lcn + ... + '!lcu irgend
eine Darstellung des primären Ringes 2t als Matrizesring in einem voll
ständig primären Ring '!l, so erhält man iede andere solche Darstellung 
durch Transformation mit einem regulären Element x: 

2t = '!l* ctl + ... + '!l* c:., 
wo '!l* = x-l'!lx, crk = X-1CikX. 
Für einfache Algebren: SCORZA [1], WEDDERBURN [5]. 

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß bei gegebenen cH der Ring '!l 
eindeutig bestimmt ist als Menge aller d aus 2t, die mit jedem Cik ver
tauschbar sind. dCik = Cikd gehört zur Definition des Matrizenringes. 
Gilt für alle cO''' die Gleichung 

c",.· 75'dik Cik = 75' dikCik ' cO',. 
t:r t:1 
2' d,.kC"k = 2' di"ci,., 

k i 

oder 

so folgt durch Koeffizientenvergleich d,.,. = dv", dv ,. = 0, wenn 'JI =l= p.. 
Also ist 2' dikCik = d (cu + ... + c •• ) = d. 

',Ie 
Der Matrizengrac:l. s ist eindeutig bestimmt als Anzahl der einfachen 

Linksideale, in die der Restklassenring 2t/9l zerfällt. 
B • 

Sei neben 2t . '5"''!lCik eine zweite Zerlegung 2t . 'Y'!l*ctle gegeben. 
1,-=1 .,1:.1 

Es ist el 2tet· et2tel = el . 2tet2t· el = el 2tel . Daher ist el = ab, wo 
aCCt2tet, bcet2tCt. ba ist idempotent: baba=bela=ba; ba=l=O, 
denn el = a· ba· b. ba liegt in et2tel • el 2tet = et2tet, und da et2tet 
als vollständig primärer Ring kein Idempotent außer et enthält, so 

8 

wird ba = et. Setzen wir x = 2' cil acti' so wird x . ~C:l bcu = ~Cil acti 
i~1 Ie (,Ie 

. C:l bclk = 4cilactlbcli = 4 CH ababcli =4 CilCu CH = e. x ist also 
• • t 

regulär, X-I = ~ctlbc1i' Es wird X-1CikX = 2'C:bClvcikc,.lact,. = ctle' 
also i v,,. 

2t = ~ X-I '!lx . Crle, 
i, k 

und da '!l* eindeutig bestimmt ist, '!l* = x-1'!lx. 
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§ 10. Verhalten des Zentrums. 
Ein kommutativer Ring hat stets ein Radikal, nämlich die Gesamt

heit aller nilpotenten Elemente. 
Satz 1. Hat der Ring m: ein Radikal ffi, so ist das Radikal des 

Zentrums .8 von m: gleich .8 n ffi. 
Beweis. ffi n.8 ist Nilideal von .8, also im Radikal ffio von.8 ent

halten. Ist umgekehrt a ein nilpotentes Element von .8, so wird m:a 
wegen (xa)!? = #a!? ein Nilideal von m:, also ist die Summe m:ffio aller 
m:a in ffi enthalten. Nach Hilfssatz 1, § 3, ist dann auch (ffio, m:ffio) ein 
Nilideal, daher ffio == 0 (ffi), ffio = ffi n .8. 

Die Kennzeichnung des vollständig primären Ringes, in dem ein 
primärer Ring voller Matrizesring ist, nach Satz 6, § 9, ergibt 

Sa tz 2. Das Zentrum eines primären Ringes m: ist gleich dem Zentrum 
jedes vollständig primären Ringes, in dem m: voller Matrizesring ist. 

Hieraus folgt 
Satz 3. Das Zentrum eines einfachen Ringes ist ein Körper; 

fern\~r 

Satz 4. Ein kommutativer einfacher Ring ist ein Körper. 
Daher ist ein kommutativer halbeinfacher Ring direkte Summe 

von Körpern. 
Aus Satz 3, § 2, ergibt sich: 
Das Zentrum eines halbeinfachen Ringes ist direkte Summe von 

Körpern, nämlich der Zentren der einfachen Bestandteile. 

§ 11. Algebren mit Radikal. 
Satz 1. Die Algebra m: über P habe das Radikal ffi. Die halbeinfache 

Algebra m:/ffi bleibe bei beliebiger algebraischer Erweiterung von P halb
einfach. Dann enthält m: eine mit m:/ffi isomorphe Teilalgebra m:*, so daß 
m: = m:* + ffi gilt. (DICKSON [10].) 

Beweis. Hat ffi den Rang 1, s6 ist m: entweder halbeinfach oder 
nilpotent, es ist also nichts zu beweisen. Der Satz sei richtig für Algebren, 
die kleineren Rang als m: haben. Ist m: halbeinfach, so ist nichts zu 
beweisen. Zuerst behandeln wir den Fall ffi2 =t= o. 

Das Radikal von m:jffi2 ist ffijffi2 , denn ffijffi2 ist nilpotent und 
m:jffi2jffijffi2 N m:jffi. Wegen ffi2 =t= 0 ist m:jffi2 von kleinerem Rang als m:, 
enthält also eine mit m:jffi isomorphe Teilalgebra m:' jffi2 • Es ist m:jffi2 

= m:' jffi2 + ffijffis. Nun muß ffi/ffi2 =t= 0 sein, denn ffi2 = ffi hätte 
ffi = ffi2 = ffi3 = ... = 0 zur Folge. Daher ist m:' von kleinerem Rang 
als m:. Das Radikal von m:' ist ffi2, denn ffi2 ist nilpotent und m:' jffi2 

ist halbeinfach. Nach der Induktionsvoraussetzung enthält m:' eine mit 
m:' jffi2 , also mit m:jffi isomorphe Teilalgebra m:*. 

Es bleibt der - wesentliche - Fall ffi =t= 0, ffi2 = O. Es gibt eine 
endliche Erweiterung Q von p, so daß die Ausdehnung des Koeffizienten-
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K ist meist ein Körper oder eine Divisionsalgebra. Auf jeden Fall 
soll vorausgesetzt werden, daß K eine Eins hat; wir müssen nämlich 
dauernd Linearformenmoduln in K betrachten. (über Linearformen
moduln im allgemeinen: VAN DER WAERDEN [2].) 

Zuweilen ist noch ein Bereich Q von Operatoren 00 gegeben, die 
auf 2{ und K wirken; es sei 00 (x + y) = 00 x + 00 y für x, y aus 2{ oder 
aus K. In diesem Falle fordern wir von einer Darstellung a -+ A von 2{ 
in K noch, daß durchweg ooa -+ ooA gilt. 

Grundlegend für die Theorie der Darstellung ist der Begriff des 
Darstellungsmoduls. (NOETHER [2], [4]; VAN DER WAERDEN [2].) 

Ist a -+ A eine (reziproke) Darstellung rten Grades von 2{ in K, 
so können wir einen Linearformenmodul 

m = Xl K + ... + x, K 
(m = K Xl + ... + K x, für reziproke Darstellungen) 

vom Range r in Beziehung auf K dadurch zu einem 2{-Modul machen, 
indem wir - (Xl' ••• ' x,) = ! gesetzt - zunächst für direkte Dar
stellungen 

a! =!A und dann allgemein a .1:xi ", = 1:axi' "i 
für reziproke Darstellungen 

a! = A ! und dann allgemein a.1: "i Xi = 1: "i . a Xi 

setzen. Die Modulaxiome 

(a+b)x=ax+bx 
a(bx) = (ab) x 

lassen sich leicht verifizieren. Die letzte Regel ergibt sich so: 

ab.! =!. AB = (!A)B = (a!)B = a(!B) = a(b!) 
bzw. 

ab.! = BA.! = B(A!) = B(a!) = a(B!) = A (B!) = a(b!). 

Dabei haben wir von der Assoziativregel 

(1) 
(2) 

a· x(x = ax· (x, aC 2{, (X C K, xc m (3) 

bei reziproken Darstellungen von der Vertauschungsregel 
a· (Xx = IX· ax aC 2{, (Xc K, xc m (4) 

Gebrauch gemacht, die sich aus der obigen Definition der Produkt-
bildung a x , für a C 2{, x C m 
unmittelbar ergeben. 

Ist ein Operatorenbereich Q gegeben, so setzen wir 

00' ~Xi"i = 1:Xi' 00 "i 
bzw. 

00 .1:",xi = 1:00 "i . Xi' 

Es gilt dann 00 (x + y) =oox+ooy auch für x, yaus m. 
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folgt, dann und nur dann erfüllt, wenn die Zentren der in den zwei
seitig einfachen Bestandteilen von mim steckenden Divisionsalgebren 
separabel über P sind. Daß diese Voraussetzung nicht überflüssig ist, 
zeigt folgendes Beispiel: 

Grundkörper P sei der Körper einer Unbestimmten T über einem 
Körper der Charakteristik 2. m sei die Algebra mit vier Basiselementen 
e, a, b, c und der Multiplikationstafel ~ und 'YJ beliebig aus P -

I e a b c 

e e a b c 
a a Te+~b+'YJc c Tb 
b b c 0 0 
c c Tb 0 0 

Das Radikal ist m = Pb + P c. mim ist mit P (Ti) isomorph. In 
der Restklasse von e modulo m gibt es nur das eine Idempotent e, denn 
(e + IXb + ßC)2 = e. Ebenso ist das Quadrat eines Elementes aus der 
Restklasse von a modulo m stets Te + ~ b + 'YJ c, daher ist es unmöglich, 
e' == e; a' == a (m) so auszuwählen, daß e' 2 = e', e' a' = a' e' = a' , 
a'S = Te' wird. 

111. Darstellungen der Algebren 
durch Matrizes. 

§ 1. Darstellungen und Darstellungsmoduln. 
Der wichtigste Gegenstand der Algebrentheorie sind die einfachen 

Algebren. Das methodische Hilfsmittel, dessen wir uns bei der Unter
suchung der einfachen Algebren bedienen wollen, ist der Begriff der 
Darstellung. Für Teil III vgl. vor allem NOETHER [2], VAN DER WAER

DEN [2], [4]. 
Eine Darstellung r-ten Grades des Ringes m in dem Ring K ist eine 

ringhomomorphe Abbildung von m auf einen Ring quadratischer 
r-reihiger Matrizes mit Elementen aus K. Technisch vorteilhafter ist 
für manche Zwecke die reziproke Darstellung. Eine reziproke Darstel
lung r-ten Grades von m in K ist eine reziprok homomorphe Abbildung 
a -+ A von m auf r-reihige Matrizes A aus K; das bedeutet, daß die 
Abbildung a -+ A die Regeln a + b -+ A + B, ab -+ BA erfüllt. Ge
wöhnliche Darstellungen (auch direkte geheißen) und reziproke ent
sprechen einander umkehrbar eindeutig: aus einer reziproken Darstel
lung a -+ A von m in K wird eine direkte Darstellung von m in dem 
zu K reziprok isomorphen Ring K*, wenn wir jede Matrix A durch 
die gespiegelte Matrix und dann jedes ihrer Elemente durch das ihm 
entsprechende Element von K* ersetzen. 
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K ist meist ein Körper oder eine Divisionsalgebra. Auf jeden Fall 
soll vorausgesetzt werden, daß K eine Eins hat; wir müssen nämlich 
dauernd Linearformenmoduln in K betrachten. (Über Linearformen
moduln im allgemeinen: VAN DER W AERDEN [2].) 

Zuweilen ist noch ein Bereich Q von Operatoren w gegeben, die 
auf 91 und K wirken; es sei w (x + y) = wx + wy für x, y aus Woder 
aus K. In diesem Falle fordern wir von einer Darstellung a -+ A von W 
in K noch, daß durchweg wa -+ wA gilt. 

Grundlegend für die Theorie der Darstellung ist der Begriff des 
Darstellungsmoduls. (NOETHER [2J, [4J; VAN DER WAERDEN [2J.) 

Ist a -+ A eine (reziproke) Darstellung rten Grades von W in K, 
so können wir einen Linearformenmodul 

Wl = xlK + ... + xrK 

(Wl = K Xl + ... + K xr für reziproke Darstellungen) 

vom Range r in Beziehung auf K dadurch zu einem W-Modul machen, 
indem wir - (Xl"'" Xr ) = 6 gesetzt - zunächst für direkte Dar
stellungen 

a6 = 6A und dann allgemein a· ~XiXi = ~aXi· Xi 

für reziproke Darstellungen 

a6 = A 6 und dann allgemein a· ~ Xi Xi = ~ Xi· aXi 
setzen. Die Modulaxiome 

(a + b) X = ax + bx 
a(bx) = (ab)x 

lassen sich leicht verifizieren. Die letzte Regel ergibt sich so: 

ab· 6 = 6· AB = (6 A )B = (a6)B = a(6 B ) = a(b 6) 
bzw. 

ab· 6 = BA· 6 = B(A 6) = B(a6l = a(B 6) = A(B 6) = a(b 6)· 

Dabei haben wir von der Assoziativregel 

(1) 

(2) 

a· x(x = ax· (x, aC W,(Xc K, xC Wl (3) 

bei reziproken Darstellungen von der Vertauschungsregel 

a· (Xx = (X. ax aC W, (X C K, xC Wl (4) 

Gebrauch gemacht, die sich aus der obigen Definition der Produkt-

bildung ax, für aC W, xC Wl 
unmittelbar ergeben. 

Ist ein Operatorenbereich Q gegeben, so setzen wir 

w· ~XiXi = ~Xi· WXi 
bzw. w· ~XiXi = ~WXi· Xi' 

Es gilt dann w(x + y) = wx + wy auch für x, yaus Wl. 
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Aus der Forderung der Operatortreue der Abbildung ergibt sich 
die Regel 

coa·x=co·ax (5) 

für die Anwendung der co auf rol. 
Umgekehrt rechnet man leicht nach, daß ein Linearformenmodul 

rol = xlK + ... + xTK 

bzw. rol = K Xl + ... + K XT 

vom Range r, der zugleich ~-Linksmodul ist und für den die Assoziativ
regel a· XIX = ax· IX bzw. die Vertauschungsregel a· IXX = IX· ax und, 
wenn ein gemeinsamer Operatorenbereich Q von ~ und K vorliegt, 
die Regel coa· x = co· ax gilt, eine direkte bzw. reziproke Darstellung 
a -+ A von ~ in K erzeugt, indem A durch a! = !A bzw. a! = A! 
definiert wird. 

Ein ~-Linksmodul rol, der zugleich ein Linearformenmodul in K 
ist und der die Regeln (3) bzw. (4) und (5) erfüllt, heißt ein direkter 
bzw. ein reziproker Darstellungsmodul von ~ in K. 

Es hat sich also ergeben, daß zu einer (reziproken) Darstellung 
von ~ in K ein (reziproker) Darstellungsmodul rol gehört, der die Dar
stellung liefert als die Matrizen A, welche die durch Multiplikation 
mit a gegebene lineare Transformation einer gewissen Basis! von rol 
zum Ausdruck bringen. Ist ~ eine andere Basis von rol, also ~ = !Q 
(~ = Q!), wo Q ein Matrix mit Inverser Q-l ist, so wird 

a~ = a!Q = !AQ = !QQ-1AQ = ~Q-1AQ 
bzw. a~ = aQ! = Qa! = QA! = QAQ-1Q! = QAQ-l~. 
Die Basis ~ liefert also die Darstellung 

a -+ Q-l AQ bzw. a -+ QAQ-l 

Wir nennen zwei (reziproke) Darstellungen a -+ A und a -+ A', die in 
der Beziehung 

A' = Q-1AQ bzw. A' = QAQ-l 

stehen, äquivalent oder zur gleichen Klasse gehörig. 
Ein Darstellungsmodul (und alle zu ihm operatorisomorphen Moduln) 

gehört also zu einer ganzen Darstellungsklasse, indem seine verschie
denen Basen die einzelnen Darstellungen der Klasse erzeugen. 

Eine (reziproke) Darstellung heißt reduzibel, wenn es eine ihr äqui
valente Darstellung a -+ A gibt, deren sämtliche Matrizes A die Gestalt 

A = (A o B) bzw. 
o Al 

A = (A o 0) 
B Al 

haben, wo A o eine ro-reihige, Al eine rl-reihige Matrix ist. a -+ A o 
und a -+ Al sind für sich Darstellungen von ~ in K. 
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Man sieht leicht ein, daß einer reduziblen Darstellung ein Dar
stellungsmodul IDl entspricht, der einen echten Darstellungsteilmodul IDlo. 
enthält. Ist nämlich Xl' ••• , xr die Basis, welche die oben angeschrie
bene Darstellung a -+ A erzeugt, so ist ersichtlich Xl K + ... + Xr, K 
bzw. K Xl + ... + K Xr• ein Teilmodul (Modul sowohl in Beziehung auf 2( 

als auf A) und er erzeugt die Darstellung a -+ Ao. Der Restklassen
modul IDljIDlo hingegen erzeugt die Darstellung a -+ Al' und die Ma
trizes B hängen davon ab, wie sich IDl aus dem Teilmodul IDlo und dem 
Faktormodul IDljIDlo aufbaut. 

Eine nicht weiter reduzierbare Darstellung heißt irreduzibel. Die 
irreduziblen Darstellungen entsprechen den einfachen (d. h. teilmodul
freien) Darstellungsmoduln. Die irreduziblen Bestandteile einer Dar
stellung sind also (mich dem JORDAN-HÖLDERschen Satz) eindeutig 
bestimmt. 

Eine Kompositionsreihe eines Darstellungsmoduls IDl gibt eine Re
duktion der zugehörigen Darstellung auf irreduzible. 

Eine (direkte oder reziproke) Darstellung a -+ A heißt zerlällbar,. 
wenn eine Aufspaltung 

A =(Ao 0) 
o Al 

mit Seitenmatrizes B = 0 möglich ist. 
Offenbar entspricht einer solchen Zerfällung der Darstellung die Zer

legung des Darstellungsmoduls IDl in die direkte Summe zweier Dar
stellungsteilmoduln IDlo und IDll , von denen jeder eine der Darstellungen 
a -+ Ao und a -+ Al erzeugt. 

Wir nennen eine Darstellung a -+ A vollständig reduzibel, wenn sie 
in irreduzible Darstellungen zerfällt werden kann. Für den Darstel
lungsmodul bedeutet das, daß er direkte Summe von einfachen Moduln 
ist. Ein solcher Darstellungsmodul heißt daher ebenfalls vollständig: 
reduzibel. 

Ohne Interesse sind die Nulldarstellungen, die allen Elementen des 
darzustellenden Ringes die Nullmatrix zuordnen. Jede Nulldarstellung 
ist offensichtlich zerfällbar in die mehrfach genommene irreduzible 
Nulldarstellung vom Grade Eins. 

Sei 2( ein Ring mit Eins e. Dann gilt: Jede Darstellung von 2( in 
einem Ring K, welche die irreduzible Nulldarstellung enthält, kann 
zerfällt werden in eine Nulldarstellung und eine andere Darstellung, 
welche der Eins e die Einsmatrix zuordnet; also keine irreduzible Null
darstellung mehr enthält. 

Zum Beweis ist nur nötig, die entsprechende Zerlegung des Dar
stellungsmoduls IDl der gegebenen Darstellung anzugeben. Wir schreiben 
jedes IDl-Element m in der Form m = em + (m - em). IDl ist also die 
Summe des Teilmoduls IDll aller em und des Teilmoduls IDlo aller m - em. 
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Die Summe ist direkt, denn ° = em + (m' - em') hat em = e . em 
+ (em' - e· em') = e· 0 = 0, m' - em' = 0 zur Folge. IDCo erzeugt 
eine Nulldarstellung, denn für jedes a aus ~ ist a· (m - em) 
= ae· (m - em) = a· e(m - em) = o. IDC10rdnet der Eins e die Eins
matrix zu, denn e· em = em. 

§ 2. Darstellungen der Algebren. 
Die Wichtigkeit des Darstellungsmoduls beruht auf dem folgenden 

Satze, der ihn mit den Idealen des dargestellten Ringes ~ in Zusammen
hang bringt: 

Satz 1. ~ sei ein halbeinfacher Ring mit einem Operatorenbereich [J, 
IDC ein endlicher ~-Linksmodul, der [J auch als Operatorenbereich mit den 
Regeln ro(x + y) = rox + roy, roa· x = ro· ax, x, y c IDC, a c ~ hat 
(insbesondere ~ eine Algebra über dem Körper P = D). Die Eins 1 
von ~ reproduziere die Elemente von IDC: 1· x = x. Dann ist IDC 
vollständig reduzibel, d. h. direkte Summe von einfachen Moduln, und 
jeder einfache Modul ist operatorisomorph mit einem einfachen Links
-ideal von ~. 

Beweis. ~ = 11 + ... + ~ sei eine Zerlegung von ~ in einfache 
Linksideale, Xl' ••• , x8 sei eine endliche Basis von IDC in Beziehung 
auf~, also IDC= (~X1' .•. , ~X8). Einsetzen ergibt, daß IDC die Summe 
der Linksmoduln lt xj ist: IDC = (. . ., lt xj , • • .). Der einzelne Modul lt xj 

ist entweder Null oder durch die Zuordnung a -+- aXj (a aus lt) mit lt 
operatorisomorph, also einfacher Linksmodul. Jeder von ihnen hat mit 
der Summe der vorangehenden entweder nur die Null gemeinsam oder 
ist in ihr enthalten. Läßt man in der Summe ( ... , lt xj ' ••• ) der Reihe 
nach die Summanden fort, die in der Summe der vorangehenden enthalten 
sind, so wird die Summe direkt, und damit ist der Satz schon bewiesen. 

Wir wenden diesen Satz an auf Algebren ~, wo der Operatoren
bereich [J der Grundkörper P sein soll. Ein Darstellungsmodul von ~ 
in P ist endlich in Beziehung auf P, also erst recht in Beziehung auf~, 
auf ihn kann also Satz 1 angewendet werden. 

S atz 2. Alle Darstellungen einer halbeinfachen Algebra in ihrem 
Koeffizientenkörper sind vollständig reduzibel, und die irreduziblen Dar
stellungen werden durch die einfachen Linksideale von ~ gegeben. 

Die irreduziblen Darstellungen von ~ lassen sich jetzt vollständig 
übersehen: Ein einfaches Linksideal 1 von .~ ist einfaches Linksideal 
eines einfachen Bestandteils ~ von ~. Daher wird bei dieser irredu
ziblen Darstellung jeder andere Bestandteil von ~ auf Null abgebildet: 
eine irreduzible Darstellung ist wesentlich nur eine Darstellung einer 
einfachen Algebra. Ferner sehen wir sofort, daß eine einfache Algebra 
~ = ~8 nur eine irreduzible Darstellung hat. Denn die einfachen Links
ideale von ~ haben nach II, § 9, die Form lt = ~c1i + ... + ~C.i' 
sie sind einander isomorph. Wir können die durch dieses Linksideal 
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gegebene Darstellung auch sofort hinschreiben. Eine einfache Rech
nung ergibt, daß die darstellende Matrix A eines Elementes 

a = ;[ du. Cik ' dik C ~, 

von 2{ folgendermaßen gefunden wird: 
Dem Element dik von ~ werde bei der regulären Darstellung von ~ 

(d. i. die durch ~ selbst als Darstellungsmodul gelieferte Darstellung) 
die Matrix Dj,k zugeordnet. Dann ist 

Der Grad dieser Darstellung ist ts, wenn t der Rang von ~ ist. Die 
HauptdarsteIlung von 2{ - 2{ selbst Darstellungsmodul ! - zerfällt in 
die smal genommene irreduzible Darstellung, denn 2{ ist direkte Summe 
von s einfachen Linksidealen. 

Aus dem Vorangegangenen folgt, daß eine halbeinfache Algebra 2{. 

die direkte Summe von reinfachen Algebren 2r;, ist, gerade r irredu
zible Darstellungen hat, nämlich je eine irreduzible Darstellung eines 2r;,. 
Ferner zeigt sich, daß die reguläre Darstellung von 2{ eine irreduzible 
Darstellung so oft enthält, wie der Grad des Matrixringes beträgt. 
dessen Linksideale diese Darstellung liefern. Denn für sie ist 2{ selbst 
Darstellungsmodul. 

Wir können jetzt auch zeigen, daß für halbeinfache Algebren die 
beiden regulären Darstellungen, die in I, § 1, erklärt wurden, äquivalent 
sind. Die zweite reguläre Darstellung steht nämlich aus Symmetrie
gründen zu den Rechtsiaealen von 2{ in. der gleichen Beziehung wie die 
erste reguläre Darstellung zu den Linksidealen, und da ein einfaches 
Rechtsideal ersichtlich dieselbe irreduzible Darstellung liefert wie ein 
zugehöriges einfaches Linksideal. so zerfällt die (ebenfalls vollständig 
reduzible) zweite reguläre Darstellung in dieselben irreduziblen Be
standteile wie die erste. 

Über die Darstellungen nicht halbeinfacher Algebren zeigen wir nur 
folgendes: 

Satz 3. Eine irreduzible Darstellung einer Algebra 2{ in ihrem 
Grundkörper P ist zugleich eine irreduzible Darstellung des Restklassen
ringes von 2{ nach dem Radikal ffi, d. h. ffi wird bei der irreduziblen Dar
stellung auf Null abgebildet. 

Das folgt aus dem, Satz 1 ergänzenden 
Satz 4. 2{ sei ein halbprimärer Ring, sein Radikal ffi sei nilpotent. 

m sei ein einfacher 2{-Linksmodul; es mag auch ein gemeinsamer Opera
torenbereich Q von 2{ und m gegeben sein. Dann ist entweder m = 0 oder 
mist operatorisomorph zu einem einfachen Linksideal von 2{/ffi. 
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Beweis. Es ist mm = o. Denn mm =1= 0 hat mm = m zur Folge, 
da m einfach ist; es ·folgt 

m = mm = m2 m = ... = mem = o. 
mm = 0 bewirkt, daß mals 2{jm-Modul angesehen werden kann, denn 
die Elemente einer Restklasse nach m ergeben bei deI"' Multiplikation 
mit einem Element von m dasselbe Produkt. Jetzt folgt die Behaup
tung aus Satz 1. 

§ 3. Erweiterung des Grundkörpers. 
Die vorangegangenen Betrachtungen liefern ohne weiteres auch die 

Darstellungen einer Algebra 2{ in einer Erweiterung Q des Grund
körpers P. Denn da eine Darstellung L1 von 2{ in Q durch die Matrizes 
bestimmt ist, die L1 den Elementen einer Basis von 2{jP zuordnet, so 
kann eine solche Darstellung zu einer Darstellung von 2{n erweitert 
werden und umgekehrt: wir müssen für 2{.Q das gleiche durchführen 
wie oben für 2{ selbst. 

Eine unmittelbare Folgerung ist, daß man alle in Q irreduziblen 
Darstellungen von 2{ erhält, indem man die in P irreduziblen Darstel
lungen ausreduziert : denn die reguläre Darstellung von 2{.Q entsteht ja 
durch Ausdehnung der regulären Darstellung von 2{. 

Es gibt offenbar drei Gründe, aus denen eine in P irreduzible Dar
stellung L1 in Q reduzibel werden kann: 

1. Der einfache Bestandteil 24 von 2{jm, zu dem L1 gehört, geht in 
eine Algebra 2{i.Q mit Radikal über. Dadurch wird der Rang eines 
einfachen Ideals im Restklassenring von 24.Q nach seinem Radikal 
kleiner als der Rang eines einfachen Ideals von 24, L1 muß daher redu
zibel werden. 

2. 24 zerfällt in mehr als einen einfachen Bestandteil. L1 enthält 
dann mehrere inäquivalente in Q ir!'eduzible Bestandteile. 

3. 24.Q ist ein Matrizesring von höherem Grade als 24. 
Diese drei Vorkommnisse können sich überlagern; wir kommen auf 

den Einfluß der Grundkörpererweiterung auf die Struktur einer Alge
bra - darauf ist ja das Verhalten der Darstellungen zurückgeführt 
worden - später zurück (IV, §§ 2-5). 

Wir bemerken hier nur noch, daß eine Darstellung von 2{ in irgend
einer Erweiterung Z von P, die in einer algebraisch abgeschlossenen 
Erweiterung Q von Z irreduzibel ist, in keiner Erweiterung reduzibel 
wird (daß transzendente Erweiterungen keinen Einfluß mehr haben 
können). Das folgt daraus, daß die halbeinfache Algebra 2{*, die der 
Restklassenring von 2{.Q nach dem Radikal ist, direkte Summe von 
vollen Matrizesringen über Q ist. (Eine von ihrem Grundkörper P ver
schiedene Divisionsalgebra 'lJ enthält nämlich echte algebraische Er
weiterungen von P: jedes nicht zu P gehörige Element von :tl erzeugt 
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eine.) Jeder solcher Matrizesring D, geht bei irgendeiner Grundkörper
erweiterung {J' eben in den Matrizesring .0; über, der wie D, eine irre
duzible Darstellung vom Grade I' erzeugt. 

Daher nennen wir eine Darstellung einer Algebra m:, die in einer 
algebraisch abgeschlossenen Erweiterung irreduzibel ist, absolut irre
duzibel. 

Ist D eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung des Grund
körpers, so sind die irreduziblen Darstellungen von m: in {J ersichtlich 
alle absolut irreduziblen Darstellungen. Adjungiert man zu P die end
lich vielen Elemente der Matrizes, die den Elementen einer Basis von 
m:jP durch eine absolut irreduzible Darstellung zugeordnet werden, so 
erhält man eine endliche algebraische Erweiterung von P, in der die 
absolut irreduzible Darstellung schon möglich ist. Näheres in IV. 

Die absolut irreduziblen Darstellungen einer kommutativen Algebra 
sind vom Grade 1. 

§ 4. Spuren und Normen. 
Die Darstellung LI von m: (in P oder einer Erweiterung von P) ordne 

dem Element a die Matrix A zu . 
. Die Spur S,d (a) der Matrix A heißt die Spur des Elementes a bei 

der Darstellung LI, die Determinante N,d (a) von A nennen wir die Norm 
von a bei der Darstellung LI. Spur und N arm hängen nur von der Dar
stellungsklasse ab. 

Die Spuren sind lineare Funktionen der Gruppenelemente, d. h. es 
gelten die Gleichungen 

S,d (a + b) = S,d (a) + S.1 (b) 
S,d (IXa) = IXS,d°(a) für IX aus dem Grundkörper. 

Für die Normen gilt die Multiplikationsregel 

N,da· N,db = N,dab, 
ferner 

für eine Darstellung LI vom Grade r. 
Kann man LI auf die Darstellungen Ll 1 , Ll 2 , ••• , Ll t reduzieren (nicht 

notwendig zerfällen), so wird 

S,d(a) = S.1,(a) + ... + S.1,(a), 

N,d (a) = N,d. (a) N,d.(a) ... N,d,(a) . 

Die Bedeutung der Spuren liegt in dem folgenden 
Satz 1. Eine vollständig reduzible Darstellung einer Algebra m: übe, 

einem Körper P der Charakteristik Null in ihrem Grundkörper ist durch 
die Spuren vollständig bestimmt. 

Beweis. Wir können uns auf halbeinfache m: beschränken, denn 
eine vollständig reduzible Darstellung von m: ist schon eine Darstellung 
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von SJr/'lft - '1ft das Radikal von SJr. Die gegebene Darstellung LI ent
halte die irreduzible Darstellung Ll i gerade qemal. Es handelt sich um 
die Bestimmung der Zahlen qi' Ll i werde von den Linksidealen des 
einfachen Bestandteils ~ von SJr erzeugt. ei sei die Eins von ~. Es 
wird S Lli (ei) = ni =1= 0, aber S LlJ (ei) = 0, i =1= i. Es ist also S LI (ei) = qini' 
und hieraus können die qi in der Tat berechnet werden, da P die Cha
rakteristik Null hat. 

Die Spuren der absolut irreduziblen Darstellungen heißen auch die 
Charaktere von SJr. 

Ferner wollen wir reduzierte Spur die Summe aller verschiedenen Cha
raktere nennen, sie ist die Spur der Darstellung, welche jede irredu
zible Darstellung gerade einmal enthält. Die reduzierte Spur soll mit 
S (a) bezeichnet werden. 

§ 5. Diskriminanten. 
SJr sei eine feste Algebra über dem Körper P. 
S(a) bedeute die Hauptspur. Ist u1 ' .•• , 'un eine Basis von SJr, so 

heißt die Matrix 

die Diskriminantenmatrix (BusH [1], MAcDuFFEE [3], [4}, NOETHER [1]) 
der Basis u. Die Determinante 

D(u) = IM(u) I 

heißt die Diskriminante zur Basis u. 
Bedeutet b = uQ eine zweite Basis von SJr, so liefert eine leichte 

Rechnung die folgende Gleichung 

M(u) = Q' M(b)Q, 

wo Q' die gespiegelte Matrix Q ist. (Die Diskriminantenmatrix trans
formiert sich wie die Matrix einer quadratischen Form.) 

Zwischen den Diskriminanten besteht daher die Beziehung 

D(u) = D(b) ·IQI2. 

Dies hat zur Folge, daß entweder alle Diskriminanten Null sind oder 
daß sie alle von Null verschieden sind. 

Satz 1. Für eine Algebra mit Radikal ist die Diskriminante gleich 
Null. 

Beweis. Als Basis von SJr nehmen wir eine Basis ut, .. 0' u~ 
von '1ft, die wir ergänzen: ut, ... , u~, um +1 , ••• , un0 

Die Diskriminantenmatrix ist dann -

Ergebnisse der Mathematik. IV/I. Deuring. 3 
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denn die Spuren von Elementen des Radikals sind Null, weil sie bei 
jeder irreduziblen Darstellung durch Null dargestellt werden. 

Satz 2. Ist 2( die direkte Summe der einfachen Algebren 2(,;, so ist 
das Produkt von Diskriminanten D (~) der 2(,; gleich der Diskriminante 
D (u) von 2(, wenn u die durch Aneinanderreihen der Basen u,; der 2(i 
entstehende Basis von 2( ist. 

Beweis. Die Hauptspur eines 2(,;-Elementes a als Element von 2(,; 
ist gleich seiner Hauptspur als Element von 2(, denn die irreduziblen 
Darstellungen von 2(, welche von den Linksidealen der 2(j (j =l= i) er
zeugt werden, bilden a auf Null ab. Da ferner Elemente aus verschie
denen 2(,; das Produkt Null haben, so entsteht durch diagonales An
einanderreihen der Diskriminantenmatrizes M (u,;) die Diskriminanten
matrix M (u), wenn noch der Rest mit Nullen aufgefüllt wird. Daraus 
folgt die Behauptung. 

Sa tz 3. Die Diskriminanten D (u) einer Algebra 2(jP sind dann und 
nur dann von Null verschieden, wenn durch Erweiterung des Grund
körpers P zu einem algebraisch abgeschlossenen Körper 11 eine halb
einfache Algebra 2(n entsteht. 

Beweis. Da eine Basis von 2( auch eine Basis von 2(n ist, so han
delt es sich nur darum, zu beweisen, daß bei algebraisch abgeschlos
senem Grnndkörper eine Algebra dann eine von Null verschiedene 
Diskriminante hat, wenn sie halbeinfach ist. Der Grundkörper P = 11 
werde also algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt. 

Ist 2( halbeinfach, so ist 2( direkte Summe von vollen Matrizes
ringen über Divisionsalgebren. Da aber die einzige Divisionsalgebra 
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper dieser Körper selbst 
ist (ein einzelnes Element einer Divisionsalgebra, das nicht zum Grund
körper gehört, erieugt eine echte algebraische Erweiterung des Grund
körpers), so wird 2( direkte Summe von vollen Matrizesringen über 11. 
Benutzt man als Basi~ eines Matrizesringes ein System von Matrizes
einheiten, so ergibt eine leichte Rechnung als Diskriminante den Wert 1. 

IV. Einfache Algebren. 
§ 1. Sätze über Moduln in Schiefkörpern. 

Satz 1. A sei ein Schiefkörper, im = x1A + ... + xnA ein Linear-
formenmodul in A. Jeder Teilmodul m = zlA + ... + zmA von im hat, 
bei geeigneter Numerierung der Xi' eine Basis 

n 
Zi = Xi - ~ xj lXij • i = 1, ... , m 

NOETHER [4]. j=m+1 

Beweis. Nach geeigneter Numerierung wird 

im = m + xm+1 A + ... + xnA. 
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d. h. Xi == 2:Xi{Xij (mod m), i = 1, ... , m. Die m Elemente zi = Xi 
n j=m+l 

- ~Xj{Xij liegen daher in m. Sie bilden eine Basis von m, denn sie 
i=m+l 

sind linear unabhängig, weil sie sogar zusammen mit den Xm+ l' •.. , Xn 
linear unabhängig sind. 

A sei ein Ao umfassender Schiefkörper. Der A-Modul IDl = xl A 
+ ... + xnA heißt Erweiterungsmodul des Ao-Moduls IDl, wenn eine 
Ao-Basis Xl"'" in von IDlo zugleich (linear unabhängige) A-Basis 
von IDl ist. 

Wenn Zl' ... , Zt linear unabhängige Elemente von IDlo sind, so sind 
sie au<;h in Beziehung auf A linear unabhängig, weil sie zu einer Basis 
von IDlo/ Ao ergänzt werden können. 

Ist ~ = zlAo + ... + ZtAO irgendein Teilmodul von IDlo, so ist 
hiernach :t = ZlA + ... + ZtA Erweiterungsmodul von :to. Wir be-
haupten nun, daß ~ aus :t rückwärts gewonnen werden kann durch 
Durchschnittsbildung: :to =:tn IDlo. In der Tat liegt :to in :tn IDlo, 
antlererseits, liegt a in:tn IDlo, so wird a = ~Zi{Xi' die a, Zl' Z2, ... , Zt 
sind also linear abhängig in Beziehung auf A, als IDlo-Elemente sind 
sie linear abhängig in Beziehung auf Ao, und da Zl' ... , Zt unabhängig 
sind, so muß a durch die Zi ausdrückbar sein, w. z. b. w. 

Jetzt wollen wir den Fall annehmen, daß Ao der Invariantenbereich 
einer Gruppe @ von Ringautomorphismen des Schiefkörpers A ist. 
Der A-Modul IDl sei Erweiterungsmodul des Ao-Moduls IDlo. Wir können 
die Gruppe @ auf IDl ausdehnen, indem wir, unter G ein Element von 
@ verstanden, G X = X setzen für X C IDlo, G (~Xi (Xi) = ~ Xi G ({Xi) für 
Xi aus, IDlo, {Xi aus A. 

Der Invariantenbereich von @ in IDl ist IDlo. Denn ist Xl' ... , Xn 
eine Ao-Basis von IDlo, m =~Xi{Xi ein Element von IDl, so ergibt 
Gm = m die Gleichungen G{Xi = {Xi' -die {Xi müssen also in Ao liegen. 

Nun zeigen wir unter den gemachten Annahmen: 
SatZ 2. Ein Teilmodul :t von IDl wird dann und nur dann von allen 

Elementen der Gruppe @ in sich übergeführt (ist "zulässig"), wenn er 
Erweiterungsmodul eines Teilmoduls :!'o von IDlo ist, also :t = :toA, 
:to = :t n IDlo. (NoETHER [4].) 

Beweis. Daß :toA stets zulässig ist, ist klar. Sei umgekehrt :t ein 
zulässiger Teilmodul von IDl. Xl"'" Xn sei eine Ao-Basis von IDlo, 
also auch eine A-Basis von IDl. Gemäß Satz 1 wählen wir eine Basis 
Zi = Xi - ~ xj {Xij' i = 1 , 2, ... , m, i > m, von :t. G Isei Element von @, 

es wird GZi = Xi - ~ xjG{Xij' Da:t zulässig ist, muß GZi durch die Zi 
ausdrückbar. sein; Vergleich der dabei auftretenden Koeffizienten von 
Xl' . . ., xm ergibt G Zi = Zi' Die Zi liegen daher in IDlo, und :t wird 
Erweiterungsmodul von ~ = ZlAO + ... + zmAO' 

3* 



IV. Einfache Algebren. 

§ 2. Verhalten einfacher Algebren bei Erweiterung des 
Grundkörpers. Struktur der direkten Produkte 

einfacher Algebren. 

[42 

P sei ein Körper. 5a:, 58, ... bezeichnen Algebren mit Einselement 
über P; A, B, . .. Schiefkörper, deren Zentren P umfassen, meist 
Divisionsalgebren. Wir betrachten direkte Produkte 5a:A , 58A , •••• 

Der Existenz der Eins wegen können wir 5a: und A als Teilbereiche von 5a:A 

ansehen. 
1. S atz 1. Ist Z das Zentrum von A, .8 das von 5a:, so ist .8z das 

Zentrum von 5a:A • 

Beweis. Das Zentrum von 5a:z ist nach I § 3 gleich.8z. Ist u1 ' ••. , u .. 
eine Basis von 5a:/P, so ist 5a:A = u1 A + ... + u .. A . Ist x =1:: ui IXi 

aus 5a:A mit allen Elementen von 5a:A vertauschbar, so wird insbeson
dere IX - 1 X IX =1:: u. IX - 1 IXi IX = J: ui IXi für IX =f= 0 aus A. Das ergibt 
IX -1 IXi IX = IXi' IX C Z, x C .8z. 

Satz 2. Jedes zweiseitige Ideal a von 5a:A ist Erweiterungsideal eines 
zweiseitigen Ideals ao von 5a:z , umgekehrt ist ao = an 5a:z . 

Beweis. Wir wenden Satz 2, § 1 an auf 5a:A als A-Modul und a als 
Tellmodul. Die Automorphismengruppe von A soll aus den inneren 
Automorphismen bestehen, ihr Invariantenkörper ist daher Z. Diese 
Gruppe kann auf 5a:A ausgedehnt werden, weil die 5a:-Elemente mit den 
A-Elementen vertauschbar sind; ihr Invariantenbereich in 5a:A ist 5a:z . 
a ist zulässiger Tellmodul wegen IX -1 aIX < a für IX cA. Nach § 1, 
Satz 2, wird a Erweiterungsmodul seines Durchschnittes ao mit 5a:z . 
ßo ist zweiseitiges Ideal von 5a:z . 

2. Wenden wir Satz 2 an auf das Radikal von 5a:A , so folgt 
Satz 3. 5a:A ist dann und nur dann halbeinfach, wenn 5a:z halb

einfach ist. 
Die Anzahl der einfachen Bestandteile von 5a:A ist gleich der von 5a:z , 

das folgt entweder wieder mittels Satz 2 oder aus der Tatsache, daß 5a:A 

und 5a:z das Zentrum gemeinsam haben, dessen Zerlegung ja für die 
Zerlegung des ganzen Ringes in einfache Bestandteile maßgebend ist 
(H, § 2, Sätze 3, 4). 

Insbesondere 
Satz 4. Ist P das Zentrum von A, und ist 5a: eine einfache Algebra 

über P, so ist 5a:A ein einfacher Ring, dessen Zentrum gleich dem Zentrum 
von 5a: ist. 

Wenn also A und B zwei Divisionsalgebren über P sind, von denen 
die eine, etwa B, P als Zentrum hat, so ist ihr direktes Produkt A X B 
über P eine einfache Algebra A X B = r X Pt mit dem gleichen Zentrum 
wie A. Für das direkte Produkt von zwei einfachen Algebren 5a: = A X Pr' 
58 = B X Ps erhalten wir 5a: X 58 = r X (Pr X Ps X Pt). Nun kann 
leicht ausgerechnet werden, daß das direkte Produkt von zwei Matrizes-
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ringen Pr' p. wieder ein Matrizesring ist: PT X p. = Pu (Einsetzen von 
Matrizes für die Elemente einer anderen Matrix). 

Daher 
Satz 5. Das direkte Produkt von zwei einfachen Algebren 2(, ~ über 

dem Körper P ist wieder eine einfache Algebra über P, wenn nur P für 
eine der beiden Algebren Zentrum ist. Das Zentrum von 2( X ~ ist gleich 
dem Zentrum des andern Faktors. 

3. Wir untersuchen jetzt, was eine Erweiterung des Grundkörpers P 
zu einem Körper Q für eine ein~ache Algebra 2(/P ausmacht. Da wir 
2( als direktes Produkt einer Divisionsalgebra A mit einem Matrizesring 
Pr schreiben können und 2(.11 = (A X Pr)n = An X Qr wird, so können 
wir uns auf Divisionsalgebren A beschränken. Ist Z das Zentrum von A, 
so ist Zn das Zentrum von An. 

Ist Q rein transzendent über P, so wird Zn ein Körper und An 
bleibt Divisionsalgebra. Denn ist u1 ' .•. , un eine Basis von AlP, so 
ergeben sich für die Koordinaten W i eines Elementes x=u1 w1 + ... +un wn 
von An mit x2 = 0 algebraische Gleichungen mit Koeffizienten aus P. 
Diese haben in Q keine Lösungen, weil sie in P unlösbar sind. 

Ist Q endlich algebraisch, so ist An nach Satz 3 dann und nur dann 
halbeinfach, wenn Zn halbeinfach ist. 

Nur am Zentrum Z liegt es also, ob An halbeinfach bleibt oder nicht. 
Bei separablem Zentrum Z ist An nach § 3, Satz 1, immer halbeinfach, 
bei inseparablem Zentrum aber nicht. Auch die Anzahl der verschiedenen 
einfachen Summanden von An ist durch Z gegeben, sie ist gleich der 
Anzahl der Summanden von Zn. 

Eine beliebige halbeinfache Algebra 2(/P bleibt bei jeder Erweiterung 
von P halbeinfach, wenn die Zentren ihrer einfachen Summanden 
separable Körper über P sind (§ 3, Satz 1). 

4. Wir wenden Satz 3 schließlich noch an auf das direkte Produkt 
zweier einfacher Algebren 2( = A X .Pr und ~ = B X p. über P. Ist Z 
das Zentrum von 2( und A, e das von ~ und B, so wird Z X e das 
Zentrum von 2( X ~. 2( X ~ ist dann und nur dann halbeinfach, wenn 
Z X e halbeinfach ist, und 2( X ~ zerfällt in diesem Falle in gleich viel 
einfache Bestandteile wie das Produkt der Zentren Z xe. 

§ 3. Grundkörpererweiterung bei Körpern. 
Galoissche Theorie. 

1. 2( sei eine endliche algebraische Erweiterung des Körpers p, 
als Algebra angesehen. Wir untersuchen den Einfluß einer Erweiterung A 
des Grundkörpers P auf 2(. 

S atz 1. 2( A ist dann und nur dann vollständig reduzibel - also 
direkte Summe von Körpern -, bei leder Gnmdkörpererweiterung A, wenn 
2( separabel über P ist. (NOETHER [2], [4].) 
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Beweis. A sei so gewählt, daß alle irreduziblen Darstellungen 
von 2:( in A den Grad 1 haben - z. B. A algebraisch abgeschlossen. 
Der Rang des Restklassenringes von 2:(A nach seinem Radikal ffi ist 
gleich der Anzahl dieser irreduziblen Darstellungen, d. h. der ver
schiedenen zu 2:( konjugierten Körper, denn eine Darstellung ersten 
Grades von 2:( in A ist eine isomorphe Abbildung von 2:( auf einen Teil
körper von A, bei der P elementweise fest bleibt. Diese Anzahl ist 
gleich dem Grad von 2:(jP oder kleiner, je nachdem 2:( separabel über P 

ist oder nicht. 
Ein Körper AjP heißt Abspaltungskörper von 2:(, wenn 2:(Ajffi min

destens einen einfachen Bestandteil vom Range 1 abspaltet, d. h. wenn 
es eine absolut irreduzible Darstellung von 2:( in A gibt. 

Ein Abspaltungskörper ist also einfach ein Körper AjP, der einen 
zu 2:( isomorphen Teilkörper AjP enthält. 

AjP heißtZerlällungskörper von 2:(, wenn 2:(Ajffi in einfache Bestand
teile vom Range 1 zerfällt, d. h. wenn alle irreduziblen Darstellungen 
von 2:( in A absolut irreduzibel sind. 

AjP ist dann und nur dann Zerfällungskörper für 2:(jP, wenn in A 
ein Körper rjP enthalten ist, der zum galoisschen Körper von 2:( 

isomorph ist. 
2. Sei jetzt 2:( separabel über P. A sei ein Zerfällungskörper von 2:(. 

Ist (2:( : P) = n, so wird 2:(A direkte Summe von n Körpern, den n iso
morphen Abbildungen (Darstellungen ersten Grades) von 2:( in A ent
sprechend. Diese Körper haben also den Grad 1 über A, d. h. es ist 

or A A· ei , i = i 
u = el + ... + e" mit eiej = . =1= . 

0, Z 1. 

Die verschiedenen Isomorphismen a -+ !Xi von 2:( in A sind durch 

gegeben (Darstellung des Elementes aei durch die Basis der ei). 
Wir wollen den Fall untersuchen, daß 2:(jP galoissch ist; die galoissche 

Gruppe von 2:(jP sei @ = {51' ... , 5J. Wir schreiben aS für das 
Element von 2:(, das aus a durch den Automorphismus 5 hervorgeht. 
Die 5 können auf 2:(A ausgedehnt werden durch die Festsetzung )..S =).. 

für ).. aus A. 
@ wird dadurch zu einer Automorphismengruppe von 2:(A. Da die 

eiA als einfache Bestandteile von 2:(A eindeutig bestimmt sind, so ergibt 
jedes 5 eine Permutation der eiA, insbesondere ihrer Einselemente ei ; 

ef, ... , e~ ist eine Permutation Ps der e1 , ... , e". Liefert ei die Dar
stellung a -+ lXi , so liefert e1 die Darstellung aS -+ !Xi. Da aS' -+ !Xi' . . ., 
aS" -+ !Xi gerade die n verschiedenen Darstellungen von 2:( in A sind, so sind 
e7', ... , e7" die n verschiedenen Idempotente el , ... , en , die wir also 
mit Auszeichnung eines beliebigen unter ihnen auch mit eS" ... , eS" 
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benennen können. Diese Tatsache ergibt unmittelbar, daß die oben ein
geführten Matrizes Ps einfach die Darstellung 5 -+ Ps der Gruppe & sind. 

Ist jetzt a1 , ... , an irgendeine Basis von m/P, so wird die durch 
(af, ... , a~) = As (al' ... , an) definierte Darstellung 5 -+ As von & 
in P mit der Darstellung 5 -+ Ps im Körper A äquivalent sein, denn 
e1 , ... , en und a1 , •.• , an sind ja zwei verschiedene Basen von mA/A, 
die auseinander durch eine Matrix von A hervorgehen. Da aber beide 
Darstellungen in P stattfinden, so sind sie schon im Körper P selbst äqui
valent. Für Gruppen &, deren Darstellungen in P sämtlich vollständig 
reduzibel sind, d. h. für die der Gruppenring in P halbeinfach ist (dafür 
ist notwendig und hinreichend, daß n kein Vielfaches der Charakteristik 
von P ist), folgt dies einfach durch Abzählen der irreduziblen Darstellungen 
(IH, § 4, Satz 1). Im allgemeinen Fall muß etwas anders geschlossen 
werden (DEURING [2J). Die Äquivalenz der beiden Darstellungen 
5 -+ As und 5 -+ Ps bedeutet, daß m eine Basis a1 , •.. , an hat mit 
der Eigenschaft 

(af, ... , a~) = PS(a1 , ••• , an), 

oder, was auf das gleiche hinausläuft, daß die ai die Konjugierten aS" 
eines unter ihnen sind: Normalbasis. 

Bilden wir m dadurch auf den Gruppenring &p = P 51 + ... + P 5n 
von & in P ab, daß wir die Elemente aS', ... , aSn einer Normalbasis 
der Reihe nach den Gruppenelementen 51' ... , 5n entsprechen lassen, 
so ist diese Abbildung ein Operatorisomorphismus, wenn & als Rechts
operatorenbereich genommen wird: 

Sa tz 2. m/P ist operatorisomorph mit dem Gruppeming &p von & 
in P. 

Diese Isomorphie ist nicht eindeutig bestimmt. Jedoch ist das 
Bild in meines Linksideals von &p von der besonderen Wahl des Iso
morphismus nicht abhängig. Denn zwei Isomorphismen unterscheiden 
sich um einen Automorphismus von &p. Dieser Automorphismus 
ist aber einfach die Linksmultiplikation von & mit einem gewissen 
Element r, dessen Inverses r- 1 existiert. Ein Linksideal f von &p 
geht also bei diesem Automorphismus in sich über: r1 = f (wenn auch 
nicht elementweise). 

Die Bilder in m der Linksideale von &p, die also allein durch m 
bestimmt sind, heißen die Galoismoduln von m/P. Jeder Galoismodul 
bestimmt eine Darstellung von &p in p, indem das zugehörige Linksideal 
von &p als Darstellungsmodul genommen wird. 

j8 sei ein Teilkörper von m, der P enthält, und demnach Invarianten
bereich einer Untergruppe Sj von & ist, Sj ist die galoissche Gruppe 
von m in Beziehung auf j8. Dann gilt 

Satz 3. Ein Galoismodul I von m/P, der zugleich j8-Modtd ist, ist 
auch ein Galoismodul von m/j8. Gehört zu 1 als j8-M odul die Darstellung LI 
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von ~, so definiert das gleiche l, als Galoismodul von m/P angesehen, die
jenige Darstellung von ®, die von der Darstellung LI der Untergruppe ~ 
induziert wird. 

Für den Beweis im Sonderfall {= 58 siehe DEURING [2J, im all
gemeinen Fall DEURING [4J. Dieser algebraische Satz läßt Anwendungen 
auf die gruppentheoretische Aufspaltung der Diskriminante eines Zahl
körpers zu, die von ARTIN angegeben wurde. (DEURING [4J.) 

Aus Satz 2 ergibt sich auch ein neuer Beweis für den Hauptsatz 
der galoisschen Theorie (DEURING [2J). 

§ 4. Einfache Algebren. 
Für die Strukturtheorie der einfachen Algebren ist es von Bedeutung, 

ein Mittel zur Entscheidung darüber zu haben, ob in einer einfachen 
Algebra m/P eine zu einer gegebenen Algebra 58/P isomorphe Teilalgebra 
vorhanden ist. m ist voller Matrizesring in einer Divisionsalgebra A, 
m = Ar' Eine zu 58 isomorphe Teilalgebra von m bedeutet demnach 
eine Darstellung r-ten Grades von 58 in A. So erscheint der Darstellungs
begriff als ein natürliches Hilfsmittel in unseren Untersuchu~gen. 

Der Aufbau ist hier wie bei NOETHER [4J. Jedoch ist die Theorie un
abhängig vom Darstellungsbegriff von ALBERT und BRAUER entwickelt 
worden. 

Eine Algebra m/P heißt normal über P, wenn P das Zentrum von m 
ist. Jede einfache Algebra kann als normale Algebra aufgefaßt werden, 
da ihr Zentrum ein Körper ist, der dann als neuer Grundkörper ge
nommen wird. 

1. Eine Übersicht über die möglichen Darstellungen einer Al
gebra 58 in einer normalen Divisionsalgebra gibt uns der etwas all
gemeinere 

Satz 1. Die irreduziblen reziproken Darstellungen einer Algebra 58fP 
mit Einselement in einem Schiefkörper A mit dem Zentrum P werden von 
den einfachen Linksidealen des Restklassenringes von 58A nach seinem 
Radikal als Darstellungsmoduln gegeben. (Die Darstellungen sind, wie in 
III, § 2, immer P-operatorhomomorph, in Anpassung an die eingangs 
erwähnte Fragestellung.) Ein reziproker Darstellungsmodul von 58 in A 
ist 58A-Modul, und umgekehrt. (NOETHER [4J.) 

Beweis. im = AX1 + ... + AXr sei ein reziproker Darstellungs
modul von 58 in A. Wir zeigen, daß im zu einem 58A-Modul gemacht 
werden kann. Da 58 eine Eins hat, ist A Teilbereich von 58A • Um m zu 
einem 58A-Linksmodul zu machen, muß das Produkt c· meines 58A-Ele
mentes c mit einem im-Element m definiert werden. (u1 , ••• , un) = U 

sei eine Basis der Algebra 58. u ist auch eine A-Basis von 58A , c hat 
also eine Darstellung 
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Wir setzen c· m = :2'.ßi· t~im. (1) 

Für die Elemente c von 58 ist das in Einklang mit der von vornherein 
gegebenen Produktbildung von 58 mit rol. 

Die Vertauschungsregel b· o<,m = 0<, • bm (b c 58. 0<, cA, mC rol) 
für den Darstellungsmodul rol dient zum Nachweis des zweiten Modul
axioms c(dm) = (cd)m, c und d aus 58, maus rol. Zunächst ist für 
0<, aus A, a aus 58 und maus rol: O<,a· m = 0<,. am nach der obigen De
finition. (cd)m = c(dm) braucht wegen (1) nur für Elemente c = o<'a, 
d = ß b, 0<" ß cA, a, b c 58 bewiesen zu werden. Es ist 

(O<,a. ßb)m = (O<,ß· ab)m = o<'ß(ab! m) = ·'X(ß(a(bm))) = o<'(a(ß(bm))) 

...:... o<'a(ßbm). 

Die Definition von cm hängt von' der benutzten Basis u nicht ab. 
Zum Beweis betrachten wir eine zweite Basis b = (VI' ' •. , Vn) von 58, 
es sei Ui = 1;eijvj ,. eij c P. 

Weiter sei, (Xl' .•• , Xn ) = ~ gesetzt, 

Ui~ = Ui~ 
Vi~ = Vi~ Ui , Vi Matrizes in A, 

und c = 1;ßiU, = 1;YiVi' Die Bildung von c· m mittels u gibt 

c~ = (1;ßiUj)~ 

mittels b: c~ = (~Yj Vj)~' 
Es ist Yj = 1; eij ßi' und Ui = ~ {!;j Vj , daher 

i 1 

1;yj v. = 1;ßiei'V" 
j J i, j J J 

woraus die Behauptung folgt. . 
Umgekehrt ist ein Linearformenmodul in A, der zugleich 58A-Links

modul ist, reziproker Darstellungsmodul von 58 in A, die Vertauschungs
regel 0<,. am = a· IXm (IX cA, aC 58, mc rol) ist jetzt umgekehrt 
eine Folge der Assoziativregel und der Vertauschbarkeit von IX mit a: 
IX· am = IXa . m = aIX • m =.a . IXm. 

Die irreduziblen reziproken Darstellungen von 58 in A gehören zu 
einfachen Darstellungsmoduln, das sind einfache 58A-Muduln. Die 
einfachen 58-Moduln sind aber nach III, § 2, Satz 4, zu den einfachen 
Linksidealen des Restklassenringes von 58 nach seinem Radikal m 
isomorph. Es ist nur nachzuprüfen, daß 58A halbprimar und m nilpotent 
ist. Da 58A ein A-Modul vom Rang n ist, so sind die Linksideale von 58A 

A-Moduln vom Höchstrang n, sie haben demnach die Maximal- und 
die Minimaleigenschaft, daraus folgt alles nach 11. 
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In dem besonderen Fall einer einfachen Algebra 'i8jP ergeben Satz 1 
und Satz 4 in § 2: 

Satz 2. Eine einfache Algebra 'i8jP hat genau eine irreduzible rezi
proke Darstellungsklasse in einem Schiefkörper A mit dem Zentrum P. 
Alle reziproken Darstellungen von 'i8 in A sind vollständig reduzibel. 
(NOETHER [4], ALBERT [24].) 

2. Wenn 'i8jP einfach ist, so wird 'i8A ein einfacher Ring, also'i8A= A~ 
Matrizesring vom Grade t in einem Schiefkörper A'. Ist r der Grad 
der irreduziblen Darstellung von 'i8 in A, so gilt 

('i8: P) = rt. (2) 

Denn 'i8A ist selbst ein Darstellungsmodul vom Rang ('i8: P), der nach 
Satz 2 in t einfache Moduln (Linksideale) zerfällt, von denen jedes den 
Rang r hat. 

Ist A selbst (Divisions-) Algebra, so tritt zu (2) noch eine andere 
Beziehung für den Rang von A':. 

(A': P)t = (A: P)r. 

(A': P)t ist der Rang eines einfachen Linksideals von 'i8A in Beziehung 
auf P. Der ist aber auch das r-fache des P-Ranges von A, da r der 
A-Rang eines einfachen Linksideals von 'i8A ist. 

3. Wir gehen an die Untersuchung der Teilalgebren einer einfachen 
Algebra. A sei ein Schiefkörper mit dem Zentrum P, A * der zu A rezi
prok isomorphe Schiefkörper. Gibt es zu der einfachen Algebra 'i8jP 
eine isomorphe Teilalgebra des Matrizesringes AI' so hat 'i8 eine rezi
proke Darstellung ften Grades in A * und umgekehrt. Wir sagen dem
entsprechend: 

'i8 ist irreduzibel bzw. reduzibel einbettbar in AI' wenn 'i8 eine irre
duzible (reduzible) Darstellung f-ten Grades in A* hat. 

Nach Satz 2 gibt es genau eine Zahl r, so daß 'i8 irreduzibel in Ar 
einbettbar ist; reduzibel ist 'i8 einbettbar in allen Ar.' s> 1. Wir 
sagen, 'i8 ist s-fach einbettbar in Ars-

Satz 3. Sind 'i81 jP und 'i82jP zwei einfache Teilalgebren von AI' die 
so isomorph aufeinander abgebildet werden können, daß P elementweise 
fest bleibt, so gibt es einen inneren Automorphismus IX -+- ß-1IXß Von AI' 
der diesen Isomorphismus 'i81 ~ 'i82 umfaßt. (NOETHER [4], SKOLEM [1].) 

Beweis. 'i81 und 'i82 ergeben bei der reziprok isomorphen Abbildung 
von AI auf, Ar zwei reziproke Darstellungen gleichen Grades einer 
Algebra 'i8 in A *; diese sind nach Satz 2 äquivalent, gehen also durch 
Transformation IX -+- ß-1 IX ß auseinander hervor. 

Satz 4. Il( sei ein einfacher Ring, also Matrizesring in einem Schief
körper A, dessen Zentrum P sei, Il( = AI. 'i8jP sei eine in Il( enthaltene 
einfache Algebra. Die Gesamtheit ~ der mit 'i8 elementweise vertausch
baren Elemente von Il( ist wieder ein einfacher Ring, also Matrizesring 
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in einem Schiefkörper r, Q; = r.. r ist reziprok isomorph zu dem 
Schiefkörper r*, in dem 58A* Matrizesring ist: 58A* = rr*' Die Ein
bettung von 58 in m: = AI ist s-fach. Der Durchschnitt 58 n Q; ist das 
Zentrum von 58. (NOETHER [4].) 

Beweis. Die letzte Behauptung über 58 n Q; folgt aus der Defini
tion von Q; unmittelbar. 

Die Voraussetzung über 58 besagt, daß eine reziproke Darstellung 
i-ten Grades von 58 in A* vorhanden ist, 

im = A * Xl + ... + A * XI 

sei Darstellungsmodul für diese Darstellung. Zur Abkürzung sei die 
Spalte der Xi mit ~ bezeichnet. Für ein Element b von 58 ist die durch 

b~ = B~ 
definierte Matrix in A * das Bild von b bei einer reziprok isomorphen 
Abbildung von m: = AI auf Ai. Einem Element c von Q; mag bei der 
gleichen Abbildung die Matrix Centsprechen. 

Die mit BC = CB gleichbedeutende Beziehung bc = cb hat zur 
Folge, daß 

b· C~ = B. C~ \4) 

.gilt: b· C~ = C· b~ nach der Vertauschungsregel III, § 1 (4) für im. 
C· b~ = CB· ~ = BC· ~ = B· C~. Das gilt auch umgekehrt. Ist für 
eine Matrix C die Gleichung (4) mit jedem bc 58 richtig, so wird BC 
= C B. Die Elemente von Q; sind also durch (4) gekennzeichnet. 

(4) bedeutet aber, daß die durch den Übergang von ~ zu C~ ge
gebene A *-operatorisomorphe Abbildung von im auf einen Teilmodul 
auch für die 58-Elemente als Operatoren operatörtreu ist. Fassen wir 
also im gemäß Satz 1 als 58A*-Modul auf, so ist durch ~ -+ C~ ein Ope
ratorautomorphismus von im als 58A*-Modul gegeben. Ist 58A* = rf, so 
wird nach II, § 9, Satz 4, der Ring der C zu r: isomorph, falls im 
Summe von s einfachen Moduln ist. Q; wird daher zu r: reziprok iso
morph. Damit ist der Beweis beendet. 

Dem Satz 4 sei noch eine Bemerkung hinzugefügt: 
Da sich 58 s-fach in m: = AI einbetten läßt, so ist f durch steilbar 

und 58 ist irreduzibel einbettbar in All.' Der Beweis von Satz 4 zeigt, 
daß der mit 58 in All. elementweise vertauschbare Teilring von "Alls 
zu r isomorph ist. 

4. Bislang war von beliebigen einfachen Ringen m:= AI die Rede, 
jetzt betrachten wir einfache Algebren m:. 

Satz 3 behält seine Bedeutung. Er kann aber auch auf die Auto
morphismen von m: selbst angewendet werden und ergibt: 

Satz 5. Die P elementweise festlassenden Automorphismen einer ein
fachen Algebra über P sind innere Automorphismen. (NOETHER [4], 
SKOLEM [1], BRAVER [5].) 
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Satz 4 kann verschärft werden: ~ wird auch eine einfache Algebra, 
die Beziehung zwischen ~ und ~ erweist sich als symmetrisch, und es 
gelten gewisse Rangrelationen: 

Satz 6. ~/P sei eine einfache Algebra. Die einfachen Teilalgebren 
von ~ zerfallen in Paare ~, ~ derart, daß ~ aus der Gesamtheit der mit ~ 
elementweise vertauschbaren Elemente von ~ besteht und umgekehrt. 
~ und ~ haben das gemeinsame Zentrum ~ n~. Es 'wird (~: P} 
= (~: P) (~: P). (ALBERT [22], NOETHER [4], BRAUER [5].) 

Beweis. Es sei ~ = AI' A Divisionsalgebra. Die Einbettung von 58 
in ~ sei s-fach, also f = r s, wenn r der Grad der irreduziblen Darstel
lung von ~ in A* ist. Es wird dann nach Satz 4 ~ = F., wenn ~A* 
= Fr Nach (3) gilt 

(F*: P)tr = (A: P)r2 • 

Nach (2) ist tr = (~ : P), also 

(F*: P) (~: P)S2 =(A: P)r2s2. 

Da (r*: P) S2 = (~: P), r s = f ist, so folgt 

(~ : P) (~ : P) = (~: P). 

Aus dieser Rangrelation folgt, daß der Ring der mit ~ element
weise vertauschbaren Größen von ~, der 58 umfaßt, nicht größer als ~. 
also gleich ~ ist. 

~ ist irreduzibel in Af/. einbettbar und in Af/8 elementweise ver
tauschbar mit einer zu r isomorphen Teilalgebra F'. Sei ~ = Bq, 
B Divisionsalgebra. Die umgekehrte Anwendung von Satz 4 zeigt, 
daß F' q-fach'in Af/8' also irreduzibel in A I /8q einbettbar ist, der mit F' 
elementweise vertauschbare Teilring von AI /8q ist mit B isomorph. Daher 

Satz 7. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 6 ist f teil
bar durch das Produkt der 1'11 atrizesgrade q und s von ~ = Bq, ~ = F 8 • 

Die Divisionsalgebren B, F werden einem Paar von elementweise ver
tauschbaren Teilringen von AI /q8 isomorph. (NOETHER [4].) 

Satz 8. Die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 6. Das inner
halb ~ gebildete Produkt von ~. und ~ ist direkt, wenn das gemeinsame 
Zentrum ~ n ~ von ~ und ~ als Grundkörper genommen wird. ~ X ~ 
ist der mit ~ n ~ elementweise vertauschbare Teilring von ~, also die 
größte Teilalgebra von ~ mit dem Zentrum ~ n~. (BRAUER [6].) 

Beweis. Das direkte Produkt von ~ und ~ über ~ n ~ kann, da 
~ mit ~ elementweise vertauschbar ist, ringhomomorph auf das in ~ 
gebildete Produkt abgebildet werden. Da aber das direkte Produkt 
von ~ und ~ einfach ist (§2, Satz 5), so ist die Abbildung ein Iso
morphismus. Es gilt daher die Rangrelation 

(~~ : P) / (~ n ~ : P) = (~~ : ~ n ~) = (~ : ~ n ~) (~ : ~ n ~) 
= (~: P) (~: P)/(~ n ~: P)2 = (~: P)/(~ n ~: P)2, 

(~~ : P) (~ n ~ : P) = (~ : P) . 
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Nach Satz 6 sind also 58~ und 58 n ~ ein Paar elementweise vertausch
barer Teilringe von m. 

5. Eine Folgerung aus Satz 8 ist 
Satz 9. Ist 58jP eine einfache normale Teilalgebra der einfachen 

normalen Algebra mjP, so ist m das direkte Produkt von 58 mit einer 
anderen einfachen normalen Teilalgebra ~jP von m. (WEDDERBURN [1J, 
ALBERT [19J). 

Wir nennen eine einfache normale Algebra mjP primär, wenn sie 
keine echte normale einfache Teilalgebra enthält. Eine primäre Algebra 
ist notwendigerweise eine Divisionsalgebra oder eine volle Matrizes
algebra Pp vom Primzahlgrad p. 

Aus Satz 9 ergibt sich 
S atz 1 O. Jede Algebra ist direktes Produkt von primären T eilalgebren. 

(BRAUER [3J, [6J, ALBERT [19].) 
Später wird sich ergeben, daß der Rang einer primären Algebra 

über ihrem Zentrum stets eine Primzahlpotenz ist (V, § 3). 
6. Zwei einfache Algebren mund m' über dem Körper P heißen 

ähnlich, in Zeichen m (Xl m', wenn sie Matrizesringe in der gleichen Divi
sionsalgebra sind: m = Ar, m' = Ar" Alle einfachen Algebren über P 
zerfallen in Klassen von paarweise ähnlichen Algebren; jede Klasse ge
hört zu einer Divisionsalgebra. Wir schreiben {m} für die Klasse, der m 
angehört. Aus m "'" m', 58 (Xl 58' folgt m X 58 c-.:; m' X 58' . Denn es ist 

Ar X Bs = A X B X Pr X Ps = A X B X Prs = (A X B)r8' 

Nach § 2, Satz 4, 5, ist das direkte Produkt von zwei einfachen 
normalen Algebren über P wieder einfach und normal über P. Wir 
können das Produkt zweier Klassen {m}, {58} von über P normalen ein
fachen Algebren erklären als die Klasse, der die Produkte m X 58 an
gehören. Die Produktbildung führt nicht aus dem Bereich der nor
malen Klassen heraus, sie ist assoziativ und kommutativ. Darüber 
hinaus gilt aber 

Sa tz 11. Die Klassen einfacher normaler Algebren über P bilden 
eine Gruppe. (BRAUER [3J, ALBERT [17J, [19J, NOETHER [4].) 

Beweis. Gruppeneins ist die Klasse {p}. Ist m* die zu m invers 
isomorphe Algebra, so ist m X m* CXJ 1. Dies folgt aus Satz 4, wenn 
die Einbettung von m in m = At selbst vorgenommen wird. Es wird 
~ = p, somit m X m* = Pt. Indessen ist Satz 4 zum Beweis nicht 
nötig, einfacher, wenn auch nicht grundsätzlich verschieden, ist fol
gende Schlußweise : A hat eine reziproke Darstellung ersten Grades 
in A*. Für den Rang der in A X A* enthaltenen Divisionsalgebra A' 
ergibt sich, nach (3), (A':P)=(A*:P)rjt=1, denn es ist r=1, und, 
nach (2), t = (A*: P)jr = (A*: P). 

Allgemeine Sätze über die Gruppe der Algebrenklassen in V, § 3. 
Dort wird insbesondere gezeigt, daß alle Elemente der Algebrenklassen-
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gruppe endliche Ordnung haben. In besonderen Fällen werden wir die 
Algebrenklassengruppe vollständig aufstellen (für Galoisfelder, reell ab~ 
geschlossene Körper, ~-adische Zahlkörper, Zahlkörper). Sie steht in 
tiefem Zusammenhang mit den algebraischen und arithmetischen 
Eigenschaften von P. 

7. Zerfällungskörper einfacher normaler Algebren. 
Satz 12. Ist 2l/P eine einfache normale Algebra, Zein Erweiterungs

körper von p, so ist auch 2lz eine einfache normale Algebra über Z. (AL
BERT [19], NOETHER [4].) 

Beweis folgt aus § 2, Satz 5. 
Alle Algebren 2l einer Klasse {2l} von P gehen demnach bei Er

weiterung von P über in Algebren 2lz einer Klasse {2lz} von Z; diese 
heißt die Erweiterungsklasse von {2l}. 

S atz 13. Ist Z eine endliche Erweiterung von P, so ergibt sich die 
zur Klasse {2lz} gehörige Divisionsalgebra Ll/Z aus der zu {2l} gehörigen 
Divisionsalgebra A folgendermaßen: Z sei irreduzibel einbettbar in Ar' 
Dann ist Ll isomorph zu dem mit Z elementweise vertauschbaren Teilring 
von Ar. (ALBERT [24], BRAUER [5], NOETHER [4].) 

Das folgt aus Satz 4. 
Ein Erweiterungskörper Z/P heißt Zerfällungskörper der Klasse {2l} 

oder auch der einzelnen Algebra 2l, wenn {2lz} die Einsklasse ist, d. h. 
wenn alle Algebren 2lz volle Matrizesringe über Z sind oder, wie wir 
auch mitunter sagen werden, wenn die 2lz vollständig zerfallen. 

Die Existenz von Zerfällungskörpern endlichen Grades wird sich 
sogleich ergeben. Vgl. auch BRAUER-NoETHER [1]. 

Aus Satz 13 folgt 
Sa tz 14. Die endliche Erweiterung Z/P ist dann und nur dann Zer

fällungskörper der Klasse {2l}, wenn, unter A die zu 2l gehörige Divisions
algebra verstanden, die irreduzible Einbettung von Z in Ar einen maxi
malen Teilkörper von Ar gibt. (ALBERT [19], NOETHER [4], BRAUER.) 

Beweis. Ist Z Zerfällungskörper, so ist {2lz} = 1, 2lz gehört zur 
Divisionsalgebra Ll = Z, Satz 4, auf ~ = Z angewendet, ergibt also, 
daß Z maximaler Teilkörper von Ar, wenn die Einbettung von Z in Ar 
irreduzibel ist. Ist umgekehrt Z maximaler Teilkörper von Ar, so wird 
Ll = Z, da Adjunktion eines einzigen Elementes von Ll zu Zeine 
kommutative Erweiterung von Zergibt. 

Wir bemerken noch, daß ein maximaler Teilkörper von Ar' der 
irreduzibel in Ar eingebettet ist, zugleich maximaler Teilring ist. Das 
folgt aus Satz 4, der elementweise mit Z vertauschbare Teilring von Ar 
ist Divisionsalgebra. 

Die Existenz von Zerfällungskörpern endlichen Grades ist jetzt 
leicht einzusehen: Ein maximaler Teilkörper der zu 2l gehörigen Divi
sionsalgebra A ist irreduzibel in A eingebettet, muß also Zerfällungs
körper sein. 
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Satz 15. Ist m/p eine einfache normale Algebra, so ist (m: P) eine 
Quadratzahl. (WEDDERBURN [1].) 

Beweis. Ist Z Zerfällungskörper von m, so wird mz voller Matrizes
ring über Z, (mz : Z) = (m: P) ist also eine Quadratzahl. 

Wesentlich sagt Satz 15 etwas aus für Divisionsalgebren. Ist m2 

der Rang der Divisionsalgebra, die in m enthalten ist, so heißt m der 
Index von m oder auch der ganzen Klasse {m}. (m: P) ist durch das 
Quadrat des Index m teilbar. 

Einen anderen Beweis von Satz 15 erhalten wir aus Satz 6: Ist Z 
maximaler Teilkörper der Divisionsalgebra A, so wird nach Satz 6 
(Z : P)2 = (A : P). Damit ist zugleich gezeigt: 

Satz 16. Der Grad eines maximalen Teilkörpers einer normalen 
Divisionsalgebra ist gleich ihrem Index. (DICKSON [6J, [10J.) 

Allgemeiner gilt 
Satz 17. Ist der Zerfällungskörper Z von {m} irreduzibel einbettbar 

in Ar, so wird (Z: P) = mr, m ist der Index von m. (NOETHER [4J, AL
BERT [19].) 

Wir können die gleiche Betrachtung anwenden auf irgendeine end
liche Erweiterung A von P. Bedeutet A die Divisionsalgebra der Klasse 
{m}, LI die der Erweiterungsklasse {mA } , so ergibt sich 

(A: P)2(LI: P) = (Ar: P) = (A: P)r2, 

falls A irreduzibel in Ar einbettbar ist, der Index m' von {mAl ist also 

m' = mr/(A: P), 

wenn m der Index von {m} und r der Grad der irreduziblen Einbettung 
von A in A ist. (ALBERT [19J, NOETHER [4].) 

Satz 18. Jede Klasse {m} hat separable Zerfällungskörper, sogar 
solche, die maximale Teilkörper der zu {m} gehörigen Divisionsalgebra 
sind. (KÖTHE [4], NOETHER [4J, ALBERT [32J.) 

Beweis. [J sei eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von P. 
Danach § 2, 3 An halbeinfach ist, so ist die Diskriminante von A/P 
nicht gleich Null (111, § 5, Satz 3). Daraus folgt, daß es in A Elemente d 
mit von Null verschiedener Spur gibt, die nicht im Grundkörper P 
liegen [für eine Basis u1 ' ... , U n von A/P können nicht alle Produkte 
UiU1 ' ••• , uiun in P liegen, aber auch nicht alle Spuren S (uiu p ) = 0 
sein]. Ist aber die Spur von d nicht gleich Null, so ist dein separabies 
Element. Hat A den Index m, so ist der Index von Ap(d) gleich 
m1 = m/(P (dl : P). Dieses Verfahren ergibt nach endlich vielen Schrit
ten eine separable Erweiterung Z = P (d, d1 , ... ) von P mit Az <Xl 1 , 
w.z. b.w. 

ALBERT [32] beweist, daß für ein vollkommenes P mit Charakte
ristik p =F 0 der Index einer Algebra m/p nicht durch p teilbar ist. Bei 
unvollkommenem P der Charakteristik p gibt es dagegen Algebren mfP' 
mit durch p teilbarem Index. (KÖTHE [4J). 
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8. Die vorangegangenen Sätze haben uns, wie die galoissche Theorie 
im kommutativen, eine Übersicht über die Teilkörper und Teilalgebren 
einer einfachen Algebra, insbesondere einer Divisionsalgebra gebracht. 
Die Analogie kann noch weiter getrieben werden: es gibt ein gewisses 
Äquivalent des Hauptsatzes der galoisschen Theorie: 

Die Automorphismengruppe einer einfachen Algebra 2l in Beziehung 
auf ihr Zentrum haben wir schon als die Gruppe der inneren Auto
morphismen erkannt. Wir wollen die Automorphismengruppe @ von 
2l/P die galoisscheGruppe von 2l/P nennen. Bezeichnet 2l" die Gruppe 
der Nichtnullteiler einer Algebra 2l, so ist also @ = 2l"/P". Jeder 
Untergruppe Sj von @ entspricht eine Untergruppe H von 2l". 
Sj = H/P". Eine Untergruppe Sj von @ soll abgeschlossen heißen, 
wenn das zugehörige H die Gruppe der Nichtnullteiler einer einfachen 
Teilalgebra m von 2l ist, H = m'~. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß eine einfache Algebra m/p 
durch m" erzeugt wird, d. h. daß m" nicht schon in einer echten Teil
algebra von m enthalten ist (für Divisionsalgebren m ist es selbstver
ständlich). Beachten wir dies, so folgt aus Satz 6 

Sa tz 19. Die einlachen Teilalgebren m/p einer einlachen normalen 
Algebra 2l/P entsprechen den abgeschlossenen Untergruppen Sj der galois
schen Gruppe @ von 2l/P eineindeutig, so daß Sj die volle Gruppe aller m 
elementweise lestlassenden Automorphismen von 2l/P und umgekehrt m 
der Ring aller Elemente von 2l ist, die bei allen in Sj enthaltenen Auto
morphismen von 2l/P lest bleiben. (NOETHER [4J. SHODA [1J, BRAUER [5].) 

Über Divisionsalgebren unendlichen Ranges: KÖTHE [3]. 

§ 5. Abspaltungskörper und Zerfällungskörper bei beliebigen 
Algebren. (NOETHER [4J, VAN DER WAERDEN [4J.) 

Der Begriffsname Zerfällungskörper erschien zweimal: bei alge
braischen Erweiterungskörpern Z/P und bei einfachen normalen Alge
bren. Beide Begriffe sind nur besondere Fälle eines allgemeineren Be
griffes: 

Eine Erweiterung Z des Grundkörpers P einer Algebra 2l/P heißt 
ein Zerlällungskörper von 2l, wenn alle in Z irreduziblen Darstellungen 
von 2l schon absolut irreduzibel sind. 

Im Falle eines Körpers 2l ist das wörtlich die Definition in § 3. 
aber auch für eine einfache normale Algebra ergibt die gegenwärtige 
Definition das gleiche wie in § 4. In der Tat ist die einzige absolut 
irreduzible Darstellung einer einfachen normalen Algebra 2l 12-ten Ranges 
vom Grade I, und ein Zerfällungskörper wurde gerade definiert als ein 
Körper Z, für den 2lz Summe von I einfachen Linksidealen wird. Wir 
erkennen zugleich, daß es für einfache normale Algebren nicht nötig 
ist, Abspaltungskörper gesondert einzuführen wie in § 3; es gibt ja nur 
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eine absolut irreduzible Darstellung. Jetzt aber definieren wir all
gemein: 

Z ist ein Abspaltungskörper der Algebra mjP, wenn mindestens eine 
der in Z irreduziblen Darstellungen von m absolut irreduzibel ist. 

Aus den Ergebnissen der letzten Paragraphen schließt man leicht: 
Ist mjP eine einfache Algebra mit dem Zentrum .8, so sind die Ab

spaltungskörper von m gegeben durch die maximalen Teilkörper der zu m 
ähnlichen Algebren. Ein Zerfällungskörper ist Kompositum eines Ab
spaltungskörpers mit einem Zerfällungskörper von .8, also mit einem 
Körper, der einen zu dem Normalkörper von .8 isomorphen Teilkörper 
enthält. 

Wir können auch von Zerfällungs- und Abspaltungskqrpern einer 
einzelnen irreduziblen Darstellung von m in P sprechen, darunter soll 
einfach ein Zerfällungs- bzw. Abspaltungskörper des einfachen Bestand
teils des Restklassenringes von m nach seinem Radikal verstanden 
werden, zu dem die irreduzible Darstellung gehört. 

Während für Körper ein Abspaltungskörper (Zerfällungskörper) 
immer einen Abspaltungs- (Zerfällungs-) Körper vom kleinstmöglichen 
Grad enthält (nämlich einen zu dem gegebenen Körper bzw. dessen 
Normalkörper isomorphen Körper), so ist das für nichtkommutative 
Algebren nicht der Fall (BRAuER-NoETHER [1J geben für den rationalen 
Quaternionenkörper minimale Zerfällungskörper vom Grade 2" bei be
liebigem n an). 

§ 6. Divisionsalgebren über Galoisfeldern und reell 
abgeschlossenen Körpern. 

Wir wenden die allgemeinen Sätze in § 4 auf zwei besondere Fälle 
als Beispiele an: 

Satz 1. Jeder Schiefkörper mit endlich vielen Elementen ist kommu
tativ, ist also ein Galoisfeld. (ARTIN [1l, DICKSON [10J, WEDDERBURN [6J, 
WITT [1J, VAN DER WAERDEN [2].) 

Beweis. Ein endlicher Schiefkörper A ist eine normale Divisions
algebra über einem Galoisfeld P. Alle maximalen Teilkörper von A 
sind isomorph (weil es nur einen Typ von Galoisfeldern" gegebener Ele
mentezahl gibt). Nach § 4, Satz _ 3, gehen sie alle aus einem durch 
Transformation hervor. Die Gruppe ® der von Null verschiedenen 
Elemente von A ist also die Vereinigungsmenge der Konjugierten einer 
ABELschen Untergruppe (der multiplikativen Gruppe eines maximalen 
Teilkörpers). Wäre A nicht kommutativ, so wäre ® die Vereinigung der 
Konjugierten einer echten Untergruppe -S). Das ist aber bei einer end
lichen Gruppe unmöglich. Denn da zwei Elemente a und ha einer 
Restklasse S)a die gleiche konjugierte Gruppe a-1h-1S)ha = a-1S)a 
ergeben, so ist die Anzahl der verschiedenen a-1S)a höchstens gleich 

_ dem Index von S), die Anzahl der Elemente in der Vereinigung der 

Ergebnisse der Mathematik. IV/I. Deuring. 4 . 



50 IV. Einfache Aigebren. [56 

a- 1 ~a also nur dann gleich der Ordnung von @, wenn wirklich (@ : ~) 
verschiedene a-l~a vorhanden sind und diese kein Element gemein
sam haben. Sie haben aber alle die Eins gemeinsam. 

Eine andere Beweismöglichkeit für Satz 1 in V, § 5. 
Satz 2. P sei der Körper der reellen Zahlen oder auch nur ein reell 

abgeschlossener Körper. Die einzige normale Divisionsalgebra AlP ist die 
Quaternionenalgebra A PP' p' P k = ·1+ ·z+ ·1+ . 
mit der Multiplikationstafel 

i 2 = j2 = k2 = -1, 

ij=-ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=j. 
Beweis. Da p(Fi) die einzige echte algebraische Erweiterung 

von P ist, so ist ein maximaler Teilkörper P (i), i 2 = -1 von A vor
handen, und der Index von A ist 2. Nach § 4, Satz 3, gibt es ein jo =1= 0 
in A mit jö1ijo = -i. Da jo nicht in P (i) liegen kann, so wird A von i 
und jo erzeugt, denn zwischen P (i) und A kann keine Algebra liegen 
(P(il/P = 2, AlP = 4). Wegen jö2i1~ = i liegt also j~ im Zentrum 
und muß ein negatives Element -1X2 sein, weil, jo nicht in P liegt. 
Setzen wir jolX- 1 = j und ij = k, so wird, wie leicht nachzurechnen, 
1 , i, j, k eine Basis von AjP mit dem angegebenen Multiplikations
schema. (Vgl. auch HAZLETT [2].) 

§ 7. Rangpolynome, Hauptpolynome, Spuren und Normen 
bei einfachen Algebren. 

1. Die in I, § 1, 4, eingeführten Begriffe charakteristisches Poly
nom, Minimalpolynom, Rangpolynom und Hauptpolynom wollen wir 
für einfache Algebren näher untersuchen. Eine sinngemäße Ausdehnung 
der Ergebnisse auf halbeinfache Algebren ist leicht. 

S11jP sei einfach, Z sei das Zentrum von S11, (Z: P) = m, (2(: Z) = n2, 

der Index von 2( sei no, so daß die in S11 enthaltene Divisionsalgebra A 
den Rang n~ über Z hat. Wir wollen uns auf den Fall beschränken, 
daß das Zentrum Z separabel über P ist. 

Satz 1. Das Rangpolynom F(x; ~l' .•. , ~",n') von 2(jP ist irredu
zibel und (in x) vom Grad mn. 

Beweis. Da nach Satz 5 in § 4 eine kommutative Teilalgebra 
von 2( höchstens den Rang nm über P hat, das allgemeine Element y 
aber eine kommutative Teilalgebra von 2(P(Öl, ... , ;,,'m) erzeugt, so hat F 
höchstens den Grad nm. Andererseits hat S11p(~l' •.. ,;".",) separable Teil
körper vom Grade nm über P. Denn ist .Eo ein separabier maximaler 
Teilkörper von A, A eine Nullstelle des in .Eo (~l' ... , ~n'''') irreduziblen 

~ ~-1 
Polynoms xn. +~lXno + ... +(n, so ist.Eo(~l" "'~n'm' A) =,Eeinnach 

n. 
§ 4 in 2(P(;l, ... ,;n'm) einbettbarer separabler Körper. Da das Minimal-



67] § 7. Spuren und Normen bei einfachen Algebren. 51 

polynom eines primitiven Elementes e von E den Grad nm hat, so 
muß das Rangpolynom mindestens diesen Grad haben, weil es durch 
Spezialisierung in das Minimalpolynom von e übergeht. Da außerdem 
das Minimalpolynom von e irreduzibel ist, so gilt gleiches für das Rang
polynom. 

Wir haben zugleich erkannt, daß das Hauptpolynom eines Elementes 
von m: den Grad nm hat. 

Satz 2. Für eine einfache Algebra m: vom Range n2 über ihrem Zen
trum ist das charakteristische Polynom eines Elementes die n-te Potenz 
des Hauptpolynoms. 

Beweis. Dies gilt für das allgemeine Element, weil dessen Haupt
polynom, das Rangpolynom, irreduzibel ist. Durch Spezialisieren ergibt 
sich die Behauptung für beliebige Elemente von m:. 

2. Satz 3. Ist m: einfach und normal über P, so ist die galoissche 
Gruppe des Rangpolynoms von m: die volle symmetrische Gruppe. (AL

BERT [3].) 
Beweis. ZjP sei ein Zerfällungskörper endlichen Grades von m:. 

Das Rangpolynom F(x; e) von m:jP ist gemäß seiner Definition auch 
Rangpolynom von m:zjZ. Da m:z voller Matrizesring vom Grade n über Z 
ist, so ist jede Erweiterung n ten Grades von Z (ei' ... , en.) in 2{Z(~l' .•• , ;,,) 

einbettbar. Insbesondere gilt das für den KörperZ(el , ... , en., '), wo, 
eine Nullstelle des Polynoms xn + e1xn - 1 + ... + ~n ist. Da , durch 
Spezialisierung aus dem allgemeinen Element y hervorgeht, so ist die 
galoissche Gruppe des zu , gehörigen Polynoms eine Untergruppe der 
galoisschen Gruppe des Rangpolynoms. Das Polynom mit der Null
stelle' hat aber unabhängige Unbestimmte über Z als Koeffizienten, 
hat also die volle symmetrische Gruppe als Galoisgruppe; das gleiche 
gilt daher auch für das Rangpolynom, w. z. b. w. 

Eine Folgerung aus Satz 3 ist: 
Satz 4. Gilt für Polynome in I? der HILBERTSche Irreduzibilitäts

satz, d. h. lassen sich in jedem irreduziblen Polynom f(x; e1 , •.• , ~T) von 
unabhängigen Unbestimmten x, ~l' •.. , ~T die ~i so durch P-Elemente ~i 
ersetzen, daß f (x, ~l' .•. , ~T) irreduzibel bleibt. so enthält jede normale 
einfache Algebra vom Index n über·P affektlose Körper n-ten Grades 
(solche mit der symmetrischen Gruppe als Galoisgruppe). (ALBERT [3].) 

Die endlichen algebraischen Zahlkörper fallen unter die in Satz 4 
genannten Körper, Algebren über endlichen Zahlkörpern enthalten also 
affektlose Körper vom Höchstgrad (vgl. hierzu VII, § 5, Satz 2). 

3. a -'>- A sei eine Darstellung der einfachen Algebra m:fP mit sepa
rablem Zentrum Z, welche jede absolut irreduzible Darstellung genau 
einmal enthält. Da m:A für einen Zerfällungskörper A von m: gleich der 
direkten Summe von m = (Z : P) vollen Matrizesringen vom Range 
n2 = (m:: Z) über A ist, so gibt es m absolut irreduzible Darstellungs
klassen, alle vom Grad n. a -'>- A hat also den Grad mn. 

4* 
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Die Spur Sa von A, also die Hanptspur im Sinne von III, § 4, 
heißt die Spur von a schlechthin; soll zum Ausdruck gebracht werden, 
daß die Spur von a als Element der Algebra m: über dem Grundkörper P 
gemeint ist, so schreiben wir ausführlicher S'1!-+pa. 

Entsprechend heißt IA I = Na = N~(-+pa die Norm von a schlecht
hin. Da das n-fache von S a die mittels der Hauptdarstellung von m: 
gebildete Spur von a ist, so zeigt sich, daß S a rational ist, d. h. im 
Grundkörper P liegt - vorausgesetzt, daß n kein Vielfaches der Cha
rakteristik von P ist. Von dieser Einschränkung uns frei machen und 
Entsprechendes auch für die Norm beweisen, können wir mittels 

Satz 5. Das Hauptpolynom von a ist das charakteristische Polynom 
der Matrix A. 

Beweis. Die Matrix A, n-mal diagonal aneinandergereiht, ergibt 
die Matrix der regulären Hauptdarstellung (in transformierter irratio
naler Gestalt). Daher ist die nte Potenz des charakteristischen Poly
noms von A das charakteristische Polynom von a, nach Satz 4 wird 
mithin das charakteristische Polynom von A das Hauptpolynom von a. 

Satz 6. Ist j(x) = xnm - IXXmm- 1 + ... + (_1)nm ß das Hau-pt
polynom von a, so ist IX = S~(-+pa, ß = N~(-+pa. 

v. Faktorensysteme. 
§ 1. Faktorensysteme und Transformationsgrößen. 

1. Die normale einfache Algebra m: vom Range n2 über p. habe 
einen galoisschen maximalen Teilkörper ~. Durch n in Beziehung 
auf ~ linear unabhängige Größen u 1', ... , un läßt sich jedes Element a 
von m: eindeutig in der Gestalt 

a = k1u1 + ... + knun 

mit Koeffizienten k aus ~ ausdrücken, und die Struktur von m: ist 
bekannt; wenn die Vertauschungsregeln 

uik = ~cij(k)uj' k aus $t, cij(k) aus $t, 
i 

und die Multiplikationsregeln 

uiuj = ~dijIUI' 
I bekannt sind. 

Satz 3 in VI, § 4, legt nahe, als ui Elemente Us in Ansatz zu bringen, 
welche die n Automorphismen S von ~/P erzeugen: Ui/kus = JtS für k 
aus ~. Dann nehmen nämlich die Vertauschungsregeln die einfache 
Form 'l.'<: kus = Uslr 

an, und die Multiplikationsregeln werden eingliedrig 

aS,T aus $t. 
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Das folgt daraus, daß US~USUT als mit jedem Element von ~ ver
tauschbares Element von m: zu ~ gehören muß (VI, § 4, Bemerkung 
nach Satz 14). Beweisen wir also noch, daß solche n Gräßen Us in Be
ziehung auf ~ linear unabhängig sind, so ist gezeigt: 

Satz 1. Eine normale einfache Algebra m:/P vom Range n2 mit dem 
galoisschen maximalen Teilkörper ~ enthält n den Automorphismen S 
von ~/P zugeordnete Elemente us , durch die iedes Element a von m: linear 
mit Koeffizienten aus ~ ausgedrückt werden kann, und die die Relationen 

u;/kus =~, lür iedes k aus sr (1) 
USuT = uST aS,7" aS,T aus ~ (2) 

erfüllen. 
Die lineare Unabhängigkeit der Us oder, was das gleiche bedeutet, 

die Gleichung (~US""" ~uSn) = m: ergibt sich nach L. SCHWARZ 
folgendermaßen: 

~us ist ~-Linksmodul, nach (1) aber auch ~-Rechtsmodul, also 
Darstellungsmodul von ~ in ~; und nach (1) ist die durch ihn erzeugte 
Darstellung gerade k - ~. Die Summe im = (~USl' ••. , ~us .. ) ist 
infolgedessen ein Darstellungsmodul von ~ in ~, und die von im er
zeugte Darstellung ist vom Grade n, weil sie die n in äquivalenten 
Darstellungen k - kS enthält. Daher ist m vom Range n· über sr, 
w. z. b. w. Wir können m: = ~u; + ... + 5run schreiben. 

2. Die einfache Form der Relationen (1) und (2) legt es nahe, zu 
einem gegebenen galoisschen Körper ~/P vom Grade n einen Ring m: 
zu konstruieren durch Einführung von n den Automorphismen S von 
~/P zugeordneten Symbolen U s und von Relationen 

kus = usks, 

aST=FOaUS~, 

die zusammen mit dem distributiven Gesetz für die Elemente des 
Linearformenmoduls 

eine Multiplikation stiften. Es ist unmittelbar einleuchtend, daß m: auf 
diese Weise zu einer Algebra über P wird, falls die Gräßen aS,T die 
Relationen _ R 

aS,TRaT,R - aST,RaS,T (3) 

erfüllen, die sich aus den Assoziativbedingungen 

US(uTUR) = (USUT)UR 

durch Ausmultiplizieren auf beiden Seiten ergeben. Ein System von 
n2 Elementen aS,T =F 0 aus sr, die den Relationen (3) genügen, heißt ein 
Faktorensystem zu dem galoisschen Körper sr/P. 

Diese Betrachtungen erhalten ihre Bedeutung durch den 
Satz 2. aS,T sei ein Faktorensystem zu dem galoisschen Körper 

n-ten Grades ~/P. Die mittels n Symbolen Us und der Relationen (1), (2) 
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definierte Algebra )2( = srus + ... + srusn ist einfach und normal über P. 
)2( heißt das verschränkte Produkt von sr mit seiner galoisschen Gruppe @ 

zum Faktorensystem as T ~tnd wird mit m = (a, sr) bezeichnet. 
Beweis. 1.)2( hat ~ine Eins, nämlich 1=ai:,1 E1fE : Es ist nach (1), (2) 

ai:;EUE'"L, ksus = L, ai:,1Ea~~;ks~ts 
und s S 

L, ks 1tS ' ai:,IEuB = ~ ksaj,{;/ aZ,-~us. 
S s 

Es ist aber ai, B = aB, s' wie aus (3) durch Ersetzen von S durch E, 
von T durch E und von R durch S folgt; ferner aB, E = as, E' das ergibt 
sich aus (3), indem man T und R durch E ersetzt. 

Die Elemente 1 . k, k aus sr, identifizieren wir mit den k, dadurch 
wird sr, wie in I; § 1, ein Teilkörper von m, und zwar wird sr = 1 . sr 
= ai:;EuBsr = uEsr. Ebenso identifizieren wir '[ts' '1 mit us ' 

Jedes U s hat ein Inverses: 

Us ' US-lai:;BaS:S-l = uEai:;B = 1 , 
-1 -1-1 Us = uS-,aB,EaS,s-" 

also 

2. Jedes mit jedem Element von sr vertauschbare Element w von )2( 

gehört zu sr: sei w = 2: Cs~ts, Cs C sr; es wird 
S 

also 
S-' zCs = z Cs 

für jedes Cs und alle z. Das ist aber im Falle S =F E nur für Cs = 0 
möglich, weil es für S =F E ein z mit ZS =F z gibt. Daher ist w = CEUE 

C sruB = sr. 
3. Das Zentrum von mist P: ein Element z des Zentrums muß 

nach 2. zu sr gehören, da es aber auch mit allen U s vertauschbar ist, so 
wird zB = us 1 zUs = z für alle S, also liegt z in P. 

4. Die Behauptung, daß )2( einfach ist, beweisen wir in der all
gemeineren Form: 

Jede sr umfassende Teilalgebra 58 von m ist einfach und hat die 
Gestalt 58 = uT,sr + ... + uTmsr, 

wo die Ti eine Untergruppe Sj von @ bilden. 
a =F 0 sei ein zweiseitiges Ideal von 58. a ist wegen sr S 58 ein 

sr-Rechts- und Linksmodul, also ein Darstellungsmodul von sr in sr. 
m ist als sr-Doppelmodul vollständig reduzibel: die ussr sind wegen (2) 
(einfache) sr-Doppelmoduln. Daher ist der Teilmodul a auch vollständig 
reduzibel a = 1'tsr + ... + v",sr, 

die einfachen sr-Doppelmoduln sind nämlich als sr-Rechtsmoduln vom 
Range 1 , da die irreduziblen Darstellungen des kommutativen Körpers sr 
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den Grad 1 haben. Die durch ein v gegebene Darstellung k"""* k', kv = vk', 
ist eine der n Darstellungen k"""* kS , also kv = vks . Daraus folgt aber, 
daß tts1v mit allen Elementen von ~ vertauschbar ist, so daß v = uscs ' 
Cs =F 0 aus ~,gilt. Daher ist 

a = UR,~ + ... + UR,~ 
mit gewissen der tts , insbesondere 

m = ttT, sr + ... + u'l'm st' • 

Die Ti bilden eine Gruppe, denn UTiUTj = $tl'iTja'l';, 1j kommt in m vor. 
Die Ri sind unter den Ti enthalten. Daraus folgt, daß die Ri mit den Ti 
zusammenfallen: weil am = a ist, so wird für irgendein Ti das Element 
UR' UR-IUTi = uTiaE,Tia~:R-' in a liegen. Das bedeutet aber a = m, 
also die Einfachheit der Algebra m. 

Die Sätze 1 und 2 lassen sich kurz dahin zusammenfassen, daß die 
verschränkten Produkte von sr mit @ zu allen möglichen Faktoren
systemen aS,T und die normalen einfachen Algebren über P mit dem 
maximalen Teilkörper ~ die gleiche Gesamtheit von Algebren aus
machen. 

3. In einer gegebenen einfachen normalen Algebra WjP mit dem 
maximalen Teilkörper ~ sind die U s nicht eindeutig bestimmt. Ist 
aber Vs ein Element, das wie Us durch Transformation den Automorphis
mus 5 von sr erzeugt, vs l kvs = kS , so wird ttslvs = Cs mit allen 
sr-Elementen vertauschbar, also ein von Null verschiedenes Element 
von sr. Daher gehen alle Systeme Vs von Transformatoren aus einem, 
Us durch Multiplikation mit n beliebigen Cs =F 0 aus ~ hervor: 

Gehört zu den Vs das Faktorensystem bS,T' d. h. VSVT = vS1,bS,'l" so 
ergibt Einsetzen von Vs = ttsCs die Gleichungen 

(4) 

Stehen umgekehrt zwei Faktorensysteme a und b in einer Beziehung 
(4), so wird (a, sr) mit (b, sr) isomorph. Denn in (a, ~) liegen die Größen 
Vs = ttsCs , mit deren Hilfe (a,~) als verschränktes Produkt (b, sr) 
geschrieben werden kann. 

Zwei in der Relation (4) stehende Faktorensysteme a und b heißen 
assoziiert. Die Größen c~cTjCST heißen Transjormationsgrößen. 

Alle Faktorensysteme zu ~ zerfallen in Klassen von paarweise 
assoziierten Faktorensystemen, und die Klassen assoziierter Faktoren
systeme entsprechen den normalen einfachen Algebren WjP mit sr als 
maximalem Teilkörper umkehrbar eindeutig. Die hier erläuterten 
Faktorensysteme wurden von E. NOETHER eingeführt; sie beruhen auf 
einer allgemeineren Art von Faktorensystemen von R. BRAUER [1J. 



56 V. Faktorensysteme. [62 

Hierüber auch VAN DER WAERDEN [4]. Die NOETHERsche Theorie in 
HASSE [3J. 

Das verschränkte Produkt ist in Sonderfällen vielfach untersucht 
worden. (DICKSON [2J, [6J, [9J, [10J, ALBERT [1], [3J, [4J, [11J, [13], [14], [15], 
[17], [19], CECIONI [1], WILLIAMSON [1J, GARVER [1], REES [1J.) Insbe
sondere hat DICKSON den Fall eines zyklischen sr eingehend betrachtet 
(siehe § 5). 

§ 2. Der Multiplikationssatz. 
Bilden wir zu zwei Faktorensystemen aS,T und bS,T die Größen 

cS,T=aS,TbS,T' CS,T ist wieder ein Faktorensystem, denn Formel (3) in § 1 
überträgt sich unmittelbar auf c. Mit as,Tist auch as,lTein Faktorensytem. 
Daher bilden die Faktorensysteme bei der Multiplikation eine Gruppe. Die 
Eins dieser Gruppe ist aS,T = 1. Die mit aS,T assozüerten Faktoren
systeme, also die Transformationsgrößen, bilden eine Untergruppe, wie 
unmittelbar . einleuchtend. Daher bilden die Klassen assozüerter 
Faktorensysteme eine multiplikative Gruppe. 

Wir können die Klassen assozüerter Faktorensysteme auch den 
Algebrenklassen mit sr als Zerfällungskörper umkehrbar eindeutig 
zuordnen, denn jede solche Klasse enthält ja genau eine Algebra mit 
einem maximalen Tellkörper sr. 

Satz 1. Die eineindeutige Beziehung zwischen den von sr zerfällten 
einfachen normalen Algebrenklassen über P und den Klassen assoziierter 
Faktorensysteme zu sr ist ein Isomorphismus zwischen der multiplikativen 
Gruppe dieser Algebrenklassen und der multiplikativenGruppe der Klassen 
assoziierter Faktorensysteme. 

Beweis. Es genügt, zu zeigen, daß das direkte Produkt zweier 
verschränkter Produkte (a, sr) und (b, sr) zu (ab, sr) ähnlich ist. Zur 
Bildung des direkten Produktes müssen wir das sr in (b, sr) von 
dem in (a, sr) unterscheiden, wir deuten das durch Querstriche an: 
(b, sr), denken uns also einen festen Isomorphismus k+-+R zwischen 
sr und St gegeben. Da (ä, sr) X (6, Sii) vom Range n4 ist, so müssen wir 
von (a, sr) X (b, sE) eine Matrizesalgebra P" vom Range n2 absP?lten, 
um zu einer ähnlichen Algebra vom Range n2 zu gelangen. In (a, sr) 
X (b, ~) ist das direkte Produkt sr X sr enthalten. Nach IV, § 3, wird 

~ X ~ = eS' sr + ... + eSn sr, 
wo e ein Idempotent mit der Eigenschaft ek = eli für alle k c sr be
deutet und die Ausübung der Automorphismen 5 von srjP auf die 
Elemente von sr X st durch (~a. o.)S = ~ af6. definiert ist. Die eS! 
sind orthogonale Idempotente. Da die ~ts aus (a, sr), welche die Auto
morphismen von srjP erzeugen, mit allen (6, ~)-Elementen vertauschbar 
sind, so wird auch ui xus = xB für Elemente x von sr X sr, insbesondere 
Us 1 eT Us = eTS Mittels dieser Regel ergibt sich nun, daß die n2 Elemente 

eS,T = uS1uTeT = uSleuT = eS-'us1uT 
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von (a, ~) X (b,~) ein System von Matrizeseinheiten bilden: 

T --L T', eS,'l,eT,R = eS,R' eS,TeT',R = 0, ,venn -r 

e kommt unter den eS,T vor; eE,E = e. 

Es gibt eine Algebra m von mit allen es,Tvertauschbaren Elementen, 

so daß 2i X Pn = (a, ~) X (o,~) wird. Man erhält fu, gen au wie in 
II, § 9, Beweis von Satz 3, auf die folgende Weise: Sei zur Abkürzung 
(a, ~) X (6, sr) =~ gesetzt. Dann bilde man zu jedem Element eye 
von e~e das Element 

Y=1:eSE ·eye.eES · s ' , 

Die Gesamtheit der Y ist ein durch Y --+ eye mit e~e isomorpher 

Ring 21, und ~ ist ~er ~g aller n-reihigen quadratischen Matrizes 
mit Elementen aus 2{. Il( ist also eine zu (a,~) X (5, sr) ähnliche 
Algebra vom Range n2 , und wir haben zu zeigen, daß sie sich in der 
Gestalt (ab, ~) darstellen läßt. Das geschieht am einfachsten, indem 
wir statt 2{ die mit ihr isomorphe Algebra e~e betrachten. 

Es sei (o,~) =ü;,;.~'r + ... + 1JS,,~, wo S die durch k+--+k gegebene 
Übertragung von Sauf st' ist. Dann wird jedes Element y von ~ in 
der Form 

S,1' 

mit as aus ~, b'l' aus ~ eindeutig darstellbar sein. Wir haben dann, 
da e mit den as und denoT vertauschbar ist, 

e ye =1: Mfsü1,eaSb'l" 

Wir können das vordere e hinter das Us ziehen gemäß n;slens=eS . Ent
sprechend wollen wir das andere e vor 1tiji bringen. \Vir dehnen die Auto
morphismen T von ~/P durch die Festsetzung (1: ai 0i) '1' = ~ai oTauf ~ xsr 
aus. Dann folgt aus ke=Re die Gleichung ke7'=kTe'l' oder k'l'-'eT=Re7'. 
Andererseits ist kT - 1

• eT --' = keT -' und das Idempotent eT -' ist durch 
diese Gleichung (welche eine der n Darstellungen von sr in sr definiert) 
eindeutig bestinlmt. Das bedeutet e'l' = eT -', somit wird Uy.' eu.p = e1' 
= eT - ' , und wir haben 

eye = ~useSe'l'u1,asb'1" 
s,11 

In dieser Summe sind alle Glieder mit S =!= T Null, die Elemente von 
e~e sind daher 

oder kürzer, da 

Lususeasbs s 
ebs = ebs ist, 

as aus sr. 
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Dies läßt vermuten, daß e~e ein verschränktes Produkt (c, e Sf) mit 
den Transformatoren ul = ususe ist. In der Tat gilt 

ea· ususe = eusasuse = eususase = useBusas = ususeas 
oder 

$6~-leau~ = eas , 

und ea - eas ist ja die Übertragung des Automorphismus Sauf est. 
Zur Vollendung des Beweises ist lediglich noch festzustellen, daß 

u~u~ = U~T . eas,Tbs,T 

ususe· uTuTe = uSuSuTeTuTe = USuSuTupee 
gilt: 

= uSuTuSuTe = USTaS,TuSTbs,Te = uSTuSpaS,TbS,1.,e 

= USTus~ie· eaS,1.,bS,T· 
Jetzt sind wir in der Lage, mit Hilfe der Faktorensysteme eine 

Reihe von neuen Sätzen über normale einfache Algebren zu beweisen. 

§ 3. Die BRAUERsehe Gruppe. 
Satz 1. Hat die Algebrenklasse {m} den Index t, so ist {m}t= 1-

(ALBERT [19], BRAUER [2].) 
Beweis. Wir betrachten irgendeinen galoisschen Zerfällungs

körper Sf der Klasse {m}, sein Grad sei n, Sf ist dann maximaler Teil
körper einer in {m} enthaltenen Algebra m vom Range n2 • m ist ein 
verschränktes Produkt m = (a, Sf), und wir haben zu beweisen, daß 
die t-te Potenz des Faktorensystems a zu 1 assoziiert ist, mit anderen 
Worten, daß sich n Elemente Cs aus Sf finden lassen mit 

t C~CT 
aS,7'=-' 

CST 

Das geschieht auf die folgende Weise: m sei volle Matrixalgebra in der 
Divisionsalgebra SI) , SI) hat den Rang t2 , demnach hat ein einfaches 
Rechtsideal t von m den Rang t2 • nlt = nt über P. t ist ein Sf-Rechts
modul, und da Sf den Rang n hat, so ist t vom Range t in Beziehung 
auf Sf. Die einzeilige Matrix R sei eine Sf-Basis von t. Jedem Element 
a von m entspricht eine durch 

Ra=RA 
definierte Matrix A von t Zeilen und Spalten mit Elementen aus Sf. 
Die Matrizes Us ' die den Elementen U s entsprechen, haben ähnliche 
Eigenschaften wie eine Darstellung von m (vgl. hierüber SPEISER [1] und 
die anschließende Arbeit von SCHUR). Denn es ist 

RUSuT = RUSuT = RUTU~ = RUTU~, 
so daß dem Produkt USuT die Matrix U TU~ entspricht. Wir können 
das auch durch die Gleichung 

(1 ) 
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ausdrücken. Da die Us Inverse ha'Qen, so gilt das auch für die Matrizes 
Us , wir können Ui/ sogar direkt angeben, aus der vorigen Gleichung 
erhält man nämlich, da wegen u E = aE,E die aE,E-fache Einsmatrix 
gleich UE ist, indem man T = 5- 1 setzt 

Die Determinanten Cs = I Us I sind also von Null verschieden, und 
aus (1) folgt 

(2) 

Die Ordnung von {2l} als Element der Algebrenklassengruppe heißt der 
Exponent von moder {m}. 

Satz 1 wird ergänzt durch 
Satz 2. Der ·Exponent eines Elementes {m} der BRAuERschen Gruppe, 

der ein Teiler des Index t von {m} ist, ist umgekehrt durch jede in t auf
gehende Primzahl teilbar. (BRAUER [2.]) 

Beweis. K sei irgendein galoisscher Zerfällungskörper von {m}. 
Ein Primfaktor p des Index t muß im Grade n von K aufgehen. Ist pe 
die höchste in n enthaltene Potenz von p, so bedeute @) eine Unter
gruppe der Ordnung P!! in der galoisschen Gruppe von K/P und A 
den zu @) gehörigen Teilkörper von K. A ist dann kein Zerfällungs
körper, da sein Grad nicht durch p teilbar ist; die Algebra mA über 
dem Grundkörper A ist demnach keine volle Matrixalgebra, ihr Index ist 
aber eine Potenz von p, da K ein Zerfällungskörper von mA ist, dessen Grad 
eine Potenz von p ist. Die Ordnung der zum Grundkörper A gehörigen 
Algebrenklasse {mAl ist also eine echte Potenz von p, etwa pu> 1 . 
Da aus {m}m = 1 ohne weiteres {mAlm = 1 folgt, so muß also der Ex
ponent m von {m} durch p" teilbar sein. Jedoch ist nicht immer der 
Exponent von {m} gleich m (BRAUER [1], ALBERT [23]). BRAUER [7] 
zeigt, daß bei gegebenem Index m der Exponent jeden Wert annehmen 
kann, der den Bedingungen von Satz 1 und Satz 2 genügt. Vgl. aber 
VII, § 5, Satz 7. m 

Sa tz 3. 'Il sei eine Divisionsalgebra vom Range t2 • Ist t = II Pi' 
i=l 

die Primfaktorzerlegung von t, so ist 'Il direktes Produkt von m Divisions-
algebren 'Ili der Indizes Pii. (ALBERT [19], BRAUER [2].) 

Beweis: Nach Satz 2 ist die durch {'Il} erzeugte zyklische Unter
gruppe der Algebrenklassengruppe direktes Produkt von m zyklischen 
Untergruppen der Ordnungen Pf', IX. -< (!i' dementsprechend 

wo 'Ili eine Divisionsalgebra bedeutet, deren Klasse {'Ili } den Exponenten 
Pfl hat. Der Index von 'Ili muß also nach Satz 1 eine Potenz p"i von Pi 
sein. Da {'Ili } eine Potenz der Klasse {'Il} ist, so ist jeder Zerfällungs-
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körper von {il} auch einer von {ili}, der Index P7i von ili teilt als:) t, 
d. h. (1i < Ili' Sei nun 11& 

II ili = il,. 
;=1 Rangvergleich ergibt 'In DZ. 

II Pfi = II pr' . r. 
i=l ;=1 

Da aber (1i <!!i war, so muß r = 1, (1. = Il. sein, also 
m 

Hili = SD, w. z. b. W. 
i=l 

Aus Satz 3 ergibt sich, daß eine primäre Divisionsalgebra (IV, § 4, 5) 
Primzahlpotenzrang hat. Hat eine Algebra von Primzahlpotenzindex pJ. 
auch den Exponenten pl, so ist sie sicherlich primär. Das umgekehrte 
ist jedoch nicht richtig (ALBERT [28]). 

§ 4. Erweiterung des Grundkörpers. Teilkörper als 
Zerfällungskörper. 

1. A sei eine Erweiterung des Grundkörpers. Die Erweiterung 
(a'~)A eines verschränkten Produktes (a,~) über P hat einen Zer
fällungskörper K A, wenn K A das Körperkompositum von A mit einer 
zu ~ isomorphen Koeffizientenerweiterung K bedeutet. Daher ist (a,~) A 

ähnlich zu einem verschränkten Produkt (a', ~A), das mit einem zu K A 
i.somorphen Körper ~A über A gebildet ist. Das Faktorensystem a' 
muß aus a ableitbar sein. Um a' zu finden, gehen wir ähnlich vor wie 
beim Beweis von Satz 1 in § 2. Es sei (a, Sl:) = ~ gesetzt. In ~A ist das 
direkte Produkt ~ X A enthalten. ~ X A wird nach IV, § 3 direkte 
Summe von t Körpern 

~ X A = e1 (~ X A) + ... + et(~ X A), 

wenn t den Index der Untergruppe Sj in der galoisschen Gruppe ® 
von ~/P bedeutet, zu der ~ nA gehört; Sj ist die galoissche Gruppe 
von ~A/A. Die Idempotente ei gehen aus einem von ihnen, etwa e, 
durch Anwendung der Elemente S von ® hervor, wenn wieder (1; ai bi)S , 
wo aie~, bie A, durch (1;ai b.)S = 1;afb. erklärt wird. Die Elemente 
von Sj lassen e fest. Die einzelnen Körper ei (~ X A) sind zu ~A isomorph. 

Nun können wir ein System von t2 Matrizeseinheiten in ~A bilden 
-1 -1 T j;-1 eS,l' = Us eUT = Us uTe = t>Us UT, 

S, T feste Repräsentanten der Restklassen SjS von ® modulo Sj; 

e kommt unter den eS,T vor; e = eE,E' 
Bilden wir zu jedem Element eye von e~Ae die Summe 

Y=1;eS,EeyeeE,s, so bilden die Y einen mit e~Ae isomorphen Ring 2i:, 
SC~ • .,_ 

und es wIrd ~A = 1: 2(es,T' Daher wird es genügen, den Ring e~A e als 
8,'1' 
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verschränktes Produkt darzustellen. Jedes Element y von 5}.{ hat die 
Form 

y =.l:,usds , ds aus Sf X A, 
also sc@ 

y =~ l:,usls.p, Is,p aus eP(Sf X A). 
sc@ Tmod~ . 

Da Is,pe = Is,pePe = 0 für TC/: ~ und eBls,p = 0 für 5 ci: ~ ist, so gilt 

eye = "2,USIS,E. 
Das heißt aber SC~ 

e5}.{Ae =l:,use. e(Sf X A). 
SC~ . 

Liegt I in e(5}.{ X A) und 5 in ~, so wird 

I· use = usfe = use ·Is . 

e5}.{A e ist also ein verschränktes Produkt des zu SfA isomorphen Körpers 
e (Sf X A) mit seiner Gruppe. Wir rechnen das Faktorensystem aus 

Das Faktorensystem ist also einfach der auf die Untergruppe ~ sich 
beziehende Teil des Systems a, in dem Körper e (Sf X A) genommen, 
der hier als maximaler Teilkörper auftritt. Damit ist bewiesen 

Satz 1. Die Erweiterung (a,Sf)A eines verschränkten Produktes ist 
ähnlich zu dem verschränkten Produkt (aA,SfA) des Körperkompositums SfA 
mit dessen galoisscher Gruppe ~ über A, zu dem allein aul die Unter
gruppe ~ sich beziehenden Teil aA von aals Faktorensystem. (HASSE [3J.) 

2. Dieser Satz gibt das Mittel, in der Grupl>e der durch einen 
galoisschen Körper K/P zerfällten Algebrenklassen ü1;>er P die Unter
gruppe der Klassen, die durch einen Teilkörper Ko von K zerfällt werden, 
an den Faktorensystemen auszuzeichnen. Wendet man Satz 1 auf 
einen Teilkörper Ko von K an und beachtet, daß die Bedingung für 
(a, Sf) <Xl 1 die Assoziiertheit von a zu 1 ist, so erkennt man 

Satz 2. Ein verschränktes Prod~tkt (a,Sf) wird dann und n1f,r dann 
von dem Teilkörper Ko einer zu Sf isomorphen Koellizientenerweiterung K 
zerlällt, wenn a zu einem Faktorensystem a' assoziiert ist, in dem air,H, = 1 
lür die H,H1 ist, die in der Untergruppe ~ liegen, Z~t der Ko nach dem 
Hauptsatz der galoisschen Theorie gehört. 

Es ist auch leicht möglich, von der durch Ko zerfällten Algebra (a, Sf) 
einen Matrizesring Ph abzuspalten (h = (K : Ko}). (NOETHER [6].) 

Setzen wir, unter der Annahme aH,Ho = 1 für H,Ho C ~ 

l:,uH = E.p , 
so wird HCf;;> 
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ferner, wenn 5 die Spur in Beziehung auf Ko bezeichnet 

Ef).a. Ef) = ~~uHauH1 = ~~UH· ~lH1aH1 = ~'llH· ~aH, = Ef).5a 
H H, H H, H H, 

Bedeutet nun a1 , ••• , ah irgendeine Basis von selseo und ai die dazu 
komplementäre, so wird demnach 

E E {
aiEf)al' wenn k = j. 

ai f) ak • a· ~ al = . 
J 0, wenn k =1= 1. 

Die 
Cik = aiEf)ak 

sind also Matrizeseinheiten. Die Cik sind mit allen Elementen von seo 
vertauschbar, und die Gesamtheit der mit allen Cik vertauschbaren 
Elemente bildet eine zu (a, se) ähnliche Algebra mit st'o als maximalem 
Tellkörper (siehe IV, § 4). 

Wir können das Faktorensytsem a einer durch Ko zerfällten Algebra 
(a, se) noch etwas anders schreiben: an Stelle der in Satz 2 angegebenen 
Bedingung aH,H, = 1 für H,H1 aus der zu Ko gehörigen Untergruppe ~ 
können wir nämlich auch die folgende setzen: es soll aS,T = aS',T sein, 
falls 5' = H 5, H c ~ ist. Diese Form nimmt das Faktorensystem an, 
wenn wir @ nach ~ zerlegen @ = ~ Tl + ... + ~ T Mo' und dann die 
Transformatoren UHTI durch UHTi = UHUTi definieren, wo die UTi beliebig, 
die uH aber so gewählt sind, daß 'llHUH, = UHH, wird. 

Mit Hilfe des auf diese Weise normierten Faktorensystems kann 
ein zweiter Beweis des Satzes 1, § 3, geführt werden. (BRAUER [5].) 
Lassen wir in der Assoziativrelation 

5 ein Restsystem von @ modulo ~ durchlaufen und multiplizieren wir 
die erhaltenen Gleichungen, so kommt 

IIas,TR·a2l',R=IIas,R( II aS'T)R. 
Smod-ti· Smod-ti 8mod.p 

Wird II aS,T = eT gesetzt, so ist also 
Smod-ti 

no Re I aT,R = eT R eTR , 

a7~R ist demnach zu eins assozüert, und da für no der Index von (a,st') 
gewählt werden kann, so ist Satz 1, § 3, aufs neue bewiesen. 

3. Wenn der Teilkörper Ko galoissch ist, so entsteht die weitere 
Aufgabe, zu einer schon durch Ko zerfällte Algebra (a, se) ein ähnliches 
verschränktes Produkt (aO, st'o) anzugeben, und umgekehrt zu einer 
gegebenen Algebra (aO, seo) eine ähnliche Algebra (a, st') zu finden. Sie 
wird gelöst durch den 

S atz 3. Ko sei ein zum Normalteiler in der galoisschen Gruppe @ 

von K/P gehöriger galoisscher Teilkörper. Das verschränkte Produkt (a,st') 
werde von Ko zerfällt. Das Faktorensystem a kann in seiner Klasse 
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so gewählt worden, daß as T = as, T" ist für 5 == 5' (91), T == T' (91). Es 
wird (a, Sf) <Xl (aO, Sfo), wet;n a~91,;91 = aS,T gesetzt wird. Liest man diese 
Gleichung umgekehrt als Definition von aS,T bei gegebenem a~91,T9I' so er
hält man zu gegebenem (aO ,Sfo) ein ähnliches (a,Sf). (HASSE [4].) 

Beweis. 1. Daß die as T in Sfo liegen, wenn sie die angegebenen 
Bedingungen erfüllen, folgt ~us (3) in § 1. Wird nämlich für R ein Ele
ment N von SJC eingesetzt, so kommt 

dafür kann aber nach Voraussetzung auch 

aS,TaT,E = aST,Ea%,T 

geschrieben werden. Für N = E wird 

aS,TaT,E = aST,E aS,1'" 

Division der vorletzten Gleichung durch die letzte ergibt 

a:'T = aS,T' 
2. Der Grad von K über Ko, also die Ordnung von 91, sei s. Wir wollen 

jetzt in einem (a, Sf), dessen Faktorensystem a die in Satz 3 ausge
sprochene Bedingung erfüllt, ein System von S2 Matrizeseinheiten 
konstruieren. Wir können aN N' = 1 annehmen für N,N' aus SJC: Es sei 
aE,E = a, also aN,N'= a für N,N' aus 91. Wir ersetzen uN durch ~tNa-l. 

a-Na- 1 
Dann kommt aN 'T' = a· --- = a1- N = 1. 

,.u a-1 

Jetzt können wir, wie unter 2, von (a, Sf) das System von Matrizes
einheiten 

abspalten. Es liegt nahe, die allgemeineren Bildungen 

uSoik = a;:Eusiik 
SCSo 

vorzunehmen. Dabei soll So ein Element von @/SJC, also eine Restklasse 
von @ modulo SJC bedeuten. Für diese Größen gelten die Relationen 

{ 
0 ,k='rj, 

uSo ik UTolZ = . 
USo Toil aso, '1'0' k = 1· 

In der Tat 
..... -..... ....' ..... l' l' '5' ..... ' -1' T -ai..:::..uSakaj,::;"uTaZ = ai":::" ..:::..uSuTakaj al = ai .... ..:::..uSTakaj aZaSo,To 

SCSo TCTo SCSo,TCTo SCSo,TCTo 

",,' (""'-N N)T'- Jai:EuR tlt aso. '1'0' i = k, 
= ai":::,,uR ..:::..akaj a1aSo,To = lR.CSoTo 

R.CSoTo NC9I 0 ,j ='r k. 

T* bedeutet ein festes Element von To. 
Innerhalb der USoik bilden die UEoik = Cik ein System von Matrizes

einheiten. Die Elemente von Sfo sind mit den Gik vertauschbar, denn 
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sie sind mit den uN vertauschbar. Es ist ferner leicht einzusehen, daß 
die Größen s 

us* = ~us·· o ..::.. ot'b 
;=1 

mit allen Cik vertauschbar sind. Denn es wird 
s 

us~ . c' k = "~ts . ,uB 'k = Us ./cas B o l, ~ oj) ob ot 0, (l 

i=1 und 
CikU;oii = uSoikaBo,So; 

und da as B = a~ 1" = aB B = 1 ist, so sind beide Ausdrücke gleich. 
Wir schließe~ jetzt:'d~ß dero'v~n ~'fo und den njs Größen tt~o aufgespannte 
Ring m* eine zu (a,~) ähnliche Algebra ist, denn es gilt ja 2'm*Cik = m: 
= (a,~). m* ist aber ein verschränktes Produkt (aO, ~o), denn für ein 
Element b von ~o gilt: 

* ~ ~ - " " - s * S bltso = b· ..::::..,..::.,a.usa. = ..::::..,..::::..,a.usa.b = usb 0, 
jsJ J jsJ J 

und es wird 

1ts* 1f:!', = ""us ··u1, .. = "5'us T .. as T = us* T as T' o.Lo .4-4" o~b ojj ~ 0 ott 0, _0 0, 0 0,_0 
, J , 

3. Zu gegebenen (aO, sro) kann jetzt nach der in Satz 3 angegebenen 
Vorschrift ein ähnliches (a,~) gefunden werden. Da umgekehrt ein 
durch Ko zerfällt es (a', ~) zu einem (aO, ~o) ähnlich ist, so ist das Fak
torensystem aS,T zu einem aS,T von der in Satz 3 angegebenen Art 
assoziiert. 

§ S. Zyklische Algebren. 

Besonders wichtig sind die Faktorensysteme bei zyklischen Körpern. 
Es sei sr = S eine zyklische Erweiterung n-ten Grades von P. Zur 
Bildung eines verschränkten Produktes (a ,S) greifen wir ein erzeugendes 
Element 5 der galoisschen Gruppe von S/P heraus, ordnen ihm ein 
Element Us und seinen Potenzen Si, i = 0, 1, 2, ... , n - 1, die Po
tenzen USi = u~ zu. Bei dieser speziellen Wahl der Transformatoren ist 
das Faktorensystem durch eine einzige Größe a vollständig bestimmt, 
nämlich durch urs = aSn-l,S = a. Denn es wird 

somit 

u~u~ = u~+j, wenn i + j < n, 

u~u~ = u~+j-1'a, wenn i + j ~ n, 

aSi,Sj = a, wenn i + j~n, 
aSi,Sj = 1, wenn i + j < n. 

Was die Assoziativbedingungen für a bedeuten, überlegt man sich 
leicht: Damit u i (ui u k) = (uiUi ) u k wird, ist nur nötig, daß u n = a mit 
allen u i vertauschbar ist, mit anderen Worten, daß a im Grundkörper P 
liegt. Das kann man aus den Relationen (3), § 1, auch herleiten. Da a in P 
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liegt, wollen wir an seiner Statt IX schreiben. Das verschränkte Produkt 
(a, .8) bezeichnen wir jetzt mit 

(IX ,,8 ,5) 

und nennen es eine zyklische Algebra. (IX ,,8,5) besteht also aus allen 
n-l 

Elementen ~ ui Zi' Zi c,8 mit den Rechenregeln un = IX, und zu = uzS , 
i=O. 

Z c,8; 5 ist ein erzeugender Automorphismus von ,8/p. 
Die nächste Frage ist: Wann sind zwei zyklische Algebren (IX,,8, 5) 

und (ß, ,8, 5) isomorph, d. h. wann sind die durch IX und ß gegebenen 
normierten Faktorensysteme assozüert? Ersetzen wir u durch einen 
anderen mögli~hen Transformator v = uc, c =1= 0 aus ,8, so wird 
v2=ucuc=u2cB+1, ... , Vi=U'CSi-l+Si-'+ ... +l, vn=uncsn-l+ ... +S+1. 

Daher ist die Bedingung für Assozüertheit von IX und ß einfach 
ßIIX = Ng-+pc: 

Satz 1. Die zyklischen Algebren (IX,,8, 5) und (ß,,8, 5) sind dann 
und nur dann isomorph, wenn IXI ß Norm eines Elementes c von ,8 ist. 
(WEDDERBURN [3J, DICKSON [6].) 

Wir nennen die Faktorgruppe der multiplikativen Gruppe des 
Körpers P nach der Untergruppe derjenigen Elemente, die Normen von 
Elementen aus ,8 sind, kurz die Normfaktorgruppe von ,8/P , die Elemente 
dieser Gruppe Normenklassen. 

Dann spezialisiert sich Satz 1 in § 2 in der folgenden Weise: 
Satz 2. Die Klassen der zyklischen Algebren (IX,,8, 5) über P bilden 

eine durch IX -+ (IX, 2, 5) mit der Normfaktorgruppe von ,8/P isomorphe 
Gruppe. Es ist (IX, ,8, 5) (ß,,8, 5) "" (txß, ,8, 5). 

Aus diesem Satz folgt aufs neue der Satz, daß der Körper der kom
plexen Zahlen Q und der Quaternionenkörper die einzigen Divisions
algebren über dem Körper P der reellen Zahlen sind. Als maximaler 
Teilkörper einer echten Divisionsalgeora über P kommt nur Q in Frage. 
Q ist zyklisch vom Grade 2. Eine reelle Zahl ist dann und nur dann 
Norm einer komplexen Zahl, wenn sie nicht negativ ist. Die Norm
faktorgruppe hat die Ordnung 2. Daher gibt es außer der. Einsklasse 
nur eine BRAuERsche Algebrenklasse: die des Quaternionenkörpers, der 
ja in seiner üblichen Definition gerade als zyklische Algebra dar
gestellt ist. 

Aus dem WEDDERBuRNschen Satz 1, IV, § 6, daß jede endliche 
Divisionsalgebra kommutativ ist, können wir jetzt den Satz ableiten, 
daß die Normfaktorgruppe eines Galoisfeldes in Beziehung auf einen 
Teilkörper die Ordnung 1 hat, oder: daß jedes Element des Teilkörpers 
Norm eines Elementes aus dem Erweiterungskörperist. (Siehe Hilfssatz1 
in VII, § 1.) Diese Tatsache kann man auch leicht direkt ausrechnen 
und erhält auf diese Weise einen neuen Beweis des WEDDERBuRNschen 

. Satzes (BRAUER [3J). 

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring. 5 
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5 ist als erzeugendes Element der galoisschen Gruppe nicht ein
deutig bestimmt, es fragt sich, wie eine Algebra (lX, .3, 5) mittels eines 
anderen erzeugenden Elementes S' darzustellen ist. Da zu 5' in (IX, .8, 5) 
der Transformator Us gehört und (us)" = (us)' = lX' ist, so gilt 

. Satz 3. Beim Obergang von 5 zu einer anderen Erzeugenden S' 
ist lX durch lX' zu ersetzen: (lX,.8, 5) = (lX', .8, S'). 

2. Wir gehen daran, die allgemeinen Sätze über Faktorensysteme auf den 
zyklischen Fall anzuwenden. Satz 1, § 4, überträgt sich folgendermaßen: 

Satz 4. Bedeutet A eine Erweiterung des Grundkörpers, so gilt 
(lX , 3, S)A = (lX , .8.11, 5.11)' wenn.8A das Körperkompositum von.3 mit .1 
ist und 5 A die niedrigste Potenz von 5 bezeichnet, die in der ga10isschen 
Gruppe von .8.1/.1 liegt. (HASSE [3].) 

Aus Satz 3, § 4, folgt 
S atz 5. Ist.8o ein Teilkörper von .3 und (,8 :30) = s, so wird 

(lX",.3,S) = (lX , .30' So); wenn unter So der von 5 im Teilkörper .30 
erzeugte Automorphism~ts verstanden wird. (ALBERT [26], HASSE [4].) 

Beweis. Wir machen aus dem durch lX gegebenen Faktorensystem 
von (lX , .30' So) ein Faktorensystem für .8, indem wir gemäß Satz 3, § 4, 
aS,T= aSo,To setzen, falls 5 in der Restklasse So der ga!oisschen Gruppe 
von .8/P nach der zu .80 gehörigen Untergruppe liegt und ebenso T in 
der Restklasse T o• Zwar wird dann kein normiertes Faktorensystem 
entstehen, aber dem Automorphismus 5, dessen Wirkung auf .30 gerade 
So 1st, wird ein Transformator Us entsprechen, dessen n te Potenz Us ge
mäß u~on = (u~o"')· = lX· = u~o . lX· zu lX" sich berechnet, denn Us = uEß 
entspricht u~o" = u~oß· 

§ 6. Die Gruppe der Transformationsgrößen. 
Die zu 1 assoziierten Faktorensysteme oder Transtormationsgrößen 

sind c;cT as T = ----
, eS T 

mit beliebigen Cs 4= 0 aus sr. 
Satz 1. Wenn c~cTlcs7' = 1 ist, so gibt es ein b in sr mit Cs = bl - S, 

und umgekehrt hat Cs = b1 - S zur Folge, daß C~cT = CST . (SPEISER [1], 
NOETHER [5].) 

Beweis. Ist c~cTlcsT = 1, so sind in irgendeinem verschränkten 
Produkt (a, sr), etwa (1, sr), neben den Us auch die Us = uscs ein 
System von Transformatoren zum Faktorensystem a. Durch a -+ a 
für a aus sr, Us ->- Us entsteht ein Automorphismus von (a, sr), der nach 
IV, § 4, Satz 5 durch ein Element b von sr erzeugt werden muß: 
b-1usb = Us = uscs oder Cs = bl-S. Diese Betrachtung läßt sich um
kehren. Indessen führt eine direkte Rechnung einfacher zum Beweis 
der Umkehrung: ist Cs = bl - S, so wird c~CT= b(l-S)T+I-T = b1 - ST = CST . 

Wir formulieren diesen Satz im Falle eines zyklischen Körpers sr 
für die normierten Faktorensysteme : 
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Sa tz 2. Ist sr zyklisch über k, so ist die Norm eines Elementes c von Sl: 
in Bezieh~tng von k dann und nur dann gleich 1, wenn c = b1 - S ist, unter 5 
einen erzeugenden Automorpht"smus von Sl:(k verstanden. (D. HILBERTS 
Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Satz 90.) 

§ 7. Reduktion der Faktorensysteme auf Einheitswurzeln. 
Die Faktorensysteme durch geeignete Wahl der Transformatoren U s 

auf eine einfache Normalform zu bringen - wie im Fall der zyklischen 
Körper -, ist im allgemeinen nicht gelungen. Durch passende Er
weiterung des maximalen Teilkörpers sr kann man aber erreichen, daß 
das Faktorensystem aus Einheitswurzeln bestehend angenommen wer
den kann. Für diesen Paragraph vgl. BRAUER [6J, SHODA [6]. 

S atz 1. Der Teilkörper sr einer Algebra (a, Sl:) hat stets eine solche 
über P galoissche Erweiterung Sl:', daß das Faktorensystem der zu (a, st') 
ähnlichen Algebra (a', Sl:') als aus Einheitswurzeln bestehend angenommen 
werden kann. . 

Beweis. Der Satz wird durch die Tatsache nahegelegt, daß, wenn e 
den Exponenten von (a, SI') bezeichnet, aS,1' zu 1 assoziiert ist: 

aS,1' = c~CT/CS1" 1 

Sl:' sei galoissch und umfasse außer Sl: die Größen c~. Wird ein Fak
torensystem a" zu Sl:' erklärt durch a'!J','l" = aS,'l" wenn 5' in der Rest
klasse 5, T' in der Restklasse T liegt, so wird (a, Sl:) zu (a", sr') ähn
lich, aber a" ist assoziiert zu 

e 
, n CST 

as','p' == aS',1.1·P--i-· 
e e 

es C11 

Und da aS','l" = 1 wird, so sind die aS',T' ete Einheitswurzeln. 
BRAUER [6J gibt ein Kriterium dafür an, daß ein Faktorensystem 

aS,'l' aus Einheitswurzeln zu 1 assoziiert ist, das darin besteht, daß Sl: 
in einen galoisschen Körper SrjP einbettbar sein soll, dessen Galois
Gruppe in durch aS,'l' bestimmter Weise homomorph auf @ abgebildet 
sein muß. 

VI. Theorie der ganzen Größen. 
~ sei eine Algebra über dem Körper P; P sei der Quotientenkörper 

eines Ringes g, in dem jedes Ideal eindeutig als Primidealpotenzprodukt 
darstellbar ist. Die beiden Fälle, auf die es uns ankommt, sind: 9 ist 
der Ring der ganzen algebraischen Zahlen eines Zahlkörpers (der Ring 
der ganzen rationalen Zahlen im besonderen), und: 9 ist der Ring der 
ganzen Zahlen eines p-adischen Zahlkörpers. Für die allgemeine Arith
metik der Algebren vgl. ARTIN [2J, BRANDT [6J, [7J, DICKSON [6J, [10J, 
SPEISER [2J, [3]. 

5* 
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§ 1. Ganze Größen, Ordnungen, Ideale. 
P-Elemente heißen rational, g-Elemente ganzrational. 
Definition 1. Ein 'i!1-Element a heißt ganz, wenn es eine Gleichung 

f(a) = an + O(n_lan-1 + ... + 0(0 = 0 

mit ganzrationalen 0(" gibt. 
Das Minimalpolynom eines ganzen Elementes hat ganze Koeffizien

ten, denn nach I, § 1,7, teilt es das Polynom f(x). Da charakteristi
sches Polynom und Hauptpolynom Teiler einer Potenz des Minimal
polynomes sind, so gilt 

Satz 1. Minimalpolynom, charakteristisches Polynom und Haupt
polynom eines ganzen Elementes haben ganzrationale Koeffizienten. N arm 
und Spur ganzer Elemente sind ganzrational. 

Der wesentliche Unterschied, den die Theorie der ganzen Größen 
einer Algebra gegenüber der Theorie der ganzen Größen eines alge
braischen Zahlkörpers bietet, liegt in dem Umstand, daß die ganzen 
Größen einer Algebra im allgemeinen keinen Ring bilden. 

Beispiel. 9 der Ring der ganzen rationalen Zahlen, 'i!1 die Quater
nionenalgebra über P. Das Hauptpolynom von 

a = 0(0 + O(dl + 0(2i2 + 0(3i3 
ist x2 - 20(0x + (O(~ + O(~ + O(~ + 0(;). 

Daher sind il und hl + h2 ganz, ihre Summe aber nicht. 
Satz 2. Summe und Produkt vertauschbarer ganzer Größen sind ganz. 
Beweis. Man kann alle Potenzen 5,52 , ••• der Summe 5 = a + b 

oder des Produktes 5 = ab zweier vertauschbarer ganzer Größen a und b 
linear mit ganzrationalen Koeffizienten durch die Potenzprodukte ai 11 , 
1 < i < n, 1 < i < mausdrücken - n ist der Grad des Minimal
polynoms von a, m der Grad des Minimalpolynoms von b. Man kann 
nämlich, da man a und b untereinander und mit den Größen aus P 
vertauschen darf, jeden Ausdruck sr nach Potenzen von a und b ordnen 
und die höheren Potenzen mittels der Minimalpolynome auf die ge
nannten nm Ausdrücke zurückführen. Die Kette der g-Moduln 

sg, (sg,s2g), ... , (sg, s2g, ... , Sk g), ... 

ist also in dem endlichen g-Modul 
( ... , aillg, ... ) 1 <i<n, 1 s.i<m 

enthalten. Daraus folgt bekanntlich (VAN DER WAERDEN [2], § 97), 
daß diese Kette nur endlich viel verschiedene Glieder enthält. Es muß 
also eine Gleichung 

(sg, ... , Sk-l g) = (sg, ... , Sk g) 
bestehen. Das bedeutet aber 

Sk = Y1 S + Y2 S2 + ... + Yk_1 Sk - 1 

mit ganzen rationalen y". 
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Die Größen aus g' siud ganz: 1 . 1'1 - I' = O. Sie siud die eiuzigen 
ganzen Größen aus P: das folgt aus der Eigenschaft von g, daß jedes 
Ideal von g eiudeutig als Primidealpotenzprodukt darstellbar ist 
(v AN DER W AERDEN [2J, XIV). Die Existenz ganzer Größen von ~, die 
nicht in g liegen, ist leicht einzusehen, wir zeigen sogleich etwas mehr: 
Es gibt Ringe ganzer Größen iu ~, die eiue Basis von ~ enthalten. 
Sei u1 ' ••• , un eine Basis von ~, uiuj =2eUkUk' e =1= 0 aus g sei so 
gewählt, daß alle erik = eeijk ganz siud. Es sei ur = uie. Die Menge 
aller ;EYiUr mit ganzrationalen Yi ist ein Ring, denn ut u1 =2 etikUZ. 
Er enthält die Basis der ur. Er besteht aus ganzen Größen, denn die 
mittels der Basis der ur gebildete charakteristische Matrix eiues seiuer 
Elemente hat ganzrationale Koeffizienten. 

Wählen wir U 1 = 1 und setzen wir dann ut = U1 = 1, ut = eUi 

für i:> 2, so wird gut + ... + gu: ein Ring aus ganzen Größen, 
der g umfaßt. Der folgende Begriff der Ordnung ist demnach nicht leer. 

Definition 2. Eine Ordnung von ~ ist ein Ring aus ganzen Größen, 
der g umfaßt und ebensoviel linear unabhängige Elemente wie ~ enthält. 

Definition 3. 0 sei eine Ordnung von~. Eine Teilmenge a von ~ 
heißt ein Rechts- (Links-, zweiseitiges) Ideal von 0, wenn 

1. a ein rechts- (links-, zwei-) seitiger o-Modul ist, 
2. a ein rationales Element e =1= 0 enthält, 
3. es ein rationales Element f-t =1= 0 gibt, so daß f-ta in 0 enthalten ist. 

(Über den Idealbegriff: MACDuFFEE [2J, [5J, SHOVER-MACDuFFEE [1J. 
Dort auch eine andere Auffassung der Idealtheorie.) 

(Die Bediugung 3 soll, wie in der Theorie der algebraischen Zahlen, 
das Auftreten "beliebig hoher Nenner" ausschalten. Bediugung 2 wird 
eiugeführt, um zu erreichen, daß jedes Ideal eine Basis der Algebra 
enthält. Sie ist nur in Divisionsalgebren eine Folgerung aus 1. 

Unter den Ordnungen eiues Zahlkörpers hat bekanntlich die Haupt
ordnung [aller ganzen ZahlenJ eine besonders eiufache Struktur. Genau 
die gleiche Rolle spielen iu eiuer Mgebra die maximalen Ordnungen.) 

Definition 4. Die Ordnung 0 von ~ heißt maximal, wenn es keine 
Ordnung gibt, die 0 umfaßt, aber nicht gleich 0 ist. 

Wir zielen jetzt auf die Existenz von Maximalordnungen. 
Satz 3. Ist ffi das Radikal von ~, 0 irgendeine Ordnung, so ist die 

Modulsumme (0, ffi) auch eine Ordnung. 
Beweis. 1. (0, ffi) ist eiu Ring (0, ffi) (0, ffi) = (ffi2, offi, ffio, 0) = (0, ffi). 
2. (0, ffi) besteht aus ganzen Größen: Sei a == 0 (0, ffi). Dann ist 

a == ao(ffi), wo ao == 0 (0). Sei f(x) die Minimalgleichung von ao, sie hat 
ganzrationale Koeffizienten. Es ist f (a) == f (ao) (ffi), also f (a) == 0 (ffi) , 
demnach f(a)e = 0, a ist also ganz. 

Satz 4. Ist a Rechtsideal der ffi umfassenden Ordnung 0, so ist ffi 
in a enthalten. 

Beweis. Sei ,U =1= 0 in a enthalten. Dann ist ffi = f-tffi S; ao = a. 
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Nach Satz 3 entsprechen die Maximalordnungen von 5l{ umkehrbar 
eindeutig den Maximalordnungen der halbeinfachen Algebra 5l{/9t. Nach 
Satz 4 ist die Idealtheorie der Maximalordnungen von 5l{ nicht reicher 
als die von 5l{/iR: aus diesem Grunde wollen wir uns von jetzt an auf 
halbeinfache 5l{ beschränken. Wir müssen aber außerdem noch vora~tS

setzen, daß die Zentren der einfachen Bestandteile von 5l{ separabel über 
P sind (siehe hierfür VAN DER WAERDEN [2], § 99). 

Satz 5. Ein Ideal a (in irgendeiner Ordnung 0) ist ein endlicher 
g-Modul. Insbesondere sind alle Ordnungen endliche g-Modztln. (ARTIN [3J, 
HAZLETT [3J.) 

Be w eis. u l , ... , un sei eine in ° enthaltene Basis von 5l{/P; es sei 
fla c 0, fl =F 0 aus g. Ist a = ~lXiUi irgendein a-Element, so ist 

aUi = ~ IXkUkUi' 
daraus folgt 

(flau1 , ••• , flaun) = (lXI' ... , C\n) (flUiUk)· 

(flUiUk) bezeichnet eine Matrix mit i als Zeilen- und k als Spaltenindex. 
Von dieser Gleichung nehmen wir die Spur (vgl. IV, § 7) 

(SP(ftaUl) , ... , SP(flaun)) = (lXI'···' IXn)(flSP(Ui~tk)). (1) 

Die Determinante 
IflSP (UiUk) I = L1 

ist nach IU, § 5, Satz 3, von Null verschieden. Sie liegt in g, da die 
Spuren der ganzen Elemente UiUk ganz sind. Wir können die Glei
chung (1) nach den IX; auflösen und erhalten jedes lXi als einen· Quo
tienten, dessen Nenner L1 und dessen Zähler eine Determinante mit 
ganzen Elementen, also eine ganze Größe ist. Das bedeutet, daß a in 
dem endlichen g-Modul mit der Basis u l L1-1, ... , unL1-1 enthalten ist. 
Daraus folgt, daß a selbst endlich ist. 

Wie in der Theorie der algebraischen Zahlen beweist man: Ist in g 
jedes Ideal Hauptideal, so hat jedes Ideal a in 5l{ eine Minimalbasis 
u I ' ... , Un in Beziehung auf g, d. h. a ist die Menge aller ~ lXiUi , !Xi 

aus g. 
S atz 6. Jede Ordnung 00 von 5l{ ist in einer AI aximalordnung ent

halten. 
Beweis. Ist die Ordnung 00 nicht maximal, so kann ·sie durch 

Adjunktion eines al cj: 00 zu einer Ordnung 01 erweitert werden. Ist 01 

auch nicht maximal, so kann man 01 zu einer Ordnung 02 erweitern usw. 
Nach endlich vielen Schritten muß man zu einer Maximalordnung ge
langen. Denn wenn es eine unendliche Folge 00 c 01 C 02 C ••• gäbe, 
so wäre sie in der Vereinigungsmenge aller 0,., die selbst eine Ordnung ° 
ist, eine unendliche Teilerkette, was unmöglich ist, denn in dem end
lichen g-Modul ° gilt der .Teilerkettensatz, weil er in g gilt (vgl. 
v AN DER W AERDEN [2J,. § 98). 
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Aus Satz 2 folgt 
Satz 7. Die ganzen Größen des Zentrums.8 von m: bilden die (einzige) 

Maximalordnung von.8. Sie ist in ieder Maximalordnung von m: ent
halten. 

Satz 8. Wenn für ein Element c aus m: alle Ausdrücke p,c", p, =1= 0 
aus p, in einem endlichen g-Modul IDl, z. B. in einer Ordnung liegen, 
so ist c ganz. 

Beweis. Die aufsteigende Kette von g-Moduln 

,ltcg, (flcg, p,c2 g) , ... , (p,cg, p,c2 g, ... , IlCng), 

ist in IDl enthalten. In dem endlichen g-Modul IDl gilt der Teiler
kettensatz. Daher gibt es eine Gleichung 

(p,cg, ... , p,ck-1g) = Cl.lcg, ... , p,ckg) , 

d.h. 

Eine Folgerung ist 
Satz 9. Ein Teilring ° von m:, der g umfaßt und endlich in Be

ziehung auf g ist, ist eine Ordnung, wenn er eine Basis von m:fP enthält. 
Beweis. Für jedes c aus ° liegen alle 1 . c" in 0. 

S atz 10. Ist a ein Ideal (Rechts- oder Linksideal) in der Ordnung °0 , 

so ist die Menge aller c aus m: mit ac ~ a (ca Si a) eine Ordnung 0, (°1), 
die Rechts- (Links-) Ordnung von a· a ist Rechts- (Links-) Ideal von 0, (01)' 

Beweis. 0, (°1) ist, wie leicht zu sehen, ein Ring. g ist in 0, (01) 
enthalten, weil g Si 00 und g mit a vertauschbar ist. 0, (°1) enthält 
eine Basis der Algebra. Ist ul ' ... , u" irgendeine Basis von m:, a1 , ••• , am 
eine g-Basis von a, so drücke man alle aiuk (uk ai) ~it rationalen 
Koeffizitmten durch die ai aus - das ist möglich, weil a eine Basis 
von m: enthält. Ist Il ein gemeinsamer. Nenner dieser Koeffizienten, so 
liegt die Basis p,ul , ... , p,u" von m: in 0r (01), 

Liegt p, =1= 0 in a, so liegt /lor (01P,) in dem endlichen g-Modul a. 
Daher ist flOr (01P,) , also auch 0r (00 ein endlicher g-Modul, nach Satz 9 
also eine Ordnung. Es ist nach Definition aOr = a, (ola = a), es gibt 
in a ein e =1= 0 nach Voraussetzung, und wenn p,a~ 00 (p, =1= 0) ist, wenn 
ferner 00 = (vl g, ... , vtg) und ~v" c 0, (~=1= 0) ist, so gilt ~p,a ~ ~oo 
~ 0,. 

Wir unterscheiden die verschiedenen Ordnungen durch Indizes: 
0i' 0k" . .. Ein Ideal mit der Linksordnung 0i und der Rechtsord
nung 0k wird mit ~k bezeichnet. Die Ideale aii heißen gleichseitig, 
die übrigen ungleichseitig. 

Ist aik"~ 0k' so ist ~kaik ~ aik , aik ~ 0i und umgekehrt. Daher 
Definition 5. Ein Ideal heißt ganz, wenn es in einer seiner Ord

nungen (und daher auch in der anderen) enthalten ist. 
Unter dem Produkt zweier Ideale aik und bjl verstehen wir die 

Menge aller Summen von Größen ab, a == 0 (~k), b == 0 (bii)' Man 
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sieht sofort, daß UikVjl ein Ideal !l,:'l' mit 0d~ 0,;" 0l S 0r ist. Die 
Bedingung 2 von Definition 3 folgt so: Ist !l,:k = (g VI' ..• , gv,) , 
Vjl = (gwI , ... , gw.) , ft =1= 0 so, daß alle ftv"w" in 0,;' liegen, so ist 
ft un' So,;" 

Satz 11. Ist 2l =1:'1)Cik voller Matrizesring in '1) (etwa 2l einfach, 
i, k 

'1) Divisionsalgebra), ist 00 eine Maximalordnung von '1), so ist 0=1: 00cik 
eine Maximalordnung von 2l. i, k 

Beweis. ° ist eine Ordnung, denn es ist leicht einzusehen, daß 
das charakteristische Polynom eines o-Elementes ganze Koeffizienten 
hat. Sei 0* eine ° enthaltende Maximalordnung. a =1: a';kc';k' a';k C '1), 

';,k 

liege in 0*. Dann liegt auch a';k = ~ c",; a Ck" in 0*, ist also ganz. Die 

aik' die als Koeffizienten von o*-Elementen auftreten, bilden einen 
Ring pt: Ist a = L aikc';k C 0*, so auch cliackl = a';kcll C 0*, und 

i,k 
wenn L aikcik , L aikcik in 0* liegen, so gehören hiernach auch aikcU 

~k ~k . 

+ allcU = (aik + aj l) Cu und aikcU • allcU = aikall cH zu 0*. Als Ring 
ganzer Größen, der 00 umfaßt, muß o~ = 00 sein. 

§ 2. Die normalen Ideale. 
1. Definition 1. Ein Ideal Uik heißt normal, wenn 0,; und okmaximal 

sind. 
Genau so, wie für die arithmetische Struktur der Zahlkörper die 

Hauptordnungen maßgebend sind, spielen in der Arithmetik der Algebren 
die Maximalordnungen und daher die normalen Ideale eine Hauptrolle. 
BRANDT hat erkannt, daß die normalen Ideale bei geeigneter Definition 
der Multiplikation ein Gruppoid mit den Maxi~alördnungen als Ein
heiten bildet. Angelpunkt dieser Theorie ist der Begriff des inversen 
Ideals. 

Zu irgendeinem Ideal !l,:k bilden wir die Menge !l,:-l aller C aus 2l 
mit !l,:kCU';kS!l,:k' !l,:-l ist ein Ideal uk'';' mit 0iS O,;', Ok~Ok" 

1. Aus UikCU';k S U';k' !l,:kd!l,:k SUik folgt !l,:k(C - d)!l,:k ~ !l,:k; 
Uik ' ok!l,:-l· !l,:k = !l,:ketil!l,:k S Uik ' U';k' !l,:-lo,; . U';k = !l,:ketil!l,:k S !l,:k' 

2. Liegt e =1= 0 in !l,:k' so ist eUif!l,:k S !l,:k' e!l,:-l So •. Ist ftu';k S 0k' 
so ist U';kftUik S u';kOk ~ u';k; ft S etil· 

Wegen UikUilo,;u';k = u';kuilu';k ist 0i,2 0,;, ebenso 0k'2 0k' 
Definition 2. etil heißt das zu u';k inverse Ideal. 
Wir bemerken, daß, falls 0,; maximal ist, uik genau die Rechts

ordnung 0,; hat. 
2. Wir behandeln nun zuerst die gleichseitigen Ideale einer festen 

Ordnung 0, und lassen solange die Indizes i fort. 
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Definition 3. Das ganze Ideal V heißt Primideal, wenn es kein 
durch V teilbares Produkt ab von ganzen Idealen gibt, dessen beide Faktoren 
nicht durch V teilbar sind. 

Der Durchschnitt V n 9 ist ein Primideal von g. Denn: 1. ist V n 9 
ein ganzes g-Ideal; 2. ist V n 9 =1= g, weil 1 nicht in V n 9 liegt; 3. wenn 
txß == 0 (V n g), so ist CtO ßo == 0 (V), also entweder txO == 0 (V) oder 
ßo == 0 (V), d. h. entweder tx == 0 (V n g) oder ß == 0 (V n g). 

Das im Restklassenring o/V enthaltene Teilsystem der v-Restklassen 
von g-Elementen können wir dadurch isomorph auf g/V n 9 beziehen, 
daß wir die Restklassen eines g-Elementes y modulo V und modulo V n 9 
einander entsprechen lassen. Wir identifizieren die so als isomorph 
erkannten Körper. Aus der Definition der Algebren folgt nun, daß o/V 
eine Algebra über g/V n 9 ist. 

Satz 1. o/V ist eine einfache Algebra über g/V n g. 
Beweis. ii sei ein zweiseitiges o/v-Ideal mit ji2 = o. Auflösen der 

Restklassen, aus denen ä besteht, in ihre Elemente ergibt ein zwei
seitiges o-Ideal a mit a2 == 0 (V). Hieraus folgt a == 0 (V), ä = o. Dem
nach ist o/V halbeinfach. o/V ist einfach, denn ist o/V = ä' + ii" (ii', ä" 
zweiseitige Ideale), so folgt ä' ä" = 0, a' a" == 0 (V), daher entweder 
a' == 0 oder a" == 0 (mod V), d. h. entweder ii' = 0 oder ä" = o. 

Definition 4. Der Rang f von o/V über g/V n 9 heißt der Grad 
von V. Ist o/V ein u-reihiger Matrizesring über einer Divisionsalgebra, 
so heißt u die Kapazität von V. 

Satz 2. Ein Primideal hat keine echten ganzen gleichseitigen Teiler. 
Beweis. Die ganzen gleichseitigen Teiler von V entsprechen den 

zweiseitigen Idealen von o/V. 
Satz 3. Ein von 0 verschiedenes ganzes o-Ideal V ohne echte gleich

seitige ganze Teiler ist ein Primideal. 
Beweis. Sei ab == (V), aber a =1= 0 (V). Dann ist (a, V) ein von V 

verschiedener Teiler von V, also gleich o. Demnach b = 0 b = (a b, Vb) 
== 0 (.\-1). 

Satz 4. Jedes von 0 verschiedene gleichseitige ganze o-Ideal ist durch 
ein Primideal teilbar. 

Beweis. In 0 gilt der Teilerkettensatz. Daher hat a von 0 ver
schiedene teilerlose Teiler: die sind nach Satz 3 prim. 

Satz 5. Jedes ganze o-Ideal a ist Teiler eines Produktes von Prim
idealen. 

Beweis. Ist a prim, so ist a == 0 (a). Ist a nicht prim, so sei 
b'b" == 0 (a), b' =1= 0, b" =1= 0 (a). Sei a' = (b', a), a" = (b", a). 
Dann ist a' a" == 0 (a) und a', a" sind echte Teiler von a. Ist eines 
der beiden Ideale a', a" nicht prim, etwa a', so gibt es zwei echte 
Teiler a"', a'," von a', so daß a',' a'," == 0 (a'), also a',' a'," a" == 0 (a). 
Wegen des Teilerkettensatzes muß man auf diese Weise nach endlich 
vielen Schritten auf ein durch a teilbares Primidealprodukt stoßen. 
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3. Bisher war noch nicht von Maximalordnungen die Rede. Von 
jetzt an werden wir I deale in Maximalordnungen untersuchen. 

Satz 6. 0 sei maximal. Ist Cl ganzes gleichseitiges o-Ideal, das abe1' 
von 0 verschieden ist, so ist Cl-I nicht ganz. 

Beweis. lJ sei ein Primidealteiler von Cl, # =f= 0 liege in lJ, .pI •.... lJT 
sei ein durch # 0 teilbares Primidealprodukt mit möglichst kleiner 
Faktorenzahl r. Einer der Faktoren lJ" muß durch .p teilbar, also 
gleich lJ sein. Demnach ist lJI' ... ·.pr von der Form blJ c. Es ist 
#-llq:JC == 0 (0), lJC#-1 0lJC == 0 (lJc). 0 ist als maximale Ordnung auch 
die Linksordnung von lJ C, daher folgt weiter 1:1 C #-1 0 == 0 (0), lJ #-1 CO 1:1 
== 0 (lJ), #-1 CO == 0 (lJ-l), ,u- 1 CO == 0 (Cl -1). CO ist ein Primidealprodukt 
von r - 1 Faktoren, ist also nicht durch # 0 teilbar, daher ist #-1 CO, 
um so mehr Cl -1 nicht ganz. 

Satz 7. Ist 0i maximal, so gilt für alle Ideale Clik die Gleichung 
~k~-l = 0i' Die gleichseitigen oi-Ideale bilden also eine multiplikative 
Gruppe. 

Bewe-is. Cl'k~-l ist ein Ideal 0ii' wegen ~kClil S 0i ist es ganz. Aus 

~kail(~kClil)-I~k~-l S ClikClil 

folgt wegen der Maximalität von 0i' daß Clil: ~-l (Oik ai-l) -1 S 0i' 
~k ~1 (~k Clil) -1 ~l: S ~k' ~-l (~k ail) -1 S ~-l· Daraus wegen der Maxi
malität von 0i: (~kail)-1 S 0i' Nach dem vorigen Satz folgt aus der 
Ganzheit von (Clik Clil)-1 und von aik ai1, daß ~kail = 0,. 

Satz 8. Ist 0 maximal, so ist jedes ganze gleichseitige o-Ideal Cl ein 
Primidealprodukt. 

Beweis. lJl sei ein Primidealteiler von o. 01 = alJl 1 ist ganz, 
aber ein echter Teiler von a, da 1:11 1 i2 0, 1:111 =f= 0 ist. Durch fort
gesetztes Wegdividieren von Primidealen muß man wegen des Teiler
kettensatzes schließlich auf 0 stoßen, CllJl1 ..... lJ;J = o. Daraus 
durch Rückwärtsmultiplizieren nach dem vorhergehenden Satz 
a = lJ,.lJ"-1 ..... lJI' 

Sind lJ, lJ' zwei verschiedene Prirnideale von 0, so ist lJ lJ' = lJ' lJ· 
Denn lJ -llJ' lJ ist wegen lJ -llJ' lJ c lJ -1 0 lJ = 0 ganz, lJ lJ -llJ' 1:1 = lJ' lJ ist 
durch lJ' teilbar; da lJ =1= 0 (lJ'), so ist lJ -llJ' lJ == 0 (lJ'), lJ' lJ == 0 (lJ lJ'), 
ebenso lJ lJ' == 0 (lJ' lJ), also lJ' lJ = lJ lJ' . 

Satz 9. Die Gr·uppe der gleichseitigen Ideale einer Maximalordmmg 
ist abelsch, und sie ist das direkte Produkt der von den Primidealen er
zeugten unendlichen Zyklen. 

Das ist nach dem Vorhergehenden klar. 
Wir kommen zu den ungleichseitigen normalen Idealen. Zuerst 

beweisen wir eine Verallgemeinerung von Satz 6. 
Satz 10. Ist 0i maximal, Clik ein ganzes Ideal mit der Linksordnung 0i' 

das von 0i selbst verschieden ist, so ist ail nicht ganz. 
Als Vorbereitung beweisen wir 



811 § 2. Die normalen Ideale. 75 

Satz 11. qu sei ein ganzes o,-Linksideal, das von 0i verschieden ist 
und keinen echten orLinksteiler hat. Es gibt genau ein durch qu teilbares 
Primideal .))ii' qa hat die Form qöl = (OiC22' ... , 0iC"", .))ii), wenn die 
Restklassen der c ... ", 1 <'P ~ ", 1 < ft < ", ein passend gewähltes System 
von Matrizeseinheiten in 0i/.)) .. sind, und es gilt eine Gleichung .))ii = qiitmi' 

Beweis. Der größte gemeinsame Teiler aller durch qu teilbaren 
ganzen Ideale tl;i sei .))ii· l'ii ist prim: sei 13; i Cii == 0 (l'ii) , bi =1= 0 (.))ii) • 
Dann is~ (bii , .))ii) =1= 0 (qu), (bii , qil) = 0i' Cu = (bi i' qu) Cii = (bii cii ' qu Cii) 
== 0 (qu), cH == 0 (.))ii)· Jedes andere Ideal nii , das durch qil teil
bar ist, ist durch .))'i teilbar und also gleich .))ii' wenn es prim ist. 
In ou/.))ii entspricht dem qil ein teilerloses Linksideal 'Ti!' Demnach hat 
qil die Form qil = (Oie22 , ••• , Oie",,), und es ist qil = (Oi C22" •• , 0iC"", .))ii)' 
Wir setzen tmi = (cu 0i' l'ii)' Dann ist qu tmi == 0 (.))ii), da c""cu = 0 
falls 'P> 1. Andererseits ist .))~i == 0 (qilt"'i)' ferner .))HCU == 0 (qi/tmi)' 
woraus qatmi =F .))~i folgt. Nach Satz 9 muß qiltmi = .))ii sein. 

Beweis von Satz 10. CJil sei ein Teiler von nik , wie er in Satz 11 
betrachtet wurde. ft =F 0 sei durch .))ii teilbar, ft 0• = .))iiCii = qUrmicii. 
Es folgt ft -1 qil tmi Cu = 0i' ft -1 tmi Cii S; qil· Da rmi =1= 0 (.))ii) , also 
rmiCii =1= 0 (ft°i) , so ist ft-1rmiCii nicht ganz, um so mehr ist CJil nicht 
ganz, und auch nil nicht wegen qil S; tl;-kl . 

Satz 12. Ist die Linksordnung 0i von nik maximal, so ist auch die 
Rechtsordnung 0k maximal. 

Beweis. 1. 01 sei eine 0k umfassende Maximalordnung. Wir setzen 
tl;ko/ait = Oj. 0j umfaßt 0i. 0j ist ein Ring, denn 0jOj = aikoltl;-laikolaik 
. t -1 c al -1 c· -1 t IS wegen tl;ktl;k tl;k = aik , so ~k aik = 0k m aiA,olokOl~k = 0j en-
halten. 0j ist endlich in Beziehung auf g, da dies für tl;k' 01' ail gilt. 
Nach § 1, Satz 9, ist daher 0j eine 0i umfassende Ordnung, also 0j = 0i' 
aik01Uit = 0i. Da 0i in ail enthalten ist, so folgt, daß aikol S; 0i' 
also ist aikol ein ganzes oi-Linksideal. 

2. Sei zunächst u;'k ganz, von .Oi verschieden, aber ohne echten 
oi-Linksteiler. Wäre 0k =F °1, so wäre tl;kOI umfassender als u;'k' demnach 
gleich 0i. Es wäre 0i U;,-t = u;'k 01 ail = 0i' ait S; 0i' was nach Satz 10 
nicht der Fall ist. 

3. Ist u;'k beliebig ganz, so bilden wir eine Kette von echten Teilern 
aik c aikr C ••• c ai k, C tl; k, C 0., die nicht verfeinert werden kann. 
0k, ist nach 2. maximal. Die Rechtsordnung von ail, aik, ist 0k,- Denn 

-1 C -1 fit -1 C -1 aus tl;k, aik. ° = aik, u;'k, 0 g aik, ° = u;'k, tl;k, aik, ° = tl;k1 a;, k, tl;k. = aik,· 
aii, aik, hat keine echten 0k,-Linksteiler, denn aus a.:f1 aik.;;2 bk,l;;2 0k, 
folgt 

Nach 2. ist also 0k, maximal. So kann man weiter der Reihe nach 
erkennen, daß 0k.' 0k" ... , 0kr ' 0k maximal sind. 
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4. Ist aik ganz beliebig, so ist flaik für passendes fl =F 0 ganz und 
hat die gleiche Rechtsordnung wie a ik . 

Auf Grund von Satz 12 erfaßt die Theorie der normalen Ideale die 
einseitigen Ideale von Maximalordnungen. 

4. Die Multiplikation der normalen Ideale soll so eingeschränkt wer
den, daß die normalen Ideale ein multiplikatives Gntppoid (BRANDT l6J, 
[7J) bilden. 

Die folgende Definition müssen wir einführen, um die eindeutige 
Lösbarkeit einer Gleichung a~ = b zu erzwingen. 

Definition 5. Ein Produkt U;/fbljheißt eigentlich, wenn weder aik 

noch 0u durch einen echten Teiler ersetzt werden kann, ohne den Wert des 
Produktes Z1t ändern, 

Satz 13. Sind aik und olj beide normal, so ist aikoZj dann und nur 
dann ein eigentliches Produkt, wenn 0k = 0z. 

Beweis. 1. Wegen aikOkOZj = aik01j folgt 0k ~ 0z, ebenso 01 ~ 0k' 

wenn das Produkt eigentlich ist. Daher 0k = 01' Die Normalität von 
aik und 0lj wird hierbei noch nicht benutzt. 

2. Sei 0k = 0[. Ist aik == 0 (aiok,) und aioko 0kj = aik 0kj' so gilt 
a;.oko ~ aiokook = a;oko ok j Oil = aikokjoil = aikok = ail;' d. h. a ioko = ail;' 

S atz 14. Die normalen Ideale bilden bei der eigentlichen Multiplikation 
einGntppoid mit den Maximalordnungen als Einheiten (BRANDT [6J, [7J). 

Zum Beweis sind nur die Sätze 7 und 13 anzuwenden und hinzu
zufügen, daß es zu vorgegebenen Maximalordnungen 0;, 0l; ein Ideal 
Dik gibt: 

. Satz 15. Das Ideal Dil; = (0l;0i)-1 ist von N1tll verschieden. Es ist 
der größte gemeinsame Teiler aller ganzen Ideale ail;' Es heiße die Distanz 
von 0i nach 0k' 

Beweis. (0l;0i)-1 = Dik ist ganz, denn Dik~ 0kOiDik = 0k' Ist 
aik ~ 0i' so ist aik aik ~ aik , also a ik 0k 0i ail; ~ nil;' 0l; 0i ~ nil, Dil; ~ nik' 

d. h. Dik ist der größte gemeinsame Teiler aller ganzen nik . 

Satz 16. Das normale Ideal ail; ist dann und nur dann durch das 
normale Ideal on teilbar, wenn es eine eigentliche Produktdarstellung 
aik = cijoj1b mit ganzen cij ' b gibt. Ist 0i = 0j' so gilt sogar ail; = hilb 
mit ganzem b. 

Beweis. 1. Aus a ik = CijOj1b, cij ~ 0j' b ~ 01 folgt nil; ~ Ojl' 

2. Sei nik==O(Ojl)' Wir setzen Cij=nik(Ojaik)-1, fZk=Oj/nik' 

Beide Ideale sind ganz und haben wirklich die angedeuteten Ordnungen. 
Es ist cij ojlb = nidoj nil;) -1 Ojl Oj/ nik = nil; (Oj ail;) -1 0j n.il; = nikok = nik' 

Im Falle 0i = 0j gilt cij = nil;(oinik)-1 = 0i = Oj' 

Defini tion 6. Ein ganzes Ideal heißt unzerlegbar, wenn es nicht 
als eigentliches Produkt von echten Teilern darstellbar ist. 

Nach Satz 16 sind die unzerlegbaren Ideale die teilerlosen Ideale. 
Nach Satz 11 sind sie maximale Teiler von Primidealen und haben 
die Form 
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Die Gruppe der gleichseitigen o,Ideale a..i wird durch a..c-~ bi-i a..ibik 
auf die Gruppe der ok-Ideale isomorph bezogen, dieser Isomorphismus 
hängt von der besonderen Wahl von bik nicht ab, denn ist bik=!iibiktlkk' 
so wird nach Satz 9 

bii1a..ibik = tli~ bii!ila..i!iibiktlU = biia..ibik· 
aii und au = biiuiibik sollen zusammengehörig heißen. 

Satz 17. Jedes gan.ze normale Ideal ist eigentliches Produkt von 
unzerlegbaren Idealen. Die Faktorenzahl ist bei zwei verschiedenen Zer
legungen die gleiche. Die Faktoren sind insoweit eindeutig bestimmt, als 
die Faktoren einer Zerlegung denen feder anderen so umkehrbar eindeutig 
zugeordnet werden können, daß entsprechende Faktoren qik und qi, k' Teiler 
zusammengehöriger Primideale .\:lii und .\:li'i' sind. 

Beweis. Die Möglichkeit der Zerlegung folgt aus Satz 16. Ist 
a..k = qijqjZ ... qmk eine Zerlegung von U;k in unzerlegbare Faktoren, 
so ist 

0i :::> qij :::> qij qj Z :::> ••• :::> aik 

eine nicht mehr verfeinerbare Kette von o,Linksidealen, also 

Odaik:::> qii/U;k:::> ... 
eine Kompositionsreihe des oi-Linksmoduls 0i/U;k' Nach dem JORDAN
HÖLDERschen Satz ist also die Faktorenzahl eindeutig bestimmt. Um
gekehrt liefert eine Kompositionsreihe von 0i/U;k eine Zerlegung von U;k' 

Der JORDAN-HöLDERsche Satz ergibt weiter, daß für zwei Zerlegungen 
von U;k die Faktormoduln 0i/qij, qij/qijqjZ' als o,Moduln eindeutig 
bestimmt sind. Daraus ergibt sich die Eindeutigkeitsbehauptung von 
Satz 17 auf Grund von 

Satz 18. U;k sei ein ganzes Ideal, qkZ und qim seien unzerlegbare 
Ideale. Die oi-Linksmoduln U;k/U;kqkZ und 0i/qim sind dann und nur dann 
isomorph, wenn qkZ und qim zusammengehörige Primideale .\:lu und 
.\:lii = U;k.\:lU Uil teilen. 

Beweis. 1. Es ist U;k.\:lkk = .\:liiU;k' Der oi-Linksmodul aidaiklJu 
= aik/lJiiU;k ist oi/lJii-Linksmodul, denn das Produkt einer Restklasse a 
von U;k modulo lJiiU;k mit einem o .. Element c hängt nur von der Rest
klasse von c modulo lJii ab. 

U;k/U;k.\:lU hat, wenn qkZ ein unzerlegbarer Teiler von .\:lu ist, eine 
mit U;k/U;klJU' aik qkZlU;k.\:lu . .. beginnende Kompositionsreihe. Die 
einzelnen Faktormoduln U;k/aikqkl' ... sind nach IU, § 2, Satz 1, mit 
den einfachen Linksidealen von Oi/lJii isomorph. Angewendet auf 
U;k = 0i ergibt das die Isomorphie aik/aikqkz N odqim' wenn qkZ und qim 
entsprechende Primideale lJkk und lJii teilen. 

Um zu zeigen, daß die Isomorphie 0i/qim N 0i/qin für zwei un
zerlegbare Ideale qim und qin das Übereinstimmen der zugehörigen 
Primideale lJii und lJii bedingt, führen wir für o,Linksmoduln m das 
annullierende I deal ein: die, Menge ! aller a aus 0i mit am = o. ! ist 
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ein zweiseitiges ocldeal: aus am = 0 und bm = 0 folgt (a - b)m = 0, 
ferner ist 0i ~ . m = 0i . ~ m = 0, ~ 0i . m = ~ . 0i m S; ~ • m = O. 

Für odqim ist ersichtlich lJii das annullierende Ideal. Zu operator
isomorphen 0i/qim, o;/qin gehört also das gleiche ~1;i' 

S atz 19. Die Anzahl der unzerlegbaren Faktoren eines Primideals 
ist gleich der Kapazität. 

Beweis. Oi/lJii hat eine Kompositionsreihe der Länge ;v.. 

5. S atz 20. lJii sei ein Primideal der Maximalordnung 0i' a C 0i 
ein Nichtnullteiler modulo lJii' Die Kongruenz 

a x~ == b (mod lJ1i) 

ist d~trch ein xI! aus 0i lösbar. 
Beweis. 1. aX1 == b (lJii) ist lösbar, da a ein Nichtnullteiler in der 

Algebra Oi/lJii ist. 
2. Ist a xI! == b (lJfi) (e:::': 1). ferner a * a == 1 (lJii) , so wird a Xg_Cl 

== b (lJU1), falls xg +1 = xg - a*(axg - b) gesetzt wird. 
In Zusammenhang mit Satz 20: LITTLEWOOD [1J, ÜLSON [1]. 

§ 3. Struktur des Restklassenringes nach einem zweiseitigen 
Ideal. 

Der Restklassenring einer Maximalordnung 0i nach einem Prim
ideallJii ist eine einfache Algebra (§ 2, Satz 11). Aus der Teilerfremdheit 
verschiedener Primideale ergibt sich leicht, daß der Restklassenring 
von 0i nach einem Ideal II lJii isomorph zur direkten Summe der Rest-

lJii 

klassenringe odV/i ist. Daher genügt es, die Restklassenringe von 
Primidealpotenzen zu behandeln. 

S atz 1. o,Nt; = 0 ist ein primärer Ring mit dem Radikal lJdlJii = ~. 
Beweis. Die Potenzen ~ ,~2, ... , ,j.i'" = 0 sind außer I) die einzigen 

zweiseitigen Ideale von 0, denn sie entsprechen dep zweiseitigen Teilern 
von lJi'i. ~ ist daher das fnaximale zweiseitige Nilideal. Ein einseitiges 
Nilideal ä ist in ~ enthalten, denn nach Hilfssatz 1, II, § 3, ist (a,~) 
ein Nilideal, das ~ umfaßt, und da ein echter Teiler von lJii nach Satz 21, 
§ 2, ein Element c"" enthält, das modulo lJii idempotent ist, so muß 
(a,~) =~, äS;~ sein. 

Nach Satz 2, II, § 9, ist I) voller Matrizesring in einem vollständig 

" primären Ring Tl, 0 = LSDcI'II. Der Grad ;v. der Matrizes ist die Ka-
l',fl-=l 

pazität von lJ.ii (ist also von m unabhängig), denn er ist die Komponenten-
zahl des Restklassenringes von 0 nach seinem Radikal,p, also von 0i/,pii' 

Das Radikal von sD ist p = ~ n ~ (II, § 9, Beweis von Satz 5). 
Wir wollen eine Übersicht über die Ideale von 0 und '1l gewinnen. 

Jedes zweiseitige Ideal a von 0 entspringt aus einem zweiseitigen 
Ideal äo von ~, es gilt Ci =2'äoc,." , umgekehrt 00 = 0 n S!5. Es ist 
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p =2'p*c",., demnach ~i =2'~*iC" ... , somit sind die Potenzen von ~* 
die einzigen zweiseitigen Ideale von ~. 

Satz 2. ~ enthält nur zweiseitige Ideale. 
Zuerst beweisen wir, daß ein durch p*m-l teilbares Rechtsideal ao 

von SD entweder 0 oder p*,n-l ist. ä =2'äoc"" ist ein durch :pm-l teil
bares Rechtsideal von 0, es entspringt daher aus einem Rechtsideale 
a = Cji-lJ~-l von Vi; C ist wegen -lJ~ == 0 (a) ein Teiler von p. Ist c = p, 
so wird a = 0, ao = O. Ist C =1= .j), so liegt in c ein ~" ... C"", =1= 0 (:p), 
etwa d",p =1= 0 (p*). Da ~/p* ein Schiefkörper ist, so gibt es ein d' mit 
d",pd' == 1 (.j)*); es ist dann 2'd,. ... c".u· d' =~e" ... c,,!. == 0 (c) mit 
e",p == 1 (~*). Ist jetzt p ein Element von -lJ*m-l, so wird, wegen 
a = cpm-l, ~e"I'c,.!.P == 0 (ii), daher p = e",pp == 0 (ao), ~*m-l == 0 (ao), 
~*m-l = äo. 

Ist iio ein beliebiges von Null verschiedenes Rechtsideal von ~, 
so bestimmen wir zu irgendeinem ä =1= 0 aus ao den Exponenten i mit 
a == 0 (:P*i) , ä =1= 0 (:P*i+1). Da aus ä:p*B = 0 sich a:p" = 0, a-lJB == 0 (-lJm) , 
a == 0 (-lJm-B), a == 0 (-lJ*m-B) ergibt, so muß ä.j)*m-l-i=l=o sein. ä:p*m-l-i 
liegt einerseits in ao, andererseits in .jJ*i~*m-l-i=.jJ*m-l. Der Durch
schnitt ao n :p*,n-l ist also ein von Null verschiedenes Rechtsideal in 
~*m-l, er ist daher nach dem voraufgehenden gleich :p*'''-l, p*".-l ist 
also in ao enthalten. Ist ao =1= :p*m-l, so wenden wir die gleiche Über
legung auf äo modulo .jJ*"'-1 an und finden, daß .jJ*m- 2 in ao enthalten 
sein muß. So fortfahrend erkennen wir, daß 0, :p*m-l, .jJ*m-2, ... ,.jJ*, ~ 
die einzigen Möglichkeiten für Rechtsideale sind. Satz 2 ist damit 
bewiesen. Für diesen § vgl. ARTIN [3J, SPEISER [3]. 

§ 4. Normen der Ideale. 
Um eine Definition der Normen zu gewinnen, halten wir uns zu

nächst an den Spezialfall, daß g der Ring der ganzen rationalen Zahlen 
ist. Ist a'k ein ganzes Ideal von ~, so soll unter N nik die Elementezahl 
des Restklassenmoduls 0ila,k verstanden werden. Ob 0ila,k und 0kla,k 
die gleiche Elementezahl haben, also die Normendefinition symmetrisch 
ist, bleibt vorläufig offen. 

Wenn g nicht der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist, so finden 
wir einen Ersatz für die Elementezahl von 0i/a,k in der "Ordnung" 
von 0ila,k als ABELsche Gruppe mit g als Operatorenbereich - kurz 
g-Gruppe. 0ila,k wird eine g-Gruppe durch die Festsetzung ap. = äfi.. 

Die Ordnung einer g-Gruppe wird auf die folgende Weise erklärt: 
Eine g-Gruppe m heißt zyklisch, wenn sie durch ein Element erzeugt 
wird: m = ag. Die Menge der CI: aus g mit a CI: = 0 ist ein Ideal n. 
Durch die Abbildung p. ...... ap. wird g homomorph auf ag abgebildet, 
und da hierbei gerade n in 0 übergeht, so ist ag ~ gin. a heißt die 
Ordnung von m. Eine ABELsche g-Gruppe ist dann und nur dann 
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einfach, wenn sie zyklisch von Primidealordnung ist. Denn eine 
nichtzyklische g-Gruppe enthält echte zyklische Untergruppen, und 
wenn die Ordnung n von ag den echten Teiler b hat, so hat ag N g/n 
die durch b/n gegebene echte Untergruppe. 

Hat die ABELsche g-Gruppe 9.n eine endliche Kompositionsreihe, 
so soll das Produkt der Ordnungen der Kompositionsfaktoren, das 
nach dem ]oRDAN-HöLDERschen Satze allein durch 9.n bestimmt ist, 
die Ordnung von 9.n heißen. Für eine zyklische Gruppe 9.n stimmt 
diese Ordnung mit der zu Anfang definierten Ordnung überein, denn 
eine Kompositionsreihe von ag gibt bei der Abbildung auf g/n eine 
Kette g/n:::> lh/n:::> .):l1.):l2/n:::>· .. :::> .):l1.):l2 ... .):l,/n = n/n, wo die .):li Prim
ideale sind. 

Definition 1. Die Norm N 1 ~k eines ganzen Ideals ~k von m in 
Beziehung auf 9 ist die Ordnung der g-Gruppe 0i/fuk. 

Diese Definition soll jedoch nur eine vorläufige sein, da N 1 ~k der 
mittels der charakteristischen Gleichung gebildeten Elementnorm 
entspricht. 

Diese Definition hebt die Linksordnung vor der Rechtsordnung 
hervor. Vorläufig wollen wir die Ordnung von Ok/~k mit Nf~k be
zeichnen, es wird sich alsbald Nf nik = N 1 nik herausstellen. 

Satz 1. Die Norm eines Primideals $ii vom Grade f ist .)I, unter .):l 
das durch $ teilbare Primideal von 9 verstanden. 

Beweis. Wird unter U1 , ••• , Uj eine Basis der Algebra 0/$ in 
Beziehung auf g/.):l verstanden, so ist jeder Modul üi • g/.):l eine zyklische 
Gruppe der Ordnung .):l, und U1g + ... + Ujg, u29 + ... + üj 9' 
... , Ujg ist eine Kompositionsreihe von 0/$. . 

Satz 2. Das unzerlegbare Ideal $ik sei Teiler des Primideals $ii 
vom Grade f und der Kapazität". Es gilt N 1 $ik = V'x. 

Beweis. Wir haben beim Beweis des Satzes 18, § 2, gesehen, daß 
0i/$ik sogar als oi/$ii-Linksmodul mit einem einfachen Linksideal r 
von O;/$ii operatorisomörph ist, erst recht also als g-Linksmodul. 
Da O;/$ii die direkte Summe von" untereinander isomorphen einfachen 
Linksidealen r ist, so ist die Ordnung von Oi/$ii die "te Potenz der 
Ordnung von f oder von 0i/$ik' daraus ergibt sich die Behauptung 
nach Satz 2. 

Satz 3. Normenmultiplikationssatz. N1~kbkl = N1~kN1bkl· 
Beweis. Wir können bkl unzerlegbar annehmen. Nach Definition 

der Ordnung ist die Ordnung von Oi/~kbkl gleich dem Produkt der 
Ordnungen von Oi/~k und von ~k/~kbkl. Die erste Ordnung ist die 
Norm von nik . Die zweite ist nach § 2, Satz 18, gleich der Ordnung 
von oJbim , bkl und bim sollen in zusammengehörigen Primidealen $kk 
und $ii von 0k und 0i aufgehen. 

Es fehlt also noch der Nachweis, daß unzerlegbare Ideale $im und 
$kl zu zusammengehörigen Primidealen die gleiche Norm haben, oder, was 
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nach Satz 1, 2 auf das gleiche hinausläuft, daß zusammengehörige Prim
ideale $ii und $.u: gleiche Normen haben. Um das zu zeigen, bedenken wir 
zuerst, daß die Ordnung von Iltk/Iltk$kk gleich NI $ii ist, denn Iltk/Iltk $kk 
= Iltk/$iilltk hat ja als oi/$ii-Modul eine Kompositionsreihe der Länge", 
weil $kk in " unzerlegbare Faktoren zerfällt. Da wir aber Iltk/aik $k~ 
auch als 0k/$kk-Rechtsmodul mit einer Kompositionsreihe der gleichen 
Länge" ansehen können, so wird andererseits die Ordnung von Iltk/ Iltk $kk 
gleich NI $kk' also NI $ii = NI $kk' Damit ist der Beweis beendet. 

Es ergibt sich aus der letzten Betrachtung zugleich, daß für ein 
unzerlegbares Ideal $ik die Gleichung Nt $ik = NI $ik gilt: vertauschen 
wir nämlich in Satz 2 rechts und links, so ergibt sich Nt $ik = '!,JI'I" , 
wenn t' der Grad von $kk ist. Da auch für Nt die Multiplikationsregel 
gelten muß, so folgt allgemein Nt Iltk = N11ltk' 

Ferner sehen wir, daß alle Primideale $ii, $kk' $11' ... den gleichen 
Grad f haben (siehe § 11 Satz 16). 

Auf Grund von Satz 3 können wir die Definition der Norm NI aik 
auf nicht ganze Ideale Iltk ausdehnen, indem wir N1lltk = NI '6ij/N1 Ckj 
setzen, falls Iltk = '6;'j cil mit ganzen '6, c ist. Wegen Satz 3 ist diese 
Definition nicht abhängig von der Wahl der '6, c, außerdem ist Satz 3 
auch für nicht ganze Ideale richtig. 

Satz 4. Sind in 9 alle1deale Hauptideale, hat also jedes Ideal von m 
eine Minimalbasis in Beziehung auf g, so ist die Norm eines Ideals Iltk 
gleich dem g-Ideal (lAI), das von der Determinante lAI einer Matrix A 
erzeugt wird, welche eine Basis u = (ul , ... , u .. ) von 0i in eine Basis 
b = (VI"'" v .. ) von Iltk überführt: N1aik = (lAI), wenn b = uA. 

Beweis. 1. (lA i) hängt nicht von der Wahl der Basis b ab, denn 
ist b' eine zweite Basis von a, b' = b C, so hat sowohl die Matrix C 
als auch ihre Inverse C- 1 Elemente aus g, weil b = b' C- 1 • Die De
terminante I C I ist demnach eine Einheit, und da b' = uA C ist, so wird 
in der Tat (IACI) = (lAI). 

2. Bekanntlich kann die Basis b in der Form 

VI = Ul~ll 

V2 = U1 1X12 + U 2 1X22 

v .. = U1 1X1 .. + U2 1X2 .. + ... + U .. IX .... 

gewählt werden (VAN DER WAERDEN [2], § 106). 
In diesem Fall wird (I A I) = (1X1l) (1X22) . . . (IX .... ), und wir zeigen 

jetzt, daß die Ordnung der g-Gruppe Odlltk gleich (1X1l) (1X22) ••• (IX .... ) 

wird, falls Iltk ein ganzes Ideal ist. 
In der von 0 = gUI + ... + gu.. nach Iltk = gVI + ... + gv .. 

führenden Untergruppenreihe 

o = gUl + ... + gu .. ::> gUI + gU2 + ... + gU .. _1 + gv .. ::> ••• ::> gUt 
+ ... + gUi + gVi +1 + ... + gv .. ::>···::> gVI + ... + gv .. = Iltk 
Ergebnisse der Mathematik. IV /1. Deuring. 6 
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hat die Faktorengruppe 

(gul + ... + gUi + gVi +1 + ... + gvn)/(gul + ... + gUi - 1 + gVi 

+ ... + gvn) 

die Ordnung (/Xii). Denn sie ist mit 

(gul + ... + gui)/(gul + ... + gUi - 1 + gvi ) 

= (gul + ... + gui)/(gu1 + ... + gUi-l + g/Xiiui) 

isomorph, und die letzte Gruppe wiederum mit 

g//Xii g. 

Ist aik nicht ganz, so betrachten wir ein ganzes Ideal /Xll,;k> /X c 9 
an seiner Statt. Es wird /XnNIll,;k = /X" (lA I), Nl~k = (lA 1). 

Auch wenn 9 nicht Hauptidealring ist, kann man NI aik durch 
Determinanten . ausdrücken. Wir verwenden dazu das folgende all
gemeine Prinzip: 

! sei irgendein ganzes Ideal von g. Im Ring g* aller Größen von P, 
deren Nenner zu ! teilerfremd sind, ist jedes Ideal Hauptideal. Jedes 
Ideal a von 9 geht durch Multiplikation mit g* über in ein Ideal a* = g* a 
von g*. Dabei wird a* = g* für jedes zu ! prime a, jeder Primfiktor .\> 
von ! geht in ein Primideal V* von g* über. Während eine Gleichung 
a = 0 zwischen Idealen von 9 die entsprechende Gleichung a* = 0* 
zur Folge hat, kann man umgekehrt aus a* = 0* schließen, daß U 

und 0 bis auf zu ! teilerfremde Faktoren übereinstimmen. 
Die Anwendung dieses Prinzips ergibt: 
S atz 5. ! sei irgendein ganzes I deal von g, das durch alle Primideale 

teilbar ist, die in NI Uik vorkommen, und g* der Ring der P-Elemente mit 
zu ! primen Nennern, 0* = g* 0i' U sei eine Minimalbasis von ot, b 

eine Minimalbasis von a* = g* U in Beziehung auf g*. Dann ist NI Uik 

der Anteil der Primfaktoren von ! an der Determinante I A I der durch 
b = uA gegebenen Matrix. 

Satz 6. Ist Uik = aOk' so wird NIUik = (Na)rn, wenn m 2 der Rang 
von m: über dem Zentrum ist. 

Beweis. Wir nehmen ein Ideal! wie in Satz 5 zu Hilfe. Ist dann 
u eine Basis von of in Beziehung auf g*, so ist b = au eine Basis von Utk' 

Daher wird (N a)rn = I A I. N ach Satz 5 unterscheidet sich also NI U 

von (N alm nur um zu ! prime Faktoren. Da man aber jedes Primideal 
von 9 in ! aufnehmen darf, so wird NI U = (N a)rn. 

Satz 6 legt nahe, die Idealnorm NI Uik durch ihre m-te Wurzel zu 
ersetzen, um einen der Elementenorm entsprechenden Idealnormbegriff 
zu haben. Sinnvoll ist diese Definition aber nur, wenn (NI Uik)l/rn ein 
Ideal von 9 ist. Das ist in der Tat der Fall. Um das einzusehen, 
ziehen wir den späteren Satz 27 in § 11 heran. Danach gibt es zu 'jedem 
Ideal ~k ein Element a, so daß aika keinen unzerlegbaren Faktor auf-
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weist, der in einer Zerlegung von ~k vorkommt. Es wird dann 
NI(~ka) = NI~k(Na)m. Ein Primfaktor von NI~k muß also von 
(N a)m weggehoben werden, woraus in der Tat folgt, daß dieser Prim
faktor in NI ~k mit einem durch m teilbaren Exponenten vorkommt. 
Wir definieren daher endgültig: 

Die Norm N ~k eines ganzen Ideals ~k ist die m-te Wurzel aus der 
Ordnung der g-Gruppe O/~k; die Norm eines beliebigen Ideals ~k ist 
N~k = N'6ij/Nckj, lalls ~k= '6ij/ckj mit 'ganzen '6, c. 

Satz 3 bleibt für N statt NI bestehen, die Sätze 1, 2, 4, 5 sind ent
sprechend abzuändern, Satz 6 sagt N (a) = (Na) aus. Aus Satz 2 
ziehen wir die bemerkenswerte Folgerung 

Satz 7. Ist I der Grad und u die Kapazität eines Primideals von 2l. 
so ist 1==0 (um), laUs 2l den Rang mS über seinem Zentrum hat. 

§ 5. Komplementäre Ideale. Differenten. 
S~..,..pa, kürzer S a, bezeichne die Spur des Elementes ader halb

einfachen Algebra 2l in Beziehung auf ihren Grundkörper P. 
Ist ~k ein Ideal von 2l, so wird unter SC!;,k die Menge aller Sa, 

a == 0 (aik) verstanden. SC!;,k ist ein Ideal von g. Ist aik ganz, so ist 
auch S C!;,k ganz. Die Umkehrung gilt aber, wie wir bald sehen werden, 
nicht. 

Durch ein Ideal C!;,k ist die Menge aki aller a aus 2l mit S (a C!;,k) C 9. 
bestimmt. aki ist ein Ideal mit den angedeuteten Ordnungen, denn 
S(aC!;,k) c g, S(a'C!;,k) c g hat S((a - a')C!;,k) c g zur Folge, es ist 
S (aki' 0,;' C!;,k) = S (aki C!;,k) c g, S (Okaki Il,;k) = S (C!;,k 0k ak';) = S (aik aki) 
c g, gilt I' C!;,k c 0,;, so wird S (p, C!;,k) c g, also I' == 0 (nki)' Schließlich 
gibt es auch ein (! =t= 0, so daß (! iiki c 0i gilt. Das ist etwas schwieriger 
einzusehen, weil es auf der Voraussetzung beruht, daß 2l nicht nur 
halbeinfach ist, sondern auch bei jeder algebraischen Erweiterung von P 
halbeinfach bleibt - oder daß die Diskriminante von 2l nicht Null ist 
(siehe § 1). Sei u1 ' ... , u" eine in C!;,k und Oi enthaltene Basis von 2l. 
Wir können ein Element a von aki durch die u" ausdrücken a = ~IX"U". 
Die Spuren S(au ... ) =8 ... liegen in g. Die Gleichungen S(au ... ) =8", 
können in die Form "'" S ( ) _ 

~IX" U"U ... -8 ... 

" 
gesetzt werden. Da die Diskriminante IS(u"u ... ) I nicht Null ist, so 
können hieraus die IX" berechnet werden, sie ergeben sich als Zahlen 
des Ideals (IS(u"u ... ) 1-1) von g. IS(u"u ... ) la liegt dann in 0i' 

Hat Il,;k eine Basis u1, .•. , u" in Beziehung auf g, und bestimmt 
man n Größen 14" = ~~" ... u'" aus den Gleichungen 

S( - ) ""'I: S( ) 1, wennv=p, u"u ... = ~~"!! u!!u ... = ..L 
!! 0, wenn vT' p, 

(1 ) 

so ist Ü1 , ••• , 14" eine Basis von äki . 
6* 
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Das komplementäre Ideal Oi einer Maximalordnung 0i ist ein zwei
seitiges orIdeal. Da es offenbar 0i umfaßt, so ist oi1 = ~ii ein ganzes 
Ideal. ~ii heißt die Differente von 0i' 

Die Differenten ~ii und ~kk zweier Maximalordnungen 0i und 0k 
stehen in der Beziehung ~kk = a;l~ii ~k' sind also zusammengehörig. 
Denn es ist 

5(~-~Oiai1:ok) = 5(Oi~kOk~-l) = 5 (OiOi) c g, 

also ~-~Oi~k == 0 (Ok)' umgekehrt aikok~-l == 0 (ni)' 
Satz 1. Es ist iiki = a;l~i-l. 
Beweis. 1. 5(~k~-l~i-l) = 5(~i'~/) c g, daher ~-~~i-l == 0 (äki). 
2.5(aikiiki)cg, daher 5(oi~kaki)cg, daher ~kiiki==O(~il), 

iiki == 0 (a;l~i/). 
Aus Satz 1 ergibt sich 
Satz 2. Uu = ~k' 
Beweis. aik = ~ilä.il = ~il(aif~il)-l = ~k' 
Für Ideale au mit einer Basis in Beziehung auf g folgt dies auch 

unmittelbar aus der Symmetrie der Formeln (1); und wir können auch 
im allgemeinen Fall so vorgehen, indem wir -das Prinzip auf S.82 an
wenden. Aus nik = aik kann aufs neue der fundamentale Satz 22, § 2, 
abgeleitet werden, daß die Rechtsordnung 0k eines Ideals ~k mit 
maximaler Linksordnung 0i' auch maximal ist: Satz 2 erfordert zu 
seinem Beweis nur die Maximalität der Linksordnung 0i, kann also ohne 
Satz 22, § 2, erschlossen werden. Aus Satz 2 folgt aber als Regel zur 
Bildung des Inversen ai~ 

~ ~ 

~-l = ('!.fl~k) = (~k ~kl)· 
Wenden wir sie an auf a;i, so ergibt sich 

-1 -1 (~1 '"' (~k) = ~k ~id = ~k = ~k' 

Ist nun 0/ eine 0k umfassende Maximalordnung, so gilt nach dem 
Beweis von Satz 22,' 1: ~k 0/ ~-k1 = 0i' Daraus ergibt sich aber 
~kod;;; (a;lt 1 = ~k' d. h. 0/ ~ 0k' w. Z. b. w. 

Satz 3. Ein Primideal $ der Maximalordnung ° teilt dann und nur 
dann d~e Differente ~ von 0, wenn entweder das zu $ gehörige Primideal .I:J 
von g durch $11 teilbar ist, oder wenn $ ein Primideal zweiter Art ist 
(NOETHER [1J), d. h. wenn die Algebra m:/$ über g/.I:J ein inseparables 
Zentrum hat. 

Beweis. Es sei .I:J = $80, 0 von $ frei. 
1. Wir zeigen, daß 5 ($0) == 0 (.I:J) (2) 

ist. Multiplikation mit .I:J- 1 ergibt dann 

5($1-8) == 0 (g), 

also ~ == 0 ($8-1). Im Falle e > 1 ist also in der Tat ~ durch $ teilbar. 
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Am einfachsten ist (2) im Falle einzusehen, daß 2l kommutativ ist. 
Dann ist 5 die mittels der HauptdarsteIlung berechnete Spur. Da die 
Hauptdarstellung von 2l durch Restklassenbildung modulo .).1 in die 
HauptdarsteIlung von 2l/.).1 in 9/.).1 übergeht, so wird 5 a modulo .).1 gleich 
der Spur der .).1-Restklasse ä von a. ~O ist aber ein nilpotentes Ideal 
von 0/.).1, sämtliche Spuren von ~o,-Elementensind also Null. 

Im allgemeinen Fall machen wir davon Gebrauch, daß die Spur 5 a 
eines Elementes von 2l der negative zweithöchste Koeffizient eines 
Teilers j (x) des charakteristischen Polynoms von a ist. Das charak
teristische Polynom von a geht modulo .).1 in das charakteristische 
Polynom von ä über, da das charakteristische Polynom mittels der 
HauptdarsteIlung berechnet wird. Die .).1-Restklasse von j(x) teilt also 
das charakteristische Polynom von ä. Dieses ist Teiler einer Potenz 
des Minimalpolynoms von ä. Die Elemente von ~O sind nilpotent, 
ihre Minimalpolynome sind also Potenzen von x. Daher ist die .).1-Rest
klasse von j(x) eine Potenz von x, wenn a in ~o, liegt: die Spur 5a 
von a ist also durch .).1 teilbar. 

Wenn ~ von zweiter Art ist, so gilt 

5(0.) == 0 (.).1). 
Dies gilt aber, im Falle e = 1, auch nur, wenn ~ von zweiter Art ist: 
Daraus ergibt sich dann, daß aus '!I == 0 (~) entweder e> 1 folgt, 
oder daß ~ von zweiter Art ist. 

0/.).1 ist die direkte Summe von 0./.).1 und ~e/.).1. Denn es ist 0 = (~e, 0) 
und 0 = P + q, P == 0 (~B), q == 0 (0) hat p == q == 0 (~eo,) zur Folge. 
0./.).1 ist mit o/~ isomorph: 0./.).1 = o,/~eo, = o,/~e nO ~ (0., ~e)/~, 
der Grundkörper 9/.).1 geht dabei in sich über. 

Sei jetzt e. 1. Im kommutativen Fall ist alles einfach: Die Spur 
5 q eines Elementes q von 0. geht modulo .).1 über in die Spur 5 q der 
.).1-Restklasse q von q, wenn sie als Element von 2l/.).1 betrachtet wird. 
5 q ist aber auch die Spur von q äls Element von 0./.).1, denn 0./.).1 ist 
direkter Summand. Die Spuren der Elemente der einfachen Algebra 
0./.).1 ~ o/~ sind aber nur dann alle Null, wenn o/~ von zweiter Art, d. h. 
inseparabel ist. 

Im allgemeinen Fall gehen wir auf die Hauptpolynome zurück. 
Es ist leicht einzusehen, daß wir uns auf einfache Algebren 2l be
schränken können. m sei der Rang des Zentrums .8 von 2l, n = mt2 

der Rang von 2l. Das charakteristische PolynomF(x) eines Elementes a 
von 2l ist die t-te Potenz des Hauptpolynoms j (x), F (x) = j (x)t. 
Die .).1-Restklasse von F (x) ist das charakteristische Polynom «1> (x) 
von ä, ä als Element der Algebra 0./.).1 angesehen, noch mit xl' multi
pliziert, wenn h der Rang von ~/.).1 ist: 

F (x) = xl'«1> (x) , 

j(x)t = .xÄ«1>(x). 
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Wir zeigen nun, daß das charakteristische Polynom (I>(x) von ä 
auch die t-te Potenz des Hauptpolynoms cp (x) ist, daraus folgt dann 

t (x) = :xh1t cp (x), 

so daß 5 a die Spur von a ist. Und da die Spuren aller Elemente von 
o/~ dann und nur dann sämtlich Null sind, wenn o/~ inseparabel 
ist, so wird in der Tat 5 (0) == 0 (,))) nur für solche ~ gelten, die von 
zweiter Art sind. 

Unsere Behauptung (I>(x) = cp(x)t läuft daraus hinaus, daß der 
Rang der einfachen Algebra o/~ über ihrem Zentrum gleich t2 ist. 
Bezeichnet 00 die Hauptordnung des Zentrums .8 von m, so ist wegen 
e = 1 nach Satz 1 im § 12 ~ schon in 00 Primideal, also o/~ vom 
Range t2 über oo/~. oo/~ ist sicher im Zentrum von 0/'$ enthalten. 

Das Zentrum 3 von o/~ ist ein Körper, er ist separabel über g/-P, 
wenn '$ von erster Art ist. In dem Fall nun, daß die Ausgangsordnung g 
die Hauptordnung eines gewöhnlichen oder eines -p-adischen algebra
ischen Zahlkörpers ist, können wir die Annahme, 3 sei größer als oo/~, 
folgendermaßen widerlegen: Ein maximaler Teilkörper von o/~ wäre 
über o/~ vom Grade tgtl , wenn fo der Grad von ~ über oo/~ ist und 
t = totl • Ein primitives Element c eines solchen maximalen Teil
körpers von oo/~ hätte eine irreduzible Gleichung in 00/'$ vom t~tl-ten 
Grade. Das ist nicht möglich, denn fotl > t widerspricht dem Umstand, 
daß jedes Element der Restklasse C einer Gleichung vom t-ten Grade 
mit Koeffizienten aus 00 genügt. 

Ohne die Annahme, daß es in o/~ separable Teilkörper vom höchst
möglichen Grad gibt (wenn etwa oo/~ algebraisch abgeschlossen ist), 
sieht man die Unmöglichkeit von 3 9= 00/'$ folgendermaßen ein: o/~ sei 
Matrizesring s-ten Grades in der Divisionsalgebra ~, deren Zentrum 
dann 3 ist. ~ sei vom Range u2 über 3, '3 vom Range v2 über oo/~, 
also suv = t. f sei ein separabier maximaler Teilkörper von '1), ä ein 
primitives Element von 1, g(x) das irreduzible Polynom in oo/~ mit 
der Wurzel ä. Sind Ci k die Matrizeseinheiten in 0 1 ~, so ist C12 + CIS 
+ C34 + ... + CS-lS = d ein nilpotentes Element vom Exponenten s, 
also x' das Minimalpolynom von d. Wir zeigen, daß c = Ci + d ein 
Minimalpolynom vom Grade U2V2S > t hat. Das steht (wie oben) im 
Widerspruch zu der Tatsache, daß die Minimalgleichungen der Elemente 
der Restklasse c höchstens vom t-ten Grade in 00 sind. 

Es ist 

gl(ä) ist die Ableitung von g(x) für x = ä, also ungleich Null, da ä 
separabel. Also gilt 

g(ä + d) = äld + ä2 d2 + äada + ... + as_1ds - i , 

wo die Elemente ä" dem Körper f angehören und al 9= 0 ist. 
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Da die Potenzen von d in Beziehung auf f linear unabhängig sind, 
so sehen wir, daß g (a + d)B, jedoch keine niedrigere Potenz von 
g(a + d) gleich Null ist. Das Minimalpolynom von a + d ist daher 
ein Teiler von g(X)B; da g(x) irreduzibel ist, so ist es eine Potenz von 
g(x), muß also gleich g(x)' sein. g(X)8 hat in der Tat den Grad uvlls. 

Satz 4. Ist ~ = Ar =~Aci1< Matrizesring in einer Divisionsalgebra 
A, ist 0 eine Maximalordnung von ~, die mittels der Cik aus einer M aximal
ordnung 0' von A gebildet ist: 0 = ~ 0' Cik ' so haben 0 und 0' gleiche 
Differenten 'l) und 'l)', d. h. es ist 'l) = o'l)' 0 = ~'l)' Cik' 

Beweis. Wir benutzen die Formeln (1) für die Basis U der reziproken 
Differente (über die Anwendbarkeit von (1) im allgemeinen Fall vgl. 
die Bemerkung hinter Satz 2!). Ui sei eine Basis von 0' , ui die durch (1) 
bestimmte Basis von 'l)'-I. Dann gelten, wie leicht zu sehen, auch 
die Formeln 

S~-+- p (U .. CikU" cj /) = {O 
1, 

welche zum Ausdruck bringen, daß 'l) = ~'l)' Cik ist. 

§ 6. Die Diskriminante einer Maximalordnung. 
Definition 1. Die Diskriminante einer Maximalordnung 0 ist das 

von aUen Diskriminanten 1 S (UiUk) 1 von ie n Größen U 1 ' ••• , un aus 0 

erzeugte g-Ideal b. 
Wenn 0 eine Basis u in Beziehung auf 9 hat, so wird b das Haupt

ideal (I S (UiUk)!)' denn sind u;., ... , u~ irgend n andere Größen aus 0, 

so ~t u' = uQ mit einer Matrix Q aus g, und es wird 1 S (UiUk) 1 

= IS(UiU)kIIQI2. 
Satz 1. Die Diskriminante b von 0 ist die n-te Potenz der Norm 

der Differente 'l) (nil = Rang über dem Zerttrum). 
Beweis. Wir können, mit Rücksicht auf das in § 4 ausgesprochene 

allgemeine Prinzip, so vorgehen, als ob 9 ein Hauptidealring sei. 0 habe 
die Basis u, 1/'l) hat dann die durch 

_ {1 
S (uiuj ) = 0 

i=i 
i =f= i 

gegebene Basis Ü. Sei u = iiQ. Dann ist nach § 4, Satz 5, 

N'l)-n = (IQI- 1). 

Andererseits ist aber 

somit gilt in der Tat N'l)n = b. Da hiernach beine n-te Potenz ist, 
1 

wird zweckmäßiger bn = bo als Grundideal eingeführt. (BRANDT [6].) 
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Aus Satz 1 und Satz 3, § 5, folgt 
Satz 2. Die Diskriminante b, und ebenso das Grundideal SDo von 0 

ist durch diejenigen Primideale von g, die in 0 ein Primideal in höherer 
als erster Potenz oder ein Primideal zweiter Art abspalten, und durch 
keine anderen teilbar. 

Aus der Relation SDii = nikSDkknj- zwischen den Differenten ver
schiedener Maximalordnungen folgt mittels Satz 1, daß alle Maximal
ordnungen die gleiche Diskriminante b (gleiches Grundideal bo) haben, 
die wir jetzt die Diskriminante (Grundideal) der Algebra ~ nennen. 
(Grundzahl, wenn P der Körper der rationalen Zahlen ist.) 

Für diesen § siehe BRANDT [6J, HASSE [1J, SHODA [4J. 

§ 7. Einheiten. 
Ein Element e von ~ heißt Einheit, wenn e- 1 existiert und sowohl e 

als auch e -1 ganz ist. Die Norm einer Einheit ist eine Einheit von g. 
Denn Ne ist ganz, (Ne) -1 = N e- 1 aber auch. 

Umgekehrt: Ist e ganz und ist Ne = 8 eine Einheit, so ist e eine 
Einheit. Denn ist 0 eine Maximalordnung, die e enthält, so wird 
N(eo) = (Ne) = g, also, da eo ein ganzes Ideal ist, eo = o. e- 1 muß 
daher in 0 enthalten sein. Umgekehrt ist für eine Einheit e der Maximal
ordnung 0 stets e 0 = o. Da wir also die in einer Maximalordnung 
enthaltenen Einheiten als die Elemente e mit e 0 = 0 kennzeichnen 
können, so gilt 

Satz 1. Die Einheiten einer Maximalordnung bilden eine Gruppe. 
Genaueres ist über die Einheiten nicht bekannt, soweit das Nicht

kommutative in Betracht kommt. Ein Gegenstück des DIRICHLETschen 
Satzes für Zahlkörper ist bisher nicht aufgestellt worden (vgl. VII, § 8,4). 
Algebren mit endlicher Einheitengruppe in HEY [1J. 

§ 8. Idealklassen. 
1. Für die Klasseneinteilung der Ideale nik mit gleicher Links

ordnung 0i bietet sich die folgende Definition dar: 
Zwei Ideale nik und vij mit gleicher Linksordnung 0i heißen rechts

äquivalent, in Zeichen nik"'" vij ' wenn es ein Element c mit 

gibt. 
~k = vijc 

c ist dann ein Nichtnullteiler (sonst enthielte !l;;k nur Nullteiler), 
es ist daher vij = nik c- 1 . Die Äquivalenz ist symmetrisch, sie ist 
ferner reflexiv (nik<Xl nik) und transitiv (nik<Xl vij und vij "'" cil haben 
nik "", cil zur Folge). Die oi-Linksideale zerfallen also in Klassen äqui
valenter, die Linksklassen von 0i' 

Die ocRechtsklassen sind entsprechend zu definieren. Die Rechts
klassen werden umkehrbar eindeutig auf die Linksklassen bezogen, wenn 
wir der Linksklasse von nil; die Rechtsklasse von nil entsprechen lassen. 
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Weiter besteht eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den 
Linksklassen einer Maximalordnung ° und den Linksklassen einer 
zweiten Maximalordnung 01: ist Cu irgendein Ideal mit der Links
ordnung 01 und der Rechtsordnung 0i' so ordnen wir der Linksklasse 
von Cl;k die Linksklasse von Cu Cl;k zu. 

Die Anzahl h der Linksklassen irgendeiner Maximalordnung (sei sie 
endlich oder nicht) heißt die Klassenzahl von m. (ARTIN [3], BRANDT [1], 
SHOVER [1]. 

2. Mit der Klasseneinteilung der Ideale hängt die Einteilung der 
Maximalordnung~n in Typen isomorpher zusammen. (ARTIN [3].) 

Zwei Maximalordnungen von m heißen vom gleichen Typus, wenn 
sie so isomorph aufeinander bezogen werden können, daß die Maximal
ordnung des Zentrums elementweise in sich übergeht. Da dieser Iso
morphismus eine in der einen Maximalordnung enthaltene Basis von m 
in eine andere Basis überführt, so kann der Isomorphismus zu einem 
Automorphismus von m erweitert werden, bei dem das Zentrum element
weise in sich übergeht. Ein solcher Automorphismus von m ist aber 
die Transformation mit einem regulären Element c: zwischen zwei 
Maximalordnungen des gleichen Typus besteht eine Beziehung 

Oj=C-10kC. 

Umgekehrt sind zwei Maximalordnungen, die in einer solchen Beziehung 
stehen, vom gleichen Typus. 

Sind 0j und 0k vom gleichen Typus, so besteht zwischen je zwei 
Idealen Cl;k' Vij eine Gleichung 

Denn 

also 

mit 
CH = Cl;kC- 1 vir 

Wenn umgekehrt eine Relation 

Cl;k = CijVijC 

(1 ) 

besteht, so sind 0j und 0k vom gleichen Typus. Denn die Rechtsordnung 
0k von CiiVijC ist offenbar gleich c-10jc. 

Daher entsprechen die Typen der Maximalordnung umkehrbar 
eindeutig den gröberen Linksklassen von 0i' die man erhält, wenn man 
zwei oi-Linksideale äquivalent nennt, die in einer Beziehung (1) stehen. 
Die Typenzahl t ist also ein "Teiler" der Klassenzahl h. 

3. In dem Gruppoid aller normalen Ideale führen wir eine Klassen
einteilung ein durch die Äquivalenzdefinition : 
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~k und bjt heißen äquivalent, wenn 

~k = dbJlc 

ist. d und C müssen Nichtnullteiler sein. 

[96 

Für die Linksideale einer festen Maximalordnung bedeutet das eine 
Vergröberung der zu Anfang eingeführten Klasseneinteilung. Für 
zwei äquivalente Ideale sind die Linksordnungen (und ebenso die 
Rechtsordnungen) vom gleichen Typus. Die Anzahl der auf diese 
Weise definierten Klassen heiße H. Wir zeigen leicht, daß H höchstens 
gleich ht ist. 

°1 , °2 , °3 , • •• seien Repräsentanten der Typen von Maximal
ordnungen. ~1' ~2' ••• sei ein Repräsentantensystem der Links
klassen von 0., i = 1, 2, 3, '. . .. Ein Ideal von ~ kann durch Links
multiplikation mit einem Element in ein Ideal verwandelt werden, 
dessen Linksordnung 0i unter °1 , °2 , • • • vorkommt. Darauf können 
wir von rechts mit einem Element multiplizieren, so daß eines der 
Ideale ~j entsteht. Daher gilt H <: ht. 

4. Satz 1. Die Klassenzahl einer rationalen Algebra ~ (rationale 
Algebra: P der Körper der rationalen Zahlen, g der Ring der ganzen 
rationalen Zahlen) ist endlich. (ARTIN [3], SHOVER [1], BRANDT [6], 
LATIMER [2].) 

Beweis. Der Beweis wird ganz ähnlich geführt wie in dem Sonder
fall der algebraischen Zahlkörper. Er beruht auf 

S atz 2. Es gibt eine nur von ~ abhängige positive Konstante C, so daß 
in jedem Ideal a von ~ ein a mit IN a I <: C . IN a I gefunden werden kann, 
das kein Nullteiler ist. 

IN a I bedeutet die natürliche Zahl, die das Ideal N a erzeugt. 
Aus Satz 2 folgern wir: Ist ~ eine Linksidealklasse der Maximalord

nung 0i' so nehme man in dem Inversen ail eines Ideals ~k der 
Klasse ~ ein Element a, mit IN al :::;; C· I N ~-ll. bij = ~ka gehört 
zu ~, ist ganz und seine Norm N bij ist höchstens gleich C: IN bij I 
= IN~kIINal:::;; C. 

Es gibt aber nur endlich viele ganze oi-Linksideale mit gegebener 
Norm (IX). Das erkennt man sofort daraus, daß der Restklassenring O.!O.IX 
endlich viele Elemente enthält. Die Ideale mit der Norm (IX) teilen O.IX, 
entsprechen also umkehrbar eindeutig den Linksidealen von O.!O.IX. 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Satz 2 kann für eine Divisionsalgebra ~ genau wie in der algebra
ischen Zahlentheorie bewiesen werden: ~k sei ein ganzes o.-Linksideal. 
Stellt man die Elemente von 0. durch eine Basis u von 0. in Beziehung 
auf g dar, und ordnet man einem Element ~lUl + ... + ~nun von 0. 
den Punkt mit den Koordinaten Xv = ~v im n-dimensionalen Raume 
zu, so bilden die Elemente von a ein Teilgitter des durch 0. gegebenen 
Grundgitters. Das Grundgitter hat eine Grundmasche vom Inhalt 1. 
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Die Grundmasche des Gitters Iltk hat den Inhalt IN Iltk Im, denn 
± IN Iltk Im ist die Determinante der Substitution, die die Basisvektoren 
·u1 , •.. , u" des Grundgitters in n Basisvektoren von Iltk überführt 

m 
{§ 4, Satz 4}. Die Punktmenge lXii <: IN Iltkl n ist ein Würfel vom 
Inhalt 2" N Iltk' Nach dem MINKOWsKIschen Satze über konvexe 
Körper gibt es also einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt ades 

m 
Teilgitters, der dem Würfel I xi I <: IN Iltk rn angehört. 

Die Norm eines Elementes ~lUI + ... + ~"u" ist ein homogenes 

Polynom vom Grade ~ in den ~i' Bedeutet C das Maximum des Betrages m 
.dieses Polynoms für I ~i I s: 1, so ist IN Iltk I C ihr Maximum in I ~i I 

m 
<: IN Iltk In. Für das oben gefundene Element a =1= 0 von Iltk ist also 
~ Na I :::; CI N Iltk I. Ist Iltk nicht ganz, so nehmen wir IX =1= 0 aus 9 so, 
daß IXlltk ganz ist, suchen in IXlltk ein IXa mit INlXal s: CINlXlltkl, 
dann ist a == 0 (Iltk), und INal <: CINlltkl. 

Für eine einfache Algebra ~, die Matrizesring ~ = 'l) X Pr in der 
Divisionsalgebra 'l) ist, beweisen wir den Satz 2 durch Zurückgehen 
auf 'l) für eine Maximalordnung ° der Gestalt 0= 00cn + ... + 00cm 
00 eine Maximalordnung von 'l) (§ 1, Satz 11). Sei jetzt a ein ganzes 
Linksideal von 0. a = ~ CO' I-' a" I-' (a" I-' aus oo) liege in a. Dann liegt auch 

",I-' 
cAlJa =1: alJI-'c)", in a. cAlJa ist also eine Matrix, deren Ä-te Zeile ael' 

I-' 
... , alJ " lautet und die sonst lauter Nullen hat. Daher tritt jede einzelne 
Zeile eines Elementes von a, an irgendeine Stelle gerückt, auch in a 
auf: a ist durch die Gesamtheit dieser Zeilen schon bestimmt. In 
diesem Modul betrachten wir den Teilmodul aller Zeilen alJi' •.• , alJ", 
bei denen die ersten i-i Koeffizienten Null sind. Die Anfangs
koeffizienten aei bilden ersichtlich ein Linksideal Ilt in °0 , Es wird 

NS)l+pa = (N~ ... pal· N~ ..... pa2·"'· N~ ..... p~Y. 
Denn durchläuft a~) ein vollständiges Repräsentantensystem der 
Restklassen von 00 modulo Ilt, so durchläuft ~a~1c"I-' ein vollständiges 

1',/-" 
Repräsentantensystem von ° modulo a, wie man erkennt, wenn man 
zuerst die einzelnen Zeilen modulo a1 , dann modulo a2 usw. reduziert. 

Jetzt sei ai ein Nichtnullteiler in Ilt mit IN~ ..... pail <: CoIN~ ..... plltl 
(Co eine zu 'l) gehörige positive Konstante}. ai ist Anfangskoeffizient 
einer Zeile aicii + ... + ai"ci ". Setzen wir diese n Zeilen der Reihe 
nach untereinander, so erhalten wir einen Nichtnullteiler a von a. 
Für das . Hauptideal oa tritt an die Stelle von ai bei a das Hauptideal 
0oai . Demnach gilt 

NS)l ..... pa = (N~ ..... pal ... N~ .... parY 
(was man auch unmittelbar aus der Elementenormdefinition entnimmt), 
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und es wird daher 
IN~+pal < C~IN'a-+pal· 

Damit ist Satz 2 bewiesen, der Übergang zu halbeinfachen Algebren 
ist leicht. 

§ 9. Algebren mit der Klassenzahl1. 
Es ist merkwürdig, daß für Algebren mit der Klassenzahl 1 eine 

Zerlegung der Elemente einer festen Maximalordnung in Primfaktoren 
statthat, daß also in diesem Falle die gleichzeitige Betrachtung aller 
Maximalordnungen vermieden werden kann. 

Man kann in einfachen Fällen h = 1 durch einen Euklidischen 
Algorithmus mittels der Norm beweisen (wie in einigen Zahlkärpem), 
Beispiele dafür findet man in DICKSON [10J, §§ 100, 101. 

Wir wollen hier den Zerlegungssatz für die Gräßen einer Maximal
ordnung aus dem Zerlegungssatz 17, § 2, herleiten. 

Ein Element p der Maximalordnung 0 heißt unzerlegbar, wenn aus 
p = qr, q == 0 (0), r == 0 (0) folgt, daß entweder q oder r eine Ein
heit ist. 

Satz 1. Ist po unzerlegbar, so ist auch op unzerlegbar. 
Beweis. Transformation mit P führt 0 über in die Maximalordnung 

P -1 0 p. Das Rechtsideal po von 0 geht dabei über in das Rechtsideal 
op von p- 10p. Da die Transformation mit P ein IsOmorphismus ist, 
so muß auch op unzerlegbar sein. 

Satz 2. Das Element p von 0 ist dann und nur dann unzerlegbar, 
wenn op unzerlegbar ist. 

Beweis. Sei po unzerlegbar. Ist p = qr, q und raus 0, aber q 
keine Einheit, so wird po = qro, also po == 0 (qo), daher qo = po, 
qo = qro, 0 = ro, also r Einheit. Andererseits: sei po = qt, q und t 
ganz, aber keines eine Maximalordnung. Sei q = q tOt -1. Es wird p = qr , 
r == 0 (t). 'po hat die Zerlegung pOp-1 q . ro = po, wo pOp-1 q == 0 (q), 
r 0 == 0 (t). Da aber in einem eigentlichen Produkt kein Faktor durch 
einen echten Teiler ersetzt werden kann, so muß pOp-1 q = q, ro = t 

sein. Weder q noch r ist daher eine Einheit. 
Satz 3. Jedes Element a von 0 ist Produkt unzerlegbarer Elemente 

Pi von 0: a = PI ... Pr' Die A sind insoweit eindeutig bestimmt, als 
die zweiseitigen Primideale, zu denen die unzerlegbaren Ideale oA gehören, 
bis auf die Reihenfolge stets die gleichen sind. 

Beweis. ao habe den unzerlegbaren Faktor P10. Dann wird 
a = P1a1' a1 == 0 (0). Es wird a1 = P2a2 usw. oai ist durch oai+1 
teilbar, und zwar ist oai+1' a;lPi+10ai = oai' Daher wird oa das 
Produkt der unzerlegbaren Ideale a -1 PI a . a -1 0 a, all P2 a1 . all 0 a1 ' .... 
Daraus folgt, daß das Verfahren der Konstruktion der Pi abbrechen 
muß und daß die A in der angegebenen Weise eindeutig bestimmt 
sind (Satz 27, § 2). 
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§ 10. Bewertete Ringe. 
Defini tion 1. Eine Bewertung 11 eines Ringes Sil ist eine Funktion I a I 

der Elemente a von Sil, deren Werte reelle Zahlen sind und die den folgen
den Bedingungen genügt: 

1. 10 I = 0, I a I > 0, wenn a =*' O. 

2. 1- al = la I· 
3. la + bl < lai + Ibl· 
4. labl < lallbi. 

Aus 2 und 3 folgt 

3 a. la - bl :> 11 a I - I b I 
Denn la - bl:> Ib + a - bl- ibl = lal- Ibl 

la - bl = Ib - al:> Ibl-Ial· 
ilR sei eine Menge von Bewertungen 11;, des Ringes Sil. 
Definition 2. Eine Folge {ai} heißt ilR-konvergent, mit dem Grenz-

wert a, in Zeichen lim9Jlai = a, 
i -+-00 

wenn es zu jedem e > 0 und jedem v eine natürliche Zahl M (e ,v) gibt, 
so daß 

ist für jedes i > M (e, v) . 
Wenn limW/ai = 0 ist, so soll {ai} eine ilR-Nullfolge heißen. 

i -+ 0Cl 

Definition 3. Eine Folge {ai} heißt eine 9R-Fundamentalfolge, 
wenn es zu jedem e > 0 und jedem v eine natürliche Zahl N (e, v) gibt, 
so daß für n > N (e, v), m > N(e,1') stets 

lan - ami" < e 
ist. 

Wir erklären Summe und Produkt zweier Folgen {ai}, {bJ durch 

{ai} + {bi} = {ai + bi}, {ai}{bi} = {aibi}' 

Die Folgen aus Sil-Elementen bilden dann einen Ring. 
Ohne Schwierigkeit beweist man nun den Satz 
Sa tz 1. Die ilR-Fundamentalfolgen von Sil bilden einen Ring Sil**, 

die ilR-konvergenten Folgen bilden einen Teilring Sil* von Sil**. Die 
ilR-Nullfolgen bilden ein in Sil* enthaltenes zweiseitiges Ideal n von Sil**. 
Die Folgen einer Restklasse von Sil* mod n haben alle den gleichen Grenzwert, 
und wenn man einer Restklasse von Sil** mod n den gemeinsamen Grenz
wert der in ihr enthaltenen Folgen zuordnet, so entsteht ein Isomorphismus 
Sil N Sil*/n. Wir können also Sil als Teilring von Sil**jn = SilW/ auffassen. 

Für eine- ilR-Fundamentalfolge {ai} existiert tim I ai I" für jedes 11" 
aus ilR. Denn für n, m > N(e,v) ist i+= 

11 an I" - I am I" 1 < I an - am I" < e. 
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Aus 

folgt 

Daher kann durch 

{a.} == {bi} (mod n) 

tim lanl" = lim Ibni". 
n ..... oo n~oo 

I{ai } mod nl" = lim lanl" 
n~oo 

[lO(} 

eine eindeutige Funktion 11" für die Elemente von ~I erklärt werden. 
Für die Elemente des Teilrings 51{ von ~ fällt diese Funktion mit der 
ursprünglichen Bewertung zusammen, und sie genügt auch für ganz ~ 
den Axiomen von Definition 1, weil man in den Formeln, die diese 
Axiome zum Ausdruck bringen, zur Grenze übergehen kann. Auf diese 
Weise kann man also die Bewertungen 11" auf ~ ausdehnen. 

Jetzt ist es möglich, auch in ~ rol-Fundamentalfolgen, rol-konver
gente Folgen und rol-Nullfolgen zu erklären und einen Ring 51{ID/ID/ zu. 
konstruieren. 

Man beweist leicht 
Satz 2. In ~ ist jede rol-Fundamentalfolge rol-konvergent, demnach 

ist ~ID/ =~. 
Wir nennen einen Ring 51{ hinsichtlich einer Bewertungsmenge 

perfekt, wenn alle seine rol-Fundamentalfolgen rol-konvergent sind. 
Die Sätze 1 und 2 ergeben also die Existenz einer perfekten Erweiterung 
eines Ringes mit gegebener Bewertungsmenge. 

2. Definition 4. Zwei Bewertungsmengen roll und rol2 des Ringes·51{ 
heißen äquivalent, wenn das Ideal der Nullfolgen, der Ring der kon-· 
vergenten Folgen und der Ring der Fundamentalfolgen für beide Mengen 
die gleichen sind. Dann ist ~1 = ~ •. 

Die Begriffe Fundamentalfolge und konvergente Folge kann man 
auf den Begriff der Nullfolge zurückführen: {ai} ist dann und nur dann 
konvergent gegen a, wenn {ai - a} eine Nullfolge ist, {ai} ist dann 
und nur dann eine Fundamentalfolge, wenn für jede Folge kn die Folge· 
{an - akn+n} eine Nullfolge ist. 

Daraus folgt, daß für die Äquivalenz zweier Bewertungsmengen 
schon das Übereinstimmen der beiden Nullfolgenideale hinreichend ist. 

Es sei noch ein einfaches Kriterium für die Äquivalenz zweier 
einzelner Bewertungen 111 und 112 angeführt: 111 und I 12 sind sicher 
dann äquivalent, wenn es möglich ist, zwei positive Funktionen qJ1 (x) 
und qJ2(X) einer positiven Variablen x zu bestimmen, die der Bedingung 
lim qJi (x) = 0 genügen, so daß für alle a aus 51{ 
<1:-+-0 

1 a!t -< qJ2 (I a 12) la 12 -< qJI (I all) 
gilt. 

§ 11. p-adische Erweiterungen von Algebren. 
1. v sei eine Maximalordnung der Algebra 51{/P; sie liegt im folgenden: 

fest. Zu einem Element a von 51{ gibt es stets gleichseitige v-Ideale,. 
welche a enthalten, z. B. wenn ea in v liegt, das Ideal e-1v. 
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Defini tion. Der Durchschnitt aller gleichseitigen o-Ideale, durch 
welche das W.-Element a teilbar ist, heißt das von a erzeugte Hauptideal 
und wird mit (a) bezeichnet. 

Gegeben sei jetzt irgendein ganzes, von Null verschiedenes gleich
seitiges o-Ideal a. 

Wir können jedes o-Ideal als Quotienten 3/n zweier ganzer, teiler
fremder o-Ideale 3 und n schreiben. 3 und n sind eindeutig bestimmt, 
3 heißt der Zähler, n der Nenner des Ideals. 

Zu jedem von Null verschiedenen a aus W. gibt es eine kleinste ganze 
Zahl (l (a), so daß (a) ae(a) einen zu a teilerfremden Nenner hat. Die durch 

lala = ee(a}, wenn a =F 0, lola = 0 

defi:p.ierte Funktion der W.-Elemente ist eine Bewertung von w.. 
I-ala = lala ist klar. Zum Beweis von la + bla< lala + Ibla 

zeigen wir sogar la+bla<Max(i~la,lbla), mit anderen Worten: 
der Nenner von (a + b) aMax(e(a), e(b)} ist zu a teilerfremd. Die Ideale 
g = (a) ((a) , (b))-l und ~ = (b) ((a) , (b))-l sind ganz und teilerfremd_ 
Schreibt man nun ((a), (b)) aMax(e(a), e(b)} in den beiden Formen 

(a) g-l aMax(e(a), e(b) und (b) ~-1 aMax(e(a), e(b)} , 

so sieht man, daß im Nenner von ((a) , (b)) aMax(e(a),e(b)} nur solche 
Teiler von a aufgehen können, die im gemeinsamen Teiler von g und q. 
aufgehen, der Nenner von ((a) , (b)) aMax(e(a),e 1b)} ist also zu a teilerfremd, 
und da (a + b) durch ((a) , (b)) teilbar ist, so folgt die Behauptung. 

Da (a) (b) ae(!'}+e(b} = (a) ap.(a} (b) ae(b} einen zu a primen Nenner 
hat und ab == 0 (mod(a)(b)) ist, so gilt (l(ab) < (l(a) + (l(b) oder 
labia< lalalbla· 

Damit ist bewiesen 
S atz 1. Ist a ein ganzes gleichseitiges I deal von ° und bedeutet (l (a) 

die kleinste ganze Zahl, für die (a) ae(a} einen zu a teilerfremden Nenner 
hat, so ist durch lala = ee(a} eine Bewertung von W. erklärt. 

Die zu Ila gehörige perfekte Erweiterung von W. bezeichnen wir mit 
w.a• Die Anwendung der tJ-adischen Methode auf Algebren geht auf 
HASSE [1] zurück. 

Satz 2. Sind ~i und a.1:k zwei zusammengehörige Primideale verschie
dener Maximalordnungen 0i und 0k' so sind Ilaii und I lau äquivalent. 

Beweis. Sei (a)i = af~(a}qii' der Nenner von qii von ~i frei, 
das oi-Hauptideal, also lalaii= eel(a). Es ist (a)k~ok(a)iok' Gilt 
(a)k=an(a}ßkk und ist POk~Oi' ,lt=FO aus g, so wird p2(ah 
~ pOk(a)i/J,0k ~ oda)ioi = (a)i' p2a~~(a}ßkk == 0 (af~(a}qii) oder 

p20i~an(a}~iiOik == 0 (af~(a}qii)' 

Sei 11 == 0 (Oi~), 12 == 0 (Oik), 11 12 =F O. Dann ist 

11.21 12 aek(a}ß .. = 0 (aei(a}q .. ) r'l<]. i i ~~ - ii ~~, 
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also, wenn Il~t die maximale in ,u2Ä1Ä2 enthaltene au-Potenz bedeutet, 
e. (a) <: ek (a) + c. Entsprechend ist ek (a) <: e. (a) + c'. Daher folgt 
aus lim I a" lall = 0 lim I a" lau = 0 und umgekehrt: I lall und I lau sind 

1'''''00 "-+00 
äquivalent. 

Satz 3. Die durch die Potenzen a, 112 , ••• , Iln, ... eines ganzen 
Ideals 11 gegebenen Bewertungen Ila' Ila" .. ·' Ila .. sind einander 
äquivalent. 

Beweis. Bezeichnet en (a) den zu Ila gehörigen Exponenten, so 
ist en (a)die kleinste ganze Zahl, die e1 (a)Jn nicht unterschreitet. Daher 

ist lala <: (Ialan)n, lala .. <: el'lala und daraus folgt die Behauptung. 
Satz 4. Sind die Ideale 111 , •.. , Iln paarweise teilerfremd, so ist die 

Menge der Bewertungen Ila.' ... ' Ila .. äquivalent mit der durch.1l = 
111 .•. Iln gegebenen Bewertung Ila· 

Beweis. Zur Bewertung lala; gehöre der Exponent ei(a), zu Ila 
gehöre e(a). Dann ist e(a) =.Max (e.(a)), und daraus folgt die 
Behauptung. t=l, ... ,n 

Satz 5. Wenn die Ideale 111 , ... , Iln paarweise teilerfremd sind, 
so ist mal ... a" isomorph mit der direkten Summe der mal. Wir schreiben 
kurz ~l ••• a .. = ma, + ... + man· 

Beweis. Jede Folge {c,,} von m-Elementen kann in der Form 

{c,,} = {c~)} + ... + {cZ')} 

geschrieben werden, wo {c~)} eine 111 •. .. ·110-1110+1· •.. ·Iln-Nullfolge 
ist. Sei nämlich ,u" =1= 0 aus g so gewählt, daß ,u"c,. in 0 liegt. Dann 
gibt es wegen (~ ... ~, ... , Ili •.• a.~l a.~l ... , ~, ... , Ili ••• 1l~-1) 
= 0 zu gegebenen 'P und m Elemente c~i), so daß 

und 
Ic(i) I <:e-m 
"at= . 

Nimmt man zu jedem 'P ein passendes m, so ist also 

Ist {c,,} eine 111 ••• Iln-Fundamentalfolge, so ist {c~)} eine a.-Funda
mentalfolge, denn {C,.} ist eine a.-Fundamentalfolge und die {c~)}, 
i =1= i sind sogar a.-Nullfolgen. Ist umgekehrt jedes {c~)} eine a.-Funda
mentalfolge, so ist {C,.} eine 111 ••. Iln-Fundamentalfolge. Es ist daher, 
wenn mit lt.; das Ideal der a.-Nullfolgen bezeichnet wird, 

mcil~ .. a .. = ( ... , n1 n ... n lt.;-1 n mci;* n lt.;+1 n ... n nn' ... ). 

n1 n ... n lt.;-1 n mci;* n lt.;+1 n ... n nn ist ein zweiseitiges Ideal von 
mcil~ .. a .. - das folgt daraus, daß die I I at-Werte einer 111 •.. Iln-Funda-
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mentalfolge beschränkt sind - und umfaßt das Ideal n = nl n ... n n.. 
der a1 •.. a.,-Nullfolgen. Die Summe 

(2(:'* n n2 n ... n nn/n, ... , nl n ... n nn-l n 2(:,,* jn) = 2(:,~.on/n 

= 2(0, ... 0. 
n n 

ist direkt. Sei etwa 2: {c~)} == ~ {c~)} (modn), wo {c~)} und {c~)} in 
i=1 i=1 

n1n ... n ~-l n ~+l n ... n nn liegen. Aus 

c~) - c~) == - ~(c~) - c~)) (n) 
i=l=i 

folgt, daß das Element c~) - c~) von nl n ... n ni - l n ni+1 n ... n nn 
anch in ~, also in n liegt. 

Der zweite Isomorphiesatz der Gruppentheorie ergibt 

(nln ... n ~-l n 2(:;* n ~+1 n ... n n..)/n~(nln ... n ~-1 n ~* 

n ~+1 n ... n nn' ~)/~. 

Die Summe (nI n ... n ~-l n ~* n ~+1 n ... n nn' ~) ist in ~i* ent
halten. Da andererseits, wie zu Anfang gezeigt, jede Folge {d,.} von 
~i* in die Form {d,.} = {d~~} + ~{d~)} mit {d~)} Si n1 n ... n ~-l 

i=l=i 
...... { Cj)} { O} ** n ni+1 n ... n nn' also ~ d,. Si ~, d: Si 2(Oi gesetzt werden kann, 

i=l=i 
so ist 2(f* = (nI n ... n ~-l n 2(:;* n~+1 n ... n nn' ~), und damit ist 
die Isomorphiebeziehung 

2(0, ... 0" N 2(0, + ... + 2(on 
bewiesen. 

Satz 6. Ist a ein Ideal von g, so ist die perfekte Erweiterung 2l:0 
das direkte Produkt von 2( mit der perfekten Erweiterung Po, 

Beweis. Zunächst ist klar, daß der Wert 1~10 eines Elementes ~ 
von P nicht davon abhängt, ob man ~ und a als Element und Ideal 
von 2l: oder von Pansieht. 

U1' ... , un sei eine in 0 gelegene Basis von 2(jP. Zu jeder Folge 
n 

{a,.} von Elementen a,. = ~~~)Ui gehören n Folgen {~~»}, umgekehrt 
i=l n 

bestimmen n Folgen {~~)} eine Folge {a,.}, a,. = ~ ~~) Ui' Wir zeigen, 
i=1 

daß {a,.} dann und nur dann eine Nullfolge ist, wenn alle {~~)} Null-
folgen sind. Das folgt aus den beiden Ungleichungen 

n 

und 
lai < II~("I Maxlui! 

<=1 

I ~«, I < ! a III S P (UiUk) 1-11 für a = Z IX«' Ui ' 
<=1 

von denen die erste selbstverständlich ist. Die zweite wird wie folgt 
bewiesen: n sei der Nenner von (a) ae(a). Jeder Primfaktor lJ von n = IIlJ 

Ergebnisse der Mathematik. IV /1. Deuring. 7 
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teilt ein nicht in a aufgehendes Primideal-l'o von g. Wir setzen (a) (lO(a) 

= lJIn = 3o/II:po. Da a ein g-Ideal ist, so ist II-l'o zu a prim. Sei ab = (~), 
(b,a)=o, also 1~-(!(a)I=lal; fernerII-l'oc=(r), (c,a)=g, also 
(I', a) = g, Ir-li = 1. Dann ist a' = ra~(!(a) ganz. Von der Gleichung 

(a'Ut, ., ., a'un) = (r~(!(a)(X(.i, ... , r~(!(a)~(n») (U .. uk) 

nehmen wir die Spur 

(Sp(a'u1) , .•• , Sp(a'un») = (r~(!(a)~(l), ... , r~(!(a)~(n») (SP(u .. uk»). 

Auflösen nach den r~(!(a)~~i) ergibt, daß r~(!(a)~(i) ISP(UiUk)1 = ~ .. ganz 
ist. Demnach ~(i) = ~ir-1~-!?(a)ISp(UiUk)l-1, 1~(i)1 < laIIISp(UiUk)I-11. 
. {a,,} ist dann und nur dann eine Fundamentalfolge, wenn alle {~!)} 
Fundamentalfolgen sind. Die Restklasse einer Fundamentalfolge {a,,} 
nach dem Nullfolgenideal von m besteht aus allen { a~}, wo jeweils { ~~(i)} 
die Restklasse von {~~)} nach dem Nullfolgenideal von P durchläuft. 
Das bedeutet aber gerade, daß ma gleich dem direkten Produkt von m 
mit Pa ist. 

Nach Satz 5 können wir uns auf Bewertungen 11l> mit Primidealen V 
beschränken. 

Hilfssatz 1. Ist m ein Körper, so gilt für ein Primideal :P die scharfe 
Relation lall> ·Ibll> = labil>' 

Beweis. Es ist (a) = oa = ao, also (a) (b) = (ab). 
Sa tz 7. Ist m kommutativ, so ist für ein Primideal V die perfekte 

Erweiterung ml> ein Körper. 
Beweis. m ist direkte Summe von Körpern: m = m1 + ... + m,., 

und :P hat die Form V = 01 + ... + 0 .. -1 + Vi + 0i + ... + 0r' 
wo :Pi ein Primideal der Maximalordnung 0 .. von m.. ist. Daher ist eine 
Folge {c,,} = {2;c!)} dann und nur dann eine Nullfolge, wenn {c~)} 
eine -l'..-Nullfolge ist. Also ist ml> = m..l>i" Sei gil} eine Fundamental
folge, aber keine Nullfolge, also IC~ill > e > 0 für fast alle ')I. Nach 
Hilfssatz 1 ist 

IC(i)-l _ C(i)-'1 = Ic(i)c(i)I-1Ic(i) _ C(i) I 
. " ~ l>l "~l>i" ~ l>i' 

so daß 
IC(i)-l _ c(i)-'I < e- 2 I c(i) _ C(i) I " ~ l>i= •. ~ l>i' 

{C~i)-'} ist demnach auch eine Fundamentalfolge, ihre Restklasse nach 
dem Nullfolgenideal ist das inverse Element zu dem durch {c~i)} ge
gebenen Element von m..l>i' m..l>i ist also ein Körper. 

Sa tz 8. Für ein Primideal $ ist m!ß eine halbeinfache Algebra über 
dem Körper Pl>' wenn :P das durch $ teilbare g-Primideal ist. 

Beweis. Es ist 
ml> = m X Pl> = m!ß + ... 

m X Pl> ist halbeinfach, weil m separable Zerfällungskörper besitzt. 
m!ß muß also auch halbeinfach sein. 
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2. Ist ~ ein Primideal der Maximalordnung 0 von ~/P, .)J das durch 
~ teilbare g-Primideal, so ist ~Iß eine Algebra über dem Körper Pp' 
Der weiteren Untersuchung von ~Iß sei die Theorie der Algebren über Pp 
vorausgeschickt, von der Entstehungsmöglichkeit dieser Algebren aus 
Algebren ~/P wird abgesehen. Es handelt sich einfach um die Algebren 
über einem perfekten Grundkörper Pp' 

In Pp ist die durch IIX Ip::::;: 1 definierte Teilmenge gp ein Ring. Er 
ist - wie in Satz 15 allgemeiner für Algebren ~/P gezeigt wird - die 
.)J-adische Grenzmenge von g; es kommt darauf im Augenblick nicht an. 
Auf gp soll die Arithmetik der Algebren über Pp gegründet werden. 

Satz 9. In gp ist die Teilmenge IIXlp<1 ein Primideal V, jJ ist 
Hauptideal jJ = (:7l). Alle anderen Ideale sind Potenzen von jJ. Es ist 
IIX lii = IIX Ip . 

Beweis. Die Werte der Elemente eines Ideals a haben eine obere 
Grenze e, denn ist ,aa Si gp, so gilt für jedes IX aus a die Ungleichung 
IIXlp<.,a-l. Da die Werte IIXlp sich nur gegen Null häufen, so ist 
IIXo Ip = e für ein passendes IXo aus a. Ist IIX Ip ::::;: e, so ist IIXö llX Ip <. 1 , 
also liegt IX = IXo • IXö1IX in a: a ist die Menge IIX Ip <. e und gleich dem 
Hauptideal (IXo)' Sei:7l ein Element, für das I :7llp < 1, aber In Ip 
möglichst groß ist. Ist n durch I n 1~+1 < IIX Ip :=:; I :7l1~ bestimmt, so 
ist Inlp<ln-nlXlp<'1, also In-n IX lp=1, demnach (IX) = (nt. 
(n) ist prim, denn ist IX =1= 0 «(n)), ß =1= 0 «(n)), so ist IIXlp = Ißlp = 1, 
IIXßlp = 1, IXß =1= 0 «(n)). Ist (IX) = (n)n, so wird sowohl IIX Ip = r n 

als auch IIX lii = e- n. 

Satz 10. ~ sei eine einfache Algebra über Pp, 0 eine Maximalordnung 
von ~ in Beziehung auf gp' In 0 gibt es nur ein einziges Primideal ~ 
und 0 ist die Menge aller a mit la IIß <. 1. $ ist die Menge la IIß < 1. 
Ist jJ = ~., so ist IIXI~ = IIXIIß für IX aus Pp' 

r 
Beweis. Sei jJ = 1I ~~I die o-Zerlegung von V. Nach Satz 6 ist 

i=l 

~ii = ~ X Pp = ~ = ~Ißl + ... + ~Ißr' 
und da ~ einfach ist, so wird I' = 1. Da jedes nichtganze Ideal eine 
Potenz von ~ mit negativem Exponenten sein muß, so ist la I!ß > 1 
für nicht in 0 gelegenes a. 

Wir benutzen Satz 10 zuerst, um ein Ganzheitskriterium für Körper 
abzuleiten. 

Satz 11. ~ sei ein Körper über Pp' a aus ~ ist dann und nur dann 
ganz in Beziehung auf gp, wenn die Norm N~~ppa ganz ist. 

Beweis. ~* sei eine über Pp galoissche Erweiterung von ~. 
Es ist für jedes a von ~ N~.~ppa = (N~~ppaY, falls (~*:~) = r. 
a(~) seien die Konjugierten von a in ~*. ~* bedeute das Primideal von ~* . 
Sei a nicht ganz, also la IIß > 1. Anwendung der Automorphismen von 

7* 
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m*/p\l gibt I a(i) I\B > 1, da ~* wegen seiner Einzigkeit sich nicht ändert. 
Es folgt IN~.-+ppal\B > 1, und auch INm-+ppal\B> 1. 

Satz 12. In einer Divisionsalgebra CJ)/Pp bilden alle ganzen Größen 
eine Maximalordnung 0 - die einzige. Alle Ideale von 0 sind zweiseitig, 
sie sind einseitige Hauptideale a = ao = oa. Sie sind Potenzen von ~. 
In CJ) gilt die scharfe Relation I ab I\B = la I\B I b I\B' o/~ ist Divisionsalgebra. 

Beweis. 1. Sind a und b ganz, so sind N"iJ-+ppa und N"iJ-+ppb ganz, 
N"iJ-+ppab ist ganz, also ist ab ganz. Von den beiden Größen a- 1b 
und b- 1a ist mindestens eine ganz. Denn von den beiden Normen 
N"iJ-+ppa-1b und N"iJ-+pp b- 1 a = (N"iJ .... Pp a- 1 b) -1 muß wenigstens eine 
ganz sein. Sei etwa a- 1 b ganz. Dann ist 1 + a- 1 b ganz, weil 1 mit 
a- 1b vertauschbar ist. Schließlich ist a(1+a- 1b)=a+b ganz. 
Die ganzen Größen bilden also eine - notwendigerweise maximale -
Ordnung o. 

2. Die Rechtsordnung eines o-Linksideals kann nur wieder 0 sein: 
o hat nur zweiseitige Ideale. p sei eine durch ~, aber nicht durch ~2 
teilbare ganze Größe. Es muß op = ~ und ebenso po .:...- ~ sein. 
Da alle anderen Ideale von Potenzen von ~ sind, so wird a = ~n 
= pno = opn. 

3. I ab I\B = la I\B I b I\B folgt aus (a) = opn, (b) = opn, also (ab) = opn+m 
4. Daß o/~ Divisionsalgebra ist, folgt aus dem Nichtvorhandensein 

einseitiger Ideale. 
Satz 13. Die einfache Algebra m/p sei eine volle Matrixalgebra 

r-ten Grades über der Divisionsalgebra '!J/P. Ist 00 die Maximalordnung 
von CJ), so haben alle Maximalordnungen von m die Form 0 = Cu 00 + ... 
+ crroO' cil" ein System von Matrizeseinheiten. Ist ~o = po 00 = ooPo 
das Primideal von 00 , so ist ~ = opo = Poo das Primideal von o. 
~ hat die Kapazität r, ist also ein Produkt von r unzerlegbaren Idealen. 
Alle Rechts- (Links-) Ideale a von 0 sind Hauptideale a = ao (= oa). 

Beweis. 1. Nach §-1, Satz 11, ist 0 =~OOCik eine Maximalordnung. 

2. Liegt a = ~ aikcik in ~, so liegt ~ c"ia Ck" = a ik in ~ n CJ) = ~o, 
i,k v 

d. h. ~ == 0 (~OCll + ... + ~ocrr)' Da ~OCll + ... + ~ocrr = 0 ~o 
= ~oo ein zweiseitiges Ideal .ist, so muß 0 ~o = ~ sein. Der Rest
klassenring o/~ ist eine volle Matrixalgebra r-ten Grades über oo/~o' 
oo/~o ist eine Divisionsalgebra, denn nach dem vorigen Satz ist ~o 
unzerlegbar, hat also die Kapazität 1. 

3. Die unzerlegbaren Ideale von 0, die 0 als Linksordnung haben, 
sind nach § 2, Satz 11, von der Form 

{= (~, OC~2' ••• , oc:r), 

wo C{k ein System von Matrizeseinheiten modulo ~ ist. Die C{k können 
sogar als in 0 gelegene Matrizeseinheiten von m gewählt werden: Es gibt 
einen Nichtnul1teiler x modulo ~ in 0, für den XC{k == CikX(~). x- 1 liegt 
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in 0. Sei nämlich y" ein der Kongruenz y"x == 1 (~") genügendes 
Element von ° (siehe § 2, Satz 20). Aus 1 y" - x-11$ < I y"x - 11$1 x-11$ 
folgt lim y" = X-I, und da die 1 y"lll! < 1 sind, so ist 1 x-11$ < 1. Die ctle 

v~oo 

können -also in der Form ctle = X-1CikX angenommen werden. Das un-
zerlegbare Ideal 1 ist HauptidealI = oq, wo q=Poctl + Ct2 + ... + c~r' 
Denn erstens ist oq == 0 (I), zweitens 1== 0 (oq): Ct2 = c:2q, ... , c~r 
_ c~rq und Po = (Cfl + POc:2 + ... + Poc:r ) q. 

0t sei irgendeine Maximalordnung von ~, 0t = ail 01 a1 t, wo ° = 01 
gesetzt worden ist. Das Ideal a1 t kann· ganz angenommen werden, 
alt = 112123 ... ~-lt sei eine Zerlegung in unzerlegbare Ideale. Es 
ist dann 0i+l = 4i~ 1 0i ~i+ l' 112 ist Hauptideal 112 = 01 ql . Daher 
ist 02 = ql1 01 ql' genau so wie °1, aus 00 und den Matrizeseinheiten 
Cik = ql1 cikql gebildet. 123 ist also ein Hauptideal 123 = 02q2 und 
03 = q;,1 02q2 usw. Schließlich erkennen wir die Existenz eines q = ql 
... qt mit 0t = q-l 01q . Alle Maximalordnungen sind demnach von 
der Form 2:0oCik' 

4. u",. sei irgendein normales Ideal. Die Maximalordnung 01' kann 
aus 0" durch Transformation mit einem Element q gewonnen werden: 
01' = q-l o"q. o"q ist also ein Ideal 0",.. Das Produkt a;,!o"q ist eigent
lich. a;}.o"q ist ein zweiseitiges 0l'-Ideal 0I'P~' es folgt a;,!o"qpö'" = 01" 
also u,,1' = ovqpö"': jedes normale Ideal ist Hauptideal in jeder seiner 
Ordnungen. 

Wir verschaffen uns noch eine etwas genauere übersicht über die 
r r 

ganzen Ideale von ~ = 2:'!)Cik' ° = :1; 00Cik sei eine Maximalordnung 
i,le=l i,k=l 

von ~, 00 ist die Maximalordnung von '!). 

Satz 14. Jedes ganze o-Linksideal a ist von der Form oa, wo 

a = cuP'O' + c12d12 + c13d13 + ... + c1rd1r 
+ c22P'O' + c2sd23 + ... + c2rd2r 

dij ist mod'U:1o P'O} eindeutig bestimmt. 
r r 

Beweis. Gehört a =:1;dikCik zu a, so auch :1;dikCjk=Cjia. Alle 
i,k=l 1:=1 

Zeilen (dil , ... , dir) aller a aus a bilden demnach einen oo-Linksmodul 
m1 und a ist durch m1 vollständig bestimmt. Wir können eine Basis 
von mt/oo angeben: ~ sei der Teilmodul aller (0, ... , 0, di , ... , dr ) 

aus m1. Die Menge aller Anfangsglieder di ist ein Ideal 00P'(/ aus 00' 
Demnach gibt es in ~ ein 

(0, ... ,0, P'O', du, ... , dir), 
r 

und die so bestimmten i Zeilen bilden eine Basis von m1. a = 2: CiiP'O' 
i=l 
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r 

+ 2:;cikdil,; ist dann erzeugendes Element von a, wie leicht einzusehen. 
i<k 

DaciiP~i + cii+1dii+1 + ... + cirdirnochmodulodencjjp~j + cjj+1djj+l 
+ ... + cjrdj , mit i> i reduziert werden kann, so ist dij modulo P~j frei. 
Aber die Restklasse von dij modulo P~j ist eindeutig bestimmt: Es sei , 
a' = ~CiiP~i + ~Cikdik ein zweites erzeugendes Element von a, wo 

i=l i<k 
dik dem gleichen vorgegebenen Restsystem von 00 modulo P'Ok angehört. 

r r 
Wird die Differenz a - a' als Vielfaches ~ 2:fikCik' a von a ausgedrückt, 

i=lk=l 
so ergeben sich die Gleichungen 

0= f1lP'O", dl2 - di2 = f1l dl2 + f12P'O', ... 

0= f21P'O", 0 = f22P'O', ... 

Aus den Gleichungen der ersten Zeile ergibt sich der Reihe nach 
f11 = 0, du - di2 == 0 (P'O') , also du = di2 usw., aus denen der zweiten 
Zeile d 23 = d~3' ... 

3. Jetzt untersuchen wir das Verhalten der Maximalordnungen und 
Ideale einer Algebra m/p bei I,ß-adischer Erweiterung - I,ß ein PrinIideal 
in einer Maximalordnung 0 von m. Die Bewertung 11m wird durch 
llima"l\ß = limla"l\ß auf m\ß übertragen. 

S atz 15. Die I,ß-adische Grenzmenge 0\ß von 0 ist die· durch I a I \ß < 1 
definierte Teilmenge von m\ß' die Grenzmenge ~ von I,ß ist die durch 
I a I \ß < 1 definierte Teilmenge von m\ß' 0\ß ist Maximalordnung in Be
ziehung auf gp' und ~ ist ihr Primideal. 

Beweis. Wegen la I\ß < 1 (I a I\ß < 1) für ganze a (für ganze durch I,ß 
teilbare a) ist 0\ß in der Menge I a I \ß < 1 (~ in der Menge la I\ß < 1) 
enthalten. Sei umgekehrt la I\ß < 1 (I a I\ß < 1); a = lima" , wo a" c m. 
Wir können die a" durch a~ ersetzen, die in 0 (in I,ß) liegen: Für fast 
alle a" ist la"I\ß:;:;: 1 (la"I\ß< 1), also in der Darstellung (a,,) = ~y/n" 
der Nenner zu I,ß prim (der Zähler durch I,ß teilbar). x" aus n" werde sd 
gewählt, daß (x,,) = ny 6,. , (6", I,ß) = 0, x" kein Nullteiler modulo I,ß. Das 
ist möglich, da (n", I,ß) = 0, (ny, I,ß)/I,ß = ojl,ß ist. In a,. = y,.X;l ist 
dann y" ganz (durch I,ß teilbar). Wir bestimmen ein ganzes (ein in I,ß 
enthaltenes) a: aus der Kongruenz a:x" == y,,(I,ß',),. Es ist la" - a:l\ß 
= Iy"x;l- a~.I\ß ~ Iy" - a:x"l\ß < e-"; lima~ = lima", w. z. b. w. 

Um zu zeigen, daß 0\ß eine Maximalordnung in Beziehung auf gp ist, 
bemerken wir zunächst, daß 0m sicher eine Basis von m\ßjPv enthält. 
0\ß hat sogar eine linearunabhängige Basis in Beziehung auf gp: 
Ul' ... , 'ltr sei eine in 0\ß gelegene Basis von m\ß/PlJ mit maximalem 
IISp (ui u,.) IIp' Ist nun a = 2: !XiUi irgendein Element von 0\ß' so gilt, 
falls uj = uj , i =1= i, ui = a gesetzt wird, ISp (uiuk) i = !X~ ISp (uiUk) I· 
Die Maximaleigenschaft von 1I Sp (UiUk) IllJ ergibt I lXi Iv < 1, d. h. !Xi C giJ' 
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Bilden wir mittels einer Basis von 0l$/g", die Hauptdarstellungsmatrix 
eines Elementes a von 01$' so hat sie Koeffizienten in g",: die Haupt
gleichung von a hat also Koeffizienten in g"" a ist ganz in Beziehung 
auf g",. 

Wir müssen schließlich beweisen, daß 01$ maximal ist. 
0* sei eine 01$ umfassende Ordnung von 2l1$' a ein Element von 0*. 

Wir drücken a durch eine Basis vl ' •.. , v .. von 2l/P mit Koeffizienten 
(Xi aus P", aus: 

a =~(XiVi' (Xi=lim(Xi", lXi" aus P. 
"+00 

Für hinreichend großes 'P gelten die Ungleichungen 

und 
I lXi - lXi"ll$:S: IVili/· 

11 

Demnach ist für das Element ao = ~ lXi " Vi von 2l 
i=l 

lao - all$ = I~Vi(lXi" - lXi)l~ < lall$ 

laoll$ = lall$' 
und ao - a liegt in 01$' weil I Vi (lXi" - lXi) 11$ <: I Vi 11$ I Vi liß1 <: 1. ao liegt 
also in 0*. Wir wollen jetzt ao durch ein Element gleichen Wertes 
ersetzen, dessen Nenner außer ~ keine Primfaktoren enthält. Sei 
aoy CO, (I') = .)Jee mit ganzem, zu .)J primem e, eb = (15), (b,.)J) = g. 
l5ao liegt in 0*. Ferner gilt, wenn (ao) = 3/\13"'n, (n, ~) = 0, (3, \13) = 0, 
eine Gleichung (l5ao) = 30/~ mit ganzem zu \13 primem 30' Denn da 
(yao) = I' (ao) = c.)J·31~n ganz ist, so ist (l5ao) = cb3l~n und 
30 = cb3ln ist ganz und zu \13 prim. l5ao hat also den gleichen Wert e'" 
wie ao und a. Da l5ao in 0* liegt, so gilt eine Gleichung 

(l5ao)t + Pt-l (l5ao)t-l. + ... + Po = 0 

mit Pi C g",. Aus ihr folgt 

I (l5aonß <:. Max I (15 ai I = eZ , 
t=l, ... ,t-l 

1(l5ao)kl~eZ, k=1,2,3, ... 
Hieraus und aus (l5ao) = 30/\13'" folgt, daß \13Z(l5ao)k für jedes natürliche k 
ganz ist. Nach Satz 8, § 1, ist also l5ao selbst ganz, I a I = l15ao I :S: 1, a Si 01$' 
0* = 01$' w. z. b. w. 

Es bleibt zu zeigen übrig, daß \13 ein Primideal von 01$ ist. Das folgt 
aus dem viel mehr besagenden 

Satz 16. Die Ringe 01$/\13 und 0/\13 sind isomorph. 
Beweis. 1. Ist a = lima", a" in 0, so ist a == a,,($") für fast alle a". 
2. Liegen a und b in 0 und ist a == b($"), so ist la - bll$ < 1, also 

a == b(\13). Umgekehrt hat natürlich a == b(\13) auch a == b(\13) zur 
Folge, da ~ Si $. Ordnet man einer Restklasse von 01$ modclo $" 
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die nach 1 und 2 in ihr enthaltene Restklasse von 0 modulo \ß zu, 
so entsteht nach 2 ein Isomorphismus zwischen 0!j3/~ und o/W;. 

Ohne weiteres einzusehen ist 
Sa tz 17. Die \ß-adische Grenzmenge a!j3 eines (Rechts-, Links-, 

zweiseitigen) Ideals a von 0 ist ein (Rechts-, Links-, zweiseitiges) Ideal 
a!j3 von 0!j3' a!j3 heiße die \ß-Komponente von a. 

4. Wir gehen über zur Betrachtung aller Maximalordnungen und Ideale 
von 2( und ihrer Beziehungen zu den \ß-Komponenten. Zuerst bemerken 
wir, daß wir die \ß-adische Erweiterung nach Satz 2 an Stelle von \ß 
auch mit irgendeinem zusammengehörigen \ßii = a;l\ß ai vornehmen 
können. Die in Satz 10 gegebene Kennzeichnung von 0!j3 als Menge 
la l\ll -< 1 und von .l,ß als Menge la 1!j3 < 1 ist natürlich nur mit der Be
wertung I 1!j3 möglich. Dagegen ist die Kennzeichnung von 0'15 als 
Grenzmenge von 0 und von I,ß als Grenzmenge von \ß selbstverständ
lich von der Auswahl der Bewertung I l!j3ii nicht abhängig. Wir erkennen 
so, daß die \ß-Komponente 0!j3 jeder Maximalordnung 0 von 2( eine 
Maximalordnung von 2('15 ist. -

Satz 18. Bei eigentlicher Produktbildung gilt a!j3b\ll = (ab)\ll' 
Beweis. 1. Es ist a\llb'15~(abh, denn lima"limb,,=lima,.b, .. 
2. Es ist (a-1h = (a\ll) -1. Denn ist 0 die Rechtsordnung von a, 

also 0'15 die Rechtsordnung von a\ll' so gilt nach 1 (a -1 h a\ll ~ 0\ll' 
andererseits ist 0=a-la~(a-1)'15a\ll' also 0'15~(a-1)\lla\ll' so daß 
(a- 1)\ll = aißl folgt. 
- 3· Nach 1 ist b\ll = (a-lab)\ll~ (a-l)\ll(ab)\ll,a\llb\ll~ a!j3(a- 1)\ll(ab)\ll, 
3Jso nach 2 a\llb\ll ~ (ab)'15' zusammen mit 1 schließen wir hieraus 
a!j3b!j3 = (ab)!j3' 

a\llb\ll = (a b)!j3 ist auch für nicht eigentliche Produkte richtig 
(HASSE [1]). 

Jetzt können wir aus Satz 16 schließen 
Satz 19. Die \ß-Komponente eines zu \ß gehörigen unzerlegbaren 

I deals von 2( ist ein unzerlegbares I deal von 2(\ll' 
Alle unzerlegbaren Ideale von 2(!j3 gehören zu I,ß, da ja eine Maximal

ordnung von 2(!j3 nur ein Primideal enthält (Satz 10). 
Satz 20. Jede Maximalordnung- von 2(\ll ist die \ß-Komponente 

einer Maximalordnung von 2(, jedes unzerlegbare I deal von 2(\ll ist die 
\ß-Komponente eines zu \ß gehörigen unzerlegbaren Ideals von 2(. 

Beweis. Wir gehen aus von einem unzerlegbaren Ideall,ßik von 2('15 

und seiner Linksordnung 0i' Wir können links an ~ik eine Reihe von 
unzerlegbaren Idealen anfügen, bis die Linksordnung Oj eine solche ist, 
von der bekannt ist, daß sie die \ß-Komponente einer Maximalordnung 
Oj von 2( ist: 

$jl teilt I.ßjj' muß also nach Satz 16 und Satz 19 die \ß-Komponente 
eines ullzerlegbaren Teilers \ßjl von \ßjj sein. Nach Satz 17 wird die 
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$-Komponente der Rechtsordnung 01 von $jl gerade 01 sein. Jetzt 
können wir für ~lm genau so schließen usw. 

Satz 21. Die $-Komponente eines nicht zu $ gehörigen unzerleg
baren Ideals ~k ist 0illl' 

Beweis. Wäre 0iklll == 0 ($ij), so hätte ($ij' ~k) = 0i zur Folge, 
daß 0i == 0 (~ij)' was nicht möglich ist, denn 1 kann nicht in 1i3ij 
enthalten sein. 

Wir schließen hieraus weiter, daß die $-Komponenten von Links
und Rechtsordnung eines Ideals Il;k' das keinen zu $ gehörigen un
zerlegbaren Faktor hat, gleich sind, und daß man die $-Komponente 
eines I deals einfach erhält, indem man die in ihm vorkommenden zu $ 
gehörigen unzerlegbaren Faktoren durch ihre $-Komponenten ersetzt und 
den Rest wegläßt. 

Wir wenden uns zum Schluß der Frage zu, wie ein Ideal a von $J{ 
durch alle $-Komponenten bestimmt ist. 

S atz 22. Ein Ideal a von m ist der Durchschnitt von m mit allen 
$-Komponenten von a. 

Beweis. Da a in m und in allen $J{1Il enthalten ist, so muß nur 
gezeigt werden, daß ein m-Element, das in allen alll liegt, zu a gehört. 

Wir bezeichnen mit c die Menge aller c aus 0, unter 0 die Links
ordnung von a verstanden, für die ca == 0 (a) ist. c ist ein o-Linksideal. 
Denn oca == 0 (oa), oa = a, daher oc = c. 

Sei a = lim ap im $-adischen Sinn, av == 0 (a). Sei etwa (a - ap ) 
p-+oo 

= 31m, (m, $) = o. b sei irgendein durch a teilbares zweiseitiges 
o-Ideal und b = $"0, (0, $) = o. q sei teilbar durch mo, aber nicht 
durch mo $', wo $' irgendein unzerlegbarer Teiler von $ mit der 
Linksordnung 0 ist. q (a - ap ) liegt für fast alle '/I in 0 $", ist also 
durch a teilbar. Dann ist auch qa = qap + q(a - ap ) == 0 (a). q ist 
also ein Element von c, welches dprch das vorgegebene unzerlegbare 
o-Linksideal $' nicht teilbar ist. Daher muß C = 0 sein, also a == 0 (a), 
W.z. b.w. 

Als Umkehrung von Satz 22 gilt 
Satz 23. In den Komponenten 0lll einer Maximalordnung 0i seien 

Linksideale alll vorgegeben, von denen aber nur endlich viele nicht gleich 
ihrem 0lll sind. Dann gibt es ein oi-Linksideal a mit den Komponenten alll' 

Beweis. Ist alJ nicht gleich 0lll' so spalten wir es in unzerlegbare 
Faktoren alll = \ßik \ßkl ... $r.· Jedes dieser \ß"I' ist $-Komponente 
eines unzerlegbaren Ideals $pl' von m. Wir fangen den Aufbau von a 
an mit $ik $kl ... $rs- Das Produkt kann eigentlich gewählt werden, 
wie die Überlegung beim Beweis von Satz 20 zeigt. 0 sei ein zweites 
Primideal, für das an. = O.t Deu ... :OXY =f 00 ist. Die O-Komponenten 
der beiden Ordnungen des Produktes $ik $kl ... $rB sind gleich. 
Wir können daher wie eben ein eigentliches Produkt O.tOtu .. . OXY 
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bilden, dessen O-Komponente das gegebene ll,o ist. So fahren wir fort, 
bis alle ajß =!= ojß dran gewesen sind, das entstandene Ideal heiße a. 
Es hat die Linksordnung 0 und ersichtlich auch die vorgegebenen 
~-Komponenten. Auch wenn unzerlegbare Ideale ~ki in der Potenz ~kI 
vorkommen, kann ähnlich vorgegangen werden. 

Aus der Isomorphie 0lll/~ N o/~ (Satz 16) folgt, daß die Norm 
von ~ in Beziehung auf P~ genau dieselbe Potenz von :jJ ist wie die 
Norm von ~ in Beziehung auf P. Daher gilt 

S atz 24. Die Norm eines Ideals a von ~ ist gleich dem Produkt 
der Normen seiner ~-Komponenten (wenn in den Normen IJ = l> gesetzt 
wird). 

Satz 25. Die Ditterente von ~jß in Beziehung auf Pjl ist der ~-Anteil 
<,;D!j! der Ditterente <,;D von 5ll in Beziehung auf P. 

Beweis. Das folgt leicht aus der Definition der Differente. 
5. Zum Schluß machen wir einige Anwendungen der ~-adischen 

Methode auf die Idealtheorie "im Großen". Die folgenden Sätze lassen 
sich natürlich auch ohne die l>-adik gewinnen, aber mit mehr Um
ständen. 

Sa tz 26. In der Darstellung eines Ideals aik von ~ als Produkt 
unzerlegbarer Ideale kann die Reihenfolge der Primideale, zu denen die 
unzerlegbaren Faktoren gehören, beliebig vorgeschrieben werden. 

Beweis. Die beim Beweis von Satz 23 gegebene Konstruktion 
eines Ideals a aus seinen ~-Komponenten zeigt unmittelbar, daß, 
falls überhaupt ein zu ~ gehöriger unzerlegbarer Faktor in a vorkommt, 
er an den Anfang gesetzt werden kann. Daher kann ein Produkt ~ikOkj 
stets in die Form Okl~lj' ein Produkt ~ilo.ij in die Form Okl~il, 
ein Produkt ~ikOjl in die Form Oi"l ~lj und ein Produkt ~kl0;i in die 
Form Oil ~i-l gebracht werden, und daraus ergibt sich leicht die all
gemeine Behauptung. 

Satz 27. In J'eder Linksklasse einer Maximalordnung 0i gibt es ein 
ganzes Ideal, das teilerfremd ist zu vorgegebenen endlich vielen Prim
idealen von 0i' (NEHRKoRN [1].) 

Beweis. Wir zeigen zuerst, daß es in einem unzerlegbaren Ideal 
~ik einen Nichtnullteiler P gibt, so daß 

0i P = ~ik~kj 

gilt mit einem ~kj' das keine unzerlegbaren Faktoren enthält, die zu 
vorgegebenen endlich vielen Primidealen gehören. Die ~-Komponente 
von ~ik ist ein Hauptideal (Satz 13): ~ik = Oi$P, Sei P = limP", 
Pp == 0 (~ik)' P" = PQ", also lim Q~ = 1. Es wird 0;$[>" = Oi$PQ" 
= ~ikQ" = ~ik' 0k$Q". 1 - Q" liegt für hinreichend hohes '/I in ~kk' 
(ok$Q", ~kk) enthält dann Q" + (1 - Q,,) = 1, ist also gleich Ok$' 
daraus folgt aber 0k$Q" = Ok$' $ik = Oi$P", Für ein solches P" = P' 
ist 0iP' = ~ik'!lkl mit einem '!lkl' das keine zu ~ gehörigen unzerleg-
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baren Faktoren enthält. Nun sei 0 das Produkt der von $ verschiedenen 
der vorgegebenen Primideale. Wir bestimmen c und d aus 0i' so daß 

c == 0 ($:i) , d == 1 ($:i) 

c == 1 (Oii) , d == 0 (O;i) 
ist, und 

P=dP' + c 

kein Nullteiler wird (indem, falls nötig, c um eine durch $20 teilbare 
Größe von P vermehrt wird). 

Dann ist 
0i P = $ikliiki' 

Q;kj ist durch kein zu $ gehöriges unzerlegbares Ideal teilbar. Andern
falls wäre nach Satz 26 liikj = $klliilj' da $ik $kl wegen $ik $kl 
• $;;t $kk $;1 $ii = $ik $u $;; $ii = ~i ein Teiler von ~i ist, also 
P == P' ($ik $kl) gilt, auch P' == 0 ($ik $d· 

liikj ist aber auch durch kein zu 0 gehöriges unzerlegbares Ideal 
teilbar, denn sonst wäre nach Satz 26 0iP = Oi8 •.• , P == 0 (0;,), 
was der Kongruenz P == 1 (O;i) widerspricht. 

Zum Beweis von Satz 27 betrachten wir irgendein Ideal ~k der 
gegebenen Linksklasse. Wenn in der Darstellung von aik als Produkt 
unzerlegbarer Ideale ein unzulässiges (d. h. zu den vorgegebenen Prim
idealen gehöriges) vorkommt, so kann es nach Satz 26 an das Ende 
gebracht werden 

~k = etil $jk oder Il;k = ai j $;;] . 

Im ersten Fall sei POk = 1ii1j $jk mit nur aus zulässigen Faktoren 
bestehendem liiij , in ~kP-l kommt dann ein unzulässiger Faktor 
weniger vor als in ~k. Im zweiten Fall sei 0kP = $kjliijl , dann hat 
~kP einen unzulässigen Teiler weniger. Auf diese Weise kann ein 
Ideal ~kb gefunden werden, das überhaupt keinen unzulässigen Teiler 
mehr enthält. Ist dieses Ideal noch nicht ganz, so können die mit 
negativem Exponenten vorkommenden unzerlegbaren Ideale fort
geschafft werden in genau der gleichen Weise, wie es eben mit den 
unzulässigen Idealen geschehen ist, die mit negativen Exponenten 
vorkommen. 

§ 12. Die Zerlegung der Primideale. 
1. Ist 5X die direkte Summe der einfachen Alge bren 5X1 , • . ., 5Xr , 

so wird, wie leicht einzusehen, jede Maximalordnung 0 von 5X die 
direkte Summe von Maximalordnungen o(~) der ~, und umgekehrt 
wird die direkte Summe von irgendwelchen Maximalordnungen O(i) 

der ~ eine Maximalordnung 0 von 5X. Ein Ideal a von 0 ist die direkte 
Summe von (gleichartigen) Idealen a(t) der 0('0 und umgekehrt. Insbe-
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sondere erhält man ein Primideal (ein unzerlegbares Ideal) von 0, wenn 
man die direkte Summe eines Primideals (unzerlegbaren Ideals) von O(i) 

mit allen übrigen oU) (i =l= i) bildet; und alle Primideale (unzerlegbaren 
Ideale) von 2( haben diese Form. Wesentlich für die Arithmetik sind 
also nur die einfachen Algebren. 

2. Alle Primideale einer Algebra 2( erhält man nach § 2 durch Zer
legung der Primideale lJ von g. Das Zentrum einer einfachen Algebra 
ist ein Körper über P, wir unterlassen die Untersuchung der Zerlegung 
der lJ in der Maximalordnung des Zentrums als nicht hierhergehörig 
(diese Untersuchung für Zahlkörper ist eine Hauptaufgabe der Theorie 
der algebraischen Zahlen). 

3. S atz 1. 2( sei eine einfache Algebra mit dem Zentrum P . Jedes 
Primideal lJ von 9 ist nur durch ein Primideal ~ von I) teilbar, also lJ = ~e 
BRANDT [8]. 

Beweis. Nach Satz 5, § 11, ist 2(1l die direkte Summe von so viel 
Algebren 2(\I3p als lJ verschiedene Primteiler ~i in 0 hat. Andererseits 
ist nach Satz 6, § 11, 2(1l = 2( X Pll , nach Satz 12 in IV, § 4, ist daher 
2(1l eine einfache Algebra, und daraus folgt also, daß lJ nur durch ein 
Primideal ~ von 0 teilbar ist, w. z. b. w. 

Die weitere Zerlegung der Primideale von 0 in unzerlegbare Ideale 
ist ein Problem, über das sich im allgemeinen nichts aussagen läßt. 
Für den Spezialfall, daß der Grundkörper ein algebraischer Zahlkörper 
ist, vgl. VII, dort wird auch der Fall eines lJ-adischen Grundkörpers 
restlos abgehandelt. 

4. 2( sei eine Algebra vom Range n über P. Wird ein Primideal lJ 
von 9 in einer Maximalordnung gleich ~~ ..... ~::r, so wird nach 
Satz 5, § 11, 

Der Rang (2(\131 : Pll) ist ed .. , wenn fi den Grad von ~i bezeichnet: 
Bedeutet u l ' ... , um eine Basis einer Maximalordnung 0 von 2(\I3I/Pj:I, 

so hat eine lineare Kongruenz <Xl u l + ... + <Xm Um == 0 (mod lJ) 
<Xi == 0 (mod.\3) zur Folge, o/lJ ist also vom Range m über 911/lJ. Daraus 
folgt für die Norm von lJ sOfort N lJ = lJm. Andererseits ist N lJ = N (~~i) 
= (N~ .. )e = lJ~iei, als€> m = edi' Wir haben also den 

Satz 2. Grade fi und Verzweigungsordnungen e .. der Primfaktoren 
eines Primideals lJ = Il ~ei von 9 in einer Maximalordnung einer 
Algebra 2(/P vom Range n genügen der Gleichung 

~e..ti = n. 

Wegen (2(\131 : Pll) = ed .. heißt edi der ~i-Grad der Algebra 2(fP. 
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VII. Algebren über Zahlkörpern. 
Zusammenhang mit der Arithmetik 

der Körper. 
Die tiefere Theorie der Algebren über einem Zahlkörper führt. 

wie HASSE erkannt hat, auf Zusammenhänge zwischen den Struktur
eigenschaften der Algebren und der Arithmetik der Zahlkörper, ins
besondere der Klassenkörpertheorie und des Reziprozitätsgesetzes. 
Damit hat sich die Algebrentheorie mit anderen Entwicklungsrichtungen 
der Algebra und Zahlentheorie vereinigt und schreitet gemeinsam mit 
ihnen fort. 

§ 1. Hilfssätze über Galoisfelder und p-adische Zahlkörper. 
1. Satz 1. g sei ein Teilkörper des Galoisfeldes G. Jedes Element 

von g ist Norm eines Elementes von G. 
Beweis. Siehe V, § 5. 
S atz 2. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 1 ist 

jedes Element von g auch die Spur eines Elementes von G. 
Beweis. Sei S (r) = e =1= 0 (r aus G), das geht, da, wenn alle 

S (F) gleich Null wären, auch die Diskriminante von Gjg gleich Null 
sein müßte. Für beliebiges cx aus g ist cx = S(cxrje). 

2. Die folgenden Sätze handeln von der Struktur der .):I-adischen 
Zahlkörper. Pl;l sei ein fester .):I-adischer Zahlkörper, .):I sein Primideal. 
Der Restklassenbereich der ganzen Zahl von Pl;l modulo.):l ist ein Galois
feld g. Die Elementezahl von g sei q. Den Absolutgrad von g nennen 
wir den Restklassengrad von Pl;l' 

Satz). w sei eine primitive (q' - 1)-te Einheitswurzel über Pl;l' 
W, = Pl;l (w) ist zyklisch vom Grade. f über Pl;l und unverzweigt, d. h. lJ 
bleibt Primideal von W,. Der Grat! von .):I als W rPrimideal in Beziehung 
auf Pl;l ist also f. Der durch aF == aIJ (.):I) für jedes a aus W, definierte 
Automorphismus von W, erzeugt die galoissche Gruppe von W,/Pl;l' 
F heißt die Frobeniussubstitution von W,/Pl;l' F ist durch wF = wlJ 

gegeben. 
Beweis. Da alle (q' - 1)-ten Einheitswurzeln Potenzen von w 

sind, so ist W,/Pl;l galoissch. Die ganzen Elemente wi - ul, wi ~ wi, 
1-1 . d 

sind Einheiten, denn das Produkt II(wt - ul) = d (x'lf- 1 _ 1)lx=wi 
j=O x 

j "4=i 
= (q' _1)W(qf-2)i ist eine Einheit. Eine Substitution T der Trägheits-
gruppe des WrPrimideals \13 ist durch wT - w = wi - W == 0(\13) 
definiert. Daher ist die Trägheitsgruppe von der Ordnung 1: W, ist 
unverzweigt und die galoissche Gruppe von W,/Pl;l ist, als Zer~ 

legungsgruppe von \13 = .):I, zyklisch. 
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Die FrobeniussubstitutionF muß w in wq überführen, denn das Element 
wF -w'l=wi-wq kann, wie wir sahen, nur durch.\.J teilbar sein, wenn es 
gleich Null ist. F erzeugt die Zerlegungsgruppe von .\.J, also ·die ganze 
galoissche Gruppe von W,/Pp , und da die Ordnung von F ersichtlich 
gleich f ist, so folgt schließlich (W, : Pp) = f. 

Satz 4. K sei vom Grade n über Pp; .\.J sei die e-te Potenz des Prim· 
ideals $ von K, $ hat also den Grad f = nie in Beziehung auf Pp. K ent
hält W, als maximalen unverzweigten Teilkörper (Trägheitskörper von $). 

Beweis. Der Restklassenkörper von K modulo $ ist ein Galoisfeld 
vom Grade f über g, er enthält demnach q' Elemente. Die Restklassen
zahl von K modulo W' ist qfJ und die Anzahl der primen Restklassen 
modulo W' ist t J - tU-I) = qfl,J-I)(r! - 1). Daher gilt 

a'lfIJ- 1) (qf-l) == 1(W') 

für jedes ganze a aus K. Wo sei modulo $ primitives Element des 
Restklassenkörpers von Kmodulo $. Die Folge Wo, wS', wg2f, ••• , 

wgnf, ... ist $-adisch konvergent. Denn für i < i ist 

wt' - wgif = wg1f [wff(qf-1)(qfIJ-i)-1)/(qf-1) - 1) 

durch $i+1 teilbar. Wir setzen pm wg!f = w. Aus 
t-+oo 

W8if(qf- 1) == 1 ($i+1) 
folgt dann 

W qf- 1 = 1. 

w ist primitive (q' - 1)-te Einheitswurzel, denn es ist 

daher 
wt f - Wo == 0 ($), 

w == wo($), 

aber Wo ist primitive (q' - 1)-te Einheitswurzel modulo $. Hinzunahme 
von Satz 3 vollendet den Beweis. 

Aus den beiden letzten Sätzen folgt 
Satz 5. Es gibt genau eine unverzweigte Erweiterung f-ten Grades 

über Pp, nämlich W,. 
Satz 6. Die Normfaktorgruppe von W,/Pp ist zyklisch von der 

Ordnung f, und die Potenzen 1, n, ... , n' -1 eines Primelementes 1'(; 

von Pp sind Vertreter der Normklassen; (X ist also dann und nur dann 
Norm von W" wenn der Exponent r des Ideals ((X) = .\.Jr durch f teilbar ist. 

Beweis. Aus (a) =.\.Jt folgt (Na) = .\.J't, die Bedingung f I rist 
also notwendig. Ist andererseits ((X) = .\.J't, (X = (Xon't, (Xo Einheit, 
so bestimmen wir gemäß Satz 1 ein Element bo von W" so daß 

(xo == Nbo (.\.J). 

Sodann bestimmen wir eine Folge von Elementen bi aus W, derart, 
daß für a i = bo + bl n + ... + bi -1 ni -1 die Kongruenz (xo == N ai (.\.Ji} 
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gilt. bo war dieser Bedingung gemäß gewählt. Sind bo"'" bn - 1 

bekannt, so ergibt sich zur Bestimmung von bn die Kongruenz 

IXo == Nan + nnSw .... p (a;+F+"'+Ff-2~r-l) (\Jn+!) 
oder f p 

Swf ..... Pp(a;+F+ ... +Ff-2~f-l) == (IXo - Nan)/nn (\J) 

die nach Satz 2 lösbar ist. a = 'JI! tim ai erfüllt die Gleichung Na = IX. 
i-+oo 

Satz 7. Z sei zyklisch vom Grade n über Pp' Es gibt eine niedrigste 
Potenz fp = \Je von \J, so daß jede Zahl IX == 1 (modfp) von Pp Norm 
einer Zahl von Z ist. fp heißt der Führer von Z/Pp' Damit eine Zahl 
von P Norm einer Zahl von Z sei, ist demnach notwendig und hinreichend. 
daß sie Normenrest modulo fp ist. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß fUr hinreichend große m jede 
Zahl IX == 1 (\Jm) sogar eine note Potenz ist. Für hinreichend großes m 
konvergiert aber die v-adische Logarithmusreihe 

10gIX = log (1 + IX -1) = (IX -1) _ (ex - 1)2 + (ex - .1)3 _ ••• 
2 3 

und hat einen Wert log IX , der durch eine vorgegebene Potenz von 
.\J teilbar ist. Daher ist für hinreichend großes m die v-adische Ex-
ponentialreihe 1.. log IX ex exl 

e n =1+ 11 + 21 +", 
konvergent. Ihr Wert ß, eine Zahl von Pp, genügt der Gleichung ßn= IX. 

Aus Satz 6 folgt, daß der Führer eines unverzweigten Körpers W f 
gleich 1 ist. 

Für den § 1 vgl. etwa HASSE [1]. 

§ 2. p-adische Algebren. 
In diesem Abschnitt sei ein v-adischer Zahlkörper Pp mit dem 

Primideal V fest gegeben. Ziel ist die Aufstellung aller normalen ein
fachen Algebren über P und die Untersuchung der Struktur der BRAUER
sehen Gruppe. Für diesen Paragraph vgl. HASSE [1], [2], [3], [5]; 
KÖTHE [5]. 

In Hinsicht auf die Möglichkeit der Entstehung von Algebren über 
Pp durch .\J-adische Erweiterung von Algebren über einem Zahlkörper 
bezeichnen wir die Algebren über Pp mit 2{p, 58p usw. 

1. Zuerst untersuchen wir die normalen einfachen Divisionsalgebren 
~p über Pp. Ein ~p hat nach Satz 12, VI, § 11, eine einzige Maximal
ordnung o. V ist Potenz des Primideals $ von 0: V = $". Bedeutet f 
den Grad von $, so wird nach Satz 2, VI, § 12, ef = n2 der Rang 
(~p : Pp). 0/$ ist nach Satz 29, VI, § 2, eine Divisionsalgebra über 
dem Galoisfeld s/.\J, ist also nach Satz 1, § 1, selbst ein Galoisfeld 
vom Grade f. Dies ist der Punkt, an dem die besondere Struktur 
der Zahlkörper wesentlich ausgenutzt wird. Die $-Restklasse des 
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Elementes w von 0 sei ein erzeugendes Element von 0/$. Der Körper 
Pp(w) hat dann mindestens den Grad f über Pp, und da ein Teilkörper 
von 'iDll höchstens den Grad n haben kann, so gilt f s; n. Bedeutet P 
ein Primelement von 0 - also (P) = ($) -, so hat der Körper Pp(P) 
mindestens den Grad e über Pll (Satz 4, § 1). Es ist daher auch e <- n, 
und aus e f = n2 , e <- n, f <- n ergibt sich e = f = n: 

Satz 1. Grad und Verzweigungsordnung (des Primideals) einer 
normalen Divisionsalgebra 'iDll über Pll vom Range n2 sind gleich n. 

2. Der Teilkörper PIJ (w) von ~ll hat nach dem Voraufgegangenen den 
Grad n, denn sein Grad muß mindestens gleich f = n sein. Aus Satz 4, 
§ 1, ergibt sich also, daß Pll (w) unverzweigt über Pll ist. PIJ (w) ist 
demnach (Satz 3, § 1) der Körper Wn der (qn - 1)-ten Einheitswurzeln. 
W n ist so als maximaler Teilkörper einer jeden Divisionsalgehra vom 
Range n2 erkannt. Daraus folgt aber nach IV, § 4, ohne weiteres, daß 
sich Wn in fede normale einfache Algebra 2111 vom Range n2 einbetten läßt. 

Damit ist bewiesen 
Satz 2. Jede normale einfache Algebra 2111 über PIJ ist zyklisch mit 

Wn als maximalem Teilkörper, 

2l1J = (IX, Wn , Fn)· 

Als erzeugende Substitution der Galoisgruppe von W n haben wir 
gleich die arithmetisch ausgezeichnete Frobeniussubstitution F n gewählt, 
diese Normierung ist für die Formulierung des folgenden Satzes 
wesentlich. 

Satz 3. Die Gruppe \8(PIJ) der Algebrenklassen mit dem Zentrum 
PIJ ist isomorph zur additiven Gruppe der rationalen Zahlen modulo 1. 
Eine isomorphe Abbildung von \8 (Pll) auf .diese Gruppe entsteht, wenn 
der Klasse der A 1gehra (IX, W n' F n) vom Range n2 die Restklasse r /n 
modulo 1 zugeordnet wird, wo r den Exponenten der in IX enthaltenen 
Potenz von .).1 bezeichnet. Index und Exponent von (IX, W n , Pn) sind gleich 
und gleich der Ordnung von r/n mod 1. 
, Beweis. 1. Wir betrachten die Untergruppe \8n aller Algebren
klassen, die von W n zerfällt werden, von denen jede also eine Algebra 
(IX, Wn , Fn) enthält. Nach Satz 2, V, § 5, ist \8n isomorph zur Normen
klassengruppe von Wn/P ll . Die ist nach Satz 6, § 1, zyklisch von der 
Ordnung n, und 1, n, ... , nn-l sind Vertreter der Normenklassen, 
falls .).1 = (n). Daher wird \8n durch die Zuordnung (IX, W n' F n) -- r/n 
mit der Gruppe der Restklassen von Zahlen gin mod 1 isomorph (g ganz 
rational). Der Exponent von (IX, W n' F n) ist also die Ordnung von rlnmod 1. 

2. Zur Vollendung des Beweises bleibt allein zu zeigen übrig, daß 
für zwei ähnliche Algebren 

2l1J = (IX, Wn , Fn); 

2l~ = (IX', W n" Fn,); 

r/n == r'/n' (modi) 

(IX) = .).1r, 

(IX') = .).1", 
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wird. Es genügt, den Fall zu betrachten, daß n' durch n teilbar ist, 
etwa n' = ns. 

Nach Satz 5, V, § 5, wird dann 
m;,= (~8, W n8 ,F*), 

wo F* eine solche Ausdehnung von Fn auf Wn8 ist, welche die ganze 
Galoisgruppe von Wn8 erzeugt. Ein solches F* ist aber nach Definition 
der Frobeniussubstitution gerade F n8 = F n'. Aus 

2l~ = (~', Wn8 , Fn8) = (~', Wn8 , Fns) 

folgt aber, daß ~'/~. eine Norm von W n• ist, so daß r' == rs (mod ns) 
oder r'/n' == rln (modi) sein muß. Da hiernach (~, Wn,Fn) genaudann 
zu einer Algebra kleineren Ranges ähnlich ist, wenn rund n eirien 
Teiler gemeinsam haben, so ist auch der Index von (~, W,P Fn) gleich 
der Ordnung von rlnmodi. 

Nach Satz 3 ist eine Algebrenklasse über PlJ vollständig durch die 
Restklasse von rjn modulo 1 bestimmt. Wir nennen 'daher diese Rest
klasse die Invariante der Algebrenklasse. 

3. Das Verhalten der Algebren über PlJ bei Erweiterung des Grund
körpers ist leicht aufzuklären. Alles ist enthalten in dem 

Satz 4. AlJ sei ein Körper vom Grade n über PlJ' Die Invariante der 
Algebrenklasse (2llJ) über PlJ sei (!. Dann ist die Invariante der Erweite
rungsklasse (~A\j3) gleich (!n. (KöTHE [5].) 

Eine Folgerung daraus ist; 
Jede Algebra 2llJ vom Range n2 über PlJ enthält zu feder Erweiterung 

n-ten Grades von PlJ einen isomorphen Teilkörper, wird also durch jede 
Erweiterung n-ten Grades von PI> zerfällt. 

Beweis von Satz4. Nach Satz 4, V, § 5, ist, falls 2llJ = (~, W n , Fn), 

2llJ X A lJ "", (~, W nA\j3' S), wo Wn A\j3daskörpertheoretische Kompositum 
von Wn und A\j3 bedeutet und S die-niedrigste Potenz von Fn ist, die 
in der galoisschen Gruppe von W nA\j3jA\j3 liegt. Hat A\j3 den Rest
klassengrad f, so ist der Durchschnitt W n (j A\j3 gleich W(n, I)' demnach 
wird S = F~n,f). Wir gehen über zur Darstellung von 2llJ X A\j3 mittels 
der Frobeniussubstitution F' von W nA\j3' Der Definition gemäß ist 
aF ' == agf (mod ~') für Elemente a aus W n A\j3, denn die Restklassenzahl 
von A\j3 ist ql. Daraus folgt F' = FI = SI/(n,/). Daher ist 

2llJ X A\j3 "'" (a(n/I,f), W n, F ' ). 

Der Grad (W n A\j3 : A\j3) ist gleich nj (n, f). Bedeutet e die Verzweigungs
ordnung von A\j3, so wird, wenn (! die Invariante von (2llJ) bedeutet, 
al/(n,f) durch die en(!· f/(n, f)-te Potenz des Primideals von A\j3 teilbar, 
also die Invariante von (2llJ X A\j3) kongruent 

enet/(n,t) f / 
n/(n, t) = e (! n , 

und e t ist der Grad von A\j3' Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Ergebnisse der Mathematik. IV/I. Deuring. 8 



114 VII. Algebren über Zahlkörpern. [120 

4. Satz 5. Ist n der Index der normalen einfachen Algebra 2{p 

über Pp, so wird -I' die n-te Potenz des Primideals \ß einer Maximal
ordnung 0 von 2{j)' und die Differente von 0 ist \ßn-l. 

Beweis. -I' = \ßn folgt aus Satz 1, VI, § 12, und Satz 1. Nach 
Satz 3, VI, § 5, ist die Differente b von 0 durch \ßn-l teilbar. Es muß 
also lediglich bewiesen werden, daß b nicht durch \ßn = -I' teilbar ist; 
daß also - Definition der Differente - S (1/-1') nicht ganz ist. Sei 
-I' = (~). Da S(~-la) = ~-lS(a) ist, so handelt es sich darum, ein 
a c 0 mit nicht durch -I' teilbarer Spur anzugeben. Gehört a einem 
maximalen Teilkörper von 2{p an, so ist S (a) nach IV, § 7, auch die 
Spur von a als Element dieses Teilkörpers. Entnimmt man a aus Wn , 

so werden nicht alle Spuren S(a) durch -I' teilbar sein können, weil W n 

unverzweigt über P" ist. 
Nach VI, § 11, Satz 25, kann hieraus eine Formel für die Differente 

einer einfachen Algebra über einen Zahlkörper gewonnen werden, 
weiter auch für die Diskriminante nach VI, § 6; vgl. SHODA [5]. 

§ 3. Unendliche Primstellen von Zahlkörpem. 
Die späteren Ausführungen zwingen uns dazu, neben den durch 

Primideale definierten -I'-adischen Bewertungen algebraischer Zahl
körper auch die Bewertungen durch Absolutbeträge heranzuziehen. 

P sei ein algebraischer Zahlkörper, wir denken ihn uns als Teil
körper des Körpers [j aller komplexen Zahlen. Jeder Isomorphismus 
a ->- a(>' von P auf einen Teilkörper von [j definiert eine Bewertung 
Ja 1(>' von P, indem 1 a I(i) gleich dem Betrag der komplexen Zahl a(i) 

gesetzt wird. Konjugiert komplexe Isomorphismen ergeben dieselbe 
Bewertung, man überzeugt sich leicht davon, daß dies der einzige 
Fall ist, daß zwei verschiedene Isomorphismen äquivalente Be
wertungen ergeben. Gibt es also r1 isomorphe Abbildungen von P 
auf reelle Zahlkörper und r2 Abbildungen auf komplexe Körper, so 
gibt es r1 + r2 inäquivalente Bewertungen durch Absolutbeträge. 
Diese Bewertungen haben, wie die durch Primideale definierten, die 
Eigenschaft labj = laJJbl. Zusammen mit allen -I'-adischen Be
wertungen erschöpfen sie bekanntlich alle überhaupt möglichen Be
wertungen von P. die diese Eigenschaft haben. 

Die Bewertungen durch Absolutbeträge werden gewöhnlich als die 
unendlichen Primstellen von k bezeichnet, Symbole -1'00,1' -1'"",2 .... 
Die Primideale -I' von P heißen die endlichen Primstellen von P. 

Zu einer reellen unendlichen Primstelle -1'00 gehört als perfekte Er
weiterung Pp"" ein zum Körper der reellen Zahlen [jo isomorpher Teil
körper von [), zu einer komplexen Primstelle gehört [) selbst. 

Entsprechend Abschnitt 2 stellen wir alle normalen einfachen 
Algebren über [)o und [j auf. Das ist durch Angabe der Divisions-
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algebren leicht geschehen: über [Jo gibt es zwei Divisionsalgebren, 
[Jo selbst und die Quaternionenalgebra 0; über [J gibt es nur Q selbst. 

Die Gruppe der Algebrenklassen über [Jo ist also zyklisch von der 
Ordnung 2 und daher isomorph zur additiven Gruppe der Restklassen 
von 0 und ! mod 1 . Dies ist für die unendlichen reellen Primstellen die Er
gänzung zu Satz 3 in § 2. Als Invariante der Klasse [Jo werden wir 0 mod 1, 
als Invariante von 0 ! mod 1 einführen. Für [J besteht die Algebren
klassengruppe nur aus der eins, als deren Invariante bezeichnen wir 
Omod1. 

A sei eine Erweiterung von P. Der Zerlegung der P-Primideale 
in A entsprechend wollen wir formal eine Zerlegung der unendlichen 
Primstellen Voo von P in unendliche Primstellen ~"" von A festsetzen. 
~oo soll Voo teilen, wenn die Bewertung 11'l3x> von A durch Fortset
zung der Bewertung 1111"" von P entsteht (wie es auch bei den end
lichen Primstellen ist). ~"" muß daher zu einer Fortsetzung des Iso
morphismus a ~ a(i) gehören, zu dem 1J"" gehört. Als Exponenten e 

der in 1J"" enthaltenen Potenz von ~oo erklären wir die Anzahl der 
verschiedenen Fortsetzungen des Isomorphismus a ~ a(i) , die das 
gleiche ~oo ergeben. Daher ist e = 1, wenn 1J"" und ~"" beide reell 
sind, dagegen e = 2, wenn 1Joo reell und ~"" komplex ist, e = 1, wenn 
1J"" (und daher auch ~"") komplex ist. Setzen wir schließlich noch den 
Grad f von ~"" gleich 1, so gilt für die Zerlegung 

h - lImBi t'oo - "+,oo,i 

wie für endliche V die Formel 

~edi = (A : P). 

Die verschiedenen Aj/3"", i sind den verschiedenen Körperkomposita 
von A mit P 11:><> isomorph. Daher ist nach IV, § 3, wie im Falle endlicher V , 
A X PlJoo zur direkten Summe der Aj/3"",i isomorph. 

Ist AlP galoissch, so bezeichnen wir die Gesamtheit aller Auto
morphismen von AlP, die ~oo (d. h. die Bewertung 11j/3(0) in sich über
führen, als die Zerlegungsgruppe von ~"". Sie ist von der Ordnung 1 , 
außer wenn V"" reell, aber ~oo komplex ist, dann hat sie die Ordnung 2. 

Schließlich wollen wir auch für ein unendliches V den V-Führer 
einer zyklischen Erweiterung Z von PI1 definieren: flJ = 1, wenn Z = P, 
also immer für komplexes V, fll = V, wenn (Z: PlJ) = 2, wenn also V 
reell ist und Z der Körper der komplexen Zahlen ist. 

§ 4. Der übergang zu den Primstellen. 
P sei ein endlicher algebraischer Zahlkörper, m eine einfache normale 

Algebra über P. Zu jeder Primstelle V von P gehört dann eine Algebra 
~ = m X PlJ ' die aus m durch v-adische Erweiterung des Grund
körpers P, oder auch (im Falle endlicher V) - nach VI, § 11, Satz 6 -

8* 
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durch ~-adische Erweiterung von m für ein ,p teilendes Primideal ~ 
von m entsteht. mp ist einfach und ncirmal über Pp und heißt die 
,p-adische Komponente von Ill. Äquivalente m bestimmen äquivalente Illp . 

Jede Algebrenklasse über P bestimmt also unendlich viele Algebren
klassen über den einzelnen Körpern Pp. V gl. HASSE [2J, [3J, [4J für 
den ganzen Paragraphen. 

Hat sn den Index m, so ist der Index m\J von Illp ein Teiler von m, 
mp heißt der ,p-Index von sn. Zu Illp gehört im Sinne von Satz 3 und 
seiner Ergänzung am Schluß des vorigen Abschnittes eine gewisse 
Restklasse ep mod 1 als Invariante. ep heißt die ,p-Invariante der 

Algebra m oder der Algebrenklasse von sn. Wir bezeichnen sie mit (~). 
Schließlich ist der Exponent von sn\J' der nach Satz 3, § 2, gleich 

dem ,p-Index mp ist, ein Teiler des Exponenten m* der Klasse von Ill. 
A sei ein Zerfällungskörper von Ill. Ist ~ ein .1-Primteiler der Prim

stelle ,p von P, so gilt 

(1ll\J) A\jJ = III A\jJ = (Ill Ahl (X) 1 , 

Ajß ist daher Zerfällungskörper von 1ll\J' das hat insbesondere (A% : PlJ) 
== 0 (miJ) zur Folge. 

Wenn III ein verschränktes Produkt III = (a, Sf) ist, so wird 

llliJ "'" (ajß' Sfjß) . 

Da für galoissches Sf/P alle ß'r%, ~/,p isomorph sind, so wollen wir 
in diesem Falle den gemeinsamen Typus der ß'r% mit ß'r\) bezeichnen. 
Demgemäß schreiben wir 

llliJ "'" (a p , SfP) 

an Stelle der vorigen Gleichung. 
~ ist dabei irgendein ß'r-Primteiler von ,p und ajß bzw. ap bezeichnet 

den Teil des Faktorensystems a, der sich nur auf die Zerlegungsgruppe 
der Primstelle ~ bezieht (V, § 4, Satz 1). 

Für den besonderen Fall einer zyklischen Algebra III = (IX,,8, S) 
dürfen wir nach V, § 5, Satz 4, auch schreiben 

Illp "'" (IX, ,8lJ, Sp) , 

wenn unter Sjß die früheste in der Zerlegungsgruppe von ~ gelegene 
Potenz von S bezeichnet; also S p = sn/np, wenn (Z: P) = n, 
(ZlJ : Pp) = nlJ ist. 

Die Differente '1) einer Maximalordnung 0 von sn reduziert sich beim 
Übergang von III zu Illp auf die Differente SDiJ der Maximalordnung oiJ 
von 1ll\J (VI, § 11, Satz 25). Es ist also '1) = llSD\l (Satz 20-22, VI, § 11). 
Da aber nach Satz 5, § 1, miJ> 1 nur für '1)iJ =1= 1 gilt, so erkennen 
wir, daß nur tür endlich viele Primstellen 1.1 von P der ,p-Index von 9X 
von 1 verschieden ist, nämlich, außer für gewisse unendliche tJ, gerade 
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tür die PI'imteiler der Diskriminante von m/P. Diese.p (einschließlich 
der unendlichen) heißen die Verzweigungsstellen der Algebra m, oder 
auch der ganzen Algebrenklasse von m. 

Für einen zyklischen Körper Z IP bezeichnen wir den Führer fll 
von Zll (Satz 7, § 1) als den .p-Führer von Z. Das Produkt aller .p-Führer, 
f =I1ftJ, heißt der Führer von ZIP. Nach der Bemerkung am Schluß 
von § 1 ist fll = 1, außer für unendliche nur für die endlich vielen .p, 
welche die Diskriminante von ZjP teilen, f ist also ein endlicher ldeal
modul. 

§ 5. Algebren über Zahlkörpern. 
1. Die tiefere Theorie der Algebren über Zahlkörpern beruht auf 

einem Satze, der viele Eigenschaften einer Algebra m auf ihre .p-adischen 
Komponenten mll zurückführen lehrt: 

Satz 1. m/P ist dann und nur dann eine volle Matrizesalgebra über P, 
wenn dies für alle mll gilt. (HAssE-BRAUER-NoETHER [1], HASSE [4], 
ALBERT-HASSE [1].) 

Beweis. Satz 1 ist gleichwertig mit einem Satz aus der Klassen
körpertheorie: Dann und nur dann ist die Zahl ()(, von P Norm einer 
Zahl des zyklischen Erweiterungskörpers Z, wenn für jede Primstelle 
.p von P die Zahl ()(, Norm einer Zahl der .p-adischen Erweiterung Zll ist. 
(Nach § 1, Satz 7, und der Definition des Führers f von Z/P ist das 
damit gleichbedeutend, daß ()(, Normenrest modulo f ist.) Für eine 
Algebra m"", (()(" Z, S) mit zyklischem Zerfällungskörper folgt Satz 1 
aus dem Normensatz unmittelbar (Satz 1 in V, § 5). Die allgemeine 
Aussage von Satz 1 wird folgendermaßen auf den zyklischen Sonderfall 
zurückgeführt: Sei mll "'" 1 für alle .p. Gesetzt, der Index m von m wäre 
durch eine Primzahl P > 1 teilbar. A sei ein galoisscher Zerfällungs
körper von mund Ao der Teilkörper von A, der zu einer P-Sylowgruppe 
der galoisschen Gruppe von AlP gehört. Es ist dann (Ao : P) * O(P). 
Zwischen Ao und A können Körper Ao c Al C A 2 C .•• c A. = A 
eingeschoben werden, derart, daß Ai/Ai _ l zyklisch vom Grade P ist. 
Aus mll "'" 1 folgt (mA._ 1 ) ~ 1 für jede Primstelle ~ von AB-I' Da 
außerdem mA._ 1 den zyklischen Zerfällungskörper AB hat, so folgt 
nach dem Normensatz mA._ 1 "'" 1. Auf die gleiche Weise kann jetzt 
mA,_. "'" 1, m . .:1,_3"'" 1, ... , mAo IX) 1 erschlossen werden. m hätte also 
den Zerfällungskörper Ao, was wegen (Ao : P) * 0 (P) der Voraussetzung 
m == O(P) widerspricht. 

Einen anderen Beweis von Satz 1 siehe in § 8, 3. Satz 1 kann auch 
so formuliert werden: 

Wenn m cf:; 1 ist, so hat m/P mindestens eine Verzweigungsstelle. 
(Dabei sind aber auch die unendlichen verzweigten Primstellen 

zu berücksichtigen!) 
2. Wir ziehen eine Reihe von Folgerungen aus Satz 1. 



118 VII. Algebren über Zahlkörpern. [124 

Satz 2. Kennzeichnung der von einem Körper AlP zerfälUen Algebren. 
Damit AlP ein Zerfällungskörper der Algebra SJi/P ist, ist die notwendige 
Bedingung, daß für jede Primstelle $ von A die $-adische Erweiterung 
A!j3 ein Zerfällungskörper von SJil> ist, auch hinreichend. Nach Satz 4 in § 2 
können also die Zerfällungskörper A von SJi dadurch gekennzeichnet werden, 
daß für jede Primstelle $ der $-Grad (A!j3 : Pl» von A durch den fJ-Index 
ml> von SJi teilbar sein muß. (HASSE [4].) 

Diese Bedingung verlangt nur von den endlich vielen Verzweigungs
stellen von SJi etwas. 

Eine interessante Anwendung des Satzes,2 auf einen besonderen Fall ist 
Satz ). Jede Darstellung einer endlichen Gruppe @ der Ordnung n 

ist im Körper der n"-ten Einheitswurzeln möglich. (HAssE-BRAUER
NOETHER [1].) 

Beweis. Der Gruppenring von @ im Körper Po der rationalen 
Zahlen ist halbeinfach, wie man etwa durch Berechnung der Diskrimi
nante beweist. Das Zentrum P eines einfachen Bestandteils SJi ist ein 
Teilkörper des Körpers der n-ten Einheitswurzeln (denn das Mini
malpolynom eines Gruppenelementes ist x" - 1, hin), und der Index 
eines solchen Bestandteils SJi ist ein Teiler von n. Die Verzweigungs
primstellen sind Teiler von n. Um das einzusehen, genügt es, zu 
beachten, daß die Diskriminante der (nichtmaximalen) Ordnung von 
m, die von den Gruppenelementen als Basis erzeugt wird, gleich n" 
ist. Ein Zerfällungskörper A/P von m muß für einige Primteiler fJ 
von n $-Grade n!j3 haben, die Vielfache eines gewissen Teilers ml> von n 
sind. Man zeigt leicht, daß dies für den n"-ten Kreiskörper A sicher 
der Fall ist, wenn h hinreichend groß gewählt wird. 

Satz 4. Jede Algebra SJi/P hat zyklische Kreiskörper als Zerfällungs
körper. (HASSE [4].) 

Beweis. Nach Satz 2 ist es nur nötig, A als Klassenkörper zu einer 
zyklischen Kongruenzklasseneinteilung der absoluten Idealnormen von 
P zu wählen, in der die Klasse von N fJ = pfp jeweils einen durch ml> 
teilbaren Exponenten hat (für unendliches fJ tritt -1 an die Stelle 
von NfJ). Das ist der Fall, wenn in der zugrunde liegenden Klassen
einteilung der rationalen Zahlen eine Primzahl p einen Exponenten kl> 
hat, der durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller zu p ge
hörigen ml>fl> teilbar ist und wenn außerdem -1 den Exponenten 2 hat. 
Das folgt aber aus dem elementarzahlentheoretischen Existenzsatz : 
Sind tlt, ... , a. endlich viele ganze rationale Zahlen, so gibt es eine 
zyklische Kongruenzklasseneinteilung der rationalen Zahlen, bei der 
der Exponent von ai durch eine vorgegebene natürliche Zahl kl> teilbar 
ist und überdies -1 den Exponenten 2 hat. (VAN DER WAERDEN [3].) 

Die Anwendung von Existenztheoremen über abelsche und zyklische 
Körper mit vorgegebenen Eigenschaften (GRUNWALD [1]) ergibt 

Satz 5. Jede Algebra SJi/P ist zyklisch. (HASSE-BRAUER-NoETHER [1].) 
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Die erwähnten Sätze ergeben nämlich die Existenz von zyklischen 
Körpern Z/P, die (Z$: PlJ) == 0 (mlJ) erfüllen und deren Grad der 
kleinstmögliche, nämlich das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
mlJ ist. Der Index m von SU ist hiernach durch das kleinste gemeinschaft
liche Vielfache der mp teilbar, da andererseits m == 0 (mp) gilt, so ist 
bewiesen 

Sa tz 6. Der Index einer Algebra SU/P ist gleich dem kleinsten gemein
schaftlichen Vielfachen ihrer lJ-Indizes. (HASSE-BRAUER-NoETHER [1J, 
ALBERT-HASSE [1J, HASSE [4].) 

Der Exponent m* von SU ist durch alle lJ-Exponenten mp (Satz 3, 
§ 2), also durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache m der mlJ , 

teilbar, andererseits ist m == 0 (m*) (Satz 1, V, § 3): 
Sa tz 7. Der Exponent einer Algebra SU/P ist gleich ihrem Index. 

(HASSE-BRAUER-NoETHER [1].) 
Satz 5 enthält kein zahlentheoretisches Moment in seiner Formu

lierung. Er ist in Sonderfällen auch rein algebraisch bewiesen worden. 
(WEDDERBURN [3], ALBERT [8J, [11J, [13J, [15].) Diese Untersuchungen 
gelten zum Teil auch für allgemeinere Körper als Zahlkörper, behalten 
also trotz Satz 5 ihre Bedeutung. Daß Satz 5 nicht für jeden Grund
körper richtig ist, zeigt ALBERT [23]. 

3. Satz 8. Zwei Algebren SU/P und )S/P sind dann ~tnd nur dann 

äquivalent, wenn sie in allen lJ-Invarianten übereinstimmen: (~) == (~) 
(mod 1) für alle Primstellen lJ von P. (HASSE [4].) 

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1 und Satz 3, § 2. 

Es gilt (I,\{; 58) == (~) + (~) (mod 1). Die Invarianten bilden also 

die Gruppe der Algebrenklassen über P isomorph ab auf eine Unter
gruppe der direkten Summe der additiven Gruppen modulo 1, die den 
einzelnen Primstellen von P entsprechen. (HASSE [4].) Diese Unter
gruppe läßt sich in einfacher Weise kennzeichnen. Das geschieht mittels 
des Reziprozitätsgesetzes . 

Sa tz 9. Zwischen den lJ-Invarianten einer Algebrenklasse (SU) besteht 
die Beziehung 

2(~) == 0 (mod 1). 
lJ 

Dies ist die einzige Relation zwischen den (~)' : Z~t vorgegebenen Rest-
,ll 

klassen ep (mod 1), die aber für unendliches lJ entweder == 0 oder == i 
(mod 1) sind, von denen nur endlich viele =1= 0 sind und die der Bedingung 

~ep == 0 (modi) genügen, gibt es eine Algebrenklasse (SU) mit (~) == e\l 
(mod 1). (HASSE [4].) 

Beweis. 1. Nach Satz 4 nehmen wir in der vorgegebenen Klasse (SU) 
eine zyklische Algebra (IX, .8, 5) mit einem zyklischen Kreiskörper .8/P. 
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Übergang zu einer Primstelle ,p ergibt 

mp '" (IX, .81l , Sp) , 

Sp = sn/np, falls (.8 : P) = n, (.81l : Pp) = np • .8 ist beim Beweis von 
Satz 4 so konstruiert worden, daß .8 an den endlichen Verzweignngs
stellen ,p von m unverzweigt ist. Für diese ,p ist daher .8\1 = W np. 

Z B·ld (\lI).. . ··ß d D f· ·t· (~I) ur 1 nng von V mussen WIr gema er e llll IOn von -~ 

znnächst die Frobeniussubstitution F \1 von W"p in die zyklische Dar
stellung von mp einführen. Ist 

F p = S~P (mit (Ap , n\1) = 1), 

so wird nach Satz 3, V, § 5 

mp = (x'-p, W np , F\1) 
und daher 

(~) == A~:P (modi), 

wenn ,p"P die in IX enthaltene Potenz von ,p bezeichnet. 

(1 ) 

(2) 

Für die endlichen ,p mit (:) == 0 (modi) ist IX Norm einer Zahl 

aus .8\1 _ Die Primfaktoren des Moduls M der zu.8 gehörigen Kongruenz
klasseneinteilung sind solche ,p. Daraus folgt, daß IX Normenrest 
von .8 modulo M ist. Durch Multiplikation mit einer passenden Norm 
aus.8 können wir also erreichen, daß IX zu NI teilerfremd ist. 

IX hat nach dem Voraufgegangenen eine Idealzerlegung 

(IX) =JI,p"pNS-+pc, (c, M) = 1. 
p end!. 

Verzw.stelle 

Für die unendlichen ,p ist .8\J immer der Körper der komplexen Zahlen, 
weil die Kongruenzklasseneinteilung zu .8 so gewählt worden war, daß 
-1 den Exponenten 2 hat. Daher ist IX für ein (reelles) unendliches ,p 

mit (:) == ~ (modi) negativ, IX ist keine Norm aus .8p . Für ein reelles 

nnendliches ,p mit (~) == 0 (mod 1) ist jedoch IX eine Norm aus .8P , 

ist also positiv. \:l 

Das Vorzeichen der Absolutnorm von IX ist hiernach (_1)a, wenn 

mit a die Anzahl der unendlichen ,p mit (~) == ~ (modi) bezeichnet 

wird. Als Normenrest mod M liegt (IX) also in der Hauptklasse der 
zu .8 gehörigen Idealklasseneinteilung von P oder in der Klasse der 
Ordnnng 2, je nachdem a gerade oder ungerade ist. Genau das gleiche 
gilt nach (3) für das Ideal JI,p"P _ Nach dem ARTINschen Reziprozitäts-

\1 end!. 
Verzw.stelle 

gesetz für Z ist daher das Artinsymbol des Ideals n ,p"P, das ist der 
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Automorphismus Il F~~, gleich 1 für gerades a, hingegen gleich S"'/2 
für ungerades a, denn sn/2 ist in diesem Fall das Element der Ordnbng 2 
in der galoisschen Gruppe von B/P. Immer ist somit 

Il F~P = san/2. 
~ end!. 

Verzw.stelle 

Drücken wir nach (1) die F~ durch S aus, so kommt 

~ }.~:P + ; ~ 0 (modi), 
~ end!. 

Verzw.stelle 

was nach (2) gerade die behauptete Relation ~ (:) == 0 (modi) ist. 
~ 

2. Die Restklassen ep seien den Voraussetzungen in Satz 9 gemäß 
vorgegeben. Sei ep = p~/mp mit m~ > 0, (mp, pp) = 1. Eine Schluß
weise wie beim Beweis von Satz 4 ergibt die Existenz eines zyklischen 
Kreiskörpers B/P, dessen .p-Grad n~ jeweils durch m~ teilbar ist. Es sei 
e~ = 7Ipln~. S sei ein erzeugender Automorphismus von B/P. Die 

Algebra $ll mit den Invarianten (:) == e~ (modi) muß nach Satz 2, 

wenn sie überhaupt existiert, als zyklische Algebra $ll = (IX, B, S) 
zu konstruieren sein. 

Entsprechend der Formel (3) wollen wir IX so wählen, daß für ein 
endliches l' mit m~ * 0 (mod 1) die in IX enthaltene Potenz von l' gleich 
.p"P ist, wo v~ == V~Ap (mod np) ist - A~ ist wieder durch (1) definiert. 
Weiter soll IX teilerfremd sein zu den endlichen 1', die in dem Modul 
der zu B gehörigen Kongruenzklasseneinteilung aufgehen - für diese l' 
ist nach der Wahl von B sicher m~ = 1 -, außerdem soll für diese l' 
die Zahl IX Norm einer Zahl ausBP sein. Dazu genügt es nach § 1, Satz 7, 
daß IX primer Normenrest nach dem< Führer fp von B~ ist. Schließlich 
soll IX für ein reelles unendliches l' das Vorzeichen (-i)"p haben. 

Il .p"P liegt in einer gewissen Strahlklasse mod Il fpPoo. Es gibt 
mp =l= 1 ~ end!. 

dann eine zweite Strahlklasse mod Il fpPoo, deren Ideale q durch 
~ end!. 

Il .p"P. q = (IX) Zahlen mit allen gewünschten Eigenschaften be
m~=l=l 

stimmen. Diese Eigenschaften bewirken, daß für $ll = (IX, B, S) 

(~) == e~ (mod 1) 

ist an allen Primstellen von p, die an q keinen Anteil haben. Es folgt 
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Nach dem Satz von, der arithmetischen Progression kann aber q als 
Primideal gewählt werden, so daß 

(:) == - 2 eil (modi) 
Il=!=q 

folgt. Das bedeutet aber wegen ~ ep == 0 (mod 1), daß auch (:) == l!q (mod 1) 

ist, m: hat die vorgeschriebenen Invarianten. 
Sa tz 10. Es sei KiP galoissch. Der Grad nll der K-Primteiler eines 

in K nicht verzweigten Primideals ,p von P ist gleich dem kleinsten E x
ponenten f mit m:t"'" 1 für alle Algebren m:/P, die von K zerfällt werden. 
(HAssE-BRAUER-NoETHER [1].) 

Beweis. f == 0 (nil) folgt aus (!) nll == 0 (mod 1). Daß es von K 

zerfällte Algebren m: gibt, für die m:1l genau den Index nll hat, folgt 
leicht aus Satz), § 2, und Satz 9. 

Wir bemerken jedoch, daß Satz 10 ohne die tiefliegenden Sätze 
dieses Abschnittes "elementar" begründet werden kann, d. h. ohne 
die analytischen Hilfsmittel der Klassenkörpertheorie, auf denen ja 
Satz 9 beruht. St/P sei zu K isomorph. Es handelt sich darum, eine 
Algebra m: = (a, St) zu finden, für die m:1l "'" (all' ~) den Index nll hat. 
~ ist unverzweigt vom Grade nll über PIl • Bedeutet tX eine Za..l}l des 
Grundkörpers P, die ,p genau in der ersten Potenz enthält, so wird es 
genügen, m:1l in der Form m:ll "'" (tX, Stil, 5) anzusetzen (normierte Dar
stellung mittels einer Erzeugenden 5 der Zerlegungsgruppe eines 
St-Primteilers von ,p). Wir haben jetzt ein Faktorensystem zu der von 
5 erzeugten Untergruppe .8 der Gruppe @ von StjP angegeben: es soll 
in ein Faktorensystem der ganzen Gruppe eingebettet werden. A bedeute 
irgendeine nil-te Wurzel aus tX. Wir bilden das direkte Produkt der 
von A erzeugten zyklischen Gruppe SJ mit @. In diesem direkten 
Produkt bezeichnen wir A 5 mit us, setzen dann weiter u~ = USi für 
i = 1,2, ... , nll - 1, 1 = UR' ferner, wenn @ = ~.8T" ist, us,T" 
= USiT,,' Die Gesamtheit der Elemente o/uT , Tc @, bildet dann 
eine Untergruppe von SJ X @, die uT multiplizieren sich mit einem 
Faktorensystem as T' das aus Potenzen von tX besteht und für die 
Untergruppe.8 mit' dem vorgegebenen Faktorensystem übereinstimmt. 
Mit diesen uT kann ein verschränktes Produkt (a, ~) gebildet werden, 
da tX in P liegt. Etwas allgemeiner lassen sich auf diese Weise Algebren 
konstruieren, die an vorgegebenen Stellen vorgegebene Invarianten 
haben - ohne Rücksicht auf die übrigen Stellen. 

Satz 11. K/P sei galoissch, DjP beliebig. Wenn K in D enthalten 
ist, so wird jede von K zerfällte Algebra auch von [J zerfällt; umgekehrt: 
wenn jede von K zerfällte Algebra auch [J zum Zerfällungskörper hat, so 
ist K in D enthalten. (HAssE-BRAuER-NoETHER [1J.) 
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Es zeigt sich also, daß die Gruppe der von einem galoisschen 
Körper K zerfällten Algebrenklassen diesen Körper als gemeinsamen 
Zerfällungskörper eindeutig bestimmt: ganz im Gegensatz zu den 
Verhältnissen bei -lJ-adischen Körpern. (Satz 4, § 2.) 

Beweis von Satz 11. Daß ~fJ "" 1 aus ~K <Xl 1 folgt, wenn K S;.Q, 
ist trivial (und auch nicht daran gebunden, daß K ga:loissch). 

Wenn umgekehrt aus ~K <Xl 1 stets ~n <Xl 1 folgt, so muß nach 
Satz 2 für jedes Primideal -lJ von P, das weder in K noch in .Q verzweigt 
ist, der -lJ-Grad nll von K ein Teiler ~er zugehörigen ~-Grade von .Q 
sein, insbesondere muß -lJ in K voll zerfallen, wenn es in .Q einen Prim
faktor vom Relativgrad eins hat. Daraus folgt aber nach dem Satz 
von BAUER, daß K S;.Q. 

Auch der Satz von BAUER läßt eine "elementare" Begründung zu 
(DEURING [3]). Die beiden letzten Sätze sind also "elementar" beweisbar. 

Algebren über unendlichen algebraischen Zahlkörpern behandelt 
ALBERT [29]. 

§ 6. Beweis des Reziprozitätsgesetzes. Normenreste. 

Der Beweis der Summenrelation ,2.( ~) == ° (mod 1) benutzte das 
Il 

Reziprozitätsgesetz für zyklische Kreiskörper - ein recht einfach ohne 
die tieferen Hilfsmittel (insbesondere die analytischen) der Klassen
körpertheorie beweisbarer Satz. Andererseits ist es naheliegend, zu 
vermuten, daß die Summenrelation auch für andere zyklische Körper 
über P mit dem Reziprozitätsgesetz in Zusammenhang steht. In der 
Tat kann auf diese Weise das allgemeine Reziprozitätsgesetz in seinem 
wesentlichen Teil gewonnen werden (HASSE [4]): Z 

Satz 1. Z sei zyklisch über P. Das Artinsymbol (al für die zum 

Führer f von Z jP primen Ideale a ---: II -lJ"P definiert durch (!) = II F;P 
ergibt eine homomorphe Abbildung der Z modulo f zugeordneten Ideal
klassengruppe von P in die galoissche Gruppe von ZjP. Dabei ist der 
Führer f von Z das Produkt aller -lJ-F ührer: f = II fll' und die Hauptklasse 
der Z zugeordneten Klasseneinteilung besteht aus allen Strahlklassen 
modulo f, die Normen von zu f primen Idealen aus Zenthalten. 

Beweis. Die Behauptung heißt, anders ausgesprochen: (!) = 1, 

wenn a in der Hauptklasse liegt, d. h. wenn es ein zu f primes Ideal c 
von Z gibt mit aNz~pc=(IX), 1X==1(f}. Es sei a=IIVp , also 

( ~) = II F;;p. 5 sei irgendein erzeugender Automorphismus von Z jP . 

Für die Algebra (IX,Z,S) = ~ ist (~) == 0, wenn -lJ in f aufgeht, denn IX 

ist Normenrest modulo fp (wegen IX == 1 (f)) , also eine -lJ-adische Norm. 
Für die übrigen -lJ gilt nach § 5 (1) (die Gültigkeit dieser Formel ist 
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natürlich nicht daran gebunden, daß damals .8 ein Kreiskörper war) 

(~) == ApVp (modi). 
V np 

Demnach ist L A~:P == 0 (mod 1) . Setzen wir 1U (!) = II F;P den 
l'i- f lp 

Ausdruck F:p = S~p = Sn np ein, so ergibt sich 

">' lp "p 

(!) = Sn ~ n; = 1-

Um das volle Reziprozitätsgesetz zu erhalten, muß noch gezeigt 

werden, daß 1. (!) die volle galoissche Gruppe durchläuft; 2. die 

Abbildung ein Isomorphismus ist. Das erste folgt aus dem Satz von 

FROBENIUS, daß es in Z sogar Primideale .j) mit (:) =F\J= S gibt, 

läßt sich aber auch auf arithmetischem Wege begründen (CHEV ALLEY [3], 
DEURING [3]). Das zweite ist eine Folge des Satzes, daß die Ordnung 
der Z zugeordneten Idealklassengruppe in P höchstens gleich (Z : P) ist. 
Der Beweis dieses Satzes bildet die Hauptanwendung der analytischen 
Methoden in der Klassenkörpertheorie. 

h sei die Ordnung der Z zugeordneten Idealklassengruppe in p, 
n = (Z : P). In der Klassenkörpertheorie wird auf arithmetischem 
Wege bewiesen, daß hIn gleich ist dem Index der Gruppe aller Normen 
Nz~pa von Z in der Gruppe aller Normenreste mod f (d. i. die Gruppe 
aller Zahlen von p, die an jeder PrimsteIle .j) .j)-adische Normen sind). 
Der analytisch bewiesene Satz h < n ist demnach gleichwertig mit 
dem Normensatz, also im wesentlichen mit Satz 1, § 5, der die Grund
lage für alles folgende war. V gl. auch den Beweis von Satz 1, § 5, in § 8, ). 

Die Teilaussage des Reziprozitätsgesetzes, die wir auf dem Wege 
über die Algebren gewonnen haben, ist im Grunde nichts anderes als 
die Produktformel für das Normenrestsymbol (HASSE [4]). 

Wir wollen zunächst die Definition des Normenrestsymbols auf die 
Theorie der -l-J-adischen Algebren gründen. (HASSE [4], CHEVALLEY [1].) 

Z'P sei eine zyklische Erweiterung n-ten Grades des .j)-adischen Zahl
körpers P:p. Für eine Zahl IX 4= 0 von P:p definieren wir das Normen-

restsymbol e\zp) folgendermaßen: S sei irgendein erzeugender Auto

morphismus von ZIP\J' Die Invariante der Algebra (IX, Z, S) sei "In. 
Dann setzen wir 

(~' :P) = S-, .. 

Daß diese Definition nicht von der Wahl von S abhängt, folgt aus 
Satz), V, § 5, unmittelbar. 
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Jetzt erklären wir das Normenrestsymbol ((X'.p ~ für einen zyklischen 

Körper Z/P durch Zurückgehen auf die PrimsteIle 1J: 

((X'.p Z) = ((X' pZP) . 

Satz 2. iX ->- ((X,/P) ist eine isomorphe Abbildung der Normen

klassengruppe von ZlJ/PlJ auf die galoissche Gruppe von ZlJ/PlJ . 

Beweis. Nach der Definition hä~gt ((X'.pZP) nur von der Normen

klasse ab, der iX angehört, fällt aber für zwei verschiedene Normen
klassen verschieden aus. Isomorph ist die Abbildung wegen (iX, Z, 5) 

X (ß, ZlJ, 5) 00 (iXß, ZlJ, 5). Daß ((X' /P) auch die volle galoissche 

Gruppe von ZlJ/PlJ durchläuft, folgt aus Satz 4, § 2, nach dem (iX ,ZlJ , 5) 
alle Algebrenklassen durchläuft, deren Index ein Teiler von (ZlJ : Pp) ist. 

Für das Normenrestsymbol im Großen heißt dies 

Satz). iX ->- ((X'.pZ) ist eine isomorphe Abbildung der Normenrest

klassengruppe nach dem p-Führer flJ von ZjP auf die Zerlegungsgruppe 
von ,p. 

(§ 1, Satz 7, ist zu berücksichtigen.) 
Schreiben wir die Summenrelation Satz 9, § 5, für die durch Z 

zerfällten Algebren auf das Normenrestsymbol um, so erhalten wir 
Satz 4. (Produktformel für das Normenrestsymbol) 

Die Algebrentheorie kann auch zum Beweis der weiteren Eigen
schaften. des Normenrestsymbols benutzt·- werden. (CHEVALLEY [1], 
vgl. auch DEURING [1J für den Vertauschungssatz.) 

Den Beweis des Reziprozitätsgesetzes und die Theorie des Normen
restsymbols von zyklischen auf abelsche Körper auszudehnen, bietet 
keine Schwierigkeiten. 

Unser Vorgehen, aus dem sehr einfachen Reziprozitätsgesetz für 
Kreiskörper auf dem Umweg über die Algebren das allgemeine Rezi
prozitätsgesetz abzuleiten, ist ein Beispiel für den Gedanken, der vielen 
neueren Untersuchungen in der Theorie der Algebren zugrunde liegt: 
sie als Hilfsmittel bei der Lösung von Fragen der kommutativen Algebra 
und Zahlentheorie zu gebrauchen. 

Die Beziehungen der Arithmetik einer Algebra zu ihren maximalen 
Teilkörpern ist Gegenstand einiger neuerer Arbeiten (CHEVALLEY [2], 
HASSE [5], KORINEK [1J, [2J, NOETHER [6J). 

Es wird das Verhalten der Ideale eines maximalen Teilkörpers ~ 
der Algebra. l2i in einer Maximalordnung 0k von 2{ untersucht, welche 
die Maximalordnung 0' von ~ umfaßt. Ein Ideal ader Maximalordnung 
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0' von ~ bestimmt ein Ideal Il,;k = aOk von m, dessen Linksordnung 
0,; auch 0' enthält. Es wird umgekehrt gezeigt, daß zur Differente 
von m prime Ideale Il,;k' deren Linksordnung 0' umfaßt, in der Form 
Il,;kaok mittels eines Ideales a von 0' darstellbar sind. Für Differenten
teiler sind die Verhältnisse komplizierter (CHEVALLEY [2]). Weitere 
Untersuchungen in dieser Richtung bei NOETHER [6]. KORfNEK [1], [2] 
faßt alie zu ~ isomorphen Teilkörper von m, deren Maximalordnungen 
in 0k enthalten sind und die aus ~ durch solche Automorphismen von m 
entstehen, welche 0k (nicht elementweise 1) in sich überführen, in eine 
Schar zusammen. Die' Anzahl der zu 0k gehörigen Scharen mit ~ 
isomorpher Körper ist endlich. Gibt es Ws 0k fest lassende Auto
morphismen von m, die einen Körper ~ der Schar S in sich überführen, 
sO heißt LWs das Maß der Scharen mit ~ isomorpher Körper in 0k' 

s 
Dieses Maß ist eine endliche Zahl, die mit der Klassengruppe von ~ 
in Zusammenhang steht. 

§ 7. Der allgemeine Hauptgeschlechtssatz. 
Satz 1, § 5, wurde aus dem Normensatz für zyklische Körper ab

geleitet; sprechen wir ihn folgendermaßen aus: 
Damit das Faktorensystem as T des galoisschen Körpers ~JP zu 1 

assozüert sei, ist notwendig und hinreichend, daß für jede Primstelle 
$ von ~ der auf die Zerlegungsgruppe von $ sich beziehende Teil 
von aS,T in ~$ zu 1 assozüert ist; 

so erscheint er als eine naturgemäße Verallgemeinerung des Normen
satzes auf galoissche Körper. 

In der Theorie der zyklischen Körper ~ erscheint der Index (Normen
reste modulo Führer: Normen) als Produkt von zwei anderen Indizes. 
Der eine ist (Normenreste unter den Einheiten: Normen unter den 
Einheiten). Der zweite ist (Idealklassen des Hauptgeschlechtes : 
(1 - S)-te Potenzen von Idealklassen). Der Normensatz umfaßt also 
den Hauptgeschlechtssatz : Das Hauptgeschlecht besteht aus den 
(1 - S)-ten Potenzen von Idealklassen. Das Hauptgeschlecht ist erklärt 
als die Menge aller zum Führer primen Ideale von ~, deren Normen 
Hauptideale sind, die von Normenresten erzeugt werden können. 

Eine entsprechende Aufspaltung kann nun mit der anfangs dieses 
Abschnittes gege:benen Fassung des Satzes 1, § 5, vorgenommen werden, 
auf diese Weise werden wir zu dem auf galoissche Körper verallge
meinerten Hauptgeschlechtssatz geführt. 

Wir haben dabei Gelegenheit, eine Verallgemeinerung der Faktoren
systeme kennenzulernen, die von der zahlentheoretischen Bedeutung 
der Faktorensysteme nahegelegt wird. 

Ein Idealjaktorensystem des galoisschen Körpers ~/p' mit der 
galoisschen Gruppe @ = {S, T, ... , } ist ein System von n2 Idealen 
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aS , T des Körpers ~, die den Relationen 

Cls,TR ClT,R = aST,R a§. T 

genügen. (NOETHER [5].) Mittels n Symbolen Us und der Relationen 
aus = Us aS für alle Ideale a von ~ und USuT = uSTaS,T kann eine 
Erweiterung der Gruppe aller Ideale von ~ durch die galoissche 
Gruppe ~ definiert werden, doch ist es unnötig, darauf einzugehen. 

Aus n Idealen Cs läßt sich ein Faktorensystem 

c~ C,. 
aST= --, cs,. 

bilden, wir nennen es ein System von Transformationsgrößen. 
Die Idealfaktorensysteme bilden eine Gruppe ~, in ihr bilden die 

Transformationsgrößensysteme eine Untergruppe %. 
Entsprechend dem Satz 1, V, § 6, gilt 
S atz 1. Dann und nur dann ist c~ ~/ CST = 1, wenn es ein Ideal 0 

mit 01-S = Cs gibt. (NOETHER [5].) 
Beweis. Wir setzen 0 gleich dem größten gemeinsamen Teiler 

~ Cs der cs . Dann ist in der Tat 
S 

OS Cs =(~ d) . Cs = 2:' c~ Cs = ~ CRS = o. 
R R R 

Die Umkehrung ist trivial. 
Der Gruppe der von Normenresten nach dem Führer erzeugten 

Hauptideale von p, die im Hauptgeschlechtssatz für zyklische Körper 
auftritt, entsprechend, definieren wir die Hauptklasse der Idealfaktoren
systeme. (NOETHER [5J.) 

Ein Idealfaktorensystem soll zur Hauptklasse der Faktorensysteme ge
hören, wenn aS,T= (aS,T) ist mit einem gewöhnlichen (Zahl-) Faktoren
system aS,T' das eine Algebra ~= (a,~) bestimmt, die an aUen Ver
zweigungssteUen .l:J des Körpers ~ zerfällt: ~p """ 1 . 

Jetzt können wir den allgemeinen Hauptgeschlechtssatz formulieren: 
Satz 2. Wenn das Transformationsgrößensystem c~ CT/CST in der 

Hauptklasse der Idealfaktorensysteme liegt, so gibt es ein Ideal o derart, 
daß 01-S und Cs in der gleichen Idealklasse liegen; kürzer: die Idealklassen 
der Cs sind die (1 - S)-ten Potenzen einer Idealklasse. (NOETHER [5].) 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist C~~/CST = (aS,T) mit einem 
Zahlfaktorensystem as T' und 2I = (a,~) zerfällt an allen Verzweigungs
stellen von ~. Wir z~igen, daß ~ auch an allen anderen PrimsteIlen 
von P zerfällt und demnach selbst eine volle Matrixalgebra ist. Für 
eine in ~ nicht verzweigte PrimsteIle .l:J von P wird (§ 4) 

~p""" (ap, ~). 

Der Körper ~ ist unverzweigt und zyklisch über Pp. Für ein un
endliches .l:J ist also ~ = Pp, d. h. 2Ip """ 1 . 
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Für ein endliches V ist al! assoziiert zu einem Faktorensystem es,p, 
das nur aus Einheiten des Körpers ~ besteht. Denn ist die ~-adische 
Komponente von Cs gleich (cs), so wird nach Voraussetzung 

d.h. 
(as,p) = (c~) (cp)j(csp) , 

as,p = es,pc~cpjcsp 

mit Einheiten es,p. Es ist 
2ll! <Xl (e, ~) . 

~ ist zyklisch und. unverzweigt über P l!' es gibt also eine normierte 
zyklische Darstellung 

Benutzen wir als Transformator us zu dem erzeugenden Element S 
der Gruppe von ~jPl! das gleiche us , das in der Darstellung 2ll! <Xl (e, ~l!) 
vorkommt, so wird 

u~ = eo = eS,seS,Sf-l eS,Sf-2 ... es,s 

(denn u~= usus = uS'es,s, u~ = usuS' = uS'es,S' es,s, ... , u~= useS,Sf-l 
... es,s = eS,SeS,Sf-l ... es,s). eo ist also eine Einheit, demnach 

2111 <Xl 1. 

Aus 2111 <Xl 1 für alle V folgt 2l <Xli, d. h. as,p = d~dTjdsT. Daraus folgt 

(CSdS1)T (Cpdihj(CSTds~) = (1), 
und nach Satz 1 ist cS dS1 = OI-S, 

Cs = ol-sds , 
wie behauptet. 

§ 8. Die Zetafunktion einer Algebra. 
Die Erfolge in der Arithmetik der Algebren legten es nahe, die Theorie 

der DEDEKINDschen ~etafunktion von den Zahlkörpem auf Algebren 
über dem Körper der rationalen Zahlen zu übertragen. (K. HEY [1J, 
ZORN [1J.) 

1. Der Maximalordnung Vi einer halbeinfachen Algebra 2l über 
dem Körper der rationalen Zahlen wird die Funktion 

C(s) =2:'INllki l-s (1) 

zugeordnet. llki_ durchläuft alle ganzen vrLinksideale. Weiter unten 
werden wir die absolute Konvergenz dieser Reihe für Rs:> 1 beweisen. 
C (s) heißt die Zetajunktion von Vi. C (s) läßt sich aufspalten in die 
Funktionen 

C(s,~) =2:' INllkil-s, (2) 
akicit 

die den einzelnen Linksidealklassen (VI, § 8, 1) ~ von v,; zugeordnet sind. 
Ist 2l die direkte Summe der einfachen Algebren 2l(v), v,; = 2:'v~,.), 

so wird 'C (s) das Produkt der Zetafunktionen c<v) (s) der einzelnen 
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Maximalordnungen o~,.), entsprechend wird '(s,~) = II c<") (s, ~<,,») , 
wenn ~,,) die Klasse von o~,,) bezeichnet, die aus den m<v)-Komponenten 
der Ideale aus ~ besteht. Dieser einfachen Zusammenhänge wegen 
sei von jetzt ab m als einfache Algebra ·vorausgesetzt. 

2. '(s) kann, genau wie die DEDEKINDsche Zetafunktion, als Produkt 
von den einzelnen Primidealen zugeordneten Faktoren Z'jl geschrieben 

werden. Setzen wir ZII =2:INtlpl- 8 , (3) 
aplll" , v= 1, 2, ••. 

wo tlp alle Linksideale der .).J-Komponente 0).1 von 0i durchläuft, so gilt 
(zunächst in formalem Sinne) '(s) =IIZp • 

p 

Zum Beweis brauchen wir nur zu bedenken, daß nach Satz 22, 
VI, § 11,. sich jedes ganze ~k auf genau eine Weise als Durchschnitt 
von .p-adischen Komponenten tlp darstellen läßt, für deren Normen 
IIN tlp = N tlki gilt. (VI, § 11, Satz 24.) 
p 00 

Z p ist eine Dirichlet-Reihe 1,' an n - 8; der Koeffizient an ist die Anzahl 
n=1 

der tlp mit der Norm n. an ist von Null verschieden für die Potenzen 
der Norm q = N~ik eines zu .p gehörigen unzerlegbaren Ideals ~ik' 

Zur Bestimmung von an benutzen wir die Normaldarstellung VI, 
§ 11, Satz 14, der op-Linksideale. Die Kapazität von .p bezeichnen 
wir mit XII' mlJ ist also Matrizesring vom Grade xp in einer Divisions
algebra. Wird ein 0ll-Linksideal von 

a = p~'cl1 + d12 C12 + d13 C13 + .. . 
+ P~'C22 + d23 C23 + .. . . . . . . . . . 

erzeugt, so bezeichnen wir es mit tl",,, •... ,,"v. Die Anzahl aller tl,., ... v"p ist 

offenbar INpo 1°.",+1.".+2'"8_+''' +<"p-l)""p. 

Die Norm eines tl", ... ""p ist 
N.).J("'+"·+""v)/"p. 

Da (NPo)"~ = N.p ist, so erhalten wir 

"'h ••• ,";t'p=O 

Zp = ]f(1 _ INp 1_ <8X=~i)_) . 
i=1 

Ergebnisse der Mathematik. IV/I. Deuring. 9 
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Diese Rechnung zeigt die absolute und gleichmäßige Konvergenz 
von Z),1 für Rs > 1 + 8 > 1, daraus folgt in bekannter Weise das 
gleiche Konvergenzverhalten von C (s) und die Gültigkeit von (3) in 
Rs > 1. Auch die Konvergenz der Teilreihen von C (s), welche die 
Zetafunktionen der Klassen darstellen, ist jetzt bewiesen . 

.):J.8 sei das durch.):J teilbare Primideal des Zentrums 2 von 2L Wird 
.):J.8 = .):Jep , so gilt 

Beachten wir schließlich, daß e:,,,~ = n2 der Rang von 2f in Beziehung 
auf 2 ist, so erhalten wir 

,,»-I 

Z),1 = 1 iI (1 -IN.8~p.):J.8I-(n8-iep»)-1. 
i=O 

Die Zetafunktion des Zentrums 2 ist 

C.8(s) = 1l(1 -IN.8-+-pp.8I- 8)-1. 
),13 

Da n =1= "11 nur für die Teiler der Diskriminante b von 2f/2 gilt, so 
haben wir 

n-l 
n-1 n (1 - IN 3-+-pP31-(n.-i») 

C (s) = II Zl1 =.ll C.8 (ns - i) TI :'p-:'~ . (4) 
11 ~=O ),1lb I1 (1 - IN 3-+- pP31- (n.- ,pi)) 

i=O 

Diese aus dem Zerlegungsgesetz VI, § 12, Satz 1, gewonnene Dar
stellung von C (s) durch die Zetafunktion des Zentrums darf man der 
Aufspaltung der Zetafunktion eines· galoisschen Zahlkörpers in 
L-Reihen des Grundkörpers an die Seite stellen. Aus (3) ist ohne 
weiteres ersichtlich, daß die Funktion C (s) ebensogut mittels der Rechts
ideale von 0i hätte erklärt werden können und daß sie für alle Maxi
malordnungen gleich ausfällt. C (s) wird daher als die Zeta/unktion von 
2f schlechthin bezeichnet. 

3. Für Divisionsalgebren läßt sich die funktionentheoretische Natur 
von C (s) in einer Weise untersuchen, die der von HECKE für Zahlkörper 
angewendeten vollkommen entspricht. (HEY [1].) 

Das Ergebnis ist 
Sa tz 1. C$J sei eine Divisionsalgebra mit dem Zentrum 2, (2f : 2) = n2 , 

(.8 : P) = no• L1 bezeichne die Diskriminante einer Maximalordnung 
von C$J in Beziehung au/ P. r 1 sei die Anzahl der reellen, r2 die Anzahl 
der komplexen unendlichen Primstellen von 2. v unendliche (reelle) 
Primstellen seien in C$Jverzweigt. Es sei 

~-1 
non'8 8 2 n'l. n-l n-l ) 2 

1jJ(s)=n-~·IL1 Pl 2-n r •• -n"21J811r(ns_ws!1r(ns 2- Z rl -1Jllr(ns-2i}11 

C(S) ·1jJ(S) = q;(s) , C(s, se) .1jJ(S) = q;(S, se). 
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Die Funktionen q; (s, sr) und tp (s) sind regulär analytisch in der ganzen 
s-Ebene, zwei Pole erster Ordnung bei s = 0, 1 ausgenommen. Es gelten 
die Funktionalgleichungen 

" tp(s) = tp(1 - s), fP (s, sr) = tp (1 - s, .\1'). 

se ist die Rechtsidealklasse der Idealen, die zu den Idealen von sr komple
mentär sind. (BEY [1].) 

Der Beweis verläuft wie folgt: 1p(s, sr) wird mittels des Gamma
integrals in ein Integral einer unvollständigen Thetareihe umgeformt. 
Die Thetareihe ist nicht >vollständig, weil von den Einheiten eine 
Summationsbeschränkung herrührt (wäre 2( keine Divisionsalgebra, so 
würden die Nullteiler eine weitere Summationsbeschränkung ver
ursachen. Dies ist in BEY [1J übersehen worden). Die Summations
beschränkung wird (nach dem BECKEschen Gedanken für Zahlkörper) 
in eine Integrationsbeschränkung umgewandelt, so daß unter dem 
Integral die volle Thetareihe (ausschließlich des Mittelgliedes) steht. 
Die Durchführung dieser Umwandlung wird durch den Umstand er
schwert, daß die Einheitengruppe einer Maximalordnung nicht so gut 
bekannt ist wie für Zahlkörper (die Einheitengruppe definiert eine Trans
formationsgruppe des non2-dimensionalen Raumes, für die die Existenz 
eines Fundamentalbereichsnachgewiesen werden muß). Derübrigbleibende 
Integrationsbereich wird nach Einfügung des Mittelgliedes in zwei 
Teile getrennt, und auf die Thetareihe in dem einen der beiden Integrale 
wird die Transformationsformel für Thetareihen angewendet. Dadurch 
entsteht ein Ausdruck, der, bis auf von den Mittelgliedern herrührende 
polare Bestandteile, eine ganze Funktion darstellt und an dem die 

Gleichung tp (s, sr) = tp (1 - s, ~) unmittelbar eingesehen werden kann, 

weil er in s, sr und 1 - s, ~ formal symmetrisch ist. Für die nähere 
Ausführung muß auf BEY [1J verwiesen werden. 

Die Formel (4) legt es nahe, die Funktionalgleichung für C (s) mit 
der Funktionalgleichung für C.s (s) zu vergleichen. Wir wollen den von 
den verzweigten Zentrumsprimidealen herrührenden Faktor 

m (4) mit 0 (s) bezeichnen. Wird 

gesetzt (d Diskriminante von 3), so gilt die BEcKEsche Funktional
gleichung 

9* 
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und lf'g (s) ist bis auf Pole erster Ordnung bei s = 0, 1 regulär in der 
ganzen s-Ebene. (Sonderfall von Satz 1.) Aus (4) folgt nun durch 
eine leichte Rechnung (Cg(ns - i) durch lf'S(ns - i)", C(s) durch 
lf' (s) ausdrücken): 

~-l 
n-l '1 LI 1*8 -~t18 n-l (nS-i)-v 2 . lf'(s)=IX~(s)nlf'g(ns-t) dn' ·2 2 IlF 2-, IlF (ns-2t)V (5) 

(IX eine Konstante). 
Aus dieser Gleichung folgt zunächst ein neuer Beweis (ZORN [1]) 

des Satzes 1, § 5, daß eine überall zerfallende Algebra schlechthin 
zerfällt, oder anders ausgedrückt, daß in einer Divisionsalgebra ~ 
vom Range n2 über ihrem Zentrum mindestens eine PrimsteIle des 
Zentrums verzweigt ist. Ist v = 0, ist also keine unendliche PrimsteIle 
verzweigt, so fallen die Gammafaktoren rechts fort. Das Produkt 
n-l n lf'g (ns - i) hat aber von den Faktoren mit i > 0 herrührende Pole 
i=O 

bei s = 1/n, 2/n, ... , die lf' (s) nicht hat. Diese Pole müssen also von 
Nullstellen der Funktion ~ (s) aufgehoben werden, ~ (s) kann daher 
nicht gleich 1 sein. Man kann sogar auf die Existenz von mindestens 
zwei Verzweigungsstellen schließen. 

Dieser Beweis des Hauptsatzes über Algebren ist gleichsam die 
stärkste Zusammenfassung der analytischen Hilfsmittel zur Erreichung 
des Zieles. 

Wir ersetzen in (5) s durch 1 - s, wenden dann auf lf' (s) und 
lf'g (ns - i) die Funktionalgleichung an und dividieren das Ergebnis 
durch die ursprüngliche Gleichung (5). lf' (s) und lf'g (s) fallen heraus 

und es bleibt [ 1 r(ns - t) .!!.-l j" 
~(s) _1~lt-8. 2- ns<t- S)IIn - -2- rr2 r(n-ns-2i) 

~(1-s)- dn' i=O r(n-~S-t) i=O' r(ns-2i) . 

Die linke Seite läßt sich durch eine leichte Rechnung umformen in 

(IlIN'H~p'plep-l)t-8. (_1)7<n+nlep). 

vlb 

Das Produkt der Gammafunktionen kann mittels der GAussschen 
Multiplikationsformel auf Exponentialfunktionen reduziert werden. 
Auf diese Weise vereinfacht sich die Gleichung zu 

- n (U IN'l!-+p'p lep-l y-s (_1)7<n+n1ep) = Id~2It-8 (-1)"2. 

Das besagt· einerseits 

1 .11 = Idns n (N'I)-+p'p)ep-l/ ' 
\1lb 

damit ist aufs neue bewiesen, daß ein Primideal 'p vom Verzweigungs
exponenten e die Differente Q; von ~/3 genau in der Potenz 'p.-l teilt. 
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Nach Satz 3, VI, § 5, ist nämlich sicher :pe-l/~, und da N'i)-+:S~ die 
Diskriminante von ~/i3 ist, so ist LJ/dn' (Absolutnorm der Diskriminant.e 
von CJ)/8) mindestens durch N'i)-+p:pe-l teilbar. 

Andererseits ergibt sich die Kongruenz (HEY [1], ZoRN [1]) 

~ v == .2: (n + nIe!') (mod2). 
j) 

Für ungerades n ist diese Kongruenz trivial. Im Falle n = 2 besagt 
sie aber, daß die Anzahl der Verzweigungsstellen von CJ)/8 gerade ist, 
oder, etwas anders ausgedrückt; die Summenrelation (Satz 9, § 5) 
für die Invarianten von CJ), die mit dem quadratischen Reziprozitäts
gesetz im Körper 8 gleichbedeutend ist. (ZORN [1].) Die eigenartige 
Kraft der analytischen Methoden erweist sich hier aufs neue. Ist 2w 

die in n enthaltene Potenz von 2·, so besagt unsere Kongruenz: die 
Anzahl der Verzweigungsstellen, für die ej) == 0 (mod2W) ist, ist· gerade. 
Das ist eine Folge der allgemeinen Summenrelation. 

4. Im Verlauf des Beweises von Satz 1 ergibt sich auch ein Ausdruck 
für das Residuum der Zetafunktion C (s, sr) einer Klasse sr bei s = 1. 
Dies Residuum ist 11 1 

e~t = . .. dx1 ··• dxn•n·, (5) 
F 

also das Volumen eines Bereiches F im non2-dimensionalen Raum. 
F wird dabei folgendermaßen erklärt: Ist sr etwa eine Linksidealklasse, 
so gehören die Rechtsordnungen 0' der Ideale von sr zu einem Typus. 
u1 ' : .• , un•n' sei eine Basis einer, 0', dieser Ordnungen. Die Multi
plikation eines Elementes x = ~ xiUi der Algebra SDR (R Körper der 
reellen Zahlen) von rechts mit einer Einheit e der Ordnung 0' ist eine 
lineare Transformation der Koordinaten Xi von x. Auf diese Weise 
definiert die Einheitengruppe der Ordnung 0' eine lineare Gruppe im 
xrRaume: F ist ein Fundamentalbereich dieser Gruppe für den (bei 
der Gruppe invarianten) Teilraum I N'i) ..... pXI -< 1. (HEY [1]:) 

Benutzt man im kommutativen Fall CJ) = 8 vom DIRlCHLETSchen 
Einheitensatz nur die leichtere Hälfte, daß die Einheitengruppe·von 8 
höchstens r1 + r2 - 1 freie Erzeugende hat, so folgt zuerst, daß die 
Anzahl dieser Erzeugenden mindestens r1 + r2 -1 ist (andernfalls 
würde F nicht von endlichem Volumen sein), also die wesentliche 
Existenzaussage des DIRICHLETschen Satzes (dies nach einer Bemer
kung von C. L. SIEGEL), dann weiter durch eine leichte Rechnung der 
bekannte Wert 2't+r."....R 

e.l: = wll"dl . 
R ist der Regulator und w die Anzahl der Einheitswurzeln von 8. 

Während also im kommutativen Fall est von sr unabhängig ist, 
wird im allgemeinen Fall der Wert von est durch die Einheitengruppe 
der Maximalordnung 0' bestimmt, fällt also möglicherweise bei zwei 
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Klassen, die Maximalordnungen 0' verschiedener Typen bestimmen, 
verschieden aus. Tatsächlich kommt dies schon bei Algebren mit 
endlicher Einheitengruppe, also bei Algebren vom Rang 4 über p, 
in denen Poo verzweigt ist, vor. In diesem Fall kann nämlich !!~ 

bestimmt werden (HEY [1]) 
1 2.11"2 

!!st = Wl! Iyifl . 
Wst ist die Anzahl der Einheiten in einer der Ordnungen 0'. 

HEy [1] gibt Beispiele von Maximalordnungen mit verschiedenem 
Wst in einer Algebra '2(. 

Der angedeutete Beweis für den DIRICHLETschen Einheitensatz 
läßt vermuten, daß in (5) eine Existenzaussage über Einheiten in 
Divisionsalgebren verborgen ist (C. L. SIEGEL). Jedoch ist Näheres 
darüber nicht bekannt. 

K. HEy [1] gibt für est auch im Fall der indefiniten rationalen 
Quatemionenalgebren (siehe § 9) einen einfachen Ausdruck. Die oben 
erwähnte Substitutionsgruppe läßt sich in diesem Fall auf eine lineare 
Transformationsgruppe der komplexen Ebene zurückführen. Ist gst 
das- Geschlecht eines Fundamentalbereiches dieser neuen Gruppe, 
so gilt n 2 

est = ItJl (gSt - 1), 

wenn in 0' eine Einheit mit der Norm -1 vorhanden ist, und 
2n2 

!!st= IJlLiI (gst- 1), 

wenn dies nicht der Fall ist. 
Das Residuum von C (s) bei s = 1 ist ~ est (~ durchläuft die Links

klassen einer festen Ordnung). Die Formel (3) liefert . einen anderen 
Wert für das Residuum von C(s). Der Vergleich ergibt (ho die Klassen
zahl des Zentrums) 

n 

2 h 2Tl+rsnT2RIIn TI _ll(1 -INa->-pPal- i ) 
est = ~ C(i) -'-'''''=1'---____ _ 

n wlYd I i=2' lJlLI n(1 - [N3->-pP31-iep) 
i=l 

Wir wenden dies auf die rationalen Quatemionenalgebren an. Im 
definiten Fall kommt 

2n2 "" -1 _ n 2 JI( -1) lyAI "","WSt --1"2 plLI 1-P 

oder, da LI = JIp2 ist, 

plA ~Wil=~'II(P-1). 
24 plLl 

. Diese Formel ist der Klassenzahlformel für imaginäre quadratische 
Zahlkörper analog. Zwar kann aus ihr der Wert der Klassenzahl h 
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nicht abgelesen werden, aber sie gibt doch weitgehenden Aufschluß 
über h. Zum Beispiel ist, mit zwei Ausnahmen, 

h/6 < n II(P - 1) s:: h/2, 
pld 

da nach HEy [1], von zwei Ausnahmen abgesehen, w~ nur die Werte 2, 
4 oder 6 haben kann. Daher ist 

-hII(P -1) <h <iII(P -1), 
~d ~d 

woraus folgt, daß h mit LI wächst wie "{LI. 
Für indefinite rationale Quaternionenkörper ergibt sich 

nII (P - 1) = {t L (gSt - 1) 
pld L(gst - 1), 

den zwei Fällen der Formel für e~ entsprechend. 

§ 9. Quatemionenalgebren. 
1. Eine zyklische Algebra 2l vom Rang 4 über ihren Zentrum P 

heißt eine (verallgemeinerte) Quaternionenalgebra.m: hat also eine 
zyklische Darstellung ({,IIi)) 2l= IX,P rß ,5. 

Es wird u- 1 f1iu = -fiJ, u2 = IX. Setzen wir noch fiJ = v, so ist 
1 , u, v, uv eine Basis von 2l/P mit der Multiplikationstafel u2 = IX, 

v2 = ß, vu = -uv. IX = ß = -1 gibt die gewöhnlichen Quater
nionen. Die Norm eines Elementes, "Quaternions" 

ist 

die Spur 

a = ~l + ~2U + ~3V + ~4UV 
Na = ~ - IX~ - ß~ + IXß~~, 

das Hauptpolynom 

t(x) = x2 - U1x + (~~ - IX~~ - ß~~ + IXß~:) • 
Es ist 

t(x) = (x - a) (x - a'), 
wo 

( 1) 

(2) 

a' heißt das zu a konjugierte Quaternion. (Im allgemeinen ist eine 
solche Bildung nicht eindeutig möglich I) 

Aus der Formel für t (x) folgt, daß die quadratischen Teilkörper 
von m: die Körper 

sind. 
2. Verbinden wir dies im Falle eines algebraischen Zahlkörpers P 

als Grundkörper mit Satz 2 in § 5, so ergeben sich dafür, daß eine 
Zahl e von P durch die ternäre quadratische Form IXX2 + ß y2 - IXßZ2 
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darstellbar ist, gewisse Vorzeichen- und Kongruenzbedingungen nach 
den in m verzweigten Primstellen von P. Der Sinn dieses Satzes wird 
besonders deutlich, wenn man ihn für den Fall des rationalen Grund
körpers und der gewöhnlichen Quaternionen ausspricht, dann reduziert 
er sich nämlich auf die bekannte Tatsache, daß eine natürliche Zahl 
dann und nur dann Summe dreier Quadrate ist, wenn sie nicht die 
Form 4"(8m - 1) hat. (Die Verzweigungsstellen sind in diesem Falle 
P= und 2, Poo ergibt die triviale Forderung, daß die Summe dreier 
Quadrate positiv sein muß, 2 ergibt die andere Bedingung.) 

Wir wollen den ,Satz 1, § 5, für rationale Quaternionenalgebren 
auf eine Art beweisen, die dem LAGRANGEschen Reduktionsverfahren 
für ternäre quadratische Formen nahesteht und, wie auch das gerade 
zuletzt Gesagte, zeigen mag, daß die Algebrentheorie mit klassischen 
Teilen der Zahlentheorie zusammenhängt. Hier sei auch der Haupt
geschlechtssatz in § 7 erwähnt, dessen Keimzelle ja der GAusssche 
Satz über quadratische Formen ist. 

m = (IX~, (Pr'~~), SI) zerfalle für alle Primstellen von P. Wir dürfen 
IXI als quadratfreie ganze Zahl voraussetzen. Aus der Tatsache, daß 
IX~ N OrIJ;l aus allen tJ-adischen Körpern ist, folgt leicht, daß (IX~) Norm eines 
Ideals a' von p(YIXt) ist (das gilt noch für beliebige zyklische Algebren). 
In der Idealklasse von a' gibt es ein ganzes Ideal a = a' b. dessen Norm 
Na = (IX~Nb) kleiner als die Wurzel aus der Diskriminante von P(r'IXI ) 

ist. Jedenfalls ist also IIX~Nbl = IIX~I < 2!y;XI!' Solange IIX2 1:> 4 ist, 
folgt daraus I IX~ I < I lXII· 1X2 bezeichne den quadratfreien Kern von IX~ . 
Es ist m = (IX2, P (YIXI ) , SI)' Ist IX2 = 1, so folgt m<Xl 1, und wir sind 
fertig. Ist 1X2 kein Quadrat, so können wir p(r'~) als maximalen Teil
körper von m nehmen und finden eine Darstellung 

m = (IX:. p(Y;X~). 52)' IIX2 1 < I lXII· 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir, falls· nicht ein 
IXi = 1 auftritt, schließlich zu einer Darstellung 

m = (IXn + 1 , P (fIXn). Sn)' 

wo I IX" I < 4 ist und IIX"+11 kleiner als die Wurzel aus der Diskriminante 
von p(1~~). Das sind aber nur endlich viele Möglichkeiten, die leicht 
einzeln erledigt werden können. 

3. Die Quaternionenalgebren sind Gegenstand zahlreicher besonderer 
Untersuchungen gewesen. Zunächst muß hier bemerkt werden, daß 
BRANDT [1]-[7] an den Quaternionenalgebren zu der Theorie der 
einseitigen Ideale gelangt ist, wie sie in VI, § 2, dargestellt wurde. 
BRANDTS Ausgangspunkt war die Theorie der quaternären quadratischen 
Formen mit quadratischer Diskriminante, insbesondere der Formen
klassen und der Komposition der Formen (BRANDT (1]-[7].) 
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Der Zusammenhang der quaternären Formen mit den Quaternionen
algebren ist von ähnlicher Natur wie der zwischen den binären Formen 
und den quadratischen Formen. Ist a ein Ideal der Quaternionen
algebra 21, so kann mittels einer Basis w1 , .•. , w4 von a eine qua
dratische Form Nw als Norm des allgemeinen Elementes W=~WiXi 
gewonnen werden. Die Koeffizienten dieser Normenform sind durch 
Na teilbar; die durch Na dividierte Form Nw heiße Qa(x, x). Das 
- 16-fache der Determinante I/Xik I von Qa (x, x) = ~ lXikXiXk , IXki = /Xik 

ist das Quadrat der Grundzahl d von 21. (Oder auch d2 = -I a%~ ~xJ) 
Die verschiedenen Idealklassen entsprechen den verschiedenen Formen
klassen. Für alles Nähere siehe BRANDT [1]-[7]. 

Eine Reihe von Arbeiten handelt von ganzen Größen und Ordnungen 
der Quaternionenalgebren, auch im Zusammenhang mit der Frage 
nach der Darstellung ganzer Zahlen durch quaternäre Formen: DICK
SON [3J, [6], [10J, FINAN [1], FUETER [2J, GRIFFITHS [1J, LATIMER [1j, 
VENKOV [1], WHALIN [1] (etwas allgemeiner). Die Ergebnisse von 
KORfNEK [1] für Quaternionen sind Sonderfälle allgemeinerer Sätze 
(KoRfNEK [2]). 

§ 10. Algebren über Funktionenkörpern. 
Die Theorie des VI-ten Teils ist anwendbar auf den Fall, daß P 

der Körper aller rationalen Funktionen einer Unbestimmten x über 
einem Körper Q ist. 9 ist dann der Ring der Polynome von x uber Q. 
Statt dessen kann auch eine endliche separable Erweiterung P von 
Q (x) und als 9 der Ring der x-ganzen algebraischen Funktionen von x 
in P genommen werden. 

Mit diesem Fall beschäftigen sich TSEN [1J, [2], WITT [2], [3], 
HAssE [6]. 

TSEN betrachtet den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Q und 
zeigt, daß dann keine von Q(x) ·verschiedene Divisionsalgebra mit 
Q(x) als Zentrum (außer Q(x) selbst) vorhanden ist. Ist Q reell ab
geschlossen, so gibt es nach TSEN höchstens eine Divisionsalgebra mit 
dem Zentrum Q (x) außer Q (x), diese ist dann vom Index 2. 

WITT [2] führt, entsprechend der Theorie der algebraischen 
Funktionenkörper, Divisoren ein, die auch die Primteiler von i/x 
berücksichtigen. Die Divisoren bilden ein Gruppoid. Die Theorie der 
Divisorenklassen gilt wie im kommutativen Fall, insbesondere ent
wickelt WITT [2] den RIEMANN-RocHschen Satz. 

Wird als Konstantenbereich Q ein Galoisfeld genommen, so werden 
die Sätze des VII-ten Teils übertragbar. In §§ 1, 2 ist der springende 
Punkt die Tatsache, daß der Restklassenbereich nach einem Primideal 
ein Galoisfeld ist: das ist hier auch der Fall. Für die weitere Theorie 
müssen neben den Primidealen von 9 auch die Primteiler von i/x 
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berücksichtigt werden, entsprechend den unendlichen Primstellen bei 
Zahlkörpern, die ja daher ihren Namen haben. Das geschieht durch 
Betrachtung aller Primdivisoren. Der fundamentale Satz 1, § 5, wird 
in ganz entsprechender Weise auf den Normensatz gegründet, wie bei 
Zahlkörpern. Die direkten Folgerungen aus Satz 1, § 5, gelten auch 
hier. Auch Satz 4, § 5, gilt wörtlich: der erwähnte Satz von TSEN 
besagt nämlich, daß für jede normale' einfache Algebra ~/P die Er
weiterung ~p "'" 1 ist, wenn unter P die durch Adjunktion des algebraisch 
abgeschlossenen Körpers li von D entstehende Erweiterung von P ist. 
Da li bekanntlich der: Körper aller Einheitswurzeln über D ist, so 
folgt hieraus in der Tat, daß ~ Zerfällungskörper hat, die (zyklische) 
Kreiskörper sind. Nach HASSE [6J folgt hieraus wieder die Summen-

relation ~(2() == 0 (mod 1) für eine normale einfache Algebra ~/P. 
II P 

Grundlage des Beweises ist die Tatsache, daß für das Element lX in 
einer zyklischen Darstellung ~ = (lX, 2,5) mittels eines Kreiskörpers 
die Relation 1: mll!?ll = 0 gilt, falls unter .\:J der Exponent verstanden 
wird, mit dem ein Primdivisor .\:J des Grades mll in lX enthalten ist; 

die (:) werden durch die eil ausgedrückt. WITT [2J hat die Summen

relation auf den RIEMANN-RocHschen Satz gegründet. Aus der Sum
menrelation folgt wieder das Reziprozitätsgesetz. Die Theorie der 
Normenreste ist in der gleichen Weise begründbar wie in § 6. WITT [2J 
entwickelt die Theorie der Zetafunktion wie in § 8. Die Funktional
gleichung beruht dabei auf dem RIEMANN-RocHschen Satz. Der in 
§ 8 gegebene zweite Beweis von Satz 1, § 5, überträgt sich. V gl. auch 
RAUTER [1J. 

WITT [3] betrachtet Divisionsalgebren über reellen algebraischen 
Funktionenkörpern. 
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