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Vorwort.

Seit DICKSONs Algebren und thre Zahlentheorie erschien (1927), hat
die Theorie der Algebren Fortschritte gemacht, die eine neue Ubersicht
iiber den Bestand der Theorie angebracht erscheinen lassen. Die neue
Entwicklung kann in drei — vielfach verflochtene — Richtungen ge-
teilt werden. Von A. A. ALBERT, R. BRAUER und E. NOETHER wurde
die Struktur der einfachen Algebren (Matrizesringe iiber Divisions-
algebren) erforscht; im Zusammenhang damit steht die Theorie der
Faktorensysteme (R. BRAUER, E. NOETHER). Zweitens hat die Arith-
metik der Algebren durch die Arbeiten von BRANDT, SPEISER, ARTIN
entscheidende Antriebe erhalten. Und schlieBlich haben Hasse und
NoOETHER den Zusammenhang der Arithmetik der Zahlkorper (Klassen-
korpertheorie und Reziprozititsgesetz, Hauptgeschlechtssatz) mit den
Algebren erkannt; auch Arbeiten von CHEVALLEY und von DEURING
iiber Normenreste gehéren hier her.

Diese Einteilung der Entwicklung liegt der Einteilung dieses Be-
richtes zugrunde. Teil I und II enthalten die allgemeine Theorie bis
zu den WEDDERBURNschen Struktursitzen (die in der allgemeinsten
bekannten Fassung bewiesen werden). Teil III ist ein kurzer Uber-
blick iiber die Darstellungstheorie. Teil IV enthilt die neuere Struktur-
theorie der einfachen Algebren; Teil V die daran anschlieBende Theorie
der Faktorensysteme; Teil VI die allgemeine Arithmetik der Algebren.
Im letzten Teil wird der tiefere Zusammenhang der Algebren mit der
Theorie der algebraischen Zahlen entwickelt.

Dem Zweck der Sammlung, von der dieser Bericht ein Teil ist, habe
ich dadurch gerecht zu werden geglaubt, daB.ich eine zwar knappe,
aber vollstindige Darstellung der Theorie in ihren Hauptziigen gegeben
habe, mit Hinweisen auf die dazu gehérende Literatur.

Leipzig, 26. Oktober 1934.
Max DEURING.
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I. Grundlagen.

§ 1. Grundbegriffe.

1. Definition 1. Eine Algebra U idiber einem Korper P (kurz:
eine Algebra A/P) ist ein Ring, fiir dessen Elemente a, b, c, ... eine
,,Skalare'' Multiplikation mit den Elementen o, B, y, ... aus P definiert
ist, die den Regeln
1. «xa 1st esn Element von U,
na=ax,
x(a+b =a0a+ «b,

(6« +Pa=wxa+ Pa,

jedes Produkt x(yz) mit x, y, z aus P oder W ist gleich (xvy)z,
1-a=a fir die 1 von P

gendigt.

Diese Definition bei Dickson [10]. (Fiir den ganzen Paragraphen
Dickson [10].) :

Die sechs Moglichkeiten, die 5. auBer den Assoziativgesetzen fiir %A
und P einschlieBt, kénnen aus dreien, nidmlich «(fa) = (xf)a, «x(abd)
= (xa)b, a(xd) = (a«x)b, abgeleitet werden. Untersuchungen iiber die
Axiomatik der Algebren: BusH [2], INGRAHAM [1], YouNG [1].

3. 4. 5. und 6. bedeuten, daB U ein Modul in Beziehung auf P ist
(vgl. vaAN DER WAERDEN [2] Kap: XV). Ist 9 ein endlicher P-Modul, so
besitzt 9 eine Basis #,, ..., #, in Beziehung auf P, durch die sich
jedes Element von % auf genau eine Weise in der Form

SRS

a=ocu + -+ «,u,, &, aus P (1)
darstellen 148t (VAN DER WAERDEN [2]-§ 104). In diesem Falle heif3t % eine
endliche Algebra vom Range # iiber P. Wenn nichts anderes aus-
driicklich gesagt wird, handeln wir im folgenden immer von endlichen
Algebren. (Unendliche Algebren: INGRAHAM [1], KOTHE [8], WEDDER-
BURN [4].)

2. Kennt man von einer Algebra U eine Basis #,, ..., %, und die
Produkte #u;, d. h. die Koeffizienten g;; in

k3
Uity = Zzeqikjuj’ (2)
=

so ist Summe und Produkt irgend zweier Groen von 9 bekannt, eine
Algebra Y ist demnach durch den Koeffizientenkorper P, eine Basis
%y, . . ., #, und die Multiplikationskonstanten g,;, vollig bestimmt.
Man kann einen Linearformenmodul P#, + - - - + P#, durch eine
Multiplikationsfestsetzung (2) zu einer Algebra machen, vorausgesetzt,

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring. 1



2 ' I. Grundlagen. /8

daB die Multiplikationskonstanten g;;; den aus den Assoziativitits-
bedingungen u, - (u,u4;) = (w;u;) - u; sich ergebenden Gleichungen

D Okim Oimj = 2, Oikim Omij (3)
gentigen. " "

3. Diese Betrachtung zeigt, daB der Begriff der Algebra eine Ver-
allgemeinerung des Begriffs des algebraischen Erweiterungskorpers ist:
In der Tat ist eine endliche algebraische Erweiterung von P eine
Algebra iiber P. Wir fiihren noch zwei andere wichtige Fille von
Algebren an:

1. Der volle Matrizesring P, vom Range 7% iiber P. Das ist das
System aller quadratischen 7-reihigen Matrizes mit Elementen aus P.
Nennen wir die Matrix, die im Schnittpunkt der i-ten Zeile und der
k-ten Spalte eine 1, sonst {iberall Nullen hat, ¢;;, so wird P, in der
Tat eine Algebra vom Range 72 iber P mit den Basiselementen c;;
und den Multiplikationsregeln

i1 = Cu
CijCy =0, falls § 5 k.
2. a4, ...,a, seien die Elemente einer Gruppe der Ordnung #.
Die Algebra nten Ranges iiber P mit der Basis a4, ..., a, und den

Multiplikationsregeln a,a4;, = @, gemaB der Produktbildung in der
Gruppe heiBt der Gruppenring der Gruppe in P.

4. Wenn die Algebra ¥ eine Eins ¢ enthilt — ae = ea = a fiir alle a
aus Y —, so kénnen wir, da fiir & aus P, a aus U stets xe-a = x - ea
= aa ist, P mit dem zu P isomorphen Teilkérper Pe von U identi-
fizieren, indem «e = o gesetzt wird; die skalare Multiplikation fillt
dann unter die Multiplikation innerhalb %. U kann in diesem Falle
als Erweiterungsring von P angesehen werden, wie es fiir algebraische
Erweiterungskérper von P von vornherein ist.

Hat % keine Eins, so kénnen wir 2 in eine Algebra 91’ mit Eins einbetten,
indem wir den # Basiselementen u,, . . ., #, von U ein weiteres ¢ mit den
Multiplikationsregeln ee = ¢, eu; = u;e = u; hinzufiigen (Dickson [10]).

5. Zwei Algebren % und U’ iiber P heiBen dguivalent, wenn zwischen
ihnen ein Ringisomorphismus a <> a’ besteht, der auch die skalaren
Produkte erhilt: aa’ = (xa)’. (Wenn U und %’ Einsen enthalten, so
bedeutet diese Bedingung, daB P bei dem Isomorphismus elementweise
auf sich abgebildet wird.)

6. uy, ..., u, sei eine Basis der Algebra %/P. Die einzeilige bzw.
einspaltige Matrix (u,, ..., #,) heiBe zur Abkiirzung u. Da jedes Pro-
dukt au; oder u;a sich auf genau eine Weise durch die #; mit Koeffi-
zienten «,; aus P ausdriicken 148t, so gibt es zwei eindeutig bestimmte
quadratische #-reihige Matrizes 4 und 4* aus P, die den Gleichungen

au=ud,
bzw: ua = A*u
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geniigen. Die Abbildung a — 4 ist wegen

(@+bdu=au+dbu=ud 4+ uB=u(d 4+ B),
ab-u=a-bu=a-uB=au-B=uA-B=u-A4B,
xa-u=au-x=ud-x=u-4ua

ein Homomorphismus von % auf einen Teilring des Matrizenringes P,
mit Erhaltung der skalaren Produkte. Ebenso ist @ - 4* eine solche
homomorphe Abbildung. a - A4 heiBt die erste, a — A* die zweite
regulidre Darstellung von %. (Auf die allgemeine Theorie der Darstel-
lungen von Algebren durch Matrizes kommen wir spiter zuriick.)
Wird statt u eine andere Basis v = uQ (bzw. b = Qu) zugrunde ge-
legt, so wird die erste regulire Darstellung wegen
ap =auQ =udQ =uQQ 'AQ = vQ"14Q

durch die &4quivalente a4 —»>(Q~'4Q, entsprechend a — A* durch
a—>QA*Q~1, zu ersetzen sein.

Wenn U eine Eins enthilt, so sind ¢ - 4 und a -~ A’ isomorphe
Abbildungen. Denn wird a auf Null abgebildet, so ist au = 0, also
ac = 0 fiir jedes ¢ aus A, speziell ae = a = 0.

7. Die reguldren Darstellungen gestatten, einige grundlegende Be-
griffe aus der Theorie der algebraischen Korper auf Algebren zu ver-
allgemeinern. .

Da zwischen den Potenzen a, a2, ..., a"*! eines Elementes a einer
Algebra vom Range # eine lineare Abhingigkeit bestehen muB, so
geniigt a einer algebraischen Gleichung

Cpprd™tt + x,a" + o0 4 xa =0, nicht alle &, = 0.

Enthilt % eine Eins — auf diesen Fall wollen wir uns beschrinken —,
so gilt sogar eine Gleichung

% a@" + 06, a0 oo a0y = 0.

Sei f@) =a"+ o a4+ a=0

eine Gleichung fiir 2 vom kleinstméglichen Grad ¢. Das Polynom f(x)
ist eindeutig bestimmt. Denn Subtraktion einer zweiten, von der
ersten verschiedenen Gleichung fiir ¢ vom Minimalgrad ¢ ergibe eine
Gleichung noch niedrigeren Grades. f(x) heiBt das Minimalpolynom
von a. Es entspricht der irreduziblen Gleichung fiir ein algebraisches
Korperelement iber P.

Fiir ein beliebiges Polynom g(x) gilt dann und nur dann g(4) = 0,
wenn f(x) ein Teiler von g(x) ist, denn ist g(a) = 0, so ergibt die Divi-
sion von g(x) durch f(x) einen Rest 7(x) mit »(a) = 0, da 7(x) von
kleinerem Grade als f(x) ist, so gilt 7(x) = 0. ’

Bei den algebraischen Korpern spielt das mit den Konjugierten

n .
aW, ..., a® eines Elementes a gebildete Polynom JJ(x — a®¥) eine

i=1
1%
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wichtige Rolle. Thm entspricht bei den Algebren das charakteristische
Polynom, das ist das Polynom

F(x) =
wo A die Matrix bedeutet, welche a in der ersten regulidren Darstellung
zugeordnet ist. Wegen |xE —Q '4Q|=|Q | |*E — 4| |Q|=|xE —A4|
hingt das charakteristische Polynom nicht von der Basis ab, mit der 4
gebildet worden ist. (Mit der zweiten reguldren Darstellung kann ent-
sprechend ein zweites charakteristisches Polyncm gebildet werden.
Dies ist nicht immer dem ersten gleich. Vgl. MACDUFFEE [1]).

Zwischen Minimalpolynom und charakteristischem Polynom besteht
folgender Zusammenhang:

Satz 1. Das Minimalpolynom f(x) von a teilt das charakteristische
Polynom F(x), wmgekehrt ist F(x) ein Teiler von f(x)". Es ist ins-
besondere F(a) = 0. Falls f(x) trreduzibel ist, wivd F(x) eine Potenz
von f(x). Vgl. DicksoN [10].

Zum Beweis (DicksoN [10]) dieses Satzes benutzen wir den Iso-
morphismus 4 > 4 von U mit einem Ring aus Matrizen.

Wegen dieses Isomorphismus diirfen wir F(x) und f(x) auch als
charakteristisches Polynom und Minimalpolynom von A4 ansehen, da-
durch erscheint der Satz als eine Behauptung iiber Matrizen.

Die zu xE — A adjungierte Matrix C kénnen wir in der Form

n-=-1
C =2'x"C, mit Matrizes C, aus-P schreiben. Die Gleichung (xE A)C

rv=0
=E - |xE — A|=E -F (x) erlaubt, die Koeffizienten von F (x 2 B, %
durch 4 und die C, auszudriicken: es ist

n—1
E-F(x) =xC — AC = —ACy +2%*(C,_, — AC,) + x"C,_,;
v=1
daraus folgt
Efy=—AC,, Efy=Cy— ACy, . ., Ef, 1=C,_,—A4-C,_4,
Ef, —C (4)
so dafBl moom
ZA E,B,——ACO—l—ZA C,_,—A4A"T1C)+ A"C,_, =0
r=0
gilt, also F(x) = (f(x)) sein muB .
Mittels der Koefflzlenten von f(¥) =2 «,x” bilden wir, entspre-
chend (4), Matrizes C¥* r=0
Ct1=Ea, Cfy=EFEa ,+ACE,, ..., C§f=Ex, + ACY.
Die Gleichung f(4) = 0 reduziert sich auf
Exy= —AC¥.
t—1
Setzen wir jetzt C* =2 C¥x”, so wird
v=0

(xE — A)C* = Ef(%).
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Nehmen wir von dieser Gleichung die Determinante, so erhalten wir
F(x) - |C*| = f(2)",
also fE*=0 (F(x).

Der bewiesene Satz gilt wie fiir F(x) auch fiir die mit der zweiten
reguldren Darstellung gebildete zweite charakteristische Gleichung
|xE — A*| = F*(x).

Aus Satz 1 folgt allgemeiner, daB eine #reue (d. h. isomorphe) Dar-
stellung 2 - A von % durch Matrizes zu Polynomen f(x) = |[*E — 4|
mit f(a) = 0 fithrt (vgl. III und IV, 7).

8. Da Determinante und Spur fiir zwei dquivalente Matrizen 4
und Q~'A(Q die gleichen sind, so kénnen wir sinnvoll definieren:

Die Norm Na eines Elementes a einer Algebra ¥ ist die Determi-
nante ihrer ersten charakteristischen Matrix A4, die Spur Sa von a
ist die Spur von 4.

Die Norm von a ist das von x freie Glied des Polynoms |xE — 4|
noch mit (—1)" multipliziert, die negative Spur von a ist der Koeffi-
zient von %" ! in diesem Polynom.

Es gilt

Nab=Na-Nb und S(a+b) = Sa -+ Sb.

Indessen sind diese Begriffe von Norm und Spur nur vorldufige.
Erst die genauere Betrachtung der Darstellungen von Algebren durch
Matrizes liefert die endgiiltigen Definitionen (IV, §7).

Eine Reihe von Arbeiten, die nicht mit dem unmittelbar zusammen-
héngen, was im folgenden dargestellt wird, sei hier angefiihrt. LiTTLE-
wooD [2] (identische Relaticnen in Algebren), {38] (gewisse unendliche
Algebren), HEYTING [1], ORE [1], LiTTLEW0OOD-RICHARDSON [2] und
RicHARDSON [1] (Determinanten), MACDUFFEE [1] (iiber die beiden
Hauptdarstellungen), RANUM [1] (multiplikat:ve Gruppen in Algebren),
RicHARDSON [2], [8], [4] (lineare und héhere Gleichungen in Divisions-
algebren).

§ 2. Ideale. Direkte Summe. Direktes Produkt.
Erweiterung des Grundkérpers.

1. Als (Links-, Rechts-, zweiseitiges) Ideal einer Algebra U wollen
wir nur solche Teilmengen a von 9 ansehen, die auBer den Idealaxiomen
(@ —0b1in a, falls @ und b in a, ca in a, falls @ in a, ¢ in Y [fiir
Linksideale, entsprechend ac in ¥ fiir Rechtsideale, und: sowohl ca als
auch ac in a fiir zweiseitige Ideale]) auch noch die Bedingung erfiillen,
daB sie Moduln in Beziehung auf den Koeffizientenkérper P sind:
Liegt @ in a, so auch «a fiir alle & aus P. Die Ideale sind dann genau
so wie die ganze Algebra Linearformenmoduln in Beziehung auf P.
Enthalt % eine Eins, so ist diese Zusatzbedingung von selbst erfiillt:
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wir kénnen ja, wie wir gesehen haben, in diesem Falle P als Teilkérper
von U ansehen.

Als Linearformenmoduln haben die Ideale die folgende wichtige
Endlichkeitseigenschaft :

In jeder Menge von Idealen gibt es ein griftes (das von keinem an-
deren Ideal der Menge umfaft wird) und ein Rleinstes (das kein anderes
Ideal der Menge umfaft).

Diese Maximal- und Minimalbedingung kann noch in andere Formen
gebracht werden (VAN DER WAERDEN, § 113).

2. Es kann vorkommen, daB sich jedes Element einer Algebra %
darstellen 148t als Summe je eines Elementes aus einem Teilmodul,
etwa einer Teilalgebra 9;. Wir nennen dann % die Summe der %; und
schreiben, wie in der Modultheorie iiblich, W = (%, ..., %,). U heiBt
die direkte Summe der U;, wenn die Summendarstellungen der Elemente
von ¥; eindeutig sind, in diesem Falle (und nur in diesem) werden die
+-Zeichen fiir die Summe verwerdst. Die U; konnen etwa Linksideale
oder zweiseitige Ideale sein.

3. A=a,P+---+a,P und =5bP+---+b,P seien zwei
Algebren iiber dem gleichen Grundkérper P. Wir wollen eine Algebra
bilden, deren Basiselemente die formalen Produkte a;b; sind. Wir
erkldren das Produkt eines 9-Elementes D o;a; mit einem B-Element
2. B;b; als das Element X o;a;- > ;b = > «;f;a;b; des Linear-
formenmoduls a,6,P + - + 4,5,P = A x B.

Wir machen nun % X 8 durch die Festsetzungen

a;b; - apb, = a;ay - b;b,

zu einer Algebra iiber P. (Das Erfiilltsein der Ring- und Algebrenaxiome
ist leicht nachzupriifen.) A x %B ist mit Hilfe von Basisdarstellungen
von U und B gebildet worden. Wir kénnen aber die Elemente von
A X B auch in der Gestalt

Dav;, v;aus B
schreiben; da Addition zweier solcher Summen durch Addition gleich-
namiger Koeffizienten, Multiplikation nach der Regel Z v; Zakvk
= Za ;a,v;v, erfolgt, so ist die Struktur des Ringes A= x B Von der

Wa.hl der Basis von B nicht abhingig, ebensowenig hingt sie von der
Basis a von % ab. % x B ist also allein durch % und B bestimmt.
Identifizieren wir noch a;b, mit b,a;, so wird % x B =B x A. '
A X B heilt das direkte Produkt von U und B.
Man bestidtigt leicht die Regel

A XB) XE=%Ux (B x6).
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Enthilt % eine Eins e, so kann, durch die Identifikation von eb mit
b, B als Teilring von A x B aufgefaBt werden.

4. A = uwP+ .-+ + u,P sei eine Algebra iiber dem Korper P.
Ist 2 ein Erweiterungskérper von P, so konnen wir mit den Basis-
elementen #,, ..., #, von U eine Algebra #;Q + -.- 4 u,8Q iber
£ bilden, indem wir die alten Multiplikationsregeln fiir die ; bei-
behalten. Man sieht leicht ein — wie beim direkten Produkt —, daB
die so entstandene Algebra iiber £2 nicht von der Wahl der Basis u
abhingt, sondern allein durch % und £2 bestimmt ist. Wir bezeichnen
die Algebra u, 2 + - - 4+ %,2 mit Up.

Wenn £ eine Algebra iiber P, also eine endliche algebraische Er-
weiterung von P ist, so fillt %, mit dem direkten Produkt % x 2
zusammen.

SchlieBlich kann die Ringerweiterung U, auch mit irgendeinem
Ring 2 gebildet werden, der P umfaBt. Enthilt 9 eine Eins e, so
wird £ durch die Identifikation von ew mit w Teilring von ;.

§ 3. Das Zentrum.

Zentrum eines Ringes nennt man die Gesamtheit aller Elemente des
Ringes, die mit jedem einzelnen Element des Ringes vertauschbar sind.
Das Zentrum ist ein Ring.

Das Zentrum einer Algebra A/P ist, wie leicht zu sehen, ebenfalls
eine Algebra 3/P.

Wird der Grundkérper P erweitert zu einem Kérper £, so ist 3q
das Zentrum von %,.

§ 4. Allgemeines Element. Rangpolynom. Hauptpolynom.

Um die algebraischen Relationen, denen ein Algebrenelement geniigt,
in so allgemeiner Form erfassen zu koénnen, daB keine besonderen
Eigenschaften eines Elementes hervortreten, wird ein auf KRONECKER
zuriickgehender Kunstgriff angewendet.

Ist #,, ..., u, eine Basis der Algebra /P, so adjungieren wir zu
P Unbestimmte &, ..., §, und betrachten die erweiterte Algebra
Upe,,...,sn- Das Element y =u & + -+« 40,8, von Wpre, . sy
heiBt das alligemeine Element der Algebra %. Ein Element a = > ué,
von U entsteht aus y durch die Spezialisierung &; — «; der Unbe-
stimmten §&,.

Das charakteristische Polynom des allgemeinen Elementes y -ist
ein Polynom

F(x;&,...,&)

in den # + 1 Unbestimmten x,&,...,&,; sein Grad in x ist #.
F(x; &, ..., &, ist das charakteristische Polynom von a = 2“1;0%-
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Das Minimalpolynom von y heiBt das Rangpolynom der Algebra.
Es ist, wie F, ein Polynom

R(x: &, ..., &)
in x,&,...,&,.

Wird das allgemeine Element y durch eine andere Basis #’ von %/P
ausgedriickt, so sind die Koeffizienten & von y = > #/&; auch unab-
hingige Unbestimmte iiber P, sie sind ja # lineare linearunabhingige
Formen der &; mit Koeffizienten aus P. Die Definition des allgemeinen
Elementes als eines Elementes mit unabhingigen Unbestimmten als
Koeffizienten ist also von der Basis nicht abhingig.

Das Rangpolynom ist auch als Polynom in x und den & aufzufassen.

Fiir ein Element a = > u,«; ist

R(a; »,, ..., &) =0.

R(%; %, ..., «,) heiBt das Hawuptpolynom wom a. Es ist nicht ab-
hingig von der zugrunde gelegten Basis #,, ..., u,.

II. Die Struktursétze.
§ 1. Uberblick.

Eine Reihe von allgemeinen Sitzen, die Struktursitze, fiihrt alle
Algebren auf einige besondere Typen zuriick.

Eine Algebra U heiBt Divisionsalgebra, wenn fiir a == 0 und beliebiges
b aus U die beiden Gleichungen ax = b und ya = b 16sbar sind, oder,
was auf das gleiche hinausliduft, wenn die von Null verschiedenen Ele-
mente von U bei der Multiplikation eine Gruppe bilden. (Eine Divisions-
algebra ist also ein Schiefkirper, wenn dieser Ausdruck fiir einen Ring
steht, dessen von Null verschiedenen Elemente eine Gruppe bilden.
Korper bedeutet hier immer einen kommutativen Schiefkorper.)

Eine Divisionsalgebra enthilt auBler sich selbst und der Null kein
(einseitiges oder zweiseitiges) Ideal.-

Enthilt eine Algebra mit Eins aufler sich selbst und Null keine
zwesseitigen Ideale, so heiBit sie einfach.

Eine einfache Algebra ¥ ist das direkte Produkt einer Divisions-
algebra ® mit einem vollen Matrizesring P,: % = ® x P,, oder, was
offensichtlich genau das gleiche bedeutet, % ist der Ring 9, aller »-reihi-
gen Matrizes mit Elementen aus ®. (Satz 3, § 9, dritter Struktursatz.)

Ein Element a oder ein Ideal a eines Ringes heiBt nilpotent, wenn
a? = 0 (a¢ = 0) ist fiir einen passenden Exponenten g.

Enthilt eine Algebra aufler 0 keine nilpotenten Ideale, so heil3t sie
halbeinfach. Der zweite Struktursatz (§ 7, Satz 1) besagt, daB jede
halbeinfache Algebra direkte Summe von eindeutig bestimmten ein-
fachen Algebren ist. (WEDDERBURN [1].)
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Wenn die Algebra % nicht halbeinfach ist, so bildet die Vereinigungs-
menge aller ihrer nilpotenten Ideale ein von Null verschiedenes zwei-
seitiges Ideal, das Radikal &R (§ 3).

Der Restklassenring /R ist eine halbeinfache Algebra iiber P.

Uber den Aufbau von % aus %/R und R gibt Satz 1, § 11, Auskunft.
Satz 1, § 11, besagt, daBl ¥ in den meisten Féllen eine zu A/R isomorphe
Teilalgebra 2* enthilt.

Das Radikal R ist, fiir sich betrachtet, eine Algebra. Sie ist nil-
potent, d. h. es ist $i¢ = 0 fiir einen geeigneten Exponenten.

Die Struktursitze fithren die, Untersuchung beliebiger Algebren
zuriick auf die Theorie der einfachen Algebren, insbesondere der Divi-
sionsalgebren, die der nilpotenten Algebren und auf die Frage, wie 2
aus /R und R gewonnen werden kann. (Diese Frage ist ja durch
Satz 1, § 11, nicht gelost.)

Besonderes Interesse haben vor allem die halbeinfachen Algebren,
wegen des zweiten Struktursatzes kann man sich sogar auf einfache
Algebren beschrinken.

Litcratur {iber nilpotente Algebren: GHENT [1], HAZLETT [1],
SmitH [1].

Nach Satz 2, § 10, ist das Zentrum J einer einfachen Algebra U
gleich dem Zentrum der in % enthaltenen Divisionsalgebra. § ist daher
ein Korper und % kann als Algebra {iber 8 angesehen werden.

Wir nennen eine Algebra normal, wenn ihr Zentrum mit dem Grund-
korper zusammenfillt. Das Wesentliche sind also die einfachen normalen
Algebren.

Fiir die Beweise in diesem Téil IT vgl. ArRTIN [2], Dicksox [6, 10],
KOTHE [2], NOETHER [2], VAN DER WAERDEN [2], WEDDERBURN [1],
Frrrine [1].

§ 2. Hilfssétze iiber Ringe.

Eine Reihe von leicht zu beweisenden allgemeinen Sitzen iiber
beliebige Ringe stellen wir der Strukturtheorie voran (fiir die Beweise
etwa VAN DER WAERDEN [2]).

Satz 1. U ser ein Ring mit Eins e. Ist W die divekte Summe der
Linksideale 1, ..., 1,

A=0L+---+1,
und ist e=etcite, =00,
so gelten die Relationen
f= . (1)
e;e; = 0, wenn ¢ = 7,[
und es ist I, = Ue;.

Wenn wmgekehrt n Grofien e; vorliegen, die den Relationen (1) gentigen

und deven Summe e ist, so wird W die divekte Summe der Linksideale

Ii = Qlei.
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Ein Element a eines Ringes heiBt idempotent, wenn a2 = a, a & 0.
Nach Satz 1 entsprechen die Zerlegungen der Eins in sich gegenseitig
annullierende Idempotente den Zerlegungen des Ringes in direkte
Summen von Linksidealen; ebenso aber auch den Zerlegungen in
direkte Summen von Rechtsidealen: A = e, + - -+ + e, = ;U
+ -+, U

A sei direkte Summe von zweiseitigen Idealen a;
A=a+---+ qa,.

a;0; =0, z :*: 7':
denn a;a; ist sowohl in a; als auch in a; enthalten. Die Struktur von %
ist demnach durch die a vollstindig bestimmt: Addition und Multi-
plikation zweier Summen a;, >4}, a; und 4} in a, geschieht durch
Addition und Multiplikation entsprechender Komponenten.

Bildet man umgekehrt die direkte Summe von # beliebigen Ringen
a;, indem man X a;,+2> a; =2 (a; + a), > a,-> a; = > a;a; de-
finiert und zwei Summen > a; =2 a; dann und nur dann gleich nennt,
wenn sie in den Komponenten iibereinstimmen, so sind die a, zweiseitige
Ideale von A =a;, + -+ + a,.

Satz 2. Ist W die divekte Summe der zweiseitigen Ideale oy, ..., a,,
so ist ein (Links-, Rechis-, zweiseitiges) Ideal von qa; ein (gleichartiges)
Ideal von .

Den Darstellungen eines Ringes U als direkte Summen zweiseitiger
Ideale. entsprechen Zerlegungen des Zentrums:

Satz 3. Ist W=a, + .-+ a,, o, zweiseitrges Ideal von A, so ist
das Zentrum 8 von U die divekie Summe der Durchschnitte 3, = 8 N a;,

B=t+ "+

3; ust das Zemtrum von a. NOETHLR [2], VAN DER WAERDEN [2].
Umgekehrt gilt
Satz 4. Hat U eine Eins, so folgt aus einer Zerlegung

B=t+ T

des Zentrums 8 von W in Ideale 3, eine Zerlegung vom U in zweiseitige
Ideale q;

Es gilt

A=oa,+---+ qa,,
wo a; = W3;, umgekehrt 3, = 3 N a; ist. NOETHER [2], VAN DER WAER-
DEN [2].
§ 3. Radikal. Halbeinfache und halbprimire Ringe.

1. Bei der Behandlung der Struktursitze wollen wir uns etwas all-
gemeiner fassen und nicht nur Algebren, sondern solche Ringe be-
trachten, die mit den Algebren die Eigenschaften gemeinsam haben,
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welche aus der Bedingung der endlichen Basis entspringen und fiir die
Beweise der Struktursitze hinreichen; sie hingen mit der Maximal-
und Minimalbedingung (I, § 2, 1) zusammen. Auf diese Weise wird der
Giiltigkeitsbereich der folgenden Uberlegungen besser abgegrenzt, und
das Wesen der Beweise tritt klarer hervor.” Da wir bei Algebren ohne
Eins nur die Ideale zulieBen, die Moduln in Beziehung auf den Grund-
korper sind, so wollen wir auch bei Betrachtung allgemeinerer Ringe
uns einen (vielleicht leeren) Operatorenbereich £ gegeben denken,
dessen Operatoren 1, y, ... die Bedingungen

ia+b) =ia+ b, Aab) = (Aa)b = a(ib)

erfiillen sollen. Ein Ideal soll im folgenden immer ein solches Ideal
sein, das durch jeden Operator in sich abgebildet wird (zuldssige Ideale).
Werden Ideale von Teilringen oder Restklassenringen betrachtet, so soll
der Operatorenbereich der gleiche sein.

Wir entwickeln die Eigenschaften der Algebren, die fiir die Beweise
der Struktursitze hinreichen.

2. Das Radikal. Ein Element a eines Ringes U heiBt nilpotent,
wenn a¢ = 0 ist fiir einen passenden Exponenten ¢. Ein nur aus nil-
potenten Elementen bestehendes Ideal nennen wir ein Nilideal. Ein
Ideal a heiBt nilpotent, wenn es einen Exponenten g mit a? = 0 gibt.
Ein nilpotentes Ideal ist also ein Nilideal. (Uber Ringe aus nilpotenten
Elementen KOTHE [1].)

Hilfssatz 1. a ser wilpotent. Liegt b in einem zweiseitigen Nil-
ideal b, so ist auch a + b wilpotent.

Beweis. Es ist (@ + b)° = a2(b), denn bei der Ausmultiplikation
von (a + b)° entstehen auller 42 lauter Produkte, die einen Faktor b
enthalten und die daher in b liegen.

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Hilfssatz ist:

Die Vereinigungsmenge aller zweiseitigen Nilideale eines Ringes U
ist ein zweiseitiges Nilideal.

Definition 1. Das maximale zweiseitige Nilideal eines Ringes U
heift das Radikal von N und wird mit R bezeichnet, wenn es auch alle
einsestigen Nilideale umfaft. (KOTHE [2].)

Satz 1. Eine Algebra U hat ein Radikal R. R ist die Vereinigungs-
menge aller nilpotenten Ideale von . R ist selbst nilpotent.

Allgemeiner gilt dies, wenn die Linksideale von U die Minimal-
eigenschaft und die Maximaleigenschaft haben (I, § 2, 1).

Beweis. Zunichst entwickeln wir fiir beliebige Ringe U die Eigen-
schaften der nilpotenten Ideale.

Zwei Satze sind fiir den Zusammenhang zwischen den verschiedenen
nilpotenten Idealen wesentlich:

1. Sind 1y, 1, nilpotente Linksideale, so ist (I, Iy) auch ein nilpotentes
Linksideal.
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Beweis. Sei & =0, [ =0. Das Ideal (I, ))"e1 ist eine
Summe von Produkten aus je g, + 9, — 1 Faktoren [, oder [,. In
einem solchen Produkt tritt entweder p;-mal I; oder g,-mal [, auf, es
ist daher gleich Null.

2. Ist | ein nilpotentes Linksideal, so ist das zweiseitige Ideal (1, 1)
auch nilpotent. '

Beweis. [¥ ist nilpotent, denn (IA)e = [(ANe 1A <[ 1e~1A = 0.
Nach 1. ist also (I, [%) nilpotent.

Aus 1. und 2. folgt ohne weiteres, daB.die Vereinigung aller nil-
potenten Ideale ein zweiseitiges Ideal H* ist.

R* ist im allgemeinen nicht nilpotent. Wenn aber die Linksideale
von ¥ die Maximaleigenschaft haben, so ist $* nilpotent: Ein maxi-
males nilpotentes Nilideal muB nach 2. zweiseitig sein und nach 1. alle
nilpotenten Rechts- und Linksideale umfassen, es ist also gleich R*.

Ist R* nilpotent, so enthilt der Restklassenring %/$* kein von Null
verschiedenes nilpotentes Ideal: Sei [/R* ein nilpotentes Linksideal
von A/R*, etwa ([/R*)¢ = 0. Es wird ¢ = 0 (R*), daher 12° = 0, wenn
R*° = 0, hieraus folgt aber [ = 0 (R*), [/R* = 0.

Zum Beweis von Satz 1 brauchen wir noch den auch weiter unten
angewendeten

Hilfssatz 2. Ein einfaches Linksideal | eines Ringes W — das ist
etn Linksideal | &= 0, das auPer | und O kein Linksideal enthilt — ist
entweder nilpotent und dann ist 12 = 0 oder es enthdlt ein Idempotent e
und dann ist | = Ye.

Beweis. Ist I2 &= 0, so gibt es unter den Elementen @ von I minde-
stens eines mit la == 0. la ist ein in [ enthaltenes Linksideal, daher ist
la =1. Fir passendes ¢ aus | ist ea =a. Es ist ¢?a =ecea = a,
(e2 — e)a = 0. Die Menge aller x aus [ mit xa =0 ist ein Linksideal,
das, weil es nicht gleich [ ist, gleich 0 sein muB: daher gilt e2=e.
Wegen ea = a == 0 ist ¢ &= 0. e ist ein in ! enthaltenes Linksideal.
Da e2 = ¢ = 0 in e liegt, so ist Ae &= 0, e = .

Jetzt konnen wir den Beweis von Satz 1 fithren: $* ist in dem
maximalen zweiseitigen Nilideal R enthalten. Wir zeigen, daB jedes
einseitige Nilideal in * enthalten ist, damit ist zugleich R als Radikal
erkannt und R = R* bewiesen. | sei ein Linksnilideal. Nach Hilfs-
satz 1 ist ([, }*) auch ein Nilideal. Wire [ nicht in ®* enthalten, so
lige in (I, R*)/R* ein von Null verschiedenes Nilideal von A/R*. In
(I, R*)/R* muB ein einfaches Linksideal [o/%i* enthalten sein (Minimal-
eigenschaft). Da /®* keine nilpotenten Ideale enthilt, die von Null
verschieden sind, so enthilt [;/R* ein Idempotent — das ist aber nicht
moglich, denn (I, 3*)/N* ist ein Nilideal.

Definition 2. Ein Ring heift halbeinfach, wenn er kein von Null
verschiedenes Nilideal enthilt, wenn er also das Radikal 0 hat, und wenn
seine Linksideale die Minimaleigenschaft haben.
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Die Struktursitze beweisen wir fiir Ringe % mit Radikal & und
mit der Eigenschaft, daB der

Restklassenring - A/R von A nach seinem Radikal R halbeinfach
ist. Ein solcher Ring heiBt kalbprimir. (DaB die Theorie fiir derartig
allgemeine Ringe durchgefithrt werden kann, erkannte KOTHE [2].)

Nach dem Vorangehenden fallen die Algebren unter die halbpriméiren
Ringe. A/R hat stets das Radikal Null, denn ein Nilideal a/% von 2/R
entspringt aus einem Nilideal a von %, ist also gleich Null. U ist da-
her halbprimir, wenn die Linksideale von /% die Minimaleigenschaft
haben.

§ 4. PEircEsche Zerlegungen.

e sei ein Idempotent des Ringes 9. Die Menge aller x aus % mit
xe = 0 ist ein Linksideal I,, ebenso ist die Menge aller y mit ey =0
ein Rechtsideal r,. Die Menge aller x aus % mit xe = x ist ein Links-
ideal, ndmlich Ye. Es gilt

Satz 1. U ist die direkte Summe von e und 1,, A = e + 1,.

Beweis. Fiir jedes a aus U gilt

a=ae+ (@ — ae) (linksseitige PEIRCEsche Zerlegung),
ae=0(Ue), a—ae=0(,).
Also ist % = (We, 1,). Die Summe ist direkt, denn aus 0 = x + x,,
x=0We), %, =0(l,) folgt x = xe = xe 4 x,6 =0, x, = 0.
Satz 2. W ist die direkte Summe von ee, el,, te, ¢,=1,N 1,
Beweis. In

x=c¢exe+e(x — xe) + (x —ex)e + (x—ex—xetexe)
(Zweiseitige PEIRCEsche Zerlegung)

gehéren die vier Glieder rechts der Reihe nach zu e%e, el,, 1.¢, c,.
Daher ist % = (eWe, ¢l,, t,e, ¢,). Die Summe ist direkt, denn aus
O=c¢xet+ey+zet+c, =0, y=0(,), 2=0(,), c=0(c)

folgt exe =celexe + ey + ze +c)e =0,

ze = (ey + ze 4+ c)e = 0,
ey =eley +¢) =0,
¢ =0.
Satz 3. Hat W ein Radikal R, so haben auch die Ringe ede und c,
Radikale; das Radikal von ee ist eRe, das von ¢, ist RN c,. _
Beweis. eRe ist ein zweiseitiges Nilideal von e%e, also im maxi-

malen zweiseitigen Nilideal %' von e¢e enthalten. Umgekehrt: x liege
in R’. Dann ist, da exe = ex = xe = %,

(ax)et! = ax(eaex)?, (1)
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weil eaex nilpotent sein muB, so ist auch ax nilpotent: fx ist ein
Linksnilideal von 9. Es ist demnach Ax =0 (R), und da x = ex in Ax
liegt, " =0(R), R =eR'e =0 (eRe), R = eRe.

Bleibt zu zeigen, daB jedes einseitige Nilideal von e%e in e%ie ent-
halten ist. x gehore einem Linksnilideal von e%e an. Wegen (1) wird
fir jedes a aus ¥ das Produkt ax nilpotent. ex = x-ist also in dem
Linksnilideal %x von U enthalten, liegt also im Durchschnitt e%ie
von R mit eWYe, w. z. b. w.

N ¢, ist ein zweiseitiges Nilideal von ¢,, also im maximalen zwei-
seitigen Nilideal " von ¢, enthalten. Sei x ein Element von R".
Wegen ex = xe = 0 wird xax =x(a — ae — ea + eae) x, daher

(ax)etl=ax- (ax)®=ax((@a —ae—ea+ eae)x)°. (2)

Da (@ — ae — ¢a + eae)x als Element von R’ nilpotent ist, so wird
ax nilpotent. Ax und daher auch die Summe AR’ aller Ux ist dem-
nach ein Nilideal von %. Nach Hilfssatz 1, § 3, ist die Summe (R'’, AR")
ebenfalls ein Nilideal. Daher gilt R =0 (R), R =Rn¢,.

[p sei ein Linksnilideal von ¢,. Nach (2) wird %I, ein Nilideal von %,
somit ist AL, = 0 (R). ({,, NR) ist demnach ein Linksideal von A. Nach
Hilfssatz 1, §3, ist (f,, ®) Nilideal, also [, = 0(R), I, = 0 (R"'). Die
einseitigen Nilideale von ¢, sind also in ®"" = R n ¢, enthalten.

ajeRe sei ein Linksideal von eUe/eRe. Wir ordnen ihm das Links-
ideal a*/f = (Aa, R)/R von /R zu. a ist umgekehrt durch a* ein-
deutig bestimmt:

ea*e = (eWae, eRe) = (eUe - ae, eRe) = (a, eNRe) = a.

Aus a < g, folgt a* < af, der Eineindeutigkeit der Zuordnung a <> a*
wegen aber auch umgekehrt. Demnach iibertrdgt sich die Minimal-
eigenschaft der Linksideale von /% auf eAe/eRe:

Satz 4. Wenn U halbprimir ist, so ist auch ee halbprimdir.

3. Einem Linksideal a von ¢, wird a* = (a, %a) zugeordnet. Wieder
-hat a =< q; zur Folge, daB a* = af. a ist durch a* eindeutig bestimmt
als der Durchschnitt mit c¢,: Es ist

Na = (eWea, el,a, rea, c,a) = (el,a, c,a), also a*= (a,el,a).

Ein Element a von el,a, dessen Summe mit einem Element von a
in ¢, liegt, gehort selbst zu ¢,. Da einerseits ea = a (denn a << el,a),
andererseits ea = 0 (denn a < ¢,) ist, so ist a = 0, also a*n ¢, = a.
Damit ist bewiesen:

Satz 5. Ist A halbeinfach, so ist c, halbeinfach, wenn wicht ¢, = 0.

Ein Idempotent e heiBt awusgezeichnet, wenn es kein Idempotent #
mit en = ue = 0 gibt.

Satz 6. Wenn die Linksideale von W die Minimaleigenschaft haben
und U dberhaupt ein Idempotent e, enthdilt, so enthilt W ein ausgezeich-
netes Idempotent e.
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Ist ¢, nicht schon ausgezeichnet, etwa e, e, = ¢,¢, = 0 fiir ein Idem-
potent e,, so ist e; + ¢, ein Idempotent: (¢; -+ €)% = & + e, + €56,
+e&=e +e und ¢ +e,F0,dace(e, +6)=¢ F0. Iste + e
nicht ausgezeichnet, also (e; 4 ¢;)e5 = e3(e; + €;) = 0 fiir ein Idem-
potent ez, so wird e, + e, + ¢; ein Idempotent. Es ist

ees=¢,(e; + e)es =0, e3¢, =0, ey65=e365=0.

So fortfahrend, erhalten wir eine Reihe von sich gegenseitig annul-
lierenden Idempotenten e, e, €5, ..., die entweder immer weiter-
gefithrt werden kann oder zu einem ausgezeichneten Idempotent
é; + - -+ + ¢, fiilhren muB. Nun ist A(e; 4 --- +¢,) = Ae; 4 -+ - + Ue,.
Denn fiir v < p liegt ¢, =¢,(¢; + -+ +¢,) in A(e; + - -+ +¢,). Die
Zerlegungen A=W (e+ --- +¢,) + L, 4 ..4,, nach Satz 1 geben also
eine fallende Kette von Linksidealen I, die wegen der Minimaleigen-
schaft abbrechen muB.

§ 5. Der erste Struktursatz.

Satz 1. Erster Struktursatz. Ein halbeinfacher Ring U ist
divekte Summe von einfachen Linksidealen e, und enthilt eine Eins e.

Beweis. I; sei ein minimales, von Null verschiedenes Linksideal
von ¥. Es ist einfach und nicht nilpotent. Ist I; = e, so zerlegen
wir nach Satz 1, §4, % = e, + I'. Ist I’ nicht einfach, so sei |, ein
minimales unter den von Null verschiedenen Linksidealen in I'. [, ist
einfach und nicht nilpotent. Wird I, = e,, so zerlegen wir 9 mittels e,:
A = e, + [*. Wir wenden diese Zerlegung nur auf Elemente von I’
an und finden !' = e, + ", 1" ein Linksideal. So fahren wir fort.
Da I' 20" 20" o ... eine fallende Kette von Linksidealen ist, so
muB der Minimaleigenschaft wegen das Verfahren abbrechen und zu
einer Zerlegung A = e, + - - - 4 We, in cinfache Linksideale e,
fithren.

Da A Idempotente enthilt, so gibt es auch ein ausgezeichnetes
Idempotent e in A. Mit ¢ machen wir die PEIRCEsche Zerlegung

A =eWe + el, + r,e + c,.

Wire ¢, &= 0, so wire ¢, halbeinfach (Satz 4, §4), enthielte also ein
Idempotent # mit e# = ue = 0; das ist nicht méglich: ¢,= 0. [, ist
nilpotent, denn l;=L LS [, (eA+1,) - L(eA+1,) =1, L1, Slc,1,=0.
Mithin ist [, = 0, ebenso r, = 0. Es wird % = e%e: e ist Eins.

Umkehrung des ersten Struktursatzes.

Satz 2. Ist W direkte Summe einfacher Linksideale, ist also U als
additive Gruppe mit den U-Elementen als Linksoperatoren vollstindig
reduzibel, und enthilt W eine Eins e, so ist W halbeinfach.

Beweis. Die Zerlegung A =1, + - - - 4+ |, in einfache Linksidealc
ergibt eine Kompositionsreihe % D1, 4 - .- 4}, D.-. DY, von Links-
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idealen. Da jede geordnete Menge --- Da>b>¢> --. von Links-
idealen in einer Kompositionsreihe untergebracht werden kann, so
kann eine solche Menge nur endlich viele Ideale enthalten: Minimal-
eigenschaft. Ein nilpotentes Linksideal | konnte man zu einer Zer-
legung A = 1 4 " verwenden (denn jedes Linksideal ist direkter Sum-
mand: Folgerung aus der vollstindigen Reduzibilitit: VAN DER WAERDEN
[1], §42), nach Satz 1, § 2, wire [ = e, mit einem Idempotent ¢,: ein
nilpotentes Ideal kann aber keine Idempotente enthalten. Daher ist
das Radikal gleich Null.

§ 6. Zerlegung halbprimérer Ringe in direkt unzerlegbare
Linksideale.
Wenn U/R halbeinfach ist, so wird A/R direkte Summe einfacher
Linksideale
AR =L/R+ - + LR,

9 ist dann die Summe der Linksideale I;, aber diese Summe ist nicht
direkt, denn die [; haben das Radikal gemeinsam. Es gilt jedoch
Satz 1. Einer Zerlegung von A/R = A

W= eyt We, B—F Gg—0, it}

J
entspricht eine Zerlegung
A=Ue, +---+Ue,+ 1, =¢, ee=0 17,
wo ¢; in der Restklasse e; liegt, und 1y etn zu R gehoriges Linksideal be-
zeichmet.
Beweis. In den ersten m — 1 Restklassen ¢y, . . ., e,,_; seien Idem-

potente ¢,, ..., e,_; mit ¢;¢;=0, =7 gefunden. Zur Konstruktion
von ¢, nehmen wir ein Element c,, der Restklasse ¢, und setzen

Clom = Cp — cm(el 4+ + em—l) - (61 R o em—l)cm
+ (61 + - ° + em—l)cm(el + - + em~l)'
Da e¢;c,, = c,¢; = 0(R) ist, so wird

01, w = cm (?R) ’
und ferner ist .
€01 m = Cm€ =0 fir ¢« <m.

Als Element von R ist 4, =], — ¢, ,, nilpotent. Wenn nicht schon
¢;,n idempotent, wenn also der annullierende Exponent # von £, groBer
als 1 ist, so setzen wir ¢, ,, = ¢; ,, — 2¢; ,, 4, +¢,. Dann wird

02, m = cl,m = Cm (‘-’R) )
aber t, =¢j,, — ¢y, = 41 — 3#; hat einen kleineren annullierenden
Exponenten als #,. Es gilt auch ¢c,,, = ¢, ¢ =0, weil c,, eine
Summe von ¢, ,-Potenzen ist. Fortsetzung dieses Verfahrens liefert

. 3 -2 3 -

ein ¢, ,=e, mte,=e,, ¢e, =0, ¢,¢, =0, wenn 1 < m..
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Die Summe der e; ist direkt und es ist A(e; + -+ +¢,) = Aey + ---
—+ Ue,. Das Idempotent ¢ = ¢, + - - - + ¢, benutzen wir nach Satz1,
§ 4, zu einer Zerlegung A = We + 1. Es ist [je = 0, andererseits, da e
die Eins von ¥ ist, lye = [ (R), also [, = 0 ().

§ 7. Zerlegung der halbeinfachen Ringe in einfache.

Ein Ring heiBt einfach, wenn er halbeinfach ist, und auBer Null
und sich selbst kein zweiseitiges Ideal enthilt. Fiir Algebren mit Eins
geniigt nach § 3 die zweite Forderung.

Satz 1. Zweiter Struktursatz. Ein halbeinfacher Ring ist
direkte Summe von eindeutig bestimmien einfachen Ringen.

Beweis. Ein zweiseitiges Ideal a = e eines halbeinfachen Ringes %
ist direkter Summand als Linksideal, d. h. es gibt ein Linksideal [ = e,
so daB U = e + Ae’. | muB zweiseitig sein. Denn es ist

alSanl=0; also (la)2=1-al-a=0;
la =, da es kein nilpotentes Ideal auBer Null gibt. Hieraus folgt

la=ll+a=1ECS,

[ ist zweiseitig.

Wir kénnen also einen halbeinfachen Ring U als direkte Summe
a; + - - - 4 a, von zweiseitigen Idealen ohne echte zweiseitige Teilideale
schreiben. Da ein Linksideal von a; auch ein Linksideal von ¥ ist, so
sind die a; halbeinfach. Da ein zweiseitiges Ideal von a; auch eines
von ¥ ist, so sind die a; einfach. Ist eine zweite Zerlegung von % in
einfache Ringe b; gegeben, A = b, + - - - + B,, so sind die b, ebenfalls
einfache zweiseitige Ideale von %. Es wird

a=0%= (a0, ..., a,b),

und diese Summenzerlegung ist direkt, weil a;b,S5b,. Da aber a,
einfach ist, so werden alle a;b, gleich Null, bis auf eines, etwa a, by,
und dieses ist gleich a;. a; = a;b; ist daher in b, enthalten, also
gleich b;. So ist jedes a; einem b, gleich. Da die Komponenten eines
Linksideals bei der Zerlegung in die a; wieder Linksideale sind, so liegt
jedes einfache Linksideal von U in einem q;. Die Zerlegung in zwei-
seitige Ideale kann also aus der Zerlegung in Linksideale durch Zu-
sammenfassen bestimmter Linksideale gewonnen werden.

§ 8. Zerlegung der halbprimiren Ringe in primire.

Ein Ring heiBt primdir, wenn er eine Eins enthilt und sein Rest-
klassenring nach dem Radikal einfach ist.

Entsprechend dem zweiten Struktursatz gilt

Satz 1. Ein halbprimdrer Ring N ist direkte Summe von primdren
Ringen und eines additiven Moduls v aus dem Radikal.

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring. 2
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Beweis. Wir gehen aus von der Zerlegung von %/R=9 in ein-
fache Ringe A=a, + --- + a,. Die Eins E; von a; ist die Summe von
gewissen ¢;. E; sei die Summe der entsprechenden ¢;. Wir zeigen, da3
A die direkte Summe der E; Y E; und eines additiven Moduls 1 aus % ist.
Es sei E, +:--+ E, =e¢. Ein Element a von % setzen wir in die
Form a4 =c¢ae — (@ — eae). Da e die Eins von A/R ist, so wird
a—eae=0(R). Fiir eae schreiben wir eae —ZE aE, +ZE aE,.

=1
Da aE, zu YE, = a, gehért, so ist aE, = EaE,, also fur 1% k:
E.aE, =E, E,caE,c =0(R).
Bezeichnen wir jetzt die Gesamtheit aller Ausdriicke > E;aE,

itk
+ a — eae mit 1, so ist 1 ein in R gelegener additiver Modul und ¥ ist
die Summe der E;AE; und n. Diese Summe ist direkt, denn ist

T
0=DFE,a,E,+1 2 EadE,+a —eae},
i=1 itk

so folgt durch beiderseitige Multiplikation mit E;, daB E,4;E, =0,
daher auch X E;a’E, + a' — ea’e = 0.
iFk
Der Restklassenring (E;UE;, R) /R ist gleich a;. Da aber (E;AE,, R)/R
mit E,YE,/ENE,NR ringisomorph ist und E,RE; = E,AE,N R
nach Satz 3, § 4, das Radikal von E;UE, ist, so wird E; 9 E; primér sein.

§ 9. Struktur der primiren und der einfachen Ringe.

1. Ein Ring % heiBt vollstindig primdr, wenn U eine Eins hat und
der Restklassenring %/ nach dem Radikal ein Schiefkérper ist.

Satz 1. Ein vollstindig primdrer Ring U enthilt aufer seiner Eins e
kein Idempotent.

Beweis. e* sei ¢in Idempotent. Da /R als Schiefkérper nur ein
Idempotent, ndmlich die Eins, enthilt, so ist e* = ¢ (R), e¥* =¢ — 7,
7in R. Esist also e* = e*2 =2 —ye — er + 12 = e—7r+ (12 —7);
72 =7, r =", und da 7 nilpotent, » = 0.

Umgekehrt ist ein halbprimérer Ring mit Eins e, der nur dies eine
Idempotent enthilt, vollstindig primir. Denn U/R muB nach den
Sdtzen 1, §5, und 1, § 6, selbst ein einfaches Linksideal von U/R sein,
fir # & 0 aus /R = A ist daher Ax = U, also §% = ¢ 16sbar.

2. Satz 2. Ein primdrer Ring U ist voller Matrizesring in einem voll-
stindig primdiren Ring D.

Hieraus folgt

Satz 3. Dritter Struktursatz. Ein einfacher Ring ist voller
Matrizesring in einem Schiefkérper. (WEDDERBURN [1].)

Denn: Nach Satz 2 ist ein einfacher Ring % voller Matrizesring in
einem vollstindig primiren Ring ®. D hat kein Radikal. Ist ndmlich [
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Linksnilideal von ®, so ist & = l¢;; + legy + « - - + ¢,y ein Linksnil-

S
ideal von ¥, denn fiir irgendein Element a =2 a,c;;, a; = 0 () von &
i=1
 gilt a2 =a¢"'a, a ist also nilpotent. Es folgt =0, [ = 0. Dabher ist
D ein Schiefkorper.
Beweis von Satz 2. Wir zerlegen % nach Satz 1, § 6:

A= We, + -+ + Ue,.
Ein [, tritt nicht auf, weil es, da ¥ eine Eins enthilt, von der Form

lp = ey, ¢ idempotent, sein miite. Den orthogonalen Idempotenten e;
entspricht eine Zerlegung von % in Rechtsideale
A=A+ -+ .
Das Produkt e; - ¢, = We; A ist gleich A. Denn Ae, A ist ein zwei-
seitiges Ideal von %, also Ae,A = A: im Fall eines einfachen U ist damit
We; - ;U = A bewiesen. Im allgemeinen Fall denken wir uns die Kon-
struktion der Idempotente e; aus den e; (Beweis von Satz 1, § 6) mit
sclchen Elementen ¢; der Restklassen e; ausgefiihrt, die in e, % liegen.
Da ¢, ein Polynom in ¢, .. ., ¢, ist, so werden die ¢, in e, A liegen,
also auch e, + - - - 4+ We,, somit e A = A.

Wir setzen ¢,% - e, = ¢,Ae, = W;;. Dann ist A, 3= 0, da AN,
= Ue; e, = e, = 0. Wir betrachten jetzt Ue; als additiven Modul
mit U als Linksoperatorenbereich. Bedeutet 4,; ein Element von %, so
ist durch a — aa;; ein (Operator-)Homomorphismus von Ue; auf einen
Teil von e, gegeben. Dieser Homomorphismus bildet insbesondere
e; auf a;; ab. Umgekehrt bildet ein Homomorphismus I" von %e¢; in e,
(wir schreiben yI" fiir das Bild von y bei I') ¢, ab auf ein Element
¢;I" = x von U;;, denn einerseits ist xe, = x, weil x in e, andererseits
ist x =¢' =l =¢e]') = ¢,x, x = ¢;%¢;,. Die Homomorphismen
von Ue; in e, entsprechen umkehrbar eindeutig den Elementen von %;;,.
Insbesondere geben die Elemente a,; von ¥;; die Operatorautomorphis-
men I' von Ye;. Die Zuordnung I'— a;; ist eine ringisomorphe Ab-
bildung des Automorphismenringes von Ae; auf 9;;, denm es ist

2L+ Iy = xI' + xI"" = xa;; + xaj; = x(a;; + a;),

x(IT") = (s I" = (xa;;)a;; = % (a;a3,).

U;; == O bedeutet, daB es auBer der trivialen Abbildung ¥ — 0 noch
andere Homomorphismen von Ue; in e, gibt. e, und e, sind sogar
operatorisomorph.

Um das einzusehen, zeigen wir zunichst, daB der Ring %, = ¢,¥Ue;
vollstindig primir ist. Das Radikal von ¢;%e; ist ¢,Re, = ¢, e, R
(R Radikal von ). A;/e;Ue; N R (e,Ue;, R)/R ist Schiefkérper:
Da ¢, (Querstriche bedeuten Restklassen modulo R) einfaches Ideal
von ¥ ist, so wird fiir ¥ == 0 aus &,¢; das Ideal Ae;x = Ue;; es gibt
demnach ein y in ¢;%¢; mit y - &% = ¢; oder % = ¢;.

2%



20 IL. Die Struktursitze. [26

Da Uy, Schiefkérper ist, so fiir ein a,;, = %;;, das Linksideal j,;a,;
von A, entweder Null oder %Ay,, wegen Wy, U, = e, e, e, = ¢, Ue,
= Wy (allgemeiner gilt A, A;; =U;;!) kommt das zweite wirklich vor:
W@, =W, . Hieraus folgt aber % ;a;, = U,.. Denn da die Eins ¢, von 2, ;,
einem Element ¢ von %,;a,, modulo & kongruent ist, so 146t sich mit
dem Verfahren beim Beweis von Satz 1, § 6, von ¢ ausgehend ein in
Ny;a;;, liegendes Idempotent konstruieren, das nach Satz 1 gleich e,
sein muB. Es ist also U, = W6 in Wy;a;;, enthalten, Ap.a,, = Wy

. Fiir diese a;; wird
We,a;;, = We, Ne,a,;, = Wy a5 = AWy = e, e, = Uey,.
a;; liefert also eine operatorhomomorphe Abbildung von %e; auf ganz Ae;.
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus (ist eineindeutig), denn ist etwa
ba;;, = e, b aus %y,;, so kehrt y - yb die Abbildung x - xa,; von Ue;
auf e, gerade um.

In der Isomorphie der e; liegt der Grund fiir die Matrixstruktur
des Ringes A. An Stelle von % kénnen wir den Automorphismenring 9*
von ¥ selbst als -Linksmodul betrachten: ist 1 die Eins von %, so
definiert jeder Automorphismus I" von % durch 1-I"= x ein Element x
von U, die Zuordnung I'— x ist ein Ringisomorphismus. Wir be-
weisen einer spiteren Anwendung zuliebe den etwas allgemeineren

Satz 4. Der Modul I mit einem Linksoperatorenbereich sei dirvekte
Summe von s operatovisomorphen Teilmoduln M = M, + --- + MWM,.
Dann ist der Automorphismenring von M isomorph zu dem Ring der
s-reihigen Matrizes mit Elementen aus dem Automorphismenring eines M;.

Hieraus folgt Satz 3 unmittelbar, denn wir haben schon gesehen,
daB der mit dem Automorphismenring von e, isomorphe Ring %;; voll-
stindig primir ist.

Beweis von Satz 4: vgl. VAN DER WAERDEN [2]

m=2m;, m;< W,
sei die Komponentenzerlegung eines IMM-Elementes m. Durch
ml, = m,

ist dann ein Automorphismus I; von M definiert. A4 sei irgendein

Automorphismus von . Es wird
md = 2mIlA,
7

AT, nur auf Elemente von I, angewendet, ist eine homomorphe
Abbildung von I%; auf einen Teil von Ik, diese Abbildung werde mit
4;; bezeichnet. Wir haben dann

md =3 3mIA,. (1)
D]
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Die Zuordnung 4 — (4,,, . . ., 4,,) ist eindeutig, d. h. wenn
md = > > mI A},
]

ist, so wird 4;; = 4}; — das folgt aus der Eindeutigkeit der Kompo-
nentenzerlegung, fiir m;c M; wird m 4 = >'m;4,; —, andererseits
j

bestimmt jedes beliebige System von 4, ; ein 4: eben durch die Formel (1).
Gehoren zu A die 4;;, so gehdren zu 4 + A = M die

Mif = Aij + Aij: ()
denn

m(d+ A) =md + mA —ZZmI'iA” +22mIl A
_ZZ w+A )

und zu A4 = T gehoren die
—34,,4,, 6)

denn
m(44) = (ZZmI’A“,)A ZZ(ZZWLT’A”) Ay
zzi;%mrié'iv/lﬁ:;’Z'mpi(gdiv/lvi)'

Wir nehmen nun je eine feste isomorphe Abbildung H; von I, aut ;.
Dann sind die 4f; = H;4;;H;* Automorphismen von 9%, und die
Formeln (2) und (3) ergeben, daB8 4 — (4%) eine isomorphe Abbildung
des Automorphismenringes von )t auf den Ring der s-reihigen Matrizes
im Automorphismenring von IR, ist.

3. Umkehrung des dritten Struktursatzes.

Satz 5. Ein voller Matrizesring D, in einem Schiefkorper D ist esnfach.

Beweis. Die Linksideale ®c;; von ®, sind einfach, denn ist
£ =20, ,0; =0 (D¢;;) und x =2¢c,;d,; + 0, so ist, falls etwa

v, v

d., i
’* :*: 0 gﬂt’ ®s : di—ilcii 'chidvi = @scii =0 (®sx) .

D, ist die direkte Summe der einfachen Linksideale ®,c;; und hat eine
Eins, ndmlich die Eins von ®; D ist daher halbeinfach. Ein zweiseitiges
Ideal a = 0 ist gleich D,, denn liegt a =2 a,;¢;; = 0 in a, so auch
Ciy" @ €,a,, = C,, falls a,, = 0. D ist somit einfach.

Satz 6. Umkehrung von Satz 2. Ein voller Matrizesring D, in
eimem vollstindig primdiren Ring D ist primdr, wenn er halbprimdr ist
(vgl. KOTHE [2]).

Beweis. Wir zeigen, daB das Radikal von D gleich RN D ist,
unter R das Radikal von D, verstanden. Dc;; = ¢;;Dey; ist mit D
durch die Zuordnung d — dc,, ringisomorph. Das Radikal von ®c¢;;
ist nach Satz 3, § 4, gleich ¢;;%c,;;. Gehort 4 zum Radikal von D,
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so wird daher dc;; =0 (e Reyy) und d=de=dcy + -+ deg
= Dc;dcy cy; =0 (R). Das Radikal von D ist demnach in RN D
enthalten, umgekehrt gehért # N D zum Radikal von ®, denn RND
ist ein zweiseitiges Nilideal von D.
Wir gehen in der Zerlegung

@s‘:@cll_}_"'_l_@css
von 9, zu Restklassen modulo R iiber

@s = ©Ell + -+ @Z,;s:
9, ist Matrizesring in . Da D = (D, R) /R D/D N R ist, so ist D
ein Schiefkérper, also ®, einfach, d.h. ®, primir.

4. Satz 7. Eindeutigkeitssatz. Ist A=Dc;; + - - - + De,, 17gend-
eine Darstellung des primdren Ringes U als Matrizesring in einem voll-
stindig primdrven Ring D, so erhilt man jede andeve solche Darstellung
durch Transformation mit einem veguliren Element x:

A= D*ck + - - - + D*c¥,,
w0 D* = x71Dx, cf=x"c;%x.
Fiir einfache Algebren: Scorza [1], WEDDERBURN [5].
Beweis. Zunichst zeigen wir, daB3 bei gegebenen c;; der Ring D
eindeutig bestimmt ist als Menge aller 4 aus %, die mit jedem c;; ver-

tauschbar sind. dc;; = c;;4 gehort zur Definition des Matrizenringes.
Gilt fiir alle ¢,, die Gleichung

-l
v,u ba d'bkczk"“zdzkczk cv,u

oder
; ,ukcvk = Zdivci,ux
[

so folgt durch Koeffizientenvergleich d,, =d,,, d,, = 0, wenn » = .
Also ist Zdzkczk =d(cy + -+ ) = .

Der Matnzengrac’ s ist eindeutig bestimmt als Anzahl der einfachen
Linksideale, in die der Restklassenring /% zerfallt.

Sei neben A = Z@c » €ine zweite Zerlegung A = yfb*c@k gegeben,

i, k=1
Es ist e;UeF - ef e, = e, - NeF W - ¢, = ¢, Ue,. Daher 1st e, =ab, wo
aceNef, boefde,. ba ist idempotent: baba = be;a=ba; ba=+0,
denn ¢, = a-ba-b. ba liegt in ef e, - ¢, Wef = eFWef, und da eF Aef
als vollstindig priméirer Ring kein Idempotent auBer ef enthilt, so

wird ba = e¥. Setzenwnx_Zcuach,sowudx chlbclk—z%acu

i,k
“cg1beg :=Zcuacnbcu Z"u“b“bcu —Zcucu ¢y =e. % ist also
reguldr, %~ —Z'c“bc“ Es wird x- 1czkx—Zc be1,CixCur @Ct, = iy,
also ) Vot
A=Dx"1Dx- ¢,
Wk

und da D* eindeutig bestimmt ist, D* = x "1 Dx.
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§ 10. Verhalten des Zentrums.

Ein kommutativer Ring hat stets ein Radikal, ndmlich die Gesamt-
heit aller nilpotenten Elemente.

Satz 1. Hat der Ring U ein Radikal R, so ist das Radikal des
Zentrums 8 von U gleich 3N R.

Beweis. #n § ist Nilideal von J, also im Radikal %y von § ent-
halten. Ist umgekehrt a ein nilpotentes Element von 3, so wird %a
wegen (xa)? = %242 ein Nilideal von ¥, also ist die Summe AR, aller
a in R enthalten. Nach Hilfssatz 1, § 3, ist dann auch (R,, AR,) ein
Nilideal, daher R, =0 (R), Ry, = Rn 3.

Die Kennzeichnung des vollstindig primédren Ringes, in dem ein
primirer Ring voller Matrizesring ist, nach Satz 6, § 9, ergibt

Satz 2. Das Zentrum eines primdren Ringes W ist gleich dem Zentrum
jedes vollstindig primdren Ringes, in dem U voller Matrizesring ist.

Hieraus folgt

Satz 3. Das Zentrum eines einfachen Ringes ist ein Korper;
ferner

Satz 4. Ein kommutativer einfacher Ring ist ein Korper.

Daher ist ein kommutativer halbeinfacher Ring direkte Summe
von Korpern.

Aus Satz 3, § 2, ergibt sich:

Das Zentrum eines halbeinfachen Ringes ist direkte Summe von
Korpern, ndmlich der Zentren der einfachen Bestandteile.

§ 11. Algebren mit Radikal.

Satz 1. Die Algebra U diber P habe das Radikal R. Die halbeinfache
Algebra U[R bleibe ber beliebiger algebraischer Evwesterung von P halb-
einfach. Dann enthilt U eine mit AR isomorphe Teilalgebra A*, so daf
A = A* + R gilt. (Dickson [10].)

Beweis. Hat R den Rang 1, so ist U entweder halbeinfach oder
nilpotent, es ist also nichts zu beweisen. Der Satz sei richtig fiir Algebren,
die kleineren Rang als 9 haben. Ist U halbeinfach, so ist nichts zu
beweisen. Zuerst behandeln wir den Fall %2 == 0.

Das Radikal von 9/R2 ist R/R2, denn R/R2 ist nilpotent und
A/R2/R/R2 2 A/R. Wegen R2 == 0 ist A/R2 von kleinerem Rang als U,
enthilt also eine mit /R isomorphe Teilalgebra A'/R2. Es ist A/R2
= Y[R 4+ R/R2. Nun muB R/R2 340 sein, denn R2 =R hitte
R=R2=R3=... =0 zur Folge. Daher ist A’ von kleinerem Rang
als 9. Das Radikal von ' ist %2, denn 9?2 ist nilpotent und A’'/R2
ist halbeinfach. Nach der Induktionsvoraussetzung enthilt 9’ eine mit
A’'/R2, also mit Y/R isomorphe Teilalgebra A*.

Es bleibt der — wesentliche — Fall R == 0, ®2 = 0. Es gibt eine
endliche Erweiterung £ von P, so daB die Ausdehnung des Koeffizienten-
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K ist meist ein Ko6rper oder eine Divisionsalgebra. Auf jeden Fall
soll vorausgesetzt werden, dal K eine Eins hat; wir miissen ndmlich
dauernd Linearformenmoduln in K betrachten. (Uber Linearformen-
moduln im allgemeinen: VAN DER WAERDEN [2].)

Zuweilen ist noch ein Bereich £ von Operatoren @ gegeben, die
auf % und K wirken; es sei w(x 4+ y) = wx + wy fir x, y aus A oder
aus K. In diesem Falle fordern wir von einer Darstellung @ — 4 von U
in K noch, daB durchweg wa — wA gilt.

Grundlegend fiir die Theorie der Darstellung ist der Begriff des
Darstellungsmoduls. (NOETHER [2], [4]; VAN DER WAERDEN [2].)

Ist a > A eine (reziproke) Darstellung rten Grades von % in K,
so konnen wir einen Linearformenmodul

M=xK+--- 4+ %K
(M = Kx;, + -+ - + Ku, fiir reziproke Darstellungen)
vom Range 7 in Beziehung auf K dadurch zu einem %-Modul machen,
indem wir — (%, ..., x,) = gesetzt — zunichst fiir direkte Dar-
stellungen
ar =tA und dann allgemein a- %%, = > ax - %
fiir reziproke Darstellungen
ayr = At und dann allgemein a2 %%, = %;- ax,
setzen. Die Modulaxiome
(@+b)x=ax+ bx (1)
a(bx) = (ab)x (2)
lassen sich leicht verifizieren. Die letzte Regel ergibt sich so:
ab-y=1-AB = (z4)B = (ax) B=a(zB) = a(b1)
bzw.

ab-y= B4 -t = B(Ady) = Blat) = a(By) = 4(By) = a(by).

Dabei haben wir von der Assoziativregel

a-xa6=ax-x, acWY,axcK,xcM (3)
bei reziproken Darstellungen von der Vertauschungsregel

A -Xx=0%-a% acY,xcK,xc M 4

Gebrauch gemacht, die sich aus der obigen Definition der Produkt-
bildung

unmittelbar ergeben.
Ist ein Operatorenbereich £ gegeben, so setzen wir

w'Z"i"i——-Z"i‘w"i
bzw. ®- D)%% =D W - %
Es gilt dann w(x + y) = wx + wy auch fir x, y aus M.

ax, fir acA, xc M
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folgt, dann und nur dann erfiillt, wenn die Zentren der in den zwei-
seitig einfachen Bestandteilen von /R steckenden Divisionsalgebren
separabel iiber P sind. DaB diese Voraussetzung nicht iiberfliissig ist,
zeigt folgendes Beispiel:

Grundkérper P sei der Korper einer Unbestimmten 7 iiber einem
Korper der Charakteristik 2. U sei die Algebra mit vier Basiselementen
e, a, b, ¢ und der Multiplikationstafel — & und % beliebig aus P —

‘e a b ¢
e 1 e a b ¢
ala vet+Eb+nc ¢ 7Tb
bl b c 0 0
c|c Tb 0 0

Das Radikal ist % = Pb 4 Pc. /% ist mit P(¢?) isomorph. In
der Restklasse von ¢ modulo % gibt es nur das eine Idempotent ¢, denn
(e + b + Bc)2 = e. Ebenso ist das Quadrat eines Elementes aus der
Restklasse von @ modulo R stets e + £b + 7c¢, daher ist es unméglich,
¢ =e, a'’ =a(R) so auszuwihlen, daB e'2=¢', ¢'a’' =da'éd =a’,
a'? = 7e wird.

III. Darstellungen der Algebren
durch Matrizes.

§ 1. Darstellungen und Darstellungsmoduln.

Der wichtigste Gegenstand der Algebrentheorie sind die einfachen
Algebren. Das methodische Hilfsmittel, dessen wir uns bei der Unter-
suchung der einfachen Algebren bedienen wollen, ist der Begriff der
Darstellung. Fiir Teil III vgl. vor allem NOETHER [2], VAN DER WAER-
DEN [2], [4].

Eine Darstellung r-tén Grades des Ringes % in dem Ring K ist eine
ringhomomorphe Abbildung von U auf einen Ring quadratischer
7-reihiger Matrizes mit Elementen aus K. Technisch vorteilhafter ist
fir manche Zwecke die reziproke Darstellung. Eine reziproke Darstel-
lung 7-ten Grades von % in K ist eine reziprok homomorphe Abbildung
a—>A von U auf r-reihige Matrizes A aus K; das bedeutet, daB die
Abbildung a - A die Regeln a +b—> A + B, ab— BA erfiillt. Ge-
wohnliche Darstellungen (auch direkfe geheiBlen) und reziproke ent-
sprechen einander umkehrbar eindeutig: aus einer reziproken Darstel-
lung a > A4 von U in K wird eine direkte Darstellung von 9 in dem
zu K reziprok isomorphen Ring K*, wenn wir jede Matrix A4 durch
die gespiegelte Matrix und dann jedes ihrer Elemente durch das ihm
entsprechende Element von K* ersetzen.
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K ist meist ein Koérper oder eine Divisionsalgebra. Auf jeden Fall
soll vorausgesetzt werden, daBl K eine Eins hat; wir miissen namlich
dauernd Linearformenmoduln in K betrachten. (Uber Linearformen-
moduln im allgemeinen: VAN DER WAERDEN [2].)

Zuweilen ist noch ein Bereich £ von Operatoren o gegeben, die
auf 9 und K wirken; es sei w(x + y) = wx + wy fir x, y aus A oder
aus K. In diesem Falle fordern wir von einer Darstellung 2 - 4 von 2
in K noch, da8 durchweg wa > w4 gilt.

Grundlegend fiir die Theorie der Darstellung ist der Begriff des
Dayrstellungsmoduls. (NOETHER [2], [4]; VAN DER WAERDEN [2].)

Ist a > A eine (reziproke) Darstellung 7ten Grades von U in K,
so kénnen wir einen Linearformenmodul

M=x%K+---4+ %K
(M = Kx; + - - - + Kx, fiir reziproke Darstellungen)

vom Range 7 in Beziehung auf K dadurch zu einem A-Modul machen,
indem wir — (%, ..., %,) = ¢ gesetzt — zunichst fiir direkte Dar-
stellungen
ay = 1A und dann allgemein a- %%, =D ax; - %
fiir reziproke Darstellungen
ay = Ay und dann allgemein a - %%, = %+ ax;
setzen. Die Modulaxiome
(a—{—b)x:ak—{—bx (1)
a(bx) = (ab)x (2)
lassen sich leicht verifizieren. Die letzte Regel ergibt sich so:
ab-y=3-AB = (t4)B = (a3) B = a(zB) = a (b
bzw.
ab-y= BA -y = B(4t) = B(at) = a(By) = 4(By) = a(by).
Dabei haben wir von der Assoziativregel
a-¥xx=ax-x, acWY,acK zxc M (3)
bei reziproken Darstellungen von der Vertauschungsregel
a-ax=ux-ax acC¥W acK v (4)
Gebrauch gemacht, die sich aus der obigen Definition der Produkt-

bildung ax, fir acA, x=M

unmittelbar ergeben.
Ist ein Operatorenbereich 2 gegeben, so setzen wir

w .in}ti :in‘ ¥
bzw. w.Z%ixizzw%i'xi.

Es gilt dann w(x + y) = wx + wy auch fiir x, y aus M.
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Aus der Forderung der Operatortreue der Abbildung ergibt sich
die Regel
wa-x=w-ax (5)
fir die Anwendung der w auf IN.
Umgekehrt rechnet man leicht nach, daB8 ein Linearformenmodul

M=xK+---4+ %K
bzw. M=Kx, +---+Kx,

vom Range 7, der zugleich U-Linksmodul ist und fiir den die Assoziativ-
regel a - xox = ax - « bzw. die Vertauschungsregel ¢ - xx = « - ax und,
wenn ein gemeinsamer Operatorenbereich 2 von U und K vorliegt,
die Regel wa - x = w - ax gilt, eine direkte bzw. reziproke Darstellung
a—> A von U in K erzeugt, indem 4 durch ax = tA bzw. ax = A
definiert wird.

Ein %-Linksmodul §t, der zugleich ein Linearformenmodul in K
ist und der die Regeln (3) bzw. (4) und (5) erfiillt, heiBt ein divekter
bzw. ein reziproker Darstellungsmodul von U in K.

Es hat sich also ergeben, daB zu einer (reziproken) Darstellung
von ¥ in K ein (reziproker) Darstellungsmodul It gehért, der die Dar-
stellung liefert als die Matrizen 4, welche die durch Multiplikation
mit @ gegebene lineare Transformation einer gewissen Basis £ von It
zum Ausdruck bringen. Ist y eine andere Basis von I, also § = ¢Q
() =Q1), wo Q ein Matrix mit Inverser Q! ist, so wird

ay=arQ =140 =300 '4Q =0 '4Q
bzw. ay=aQt=Qag=QAr=Q4Q7'Qr = Q4Q'y.
Die Basis p liefert also die Darstellung
a—~Q'AQ bzw. a—->QAQ!

Wir nennen zwei (reziproke) Darstellungen ¢ - 4 und a - 4’, die in
der Beziehung
A'=Q 1AQ bzw. A = QAQ!

stehen, dquivalent oder zur gleichen Klasse gehirig.

Ein Darstellungsmodul (und alle zu ihm operatorisomorphen Moduln)
gehort also zu einer ganzen Darstellungsklasse, indem seine verschie-
denen Basen die einzelnen Darstellungen der Klasse erzeugen.

Eine (reziproke) Darstellung heifit reduzibel, wenn es eine ihr dqui-
valente Darstellung a — 4 gibt, deren simtliche Matrizes 4 die Gestalt

A=A°B bzw. A=A°O>
0 4, B 4,
haben, wo A4, eine 7,reihige, 4, eine 7,-reihige Matrix ist. a — 4,
und a — 4, sind fiir sich Darstellungen von % in K.
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Man sieht leicht ein, daB einer reduziblen Darstellung ein Dar-
stellungsmodul 9t entspricht, der einen echten Darstellungsteilmodul t,
enthilt. Ist ndmlich #,, ..., x, die Basis, welche die oben angeschrie-
bene Darstellung a — 4 erzeugt, so ist ersichtlich #, K4 ---4 x, K
bzw. K#; + .-+ + Kz, ein Teilmodul (Modul sowohl in Beziehung auf %
als auf 4) und er erzeugt die Darstellung a — 4,. Der Restklassen-
modul /M, hingegen erzeugt die Darstellung a — A4,, und die Ma-
trizes B hingen davon ab, wie sich It aus dem Teilmodul I, und dem
Faktormodul M/M, aufbaut.

Eine nicht weiter reduzierbare Darstellung heiBit irreduzibel. Die
irreduziblen Darstellungen entsprechen den esnfachen (d. h. teilmodul-
freien) Darstellungsmoduln. Die irreduziblen Bestandteile einer Dar-
stellung sind also (nach dem JorRDAN-HOLDERschen Satz) eindeutig
bestimmt. ‘

Eine Kompositionsreihe eines Darstellungsmoduls It gibt eine Re-
duktion der zugehorigen Darstellung auf irreduzible.

Eine (direkte oder reziproke) Darstellung @ —~ A heiBt zerfillbar,

wenn eine Aufspaltung
( g >
0 4,

mit Seitenmatrizes B = 0 mdglich ist.

Offenbar entspricht einer solchen Zerfillung der Darstellung die Zer-
legung des Darstellungsmoduls 9% in die direkte Summe zweier Dar-
stellungsteilmoduln 9%, und I,, von denen jeder eine der Darstellungen
a—> Ay und a — A, erzeugt.

Wir nennen eine Darstellung a — A vollstindig veduzibel, wenn sie
in irreduzible Darstellungen zerfillt werden kann. Fiir den Darstel-
lungsmodul bedeutet das, daB er direkte Summe von einfachen Moduln
ist. Ein solcher Darstellungsmodul heiit daher ebenfalls vollstindig
reduzibel.

Ohne Interesse sind die Nulldarstellungen, die allen Elementen des
darzustellenden Ringes die Nullmatrix zuordnen. Jede Nulldarstellung
ist offensichtlich zerfillbar in die mehrfach genommene irreduzible
Nulldarstellung vom Grade Eins.

Sei U ein Ring mit Eins e. Dann gilt: Jede Darstellung von ¥ in
einem Ring K, welche die irreduzible Nulldarstellung enthilt, kann
zerfillt werden in eine Nulldarstellung und eine andere Darstellung,
welche der Eins ¢ die Einsmatrix zuordnet; also keine irreduzible Null-
darstellung mehr enthilt.

Zum Beweis ist nur nétig, die entsprechende Zerlegung des Dar-
stellungsmoduls It der gegebenen Darstellung anzugeben. Wir schreiben
jedes M-Element m in der Form m = em + (m — em). M ist also die
Summe des Teilmoduls Ik, aller em und des Teilmoduls M, aller m —em .
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Die Summe ist direkt, denn 0 = em + (m' — em’) hat em = e-em
+ (em' —e-em’) =e-0=0, m" —em’ =0 zur Folge. I, erzeugt
eine Nulldarstellung, denn fiir jedes @ aus U ist a- (m — em)
=ae-(m—em)=a-e(m—em) =0. W, ordnet der Eins e die Eins-
matrix zu, denn e¢-em = em.

§ 2. Darstellungen der Algebren.

Die Wichtigkeit des Darstellungsmoduls beruht auf dem folgenden
Satze, der ihn mit den Idealen des dargestellten Ringes % in Zusammen-
hang bringt:

Satz 1. U set ein halbeinfacher Ring mit eimem Operatorenbereich 2,
M ein endlicher N-Linksmodul, der 2 auch als Operatorenbereich mit den
Regeln w(x +y) =wx+ o0y, wa-x=w-ax, x, y= M, ac Y hat
(¢nsbesondere W eine Algebra diber dem Kirper P = £2). Die Eins 1
von W reproduziere die Elemente von I: 1-x = x. Dann ist M
vollstindig reduzibel, d. h. divekte Summe von einfachen Moduln, und
jeder einfache Modul ist operatorisomorph mit eimem einfachen Links-
1deal von .

Beweis. A=1 + --- 4 I, sei eine Zerlegung von Y in einfache
Linksideale, #,, ..., %, sei eine endliche Basis von I in Beziehung
auf %, also MW= (Ax,, ..., x,). Einsetzen ergibt, daB M die Summe
der Linksmoduln [;x; ist: It = (.. ., ;%;, . . .). Der einzelne Modul [; x;
ist entweder Null oder durch die Zuordnung a —ax; (a aus ;) mit [
operatorisomorph, also einfacher Linksmodul. Jeder von ihnen hat mit
der Summe der vorangehenden entweder nur die Null gemeinsam oder
ist in ihr enthalten. L&Bt man in der Summe (..., [;x;, . . .) der Reihe
nach die Summanden fort, die in der Summe der vorangehenden enthalten
sind, so wird die Summe direkt, und damit ist der Satz schon bewiesen.

Wir wenden diesen Satz an auf Algebren %, wo der Operatoren-
bereich £ der Grundkérper P sein soll. Ein Darstellungsmodul von U
in P ist endlich in Beziehung auf P, also erst recht in Beziehung auf 9,
auf ihn kann also Satz 1 angewendet werden.

Satz 2. Alle Darstellungen einer halbeinfachen Algebra in threm
Koeffizientenkorper sind vollstindig veduzibel, und die irreduziblen Day-
stellungen werden durch die einfachen Linksideale von U gegeben.

Die irreduziblen Darstellungen von ¥ lassen sich jetzt vollstindig
iibersehen: Ein einfaches Linksideal I von U ist einfaches Linksideal
eines einfachen Bestandteils 9, von 2. Daher wird bei dieser irredu-
ziblen Darstellung jeder andere Bestandteil von % auf Null abgebildet:
eine irreduzible Darstellung ist wesentlich nur eine Darstellung einer
einfachen Algebra. Ferner sehen wir sofort, daB eine einfache Algebra
U = D, nur eine irreduzible Darstellung hat. Denn die einfachen Links-
ideale von ¥ haben nach II, §9, die Form I, = D¢;; + -+ + De,;,
sie sind einander isomorph. Wir kénnen die durch dieses Linksideal
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gegebene Darstellung auch sofort hinschreiben. Eine einfache Rech-
nung ergibt, daB die darstellende Matrix A eines Elementes

a=2dycy, 4D,

von 9 folgendermaBen gefunden wird:

Dem Element 4, von ® werde bei der reguldren Darstellung von D
(d.i. die durch D selbst als Darstellungsmodul gelieferte Darstellung)
die Matrix D, zugeordnet. Dann ist

Dy Dy ... Dy,
4—|[Da Dn ... Dy
Dsl Ds‘2 Dss

Der Grad dieser Darstellung ist ¢s, wenn ¢ der Rang von ® ist. Die
Hauptdarstellung von % — U selbst Darstellungsmodul! — zerfillt in
die smal genommene irreduzible Darstellung, denn U ist direkte Summe
von s einfachen Linksidealen.

Aus dem Vorangegangenen folgt, daB eine halbeinfache Algebra U,
die direkte Summe von 7 einfachen Algebren %; ist, gerade 7 irredu-
zible Darstellungen hat, namlich je eine irreduzible Darstellung eines %;.
Ferner zeigt sich, dal die regulire Darstellung von YU eine irreduzible
Darstellung so oft enthilt, wie der Grad des Matrixringes betrigt,
dessen Linksideale diese Darstellung liefern. Denn fiir sie ist U selbst
Darstellungsmodul.

Wir konnen jetzt auch zeigen, daB fiir halbeinfache Algebren die
beiden reguldren Darstellungen, die in I, § 1, erkldrt wurden, dquivalent
sind. Die zweite reguldre Darstellung steht nimlich aus Symmetrie-
griinden zu den Rechtsidealen von U in. der gleichen Beziehung wie die
erste reguldre Darstellung zu den Linksidealen, und da ein einfaches
Rechtsideal ersichtlich dieselbe irreduzible Darstellung liefert wie ein
zugehoriges einfaches Linksideal, so zerfillt die (ebenfalls vollstindig
reduzible) zweite regulire Darstellung in dieselben irreduziblen Be-
standteile wie die erste.

Uber die Darstellungen nicht halbeinfacher Algebren zeigen wir nur
folgendes:

Satz 3. Eine irreduzible Darstellung einer Algebva W in ihrem
Grundkorper P ist zugleich eine trreduzible Darstellung des Restklassen-
ringes von W nach dem Radikal R, d. h. R wird bei der irreduziblen Dar-
stellung auf Null abgebildet.

Das folgt aus dem, Satz 1 ergidnzenden

Satz 4. U sei ein halbprimdrer Ring, sein Radikal R ser nilpotent.
M sei ein einfacher W-Linksmodul; es mag auch ein gemeinsamer Opera-
torenbereich L von W und I gegeben sein. Dann ist entweder M= 0 oder
M ist operatorisomorph zu einem einfachen . Linksideal von /R .
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Beweis. Esist #M = 0. Denn R = 0 hat RIM = M zur Folge,
da M einfach ist; es-folgt

M=RM=REM=---=RM=0.

RIM = 0 bewirkt, daB I als A/IM-Modul angesehen werden kann, denn
die Elemente einer Restklasse nach %t ergeben bei der Multiplikation
mit einem Element von IR dasselbe Produkt. Jetzt folgt die Behaup-
tung aus Satz 1.

§ 3. Erweiterung des Grundkorpers.

Die vorangegangenen Betrachtungen liefern ohne weiteres auch die
Darstellungen einer Algebra U in einer Erweiterung £ des Grund-
kérpers P. Denn da eine Darstellung 4 von U in £2 durch die Matrizes
bestimmt ist, die 4 den Elementen einer Basis von %/P zuordnet, so
kann eine solche Darstellung zu einer Darstellung von U, erweitert
werden und umgekehrt: wir miissen fiir %, das gleiche durchfithren
wie oben fiir U selbst.

Eine unmittelbare Folgerung ist, daB man alle in & irreduziblen
Darstellungen von 9 erhilt, indem man die in P irreduziblen Darstel-
lungen ausreduziert: denn die reguldre Darstellung von %, entsteht ja
durch Ausdehnung der regulidren Darstellung von 2.

Es gibt offenbar drei Griinde, aus denen eine in P irreduzible Dar-
stellung 4 in £ reduzibel werden kann:

1. Der einfache Bestandteil %; von %A/R, zu dem A gehort, geht in
eine Algebra ;, mit Radikal iiber. Dadurch wird der Rang eines
einfachen Ideals im Restklassenring von 9;, nach seinem Radikal
kleiner als der Rang eines einfachen Ideals von %;, 4 muB daher redu-
zibel werden.

2. %, zerfillt in mehr als einen einfachen Bestandteil. A4 enthilt
dann mehrere indquivalente in £2 irreduzible Bestandteile.

3. ;o ist ein Matrizesring von héherem Grade als ¥;.

Diese drei Vorkommnisse kénnen sich iiberlagern; wir kommen auf
den EinfluBl der Grundkorpererweiterung auf die Struktur einer Alge-
bra — darauf ist ja das Verhalten der Darstellungen zuriickgefiihrt
worden — spiter zuriick (IV, §§ 2—S5).

Wir bemerken hier nur noch, daB eine Darstellung von ¥ in irgend-
einer Erweiterung Z von P, die in einer algebraisch abgeschlossenen
Erweiterung £2 von Z irreduzibel ist, in keiner Erweiterung reduzibel
wird (daB transzendente Erweiterungen keinen EinfluB mehr haben
konnen). Das folgt daraus, daB die halbeinfache Algebra A*, die der
Restklassenring von 9, nach dem Radikal ist, direkte Summe von
vollen Matrizesringen siber £ ist. (Eine von ihrem Grundkérper P ver-
schiedene Divisionsalgebra © enthilt nidmlich echte algebraische Er-
weiterungen von P: jedes nicht zu P gehorige Element von © erzeugt
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eine.) Jeder solcher Matrizesring £2, geht bei irgendeiner Grundkorper-
erweiterung £2' eben in den Matrizesring £2, iiber, der wie £, eine irre-
duzible Darstellung vom Grade 7 erzeugt.

Daher nennen wir eine Darstellung einer Algebra 9, die in einer
algebraisch abgeschlossenen Erweiterung irreduzibel ist, absolut irre-
duzibel.

Ist 2 eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung des Grund-
korpers, so sind die irreduziblen Darstellungen von U in £ ersichtlich
alle absolut irreduziblen Darstellungen. Adjungiert man zu P die end-
lich vielen Elemente der Matrizes, die den Elementen einer Basis von
A/P durch eine absolut irreduzible Darstellung zugeordnet werden, so
erhilt man eine endliche algebraische Erweiterung von P, in der die
absolut irreduzible Darstellung schon méglich ist. Niheres in IV.

Die absolut irreduziblen Darstellungen einer kommutativen Algebra
sind vom Grade 1.

§ 4. Spuren und Normen.

Die Darstellung 4 von U (in P oder einer Erweiterung von P) ordne
dem Element 4 die Matrix 4 zu.

"‘Die Spur S, (@) der Matrix 4 heiBt die Spur des Elementes a bei
der Darstellung A, die Determinante N4 (a) von 4 nennen wir die Norm
von a bei der Darstellung A. Spur und Norm hingen nur von der Dar-
stellungsklasse ab.

Die Spuren sind lineare Funktionen der Gruppenelemente, d. h. es
gelten die Gleichungen
Sa(a+b)=S54(a) + S4(0)
Sp(xa) = xS (a) fir « aus dem Grundkoérper.
Fiir die Normen gilt die Multiplikationsregel
NAa-NAb=NAab,
Ny(xa) = «"Na
fiir eine Darstellung 4 vom Grade .

Kann man 4 auf die Darstellungen 4,, 4,, . . ., 4, reduzieren (nicht
notwendig zerfillen), so wird

Sa(a) = Syg,(@) + - -+ + Sy,(a),
Ny(a) = Ny (@) Ny, (@) - - . Ny, (a) .

Die Bedeutung der Spuren liegt in dem folgenden

Satz 1. Eine vollstindig reduzible Darstellung einer Algebra W diber
einem Korper P der Charakteristik Null in ihrem Grumdkirper ist durch
die Spuren vollstindig bestimmit.

Beweis. Wir kénnen uns auf halbeinfache 9 beschrinken, denn
eine vollstindig reduzible Darstellung von ¥ ist schon eine Darstellung

ferner
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von /R — R das Radikal von UA. Die gegebene Darstellung 4 ent-
halte die irreduzible Darstellung 4, gerade ¢;-mal. Es handelt sich um
die Bestimmung der Zahlen ¢;,. 4, werde von den Linksidealen des
einfachen Bestandteils %; von 2 erzeugt. ¢; sei die Eins von %U;. Es
wird Sy, (e;) = n; & 0, aber Sy, (¢;) = 0,7 = 4. Esist also S, (¢;) = ¢;%;,
und hieraus koénnen die ¢, in der Tat berechnet werden, da P die Cha-
rakteristik Null hat.

Die Spuren der absolut irreduziblen Darstellungen heiflen auch die
Charaktere von .

Ferner wollen wir reduzierte Spur die Summe aller verschiedenen Cha-
raktere nennen, sie ist die Spur der Darstellung, welche jede irredu-
zible Darstellung gerade einmal enthilt. Die reduzierte Spur soll mit
S (a) bezeichnet werden.

§ 5. Diskriminanten.

A sei eine feste Algebra iiber dem Korper P.
S (a) bedeute die Hauptspur. Ist #,, ..., #, eine Basis von %, so
heilt die Matrix
(S (wyuy) ... S(uu
(1 1) (1n)>=M(u)
S(u,ny) ... S(u,u,)

die Diskriminantenmatrix (Buss [1], MACDUFFEE (3], [4], NOETHER [1])
der Basis u. Die Determinante

D(u) = M|

heiBt die Diskriminante zur Basis u.
Bedeutet v = u(Q eine zweite Basis von 9, so liefert eine leichte
Rechnung die folgende Gleichung

Mu) = Q" M(v)Q,

wo Q' die gespiegelte Matrix Q ist. (Die Diskriminantenmatrix trans-
formiert sich wie die Matrix einer quadratischen Form.)
Zwischen den Diskriminanten besteht daher die Beziehung

D(w) = D(v) - Q.

Dies hat zur Folge, daB3 entweder alle Diskriminanten Null sind oder
daB sie alle von Null verschieden sind.

Satz 1. Fiir eine Algebva mit Radikal ist die Diskviminante gleich
Null.

Beweis. Als Basis von U nehmen wir eine Basis #f, ..., u}
von R, die wir ergdnzen: uf, ..., uk, .y Uy,

Die Diskriminantenmatrix ist dann

(S (wFuf) S@uFw)\ [0 0
S(u; uf) S, ul)) - (o S (u; u») ’

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring.

M1 c

[¥3)
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denn die Spuren von Elementen des Radikals sind Null, weil sie bei
jeder irreduziblen Darstellung durch Null dargestellt werden.

Satz 2. Ist U die divekie Summe der einfachen Algebren U, so ist
das Produkt von Diskviminanten D (u,) der W, gleich der Diskriminante
D(u) von A, wenn u die durch Aneinanderrethen der Basen w; der 9,
entstehende Basis von U ist.

Beweis. Die Hauptspur eines 9;-Elementes a als Element von 2;
ist gleich seiner Hauptspur als Element von %, denn die irreduziblen
Darstellungen von %, welche von den Linksidealen der % (j & ) er-
zeugt werden, bilden a auf Null ab. Da ferner Elemente aus verschie-
denen ¥; das Produkt Null haben, so entsteht durch diagonales An-
einanderreihen der Diskriminantenmatrizes M (u;) die Diskriminanten-
matrix M (1), wenn noch der Rest mit Nullen aufgefiillt wird. Daraus
folgt die Behauptung.

Satz 3. Die Diskriminanten D (u) einer Algebra NP sind dann und
nur dann von Null verschieden, wemn durch Erweiterung des Grund-
kirpers P zu eimem algebraisch abgeschlossenen Kirper £ eine halb-
einfache Algebra g entsteht.

Beweis. Da eine Basis von % auch eine Basis von g ist, so han-
delt es sich nur darum, zu beweisen, daf3 bei algebraisch abgeschlos-
senem Grundkorper eine Algebra dann eine von Null verschiedene
Diskriminante hat, wenn sie halbeinfach ist. Der Grundkérper P = £
werde also algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt.

Ist A halbeinfach, so ist ¥ direkte Summe von vollen Matrizes-
ringen iber Divisionsalgebren. Da aber die einzige Divisionsalgebra
iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper dieser Korper selbst
ist (ein einzelnes Element einer Divisionsalgebra, das nicht zum Grund-
korper gehort, erzeugt eine echte algebraische Erweiterung des Grund-
korpers), so wird ¥ direkte Summe von vollen Matrizesringen iiber £2.
Benutzt man als Basis eines Matrizesringes ein System von Matrizes-
einheiten, so ergibt eine leichte Rechnung als Diskriminante den Wert 1.

IV. Einfache Algebren.

§ 1. Sitze iiber Moduln in Schiefk6rpern.

Satz 1. A sei ein Schiefkorper, M = 2, A + -+ - - + x,A ein Linear-
formenmodul in A. Jeder Teilmodul N = ;A +---+ z, A von M hat,
bei geeigneter Numerierung der x,;, eine Basis

n
z = oy — 2 %0 i=1,...,m
NOETHER [4]. j=m+1
Beweis. Nach geeigneter Numerierung wird

M=N—+ %, A+---4 %x,A.
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n
d.h. %, =%, (mod N), ¢=1,...,m. Die m Elemente z = x;
n j=m+1
— 2 %;00;; liegen daher in %. Sie bilden eine Basis von %, denn sie
j=m+1
sind linear unabhingig, weil sie sogar zusammen mit den x,,,,,..., %,
linear unabhingig sind.
A sei ein A, umfassender Schiefkérper. Der A-Modul It = x;A
+ -+ %, A heiBt Erweiterungsmodul des Ay-Moduls I, wenn eine

Ag-Basis %, ..., x, von I, zugleich (linear unabhingige) A-Basis
von I ist.
Wenn z, ..., 2, linear unabhingige Elemente von IR, sind, so sind

sie auch in Beziehung auf A linear unabhingig, weil sie zu einer Basis
von M,/A, erginzt werden koénnen.

Ist &y =2Ag+ -+ + 2A, irgendein Teilmodul von I, so ist
hiernach ¥ = z,A + -+ - + z,A Erweiterungsmodul von %,. Wir be-
haupten nun, daB ¥, aus ¥ riickwirts gewonnen werden kann durch
Durchschnittsbildung: ¥, = £ N M,. In der Tat liegt T, in TN M,
andererseits, liegt 2 in N My, so wird a = D z,«,, die a, 2;, 25, ..., %
sind also linear abhingig in Beziehung auf A, als Jt,-Elemente sind
sie linear abhédngig in Beziehung auf A,, und da z, . . ., z, unabhingig
sind, so muB @ durch die z; ausdriickbar sein, w. z. b. w.

Jetzt wollen wir den Fall annehmen, daBB A, der Invariantenbereich
einer Gruppe & von Ringautomorphismen des Schiefkérpers A ist.
Der A-Modul It sei Erweiterungsmodul des Ay-Moduls $t,. Wir kénnen
die Gruppe & auf It ausdehnen, indem wir, unter G ein Element von
® verstanden, Gx = x setzen fiir x € My, G (D%, &) =2 %,G («,) fiir
x; aus My, «; aus A.

Der Invariantenbereich von & in It ist IM,. Denn ist %, .. ., x,
eine Ay-Basis von 9, m =2 x;«, ein Element von M, so ergibt
Gm = m die Gleichungen Gou,; = «;, die &, miissen also in A, liegen.

Nun zeigen wir unter den gemachten Annahmen;

Satz 2. Ein Teilmodul T von WM wivd dann und nur dann von allen
Elementen der Gruppe & in sich dibergefiihrt (ist ,,zuldssig’’), wenn er
Erweiterungsmodul eines Teilmoduls T, von My ist, also T = FHA,
Ty =N NM,. (NOETHER [4].)

Beweis. DaBB A stets zuldssig ist, ist klar. Sei umgekehrt ¥ ein
zulassiger Teilmodul von M. =x, ..., x, sei eine As-Basis von M,
also auch eine A-Basis von It. GemiB Satz 1 wihlen wir eine Basis
Z;= xi—ijocij,i= 1,2,...,m,{>m,von . G[sei Element von &,
es wird Gz; = x; — > %,Ga,;. Da € zuldssig ist, muB Gz; durch die z
ausdriickbar sein; Vergleich der dabei auftretenden Koeffizienten von
%y, ..., %, ergibt Gz; = z,. Die z; liegen daher in IM,, und T wird
Erweiterungsmodul von &y = 2, Aq + - -« 4 2, A,

3*



36 IV. Einfache Algebren. [42

§ 2. Verhalten einfacher Algebren bei Erweiterung des
Grundkérpers. Struktur der direkten Produkte
einfacher Algebren.

P sei ein Korper. 9, 8B, ... bezeichnen Algebren mit Einselement
iber P; A, B, ... Schiefkorper, deren Zentren P umfassen, meist
Divisionsalgebren. Wir betrachten direkte Produkte Ap, Ba, .. .-
Der Existenz der Eins wegen koénnen wir 2 und A als Teilbereiche von %,
ansehen.

1. Satz 1. Ist Z das Zentrum von A, 3 das von U, so ist Bz das
Zentrum von W,

Beweis. Das Zentrum von Uz ist nach I §3 gleich 8. Istu,,..., u,
eine Basis von /P, so ist Ap = ;A + - -+ + w,A. Ist x =D ux;
aus A, mit allen Elementen von 9, vertauschbar, so wird insbeson-
dere o lxwox =2 wo toyx =D uyer; fiir « += 0 aus A. Das ergibt
o loyo=0,06CZ,xC 3;.

Satz 2. Jedes zweiseitige Ideal a von Uy ist Evweiterungsideal eines
zweisestigen Ideals a, von Uy, wmgekehrt ist ag = an Uz.

Beweis. Wir wenden Satz 2, § 1 an auf %, als A-Modul und a als
Teilmodul. Die Automorphismengruppe von A soll aus den inneren
Automorphismen bestehen, ihr Invariantenkorper ist daher Z. Diese
Gruppe kann auf %, ausgedehnt werden, weil die %-Elemente mit den
A-Elementen vertauschbar sind; ihr Invariantenbereich in U, ist Az.
a ist zuldssiger Teilmodul wegen a lax =<a fir « = A. Nach §1,
Satz 2, wird a Erweiterungsmodul seines Durchschnittes a, mit Uy.
a, ist zweiseitiges Ideal von A .

2. Wenden wir Satz 2 an auf das Radikal von %,, so folgt

Satz 3. W ist dann und nur damn halbeinfach, wenn Uy halb-
einfach 1st. )

Die Anzahl der einfachen Bestandteile von U, ist gleich der von %,
das folgt entweder wieder mittels Satz 2 oder aus der Tatsache, daB A,
und %, das Zentrum gemeinsam haben, dessen Zerlegung ja fiir die
Zerlegung des ganzen Ringes in einfache Bestandteile mafBgebend ist
(IT, § 2, Satze 3, 4).

Insbesondere

Satz 4. Ist P das Zentrum von A, und ist N eine einfache Algebra
siber P, so ist Up ein einfacher Ring, dessen Zentrum gleich dem Zentrum
von U ist.

Wenn also A und B zwei Divisionsalgebren iiber P sind, von denen
die eine, etwa B, P als Zentrum hat, so ist ihr direktes Produkt A X B
iiber P eine einfache Algebra A X B = I' X P, mit dem gleichen Zentrum
wie A. Fiir das direkte Produkt von zwei einfachen Algebren ¥ = A X P,,
B =B x P, erhalten wir A x =1 x (P, x P, x P). Nun kann
leicht ausgerechnet werden, daf3 das direkte Produkt von zwei Matrizes-
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ringen P,, P, wieder ein Matrizesring ist: P, X P, = P,, (Einsetzen von
Matrizes fiir die Elemente einer anderen Matrix).

Daher

Satz 5. Das direkte Produkt von zwei einfachen Algebren N, B iiber
dem Koirper P ist wieder eine einfache Algebra iibey P, wenn nur P fiiy
eine der beiden Algebren Zentrum ist. Das Zentrum von W X B ist gleich
dem Zentrum des andern Faktors.

8. Wir untersuchen jetzt, was eine Erweiterung des Grundkérpers P
zu einem Korper 2 fiir eine einfache Algebra /P ausmacht. Da wir
A als direktes Produkt einer Divisionsalgebra A mit einem Matrizesring
P, schreiben kénnen und %, = (A X P,)o = Ap X 2, wird, so kénnen
wir uns auf Divisionsalgebren A beschrinken. Ist Z das Zentrum von A,
so ist Zo das Zentrum von Ag.

Ist £ rein transzendent iiber P, so wird Z, ein Kérper und Ag
bleibt Divisionsalgebra. Denn ist #,, ..., #, eine Basis von AP, so
ergeben sich fiir die Koordinaten w, eines Elementes x=u, w, +--+ +u, ®,
von Ap mit x2 = O algebraische Gleichungen mit Koeffizienten aus P.
Diese haben in £ keine Lésungen, weil sie in P unlésbar sind.

Ist £ endlich algebraisch, so ist A, nach Satz 3 dann und nur dann
halbeinfach, wenn Z, halbeinfach ist.

Nur am Zentrum Z liegt es also, ob A, halbeinfach bleibt oder nicht.
Bei separablem Zentrum Z ist Ay nach § 3, Satz 1, immer halbeinfach,
bei inseparablem Zentrum aber nicht. Auch die Anzahl der verschiedenen
einfachen Summanden von A, ist durch Z gegeben, sie ist gleich der
Anzahl der Summanden von Z,.

Eine beliebige halbeinfache Algebra /P bleibt bei jeder Erweiterung
von P halbeinfach, wenn die Zentren ihrer einfachen Summanden
separable Korper iiber P sind (§ 3, Satz 1).

4, Wir wenden Satz 3 schlieBlich noch an auf das direkte Produkt
zweier einfacher Algebren % = A X .P, und B =B x P, iiber P. Ist Z
das Zentrum von % und A, @ das von B und B, so wird Z X @ das
Zentrum von A X B. A X B ist dann und nur dann halbeinfach, wenn
Z X O halbeinfach ist, und % X ¥ zerfillt in diesem Falle in gleich viel
einfache Bestandteile wie das Produkt der Zentren Z x ©.

§ 3. Grundkorpererweiterung bei Korpern.
Galoissche Theorie.

1. U sei eine endliche algebraische Erweiterung des Korpers P,
als Algebra angesehen. Wir untersuchen den EinfluB einer Erweiterung A
des Grundkorpers P auf 9.

Satz 1. Uy ist dann und nur dann vollstindig reduzibel — also
divekte Summe von Kérpern —, bei jeder Grundkorpererweiterung A, wenn
A separabel iiber P ist. (NOETHER [2], [4].)
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Beweis. A sei so gewihlt, daB alle irreduziblen Darstellungen
von % in A den Grad 1 haben — z.B. A algebraisch abgeschlossen.
Der Rang des Restklassenringes von %, nach seinem Radikal % ist
gleich der Anzahl dieser irreduziblen Darstellungen, d. h. der ver-
schiedenen zu U konjugierten Korper, denn eine Darstellung ersten
Grades von 9 in 4 ist eine isomorphe Abbildung von % auf einen Teil-
kérper von A, bei der P elementweise fest bleibt. Diese Anzahl ist
gleich dem Grad von /P oder Kleiner, je nachdem U separabel iiber P
ist oder nicht.

Ein Kérper A/P heiBt Abspaltungskorper von A, wenn A4/R min-
destens einen einfachen Bestandteil vom Range 1 abspaltet, d. h. wenn
es eine absolut irreduzible Darstellung von % in A gibt.

Ein Abspaltungskérper ist also einfach ein Kérper A/P, der einen
zu ¥ isomorphen Teilkorper A/P enthilt.

A [P heiBt Zerfillungskirper von U, wenn A 4/R in einfache Bestand-
teile vom Range 1 zerfillt, d. h. wenn alle irreduziblen Darstellungen
von U in A absolut irreduzibel sind.

A/P ist dann und nur dann Zerfillungskérper fiir /P, wenn in A
ein Korper I'/P enthalten ist, der zum galoisschen Kérper von %
isomorph ist.

2. Sei jetzt U separabel iiber P. A sei ein Zerfdllungskérper von ¥.
Ist (A : P) =, so wird A, direkte Summe von » Korpern, den # iso-
morphen Abbildungen (Darstellungen ersten Grades) von U in A ent-
sprechend. Diese Kérper haben also den Grad 1 iiber 4, d.h. es ist

. e, 1=19
N=eAd+.--+eAd mit ee, = **
1 n () 0, ; :%: i.
Die verschiedenen Isomorphismen a - «; von % in A sind durch
ae; = ;o

gegeben (Darstellung des Elementes ae¢; durch die Basis der ¢;).

Wir wollen den Fall untersuchen, daB /P galoissch ist ; die galoissche
Gruppe von AP sei @ ={S;,...,S,}. Wir schreiben a® fiir das
Element von %, das aus a4 durch den Automorphismus S hervorgeht.
Die S konnen auf U, ausgedehnt werden durch die Festsetzung 25 = 1
fiir 1 aus 4.

& wird dadurch zu einer Automorphismengruppe von 2. Da die
¢;/ als einfache Bestandteile von %, eindeutig bestimmt sind, so ergibt
jedes S eine Permutation der ei/l, insbesondere ihrer Einselemente e;;
ef, e ef ist eine Permutation Pg der ¢, ..., ¢,. Liefert ¢; die Dar-
stellung @ — «;, so liefert ef die Darstellung ¢° > &,. Da a5 — «;, . . .,
aSr— o; gerade die # verschiedenen Darstellungen von %in 4 sind, sosind
esr, ..., eS» die n verschiedenen Idempotente ¢, . .., ¢,, die wir also
mit Auszeichnung eines beliebigen unter ihnen auch mit e, ..., ¢5»
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benennen kénnen. Diese Tatsache ergibt unmittelbar, da die oben ein-
gefiihrten Matrizes Pg einfach die Darstellung S — Pg der Gruppe & sind.

Ist jetzt ay, ..., a, irgendeine Basis von /P, so wird die durch
@$,...,a5) = Ag(ay, . .., a,) definierte Darstellung S —> Ay von @
in P mit der Darstellung S - Pg im Kérper A #dquivalent sein, denn
€,...,6,und a,, ..., a, sind ja zwei verschiedene Basen von %,/4,
die auseinander durch eine Matrix von /A hervorgehen. Da aber beide
Darstellungen in P stattfinden, so sind sie schon im Korper P selbst dqui-
valent. Fiir Gruppen &, deren Darstellungen in P simtlich vollstindig
reduzibel sind, d. h. fiir die der Gruppenring in P halbeinfach ist (dafiir
ist notwendig und hinreichend, daB # kein Vielfaches der Charakteristik
von P ist), folgt dies einfach durch Abzihlen der irreduziblen Darstellungen
(III, § 4, Satz 1). Im allgemeinen Fall muBl etwas anders geschlossen
werden (DEURING [2]). Die Aquivalenz der beiden Darstellungen
S — Ag und S — Pg bedeutet, daB % eine Basis a4, ..., 4, hat mit
der Eigenschaft

@,...,a8) = Pg(ay, ..., a,),

oder, was auf das gleiche hinauslduft, daB die a; die Konjugierten a5
eines unter ihnen sind: Normalbasis.

Bilden wir % dadurch auf den Gruppenring & = PS; 4+ --- + PS,
von & in P ab, daB wir die Elemente a5, ..., % einer Normalbasis
der Reihe nach den Gruppenelementen S;, ..., S, entsprechen lassen,
so ist diese Abbildung ein Operatorisomorphismus, wenn & als Rechts-
operatorenbereich genommen wird:

Satz 2. U/P ist operatorisomorph mit dem Gruppenring &p von ©
in P.

Diese Isomorphie ist nicht eindeutig bestimmt. Jedoch ist das
Bild in U eines Linksideals von @ von der besonderen Wahl des Iso-
morphismus nicht abhingig. Denn zwei Isomorphismen unterscheiden
sich um einen Automorphismus von @p. Dieser Automorphismus
ist aber einfach die Linksmultiplikation von & mit einem gewissen
Element 7, dessen Inverses 7! existiert. Ein Linksideal [ von @,
geht also bei diesem Automorphismus in sich iiber: [ = [ (wenn auch
nicht elementweise).

Die Bilder in % der Linksideale von ®p, die also allein durch ¥
bestimmt sind, heiBen die Galoismoduln von U/P. Jeder Galoismodul
bestimmt eine Darstellung von & in P, indem das zugehoérige Linksideal
von @& als Darstellungsmodul genommen wird.

B sei ein Teilkdrper von U, der P enthilt, und demnach Invarianten-
bereich einer Untergruppe  von & ist,  ist die galoissche Gruppe
von U in Beziehung auf $. Dann gilt

Satz 3. Ein Galoismodul | von W|P, der zugleich B-Modul ist, ist
auch ein Galoismodul von N[B. Gehort zu | als B-Modul die Darstellung A
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von 9, so definiert das gleiche 1, als Galoismodul von U[P angesehen, die-
jenige Darstellung von &, die von der Darstellung A der Untergruppe
induziert wird.

Fir den Beweis im Sonderfall | = % siehe DEURING [2], im all-
gemeinen Fall DEURING [4]. Dieser algebraische Satz 148t Anwendungen
auf die gruppentheoretische Aufspaltung der Diskriminante eines Zahl-
korpers zu, die von ARTIN angegeben wurde. (DEURING [4].)

Aus Satz 2 ergibt sich auch ein neuer Beweis fiir den Hauptsatz
der galoisschen Theorie (DEURING [2]).

§ 4. Einfache Algebren.

Fiir die Strukturtheorie der einfachen Algebren ist es von Bedeutung,
ein Mittel zur Entscheidung dariiber zu haben, ob in einer einfachen
Algebra /P eine zu einer gegebenen Algebra 5/P isomorphe Teilalgebra
vorhanden ist. 9 ist voller Matrizesring in einer Divisionsalgebra A,
A = A,. Eine zu B isomorphe Teilalgebra von U bedeutet demnach
eine Darstellung #-ten Grades von B in A. So erscheint der Darstellungs-
begriff als ein natiirliches Hilfsmittel in unseren Untersuchungen.
Der Aufbau ist hier wie bei NOETHER [4]. Jedoch ist die Theorie un-
abhingig vom Darstellungsbegriff von ALBERT und BRAUER entwickelt
worden.

Eine Algebra /P heiBt normal iiber P, wenn P das Zentrum von %
ist. Jede einfache Algebra kann als normale Algebra aufgefaB3t werden,
da ihr Zentrum ein Korper ist, der dann als neuer Grundkorper ge-
nommen wird.

1. Eine Ubersicht iiber die moglichen Darstellungen einer Al-
gebra B in einer normalen Divisionsalgebra gibt uns der etwas all-
gemeinere

Satz 1. Die irreduziblen reziproken Darstellungen einer Algebra BJP
mit Einselement in einem. Schiefkorper A mit dem Zentrum P werden von
den einfachen Linksidealen des Restklassenvinges von B nach seinem
Radikal als Darstellungsmoduln gegeben. (Die Darstellungen sind, wie in
III, § 2, immer P-operatorhomomorph, in Anpassung an die eingangs
evwihnte Fragestellung.) Ein reziproker Darstellungsmodul von B in A
ist Ba-Modul, und wmgekehri. (NOETHER [4].)

Beweis. M = Ax; + --- 4+ Ax, sei ein reziproker Darstellungs-
modul von ¥ in A. Wir zeigen, da I zu einem B-Modul gemacht
werden kann. Da 9B eine Eins hat, ist A Teilbereich von B,. Um I zu
einem B-Linksmodul zu machen, mufl das Produkt ¢ - m eines B-Ele-
mentes ¢ mit einem IN-Element m definiert werden. (u,, ..., #,) =1u
sei eine Basis der Algebra 8. u ist auch eine A-Basis von B,, ¢ hat
also eine Darstellung

C= Zﬁzuz
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Wir setzen com= 3B um. (1)

Fiir die Elemente ¢ von B ist das in Einklang mit der von vornherein
gegebenen Produktbildung von B mit M.

Die Vertauschungsregel b-am = «x-bm (b B. x < A, mc M)
fiir den Darstellungsmodul I dient zum Nachweis des zweiten Modul-
axioms c¢(dm) = (cd)m, ¢ und 4 aus B, m aus M. Zunichst ist fiir
o aus A, a aus B und m aus IM: xa - m = « - am nach der obigen De-
finition. (cd)m = c(dm) braucht wegen (1) nur fiir Elemente ¢ = xa,
d=pb, x, B A, a,bc B bewiesen zu werden. Es ist

(xa-pbym = (xf-abym = xf(ab:m) = x(B(adm))) = x(a(f(bm)))

= xa(fbm).
Die Definition von c¢m hingt von der benutzten Basis u nicht ab.
Zum Beweis betrachten wir eine zweite Basis b = (v, ..., v,) von B,
es sei =005 01, P.
Weiter sei, (%;...., %, =t gesetzt,
u;r = U
vr= V& U,, V; Matrizes in A,

und ¢ = D Bu; = > v;v;. Die Bildung von c - m mittels u gibt
cx=(2ZhU)x
mittels b: cr= vVt
Es ist y;, = Xo,,f;, und U, = >V, daher
7 7

Zi:ﬂiUi = %ﬂié’w s
;?’j i= iZjﬂiQiJVj:

woraus die Behauptung folgt.

Umgekehrt ist .ein Linearformenmodul in A, der zugleich B4-Links-
modul ist, reziproker Darstellungsmodul von 8 in A, die Vertauschungs-
regel x-am=a-oam (xC A, acB, mc M) ist jetzt umgekehrt
eine Folge der Assoziativregel und der Vertauschbarkeit von & mit a:
KM= 0ad-m=0acx -m=.4a- - &m.

Die irreduziblen reziproken Darstellungen von % in A gehéren zu
einfachen Darstellungsmoduln, das sind einfache $B,-Moduln. Die
einfachen B-Moduln sind aber nach III, § 2, Satz 4, zu den einfachen
Linksidealen des Restklassenringes von % nach seinem Radikal R
isomorph. Es ist nur nachzupriifen, daB B, halbprimir und R nilpotent
ist. Da B, ein A-Modul vom Rang # ist, so sind die Linksideale von 8B,
A-Moduln vom Héchstrang #, sie haben demnach die Maximal- und
die Minimaleigenschaft, daraus folgt alles nach II.
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In dem besonderen Fall einer einfachen Algebra 8B/P ergeben Satz 1
und Satz 4 in § 2:

Satz 2. Eine einfache Algebra B[P hat genau eine irreduzible vezi-
proke Darstellungsklasse in einem Schiefkorper A mit dem Zenmtrum P.
Alle veziproken Darstellungen von B in A sind vollstindig reduzibel.
(NOETHER [4], ALBERT [24].)

2. Wenn B/P einfach ist, so wird B, ein einfacher Ring, also Bp= A}
Matrizesring vom Grade ¢ in einem Schiefkérper A’. Ist » der Grad
der irreduziblen Darstellung von 8 in A, so gilt

(B:P) =rt. (2)

Denn B, ist selbst ein Darstellungsmodul vom Rang (B : P), der nach
Satz 2 in ¢ einfache Moduln (Linksideale) zerfillt, von denen jedes den
Rang 7 hat.

Ist A selbst (Divisions-) Algebra, so tritt zu (2) noch eine andere
Beziehung fiir den Rang von A’:

(A":P)t= (A:P)r. (3)

(A": P)¢ ist der Rang eines einfachen Linksideals von 8, in Beziehung
auf P. Der ist aber auch das 7-fache des P-Ranges von A, da r der
A-Rang eines einfachen Linksideals von 8, ist.

3. Wir gehen an die Untersuchung der Teilalgebren einer einfachen
Algebra. A sei ein Schiefkorper mit dem Zentrum P, A* der zu A rezi-
prok isomorphe Schiefkérper. Gibt es zu der einfachen Algebra B/P
eine isomorphe Teilalgebra des Matrizesringes A;, so hat B eine rezi-
proke Darstellung ften Grades in A* und umgekehrt. Wir sagen dem-
entsprechend:

B ist srreduzibel brw. reduzibel einbettbar in A;, wenn B eine irre-
duzible (veduzible) Darstellung f-ten Grades in A* hat.

Nach Satz 2 gibt es genau eine Zahl 7, so daBl 8 irreduzibel in A,
einbettbar ist; reduzibel ist ¥ einbettbar in allen A,,, s >1. Wir
sagen, B ist s-fach einbettbar in A,,.

Satz 3. Sind B,/P und B,/P zwei einfache Teilalgebren von A,, die
so isomorph aufeinander abgebildet werden kinnen, daf P elementweise
fest blesbt, so gibt es einen inneren Automorphismus x — f~oaf von A,
der diesen Isomorphismus B, 2 B, umfaft. (NOETHER [4], SKOLEM [1].)

Beweis. 8B; und B, ergeben bei der reziprok isomorphen Abbildung
von A, auf A¥ zwei reziproke Darstellungen gleichen Grades einer
Algebra B in A*; diese sind nach Satz 2 dquivalent, gehen also durch
Transformation &« — 8-« f auseinander hervor.

Satz 4. U sei esn einfacher Ring, also Matrizesring in einem Schief-
korper A, dessen Zentrum P sei, A = A BIP sei eine in W enthaltene
emnfache Algebra. Die Gesamtheit € der mit B elementweise vertausch-
baren Elemente von W ist wieder ein einfacher Ring, also Matrizesring



49] § 4. Einfache Algebren. 43

in einem Schiefkorper I', € = I',. I' ist reziprok isomorph zu dem
Schiefkorper I'*, in dem Bps Matrizesring ist: Bp« = I'¥. Die Ein-
bettung von B in N = A; ist s-fach. Der Durchschwitt B € st das
Zentrum von B. (NOETHER [4].)

Beweis. Die letzte Behauptung iiber 8 € folgt aus der Defini-
tion von € unmittelbar.

Die Voraussetzung iiber 8 besagt, daB eine reziproke Darstellung
f-ten Grades von ¥ in A* vorhanden ist,

M= A*x, + -+ + A*z,

sei Darstellungsmodul fiir diese Darstellung. Zur Abkiirzung sei die
Spalte der x; mit ¢ bezeichnet. Fiir ein Element b von B ist die durch

definierte Matrix in A* das Bild von b bei einer reziprok isomorphen
Abbildung von % = A; auf AF. Einem Element ¢ von € mag bei der
gleichen Abbildung die Matrix C entsprechen.
Die mit BC = CB gleichbedeutende Beziehung bc = cb hat zur
Folge, daB
b-Cr=B-Cg “)

gilt: - Cgr = C- br nach der Vertauschungsregel III, §1 (4) fiir .
C-by=CB.-gr=BC-t= B-Cg. Das gilt auch umgekehrt. Ist fir
eine Matrix C die Gleichung (4) mit jedem b < B richtig, so wird BC
= CB. Die Elemente von € sind also durch (4) gekennzeichnet.

(4) bedeutet aber, daB die durch den Ubergang von g zu Cg ge-
gebene A*-operatorisomorphe Abbildung von IR auf einen Teilmodul
auch fir die B-Elemente als Operatoren operatortreu ist. Fassen wir
also M gemiB Satz 1 als B«-Modul auf, so ist durch ¢ - Cz ein Ope-
ratorautomorphismus von It als B-Modul gegeben. Ist Bp. = I'F, so
wird nach II, § 9, Satz 4, der Ring der C zu I'* isomorph, falls I
Summe von s einfachen Moduln ist. € wird daher zu I'} reziprok iso-
morph. Damit ist der Beweis beendet.

Dem Satz 4 sei noch eine Bemerkung hinzugefiigt:

Da sich ¥ s-fach in ¥ = A, einbetten 1aBt, so ist / durch s teilbar
und B ist irreduzibel einbettbar in Ay,. Der Beweis von Satz 4 zeigt,
daB3 der mit B in Ay, elementweise vertauschbare Teilring von 'Ag,
zu I' isomorph ist.

4. Bislang war von beliebigen einfachen Ringen % = A, die Rede,
jetzt betrachten wir einfache Algebren A. -

Satz 3 behilt seine Bedeutung. Er kann aber auch auf die Auto-
morphismen von 9 selbst angewendet werden und ergibt:

Satz 5. Die P elementweise festlassenden Automorphismen einer ein-
fachen Algebra iiber P sind innere Awutomorphismen. (NOETHER [4],
SkoLEM [1], BRAUER [5].)
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Satz 4 kann verscharft werden: € wird auch eine einfache Algebra,
die Beziehung zwischen B und € erweist sich als symmetrisch, und es
gelten gewisse Rangrelationen:

Satz 6. AP ser eine einfache Algebra. Die einfachen Teilalgebren
von U zerfallen in Paare B, € derart, daf € aus der Gesamthest dey mit B
elementweise vertauschbaren Elemenie wvon W besteht und wmgekehrt.
B und © haben das gemeinsame Zentrum BnC. Es wird (A:P)
= (B:P)(@:P). (ALBERT [22], NOETHER [4], BRAUER [5].)

Beweis. Essei A = A;, A Divisionsalgebra. Die Einbettung von %
in U sei s-fach, also f = s, wenn 7 der Grad der irreduziblen Darstel-
lung von B in A* ist. Es wird dann nach Satz 4 € = I',, wenn Ba-
= I'¥. Nach (3) gilt

(I™:P)tr = (A: P)r2.
Nach (2) ist ¢t = (B:P), also
(I™*:P)(B:P)s2 =(A:P)res2.
Da ([™*:P)s2= (€:P), rs = f ist, so folgt
@:P)(B:P) = (A:P).

Aus dieser Rangrelation folgt, daB der Ring der mit € element-
weise vertauschbaren Gré8en von U, der B umfaBt, nicht gréBer als B,
also gleich B ist.

B ist irreduzibel in A, einbettbar und in A, elementweise ver-
tauschbar mit einer zu I" isomorphen Teilalgebra I". Sei 8 =B,
B Divisionsalgebra. Die umgekehrte Anwendung von Satz 4 zeigt,
daB I'" g-fach in Ay, also irreduzibel in Ay, einbettbar ist, der mit I
elementweise vertauschbare Teilring von Ay, ist mit B isomorph. Daher

Satz 7. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 6 ist f teil-
bar durch das Produkt der Matrizesgrade q und s von B = B,, € = I,.
Die Divisionsalgebren B, I' werden einem Paar von elementweise ver-
tauschbaren Teilringen von Ag,, isomorph. (NOETHER [4].)

Satz 8. Die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 6. Das inner-
halb U gebildete Produkt von B und € ist divekt, wenn das gemeinsame
Zentrum B NE von B und € als Grundkirper genommen wird. B X €
ist der mit BNC elementweise vertauschbare Teilring von W, also die
grofte Teslalgebra von N mit dem Zentrum BN €. (BRAUER [6].)

Beweis. Das direkte Produkt von 8 und € iiber "¢ kann, da
B mit € elementweise vertauschbar ist, ringhomomorph auf das in U
gebildete Produkt abgebildet werden. Da aber das direkte Produkt
von B und € einfach ist (§2, Satz 5), so ist die Abbildung ein Iso-
morphismus. Es gilt daher die Rangrelation

(BE:P)/(BNE:P)=(BE:BNE)=(B:BNE)E:BnC)
=(B:P)@:P)/(BNE:P)2=(A:P)/(BNE:P)2,
(BC:PY(BNE:P)=(A:P).
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Nach Satz 6 sind also B€ und B N € ein Paar elementweise vertausch-
barer Teilringe von 9.

5. Eine Folgerung aus Satz 8 ist

Satz 9. Ist BIP eine einfache normale Teilalgebra der einfachen
normalen Algebra U[P, so ist W das divekte Produkt von B mit einer
anderen einfachen normalen Teilalgebra €[P von %. (WEDDERBURN [1],
ALBERT [19]).

Wir nennen eine einfache normale Algebra A/P primdr, wenn sie
keine echte normale einfache Teilalgebra enthilt. Eine primire Algebra
ist notwendigerweise eine Divisionsalgebra oder eine volle Matrizes-
algebra P, vom Primzahlgrad p.

Aus Satz 9 ergibt sich

Satz 10. Jede Algebra ist direkies Produkt von primdren Teilalgebren.
(BRAUER (8], [6], ALBERT [19].)

Spiter wird sich ergeben, daB der Rang einer primiren Algebra
iiber ihrem Zentrum stets eine Primzahlpotenz ist (V, § 3).

6. Zwei einfache Algebren % und U’ iber dem Korper P heiBen
dhnlich, in Zeichen A ~ A’, wenn sie Matrizesringe in der gleichen Divi-
sionsalgebra sind: A =A,, A" = A, . Alle einfachen Algebren iiber P
zerfallen in Klassen von paarweise dhnlichen Algebren; jede Klasse ge-
hért zu einer Divisionsalgebra. Wir schreiben {2} fiir die Klasse, der
angehort. Aus Ao W', BB’ folgt AX B~ A' xB'. Denn es ist

A, X By=AXB X P, x Pys=AXBXxP,, = (A X B),,.

Nach § 2, Satz 4, 5, ist das direkte Produkt von zwei einfachen
normalen Algebren iiber P wieder einfach und normal {iber P. Wir
kénnen das Produkt zweier Klassen {U}, {8} von iiber P normalen ein-
fachen Algebren erkliren als die Klasse, der die Produkte % x 9B an-
gehoren. Die Produktbildung fiihrt nicht aus dem Bereich der nor-
malen Klassen heraus, sie ist assoziativ und kommutativ. Dariiber
hinaus gilt aber

Satz 11. Die Klassen einfacher normaler Algebren iiber P bilden
eine Gruppe. (BRAUER [3], ALBERT [17], [19], NOETHER [4].)

Beweis. Gruppeneins ist die Klasse {P}. Ist %* die zu U invers
isomorphe Algebra, so ist A X A* o 1.. Dies folgt aus Satz 4, wenn
die Einbettung von % in % = A, selbst vorgenommen wird. Es wird
€ =P, somit A X A* = P,. Indessen ist Satz 4 zum Beweis nicht
noétig, einfacher, wenn auch nicht grundsitzlich verschieden, ist fol-
gende SchluBweise: A hat eine reziproke Darstellung ersten Grades
in A*. Fir den Rang der in A X A* enthaltenen Divisionsalgebra A’
ergibt sich, nach (3), (A":P) = (A*:P)z/{=1, denn es ist r=1, und,
nach (2), ¢t = (A*:P)/r = (A*:P).

Allgemeine Sitze iiber die Gruppe der Algebrenklassen in V, § 3.
Dort wird insbesondere gezeigt, daB alle Elemente der Algebrenklassen-
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gruppe endliche Ordnung haben. In besonderen Fillen werden wir die
Algebrenklassengruppe vollstindig aufstellen (fiir Galoisfelder, reell ab-
geschlossene Korper, p-adische Zahlkérper, Zahlkorper). Sie steht in
tiefem Zusammenhang mit den algebraischen und arithmetischen
Eigenschaften von P.

7. Zerfillungskorper einfacher normaler Algebren.

Satz 12. Ist A|P eine einfache normale Algebra, Z ein Erweiterungs-
korper von P, so ist auch Uz eine einfache normale Algebra iiber Z. (AL-
BERT [19], NOETHER [4].)

Beweis folgt aus § 2, Satz 5.

Alle Algebren 9 einer Klasse {2} von P gehen demnach bei Er-
weiterung von P iiber in Algebren 9 einer Klasse {2} von Z; diese
heiBt die Erwesterungsklasse von {U}.

Satz 13. Ist Z eine endliche Evweiterung von P, so ergibt sich die
zur Klasse {3} gehdrige Divisionsalgebra A|Z aus der zu {N} gehirigen
Divisionsalgebra A folgendermafen: 7 sei irreduzibel einbettbar in A,.
Dann ist A isomorph zu dem mit Z elementweise vertauschbaren Teilying
von A,. (ALBERT [24], BRAUER [5], NOETHER [4].)

Das folgt aus Satz 4.

Ein Erweiterungskérper Z/P heiBt Zerfallungskorper der Klasse {2}
oder auch der einzelnen Algebra 9, wenn {3} die Einsklasse ist, d. h.
wenn alle Algebren U, volle Matrizesringe iiber Z sind oder, wie wir
auch mitunter sagen werden, wenn die U vollstindig zerfallen.

Die Existenz von Zerfillungskorpern endlichen Grades wird sich
sogleich ergeben. Vgl. auch BRAUER-NOETHER [1].

Aus Satz 13 folgt

Satz 14. Die endliche Erweiterung Z|P ist danwn und nur dann Zer-
fallungskirper der Klasse {0}, wenn, unter A die zu U gehdrige Divisions-
algebra verstanden, die irreduzible Einbettung von Z in A, einen maxi-
malen Teilkirper von A, gibt. (ALBERT [19], NOETHER [4], BRAUER.)

Beweis. Ist Z Zerfallungskérper, so ist {7} =1, Uz gehért zur
Divisionsalgebra 4 = Z, Satz 4, auf ¥ = Z angewendet, ergibt also,
daBl Z maximaler Teilkoérper von A,, wenn die Einbettung von Z in A,
irreduzibel ist. Ist umgekehrt Z maximaler Teilkérper von A,, so wird
A =1Z, da Adjunktion eines einzigen Elementes von A zu Z eine
kommutative Erweiterung von Z ergibt.

Wir bemerken noch, daBl ein maximaler Teilkirper von A,, der
irreduzibel in A, eingebettet ist, zugleich maximaler Teilring ist. Das
folgt aus Satz 4, der elementweise mit Z vertauschbare Teilring von A,
ist Divisionsalgebra.

Die Existenz von Zerfillungskérpern endlichen Grades ist jetzt
leicht einzusehen: Ein maximaler Teilk6érper der zu U gehorigen Divi-
sionsalgebra A ist irreduzibel in A eingebettet, muf} also Zerfillungs-
korper sein.
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Satz 15. Ist AP eine einfache normale Algebra, so ist (U: P) eine
Quadratzahl. (WEDDERBURN [1].)

Beweis. Ist Z Zerfillungskérper von U, so wird U, voller Matrizes-
ring iiber Z, (Az:Z) = (A: P) ist also eine Quadratzahl.

Wesentlich sagt Satz 15 etwas aus fiir Divisionsalgebren. Ist m?2
der Rang der Divisionsalgebra, die in % enthalten ist, so heit m der
Index von U oder auch der ganzen Klasse {2}. (U:P) ist durch das
Quadrat des Index m teilbar.

Einen anderen Beweis von Satz 15 erhalten wir aus Satz 6: Ist Z
maximaler Teilkérper der Divisionsalgebra A, so wird nach Satz 6
(Z:P)2= (A:P). Damit ist zugleich gezeigt:

Satz 16. Der Grad eines maximalen TeilkOrpers eimer normalen
Divisionsalgebra ist gleich thvem Index. (DICKsoN [6], [10].)

Allgemeiner gilt

Satz 17. Ist der Zerfillungskorper Z von {U} irreduzibel einbettbar
i A,, so wird (Z:P) = mr, m ist der Index von A. (NOETHER [4], AL-
BERT [19].)

Wir konnen die gleiche Betrachtung anwenden auf irgendeine end-
liche Erweiterung /1 von P. Bedeutet A die Divisionsalgebra der Klasse
{9}, 4 die der Erweiterungsklasse {9}, so ergibt sich

(A:P2(A4:P) = (A,:P) = (A:P)r2,
falls A irreduzibel in A, einbettbar ist, der Index m’ von {2} ist also
m' = mr/(A:P),
wenn 7 der Index von {%} und » der Grad der irreduziblen Einbettung
von A in A ist. (ALBERT [19], NOETHER [4].)

Satz 18. Jede Klasse {¥} hat separable Zerfillungskirper, sogar
solche, die maximale Teilkorper der zu {U} gehorigen Divisionsalgebra
sind. (KOTHE [4], NOETHER [4], ALBERT [32].)

Beweis. £2 sei eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von P.
Da nach §2,3 Ag halbeinfach ist, so ist die Diskriminante von A/P
nicht gleich Null (III, § 5, Satz 3). Daraus folgt, daB es in A Elemente d
mit von Null verschiedener Spur gibt, die nicht im Grundkérper P
liegen [fiir eine Basis #,, ..., #, von A/P kénnen nicht alle Produkte
wuy, . .., w;u, in P liegen, aber auch nicht alle Spuren S(w;u,) = 0
sein]. Ist aber die Spur von 4 nicht gleich Null, so ist 4 ein separables
Element. Hat A den Index m, so ist der Index von Apg gleich
my = m/(P (d) : P). Dieses Verfahren ergibt nach endlich vielen Schrit-
ten eine separable Erweiterung Z =P (d, d;,...) von P mit Ay 1,
w.z. b.w.

ALBERT [32] beweist, daB fiir ein vollkommenes P mit Charakte-
ristik == 0 der Index einer Algebra /P nicht durch p teilbar ist. Bei
unvollkommenem P der Charakteristik p gibt es dagegen Algebren /P
mit durch p teilbarem Index. (KOTHE [4]).
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8. Die vorangegangenen Sitze haben uns, wie die galoissche Theorie
im kommutativen, eine Ubersicht iiber die Teilkérper und Teilalgebren
einer einfachen Algebra, insbesondere einer Divisionsalgebra gebracht.
Die Analogie kann noch weiter getrieben werden: es gibt ein gewisses
Aquivalent des Hauptsatzes der galoisschen Theorie:

Die Automorphismengruppe einer einfachen Algebra % in Beziehung
auf ihr Zentrum haben wir schon als die Gruppe der inneren Auto-
morphismen erkannt. Wir wollen die Automorphismengruppe & von
A/P die galoissche Gruppe von /P nennen. Bezeichnet "' die Gruppe
der Nichtnullteiler einer Algebra A, so ist also ®& = A"'/P". Jeder
Untergruppe $ von & entspricht eine Untergruppe H von A",
$ = H/P”. Eine Untergruppe  von & soll abgeschlossen heilen,
wenn das zugehérige H die Gruppe der Nichtnullteiler einer einfachen
Teilalgebra % von U ist, H = B". )

Es 148t sich nun leicht zeigen, daB eine einfache Algebra B/P
durch B’ erzeugt wird, d. h. daB %"’ nicht schon in einer echten Teil-
algebra von B enthalten ist (fiir Divisionsalgebren B ist es selbstver-
standlich). Beachten wir dies, so folgt aus Satz 6

Satz 19. Die einfachen Teilalgebren BIP einer einfachen normalen
Algebra [P entsprechen den abgeschlossenen Untergruppen © der galois-
schen Gruppe & von WP eineindeutig, so daf O die volle Gruppe aller B
elementweise festlassenden Automorphismen von WP und umgekehrt B
der Ring aller Elemente von U ist, die bei allen in O enthaltenen Auto-
morphismen von W|P fest blesben. (NOETHER [4], SHODA [1], BRAUER [5].)

Uber Divisionsalgebren unendlichen Ranges: K6THE [3].

§ 5. Abspaltungskorper und Zerfdllungskorper bei beliebigen
Algebren. (NOETHER [4], VAN DER WAERDEN [4].)

Der Begriffsname Zerfallungskérper erschien zweimal: bei alge-
braischen Erweiterungskérpern Z/P und bei einfachen normalen Alge-
bren. Beide Begriffe sind nur besondere Fille eines allgemeineren Be-
griffes:

Eine Erweiterung Z des Grundkorpers P einer Algebra /P heiBt
ein Zerfillungskorper von U, wenn alle in Z irreduziblen Darstellungen
von U schon absolut irreduzibel sind.

Im Falle eines Korpers U ist das wortlich die Definition in § 3,
aber auch fiir eine einfache normale Algebra ergibt die gegenwirtige
Definition das gleiche wie in § 4. In der Tat ist die einzige absolut
irreduzible Darstellung einer einfachen normalen Algebra % f>-ten Ranges
vom Grade f, und ein Zerfallungskorper wurde gerade definiert als ein
Korper Z, fiir den %; Summe von f einfachen Linksidealen wird. Wir
erkennen zugleich, daB es fiir einfache normale Algebren nicht nétig
ist, Abspaltungskirper gesondert einzufithren wie in § 3; es gibt ja nur
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eine absolut irreduzible Darstellung. Jetzt aber definieren wir all-
gemein:

Z ist ein Abspaltungskirper der Algebra /P, wenn mindestens eine
der in Z irreduziblen Darstellungen von U absolut irreduzibel ist.

Aus den Ergebnissen der letzten Paragraphen schlieft man leicht:

Ist A/P eine einfache Algebra mit dem Zentrum 3, so sind die Ab-
spaltungskdrper von % gegeben durch die maximalen Teilkérper der zu 2
dhnlichen Algebren. Ein Zerfillungskorper ist Kompositum eines Ab-
spaltungskérpers mit einem Zerfallungskorper von 3, also mit einem
Korper, der einen zu dem Normalkorper von 3 isomorphen Teilkorper
enthalt.

Wir kénnen auch von Zerfillungs- und Abspaltungskorpern einer
einzelnen irreduziblen Darstellung von 9 in P sprechen, darunter soll
einfach ein Zerfillungs- bzw. Abspaltungskérper des einfachen Bestand-
teils des Restklassenringes von 2 nach seinem Radikal verstanden
werden, zu dem die irreduzible Darstellung gehort.

Wihrend fiir Korper ein Abspaltungskérper (Zerfillungskorper)
immer einen Abspaltungs-(Zerfillungs-) Kérper vom kleinstméglichen
Grad enthdlt (ndmlich einen zu dem gegebenen Korper bzw. dessen
Normalkorper isomorphen Korper), so ist das fiir nichtkommutative
Algebren nicht der Fall (BRAUER-NOETHER [1] geben fiir den rationalen
Quaternionenkdrper minimale Zerfallungskérper vom Grade 2" bei be-
liebigem # an).

§ 6. Divisionsalgebren iiber Galoisfeldern und reell
abgeschlossenen Korpern.

Wir wenden die allgemeinen Sitze in § 4 auf zwei besondere Fille
als Beispiele an:

Satz 1. Jeder Schiefkirper mit endlich vielen Elementen ist kommu-
tativ, ist also ein Galoisfeld. (ARTIN [1], DicksoN [10], WEDDERBURN [6],
Witt [1], vAN DER WAERDEN [2].) _

Beweis. Ein endlicher Schiefkdrper A ist eine normale Divisions-
algebra iiber einem Galoisfeld P. Alle maximalen Teilkérper von A
sind isomorph (weil es nur einen Typ von Galoisfeldern gegebener Ele-
mentezahl gibt). Nach §4, Satz 3, gehen sie alle aus einem durch
Transformation hervor. Die Gruppe & der von Null verschiedenen
Elemente von A ist also die Vereinigungsmenge der Konjugierten einer
Asrrschen Untergruppe (der multiplikativen Gruppe eines maximalen
Teilkorpers). Ware A nicht kommutativ, so wiare & die Vereinigung der
Konjugierten einer echten Untergruppe $. Das ist aber bei einer end-
lichen Gruppe unmoéglich. Denn da zwei Elemente a und %4a einer
Restklasse $a die gleiche konjugierte Gruppe a~ A 'Hha = a 19Ha
ergeben, so ist die Anzahl der verschiedenen a~!$a héchstens gleich

_dem Index von §, die Anzahl der Elemente in der Vereinigung der

Ergebnisse der Mathematik, IV/1. Deuring. 4 -
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a~1$a also nur dann gleich der Ordnung von &, wenn wirklich (& : §)
verschiedene a~1$a vorhanden sind und diese kein Element gemein-
sam haben. Sie haben aber alle die Eins gemeinsam.

Eine andere Beweismoglichkeit fiir Satz 1 in V, § 5.

Satz 2. P sei der Korper der veellen Zahlen oder auch nur ein reell
abgeschlossener Korper. Die einzige normale Divisionsalgebra AP ist die

Quaternionenalgebra A—P1-4+PitPjtP-k

mit der Multiplikationstafel
==k = —1,
if=—ji=~Fk, jh=—kj=1i, Ri=—th=7.

Beweis. Da P(}/jf) die einzige echte algebraische Erweiterung
von P ist, so ist ein maximaler Teilkérper P (7), 2 = —1 von A vor-
handen, und der Index von A ist 2. Nach §4, Satz 3, gibt es ein §, 4 0
in A mit j;'4jy = —¢. Da j, nicht in P (¢) liegen kann, so wird A von 7
und 7, erzeugt, denn zwischen P () und A kann keine Algebra liegen
(P@)/P =2, AJP =4). Wegen j;%j; = ¢ liegt also jo im Zentrum
und muB ein negatives Element —«&?2 sein, weil j; nicht in P liegt.
Setzen wir joac”! = § und ¢j = &, so wird, wie leicht nachzurechnen,
1,1%,7, k eine Basis von A/P mit dem angegebenen Multiplikations-
schema. (Vgl. auch HazrLeTT [2].)

§ 7. Rangpolynome, Hauptpolynome, Spuren und Normen
bei einfachen Algebren.

1. Die in I, §1, 4, eingefilhrten Begriffe charakteristisches Poly-
nom, Minimalpolynom, Rangpolynom und Hauptpolynom wollen wir
fiir einfache Algebren naher untersuchen. Eine sinngemifBe Ausdehnung
der Ergebnisse auf halbeinfache Algebren ist leicht.

A/P sei einfach, Z sei das Zentrum von %, (Z:P) = m, (A: Z) = »?,
der Index von U sei %, so daB die in ¥ enthaltene Divisionsalgebra A
den Rang #] iiber Z hat. Wir wollen uns auf den Fall beschrinken,
daB das Zentrum Z separabel iiber P ist.

Satz 1. Das Rangpolynom F (x; &, ..., &, .2) von AP ist irvedu-
zibel und (in x) vom Grad mn.

Beweis. Da nach Satz5 in § 4 eine kommutative Teilalgebra
von U hoéchstens den Rang nm iiber P hat, das allgemeine Element y
aber eine kommutative Teilalgebra von p(, . . &, erzeugt, so hat F¥
hochstens den Grad nm. Andererseits hat Up(s, . ¢, separable Teil-
kérper vom Grade nm iiber P. Denn ist 2, ein separabler maximaler
Teilkérper von A, 4 eine Nullstelle des in 2y (&, . . ., &,,,) irreduziblen

n n

Polynoms xme + & x 7 R En,s0ist 2g(&y, ..., &y, 4) = Leinnach

o
§4 in Wpg, . y einbettbarer separabler Kérper. Da das Minimal-

z 9
ey SRTM
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polynom eines primitiven Elementes ¢ von 2" den Grad nm hat, so
muB das Rangpolynom mindestens diesen Grad haben, weil es durch
Spezialisierung in das Minimalpolynom von g iibergeht. Da auBerdem
das Minimalpolynom von g irreduzibel ist, so gilt gleiches fiir das Rang-
polynom.

Wir haben zugleich erkannt, daBB das Hauptpolynom eines Elementes
von U den Grad nm hat.

Satz 2. Fiir eine einfache Algebra N vom Range n® iiber threm Zen-
trum ist das chavakteristische Polynom eines Elementes die n-te Potenz
des Hauptpolynoms.

Beweis. Dies gilt fiir das allgemeine Element, weil dessen Haupt-
polynom, das Rangpolynom, irreduzibel ist. Durch Spezialisieren ergibt
sich die Behauptung fiir beliebige Elemente von .

2. Satz 3. Ist W einfach und normal diber P, so ist die galoissche
Gruppe des Rangpolynoms von W die volle symmetrische Gruppe. (AL-
BERT [3].)

Beweis. Z/P sei ein Zerfdllungskérper endlichen Grades von 2.
Das Rangpolynom F(x; &) von /P ist gemiB seiner Definition auch
Rangpolynom von z/Z. Da 9, voller Matrizesring vom Grade # iiber Z
ist, so ist jede Erweiterung nten Grades von Z (&, ..., &) in Uz (s, .. s
einbettbar. Insbesondere gilt das fiir den Korper Z (&, . . ., &2, ), wo ¢
eine Nullstelle des Polynoms %" + & 4"~ ! ... 4 &, ist. Da { durch
Spezialisierung aus dem allgemeinen Element y hervorgeht, so ist die
galoissche Gruppe des zu { gehérigen Polynoms eine Untergruppe der
galoisschen Gruppe des Rangpolynoms. Das Polynom mit der Null-
stelle £ hat aber unabhingige Unbestimmte {iber Z als Koeffizienten,
hat also die volle symmetrische Gruppe als Galoisgruppe; das gleiche
gilt daher auch fiir das Rangpolynom, w. z. b. w.

Eine Folgerung aus Satz 3 ist:

Satz 4. Gilt fir Polynome in P der HILBERTsche Irreduzibilitits-
satz, d. h. lassen sich in jedem tvreduziblen Polynom f(x; &, ..., §,) von
unabhingigen Unbestimmten x,&,, .. ., &, die & so durch P-Elemente ;
ersetzen, daf f(x, &, ..., &) trreduzibel bleibt, so enthilt jede normale
einfache Algebra vom Index n iiber -P affektlose Korper n-ten Grades
(solche mit dev symmetrischen Gruppe als Galoisgruppe). (ALBERT [3].)

Die endlichen algebraischen Zahlkorper fallen unter die in Satz 4
genannten Koérper, Algebren iiber endlichen Zahlkorpern enthalten also
affektlose Koérper vom Hochstgrad (vgl. hierzu VII, § 5, Satz 2).

8. a - A sei eine Darstellung der einfachen Algebra /P mit sepa-
rablem Zentrum Z, welche jede absolut irreduzible Darstellung genau
einmal enthélt. Da U, fiir einen Zerfillungskorper A von U gleich der
direkten Summe von m = (Z:P) vollen Matrizesringen vom Range
#n? = (A : Z) iiber A ist, so gibt es m absolut irreduzible Darstellungs-
klassen, alle vom Grad . a - A hat also den Grad mn.

4*
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Die Spur Sa von A, also die Hauptspur im Sinne von III, § 4,
heiBt die Spur von a schlechthin; soll zum Ausdruck gebracht werden,
daB die Spur von « als Element der Algebra ¥ iiber dem Grundkorper P
gemeint ist, so schreiben wir ausfiihrlicher Sy, pa.

Entsprechend heiBt |A4| = Na = Ny, pa die Norm von a schlecht-
hin. Da das n-fache von Sa die mittels der Hauptdarstellung von A
gebildete Spur von a ist, so zeigt sich, dal Sa rational ist, d. h. im
Grundkorper P liegt — vorausgesetzt, daBl # kein Vielfaches der Cha-
rakteristik von P ist. Von dieser Einschrankung uns frei machen und
Entsprechendes auch fiir die Norm beweisen, kénnen wir mittels

Satz 5. Das Hauptpolynom von a ist das charakteristische Polynom
der Matrix A.

Beweis. Die Matrix 4, #-mal diagonal aneinandergereiht, ergibt
die Matrix der reguliren Hauptdarstellung (in transformierter irratio-
naler Gestalt). Daher ist die nte Potenz des charakteristischen Poly-
noms von A das charakteristische Polynom von @, nach Satz 4 wird
mithin das charakteristische Polynom von 4 das Hauptpolynom von a.

Satz 6. Ist f(x) = """ — aa™" ' 4 ... 4 (—=1)"" B das Haupt-
polynom von a, so ist «x = Sy, pa, f = Ny, pa.

V. Faktorensysteme.

§ 1. Faktorensysteme und Transformationsgrofen.

1. Die normale einfache Algebra % vom Range #? iiber P habe
einen galoisschen maximalen Teilkérper & Durch # in Beziehung
auf ® linear unabhingige GroBen u,, .. ., #, 1iBt sich jedes Element a
von U eindeutig in der Gestalt

a="hrou +---+k,u,

mit Kogfﬁzienten k aus vft‘ ausdriicken, und die Struktur von U ist
bekannt, wenn die Vertauschungsregeln

wk=2c,;(k)u;, k aus &, c¢;;(k) aus &,
J
und die Multiplikationsregeln
wym; = 2 d; dg;; aus &
bekannt sind. !
Satz 3 in VI, § 4, legt nahe, als », Elemente #g in Ansatz zu bringen,

welche die # Automorphismen S von §/P erzeugen: ug'kug = k5 fiir %
aus ®. Dann nehmen nidmlich die Vertauschungsregeln die einfache

Form kug = ugh®
an, und die Multiplikationsregeln werden eingliedrig

Ugthy = Ugpg p, ag p aus §.
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Das folgt daraus, daB ughugu, als mit jedem Element von § ver-
tauschbares Element von % zu ® gehéren mufB3 (VI, §4, Bemerkung
nach Satz 14). Beweisen wir also noch, daBl solche # GroBen #g in Be-
ziehung auf & linear unabhingig sind, so ist gezeigt:

Satz 1. Eine normale einfache Algebra [P vom Range w® mit dem
galoisschen maximalen Teilkorper R enthili n den Automorphismen S
von [P zugeordnete Elemente ug, durch die jedes Element a von W linear
wmit Koeffizienten aus { ausgedriickt werden kann, und die die Relationen

ug'kug = kS, fiir jedes k aus & (1)

gty = Ugpdg 1, agp aus & (2)
erfiillen.

Die lineare Unabhingigkeit der #g oder, was das gleiche bedeutet,
die Gleichung (Sug,, ..., Sug,) = U ergibt sich nach L. SCHWARz
folgendermafBen:

Rug ist K-Linksmodul, nach (1) aber auch &-Rechtsmodul, also
Darstellungsmodul von & in §; und nach (1) ist die durch ihn erzeugte
Darstellung gerade k—£°. Die Summe MM = (Rug,, ..., Nug,) ist
infolgedessen ein Darstellungsmodul von & in &, und die von I er-
zeugte Darstellung ist vom Grade #, weil sie die # infiquivalenten
Darstellungen % — &% enthilt. Daher ist 9% vom Range % iiber &,
w. z. b. w. Wir kénnen ¥ = Ru;"+ --- + Ru, schreiben.

2. Die einfache Form der Relationen (1) und (2) legt es nahe, zu
einem gegebenen galoisschen Korper &/P vom Grade # einen Ring %
zu konstruieren durch Einfiilhrung von # den Automorphismen S von
R®/P zugeordneten Symbolen #g und von Relationen

— oy BS
kug = ugk>,
Uglhy = gyl 7, agp+ 0 aus &,

die zusammen mit dem distributiven Gesetz fiir die Elemente des
Linearformenmoduls ¢ _ o g, + - + Rug,

eine Multiplikation stiften. Es ist unmittelbar einleuchtend, daB % auf
diese Weise zu einer Algebra iiber P wird, falls die GroBen ag , die

Relationen R
s priy, r = Qs RAS, T (3)

erfiillen, die sich aus den Assoziativbedingungen

g (Uptp) = (ugthy)tip
durch Ausmultiplizieren auf beiden Seiten ergeben. Ein System von
n? Elementen ag 5, < 0 aus &, die den Relationen (3) geniigen, heiBit ein
Faktorensystem zu dem galoisschen Korper S/P.
Diese Betrachtungen erhalten ihre Bedeutung durch den
Satz 2. agy ser ein Faktorensystem zu dem galoisschen Korper
n-ten Grades ®|P. Die mittels n Svmbolen ug und der Relationen (1), (2)
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definierte Algebra W = Qug + - - - + Kug, ist einfach und normal diber P.
U heift das verschrinkte Produkt von ® mit seiner galoisschen Gruppe ®
zum Faktorvensystem ag p und wird mit W = (a, &) bezeichnet.
Beweis. 1. % hat eine Eins, nimlich 1=ag guz: Es ist nach (1), (2)
ag, gug D hsug =2, az 5 a, .sl'ks Ug
und o 5
;ks“s “ag piy zgksaif;“g,—ﬁ“s-

Es ist aber aﬁj’ = 4z s, wie aus (3) durch Ersetzen von S durch E,
von T durch E und von R durch S folgt; ferner ay 5= ag 5, das ergibt
sich aus (3), indem man 7 und R durch E ersetzt.

Die Elemente 1 - 2, & aus &, identifizieren wir mit den %, dadurch
wird &, wie in I, §1, ein Teilkérper von ¥, und zwar wird  =1- &
= ag' guy® = ug®. Ebenso identifizieren wir ug-1 mit ug.

Jedes ug hat ein Inverses:

Us - Ug-1ag ga5 g1 = Ugag g =1,
also 4
Ug =Ug-1ap gdg,s-1-

2. Jedes mit jedem Element von & vertauschbare Element w von U

gehort zu R: sei w =2 cqug, cg < &; es wird

s
2 2Cgug = cgthsz =2 0525 g,
5 5 S

also g
2cg = 25" "¢y

fiir jedes cg und alle z. Das ist aber im Falle S &= E nur fiir ¢g =0
moglich, weil es fiir S = E ein z mit 25 &= z gibt. Daher ist w = czuy
c fug = K.

3. Das Zentrum von ¥ ist P: ein Element z des Zentrums muB
nach 2. zu & gehoren, da es aber auch mit allen #g vertauschbar ist, so
wird 25 = ug'zug = z fiir alle S, also liegt z in P.

4. Die Behauptung, daB U einfach ist, beweisen wir in der all-
gemeineren Form:

Jede K wumfassende Teilalgebra B von W ist einfach und hat die

Gestalt B =up®+ -+ up R,

wo die T; eine Untergruppe H von & bilden.

a=F O sei ein zweiseitiges Ideal von B. a ist wegen RSB ein
f-Rechts- und Linksmodul, also ein Darstellungsmodul von & in &.
A ist als R-Doppelmodul vollstindig reduzibel: die #g® sind wegen (2)
(einfache) ®-Doppelmoduln. Daher ist der Teilmodul a auch vollstandig

reduzibel a=v8+---+71,8

die einfachen ®-Doppelmoduln sind nidmlich als §-Rechtsmoduln vom
Range 1, da die irreduziblen Darstellungen des kommutativen Korpers &
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den Grad 1 haben. Die durch ein v gegebene Darstellung 2 — %', kv = v&’,
ist eine der # Darstellungen % — &%, also kv = vkS. Daraus folgt aber,
daB ug'v mit allen Elementen von § vertauschbar ist, so daB v = ugcg,
¢g + 0 aus R, gilt. Daher ist

a=up R+ -+ uph
mit gewissen der ug, insbesondere

3

B =wp &+ -+ oouy, K.

Die T, bilden eine Gruppe, denn #qp, g, = thp, g4z, ¢, kommt in B vor.
Die R; sind unter den T, enthalten. Daraus folgt, daB die R; mit den T;
zusammentfallen: weil a®8 = a ist, so wird fiir irgendein T; das Element
Up + Up-1Uhy, = Up, Ay p,ap g+ in @ liegen. Das bedeutet aber a =%,
also die Einfachheit der Algebra 8.

Die Sdtze 1 und 2 lassen sich kurz dahin zusammenfassen, daB die
verschrinkten Produkte von & mit & zu allen moglichen Faktoren-
systemen ag, und die normalen einfachen Algebren iiber P mit dem
maximalen Teilkérper & die gleiche Gesamtheit von Algebren aus-
machen.

3. In einer gegebenen einfachen normalen Algebra 9/P mit dem
maximalen Teilkérper & sind die ug nicht eindeutig bestimmt. Ist
aber v ein Element, das wie #g durch Transformation den Automorphis-
mus S von § erzeugt, vg'kvg = k%, so wird ug'vg = cy mit allen
Q-Elementen vertauschbar, also ein von Null verschiedenes Element
von ®. Daher gehen alle Systeme vy von Transformatoren aus einem,
ug durch Multiplikation mit » beliebigen cg 4= 0 aus & hervor:

Vg = UgCg.

Gehort zu den vy das Faktorensystem &g p, d. h. vgvp = vgpbg 4, SO
ergibt Einsetzen von vg = ugcg die Gleichungen

csep

bs,r = ds,m (4)

ST
Stehen umgekehrt zwei Faktorensysteme a und b in einer Beziehung
(4), so wird (@, &) mit (b, &) isomorph. Denn in (2, &) liegen die GréB8en
vg = ugCg, mit deren Hilfe (2, &) als verschrianktes Produkt (b, &)
geschrieben werden kann.

Zwei in der Relation (4) stehende Faktorensysteme a und & heiflen
assoziiert. Die GroBen cfcpfcgy heiBen Transformationsgrifen.

Alle Faktorensysteme zu ® zerfallen in Klassen von paarweise
assoziierten Faktorensystemen, und die Klassen assoziierter Faktoren-
systeme entsprechen den normalen einfachen Algebren /P mit & als
maximalem Teilkérper umkehrbar eindeutig. Die hier erlduterten
Faktorensysteme wurden von E. NOETHER eingefiihrt; sie beruhen auf
einer allgemeineren Art von Faktorensystemen von R. BRAUER [1].
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Hieriiber auch vaAN DER WAERDEN [4]. Die NoETHERsche Theorie in
Hassk [3].

Das verschrinkte Produkt ist in Sonderfillen vielfach untersucht
worden. (Dickson [2],[6], [9], [10], ALBERT[1], [3], [4], [11],[13], [14], [15],
[17], [19], Cecion1[1], WiLL1aMSON [1], GARVER [1], REEs [1].) Insbe-
sondere hat DicksoN den Fall eines zyklischen & eingehend betrachtet
(siehe § 5).

§ 2. Der Multiplikationssatz.

Bilden wir zu zwei Faktorensystemen ag, und bg, die GréBen
¢s,r=ag pbs p- Cs pist wieder ein Faktorensystem, denn Formel (3) in § 1
iibertrigt sich unmittelbar auf ¢. Mit ag ,ist auch ag'y ein Faktorensytem.
Daher bilden die Faktorensysteme bei der Multiplikation eine Gruppe. Die
Eins dieser Gruppe ist ag, = 1. Die mit ag, assoziierten Faktoren-
systeme, also die Transformationsgrélen, bilden eine Untergruppe, wie
unmittelbar . einleuchtend. Daher bilden die Klassen assoziierter
Faktorensysteme eine multiplikative Gruppe.

Wir kénnen die Klassen assoziierter Faktorensysteme auch den
Algebrenklassen mit & als Zerfillungskorper umkehrbar eindeutig
zuordnen, denn jede solche Klasse enthilt ja genau eine Algebra mit
einem maximalen Teilkorper .

Satz 1. Die eineindeutige Beziehung zwischen den von & zerfillten
etnfachen normalen Algebrenklassen iiber P und den Klassen assoziierter
Faktorensysteme zu & ist ein Isomorphismus zwischen der multiplikativen
Gruppe dieser Algebrenklassen und der multiplikativen Gruppe der Klassen
assoziterter Faktorensysteme.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, daB das direkte Produkt zweier
verschrankter Produkte (¢, ) und (b, &) zu (b, &) &hnlich ist. Zur
Bildung des direkten Produktes miissen wir das & in (b, &) von
dem in (2, &) unterscheiden, wir deuten das durch Querstriche an:
(b, ®), denken uns also einen festen Isomorphismus k<-% zwischen
® und & gegeben. Da (a, &) X (b, &) vom Range ## ist, so miissen wir
von (a, &) X (b, &) eine Matrizesalgebra P, vom Range n? abspalten,
um zu einer dhnlichen Algebra vom Range #? zu gelangen. In (2, &)
X (b, &) ist das direkte Produkt § X & enthalten. Nach IV, § 3, wird

RXK=e5R 4 ... 4 5,
wo ¢ ein Idempotent mit der Eigenschaft ek = ek fiir alle £ € & be-
deutet und die Ausiibung der Automorphismen S von ®/P auf die
Elemente von & x & durch (2a;5)% =2 a’b, definiert ist. Die 5
sind orthogonale Idempotente. Da die g aus (2, &), welche die Auto-
morphismen von ®/P erzeugen, mit allen (5, §)-Elementen vertauschbar
sind, so wird auch ug 1xu,s = % fiir Elemente ¥ von & X &, insbesondere

ug'e"ug = ¢7S. Mittels dieser Regel ergibt sich nun, daB die 72 Elemente

S S S | S 4
e, p = Ug Upe =Ug ey =€ Uug U
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von (a, &) X (b, &) ein System von Matrizeseinheiten bilden:
€s, TeT,R ==€g,R» €s, 71", R = 0, wenn T :‘: T,

e kommt unter den ¢g , vor; e5 5 =e.

Es gibt eine Algebra 9[ von mit allen e, Tvertauschbaren Elementen,

so daB oA x P,= (a, & X (b, & wird. Man erhilt xA, genau wie in
11, § 9, Beweis von Satz 3, auf die folgende Weise: Sei zur Abkiirzung
(@, ®) x (b, & =€ gesetzt. Dann bilde man zu jedem Element eye
von e@e das Element

Y ‘—‘%:%,E ceye-epg.

Die Gesamtheit der Y ist ein durch Y —eye mit e@e isomorpher
Ring 9, und € ist der Rlng aller n-reihigen quadratischen Matrizes

mit Elementen aus 9. 9 ist also eine zu (@, ®) x (b, &) dhnliche
Algebra vom Range #2, und wir haben zu zeigen, daB sie sich in der

Gestalt (ab, &) darstellen 14Bt. Das geschieht am einfachsten, indem
wir statt 9 die mit ihr isomorphe Algebra e@e betrachten.

Es sei (b, &) = ug, & + -+ ug, &, wo S die durch &<k gegebene
Ubertragung von S auf § ist. Dann wird jedes Element v von € in
der Form < -
v o= ugujidgby

S, 7
mit ag aus &, by aus & eindeutig darstellbar sein. Wir haben dann,
da e mit den ag und den by vertauschbar ist,

eye = eugtipeaghy.

Wir kénnen das vordere ¢ hinter das ug ziehen gemiB ug'eug=¢". Ent-
sprechend wollen wir das andere e vor #; bringen. Wir dehnen die Auto-
morphismen T von &/P durch die Festsetzung (> ,0,)T=_>a;bTauf ® X &
aus. Dann folgt aus ke=*ke die Gleichung keT=kT e oder kT 'eT=Fkel .
Andererseits ist 7" - ¢7 "' = ke” " und das Idempotent ¢” " ist durch
diese Gleichung (welche eine der # Darstellungen von & in & definiert)
eindeutig bestimmt. Das bedeutet ¢ = ¢, somit wird u; ety = er
= ¢T~", und wir haben
eve = D ugeSe uzaghy.
8,7
In dieser Summe sind alle Glieder mit S == 7 Null, die Elemente von

e@e sind daher B _
%usugeasbs agc ®, bgCh,

oder kiirzer, da ebg = eby ist,

%’usugeas, ag aus K.
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Dies 148t vermuten, daB e¢€e ein verschrinktes Produkt (c, e®) mit
den Transformatoren u§ = wuguge ist. In der Tat gilt

S

ea-uguge = eugauge = euguga’e = ugeSugas = ugugea’

oder .
w¥ leaut = ea®,
und ea — ea® ist ja die Ubertragung des Automorphismus S auf e&.
Zur Vollendung des Beweises ist lediglich noch festzustellen, daf3
¥,k __ %
gilt: uguy = ugy - eds pbs p
UgUGE » Uplhpe = Ughghpe’ Upe = UglgUyp Uiy ee

= UgUpUghpe = Ugpls pUspbs ré = UgpUsids rbs 1€
= MST%ST'e . eaS’TbS’T.

Jetzt sind wir in der Lage, mit Hilfe der Faktorensysteme eine
Reihe von neuen Sidtzen iiber normale einfache Algebren zu beweisen.

§ 3. Die Brauersche Gruppe.

Satz 1. Hat die Algebrenklasse {U} den Index ¢, so ist {Uf =1.
(ArLBERT [19], BRAUER [2].)

Beweis. Wir betrachten irgendeinen galoisschen Zerfillungs-
kérper & der Klasse {2}, sein Grad sei #, ® ist dann maximaler Teil-
korper einer in {9} enthaltenen Algebra 9 vom Range #2. ¥ ist ein
verschrinktes Produkt % = {a, &), und wir haben zu beweisen, daB
die ¢-te Potenz des Faktorensystems 4 zu 1 assoziiert ist, mit anderen
Worten, daB sich 2 Elemente ¢g aus & finden lassen mit

Das geschieht auf die folgende Weise: U sei volle Matrixalgebra in der
Divisionsalgebra ®, © hat den Rang #2, demnach hat ein einfaches
Rechtsideal t von % den Rang #2- n/t = nt iiber P. 1 ist ein §-Rechts-
modul, und da & den Rang #» hat, so ist t vom Range ¢ in Beziehung
auf ®. Die einzeilige Matrix R sei eine ®-Basis von r. Jedem Element
a von U entspricht eine durch
Ra=RA

definierte Matrix A von ¢ Zeilen und Spalten mit Elementen aus §&.
Die Matrizes Ug, die den Elementen ug entsprechen, haben &dhnliche
Eigenschaften wie eine Darstellung von % (vgl. hieriiber SPEISER [1] und
die anschlieBende Arbeit von SCHUR). Denn es ist

Ruguy = RUguy = Ru,U§ = RULUE,

so daB dem Produkt #ugu, die Matrix U,UZ entspricht. Wir kénnen
das auch durch die Gleichung

UST“S,T = UTUg (1)
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ausdriicken. Da die #g Inverse hahen, so gilt das auch fiir die Matrizes
U, wir kénnen Ug' sogar direkt angeben, aus der vorigen Gleichung
erhdlt man nimlich, da wegen uy = ay  die ay p-fache Einsmatrix
gleich Uy ist, indem man T = S~ setzt

- -1 -1
Us'=Ug a3 L SAE,E-

Die Determinanten c¢g = |Ug| sind also von Null verschieden, und
aus (1) folgt as p = c§Cpltsp, W.z. b.wW. (2)
Die Ordnung von {2} als Element der Algebrenklassengruppe heiBt der
Exponent von U oder {9(}.

Satz 1 wird ergidnzt durch

Satz 2. Der Exponent eines Elementes {U} der BRAUERschen Gruppe,
der ein Teiler des Index t von {N} ist, ist umgekehrt durch jede in t auf-
gehende Primzahl teilbar. (BRAUER [2.])

Beweis. K sei irgendein galoisscher Zerfillungskérper von {9l}.
Ein Primfaktor  des Index { muB3 im Grade » von K aufgehen. Ist p¢
die héchste in # enthaltene Potenz von p, so bedeute & eine Unter-
gruppe der Ordnung $?¢ in der galoisschen Gruppe von K/P und 4
den zu © gehorigen Teilkérper von K. A ist dann kein Zerfillungs-
korper, da sein Grad nicht durch p teilbar ist; die Algebra %, tiber
dem Grundkérper /A ist demnach keine volle Matrixalgebra, ihr Index ist
aber eine Potenz von p, da K ein Zerfallungskorper von ¥ ist, dessen Grad
eine Potenz von p ist. Die Ordnung der zum Grundkérper A gehorigen
Algebrenklasse {9,} ist also eine echte Potenz von p, etwa p°>1.
Da aus {2} = 1 ohne weiteres {2 }™ = 1 folgt, so muB also der Ex-
ponent m von {2} durch p° teilbar sein. Jedoch ist nicht immer der
Exponent von {3} gleich m (BRAUER [1], ALBERT [23]). BRAUER [T]
zeigt, daB bei gegebenem Index m der Exponent jeden Wert annehmen
kann, der den Bedingungen von Satz 1 und Satz 2 geniigt. Vgl. aber
VII, §5, Satz 7. m

Satz 3. D ser esme Divisionsalgebra vom Range £2. Ist t = ]]1 P

i=

die Primfaktorzerlegung von t, so ist D divekies Produkt von m Divisions-
algebren D; der Indizes p¢'. (ALBERT [19], BRAUER [2].)

Beweis. Nach Satz 2 ist die durch {} erzeugte zyklische Unter-
gruppe der Algebrenklassengruppe direktes Produkt von m zyklischen
Untergruppen der Ordnungen p%, x; < g, dementsprechend

@ =TI,

wo D, eine Divisionsalgebra bedeutet, deren Klasse {®,} den Exponenten
$% hat. Der Index von ®; muf} also nach Satz 1 eine Potenz % von p,
sein. Da {®,;} eine Potenz der Klasse {D} ist, so ist jeder Zerfallungs-
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korper von {®} auch einer von {®;}, der Index p7 von D, teilt als> ¢,

d. h. o, =<p;. Sei nun i
H@i == (L\r
i=1

m K

Rangvergleich ergibt .
Ipy =10 pe-r.

Da aber o; =< g; war, so muB v = 1, 0; = g; sein, also

m
D, =9, w.z.b.w.
i=1

Aus Satz 3 ergibt sich, daB eine primére Divisionsalgebra (IV, § 4, 5)
Primzahlpotenzrang hat. Hat eine Algebra von Primzahlpotenzindex p*
auch den Exponenten p*, so ist sie sicherlich primédr. Das umgekehrte
ist jedoch wicht richtig (ALBERT [28]).

§ 4. Erweiterung des Grundkorpers. Teilkorper als
Zerfallungskorper.

1. A sei eine Erweiterung des Grundkorpers. Die Erweiterung
(a,8), eines verschrinkten Produktes (a, &) iiber P hat einen Zer-
fallungskérper KA, wenn KA das Koérperkompositum von A mit einer
zu ® isomorphen Koeffizientenerweiterung K bedeutet. Daher ist (a,®),
dhnlich zu einem verschrinkten Produkt (a’, &), das mit einem zuKA
isomorphen Korper A iiber A gebildet ist. Das Faktorensystem a’
muB aus a ableitbar sein. Um &’ zu finden, gehen wir dhnlich vor wie
beim Beweis von Satz 1 in §2. Es sei (a, &) = % gesetzt. In %, ist das
direkte Produkt & x A enthalten. & X A wird nach IV, § 3 direkte
Summe von ¢ Koérpern

RXA=¢ (R XA+ -+ (R <XA),

wenn ¢ den Index der Untergruppe $ in der galoisschen Gruppe &
von §/P bedeutet, zu der ® N A gehort; § ist die galoissche Gruppe
von $A/A. Die Idempotente ¢; gehen aus einem von ihnen, etwa e,
durch Anwendung der Elemente S von & hervor, wenn wieder (D a;b,)5,
wo 4;C &, b;,< A, durch (Xa;b,)S = > a}b; erklart wird. Die Elemente
von § lassen e fest. Die einzelnen Korper ¢, (® X A) sind zu & isomorph.

Nun kénnen wir ein System von #2 Matrizeseinheiten in ¥, bilden

es,p = ug'euy = uglupe’ = eSug'uy,,
S, T feste Reprisentanten der Restklassen $S von & modulo $;
¢ kommt unter den eg 5 vor; ¢ = eg g.
Bilden wir zu jedem Element eye von e%,e die Summe

Y:Zesy reyeey g, 5o bilden die Y einen mit ¢, ¢ isomorphen Ring A,
SCH -
und es wird %, = > 'Aeg ;. Daher wird es geniigen, den Ring ¢%, e als
8,1
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verschrinktes Produkt darzustellen. Jedes Element v von U hat die

Form _
y =Dugdg, dgaus ® X A,

also SC@
y=2 Dusfsr, [sraus e(f x A).
SCE® TmodH

Da fg e = fgpe"e = 0 fiir T &£ § und ¥fg , = 0 fiir S ¢ 9 ist, so gilt

eye = Dugls g-
Das heiBt aber sco

eNje =Duge-e(f X A).
Sco :

Liegt f in e(A X A) und S in 9, so wird
fouge = ugfSe = uge- f5.

e, e ist also ein verschrianktes Produkt des zu §* isomorphen Kérpers
e(® X A) mit seiner Gruppe. Wir rechnen das Faktorensystem aus

Ug e Up€ = Uglhp € = Ugyp Qg € = Ugy €+ Ag p €.

Das Faktorensystem ist also einfach der auf die Untergruppe § sich
beziehende Teil des Systems @, in dem Korper e(® X A) genommen,
der hier als maximaler Teilkérper auftritt. Damit ist bewiesen

Satz 1. Die Erweiterung (a,R), eines verschrinkten Produktes ist
dhmlich zu dem verschrinkten Produkt (ah,{7) des Korperkompositums SN
mit dessen galoisscher Gruppe O itiber N\, zu dem allein auf die Uniter-
gruppe § sich beziehenden Teil ar von a als Faktorensystem. (HASSE [3].)

2. Dieser Satz gibt das Mittel, in der Gruppe der durch einen
galoisschen Korper K/P zerfillten Algebrenklassen iiber P die Unter-
gruppe der Klassen, die durch einen Teilkorper K, von K zerfillt werden,
an den Faktorensystemen auszuzeichnen. Wendet man Satz 1 auf
einen Teilkoérper K, von K an und beachtet, daB die Bedingung fiir
(a,R) ~ 1 die Assoziiertheit von a zu 1 ist, so erkennt man

Satz 2. Ein verschrinktes Produkt (a,8) wird dann und nwur dann
von dem Teilkorper Ko einer zu K isomorphen Koeffizientenerweiterung K
zerfdlit, wenn a zu einem Faktorensystem a’ assoziiert ist,in dem apg gz = 1
fir die H,H, ist, die in der Untergruppe O liegen, zu der K, nach dem
Hauptsatz der galoisschen Theorie gehort.

Es ist auch leicht moglich, von der durch K, zerfillten Algebra (a, §)
einen Matrizesring P, abzuspalten (A = (K : K)). (NOETHER [6].)

Setzen wir, unter der Annahme ag g, =1 fir H,H,C

Z%HZE,@’

. HC%
so wird -

Equg = ugky = Eg,
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ferner, wenn S die Spur in Beziehung auf K, bezeichnet
Eg-a-Eg= 2> Dugaug, = 2 Dy - ug ah = Duy- Da’>=Eg - Sa
H H, H H, H H,

Bedeutet nun a4, . .., a, irgendeine Basis von £/, und a; die dazu
komplementire, so wird demnach

a;Eqa;, wenn kB = 7.
;Epay-a,Eqa; =1 " %"
PTOTE T R 0, wenn k= 7j.
Die

Cir, = a;Egay,

sind also Matrizeseinheiten. Die ¢;; sind mit allen Elementen von &,
vertauschbar, und die Gesamtheit der mit allen c¢;, vertauschbaren
Elemente bildet eine zu (a,®) dhnliche Algebra mit &, als maximalem
Teilkorper (siehe IV, § 4).

Wir konnen das Faktorensytsem a einer durch K, zerféllten Algebra
(a,8) noch etwas anders schreiben: an Stelle der in Satz 2 angegebenen
Bedingung ag gz, = 1 fiir H, H, aus der zu K, gehorigen Untergruppe 9
kénnen wir namlich auch die folgende setzen: es soll ag y = ag r sein,
falls " = HS, H < 9 ist. Diese Form nimmt das Faktorensystem an,
wenn wir & nach § zerlegen & = 97T, + --- + H Ty, und dann die
Transformatoren uy 5, durch ug ;. = 4z u,, definieren, wo die u,, beliebig,
die u; aber so gewihlt sind, daBl uyuy, = upy, wird.

Mit Hilfe des auf diese Weise normierten Faktorensystems kann
ein zweiter Beweis des Satzes 1, §3, gefilhrt werden. (BRAUER [5].)
Lassen wir in der Assoziativrelation

s, 7 RA1,R = aST,Rug, 7
S ein Restsystem von @& modulo $ durchlaufen und multiplizieren wir
die erhaltenen Gleichungen, so kommt

Hag p-app= H“S,R( 11 “S,T>R-
SmodH - Smod SmodH
Wird [l ag ;= ey gesetzt, so ist also
Smod §
ap p = efeplerp,
ag i ist demnach zu eins assoziiert, und da fiir #, der Index von (a, &)
gewdhlt werden kann, so ist Satz 1, § 3, aufs neue bewiesen.

3. Wenn der Teilkérper K, galoissch ist, so entsteht die weitere
Aufgabe, zu einer schon durch K, zerfillte Algebra (a,®) ein dhnliches
verschranktes Produkt (a°,®,) anzugeben, und umgekehrt zu einer
gegebenen Algebra (a°, ®,) eine dhnliche Algebra (a,®) zu finden. Sie
wird geldst durch den

Satz 3. K, sei ein zum Normalteiler Nt der galoisschen Gruppe &
von K[P gehoriger galoisscher Teilkovper. Das verschrinkte Produkt (a,8)
werde von K, zerfillt. Das Faktorensystem a kann in seiner Klasse



69] §4. Erweiterung des Grundkérpers. Teilkdrper als Zerfillungskorper. 63

so gewdhlt worden, daf agp=ag p, ist fir S=S"(RN), T = T'(N). Es
wird (a,R) oo (a°, R,), wenn ayg py = ag g gesetzt wird. Liest man diese
Gleichung wmgekehrt als Definition von ag 5. bei gegebenem aggy py, SO €r-
hilt man zu gegebemem (a®,8,) ein dhnliches (a,R). (HassE [4].)

Beweis. 1. DaB die ag, in &, liegen, wenn sie die angegebenen
Bedingungen erfiillen, folgt aus (3) in §1. Wird nidmlich fir R ein Ele-
ment N von % eingesetzt, so kommt

— N
as, 7y dr,n = As7, NS, T >
dafiir kann aber nach Voraussetzung auch

_ N
4s,7 Ay, g = 3T, B 48, T
geschrieben werden. Fir N = E wird

as,r 1,5 = Asr,E 3,7
Division der vorletzten Gleichung durch die letzte ergibt

agp = ag p.

2. Der Grad von K iiber K, also die Ordnung von R, sei s. Wir wollen
jetzt in einem (a,R), dessen Faktorensystem a die in Satz 3 ausge-
sprochene Bedingung erfiillt, ein System von s2 Matrizeseinheiten
konstruieren. Wir kénnen ay - = 1 annehmen fiir N,N’ aus %: Es sei

ag g = a, also ay y-= a fiir N,N" aus N. Wir ersetzen uy durch uya=!
a~Ya-1
a-1

Jetzt kénnen wir, wie unter 2, von (2, &) das System von Matrizes-

einheiten _ ~
Cix = “iZ’”'N“L-
NCR®

Dann kommt ay x = a- =a"Y=1.

abspalten. Es liegt nahe, die allgemeineren Bildungen
Usyip = 4; 2 gy
8CS,
vorzunehmen. Dabei soll S, ein Element von &/, also eine Restklasse
von & modulo N bedeuten. Fiir diese GroBen gelten die Relationen
0o k=7,

Usyik Wroj1 = .
USyToit RS, , T > k=j.

In der Tat
a; Z“s“k“ Z“T“l =a; Z Z“s“r“k“ ay = a; Z Z”s:r“lc“ al“Su,To
SCS, SE8,, TCT, SC8,, TCT,

. . a2 upaag, g, 1=k,
~ oS Saaf| e,z = (RS
RCS,T, \NC® 0 , 1EE.
T* bedeutet ein festes Element von 7.
Innerhalb der ug ;; bilden die ug ;; = c;; ein System von Matrizes-
einheiten. Die Elemente von &, sind mit den ¢,;, vertauschbar, denn
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sie sind mit den u, vertauschbar. Es ist ferner leicht einzusehen, da@3
die GroBen

8
% __
us, = _leusoi-i
=

mit allen ¢;; vertauschbar sind. Denn es wird

8
ug, Cix =ZusnjjuEnik = Ug, i1 28,,B,
und =1
CirtS,j7 = Usyik Uy, 500

und da ag, g = ay, 5, = ag, g, =1 ist, so sind beide Ausdriicke gléich.
Wir schlieBen jetzt, daB der von &, und den n/s GréBen % aufgespannte
Ring 9* eine zu (a,f) dhnliche Algebra ist, denn es gilt ja > A*c;; = AF
= (a,8). U* ist aber ein verschrinktes Produkt (a°,8,), denn fiir ein
Element b von &, gilt: .

bug =1b- Z SZ a;uga; = Z%ajusajb = uzb>,
7 7
und es wird

* % __ NN . _ N\ gk
ug, Uy, = Z Z”s,,ii”m,jj = i U8, Toi 1 Sy, Ty = US,y, T RSy, T, -
7 ¥ 1

3. Zu gegebenen (a° §,) kann jetzt nach der in Satz 3 angegebenen
Vorschrift ein dhnliches (2, §) gefunden werden. Da umgekehrt ein
durch K, zerfilltes (a/, &) zu einem (a° ®,) dhnlich ist, so ist das Fak-
torensystem ag, zu einem ag, von der in Satz 3 angegebenen Art
assoziiert. '

§ 5. Zyklische Algebren.

Besonders wichtig sind die Faktorensysteme bei zyklischen Kérpern.
Es sei & = 8 eine zyklische Erweiterung #-ten Grades von P. Zur
Bildung eines verschrinkten Produktes (2,3) greifen wir ein erzeugendes
Element S der galoisschen Gruppe von Z/P heraus, ordnen ihm ein
Element #ug und seinen Potenzen S*, 1 =0,1,2,...,n — 1, die Po-
tenzen ug = u) zu. Bei dieser speziellen Wahl der Transformatoren ist
das Faktorensystem durch eine einzige GréBe a vollstindig bestimmt,
namlich durch #§ = a4.-: g = a. Denn es wird

uuly = u?, wenn 1 + 7 <,

uwly = ug? "a, wenn 1 + | =n,

somit . )
Agi g = &, Wenn 17 +71=mn,

asigi =1, wenn ¢ 4§ < 7.

Was die Assoziativbedingungen fiir ¢ bedeuten, iiberlegt man sich
leicht: Damit ' (/' u*) = (u'w)u* wird, ist nur notig, daB #” = a4 mit
allen #* vertauschbar ist, mit anderen Worten, da3 ¢ im Grundkérper P
liegt. Das kann man aus den Relationen (3), § 1, auch herleiten. Da ain P
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liegt, wollen wir an seiner Statt « schreiben. Das verschriankte Produkt
(@, B) bezeichnen wir jetzt mit

(*,8,5)
und nennen es eine zyklische Algebra. (x,3,S) besteht also aus allen

n—1

Elementen > #'z;,z,C3 mit den Rechenregeln " = «, und zu = u2z°,
=0

zc 3; S ist ein erzeugender Automorphismus von 3/P.

Die néichste Frage ist: Wann sind zwei zyklische Algebren (x, 3, S)
und (B, 8, S) isomorph, d. h. wann sind die durch « und f gegebenen
normierten Faktorensysteme assoziiert? Ersetzen wir # durch einen
anderen moglichen Transformator v = uc, ¢ =0 aus 3, so wird

A ’ i—1 i— e -1 PR
V2 =gcuc=u2cSt1, ..., F=gfcSTI TS b g g S ST

Daher ist die Bedingung fiir Assoziiertheit von « und f einfach
Bl =N 3~>PC:

Satz 1. Die zyklischen Algebren (x, 3, S) und (B, 3, S) sind dann
und nur dann isomorph, wenn /B Norm eines Elementes ¢ von 3 ist.
(WEDDERBURN [3], DICKSON [6].)

Wir nennen die Faktorgruppe der multiplikativen Gruppe des
Korpers P nach der Untergruppe derjenigen Elemente, die Normen von
Elementen aus 3 sind, kurz die Normfaktorgruppe von 3/P, die Elemente
dieser Gruppe Normenklassen.

Dann spezialisiert sich Satz 1 in § 2 in der folgenden Weise:

Satz 2. Die Klassen der zyklischen Algebren (x, 8, S) iiber P bilden
eine durch o« —~ (x, 3, S) mit der Normfaktorgruppe von 3P isomorphe
Gruppe. Es ist (x,3,S) (B,8,S)~ (x8,8,S5).

Aus diesem Satz folgt aufs neue der Satz, daBl der Korper der kom-
plexen Zahlen £ und der Quaternionenkérper die einzigen Divisions-
algebren iiber dem Korper P der reellen Zahlen sind. Als maximaler
Teilkérper einer echten Divisionsalgebra iiber P kommt nur £2 in Frage.
£ ist zyklisch vom Grade 2. Eine reelle Zahl ist dann und nur dann
Norm einer komplexen Zahl, wenn sie nicht negativ ist. Die Norm-
faktorgruppe hat die Ordnung 2. Daher gibt es auBer der. Einsklasse
nur eine BRAUERsche Algebrenklasse: die des Quaternionenkérpers, der
ja in seiner iiblichen Definition gerade als zyklische Algebra dar-
gestellt ist.

Aus dem WEDDERBURNschen Satz 1, IV, §6, daB jede endliche
Divisionsalgebra kommutativ ist, kénnen wir jetzt den Satz ableiten,
daB die Normfaktorgruppe eines Galoisfeldes in Beziehung auf einen
Teilkérper die Ordnung 1 hat, oder: daB jedes Element des Teilkdrpers
Norm eines Elementes aus dem Erweiterungskorper ist. (Siehe Hilfssatz 1
in VII, §1.) Diese Tatsache kann man auch leicht direkt ausrechnen
und erhilt auf diese Weise einen neuen Beweis des WEDDERBURNschen

_ Satzes (BRAUER [3]).

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring.

w
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S ist als erzeugendes Element der galoisschen Gruppe nicht ein-
deutig bestimmt, es fragt sich, wie eine Algebra («, 3, S) mittels eines
anderen erzeugenden Elementes S” darzustellen ist. Da zu S"in (x, 3, S)
der Transformator #jg gehort und (ug)" = (u3)" = o«” ist, so gilt

Satz 3. Beim Ubergang von S zu einer anderen Erzeugenden S"
ist o durch o zu ersetzen: (x,3,S) = («", 3, S").

2. Wir gehendaran, die allgemeinen Sitze iiber Faktorensystemeaufden
zyklischen Fall anzuwenden. Satz 1, §4, iibertragt sich folgendermafBen:

Satz 4. Bedeutet A eine Evweiterung des Grundkorpers, so gilt
(¢, 3,8)4 = (x, 34, S,), wenn 34 das Kirperkompositum von 3 mit A
ist und S, die niedrigste Potenz von S bezeichnet, die in der galoisschen
Gruppe von 34/ liegt. (Hasse [3].)

Aus Satz 3, § 4, folgt

Satz 5. Ist 8y ein Teilkrper von 3 und (3:3,) = s, so wird
(%, 8, S) = (e, 8o, So), wenn unter Sy der von S im Teilkbrper 3,
erzeugte Automorphismus verstanden wird. (ALBERT [26], Hasse [4].)

Beweis. Wir machen aus dem durch « gegebenen Faktorensystem
von (&, 8o, Sp) ein Faktorensystem fiir 8, indem wir gemiB Satz 3, § 4,
as,p= as, 7, setzen, falls S in der Restklasse S, der galoisschen Gruppe
von /P nach der zu 5, gehorigen Untergruppe liegt und ebenso T in
der Restklasse T,. Zwar wird dann kein normiertes Faktorensystem
entstehen, aber dem Automorphismus S, dessen Wirkung auf 3, gerade
S, ist, wird ein Transformator ug entsprechen, dessen nte Potenz u§ ge-
miB u§" = (u§™)* = & = ujp, - & zu & sich berechnet, denn u§ = uyf
entspricht u§" = u} .

§ 6. Die Gruppe der Transformationsgréfen.

Die zu 1 assoziierten Faktorensysteme oder TransformiationsgréBen
sind cs

mit beliebigen ¢g 4= 0 aus R.

Satz 1. Wenn cicpfcgy = 1 ist, so gibt es ein b in & mit cg=b'"5,
und wmgekehrt hat cg = b'~5 zur Folge, daB cicy = cgp. (SPEISER [1],
NOETHER [5].) :

Beweis. Ist c{cpfcgp =1, so sind in irgendeinem verschrinkten
Produkt (a, &), etwa (1, &), neben den ug auch die ug = ugcg ein
System von Transformatoren zum Faktorensystem 4. Durch a —a
fiir a aus &, ug — ug entsteht ein Automorphismus von (2, &), der nach
IV, §4, Satz 5 durch ein Element & von & erzeugt werden muB:
b~ ugh = ug = ugcg oder cg = b'~%. Diese Betrachtung 1468t sich um-
kehren. Indessen fiihrt eine direkte Rechnung einfacher zum Beweis
der Umkehrung: ist ¢g = b' "%, so wird chcy = pU-9T+1-T = p!=-ST — ¢

Wir formulieren diesen Satz im Falle eines zyklischen Kérpers &
fir die normierten Faktorensysteme:
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Satz 2. Ist & zyklisch iiber k, so ist die Norm eines Elementes ¢ von &
in Beziehung von k dann und nur dann gleich 1, wenn ¢ = b5 ist, unter S
einen erzeugenden Automorphismus von K[k verstanden. (D. HILBERTS
Bericht iiber die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Satz 90.)

§ 7. Reduktion der Faktorensysteme auf Einheitswurzeln.

Die Faktorensysteme durch geeignete Wahl der Transformatoren ug
auf eine einfache Normalform zu bringen — wie im Fall der zyklischen
Korper —, ist im allgemeinen nicht gelungen. Durch passende Er-
weiterung des maximalen Teilkorpers & kann man aber erreichen, daB
das Faktorensystem aus Einheitswurzeln bestehend angenommen wer-
den kann. Fiir diesen Paragraph vgl. BRAUER [6], SHODA [6].

Satz 1. Der Teilkirper & einer Algebra (a, &) hat stets eine solche
diber P galoissche Erweiterung &', daf das Faktovensystem der zu (a, &)
dhnlichen Algebra (a', &) als aus Einheitswurzeln bestehend angenommen
werden kann. '

Beweis. Der Satz wird durch die Tatsache nahegelegt, daf3, wenn e
den Exponenten von (a, &) bezeichnet, ag , zu 1 assoziiert ist:

e __ AT
ag,p = CsCr/Csp- 1
®’ sei galoissch und umfasse auBer & die GroBen c¢§. Wird ein Fak-

torensystem a'' zu & erkldrt durch ag ;- = ag ,, wenn S’ in der Rest-
klasse S, T’ in der Restklasse T liegt, so wird (a, ®) zu (a"”, &) dhn-

lich, aber a’’ ist assoziiert zu 1
e

a:g,, ™= a’S’,’ e %TT

cs cp

Und da ag , = 1 wird, so sind die a§ ;- ete Einheitswurzeln.

BRAUER [6] gibt ein Kriterium dafiir an, daB ein Faktorensystem
agp aus Einheitswurzeln zu 1 assoziiert ist, das darin besteht, da &
in einen galoisschen Korper §¢/P einbettbar sein soll, dessen Galois-
Gruppe in durch ag 5, bestimmter Weise homomorph auf @& abgebildet
sein muB.

VI. Theorie der ganzen GréBen.

U sei eine Algebra iiber dem Kérper P; P sei der Quotientenkorper
eines Ringes g, in dem jedes Ideal eindeutig als Primidealpotenzprodukt
darstellbar ist. Die beiden Fille, auf die es uns ankommt, sind: g ist
der Ring der ganzen algebraischen Zahlen eines Zahlkérpers (der Ring
der ganzen rationalen Zahlen im besonderen), und: g ist der Ring der
ganzen Zahlen eines p-adischen Zahlkérpers. Fiir die ailgemeine Arith-
metik der Algebren vgl. ARTIN [2], BRANDT [8], {7], Dickson [6], [10],
SPEISER [2], [3].

5*
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§ 1. Ganze GréB8en, Ordnungen, Ideale.

P-Elemente heiBen rational, g-Elemente ganzrational.
Definition 1. Ein U-Element a heift ganz, wenn es eine Gleichung
fa@=a"+o, a1+ - +x=0
mit ganzrationalen o, gibt.

Das Minimalpolynom eines ganzen Elementes hat ganze Koeffizien-
ten, denn nach I, §1, 7, teilt es das Polynom f(x). Da charakteristi-
sches Polynom und Hauptpolynom Teiler einer Potenz des Minimal-
polynomes sind, so gilt

Satz 1. Minsmalpolynom, charakteristisches Polynom und Haupt-
polynom eines ganzen Elementes haben ganzrationale Koeffizienten. Norm
und Spur ganzer Elemente sind ganzrational.

Der wesentliche Unterschied, den die Theorie der ganzen GréB8en
einer Algebra gegeniiber der Theorie der ganzen GroéBen eines alge-
braischen Zahlkérpers bietet, liegt in dem Umstand, daB die ganzen
GroBen einer Algebra im allgemeinen keinen Ring bilden.

Beispiel. g der Ring der ganzen rationalen Zahlen, % die Quater-
nionenalgebra iiber P. Das Hauptpolynom von

a =05+ 7y + Kl + X375

ist 22 — 2060% + (08 + of + o + o).
Daher sind 7; und 24, + %4, ganz, ihre Summe aber nicht.

Satz 2. Summe und Produkt vertauschbarer ganzer Grofen sind ganz.

Beweis. Man kann alle Potenzen s, s2, ... der Summe s =a -+ b
oder des Produktes s = ab zweier vertauschbarer ganzer GréBen a und b
linear mit ganzrationalen Koeffizienten durch die Potenzprodukte a’®?,
1=71=#n, 1=j=m ausdricken — # ist der Grad des Minimal-
polynoms von @, m der Grad des Minimalpolynoms von . Man kann
nimlich, da man & und b untereinander und mit den GréBen aus P
vertauschen darf, jeden Ausdruck s" nach Potenzen von @ und b ordnen
und die héheren Potenzen mittels der Minimalpolynome auf die ge-
nannten nm Ausdriicke zuriickfiihren. Die Kette der g-Moduln

sg, (sg,s%g), ..., (sg,s%g,...,s"qg), ...
ist also in dem endlichen g-Modul
(..., a'¥g,...) 1=i=n,1<j=m
enthalten. Daraus folgt bekanntlich (vAN DER WAERDEN [2], § 97),

daB diese Kette nur endlich viel verschiedene Glieder enthilt. Es mufl
also eine Gleichung

(sg, ..., s"1g) = (sg, ..., s"q)
bestehen. Das bedeutet aber

SP=ps st S
mit ganzen rationalen yp,.
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Die GroBen aus g sind ganz: 1 - y* — y = 0. Sie sind die einzigen
ganzen GroBen aus P: das folgt aus der Eigenschaft von g, daB jedes
Ideal von ¢ eindeutig als Primidealpotenzprodukt darstellbar ist
(vAN DER WAERDEN [2], XIV). Die Existenz ganzer Gré8en von ¥, die
nicht in g liegen, ist leicht einzusehen, wir zeigen sogleich etwas mehr:
Es gibt Ringe ganzer Gr68en in U, die eine Basis von % enthalten.
Sei u,, . .., u, eine Basis von A, w;u; =2 0;;,u,. €= 0 aus g sei so
gewidhlt, daB alle ofj;, = 9;;; ganz sind. Es sei uf = u;e. Die Menge
aller >'y;,u¥ mit ganzrationalen y; ist ein Ring, denn u}u} =2 o uf.
Er enthilt die Basis der #f. Er besteht aus ganzen GréBen, denn die
mittels der Basis der #* gebildete charakteristische Matrix eines seiner
Elemente hat ganzrationale Koeffizienten.

Wihlen wir #; = 1 und setzen wir dann ¥ = u, =1, u} = eu,;
fir ¢=2, so wird gu¥ + -.- 4+ g} ein Ring aus ganzen GréBen,
der g umfaBt. Der folgende Begriff der Ordnung ist demnach nicht leer.

Definition 2. Eine Ordnung von U ist esn Ring aus ganzen Grifen,
der g umfaft und ebensoviel linear unabhingige Elemente wie W enthdlt.

Definition 3. o set esne Ordnung von N. Eine Teilmenge a von A
heifst ein Rechis- (Links-, zweiseitiges) Ideal von o, wenn

1. a ein rechis- (links-, zwei-) seitiger o-Modul ist,

2. a ein rationales Element ¢ == 0 enthilt,

3. es ein rattonales Element p == 0 gibt, so daB pa in o enthalten ist.
(Uber den Idealbegriff: MacDUFFEE [2], [5], SHOVER-MACDUFFEE [1].
Dort auch eine andere Auffassung der Idealtheorie.)

(Die Bedingung 3 soll, wie in der Theorie der algebraischen Zahlen,
das Auftreten ,,beliebig hoher Nenner'* ausschalten. Bedingung 2 wird
eingefiihrt, um zu erreichen, daB jedes Ideal eine Basis der Algebra
enthdlt. Sie ist nur in Divisionsalgebren eine Folgerung aus 1.

Unter den Ordnungen eines Zahlkorpers hat bekanntlich die Haupt-
ordnung [aller ganzen Zahlen] eine besonders einfache Struktur. Genau
die gleiche Rolle spielen in einer Algebra die maximalen Ordnungen.)

Definition 4. Die Ordnung o von U heift maximal, wenn es keine
Ordnung gibt, die 0 umfapBt, aber nicht gleich o ist.

Wir zielen jetzt auf die Existenz von Maximalordnungen.

Satz 3. Ist R das Radikal von W, o irgendeine Ordnung, so ist die
Modulsumme (0, R) auch eine Ordnung.

Beweis. 1. (o, ) ist ein Ring (o0, R) (0, R) = (R2, oR, Ro, 0) = (0, K).

2. (0, R) besteht aus ganzen GréBen: Sei @ = 0(p, R). Dann ist
a = ay(R), wo a, = 0 (0). Sei f(x) die Minimalgleichung von a,, sie hat
ganzrationale Koeffizienten. Es ist f(a) = f(a,) (R), also f(a) = 0(R),
demnach f(a)? = 0, a ist also ganz.

Satz 4. Ist a Rechtsideal der R umfassenden Ordnung o, so ist R
in a enthalten.

Beweis. Sei # =0 tn a enthalten. Dann ist R = yR S ao = a.
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Nach Satz 3 entsprechen die Maximalordnungen von % umkehrbar
eindeutig den Maximalordnungen der halbeinfachen Algebra 9/%. Nach
Satz 4 ist die Idealtheorie der Maximalordnungen von % nicht reicher
als die von UA/R: aus diesem Grunde wollen wir uns von jetzt an auf
halbeinfache U beschrinken. Wiy miissen aber auferdem mnoch voraus-
setzen, daf die Zentren der einfachen Bestandteile von U separabel iiber
P sind (siehe hierfiir vaAN DER WAERDEN [2], § 99).

Satz 5. Ein Ideal a (in irgendeiner Ordnung o) ist ein endlicher
g-Modul. Insbesondere sind alle Ovdnungen endliche g-Moduln. (ARTIN [3],
HaziLeTT [3].) .

Beweis. #,, ..., u, sei eine in o enthaltene Basis von %A/P; es sei
uaco, u =+ 0aus g. Ist a = ou; irgendein a-Element, so ist

am; = > o1,
daraus folgt
(awy, ..., waw,) = (6, . . ., &,) (eo;uy).

(ww;u;) bezeichnet eine Matrix mit ¢ als Zeilen- und % als Spaltenindex.
Von dieser Gleichung nehmen wir die Spur (vgl. IV, §7)

(Sp(pany), ..., Spuan,)) = (6, . . ., &,) (LSp (w;u)) . (1)

Die Determinante
|wSp (wyue) | = A

ist nach III, § 5, Satz 3, von Null verschieden. Sie liegt in g, da die
Spuren der ganzen Elemente wu;u, ganz sind. Wir kénnen die Glei-
chung (1) nach den «; auflésen und erhalten jedes «; als einen. Quo-
tienten, dessen Nenner A und dessen Zihler eine Determinante mit
ganzen Elementen, also eine ganze GroBe ist. Das bedeutet, daB a in
dem endlichen g-Modul mit der Basis #; 471, .. ., u,4 " enthalten ist.
Daraus folgt, daB a selbst endlich ist.

Wie in der Theorie der algebraischen Zahlen beweist man: Ist in g
jedes Ideal Hauptideal, so hat jedes Ideal a in % eine Minimalbasis
Uy, . .., #, in Beziehung auf g, d. h. a ist die Menge aller > u;, o;
aus g.

Satz 6. Jede Ordnung o, von U ist in eimer Maximalordnung ent-
halten.

Beweis. Ist die Ordnung o, nicht maximal, so kann ‘sie durch
Adjunktion eines a; ¢ v, zu einer Ordnung o, erweitert werden. Ist o,
auch nicht maximal, so kann man o, zu einer Ordnung o, erweitern usw.
Nach endlich vielen Schritten muBl man zu einer Maximalordnung ge-
langen. Denn wenn es eine unendliche Folge o, < 0, © p, < - - - gébe,
so wire sie in der Vereinigungsmenge aller p,, die selbst eine Ordnung o
ist, eine unendliche Teilerkette, was unmoglich ist, denn in dem end-
lichen g-Modul o gilt der Teilerkettensatz, weil er in g gilt (vgl.
VAN DER WAERDEN [2], §98).
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Aus Satz 2 folgt

Satz 7. Die ganzen Gréfen des Zentrums 3 von U bilden die (einzige)
Maximalordnung von 3. Sie ist in jeder Maximalordnung von W ent-
halten. _

Satz 8. Wenn fir ein Element ¢ aus U alle Ausdriicke wc*, u = 0
aus P, in einem endlichen g-Modul IR, z. B. in einer Ordnung liegen,
so ist ¢ ganz.

Beweis. Die aufsteigende Kette von g-Moduln

ueg, (ucg, wctq), ..., (ucg, uctg, ..., uc"q), ...

ist in I enthalten. In dem endlichen g-Modul It gilt der Teiler-
kettensatz. Daher gibt es eine Gleichung

(neg, ..., uwc*~tq) = (ucg, . .., uctg),
d. h. M=t ooy Y x gl

Eine Folgerung ist

Satz 9. Ein Teilring o von U, der g umfaft und endlich in Be-
ziehung auf o ist, ist eine Ovdnung, wenn er eine Basis von [P enthils.

Beweis. Fiir jedes ¢ aus o liegen alle 1-¢" in ».

Satz 10. Ist a esn Ideal (Rechts- oder Linksideal) in der Ovdnung o,,
so ist die Menge aller ¢ aus U mit ac € a (ca S a) esne Ordnung o, (0,
die Rechts- (Links-) Ordnung von a - a ist Rechis- (Links-) Ideal von o, (9).

Beweis. o, () ist, wie leicht zu sehen, ein Ring. ¢ ist in o, (0))
enthalten, weil g € o, und ¢ mit a vertauschbar ist. o, () enthilt
eine Basis der Algebra. Istu,, ..., u,irgendeine Basisvon %, a,, ..., a,,
eine g-Basis von a, so driicke man alle a;u#; (4;a;) mit rationalen
Koeffizienten durch die a; aus — das ist moglich, weil a eine Basis
von U enthdlt. Ist p ein gemeinsamer Nenner dieser Koeffizienten, so
liegt die Basis wu,, ..., pu, von A in o, (v;).

Liegt # # 0 in a, so liegt uo, (o;4) in dem endlichen g-Modul a.
Daher ist uo, (o,u), also auch o, (o) ein endlicher g-Modul, nach Satz 9
also eine Ordnung. Es ist nach Definition ap, = a, (0;a = a), es gibt
in a ein ¢ = 0 nach Voraussetzung, und wenn ©a < o, (1 = 0) ist, wenn
ferner oy = (v,g, ..., v,g) und év, <o, (6 == 0) ist, so gilt dua S do,
So,.

Wir unterscheiden die verschiedenen Ordnungen durch Indizes:
0;, Oz, . ... Ein Ideal mit der Linksordnung o, und der Rechtsord-
nung o, wird mit q;, bezeichnet. Die Ideale a,;, heiflen gleichseitig,
die tbrigen ungleichseitig.

Ist 0, S0, so ist ;.0 S a;;, 0;; E0; und umgekehrt. Daher

Definition 5. Ein Ideal heift ganz, wenn es in einer seiner Ord-
nungen (und daher auch in der anderen) enthalien ist.

Unter dem Produkt zweier Ideale a;;, und b;, verstehen wir die
Menge aller Summen von GroBen ab, a=0(qa;), b= 0(b,). Man
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sieht sofort, daB a;.b;, ein Ideal ay; mit o,So;, 0, S0, ist. Die
Bedingung 2 von Definition 3 folgt so: Ist a;, = (gv, -- ., 67,),
b;; = (g, - . ., gw,), 4+ 0 so, daB alle uv,w, in o, liegen, so ist
payy S 0.

Satz 11. Ist A =2 Dc,;, voller Matrizesring in D (etwa U einfach,

ok
D Divisionsalgebra), ist v, eine Maximalordnung von D, s0 ist 0 =_> 0yC;y,
eine Maximalordnung von . Lk

Beweis. b ist eine Ordnung, denn es ist leicht einzusehen, daB
das charakteristische Polynom eines o-Elementes ganze Koeffizienten
hat. Sei o* eine o enthaltende Maximalordnung. a __2 @;:Cins 5 C D,

liege in o*. Dann liegt auch a,, = > c,.ac,, in o¥, 1st also ganz. Die
g g 1k v kv g

a;,, die als Koeffizienten von 0*-Elementen auftreten, bilden einen
Ring o¥: Ist a =2 a;c;, © 0%, so auch c¢;;ac,; = a,,¢;; € 0%, und
i,k
wenn > a;Ci, Zkamc % in o* liegen, so gehdren hiernach auch a;;¢;
ik A
+ 5,63 = (@ + 55) ¢y und agecy - aylcll = am“ﬂcu zu o*. Als Ring
ganzer GréBen, der o, umfaBt, muB of = o, sein.

§ 2. Die normalen Ideale.

1. Definition 1. Etn Ideal a,; heift normal, wenn o, und o, maximal
sind.

Genau so, wie fir die arithmetische Struktur der Zahlkorper die
Hauptordnungen mafBgebend sind, spielen in der Arithmetik der Algebren
die Maximalordnungen und daher die normalen Ideale eine Hauptrolle.
BRANDT hat erkannt, daB die normalen Ideale bei geeigneter Definition
der Multiplikation ein Gruppoid mit den Maximalordnungen als Ein-
heiten bildet. Angelpunkt dieser Theorie ist der Begriff des inversen
Ideals.

Zu irgendeinem Idedl a;; bilden wir die Menge a;f aller ¢ aus
mit a;,ca;;, S a;;. a;7 ist ein Ideal ap; mit o, S o;, 0, S 0.

1. Aus 05003 S0,  0da; Say  folgt  ay(c —d) ailc S
O Dp0i7 - Qi = 035055 0 S Oz, Gy G55 05+ O = Q055 0, S 0y

2. Liegt o %= 0 in a;;, so ist gajz a;; S a5, 00;7 S 0;. Ist pa;, S o,
SO ISt G0 S 00 S Ogs K S 03 -

Wegen a;,07; 0;0;, = ;3057 &, ist 0, 2 v;, ebenso v, 2 ;.

Definition 2. ajf heift das zu a,;, inverse Ideal.

Wir bemerken, daB, falls v, maximal ist, a;; genau die Rechts-
ordnung o; hat.

2. Wir behandeln nun zuerst die gleichseitigen Ideale einer festen
Ordnung o; und lassen solange die Indizes 7 fort.
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Definition 3. Das ganze Ideal p heifit Primideal, wenn es kein
durch p teilbares Produkt ab von ganzen Idealen gibt, dessen beide Faktoren
nicht durch p teilbar sind.

Der Durchschnitt p N g ist ein Primideal von g. Denn: 1. ist pn g
ein ganzes g-Ideal; 2. ist png ==g, weil 1 nicht in p N g liegt; 3. wenn
=0 (png), so ist aofo =0 (p), also entweder xo = 0 (p) oder
Bo=0(p), d. h. entweder x =0 (prg) oder f=0(png).

Das im Restklassenring o/p enthaltene Teilsystem der p-Restklassen
von g-Elementen kénnen wir dadurch isomorph auf g/p N g beziehen,
daB wir die Restklassen eines g-Elementes ¥ modulo p und modulo pn g
einander entsprechen lassen. Wir identifizieren die so als isomorph
erkannten Koérper. Aus der Definition der Algebren folgt nun, daf3 o/p
eine Algebra iiber ¢/p n g ist.

Satz 1. ofp ist ewne einfache Algebra diber glp Ng.

Beweis. a sei ein zweiseitiges o/p-Ideal mit a2 = 0. Auflésen der
Restklassen, aus denen a besteht, in ihre Elemente ergibt ein zwei-
seitiges o-Ideal a mit a% = 0 (p). Hieraus folgt a = 0 (p), a = 0. Dem-
nach ist o/p halbeinfach. o/p ist einfach, denn ist o/p = a’ + a’’ (@', a”’
zweiseitige Ideale), so folgt a’a’”” = 0, a’a” = 0 (p), daher entweder
a’ =0 oder ¢’ =0 (mod p), d. h. entweder a’ = 0 oder a”’ = 0.

Definition 4. Der Rang f von ofp dber g/p g heifit der Grad
von p. Ist ofp ein x-veshiger Matrizesring iiber einer Divisionsalgebra,
so heift x die Kapazitit von p.

Satz 2. Ein Primideal hat keine echten ganzen gleichseitigen Teiler.

Beweis. Die ganzen gleichseitigen Teiler von p entsprechen den
zweiseitigen Idealen von ofp.

Satz 3. Ein von o verschiedenes ganzes v-Ideal p ohne echte gleich-
seitige ganze Teiler ist ein Primideal.

Beweis. Sei ab = (p), aber a== 0 (p). Dann ist (a, p) ein von p
verschiedener Teiler von p, also gleich 0. Demnach b = ob = (ab, pb)
=0 (p).

Satz 4. Jedes von o verschiedene gleichseitige ganze v-Ideal ist durch
etn Primideal teilbar.

Beweis. In o gilt der Teilerkettensatz. Daher hat a von o ver-
schiedene teilerlose Teiler: die sind nach Satz 3 prim.

Satz 5. Jedes ganze v-Ideal a ist Teiler eines Produktes von Prim-
idealen.

Beweis. Ist a prim, so ist a =0 (a). Ist a nicht prim, so sei
b'b" =0(a), b'=0, " =%=0(a). Sei o = (b',a), o' = (b",q).
Dann ist a’a” = 0 (a) und a', o’ sind echte Teiler von a. Ist eines
der beiden Ideale a', a’’ nicht prim, etwa a’, so gibt es zwei echte
Teiler a”’, a”"" von a’, so daB a”’a”"" = 0 (a'), also a”’a”""a" = 0 (a).
Wegen des Teilerkettensatzes muBl man auf diese Weise nach endlich
vielen Schritten auf ein durch a teilbares Primidealprodukt stoBen.
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3. Bisher war noch nicht von Maximalordnungen die Rede. Von
jetzt an werden wir Ideale in Maximalordnungen untersuchen.

Satz 6. o ser maximal. Ist a ganzes gleichseitiges v-Ideal, das aber
von 0 verschieden ist, so ist a1 wicht ganz.

Beweis. p seiein Primidealteiler von a, 4 == 0liegein p, p; +. . .- p,
sei ein durch uo teilbares Primidealprodukt mit moglichst kleiner
Faktorenzahl ». Einer der Faktoren p, muB durch p teilbar, also
gleich p sein. Demnach ist p,-...-p, von der Form bpc. Es ist
#1bpc=0 (o), pcp~tbpc= 0 (pc). o ist als maximale Ordnung auch
die Linksordnung von pec, daher folgt weiter pep= 16 =0 (0), pu~tchp
=0(p),utcb=0@®"Y),ntchb=0(a"?). cbistein Primidealprodukt
von # — 1 Faktoren, ist also nicht durch wo teilbar, daher ist u~!cb,
um so mehr a~! nicht ganz.

Satz 7. Ist o, maximal, so gilt fiir alle Ideale a, die Gleichung
0,,0;4 = 0;. Die gleichseitigen v;-Ideale bilden also eine multiplikative
Gruppe.

1

Beweis. a;,a;; ist ein Ideal b;;, wegen a,,a;; S o; ist es ganz. Aus
-1 -1y -1 -1 -1
035 07 (02 03%) ™ Gz O3 S Gz Qi

folgt wegen der Maximalitit von o;, daB @057 (0;,05%) ' S o;,
;505 (0 07%) "1 03 S Oy, 077 (0;507%) ' S a7 . Daraus wegen der Maxi-
malitit von o;: (a;;0;7) "' € 0,. Nach dem vorigen Satz folgt aus der
Ganzheit von (a;,a;7) ! und von a;,a;;, daB ;a7 = o;.

Satz 8. Ist o maximal, so ist jedes ganze gleichseitige v-Ideal a ein
Primidealproduks.

Beweis. p, sei ein Primidealteiler von o. a, = ap;' ist ganz,
aber ein echter Teiler von a, da p;'2 o, p;' & o ist. Durch fort-
gesetztes Wegdividieren von Primidealen muBB man wegen des Teiler-
kettensatzes schlieBlich auf o stoBen, ap;'-...-p,’ = 0. Daraus
durch Riickwédrtsmultiplizieren nach dem vorhergehenden Satz
=P Py Py

Sind p, p’ zwei verschiedene Primideale von o, so ist pp’ = p’'p.
Denn p~'p'p ist wegen p~'p’pcp lop = o ganz, pp~lp'p = p'pist
durch p’ teilbar; da p = 0 (p'), so ist p~p’'p =0 (b)), PP =0 (pp),
ebenso pp’ =0 (p'p), also p'p = py’.

Satz 9. Die Gruppe der gleichseitigen Ideale einer Maximalordnung
ist abelsch, und sie ist das divekte Produkt der von den Primidealen er-
zeugten unendlichen Zyklen.

Das ist nach dem Vorhergehenden Kklar.

Wir kommen zu den wungleichseitigen mnovmalen Idealen. Zuerst
beweisen wir eine Verallgemeinerung von Satz 6.

Satz 10. Ist o; maximal, a;, ein ganzes Ideal mit der Linksordnung o,,
das von v; selbst verschieden ist, so ist aj; nicht ganz.

Als Vorbereitung beweisen wir
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Satz 11. q;; sei ein ganzes o,-Linksideal, das von o, verschieden ist
und keinen echten o-Linksteiler hat. Es gibt genaw ein durch q;; teilbares
Primideal p;;, q;; hat die Form g, = (0;C9, - - -, 0;C,,,, P;y), wenn die
Restklassen der c,,,, 1 =v <%, 1 = u < %, ein passend gewdihlies System
von Matrizeseinheiten in o,[p;; sind, und es gilt eine Gleichung p;; = G;jtn;-

Beweis. Der groBte gemeinsame Teiler aller durch g;; teilbaren
ganzen Ideale a;; sei p;;. p;; ist prim: sei b;;¢;; =0 (b;;), b; = 0 (p;,)-
Dann ist (b;;, ;i) =0 (9:1), (b4, 65 =04, €= (b5, 3) €35 = (B35 ¢35 i)
=0 (9;), ;=0 (9;;). Jedes andere Ideal q;;, das durch g;; teil-
bar ist, ist durch p,; teilbar und also gleich p;;, wenn es prim ist.
In o;,/p;; entspricht dem g, ein teilerloses Linksideal q;;. Demnach hat
q;;die Form g;; = (0;¢55, - - -, 0,C,,,), und esist q;; = (0;Ca0, - - -» D;Cur» Pii)-
Wir setzen Lns = (61101,: ‘pw)' Dann ist Qi1 s = 0 (‘pii): da Cyyli1 = 0
falls » > 1. Andererseits ist p}; = 0 (q;;1,,;), ferner p;.c1 = 0 (%m0
woraus @;;1,,; == p3; folgt. Nach Satz 9 muB g;,t,,; = p;; sein.

Beweis von Satz 10. q;, sei ein Teiler von q;;, wie er in Satz 11
betrachtet wurde. p == 0 sei durch p;; teilbar, wo;, = P, = Qi1 Cmi G-
Es folgt wq;%,:t; = 0 #711,,¢;S 037 Da 1,;%0(p;), also
i€ = O (mD,), so ist p~1r,, ¢, nicht ganz, um so mehr ist q;' nicht
ganz, und auch q;; nicht wegen q;' S a!.

Satz 12. Ist die Linksordnung o; von a;, maximal, so ist auch die
Rechtsordnung o, maximal.

Beweis. 1. p; sei eine o, umfassende Maximalordnung. Wir setzen
a;;0,0;# = 0;. 0; umfaBt o;. o,ist ein Ring, denn 0;0; = a;;, 0,07} 0;;0,0;;
ist wegen a;;,0;50;; S a;, also a7 a; S0, in a@kolokola“}— o ent-
halten. o, ist endlich in Beziehung auf g, da dies fiir a;;, 0, a;3 gilt.
Nach § 1, Satz 9, ist daher o, eine o; umfassende Ordnung, also 0; = ;.
;9,07 = 0;. Da p; in a;} enthalten ist, so folgt, daB a,,0,S
also ist a;;,0; ein ganzes o;-Linksideal.

2. Sei zunichst q;; ganz, von p; verschieden, aber ohne echten
o-Linksteiler. Wire o, 4= 0;, so wire a;;, 0, umfassender als g;;, demnach
gleich o;. Es wire 0;a;; = a;;0;0;4 = 0;, ajz S0;, was nach Satz 10
nicht der Fall ist.

3. Ist a;; beliebig ganz, so bilden wir eine Kette von echten Teilern
0 C O, -+ - S0y, © G55, ©0;, die nicht verfeinert werden kann.
0, ist nach 2. maximal. Die Rechtsordnung von ajj, a;;, ist 0z,. Denn
aus a0, 0 S a3, O, folgt 03,0 = 05,057, 03,0 S azklaz_lglazkg auc'z
;7 0;3, hat keine echten oj-Linksteiler, denn aus ajf a;;, 2 bz 2 0z,

folgt -
O 037, O, = O
Qigy 2 Vg, Dpyr 2 gy Ui, Dy Z{ Yy by ={ oo !
iks Oy Ok, -
Nach 2. ist also p;, maximal. So kann man weiter der Reihe nach
erkennen, daB o, 0z, ..., O, 0 maximal sind.
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4. Ist a;;, ganz beliebig, so ist pa;; fiir passendes u 4= 0 ganz und
hat die gleiche Rechtsordnung wie a;;.

Auf Grund von Satz 12 erfaBt die Theorie der normalen Ideale die
einseitigen Ideale von Maximalordnungen.

4. Die Multiplikation der normalen Ideale soll so eingeschrankt wer-
den, daB die normalen Ideale ein multiplikatives Gruppoid (BRANDT [6],
[7]) bilden.

Die folgende Definition miissen wir einfithren, um die eindeutige
Losbarkeit einer Gleichung agx = b zu erzwingen.

Definition 5. Ein Produki a;;b,; heift eigentlich, wenn weder a;
noch by; durch einen echten Teiler ersetzt werden kann, ohne den Wert des
Produktes zu dndern.,

Satz 13. Sind a;, und b,; beide normal, so ist a;;.b,; dann und nur
dann ein eigentliches Produkt, wenn v, = 0;.

Beweis. 1. Wegen a;;0,b;; = a;;,b;; folgt 0, S 0;, ebenso 0, S o,
wenn das Produkt eigentlich ist. Daher o, = 0,. Die Normalitit von
a;; und b;; wird hierbei noch nicht benutzt.

2. Sei o, =uo0;. Ist a;=0(a,z) und a;;b;; = a;b,, so gilt
Gigry S Qiyto O = Uiy, Dy D] = Gibp bf = a0 = @y, Al gy, = 0y

Satz 14. Die normalen Ideale bilden bei der esgentlichen Multiplikation
ein Gruppoid mit den Maximalovdnungen als Einheiten (BRANDT [6], [T]).

Zum Beweis sind nur die Sitze 7 und 13 anzuwenden und hinzu-
zufiigen, daB es zu vorgegebenen Maximalordnungen b;, o, ein Ideal
b, gibt:

‘Satz 15. Das Ideal b;;, = (0,0;) "' ist von Null verschieden. Es ist
der gripte gemeinsame Teiler aller ganzen Ideale o,;,. Es heife die Distanz
von 0; nach 0.

Beweis. (o,0,) "' = b, ist ganz, denn ;S 0,0;0;, = 0. Ist
0 S 05, SO ist 0;0; S €, 2SO ;040,08 S G, 00, S 0%, D 2 Gy,
d. h. b, ist der gréBte gemeinsame Teiler aller ganzen a;;.

Satz 16. Das normale Ideal o ist dann und nur dann durch das
normale Ideal V;, teilbar, wenn es eine eigentliche Produkidarstellung
Qi = €001, mit ganzen ¢;;, §,;, gibt. Ist o, = v;, so gilt sogar a;; = by fy;,
mit ganzem .

Beweis. 1. Aus a;; = ¢;;0;;§;, ¢; S0, fir E 0, folgt a;, E by,

2. Sei a;;=0(b;;). Wir setzen c; = a;;(0;0;)7 ", i = b} a5
Beide Ideale sind ganz und haben wirklich die angedeuteten Ordnungen.
Es ist ¢;; 0T = 03 (0;0;2) 710y, 057 05 = 032, (0;0;2) 710,85 = 030 = aiz..
Im Falle o; = o, gilt ¢;; = a;,(0;0;,) ™' = 0; = v;.

Definition 6. Ein ganzes Ideal heifit unzevlegbar, wenn es wicht
als eigentliches Produkt von echten Teileyn darstellbar ist.

Nach Satz 16 sind die unzerlegbaren Ideale die teilerlosen Ideale.
Nach Satz 11 sind sie maximale Teiler von Primidealen und haben

die Form Qo = (0;Ca2,5 + « +» D;Crrs Vi) -
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Die Gruppe der gleichseitigen o,-Ideale a;; wird durch a;; — b;; a;;b;%
auf die Gruppe der p,-Ideale isomorph bezogen, dieser Isomorphismus
héngt von der besonderen Wahl von b;;, nicht ab, denn ist b} =12;;0;29z1,
so wird nach Satz 9

075" 3% = Dix 0% Lid' 03 %isbix Yier = B ;5055
a;; und ag; = bi u;; 0, sollen zusammengehirig heiBen.

Satz 17. Jedes ganze mnormale Ideal ist eigentliches Produkt von
unzerlegbaren Idealen. Die Faktorenzahl ist bei zwes verschiedemen Zer-
legungen die gleiche. Die Faktoren sind insoweit eindeutig bestimmi, als
die Faktoren einer Zerlegung denen jeder anderen so umkehrbar eindeutig
zugeordnet werden konnen, daff entsprechende Faktoven o, und oy Teiler
zusammengehoriger Primideale p,; und by sind.

Beweis. Die Moglichkeit der Zerlegung folgt aus Satz 16. Ist
@z = G;;97- - - Gz €ine Zerlegung von q;; in unzerlegbare Faktoren,
so ist

0; 2 G 2 Qi =000 2 O
eine nicht mehr verfeinerbare Kette von o,-Linksidealen, also

03/ 2 Q05D - - -
eine Kompositionsreihe des p;-Linksmoduls o,/a;,. Nach dem JorDAN-
HoOrpERschen Satz ist also die Faktorenzahl eindeutig bestimmt. Um-
gekehrt liefert eine Kompositionsreihe von o,/a;, eine Zerlegung von a;;.

Der JorDAN-HOLDERsche Satz ergibt weiter, daB fiir zwei Zerlegungen
von a;;, die Faktormoduln o,/q;;, 9;;/0;;9;;, als o,-Moduln eindeutig
bestimmt sind. Daraus ergibt sich die Eindeutigkeitsbehauptung von
Satz 17 auf Grund von

Satz 18. a;;, ser ein gamzes Ideal, qy; wnd o, seien unzerlegbare
Ideale. Die oi-Linksmoduln a0, Gy, und 0;/G;,, sind dann und nur dann
isomorph, wenn @, wnd G, 2usammengehdrige Primideale Y, und
Pis = Qb 0iy teilen.

Beweis. 1. Es ist a9, = P;;0;;. Der o-Linksmodul a;./a;.9;:
= 0;;/P;; % ist 0;/p;;-Linksmodul, denn das Produkt einer Restklasse a
von a;;, modulo p,;a,, mit einem o-Element ¢ hingt nur von der Rest-
klasse von ¢ modulo p;; ab.

0;/0; P hat, wenn q;; ein unzerlegbarer Teiler von jp,, ist, eine
mit  0;/0;Peks % Ors/ 0P - - - beginnende Kompositionsreihe. Die
einzelnen Faktormoduln a;;/a;;qz;, . . . sind nach III, § 2, Satz 1, mit
den einfachen Linksidealen von o,/p;; isomorph. Angewendet auf
0;;, = 0; ergibt das die Isomorphie a;;/0;,0z; =2 0;/G;,, Wenn q;; und g;,,
entsprechende Primideale p,, und p;; teilen.

Um zu zeigen, daBl die Isomorphie b;/q;,, = 0,/q;, fir zwei un-
zerlegbare Ideale q;, und ¢}, das Ubereinstimmen der zugehérigen
Primideale p;; und p;; bedingt, fithren wir fiir o-Linksmoduln m das
annullierende Ideal ein: die Menge t aller a4 aus o; mit am = 0. 7 ist
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ein zweiseitiges o,-Ideal: aus am = 0 und dbm = 0 folgt (2 — b)m = 0,
ferner ist o;r-m=o0;-tm=0, go;-m=3-o,mEr-m=0.

Fir o;/q;,, ist ersichtlich p;; das annullierende Ideal. Zu operator-
isomorphen 0,/q;,,, 9;/a;, gehort also das gleiche p,;.

Satz 19. Die Anzahl der unzerlegbaven Faktoren eines Primideals
ist gleich der Kapazitit.

Beweis. p,/p,; hat eine Kompositionsreihe der Linge x.

5. Satz 20. p;; ser ein Primideal der Maximalordnung o;, a C o,
ein Nichtnullteiler modulo p;;. Die Kongruenz

ax, = b(mod pf;)

st durch ein_x, aus v; losbar.

Beweis. 1. ax, = b (p;;) ist losbar, da a ein Nichtnullteiler in der
Algebra o;/p;; ist.

2. Ist ax, =0 (pf) (0 =1). ferner a*a =1 (p;;), so wird ax,.,
= b (pff"), falls x, ; = x, — a*(ax, — b) gesetzt wird.

In Zusammenhang mit Satz 20: LittLEwoop [1], OLsoN [1].

§ 3. Struktur des Restklassenringes nach einem zweiseitigen
Ideal.

Der Restklassenring einer Maximalordnung o, nach einem Prim-
ideal p;; ist eine einfache Algebra (§ 2, Satz 11). Aus der Teilerfremdheit
verschiedener Primideale ergibt sich leicht, daB der Restklassenring

von p; nach einem Ideal J7 p}; isomorph zur direkten Summe der Rest-
klassenringe o,/p;; ist. ‘_:‘Daher geniigt es, die Restklassenringe von
Primidealpotenzen zu behandeln.

Satz 1. o,/p}i = 0 ist ein primdrer Ring mit dem Radikal p;[/pi: =D.

Beweis. Die Potenzen p,p?, ..., p™ = 0 sind auBer o die einzigen
zweiseitigen Ideale von o, denn sie entsprechen den zweiseitigen Teilern
von pii. p ist daher das fnaximale zweiseitige Nilideal. Ein einseitiges
Nilideal ¢ ist in p enthalten, denn nach Hilfssatz 1, II, § 3, ist (a,p)
ein Nilideal, das p umfaBt, und da ein echter Teiler von p;; nach Satz 21,
§ 2, ein Element c,, enthilt, das modulo p;; idempotent ist, so muBl
(a,p) =bp, aSp sein.

Nach Satz 2, II, § 9, ist b voller Matrizesring in einem vollstindig

primiren Ring ®,0 => ®c,,. Der Grad x der Matrizes ist die Ka-
vy =1

pazitdt von p,; (ist also vfon m unabhingig), denn er ist die Komponenten-

zahl des Restklassenringes von p nach seinem Radikal p, also von o,/p;,.
Das Radikal von ® ist p* = Dnp (II, §9, Beweis von Satz 5).

Wir wollen eine Ubersicht iiber die Ideale von 0 und ® gewinnen.
Jedes zweiseitige Ideal a von o entspringt aus einem zweiseitigen

Ideal a, von D, es gilt a = a,¢,,, umgekehrt ay=an D. Es ist
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p =2 p*c,,, demnach p' =2 'p*’c,,, somit sind die Potenzen von p*
die einzigen zweiseitigen Ideale von ®.

Satz 2. D enthilt nur zweiseitige Ideale.

Zuerst beweisen wir, daB ein durch 5*""‘1 teilbares Rechtsideal a,
von D entweder 0 oder p*™~!ist. a =2 a,¢,, ist ein durch p”~! teil-
bares Rechtsideal von o, es entspringt daher aus einem Rechtsideale
a = ¢;pjy"" von o;; ¢ ist wegen p7} = 0 (a) ein Teiler von p. Ist ¢ = b,
so wird a=0, q=0. Ist c#p so liegt in ¢ ein >d m,#$0(p)
etwa d,z = 0 (p*). Da D/p* ein Schiefkérper ist, so gibt es ein 4’ mit
dogd =1 (p*¥); es ist dann 24d,,c,,-d' =2%¢,,c,,=0() mit

):

exp =1 (p*¥). Ist jetzt p ein Element von p*"~', so wird, wegen
@ = Cp" 1, 3,65 = 0 @), daher = 20, = 0 (30, B*"1 = 0 a0,
p* Tl = a,.

Ist a, ein beliebiges von Null verschiedenes Rechtsideal von 9,
so bestimmen wir zu irgendeinem a == 0 aus a, den Exponenten ¢ mit
a =0 (p*?), a = 0 (p***!). Da aus ap** = 0sich ap® = 0, ap* = 0 (p"),
a=0(p"%), a=0 (p*™*) ergibt, so muB ap*™~1-?3=0 sein. ap*™~1-¢
liegt einerseits in a,, andererseits in p*'p*™ -1~ i=p*™-1  Der Durch-
schnitt ayn p*™-! ist also ein von Null verschiedenes Rechtsideal in
p*™-1 er ist daher nach dem voraufgehenden gleich p*™~1, p*™~1 jst
also in @, enthalten. Ist g, & p*™ !, so wenden wir die gleiche Uber-
legung auf a, modulo p*™-! an und finden, daB p*™~2 in a, enthalten
sein muB. So fortfahrend erkennen wir, daB 0, p*™~1, p*™-2, .. . p*, D
die einzigen Moglichkeiten fiir Rechtsideale sind. Satz 2 ist damit
bewiesen. Fir diesen § vgl. ARTIN [8], SPEISER [3].

§ 4. Normen der Ideale.

Um eine Definition der Normen zu gewinnen, halten wir uns zu-
nichst an den Spezialfall, da g der Ring der ganzen rationalen Zahlen
ist. Ist a;; ein ganzes Ideal von ¥, so soll unter N a;, die Elementezahl
des Restklassenmoduls o;/a;; verstanden werden. Ob p;/a;; und o./a,,
die gleiche Elementezahl haben, also die Normendefinition symmetrisch
ist, bleibt vorldufig offen.

Wenn ¢ nicht der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist, so finden
wir einen Ersatz fiir die Elementezahl von p;/a;; in der ,,Ordnung*
von p;/0;;, als ABELsche Gruppe mit g als Operatorenbereich — kurz
g-Gruppe. p;/a;; wird eine g-Gruppe durch die Festsetzung ap = ap.

Die Ordnung einer g-Gruppe wird auf die folgende Weise erklart:
Eine g-Gruppe M heiBt zyklisch, wenn sie durch ein Element erzeugt
wird: I = ag. Die Menge der x aus g mit ax = 0 ist ein Ideal a.
Durch die Abbildung ¢ — apu wird ¢ homomorph auf ag abgebildet,
und da hierbei gerade a in 0 iibergeht, so ist ag = g/a. a heiBt die
Ordnung von I. Eine ABELsche g-Gruppe ist dann und nur dann
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einfach, wenn sie zyklisch von Primidealordnung ist. Denn eine
nichtzyklische g-Gruppe enthilt echte zyklische Untergruppen, und
wenn die Ordnung a von ag den echten Teiler b hat, so hat ag > g/a
die durch b/a gegebene echte Untergruppe.

Hat die ABELsche g-Gruppe I eine endliche Kompositionsreihe,
so soll das Produkt der Ordnungen der Kompositionsfaktoren, das
nach dem JorDAN-HOLDERschen Satze allein durch It bestimmt ist,
die Ordnung von IR heifen. Fiir eine zyklische Gruppe I stimmt
diese Ordnung mit der zu Anfang definierten Ordnung iiberein, denn
eine Kompositionsreihe von ag gibt bei der Abbildung auf g/a eine
Kette g/laD p,/aDd pyps/aDd---DPp,...P,Ja=aja, wo die p; Prim-
ideale sind.

Definition 1. Die Norm Na;;, eines ganzen Ideals oy von U in
Beziehung auf g ist die Ovdnung der g-Gruppe 0,/g;;.

Diese Definition soll jedoch nur eine vorliufige sein, da N,a;; der
mittels der charakteristischen Gleichung gebildeten Elementnorm
entspricht.

Diese Definition hebt die Linksordnung vor der Rechtsordnung
hervor. Vorliufig wollen wir die Ordnung von ofa;; mit N¥a;; be-
zeichnen, es wird sich alsbald N¥a;;, = N, a;; herausstellen.

Satz 1. Die Norm eines Primideals B, vom Grade f ist p", unter p
das durch ‘B teilbare Primideal von ¢ verstanden.

Beweis. Wird unter u,, ..., u, eine Basis der Algebra o/§ in
Beziehung auf g/p verstanden, so ist jeder Modul #; - g/p eine zyklische
Gruppe der Ordnung p, und %, g+ --- + %;g, %38 + -+ + %8,
..., uyg ist eine Kompositionsreihe von o/R. '

Satz 2. Das unzerlegbare Ideal B, sei Teiler des Primideals By,
vom Grade | und der Kapazitit x. Es gilt N, B, = p/”.

Beweis. Wir haben beim Beweis des Satzes 18, § 2, gesehen, daB
0;/B;; sogar als p,/%P;;-Linksmodul mit einem einfachen Linksideal [
von o,/%B;; operatorisomorph ist, erst recht also als g-Linksmodul.
Da p,/%B;; die direkte Summe von x untereinander isomorphen einfachen
Linksidealen [ ist, so ist die Ordnung von 0;/%,;; die xte Potenz der
Ordnung von [ oder von o,/%,,, daraus ergibt sich die Behauptung
nach Satz 2.

Satz 3. Normenmultiplikationssatz. Nya;;0,, = NyagNyby,.

Beweis. Wir kénnen b, unzerlegbar annehmen. Nach Definition
der Ordnung ist die Ordnung von o,/a;,b;; gleich dem Produkt der
Ordnungen von o;/a;;, und von a;;/a;,0;;. Die erste Ordnung ist die
Norm von a;;. Die zweite ist nach § 2, Satz 18, gleich der Ordnung
von o;/b;,, b;; und b;,, sollen in zusammengehérigen Primidealen P,
und %PB;; von o, und o; aufgehen.

Es fehlt also noch der Nachweis, dall unzerlegbare Ideale $%;,, und
B, zu zusammengehorigen Primidealen die gleiche Norm haben, oder, was
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nach Satz 1, 2 auf das gleiche hinauslduft, daB zusammengehérige Prim-
ideale B;; und P, gleiche Normen haben. Um das zu zeigen, bedenken wir
zuerst, daB die Ordnung von a;,/a;; B, gleich IV, B, ist, denn a;z/0;; By
= a;;/ B;; 0, hat ja als o;/B;;-Modul eine Kompositionsreihe der Linge x,
weil B, in % unzerlegbare Faktoren zerfillt. Da wir aber a;/a;; Byr
auch als o/, ;-Rechtsmodul mit einer Kompositionsreihe der gleichen
Linge » ansehen kénnen, so wird andererseits die Ordnung von a;,/a;; B,
gleich N; ;. also N, B;; = N; Bi,. Damit ist der Beweis beendet.

Es ergibt sich aus der letzten Betrachtung zugleich, daB fiir ein
unzerlegbares Ideal $3;; die Gleichung N§ B, = IV, *B;;, gilt: vertauschen
wir niamlich in Satz 2 rechts und links, so ergibt sich N¥ g, = p//*,
wenn ' der Grad von B ist. Da auch fiir N¥ die Multiplikationsregel
gelten muB, so folgt allgemein Nf¥a,, = N,a;,.

Ferner sehen wir, daB alle Primideale B;;, Bz, %;;, . . . den gleichen
Grad f haben (siehe § 11 Satz 16).

Auf Grund von Satz 3 kénnen wir die Definition der Norm N, a;;
auf nicht ganze Ideale a;; ausdehnen, indem wir N,a;;, = N;b;;/N, ¢,
setzen, falls a;; = b;;c;; mit ganzen b, ¢ ist. Wegen Satz 3 ist diese
Definition nicht abhingig von der Wahl der b, ¢, auBerdem ist Satz 3
auch fiir nicht ganze Ideale richtig.

Satz 4. Sind in g alle Ideale Hauptideale, hat also jedes Ideal von U
eine Minimalbasis in Beziehung auf g, so ist die Norm eines Ideals a;
gleich dem g-Ideal (|A|), das von der Determinante |A| einer Matrix A
erzeugt wird, welche eine Basis W = (uy, ..., w,) von 0; in eine Basis
b= (v, ...,v,) von a; wberfiihrt: Nya;;, = (|A4|), wenn b = ud.

Beweis. 1. (|]4[) hingt nicht von der Wahl der Basis v ab, denn
ist v’ eine zweite Basis von a, v’ = pC, so hat sowohl die Matrix C
als auch ihre Inverse C~' Elemente aus g, weil v = »’C~!. Die De-
terminante |C| ist demnach eine Einheit, und da v’ = u4 C ist, so wird
in der Tat (JAC|) = (|4]).

2. Bekanntlich kann die Basis v in der Form

Yy = Uy %y

Vg = Uy 0y + Up Kgp

Uy = Uy Oy + Ug Koy + = =+ + Uy Oy
gewihlt werden (VAN DER WAERDEN [2], § 106).

In diesem Fall wird (|4]) = (xq) (%29) - - - (%,,), und wir zeigen
jetzt, daB die Ordnung der g-Gruppe o;/a;;, gleich (&;;) (X33) - - . (%nn)
wird, falls a;;, ein ganzes Ideal ist.

In der von o=gu; 4+ ---4 gu, nach a; =gv, 4+ --- 4 gv,
filhrenden Untergruppenreihe

D=guy + -+ gu, D guy + Gobg + -+ - + gy + §v, D+ - D gy

oo b U QU+ 80D D gu e g7, = Ay

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring. 6
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hat die Faktorengruppe
(Qoy 4 -+ - + gy + G0y + - - 4 G9,)/(Quy + -+ - + gy + @Y
+ee o+ o)
die Ordnung («;;). Denn sie ist mit
(gt 4 - - - + gu)[(quy + -+ - + gu;_; + gv)
= (@oy + oo 4 guy) /(8o + - - A QUs_y + o)
isomorph, und die letzte Gruppe wiederum mit
8/ 8-

Ist q;; nicht ganz, so betrachten wir ein ganzes Ideal auy;, xcg
an seiner Statt. Es wird a"Nju;; = o"(|4]), Nyo; = (|4]).

Auch wenn g nicht Hauptidealring ist, kann man N,aq;;, durch
Determinanten ausdriicken. Wir verwenden dazu das folgende ail-
gemeine Prinzip:

t sei irgendein ganzes Ideal von g. Im Ring g* aller GréBen von P,
deren Nenner zu g teilerfremd sind, ist jedes Ideal Hauptideal. Jedes
Ideal a von g geht durch Multiplikation mit g* iiber in ein Ideal a* = g*a
von g*. Dabei wird a* = g* fiir jedes zu g prime a, jeder Primfaktor p
von g geht in ein Primideal p* von g* iiber. Wihrend eine Gleichung
a = b zwischen Idealen von g die entsprechende Gleichung a* = b*
zur Folge hat, kann man umgekehrt aus a* = b* schlieBen, daB a
und b bis auf zu g teilerfremde Faktoren iibereinstimmen.

Die Anwendung dieses Prinzips ergibt:

Satz 5. 1 sei irgendein ganzes Ideal von g, das durch alle Primideale
teilbar ist, die in N, a;;, vorkommen, und ¢* der Ring der P-Elemente mit
2 g primen Nemnern, o* = g*o;. u sei etne Minimalbasis von of, v
eine Minimalbasis von a* = g*a in Bezichung auf g*. Dann ist Nja;,
der Anteil der Primfaktoren vom y an der Determinante |A| der durch
b =ud gegebenen Matrix.

Satz 6. Ist a;; = avy, so wird Nya; = (Na)™, wenn m? der Rang
von U diber dem Zentrum ist.

Beweis. Wir nehmen ein Ideal ¢ wie in Satz 5 zu Hilfe. Ist dann
ut eine Basis von of in Beziehung auf g*, so ist b = aut eine Basis von af,.
Daher wird (Na)™ = |4|. Nach Satz 5 unterscheidet sich also N,a
von (Na)™ nur um zu ¢ prime Faktoren. Da man aber jedes Primideal
von ¢ in g aufnehmen darf, so wird N;a = (Na)™.

Satz 6 legt nahe, die Idealnorm N, aq;; durch ihre m-te Wurzel zu
ersetzen, um einen der Elementenorm entsprechenden Idealnormbegriff
zu haben. Sinnvoll ist diese Definition aber nur, wenn (N, a;;)Y™ ein
Ideal von g ist. Das ist in der Tat der Fall. Um das einzuschen,
ziehen wir den spiteren Satz 27 in § 11 heran. Danach gibt es zu'jedem
Ideal a;; ein Element a, so daB a;;@ keinen unzerlegbaren Faktor auf-
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weist, der in einer Zerlegung von aq;, vorkommt. Es wird dann
N, (a;z4) = Nya;;,(Na)*. Ein Primfaktor von N,aq;; muB also von
(N a)™ weggehoben werden, woraus in der Tat folgt, daB dieser Prim-
faktor in N, a;; mit einem durch m teilbaren Exponenten vorkommt.
Wir definieren daher endgiiltig:

Die Norm N a;;, eines ganzen Ideals a;y ist die m-te Wurzel aus der
Ordnung der §-Gruppe v/a;;; die Norm eines beliebigen Ideals a;; ist
Nag, = Nb;/Ncy;, falls a;3= b;/c,; mit ganzen b, c.

Satz 3 bleibt fiir N statt V; bestehen, die Sitze 1, 2, 4, 5 sind ent-
sprechend abzuindern, Satz 6 sagt N(a) = (Na) aus. Aus Satz 2
ziehen wir die bemerkenswerte Folgerung

Satz 7. Ist f der Grad und » die Kapazitit esnes Primideals von U,
so ist f =0 (xm), falls A den Rang m? diber seinem Zentrum hat.

§ 5. Komplementire Ideale. Differenten.

Susp, kiirzer Sa, bezeichne die Spur des Elementes a der halb-
einfachen Algebra U in Beziehung auf ihren Grundkérper P.

Ist a;; ein Ideal von U, so wird unter Sa;, die Menge aller Sa,
a = 0 (a;;) verstanden. Sa;, ist ein Ideal von g. Ist g;, ganz, so ist
auch Sa;;, ganz. Die Umkehrung gilt aber, wie wir bald sehen werden,
nicht.

Durch ein Ideal q;; ist die Menge a; aller a aus % mit S(za;) c g
bestimmt. q;; ist ein Ideal mit den angedeuteten Ordnungen, denn
S(aa;,) g, S@a;) cg hat S((@ —aha,) ©g zur Folge, es ist
S (@i 050 0g) = S (@i 0z) © g, S(0p8g 05) = S5(a;5 05 80) = S (0 Gz}
cg, gilt pa;, <o, so wird S(ua,) Cg, also = 0 (a;,). SchlieBlich
gibt es auch ein ¢ == 0, so daB gd;; < o, gilt. Das ist etwas schwieriger
einzusehen, weil es auf der Voraussetzung beruht, daB 9 nicht nur
halbeinfach ist, sondern auch bei jeder algebraischen Erweiterung von P
halbeinfach bleibt — oder daB die Diskriminante von 9 nicht Null ist
(siehe §1). Sei u,, ..., u, eine in q;; und p; enthaltene Basis von ¥.
Wir kénnen ein Element @ von @,; durch die #, ausdriicken 2 = > &, %, .
Die Spuren S(aw,) = ¢, liegen in g. Die Gleichungen S(au,) = ¢,
kénnen in die Form S0, S (1) =

gesetzt werden. Da die Diskriminante |S(u,%,)| nicht Null ist, so
kénnen hieraus die «, berechnet werden, sie ergeben sich als Zahlen
des Ideals (|S(u,u,)|"!) von g. |S(u,u,)|a liegt dann in o,.

Hat a;, eine Basis u,, ..., #, in Beziehung auf g, und bestimmt
man # GroBen #, = 25,, u4, aus den Gleichungen

1, wenn y=yu,
25 S (1 14,) _O, wenn v= i, (1)

so ist 4, ..., #, eine B3.515 von ;.

6%
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Das komplementére Ideal §; einer Maximalordnung o; ist ein zwei-
seitiges p,-Ideal. Da es offenbar o, umfaBt, so ist p;' = D;; ein ganzes
Ideal. ®,;; heiBt die Differente von o;.

Die Differenten ®;; und 9, zweier Maximalordnungen o; und o,
stehen in der Beziehung ®,; = a;7 ®;;a;, sind also zusammengehdrig.
Denn es ist

S (a7 0:0;200) = S (3050, 07%) = S (5;0) < g,
also ajp5;0;; = 0 (3), umgekehrt 0;3 005 = 0 (5;)-

Satz 1. Es ist Gz = a7 D'

Beweis. 1. S(aika{,}@,;}l) = S(D;;') € g, daher a1 D; = 0 ().

2. S(aﬂcakz) cg, daher S(Diatlcah,) cg, daher azkakz =0 (gnl)
akz =0 (Cl @“)

Aus Satz 1 ergibt sich

Satz 2. gzlc = O;p-.

Beweis. @ = Dji'0; = Dii' (057x D7) ™ = age-

Fiir Ideale a;; mit einer Basis in Beziehung auf g folgt dies auch
unmittelbar aus der Symmetrie der Formeln (1); und wir kénnen auch
im allgemeinen Fall so vorgehen, indem wir das Prinzip auf S. 82 an-
wenden. Aus a;;, = a;; kann aufs neue der fundamentale Satz 22, § 2,
abgeleitet werden, daB die Rechtsordnung o, eines Ideals q;;, mit
maximaler Linksordnung o; auch maximal ist: Satz 2 erfordert zu
seinem Beweis nur die Maximalit4t der Linksordnung o;, kann also ohne
Satz 22, § 2, erschlossen werden. Aus Satz 2 folgt aber als Regel zur
Bildung des Inversen a;;

o Sy —~—
ar = (Dii Gx) = (a5 Dger) -

Wenden wir sie an auf a;, so ergibt sich

(at—kl) ((1 ®m) a’ik = O;- .

Ist nun o, eine o, umfassende Maximalordnung, so gilt nach dem
Beweis von Satz 22, 1: a;,0,a; = 0;. Daraus ergibt sich aber
0.9 S () ' = a;;, d.h. 5,S 0, w.z. b. w.

Satz 3. Ein Primideal S der Maximalordnung o teilt dann und nur
dann die Differente ® von o, wenn entweder das zu B gehirige Primideal p
von § durch B2 teilbar ist, oder wemn B ein Primideal zweiter Avt ist
(NoeTHER [1]), d. h. wenn die Algebra WP diber g[p ein inseparables
Zentrum hat.

Beweis. Es sei p = $°Q, & von P frei.

1. Wir zeigen, daB S(BD) = 0 (p) 2)

ist. Multiplikation mit p~! ergibt dann

S(B)=01(g),
also ® = 0 (P~1). Im Falle e > 1 ist also in der Tat D durch P teilbar.
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Am einfachsten ist (2) im Falle einzusehen, daB % kommutativ ist.
Dann ist S die mittels der Hauptdarstellung berechnete Spur. Da die
Hauptdarstellung von % durch Restklassenbildung modulo p in die
Hauptdarstellung von ¥U/p in g/p iibergeht, so wird Sa modulo p gleich
der Spur der p-Restklasse a von a. PR ist aber ein nilpotentes Ideal
von o/p, simtliche Spuren von $O-Elementen sind also Null.

Im allgemeinen Fall machen wir davon Gebrauch, daB die Spur Sa
eines Elementes von 9 der negative zweithéchste Koeffizient eines
Teilers f(x) des charakteristischen Polynoms von « ist. Das charak-
teristische Polynom von a geht modulo p in das charakteristische
Polynom von a iiber, da das charakteristische Polynom mittels der
Hauptdarstellung berechnet wird. Die p-Restklasse von f(x) teilt also
das charakteristische Polynom von a. Dieses ist Teiler einer Potenz
des Minimalpolynoms von a. Die Elemente von PO sind nilpotent,
ihre Minimalpolynome sind also Potenzen von x. Daher ist die p-Rest-
klasse von f(x) eine Potenz von x, wenn a4 in P& liegt: die Spur Sa
von a ist also durch p teilbar. '

Wenn B von zweiter Art ist, so gilt

SE®)=0().
Dies gilt aber, im Falle ¢ =1, auch nur, wenn P von zweiter Art ist.
Daraus ergibt sich dann, daB aus ® = 0 (f) entweder ¢ > 1 folgt,
oder daBl 8 von zweiter Art ist.

o/p ist die direkte Summe von O/p und B°/p. Dennes ist 0 = (°, Q)
und 0=p + ¢, p=0(P%, ¢=0 (D) hat p = ¢ = 0 ($°D) zur Folge.
Qfp ist mit o/P isomorph: Lfp = Q/P’D = Q/P*n Q= (D, R°)/B,
der Grundkorper g/p geht dabei in sich iiber.

Sei jetzt ¢ = 1. Im kommutativen Fall ist alles einfach: Die Spur
Sq eines Elementes ¢ von £ geht modulo p iiber in die Spur Sgq der
p-Restklasse ¢ von g, wenn sie als Element von %/p betrachtet wird.
Sq ist aber auch die Spur von ¢ als Element von £/p, denn £/p ist
direkter Summand. Die Spuren der Elemente der einfachen Algebra
/b = /P sind aber nur dann alle Null, wenn o/ von zweiter Art, d. h.
inseparabel ist.

Im allgemeinen Fall gehen wir auf die Hauptpolynome zuriick.
Es ist leicht einzusehen, daB wir uns auf einfache Algebren U be-
schrianken konnen. m sei der Rang des Zentrums 8 von U, # = mi?
der Rang von %. Das charakteristische Polynom F (x) eines Elementes a
von U ist die #te Potenz des Hauptpolynoms f(x), F(x) = f(x).
Die p-Restklasse von F(x) ist das charakteristische Polynom @ (x)
von a, a als Element der Algebra /p angesehen, noch mit #* multi-
pliziert, wenn % der Rang von S.]3/;3 ist:

F(x) = #® (),

fla) = x'@(x)
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Wir zeigen nun, daB das charakteristische Polynom @(x) von a
auch die t-te Potenz des Hauptpolynoms ¢(x) ist, daraus folgt dann
f(x) = xh”fp(x),
so daB Sa die Spur von a ist. Und da die Spuren aller Elemente von
o/P dann und nur dann sdmtlich Null sind, wenn o/ inseparabel
ist, so wird in der Tat S(Q) = 0 (p) nur fiir solche § gelten, die von

zweiter Art sind.

Unsere Behauptung @ (x) = @ (%)’ liuft daraus hinaus, daB der
Rang der einfachen Algebra o/ iiber ihrem Zentrum gleich # ist.
Bezeichnet p, die Hauptordnung des Zentrums 3 von ¥, so ist wegen
¢ =1 nach Satz1 im §12 ‘B schon in o, Primideal, also o/ vom
Range 2 iiber oy/B. po/P ist sicher im Zentrum von o/P enthalten.

Das Zentrum 3 von o/ ist ein Korper, er ist separabel iber g/p,
wenn B von erster Art ist. In dem Fall nun, daB die Ausgangsordnung g
die Hauptordnung eines gewdhnlichen oder eines p-adischen algebra-
ischen Zahlkérpers ist, kénnen wir die Annahme, 3 sei groBer als oo/,
folgendermaBen widerlegen: Ein maximaler Teilkérper von o/ wire
iiber o/P vom Grade #+¢,, wenn % der Grad von j iiber o,/% ist und
t = ty¢,. Ein primitives Element ¢ eines solchen maximalen Teil-
korpers von 0,/ hitte eine irreduzible Gleichung in 0,/% vom £¢-ten
Grade. Das ist nicht méglich, denn tﬁtl > ¢ widerspricht dem Umstand,
daB jedes Element der Restklasse ¢ einer Gleichung vom #-ten Grade
mit Koeffizienten aus o, geniigt.

Ohne die Annahme, daB es in o/} separable Teilkérper vom héchst-
moglichen Grad gibt (wenn etwa p,/B algebraisch abgeschlossen ist),
sieht man die Unméglichkeit von 3 == 0,/ folgendermaBen ein: o/ sei
Matrizesring s-ten Grades in der Divisionsalgebra ®, deren Zentrum
dann 7 ist. ® sei vom Range #? iiber 3, 3 vom Range v? iiber oo/ B,
also suv =¢. ¥ sei ein separabler maximaler Teilkérper von D, a ein
primitives Element von ¥, g(x) das irreduzible Polynom in 0,/§§ mit
der Wurzel a. Sind ¢;; die Matrizeseinheiten in o/$, so ist ¢,, + Cyg
+ Cg4 + -+ 4¢,_y, = 4 ein nilpotentes Element vom Exponenten s,
also x* das Minimalpolynom von d. Wir zeigen, daB ¢ = a + d ein
Minimalpolynom vom Grade #2v2s > ¢ hat. Das steht (wie oben) im
Widerspruch zu der Tatsache, da3 die Minimalgleichungen der Elemente
der Restklasse ¢ hochstens vom #-ten Grade in o, sind.

Es ist _ - _ - _ _
SEY @+ ) =¢@ + g @ + Be@ + -

g, (a) ist die Ableitung von g(x) fiir x = a, also ungleich Null, da a
separabel. Also gilt

g@+d) = a,d + 2,8 + ad* + -+ + 3, @',

wo die Elemente a, dem Ko&rper ¥ angehoren und a, == 0 ist.
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Da die Potenzen von d in Beziehung auf ¥ linear unabhéngig sind,
so sehen wir, daB g(a + 4)°, jedoch keine niedrigere Potenz von
g(a + d) gleich Null ist. Das Minimalpolynom von a + d ist daher
ein Teiler von g(x)°; da g(x) irreduzibel ist, so ist es eine Potenz von
g(x), muB also gleich g(x)°® sein. g(#x)° hat in der Tat den Grad uu®s.

Satz 4. Ist A = A, =2 Ac;;, Matrizesring in einer Divisionsalgebra
A, ist o esne Maximalordnung von N, die mittels der c;;, aus einer Maximal-
ordnung o' vom A gebildet ist: v =2 0"c;;, S0 haben o und o gleiche
Differenten D und D', d. h. es ist D = 0D’ 0 =0 D'c;y.

Beweis. Wir benutzen die Formeln (1) fiir die Basis # der reziproken
Differente (iiber die Anwendbarkeit von (1) im allgemeinen Fall vgl.
die Bemerkung hinter Satz 2!). #; sei eine Basis von o’, #; die durch (1)
bestimmte Basis von ®'~!. Dann gelten, wie leicht zu sehen, auch

die Formeln

. 0
Su>p (%, 1%, Cjp) =

’

welche zum Ausdruck bringen, daB D = >'D'c;,, ist.

§ 6. Die Diskriminante einer Maximalordnung.

Definition 1. Die Diskriminante einer Maximalordnung o ist das
von allen Diskviminanten |S (u;u,)| von je n Gréfen u,, . .., u, aus o
erzeugte g-Ideal b.

Wenn p eine Basis u in Beziehung auf g hat, so wird b das Haupt-
ideal (|S(u;u;)|), denn sind #;, . . ., u, irgend » andere GréBen aus o,
so gilt u' = uQ mit einer Matrix Q aus g, und es wird |S (uju})|
— |5 ) 0P

Satz 1. Die Diskriminante d von o ist die n-te Potenz der Norm
der Differente ® (n? = Rang iiber dem Zeptrum).

Beweis. Wir kénnen, mit Riicksicht auf das in § 4 ausgesprochene
allgemeine Prinzip, so vorgehen, als ob g ein Hauptidealring sei. o habe
die Basis u, 1/® hat dann die durch

- 1 i=7
S (u;u)) ——{0 g

gegebene Basis 1i. Sei u = #1Q. Dann ist nach § 4, Satz 5,
ND" = (|Q]™).

Andererseits ist aber
1 =[S ()| = |Swm)| - |Q|™"; oder D=0,
somit gilt in der Tat N®" = b. Da hiernach b eine #-te Potenz ist,

1
wird zweckmaBiger b» = b, als Grundideal eingefiihrt. (BRANDT [6].)
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Aus Satz 1 und Satz 3, §5, folgt

Satz 2. Die Diskriminante d, und ebenso das Grundideal D, von o
ist durch diejenigen Primideale von ¢, die in o ein Primideal in héherer
als erster Potenz oder ein Primideal zweiter Avt abspalten, und durch
keine andeven teilbar.

Aus der Relation ®;; = ;;D,0;7 zwischen den Differenten ver-
schiedener Maximalordnungen folgt mittels Satz 1, daB alle Maximal-
ordnungen die gleiche Diskriminante d (gleiches Grundideal b,) haben,
die wir jetzt die Diskriminante (Grundideal) der Algebra U nennen.
(Grundzahl, wenn P der Korper der rationalen Zahlen ist.)

Fiir diesen § siche BRANDT [6], Hasse [1], SHODA [4].

§ 7. Einheiten.

Ein Element e von U heiBt Einhest, wenn e~ ! existiert und sowohl e
als auch ¢! ganz ist. Die Norm einer Einheit ist eine Einheit von g.
Denn Ne ist ganz, (Ne)~! = Ne~! aber auch.

Umgekehrt: Ist e ganz und ist Ne = ¢ eine Einheit, so ist ¢ eine
Einheit. Denn ist o eine Maximalordnung, die e¢ enthilt, so wird
N(eo) = (Ne) = g, also, da ep ein ganzes Ideal ist, e0 = p. ¢~! muB
daher in p enthalten sein. Umgekehrt ist fiir eine Einheit ¢ der Maximal-
ordnung o stets ¢o = . Da wir also die in einer Maximalordnung
enthaltenen Einheiten als die Elemente ¢ mit ¢p = o kennzeichnen
kénnen, so gilt

Satz 1. Die Einheiten einer Maximalordnung bilden eine Gruppe.

Genaueres ist iiber die Einheiten nicht bekannt, soweit das Nicht-
kommutative in Betracht kommt. Ein Gegenstiick des DIRICHLETschen
Satzes fiir Zahlkorper ist bisher nicht aufgestellt worden (vgl. VII, §8, 4).
Algebren mit endlicher Einheitengruppe in Hey [1].

§ 8. Idealklassen.
1. Fir die Klasseneinteilung der Ideale a;, mit gleicher Links-
ordnung o, bietet sich die folgende Definition dar:
Zwei Ideale a;;, und b;; mit gleicher Linksordnwung o; heiflen rechts-
dquivalent, in Zeichen ;oo b;;, wenn es ein Element ¢ mat

A, = D..c

gibt. e
¢ ist dann ein Nichtnullteiler (sonst enthielte a;, nur Nullteiler),
es ist daher b;; = a;,c~'. Die Aquivalenz ist symmetrisch, sie ist

ferner reflexiv (a;; o a;;) und transitiv (a;; ~ b;; und b,; ~ ¢;; haben
a;; o ¢;; zur Folge). Die p;-Linksideale zerfallen also in Klassen dqui-
valenter, die Linksklassen von o;.

Die p;-Rechtsklassen sind entsprechend zu definieren. Die Rechts-
klassen werden umkehrbar eindeutig auf die Linksklassen bezogen, wenn

wir der Linksklasse von a;; die Rechtsklasse von a;7 entsprechen lassen.
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Weiter besteht eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den
Linksklassen einer Maximalordnung o und den Linksklassen einer
zweiten Maximalordnung o;: ist ¢,; irgendein Ideal mit der Links-
ordnung o, und der Rechtsordnung o;, so ordnen wir der Linksklasse
von a;; die Linksklasse von ¢;;a;; zu.

Die Anzahl % der Linksklassen irgendeiner Maximalordnung (sei sie
endlich oder nicht) heiBt die Klassenzahl von 9. (ARTIN [3], BRANDT [1],
SHOVER [1].

2. Mit der Klasseneinteilung der Ideale hingt die Einteilung der
Maximalordnungen in Typen isomorpher zusammen. (ARTIN [3].)

Zwei Maximalordnungen von ¥ heiBen vom gleichen Typus, wenn
sie so isomorph aufeinander bezogen werden kénnen, daB die Maximal-
ordnung des Zentrums elementweise in sich iibergeht. Da dieser Iso-
morphismus eine in der einen Maximalordnung enthaltene Basis von U
in eine andere Basis iiberfiihrt, so kann der Isomorphismus zu einem
Automorphismus von ¥ erweitert werden, bei dem das Zentrum element-
weise in sich ibergeht. Ein solcher Automorphismus von U ist aber
die Transformation mit einem reguldren Element c: zwischen zwei
Maximalordnungen des gleichen Typus besteht eine Beziehung

— -1
0; = ¢~ logc.

Umgekehrt sind zwei Maximalordnungen, die in einer solchen Beziehung
stehen, vom gleichen Typus.

Sind o; und o, vom gleichen Typus, so besteht zwischen je zwei
Idealen a;;, b;; eine Gleichung

0 = C3B;¢. (1)
Denn
-1 —1p-1
O = Q;p Ay = C Bij B,;jc,
also
— -1p-1 —
) G = ;7 by b0 = ;B¢
mit

J— -1p-1
;= 0,67 b5
Wenn umgekehrt eine Relation
O = C;;0;5¢

besteht, so sind o, und o, vom gleichen Typus. Denn die Rechtsordnung
0, von ¢;;b;;¢ ist offenbar gleich ¢~'o,c.

Daher entsprechen die Typen der Maximalordnung umkehrbar
eindeutig den groberen Linksklassen von o;, die man erhilt, wenn man
zwei p-Linksideale dquivalent nennt, die in einer Beziehung (1) stehen.
Die Typenzahl t ist also ein ,,Teiler'* der Klassenzahl 4.

3. In dem Gruppoid aller normalen Ideale fithren wir eine Klassen-
einteilung ein durch die Aquivalenzdefinition:
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a;; und b;; heien dquivalent, wenn

ist. 4 und ¢ miissen Nichtnullteiler sein.

Fiir die Linksideale einer festen Maximalordnung bedeutet das eine
Vergroberung der zu Anfang eingefithrten Klasseneinteilung. Fir
zwei dquivalente Ideale sind die Linksordnungen (und ebenso die
Rechtsordnungen) vom gleichen Typus. Die Anzahl der auf diese
Weise definierten Klassen heile H. Wir zeigen leicht, daB H hochstens
gleich At ist.

Dy, Dy, Dg, ... seien Reprisentanten der Typen von Maximal-
ordnungen. @, a;,, ... sei ein Repridsentantensystem der Links-
klassen von o;, 2 =1, 2,3,.... Ein Ideal von % kann durch Links-
multiplikation mit einem Element in ein Ideal verwandelt werden,
dessen Linksordnung o; unter o;, 0y, ... vorkommt. Darauf kénnen
wir von rechts mit einem Element multiplizieren, so daf eines der
Ideale a;; entsteht. Daher gilt H < A¢.

4. Satz 1. Die Klassenzahl einer vationalen Algebra W (rationale
Algebra: P der Korper der vationalen Zahlen, q der Ring der ganzen
rationalen Zahlen) ist endlich. (ARTIN [3], SHOVER [1], BRANDT [6],
LATIMER [2].)

Beweis. Der Beweis wird ganz dhnlich gefiihrt wie in dem Sonder-
fall der algebraischen Zahlkérper. Er beruht auf

Satz 2. Es gibt eine nur von W abhingige positive Konstante C, so dafs
in jedem Ideal a von N ein a mit |N a| = C - |N a| gefunden werden kann,
das kein Nullteiler ist.

|N a| bedeutet die natiirliche Zahl, die das Ideal N a erzeugt.

Aus Satz 2 folgern wir: Ist & eine Linksidealklasse der Maximalord-
nung o;, so nehme man in dem Inversen a;; eines Ideals a;, der
Klasse & ein Element a, mit [Na|<C-|Naj|. b, = a;a gehort
zu ®, ist ganz und seine Norm Nb,; ist hochstens gleich C:|Nb;
= |Na;,||Na|=C.

Es gibt aber nur endlich viele ganze o-Linksideale mit gegebener
Norm (). Das erkennt man sofort daraus, daB der Restklassenring o;/0;0
endlich viele Elemente enthilt. Die Ideale mit der Norm () teilen o;«,
entsprechen also umkehrbar eindeutig den Linksidealen von o,/o;x.
Damit ist Satz 1 bewiesen.

Satz 2 kann fiir eine Divisionsalgebra 9 genau wie in der algebra-
ischen Zahlentheorie bewiesen werden: a;; sei ein ganzes o,-Linksideal.
Stellt man die Elemente von p; durch eine Basis u von o; in Beziehung
auf g dar, und ordnet man einem Element & %, + - .- + &,%, von o,
den Punkt mit den Koordinaten x, = &, im #-dimensionalen Raume
zu, so bilden die Elemente von a ein Teilgitter des durch o, gegebenen
Grundgitters. Das Grundgitter hat eine Grundmasche vom Inhalt 1.

sl
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Die Grundmasche des Gitters a;; hat den Inhalt |N a;,|™, denn
=+ |N a;;|™ ist die Determinante der Substitution, die die Basisvektoren

Uy, ..., 4, des Grundgitters in # Basisvektoren von a;; iberfiihrt
m

(§ 4, Satz 4). Die Punktmenge |x;| < |N a;;|» ist ein Wiirfel vom
Inhalt 2"N a;;,. Nach dem MiNkKOowsKischen Satze iiber konvexe
Korper gibt es also einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt a des

m
Teilgitters, der dem Wiirfel | ;| = |N a;;|* angehért.
Die Norm eines Elementes & %, + --- + §,u, ist ein homogenes

Polynom vom Grade 7—’;— in den &;. Bedeutet C das Maximum des Betrages

dieses Polynoms fiir |&| =<1, so ist |N a;|C ihr Maximum in |&]
- .

=|Na;,|. Fiir das oben gefundene Element a %= 0 von g;; ist also
|Na| < C|Na;|. Ist a; nicht ganz, so nehmen wir &« == 0 aus g so,
daB «a;; ganz ist, suchen in aaq;, ein xa mit |[Naa|< C|Naa;;|,
dann ist @ =0 (a;;), und |Na|=C|Nay,]|.

Fiir eine einfache Algebra %, die Matrizesring A = ® X P, in der
Divisionsalgebra ® ist, beweisen wir den Satz 2 durch Zuriickgehen
auf D fiir eine Maximalordnung o der Gestalt o = pycy; + - -+ + 0oC,,,
p, eine Maximalordnung von ® (§ 1, Satz 11). Sei jetzt a ein ganzes

Linksideal von 0. @ =2c,,4,, (a,, aus 0,) liege in a. Dann liegt auch
vu
Crol =2 4,,Cy, in a. ¢,a ist also eine Matrix, deren i-te Zeile a,;,

.5 Ay :lautet und die sonst lauter Nullen hat. Daher tritt jede einzelne
Zeile eines Elementes von a, an irgendeine Stelle geriickt, auch in a
auf: a ist durch die Gesamtheit dieser Zeilen schon bestimmt. In
diesem Modul betrachten wir den Teilmodul aller Zeilen a,;, . . ., a,,,
bei denen die ersten 7 — 1 Koeffizienten Null sind. Die Anfangs-
koeffizienten a,; bilden ersichtlich ein Linksideal a; in 0,. Es wird

Ny spa = (Np,p0- No,py-...- No,pa)'.

Denn durchlduft a? ein vollstindiges Reprasentantensystem der
Restklassen von o, modulo a;, so durchlauft > aPc, « €in vollstindiges

v, i

Reprisentantensystem von o modulo a, wie man erkennt, wenn man
zuerst die einzelnen Zeilen modulo a;, dann modulo a, usw. reduziert.

Jetzt sei a; ein Nichtnullteiler in a; mit |Ng,pa;| = Cy|Ng,pa]
(C, eine zu D gehorige positive Konstante). a; ist Anfangskoeffizient
einer Zeile a;c;; + - -+ + a;,¢,,. Setzen wir diese # Zeilen der Reihe
nach untereinander, so erhalten wir einen Nichtnullteiler @ von a.
Fiir das Hauptideal oa tritt an die Stelle von a; bei a das Hauptideal
004;. Demnach gilt

Ny,pa = (Ngy,pay ... Ngy,pa,)

(was man auch unmittelbar aus der Elementenormdefinition entnimmt),
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und es wird daher .

[No»pa| = CF' [Ny par].
Damit ist Satz 2 bewiesen, der Ubergang zu halbeinfachen Algebren
ist leicht.

§ 9. Algebren mit der Klassenzahl 1.

Es ist merkwiirdig, daB fiir Algebren mit der Klassenzahl 1 eine
Zerlegung der Elemente einer festen Maximalordnung in Primfaktoren
statthat, daB also in diesem Falle die gleichzeitige Betrachtung aller
Maximalordnungen vermieden werden kann.

Man kann in einfachen Fillen 2= 1 durch einen Euklidischen
Algorithmus mittels der Norm beweisen (wie in einigen Zahlkdrpern),
Beispiele dafiir findet man in Dickson [10], §§ 100, 101.

Wir wollen hier den Zerlegungssatz fiir die GréBen einer Maximal-
ordnung aus dem Zerlegungssatz 17, § 2, herleiten.

Ein Element p der Maximalordnung o heiBt unzerlegbar, wenn aus
p=gqr, ¢g=0(o), =0 (o) folgt, daB entweder ¢ oder  eine Ein-
heit ist.

Satz 1. Ist po unzerlegbar, so ist auch op unzerlegbar.

Beweis. Transformation mit p fithrt o iiber in die Maximalordnung
p7'op. Das Rechtsideal po von o geht dabei iiber in das Rechtsideal
0p von p~'op. Da die Transformation mit p ein Isomorphismus ist,
so muBl auch pp unzerlegbar sein.

Satz 2. Das Element p von o ist dann und nur dann unzerlegbar,
wenn 0P unzerlegbar ist.

Beweis. Sei po unzerlegbar. Ist p = g7, ¢ und 7 aus o, aber ¢
keine Einheit, so wird po = g7, also po = 0 (¢o), daher go = po,
go = gro, 0 = 70, also 7 Einheit. Andererseits: sei po = qr, q und ¢
ganz, aber keines eine Maximalordnung. Sei q=gtrotr~'. Eswird p =g7,
7 = 0 (r). po hat die Zerlegung pop~'q-70 = po, wo pop g =0 (q),
70 =0 (r). Da aber in €inem eigentlichen Produkt kein Faktor durch
einen echten Teiler ersetzt werden kann, so muB pop - l¢g=gq, 70 =1
sein. Weder ¢ noch 7 ist daher eine Einheit.

Satz 3. Jedes Element a von o ist Produkt unzerlegbaver Elemente
p;vom v a=2p,...p,. Die p, sind insoweit eindeutig bestimmi, als
die zweiseitigen Primideale, zu denen die unzerlegbaren Ideale op, gehiren,
bis auf die Reihenfolge stets die gleichen sind.

Beweis. ap habe den unzerlegbaren Faktor p,0. Dann wird
a=pa,, a,=0(0). Es wird a; = pya, usw. oa; ist durch oa;,,
teilbar, und zwar ist oa;,,-a;'p;,,0a; = pa;. Daher wird oa das
Produkt der unzerlegbaren Ideale a~'p,a - a~'va, a;'pya, - a;'va,, ... .
Daraus folgt, daB das Verfahren der Konstruktion der p; abbrechen
muB und daB die p; in der angegebenen Weise eindeutig bestimmt
sind (Satz 27, § 2).



99] § 10. Bewertete Ringe. 93

§ 10. Bewertete Ringe.

Definition 1. Eine Bewertung | | eines Ringes W ist eine Funktion |a |
der Elemente a von W, deren Werte reelle Zahlen sind und die den folgen-
den Bedingungen geniigt:

1. |0| =0, |a| >0, wenn a + 0.

2. |—al = |al.
3. Ja+b]=|al + [b].
4. lab| < |al |b].
Aus 2 und 3 folgt
3a. a— b|=|[a] — |8
Demn |a —b|=|b+a—b| — |b] = |a]| — |D]
la —b] =[b—a|=[b] — [a].

It sei eine Menge von Bewertungen | |, des Ringes %.
Definition 2. Eine Folge {a;} heift M-konvergent, mit dem Grenz-
wert a, in Zeichen limpa; = a,
i->00
wenn es zu jedem & > 0 und jedem v eine natiivliche Zahl M (e,v) gibt,

so daf o —a, <e

ist fir jedes 1 > M (e, ).
Wenn limga, = 0 ist, so soll {a;} eine IM-Nullfolge heifien.
i ->00
Definition 3. Eine Folge {a;} heift eine IM-Fundamentalfolge,
wenn es zu jedem & > O und jedem v eine matiivliche Zahl N (e, v) gibt,
so daf fitr n > N (¢,v), m > N (g, v) stets

|a, — a,|, <&

ist.

Wir erkliren Summe und Produkt zweier Folgen {4;}, {b;} durch

{a;} + {0} ={a; + b}, {a}{b;}={a;b;}.

Die Folgen aus %-Elementen bilden dann einen Ring.

Ohne Schwierigkeit beweist man nun den Satz

Satz 1. Die WM-Fundamentalfolgen von W bilden einen Rimg W**,
die M-konvergenten Folgen bilden einen Teilring A* von W**. Die
IM-Nullfolgen bilden ein in U* enthaltenes zweiseitiges Ideal n von U**.
Die Folgen einer Restklasse von W* mod n haben alle den gleichen Grenzwert,
und wenn man einer Restklasse von U** modn den gemeinsamen Grenz-
wert der in thy enthaltenen Folgen zuordnet, so entsteht ein Isomorphismus
W W¥n. Wir konnen also N als Teilring von W**n = Wy, auffassen.

Fir eine< MM-Fundamentalfolge {4;} existiert hm[a |, fir jedes ||,
aus M. Denn fiir n,m > N(e,») ist ‘ >

“an v - |“m|7 =

m v
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Aus {a;} = {b;} (mod n)
folgt lim |a,|, = lim |b,],.
n-> oo 7n—>0oo

Daher kann durch
[{a;} mod |, ———nh;ngolan |y

eine eindeutige Funktion | |, fiir die Elemente von %y, erklart werden.
Fiir die Elemente des Teilrings % von %y, fillt diese Funktion mit der
urspriinglichen Bewertung zusammen, und sie geniigt auch fiir ganz gy
den Axiomen von Definition 1, weil man in den Formeln, die diese
Axiome zum Ausdruck bringen, zur Grenze iibergehen kann. Auf diese
Weise kann man also die Bewertungen ||, auf 2y ausdehnen.

Jetzt ist es moglich, auch in %y, IM-Fundamentalfolgen, IM-konver-
gente Folgen und M-Nullfolgen zu erkliren und einen Ring Yppgyp zu
konstruieren.

Man beweist leicht

Satz 2. In gy ist jede M-Fundamentalfolge IM-konvergent, demnach
ist Upan = sy

Wir nennen einen Ring 9 hinsichtlich einer Bewertungsmenge
perfekt, wenn alle seine IR-Fundamentalfolgen IM-konvergent sind.
Die Sitze 1 und 2 ergeben also die Existenz einer perfekten Erweiterung
eines Ringes mit gegebener Bewertungsmenge.

2. Definition 4. Zwei Bewertungsmengen MM, und M, des Ringes A
heifen dquivalent, wenn das Ideal der Nullfolgen, der Ring der kon-
vergenten Folgen und der Ring der Fundamentalfolgen fily beide Mengen
die gleichen sind. Dann ist gy = gy, .

Die Begriffe Fundamentalfolge und konvergente Folge kann man
auf den Begriff der Nullfolge zuriickfithren: {a;} ist dann und nur dann
konvergent gegen a, wenn {a; — a} eine Nullfolge ist, {a;} ist dann
und nur dann eine Fundamentalfolge, wenn fiir jede Folge %, die Folge
{a, — a3, ,} eine Nullfolge ist.

Daraus folgt, daB fiir die Aquivalenz zweier Bewertungsmengen
schon das Ubereinstimmen der beiden Nullfolgenideale hinreichend ist.

Es sei noch ein einfaches Kriterium fiir die Aquivalenz zweier
einzelner Bewertungen | |; und | |, angefiihrt: ||, und ||, sind sicher
dann 4quivalent, wenn es moglich ist, zwei positive Funktionen ¢, (x)
und @, (x) einer positiven Variablen x zu bestimmen, die der Bedingung
al;i-% @;(x) = 0 geniigen, so daB fiir alle @ aus %

I“’1§—‘P2(I“I2) lale= g1 (|aly)
gilt.
§ 11. p-adische Erweiterungen von Algebren.
1. o sei eine Maximalordnung der Algebra %/P; sie liegt im folgenden:
fest. Zu einem Element a von U gibt es stets gleichseitige p-Ideale,.
welche a enthalten, z. B. wenn ga in o liegt, das Ideal p~1p.
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Definition. Der Durchschnitt aller gleichseitigen v-Ideale, durch
welche das W-Element a teilbar ist, heift das von a erzeugte Hauptideal
und wird mit (a) bezeichnet.

Gegeben sei jetzt irgendein ganzes, von Null verschiedenes gleich-
seitiges p-Ideal a.

Wir koénnen jedes o-Ideal als Quotienten 3/n zweier ganzer, teiler-
fremder p-Ideale 3 und n schreiben. 3 und n sind eindeutig bestimmt,
3 heiBt der Zahler, n der Nenner des Ideals.

Zu jedem von Null verschiedenen « aus ¥ gibt es eine kleinste ganze
Zahl g (a), so daB (a) a®‘@ einen zu q teilerfremden Nenner hat. Die durch

lal, =@, wemn a0, |0|,=0

definierte Funktion der %U-Elemente ist eine Bewertung von .
|—al, = |a|, ist klar. Zum Beweis von |a + b|,=<|a|, + |?],
zeigen wir sogar |a + b|, = Max(|a|,, |b],), mit anderen Worten:
der Nenner von (a + b)aMex(@@.e®) jst zu q teilerfremd. Die Ideale
g=(a) (@, ®)"! und § = () (@, b))~! sind ganz und teilerfremd.
Schreibt man nun ((@), (b)) aMax(e@, e®) jn den beiden Formen

(a)g—laMax(g(a),g(b)) und (b)f)—laMax(g(a),g(b)),

so sieht man, daB im Nenner von ((@), (b))aM2%®@.e®) nur solche
Teiler von a aufgehen kénnen, die im gemeinsamen Teiler von g und %
aufgehen, der Nenner von ((), (5)) aM2%(€@.e®) jst also zu a teilerfremd,
und da (¢ 4 ) durch ((@), (b)) teilbar ist, so folgt die Behauptung.

Da (a) (b) a¢@+e® — (g) a*@ (b) a¢®) einen zu a primen Nenner
hat und ab = 0 (mod(a) (b)) ist, so gilt o(ad) <p(a) + o(b) oder
|able=|ala|b]s-

Damit ist bewiesen

Satz 1. Ist a ein ganzes gleichseitiges Ideal von o und bedeutet o (a)
die Rleinste ganze Zahl, fiir die (a)a®® einen zu a teilerfremden Nenner
hat, so ist durch |a|, = @ eine Bewertung von U erklirt.

Die zu | |, gehorige perfekte Erweiterung von 9 bezeichnen wir mit
A,. Die Anwendung der p-adischen Methode auf Algebren geht auf
Hassk [1] zuriick.

Satz 2. Sind a;; und oy, 2wes 2usammengehiorige Primideale verschie-
dener Maximalordnungen o, und o, so sind | |, wnd ||, dquivalent.

Beweis. Sei (a); = ai@gq;;, der Nenner von g;; von a frei,
das o,-Hauptideal, also |al,, = e*@. Es ist (a), S 0,(a);0;. Gilt
(@), = agt@3,. und ist uo,So;,, w=+F0 aus g, so wird pu2(a),
S poy(a); oy S 05(a);0; = (a);, p2afi @3y, = 0 (agiWq;;) oder

KB 898, By = 0 (a1
Sei 4, = 0 (b;z), 4, =0 (b;), 4,4, == 0. Dann ist
M2l 208k @3, = 0 (a8i @ q;,),
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also, wenn af; die maximale in u?l,1, enthaltene q,;-Potenz bedeutet,
0; (@) < 04(a) + c¢. Entsprechend ist g,(a) < g;(@) + ¢’. Daher folgt
aus lim |a, |y, = 0 lim |a,],, = O und umgekehrt: | |, und | [y, sind

dquivalent.

Satz 3. Die durch die Potenzen a, o2, ..., a", ... eines ganzen
Ideals o gegebenen Bewertungen ||, ||wa, ..., ||; Sind einander
dquivalent.

Beweis. Bezeichnet g,(a) den zu ||, gehorigen Exponenten, so
ist o, (@) die kleinste ganze Zahl, die g, (@)/# nicht unterschreitet. Daher
ist |a|; = (|a|m)™ ]a]anée']'/m und daraus folgt die Behauptung.

Satz 4. Sind die Ideale a,, . . ., a, paarweise teilerfremd, so ist die
Menge der Bewertungen ||, ..., | |o, dquivalent mit der durch .a =
a, ... a, gegebenen Bewertung ||,.

Beweis. Zur Bewertung |a|, gehére der Exponent g;(a), zu | |,
gehére o(a). Dann ist p(a) = Max (g;(@)), und daraus folgt die
Behauptung. =l .

Satz 5. Wenn die Ideale a,, ..., a, paarweise teilerfremd sind,
so ist Wy, o, tSomorph mit der divekten Summe der W,,. Wir schreiben
kurz Q'Ial...an = QIal +ee + mﬂn'

Beweis. Jede Folge {c,} von %-Elementen kann in der Form

{e} = e+« o 4 {c

geschrieben werden, wo {ci'} eine a;-...-a;_(0;, ...  a,-Nullfolge
ist. Sei namlich w, &= 0 aus g so gewdhlt, daB y,c, in o liegt. Dann
gibt es wegen (a3’ ... ay, ..., 07 ... 07 1071 ..., Gy .e., OF <. . Gp_q)

= p zu gegebenen ¥ und # Elemente ¢, so da3

(1) ()
U, 6, = U, ¢, + e + My Cy

und
(%)

| < e~ ™.

a; =

Nimmt man zu jedem » ein passendes m, so ist also
fe,} ={c+ -+ {}, lim {5} = 0.
V> 00

Ist {c,} eine a, ... a,-Fundamentalfolge, so ist {c!’} eine a;-Funda-
mentalfolge, denn {c,} ist eine a;-Fundamentalfolge und die {c},
7 = 4 sind sogar a;-Nullfolgen. Ist umgekehrt jedes {c!'} eine a;-Funda-
mentalfolge, so ist {¢,} eine q, ... a,-Fundamentalfolge. Es ist daher,
wenn mit 1, das Ideal der q;-Nullfolgen bezeichnet wird,

% __ %
W¥ p=0(..,mn...on_nW*nn_ N ...0mn,...).

mO ..o N WA, N ...N n, ist ein zweiseitiges Ideal von
A** .. — das folgt daraus, daB die | |,-Werte einer a, ... a,-Funda-
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mentalfolge beschriankt sind — und umfaft das Idealn =, n...Nmn,
der q, ... a,-Nullfolgen. Die Summe

WE* N, ow/m, .., o. oo, N UAFEM) = AXF

= gIa:... an
NN N . _.
ist direkt. Sei etwa > {c¥} = > {¢¥} (modn), wo {c¥} und {c¥} in
=1 o1

mN...Nm_; N, N...0n, liegen. Aus
(4)

Y- =2 ) )

i
folgt, daB das Element ¢’ — ¢ von m,n...nn_ N, Nn...N1n,
auch in n;, also in n liegt.
Der zweite Isomorphiesatz der Gruppentheorie ergibt

c

mn...on_ nAFnn 0. .nan)mRm ... A N AF

N, N...0n, ).
Die Summe (n, N ...Nn_ N W¥ N, N...Nn,,n) ist in AL* ent-
halten. Da andererseits, wie zu Anfang gezeigt, jede Folge {d,} von
At* in die Form {d,} = {d} +2{d¥} mit @ Snn...an_,
. il
AN, N...N1,, also 2 {d" Sn;, {d%) S AX* gesetzt werden kann,
iFi
soist W¥=mn...0on_ 0 WF*an,,,n...Nn,, n), und damit ist
die Isomorphiebeziehung

QIcu...an = QIal +oee+ man
bewiesen.

Satz 6. Ist a ein Ideal von g, so ist die perfekie Erweiterung W,
das divekte Produkt von W mit der perfekten Erweiterung P,.

Beweis. Zunichst ist klar, daB der Wert ||, eines Elementes o
von P nicht davon abhidngt, ob man « und a als Element und Ideal
von U oder von P ansieht.

%y, ..., %, sei eine in p gelegene Basis von A/P. Zu jeder Folge

n
{a,} von Elementen a, = > «Pu, gehoren n Folgen {x¥}, umgekehrt
i=1 noo
bestimmen # Folgen {«)'} eine Folge {a,}, a, = > «®u,. Wir zeigen,
i=1
daB {a,} dann und nur dann eine Nullfolge ist, wenn alle {x¥} Null-
folgen sind. Das folgt aus den beiden Ungleichungen

n
|a] = 27[ed?] Max|u,]
und =1 n
i"‘(i)[ =la] 1 IS?(“i“k)‘_l| fir a = > a0y,
' =1
von denen die erste selbstverstandlich ist. Die zweite wird wie folgt
bewiesen: 1 sei der Nenner von (a) a¢®. Jeder Primfaktor p vonn = ITp

Ergebnisse der Mathematik. IV/1. Deuring. 7
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teilt ein nicht in a aufgehendes Primideal p, von g. Wir setzen () a®®
= 3/n = 30/IIp,. Da aein g-Idealist, soist IIpyzu a prim. Seiab = (x),
(b,a) =0, also |x~¢@| = |a|; ferner IIp,c = (y), (c,a) =g, also
(y,a) =g, |y} =1. Dannist a’ = yaa®® ganz. Von der Gleichung

@uy, ..., a'u) = (poe@x®,  poe@ ™) (4,1,
nehmen wir die Spur
Sp@uy), ..., Sp@u,)) = @pae@a®, .. pae@x®) (Spwu,).

Auflssen nach den ya?@a® ergibt, daB yae@a® |Sp (w,u,)| = &; ganz
ist. Demnach o® = &9 1 a"2@|Sp ()|, |a?| < |a] f |Sﬁ(uiuk)|‘1‘.

{a,} ist dann und nur dann eine Fundamentalfolge, wenn alle {«¥}
Fundamentalfolgen sind. Die Restklasse einer Fundamentalfolge {a,}
nach dem Nullfolgenideal von % besteht aus allen {a;}, wo jeweils {«;“}
die Restklasse von {&{} nach dem Nullfolgenideal von P durchlauft.
Das bedeutet aber gerade, daB %, gleich dem direkten Produkt von %
mit P, ist.

Nach Satz 5 koénnen wir uns auf Bewertungen | |, mit Primidealen p
beschrianken.

Hilfssatz 1. Ist W ein Korper, so gilt filr ein Primideal p die scharfe
Relation |al, - |b], = |ab|,.

Beweis. Es ist (¢) = pa = ap, also (a)(b) = (ab).

Satz 7. Ist U kommutativ, so ist filr etn Primideal p die perfekte
Erweiterung N, ein Korper.

Beweis. ¥ ist direkte Summe von Koérpern: A=A, +--- + %,
und p hat die Form p=o,+- -4+ 0,_,+p;+0,+:--+ 0,
wo p; ein Primideal der Maximalordnung o, von %; ist. Daher ist eine
Folge {c,} ={>¢?} dann und nur dann eine Nullfolge, wenn {c"}
eine p-Nullfolge ist. Also ist %, = ;. Sei {c}'} eine Fundamental-
folge, aber keine Nullfolge, also [c?| =& > 0 fiir fast alle ». Nach
Hilfssatz 1 ist

9 — ey, = [Pl —

pi»
so daB

97 — D7 = 7 [ — i

{c®~"} ist demnach auch eine Fundamentalfolge, ihre Restklasse nach
dem Nullfolgenideal ist das inverse Element zu dem durch {c®} ge-
gebenen Element von ;.. U;y, ist also ein Korper.

Satz 8. Fiir ein Primideal P ist Ug eine halbeinfache Algebra iber
dem Kérper Py, wenn p das durch B teilbare g-Primideal ist.

B is. Es ist

eweis. Es is Ay = A x Py = U+ -

A x P, ist halbeinfach, weil % separable Zerfillungskérper besitzt.
Uy mub also auch halbeinfach sein.
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2. Ist P ein Primideal der Maximalordnung o von %/P, p das durch
B teilbare g-Primideal, so ist gy eine Algebra iiber dem Korper Py.
Der weiteren Untersuchung von g sei die Theorie der Algebren iiber P,
vorausgeschickt, von der Entstehungsmoglichkeit dieser Algebren aus
Algebren /P wird abgesehen. Es handelt sich einfach um die Algebren
iiber einem perfekten Grundkorper Py,.

In Py ist die durch |&|, <1 definierte Teilmenge g, ein Ring. Er
ist — wie in Satz 15 allgemeiner fiir Algebren U/P gezeigt wird — die
p-adische Grenzmenge von g; es kommt darauf im Augenblick nicht an.
Auf g, soll die Arithmetik der Algebren iiber P, gegriindet werden.

Satz 9. In g, ist die Teilmenge ||y <1 ein Primideal b, p ist
Hauptideal p = (). Alle andeven Ideale sind Potenzen von p. Es ist
loclg =]y

Beweis. Die Werte der Elemente eines Ideals a haben eine obere
Grenze g, denn ist ua S gy, so gilt fiir jedes & aus a die Ungleichung
|«l,=p~'. Da die Werte |a|, sich nur gegen Null haufen, so ist
| &g |y = o fiir ein passendes o aus a. Ist |x], < g, soist |ag x|, =1,
also liegt oo = oy - o5 & in a: a ist die Menge ||, < o und gleich dem
Hauptideal (x,). Sei @ ein Element, fiir das |z|, <1, aber |z,
moglichst groB ist. Ist # durch |7[}*' < |«|, = |z|; bestimmt, so
ist |7|, <|w"al,=1, also |w "a|, =1, demnach (&)= (7)".
(7) ist prim, denn ist & % 0 (7)), B % 0 (), so ist |«|, = |B], =1,
|afBly =1, af =0 (7). Ist (&) = (®)", so wird sowohl x|, =e"
als auch |x|z=¢""

Satz 10. U set eine einfache Algebra viber Py, 0 eine Maximalordnung
von W in Beziehung auf g,. In 0 gibt es nur ein einziges Primideal P
und o ist die Menge aller a mit |a|g<1. P ist die Menge |aly <1.
Ist p = P°, so ist |aly = |a|g fiir o aus P,.

—_— 7 .
Beweis. Sei p = JJ ;' die o-Zerlegung von p. Nach Satz 6 ist
i=1

g = A X Py = A =Ugy + - + Uy,

und da U einfach ist, so wird » = 1. Da jedes nichtganze Ideal eine
Potenz von $ mit negativem Exponenten sein muB, so ist |a|g>1
fiir nicht in o gelegenes a.

Wir benutzen Satz 10 zuerst, um ein Ganzheitskriterium fiir Kérper
abzuleiten.

Satz 11. U ses ein Korper iiber Py. a aus U ist dann und nur dann
ganz in Beziehung auf g,, wenn die Norm Ny >p,a ganz ist.

Beweis. UA* sei eine iiber P, galoissche Erweiterung von 9.
Es ist fiir jedes a von A Nyu,pa = (Ny,pa), falls (A*:A) =7.
a® seien die Konjugierten von a in 9*. $* bedeute das Primideal von 9*.
Sei a nicht ganz, also |a|g > 1. Anwendung der Automorphismen von

7*
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A*/P, gibt |a® |y > 1, da P* wegen seiner Einzigkeit sich nicht dndert.
Es folgt |Nysp,alg > 1, und auch [Ny, palg> 1.

Satz 12. In einer Divisionsalgebra D|P, bilden alle ganzen Grifen
eine Maximalovdnwung 0 — die einzige. Alle Ideale von o sind zweiseitig,
ste sind einseitige Hauptideale a = ao = va. Sie sind Potenzen von P.
In D gilt die scharfe Relation |ab|y = |a|g|b|g. 0fB ist Divisionsalgebra.

Beweis. 1. Sind a und b ganz, so sind Ny p,2 und Np-»p,b ganz,
Ngsp,ab ist ganz, also ist ab ganz. Von den beiden GréBen a~1d
und b 'a ist mindestens eine ganz. Denn von den beiden Normen
Ngsp,a™'b und Nosp, b 'a = (Np>p,a™'b)"' muB wenigstens eine
ganz sein. Sei etwa a~!b ganz. Dann ist 1 + a~!b ganz, weil 1 mit
a~1b vertauschbar ist. SchlieBlich ist a(1 +a 'b) =a + b ganz.
Die ganzen GroBen bilden also eine — notwendigerweise maximale —
Ordnung »o.

2. Die Rechtsordnung eines o-Linksideals kann nur wieder o sein:
o hat nur zweiseitige Ideale. p sei eine durch B, aber nicht durch 2
teilbare ganze GroBe. Es muB 0p = P und ebenso po = P sein.
Da alle anderen Ideale von Potenzen von P sind, so wird a = "
= p"p = pp".

3. |ab|p=|a|g|b|pfolgt aus (a) = 0p", (b) = 0p", also (ab) = op"*™

4. DaB o/ Divisionsalgebra ist, folgt aus dem Nichtvorhandensein
einseitiger Ideale.

Satz 13. Die einfache Algebra U[P sei eine wvolle Matrixalgebra
r-ten Grades tiber dev Divisionsalgebra DIP. Ist o, die Maximalordnung
von D, so haben alle Maximalordnungen von N die Form 0 = c;q 0y + -+ +
+ ¢,,09, C;; ein System von Matrizeseinheiten. Ist Ly = pa0o = DyPo
das Primideal von vy, so ist P = 0p, = po0 das Primideal von ».
B hat die Kapazitit v, ist also ein Produkt von v unzerlegbaren Idealen.
Alle Rechts- (Links-) Ideale a von v sind Hauptideale a = ap (= va).

Beweis. 1. Nach § 1, Satz 11, ist 0 = 0y¢;; eine Maximalordnung.

2. Liegt a :%‘aikcm in B, so liegt X'c,;acy, = a;, in PN D = By,

A v
d.h. B=0(Pocss + -+ Botrr). Da Byoyy + - -+ + Byt = 0Py
= PByo ein zweiseitiges Ideal ist, so muB o, = B sein. Der Rest-
klassenring o/‘B ist eine volle Matrixalgebra 7-ten Grades iber p,/%,.
0o/By ist eine Divisionsalgebra, denn nach dem vorigen Satz ist B,
unzerlegbar, hat also die Kapazitit 1.

3. Die unzerlegbaren Ideale von o, die p als Linksordnung haben,
sind nach § 2, Satz 11, von der Form

[ = (B, ocds, . .., ocf,),

wo cf;, ein System von Matrizeseinheiten modulo P ist. Die ¢}, konnen
sogar als in o gelegene Matrizeseinheiten von ¥ gewihlt werden: Es gibt
einen Nichtnullteiler x modulo % in o, fiir den xc¥, = ¢;;, # (R). x~! liegt
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in 0. Sei ndmlich y, ein der Kongruenz y,x = 1 (§*) geniigendes

Element von o (siehe§ 2, Satz 20). Aus |y, — 27 g = |y, % — 1]g|2 7 |p

folgt lim y,=x~", und da die ]y,,];B = 1sind, soist [x7!|y =< 1. Die cfy
V> 00

kénnen -also in der Form ¢}, = x~!c;,» angenommen werden. Das un-
zerlegbare Ideal [ ist Hauptideal [ = 0g, wo g = pycfy + cFo+or k.
Denn erstens ist og =0 (I), zweitens [ = 0 (09): cfy = c¥rq, . .
= cfyq und po = (cfy + pocds + - - + poc)q-

o, sei irgendeine Maximalordnung von ¥, o, = a;70,0,,, WO D = O,
gesetzt worden ist. Das Ideal a;,, kann- ganz angenommen werden,
0, =lolos ...y, sei eine Zerlegung in unzerlegbare Ideale. Es
ist dann 0;,; = [} 0;;;, 1. L, ist Hauptideal L, = 0,¢,. Daher
ist 0, = ¢;'0,¢;, genau so wie o;, aus o, und den Matrizeseinheiten
Cip = g1 cixq: gebildet. Iy, ist also ein Hauptideal I3 = 0,9, und
03 = g5 0,9, usw. SchlieBlich erkennen wir die Existenz eines ¢ = ¢,
...q mit o,=¢ 'p;q. Alle Maximalordnungen sind demnach von
der Form >04¢;-

4. a,, sei irgendein normales Ideal. Die Maximalordnung o, kann
aus o, durch Transformation mit einem Element ¢ gewonnen werden:
0, = ¢ '0,q9. 0,qist also ein Ideal b,,. Das Produkt a, ﬁo g ist eigent—
lich. a;,0,¢ ist ein zweiseitiges o,-Ideal 0,7, es folgt a, ”o gpe ™ = 0,
also am = 0,g9p;": jedes normale Ideal ist Hauptideal in jeder seiner
Ordnungen.

Wir verschaffen uns noch eine etwas genauere Ubersicht iiber die

*
<5 Cry

ganzen Ideale von Y = Z@c@k 0 —Zoo ¢;; Sei eine Maximalordnung
i, k=1 =1

von U, o, ist die Mamma.lordnung von D.
Satz 14. Jedes ganze v-Linksideal a ist von der Form va, wo

@ = 195" + Cradyp + Cradyg + -+ - 4 ¢y,dy,
+ coapp® + czadzs -+ Copdsy .

+ CTTPO

d;; ist modulo P emdeutzg bestimmt.

T
Beweis. Gehort u=2d¢kcik zu a, so auch >'d;c;=cya. Alle
i, k=1 k=1
Zeilen (d;q, ..., d;,) aller a aus a bilden demnach einen p,-Linksmodul
m, und a ist durch m, vollstindig bestimmt. Wir kénnen eine Basis
von /o, angeben: m; sei der Teilmodul aller (0,...,0,4d,,...,4d,)
aus m;. Die Menge aller Anfangsglieder 4; ist ein Ideal pyp}’ aus o,.
Demnach gibt es in m; ein

(O, ey 0, p(’)’z) diqj: ce ey dir):
,
und die so bestimmten 7 Zeilen bilden eine Basis von m,. a = > ¢;;p}
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—I—Zczk . ist dann erzeugendes Element von a, wie leicht einzusehen.

Da cnPO + cm+1 1341 R Cir ir noch modulo den ijpo +c Cij+1 .N+1
4+ Fc,d,mit >4 reduziert werden kann, so ist d;; modulo py’ frei.
Aber die Restklasse von d;; modulo pj ist eindeutig bestimmt: Es sei

a’ —Z%Po +Zc@kdl » ein zweites erzeugendes Element von a, wo
i=1
dj; dem glelchen vorgegebenen Restsystem von o, modulo pj* angehort.

Wird die Differenz a — a’ als Vielfaches Z Z fixCix - @ von a ausgedriickt,
i=1k=
so ergeben sich die Gleichungen

0=rfipes  Gia—dis = fr1d12+ fr2f0 - - -
0="/fa1p5, O=/faapp® --.

Aus den Gleichungen der ersten Zeile ergibt sich der Reihe nach
f11=0, dys — di, = 0 (p), also dy, = di, usw., aus denen der zweiten
Zeile dyg = dyg, - . .

3. Jetzt untersuchen wir das Verhalten der Maximalordnungen und
Ideale einer Algebra %/P bei P-adischer Erweiterung — B ein Primideal
in einer Maximalordnung o von . Die Bewertung | |3 wird durch
[lima, | = lim |, | auf Ay ibertragen.

Satz 15. Die R-adische Grenzmenge og von o ist die durch |a|g <1
definierte Teilmenge von g, die Gremzmenge P von B ist die durch
|a|p <1 definierte Teilmenge von Ng. og ist Maximalordnung in Be-
ziehung auf @y, und B ist thr Primideal.

Beweis. Wegen |a|p <=1 (Ja|g <1) fiir ganze a (fiir ganze durch P
teilbare a) ist og in der Menge ‘“I‘Eé 1 (P in der Menge |a|p<<1)
enthalten. Sei umgekehrt |a|y =1 (|a|y < 1); a = lima,, wo a, c .
Wir kénnen die a, durch ) ersetzen, die in o (in %B) liegen: Fiir fast
alle a, ist |a,|p <1 (|a,|g <1), also in der Darstellung (a,) = 3,/n,
der Nenner zu B prim (der Zahler durch  teilbar). «, aus n, werde sd
gewihlt, daB (v,) = 1,1, (,, B) = 0, %, kein Nullteiler modulo . Das
ist méglich, da (n,, ) =0, (n,, P)/P=0o/P ist. In a,=y,x;" ist
dann vy, ganz (durch P teilbar). Wir bestimmen ein ganzes (ein in
enthaltenes) a, aus der Kongruenz a,x, = y,(®"). Es ist |a, — a}|q
= |y,%"'— a)|g < |y, — 2%, |g = e "; lima), = lima,, w.z. b. w.

Um zu zeigen, daBl og eine Maximalordnung in Beziehung auf g, ist,
bemerken wir zunichst, daB og sicher eine Basis von Ug/P, enthilt.
oy hat sogar eine linearunabhingige Basis in Beziehung auf g,:
%y, ..., %, sei eine in og gelegene Basis von Ugp/P, mit maximalem
“Syh (“Mk)”p- Ist nun @ = > «;u; irgendein Element von og, so gilt,
falls w; = u,, § + 1, u; = a gesetzt wird, |Sp(ujuz)| = of |Sp (u;m)].
Die Maximaleigenschaft von 1 | Sp (u;m) | ‘p ergibt |«;|, =1, d. h. &; Cg,.
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Bilden wir mittels einer Basis von og/g, die Hauptdarstellungsmatrix
eines Elementes a von og, so hat sie Koeffizienten in g,: die Haupt-
gleichung von a hat also Koeffizienten in g,,  ist ganz in Beziehung
auf g,.

Wir miissen schlieBlich beweisen, dafl og maximal ist.

0* sei eine oy umfassende Ordnung von gy, @ ein Element von o*,
Wir driicken & durch eine Basis v, .. ., v, von %/P mit Koeffizienten
&; aus P, aus:

a =2, & =}i‘£},"‘“’ o;, aus P,

Fiir hinreichend groBes » gelten die Ungleichungen
7

2o — vl < |y - (Max|oylg) "

=

ot — oo g = o]

und

n
Demnach ist fiir das Element ay = ;,v;, von %
-1

lag — ﬂ‘ss = I;""i(%’v — o)

|20ly = [alg,

und @, — a liegt in og, weil |v; (0, — &) |p = |v;|p |05 = 1. @, liegt
also in o*. Wir wollen jetzt a, durch ein Element gleichen Wertes
ersetzen, dessen Nenner auBer ¢ keine Primfaktoren enthalt. Sei
ayy €0, (y) = p°c mit ganzem, zu p primem ¢, ¢b = (J), (d, p) = g.
da, liegt in o*. Ferner gilt, wenn (a,) = 3/$°n, 0, B) = 0, (3, B) = o,
eine Gleichung (day) = 3/P” mit ganzem zu P primem 3,. Denn da
(Yag) = 7 (a) = cp°3/P°n ganz ist, so ist (day) = cd3/P*n und
3o = Cb/n ist ganz und zu P prim. Ja, hat also den gleichen Wert ¢*
wie ay und a. Da da, in o* liegt, so gilt eine Gleichung

(0ag)t + B,_1(0ag) t 4+ -+ fy=0
mit §;cg,. Aus ihr folgt
|Gefls = Max_|(oag’| =,
[(Bag)t|=e*, B=1,2,3,...

Hieraus und aus (6a,) = 3,/” folgt, daB PB*(da,)” fiir jedes natiirliche &
ganzist. Nach Satz8,§1, ist also da,selbst ganz, [a| = |da,| <1, a S o,
0* = 0, W.z. b. w.

Es bleibt zu zeigen iibrig, daB P ein Primideal von Dy ist. Das folgt
aus dem viel mehr besagenden

Satz 16. Die Ringe vg/® und o/ sind isomorph.

Beweis. 1. Ist a = lima,, 4, in o, so ist a = a, (‘R) fiir fast alle a,.

2. Liegen a und b in o und ist a = b(%P), so ist |a — b|y <1, also
a=0b(P). Umgekehrt hat natiirlich a=56(%) auch a =b(F) zur
Folge, da L S P. Ordnet man einer Restklasse von 0y modulo P

‘%<l“l$
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die nach 1 und 2 in ibr enthaltene Restklasse von o modulo 8 zu,
so entsteht nach 2 ein Isomorphismus zwischen og/$ und o/%B.

‘Ohne weiteres einzusehen ist

Satz 17. Die WR-adische Grenzmenge agp eines (Rechts-, Links-,
zwessettigen) Ideals a von o ist ein (Rechts-, Links-, zweiseitiges) Ideal
agp von Og. ag heifle die P-Komponente von a.

4. Wir gehen iiber zur Betrachtung aller Maximalordnungen und Ideale
von 9 und ihrer Beziehungen zu den -Komponenten. Zuerst bemerken
wir, daB wir die PB-adische Erweiterung nach Satz 2 an Stelle von §
auch mit irgendeinem zusammengehorigen §;; = a;'Baq; vornehmen
konnen. Die in Satz 10 gegebene Kennzeichnung von oy als Menge
|a|s =1 und von P als Menge |a|g << 1 ist natiirlich nur mit der Be-
wertung | | moglich. Dagegen ist die Kennzeichnung von oy als
Grenzmenge von o und von P als Grenzmenge von P selbstverstind-
lich von der Auswahl der Bewertung | |g,, nicht abhingig. Wir erkennen
so, daB8 die B-Komponente oy jeder Maximalordnung o von U eine
Maximalordnung von g ist.

Satz 18. Ber eigenilicher Produktbildung gilt agby = (ab)g.

Beweis. 1. Es ist agby & (ab)y, denn lima, limbd, = lima, b, .

2. Es ist (a™!)g = (ap) . Denn ist o die Rechtsordnung von a,
also oy die Rechtsordnung von ag, so gilt nach 1 (a7 ')gag S oy,
andererseits ist o =a"'aS (a7 Y)gay, also op S (a7 Y)gpag, so daB
(a7 )g = ag' folgt.

3. Nach1 ist by = (a™*ab)p2 (a™ )y (ab)g, apby 2 ag(a g (ab)g,
also nach 2 ap by 2 (ab)g, zusammen mit 1 schlieBen wir hieraus
agbyg = (ab)g-

agbg = (ab)g ist auch fiir nicht eigentliche Produkte richtig
(Hasse [1]).

Jetzt konnen wir aus Satz 16 schlieBen

Satz 19. Die B-Komponente eines zu B gehirigen unzerlegbaren
Ideals von U ist ein unzerlegbares Ideal von g .

Alle unzerlegbaren Ideale von g gehéren zu B, da ja eine Maximal-
ordnung von Uy nur ein Primideal enthdlt (Satz 10).

Satz 20. Jede Maximalordnung: von Wy ist die P-Komponente
einer Maximalordnung von U, jedes unzerlegbare Ideal von g ist die
B-Komponente eines zu B gehorigen unzerlegbaren Ideals von U.

Beweis. Wir gehen aus von einem unzerlegbaren Ideal §,; von A
und seiner Linksordnung o;. Wir kénnen links an ¢, eine Reihe von
unzerlegbaren Idealen anfiigen, bis die Linksordnung o, eine solche ist,
von der bekannt ist, daB sie die 3-Komponente einer Maximalordnung

o; von U ist: R =
’ BrrBom - - Bar-

B, teilt R;;, muB also nach Satz 16 und Satz 19 die PB-Komponente
eines unzerlegbaren Teilers §P;; von P;; sein. Nach Satz 17 wird die



1117 § 11. p-adische Erweiterungen von Algebren. 105

p-Komponente der Rechtsordnung o, von %;, gerade p, sein. Jetzt
kénnen wir fiir §;,, genau so schlieBen usw.

Satz 21. Die R-Komponente eines micht zu B gehorigen unzerleg-
baren Ideals Ly 1St 0;q.

Beweis. Wire Oy = 0 (B,;), so hitte (PB;;, Qy;) = o; zur Folge,
daB o; =0 (*B;;), was nicht moglich ist, denn 1 kann nicht in %;;
enthalten sein.

Wir schlieBen hieraus weiter, da die $-Komponenten von Links-
und Rechtsordnung eines Ideals a;;, das keinen zu ‘} gehdrigen un-
zerlegbaren Faktor hat, gleich sind, und daf man die B-Komponente
eines Ideals einfach erhdilt, indem man die in thm vorkommenden zu S}
gehdrigen unzerlegbaven Faktoven durch ihre B-Komponenten ersetzt und
den Rest wegldft.

Wir wenden uns zum Schlull der Frage zu, wie ein Ideal a von %A
durch alle $3-Komponenten bestimmt ist.

Satz 22. Eim Ideal a von U ist der Durchschnitt von U mit allen
B-Komponenten von a.

Beweis. Da a in % und in allen Uy enthalten ist, so muB nur
gezeigt werden, daBl ein YU-Element, das in allen ag liegt, zu a gehort.

Wir bezeichnen mit ¢ die Menge aller ¢ aus o, unter o die Links-
ordnung von a verstanden, fiir die ca = 0 (a) ist. c ist ein p-Linksideal.
Denn oca = 0 (va), na = a, daher nc = c.

Sei ¢ = lim a, im ‘B-adischen Sinn, a, = 0 (a). Sei etwa (a2 — a,)

Y -» 00
= 3/N, N, B) = 0. b sei irgendein durch a teilbares zweiseitiges
o-Ideal und b = P°Q, (O, P) = 0. ¢ sei teilbar durch N, aber nicht
durch ‘O P, wo P’ irgendein unzerlegbarer Teiler von B mit der
Linksordnung o ist. g(a — a,) liegt fiir fast alle » in %R, ist also
durch a teilbar. Dann ist auch ga = ga, 4+ g(@ — a,) =0 (a). ¢ ist
also ein Element von ¢, welches durch das vorgegebene unzerlegbare
o-Linksideal B’ nicht teilbar ist. Daher mufl ¢ = o sein, also a = 0 (a),
w.z. b. w.
Als Umkehrung von Satz 22 gilt

Satz 23. In den Komponenten og einer Maximalordnung o; seien
Linksideale ag vorgegeben, von denen aber wur endlich wiele nicht gleich
threm vy sind. Dann gibt es ein o-Linksideal a mit den Komponenten ag .

Beweis. Ist a, nicht gleich og, so spalten wir es in unzerlegbare
Faktoren ag = B;; By; - - - By, Jedes dieser %, ist P-Komponente
eines unzerlegbaren Ideals %,, von A. Wir fangen den Aufbau von a
an mit B, By, - .. B,,- Das Produkt kann eigentlich gewdhlt werden,
wie die Uberlegung beim Beweis von Satz 20 zeigt. £ sei ein zweites
Primideal, fiir das ag = 9,9, . . . Q,, * 0y ist. Die 9-Komponenten
der beiden Ordnungen des Produktes B, %;;... B,, sind gleich.

Wir kénnen daher wie eben ein eigentliches Produkt 9,9, ... 9,
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bilden, dessen Q-Komponente das gegebene ag ist. So fahren wir fort,
bis alle ag =+ oy dran gewesen sind, das entstandene Ideal heiBe a.
Es hat die Linksordnung o und ersichtlich auch die vorgegebenen
B-Komponenten. Auch wenn unzerlegbare Ideale $;; in der Potenz L}
vorkommen, kann dhnlich vorgegangen werden.

Aus der Isomorphie og/P = o/P (Satz 16) folgt, daB die Norm
von P in Beziehung auf P, genau dieselbe Potenz von p ist wie die
Norm von ‘B in Beziehung auf P. Daher gilt

Satz 24. Die Norm eines Ideals a von W ist gleich dem Produkt
der Normen seiner B-Komponenten (wenn in den Normen p = p gesetzt
wird).

Satz 25. Die Differente von Ug in Beziehung auf P, ist der B-Anteil
D der Differente D von W in Beziehung auf P.

Beweis. Das folgt leicht aus der Definition der Differente.

5. Zum SchluB machen wir einige Anwendungen der $R-adischen
Methode auf die Idealtheorie ,,im GroBen‘. Die folgenden Sitze lassen
sich natiirlich auch ohne die p-adik gewinnen, aber mit mehr Um-
stidnden.

Satz 26. In der Darstellung eines Ideals a;;, von U als Produkt
wunzerlegbarer Ideale kann die Reihenfolge der Primideale, zu denen die
unzerlegbaren Faktoven gehdrven, beliebig vorgeschrieben werden.

Beweis. Die beim Beweis von Satz 23 gegebene Konstruktion
eines Ideals a aus seinen $P-Komponenten zeigt unmittelbar, daB,
falls iiberhaupt ein zu P gehoriger unzerlegbarer Faktor in a vorkommt,
er an den Anfang gesetzt werden kann. Daher kann ein Produkt 5,2y,
stets in die Form £,%;,, ein Produkt $;;9,; in die Form Oy, %;;',
ein Produkt §,,0;7 in die Form ;;' B;, und ein Produkt /0,7 in die
Form £y;' P;;' gebracht werden, und daraus ergibt sich leicht die all-
gemeine Behauptung.

Satz 27. In jeder Linksklasse einer Maximalordnung o, gibt es ein
ganzes Ideal, das teilerfremd ist zu vorgegebemen endlich vielen Prim-
idealen von p;,. (NEHRKORN [1].)

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB es in einem unzerlegbaren Ideal
B;, einen Nichtnullteiler P gibt, so daf

0, P = P8,

gilt mit einem €,;, das keine unzerlegbaren Faktoren enthilt, die zu
vorgegebenen endlich vielen Primidealen gehéren. Die $-Komponente
von %, ist ein Hauptideal (Satz 13): P;;, = 0 P. Sei P =1limP,,
P, =0 (%), P,=PQ,, also limQ, =1. Es wird 04P, = 04 PQ,
= Bix0» = Bir* 4pQ,. 1 — Q, liegt fiir hinreichend hohes » in .
(03Q,, Biy) enthdlt dann Q, + (1 —Q,) =1, ist also gleich oy,
daraus folgt aber 0iyQ, = 0iy, Bz = 0ig P,. Fir ein solches P, = P’
ist 0, P’ = P, D;,; mit einem D,,;, das keine zu P gehorigen unzerleg-
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baren Faktoren enthdlt. Nun sei £, das Produkt der von § verschiedenen
der vorgegebenen Primideale. Wir bestimmen ¢ und 4 aus o;, so daB3

c=0(PL), d=1 (B

c=1 ), 4=0(y)
ist, und
P=dP +¢

kein Nullteiler wird (indem, falls nétig, ¢ um eine durch $2£ teilbare
GréBe von P vermehrt wird).
Dann ist
0, P = B;; &;,

@, ist durch kein zu ‘B gehoriges unzerlegbares Ideal teilbar. Andern-
falls wire nach Satz 26 ©; = B;,8;, da BB, wegen B, By,
« Bt Bur Bix Bis = Bir Brx Bix Bis = Pis ein Teiler von P ist, also
P = P' (P Byy) gilt, auch P’ =0 (Py, Byp)- _

@, ist aber auch durch kein zu £ gehériges unzerlegbares Ideal
teilbar, denn sonst wire nach Satz 26 o,P=9,;,..., P =0 (),
was der Kongruenz P =1 (¥;,) widerspricht.

Zum Beweis von Satz 27 betrachten wir irgendein Ideal a;; der
gegebenen Linksklasse. Wenn in der Darstellung von a;; als Produkt
unzerlegbarer Ideale ein unzulissiges (d. h. zu den vorgegebenen Prim-
idealen gehoriges) vorkommt, so kann es nach Satz 26 an das Ende
gebracht werden

’ ’ -1
0 = 03; B, oder ;= aj; Py

Im ersten Fall sei Po,=,;;B;, mit nur aus zuldssigen Faktoren
bestehendem €;;, in ¢; P~' kommt dann ein unzulissiger Faktor
weniger vor als in @a;;. Im zweiten Fall sei 0, P = %;,¢;;, dann hat
a;, P einen unzuldssigen Teiler weniger. Auf diese Weise kann ein
Ideal a;,b gefunden werden, das iiberhaupt keinen unzulissigen Teiler
mehr enthilt. Ist dieses Ideal noch nicht ganz, so kénnen die mit
negativem Exponenten vorkommenden unzerlegbaren Ideale fort-
geschafft werden in genau der gleichen Weise, wie es eben mit den
unzuldssigen Idealen geschehen ist, die mit negativen Exponenten
vorkommen.

§ 12. Die Zerlegung der Primideale.

1. Ist A die direkte Summe der einfachen Algebren %, ..., %,
so wird, wie leicht einzusehen, jede Maximalordnung o von A die
direkte Summe von Maximalordnungen o® der 9, und umgekehrt
wird die direkte Summe von irgendwelchen Maximalordnungen o®
der 9; eine Maximalordnung o von 9. Ein Ideal a von o ist die direkte
Summe von (gleichartigen) Idealen a® der o® und umgekehrt. Insbe-
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sondere erhilt man ein Primideal (ein unzerlegbares Ideal) von o, wenn
man die direkte Summe eines Primideals (unzerlegbaren Ideals) von o®
mit allen iibrigen oY (j = ) bildet; und alle Primideale (unzerlegbaren
Ideale) von U haben diese Form. Wesentlich fiir die Arithmetik sind
also nur die einfachen Algebren.

2. Alle Primideale einer Algebra % erhdlt man nach §2 durch Zer-
legung der Primideale p von g. Das Zentrum einer einfachen Algebra
ist ein Korper iiber P, wir unterlassen die Untersuchung der Zerlegung
der p in der Maximalordnung des Zentrums als nicht hierhergehorig
(diese Untersuchung fiir Zahlkorper ist eine Hauptaufgabe der Theorie
der algebraischen Zahlen).

3. Satz 1. U sei esme esmfache Algebra mit dem Zentrum P. Jedes
Primideal p von g ist nur durch ein Primideal B von o teilbar, also p = P°
BraNDT [8].

Beweis. Nach Satz 5, § 11, ist ¥, die direkte Summe von so viel
Algebren Ug,, als p verschiedene Primteiler B; in o hat. Andererseits
ist nach Satz 6, § 11, A, = A X Py, nach Satz 12 in IV, § 4, ist daher
A, eine einfache Algebra, und daraus folgt also, daB3 p nur durch ein
Primideal 8 von o teilbar ist, w.z. b. w.

Die weitere Zerlegung der Primideale von o in unzerlegbare Ideale
ist ein Problem, iiber das sich im allgemeinen nichts aussagen liBt.
Fiir den Spezialfall, daBl der Grundkdrper ein algebraischer Zahlkérper
ist, vgl. VII, dort wird auch der Fall eines p-adischen Grundkorpers
restlos abgehandelt.

4. U sei eine Algebra vom Range # iiber P. Wird ein Primideal p
von ¢ in einer Maximalordnung gleich $&..... B, so wird nach
Satz 5, § 11, :

Ay = g, + - - - + Usp,.

Der Rang (Ugp, : Py) ist ¢;f;, wenn f; den Grad von %, bezeichnet:
Bedeutet #,, ..., #, eine Basis einer Maximalordnung o von Ug,/P,,
so hat eine lineare Kongruenz oyu, + ---+ x,%, = 0 (mod p)
o; = 0 (mod p) zur Folge, o/p ist also vom Range m iiber gp/p. Daraus
folgt fiir die Norm von p sofort Np = p™. Andererseits ist Np = N (%)
= (N P,)* = pli%, alse m = ¢;f,. Wir haben also den

Satz 2. Grade f; und Verzwergungsordnungen e, der Primfaktoren
eines Primideals p = JIP% von g in einer Maximalordnung einer
Algebra U|P vom Range n geniigen der Gleichung

2eli=mn.
Wegen (g, : Py) = ¢;f; heibt e;f, der B,-Grad der Algebra AP.
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VII. Algebren tiber Zahlkérpern.
Zusammenhang mit der Arithmetik
der Korper.

Die tiefere Theorie der Algebren iiber einem Zahlkérper fiihrt,
wie HasSE erkannt hat, auf Zusammenhinge zwischen den Struktur-
eigenschaften der Algebren und der Arithmetik der Zahlkérper, ins-
besondere der Klassenkorpertheorie und des Reziprozititsgesetzes.
Damit hat sich die Algebrentheorie mit anderen Entwicklungsrichtungen
der Algebra und Zahlentheorie vereinigt und schreitet gemeinsam mit
ihnen fort.

§ 1. Hilfssidtze iiber Galoisfelder und p-adische Zahlkérper.

1. Satz 1. g sei esn Teilkorper des Galoisfeldes G. Jedes Element
von g ist Norm eines Elementes von G.

Beweis. Siehe V, §5.

Satz 2. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 1 ist
jedes Element von g auch die Spur eines Elementes von G.

Beweis. Sei S(I') = e 4 0(I" aus G), das geht, da, wenn alle
S(") gleich Null wiren, auch die Diskriminante von G/g gleich Null
sein miiBte. Fiir beliebiges & aus g ist & = S (ol /).

2. Die folgenden Sitze handeln von der Struktur der p-adischen
Zahlkérper. P, sei ein fester p-adischer Zahlkérper, p sein Primideal.
Der Restklassenbereich der ganzen Zahl von P,, modulo p ist ein Galois-
feld g. Die Elementezahl von g sei ¢. Den Absolutgrad von g nennen
wir den Restklassengrad von P,,.

Satz 3. w sei eine primitive (¢ — 1)-te Einheitswurzel tiber P,,.
W, = Py(w) st zyklisch vom Grade [ diber P, und unverzweigt, d. h. p
bleibt Primideal von W,. Der Grad von p als W ~Primideal in Beziehung
auf Py ist also f. Der durch af = a%(p) fiir jedes a aus W, definierte
Automorphismus von W, erzeugt die galoissche Gruppe von W,[P,,.
F heipt die Frobemiussubstitution von WP,. F ist durch w" = w!
gegeben.

Beweis. Da alle (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln Potenzen von w
sind, so ist W,/P, galoissch. Die ganzen Elemente »’ — v/, »' & w/,

—1
sind Einheiten, denn das Produkt f]](wi— w) = % (271 —1
=0
JF
= (¢’ —1)w@~?7 ist eine Einheit. Eine Substitution T der Trigheits-
gruppe des W,-Primideals P ist durch »” — w = w' — w = 0(%)
definiert. Daher ist die Tragheitsgruppe von der Ordnung 1: W, ist
unverzweigt und die galoissche Gruppe von WP, ist, als Zer-
legungsgruppe von P = p, zyklisch.

)la;=wi
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Die Frobeniussubstitution F muB} w in »? iiberfithren, denn das Element
w? — w?=1w’ —»? kann, wie wir sahen, nur durch p teilbar sein, wenn es
gleich Null ist. F erzeugt die Zerlegungsgruppe von p, also die ganze
galoissche Gruppe von W,/P,, und da die Ordnung von F ersichtlich
gleich f ist, so folgt schlieBlich (W, : Py) = f.

Satz 4. K sei vom Grade n diber Py; p sei die e-te Potenz des Prim-
1deals P von K, P hat also den Grad f=n|e in Beziehung auf P,. K ent-
hilt W, als maximalen unverzweigten Teilkorper (Trigheitskorper von B).

Beweis. Der Restklassenkérper von K modulo S ist ein Galoisfeld
vom Grade f iiber g, er enthélt demnach ¢’ Elemente. Die Restklassen-
zahl von K modulo %/ ist ¢’/ und die Anzahl der primen Restklassen
modulo P ist ¢/ — ¢/0-Y = ¢’U-1(¢/ — 1). Daher gilt

2?0 -1) = 1(P)

fiir jedes ganze a aus K. w, sei modulo  primitives Element des

Restklassenkérpers von K modulo . Die Folge w,, g, wg’, ...,
wg"’, ... ist P-adisch konvergent. Denn fiir ¢ < 7 ist

if if L gif . giflgf—1)(gf U~ D—1)/(gf—1
0wl — wl = w [w§ (g"—=1) (¢ Wer=1) __ 1)
durch Pi*! teilbar. Wir setzen lim wf’ = w. Aus
> 00

Wl @1 = 1 (pi+1
folgt dann 0 #)
w?-1=1.

w ist primitive (g” — 1)-te Einheitswurzel, denn es ist
wf " —wy=0(P),

w = wy(P),

aber w, ist primitive (¢ — 1)-te Einheitswurzel modulo . Hinzunahme
von Satz 3 vollendet den Beweis.

Aus den beiden letzten Sitzen folgt

Satz 5. Es gibt genau eine unverzweigie Erweiterung f-ten Grades
tiber Py, ndmlich W .

Satz 6. Die Normfakiorgruppe wvom WP, ist zyklisch von der
Ordnung f, und die Potenzen 1,7, ..., /"1 eines Primelementes 7w
von P, sind Verireter der Normklassen, o« ist also dann und nur dann
Norm von W;, wenn der Exponent v des Ideals (&) = yp" durch [ teilbar ist.

Beweis. Aus (a) = p’ folgt (Na) = p’’, die Bedingung f|r ist
also notwendig. Ist andererseits («) = p”, & = ay@’?, &, Einheit,
so bestimmen wir gemdB Satz 1 ein Element 5, von W,, so daB

%o = Nby (p)-

Sodann bestimmen wir eine Folge von Elementen b; aus W, derart,
daB fiir a; = by + by + - - - + b;,_;7*~! die Kongruenz &, = Na, (p%)

daher
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gilt. b, war dieser Bedingung gemiB gewidhlt. Sind &y, ..., b, 3

bekannt, so ergibt sich zur Bestimmung von b, die Kongruenz

So = Nty + S, o p (ahF T+ F2BE) ()

Suyrpy (AT = (o — Naja' (9)

die nach Satz 2 losbar ist. @ = @’ lim q; erfillt die Gleichung Na = «.
i->o0

Satz 7. Z sei zyklisch vom Grade n iiber Py,. Es gibt eine niedrigste
Potenz f, = p? von p, so daf jede Zahl x =1 (modf,) von P, Norm
einer Zahl von Z ist. f§, heift der Fiihrer von Z|Py. Damit eine Zahl
von P Norm einer Zahl von Z sei, ist demnach notwendig und hinveichend,
daf sie Normenrest modulo f, ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB fiir hinreichend groBe m jede
Zahl x =1 (p™) sogar eine n-te Potenz ist. Fir hinreichend groBes m
konvergiert aber die p-adische Logarithmusreihe
(=12 | (=12 .

2 T3 T
und hat einen Wert logx, der durch eine vorgegebene Potenz von
p teilbar ist. Daher ist fiir hinreichend groBes s die p-adische Ex-
ponentialreihe 1og

& 2
en :1_[_%_*_%_}_

oder

logx =log(1 + o —1) = (&« — 1) —

konvergent. Ihr Wert §, eine Zahl von P,, geniigt der Gleichung f"= .
Aus Satz 6 folgt, daf der Fiihrer eines unverzweigten Korpers W,
gleich 1 ist.
Fir den §1 vgl. etwa Hasse [1].

§ 2. p-adische Algebren.

In diesem Abschnitt sei ein p-adischer Zahlkoérper P, mit dem
Primideal p fest gegeben. Ziel ist die Aufstellung aller normalen ein-
fachen Algebren tiber P und die Untersuchung der Struktur der BRAUER-
schen Gruppe. Fiir diesen Paragraph vgl. Hasse [1], [2], [3], [5];
KotHE [5].

In Hinsicht auf die Moglichkeit der Entstehung von Algebren iiber
Py, durch p-adische Erweiterung von Algebren iiber einem Zahlkérper
bezeichnen wir die Algebren iiber P, mit ¥, B, usw.

1. Zuerst untersuchen wir die normalen einfachen Divisionsalgebren
Dy iiber P,. Ein ®, hat nach Satz 12, VI, § 11, eine einzige Maximal-
ordnung o. p ist Potenz des Primideals  von o: p = °. Bedeutet f
den Grad von B, so wird nach Satz 2, VI, §12, ¢f = #2 der Rang
(Dyp : Py). o/P ist nach Satz 29, VI, § 2, eine Divisionsalgebra iiber
dem Galoisfeld g/p, ist also nach Satz 1, §1, selbst ein Galoisfeld
vom Grade /. Dies ist der Punkt, an dem die besondere Struktur
der Zahlkérper wesentlich ausgenutzt wird. Die %R-Restklasse des
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Elementes w von o sei ein erzeugendes Element von o/$8. Der Korper
P, () hat dann mindestens den Grad f iiber P,, und da ein Teilkorper
von D, hochstens den Grad # haben kann, so gilt f < #. Bedeutet P
ein Primelement von o — also (P) = (‘) —, so hat der Kérper P, (P)
mindestens den Grad e iiber Py (Satz 4, § 1). Es ist daher auch e < #,
und aus ef =n2, e<n, f <n ergibt sich e = f = n:

Satz 1. Grad und Verzweigungsordnung (des Primideals) einer
normalen Divisionsalgebra D, iiber P, vom Range n* sind gleich n.

2. Der Teilkérper Py (w) von Dy, hat nach dem Voraufgegangenen den
Grad 7, denn sein Grad muB3 mindestens gleich f = # sein. Aus Satz 4,
§ 1, ergibt sich also, dal P,(w) unverzweigt iiber P, ist. P,(w) ist
demnach (Satz 3, § 1) der Korper W, der (¢* — 1)-ten Einheitswurzeln.
W, ist so als maximaler Teilkoérper einer jeden Divisionsalgebra vom
Range #? erkannt. Daraus folgt aber nach 1V, § 4, ohne weiteres, daf3
sich W, in jede normale einfache Algebra 9, vom Range #2 einbetten 1a8t.

Damit ist bewiesen

Satz 2. Jede normale einfache Algebra U, diber Py, ist zyklisch mit
W, als maximalem Teilkirper,

Uy = (o, W,, F,).

Als erzeugende Substitution der Galoisgruppe von W, haben wir
gleich die arithmetisch ausgezeichnete Frobeniussubstitution F,, gewihlt,
diese Normierung ist fiir die Formulierung des folgenden Satzes
wesentlich.

Satz 3. Die Gruppe B(P,) der Algebrenklassen mit dem Zentrum
Py ist isomorph zur additiven Gruppe der rationalen Zahlen wmodulo 1.
Eine isomorphe Abbildung von B(P,) auf diese Gruppe entsteht, wenn
der Klasse der Algebra (x, W, ,F,) vom Range n* die Restklasse r|n
modulo 1 zugeordnet wird, wo v den Exponenten der in o enthaltenen
Potenz von p bezeichnet. Index und Exponent von (x, W,, P,) sind gleich
und gleich der Ovdnumg von v/n mod1.

. Beweis. 1. Wir betrachten die Untergruppe 8, aller Algebren-
klassen, die von W, zerfillt werden, von denen jede also eine Algebra
(¢, W,, F,) enthilt. Nach Satz 2, V, § 5, ist B, isomorph zur Normen-
klassengruppe von W,/P,. Die ist nach Satz 6, § 1, zyklisch von der
Ordnung #, und 1, 7z, ..., n" ! sind Vertreter der Normenklassen,
falls p = (w). Daher wird 8, durch die Zuordnung (x, W,, F,) —7/n
mit der Gruppe der Restklassen von Zahlen g/ mod 1 isomorph (g ganz
rational). Der Exponent von (&, W, , F,) ist also die Ordnung von 7/nmod 1.

2. Zur Vollendung des Beweises bleibt allein zu zeigen iibrig, daB

fiir zwei dhnliche Algebren

Ay = (&, W,, F);  (x) =
QI;OZ(“I’WW:FW); ( )
vin =7'[n" (mod1)

P
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wird. Es geniigt, den Fall zu betrachten, daB #' durch » teilbar ist,
etwa ' = #us.
Nach Satz 5, V, § 5, wird dann
AWy = (&, Wy, F¥),
wo F* eine solche Ausdehnung von F, auf W, ist, welche die ganze
Galoisgruppe von W, erzeugt. Ein solches F* ist aber nach Definition
der Frobeniussubstitution gerade F,,=F,,. Aus

%I;J = (&, Wae, Fpg) = (&, Wiy, F)

folgt aber, daB «'/o* eine Norm von W, ist, so daB 7' = rs (mod #s)
oder 7'/n' = 7/n (mod1) sein muB. Da hiernach («x, W,, F,) genau dann
zu einer Algebra kleineren Ranges dhnlich ist, wenn » und # einen
Teiler gemeinsam haben, so ist auch der Index von («x, W,, F,) gleich
der Ordnung von 7/n mod1.

Nach Satz 3 ist eine Algebrenklasse iiber P, vollstindig durch die
Restklasse von 7/# modulo 1 bestimmt. Wir nennen ‘daher diese Rest-
klasse die Invariante der Algebremklasse.

3. Das Verhalten der Algebren iiber P, bei Erweiterung des Grund-
korpers ist leicht aufzukldren. Alles ist enthalten in dem

Satz 4. Ay, sei ein Korper vom Grade n iiber Py. Die Invariante der
Algebrenklasse (W) diber Py, ses 0. Dann ist die Invariante der Evweite-
rungsklasse (U 4g) gleich en. (KOTHE [35].)

Eine Folgerung daraus ist:

Jede Algebra W, vom Range w? diber Py, enthilt zu jeder Evweiterung
n-ten Grades von Py, einen isomorphen Teilkorper, wird also durch jede
Erweiterung n-ten Grades von Py zerfdllt.

Beweis von Satz 4. Nach Satz 4,V, § 5, ist, falls %, = (o, W,,, F,,),
Wy X Ay oo (x, W, Ay, S), wo W, Ay das korpertheoretische Kompositum
von W, und Ay bedeutet und S die-niedrigste Potenz von F, ist, die
in der galoisschen Gruppe von W,Ag/Aq liegt. Hat Ay den Rest-
klassengrad f, so ist der Durchschnitt W, N Ag gleich Wy, ;, demnach
wird S = F{/. Wir gehen iiber zur Darstellung von o, X Ay mittels
der Frobeniussubstitution F’ von W,Ay. Der Definition gemaB ist
a¥’ = a? (mod ') fiir Elemente a aus W, Ay, denn die Restklassenzahl
von Ag ist ¢/. Daraus folgt F' = Ff = Sf®:) Daher ist

A, X Agg oo (@D, W, F').

Der Grad (W, Ag : Ag) ist gleich #/(n,f). Bedeutet ¢ die Verzweigungs-
ordnung von Ag, so wird, wenn ¢ die Invariante von (Ay) bedeutet,
/™7 durch die eng- f/ (n, f)-te Potenz des Primideals von Ay teilbar,
also die Invariante von (%, X Ag) kongruent

enoflnf)
wlimp —olem

und ef ist der Grad von Ag. Damit ist Satz 4 bewiesen.

Ergebnisse der Mathematik. 1V/1. Deuring. 8
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4. Satz 5. Ist n der Index der normalen einfachen Algebra U,
tiber Py, so wird p die n-te Potenz des Primideals % einer Maximal-
ordnung o von Uy, und die Differente von o ist Bt

Beweis. p = P” folgt aus Satz 1, VI, § 12, und Satz 1. Nach
Satz 3, VI, § 5, ist die Differente b von o durch "~ ! teilbar. Es muBl
also lediglich bewiesen werden, da b nicht durch " = p teilbar ist;
daB also — Definition der Differente — S(1/p) nicht ganz ist. Sei
p= (7). Da S(m'a) =m"'S(a) ist, so handelt es sich darum, ein
a C p mit nicht durch p teilbarer Spur anzugeben. Gehort a einem
maximalen Teilkérper von %, an, so ist S(a) nach IV, § 7, auch die
Spur von « als Element dieses Teilk6rpers. Entnimmt man a aus W,
so werden nicht alle Spuren S(a) durch p teilbar sein kénnen, weil W,
unverzweigt iiber P, ist.

Nach VI, § 11, Satz 25, kann hieraus eine Formel fiir die Differente
einer einfachen Algebra iiber einen Zahlkérper gewonnen werden,
weiter auch fiir die Diskriminante nach VI, § 6; vgl. SHODA [5].

§ 3. Unendliche Primstellen von Zahlkérpern.

Die spiteren Ausfithrungen zwingen uns dazu, neben den durch
Primideale definierten p-adischen Bewertungen algebraischer Zahl-
korper auch die Bewertungen durch Absolutbetrige heranzuziehen.

P sei ein algebraischer Zahlkérper, wir denken ihn uns als Teil-
korper des Korpers 2 aller komplexen Zahlen. Jeder Isomorphismus
a—a® von P auf einen Teilkérper von 2 definiert eine Bewertung
|a|® von P, indem |a|® gleich dem Betrag der komplexen Zahl a®
gesetzt wird. Konjugiert komplexe Isomorphismen ergeben dieselbe
Bewertung, man tiiberzeugt sich leicht davon, daB dies der einzige
Fall ist, daB zwei verschiedene Isomorphismen &4quivalente Be-
wertungen ergeben. Gibt es also 7, isomorphe Abbildungen von P
auf reelle Zahlk6érper und 7, Abbildungen auf komplexe Koérper, so
gibt es 7, + 7, iniquivalente Bewertungen durch Absolutbetrige.
Diese Bewertungen haben, wie die durch Primideale definierten, die
Eigenschaft |ab| = |a||b|. Zusammen mit allen p-adischen Be-
wertungen erschépfen sie bekanntlich alle iiberhaupt moglichen Be-
wertungen von P, die diese Eigenschaft haben.

Die Bewertungen durch Absolutbetrige werden gewohnlich als die
unendlichen Primstellen von k bezeichnet, Symbole p., 1, P,z - - - -
Die Primideale p von P heiBen die endlichen Primstellen von P.

Zu einer reellen unendlichen Primstelle p., gehort als perfekte Er-
weiterung Py, ein zum Kérper der reellen Zahlen £2, isomorpher Teil-
korper von £, zu einer komplexen Primstelle gehort 2 selbst.

Entsprechend Abschnitt 2 stellen wir alle normalen einfachen
Algebren iiber 2, und £ auf. Das ist durch Angabe der Divisions-
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algebren leicht geschehen: iiber £, gibt es zwei Divisionsalgebren,
Q, selbst und die Quaternionenalgebra Q; iiber 2 gibt es nur £ selbst.

Die Gruppe der Algebrenklassen iiber £2, ist also zyklisch von der
Ordnung 2 und daher isomorph zur additiven Gruppe der Restklassen
von 0 und 4 mod1. Dies ist fiir die unendlichen reellen Primstellen die Er-
gianzung zu Satz 3 in § 2. Als Invariante der Klasse £, werden wir 0 mod1,
als Invariante von £ 3 mod1 einfithren. Fiir £ besteht die Algebren-
klassengruppe nur aus der eins, als deren Invariante bezeichnen wir
0mod1.

A sei eine Erweiterung von P. Der Zerlegung der P-Primideale
in A entsprechend wollen wir formal eine Zerlegung der unendlichen
Primstellen p,, von P in unendliche Primstellen P, von A festsetzen.
Poo soll p,, teilen, wenn die Bewertung | |g,, von A durch Fortset-
zung der Bewertung | |, von P entsteht (wie es auch bei den end-
lichen Primstellen ist). B, muBl daher zu einer Fortsetzung des Iso-
morphismus a — a® gehéren, zu dem ., gehort. Als Exponenten e
der in p., enthaltenen Potenz von B, erkliren wir die Anzahl der
verschiedenen Fortsetzungen des Isomorphismus a — a®, die das
gleiche B, ergeben. Daher ist ¢ =1, wenn p., und ‘B, beide reell
sind, dagegen ¢ = 2, wenn p, reell und ., komplex ist, e = 1, wenn
Poo (und daher auch RB.) komplex ist. Setzen wir schlieBlich noch den
Grad f von B, gleich 1,so gilt fiir die Zerlegung

‘poo = ]I gg,i
wie fiir endliche p die Formel
Zeifi =(4:P).

Die verschiedenen Ag_, , sind den verschiedenen Kérperkomposita
von /A mit P,_ isomorph. Daher ist nach IV, § 3, wie im Falle endlicher p,
A X Py, zur direkten Summe der Ag, , isomorph.

Ist A/P galoissch, so bezeichnen wir die Gesamtheit aller Auto-
morphismen von A/P, die P, (d. h. die Bewertung | |g,,) in sich iiber-
fithren, als die Zerlegungsgruppe von B.,. Sie ist von der Ordnung 1,
auBer wenn p,, reell, aber B, komplex ist, dann hat sie die Ordnung 2.

SchlieBlich wollen wir auch fiir ein unendliches p den p-Fiihrer
einer zyklischen Erweiterung Z von P, definieren: f, =1, wenn Z = P,
also immer fiir komplexes p, f, = p, wenn (Z: P,) =2, wenn also p
reell ist und Z der Korper der komplexen Zahlen ist.

§ 4. Der Ubergang zu den Primstellen.

P sei ein endlicher algebraischer Zahlkérper, U eine einfache normale
Algebra tiber P. Zu jeder Primstelle p von P gehért dann eine Algebra
Ay = A X P,, die aus A durch p-adische Erweiterung des Grund-
korpers P, oder auch (im Falle endlicher p) — nach VI, § 11, Satz 6 —

8*
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durch $PB-adische Erweiterung von 9 fiir ein p teilendes Primideal
von U entsteht. 2, ist einfach und normal iiber P, und heiBt die
p-adische Komponente von 9. Aquivalente U bestimmen dquivalente A,
Jede Algebrenklasse tiber P bestimmt also unendlich viele Algebren-
klassen iiber den einzelnen Ko&rpern P,. Vgl. Hasse [2], [3], [4] fiir
den ganzen Paragraphen.

Hat % den Index m, so ist der Index M, von QIp ein Teiler von m,
my, heilt der p-Index von A. Zu A, gehort im Sinne von Satz 3 und
seiner Ergdnzung am SchluB des vorigen Abschnittes eine gewisse
Restklasse g, mod 1 als Invariante. @, heiBt die p-Invariante der

Algebra W oder der Algebrenklasse von U. Wir bezeichnen sie mit <%>

SchlieBlich ist der Exponent von A, der nach Satz 3, § 2, gleich
dem p-Index my,, ist, ein Teiler des Exponenten m* der Klasse von .

A sei ein Zerfillungskérper von A. Ist P ein A-Primteiler der Prim-
stelle p von P, so gilt

(Ap)ag = WUsg = Ap)p > 1,

Ag ist daher Zerfillungskorper von %, das hat insbesondere (Ag : Py)
= 0 (my) zur Folge.
Wenn U ein verschrianktes Produkt % = (a, &) ist, so wird

%p s (asE, .S?;B) .

Da fiir galoissches &/P alle &, P/p isomorph sind, so wollen wir
in diesem Falle den gemeinsamen Typus der S mit & bezeichnen.
Demgemial schreiben wir

Ay =~ (a,, &)

an Stelle der vorigen Gleichung.

P ist dabei irgendein ®-Primteiler von p und ag bzw. a, bezeichnet
den Teil des Faktorensystems @, der sich nur auf die Zerlegungsgruppe
der Primstelle ‘B bezieht (V, § 4, Satz 1).

Fiir den besonderen Fall einer zyklischen Algebra U = («, 3, S)
diirfen wir nach V, § 5, Satz 4, auch schreiben

ngN (0‘, 8p: Sp):

wenn unter Sg die fritheste in der Zerlegungsgruppe von § gelegene
Potenz von S bezeichnet; also S, = S"", wenn (Z:P)=un,
(Z% 1 Py) = my, ist.

Die Differente ® einer Maximalordnung o von ¥ reduziert sich beim
Ubergang von ¥ zu U, auf die Differente D, der Maximalordnung o,
von U, (VI, §11, Satz 25). Es ist aIso‘D:]]i@p (Satz 20—22, VI, § 11).
Da aber nach Satz 5, §1, my, > 1 nur fir @p'#i gilt, so erkennen
wir, daB nur fiir endlich viele Primstellen p von P der p-Index von A
von 1 verschieden ist, nimlich, auBer fiir gewisse unendliche b, gerade
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fiir die Primteiler der Diskriminante vom %U[P. Diese p (einschlieBlich
der unendlichen) heiBen die Verzweigungsstellen der Algebra A, oder
auch der ganzen Algebrenklasse von U.

Fiir einen zyklischen Koérper Z/P bezeichnen wir den Fiihrer f,
von Z? (Satz 7, § 1) als den p-Fiihrer von Z. Das Produkt aller p-Fiihrer,
f =IIfy, heiBt der Fiihrer von Z|P. Nach der Bemerkung am SchluB
von §1 ist fo=1, auBer fir unendliche nur fiir die endlich vielen p,
welche die Diskriminante von Z/P teilen, { ist also ein endlicher Ideal-
modul.

§ 5. Algebren iiber Zahlkorpern.

1. Die tiefere Theorie der Algebren iiber Zahlkérpern beruht auf
einem Satze, der viele Eigenschaften einer Algebra 9 auf ihre p-adischen
Komponenten ¥, zuriickfithren lehrt:

- Satz 1. Y/P ist dann und nur dann eine volle Matrizesalgebra tiber P,
wenn dies fiir alle A, gili. (HASSE-BRAUER-NOETHER [1], HASSE [4],
ALBERT-HASSE [1].)

Beweis. Satz 1 ist gleichwertig mit einem Satz aus der Klassen-
korpertheorie: Dann und nur dann ist die Zahl « von P Norm einer
Zahl des zyklischen Erweiterungskoérpers Z, wenn fiir jede Primstelle
p von P die Zahl « Norm einer Zahl der p-adischen Erweiterung Z” ist.
(Nach § 1, Satz 7, und der Definition des Fiihrers { von Z/P ist das
damit gleichbedeutend, daB « Normenrest modulo { ist.) Fiir eine
Algebra Yo (¢, Z,S) mit zyklischem Zerfillungskorper folgt Satz 1
aus dem Normensatz unmittelbar (Satz 1 in V, §5). Die allgemeine
Aussage von Satz 1 wird folgendermaBen auf den zyklischen Sonderfall
zurtickgefiihrt: Sei %y o 1 fiir alle p. Gesetzt, der Index m von ¥ wire
durch eine Primzahl p >1 teilbar. A sei ein galoisscher Zerfillungs-
kérper von % und A, der Teilkérper von A, der zu einer p-Sylowgruppe
der galoisschen Gruppe von /P gehért. Es ist dann (A, : P) %= 0(p).
Zwischen A, und A kénnen Kérper dgc Ad,cd,c-..cd,=4
eingeschoben werden, derart, daB A,/4, ; zyklisch vom Grade p ist.
Aus U, oo 1 folgt (A, ,) o1 fiir jede Primstelle P von A, ;. Da
auBerdem A,, , den zyklischen Zerfillungskorper 4, hat, so folgt
nach dem Normensatz %,,_, 1. Auf die gleiche Weise kann jetzt
Wy, ,o01, Wy, _yo01, ..., Ay, o1 erschlossen werden. U hitte also
den Zerfallungskorper /A, was wegen (4, : P) = 0 (p) der Voraussetzung
m = 0(p) widerspricht.

Einen anderen Beweis von Satz 1 siehe in § 8, 3. Satz 1 kann auch
so formuliert werden:

Wenn W ob 1 ist, so hat AP mindestens eine Verzweigungsstelle.

(Dabei sind aber auch die unendlichen verzweigten Primstellen
zu beriicksichtigen!)

2. Wir ziehen eine Reihe von Folgerungen aus Satz 1.
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Satz 2. Kennzeichnung der von esnem Korper A|P zerfillten Algebren.
Damit A|P ein Zerfillungskorper der Algebra NP ist, ist die notwendige
Bedingung, daf fiir jede Primstelle B von A die P-adische Erweiterung
Ag ein Zerfillungskiorper von U, ist, auch hinreichend. Nach Satz 4 in § 2
kinnen also die Zerfallungskorper A von W dadurch gekennzeichnet werden,
dap fiir jede Primstelle S der B-Grad (Ag : Py) von A durch den p-Index
my, von W teilbar setn muf. (HASSE [4].)

Diese Bedingung verlangt nur von den endlich vielen Verzweigungs-
stellen von U etwas.

Eineinteressante Anwendung des Satzes 2 auf einen besonderen Fall ist

Satz 3. Jede Darstellung einer endlichen Gruppe & der Ordnung n
ist im Korper der n"-ten Einheitswurzeln wmiglich. (HASSE-BRAUER-
NOETHER [1].)

Beweis. Der Gruppenring von & im Korper P, der rationalen
Zahlen ist halbeinfach, wie man etwa durch Berechnung der Diskrimi-
nante beweist. Das Zentrum P eines einfachen Bestandteils ¥ ist ein
Teilkérper des Korpers der #n-ten Einheitswurzeln (denn das Mini-
malpolynom eines Gruppenelementes ist x*— 1, %/n), und der Index
eines solchen Bestandteils % ist ein Teiler von #. Die Verzweigungs-
primstellen sind Teiler von . Um das einzusehen, geniigt es, zu
beachten, daB die Diskriminante der (nichtmaximalen) Ordnung von
A, die von den Gruppenelementen als Basis erzeugt wird, gleich »"
ist. Ein Zerfallungskérper A/P von % muB fiir einige Primteiler p
von # PB-Grade ng haben, die Vielfache eines gewissen Teilers m, von »
sind. Man zeigt leicht, daB dies fiir den #”-ten Kreiskorper /A sicher
der Fall ist, wenn % hinreichend groB gew#hlt wird.

Satz 4. Jede Algebra NP hat zyklische Kreiskorper als Zerfillungs-
korper. (HassE [4].)

Beweis. Nach Satz 2 ist es nur nétig, 4 als Klassenkorper zu einer
zyklischen Kongruenzklasseneinteilung der absoluten Idealnormen von
P zu wihlen, in der die Klasse von Np = p% jeweils einen durch m,
teilbaren Exponenten hat (fir unendliches p tritt —1 an die Stelle
von Np). Das ist der Fall, wenn in der zugrunde liegenden Klassen-
einteilung der rationalen Zahlen eine Primzahl p einen Exponenten %,
hat, der durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller zu p ge-
hérigen myf, teilbar ist und wenn aulerdem —1 den Exponenten 2 hat.
Das folgt aber aus dem elementarzahlentheoretischen Existenzsatz:
Sind a,, ..., a, endlich viele ganze rationale Zahlen, so gibt es eine
zyklische Kongruenzklasseneinteilung der rationalen Zahlen, bei der
der Exponent von a; durch eine vorgegebene natiirliche Zahl %, teilbar
ist und iiberdies —1 den Exponenten 2 hat. (vAN DER WAERDEN [3].)

Die Anwendung von Existenztheoremen tiber abelsche und zyklische
Korper mit vorgegebenen Eigenschaften (GRUNWALD [1]) ergibt

Satz 5. Jede Algebra N|P ist zyklisch. (HASSE-BRAUER-NOETHER [1].)
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Die erwihnten Sitze ergeben nidmlich die Existenz von zyklischen
Korpern Z[P, die (Zg : Pp) = 0 (m,) erfilllen und deren Grad der
kleinstmdgliche, ndmlich das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
my, ist. Der Index m von ¥ ist hiernach durch das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache der m,, teilbar, da andererseits m = 0 (m,) gilt, so ist
bewiesen :

Satz 6. Der Index einer Algebra [P ist gleich dem kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen ihrer p-Indizes. (HASSE-BRAUER-NOETHER [1],
ALBERT-HASSE [1], HASSE [4].)

Der Exponent m* von U ist durch alle p-Exponenten m, (Satz 3,

§ 2), also durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache # der My,
teilbar, andererseits ist m = 0 (m*) (Satz 1, V, §3):

Satz 7. Der Exponent einer Algebra WP ist gleich ihrem Index.
(HAsSE-BRAUER-NOETHER [1].)

Satz 5 enthdlt kein zahlentheoretisches Moment in seiner Formu-
lierung. Er ist in Sonderfillen auch rein algebraisch bewiesen worden.
(WEDDERBURN (3], ALBERT [8], [11], [18], [15].) Diese Untersuchungen
gelten zum Teil auch fiir allgemeinere Kérper als Zahlkérper, behalten
also trotz Satz 5 ihre Bedeutung. DaB Satz 5 nicht fiir jeden Grund-
korper richtig ist, zeigt ALBERT [23].

3. Satz 8. Zwei Algebren U[P und BIP sind dann und nur dann

dquivalent, wenn sie in allen p-Invarianten iibereinstimmen: (%) = (%)
(mod 1) fiir alle Primstellen p von P. (HASSE [4].)
Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1 und Satz 3, § 2.
Es gilt ( %:%) = <%) + (%) (mod 1). Die Invarianten bilden also
die Gruppe der Algebrenklassen iiber P isomorph ab auf eine Unter-

gruppe der direkten Summe der additiven Gruppen modulo 1, die den
einzelnen Primstellen von P entsprechen. (Hasse [4].) Diese Unter-
gruppe 148t sich in einfacher Weise kennzeichnen. Das geschieht mittels
des Reziprozititsgesetzes.

Satz 9. Zwischen den p-Invarianten einer Algebrenklasse () besteht

die Beziehung
A
—] =0 (mod 1).
p
»
Dies ist die einzige Relation zwischen den (g) Zu vorgegebenen Rest-

klassen o, (mod 1), die aber fiir unendliches p entweder =0 oder = }
(mod 1) sind, von denen nur endlich viele == 0 sind und die der Bedingung
20, =0 (mod1) geniigen, gibt es eine Algebrenklasse (N) mit (%) =0,
p
(mod1). (Hassk [4].)

Beweis. 1. Nach Satz 4 nehmen wir in der vorgegebenen Klasse ()
eine zyklische Algebra («, 3, S) mit einem zyklischen Kreiskorper 3/P.
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Ubergang zu einer Primstelle p ergibt
Ay o (o, 3P, Sy),

Sy = S"", falls (3 :P) =, (8°:Py) =mn,. Z ist beim Beweis von
Satz 4 so konstruiert worden, daB 8 an den endlichen Verzweigungs-
stellen p von U unverzweigt ist. Fiir diese p ist daher 3° = W,,.

Zur Bildung von (?‘I—) miissen wir gemdB der Definition von (%—)

zunichst die Frobeniussubstitution F,, von W,, in die zyklische Dar-
stellung von ¥, einfiihren. Ist

F,= Sy (mit (4,,n,) = 1), (1)
so wird nach Satz 3, V, §5

Ay oo (P, Wa,, Fy)
und daher

(F) =22 (mody), (2)

wenn p’» die in « enthaltene Potenz von p bezeichnet.

Fiir die endlichen p mit (%) = 0 (mod1) ist & Norm einer Zahl

aus 8°. Die Primfaktoren des Moduls M der zu 8 gehérigen Kongruenz-
klasseneinteilung sind solche p. Daraus folgt, daB « Normenrest
von 8 modulo M ist. Durch Multiplikation mit einer passenden Norm
aus 8 kénnen wir also erreichen, dal & zu M teilerfremd ist.

o hat nach dem Voraufgegangenen eine Idealzerlegung

((x) =]Ip”PN3_,pC, (C;M)=1- (3)
P endl.
Verzw.stelle
Fiir die unendlichen p ist 3¥ immer der Korper der komplexen Zahlen,
weil die Kongruenzklasseneinteilung zu 3 so gewéhlt worden war, daB
—1 den Exponenten 2 hat. Daher ist « fiir ein (reelles) unendliches p
mit (—?—}) = % (mod1) negativ, « ist keine Norm aus 8. Fiir ein reelles
unendliches p mit A = (mod 1) ist jedoch o« eine Norm aus 3*,

ist also positiv.

Das Vorzeichen der Absolutnorm von « ist hiernach (—1)*, wenn
mit @ die Anzahl der unendlichen p mit (%) E%—(mod 1) bezeichnet
wird. Als Normenrest mod M liegt («) also in der Hauptklasse der
zu 3 gehorigen Idealklasseneinteilung von P oder in der Klasse der
Ordnung 2, je nachdem a gerade oder ungerade ist. Genau das gleiche

gilt nach (3) fiir das Ideal J7p’». Nach dem ArTinschen Reziprozitits-

P endl.
Verzw.stelle

gesetz fiir Z ist daher das Artinsymbol des Ideals J7p*», das ist der
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Automorphismus J7F;?, gleich 1 fiir gerades a, hingegen gleich S"?2
fiir ungerades @, denn S"?2 ist in diesem Fall das Element der Ordnung 2
in der galoisschen Gruppe von Z/P. Immer ist somit

i’ 2
ITFy = Soni2,
p endl.
Verzw.stelle

Driicken wir nach (1) die F, durch S aus, so kommt

ZM—;—%E‘O(modU,

Pp
p endl.
Verzw.stelle
was nach (2) gerade die behauptete Relatlonz (F) = 0 (mod1) ist.

2. Die Restklassen g, seien den Voraussetzungen in Satz 9 gemdB
vorgegeben. Sei g, = p,/m, mit m, >0, (my,, ) = 1. Eine SchluB-
weise wie beim Beweis von Satz 4 ergibt die Existenz eines zyklischen
Kreiskorpers 3/P, dessen p-Grad =, jeweils durch m, teilbar ist. Es sei
@y, = Vy/n,. S sei ein erzeugender Automorphismus von Z/P. Die

Algebra 9 mit den Invarianten (%) = g, (mod1) muB nach Satz 2,

wenn sie iiberhaupt existiert, als zyklische Algebra % = («, 3, S)
zu konstruieren sein.

Entsprechend der Formel (3) wollen wir « so wihlen, daB fiir ein
endliches p mit m, = 0 (mod1) die in « enthaltene Potenz von p gleich
p ist, wo ¥, =wyd, (mod n,) ist — A, ist wieder durch (1) definiert.
Weiter soll « teilerfremd sein zu den endlichen p, die in dem Modul
der zu 3 gehorigen Kongruenzklasseneinteilung aufgehen — fiir diese p
ist nach der Wahl von 3 sicher m, = 1 —, auerdem soll fiir diese p
die Zahl « Norm einer Zahl aus 8* sein. Dazu geniigt es nach §1, Satz 7,
daB & primer Normenrest nach dem Fiihrer f, von 3* ist. SchlieBlich
soll & fiir ein reelles unendliches p das Vorzeichen (—1)* haben.

]i 1p”P liegt in einer gewissen Strahlklasse mod [7 f,p... Es gibt

My endl.
dann eine zweite Strahlklasse mod /7 fype . dergn Ideale q durch

endl.
]i 1p”P «q = («) Zahlen mit a]lerf gewiinschten Eigenschaften be-
mp
stimmen. Diese Eigenschaften bewirken, daB fir % = («, 8, S)

(%) = g, (mod 1)

ist an allen Primstellen von P, die an q keinen Anteil haben. Es folgt

S(8) - Z(8)=- St

pla pta
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Nach dem Satz von.der arithmetischen Progression kann aber q als
Primideal gew#hlt werden, so daB

(%—) = —-2&, (mod 1)

pFq
folgt. Das bedeutet aber wegen 2 0, =0 (mod 1), daB auch <%) =@, (mod1)
)

ist, % hat die vorgeschriebenen Invarianten.

Satz 10. Es sei K/P galoissch. Der Grad ny, der K-Primteiler eines
in K nicht verzweigten Primideals p von P ist gleich dem Rleinsten Ex-
ponenten | mit W, oo 1 fiir alle Algebren AP, die von K zerfillt werden.
(HASSE-BRAUER-NOETHER [1].)

Beweis. f=0(n,) folgt aus (%)np = 0 (mod1). DaB es von K

zerfillte Algebren 9 gibt, fiir die %, genau den Index #, hat, folgt
leicht aus Satz 3, § 2, und Satz 9.

Wir bemerken jedoch, daB Satz 10 ohne die tiefliegenden Sitze
dieses Abschnittes ,,elementar begriindet werden kann, d.h. ohne
die analytischen Hilfsmittel der Klassenkorpertheorie, auf denen ja
Satz 9 beruht. &/P sei zu K isomorph. Es handelt sich darum, eine
Algebra % = (a, &) zu finden, fiir die ¥, o~ (a,, &°) den Index #, hat.
&P ist unverzweigt vom Grade #, iiber P,. Bedeutet « eine Zahl des
Grundkorpers P, die p genau in der ersten Potenz enthilt, so wird es
geniigen, %, in der Form 9, ~ (x, &, S) anzusetzen (normierte Dar-
stellung mittels einer Erzeugenden S der Zerlegungsgruppe eines
®-Primteilers von p). Wir haben jetzt ein Faktorensystem zu der von
S erzeugten Untergruppe 3 der Gruppe & von ®/P angegeben: es soll
in ein Faktorensystem der ganzen Gruppe eingebettet werden. A bedeute
irgendeine #,-te Wurzel aus «. Wir bilden das direkte Produkt der
von A erzeugten zyklischen Gruppe $ mit . In diesem direkten
Produkt bezeichnen wir AS mit g, setzen dann weiter uk = ug fir
1=1,2,...,m,—1, 1=ug, ferner, wenn & =28T,, ist, ugT,
= #gyp,. Die Gesamtheit der Elemente «’u;, T c @&, bildet dann
eine Untergruppe von X &, die #, multiplizieren sich mit einem
Faktorensystem ag 5, das aus Potenzen von « besteht und fiir die
Untergruppe 8 mit dem vorgegebenen Faktorensystem iibereinstimmt.
Mit diesen #, kann ein verschrinktes Produkt (z, &) gebildet werden,
da & in P liegt. Etwas allgemeiner lassen sich auf diese Weise Algebren
konstruieren, die an vorgegebenen Stellen vorgegebene Invarianten
haben — ohne Riicksicht auf die iibrigen Stellen.

Satz 11. K/P ses galoissch, Q[P beliebig. Wenn K in Q2 enthalten
1st, so wird jede von K zerfillte Algebra auch von Q zerfillt; wmgekehrt:
wenn jede von K zerfillte Algebra auch Q zum Zerfillungskorper hat, so
ist K in Q enthalten. (HASSE-BRAUER-NOETHER [1].)
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Es zeigt sich also, daBl die Gruppe der von einem galoisschen
Korper K zerfillten Algebrenklassen diesen Korper als gemeinsamen
Zerfallungskorper eindeutig bestimmt: ganz im Gegensatz zu den
Verhiltnissen bei p-adischen Korpern. (Satz 4, § 2.)

Beweis von Satz 11. DaB N, ~ 1 aus Uy o~ 1 folgt, wenn K € 2,
ist trivial (und auch nicht daran gebunden, daB K galoissch).

Wenn umgekehrt aus g oo 1 stets g o1 folgt, so muB nach
Satz 2 fiir jedes Primideal p von P, das weder in K noch in 2 verzweigt
ist, der p-Grad #, von K ein Teiler aller zugehérigen P-Grade von Q
sein, insbesondere muB p in K voll zerfallen, wenn es in £2 einen Prim-
faktor vom Relativgrad eins hat. Daraus folgt aber nach dem Satz
von BAUER, daB K € Q.

Auch der Satz von BAUER 1dBt eine ,.elementare’ Begriindung zu
(DEURING [3]). Die beiden letzten Sitze sind also ,,elementar beweisbar.

Algebren iiber unendlichen algebraischen Zahlkérpern behandelt
A1LBERT [29].

§ 6. Beweis des Reziprozitidtsgesetzes. Normenreste.
Der Beweis der Summenrelation Z(%) = 0(mod 1) benutzte das

Reziprozitatsgesetz fiir zyklische Kreislgérper — ein recht einfach ohne
die tieferen Hilfsmittel (insbesondere die analytischen) der Klassen-
korpertheorie beweisbarer Satz. Andererseits ist es naheliegend, zu
vermuten, daBl die Summenrelation auch fiir andere zyklische Korper
iiber P mit dem Reziprozititsgesetz in Zusammenhang steht. In der
Tat kann auf diese Weise das allgemeine Reziprozititsgesetz in seinem
wesentlichen Teil gewonnen werden (HASSE [4]): e

Satz 1. Z sei zyklisch iber P. Das Artinsymbol (——) fiir die zum

Fiihrer § von Z|P primen Ideale o =[] p* definiert durch ( ) I Fy
ergibt eine homomorphe Abbildung der Z modulo§ zugeordneten Ideal-
klassengruppe von P in die galoissche Gruppe von Z|P. Dabei ist der
Fiihver § von Z das Produkt aller p-Fiihver: {=1IIf,, und die Hauptklasse
der Z zugeovdmeten Klasseneinteslung besteht aus allen Strahlklassen
modulo |, die Normen von zu | primen Idealen aus Z enthalten.
Beweis. Die Behauptung heit, anders ausgesprochen: (%) =1,
wenn a in der Hauptklasse liegt, d. h. wenn es ein zu { primes Ideal ¢
von Z gibt mit aNz,pc=(«), a« =1(f). Es sei a=J[p"», also
(%—) = [[F};>. S sei irgendein erzeugender Automorphismus von Z/P.
Fiir die Algebra (x,Z,S) = U ist (%[—) =0, wenn p in | aufgeht, denn «

ist Normenrest modulo f, (wegen x=1(f)), also eine p-adische Norm.
Fiir die iibrigen p gilt nach §5 (1) (die Giiltigkeit dieser Formel ist
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natiirlich nicht daran gebunden, daB damals‘ 8 ein Kreiskorper war)

(—Q-[«) = }';:" (mod1) .

p
. Apvp .. £)__ ¥,
Demnach ist Zn—p = 0 (mod1). Setzen wir in (a =]T Fy? den
i ni._p
Ausdruck F, = Sg*’ =S ™ ein, so ergibt sich
(5)=Slu A
a

Um das volle Reziprozititsgesetz zu erhalten, mufl noch gezeigt
werden, dafB3 1. (%) die volle galoissche Gruppe durchliduft; 2. die
Abbildung ein Isomorphismus ist. Das erste folgt aus dem Satz von
FroBENIUS, daB es in Z sogar Primideale p mit (%) =F,=S gibt,

148t sich aber auch auf arithmetischem Wege begriinden (CHEVALLEY [3],
DEURING [8]). Das zweite ist eine Folge des Satzes, da8 die Ordnung
der Z zugeordneten Idealklassengruppe in P hochstens gleich (Z : P) ist.
Der Beweis dieses Satzes bildet die Hauptanwendung der analytischen
Methoden in der Klassenkorpertheorie.

h sei die Ordnung der Z zugeordneten Idealklassengruppe in P,
n=(Z:P). In der Klassenkorpertheorie wird auf arithmetischem
Wege bewiesen, daf3 #/n gleich ist dem Index der Gruppe aller Normen
Nz pa von Z in der Gruppe aller Normenreste mod { (d.i. die Gruppe
aller Zahlen von P, die an jeder Primstelle p p-adische Normen sind).
Der analytisch bewiesene Satz #» < ist demnach gleichwertig mit
dem Normensatz, also im wesentlichen mit Satz 1, § 5, der die Grund-
lage fiir alles folgende war. Vgl. auch den Beweis von Satz 1, § 5,in § 8, 3.

Die Teilaussage des Reziprozititsgesetzes, die wir auf dem Wege
iber die Algebren gewonnen haben, ist im Grunde nichts anderes als
die Produkiformel fiir das Normenrestsymbol (HASSE [4]).

Wir wollen zunichst die Definition des Normenrestsymbols auf die
Theorie der p-adischen Algebren griinden. (Hasse [4], CHEVALLEY [1].)

Z" sei eine zyklische Erweiterung n-ten Grades des p-adischen Zahl-

korpers P,. Fir eine Zahl « & 0 von P, definieren wir das Normen-

&,

restsymbol <—£> folgendermaBen: S sei irgendein erzeugender Auto-

morphismus von Z/P,. Die Invariante der Algebra («,Z,S) sei »/n.

Dann setzen wir

(- 2) = 5.
p

DaB diese Definition nicht von der Wahl von S abhingt, folgt aus

Satz 3, V, § 5, unmittelbar.
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Jetzt erkliren wir das Normenrestsymbol (f»p_z) fiir einen zyklischen
Korper Z/P durch Zuriickgehen auf die Primstelle p:

(o"pz) - (oc,pZP).

ist eime isomorphe Abbildung der Normen-

Satz 2. a—
Klassengruppe von ZP|P, auf die galoissche Gruppe von ZP[Py.
Beweis. Nach der Definition hingt “—Zf) nur von der Normen-

‘o, Z¥
=5

klasse ab, der « angehort, fillt aber fiir zwei verschiedene Normen-

klassen verschieden aus. Isomorph ist die Abbildung wegen («,Z, S)

X (B,2°,S) > (xf,2% S). DaB (’ig) auch die volle galoissche

Gruppe von ZP|Py, durchlduft, folgt aus Satz 4, § 2, nach dem (x,Z*, S)

alle Algebrenklassen durchlduft, deren Index ein Teiler von (Z* : P,) ist.
Fiir das Normenrestsymbol im GroB8en heiBt dies

Satz 3. «— “—’é) ist eime isomorphe Abbildung der Normenrest-

Klassengruppe nach dem p-Fiihrer f, von Z|P auf die Zerlegungsgruppe
von p.

(§ 1, Satz 7, ist zu beriicksichtigen.)

Schreiben wir die Summenrelation Satz 9, §5, fiir die durch Z
zerfillten Algebren auf das Normenrestsymbol um, so erhalten wir

Satz 4. (Produktformel fiir das Normenrestsymbol)

% Z) .
I70%)

Die Algebrentheorie kann auch zum Beweis der weiteren Eigen-
schaften. des Normenrestsymbols benutzt- werden. (CHEVALLEY [1],
vgl. auch DEURING [1] fiir den Vertauschungssatz.)

Den Beweis des Reziprozititsgesetzes und die Theorie des Normen-
restsymbols von zyklischen auf abelsche Kérper auszudehnen, bietet
keine Schwierigkeiten.

Unser Vorgehen, aus dem sehr einfachen Reziprozititsgesetz fiir
Kreiskérper auf dem Umweg iiber die Algebren das allgemeine Rezi-
prozititsgesetz abzuleiten, ist ein Beispiel fiir den Gedanken, der vielen
neueren Untersuchungen in der Theorie der Algebren zugrunde liegt:
sie als Hilfsmittel bei der Losung von Fragen der kommutativen Algebra
und Zahlentheorie zu gebrauchen.

Die Beziehungen der Arithmetik einer Algebra zu ihren maximalen
Teilkorpern ist Gegenstand einiger neuerer Arbeiten (CHEVALLEY [2],
Hassk [5], KoRiNEK [1], [2], NOETHER [6]).

Es wird das Verhalten der Ideale eines maximalen Teilkorpers &
der Algebra 9 in einer Maximalordnung o, von 9 untersucht, welche
die Maximalordnung o’ von & umfaBt. Ein Ideal a der Maximalordnung
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o’ von & bestimmt ein Ideal a;; = ap, von U, dessen Linksordnung
o; auch o’ enthilt. Es wird umgekehrt gezeigt, daB zur Differente
von U prime Ideale a;;, deren Linksordnung o’ umfaBt, in der Form
a;, 00, mittels eines Ideales a von o’ darstellbar sind. Fiir Differenten-
teiler sind die Verhiltnisse komplizierter (CHEVALLEY [2]). Weitere
Untersuchungen in dieser Richtung bei NOETHER [6]. KORINEK [1], [2]
faBt alle zu & isomorphen Teilkérper von 2, deren Maximalordnungen
in o, enthalten sind und die aus & durch solche Automorphismen von A
entstehen, welche o, (nicht elementweise!) in sich iiberfithren, in eine
Schar zusammen. Die Anzahl der zu o, gehérigen Scharen mit &
isomorpher Koérper ist endlich. Gibt es wg o, fest lassende Auto-
morphismen von %[, die einen Koérper & der Schar S in sich {iberfiihren,
so heifit gws das Maf der Scharen mit & isomorpher Korper in o.

Dieses MaB ist eine endliche Zahl, die mit der Klassengruppe von &
in Zusammenhang steht.

§ 7. Der allgemeine Hauptgeschlechtssatz.

Satz 1, § 5, wurde aus dem Normensatz fiir zyklische Kérper ab-
geleitet; sprechen wir ihn folgendermaBen aus:

Damit das Faktorensystem ag, des galoisschen Korpers &/P zu 1
assoziiert sei, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jede Primstelle
P von & der auf die Zerlegungsgruppe von ‘B sich beziehende Teil
von ag p in fg zu 1 assoziiert ist;

so erscheint er als eine naturgemiBe Verallgemeinerung des Normen—
satzes auf galoissche Korper.

In der Theorie der zyklischen Korper & erscheint der Index (Normen-
reste modulo Fiihrer : Normen) als Produkt von zwei anderen Indizes.
Der eine ist (Normenreste unter den Einheiten : Normen unter den
Einheiten). Der zweite ist (Idealklassen des Hauptgeschlechtes :
(1 — S)-te Potenzen von Idealklassen). Der Normensatz umfaBt also
den Hauptgeschlechtssatz: Das Hauptgeschlecht besteht aus den
(1 — S)-ten Potenzen von Idealklassen. Das Hauptgeschlecht ist erklart
als die Menge aller zum Fiihrer primen Ideale von &, deren Normen
Hauptideale sind, die von Normenresten erzeugt werden konnen.

Eine entsprechende Aufspaltung kann nun mit der anfangs dieses
Abschnittes gegebenen Fassung des Satzes 1, § 5, vorgenommen werden,
auf diese Weise werden wir zu dem auf galoissche Korper verallge-
meinerten Hauptgeschlechtssatz gefiihrt.

Wir haben dabei Gelegenheit, eine Verallgemeinerung der Faktoren-
systeme kennenzulernen, die von der zahlentheoretischen Bedeutung
der Faktorensysteme nahegelegt wird.

Ein Idealfaktorensystem des galoisschen XKoérpers &/P° mit der
galoisschen Gruppe ®& ={S, T, ..., } ist ein System von #2 Idealen
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ag,p des Korpers &, die den Relationen

as,7rAr,R = AST,R ag 7
geniigen. (NOETHER [5].) Mittels # Symbolen #g und der Relationen
aug = ug o fiir alle Ideale a von ® und ugu, = ugpag , kann eine
Erweiterung der Gruppe aller Ideale von & durch die galoissche
Gruppe ®& definiert werden, doch ist es unnétig, darauf einzugehen.
Aus # Idealen cg 14Bt sich ein Faktorensystem

bilden, wir nennen es ein System von Transformationsgrifen.

Die Idealfaktorensysteme bilden eine Gruppe g, in ihr bilden die
TransformationsgroBensysteme eine Untergruppe .

Entsprechend dem Satz 1, V, § 6, gilt

Satz 1. Dann und wur dann ist ¢§cplcgp=1, wenn es ein Ideal b
mit 615 = cg gibt. (NOETHER [5].)

Beweis. Wir setzen b gleich dem groBten gemeinsamen Teiler
D¢y der ¢g. Dann ist in der Tat
S

bSCs =(20§;)-Cs=20§05 =ZCRS: b.
R R R

Die Umkehrung ist trivial.

Der Gruppe der von Normenresten nach dem Fiihrer erzeugten
Hauptideale von P, die im Hauptgeschlechtssatz fiir zyklische Koérper
auftritt, entsprechend, definieren wir die Hauptklasse der Idealfaktoren-
systeme. (NOETHER [5].)

Ein Idealfaktorensystem soll zur Hauptklasse der Faktorensysteme ge-
héren, wenn ag p= (ag r) ist mit einem gewdhnlichen (Zahl-) Faktoren-
system ag p, das eine Algebra N= (a, &) bestimmt, die an allen Ver-
zweigungsstellen p des Korpers R zerfallt: Uy oo 1.

Jetzt konnen wir den allgemeinen Hauptgeschlechtssatz formulieren:

Satz 2. Wenn das Transformationsgrofensystem 5 cplcsp n der
Hauptklasse der Idealfaktorensysteme liegt, so gibt es ein Ideal b derart,
daf 95 und ¢g in der gleichen Idealklasse liegen; kiirzer: die Idealklassen
der cg sind die (1 — S)-ten Potenzen einer Idealklasse. (NOETHER [5].)

Beweis. Nach der Voraussetzung ist c¢§cy/cgy = (@g,7) mit einem
Zahlfaktorensystem ag 5, und % = (a, &) zerfillt an allen Verzweigungs-
stellen von &. Wir zeigen, daBl % auch an allen anderen Primstellen
von P zerfillt und demnach selbst eine volle Matrixalgebra ist. Fiir
eine in & nicht verzweigte Primstelle p von P wird (§ 4)

Ay o (a,, K).

Der Korper & ist unverzweigt und zyklisch iiber P,. Fiir ein un-
endliches p ist also & = P,, d. h. %, 1.
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Fiir ein endliches p ist a, assoziiert zu einem Faktorensystem ¢ 7,
das nur aus Einheiten des Koérpers & besteht. Denn ist die $-adische

Komponente von ¢z gleich (cg), so wird nach Voraussetzung
(as,2) = (c§) (er)/(csn) »
as, 7 = €s,7C5CrlCsy

d. h.

mit Einheiten eg,. Es ist

Ay o (e, &Y).
&P ist zyklisch und unverzweigt iiber Py, es gibt also eine normierte
zyklische Darstellung A, o (6o, B, ).

Benutzen wir als Transformator #g zu dem erzeugenden Element S
der Gruppe von &”/P,, das gleiche ug, das in der Darstellung %, ~ (¢, &)
vorkommt, so wird

Wy = ey = g pessr-1855r-2 - - - bss
2 3
(denn ug= ugug = ugeg 5, wy= Uglhg = Ugls g bsg, ..., Wg=Ugeg gr—1
... €55 =¢€gpessr-1--.655). € istalso eine Einheit, demnach
Uy o 1.

Aus U, oo 1 fiir alle p folgt Aeo4, d. h. ag = didp/dsp. Daraus folgt

 (esd5")" (crdr)[(cspdsh) = (1),
und nach Satz 1 ist gl — pi-S
Css = )

CS =5 bl -5 dS 3
wie behauptet.

§ 8. Die Zetafunktion einer Algebra.

Die Erfolge in der Arithmetik der Algebren legten es nahe, die Theorie
der DEDEKINDschen Zetafunktion von den Zahlkérpern auf Algebren
iiber dem Korper der rationalen Zahlen zu iibertragen. (K. HEev [1],
ZorN [1].)

1. Der Maximalordnung o; einer halbeinfachen Algebra U iiber
dem Korper der rationalen Zahlen wird die Funktion

E(s) =2 | Nay|~* W
zugeordnet. a; durchliuft alle ganzen op,-Linksideale, Weiter unten
werden wir die absolute Konvergenz dieser Reihe fiir Rs==1 beweisen.
{(s) heiBt die Zetafunktion von v,. {(s) 1Bt sich aufspalten in die
F .

unktionen s, 8) =3 INag|-*, 2)
axiC ®

die den einzelnen Linksidealklassen (VI, § 8, 1) & von o, zugeordnet sind.

Ist ¥ die direkte Summe der einfachen Algebren A®, o; =0,

so wird {(s) das Produkt der Zetafunktionen (®(s) der einzelnen
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Maximalordnungen 0{’, entsprechend wird {(s, &) =11 (s, &),
wenn £ die Klasse von of") bezeichnet, die aus den A®-Komponenten
der Ideale aus & besteht. Dieser einfachen Zusammenhidnge wegen
sei von jetzt ab U als einfache Algebra -vorausgesetzt.

2. {(s) kann, genau wie die DEDEKINDsche Zetafunktion, als Produkt
von den einzelnen Primidealen zugeordneten Faktoren Z, geschrieben

werden. Setzen wir Zp _ Z[ Nap[‘s, (3)

aplp¥, v=1,2,.

wo a, alle Linksideale der p-Komponente o, von o; durchlauft, so gilt
zunichst in formalem Sinne
( ) L(s) = ]p] Zy.

Zum Beweis brauchen wir nur zu bedenken, daB3 nach Satz 22,
VI, § 11, sich jedes ganze a;, auf genau eine Weise als Durchschnitt
von p-adischen Komponenten a, darstellen 14Bt, fiir deren Normen
]Ithp Naoy,; gilt. (VI, §M Satz 24.)

Z,, ist eine Dirichlet- RelheZ'a #~%; der Koeffizient a, ist die Anzahl

n=1
der a, mit der Norm #. a, ist von Null verschieden fiir die Potenzen
der Norm ¢ = N%;; eines zu p gehorigen unzerlegbaren Ideals ;.
Zur Bestimmung von a, benutzen wir die Normaldarstellung VI,
§ 11, Satz 14, der o,-Linksideale. Die Kapazitit von p bezeichnen
wir mit 2, %, ist also Matrizesring vom Grade #, in einer Divisions-
algebra. Wird ein oy-Linksideal von

a = Picyy + diaCia + dyzcyg + - - -
+ PiCon + dagCoy + -

B - - e e e e
erzeugt, so bezeichnen wir es mit q,,,, , . Die Anzahl aller a,, v, ist
o o
offenbar leo [ 0-v+1vpt2e v - —!—(;gp-—])yzp
Die Norm eines a,, , ist
» N‘p(vr'l— '“+Vzp)/7:p.
a (Npg)% = Np ist, so erhalten wir
0wyt oo +(,,p._1).yzp ke,
Zy= 2, |N pl K K
Vs eees V.
_msmp o ve (s 2p—1) =) V,,p(szp——(zp—l))
= E INp| % - E [Np| % ... E'[Nm % ,
=0 v3=0 "z,p=0
1
Zy=— ey
J[\1—iNp %
i=1

Ergebnisse der Mathematik. 1V/1. Deuring. 9
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Diese Rechnung zeigt die absolute und gleichméBige Konvergenz
von Z, fir Rs=1 + &> 1, daraus folgt in bekannter Weise das
gleiche Konvergenzverhalten von {(s) und die Giiltigkeit von (3) in
Rs>1. Auch die Konvergenz der Teilreihen von [(s), welche die
Zetafunktionen der Klassen darstellen, ist jetzt bewiesen.

pg sei das durch p teilbare Primideal des Zentrums 3 von A. Wird

= p%, so gilt
Ps =¥ 8 Nyspp = (Ng,phg)e™s

Beachten wir schlieBlich, da3 ¢, = #2? der Rang von % in Beziehung
auf 3 ist, so erhalten wir

#p—1

Zy=1IT (1 — |Ngppg|-ts-ie)=1
i=0
Die Zetafunktion des Zentrums 3 ist

{gls) = {I“ — [Ngsepg| ™"
3
Da n 5 %, nur fiir die Teiler der Diskriminante d von %/3 gilt, so

haben wir n

n—1 (1 - 3N3—>PP3| (re=9)
£(s) IIZ —]ICan—ﬁ)ll/_l - @
?plb I] 1 — ‘NS—)pril (ns— epz))

Diese aus dem Zerlegungsgesetz VI, § 12, Satz 1, gewonnene Dar-
stellung von {(s) durch die Zetafunktion des Zentrums darf man der
Aufspaltung der Zetafunktion eines . galoisschen Zahlkérpers in
L-Reihen des Grundkorpers an die Seite stellen. Aus (3) ist ohne
weiteres ersichtlich, daB die Funktion { (s) ebensogut mittels der Rechts-
ideale von p; hitte erkliart werden kénnen und daB sie fiir alle Maxi-
malordnungen gleich ausfillt. {(s) wird daher als die Zetafunktion von
W schlechthin bezeichnet.

8. Fiir Divisionsalgebren 148t sich die funktionentheoretische Natur
von {(s) in einer Weise untersuchen, die der von HECKE fiir Zahlk6rper
angewendeten vollkommen entspricht. (Hey [1].)

Das Ergebnis ist

Satz 1. D sei eine Divisionsalgebya mit dem Zentrum 3, (U : ) = n?,
(8 :P) =mny. A bezeichne die Diskriminante einer Maximalordnung
von D in Beziehung auf P. 7, sei die Anzahl der reellen, v, die Anzahl
der komplexen unendlichen Primstellen von 3. v unendliche (reelle)
Primstellen seien in D verzweigt. Es sei

No n2 s n? n—1 -1

-1
p(s)=n 2 !A|2 QT Ngf(ns-—i) ]=07 ( )“_VHF ns—21)?

Cis)-p(s) =), (s, R)-p(s) = @(s, 8).
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Die Funktionen @ (s, ®) und @(s) sind regulir analytisch in der ganzen
s-Ebene, zwei Pole erster Ordnung bei s = 0,1 ausgenommen. Es gelien
die Funktionalgleichungen

@) =91 —s), ¢ 8)=¢(1—s, ).

R ist die Rechtsidealklasse der Idealen, die zu den Idealen von R komple-
mentir sind. (HEY [1].)

Der Beweis verlduft wie folgt: y(s, & wird mittels des Gamma-
integrals in ein Integral einer unvollstindigen Thetareihe umgeformt.
Die Thetareihe ist nicht -vollstindig, weil von den Einheiten eine
Summationsbeschrinkung herrithrt (wére % keine Divisionsalgebra, so
wiirden die Nullteiler eine weitere Summationsbeschrankung ver-
ursachen. Dies ist in HEv [1] iibersehen worden). Die Summations-
beschrinkung wird (nach dem HEeckEschen Gedanken fiir Zahlkdrper)
in eine Integrationsbeschrinkung umgewandelt, so daB unter dem
Integral die volle Thetareihe (ausschlieBlich des Mittelgliedes) steht.
Die Durchfithrung dieser Umwandlung wird durch den Umstand er-
schwert, daB die Einheitengruppe einer Maximalordnung nicht so gut
bekannt ist wie fiir Zahlkérper (die Einheitengruppe definiert eine Trans-
formationsgruppe des #y#n2-dimensionalen Raumes, fiir die die Existenz
eines Fundamentalbereichs nachgewiesen werden muB). Der iibrigbleibende
Integrationsbereich wird nach Einfiigung des Mittelgliedes in zwei
Teile getrennt, und auf die Thetareihe in dem einen der beiden Integrale
wird die Transformationsformel fiir Thetareihen angewendet. Dadurch
entsteht ein Ausdruck, der, bis auf von den Mittelgliedern herriihrende
polare Bestandteile, eine ganze Funktion darstellt und an dem die

~

Gleichung ¢ (s, &) = ¢ (1 — s, &) unmittelbar eingesehen werden kann,

weilerin s,  und 1 —s, & formal symmetrisch ist. Fir die nihere
Ausfithrung muB3 auf HEy [1] verwiesen werden.

Die Formel (4) legt es nahe, die Funktionalgleichung fiir {(s) mit
der Funktionalgleichung fiir {g(s) zu vergleichen. Wir wollen den von
den verzweigten Zentrumsprimidealen herrithrenden Faktor

n—1

II(1 — [Ng>ppg|~"=?

1=0
zp—l

nid .HOU — | Ng>phg|= %)
i=

in (4) mit 6(s) bezeichnen. Wird

at9) = o % ) sg(0 15 Ty

gesetzt (4 Diskriminante von 3), so gilt die HEckEsche Funktional-
gleichung
p3(s) = pz(1 — ),
9*
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und @g(s) ist bis auf Pole erster Ordnung bei s = 0, 1 reguldr in der
ganzen s-Ebene. (Sonderfall von Satz 1.) Aus (4) folgt nun durch
eine leichte Rechnung ({g(ns — i) durch g@g(ns —14), {(s) durch
@ (s) ausdriicken):

@(s)= océ(s)ncps nS==1)

—-1
.o _hvsnl’(m“—?) HTns 21)"

(e eine Konstante).

Aus dieser Gleichung folgt zunichst ein neuer Beweis (Zorn [1])
des Satzes 1, §5, daB eine iiberall zerfallende Algebra schlechthin
zerfallt, oder anders ausgedriickt, daB in einer Divisionsalgebra ®
vom Range #? iiber ihrem Zentrum mindestens eine Primstelle des
Zentrums verzweigt ist. Ist v=0, ist also keine unendliche Primstelle
verzweigt, so fallen die Gammafaktoren rechts fort. Das Produkt

dn

n—1
II pg(ns —1) hat aber von den Faktoren mit 7 >0 herrithrende Pole
i=0

bei s =1/n, 2/n, ..., die ¢(s) nicht hat. Diese Pole miissen also von
Nullstellen der Funktion d(s) aufgehoben werden, d(s) kann daher
nicht gleich 1 sein. Man kann sogar auf die Existenz von mindestens
zwei Verzweigungsstellen schlieBen.

Dieser Beweis des Hauptsatzes iiber Algebren ist gleichsam die
stirkste Zusammenfassung der analytischen Hilfsmittel zur Erreichung
des Zieles.

Wir ersetzen in (5) s durch 1 — s, wenden dann auf ¢(s) und
@g(ns — 1) die Funktionalgleichung an und dividieren das Ergebnis
durch die urspriingliche Gleichung (5). ¢(s) und @g(s) fallen heraus

und es bleibt
( s — 'I,) 21 v
d(s) |4 ]i-s (3-8 I'(n —ns —21)
31 —s) |a® 2" SH (n—ns——z)]l I'ns —27) |-
Die linke Seite 148t sich durch eine leichte Rechnung umformen in
(]mLNm»ppl"*‘“l)é_s' (—1)7 ",
»

Das Produkt der Gammafunktionen kann mittels der Gaussschen
Multiplikationsformel auf Exponentialfunktionen reduziert werden.
Auf diese Weise vereinfacht sich die Gleichung zu

3- ( fep)

a
Das besagt einerseits

n
y—
2

(—1)

4] =

d”’]](N@+pp)%"1j )
plo

damit ist aufs neue bewiesen, daf ein Primideal p vom Verzweigungs-
exponenten ¢ die Differente € von ®/3 genau in der Potenz p°~? teilt.
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Nach Satz 3, VI, § 5, ist ndmlich sicher p*~!/€, und da Ng_, g€ die
Diskriminante von /3 ist, so ist 4/d* (Absolutnorm der Diskriminante
von ®/8) mindestens durch Ng_,pp* ' teilbar.

Andererseits ergibt sich die Kongruenz (HEY [1], ZorN [1])

v EZ(n + njey) (mod2).
p

Fir ungerades » ist diese Kongruenz trivial. Im Falle # = 2 besagt
sie aber, daB die Anzahl der Verzweigungsstellen von ®/8 gerade ist,
oder, etwas anders ausgedriickt, die Summenrelation (Satz 9, §5)
fiir die Invarianten von ®, die mit dem quadratischen Reziprozitits-
gesetz im Korper 8 gleichbedeutend ist. (Zorw [1].) Die eigenartige
Kraft der analytischen Methoden erweist sich hier aufs neue. Ist 2*
die in # enthaltene Potenz von 2, so besagt unsere Kongruenz: die
Anzahl der Verzweigungsstellen, fiir die ¢, = 0 (mod2¥) ist, ist gerade.
Das ist eine Folge der allgemeinen Summenrelation.

4. Im Verlauf des Beweises von Satz 1 ergibt sich auch ein Ausdruck
fiir das Residuum der Zetafunktion (s, &) einer Klasse & bei s = 1.

Dies Residuum ist : :
Qw:éj"'/‘i"l-“d"nnn” (5)

also das Volumen eines Bereiches F im #y#2-dimensionalen Raum.
F wird dabei folgendermaBen erklart: Ist & etwa eine Linksidealklasse,
so gehéren die Rechtsordnungen o’ der Ideale von & zu einem Typus.
Uy, ..., Uy Sei eine Basis einer, o', dieser Ordnungen. Die Multi-
plikation eines Elementes x = > x,%; der Algebra ®, (R Korper der
reellen Zahlen) von rechts mit einer Einheit ¢ der Ordnung o’ ist eine
lineare Transformation der Koordinaten x; von x. Auf diese Weise
definiert die Einheitengruppe der Ordnung o’ eine lineare Gruppe im
x;-Raume: F ist ein Fundamentalbereich dieser Gruppe fiir den (bei
der Gruppe invarianten) Teilraum |Ng,p#|=1. (HEY [1])

Benutzt man im kommutativen Fall ® = 8 vom DiIrRICHLETschen
Einheitensatz nur die leichtere Hilfte, daB3 die Einheitengruppe von 3
hoéchstens 7; + 7, — 1 freie Erzeugende hat, so folgt zuerst, daB die
Anzahl dieser Erzeugenden mindestens 7, 4 7, —1 ist (andernfalls
wiirde F nicht von endlichem Volumen sein), also die wesentliche
Existenzaussage des DIRICHLETschen Satzes (dies nach einer Bemer-
kung von C. L. SIEGEL), dann weiter durch eine leichte Rechnung der

bekannte Wert 2ntnanR

O == W .

R ist der Regulator und w die Anzahl der Einheitswurzeln von 3.
Wihrend also im kommutativen Fall g von & unabhingig ist,

wird im allgemeinen Fall der Wert von gg durch die Einheitengruppe

der Maximalordnung o’ bestimmt, fillt also moglicherweise bei zwei
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Klassen, die Maximalordnungen o’ verschiedener Typen bestimmen,
verschieden aus. Tatsdchlich kommt dies schon bei Algebren mit
endlicher Einheitengruppe, also bei Algebren vom Rang 4 iiber P,
in denen p, verzweigt ist, vor. In diesem Fall kann nimlich pg
bestimmt werden (HEv [1])

0o =

1 2a%
we Y4
wgq ist die Anzahl der Einheiten in einer der Ordnungen o’.

HEev [1] gibt Beispiele von Maximalordnungen mit verschiedenem
wg in einer Algebra-9l.

Der angedeutete Beweis fiir den DiricHLETschen Einheitensatz
laBt vermuten, daB in (5) eine Existenzaussage iiber Einheiten in
Divisionsalgebren verborgen ist (C. L. SIEGEL). Jedoch ist Niheres
dariiber nicht bekannt.

K. Hev [1] gibt fiir pg auch im Fall der indefiniten rationalen
Quaternionenalgebren (siehe §9) einen einfachen Ausdruck. Die oben
erwihnte Substitutionsgruppe 148t sich in diesem Fall auf eine lineare
Transformationsgruppe der komplexen Ebene zuriickfiihren. Ist gg
das- Geschlecht eines Fundamentalbereiches dieser neuen Gruppe,
so gilt

1),

@=1nﬁ(&w—

wenn in o’ eine Einheit mit der Norm —1 vorhanden ist, und

272
O = WZ! (gﬁ— 1)’

wenn dies nicht der Fall ist.

Das Residuum von (s) bei s =1 ist > pg (& durchlduft die Links-
klassen einer festen Ordnung). Die Formel (3) liefert.einen anderen
Wert fiir das Residuum von £ (s). Der Vergleich ergibt (%, die Klassen-
zahl des Zentrums)

Se-tzit [Toll 2

Wir wenden dies auf die rationalen Quaternionenalgebren an. Im
definiten Fall kommt

(1 — [ Ng>ph3|™9

Ij 1 —[N3>pps|='%)

i=1

Z St =2 [ —$)
W l Y TR
oder, da 4 = J[p? ist,
|4 -1 __ 1 o _
Zw@ = 21 ﬂ(p 1).
Diese Formel ist der Klassenzahlformel fiir imagindre quadratische
Zahlkorper analog. Zwar kann aus ihr der Wert der Klassenzahl %
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nicht abgelesen werden, aber sie gibt doch weitgehenden Aufschlul3
iber . Zum Beispiel ist, mit zwei Ausnahmen,

hlo =S IT(p —1) =< h/2,
p|4
da nach HEv [1], von zwei Ausnahmen abgesehen, wg nur die Werte 2,
4 oder 6 haben kann. Daher ist
= —1)=h=%1Ip—1),
|4 |4

woraus folgt, daB % mit 4 wichst wie Y4 .
Fiir indefinite rationale Quaternionenkorper ergibt sich

32— 1)
we=1={"3a

den zwei Fillen der Formel fiir pq entsprechend.

§ 9. Quaternionenalgebren.

1. Eine zyklische Algebra 9% vom Rang 4 iiber ihren Zentrum P
heiBt eine (verallgemeinerte) Quaternionenalgebra. U hat also eine

zyklische Darstellung A = (x, P (V/?) S).

Es wird 4~ 'Yfu = —}B, u* = «. Setzen wir noch J§ =v, so ist
1,u,v,uv eine Basis von /P mit der Multiplikationstafel #? = «,
®¥=F, vu=—uv. o=pf=—1 gibt die gewdhnlichen Quater-
nionen. Die Norm eines Elementes, ,,Quaternions‘

a=4§& + &u+ Ev 4 Euv
Na=§ — a8l — &+ « 88, (1)
Sd =2§1,

ist
die Spur
das Hauptpolynom
f(#) =2 — 25 % + (8 — «&f — BE + «pE)). (2)
f(x) =(x —a) (x — a'),

a' =& — Eu — Ev — Euv.

Es ist

WO

a’ heiBt das zu a konjugierte Quaternion. (Im allgemeinen ist eine
solche Bildung nicht eindeutig méglich!)
Aus der Formel fiir f(x) folgt, daB die quadratischen Teilkorper

die K5
von Y die Korper P(Yau & + BE — &)

sind.

2. Verbinden wir dies im Falle eines algebraischen Zahlkérpers P
als Grundkoérper mit Satz 2 in § 5, so ergeben sich dafiir, daB eine
Zahl ¢ von P durch die ternire quadratische Form «x2 4 42 — xf22
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darstellbar ist, gewisse Vorzeichen- und Kongruenzbedingungen nach
den in U verzweigten Primstellen von P. Der Sinn dieses Satzes wird
besonders deutlich, wenn man ihn fiir den Fall des rationalen Grund-
korpers und der gewohnlichen Quaternionen ausspricht, dann reduziert
er sich nimlich auf die bekannte Tatsache, daB eine natiirliche Zahl
dann und nur dann Summe dreier Quadrate ist, wenn sie nicht die
Form 4"(8m — 1) hat. (Die Verzweigungsstellen sind in diesem Falle
$» und 2, P, ergibt die triviale Forderung, daB die Summe dreier
Quadrate positiv sein muB, 2 ergibt die andere Bedingung.)

Wir wollen den Satz 1, §5, fiir rationale Quaternionenalgebren
auf eine Art beweisen, die dem LAGRANGEschen Reduktionsverfahren
fiir terndre quadratische Formen nahesteht und, wie auch das gerade
zuletzt Gesagte, zeigen mag, daB die Algebrentheorie mit klassischen
Teilen der Zahlentheorie zusammenhingt. Hier sei auch der Haupt-
geschlechtssatz in § 7 erwdhnt, dessen Keimzelle ja der Gausssche
Satz {iber quadratische Formen ist.

A= ((x;, (P }/&J, Sl) zerfalle fiir alle Primstellen von P. Wir diirfen
«, als quadratfreie ganze Zahl voraussetzen. Aus der Tatsache, da3
o5 Norm aus allen p-adischen Kérpern ist, folgt leicht, daB («}) Norm eines
Ideals a’ von P(Vo?l) ist (das gilt noch fiir beliebige zyklische Algebren).
In der Idealklasse von a’ gibt es ein ganzes Ideal a = a’b, dessen Norm
Na = (3 Nb) kleiner als die Wurzel aus der Diskriminante von P(]/&;)
ist. Jedenfalls ist also |ajNb| = |of | < 2|7/x;|. Solange |oy| =4 ist,
folgt daraus |&3 | << |, |. &, bezeichne den quadratfreien Kern von o .
Es ist % = (g, P(}/o), Sy). Ist oy =1, so folgt Ao 1, und wir sind
fertig. Ist «, kein Quadrat, so kdnnen wir P(]/(x;) als maximalen Teil-
korper von % nehmen und finden eine Darstellung

A= (od, P o), S, [l <[4

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir, falls. nicht ein
o; = 1 auftritt, schlieBlich zu einer Darstellung

A= (‘xn+1 ’ P(V‘xn)’ Sn)’
wo |&,| < 4 ist und |, | Kleiner als die Wurzel aus der Diskriminante
von P(},). Das sind aber nur endlich viele Moglichkeiten, die leicht
einzeln erledigt werden koénnen.

3. Die Quaternionenalgebren sind Gegenstand zahlreicher besonderer
Untersuchungen gewesen. Zunidchst muB hier bemerkt werden, daB
BRANDT [1]—[7] an den Quaternionenalgebren zu der Theorie der
einseitigen Ideale gelangt ist, wie sie in VI, § 2, dargestellt wurde.
BraANDTs Ausgangspunkt war die Theorie der quaterniren quadratischen
Formen mit quadratischer Diskriminante, insbesondere der Formen-
klassen und der Komposition der Formen (BranpT [1]—[7].)
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Der Zusammenhang der quaterndren Formen mit den Quaternionen-
algebren ist von dhnlicher Natur wie der zwischen den biniren Formen
und den quadratischen Formen. Ist a ein Ideal der Quaternionen-
algebra 9, so kann mittels einer Basis w,, ..., ®w, von a eine qua-
dratische Form Nw als Norm des allgemeinen Elementes w = > w;x;
gewonnen werden. Die Koeffizienten dieser Normenform sind durch
Na teilbar; die durch Na dividierte Form Nw heie Q,(x, ). Das
— 16-fache der Determinante |o;; | von Q, (%, %) = > &, %; %, O3 = gy,
ist das Quadrat der Grundzahl 4 von . (Oder auch d2 = — }Evé%};i )
Die verschiedenen Idealklassen entsprechen den verschiedenen Formen-
klassen. Fiir alles Nihere sieche BRANDT [1]—[7].

Eine Reihe von Arbeiten handelt von ganzen GréBen und Ordnungen
der Quaternionenalgebren, auch im Zusammenhang mit der Frage
nach der Darstellung ganzer Zahlen durch quaternire Formen: Dick-
soN [3], [8], [10], Finax [1], FuEeTER [2], GRIFFITHS [1], LATIMER [1],
VENKOV [1], WHALIN [1] (etwas allgemeiner). Die Ergebnisse von
KoRINEK [1] fiir Quaternionen sind Sonderfille allgemeinerer Sitze
(KORINEK [2]).

§ 10. Algebren iiber Funktionenkérpern.

Die Theorie des VI-ten Teils ist anwendbar auf den Fall, dal P
der Korper aller rationalen Funktionen einer Unbestimmten x iber
einem Korper 2 ist. g ist dann der Ring der Polynome von x tiber 2.
Statt dessen kann auch eine endliche separable Erweiterung P von
£(x) und als g der Ring der x-ganzen algebraischen Funktionen von x
in P genommen werden.

Mit diesem Fall beschiftigen sich Tsen [1], [2], WiTT [2], [3],
HassE [6]. :

TSEN betrachtet den Fall eines algebraisch abgeschlossenen {2 und
zeigt, daB dann keine von £(x) verschiedene Divisionsalgebra mit
2(x) als Zentrum (auBer £2(x) selbst) vorhanden ist. Ist £ reell ab-
geschlossen, so gibt es nach TSEN hochstens eine Divisionsalgebra mit
dem Zentrum £2(x) auBer £2(x), diese ist dann vom Index 2.

Wrrr [2] fiihrt, entsprechend der Theorie der algebraischen
Funktionenkérper, Divisoren ein, die auch die Primteiler von 1/x
beriicksichtigen. Die Divisoren bilden ein Gruppoid. Die Theorie der
Divisorenklassen gilt wie im kommutativen Fall, insbesondere ent-
wickelt WITT [2] den RIEMANN-RoOCHSchen Satz.

Wird als Konstantenbereich £2 ein Galoisfeld genommen, so werden
die Sitze des VII-ten Teils iibertragbar. In §§ 1, 2 ist der springende
Punkt die Tatsache, dal der Restklassenbereich nach einem Primideal
ein Galoisfeld ist: das ist hier auch der Fall. Fiir die weitere Theorie
miissen neben den Primidealen von g auch die Primteiler von 1/x
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beriicksichtigt werden, entsprechend den unendlichen Primstellen bei
Zahlkoérpern, die ja daher ihren Namen haben. Das geschieht durch
Betrachtung aller Primdivisoren. Der fundamentale Satz 1, § 5, wird
in ganz entsprechender Weise auf den Normensatz gegriindet, wie bei
Zahlkérpern. Die direkten Folgerungen aus Satz 1, § 5, gelten auch
hier. Auch Satz 4, §5, gilt wortlich: der erwdhnte Satz von TSEN
besagt ndmlich, daB fiir jede normale einfache Algebra /P die Er-
weiterung Us oo 1 ist, wenn unter P die durch Adjunktion des algebraisch
abgeschlossenen Korpers 2 von £ entstehende Erweiterung von P ist.
Da £ bekanntlich der Korper aller Einheitswurzeln iiber £ ist, so
folgt hieraus in der Tat, daB % Zerfillungskérper hat, die (zyklische)
Kreiskorper sind. Nach Hassk [6] folgt hieraus wieder die Summen-

relation 2(%) = 0 (mod 1) fiir eine normale einfache Algebra /P.

Grundlage des Beweises ist die Tatsache, daB fiir das Element « in
einer zyklischen Darstellung % = («, 3, S) mittels eines Kreiskorpers
die Relation > mj,0, = 0 gilt, falls unter p der Exponent verstanden
wird, mit dem ein Primdivisor p des Grades my, in o enthalten ist;

die (%) werden durch die g, ausgedriickt. WIrT [2] hat die Summen-

relation auf den RiEMANN-RocHschen Satz gegriindet. Aus der Sum-
menrelation folgt wieder das Reziprozititsgesetz. Die Theorie der
Normeénreste ist in der gleichen Weise begriindbar wie in § 6. Wit [2]
entwickelt die Theorie der Zetafunktion wie in § 8. Die Funktional-
gleichung beruht dabei auf dem RIEMANN-RocHschen Satz. Der in
§ 8 gegebene zweite Beweis von Satz 1, § 5, iibertriagt sich. Vgl. auch
RavuTter [1].

WitT [3] betrachtet Divisionsalgebren iiber reellen algebraischen
Funktionenkérpern.

Literaturverzeichnis.

ALBERT, A. A. [1]: Normal division algebras satisfying mild assumptions. Proc.
Nat. Acad. Sci. U. S. A. Bd. 14 (1928) S. 904—906; [2] The group of the rank
equation of any normal division algebra. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. A.
Bd. 14 (1928) S. 906—907; [8]: On the structur of normal division algebras.
Ann. of Math. (2) Bd. 30 (1929) S. 322—338; [4]: Normal division algebras
in 4p2 units, p an odd prime. Ann. of Math (2) Bd. 30 (1929) S. 583—590;
[6]: The structure of any algebra which is a direct product of rational generalized
quaternion algebras. Ann. of Math. (2) Bd. 30 (1929) S. 621—625; [6]: On
the rank equation of any normal division algebra. Bull. Amer. Math. Soc.
Bd. 35 (1929) S. 335—338; [7]: The rank function of any simple algebra.
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. Bd. 15 (1929) S. 372—376; [8]: A determination
of all normal division algebras in sixteen units. Trans. Amer. Math. Soc.
Bd. 31 (1929) S. 253—260; [9]: A necessary and sufficient condition for the
non-equivalence of any two rational generalized quaternion division algebras.
Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 36 (1930) S. 535—540; [10]: A note on an important
theorem on normal division algebras. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 36 (1930)



1457 Literaturverzeichnis. 139

S. 649—650; [11]: A construction of all non-commutative rational division
algebras of order eight. Ann. of Math. (2) Bd. 31 (1930) S. 567—576; [12]: New
results in the theory of normal division algebras. Trans. Amer. Math. Soc.
Bd. 32 (1930) S. 171—195; [18]: Determination of all normal division algebras
in thirty-six units of type R,. Amer. J. Math. Bd. 52 (1930) S. 283—292;
[14]: On the Wedderburn norm condition for cyclic algebras. Bull. Amer.
Math. Soc. Bd. 37 (1931) S. 301 —312; [15]: A note on cyclic algebras of order
sixteen. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 37 (1931) S. 727—730; [16]: Division
algebras over an algebraic field. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 37 (1931) S. 77
bis 784; [17]: On direct products, cyclic division algebras, and pure Riemann
matrices. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 33 (1931) S. 219—234; [18]: On normal
division algebras of type R in thirty-six units. Trans. Amer. Math. Soc.
Bd. 33 (1931) S.235—243; [19]: On direct products. Trans. Amer. Math.
Soc. Bd. 33 (1931) S. 690—711; [20]: Normal division algebras of order 22=.
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. Bd. 17 (1931) S. 389—392; [21]: Normal division
algebras of degree four over an algebraic field. Trans. Amer. Math. Soc.
Bd. 34 (1932) S. 363—372; [22]: On normal simple algebras. Trans. Amer.
Math. Soc. Bd. 34 (1932) S. 620—625; [23]: A construction of non-cyclic
normal division algebras. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 38 (1932) S. 449—456;
[24]: A note on normal division algebras of order sixteen. Bull. Amer. Math.
Soc. Bd. 38 (1932) S. 703—706; [25] Algebras of degree 2° and pure Riemann
matrices. Ann. of Math. (2) Bd. 33 (1932) S. 311—318; [26]: On the con-
struction of cyclic algebras with a given exponent. Amer. J. Math. Bd. 54
(1932) S. 1—13; [27]: A note on the equivalence of algebras of degree two.
Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 39 (1933) S. 257—258; [28]: On primary normal
division algebras of degree eight. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 39 (1933)
S. 265—272; [29]: Normal division algebras over algebraic numberfields not
of finite degree. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 39 (1933) S. 746—749; [30]: Non-
cyclic algebras of degree and exponent four. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 35
(1933) S. 112—121; [31]: Integral domains of rational generalized quaternion
algebras. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 40 (1934); [32]: Normal division algebras
over a modular field. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 36 (1934) S. 388—394.

ALBERT, A. A., and H. HassE [1]: A determination of all normal division algebras
over an algebraic numberfield. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 34 (1932)
S. 722—726.

ArcuIBALD, R. C. [1]: Diophantine equations in division algebras. Trans. Amer.
Math. Soc. Bd. 30 (1928) S. 819—837.

ARrTIN, E. [1]: Uber einen Satz von Herrn J. H. Maclaggan Wedderburn. Abh.
math. Semin. Hamburg. Univ. Bd. 5 (1928) S. 245—250; [2]: Zur Theorie
der hyperkomplexen Zahlen. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. Bd. 5
(1928) S. 251—260; [3]: Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen. Abh. math.
Semin. Hamburg. Univ. Bd. 5 (1928) S. 261—289.

Branpt, H. [1]: Der Kompositionsbegriff bei den quaternaren quadratischen
Formen. Math. Ann. Bd. 91 (1924) S. 300—315; [2]: Die Hauptklassen in
der Kompositionstheorie der quaterndren quadratischen Formen. Math.
Ann. Bd. 94 (1925) S. 166—175; [8]: Uber die Komponierbarkeit quaternirer
quadratischer Formen. Math. Ann. Bd. 94 (1925) S. 179—197; [4]: Uber das
assoziative Gesetz bei der Komposition der quaterniren quadratischen Formen.
Math. Ann. Bd. 96 (1927) S. 353—359; [5]: Uber eine Verallgemeinerung des
Gruppenbegriffes. Math. Ann. Bd. 96 (1927) S. 360—366; [6]: Idealtheorie
in Quaternionenalgebren. Math. Ann. Bd. 99 (1928) S. 1—29; [7]: Idealtheorie
in einer Dedekindschen Algebra. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 37 (1928)
S. 5—7; [8]: Zur Idealtheorie Dedekindscher Algebren. Comment. math. helv.
Bd. 2 (1930) S. 13—17.



140 Literaturverzeichnis. [146

BraAuer, R. [1]: Untersuchungen iiber die arithmetischen Eigenschaften von
Gruppen linearer Substitutionen I. Math. Z. Bd. 28 (1928) S. 677—696;
[2]: Dasselbe II. Math. Z. Bd. 31 (1930) S. 733—747; [8]: Uber Systeme
hyperkomplexer Zahlen. Math. Z. Bd. 30 (1929) S. 79—107; [4]: Uber
Systeme hyperkomplexer Gré8en. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 38 (1929)
S. 47/48; [5]: Uber die algebraische Struktur von Schiefkérpern. J. reine
angew. Math. Bd. 166 (1932) S. 241—252; [6]: Uber die Konstruktion der Schief-
korper, die von endlichem Rang in bezug auf ein gegebenes Zentrum sind.
J. reine angew. Math. Bd. 168 (1932) S. 44—64; [7]: Uber den Index und den
Exponenten von Divisionsalgebren. Toéhoku Math. J. Bd. 37 (1933) S. 77
bis 87.

BRAUER, R., u. E. NoeTHER [1]: Uber minimale Zerfillungskérper irreduzibler
Darstellungen. S.-B. preu8. Akad. Wiss. Bd. 32 (1927) S. 221—226.

Bussa, L. E. [1]: Note on the discriminant matrix of an algebra. Bull. Amer.
Math. Soc. Bd. 38 (1932) S. 49—51; [2]: On Young’s definition of an algebra.
Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 39 (1933) S. 142—148.

Ceciont, F. [1]: Sopra un tipo di algebre prive di divisori dello zero. Rend. Circ.
mat. Palermo Bd. 47 (1923) S. 209—254.

CHEVALLEY, CL. [1]: La théorie du symbole de restes normiques. J. reine angew.
Math. Bd. 169 (1932) S. 141—157; [2]: Sur certains ideaux d’un algébre simple.
Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. Bd. 10 (1934) S. 83—105; [8]: Sur la
théorie du corps de classes dans les corps finis et les corps locaux. Thése
Paris 1932, Journ. Foc. Sci. Tokyo II (1933) S. 366—476.

ConweLL, H. H. [1]: Linear associative algebras of infinite order, whose elements
satisfy finite algebraic equations. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 40 (1934)
S. 95—102.

Darkow, M. D. [1]: Determination of a basis for the integral elements of certain
generalized quaternion algebras. Ann. of Math. (2) Bd. 28 (1926) S. 263—270.

DeuriNG, M. [1]: Zur Theorie der Normen relativzyklischer Kérper. Nachr. Ges.
Wiss. Gottingen (1931) S. 199—200; [2]: Galoissche Theorie und Darstellungs-
theorie. Math. Ann. Bd. 107 (1932) S. 140—144; [8]: Neuer Beweis des Bauer-
schen Satzes (erscheint im J. reine angew. Math.).

Dickson, L. E. [1]: Linear algebras. Cambridge tracts Bd. 16 (1914); [2]: Linear
algebras and Abelian equations. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 15 (1914)
S. 31—46; [38]: On quaternions and their generalization and the history of
the eight square theorem. Ann. of Math. (2) Bd. 20 (1919) S. 155—171;
[4]: Quaternions and their generalizations. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. A.
Bd. 7 (1921) S. 109—114; [5]: Impossibility of restoring unique factorization
in a hypercomplex arithmetic. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 28 (1922) S. 438
bis 442; [6]: Algebras and their arithmetics. Chicago 1923; [7]: A new simple
theory of hypercomplex integers. Bull. Amer. math. Soc. Bd. 29 (1923) S. 121;
[8]: The rational linear algebras of maximum and minimum ranks. Proc.
London Math. Soc. (2) Bd. 22 (1923) S. 143—162; [9]: New division algebras.
Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 28 (1926) S. 207—234; [10]: Algebren und ihre
Zahlentheorie. Zirich 1927; [11]: Outline of the theory to date of the arith-
metics .of algebras. Proc. Congr. Toronto (1924); [12]: Further develop-
ment of the theory of arithmetics of algebras. Proc. Congr. Toronto (1924);
[13]: New division algebras. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 34 (1928) S. 555— 560.

Fivan, E. J. [1]: A determination of the domains of integrity of the complete
rational matric algebra of order 4. Amer. J. Math. Bd. 53 (1931) S. 920—928.

Firring, H. [1]: Die Theorie der Automorphismenringe ABELscher Gruppen und
ibr Analogon bei nichtkommutativen Gruppen. Math. Ann. Bd. 107 (1932)
S. 514 —542.



1477 Literaturverzeichnis. 141

FueteR, R. [1]: Uber eine spezielle Algebra. J. reine angew. Math. Bd. 167
(1932) S. 52—61; [2]: Quaternionenringe. Comment. math. helv. Bd. 6
(1934) S. 199—222.

GARVER, R. [1]: Division algebra of order sixteen. Ann. of Math. (2) Bd. 28
(1927) S. 493 —500.

GHENT, K. S. [1]: A note on nilpotent algebras in four units. Bull. Amer. Math.
Soc. Bd. 40 (1934) S. 331—338.

Grery, H. [1]: Zur Normentheorie in hyperkomplexen Systemen. J. reine angew.
Math. Bd. 162 (1930) S. 60—62.

GrrirrITHS, L. W. [1]: Generalized quaternionalgebras and the theory of numbers.
Amer. J. Math. Bd. 50 (1928) S. 303—314.

GRrRUNWALD, W. [1]: Charakterisierung des Normenrestsymbols durch die p-Stetig-
keit, den vorderen Zerlegungssatz und die Produktformel. Math. Ann.
Bd. 107 (1932) S. 145—164.

Hassg, H. [1]: Uber p-adische Schiefkérper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik
hyperkomplexer Zahlsysteme. Math. Ann. Bd. 104 (1931) S. 495—534;
[2]: Theorie der zyklischen Algebren iiber einem algebraischen Zahlkérper.
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen (1931) S. 70—79; [3]: Theory of cyclic algebras
over an algebraic numberfield. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 34 (1932) S. 171
bis 214; [4]: Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iiber
einem algebraischen Zahlkérper. Math. Ann. Bd. 107 (1933) S. 731—760;
[6]: Uber gewisse Ideale in einer einfachen Algebra. Exposés math. publ. &
la mém. d. Herbrand I. Act. Sci. ind. (1934) S.109; [6]: Theorie der relativ-
zyklischen algebraischen Funktionenkérper, insbesondere bei endlichem
Konstantenkérper. J. reine angew. Math. Bd. 172 (1934) S. 37—54.

Hassg, H., u. R. BRAUER, E. NoETHER [1]: Beweis eines Hauptsatzes in der Theorie
der Algebren. J. reine angew. Math. Bd. 167 (1932) S. 399—404.

HazieTrt, O. [1]: On the classification and invariantive characterization or nil-
potent algebras. Amer. J. Math. Bd. 38 (1916) S. 109—138; [2]: On the
theory of associative division algebras. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 18
(1917) S. 167—176; [8]: On the arithmetic of a general associative algebra.
Proc. Congr. Toronto Bd. 1 (1924) S. 185—191; [4]: On division algebras.
Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 32 (1930) S. 912—925; [5]: Integers as matrices.
Atti Cogr. Bologna Bd. 2 (1928) S. 57—62.

Hey, K. [1]: Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen.
Diss. Hamburg (1929).

HEeyTING, A. [1]: Die Theorie der linearen Gleichungen in einer Zahlenspezies
mit nichtkommutativer Multiplikation. Math. Ann. Bd. 98 (1927) S. 465—490.

INnGraHAM, M. H. [1]: Note on the reducibility of algebras without a finite base.
Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 38 (1932) S. 100—104.

KormE, G. [1]: Uber maximale nilpotente Unterringe und Nilringe. Math. Ann.
Bd. 103 (1930) S. 359—363; [2]: Die Struktur der Ringe, deren Restklassen-
ring nach dem Radikal vollstindig reduzibel ist. Math. Z. Bd. 32 (1930)
S. 161—186; [8]: Schiefkoérper unendlichen Ranges iiber dem Zentrum. Math.
Ann. Bd. 105 (1931) S. 15—39; [4]: Uber Schiefkérper mit Unterkorpern
zweiter Art iiber dem Zentrum. J. reine angew. Math. Bd. 166 (1932) S. 182
bis 184 ; [6]: Erweiterung des Zentrums einfacher Algebren. Math. Ann. Bd. 107
(1933) S. 761—766.

KoRinex, W. [1]: Quadratische Korper in Quaternionenringen. Vést. Kral.
Ceské Spol. Nauk, Tt. mat.-piirod. (1930); [2]: Maximale kommutative Kérper
in einfachen Systemen hyperkomplexer Zahlen. Mém. Soc. Sci. Bohéme 1932
Nr 1 (1933) S. 1—24;[3]: Une remarque concernant I’arithmétique des nombres
hypercomplexes. Mém. Soc. Roy. Sci. Bohéme 1932 Nr 4 (1933) S. 1—8.



142 Literaturverzeichnis. [148

LATIMER, C. G. [1]: Arithmetics of generalized quaternion algebras. Amer. J.
Math. (2) Bd. 27 (1926) S. 92—102; [2]: On the finiteness of the classnumber
in a semi-simple algebra. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 40 (1934) S. 433—435.

Levitzki, J. [1]: On normal products of Algebras. Ann. of Math. (2) Bd. 33
(1932) S. 377—402.

LittLewoop, D. E. [1]: The solution of linear congruences in quaternions. Proc.
London Math. Soc., II.s. Bd. 32 (1931) S. 115—128; [2]: Identical relations
satisfied in -an algebra. Proc. London Math. Soc. II.s. Bd. 32 (1931) S. 312
bis 320; [3]: On the classification of algebras. Proc. London Math. Soc., II.s.
Bd. 35 (1933) S. 200—240; [4]: Note on the anticommuting matrices of Edding-
ton. J. London Math. Soc. Bd. 9 (1934) S. 41—50.

LirtLewoop, D. E., and A. R. RicHArRDsON [1]: Fermat’s equation in real qua-
ternions. Proc. London Math. Soc., IL.s. Bd. 32 (1931) S. 235—240; [2]: Con-
comitants of polynomials in noncommutative algebra. Proc. London Math.
Soc., IL.s. Bd. 35 (1933) S. 325—379.

MacDurreg, C. C. [1]: On the independence of the first and second matrices
of an algebra. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 35 (1929) S. 344—349; [2]: An
introduction to the theory of ideals in linear associative algebras. Trans.
Amer. Math. Soc. Bd. 31 (1929) S. 71—90; [3]: The discriminant matrices of
a linear associative algebra. Ann. of Math. (2) Bd. 32 (1931) S. 60—66; [4]: The
discriminant matrix of a semi-simple algebra. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 33
(1931) S. 425—432; [56]: Ideals in linear algebras. Bull. Amer. Math. Soc.
Bd. 37 (1931) S. 841—853; [6]: The Theory of Matrices. Erg. d. Math. Bd. 2
(1933) S. 5 .

NEHRKORN, H. [1]: Uber absolute Idealklassengruppe und Einheiten in algebra-
ischen Zahlkérpern. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. Bd. 9 (1933) S. 318
bis 334.

NoETHER, E. [1]: Der Diskriminantensatz fiir die Ordnungen eines algebraischen
Zahl- oder Funktionenkérpers. J. reine angew. Math. Bd. 157 (1927) S. 82
bis 104; [2]: Hyperkomplexe GréB8en und Darstellungstheorie. Math. Z.
Bd. 30 (1929) S. 641—692; [3]: Hyperkomplexe Systeme in ihren Beziehungen
zur kommutativen Algebra und Zahlentheorie. Verh. Intern. Math. Kongress
Zirich 19321, S. 189—194; [4]: Nichtkommutative Algebra. Math. Z. Bd. 37
(1933) S. 514—541; [56]: Der Hauptgeschlechtssatz fiir relativ-galoissche Zahl-
kérper. Math. Ann. Bd. 108 (1933) S. 411—419; [6]: Zerfallende verschrankte
Produkte und ihre Maximalordnungen. Actualités Sci. ind. (Exp. publ. mém.
de J. Herbrand III) (1934).

Nowwran, F.S. [1]: Traisformations which leave invariant the multiplication
table of a total matric algebra. T6éhoku Math. J. Bd. 39 (1934) S. 372—379.

Orson, H. L. [1]: Linear congruences in a general arithmetic. Ann. of Math. (2)
Bd. 28 (1926) S. 237—239; [2]: Doubly divisible quaternions. Ann. of Math.
(2) Bd. 31 (1930) S. 371—374.

Org, O. [1]: Ann. of Math. (2) Bd. 32 (1931) S. 463—477.

Ranum, A. [1]: The groups belonging to a linear associative algebra. Amer. J.
Math. Bd. 49 (1927) S. 285—308.

Rauter, H. [1]: Quaternionen mit Komponenten aus einem Korper von Prim-
zahlcharakteristik. Math. Z. Bd. 29 (1929) S. 234—263.

REeEgs, M. S. [1]: Division algebras associated with an equation whose groups
has four generators. Amer. J. Math. Bd. 54 (1932) S. 51—65.

Ricuarpson, A. R. [1] Hypercomplex determinants. Messenger of Math. Bd. 55
(1926) S. 145—152; [2]: Equations over a division algebra. Messenger of Math.
Bd. 57 (1928) S. 1—6; [3]: Simultaneous linear equations over a divisions
algebra. Proc. London Math. Soc. Bd. 28 (1928) S. 395—420; [4]: Concomitants
relating to a division algebra. Messenger of Math. Bd. 55 (1926) S. 175—182.



1497 Literaturverzeichnis. 143

Scorza, G. [1]: Corpi numerici ed algebre. (Messina 1921.)

Smopa, K. [1]: Uber die Galoissche Theorie der halbeinfachen hyperkomplexen
Systeme. Math. Ann. Bd. 107 (1932) S. 252—258; [2]: Bemerkungen iiber die
Faktorensysteme einfacher hyperkomplexer Systeme. Jap. J. Math. Bd. 10
(1933) S. 57—70; [8]: Ein Kriterium fiir normale einfache hyperkomplexe
Systeme. Proc. Imp. Acad. Jap. X (1934) S. 195—197; [4]: Diskriminanten-
satz fiir normale einfache hyperkomplexe Systeme. Proc. Imp. Acad. Jap. X
(1934) S. 315—318; [5]: Diskriminantenformel fiir normale einfache hyper-
komplexe Systeme. Proc. Imp. Acad. Jap. X (1934) S. 319—321; [6]: Uber
die endlichen Gruppen der Algebrenklassen mit einem Zerfallungskoérper.
Jap. J. Math. Bd. 11 (1934) S. 21—30.

SHOVER, G. [1]: Class number in a linear ‘associative algebra. Bull. Amer. Math.
Soc. Bd. 39 (1933) S. 610—614.

SHOVER, G., and C. C. MacDuFrEE [1]: Ideal multiplication in a linear algebra.
Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 37 (1931) S. 434—438.

SkoLEM, TH. [1]: Zur Theorie der assoziativen Zahlensysteme. Skr. norske Vid.-
Akad., Oslo (1927).

SPEISER, A. [1]: Gruppendeterminante und Korperdiskriminante. Math. Ann.
Bd. 77 (1916) S. 546—562; [2]: Allgemeine Zahlentheorie. Vjschr. natur-
forsch. Ges. Zirich Bd. 71 (1926) S. 8—48; [3]: Idealtheorie in rationalen
Algebren. Kap. 13 in Dickson [10].

SmitH, G. W. [1]: Nilpotent algebras generated by two units ¢ and 4, such that ¢2
is not an independent unit. Amer. J. Math. Bd. 41 (1919) S. 143—164.
TseN, CH. C. [1]: Divisionsalgebren iiber Funktionenkérpern. Nachr. Ges. Wiss.
Gottingen (1933) S. 335—339; [2]: Algebren iiber Funktionenkérpern. Diss.

Gottingen (1934).

VeNKOV, B. [1]: Zur Arithmetik der Quaternionen. Bull. Acad. Sci. URSS (6)
Bd. 16 (1922/24) S. 205—246.

VAN DER WAERDEN, B. L. [1]: Moderne Algebra I. Berlin 1930; [2]: Moderne
Algebra II. Berlin 1931; [3]: Elementarer Beweis eines zahlentheoretischen
Existenztheorems. J. reine angew. Math. Bd. 171 (1934) S. 1—3; [4]: Lineare
Gruppen. Erg. d. Math. IV, 2.

WanLIN, C. E. [1]: A quadratic algebra and its application to a problem in dio-
phantine analysis. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 33 (1927) S. 221—231.

McL.-WEDDERBURN, J. H. [1]: On hypercomplex numbers. Proc. London Math.
Soc. (2) Bd. 6 (1908) S. 77—118; [2]: A type of primitive algebra. Trans.
Amer. Math. Soc. Bd. 15 (1914) S. 162—166; [3]: On division algebras. Trans.
Amer. Math. Soc. Bd. 22 (1921) S. 129—135; [4]: Algebras which do not
possess a finite basis. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 26 (1924) S. 395—426;
[6]: A theorem on simple algebras. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 31 (1924)
S. 11—13; [6]:- A theorem on finite algebras. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 6
(1909) S. 349—352.

‘WiLriaMsoN, J. [1]: Conditions for associativity of division algebras connected
with non-abelian groups. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 30 (1923) S. 111—125.

Wirt, E. [1]: Uber die Kommutativitat endlicher Schiefkérper. Abh. math.
Semin. Hamburg. Univ. Bd. 8 (1931) S. 413; [2]: Riemann-Rochscher Satz
und {-Funktion im Hyperkomplexen. Math. Ann. Bd. 110 (1934) S. 12—28;
[38]: Zerlegung reeller algebraischer Funktionen in Quadrate. Schiefkérper in
reellen Funktionen. J. reine angew. Math. Bd. 171 (1934) S. 4—11.

Young, J. W. [1]: A new formulation for general algebra. Ann. of Math. Bd. 29
(1927) S. 47—60.

ZorN, M. [1]: Note zur analytischen hyperkomplexen Zahlentheorie. Abh. math.
Semin. Hamburg. Univ. Bd. 9 (1933) S. 197—201.



Verlag von Julius Springer /Berlin

Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete

Herausgegeben von der Schriftleitung des ,,Zentralblatt fiir Mathematik*

Erster Band:
1. Heft: Knotentheorie. Von Kurt Reidemeister. Mit 114 Figuren. VI, 74 Seiten.

1932. RM 8.75
2. Heft: Graphische Kinematik und Kinetostatik. Von Karl Feder-
hofer. Mit 27 Figuren. VI, 112 Seiten. 1932. RM 13.15

3. Heft: Lamésche — Mathieusche — und verwandte Funktionen
in Physik und Technik. Von M. J. O. Strutt. Mit 12 Figuren. VIII,
116 Seiten. 1932. RM 13.60

4. Heit: Die Methoden zur angenaherten Lésung von Eigenwert-
problemen in der Elastokinetik. Von K. Hohenemser. Mit 15 Figuren.

III, 89 Seiten. 1932. RM 10.50
5. Heft: Fastperiodische Funktionen. Von Harald Bohr. Mit 1o Figuren.
IV, 96 Seiten. 1932. RM 11.40

Zweiter Band:
1. Heft: Projektive Relativitatstheorie. Von O. Veblen. Mit 3 Figuren.

V, 73 Seiten. 1933. RM 8.—

2. Heft: On the Problem of Plateau. By Tibor Rad6. With 1 figure.
III, 109 pages. 1933. RM 12.80

3. Heft: Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von
A. Kolmogoroff. V, 62 Seiten. 1933. RM 7.50

4. Heft: Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Von A. Khintchine. V, 77 Seiten. 1933. RM 9.60

5. Heft: The Theory of Matrices. By C. C. MacDuffee. V, 110 pages. 1933.
RM 13.—

Dritter Band:
1. Heft: Theorie der konvexen Koérper. Von T. Bonnesen und W. Fenchel.

Mit 8 Figuren. VII, 164 Seiten. 1934. RM 18.80
2. Heft: Theory of Linear Connections. By D. J. Struik. VII, 68 pages.
1934. RM 8.60

3. Heft: Theorie der Funktionen mehrerer kompiexer Veridnder-
lichen. Von H. Behnke und P. Thullen. VII, 115 Seiten. 1934. RM 13.80
4. Heft: Mathematische Grundiagenforschung. Intuitionismus.
Beweistheorie. Von A. Heyting, IV, 73 Seiten. 1934. RM 8.75
5. Heft: Algebraic Surfaces. By O. Zariski. V, 197 pages. 1935. RM 22.75

Weitere Arbeiten, die in der Sammlung erscheinen werden:

Gruppen von linearen Transformationen. Von B.L.v.d. Waerden, Leipzig.

Idealtheorie. Von W. Krull, Erlangen.

Gruppentheorie. Von B. L. v.d. Waerden, Leipzig, und F.Levi.

Dirichletsche Reihen.Von E.Hille, Princeton, und F.Bohnenblust, Princeton.

Diophantische Approximationen, Von J. F. Koksma, Amsterdam.

Integralgleichungen, Von J.D. Tamarkin, Providence, und E.Hille, Princeton.

Uber die Wertverteilung endlichvieldeutiger analytischer Funktionen. Von E. Ull-
rich, Gottingen.

Turbulenz. Von J. M. Burgers, Delit.

Dynamische Meteorologie. Von H. Ertel, Berlin.

Geophysikalische Periodenuntersuchungen. Von J. Bartels, Eberswalde.

Geometrische Optik, Von C.Carathéodory, Miinchen.



Verlag von Julius Springer/Berlin

Moderne Algebra. Unter Benutzung von Vorlesungen von E. Artin
und E. Noether. Von Dr. B. L. van der Waerden, o. Professor an der Uni-
versitat Leipzig.

Erster Teil: VIII, 243 Seiten. 1930. RM 15.60; gebunden RM 17.20
(abziiglich 10% NotnachlaB)
Zweiter Teil: VII, 216 Seiten. 193I. RM 15.—; gebunden RM 16.60

(abziglich 10% NotnachlaB)
(,,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften*, Bd. XXXIII u. XXXIV.)

Das van der Waerdensche Lehrbuch der modernen Algebra ist, was nicht zuviel gesagt ist, das
,,Standard-Work‘ auf diesem Gebiete. Es enthilt einen vollstindigen und systematischen Aufbau der
gesamten modernen Algebra. Alle Hilfsmittel, die hierfiir benétigt werden, sind in den ersten Kapiteln
von neuem hergeleitet. So finden wir die Gruppentheorie, die Kérpertheorie und die Galoissche Theorie,
die klassische Theorie der algebraischen Gleichungen, knapp aber liickenlos entwickelt, soweit sie in der
modernen Algebra Verwendung finden. Der zweite Band gibt uns zunichst eine einfache und sach-
gemaBe, klare Darstellung der Eliminationstheorie auf 20 Seiten... Im 2. Kapitel des 2. Bandes finden
wir das prichtige Gebiet der allgemeinen Idealtheorie in meisterhafter Weise behandelt. Zugleich ist dies
die erste geschlossene und vollstindige Darstellung dieses Gebietes, dessen Begriindung und Ausbau vor-
nehmlich an die Namen des Verfassers, E. Noether, Artin, Brandt, Hasse und Krull gekniipft sind. Ein
Abschnitt ,lineare Algebra“, in dem die Theorie der linearen Gleichungen, Matrizen und quadratischen
Formen sowie die Elementarteilertheorie behandelt werden (auch wohl die erste vollstdndige und systema-
tische Darstellung dieser Art), fithrt schlieBlich zur Theorie der hyperkomplexen GroSen und der Dar-
stellungstheorie hiniiber, die ja auch Eingang in die moderne Physik gefunden hat und die von Fro-
benius, I. Schur, E. Noether und Weyl in dieser Form geschaffen wurde. — Alles in allem ist das
Studium des van der Waerdenschen Lehrbuches fir den Kenner ein GenuB8 und fiir den Lernenden, man
kann es wohl verantworten, ,,der Weg* in die moderne Algebra, der auch zugleich in die hochsten
Hohen der Algebra fiihrt. ,,Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht®

The Theory of Matrices. By C. C. MacDuffee. (,Ergebnisse der
Mathematik‘, Band 2, Heft 5.) V, 110 pages. 1933. RM 13.—

Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung.
Mit Anwendungen auf algebraische Zahlen und Gleichungen sowie auf die
Kristallographie. Von Andreas Speiser, ord. Professor der Mathematik an der
Universitat Zirich. Zweite Auflage. (,,Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften”, Band V.) Mit 38 Textabbildungen. IX, 251 Seiten. 1927.

RM 15.—; gebunden RM 16.50 (abziiglich 10% NotnachlaB)

David Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Drei Bande.
Jeder Band ist einzeln kiuflich.

Erster Band: Zahlentheorie. XIV, 539 Seiten. 1932. RM 48.—
Zweiter Band: Algebra. Invariantentheorie. Geometrie. Mit 12 Abbil-
‘dungen und einem Bildnis. VIII, 453 Seiten. 1933. RM 45.—

Dritter Band: Analysis. Verschiedenes. Biographie. In Vorbereitung.

Georg Cantor, Gesammelte Abhandiungen mathe-
matischen und philosophischen Inhalts mit erlautern-
den Anmerkungen sowie mit Ergidnzungen aus dem Briefwechsel Cantor-
Dedekind. Herausgegeben von Ernst Zermelo nebst einem Lebenslauf Cantors
von Adolf Fraenkel. Mit einem Bildnis. VII, 486 Seiten. 1932. RM 48.—

Grundlagen der Mathematik. Von D. Hilbert und P. Bernays,
Gottingen. Erster Band. (,,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften,
Band XL.) XII, 471 Seiten. 1934. RM 36.—; gebunden RM 37.80





